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INTHODUCCION 

Para entender un poco más el aspecto geométrico de la Relatividad Especial 
planteado en este trahajo, lo he di\·idido en cuat,.ro capítulos que hasta cierto grudo son 
independientes entre sí. En los tres primeros, la independencia consiste en partir de 
hipótcs!~ Cist!rltt!.S pr~r2. llcgr::_y !!. lr.~ !!:?cmn~ ft)!~C'h1..-~<,~1P~ 

En el Ca1;ítulo I Sl: <lf11i. ¡ilgu1Jos dé1tos hi~.il;:-iros p;"1fí1 :;x.ic!c:r tc11cr un::l E1c<1 de 
corno fué el surgimiento de esta teoría fú,ica, los problcÍua.s a los que se enfrentó en 
aqw·•lla {•poca . .algnn::~ f(lrn1<ls cli:;tintí1:-: df' irdv11h1r res0lvcr ('] probkuH1, corno es ('] 

Cf~::o dl' ln suposición del cf(_r pnr un lr1do y el cuc~íorian:icnto de ro1icrpto:--· co1no el 
1icuipn por otrcJ. Con bi i111('11ción de fa1niliari7;_1nios ror1 la~ id('a:-: poro cotidinna ... 
de rc~trtt~o dt'l tic1JJpn~ C(intrl:C'ción dt" longitud(·-... y otr;!..<..:~ h(' d('~ltifl)ll~u1o u11 pnru lo:-
rr1zorrn111i('nto~ d(' esta~. valif'•ndornc de e:-o:: cxp('rimcnto~ Jfl('ntaks con el útil ''trui 

<le Einstein''. Si11 C'Inhargo, 110 pretendo que de ellos se d€·duzcan cst<JS caranerí~ticas 
físicas~ porcp.1P dcsG1nsarían en í"rgu111cnto:-: ruuy d6hile:-'. con10 nucf..tra irnaginación. La 
idea de n1os1rar estos experimentos "' romo ya dije,lrt presentación de Yarios co11ccptos 
que romperán con toda seguridad fij11cioncs hechas antcriorHKnte accrarn del tiempo y 
la distancia. 

!vfucho más precisos y fuertes son los argumentos que en el capítulo II se dán 
al desarrollar de una manera axiomái ica ('l aspeci o físico de la Teoría Especial d1• 
Relatividad. La formalización del sistema de referencia, el establecimiento de las hi
pólc~i~ física~ ~ pé.rt ir f3.t.· le~ cu;_~k::· ~~_. d•'ch1ce b Tnn:sf(•rn'}~H·i(in CTe Lnrn1t 7 y 1~nn dln 
el retraso del tiempo, la contracción de longitud<.''· y una rnieva snrn;: rJ¡• \'elocidndcs, 
~on nn1c~stra de esta a_xirnatización. La con1pnración ron las Pcuacioncs d(' Gali]f'o, f!U'-' 
surgen de suponer el tiempo absoluto y In recopuración de éstns por medio ele un arnílisis 
de lu Transformación de Lorentz con velocidades Lajas, muestran por otro lado corno 
el surgimiento de una teoría corno la Relatividad Especial no se contrapone a la física 
chí.sic.a 1 con10 pudiera. pnrrcc!' en un principio, sino n1ás bien la gcllcraiiz(~. 

Con toda una nueva concepción del espacio-tiempo físico, se pueden responder 
varias de las interrogantes abiertas que en la historia se presentaron en la física clásica 
y que se mencionan en el primer capítulo, pero al mismo tiempo, se abren muchas 
acerca de toda la trascendencia de la nueva concepción sobre muchos conceptos físicos 
y e\'identC'me:1lc urni polémica folosófica con ello. No es la intrnción d(' este trabajo 
Ce~·L!.rro!h:.~ i0d0 r~tn: 1111~r:an:~1 pt1l InPPrin-rn nl!311TP1'- rn~~~ rn~--r1n f'l Hn~li~is clf'l pH~ri<lo y 

el futuro de un suceso, algunas observaciones filosóficas de la Transformación de Lorentz, 
para contrargumentar la idea de que "todo es relativo", aunque es ya al final del Capítulo 
III cuando se desarrolla esto, usando usando lit herramienta geomárica de ese mismo 
capítulo. 

Cor:lo si vo!viér:!.rno:: a crnpczar !n tc~·is y no huhi0ran10s he:! hJnr1o <le físirn 1 

esta tercera parte es el análisis puramente rnatem1itirn de dos geometrías P.n el plano. 
Definiendo métricas de una u otra forma, se crean planos distintos donde las circunfc.~ 
rendas, ángulos, cambios de base y las leyes como la desigualdad del triángulo, rcsusltan 
ser algo distinto a lo euc!ideanamente conocido. En uno de los planos creados, el se
mieucíeo, las transformaciones de cambio de base, son las ecuaciones de Galileo, cuando 
el espacio bidimensional es el espacio-tiempo y varias leyes de la mecánica clásica son 
característica de esta geometría. Así en el plano seudoeuclídeo, los cambios de base son 



Ju Transformación de Lorcntz, la Hclatividud de Ju Simultaneidad, 11.etraso del tiempo y 

Contracción de longitudes son consecuencias geornétrica.5 de haber definido la distancia 
de una de las tres posibilidades en el plano. Es dPrir, geornet:-icamcnte º'" vLtienell 
todas ]ns características físicas de la Relatividad Espcciai indepcndirnt•'lllf:1dc de si el 
tiempo es relativo o no, de si son correctos o itlcorrectos los expl'rimcntos con el tren 
de Einstein y de sí exitc o no el etcr. 

Si bien por un lado en forma independiente Ja geometría seudornclídea explica 
la nue\'il teoría, por otro hay una cquh·alencia rnuy fnci:.te cnirc el aspecto físico y el 
geométrico y es al establecer la.o hipótesis geométricas y la equivalencia con la.o físicas. 
A>í la homogeneidad e isotro¡,fo. del espacio-tiempo ('S linealidad de lo> cambio;, de base, 
la relatividad <kl tiempo'" la invariancia rnf>trica scutlo.,uclídPa y p] rnrncter <1hsoluto 
ele éste, e> la invaria11cia semicuclídca. 

Estos tres prirne:ros cHpitulo~ no r<'qnicrt~ll el conocinlicrito de cosas rnuy pro
fundas en matemáticas ni física, por lo quP cn'o <¡11<:' pm~dcn ser e¡¡1ellClidus por muchos 
estudiantes ele matemáticas o áreas afine~. No es muy complicado y sí muy iriicresantc 
en la línea intredisiplinaria. Para Jos que como yo estudiamos rnatcmfiticas. In <liflcul!ad 
quizás esté en que el material físico es muy nuevo. 

Aunque el centro de esta tesis es la RelatiYiclad Especial, el capítulo IV dá un 
poco de Relatividad General. Tln ,,ccrcc.l!liento al ¡;l011t1:11micnto <le ]a5 hipótesis de la 
teoría que a diferencia de lo anterior, parecen no ser puramente geométricas ni físicas sino 
mezcladas. El análisis físico ele trnyectoria.s ele caída libre por un lado y de variación 
geodésica por otro, la sustitución de unas ecuaciones por otras y no su equivalencia, 
presuponen esas hipótesis y al p;_,rcccr ni el método axiomMico ni el modelo materrnític(\, 
perecen ser tan claros y fuertes corno lo son en Relatividad Especial. 

Esta parte del trnbajo, sí presupone un poco más de conocimientos ¡;comdricu,, 
en particular de Geometría Riemanni;ina. Para facilitar un poco esto, un apéndice 
geométrico ha sido incluido al final y referida bibliografía suficiente. 



l. 

CAPITULO I 

ALGUNOS ELEMENTOS IIISTORICOS E INTUITIVOS DE LA T1W1UA 

l. ¿CUALES FE;\0:-,!E'.\"OS SE LE PHESE;\TAl\ A LA :\lECAl\lCA 
CLASICA QUE :\O PUEDE EXPLJCAH Y QlJE DA:\ OHIGE:\ A 

LA TEOHJA DE LA RELATIVIDAD'?. 

Parn comprender bicll por qu(· la física clásica no p11<l(I rc;;olvcrlos, mencionare
mos algullos experimentos y teoría.' qur• sustentaban a la mecánica clásica a finales del 
siglo XIX ( hasta 1880 aproximadanwntc ) . En realidad, sólo rnencionarnnos algunos 
aspectos de ésta,_ que hagan comprender cual era la idea que se tenía sobre espacio, 
tiempo, movimiento, luz, etc. 

Desde finales del siglo XVII, el espacio físico fu{; pensado por hhac Xewloll como 
un recipiente vacío en donde está distribuida toda la materia y aunque esta es rnovible 
y siempre cambiante, el espacio físico era inalterable, no acotado, infinito y explicado 
por la geornct ría cicsarrollacia hasta entonces, que ern la Euclidiana tridimensional. 

En el trnbajo de Isaac Kcwton PRINCIPJA MATEMATICA de 1GS7 establece 
las 3 leyes qup rigen el movimiento de todos los cuerpos, las cuales son el sustento de la 
Mec{mica Clásica. Est<lS leyes son: 

1 ª La ley de Inercia.- toclo cuerpo permanece en su estado 
de reposo o de mm·irnicnto rectilíneo uniforme mientra., 
no sea perturbado por algm111 fuerza externa. 

2ª La aceleración de un objeto es proporcional a la fuerza 
que actúa sobre éste y está en dirección en la que la fuerza 
actúa. 

3ª Para c<:da acción ]¡¡,y Ulla re11cción d(· igual magnitud 
y en sentido contrario. 

Estas leyes, el checar con los experimentos realizados hasta entonces, el confir
mar muchos resultados, hizo que aún dos siglos después fuera efccti\1unente la mecánica 
clásica la que explicara el mundo físico. No había razones para dudar de esta concepción 
del mundo newtoniano. · 

Otros elementos históricos importantes son los referentes a la luz. En 1849, se 
pudo calcular que la velocidad de la luz en el vacío es de 298,055 km/seg. 

En 1864, James C. Maxwell, realiza unos experimentos que muestran que la 
luz es una onda electromagnética cuya velocidad no depende de la fuente. Luego, en 
tanto que onda y en consecue~cia con las teorías físicas existentes en la época, debiera 
existir un medio en el cual la luz (la onda electromagnética) se propagase al ir de un 
punto a otro. Pero no sólo eso, la luz no cumplía con el Principio de la Relatividad del 



2. 

Movimiento estnblccido por Gulileo Galilei, el cual afirmabn que el movimiento de los 
cuerpos en todos los sistemas de referencia que se desplazan unos respecto a otros de 
manern rectilínea y uniforme, está regido por }¡~ mismas leyes. 

Este principio había sido probado con muchos experimentos y la luz parecía no 
cumplirlo, porque su velocidad r. era constante en ese hipotético medio. Si en un rmcrco 
de rrf('renc-ht <p1" ~:> rn0 .. ·f1~ Pil !í'!"""!PB r0rrn rnr1 Yt'lnrid1111 cnnc:fwritr• l): ~,~ li!Tl7íl.ha n11 r'1yo 
de luz en 1u dirección de! 1n0Yimlf..'nto de dicho n1~~!'C'0 1 enton~()'3 ('] rny0 vif!jarín n In 
velocidad v ·1 e y !-ii fu0ra en sentido co11trario a b del nrnrco, viajaría a unn Y<·locidad 
c~v. o sea: que tendría distiu1a~ \'(·locidnd(':- f'n di:.:tillt:L~ din:-ccinnP.L:, hlgo que no pa~;1ba 
en un nuirco d(• referencia en reJHJ~U. Con lo cual 110 H f'lllIJJilí;! did10 Principio <1c· 

Relatividad. 

El rnedio nece:-.ario para la prop<:gacióu dt' la luz ~(' ~upu:so y f;C; k (lió el non11HC' 

de ctcr. Se definió el reposo absoluto en do11dc 1" vcloricb<l <le la lm. ern e ('11 cunlquicr 
dirección y movimiento absoluto si no ocurría eso. 

Como los .experimentos mostraron, la luz p>HeCÍa viajar en todas partes, el dcr 

debía llenar todo el espacio, la materia y el vacío,cntonccs ese debía ser el espacio físico 
concebido por Newton, el reposo absoluto e inmutable, provisto de ese modelo mecánico 
ncwtoniano que se describía con la geometría Euclidiana y que ahora además debía ser 
el medio en donde la luz viajara con velocidad constante en cualquier dirección. 

La suposición de este gr<m ctcr y no la prueba <l<:' f'U existt'11cia, el nunca haber 
percibido nada de él y <'l no solucionar realmente la contradicción con el Pri11cipio 
de la Relatividad <le! Movimiento, dC'jó una scnsHción de intrign ante si eru corn·cto 
o no suponerlo. Fué en 1881 ( casi veinte años después ) cuando ll'fichclson y Morlcy 
discüaron un experimento queriendo probar ia existencia del ctcr mediante la detección 
del movimiento de la Tierra con respecto a él, es decir, si es que existía el e ter , cómo 
ésta se movía (<le acuerdo a lo mostnáo por Keplcr), dcliía dckctarsc· este movimiento 
con respecto al eter . 

Antes de poder describir el experimento, veamos los razonn.micntos que los llevó 
al diseño de dicho experimento. 

Si quisicramos detectar el rnoYimicnto de la Tierra con respecto al ctcr , es lo 
mismo que detcct ar el movimiento de é,ste respecto a la Tierra, o sea, se podrfa detectar 
un viento de eter . En ese caso, podríamos imaginnr dicho eter en movimiento, como 
un río con velocidad tJ y a la Tierra como una estaca fija a su orilla. Observemos que 
el tiempo que toma remar de ida y vuelta, en cada direcciém es dis~into. Veamos: 

Si una lancha es colocada junto a la estaca, la corriente del río la arrastrará 
con velocidad v , en ln dirección de la corriente. Pero si ahora un hombre que rema 
con una velocidad w sobre agua en reposo w > v, es llevado a ese río para que reme 
en sentido contrario al de la corrient<", ha,f.a quP logr<" rrcorrer una distancia de un 
kilómetro, entonces llevará una velocidad de w - u ( es decir, la velocidad resuliante es 
la diferencia entre las velocidades, esto era muy claro en la mecánica clásica ) , así pues 
el tiempo que tarda en hacer ese recorrido es w~v . 

Ahora si de este punto al que llegó, se regresa y continua remando, ahora a 
la velocidad w + v (pues es la velocidad resultante cuando rema en el sentido de la 
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corriente), el tiempo requerido para llegar nuevamente a la estaca es w~v .Entonces el 
tiempo total de viaje de ida y vuelta, a favor y en contra a la corriente es: 

1 1 
t1"'--+-

w-v w+t1 

que después de algunas opPrnr-io!l.cs que(hi. co1uo: 

2 
--(------;T) 
w 1- ~ 

Y si alwra sl' quiere rerm1r 1 km en una dirección perpendicular a la de la co
rriente del río, se debe inclinar la lancha pan que la dirección resultante con la de la 
corriente sea efcctivameutc la perpcudicular. Así es que si w es la velocidad con la que 
puede el hombre remar y 11 la del río, enton
ces la velocidad resultante es \:';Y.:::t;-:t. En 
efecto, esto es así pues urnndo el Teorema 
de Pitágoras y según la nomenclatura de la 
figura, se tiene que la didtancia rcsusltantc 
recorrida es tv'w~-=--¡;i. Y por tanto, la ve
locidad con la qn<' sl' efectúa el rr,corrido es 

l\(Jf~~ ~ v";T-~ 

r ·-, ----" - ---.... 

J~~~~ 
!11--!kR---; 

Luego, el tiempo ocuparlo pc;rn Yiajar lkw. t.:IJ dirección ortogonal a la del río con 
esta velocidad es ··¡;--·f,,~~0 • De regreso el ca5o es análogo. Habrá que inclinar la lancha un 

\ w·-v .. 
poco contra corriente, de tal forma que la dirección re1rnltante sea la ortogonal a la del 
río. La velocidad resultante será igual a \;;-z,-~, por las mismas razones, entonces 
el tiempo requerido scr<i también --rl-~~-.. Por tanto el tiempo de ida y regreso en 

vui·-t·~ 

dirección ortogonal a Ja del río será: 

Ahora comparemos t1 y 12. Como la velocidad del remado w es mayor que la 
V ( _J. \ 1 V2 t12 . que lleva el río v, entonces 1 > ;:¡¡, ,w ¡ 01 , de Jouue 1 > :::r· Y como :;:¡ > O, pues 

l'2 t.'2 w • w 
v,w no son cero, entonces --wr <O, por tanto 1 - "WT < l. Por otro lado, como v < w, 

2 12 1 ¡'l t!'i 
entonces ;,,. < 1 y =;;;r- > 1, por lo que :;- > O . Por tanto, O< 1 - ~ < l. 

De aquí tenemos que: n > 1 - -;;; ' entonces 

~ < 1-1.2 y y•-;;¡ ;;-1 

·---/ ,,2 < ~ de donde resulta que t2 < t1. 
wyl-;;;:r -;r 
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Esto quiere decir que el tiempo requerido para remar de ida y regreso en di
rección del río es mayor al requerido en una dirección ortogonal, aún cuando la distancia 
recorrida sea ln misma. 

Si e! :io si:11u1;1.. e: .u1t:ivi1uic11to <le ia TH~rra en el etcr y ya que este supuPsto 

etcr es d rnc,lio d•: prop::gación de la Ju¡,, higo ¡mrecido debería pasar si se envía 
un rayo de luz de ida y de rcgr¡·so en la dirección del movimiento de Ja Tierra en el 
eter y otro en una dirección ortogonal. Es decir, debería detectarse una diferencia de 
tiempo de· recorrido. E1Jtonccs, llfichclso11 y ;o..forlcy <fücriaron 1m aparato que llamaron 
intcrferómetro )' fJU(' consistía cu nna serie· 
de espejos puestos de manera que un rayo 
emitido de nna fuente luminosa se di\'idía 
y era enviado en dos direcciones al mismo 
tiempo. Esto se hizo mediante un espejo 
cuya cara cst.iba cubierta de una delgada 
capa semiplateada, para permitir que parte 
del rayo lo atravesara y llegara al espejo 1 y 
el resto se reflejara en ángulo recto hacia el 
espejo 2. Los espejos 1 y 2 reflejaban Juego 
los rayos de luz al espejo scmiplateado y allí 
nuevamente los rayos eran partidos. Una 
parte del rayo que llegaba del espejo 1, se 
reunía con una par!<' del rnyo que llegaba 
del espejo 2 y se dirigían a un telescopio de 
observación. 

Corno el rayo que i!Ja al espejo 1, tenía que atravesar tres veces el espesor del 
vidrio siiuado detrá5 de la cara reflectora del espejo serniplateado, una placa tram'pB

rcntc de igm1l b]Jesor fué colocada entre los espejos serniplateado y el 2 pura interceptar 
el rayo que iba al espejo 2 y compensar así ese retardamiento. Este aparato estaba fijo 
en un material flotante y todo dentro de lU1 recipiente de mercurio permitiéndole girar. 

Si el viento del etcr es comparable con la corriente del río, debería haber una 
dirección de dicho viento para el rayo que viaja al espejo 1, de tal forma que el tiempo 
que tarda en llq_~nr (:d t('!i:-~c0pio clcs¿c li::. fuC:iitl' luruiJJo:.:a. <leberia ser n1nyor al tiempo 
que tarda en la dirección ortogonal, o sea, para el rayo que viaje al espejo 2. Y debiera 
crearse un fenómeno de onda conocido con el nombre de interferencia resultante en Ja 
pantalla del telescopio, de luz alternante y bandas obscurns. 

Pero ... ¿cómo saber cual es la dirección del viento de cter ?. Como no se sabía, 
se hizo girar el aparato completo en el mercurio para probar si en alguna dirección había 
alguna diferencia de tiempos detectable. Según el razonamiento en el río, en la dirección 
en la que esa diferencia fuera máxima sería la dirección del viento del eter, o bien la 
dirección del movimiento de la tierra con respecto al eter. El resultado del experimento 
fué que no había diferencia de tiempos en ninguna dirección. El cxperimento fué repetido 
en diferentes momentos del día y durante diferentes estaciones del año y el resultado 
fué el mismo. 

¿ Qué falló ?, ¿ por qué no hubo diferencia de tiempos detectable ?. ¿ Sería 
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que existe el eter y Copérnico se equivocó nl decir que In Tierra se mueve ? , ¿ o no 
existía el etcr y ln.s ondn.s electromagnéticas (dentro de éstas se incluyen la luz) pueden 
propagarse sin un medio ? . 

¿ O será ac1Lso quC' el ejemplo del lanchero en el río no era tan análogo al de la 
Tierra en el etu ? , ¿ Y en qu{• fueron distintos ? 

Muchas explicaciones EC intentaron dar al resultado inesperado del experimento 
de .Michelson-ll1orlcy tra1 ancio de comcrrnr la idea del dcr, como la que' decía c¡ue 
po~il,JL·1Jtt·11h· lé1 Ticrrt1 ar1Ds~:·ül1:... CLJ¡l dll1 iil¿~o de ct.cr y por eso estaba l<Kti.lrncntr en 
n~poso. Sin en1brug() d f{·nó111cnr_1 t!t· t:brrn~ci(m, ob~crvaclo en 17::!5 por ~larnc!- Dradlcy 
no podría ocurrir !'i c~o pa::<tr~: 

La cxpliració11 111¡!_-.; f1:c:rtc r.l cxpcrirncnto, tratando de qu<' <~Ün Yi,·icrn hi idea 
del ctr.r está en el concepto de lu Contraccióll de Lorc11tz - Fitgerald. En 1$9'.2 Fitgerald 
sugirió que cu<:iquier objeto que >e mueve con respecto ¡tJ rtcr con u¡¡a velocidad 11 sr 

¡-----;.;¡ 
contrae en un factor V 1 -- ;;-;~, en la dirección del movimic11to dejando invariantes las 

las distancias en !as direcciones ortogonales. 
Así, una pelota de radio 1, cua11do se pone 
en movimiento se convierte en un elipsoide 

con semiejes 1 y \/1 - ~' esie último en w· 
dirección de} !noYirniento. 

Por otro lado, en 1895 el físico Lorentz planteó m1a teoría sobre el electrón que 
decía que la materia estn compucst<c de rnrgas clfrtricas que generan campos eléctricos. 
Cuando éstas se mueven se generan campos magnéticos, los cuales se ven afectados por 
el movimiento en el dcr con la contraccció11 sugerida por Fitgcruld. 

Esto parecía c.xplicar perfectamente el resultado del experimento de Michelson
Morley, ya que las distancias del recorrido de la luz en dirección al espejo 1 y al espejo 

2 (llamémosle d1 y dz respectivamente), cumplen que d2 = d1Vl - ~.Lo que implica 
que: 

y que es justamente la razón entre I¡ = -R" } y t2 = --./.1-~~'°. O sea que la diferencia 
e 1-"2 º\ 1-5 ~ e 

de tiempos que tcóricamentP debía ser detectada, experimentalmente no lo era, ya que 

t1 multiplicado por el factor de contracción J1 - ~ igualaba a tz. 

Creyendo en esa contracción de Lorentz-Fitgerald, si el aparato de Michelson
Morley tuviera radios distintos, sí habría diferencia en tiempos detectable y podría 

t para loa detalles dt' eita explicación \'Ct !Fab]. Diffuncin.l Goemctry and Theory of RelatiYity, pb.g. 108 
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notarse un cambio en el estampado. Así es que en 1932 Kennedy y Thorndike llevaron 
a cabo un experimento con radios desiguaiP.E y el grado de variación previsto por la 
contracción no fué observada. 

Pero para esa.s fecha.,, In ft>orífl de k Rc!r.tívícfod y« t•cllÍa mucl10 carnino reco
rrido y es que paralelamente a csa5 <'Xplicaciones surgieron otra> con distinto caracter. 
Hubo una que decía que era posible que la velocidad dc,la luz fuera un invariante en 
cualquier marco de referencia, se mo\•iera o no, ya que se había observado que la veloci
dad de la luz era la misma. no sólo en cada momento varim1do la dirección, sino también 
en cualquier posición dr la Tierra con respecto a! Sol, pensando en ésta como un marco 
de referencia móvil. Sólo que algo tau lógico corno la invariancia de la velocidad de 
la luz nunca había pasado con otros movimi0ntos de onda.' r esto no dejaba de sonar 
extral10. 

¿ Cómo rcsoh·c:- el conflicto'? ¡,Existía realmente el éter'!. ¿Qué. pasaba con la 
velocidad de la luz, no era constante en algún medio de propagadon, era relativa a en 
donde se midiera o absoluta ?. Algo que quedaba claro del experimento de Michelson
Morley es que la luz cumplía también con el Principio de la Relatividad del movimiento, 
pero ¿ Qné cstlivo mal del rnzo1mmieHto que hizo parecer contradictorio '! 

Para poder analizar las respuestas, en particular la de Alhert Einstein, vamos 
a precisar qué es un marco de referencia, cnyo concepto ya a ser muy importante en 
toda la teoría de la Relatividad Especial. Lo vamos a dar, intentando ver cuales son las 
caract.cri5t icas que se presuponen del espacio físico y del tiempo y alguna<; leyes, con la 
idea de precisar en la teoría cuáles son los aspectos escencialcs que la sustentan, rescatar 
sus "axiomas" para ir ordenándola con uno d<· los métodos conocidos en matemáticas, 
que es el axiomático. 

2. SURGIMIENTO DEL PRINCIPIO DE RELATIVIDAD 
(SISTEMAS INERCIALES) 

En la sección anterior se ha manejado de manera un tanto imprecisa el concepto 
de marco de referencia. En esta se empieza por prcd~Rrlri ~ tr2.'.'éé de construir lo que 
se entenderá por ese concepto. 

Tomemos primero una varilla rígida como 
patrón de medida, es decir, nuestra unidad, y va
mos construyendo cubos, o sea vamos formando 
en el espacio físico una especie de esqueleto d<' 
un prisma cuyos lados rriidan lo que mide nuestra 
unidad. Algo que es importante observar es que 
no se pide perpendicularidad entre los lados del 
prisma. 

Una vez que está formado el primer cubo, vamos cubriendo todo el espacio con 
esos cubos, uno seguido de otro, de tal forma que se ha formado una retícula. Ahora, 
dividiendo nuestra unidad podemos llegar a cubrir cada cubo con pequeños cubitos y 
cada uno de esos pequeños cubitos a su vez por otros más pequeños y así sucesivamente, 
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hasta llenar todo el espacio de cubitos, de tnl forma que cada punto del espacio físico 
es un vértice de un cu bito. Para que realmente podamos construir esta fina retícula, 
necesitamos tomar varilhs ~in peso, sin espesor,-o sea tan idealizadas como la.~ mismas 
rcctu.s. 

Con1.inn<:.1Hlü co;-1 la idc:.~ de ÍCJT!!1~1r nu1_,f-tr11 :--l:-tCII~r:. de :cfcrc::c::i, colo(::!.!110~ un 
relojito en cada vfrticc de la retícula. Ahora, escojernos cµnlquicra de esos relojitos con 
su vértice y lo llamamos origen de coordenada.• y dcnotémoslo O. Vamos a sincronizar 
todos los rc1ojito~ 1 de: arucr<l() h ese del orígcn, ck la f.:ignie:nic for1nn: torn:nno~ cualqui(~ra 

otro reloj de la r<:tícula. dignmo;, en el v{·rtice A, utYiá:mi,. un rayo <l<' luz d(· O a .4. 
Definirno:~ el tÍC'IllJJO ('tr'O c11:1ndo se CllYÍ<: el rayo de luz. )~ co1nn .ti e.:-:t ú i:I uné1 cierta 

distCtncia <le 0 1 dig:~1no:-- diq'111Cia d, ('J1t(J!lCC:-:, y;_~ <}\lt' Ja hn YiHjft 1l j;1 luÍ~IBi1 Yl'}ocidt1<l C 

en cualquier dirccri<n1 (por el <'xpcrimcri1 o ck ~lichcl:-on-?,lorlcy), e! t Í<'mpo r¡m• ucrda el 

rayo <le luz para llegar u A (~~ ~. cn1011ccs en el reloj dC' A se regi:-- t rr1:-;~ c:l t icn1po ~ y cstnrá 

sincroniz<ido co1i el <le O, CH el que ya hahnin tramn1rrido ~ FeguH<los desde J¡, salida 
del rayo de luz. Observemos que todos los reloj ces que .::s tén 11 una distallcia d, también 
registrarán ~ segundos, ya que la luz vinjrtrÍI a la velocidad e en cualquier dirección. 
\" así fHi.ra cada distítndn al origen O, todos los relojes n csn distancia registrarán la 
rrúsma hora, o sea todos los relojes tendrán las manecillas scñaiando el mismo l!Úmcro, 
simultaneamcnte. 

Entonces, ya co11 t:~ta rf:ti1..."EL:1 y e.sos rc.lüje.s, Y~:::~.io~ ;-i porl.('r c1n:lr- a cr.da evento 

(o bien a cada suceso real), nn<cs coordcnnd<~'i espaciales y un tiempo en el que ocurre, 
o sea, a cada evento le asociarnos cuatro número:< (3 del v(:rtice de algún cubo y l 
del tiempo) que denotaremos (:r, y, z, t). Eventos comc1 choq1H: de c11nicns, encender 
lámpara, llegada del rayo de luz a una par('d, etc, smi sucesos ins111ntán('OS. Dicho de 
otra forma, construimos un sistema de rcfrrcncia cuvos puntos son eventos. Al c01ijunto 
de todos estos cvc111os le lla1rnucmo'' Pspacio-ticrni•o. 1-!á,, adckntc \'amos a dttr ~na 
rncjor forrna1iza.\iÓn~ que no <larno~ en e.stc 1noH1éllÜ) 1 porqne fait.a ttida b: discu.-,ió11 
sobre el concepto de tiempo. 

Ahora bien, la construcción de este sistema de referencia, presupone una carac
terística fuerte del espacio físico y del tiempo en el sentido de que ambos son homogéneos, 
o sea que el espacio físico es homog<~nco y el tiempo también, es decir que nuestra vara 
rígida, 1ncdiní io 111is1uu t::J1 Uü t iciHTn:_, f~Jv~ i::Cc~c~d1~:;:!~·!-!~··nt" r1P1 lngílr e:n el que se 
encuentre y que un intervalo de tiempo medirá lo mismo, no importando el tiempo a 
partir del cual se tome. Este supuesto es realmente una hipótesis importante sobre el 
espacio-tiempo. 

Otra propiedad que cumple este sistema es la de ser Galilcano o inercial, es 
decir que cumple con la ley de iiwrcia. Cu<.t11do uno de estos sistcrn:>.s estn l<:>j0s d" toda 
materia y se suelta dentro de él un cuerpo que estaba sostenido, el cuerpo flotará y 
permanecerá en reposo respecto a este sistema hasta que reciba una fuerza externa al 
cuerpo que lo saque de esta posición. Y si ahora el cuerpo es empujado en un momento, 
se moverá en línea recta y con velocidad constante, indefinidamente hasta que otra 
fuerza externa a él lo pare. 

En realidad, un sistema inercial ele referencia es una idealización ya que los 
efectos de graYedad nunca pueden ser completamente eliminados, ni tampoco los de 
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rozamiento, fricci6n y resistencia del aire. Pero parn la mayoría de los experimentos con 
luz o con partículas viajando a velocidades cercana.<> a la de la luz, la Tierra misma podría 
considerarse como un sistema inercial lo cual no!': fiyndnní :). soluciunar ei problema que 
hc1nos plant<'ndo a:ltt::rioriucntc. 

Algo m<i...,, u un obscn·ador que se encuentre f'll reposo co11 respecto a un sistema 
inercial de referencia lo llamaremos obserYaclor inercial. Aliorn, si un sistema cmdc¡uiera 
se mueve en línea recta con velocidad constante con respecto !l un sistcm!l inercial, 
entonces éste también será inercial. 

La~ leyes que rigen a cad;:.. ~i~tt!ll(J. inf'rcia1. ~OJl le:.~· (lt• 10 lr1ecúr1ic& dAsica. y In 
geou1ctría utilizada pn.rh exprcs;:r c~a:. kyc::- es ln Euclidianí.'. 

Einstein, se lw hín cufrcntaclo tambi(n al prn\Jll'rna ¿,, suponer qiw J¡, velocidad 
de la luz no dependía del lug;ur en donck ce midírr:¡, sólo que él llc1'Ó a través de 
problemas de clcclrodináwica. 

El hitbía abordado el problema, ter.icndo en nwnk do~ postulados. Estos son: 

l.; La velocidad de la luz (en el vado) es ¡¡, misma l:n 
todm; los sí,;tcmas de referencia, independiente a la fuente 
de luz. 

2.- Todas las ky<:'f' fbic::i.s v<ili<las en un sistema de refe
rencia, son igualmente válidas en cualquier otro sistema 
que se mueve con trnslacióu uniforme (con velocidad y 
<lirecci6n constante) respecto al primero. 

La primera afirmación, era cómo creía que se comportaba la velocidad de la 
luz a partir de muchas investigaciones sobre Electrodinámica y Optica que implica
ban la constancia, lo cual coincide con una <'xplicacicín al resnlt ado del cxpcrimcntd de 
Michelson-Morley. El segundo, d Principio de la Relatividad, es una importante gene
ralización de un principio establecido anteriormente por Galileo sobre los movimientos: 

" ... los movimiento¡¡ de los cuerpos incluidos en un espacio 
dado, son los mismos rntrt ellos, ya sea que el espacio esté 
en reposo o se mueva uniformemente en /{r¡~c rc.;ta ... "t. 

"Gu ejemplo ílus(rntivo de· 
este principio de Galileo es el si
guiente. Pensando en un cuerpo 
que viaja con velocidad y direc
ción constante con respecto a un 
terraplén. Un pasajero de un 
tren que viaja a velocidad y di
rección constante (con respect.o 
al mismo terraplén), también ve
rá al cuerpo viajar con velocidad 
y direcci6n constante, aunque no 

t Prindpin Mattmatka. N~wton 
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con In misma dirección y velocidad que desde el andén. Ademr-'i cualquier cambio de 
velocidad sería detectable tanto en el tren como en el andén. 

La gencralizacón de Einstein está en qü'e no 6Ólo la.s leyes del movimiento de 
los cuerpo!' ('!' igmd en estos sistemo..,, sino todas lus leyes df: los fenómenos mecánicos, 
ek·i.:trornagnétir0~, "1 r.: rreyc.~ndo rnucho en la unidad <le i11 iu. t dI ""!~ .i:i~. 

Estos dos po;;tulados cr11n apareHtemcnte contndictorios porqm •. ,,¡ desde d 
punto medio de un larr:n tren que \'in,inbn con dirección y velocidad t' constantes, se 
cnYiabh tlll r.:iyo d( 1 luz: L~to cru <Jh~c!'\"t:do d(' ai~ti11ta for:nn dt>.~dc el <~11d<~Il queGescle 
el trcI!. De.su~ l'l tn;jt, hl vdocicla<~ d.__· ih h11 ('S ];1 u1i~1n:l en rutdquier dirección~ en 

c¿¡rnbio visto de~d(' el anckn. el rayc1 c.1(· 1111 en ('1 ~cntidn <ld 1novil11i1'nto llcvahn adc1n{1~ .. 
la vcloeida<l del tren, 111Í( 1IitTll!-. qtH· u1 ('l ~n1tido ro111rhrio. la velocidnd <1d tn•n le hc~ria 
viajar lt 1ncnor velocidHd. 

Dicho en otrns ]'alabras, 
dada la ley d(• la suma de yclo
cidades conocida en aquél enton
ces, el rayo de luz viaja a la Yelo
cidad u+ e en el sentido del movi
rnicnto y a e -- ti i:n sentido con
trario, tld como se ilustra en el 
dibujo. Entonces, mientras des
de· e} trl'll H.: o1J:icr~,·z_._ que h~ h17 

viuj<t a la misma velocidad en 
cualquier dirección, desde el andén Sé obscn·a que no es la misma velocidad. No cum
pliéndose así una misma ley en estos sistemas referencia, con lo que parecía contradecir 
el Principio de Relatividad de Einstein. 

Entonces, ~i creernos qur en cualquier sistcmrc de rdcrcncin .. , la velocidad de la 
luz es la misma, como es claro que la ley de suma de velocidades se cumple, sería falso 
el Principio de la Relatividad. Este razonamiento llevó n muchos teóricos a desechar el 
Principio de la Relatividad. · 

¿ Será cierto ese Principio de la Relatividad ? o ¿ no será que lo que está mal es 
esa muy clara rnma de Yclocidadcs '!, el(' ser ¡c>Í, el problema es rn{tS profundo de lo que 
parece, porque Hu" Jlc;;;.;i;;. ;;. ~~Yi"nr los conceptos de velocidad, di,tancia, tiempo, y 
espacio. Efectivamente, tenernos que hacer un nuevo análisis de conceptos considern.11Jo 
sistemas de referencia moviéndose unos con respecto a otros. Todo esto parece ser 
una contradicción lógica, pero no lo cs. Recordemos la actitud del bornbrc de la Edad 
Media ante la esfericidad de l<i Tierra, para él, la forma esférica de la Tierra estaba 
en contradicción lógkn con la fuerza de gravedad, ya que si hubieran gentes Yiviendo 
de cabeza caerían hacia "nbajo''. Y ahora sabemos que en todo ""to no hCJ.y ninguna 
contradicción lógica, simplemente que los conceptos de "arriba" y "abajo" son bien 
relativos y no absolutos. ¿ No estaremos es una situación análoga?. ¿ Hay realmente 
una contradicción entre el Principio de la Relatividad y lo absoluto de la velocidad de 
la luz?,¿ No estaremos también suponiendo que algo relativo es absoluto ?. Y si así 
fuera, ¿ qué es ese algo ?. 

Ernpezemos a analizar y a prcguntarnoE : 
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3. ¿ DOS EVENTOS SIMULTANEOS EN UN SISTEMA INERCIAL DE 
REFERENCIA, LO SON PARA CUALQUIER. OTRO'! 

RELATIVIDAD DE LA SL\fULTAJ\EIDAD_ 

Para respondernos, irnaginemo;; el signienl<' cxp1•rjrnen1 P, h<1.,tn ahora imposible 
de realizar. Un tren muy muy largo de varios miles de kilómetros, se mueve en línea 
recta hacia la derecha. rccpec1o 1il 1rnd(·n y con velocidad cons1<:11k muy cercana 11 

e= 3000, ono E:m/E('g ( el v;dor nproxiin;ido dt );¡ ,-,.Jocicl1:rl de la lnz <jllC' USIHCl!lOS en 
nuestros rfdculos ) . 

Al principio y final C!"tÚ11 in~t:dadti:-- nnafl ptH.:rta~ t1uto1HÚiic¡Lc;: qtw se ahririm en 
el momento en que la luz incida sobre· ellns. 

Supongarno5 que en el punto medio O entre la puerta trasera A y la delantera 
B, se enciende un foco, ¡,se verá lo mismo desde el tren que desde el andén ?. 

Desde el punto medio del sistema inercial de rcforcncia fijo al tren, se obserwuá 
que la lu?. alcanza simultáne1cmente las dos puertas y las do:- pucrtc,s se abrirán al rnismn 
tiempo, ya que de acuerdo al experimento de 1fichelson-1forlcy, la luz se propaga a la 
velocidad e en cualquier dirección y hay la misma distancia de O a A que deO a B. 

Ahora, si copiamos los puntos A, B y O sobre el andén en los puntos A' , 
B1 y 0 1 respectivamente, entonces 0 1 es el punto medio entre A' y B', debido a la 
homogeneidad del espacio. Y dado que la luz también S<' propaga n la velocidad e, (con 
el prirr1cr po:;.tnJRrlo n,. E!:!~t~!r1), dc~Cc e! p~;:tc. 0 1 

ot: vL~t.:r\ urcí que Ja puerta trasera 
ha ido al encuentro del rayo de luz, en cambio la puerta delantera se ha alejado de este. 
Por tanto el rayo de luz encontrará primero la puerta trasera A que la delantera By 
se observará que se abre primero A y luego B. Así desde el sistem~ inPrcial del andén 
parecerá que las puertas del trén no se hnn abierto simultáneamente. 

De modo que, dos eyentos que resultaron i;cr bimuliá11eos respecto a un sistema 
inercial, no lo fueron para otro con movimiento rectilíneo y velocidad constante. Esto 
quiere decir, que la simultaneidad de dos eventos es relativa al sistema inercial desde el 
que se observa. 

Para que pudiera haber una diferencia notoria ele tiempos en el abrir de una 
y otra puerta, vista desde el andén, la velocidad a la que viaje el tren debe ser muy 
grande ( cercana a la de la luz ) y el tren verdaderamente grande, para que tenga algún 
sentido que Ja puerta trasera alcance al rayo y que la delantera sen no tan rápidamente 
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alcansable. Es esto lo que hace este experimento imaginario, que no es ~inónimo de 
ideal. 

En velocidades muy pequeiias en comp:mción con la velocidad de la luz, esta 
diferencia de tiempos entre el abrir de una y otra puerta, es bastante pequei1a e im
perceptible. Como nosotros trabajamos coti<limiarnentc con velocidudes pcqucirn.s, algo 
tiene de.: habernos pc:L-.:n.do cunH.1 al l10il.1Lrc llt.:l Edi.id ~1v ... Lél llll'-- LtÚH 11ü viajabi:1. y 110 

podía percatarse de la esfericidad de la Tierra. Y c1111ndo empez6 a viajar se di6 cuenta 
no .solo que lit fonna de la Tiern1 e:: co1110 u1u1 c·:·:fcrll 1 .siho d{· qtlt' sn5 coIJccptos de: 
1¡arrib;1'' y ''a.bajo'' re:-:.u1tahc1Jl ser rdtitÍ\·os . .:\'.->f C'Orr10 i1o~otro!; c1u1ndo e1npczan10!-: a 

trnlrnjhr ron Yí:locídadcs 110 cotidií.inH .. ". no:-: 1w1110~ 'lad0 c1w11tt:: que un concepto qul' 
creíarno~ ab~oluto~ corno ('l d1· la si!!.111lt:~nciclnd. e'~. rclcdivo al sist('!1líl illl:rci:d. Bueno, 
pero pod('znos preguntarnos ,:, y en qu{ ca1111Jian la.e co:::u~; co11 ('.SO '! ~ ;, ya r.on eso rc
soh·imos la ccmtradiccir'ill que hay c!l1rc el Principio de ];: Helati\·idlld y c¡nc la luz ~" 
propague con velocidad constan!<• e en cualquier sistema inercial ele referencia ?. Aún 
no, faltan analizar varías cosas má.s. Pero con el simple hecho d" haber descnhicrto 
la relatividad de la simult;meiclad, vamos a descubrir la relath·iclad de l;Ls distancias o 
longitudes y lo rrnís importantC' que es la relatividad del tiempo. 

Cuando desearnos medir la longit.ncl de nlglÍn ohjc1o rnn 1111es1.ra vara rígida, 
tenemos que ubicar los extremos del objeto al mismo tiempo. No podríamos medir 
un pez que nada hacia adelante si ubicamos su cola y luego su frente, porque para 
entonces yr1 r¡adó y h. nic.:<lidcl rc~ul~r~rfa l.í.lt1)"úr. Ent011cc.s Licl1 1 ~1i quc;c¡nos rHLdir ur~ 
objeto en un sistema de referencia, tenemos que ubicar los cxt~cmos simultáneamente, 
pero resulta que lo que es simultáneo para un sistema para otros no lo es, entonces la.s 
longitudes en uno y otro sistema serán distintas. Por ejemplo, con el mismo tren con el 
que analizamos la simultaneidad ( llamado por cierto tren de Einstein ), si las marcas 
A,B y O se pasarnn al andén en A1

, B' y O' respectivamente, en el momento en qne 
desde O se vió llegar el rayo de luz a las puertas A y B simultaneamcntf>, desde O se 
observaría que la distancia de A a By la de A' a B' son iguales, porque al mismo tiempo 
(al tiempo de llegada del rayo de luz), se pudieron medir esas distancias. Sin embargo, 
como desde 0 1 el rayo de luz llegó primero a la puerta trasera A y luego a la B, entonces 
en el momento en que el rayo llega a A, en ese mismo tiempo B todavía no llega a B 1

, 

pues B' es la mv.rcu de B cuando lo alcance el rayo y aún no llega. Por tanto se obsen·a 
que la longitud A 'B' es mayor que AB que está sobre el tren. 

Entonces, si la vara rígida de medir fuera de longitud AB, desde el tren se vería 
que A 'B' mide lo mismo que la vara, en cambio desde el andén A 'B' mide más que la 
vara. En conclusión, A 'B' no miden lo mismo desde ambos sistemas de referencia, o 
sea, que la longitud de intervaloo u objetos es relativo al sistema desde el que se mide. 

Una observación aquí es que para todo el análisis wbre la simultaneidad y lon
gitudes, no necesitamos decir cual es el conteo del tiempo en el tren o en el andén, si 
son iguales o no, porque la sola idea de simultaneidad es si se reciben las señales de los 
sucesos a la vez o no. Más adelante sí veremos como son los conteos del tiempo en cada 
sistema de referencia. 

La relatividad del tiempo es una discusión mucho más profunda por lo que la 
abordaremos más adelante. Ahora veamos por último que la relatividad de la simulta-
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neida.d y de ln.s longitudes no contradicen el Principio de la Relatividad postulado por 
Einstein. Lo que es simultáneo para el sistema de referencia en el tren que se movía a 
la. derecha. del andén, no lo es para el sistema. de referencia del mismo andén, pero Jo 
podemos también ver simétricamente; el andén se mueve a la izquierda del tren y lo 
que es simultáneo para el andén no lo es para el tren. Para ambos sistemas se cumple 
Ja ]pv <l~ no t<'n<•r lo~ rni,rr1nt: f'V<'nfn~ l;in1l1hrínr•oc:. Anr.Jn~n!TH'ntP rnn ]P_.c: ~nnf!itnd~'=, 

desd~ el andén no se> observan las mismP-• longitudes qu; desde el tren, ;>ero desde el 
tren tampoco se obscr\'an ll1s rnisnuc' que desde· el andén. Entonces ambos sistemas 
r.umplcn la minna ley clP no 11wclir lrc' lollgitudt'.< i¡;ual qu<' en loe: otros sistemas. Más 
adelante vcrcn1os por rua1 factor difieren ltt~ 10rlgitucle,":, ruedida .. t.:: en uno u otro E=istcn1a, 
así como el del tiempo. 

Entonces }¡[L<,\r; el momento, no lwy contradicción ck 1" r<'lati1·iclad de la simul
taneidad con el Principio de la RclatiYid<«l, aunque cstú rlaro que no significa ninguna 
prueba a dicho principio tomado corno hipótesis. 

Otra discusión importante que debemos dar, es respecto a la hipótesis en esta 
teoría de una velocidad mú.'"i:ima en la naturaleza. En ningún experimento físico se había 
logrado superar la velocidad de la luz y más aún, se llegó a pensar que eru ésta una cota 
máxima. Con el descubrimiento de la relatividad ele la simultaneidad, un nuevo razo
na.miento parecía reafirmar esta idea de velocidad máxima. Si hubiera algo qnP. tuviera 
velocidad infinita, una señal a esta velocidad ha.ría a cualesquiera dos acontecimientos 
simultáneos, e1itonccs !a simultaneidad sería absoluta, pero el experimento mostrado 
anteriormente ha mof:trado que no lo rs, qur sí deprnrlc del sistC'mr1 clr rrfrrr-ncia, por 
tanto no existen seiialcs instantáneas ni \'clocidades infinitas. 

Realmente este razonamiento no es ninguna prueba de la existencia de la veloci
dad máxima. En el siguiente capítulo se analizará mucho rn{is esto, cuando se anali.zen 
las hipé.tesis del aspecto físico de In teorfa. 

Ahora sí, analicemos que consecuencias traerá la rclativiclad de la simultaneidad, 
¿en qué cambia al tiempo, por ejemplo?, ¿es relativo también?. De ser así, ¿cambiará 
mucho toda la. idea que tenemos del universo en el que vivimos y sus leyes?. Pues bien, 
entrémosle al análisis del tiempo. 

4. ¿ ES EL TIEMPO U.K CONCEPTO RELATIVO ? 

Como ya dijimos hace un momento, cu;mdo afirmamos quJ algo ocurre en un 
determinado tiempo, estamos afirmando que ese evento y el que las manecillas indiquen 
ese tiempo, son eventos simultáneos. Pero como la simultaneidad es relativa al sistema 
de referencia, entonces si un suceso ocurre en el tiempo t en uno de esos sistemas, para 
otro que se mueva con velocidad y dirección constante, ocurrirá en otro tiempo t' :/-t. 



13. 

Por lo tanto, cada sistema inercial marca sus tiempos para los eventos, es decir, cada uno 
de estos sistemas tiene su propio tiempo. El tiempo como consecuencia de la relatividad 
de la simultaneidad, resulta ser un concepto rell!'tivo, contraria 11 Ja idea que el hombre 
prcrrc]ativista tenía de un espacio y un tiPtnpn rbi.::0]eto~_: 1 co::J.o 1:~1 fluju cunsta!Ite, 

in\~ariante, que transcurre desdf' PJ pa.skrin !r..f!r~~tc !:~L:-.tt~ el f1ii'tiTt1 i1i~!iito. 

Es en esta relati\'idud del tiempo e11 donde dcsc1cm1c la grnn dificultad para 
convencerse de la Teoría de Ja Relatividad y se debe a ese profundo prejuicio que aún 
se tiene sobrC' el tiernpo, bttsadn en la cxp<-ri(11rie cotidii:~n•~. Einstcln <lerfo: 

'" ... las cx¡n:ric.ucias df. UH :'1nút•idtto ... t nos cp.:_-;rrr.n-. ordenada ... en 

u1uz .i:crif dt' 8Hr:t:.'H)$,' en c.-:ta ,5trir, lo:~. sutl.<JO:_-< Q'Uf rrrordnH;.o.• c,:i.!.áH 

ordcnadus de acuerdo cori el crittrio de "mili:.,'' o ''d1spué8". Eristc 
pur /u tanto, para el 1'wiiv1.duo w1 yo-tiempo o tic111¡¡0 8uó.ictivo. E,t.c 

no es mcnsuraóic en s( misrrw. ro puedo desde l11t90, a«ociar mírncro.• 
a los sucesos de tal manera que al último acontecimiento s1· asocia 
un número mayor que al inmcdiatamrnil anterior. E"ta sucesión la 
podemos ·definir con un reloj, comparando el orden de lo.< sucesos dados 
por el reloj co11 el orden de la .1crie dada por /o_, .<tJrPsr>.o. Entendemos 
por reloj algo que nos proporciuna 11na serie de succso8 que pueden ser 
contados ... ". 

Nuestra cxperiuicia cull el reloj ( o calendario J, realmente nos hace pensar en 
el tiempo como algo absoluto. Pero a lo que llamamos una hora, es en realidad una 
medida del espacio, pues es uu arco de 15 grados en la rot<1ción diaria apare11te de la 
esfera celeste y un a11o es realmente un avance de la Ticrrn. en su órbita alrc>dedor del 
Sol. En Mercurio las mcdida5 del tiempo son bien distintas, un ario es lo mismo que un 
día, ya que gira alrededor del Sol en 88 días terrestres y en ese mismo período gira una 
sola ve? alrededor de su propio eje y si nos al0.iamos <lPl S0!, 1111r<tra noció;i de tini,¡w 
pierde realmente sentido, por ejemplo si tratamos de saber lo que pasa "ahora mismo" 
en la estrella Arturo que está a 33 años luz de distancia, es decir n b distancia recorrida 
a la velocidad de In luz, durante 33 años. 

Para la Teoría de la Relatividad el "ahora", "en este momento", "aquí", no 
tiene ningún sentido, si no s0 dice respecto a cual sistema inercial de referencia. El 
n1o":imicntc ji.¡2gá rcal1Heule un J--'úpel rnuy irnport ante en esta rclatiYidad de conceptos. 
En un cuerpo celeste que viaja a una velocidad cercana a la velocidad de la luz, en un 
sistema inercial fijo a él, sus tiempos, sus longitudes, su simultaneidad, su espacio, son 
completamente distintos a los nuestros y la dificultad de entenderlo 1L~Í, es renlrnentc un 
problema subjetivo por parte nuestra. 

Pero, ¿qué tan distintos son los tiempos entre los sistemas inerciales de refe
rencia que se mueven en trllSlación uniforme unos respecto a otros?, ¿son totalmente 
independientes o hay alguna relación entre esos tiempos?. En realidad como los sistemas 
no se mueven arbitrariamente, sino más bien uniformemente, creyendo un poco en la 
armonía de la naturaleza, podríamos intuir que debe haber una ley que nos diga como 
son los tiempos en cada sistema, claro está, dependiendo de que velocidad que lleve con 
respecto a otro. Bueno, para contestar vamos primero a cambiar nuestras medidas de 
kilómetros, segundos, km/seg por otras mucho más practicas en el sentido en que tanto 
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en el espacio como en el tiempo tendremos la misma unidad, para analizar luego un 
experimento. 

Puede parecer extraño, sugerir distanci~ y tiempos en las mismas unidades, 
pero esto se puede hacer graci11s a que la velocidad de la luz es e en todos los sistemas 
de referencia. De hPcho rnnndo C'!~ 1'5trc:io:nÍ1' se h;.ilil<t ,i., ul! "aiio luz", se está hablando 
de la distancin qu<' ~e rcco:rc [;..la ;·clncidé1d e de 1:~ ltL:: ch1ni.nte Ull hiHJ. l~ con esto se 
logra poner la distanci11 en términos de años la cual es una medida del tiempo, donde 
el valor e Jo \"amo> a aproximar corno 300, 000 kr11/,,c;1. 

Algo co!110 {1sto Ynrnos ét liarc·r, pero en lugtl.r de po:1er t1 I:-: di~t r1nci<: en unida de~ 
de tiempo, al tiempo Jo pondrC'IJWc en ccntírnctroi'. 

Como J¡¡ wlocid11d e e~ 300, 000 km ¡.;cg, lo que t'(Jlli\'<dl' a 30, 000, 000, 000 
cmf.,cg. Diremos que un segull<lo (segundo luz si se quiere) equi,·ak a 30, 000, 000, OOOcm 
= 3 >· 1010cm y con esto una unidad de tiempo cquirnldní n 3 x 1010 unidades de es
pacio. Es lo mismo que decir que un centímetro equivaldrú a (3 x lOJ0)- 1 segundos. 
Así hemos dado la unidad en centímetros tanto para el espacio como para el tiempo. 
Al espacio-tiempo diremos que le hemos asociado unidades geométricas. Como la 
velocidad e de la luz es constante en todos los sistemrL5 inerciales, esa unidad es válido 
tomarla. 

Ahora bien, para saber cuanto valen las velocidades con esta unidad, veamos: 
como lcm = Sx iawseg puesto que la velocidad de la luz es de 3 x 1010 cm .!seg , eso 
quiere decir que lu luz viaja un centímetro de tiempo. O sea, que en nuestra unidad, la 
velocidad de la luz vale 1 (sin indicar en que unidades). 

Y cualquier otra velocidad v ( v < e ), v cmíscg por ejemplo, en estas nuevas 
unidades vale: 

1 V V 
vcm/scg = v ·cm/seg· ---10-- ·seg= ---1-0 = - = fl 

3 x 10 cm 3 x 10 e 

Aquí /3 es también una cantidad independiente de las unidades, siempre y cuando 
v y e sean calculadas en las mismas unidades convencionales. 

Con estas unidades será mucho más conveniente poder plantear todo el aspecto 
geométrico de la Teoría de la IlelatíYidad y pum empezar a hacer esto, regresemos a 
ver la relación qui' hay entre los tiempos <le uuo y otro sistema inercial de referencia 
con movimiento de traslación uniforme, de donde se desprenderá la relación que hay 
también entre las distancias. 

Imaginemos el siguiente experimento dentro del tren de Einstein. Supongamos 
que estando en marcha el tren con velocidad /3, se en\'Ía un rayo de luz desde una 
linterna que está colocada en el suelo, hasta el techo del tren en donde está un espejo 
fijo a éste. Cuando el rayo de luz llega al espejo, es reflejado y regresa a la linterna. Si 
colocamos un sistema inercial de referencia S1 en el tren con coordenadas ( x1 ,¡/, z1

, t1) 

y otro en el andén, al cual llamaremos S con coordenadas (x,y,z,t), nos preguntamos, 
¿se observa lo mismo desde S 1 que desde S?, 



Desde el tren se observa que la trayecto
ria de la luz hr. ~ido eRtrictamente una trayectoria 
vertical, corno la del dibujo. En cambio desde ci 
andén o bien desde S, la trayectoria es comple
tamente distinta. En el tiempo en que el rnyo de 
luz llega desde la linterna al espejo, éste se ha • 
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movido y mientras regresa el rayo del espejo a la linterna nuevamente, al ser reflejado, 
la linterna se ha desplazado toda\·ía otro tanto. La trayectoria qnc se ver;; dcsd<: S (d 
andén) es como la <JlH1 se ve en el dibuje.• ele a\rnjo. 

Dado que la ve loe ida el <le· lrt luz b constante con valor l CH todos los sistemas, 
entonces trnnscurrió mü tiempo desde el evento A (la emisión rld rayo) hasta el evento 
D (la llegad" del rayo otra vez a la li11tcrn<t), ceo.ele el ,iot<·rn;, S que desde el S', ya que 
la luz tiene oue recorrer una mayor dist<incia a In misma velocidad siempre. 

Vamos a ver que no es difícil encontrar la relación entre los tiempos. 

Si colocamos el origen del sistema de referencia de 51 en la bomliilla y t1 :o=- O, 
cu<mdo el ruyo de luz sale de la linterna y 
además si suponemos que L es la altura del 

L 
tren, como la recorrió dos ve.ces, entonces el 
tiempo transcurrido es el doble de esa altura 
L (ya que la velocidad de la luz es 1, por lo 
ql1e la distancia recorrida Ps igual al tiempo 
recorrido), osca que si D.t' e;, el tiempo cn'..rc 

x' el evento A y el B, entonces D.t1 = 2L o 
Ü O Ü bien !!¡f. = L . Este intervalo de tiempo es 

---~-,_,_,,__--~,.,_--,..,-~---~~~-- medido por un único rJloj, ya que el rayo 

regresó al mismo lugar de 51
• 

En cambio desde S, de el evento A al B, la bombilla se ha recorrido, digamos 
D.x y Ja trayectoria que la luz ha recorrido son los dos lados de un triángulo isósceles, 
con base D.x. La longitud de cada uno de estos lados mide ~'ya que la velocidad de la 
luz vuelve a valer 1, por lo que la distancia recorrida resulta igual al tiempo transcurrido 
(ahora que están con las mismas unidades). La altura del triángulo isósceles que se ha 
formado, es precisamente L = ~l. Una pregunta que habría que hacernos aquí es si L 
sigue siendo la altura del tren después de haberse desplazado, o sea, la pregunta sería 
sí las longitudes en direcciones ortogonales a la del movimiento S(' preservan o no. 1.fás 



Hl. 

adelante veremos que sí, por ahora sólo lo usaremos. 

Para hacernos una idea, dibujaremos lo dicho hasta aquí de lo que se observa 
desde S o bien desde el andén. • 

También colocando el origen del sistema S, sobre el andén en frente de la linterna 
cuando el rayo de luz es '~rnit i<ln 1 a r1~yo lP.1.:.t!.::.r.t.c le lb.~w.ren1u:-, l ~O üuuLién. 

-=-=~===="""'~~.,.¿=~--;,.~,,!'; __ --_,..-~------~-...r-i._r¡,_~ 
¡--------- {:. K ------¡ 

Entonces, por el Teorema de Pitagoras: 

D.t' o bien, como L = T: 

o bien: 

es decir: 

(t.1)2 - (t.1')2 ' (t.1)2 
--4- - -4- ' --4-

(t.t')2 = (t.t)2 - (t.x)2 

Ahora, ya que Ja velocidad del tren S 1 con respecto al andén, es f3 en unidades 
geométricas, y f3 = fil (Ja distancia recorrida entre el tiempo trancurrido visto desde 
el sistema S), entonces, .6.x = B(tit) y ~u~tituyendo tenemos: 

haciendo un poco de álgebra se llega a: 

t.t' = (tit),/1 - (32 
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donde, /3 = ~· 

y es esta precisamente la relación que hay entre el tiempo medido desde 5 1 (el trén) con 
respectro al medido desde S (el andén). La raíz~ticne sentido porque (3::; l. 

Por ejemplo, si el tren de Einstein viaja a una velocidad de v = 240 000 km/s o 
sea: 

24 
30 

4 

5 

y haJ· dos estaciones de tren que cstitn a SG-1 000 000 km <le distancia, o bien a 804 >: 106 

km, o bien a 8G4,000 >'. lOllcm. El tren de Einstein n.::ce;diaría nna hora para llegar de 
una estación, o sea, 3000 ;,: 3 >: 1010crn. 

Un pasajero que sube en la primera estación, pone su reloj <le acuerdo al de la 
estación y al llegar a la segunda estación vuelve a comparar su reloj con el de la nueva 
estación, y se queda a.sombrado al ver que su reloj se retrnsó. 

De acuerdo a la relación que acabamos de encontrar, cuando hubieran pasado 
diez segundos en los relojes sincronizados de las estaciones en el reloj del pasajero sólo 
habrían transcurrido seis segundos, ya que los diez segundos en unidades geométricas 
son 3 x 1011 cm, y como: 

entonces, 

y como lcm = sx:orn , 

donde 
4 

f3 = ;:-. 
iJ 

cm. 

At' = 3 X 1011 X ~ 
5 

cm. 

entonces, convirtiendo nuevamente: 

3 X 1011 3 
At1 = --- X - seg 

3 X 1010 5 

At' = 10 X 3 
5 

D.t1 = 6 

seg 

seg 

Entonces todo parece indicar que sí, el reloj del pasajero se retrasó en la pro
porsión 10:6, por lo tanto cuando llegó a la segunda estación, su reloj se había retrasado 
24 minutos (pues con 60 minutos marcados en la estación, 36 fueron marcados en su 
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reloj), en general como O :S /3 :S 1, entonces O :S 1 - {3 2 :S 1, de donde O :S Ji - {3 2 :S 1, 

por lo que .6.t~ :S .6.t implica que .6.J' :S .6.t. Eso quiere decir, que mientras 
el tren no vaya a la velocidad cero (o sea, esté en reposo respecto al andén), siempre el 
reloj del tren se rctra.~arú con respecto al del imdén. 

¡,Fué ba.stante tiempo 24 minutos o no'!. Parn lo cotidiimo un atraso de 24 
minutos en un reloj es mucho y sin embargo puede ser mucho mayor,eso depende de la 
velocidad del tren con respecto a la de la luz. Si se acerca rnuch0 a éna, la base del 
triángulo isósceles estaría tarnl1ién muy cerca dr los chldo,; d<'I tri<~ngulo, entonces en 
In relación (.6.t') 2 

oc (6t)~ ·- (6T) 2 i,cría b.t muy pcqnc•iw ya que rnsi t:.:r y D.t serían 
iguales, lo cual qucrrÍh decir q1w 61 1 sería bien ]'equeito, rornpi:rado con estos. O sea 
que 1nicntras en el andén transcurre un cierto tiempo, cJ. el irrn ha trnnscurrido un 
muy pcqueito (y tan pcqurito como queramos) tiempo. Por t11nto el retraso podría sr.r 
cnsi todo fil. 

Formalmente; si /3 = ~ = ~f Y 

entonces, 

entonces, 

y por tanto, 

lim f3"" 
.Ó.X-+OO 

lirn .6.x = lirn fil 
lix-oo ~x-oo 

lim (ó.t1
)
2 = lim (D.t) 2 - (D.x) 2 =O 

D..:r-oo ó.x-oo 

lim Lit - fit1 = Lit 
Ax-+oo 

o sea que el retraso del tiempo tendería a ser .6.t. 

Aquí es preciso hacer varias obscr\'acines importantes: 

1" observaci6n. 

Para velocidades cotidianas (es decir,pequeñas en comparaci¡Sn con la de la luz), 
~ 

el factor f3 = ~ es casi cero y entonces yl - 132 es casi 1, por tanto Lit1 = Lit y 

más que eso, el error entre tit' = .6.t/1 - 132 y D.t' = Lit es muy muy pequeño, 
recuperando con esto mucho de las leyes de la mecánicu clásica. Pero, sin embargo el 
caracter absoluto del tiempo He ha roto para todo el mundo de las velocidades. No 
podemos afirmar que el tiempo es absoluto con velocidades pequeñas, s6lo podernos 
decir que el considerarlo absoluto es una muy buena aproximación. 

2ª observación. 

El que los relojes en movimiento de traslación uniforme se retrase respecto a 
los relojes en reposo, ¿no es una contradicci6n con el Principio de la Relatividad?, ¿no 



19. 

habría con esto una manera de establecer un reposo absoluto, que sería donde los relojes 
caminan m!Í.s rápido que los dcmíts?. No, al contrario, se checa bien, pues el Principio 
de la Relatividad dice que las mismas leyes de"ln naturaleza rigen entre los sistemas 
inerciales con movimiento de tra~l11ción uniforme unos con respecto a otros. O sen, que 
si hubiera un reloj en el frente del tren y otro atr<Ís, desdí' una de lns e't arionc" de! 
Íf'r!'OC!r::il se h~!.irL:. ol>~errado que el reloj de la esü1ción se retrasahn re~p~cto a los 
dos relojes del tn:11 (y es que ci &.ntll:a se encuentra en ;no\·irniento respecto al tren). 
La información en general, e' quC' dr:;.rk cuulquier si,terrrn inercial de referencia inmó\·il 
respecto a f'U rc~Joj, se ob!-cn·n!':'t qll(' se adelc:tntan Jo:-; rcloje~ que .se~ 1nue\'l'J1 respPcto a 

él y a nH•dida que aur11t'11tc1n su yfdoc:id;1d~ n1ú~ se cdd11nta11. 

Y ('S qnc no 'e pudo cst<1li!C'rer dc"lc el primer ex¡wrilJJUlto. el rc•poso abso!nto, 
porque ndcmús los si'1PIT11L' in.-:rriales drl tren y el m1clén c'ran tut<drnc111e incquivalcntcs, 
pues había tres rdojes en lugar de dos. Un rl'ioj en 5 1 (el tren), con el que midió el 
evento A y el n y hubo dos relojes más en S (el andén) qu(• se requirieron cada nno 
para cada evento. 

3ª observación. 

En la geometría Euclidiana, para obtener la distancia entre un punto A 
(xA,YA,zA,tA) y un punto n = (x13,Y13,zs,tn), encontrábamos la expresión: 

cuyas coordenadas estaban dadas respecto a unos ejes coordenados ortogonales. 

Cuando se cambiaban esos ejes coordenados por otros, A y B tenían otras coor
denadas. Sin embargo, la distancia era algo que se mantenía, en otras palabra,, la distan
cia era un invariante bajo cambios de coordenada.<; cnrtesianas (es decir dAB = d'.,¡B'}. 
También en el nm~lisis del tiempo que acabmnos de hacer, hay un invariante métrico. 
Como desde el tren se observó que el rayo de luz llegó al mismo lugar por donde había 
salido, eso quiere decir que no hubo desplazamiento sobre el eje x1

, o sea Ll.x =O y como 
teníamos la relación (Ll.11

)
2 = (At) 2 - (t:.x) 2 , la cual por lo anterior podemos escribir 

así: 

Entonces en cualquier par de sistemas, la cantidad (Li.t) 2 
1- (t:.x) 2 resulta ser 

invariante con Jos cambios de coordenadas (o sea al observar desde otro sistema inercial). 
A esta cantidad la denotaremos (t:.r) 2• 

Cuando (t:.r) 2 = (Li.11
)
2, o bien .6.r = .ó.11

, rnmo e~ el en.so desde el tre11, entonces 
a t:.r se le llama tiempo propio entre el evento A y el B y At1 pudo ser medido 
con un solo reloj. 

Ahora bien, como el movimiento de S 1 (el tren), sólo fué a lo largo del eje x 
respecto a S, o mejor dicho a lo largo de los ejes x y x1 ya que eran paralelos, entonces 
el rayo de luz no tuvo desplazamientos en Jos ejes y ni z, ni en y1 y z 1

, por tanto 
Ll.y = O= t:.z y t:.y' =O = t:.z', entonces podemos decir aún más, decir que: 
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o sea, 

de tal forma que el im·ariantc bajo rumbios de coo:dcnndas es: (>cp2.ración temporal al 
cuadrado) - (scparaCÍÓll espacial al cuadradr>)"' (¿._;) 2. 

Hasta aquí qurda la oliscn-ación de qur el intcnalo L'lc- "" un i11\·arinntc h1.jo 
cambios de coordrrnidRs qur: sr muc•rn co11 tr1Lslaci{m llniforn)(' unos de otros. :t..f<Ís 
adelanto veremos que este intcrrnlo es un in\'ariante mótrico e11 una cierta gcorndría, 
como la distancia lo es en la geometría euclidiana. 

4ª observación. 

Veamos como el haber encontrado una relación entre lo tiempos de los distintos 
sistemas inerciales de referencia, nos ayudará 11 encontrarla para longit¡¡des o distancias 
paralelas 11 la dirección del movimiento. Porque efoctivernent.P el oh·idarnos del tiempo 
absoluto, nos obliga a okidarnos de longitudes absolutas, a quitar esa vieja idea de que 
las medidas de un cuerpo son propiedades intrínsecas de este. 

Snpongntnos <}1H' ,,l t;·cr! de Ei1-:.0tLir, S' pa.sa cou yejoridud /'i-,0, a Jo largo dc1 
andén S, el cual tiene por longitud una cantidad L (medido desde S), ¿"crú l?. mismr1 
longitud que se observa desde el tren S''!. 

Desde el andén se oLscrvará 
que el tren necesitar& de ~ = /:;t tiem

po para que la pc.rte delan1 era del tren 
llegue de un extremo del andén al otro 
( aquí se necesitarán dos relojes de S 
p!ll'a poder hacerlo). 'Pero como ese 
tiempo /:;t, visto desde el tren S 1 en 

-o----o \!:---::-e·::=:-_::;. realidad rnlc L'll /1 - ¡32 , que es me-
~ ::;:...---- nor que L'll, entonce" como recorrpr~ 

el andén a h misma velocidad y en menos tiempo, su longitud es menor que la que se 
observa desde el andén S, a la cual habíamos llamado L. En realidad, desde el tren se 
obsen·a que es el andén el que pa5a por el tren y el tiempo que t1anscurre en lo que 
pasa el andén es medido por 1ínico reloj, ya que es desde unmirn10 lugar en el tren S 1

• 

Para \'er que tan pequeña es la longitud del andén vista desde el tren (J!amémosle 
L1

), en co~paracióu con lii vista desde el andén (L), veamos: 

O sea, que las longitudes al igual que el tiempo en un sistema S 1
, que se mueve 

con respecto a otro sistema S con velocidad (3, las longitudes en dirección del movimiento 

se ven reducidas por el factor J1 - fJ2 respecto a la5 que se ven desde S. 



21. 

Estn contracción es el mismo factor que la de la "contrncción de Lorcntz
Fitzgerlnd" que habían sugerido, sin emb!irgo todo el fondo de uno y otro concepto es 
bien distinto. Aquella contracción era cxplicada-'desdc el mismo sistema del objeto, en 
cnmbio In contracción que hemos encontrado es debida a la relatiYidad del moYimiento 
del objeto y del sistema de referencia, c¡uc implica la relatiYidad de> !ns longitudes. 

Ahora bien, si en lugnr de haber dc·ducido primr;ro la relaiiYi<lad del tiempo, 
hubiéramos deducido lit de la.s lon¡;itn<lPs, ¿lrnhrí11 irnplirado inrfod,,hl~mente la del 
tiP1npo?. Sj rf('('ITJn~ en lH rn11y (''"t;,_,rhr~ re!r:~i{m f':~t!"c l:_!5 c:i:·t:~:~ri:~: y e! tic:r:}'JO (:Clr.'!D 

características de la rnatcria. rf'.~po11dcrC't110:-; afin11ati\·a1n('TJ!t•. pr:ro \'(1 ;\n10!:-=: ~i ya tu-

viera .. rnos In relación L =·· I} v' J //'.!. ~ n11onrt·~ cori: 

( ,, L' 
.6.1) ~e {j 

podríamos deducir la relación entre los tiempos. 

Podríamos decir que la relatiYidad del tiempo se da sí y sólo sí se da la de la 
distancia y m1ís aún: 

sí y sólo sí 

Con todo lo c1csnrrollndo l1n,;;tn (·ste n1ou1t·nto, con e! dc:.:cuLriuiicnto de la rcb.
tividad del tiempo y la distancia, nos vamos internando en toda una nueva teoría física. 
¿Qué tantas cosa~ cambia todo esto, qué tantas leyes y conceptos físicos?, ¿qué tapto 
sí Jos cambia? y ¿cuánto modifica esto nuestro conocimiento del universo?, ¡,están mal 
todos los conceptos anteriores?. En las próximas secciones trataremos de responder 
bien estas preguntas. La relatividad del tiempo, que es el punto más importante en 
todo esto, es algo que revoluciona muchas ideas preestablecidas sobre el universo, que 
concordaban con todos los sucesos cotidianos. Sin embargo, el sólo hecho de pensar 
en el tiempo y espacio relativos al sistema de referencia, nos hace buscnr nuevas leyes, 
leyes que valgan para cualquier sistema de referencia sin importar si un evento tiene 
una posición y un tiempo en un sistema y otros en otro. Y es que esas posiciones y 
tiempos tanto en un sistema como en el otro, deben tener una cierta relación, pues se 
mueven y dirección constante entre ellos. 

Entonces, quizás no sea imposible empezar a encontrar las nuevas leyes que rigen 
en todos los sistemas que se mue\' en con traslación uniforme (contemplando, claro que no 
se puede vo!Yer a hablar de un solo tiempo, sino de una infinidad de ellos), si encontramos 
esa relación que hay entre la posición y el tiempo en un sistema y en otro cualquiera, o 
bien, encontramos una manera de transformar las coordenadas (tanto espaciales, como 
temporales} de un sistema en las coordenadas de otro. Entonces podremos empezar a 
buscar todas ]ns leyes fiíicas que rigen a todos Jos sistemas de referencia equivalentes. 
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CAPITULO II 

ANALISIS FISICO DE LA TEORIA. 

l. ¿ COMO HALLAR EL LUGAR Y EL TIEMPO EN EL ANDEN, 
COKOCIE:\'DOLOS E:\ EL TRE!\' '? 

TRA?\SFOJ1l\fACJO!\' DE LOH.EXTZ 

Para poder entender mejor lo que es un m:trco o si,,
terna de referencia, contruyámoslo. Tomemos primero mn1 

varilla rígida como patrón de medida, es decir, nuc>s\rn uni
dad, y vamos construyendo cubos, o Fea varnos formando en 
el espacio físico una especie de esqueleto de un prisma cuyos 
lados midan lo qu<' mide nuestra unidad y con diagonal ,f.1 
veces la unidad. Algo que es importante observar es que no 
se pide perpendicularidad entre los lados del prisma. 

UH<1 vez que está fonnr.1<lo t:l priuu:r cuLo, Vi.liüü::i cuLricndu todo el c.spacic1 con 
esos cubos, uno seguido de otro, de tal forma que se ha formado una retícula. Ahora, 
dividiendo nuestra unidad podemos llegar a cubrir cada cubo con pequeños cubitos y 
cada uno de e:ms pequeños cubitos a su vez por otros más pequeños y así sucesivamente, 
hasta llenar todo el espacio ele cubitos, de tal forma que cnda punto del espacio físico 
es un vértice de un cubito. Para que realmente podamos construir esta fina retícula, 
necesitarnos tomu.r vari1J¿L~ sin peso, si11 espesor, o ~ca tan idea.lizadht.: coruo las n1isrnas 
rectas. 

Continuando con la idea de formar nuestro sistema de referencia, colocamos un 
relojito en cada vértice de la retícula. Ahora, escojemos cualquiera de esos relojitos con 
su vértice y lo llamamos origen de coordenadas y denotémoslo O. Vamos a sincronizar 
todos los relojitos, de acuerdo a ese del origen, ele la siguiente fornrn: tomamos cualquiera 
otro reioj ue ia retícula, digamos en ci vértice A, cnviámos un rayo uc iuz de O a A. 
Definimos el tiempo cero cuando se envía el rayo de luz. Y como A está a una cierta 
distancia de O, digamos distancia d, entonces, ya que la luz viaja a la misma velocidad 
e en cualquier dirección (por el experimento de Michelson-Morlry), el tiempo que tarda 
el rayo de luz para llegar a A es ~ (porque v = 1 donde v = e), entonces en el ~cloj 
de A se registrará el tiempo ~ y estará sincronizado con ei de O, en el que ya habrán 

transcurrido% segundos desde la salida del rayo de luz. Observemos que todos Jos relojes 

que estén a una distancia d, también registrarán ~ segundos, ya que la luz viajará a 
la velocidad e en cualquier dirección. Y así para cada distancia al origen O, todos los 
relojes a esa distancia registrarán la misma hora, o sea todos los relojes tendrán las 
manecillas señalando el mismo número, simultaneamente. 

Entonces, ya con esta retícula y esos relojes, vamos a poder darle a cada evento 



23. 

(o bien a cada suceso real), unns coordenadll!l espaciales y un tiempo en el que ocurre, o 
sea, a cada evento le asociamos cuatro números (3 del vértice de algún cubo y el tiempo) 
que denotaremos ( x, y, z, t). Eventos como choqu~ de canicas, encender lámpara, llegada 
del rayo de luz a una pared, etc, sucesos instantáneos. Dicho de otra forma, construímos 
un sistema de referencia cuyos puntos son eventos. Al conj11::to <l.:: toáos estos eventos 
le llamaremos espaci(}-tiPmpo. ::-.1.;_, a<lehmte v11mos !l rlar ur:n ll1cjor fom><tliinción, que 
no damos en este momento, porque falt11 toda la discusióñ del tiempo. 

Ahorn bien, ln construcción d(' este sistema de rcfcrenci<t, presupone una rnrnc
tcríst.ica fuerte del espacio físico y del 1 icrnpo y quf' es, que 11mlJOs s011 homogth1cos, o sea 
que el espncio físico es homogé11co y el tiempo también, es decir que nm·stra \'ara rígida, 
medirá lo mismo en un ticrnpo fijo, independientemente de el lug;.r en el que se C!lcucll

trc y que un intervalo de tiempo mcdir;í lo mismo, sin importar a partir de que tiempo 
lo tome. Este supuesto es rcalmeBÜ' una hipótesis importante sobre el espacio-tiempo. 

Otra propiedad que cumple este sistema es la de ser Galíll'ano o inercial, es 
decir que cumple con la ley de inercia. Cuando está lejos de toda materia uno de estos 
sistema.s y se suelta dentro de él un cuerpo que estaba sosteBi<lo, el cuerpo flotará y 
permanecerá en reposo respecto a este sistema ha.sta que reciba una fuerza externa al 
cuerpo que lo saque de esta posición. Y si ahora el cuerpo es empujado en un momento, 
se moverá en línea recta y con velocidad constante, indefinidamente hasta que otrn 
fuerza externa a él lo pare. 

En realidad, un ~ist.cma inercial ¿,, referenci<1 ~s una idealización ya que los 
efectos de grnvcdad nunca pueden ser completamente eliminados, ni tampoco los de 
rozamiento, fricción y resistencia del aire. Pero para la mayoría de Jos experimentos con 
luz o con part.éulas viajando a velocidades cercanas a la de la luz, la Tierra misma podría 
considerarse corno un sistema inercial lo cual nos ayudará n solucionar el problema que 
hemos planteado anteriormente. 

Algo más, a un observador que se encuentre en reposo co11 respecto a un sistema 
inercial de referencia lo llamaremos observador inercial. Ahora, si un sistema cualquiera 
se mueve en línea recta con velocidad constante con respecto a un sistema inercial, 
entonces este también será inercial. 

Las leyes que rigen a cada sistema inercial, son las de la mecánica clásica y la 
geometría que la explica, ht Euc!ideana. 

Ahora sí, una vez forrualízado el concepto de sistema de referencia, volvamos a 
la pregunta del principio. Si un evento tiene ciertas coordenadas espccio-temporales en 
el sistema S,¿ cuáles tiene con respecto a cualquier otro sistema S 1

, con respecto a cuál 
se mueve S1 con velocidad y dirección constante ?. 

La idea de este capítulo es formalizar todo el aspecto iísico desarrollado intui
tivamente hasta aquí. Obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema inercial 
respecto a otro en la Mecánica Clásica, comparándolas con las relativistas, analizar 
las hipótesis en cada caso, asi como las consecuencias importantes de las ecuaciones 
relativistas. 

Tomemos dos sistemas inerciales de referencia S y S1 cualquiera que se mueva 
uno con respecto al otro con velocidad (3 (en coordenadas geométricas ). Por como 
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formalizamos anteriormente el concepto de sistema inercial de referencia, sabemos que 
a cada uno le podemos asociar una retícula fija a él y un sistema de relojes sincronizados 
al de un origen, de tal forma que todo evento tiene sus coordenadas esuacio- temporales 
en cada sistema. Llamérnoslc (x,y,z,t) a la.s coordenadas con respecto n S y (x1,y1,z1

, t') 
respecto a S 1 de un evento arbitrario. Corno el tiempo y el espacio son ronccptos que 
dependen del sistema de referencia, cntouces en general x /- x' , y f ¡/ ,z / z1 ,i o/ t1• 

Estas retículas las p01iewos <le lttl forma que los ejes éoordenados x y x' coincidan 
en dirección y sentido con el ¡nm·irnicnto del sistema S 1 respecto nS. Los ejes y y y' 
paralelos, así corno z y z' y adcm{" en 1=0=11 los origcne;o coinciden!cs. Lo haremos 
!L5Í para poder simplificar el am[lisis sin pérdida de gt•ncralidari. Una idea de como han 
sido coloc:cdas his rctírnl1!s la dú el diliujo. 

---------)>)'. J------!J> x' 

El dibujo tiene elgunos defectos , corno que aparecen los ejes coordenados como 
perpendiculares y aquí no se habla de perpendicularidad pues es algo que no necesitamos 
hacer en el análisis. Además, en el dibujo no se puede trazar el eje t ni el t1• 

Podríamos pensar el sistema S' con coordenadas (x1,y1,z1,t1
) corno el tren que 

se mueve con velocidad f3 respecto al andén, pensado como sistema S con coordenadas 
(x,y,z,t). Y entonces Ja pregunta hecha al principio se traduce a¿ qué coordenadas 
(x,y,z,t) tiene en el andén un evento cuyas coordenadas en el tren son (x1,y1,z1,t1) ?. 

Colllo el lllovimiento es en la dirección y sentido de los ejes x y x 1, es fácil ver 
que el evento no cambiará sus coordenadas y1 ni z1

, o bien que la,s longitudes en las 
direcciones de los ejes y1 y z1 no cambiarán. Probémoslo. Si tomamos la unidad en el 
eje y1

, apoyada en el origen y supusiéramos que en el eje y esa unidad midiera menos, 
entonces, dada la homogeneidad del espacio, debiera medir menos esa unidad también 
en 11=0 (donde tc-oO). Ahora por el Principio de la Relatividad, podríamos intercambiar 
los papeles de S y S' y además intercambiando el sentido de los ejes x y x1, entonces S se 
mueve con velocidad f3 respecto a S 1

• Al intercambiar los papeles, entonces en t=O=t' 
la unidad en el eje y mediría menos que la unidad en el eje y1 (visto desde S', y eso no 
puede ser, pues supusimos que era alrevés. Lo mismo pasaría si hubiéramos supuesto 
que la unidad en direcci6n y mide lo mismo respecto a S 1 y por tanto todas longitudes 
medidas por esa unidad también. 
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Análogamente lns longitudes en dirección del eje z1
, se conservan. 

Entonces el buscar las coordenadas (x,y,z,t) se reduce a sólo buscar x y t ya 
que y = y1 y z = z1

• Ahora nos queda preguntarnos ¿ y las coordenadns y1 y z tampoco 
influyen en buscar x o t?. La respuesta es que tampoco, veamos. 
sistema S cualquier evento en el espa-
cio que tenga su coordenada x la cual 
no dependa de y ni z, es decir todos los 
eventos que esté11 conienidos en algún 
plano paralelo al plano y' z', es decir 
paralelo al eje y1 y al z1• Como z1 es 
paralelo al eje zy y1 es pa.raldo al eje y, 
entonces el plano es paralelo al plano 
yz y cualquier evento que estaba en el 
plano con coordenada x constante, si
gue teniendo una coordenada :z: 1 inde
pendiente del val~r de y o z, porque 
sigue estando en un plano paralelo al 
plano yz. 

/ 
'l 

Consideramos en el 

Análogamente para ver que y1 y z1 no influyen en t, tornarnos un plano paralelo 
al plano y1 ;/ (con un t constante), que resulta ser paralelo al plano yz (con un t contante 
también). Entonces sólo hay que buscar las coordenadas x y ten términos de :z:1 y t1

, es 
decir sólo como función de :z:1 y t1• Una observación importante es que entonces, debido 
a el movimiento de traslación uniforme de un sistema S1 respecto a otro S, el análisis 
no necesita hacerse en todo el espacio-tiempo, sino en un plano de éste, a saber el plano 
xt. Por lo tanto buscamos dos funciones/, g, tales que: 

X= f(x 1,t1
) 

t = g(x1,t1
) 

porque x va a depender .de x1
, lo mismo que t. 

¿ Qué tan complicadas serán f y g ? ¿serán lineales o no? Supongamos que f 
no lo fuera, más en concreto supongamos que x = k · x12

• Entonces midamos ahora y 
veamos que pasa: 

Si una vara rígida de nuestra unidad en S 1 la colocarnos sobre el eje x1
, con 

extremos en x'.13 = 1 y en x'.,¡ = O, entonces, vista desde S esa vara mide (k · 1)2 - k · 02 = 
k = XB -XA· 
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Ahora 6i la misma vara la colocamos con extremos x'n == 2 y x'.4. == 1 , entonces, 

esa vara vista desde S mide x'E - x A == k · x'n - k · x'n 2 
== k · 4 - k • 1 == 3k. O sea que 

vista desde S, la longitud de la vara depende del fugar donde se coloque a lo largo del eje 
x 1

• Esto es algo que no le pasa al espacio físico en el que viYimos, dicho de otra forma el 
espacio tiene esa propiedad de que la longitud de una vara, vista desde un sólo sistema 
dr- referencias no d!'pcnda de el lugar donde se coloque. ~frjur di,.ho, b l:c~z:.'.'grw•ir1nr1 

del espacio es la propiedad de no haber puntos prd'crcncialcs en ésle, rk no depender 
el resultado físico del punto c·sphcial que, tomcmo,. A dicha propicdHn lH d<·nmninaruo~' 
homogeneidad del espacio, ];, rual hemos usado anterion1wnte al formar la retícula 
del espacio-tiempo, al encontrar la n·lnció11 entre dos tic·mpoo; de cad11 sisknrn, asi corno 
las longitudes y tzuubién al ver que las coordcnndas y1 y : 1 no varía11 al vero<' desde S. 
Esta propiedad es realmente rn;Í.< profunda de Jo que I"crccc: es ~11 toda In Tc:oría dl· lzi 
Relatividad un supuesto muy importa11tc y por lo que se refiere a la <lcducciém de laF 
ecuaciones que relacionan la.~ coordenadas de S con las de 5 1, esta propiedad le impide 
a f no ser lineal en x 1

• 

Una propiedad análoga a la homogeneidad del espacio es la homogeneidad del 
tiempo la cual dice que tampoco en el tiempo hr<y un instante preferencial. Que los 
fenómenos físicos no dependen de cuál instante tomemos, por lo que se afirma que un 
intervalo de tiempo medido desde un sólo sistema de referencia o reloj, mide lo mismo 
independientemente de apartir de que segundo empieza a rnnt11rsc. Y es a partir de esta 
propiedad de donde también se desprende (con el mismo amilisis que el que hicimo;o en 
el espacio) que no puede dejar de ser lineal e11 t'. 

Formalizemos mejor toda esta idea de que la homogeneidad del espacio-tiempo 
implica la linealidad de la transformación buscada. 

Si buscamos /; y g¡ i == 1, ... , 4 ticles que: 

x = f¡(x 1,y1,z1,t')x1 + h(x1,y1,z1,t1)y1 -+ h(x1,y1,z1,t1
)::

1 + f 4 (x1,y1,z1,t1)t.1 

!/ = 91(x1,y1,z1
,t

1
)x

1 + g2(x1,y1,z1,t1)y1 + g3(x',y',z
1
,t')z' + g4(x',y',z1,t1)t1

, 

debido a la homogeneidad del espacio-tiempo, el no depender del punto ( x', y', z1, t1) 

la transformación buscada, entonces tanto las f¡ como las g¡ , i = 1, .. ., 4 deben ser 
funciones constantes respecto a x 1, y1, z

1 y t1, es decir 

X= 0:1X
1 

-j- 0:2t' 

t = ó1x1 + Ó2t1 

' donde o:¡, a2, ól> ó2 pueden depender de la la velocidad {3, pero no de x' ,i/, z1 ni de t1. 
Hasta aquí el análisis ha servido tanto para las fórmulas de la mecánica clásica 

como la.s relativistas, pues en ninguna se necesita a y ni a zy tanto f como g son lineales. 
Ahora bien, vamos a ver como se llega a unas a diferencia de otrn.s. 

a) DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA MECANICA CLASICA. 

Para esta visión el tiempo era absoluto, t==t' para cualquier par de sistemas que 
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se movieran o no en traslación uniforme uno con respecto al otro. El tiempo era pensado 
como algo que no dependía del espacio físico . El espaciofísico tenía todas las propiedades 
del espacio eudfdeo t:idi:ncnsional E. Por i!,u(o, d espacio-tiempo era pensado sólo 
como dos conjuntos si:1 inllur-¡¡rj¡i 11lgmrn cutre si. Vna posición tridiweasio1ml a la que 
se le asociaba un tiempo, es decir, como un producto curtcsiauo E >' R clo1itle E es el 
espacio físico o una isornetría de este y Res el tiempo, denotado por los números rca]Ps 
con sus propiedades de orden y densidad. 

Con e::; ta co11ccprióu dd t icrnpo scpanido dr l r~;J)ítrin J;:..; t'\1HH'!O!l(~ ... · p;¡r;; e:1-

c0Iltrnr x y t, rP~p0rto a :r1 y r~ t' (por quf· rl quf· nn jnq~c) un phpel ni y Hi z fue 
indcpcndicnl<' dd rarúcter absoluto o no dcl 1icrnpo), Í y g debían H·r ta]C',o que 

I "'- f(/,t 1)yf ~e f.'(1 1
) 

es decir, t sólo dependía de 11 y aclcmh.s eran iguales, es decir t=:t 1
, entonces g debía ser 

la función idéntica. Y para analizar la posición que guarda respecto a S una partícula 
que tiene coorclenada x 1 en S. es importante vn que dist a.'1.cia que tiene la p<trtícuhi 
al origen de S, sobre el eje x es igual a la distancia x1

, miis lo que el origen de S1 ha 
recorrido en un tiempo t al ir a la velocidad {3, que es f3t. Es decir, así: 

X= X
1 + {Jt 

t ccc. t' 

Por tanto si las coordenadas en S de una pr,rtícula son (x 1
, y1

, z1
, 11

) entonces, 
Yista desde S son (x' +f3t, y1

, z1
, t1

), donde S 1 se mue\'e con traslación uniforme y velocidad 
f3 respecto a S. ¿Y qué tanto cambiarán estas coordenada~ ahora que sahenws que el 
tiempo no es a hsoluto sino mús bieri r!.'18 th·o al sis1cma de rC'fcrenci;;?. Entrémos pues 
a buscar estas coordenadas. 

b) DESDE EL PUNTO DE VISTA RELATIVISTA. 

Busquemos ahora de otro. forma a1, n2, 81 y l2 tules que: 

x = a1x' + a2t' 

t = lí1T' + 621
1 

Analizando el origen de S tenemos que: 

el evento (O, t) respecto a Ses el (-f3t1
, 11

) respecto a S 1 y sustituyendo arriba resuslta: 

entonces, 
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de donde, 

Dada la constancia de la rapidéz de la luz, tenemos que: 

los eventos (x,x) en S son los eventos (x',x') en S1 por lo. que: 

entonces, 

x = cq:r
1 + a 1 .B:r1 

X oc~&¡:/+ Ó21:' 

Y por otro lado, debido a la isotropín del espacio: 

los eventos (-x, x) en S son los eventos (-x', x') en S1
, de ahí que 

entonces, 

-x = -a¡x1 + o.1{3x1 

x = -ó¡x1 + ó2x' 

Sumando las dos ecuaciones resultantes, tenemos 

entonces, 

Ó¡ = o.¡{3 

Y restando !ns mismas dos ecuaciones anteriores, tenemos 

entonces 

2a¡x1 = 26zx1 

61 = o:¡ 

x = a1x' + a¡/3!
1 

t = cr.1/3x' + a1t' 

Ahora calculemos 0:1 (la cual depende de la velocidad /3). 
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Dada la invariancia de la velocidad de la luz, las ecuaciones de un frente de onda 
en los sistemas S y S 1 son: 

ya que es la distancia recorrida igual al tiempo recorrido, pues Ja velocidad de Ja luz es 
l. , 

Corno y1 '~ y y ::1 = ;:: , l'ntonces: 

Usando las <'cuurionc·f' obtrmidas dr, la transformr.r.ión 

o 2 2 1" '1 / 1 2 '> 1 'l ' 1 12 '>•(3 1 1 2 12 x· - t = D1X. + 20¡/)1 X + O¡(i"I - o.}/3"x -- 2n1 t X - O.¡t 

o 2 " 12 2 2 1 2 2 1'' 2 12 x• - t · = rxíx + a 1/) t - o:1{3 x • -- a 1t 

x2 - t2 = oI(I - ¡32)(x'2 - t12) 

Por tanto ai (1 - (3 2) = 1 y de ahí: 

donde se puede tomar el signo más, ya que el menos corresponde a la dirección opuesta 
de los ejes x y x 1

• 

Por tanto, la transformación buscada e.s: 

x1 + ¡3t1 

x=---Ji - (32 

(Jx' + t1 

l=---· 
,11 -- (32 

Entonces si un evento eu S 1 iieue cour<le1111Jo.s e>JJi.cio-Lemporales (x1
, y1

, z1
, t1

), 

visto desde S tiene coordenadas 

, donde S se mueve con velocidad f3 respecto u 8 y en dirección de su eje común xx1
• 

O sea que las coordenadas del sistema S 1 pueden transformarse lineamente en 
las coordenadas del sistema S, es decir, existe una T: l>l 4 -+ líl 4 tal que: 

X - {3t {Jx + 11 

T(x,y,z,t) = ( ¡-:;----;;?,y,z, ,---) 
V 1 - (32 V 1 - (32 
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es un cambio de coorden11das entre dos sistemas inerciales, uno de los cuales S se 
mueve con translación uniforme, con velocidad /3 con respecto S 1 = T(S). A esta 
transformación, que en relatividad es de lt!2 a"R 2 , se le llama Transformación de 
Lorcnh, ya que estas son la-' misrnns ecuaciones que Lorentz habría encontrado en 
su famo~f\ C"ontrnrriAn¡ pPrn P!1 fl~ f0::1d(' cr):;. '.!~~ g:-:::: C!fc:c::ci¡:. p·uc::: J._1(i.l't1 l:l e.~trt 

deformación en!. en u:-1 !Y!!.:::Ilci ~i:-:c~~:'.. :; Lr: JH•i J;¡ :;cJ;,th·i~J,!(1 ,1,, l;, JH1~iri1:n1 ocurion::.cia 
por el movimiento uniforme. 

Eu n°a1idad! cs!L tn1n~fnrn1í:.C'il'>;i e:-- 11n1cl10 u1<~-~. qH1· l:'~~o. Pc~n, 1·n1JH'Zhr: forthlecc 

csu id(•a del r11r1tcrii:.1is1no~ q11(' Cjj la IIHd<1 ri;: C'tf;n cstrt'dli:r11c:it1: vinculados el ct:pí1r.io 

y el tiempo y que uno influye CJJ ei otro taiito corno l''~ otro en el i:ne>. y aderrnÍ.'i t:st<\n 
en contante rnoyi1nir11to. l\o hay ni tienipn ni c~p11cio ab:-:oluto:·. Y *:S tan estrecha la 

vinculación cnt r!' el tiempo y el csp;1ci(• qu<' CJJ realidad el ¡ ic·rn]'O e' un l'je má~ d!' c•'tc 
sistema coorclPnado que e;; el espacio-tiempo, ticJJC todas l<1S caractcrístic;c~ que puede 
tener el eje x de Ja geometría cuclidio.na tridimensional con el cmd representamos una de 
las dimensiones en las que viYimos espacialmente. Pan1 conYenscrnos de todo esto, !Jücc 
falta \'er la dualidad entre x y t en la Transformación misma dP Lorentz, el tiempo juega 
el mismo papel que juega la posición x, en los sistemas coordenados espacio-tiempo que 
se mueven unos respecto a otros. Y pudimos en lugar de tomar el eje x corno dirección 
del movimeinto, haber tomado el de eje y o el de z, o el de t ( aunque físicamente no 
es posible ) y la transformación habría resultado la misma. Realmente la relatividad 
del tiempo es más bien In incorpornrión d<> (•I en todos los procesos físicos. De n.hora 
en adelante hablar dr, un solo esp<icio-tiempo no tiene Ecnt.ido, pues hay un;i. infinidad 
de ellos. Y eso que sólo hemos movido unoo: Fistemas respecto a otros con dirección y 

velocidad constante. De aquí no se concluye que todo es relativo. Un contraejemplo 
de esto es la constanciit de In velocidad de la luz. La tarea después de que se plantea 
la relatividad del tiempo, es precisamente la de buscar clasificar todos los conceptos y 
leyes en absolutos o relativos. 

Otra enorme consecuencia es que, abre muchas preguntas cuestionándonos sobre 
el universo en el que vivimos. Entonces: ¿vivimos no en un espacio de tres dimensiones, 
sino de cuatro ? , ¿ en qué geometría vivimos, aún en la euclidiana ? , o mejor dicho, 
¿qué geometría explica el espacio-tiempo en el que vivimos '{. En realidad creo que 
estamos lejos de decir cual geometría, apenas con el de:ocubrimienio del tiempo corno 
algo que inten·icne en los cálculos físicos, efcct.ivamcnte Yernos que viYimos al menos 
en cuatro dimensiones y luego apenas empezamos a comparar coordenadas espacio
temporales entre sistemas que se mueven uniformes unos con respecto a otros, como 
es el caso que hemos analizado y ya no se cumple que la métrica' euclidiana que era 

/x2 + y2 + z2 + t2, se conserve en todos estos sistemas. Veamos con más calma esto 

último. Si en un sistema S 1 (como el tren) que se mueve con respecto notro sistema S 
un evento es (1,0,0, 1) en en las coordenada.s espacio-tiempo de S', entonces su distancia 
euclidiana al origen (O, O, 01 O) de S 1 mismo, es: 

Ahora bien, usando la Transformación de Lorentz, las coordenadas con respecto 
a S son: 
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y la distancia euclidiana al origen <le S es: 

Con todo esto vemos que la única forma de que esta distancia sea invariable 
aquí, es que {3 = O, o sea, que 8 1 esté en reposo respecto a S y pues sí es lógico ya 
que se rigen por el mismo sistema coordenado, pero sí f3 f O ya no es invariable . 
Más aún si (J es casi 1 la distancia euclidiana está lejísimos <le preservarse. Por todos 
estos nuevos resultados aseguramos que al menos en el universo que vivimos no rige 
la geometría euclideana porque si rigiera, la distancia euclidiana sC'ría invariante en 
cualquier sistema coordenado y al menos en los que se muen~n con t.rnslacíón uniforme 
no lo cs. 

Al analizar la geometría nueva que nos explique las leyes entre sistemas que se 
mueven con tra.<;lación uniforme, suena muy interesante para ver que tan distinta es la 
euclídea.na que había regido antes de la Teoría de la Rclativi<la<l. El análisis profundo 
de esta geometría, lo haremos un poco más adelante, por lo pronto sigamos analizando 
la Transformación de Lorentz y algunas de b' corn<Pcuancins mí1s inmediatas de éstp.. 

Una observación importu.ntc es que en dicha Tramformación: 

f3x1 + {3t 
X== .J1 - f32 

y= 1/ 

f3:r! + t' 
t==---.J1 - f32 

cuando f3 = ~ es muy pequeña, es decir cuando v es pequeña respecto a la velocidad de 

la luz entonces J1 - 132 es casi 1 y las ecuaciones se parecen a las de Newton: 

X== x1 + (it 

y= y' 
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z= z' 

t = t' 

donde {Jx1 es o:nitido porque x y x 1 son muy pcqueñtJ..~ co::::npn.radr..s con t y t1
, en 

velocidades bajas. 

Dicho lo anterior de mejor manera, el límite de la Tran!,formnción de Lorcmz 
cunndo {i tiende a cero, es la trasnfornwción dP la mcc~.nica cl<'..sicn que mucho nos 
explica del mundo cotidiano de b¡¡jas \'clocid<::dcs, y 'i en llll prÍllcipio apareció la Teoría 
de la Ilclatividad como contrapuesta n la mecánica cl;ísicn, con esto nos damos cuenta 
de que no es así. La Relatividad es nm: visión ITHÍI' gcaernl, t¡ll(' supern la particularidad 
de la tcorín clásica, pero que no la niega, ni contrario, la reafirma, no como teoría que 
explica todo el universo, sino ese universo de bajas velocidades, lo cual ha sido muy 
importante en el desarrollo de la física que le dió incluso pie a In misma Teoría de la 
Relatividad. 

¿Y el primer postulado de Einstein también se verifica':'. ¿Se sigue cumpliendo 
en la Transformación de Lorentz el principio de la relatividad '!. 

Supongamos que en lugar de considerar que el tren S' se mueve con velocidad f3 
respecto al andén S, consideramos que el andén S se mueve con velocidad -{3 respecto 
ai tren S', entonces por ci Principio Je h1 Helatividad de iu.s kyes <lehcll ser las n1is111as 

a la.s que obtuvimos considenwdo al tren en movimiento respecto a S, es decir, que la 
Transformación de Lorcntz debe ser también ser válida en <'Ste cu_so, o sea: 

~-·-· x' = :r.+!.:PJ~ 
-f ··-r ~,_ __ JZ.~ · 71-{12 

r---;p / :: : Gr;'~' 
~--- . 1-fJ2 

Y p-=o=r=o=t"-r""o"'1-a"'d=o=e=-!,..c'°n .... contar las coordenadas de S respecto a S 1, a partir de la 

Transformación de Lorentz que encontramos, que fué: 

:r! + {Jt' 

X~ J1=-P2 

y=y' z == z' 

f3x1 + t1 

t=---J1 - /3 2 

significaría despejar a x1,y1,z1,t1 y ponerlas en términos de x,y,z,t. Es decir, encon
traríamos la Tranformación inversa de Lorentz. Lo cual es invertible por tener determi
nante distinto de cero, ya que la Transformación es: 
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cuya matríz de 2 >: 2 tiene determinante uno. Esta Transformación im-ersa de Lorentz 
debiera coincidir con la que resulta de haLcr pensado moviéndose el andén con velocidad 
-{3 respecto al tren, si es que el Principio de In Relatividad es algo que sigue valiendo. 
Entonces dcpcjernos x' r 11 en términos <le :r y t y veamos si coincid<>n. Quiz!Ís se vuelva 
un poco tediosa esta 1 alarlrn pero, hay que despej<n. 

como :r'-7-'Jt 1 /Jr'+t' 
J' = ~í=#i y t " ~71·'.'7¡2 . vamos a despejar :r' de una y 11 <le la 

otra: 

entonces, ,..-~ I ¡:¡f \fl - ¡3 •X= X + !'/ 

y ~2.1 =fJx'+t' 

por tanto: 

Vl - (i2 •X - {U 1 = x1 

/1 - {3 2 • t - (Jx1 = 1
1 

resolvemos las dos ecuaciones anteriores como ecuaciones simultáneas, sustituyendo t' 
en la primera ecuación, tenemos: 

Vl - ¡32 • x - li(.jl - ¡32 · t - f3x1
) = x' 

de donde: 

\/i - {J2 • " - f3/1 - /3 2 • t + {J2x' = x
1 

y juntando las x', tendremos una ecuación en términos de x y t 

J1 -/32 • x- p,/1-132 ·t = x'(1-f32) 

que para aclararla más la dividimos entre (1 - (3 2), entonces: 

X - {Jf I 

Vl - f32 =X 

que es la ecuación precisamente de x1 cuando era el andén el que se movía respecto al 
tren con velocidad -/3. Ahora veamos la que resulta de 11

• Ya que encontamos x1, la 
sustituimos en la segunda ecuación simultánea, entonces: 
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que es lo mismo a: 

y distrubuycndo queda: 

y cancelando tenemos: 

t = yl - {J- ·t -{J --1 ~ ( x-/Jt) 
J1 - p2 

t' = (1 - {i2)t - [J(x - {Ji) 

\h -- [J2 

1 t-{i2i-f3x+J32t 
t ---------- 11~ /3 2 

1 -¡3x+t 
t ------ y1-P2 

que es precisamente la ecuación de 11 cuando supusimos que el andén se movía respecto 
al tren. or tant.o el haber encontrado la Transfor:nnción inver:;¡, <le Lorcnlz o el haber 
considerado desde un principio el movimiento del und1:n con Yclocidad -/3 respecto 
al tren, y el encontrar para ese caso la Transformación ele Lorcntz dircct amente, es 
exactamente lo mismo, con lo cual se confirma que lo desarrollado hasta este momento 
de la Teoría de la Relatividad no contradice al principio de la RelatiYidad (primer 
postulado de Einstein), sino q11c lo reafirma. En conclusión toda al teoría desarrollada 
hasta el momento, no tiene colltradicciones internas. P12ro realmente su aparicióll ce. 
trascendente en muchos mús sentidos. Ko bÓlo v11 de 11cuerdo con sus postulados, sino 
que reestablece el verdadero sentido de la Teoría Newtoniana, abre nuevos caminos a 
esta nueva teoría de lo absoluto, para buscar nuevas leyes físicas que 'rijan ahora en 
todos los sistemas como movimiento de traslación uniforme, hasta tratar de acercarse a 
la geometría que explique el uniYerso en el que vivimos, siempre cambi<tu!e, siempre en 
mo\·irniento. 

2. CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACION DE 10RENTZ 

a) RELATIVIDAD DE LA SIMULTAJ..EJDAD. 

Si consideramos dos eventos distintos simultáneos en S, veamos que no lo son 
en si si f3 '/O. Sean A= (x1,t1) y B == (x2,t2) respecto a S. 

Si t1 = t2 con x1 -:/= x2 , entonces usando la Transformación de Lorentz, tenemos 
que, si A= (xi,ti) y B = (x2.!1~) son sus coordenadas respecto a si, entonces: 
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o bien 

(/3 #O) 

si ti = tz , {es decir, si fueran eventos simultáneos en S 1j, entonces xi = xz, de donde 
A y B serían el mismo evento, lo cual supusimos alrcvés. Por tanto, si /3 ,¡. O, entonces 
ti f tz, es decir, A y D no son simultáneos en S'. Annlogamcnte, si dos eventos A y 

B son simultáneos en S 1, no lo son en S si /3 / O, pues utilizando la transformación 
inversa, tenemos: 

-f3x1 + I¡ -f3x2 + t2 

71-132 = F-é 
y razonando como arriba, tenemos que t¡ # t2 , mientras f3 7'- O. Por tanto, el con
cepto de simultaneidad es relativo al sistema de referencia y cumple con el Principio de 
Relatividad. 

b) RETRASO DEL TIEMPO. 

Consideramos un reloj en el orígen del sistema S' en el tiempo O, es decir, 
el evento (0,0) en 51

• Por como colocamos 51 y S, sabemos que este evento tiene 
coordenadas {O, O) también respecto a S. Ahora bien, si tomamos t1 unidades de tiempo 
de este reloj en el sistema S 1

, es decir, los eventos (O,t1
), la pregunta es: ¿cuales serán 

las coordenadas de dicho evento respecto a S?, si le llamamos (x, t) a estas coordenadas 
buscadas, por la Transformación de Lorentz tenemos: 

o bien 

¡'3·0+t1 

t=---
J1 - (32 

t' 
t=---

J1 - p2 

entonces, esas t1 unidades de tiempo en S 1
, corresponden a tJl - 132 unidades de tiempo 

en S. Como Ji - f32 < 1 (si f3 f= O), pues f3 < 1 (la velocidad del si;, 1 rma S1 no supera 

la velocidad de la luz que es la cota máxima), entonces . J 0 > 1, iu cual quiere decir 
yl-fJ• 

que una unidad de tiempo de t1 en S 1, equivale a J 1 
2 

veces la unidad de tiempo de t 
1-{J 
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respecto a S. Es decir, respecto a S, su tiempo transcurre más rapidamcnte que el de 
S1, o bien, el reloj de S' se retrasa respecto al suyo. 

Análogamente t unidades de tiempo marcadas en el reloj de su orígen de S, es 
decir, el evento (O,t), tendrá la5 coordenadas (x'.i/) en S1

, tal que 

1 fi· O+ t 
t = /1~--¡¡:2 

Lo cual quiere decir que respecto a 5 1
, d tiempo rlc S trnnscnrrc rn1cs lentamente que 

c:l suyo. 

Por tanto, desde cualquiera de los dos sistemas S o S', se observa que el tiempo 
del otro sistema transcurre rni.s lentamente. A esta propiedad es a la que se llama 

retraso del tiempo, con factor de retraso /í-=~ii. 

c)CONTRACCION DE LONGITUDES. 

Consideremos una barra rígida en el sistema S 1 cuyos extremos estén en el orígen 
y a x 1 51-unidadcs separada del orí gen en la dirección del eje x1

• Al medir esta barra 
desde 51 mismo, en el tiempo 11

, estaremos lrnblando de dos eventos (O,t) y (x1,t1
) 

respecto 11 S 1
• La pregunta sería: ¡,qué coordcneda.5 tendrá el evento (1,0) respecto a 

S?. 

Más en concreto, si quisieramos medir la barra de S 1 desde S en el tiempo t "'' O, 
entonces bastará con saber qué coordenadas (x,0) respecto a S tiene el eYento (x1;t1) 

de S'. Entonces, la barra en S1 serí11 medida desde S por los eventos (0,0) y (x,O). 

Usando la Transfirrnación inversa de Lorentz, tenernos que 

que es lo mis;:no que: 

entonces, 

1 x-(3·0 

X = /1 - (32 

1 X 

X= jl-(32 

x\h- {3 2 =X 

Por lo tanto, desde S la barra en S 1 mide /1- (32 veces lo que mide desde 8 1
• 

Es decir, desde S las longitudes que registra S 1 se contraen desde su sistema de medida. 

Analogamente si tomamos una barra en S que mida x unidades, es decir, con
siderando los eventos (O,t) y (x,t) para algún t, buscaremos x1 tal que con los eventos 
{0,0) y (x1,0) respecto a S 1

, mida la barra de S. Usando la Transformación de Lorentz: 
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x1+132 
x=---

J1-~2 

o bien 

xJ1 - /32 = x1 

de donde se deduce que también desde S' la barra de S se reduce respecto al sistema 
de medida de 51

• 

Por tanto, desde cualci,quiera de los dos sistemas la barra dPI otro sistema se 
reduce. A esto 5(' le llama contracción de longitudes. 

d) REDUCCION DE VOLUMENES 

Si un cuerpo tiene un volumen V respecto a S, el volumen que tendrá respecto 
a 8 1 será -h , ya que las longitudes transversales se preservan, pues y1 = y y z1 = z 

V l-/J2 
y sólo disminuye la longitud en la dirección del movimiento. 

x=:x' A ·-....,, __ ____,., 

de•dc s' 

A u 
Por ejemplo, una esfera vista desde S1 es un elipsoide visto desde S. 

e) SUMA DE VELOCIDADES 

' Con la idea de recuperar las leyes de la física cliísica, veamos ahora que pasa con 
la ley se suma de velocidades. ¿ Era cierta o no la suma como se decía en la mecánica 
clásica ?. ¿Porqué resultaba que la luz no la cumplía?. Averigüémos. 

Si un objeto se mueve con velocidad /31 (en coordenadas geometrícas y con 
dirección del eje x1) respecto al sistema 81 que se mueve a su vez con velocidad /3r 
(en coordenadas geométricas también y en dirección de eje xx1) respecto ni sistema S, 
¿cuál es la velocidad f3 del objeto respecto al sistema S?. Imaginemos todo esto con el 
tren y el andén, como se ve en la figura, para darnos una mejor idea. 
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X= 

Supongamos que cuando los orige
ncs de S y S' coinciden, es lanzado un objeto 
tam'tlién desde el origen de S', para así tener 

1 

f3r = ? y también (3 = [. Entonces usando 
la trnsformación de Lorcntz: 

,----~,~ 

\'' 1 - /1; 

f3r:r 1 
-'· 11 

t ~. ~?1~·:7;; 

donde la velocidad f3r es la velocidad de 5 1 respecto a S. De aquí deducirnos que la 
velocidad del objeto respecto a S es: 

1 1 ¡¡ t' 
_ x _ (x' + (31.1)(1 - (3 2 )'! _ x' + f3rt 1 

_ fr + l:fr _ 
(3 - - - --------T - -(3-,--, - --,--, -

Y ((3x 1 +1 1)(1 - f32p rX +l. f3rfr + !1 

entonces la velocidad (3 del objeto respecto a S es -1~:i#J-. Esta es la nueva ley de suma 
, f- ~r 

de velocidades. Poniéndola en términos <le unidad"" HO g~u1uétic;i.;. qu1•d<in como: 

f3' = ~ w= 

Entonces lr. 'urna 11+1· no es una !Py y¡;]jflp, p<:rn icidc> d uniYerso. Sin embargo 
sí para el de bajas velocidades respecto a la de la luz, pues si u y v son pequeñas respecto 
a ésta, entonces el término .!!f es despreciable y entonces w está bien aproximado por e . 
u+ v. Es decir, la antigua ley de suma de velocidades es muy buena aproximación para 
seguir explicando nuestro mundo cotidiano. Sin embargo la ley de suma de velocidades 
pequeñas o no respecto a la de la luz es I'f!'f y deja de ser muy buena aproximación ,, 
u + v cuando cualquiera de estas dos es una Yclocida<l muy cercana a la velocidad de 
la luz o incluso es ésta misurn. ror "ºº ló. luz no c=plfo. Ir. suma d'! V!'lodd11.des y 
el experimento de Michclson-Morley no resultó lo que se esperaba al hacer la analogía 
con el experimento del lanchero remando. Realmente no eran tá:i análogos, pues la 
velocidad del remado es muy pequeña en comparación con la de la luz. Al usar la suma 
de velocidades de la mecánica clásica se estaba aproximando bastante bien en el caso 
del lanchero, pc;:o no a.sí en el expcrim1>nto <fo Michelson. 

Al querer detectar el movimiento de la Tierra respecto al eter, se hizo este 
experimento cuyo resultado esperado nunca iba a suceder. Entonces, ¿eso quiere decir 
que sí existe el eter?. Hasta el momento no hemos necesitado en lo absoluto de él y 
además las aparentes contradicciones que se trataron de resolver con la suposición de 
su existencia quedan ya resueltas con Ja nueva suma de velocidades. Pues el que no 
cumpliera con el Principio de Relatividad de Galileo, se debe a que el análisis fué hecho 
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con la suma de velocidades de la mecá.nica. Así es que por lo menos no ha.y una. razón 
para que se siga suponiendo la existencia de ese elfr. 

Para terminar esta sección veamos coro~ la velocidad de la luz es la misma en 
cualquier sistema de referencia E>tn, pHrcc::l sicu.¡,re tener la misma magnitud en cual
quier sistema inercial de referencia. Si en rl rXJH'rimcnto qmo ll.trnlizarnos anteriormente, 
en lugar de ser un objeto, fuera un rayo de luz el que lleva.ra velocidad /11 =- 1 respecto a 
S 1

, ¿qué velocidad tendría respecto a S?. Esperaríamos que fuera ff = 1 también, pues 
se lo pedirnos al bu,car la Tran;-forrrwción dt Lorcniz. Veamos: 

Y alrevés tambión debe de cumplirse, si d rayo se mueve con velocidad f3 "" 
respecto de S 1, la velocidad del rayo respecto R S debier;:,. ser {}1 = l. Sacándolo de la 

" 1 B¡ +p, t ecuac1on = fr;¡r+r en onces, 

por tanto, el rayo de luz tiene velocidad ¡31 = 1 respecto a S' también. Y con esto el 
segundo postulado de Einst<.:in queda verificado, aunque lo anterior no es una demos
tración de éste, pues lo supimos al buscar la Transformación de Lorentz. Pero ¡qué bueno 
que la teoría creada hasta el momento no tiene contradicciones con sigo misma!. 

3. ¿CUALES SON LAS HIPOTESIS DEL AJ'\ALISIS FISICO? 

La primera hipótesis física ha sido la homogeneidad e isotropía del espacio y la 
homogeneidad del tiempo, es decir, que en el espacio-tiempo no hay puntos ni direc
ciones preferenciales, que las leyes físicas con las mismas condiciones iniciales no deben 
depender de culíl evento se escoja, ni de cual dirección. Esta hipótesis se ha utilizado 
en la deducción de J¡15 formulas, tanto de Galileo como ele la TransformR~0n <le Lr,r(;.LL., 

en Ja linealida<l de amb:'..S trnr,;fururn.ciones. 

La segunda hipótesis establecida para la deducción de las ecuaciones de Galileo es 
la suposición de el tiempo absoluto, que como veremos en un mom¡!nto, es equivalente 
a suponer que existen veocidadcs infinitas y a que la simultaneidad es un concepto 
absoluto. 

Por otro lado, la segunda hipótesis supuesta para la deducción de la Transforma
ción de Lorentz, ha sido la sola relatividad del tiempo, que es equivalente a la relatividad 
de la simultaneidad y a la existencia de una velocidad má.xima en la naturaleza, la cual 
por ser una cota en las velocidades del universo, es una constante en cualquier sistema 
de referencia. 
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Probemos primero las equivalencias mencionadas arriba y luego daremos un 
esquema donde visualizaremos lo.s hipótesis fisicas. 

El que el tiempo en cualquier sistema dé referencia sea el mismo, es decir, quecl 
tiempo sea absoluto, es equimlente a que haya velocidades infinitas ya quc:si tomamos 
dos cuerpos en el rni•rno in<tan!(', 11110 rn S y otro en 5 1 (sistcmn.sincrcialcs con velocidad 
rclath·a distinta de cero), el qu~ el tiempo <0a 11b~ol11toimplirn <¡11P 111111 varintión del 
cuerpo en S será detectada por el de 5 1 en el rnismoinstantc, entonces la transmisión 
de la interacción transcurn• de inmediato, csrlecir, a vclocid<>d inftnit a. E inversamente, 
supongamos que en el sistema S hayun dispositivo <pH' de form:, isotrópirn, emite una 
"señal" que se propagan vclocid:,d infinita, cnto11ccs, en loo rcspr.·ctivos rclojrs situados 
en todos los¡nmtos del espacio, en cualquier sistl'rna incrci:d que rrspccto n S S<' lll1H:ve 
convclocidad finita, fijan];, indicada scrrnl en el mismo morrH·nto ell que ella fuérmitida. 
Es decir, tales señales oirvcn ele "marcr-~ de tiempo" con las que senircgistrado en tocios 
los sistemas inerciales un lapso igual, es decir, el tiempo csabso!uto. Por tanto, tiempo 
absoluto y la exitencia de velocidades infinitas son er¡uirnkntes. 

Analogamente el tiempo absoluto y la simultaneidad absoluta lo son. Si dos 
eventos son simultáneos en S, como el tiempo es absoluto, ambos eventos serán re
gistrados con los mismos tiempos en cualquier sistema 5 1 inercial que se mueve con 
velocidad relativa a S, por tanto, son 5 1-simultáneos también. Y biceversa, si dos even
tos son simultáneos en S y en un sistema inercial 5 1 con velocidad constante respecto a 
S también lo son, eso quiere decir que Ja velocidad de transmisión entre 51 y 5 1 fué in
finita y por tanto en el mismo instante, de donde se deduce e:l carncter abrniuto del 
tiempo. 

Con tocio lo demostrado hn.sta aquí, se completa la segunda parte de ser equi
valentes el tiempo relativo, la existencia de una velocidn máxima y la relar.ividacl de la 
simultaneidad. Sólo falta probar que la existencia de una velocidad máxima, es lo mi~mo 
que decir que dicha velocidad (o rapidéz) es igual en todos los sistemas de referencia 
inerciales. 

Si la velocidad lfmite de propagación de señales y de ln.s interaceiones variara al 
pasar de un sistema a otro, sería posible tanto diminuirla como aumentarla, perdiéndo 
su caracter de límite superior. Es decir, si es la velocidad límite, entonces, es invariante 
en magnitud, al pasar de un sistema a otro. Ahora bien, si la velocidad es la misma 
desde nrnlr¡nier sistema inercial, entonces, no se puede variar al pasar de un sitema a 
otro, ni se puede aumentar desde ningún sitema inercial, por lo que es un límite superior 
en las velocidades. 

Ahora sí, el esquema de las hipótesis físicas es el siguiente: 



homogeneidad del espacio-tiempo 
e isotropía del espacio 

./ \. 

t absoluto t rel¡ttivo 

~ ~ 

simultaneidad simultaneidad 
ab~uluta relativa 

~ tt 
velocidades velocidad 

infinitas máxima 
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CAPITULO III 

ANALISIS GEOMETRICO DE LA TEORlA. 

l. i. QUE GEOMETRIA EXPLICA LAS ECUACIONES DE GALILEO? 

¿Con cufil geometría 'e explican ]n, leyes cHtrc los sistemas con tra.slhción uni
forme con;;idcrando el tiempo absoluto'1 

Para intentar buscar la geometría desde la cual se pueden explicar las ecuacio
nes de Galileo, debernos observar dos cosas con las cuales podemos intuir cual es Jo 
característico de dicha geo:nctría. 

Primero, las coordenadas x y t de una partícula respecto a un sistema S, tenían 
una relación con sus coordenadas x1 y t' respecto a un sistema 5 1

, el cual se movía con 
velocidad /J respecto a S. Esta relación era: x = x' +/JI y t "" t1

, la cual ya vimos 
anteriormente. 

Debido a que t = t1
, (o sea el tiempo es absoluto en cualquier sistema inercial 

de referencia), podemos también escribir In relación como: 

X:= X
1 + (31 1 

t =11 

Esto nos sirve para verlo como producto de matrices, de la siguiente forma: 

(x)=(I /J)(x') 
\ l O 1 J \ 11 

/ 

es decir, que las coordenadas (x1
, t1) respecto a S se le aplica la transformación lineal 

( ~ ~) y van a dar a las coordenadas (x, t) respecto a S. Di~ho de otra fo~ma, 
para hacer cambios de coordenadas entre sistemr:..~ con traslación uniforme entre ellos. 
O sea que la geometría que buscamos dehe tener como transformación de cambio de 
coordenadas, a las de esta forma. 

Por otro lado, algo que es muy claro en In mecánica clásica es que si unn partícula 
hace un recorrido recto en un cierto tiempo t 1 a una cierta velocidad constante, hasta 
llegar a un lugar y luego en ese lugar a otra velocidad hace otro recorrido recto y en 
la misma dirección, también durante un cierto tiempo 12, entonces el tiempo total de 
recorrido es t 1 + t 2. 
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Lo anterior verdaderamente pasa en la mecánica clásica, pero ¿qué tiene que 
ver esto con la geometría que la. explica.'!. Para contestar <'-'ito, vamos a. decir otra. vez 
la afirmación pero ahora. en forma. goemétrica.. Es importante recordar que cuando un 
sistema S' con (x', y1

, z', 11
) ¡;e mueve con movimiento de tra..slación unifonne respecto 

a S con las coordenadas (x, y, z, t), teníamos que no cambian las coordenadas y1 ni z1 

y que la transformación de cambio de las coordenadas no es en realidad del espacio
tiempo de cuatro dimensiones en él mismo, sino del espacio-tiempo de dos dimensiones 
en él mi~mo, dond0 la coorde!larb !";pr1rial es en J.t 
la clircción del movimiento ele- S' r<·;¡wc1o a E. ! 
Entonces nos intcre~a grnflcar e! C5píirio-ticn1pC1 

de cha~ do~ di1nensionl1!-3. Lo hhcn11us co11 la idea 
con b que estamos acoflumbrndos ell cr;!culo, for
mando un plano coll Jo;. Pjes r y t, como en la si
guiente figura. Hasta aquí, no hemos dicho nada 
de la perpendicularidad entre los c,_jes, podernos 
hacer abstracción de esta en el dibujo, 

1 

1 -----------------X 

Y para representar el movimiento de una partícula con ;-clocidad f3 respecto a 
este sistema S con coordenadas x, t, con unidades geométricas y en dirección positiva 
al eje x del sistema, no hay que confundir el movimiento de la partícula en dirección 
del eje x, (que es Ja misma dirección del movimiento de 5 1 respecto a S) con el grañcar 
con respecto al eje x. Entonces si la partícula en el tiempo t = O, tiene la posición 
x = O (es decir, está en el origen) por cada centímetro de tin11po (en las coordena<l¡1s 
geométricas), la partícula habrá recorrido f3 centímetros sobre el cjC' x y por tanto el 
movimiento es graneado de la siguiente forma: 

// Pues, /3 = f·, entonces /31 = x, o bien 
,/ t == ~ y n...c:i vi~ualizllmo.s que lLl pendiente es 

/ l3 <. 1 ~ st\"emos a t como función ele x y es (:J si 

vemos ax como función de t. Y la gráfica de 
_ una partícula que se mueve en la dirección 

positiva del eje x, con velocidad f3 respecto 
1 ~ a S, ahora no empezando en el origen sino 

1 f>c.,.: -- ·-- cuando /. "" O, x = a, eatonccs Ir. gráfica del 

Estas gráficas del movimiento de u- movm:~n/to ( do¿nde (:J < 1) de esta recta es: 

na partícula, se les conoce como li'neas de 
mundo de una partícula. Mú.s adelante va-
mos a profundizar este concepto, por lo 
pronto intentemos decir la afirmación que _,,_/ _____________ " 
hicimos de la mecánica clásica. 
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\+-l:l --1v~--- / 
i:¡-- ~ 

/,?/ 
;· ---------· ' 

El que unn partícula haga un reco
rrido en la dirección del eje x y con una velo
cidad- /31 y luego en ese lugar y en ese tiempo 
continúe su recorrido a otra velocidad f32, 
representa dos 1i<'rrrn1 ntos ,¡,, ,¡," lín"ª" d,.. 
mundo (ii"tin1n~. lTnE ('On Vf.•lncidnd /~1 y 
pa.'iando por cf origen y que llega ha.'illl. t¡ y 
ln otra que empieza en t•l punto ( t 1, {1 1t1) y 

con velocidad {l2, durante un tiempo t2 • Reprc"cntaIJdo el primer H'gIJH'IJir> por a y el 
segundo por b. 

Entonus la ?Jirmación hé·cha "' <;u<' <'i t icmpo totid <kl recorrido "'' t 1 -: t 2, e" 
decir las proyecciones df' los w·ctorrs a y b 'º\,re el <'.i(' t. d<:i,r· dl' lll('tlir I¡ _; t~,;, Qu{ 
quiere decir con esto '!. 

En un plano xi ¿Qé es lo que hace que haya distintas gl'ornctría;; en él?,¡, De qué 
depende ? , bueno pues, depende de la métrica que J¡, demos en ese plano, si la métrica, 
o bien la longitud de un vrctor (x, t) es una u otra, las circunferencias <meladas al 
origen, por ejemplo cambianín ya que sel'ÍL el conjunto de los puntos (x, t) que cumplan 
que su distancia al origen sea un cierto número, pero esas longitudes están definidas 

en forma distinta. Entonces habrá que 
buscar una forma de definir longitud, 
en la gC'omdría husman, <lr tal forma 
que la proyección de dos vectores sea la 
suma. de cada una de la.5 proyecciones. 
Una manera es que la longiiud de un 
\'ector (que bien puede representar un 
movimiento de alguna partícula), sea 
igual a su proyección sobre el eje t. 

Veamos entonces si un espacio con una métrica definida así no recupera los 
resultados y conceptos de la mecánica clásica, en particular las ecuaciones de Galileo 
para el moYimiento uniforme. 

Ya que, intuimos más o menos la geometría que quizás nos explique las leyes de la 
mecánica clásica, vamos a presentar el espacio bidimcnsiomd con dicha métrica, un poco 
más en general par:!. establecerlo bien L~dcpcndicnt6n:..cnü:: iÜ &e trü.td. <lcl cb.lJaciu-ticrupo 
o no y posteriormente regresaremos a la mecánica clásica. 

Definiremos varias cosa.5, bastante formal con la idea, no de' quitarle el aspecto 
intuitivo, sino de aclarar muy bien de que hablamos. 

a)PLANO SEMIEUGLIDEO 

DEFINICION. 

Sea V un espacio vectorial bidimensional en donde está definido el producto 
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escalar de la siguiente forma: 'v'v,wcV < v,w >= u2,w2 

donde: v= (xi,x2) w= (!111!12) 

Definimos la norma de v, denotada como¡¡ V li= v< iJ,ti > por lo que ii V li= 
¡:::_ v~ = iv2 i 

Es decir que la longitud de cualquier vec
tor v es la magnitud o Yalor absoluto de su pro
y('cción sobre el segundo (je.Por tanto todos los 
vcctorc~ cuyn f:cgunch:. coordo1ad1l es igual. 1ui
dcn lo mismo, por ejemplo todos los de la fi¡;urn 
tienen la misma longitud. 

t 

Y cualquier vector horizontal t iem· longit u<l cero: 

r 
-===i===========-~_,,.:X 

En general diremos que en V los ejes serán F1 y 1'2. 

Ahora sí comencemos a invetigar algunas de las case) 
tiene este espacio, con bÜt métrica o.l cuo.l llamaremos 
diano. 

cractcrísticas que 
espacio scmicucli-

Considermos los vetares ei = (1,0) y c2 =(O, l).Estos están en dirección de los 
ejes 1'1 y 1'2 respectivamente. Observarnos que cualquier vector v == ( VJ, v2) se puede 
poner en términos de e¡ y e2, de la siguiente manera: 

De tal forma que e¡ y c2 son una base en el espacio-tiempo de eventos. Veamos 
como actúa el producto escalar con estos eventos básicos y por tanto métrica. 

< ez,e2 >=< (O,l),(0,1) >= 1 

y 

ya que: 

<e¡+ c2, e1 + e2 >=< (1, 1), (1, 1) >= 1 

y por otro lado por propiedades de producto escalar real: 
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< e¡+ e2, e¡ + e2 > =< e¡, e¡ > +2 < ei, e2 > + < e2, e2 > 
= o + 2 < t:1, ~ > + 1 

entonces,=?-< e¡,e2 >=O 
Por ta.nto, c1 es ortogornil u t~ (pllf'S por definición t' es ortogonal a w sí ~ólo sí < 

v, w >=< w, v >=O que no es lo mismo que sean perpena1culares ya que puede ser una 
b<Lse {e¡, ez} que no sean perpendiculares entre sí, pero al definir e'e producto escalar 
a1;í, sí serán ortogonales. Y e~ que ortogonalidad no e;, perpendicularidad. Entonces 
teuc>n1os: 

es decir, la longitud de estos eventos, que podernos asociar con vectores anclados al 
origen (O, O) es O y l. 

Entonces, diremos que una base {e¡,ez} se V es canónica si cumple que: 

< r 1,c1 >=cO,< c1.e2 >= ly < e¡,e2 >=O 

Ahora bien, sabernos cual es In longitud de un vector anclado al origen, o mejor 
dicho cual la distancia semieuclidiana de un vector o punto v = (u¡, 11z) al origen (O, O), 
pero ¿Cuál es la distancia a cualquier otro punto w =0 ( w¡, wz) '!. Veamos que buscar 
esa distancia es buscar In longitud del segmento u - w, entonces: 

¡¡ V - W li = V < V ··- tL", V - W > 

=V< (v1 - w¡,vz - wz), (111 - w1,vz -wz) >. 

= -j(vz - w2)2 = lvz - wzl 

es decir, que la distancia scmieuclídea entre dos puntos de vista desde la geometría 
cuclidc:L"la es la !ongitu<l <lf' la diferencia entre las segundas coordenadas, o bien la 
diferencia entre las proyecciones de los vectores u y w sobre el eje Vz, como se muestra en 
la figura anterior. Entonces cualquiera de los vectores que tengan las misma proyección 
desde el punto de vista euclideano, "miden lo mismo". 

1 
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Como en este dibujo, todos esos S<'g

roentos ~miden lo mismo" semieuclidiana
mente. Si al ver csf.C' dibujo nos pregunta
ran¿ esos segmentos miden lo mismo, o no? 
la respuesta es. dcpl'ncl 0 , dro¿c el J•Ullio de 
vista de la gcom0trici~ c::\"'iidi<d1(1 no r clcsdt 
la scmieuclidiam. sí. 

Adt'Illé:._ ... f'Í (.1.i;:COfJ:llH);..' !Jll J>Ull1 () p -.·_ 
(P1 ~ ¡1:¿) CH 1 · y quc-rf'Htn~ t:nror1trllr l()s pun
tos :r-~- (.:r 1 .:r:.:) tal.c:f' que tcn~ar1 uua C'icrtr: 

distanciar Lt CS(' punto I', serán todo~ los que- tcnga:-1 scgurI<b roojdeiu1da :r2 =--=- !12 + r 
o hirn :r2 ~ pz -· r yn que: 

~~~~·~~~~,... 

'•Ji 

11 P - x I!"' iP2 - Xz l = il'2 - (r2 + r) l ~ 1 - r i 00
• r 

o bien: 

11 P - x 11= lr2 - x2\ = IP2 - (r2 - r)I = lrl "'r 

A este conjunto de puntos que distan de P una distancia fija r > O , se le llama 
circunferencia de radio r con centro en P, la cual denotaremos C. Entonrcs: 

C={xE1"f ¡;p x 1.,c.r}={x=(x¡,x2)EFjxz=pz:icr} 

Si obscnamos esta circunferencia, desde el punto de vista euclidiano, nos pa
recerán más bien dos rectas paralelas al eje 1'1 que distan una distancia de 2r, porque 
una círcu11forencia euclidiana tiene otra forma que seguramente no es circunfcrencii; 
obscn·ada desde un punto de vista semi<'uc!idco. La dcfinción de circunfcn:ncia no es la 
definición de una figura, sino la característica métrica de un conjunto de puntos res1lecto 
a otro fijo. Aunque si obsen·amos bien, la circunferencia semieuclíclea no tiene un único 
centro, sino una infinidad y es toda Ja recta (vista desde la geometría euclidiana) con 
segunda coordenada P2· O mejor dicho las circunferencia.5 con radio r > O y centro en 
cualquier punto con segunda coordenada igual a p2, coinciden. 

Vamos h darle una ecuación a cualquiera de cst;,s circunferencias. Tomemos 
como centro nuevamente a P = (pi, pz). Entonces: 

e = {x = (x¡, xz) E VI x2 ;;: P2 ± T } = {x = (x1,x2) E v¡ lx2 - 1121 = r } = 
{x = (x1,x2) E Vi (xzp2)2 = r 2 

}. 

La ecuación de O será:(x2 - pz)2 = r2 
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En particular si r = 1 y P = ~O, O) entonces la ecuación de la circunferencia 
unitaria C con centro en el origen es: x2 == 1 o bien \x2 \ = 1, cuya gráfica es: 

V, 
(o,1) 

---------+------------t-V 
! 1 

'..~ } -1 / 

Ahora bien. con10 q11crc111CJ~ liq~:.r « poder ph1ntc~.: cou10 son la~ trau~formn

cionc~ de can1bio de' coordenadas entrt' ~istcn1íi~ qu<' se nnH:Ycn con u11a velocidad y 
dirección constante., y esus son la.s mismas tnuu,formncionc.s que cow<ervan el producto 
escalar, preservando todos los ángulos. Pero, ¿qu<'.: son lo, ángulos en la geometría 
scmicuclidiana?. Algo que será muy útil para definirlos es el tener claro que son lascir
cunferencias, porque el ángulo entre dos vectores cualcsquicrn, es el mismo que ent.re 
esos vectores pero unitarios y translaclados nl origen. Y como el áugulo es igual al 
arco de la circunferencia unitaria, veamos como medir arcos en nuestra ya conocida 
circunferencia unitaria C, para poder entonces d¡~finir el concepto de ángulo. 

Consideremos"= (v¡. l) y 
w = ( tL· 1 , 1) dos vectores unitarios. Corno 
se encuentran sobre la circunferencia tmita
ria y el arco qut: t-iub:icn<lcn 2os \'ect.ores t·:-: 

igual al ángulo entre ellos por el radio de la 
circunferencia en la q;1c se encuentran, en
tonces en este caso el ángulo coincide con el 
arco que subtienden los vectores unitarios, 
es decir, el ángulo entre ellos es \w1 - u1 \. 

Analogamente, si v = {v¡,-1) y w = (wi,-1), el ángulo entre ellos es \w1 -v¡\. 
Observemos que debido a que la cincunferencia (desde el punto de vista euclidiano) 
son dos rectas paralela.'i al eje F¡, entonces, el arco y por lo tanto el ángulo puede ser 
infinitamente grande. 

Si tomamos ahora, dos vectores v = (ui,112) y w = (w1,w2) cualesquiera, obser
vemos que el ángulo entre ellos es el mismo que el que hay entre sus vectores unitarios. 
Es decir, si normaiizarnos v y w, po<lrt.;rr.1.0s n::duch c:;tc c~o 2. le!: a!!te!'iore~, ~iPmprP y 
cuando v y w se encuentren "del mi~rno lado" respecto a 1'1, pues si estuvieran en lados 
distintos, el ángulo parecería ser infinito, pues el arco que sustentan en la circunferencia 
unitaria lo sería y habría una no bien definición del ángulo en este ca-so. 

Así es que consideremos v =(u¡, 112) y w = (w¡, w2 ) vectores tales que v2 >O y 
w2 >O. 
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1

V ~ Primero los normalizamos, es decir, 

~ ~: f:Y consideramos ~1 y ¡i;;¡ . Como !vi = lv2I = 

/ 

v2 y1wJ = lw2f = w2, entonces f.~=• ({.l.1) 
,·1 • 

1 , , y ~ = tt~.;,1) y de estos w·r:trgcc 1witci-
-~------~·~·/ _ _._-------L.~_,.... ¡u•¡ 

' ;;, t.:, vl riu> ya sabernos que el ángulo Ptitre \"'llos ts 

JI V.: W, el arco que strliticndcn de la circunferencia 
., . d . l.•·i 1 

--------·-- i- un1tnníL e~ cnr~ 
11

,,., 1. 
1 ~ i 

Analogarncntc si 1• ce· (i•¡,t'~) y 11" '· (w1,11·2) tales qul' 1·2 ·.O y tr2 <O. romo 

!u!= )v2! o= --1•2 y ju•!= i11·2! ~· - tl'2, ci1tonc«s ;;1 •.• (¡,~. l) y¡~: (¡n,. 1), Estos 

vectores normalizados yn esti!n sobre la cir- ----------- \) 2 

cunfercncia unitaria, aunque del otro lado 
del eje de F2, pero del mismo lado respecto 
al eje Y¡. Entonces, el ánp;ulo entre dios es 

Por tanto, la definición del ángulo entre v y w es: 

V¡ 

Varias observaciones a esta definición son importantes. No hay ángulos negati
vos. La definición también está considerando el cnso mando v y w no están en el mismo 
Indo respecto a F¡, en tal caso el ángulo entre i: == (v1 ,v2) y w = (w1,w2) con v2 >O y 

w2 >O es 

1 
ti¡ _ W¡ 1 = ¡:'..!. _ -W¡ 1 
t12 w2 t12 -w2 

es decir, que es el mismo ángulo que v = (u¡, t12) y -w = (-wl> -w2} , con v2 >O y 
-w2 >O. O sea que a ángulos suplerrnmtarios son i¡r1rn],,, h::j:i c:;t;:. d.,finici<in. 

Los iiugulos opuestos por un vértice también resultan ser iguales, ya que ángulo 
entre u y w es el mismo que entre -v y w, pues I~ - ;Yf:¡I = 1~ - ~J. 

Y por último también se cumple (como en la geomctrá e'uclidiana) que dos 
ángulos correspondientes mid<.'n lo mismo ya que v y w tienen la misma pendiente y por 
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tanto forman el mismo ángulo con x. 

Por estos dos últimos hechos se sigue que también los Íingulos <!!ternos internos 
y externos son iguales. 

Ahora u.sí, para poder saber como son las trm1sformaciones de cambio de ba'e 
canónica que presen·an ángulos, necesitarnos recordar primero que debido it la homoge
neidad del espacio ya sabemos que esas transformaciones son lineales, lo cual lo Yirnos 
cuando empezarnos a ver la Transformación de Lorentz. entonces 11n n hipótesis q11" 
sigue estando presente en esa homogeneidad del espacio que nos ya a implicar la linea
lidad de esas transformaciones. Pero en la geometría semieuclidiana, plantéernoslo sólo 
en términos de bu:::car Ja5 tran~forrnacione~ Encale:~ de ca.:.:1bio de La .. ~e canónica que 
preservan ángulos. 

Entonces tenemos dos b1lSes canónica.s, una en F que sea {e 1 , c2} y en V que 
sea {cJ.,e!¿}. O sea que se cumple que< q,c¡ >=O,< cz,c2 >= 1 y< c¡,c2 >=O y 

por otro lado también< eJ.,cJ. >=O,< e~,c~ >= 1 y< cJ.,c~ >=O. 

Como la transformación buscada es lineal, entonces, le podernos asociar una 
matriz Tele 2 x 2 . 

... y poniendo 

e~ y e~ en coordenadas respecto a {e1,e2}, en la forma e~= (a11,a21) y e~= 
(a12,a22) o sea e~= a11e1 + a21e2 y e~= a12e1 + a22e2. 

Entonces la Transformación mandará el e1 = {1,0) al e~= (au,a21 y el e2 = 
(O: 1) al e2 ~ (c12, c22), todo e:: coo:dc:J.o.d¡.._r, rc5j1(:ct0 a 1~. Pur lí111i.<i ia íonna Oc la 

matriz Tes: (ª11 ª12
) 

a21 a22 
ya que: 

y: 

Vamos a ver que condiciones implica sobre las ªii el que sea T un cambio de 
base canónica: 



Como <e~, e; >=O , entonces, < (a11,a21), (a11, a21) >=O 

es decir, 

n~ 1 = O, dedondc a2 1 = O. 
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Además como < ej,c~ >= 1 entonces < (a¡2, Q22), (n12 1 a22) >= 1 Jo cual 
implica a~ 2 = 1, por tanto a22 = ± 1 , y con esto ya encontramos dos valores de la 
matri<\ T,a21 =O y an =e :i:l con lo cual chcc11 que< c\,c~ :.>oc O pues< c~,c~ >=e< 
(au, ª21), (a12, ª2~) >ce a21an = 0(±1) =O 

Entonce; una transformación lineal de T de cambio de base c1rnónich scmicuclí
dca es de la forrr111 

( ªIl ~12) 
. () :::1 

Ahora veamos las condiciones les pone a Ja., a¡1., el que se pida que preserve 
ángulos. 

Tomemos x = (x1,x2) y y = (Y¡,Y2) en V. El ángulo entre esos vectores es 
I~ - i}I y queremos que T(x) y T(y) tengan el mismo ángulo, es decir si: 

queremos que: 

T(x) - ( ª11 . - o 

a12)(Y1) =e (ª11Y1,+a12!/2) 
±1 / !12 :!:!J2 

l
ªllYl +a12Y2 _ (a11x1 +a12x2)I= ¡v1 _ x1¡ 

±y2 ±x2 Y2 X2 

Como Tes de la forma ( ª~ 1 ª12) o ( ª11 
1 ¡ \ Ü 

entonces es importante observar que v2 y x2 tiene el mismo signo. Entonces queremos: 

que es lo mismo que: 

l
±a11v1 _ (±auxi)¡ = ¡!!!. _ x¡ ¡, 

Y2 x2 Y2 x2 

o sea, necesitamos que se cumpla: 

Yl X¡ Yl X¡ 1 ± a11ll- - -1 = J- - -\' 
Y2 x2 Y2 x2 
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de donde se debe de cumplir que ja¡ 1 I = 1 o sea, au = ±1. 

Entonces las transformaciones lineales de cambios de base que prc5ervllri. ángulos 

son de la forma ( ~l ;
1

) pa.ra cu1dquier (J arbitraria. 

Y en realidad estas 4 fonrnis de: transformaciones, son cuantro formas de.com

pondcr la transformación Ao = ( ~ ~) , pues: 

!
, - l 

An .. 
" u 

G)~cr··l 11') 
li \ u 

¡1 )" 
-] 

o ) = (-1 
-1 o 

(que junto con Ao son las cuatro formas). 

Ahora con todo lo que conocemos de cerca de esta geometría semieuclidiana, 
probemos algunos teoremas importantes en esta geometría. Los tre teorema.~ que vere
mos son acerca de algunas propiedades de los triángulos. Por ejemplo, ¿Qué relación 
hay entre las longitudes de sus lados, ó entre sus ángulos ó entre lados y ángulos ?, ¿se 
sigue cumpliendo la dcsigunJdad ¡fol triánguio Yálida en lrt geometría euclidiana ?, i. la 
suma de los ángulos interiores de un triángulo es de dos rerlos ?, cte. 

TEOREMA A 

El lado mayor de \lll triángulo es igual a la suma de los otros dos lados. 
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Demo3traci6n: 

Supongamos que A.B es el lado ma
yor del triángulo ABC. 

il A - B 11= IA' - B'¡ 

I! B - e 11= IB' - C'I 
11 e - A 11= 101 

- A'I 
y como IA' - B'I = IA' - C'-+- e' - n'¡ = IA' - C'I + IG' - B'I· 
entonces: I! A - B e - A !! _,_ ¡¡ n - e ¡¡ 

Observemos que para los otros lados BC y AC se Cl:mple que: 

11 B - e lisll A - B 11 y 11 e - A 11:'.Sll A - B 11 

por lo que 11 B - G ll::Sll A - B 11 y 11 G - A 11y11 G - A l!::SI! A - B 11 + li B - C 11 
que con resultado anterior, 11 A - B 11=11 C - A 11 + 11 B - G 11 ( es decir 11 A - B 11:'.S 
11 G - A 11 + 11 B - C 11), parece cumplirse la desigualdad del triángulo, sin embargo 
no es así ya que la desigualdad del triángulo euclidiano, se da la igualdad sólo cuando 
los tres lados del triángulo cst án sobre la misma recta, y en este caso, si tomarnos el 
lado mayor, Ja igualdad se dá siempre. Así es que, aunque como propiedad sea cierta 
en significado es realmente distinto y la igualdad se dá con otras condiciones. 

TEOREMA B. 

El ángulo mayor de un triángulo es igual a l~isu~mAa de los otros dos ángulos. 

" "" Dcmo~tración: ~-

Sean A,B,G, los vértices del trián- ( 
gula. Supongamos (sin pérdida de de gene- 0 vi 
ralidad) que el LB es mayor . 

1 

Tracemos una recta paralela al lado AB que pase por el vértice C y consideremos 
el La. que forma con el lado BG. Como el lado AB y su paralela tienen la misma 
pendiente, entonces forman el mismo ángulo, es decir /__B = La . 

Ahora, como el triángulo formado por la recta paralela a AB y el lado AC, al 
cual llamaremos L 1, por ser ángulos alternos internos al LA, los cuales ya analizamos, 
resulta L 1 = LA. 

Y como un ángulo, y su ángulo suplementario son iguales en esta geometría, 
entonces La. = L 1 + Le, pues el ángulo suplementario de !__a es L 1 + Le. 

o 

Por lo tanto el /__B =LA+ LC, lo cual queríamos demostrar. o 



54. 

Observemos que si el LB mide un recto, entonces LA+ C también y por tanto la 
suma de los ángulos internos de un triángulo, en este caso sí medirla dos rectos. Pero si 
el LB no mide un recto, la suma de los ángulos no mide dos rectos, puede medir mucho 
más o mucho menos, anque siempre positivo. 

No pnrPccn n1mplir~e m11ch0s tcorcmn~ q~1c eran v?.lid0~ en la geometría cucE
diana. \'can!os un último rcsultndo válido en cst:l gcomctrfr!. sc:nicuclidcL!.na. 

TEOREMA C. 

La longitud de los lados de un triángulo son proporcionales a los ángulos opues-
tos. 

Sean A, B, C los vértices del triángulo 
y I A, IB, L C, los ángulos internos al 
triángulo en cada vértice. Denotamos: 

11C-A11= b 

li B- C 11= a 

I! A - D 11= e 

las longitudes de los lados. 

Tracemos una recta CD paralela a e¡. Ahora como el arco que sustenta un 
ángulo es igual al producto de éste por el radio de la circunferencia. Si se toman como 
centro el vértice A, como ángulo el LA y como radio b, entonces ¡e - DI es el arco 
sustentado por el LA de esa circunferencia, por tanto IC - D! = (iA) · b. 

Por otro lado, tomemos como centro B, como radio a y el arco sustentado por 
el LB. Como el radio a es igual a ¡e - DI, ocurre que IO - DI== (LB)· a , es decir, 
¡e - DI= (LA). b = (LB). a. 

de donde LA= LB 
• a T 
/A ! B º sea, un-cIT = ITO-=AJf 

y el lado BC es opuesto al LA y el lado CA al LB. 

Análogamente trazamos la recta BE paralela al e2 y con el mismo razonamiento: 

entonces: 

es decir: 

IB -El(LC) ·a y [D- E= (LA)· e 

Lo _ LA 
l\A-Bll - llB-Cil 

donde 11 A - B 11 es la longitud del lado opuesto al LO. 

por lo tanto 11LAGll == 11cf !All = d-~11' o 
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Hasta aquí dejamos el análisis de esta geometría semieuclidcana bidimensional 
y veamos cómo es que éRt.a no~ explirn la mecánica clásic11. 

b)ESPACIO-TIEMPO SEMJEUCL!DEO. 

Consideremos el espacio-tiempo bidimen5ional y rcpresentémoslo gráficamente 
corno en la figura de aLnjo, doude cualquier ('\'ento A tiene unu coordenuda espacial x 
y una temporal t. 

Para reprcscutar en este c'pacío-ticmpo Ju "hi>
toria '' del movimiento de unH part iícula, Ja representa
mos con una currn a la cual llam<trcmos, como ya diji
mos línea de mundo de la partícula. Por ejemplo, 
una partícula que se encuentra en tma cierta posicir)n 
fija, mientras transcurre el tiempo es representada por 
una recta paralefa al eje t, cuya representación el en 
dibujo es la recta l. Una partícula que viaja hacia la 
derecha del eje x, mientras trarn;curre el tiempo, con 
una velocidad {3 (en coordenadas geométricas, por Jo 

/ 

/ /r_~11c;;o de 
m.vnd[l dt 
un. rí\yo de 

"''· 

que {3 S: 1), será representada por la recta 2, ya que recorre distancias positivas iguales 
en intervalos de tiempos iguales, y tiene pendiente ~ yn que en física se acostumbra 
ver a la distancia r.omo función del tiempo entonces se grafica así, por lo tanto la recta 
aparece con pendiente ¡J. Pero en csie caso se voltéa, pues se vé al tiempo como una 
función de la distrincia. 

Ahora bien, la línea del mw1do de una partícula que viaja hacia la hacia la 
izquierda del eje x, mientras transcurre> el tiempo, a una velocidad /3({3 < 1), recorre 
distancias negativas iguales, en inten·alos de tiempo iguales, y esta representada por la 
recta 3, cuya pendiente es ::j. 

La línea del mundo de im rayo de luz que pasa por ,,¡ origen, cz :rcpr;,;o<:Jlt!l.da 
por la recta a '"45°" (euclidianamente hablru1do) ya que, ahí {3 =l. Pero las líneas del 
mundo no sólo son reclus. 

Puede una partícula 
t 

llevar una \'elocidad {3, con un recorrido hacia la dere
cha del eje x y luego con un choque con otra partícula 
cambiar esa velocidad, entonces la ~fnea del mundo <le 
este movimiento es una línea quebrada como la de este 
dibujo. Pero porsupuesto que puede volver a chocar 
otras veces y su línea de mundo continuará siendo una 
línea quebrada. 
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Pero también puede ser que la partícula no lleve velocidad constante, sino que 
acelere, frene, o varíe por intervalos de tiempo, estas dos formn.s. Si una partícula 
que hace un recorrido harir. In <krecha ce! eje ;;: cor, un;; i.cekrnción, es representada 
por líneas de mnnrlo como 1'~.<: ce abajo, ya c¡ue, e11 i~uules intcn·alm; de tiempo quC' 
transcurren, cada vez se corr<' una mayor distancia. Aunque puede ser que aumente 
cada vez más distancia o que aumente cada vez menos, cuyas líneas del mundo están 
graficadn.s por las curvn.s 4 y 5 respectivamente. 

t 
___ /(; _________ ; 

==~=---, . 
' ' ' 

-- j l ; ! 

1 l 1 ¡ 

' ¡ 1 1 
1 1 
> ' X ----+-_..... .... 

!t 

L______ , 

t--- ---.,--L-

1
----- --~-1-¡' 

1 1 1 1 
1 1 1 t 

--- L._; u 
X ,.. 

Y en el ca.~o de que una partícula esté recorriendo también una distancia positiva, 
pero ahora frenando Rerá representado por línens de! mundo como éstii.S: 

r ·~ _) 
Pero también puede ser que la partícula acelere en un espacio de tiempo y luego 

H comienrc " frenar, su Enea de mundo berá por ejempio 

1 

,¿ al así y puede Yolver a arclerar, <letcnrsc ó c::npczn.r 
a avanzar con velocidad constante, cte. Y su línea de 

x mundo será una curva que tenga varios trozos de las 
_..._ _ _,,_ _______ ...,,,.. curvas que ya analizamos. 

Aquí se abre un<>. pregunta y es: ¿ Tudtt curva en el plano es una línea de mundo 
que representa el movimiento de una partícula? No, por ejemplo para una línea horizon

tal, no hay un movimiento de alguna partícula, p 
pues significaría hacer un recorrido en un instante t 
y eso no es posible. k 

Y tampoco hay movimiento de ninguna 
partícula, cuya línea de mundo sea como la si
guiente, pues sería algo así corno una partícula 
que se mueve primero de A a B con •·elocidad 
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constante, y luego, retroceder en el tiempo h:;str. el puuio P y cambiar luego de velo
cidad. Esto es algo que físirnmPnte no es po;;ible. El pro::ilcma en esta curva es que 
recorre dos veces un trozo de recta, lo cual representaría algo imposible físicamente, 
pues el tiempo no puede retroceder y seguir avanzando el recorrido al mismo tiempo. 
Por eso la definición más exacta de línea de mundo es: 

DEFINICION. 

Una línea de mundo del espacio-tiempo Newtoniana es una variedad 1-dimcn
sional parametrizada por ('} t icmpo t. 

Todo este análi<.ís nos scr;irá cuando Ycamos sistemas de referencia que aceleran, 
p1trn el análisis de la Helati1·idad Especial no necesitamos más que las líneas de mundo 
de movimiento con velocidad y dirección constante que es el movimiento que re:iliz1.in 
unos sistemas de refcncia respecto a otros. 

Ahora en ese espacio-tiempo bidimensional definimos esa métrica scmieucliden
na. Veamos ahora los conceptos drsarroll2dos en es¡, geometría, que significado tiene en 

l el espacio-tiempo bidimencional de la mecánica clásica. 

e 

A' (x;l) Si A es un evento (x, t) (respecto a la base c1 = (1, O) 
y c2 = (O, 1) ~n el eje y y en el /. respectivamente con 
la misma unidad), entonces la longitud de la curva o 
línea de mundo del moYimiento de una partícula con 
velocidad constante y pasando por PI evc>nto (0,0) ¡· 
llegando A = (x, t) es J t J de acuerdo a lo analizado 
anteriormente respecto a esta métrica. 

(En general la longitud de una línea de mundo sería fo. dt) 

La distancia. entre cualesquiera dos eventos A = (x1,tI) y B = (x2,t2) es 
11 A - B 11 = 1 t2 - t1 1 es decir es igual al intervalo de tiempo entre uno y otro evPnto. 

Ahora, ¿qu& bÍgni!ica un ángulo en el espacio-tiempo bidimensional?. 

Como el ángulo entre dos \'ect.ores formados por 
dos eventos A= (x1,l1) r B = (x2,t2) anclados al 4t 
origen, lo dcfininimos como: 11;- - f¡ 1 es lo mismo que A '(x,

1
-l) 

1v2-v11 donde v1 es la velocidad que tiene la partícula 
que viaja del origen (O, O) al evento A Y v2 la que tiene B:('z,l~ 
de (0,0) a B. 

Por tanto el ángulo entre dos líneas de mundo 
de partículas moYiéndose con velocidades constantes, 
es la magnitud de la velocidad relativa entre ellas, es de
cir la velocidad que lleva una partícula medida desde un 
sistema inercial de referencia fijo en la otra partícula. 

X 

Así es que los ángulos semieuclídeos son las vcloci<lades relativas en el espacio
tiempo bidimencional. 

¿Y qué resultar<in ser las transformaciones semieuclídeas de cambio de base en 
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el espacio-tiempo bidimensional'! 

Consideremos un e\'ento A = (x', t') cuyas coordenadns espacio-tiempo son res
pecto a una base e1

1 y cj de un sistPmll incr~i:J.! ¿e referencia 5 1• Para saber que 
coordenada..'l tendr1' respecto 11 1inn ba<c ~J y c2 de un ,;,(cmu inercial oe rnueye 8 1 con 
ve!oci<la<l f3 en dirección del eje x coincidente con el x1

, necesitamos la forma de las 

matrices T = ( ~l f 1) que eran las transformucioncs de c!l.rnbio de bu.se. 

Entonces al aplicar T 111 evento A·=- (x',t'), obtendremos l<L' coor<lcnnd;L' (:r,1) 
del C\'ento A respecto a S. 

es decir, 

/3) (x') =(X) 
:i:l 11 t 

de donde obtenemos que: 

±x1 + j3t 1 
=X 

±t' = t 

Aquí huy cuatro posibles ecuaciones simultáneas entre las cuales están descar

tadas dos de ellas, pues por el carácter absoluto del tiempo 11 = t y tomando ( ~l ~) 
obtenemos x' = --x +{JI t1 = t que es casi como x1 = x + f3 11 = t, sólo que cam
biando el eje x de sentido. Así es que en realidad hay una única forma de cambio de 
coordenadas y es la siguiente: 

X
1 + {J/ 1 

=X 1
1 = t 

o bien x = x1 + {3t t = t1 la..'l cuales son las ecuaciones de Galileo para el movimiento 
de traslación uniforme, donde el tiempo es considerado absoluto, es de~ir el mismo en 
cualquier sistema coordenado. 

EntnnrP~ b~ ccl:.adon~s <le la mecánica cláska, están bien explicada' por medio 
de una transformación de cambio de base, dentro <le la geometría sernieuclídiuna. Esto 
ya da una buena idea de que es esta la geometría que explica la mecánica clásica, pero 
¿qué tanto más recupera sus leyes?. Para ver un poco más que recupera muchas ele sus 
leyes de la mecánica clásica, veamos el significado que tornan los Tli:OREMAS A ,B y 
e que vimos anteriormente. 

Con el significado que toman los conceptos de longitud de un vector como su 
intervalo temporal y de ángulo como la velocidad relativa entre dos sistemas, tenemos 
que los teoremas se traducen en: 

TEOREMA A. 

El intervalo temporal que transcurre cuando una partícula viaja a una velocidad 
constante para llegar a un lugar en el eje x, es igual la suma de dos intervalos de tiempo, 
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en los cuales la partícula viaja primero a una velocidad constante y Jupgo 11 otra, pare 
llegar también a esa posición en el eje x, en el mismo instante . .. 

Una idea física la da el siguiente dibujo. Aquí una partícula viaja a una velocidad 
co115tante y llega a la posición L sobre el eje x en un tiempo t 1. 

(1,,0) ~---_<L•/ 
o - (((Ü ' / 

•/ 

-" /. 
o L 1/ 
óº Qt, ( L ,0) 

Cuya representación geométrico. está dada en el diagrama de arriba del espacio
tiempo. 

Ahora consideremos una partícula que viaja primero a una velocidad constante 
durante un tiempo t2 llegando a la posición L¡ y Juego viaja a otra velocidad constante 
durante un tiempo ts para llegar a la posición Len el tiempo t¡. 

eco-- ((Ü 
o L, L 

La gráfica de esto en el diagrama espacio-tiempo es: 
t 

(-t,,o) 

" CL,,o) (L,o) 

por tanto el diagrama de ambas partículas es como el que se muestra abajo .. 
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La afirmación del TEOREMA A es que 11 = t2 + is lo cual es muy claro en la 
mecánica clásica. 

TEOREMA B. 

t 
(t,,o) 

(t1 ,o) 

Si una partícula P se mueve con velocidad {3¡ respecto a otra partícula Q, la cual 
a su vez lleva una velocidad f32 respecto a una tercer partícula R, entonces la partícula 
P se mueve con ~na velocidad f31 + f32 respecto a la parícula R. 

Es esta la ley de la suma de las velocidades en la mecánica clásica. 

TEOREMA C 

El tiempo entre un evento y otro es proporcional a su velocidad relativa. 

La diferencia de tiempos entre dos partículas a dos ciertas velocidades, es propor
cional a la velocidad relativa entre ellas. La cual como hemos visto es una consecuencia 
natural si la geometría que explica el mundo físico en el espacio-tiempo bidimensidnal 
es la semieuclidiana. 

2. ¿QUE GEOMETRIA EXPLICA LA TRANSFORMACION DE LORENTZ?. 

¿Con cuál geometría se explican las leyes entre los sistemas con traslación uni
forme, considerando el tiempo relativo?. 

a)PLANO SEUDOEUOLIDEO. 

Comencemos diciendo cuál es la métrica a través del producto escalar, el cual 
nos dará una geometría muy peculiar. 

DEFINICION. 

Sea V un espacio vectorial bidimensional en donde está definido el producto 
escalar de la siguiente forma: Vv, wd' < v, w >= v1w1 - v2w2, 
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Definimos la norma de v, denotando como: 

11u11= \/< v,w > 

por lo que, 11 u li= /vi - v} 
Notemos que con esta métrica definida nsí hay v~ctores distintos de cero, con 

norma cero, como serían los que cumplen que v¡ = ±v2 . También hay vectores con 
norma imaginaria como los que cumplen que 1 v¡ ! < l 112 I· 

Ahora veamos algunas carncterísticas de esta gcornetrítt como base canónica, 
circunferencia, transformaciones ortonorrnales scn<loeuclideas, l'tc. 

Consideremos los elementos e¡= (1,0) y c2 "º (0,1). Cualquier t• e~ (v 1,v2 )cV 
se puede poner en términos de e¡ y c2 

Dicho de otra forma {c1,e2} son una base de V. Veamos como actúa la norma 
de ellos. 

< c¡,e2 >=< (1,0),(1,0) >= 1-0= 1 

< e2 1 lz >c.-< (O, l). (O, 1) > 0~ O - 1 = -1 

Y< ei, c2 >=O , ya que: 

< e1 + e2 1 e¡+ e2 >=< (1, 1), (1, 1) >= 1 -- 1 =O 

y usando las propiedades del producto escalar 

<e¡+ c2,e1 + e2 >=< c¡ 1 e1 > +2 < e¡,cz > + < e2,e2 >= 

1+2 < e¡,e2 > -1=2 < e1,e2 > 

entonces, < e¡, e2 >=O. 

Direwos qut: una LaBe { <t><Ú e8 ca.u.única si cumple que < ·e1, e1 >= 1 , 
< e2,e2 >= -1 y < e1,e2 >=O. 

Y dos vectores v y w son ortogonales si < v, w >=O , es decir, si 
v¡w1 - v2w2 = O, es lo mismo que v1w1 t:2w2, o bien ~; = ig, lo cual 
el punto de vista euclideano son simétricos 
(en sus direcciones) respecto a la recta de 
45° en el plano V, pues si v tiene pendiente 
m, la de w es ,k. Ademé.<; w tiene longitud 
real, mientras que v es de longitud imagi-
naria. En resumen v y w son ortogonales 
seudoeuclideanamente si desde la geometría 
euclideana son simétricos respecto a la recta 
de 45° • Ahora, ¿cuál será la distancia entre 
dos puntos?, es decir, de un vector que no 
esté anclado al origen. 

Siv,wEV llv-wll=v<v-w,11-w>= 

• t 

v, 

desde 
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Esta definición nos dá inmediatamente la definición de la circunferencia seu
doeuclideana, como el conjunto de puntos que distan de un punto fijo P = (p¡, P2) , 
una distancia fija r, entonces 

C = {v E V/ [i 11 - P 11= r} = 

={ve (v¡, vz) E Y/(v¡ ·· p1)
2 - (vz - p2)

2 = r 2}. 

Por lo tanto la ecuación de Ces: 

Vista esta ecuac10n desde la geometría euclideana, representa una hipérbola 
horizontal (si r 2 > O), vertical (si r 2 < O) o degenerada, es decir que el radio de la 
circunferencia puede ser positivo, cero o imaginario puro. 

En particular la circunferencia de radio 1 con centro en el origen tiene por 
ecuación vy - v~ = 1 

Como podemos observar aquí también la im1Ígen geométrica de circunferencia 
es realmente un prejuicio, circunferencia no es una forma absoluta sino relativa a la 
métrica. 

Volviendo a las definiciones de longitud.Tomando v y wEV ya vimos la distancia 
entre ellos como !lv - w!I , pero si ahora en lugar de unirlas con el vector 11 - w, lo 
hacemos con cualquier curva regular a, ¿cuál es la longitud de a?. 

Regularmente pensamos su longitud como 
límite de sumas de longitudes de segmentos rectos 
altravés de particiones de a, donde las longitudes 
son seudoeuclideanas. 

Así que: L(a:) = J0 (dt¡) 2 - (dv2) 2 

\1, Para redondear la idea de esta geometría 
, veremos por último, qué forma tienen lP-~ trans
formaciones lineales seudoeuclídeas de cambio de 

coordenadas, o bien de cambio de base entre sistemas de referencia que se mueven 
con velocidad y dirección constante. Buscaremos la forma de las transformaciones que 
preserven la distancia, pidiéndole que preserve el producto escalar ( a estas transforma
ciones usualmente les llamaremos seudoortogonales). 

Entonces, propongámonos encontrar la forma de las transformaciones lineales 
que preserven el producto escalar, que manden la base de un sistema en la base de otro. 
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Así es que consideremos un sistema S' con una base canónica {e~, eD. Este 
sistema se mueve a la velocidad fJ respecto a otro sistema S con base {e1, e2}. 

Buscamos T lineal tal que: " 

< T(t:¡),T(ei) >=<- e¡,c¡ >= 1 

Como Tes lineal, tiene la forma ( ªJJ ªI2 ) 
ª21 ª22 

entonces 

T(e1) = (ªll 
ª21 

ª12) (1) - (ª11) 
ª22 o - °'21 

o sea T( e1) = ( a11 1 a21) en coordenadas respecto a S, 

y 

ª12) (º) = (ª12) 
ª22 1 ª22 

o sea T( e2) = ( a¡2, a22)en coordenadas respecto a S. 

Entonces queremos que se cumpla que: 

de donde, 

y 

< (a11,a21) >=< (1,0),(1,0) >= 1 

< (a¡2,a22) >=< (0,1),(0,1) >= -1 

Y < (a11,a21),(a12>a22) >=< (1,0),(0,1) >=O 

ar¡ - a~¡= 1 

ar2 - ª~2 = -1 

de donde a11 :/; O y a22 i= O, y de In última igualdad tenemos que: 
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Llamándole (3 == ;;;; == ~, tenemos que: 

mos: 

ª12 = fla22 

ª21 = fJa11 

Sustituyendo en las dos primeras ecuaciones que habríamos encontrado, tenc-

o sea 

ai1 - a~¡ = ai1 - f3 2
ai1 == 1 

ai2 - ª~2 = P2 a~2 - ª~2 = -1 

1 
a¡¡=±-~~ /1- (J2 

1 
a22=±-= fi- f32 

Por lo tanto T es de la forma 

(

± 1 

~ 
±-1-
~ 

±-1) yl-7ii 
±-1-

.¡i=fii 

Son en realidad cuatro formas, las cuales son composici6n de las matrices 

º) (1 º) (-1 º) 1 , o -1 , o -1 

y ( ~ ~) con la matriz ( Z ~J'). 
1-~2 ,n-¡2 

Como T preserva el producto escalar de e¡ y c2, entonces lo hará para cualquier 
v,wEV, v=(v¡,v2) ,w=(w1,w2),pues: 



65. 

debido a la linealidad de T. 

Y como { e1
1 , eq e~ ba<:e cmónica, entonce&: . -

Por tanto T preserva el producto escalar y co11 esto la rndrirn. 

b) ESPACIO-TIEMPO SEUDOEUCLJDEO. 

Ahora, empecemos ya a hablar del espacio-tiempo bidimensional con la métrica 
seudouclidcn, es decir, el espacio de ('\'entos a los cuales les asignarnos una coordenada 
espacial y una temporal y tomando dos eventos A= (x1.t1) y B = (x2,l2), definimos 
el producto escalar como: 

y Ja norma de cualquier evento A= (x, 1) como llAI! = \¡;;r:::·72 o bien. !:A![2 = x 2 - t2 , 

que más bien es la norma del vector anclado al origen y con extremo en el evento A 
(dicho vector puede perfectamente representar "la línea ' 
de mundo'' de una partícula que se mueve en dirección 
al eje x, con velocidad constante f). 

Traduciendo todo el análisis hecho para espa
cios vectoriales bidimensiomiles con la ::nét~iw scud0t:u
clidcana, a este espacio tiempo bidimensional, tenemos 
que los eventos e1 = (1, O) y c2 = (O, 1) forman una 
base canónica. 

La definición de una circunferencia con centro 
en el evento P = (xo,lo) <le radio res: 

¡'/ 

C = {(x, t)! l!(x, t) - Pi!= r} = {(x,t)!(x ·- xo) 2 
-- (t -· ta) 2 = r} 

En particular la circunferencia con centro en el origen y radio 1, tiene por 
ecuación x 2 - t2 = l. Estas ecuaciones nuevamente aparecen como hipérbola.~ desde el 
punto de vista de la geometría euclideana. Vertical, si r 2 <O , es decir, si 
(x - xo)2 - (t - to) 2 <O o bien, en cuyo caso le llamaremos un spacelikc. Si r2 > O o 
bien le llamaremos un timelike. Y en el caso en que r2 = O le llamaremos Jightlike. 
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La longitud de una curva regula.r a es: 

J,(a) = i (dx) 2 
'.'.. (dt) 2 

En realidad como lo que queremos analizar en la Rdatividad Especi1d, M>lí los 
movimientos de traslación uniforme de unos sistemas rcspe\:tO ic otros, solo necesitaremos 
la longitud de líneas de mundo de partículas cuyo movimiento esta representado por 
"rectas~. 

Supongamos ahora qut: t.cncmoo un sisll'rna íncrciu! de referencias S al cual k 
podemos fijar dos ejes roorderwdos x y 1, c·s decir, construímos un espacio de evento:; 
respecto a S. Y tenemos tamhif.i1 otro sis\t'nHt 8 1 al cual le podernos tn.mLién fijar 

t' 

t 

' , 
,-"------"' 

un cspn.cio de c\·ento." mediante los ejes x' y 

11.Supongamos que 5 1 se mueve en direcciíon 
del eje común :r1:1

, con una \'elocidad cons
tante ¡3 respecto a S y que los orígE:'ncs co
incidieron en t =O= t1

• 

lJ11a uLsc.n·r..ción irnportante aquí, es 
que no se presupone que t = :;1 como en el 
ca.so de la mecánica clásica, sino la relativi
dad del tiempo respecto al Gistema L'lcrci¡;J 
de referencia desde el cual fiC mida. Como 

ya vimos, esto es algo sumamente importante en física. 

Si un evento tiene coordenadas (x.1
, t 1

) respecto a S1
, ¿cuáles serán sus coor

denadas respecto a S?. Como ya habíamos analizado muchas páginP-~ atra.s (cuando 
planteamos la Transformación de Lorentz), la transformación de un sistema de refer~n
cia a otro, dcbfa ser lineal corno consecuencia de la hornogcncich:d dPl P.<p<1cio-tiempo 
(un supuesto muy fuerte sobre este). 

Ahora bien, ya que tomamos como postulado, que la velocidad de la luz es 
siempre 1 (en coordenadas geométricas) independientemente del sistema de referencia 
desde el cual se mida (que es lo mismo que suponer el tiempo relativo, como se vió en el 
capítulo anterior), veb.moo; q-;:c c~t0 implica que la métrica seudoeuclídea es invariante 
en cualquier sistema de referencia inercial. 

Examinando las ecuaciones de un frente de onda en el sistema S y S 1
, x 2 + 

y2 + z2 = t2 y a!2 + y"J. + z'2 = t12 , en donde hemos hecho uso dp esa propiedad de 
invariancia de la velocidad de la luz y de su valor l. Como el movimiento de S 1 respecto 
a Sen dirección del eje común xx1

, entonces'!/= y y z 1 = z \/y, z, con lo que tenemos: 

x2 _ 12 = !12 + z2 == y'2 + ::'2 = x'2 _ t'2 Vy, z 

es decir, x2-t2 == x 12 -t12 , paracualesquiera sistemas inerciales S y S'. Lo cual significa 
que el intervalo espacial al cuadrado menos el temporal al cuadrado es un invariante 
del sistema al cual nos referimos. Podemos decir ahora que con la métrica definida, 
la constancia de la velocidad de la luz en cualquier sistema es realmente pedir que la 
métrica seudoeuclideana sea invariante (o bien el producto escalar). 
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Entonces si queremos encontrar una transforn111ción lineal de un sistema. en otro 
(respecto al cua.1 se mueve con velocidad /3 y dirección del eje xx1

) que cumpla con el 
primer postulado de Einstein, dicha. trn.nsformn't':ión t•!ndr!l que prescrvn.: el producto 
escalar. Y esas transformaciones T son 111.~ que encontrnmo~ hace un momento y que 
son de la forma: 

Si considerarnos la matriz con todos los signos positivos y la aplicamos a un 
evento A == (x', 11

), entonces las coordenadas de este en el sistema S son: 

x1 + /31 1 

X== J1-- 13i 

t1 + f)x 1 

I= ----. F-fi2 
a dicha transformación le llamamos anteriormente Transformación de Lorentz. 

Físicamente no son posibles muchas formas de todas las que había. Como ·1imos, 

la relación entre las entradas es (;:;
1 

/3~~2 ) , así es que el análisis es por columnas. 

Si la segund11 columna fuera con signos negativos y la primera con cualquiera, 

entonces tendríamos que una de bs ccnacion<'s sería t "-' .J#:,-::!'.:;, con lo cual tendríamos 
yl-p· ' 

que los tiempos mitrchan en sentidos contrarios lo cual es impo~iblc físicamente. Ahora 
si la primera columna tuviera los signos negativos las ecuaciones serían: 

-:i! - {it' 
x=-=== 

J1-~2 

-(3x1 + t' 
t=-=== J1 - (32 

y que son la.s ecuaciones que resultan Ri c>l sentido del eje x1 es el contr'ario y cambiandolo 
son las de la Transformación de Lorentz. 

Ahora la transformación inversa la encontramos con la inversa de la matriz T. 
El determinante de esta es, (~=~~) == 1, entonces la la matríz inversa es: 

( 

1 
J1-pi 
_f!._ 
F-7/i 

es decir, las coordena<la.s x1, t 1 dadas las de x y t son: 
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x' = 
x- f3t 

/1 - f!'l 

1
, = -/3x + t 

F-é 
¿Y quién es f3 aquí?. Para saberlo consideremos el movimiento del origen del eje 

x', es decir cmmdo x1 =O, en el transcurso de los tiempos t y t'. Por In transformación 
inversa de Lorent?, ... 

X -- {jf 

o= 0~- [32 

es la posición de dicho origen en el tiempo t, o sea x "-' /3l e:; la ecuación respecto n S 
de donde, fJ = r , es decir, es (J la velocidad relativa del sistema 5 1 respecto a S. 

O sea que la Transformación de Lorentz e~ umt consecuencia natural rn la física 
si Ja métrica del espacio tiempo es la seudoclideann. 

La relatividad del tiempo, es algo cierto, algo absoluto, por esa razón nuestro 
espacio tiempo no es ni Euclideano, si semieudoclidcano, por lo pronto es la geometría 
seudoeuclideana la que ha explicado el comportamiento de los sistemas que se mueven 
con translación uniforme unos respecto de los otros. 

Realmente pudimos haber empezado esta tésis tornando un espacio vectorial 
bidimensional, definiendo la métrica seudocuclídea y obteniendo !u transformación lineal 
de cambio de bnse, bajo la cual sea invariante la métrica, llegando así a la Transformación 
de Lorentz, sin hablar de conceptos físicos. Con esto quiero decir que este aspe~to 
geométrico es lo suficientemente independiente del físico y verdaderamente axiomático, 
con unas hipótesis geométricas que estableceremos más adelante en forma más clara. 
Aunque esta parte geométrica es bastante independiente de la física, dc;;de luego hn
bríamos entendido mucho menos de lo que se trata la Transformación de Lorentz en el 
conocimiento del universo físico y palpado mucho menos de la trascendencia que tiene 
una teoría como Ja Relatividad. 

Bueno , aunque hemos llegado a una parte geométrica importante de la teoría, 
internémonos más en ella para ver geométricamente mcuhos de los resultados que con el 
análisis físico se habían encontrado, como son la contracción del tic!npo, de longitudes 
y la relatividad de la simultaneidad. 

c)RELATJVJDAD DE LA SIMULTANEIDAD 

Para empezar preguntémonos: ¿Cómo se vé el sistema inercial 5 1 en el espacio
tiempo bidimensional S? la respuesta realmente no es difícil. El origen del eje x 1 de 
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S 1 (o bien los eventos en S 1 con x1 = O) se 
mueve respecto a S de acuerdo a la línea 
de ~ndo x = fJt ya que sustituímos en la 
rrnari6n T

1 =e ~-;_f!.\. cn<tndo x' = O. Y est<t 
\il-!J• 

línea de mun<lu ~'la rccth ro¡¡ J><,llllicnte ~ 
que pasa por él origen (O, O) de S (pues los 
orígenes coinsidieron en t = O "'' t') como 
se v{• en la flgnra. Esta recta es el eje 11 

·------~.-x pues el conjunto de esos eventos cumplen 
con x 1 =· O. 

Ahora, el eje :r' es el conjunto de eventos tales que en S' cumplen <¡ne t' occ O, y 
· d 1 · · 1 -fir-'·l 1 1 sustituyen o esto en a ccuac10n t = -r~~-:,- tenemos que son os cvc11tos que cump en 

\11-fl• 
que t = (:Jx y la recta con pendiente fi es su línea de mundo de estos eventos. Como vimos 
un poco antes, los ejes ortogonales son (desde el punto de vista euclideano) simétricos 
a la recta de 45°. 

Todos los eventos que ocurren en un lo fijo en S, son representados por la recta 
paralela (desde el punto de vista euclideano) a la altura to, como se muestra en el 
dibujo. En cambio los eventos que ocurren en un tiempo t1 en el sistema S 1 (es decir, 
los simultáneos en el tiempo I¡) está represcntnda por la línea paralela al <'je x1

, a In 
altura t1, como se puede ver en el otro dibujo: 

'¡;;:;" 
// 

~~4".Y":.__·~~~~~~~~~ ...... x 

Y todo~ los eventos que en S están en la misma posición al transcurso del tiempo 
son representados por rectas paralelas al eje t, a la altura xo, de tal forma que las líneas 
con x constante y i constante están representadas por una retícula como en el primer 
dibujo de abajo. 

En cambio las líneas con t1 constante y x1 constante están representadas (vistas 
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desde S) por el segundo dibujo. 
,t 

~-+-1-H-++-+-t-t--t-t-r~--~_L ____ _ 
X 

pero ... ¡,cómo medir esns const<rntes?, i.con qué unidad'!, ¡,dóndt• queda el l del tiempo 
y dónde el del espacio en cada sistema'!. 

Para verlo, encontremos la intcrse('ción de la circunferencia unitaria con el eje t 
y encontraremos la unidad temporal en S y con la intersección en el eje x encontraremos 
la unidad espacial en S. 

La circunferencia unitaria en la gcomct.ría seudoeuclideana tiene por ecuación: 
x2 - t2 = 1 (aquí r2 = 1) y vista desde la geometría euclideana representa una hipérbola 
con focos en el C'je t. Donde corta esta circnnfercncia el eje t, es la unidad de tiempo en 
el sistema S. 

Ahora bien, como la distancia scudoeuclídca es invariante bajo Transformaciones 
de Lorentz, es decir, es la misma en cualquier sistema de referenci<i inercial, la circun
ferencia unitaria t2 - x 2 = 1 en S es también la circunferencia unitaria en S 1, pues: 

t•I 

t 1 =:e t2 - x 2 = t12 - x'2 Éntonces para en
contrar para encontrar la unidad del tiempo 
en el sistema S 1, nos fijamos donde esta cir
cunferencia unitaria corta al eje t1

• Así que, 
observando las unidades de tiempo en S y 
S1 desde el punto de vista de la geometría 
euclideana, no "miden lo mismo" ambas uni
dades, pues lo. circunferencia unitario. eucli
diana es otro lugar geométrico y serían en
contradas ambas unidades cortando ésta los 
ejes t y t1

• 

De una forma parecida se encuentran las unidades espaciales en S y S1
• Consi

derando ahora Ja circunferencia unitaria x2 - t2 = 1 (la cual vista desde la geometría 
es una hipérbola horizontal) y sus intersecciones con los ejes x y x1

, ~ncontramos ambas 
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unidades como se observa en el dibujo. 

t 

·----· ____ _,,_ }( 

X=J 

Bueno, ya todo está listo para ver la relatividad de la simultaneidad, el retr<L<;O 
del tiempo y la contracción de longitudes. 

Dos event~s A y B simultáneos en S 1
, no Jo son en S con (J f.0 O, ya que aunque 

estén en Ju misma recta de simultaneidad en S' (e~ decir. paralrla al cjP x'), no e,:tfai 
sobre una misma recta paralela al eje x, por tanto los eventos A y B marcan distintos 
tiempos en el eje t. 

E inversamente, dos eventos A y B simultáneos en S 110 lo son en S' (con (J f O), 
porque el que estén sobre una misma recta paralela al eje x, no implica que estén sobre 
una misma recta paralela al eje x1

• 

t' 

d) RETRASO DEL TIEMPO 

Ahora el retraso del tiempo es observado desde ambos sistemas de referencia 
pues, como lo muestra el dibujo, cuando el reloj de S marca 1 y en ese mismo momento 
(es decir, simultaneamente) se observa desde S el reloj se S1 y se vé que se ha retrasado 
o sea, que aún no llega a la unidad de 81

• 

Eso se observa pues los eventos S-simultáneos al de marcar t = 1 en el reloj del 
sistema S, son Jos que están sobre Ja recta paralela al eje x de altura 1 sobre el eje t y 
por tanto está el evento A donde corta esta línea de simultaneidad al eje t1

, dicho evento 
marca en el reloj de 81 una cantidad menor a 1 como se observa en el dibujo. Podemos 
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incluso decir qué tiempo marca 

t t' 
/ 

/ 

/ 

el reloj de S1 (visto desde el sistema S), sacando la 
longitud scudoeuclídea del e\·ento A, desde 
el sió'tema S, aplicando la definición de la 
métrica, donde A tiene coordenadas en S de 
(8, I} ya que el eje t1 es el lugar geométrico 

e 

lineo. de 
J,rr,víla.J)(c~ 

d.c S 

¿Y qué se obsen·ará desde S'?,¿quc 
su S1-rcloj se retr<Lsó?, no. Si intuímos (baj0 
el Principio de Ja Relatividad) lo que pa
sará, diremos que S 1 no está de acuerdo 
con el que desde S se vea un retraso, por
que en realidad desde el punto de vista de 
S1 es el reloj de S el que se retrasa. Pero 

que cumple (en S) la ecuación x '°' f!t y con 
t = 1, x = f3. Por tanto, la longitud de (/3, 1) 

es /1·-132. Entonces cuando}¡¡¡ marcado 1 
en el reloj de S. Jo q11c SC' observa desde este 

sistema es quP el reloj de S' scüala \~~f,2 
unidades de tiempo, el cual es menor que 1 

(si .B f O), por tanto desde el sistema S el 
tiempo de S' s" retrasa. 

t t' 

hagámos el análisio de S' sin el Principio de --·--+--:;7 

la Relatividad. De la misma forma, lo que 
se obserrn desde S 1 es el retraso del tiempo 
de S. Ya que cuando en el reloj de 5 1 marca )( 
1 y desde ese mismo sistema se observa si- ¡ (o,o) , 

multancamcnte el reloj de S, es decir, nos fijamos en el evento B de corte entre la línea 
de simultaneidad de S 1 a la altura 11 = 1 con ·~l PjP 1, ~0mo ~e pl:cdc 0L6t:1 var en la 
gráfica: 

El evento B tiene como coordenada temporal algo menor que 1, ~saber J1 - {3 2 

unidades de tiempo, ya que nuevamente nos fijnmos en la longitud del evento B desde 
S 1 r B,el cual tiene coordenadas (-(3, 1) en el sistema S 1

, pues S se mueve con velocidad 
-/3 respecto a S 1

• 

Así es que desde el sistema 8 1
, el reloj de S se ha retrasado, y ¿quién tiene la 

razón?, la única respuesta verdadera es, ambos la tienen, porque desde un sistema se 
mide según su simultaneidad y desde el otro también según la suya y no es algo absoluto 
eso de la simultaneidad como acabarnos de ver. 

e) GONTRACCION DE LONGITUDES 

El retraso del tiempo en un sistema que se observa desde otro, tiene que influir 
necesariamente en las longitudes de las cosas. Veamos pues, la contracción relativista 
de estas geometricamente. 
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La unidad espacial en S y S' (como vara rígida), la encontramos geométrica

mente, intersectando la circunfcrencir1 x 2 - t2 
=o 1 con el eje x y x 1 respectimmente. 

Ahora nos preguntamos, In unidad en S, ¿cuántl'> mide desde el fiÍ't <'mn ~1 ? 

raru empezar, obscrVC!llOS que UTJI! Y1!!1~ rigicl<: que rnick UllU unidad CIJ S, SC 

enCll(cIJlra en reposo respecto a este sistema. 

t 

u1 s' 

~-,~~--41---'-~~~~~~~-...x 

_)i''lto. d.t e.voi4o.: Ui ~o t.71 S 
ttin eoi~·c.....:cri i.:=J, 

Los eventos en reposo respecto a S 
en la posición 1, son los que tienen esa po
sición 1 con t niri;uido, reJlrescntados f(C0-

111ctricnmcntc por ]¡¡ n,cta paralela al <>je· l, 

<1 la distancia 1 (Ycr dibujo). Y que lil \'l!rn 
rígida en S miela 1, es que la distancia en
tre dos eventos sirnult fi.neos scpc.rados, sea 
1, por ejemplo el (0,0) y el (1,0). I'cro esta 
vara rígida que está en reposo respecto a 
S, no lo está respecto a S 1 y si desde 5 1 

se quiere medir dir.ha \'ara, tcnJrá que ser 
midiendo Ja distancia entre dos eventos S'-
simultáncos (o sen al mismo tiempo en S'), 
digamos en el tiempo t' == O. Así es que la 

,.a.ra de S, o bien lo seventos con x = 1, no están en reposo n:specto a S' y en el tiempo 
t1 == O el evento que medirá la vara serÍI el evento donde se intersccta el eje x1 (o bir.n 
11 = O) y la línea de eventos en reposo respecto a S con posición x = l. A dicho eve11to 
le llamaremos C. Entonces la longitud del segmento de (O, O) a Ces lo que desde 51 hay 
que medir en un momento (t' =O), pues G está en reposo respecto a S. sacando otra 

vez la longitud seudoeucli<leana del evento G, tenernos que es /i-- /3 2 , pues el eje x~ es 
el conjunto de e\·entos que \'istos desde S cumplen t o= f3x y si x = 1, entonces t = (3 y 
por tanto C tiene S-coordenadas (1, (3). Por tanto, desde el sistema S 1

, la vara unitaria 

rígida de S mide Vl - /32 el cual es menor que 1 (si /3 of O) y por tanto se observará 
que la vara unitaria "realmente" mide menos desde su punto de vista. Analogamente, 
con un análisis similar la vara unitaria fija en S1

, se contrae respecto a S, con lo cual 
se vuelve a checar nuevamente el Principio d" le RclntiYidú<l. \·cámoslo más <letenida
m,,ntc. La vara rígida unitaria en S', se encuentra en reposo reopect.o a e;le sistema y 
se mide su longitud midiendo la que hay entre dos eventos S1-simultáneos, digamos el 
(0,0) y (1,0) en 8 1

• 
1 

El conjunto de eYentos que rcprescn-
ta.'1. la terminación de la vara en reposo es 
gcomctricarnente la línea paralela al eje t1 

qm~ pasa por x1 = l. Dichos eventos no re
presentan algo en reposo respecto a S sino 
más bien en movimiento y tendrá que to
mar el inicio y el término de la vara de S 1, 

al mismo tiempo, es decir, deberá conside
rarse dos eventos simultáneos donde uno de 
ellos estará en la línea de eventos en reposo 
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respecto a S 1 y con x' = 1, digamos en el tiempo t = O, habrá entonces que conside

rar la longitud mide J1 - JJ2, obteniendo la longitud scuJoeuclídea D = (1, -/J) cuyas 
coordenadas son respecto a S', D tiene esas coordenadas pues el eje X (visto desde S') 
cumple que t1 = -fix1

, (snstih1yPndo ('!1 la Trr.nofo:znación de Lor..:HÜ ;'~O). 

Entonces deHle S, la yara rígidr1 unitaria de 8 1 
be h11 contraído, pues mide 

J1 - JJ2 < l. Por tanto la vara (y con ella todas las co~as que con ellas se midan en 
S) se ha contraído respecto n 5 1 y alrcvéz, la vara de S' vista desde S se ha contraído 
también. Y nue\'amcntc, ambos puntos de vista son correctos, porque cada quiPn mide 
de acuerdo a su simultaneidad. 

Hasta aquí, con la geometría del plano seudocuclídco, liemos podido recuperar 
esas consecuencias físicas de la relatividad del tiempo o de la comt<1ncia de la velocidad 
de la luz en cualquier sistema dé referencia, que son: la relatividad de la simultaneidad, 
el retraso del tiempo y la contracción de longitudes. 

Hemos llegado realmente a una parte muy importante de este trabajo, en el que 
redondeamos todo lo hecho hasta aquí. Hay que identificar muy bien dos forma.5 de 
deducir lo mismo, una física y otra gPométrica. 

Se deducen la relatividad del tiempo, la Transformación de Lorent1, la relativi
dad de la simultaneidad, la contracción de longitudes y el retra.50 del tiempo, por lados 
indcpendient~, 

Por un lado, con un análisis puramente matemático del modelo geométrico que 
dá el plano seudoeuclídeo para la Relatividad Especial suceden de modo natural muchos 
resultados que son precisamente los obtenidos mediante hipótcis y leyes físicas. 

3. ALGO MAS DE LA GEOJ\fETRIA SEUDOEUCLIDEANA 

a) PARADOJA DE LOS GEMELOS 

Supongamos un laboratorio lejos de toda atracción gravitacional, es decir, flo
tando en e! espacio estelar alejado <le cuerpos celestes. Dos hermanos gemelos, Pedro 
y Sofía se encuentran en este laboratorio. Sofía viaja en una nave despegando de dicho 
laboratorio, acelerando rápidamente hasta alcanzar la velocidad de 0.8 (muy cercana 
a Ja velocidad de la luz). Con esta velocidad, Sofía viaja durante t'res años, marcados 
con su reloj biológico: los latidos de su corazón. Al terminar estos 3 años, frena muy 
rápidamente y regresa también con velocidad constante de 0.8 durante otros 3 aiíos. Se 
encuentran de nuevo los gemelos. Para Pedro el reloj biológico de Sofía marchó más 
lento. A saber, los primeros 3 años del viaje de Sofía fueron 5 años biológicos para él, 
usando la transformación de Lorentz que vimos anteriormente: 

t1 + (3x' 3 + (0.8) · (O) 3 
t=---= =-=5 

J1 - JJ2 0.6 -lt 
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donde {x, t) son !ns coordenadas del laboratorio (sistema inercial de Pedro} y (x', 11
) las 

de la nave de Sofía cuyo reloj es considerado con los eventc>< (O, t'). 

Y ta.mhién los 3 años de r<'gr<'so en el vi;,j;• de Sofía a lii velocidad de -0.8 
equivalen a 5 años d<o Pedro. Por tanto, según Pedro, cuando se vucken a encontrar, él 
tiene 10 años más de edad, mientras Sofía sólo C. Es posiblr de acuerdo a ln Teoría de 
Relatividad, Sofía podría decir que fué ella quien <~stuvo espernndo y Pedro quien viajó 
de ida y regreso a la velocidad constante de 0.8, entonces scrfa ella In que tendría 10 
afws y Pedw G. En conclusión cuando se encuentran Pedro scrí;, má., ¡:;rnnde c¡uc Sofía y 
también Sofía m;;_c; grande qnc Pedro, lo cu1,l 1°s imposible, ¿quién ('S mús grande?, ¡,dónde 
está el error en el razonnrnicnto anterior?, o ;)1crn0f". cnco11trr:do una inronslstcncia en ln 
Teoría de la Relatividad?. La solución a e'ta paradojn f·st{, rn el anfdisis de la simetría 
entre los dos gemdos. 

El laboratorio de Pedro, lrr nave flotando es un sistema ell donde se cumplen 
la~ leyes de inercia, micntniS que la nave de Sofía no lo es, porque en cuanto fremi 
para regresarse a la velocidad de -0.8, los cuerpos nos siguen con la velocid:Ld constante 
anterior respecto a ese sistcmr.. O mejor dicho, no hay un sistcmr. inercial fijo a la nave 
de Sofía, para todo el viaje, en todo c;:u;o lo hay uno para la primera parte del viaje (con 
velocidad constante 0.8} y otro para la otra parte de sn "injc (con velocidad constante 
-0.8}, In ida y el regreso respectivamente. Así que no es posible aplicar el Principio de 
Relatividad como Sofía lo hizo, pues no son sistemas inerci1des entre sí en todo el viaje. 

Analicemos un poco mf,_, esta paradoja,usando un poco de la herramienta geo
métrica anterior. 

Grafiquemos el movimiento de la na
ve de Sofía ( S 1

) respecto al laboratorio de 
Pedro (S). En la primera parte del viaje, la 
nave lleva una velocidad de 0.8, cntonceo el 
eje t1 es muy cercano a la recta que cuciidia
namente es la de 45°. Lo mismo que el eje 
x'. Cuando el reloj en S 1 marca t' = 3, el 
reloj en S marca t = 5 desde la observación 
di" S, es decir, considcrar1do la línea de si
multaneidad de S. Analogmnente respecto 
a 8 1

, cuando su reloj marca t' = 3, observa que el reloj de S ha marchado más lento, 

pues registra J1 - {32t1 = (0.6) · 3 = 1.8 = t, lo cual se obsen>a geometricamente me
diante la línea de simultanicdad de S' en 11 = 3. Hasta aquí los dos, tanto Pedro como 
Sofía, pueden afirmar que el otro es más jóven y sin contracción alguna en el tiempo. 

Pero, apenas la nave de Sofía gira y empieza a viajar a la velocidad de -0.8 en el 
evento {O, 3), cambia de sistema inercial {llamémoslc S 11 ahora), que desde S se observa 
como en el dibujo, pues no coincidieron los orígenes en t1 = O = t, sino a partir del punto 
donde se quedó la nave y gira, la línea de mundo del reloj en S' es una recta de pendiente 
-0.8 . Y ahora desde 5 11

, Sofía observará (con la línea de simultaneidad respectiva) que 
en t1 = 3, t == 8.2, pues en los tres años que tardará el regreso tan 50Jo transcurrirán 1.8 
en S, observado esto desde la nave S 1 con lo cual S' observa nuevamente el retraso del 
tiempo de S. Y desde S, el reloj de S sigue marcando 5 años cuando la nave inicia su 
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regreso, pues el giro y el frenado son casi instantáneos (o por lo menos en un tiempo 
despreciable). Entonces desde S el movimiento <,!e In nave es así: 

t 
t 

t.s..z 

' 
' X 

t':.3 

1 
1 / 

t<l.8 l' 
X __ ,,_ ____________ ..,._ 

donde las líneas punteadas son las líneas de simultaneidad en S 1 y 5 11
• Por tanto en el 

giro hubo un tiempo de 6.4 años que compensan esos diez años que Pedro sí marc6 y 
Sofía no. Por lo que, cuando se vuelven a encontrar, Pedro tiene 10 más de edad y Sofía 
6. Ella no pudo haber observado que ella tenía 10 años mientras Pedro 6 más, pues 
durante su viaje no estuvo en un mismo sistema inercial, es decir, el laboratorio S no 
pudo ser observado desde la nave como un sistema inercial. Pudiendo hacer la simetría 
mencionada al inicio usando el Principio de Relatividad. 

b)ORDEN TEMPORAL Y CAUSALIDAD. 

Con el descubrimiento de la Relatividad del tiempo y con la a):'uda de la geo
metría seudoeuclidi8lla, respondámos la siguiente pregunta: el orden temporal en que 
ocurren los sucesos, ¿es absoluto o relativo al sistema de referencia?. Para empezar a dar 
una respuesta, analicemos en el plano seudoeuclídeu las línea> de mundo de p;rrtícub.s 
ea comparación con las de la luz. 

son la tercera. 

Un rayo del luz que parte del origen 
(O, O) de un sistema S, ¡m uno y otro sen
tido del eje x, tiene por líneas de mundo las 
rectas de 45° y -45° respectivamente (visto 
esto euclidianamentc). Se pueden observar 
tres regiones importantes. Una primera, li
mitada por las líneas de mundo de la luz y la 
parte positiva del eje t; la segunda limitada 
por las líneas de mundo de la luz y la parte 
negativa del eje t y las dos partes restantes 

Si tomamos cualquier evento A= (xA,tA), en la primera región podemos pen-
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sarlo como un evento de una partícula que se mueve con velocidad ~, que como sabemos 

es menor que 1, es decir, A e•tá conectada causalmente con el origen O= (0,0), 
porque esa partícula no reba.sa la velocidad dl' Ía luz. Mií.s a{m, como snhemos qup In 
recta OA puede ser el eje 11 de un sistema S1 (que lleva velocidad de '[1 respecto 11 S), 
entonces snbemos que A ocurre en el mismo lugar que O separados sólo temporalmente 
respecto a S 1 y respecto al cual ocurre primero O y luego A. En este cll!;o se dice que 
están separados por un intervalo t!melike. 

Hcspccto a S, A ocurre primero que 
O y también respecto u cualquier sistema 
inercial que coincida su tiempo cero con el 
de S, ya quP, para que fueran O y A Fi
rnultáncos al menos, el eje x del sistema dc
biern ser la línea OA, Jo cual no es posi
ble. En otras palabras el evento A ocurre 
después del evento O. Esto es para todo 
evento en est.a región limitada por las líneas 
de mundo de la luz y la parte positiva del 
eje t, a !a cual se le llama el futuro nbsoluto del evento O. No depende este futuro 
del sistema de referencia. 

Analogamente, si tomarnos cual
quier evento B en la parte limitada por las 
líneas de mundo de la luz y la negativa del 
eje t, hay un sistema S 1 tal que su eje 11 

pasa por O y B, por lo que se dice que O y 
B están separados también por un intcn•a!o 
timelike, sólo que en este caso B ocurre an
tes que O para cualquier sistema inercial de 
referencia cuyo evento O tenga coordenadas 
(O, O) también. A esta parte se le llama el 

pasado absoluto ele O y también está formad;:. por eventos del movimiento de una 
partícula con velocido<l negativa, pero no menor que -1, es decir, movimientos que no 
rebasan tampoco la velocidad o rapidéz de la luz. O y B también están conectados 
causalmente. 

En cambio en la parte restante, los 
eventos que la forman son parte de movi
mientos de partículas que rebasan la velo
cidad de la luz, ya que si llamamos e = 

( xc, te) a uno de estos eventos, entonces 
xo > to, por tanto, ~ > l. El que exista 
una velocidad máxima está ligado con hecho 
de la causalidad, porque en el caso anterior 
decimos que O y C no están conectados cau
salmente, pues no hay movimiento ni señal 

x' 

que rebase la velocidad de la luz. A estos eventos corno C tie els llama separados por 
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un eepacelike, ya que existe un sistema inercial de referencia S 1
, en cuyo eje x1 O yC 

son simultáneos y sólo están separados espacialmente. 

Para este evento G, existen también sisteÍnns en los que el evento G ocurre antes 
que O y otros en los que G ocurre después de O. En el dibujo de arriba, respecto a S" el 
evento ocurre antes que O y respecto n S nlrcvés, por tanto, esta parte del plano no es 
ni pasado ni futuro absoluto de O, r<>specto a todos los si.5tt•ma.' inercir.les coincidentes 
en O. 

Si consideramos ahora partícula .. , moviéndose no en unn sola dirección, sino 
en todo un plano, entonces su dia¡;rama espacio-tielllpo º"ría tridimensional y el cono 
t2 = x2 + y2 determinaría el futuro y el pasado ausolutos de O como lo muestra In 
siguiente gráficn: 

A dicho cono se le llama el cono de luz y está formado por todas las líneas de 
mundo de una señal de luz desde O en todas las posibles direcciones de un plano (no sólo 
en las del eje x). Nuevameneie el fululro y prumdo de O están ronectados causalmente 
con este evento. 

Para cada evento ]lf = (xM,!/Af,i¡.!), existe un cono de luz con las mismas 
propiedades de invariancia respecto al sistema inercial, debido también a la invariancia 
de la métrica seudoeuclidiana que en este caso es x2 + y2 - t2• La ecuación del cono de 
luz paraM es: (x-x.M) 2+(v-vu)2+(t-tM)2 =O, por lo que taíllbién es invariante 
respecto a cualquier sistema. Analogamente si consideramos el cono de luz de cuatro 
dimensiones. 

Por tanto, la conexión causal entre dos eventos cualesquiera del espacio-tiempo 
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es invariante respecto n.I sistema. inercial. 

Entonces, para cualesquiera dos C\'cntos A y B que están conectados temporal
mente, su orden temporal es cbsoluto. Sin embargo no están conectados causalmcntc, 
su orden temporal sí es relativo al sistema inercial de referencia. En el dibujo anterior 
y en el siguiente, el orden temporal de A y B es relativo, mientrn;; que el de A1 y B 1 es 
absoluto, ocurre A1 antes que B 1

• 

t 

/ 
o 

Además, el futuro absoluto respecto 
a un evento B que se encuentra en el futuro 
absoluto de otro evento A, es también parte 
de este futuro absoluto d\o A. Lo mismo con 
el pasado. Y todo esto es algo que no se 
puede garantizar sino hay conexión causal 
entre dos eventos. Sólo una parte del futuro 
absoluto de uno pertenece al futuro absoluto 
del otro e igual con el pasado. Con todo esto 
toma mucha. más importancia la existencia 

de una. velocidad máxima invariante respecto a cualquier sistema y es que su existencia 
dá el caracter de absoluto a cualesquiera dos eventos del espacio-tiempo. 
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4. ¿CUALES SON LAS HIPOTESIS DEL ANALISIS GEOMETRICO'I. 

Una hipótesis geométrirn tanto en el planÓ scmieuclídco como en el seudoeuclídeo 
es pedir que los cambios de base sean lineales, es decir, q11<' ln< tra:·isfornwcioncs entre 
un sistema y otr0 sea!! Enud<;>. Esa idea de buscarlas lin<·~l!.'s es p;ir;, que no "deformen'' 
los espacio.' vectoriales,,., uu supuc,tu o un lLXioma de nuc¡;tro modelo geométrico. Esta 
hipótesis se presupuso a partir de definir el producto interior del espacio vectorial. Por 
tanto, es una hipótesi-< para ambas g<:ometrí;L>; desarrollad;Ls anteriormente. 

La segunda hipótesis para ambas geomctría.s, es el pedir que bajo Ja, transfor
maciones de cambio de ba.'í' (o de roordcnadn.s de S' 11 S), csi<Ls preserven la norma 
del espacio vectorial, es decir, que dichn.s transformacionC's sea¡¡ isornctrías, mediante 
la invariancia del producto interior definido en cada geometría. A~[, í'll la geometría 
seudoeuclídea la segunda hipótesis es la inniriancia de: 

IJ(x, t)ll = itl 
en cualquier sistema inercial, es decir, !t j = lt'I para cualquier sistema inercial S1 con 
movimiento de traslación uniforme respecto a un sistema S. Y en la geometría scu
doeuclídea la segunda hipótesis es la invariancia de: 

¡;(.r,t)ii = :r.2 - 12 

en cualquier sistema inercial, es decir, x2 - 12 ~· x12 
- 112 para cualesquiera dos sistemas 

S y S 1 con movimiento relativo de traslación uniforme. 

Entonces, en cada geometría estableciendo dos hipótesis se ha logrado expli
car geometricamente por un l11do las ecuaciones dr Galileo y Yarios resultados im
portantes en la mecánica clásica y por otro lado con otras dos hippotesis, explicar 
la Transformación de Lorentz y muchos aspectos de 111 Relatividad Especial, siendo esta 
explicación geométrica independiente del desarrollo teórico e hipótesis físicas presenta
das en el capítulo Il. 

En el siguiente punto, último de este capítulo, haremos el análisis comparativo 
del aspecto físico y el geométrico y muy centralmente la "''l'liva!c;-,d;, .::utre las hipótesis 
de ambos aspectos. 

5. EQUIVALENCIA ENTRE LAS HIPOTESIS FISICAS Y LAS GEOMETRICAS. 

En el capítulo anterior, establecimos las hipótesis física.s que resultaban ser la 
homogeneidad del espacio-tiempo, isotropía del espacio y el tiempo absoluto, en el caso 
de la mecñica clásica. En l!LS hipótesis en cambio pnra la Teoría Especial de Relatividad, 
además de la homegeneidad e isotropía está la hipótesis del tiempo relativo. 

Hicimos varias equivalencius entre el caracter del tiempo, la existencia o no 
de una velocidad máxima en la naturaleza y el caracter de la simultaneidad. Así el 
caracter relativo del tiempo fué equivalente al caracter relativo de la simultaneidad y a 
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la existencia de una velocidad máxima en la naturaleza. Esta última característica de 
una cota de las velocidades fué equivalente a la constancia de dicha velocidad máxima 
en cualquier sistema inercial de referencia., es d~ir, invariante bajo In Transformación 
de Lorentz. 

Parn hacer el nnáiisis cornpn.rativo cu\rt~ el h~"'l't:ctu gLulü~trko y el físico, YC~~os 
primero como las hi¡ióte,,is fíoicn" de homogeneidad e ico¡ropÍt< dd hpni:io-t irmpo f.on 
equivalentes a la hipótesis geométrica de l!1 linealidad de In trW11lformnción de cambio 
de base; sC'gundo, que ln hipúksis del carndcr abso!nto del tiempo es cquivnlcnic n la 
invariancia métrica semicuclídca y tercero, qne Ja hipótesis de la constimcia dt' lr. velo
cidad m1í.xima en cualquier sistcm!i inercial de rcfcrC'ncia. e;, equivale11te u la invariuncia 
de la métrica scudneuclídca. 

Con la equivalencia entre li1.s hipótesis físicas y las geom{tricus, podremos al 
final analizar los dos aspectos (físico y gt·c:ndrico) trnduciendo uno de ellos en el otro. 

Veamos la equi\·alcncia entre ]¡, homogeneidad e isotropía del espacio-tiempo 
con la linealidad de ln transformación de cambio de ba.se, dicha equivalencia la analiza
mos en una dirccdón cuando nos propusimos encontrar las ecuaciones de Galileo y la 
Transformación de Lorentz. 

La homogeneidad del espacio-tiempo y In isotropía del espacio es al afirmación 
de que no hay puntos ni direcciones prefercnciales en el espacio-tiempo. Los resusltados 
físicos no dependen de si los experimentos se hacen en ciertas zonas del espacio, ni a 
partir de uno u otro momento, ni las leyes deben cambio.r si se hacen en unu cierlu 
dirección del espacio, por ejmplo, no deben cambiar las leyes si el movimiento relativo 
de dos sistemas de referencia es en unn u otra dirección del espacio. Ahora bien, si 
queremos encontrar una transformación T de un sistema inercial S' = (:r1,y1,z1,tl) 
en otro S = (x,y,z,t), entonces, queremos encontrar f;(x 1,y1,z1,t1

) y g¡(x1,y1,z1,t1) 

funciones de R en H tales que: 

x = fi(x1
, y1,z1

, t1)x1 + h(x1,y1
, z1

, t1)y1 

+ h(x1,y1,z',t1)z1 + f4(x1,y1,z1,t1)t1 

t = g¡ (x1
, y1

, z1
, t1)x1 + g2(x', y1

, z1
, t1)y1 

+ g3(x', 1/. z'. t1)z1 + g4(x1, y1, z1, 11)1 1
• 

dichas funciones no deben depender del evento (x',y1,z1,t1
) que tomemos, puesto que 

el espacio-tiempo es homogéneo e isotrópico el espacio, es decir, l~ f; y g¡ deben ser 
constantes respecto a x', y1

, z1 y t1
, entonces 

x = Ax1 +13y1 + Oz1 + Dt 1 

t =Ex'+ Fy1 + Gz' + Ht' 

donde A,B,C,D,E,F,G y H son constantes. Es decir, la transformación Tes lineal. 

Y biceversa, si las f¡ y g¡ son funciones constantes respecto a x1
, y1

, z1 y t1
, enton

ces eso quiere decir que dicha transformación de cambio de coordenadas no depende del 
evento que tomemos del espacio-tiempo, ni de ln direcci6n, es decir, el espacio-tiempo 
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es homogéneo e isotrópico. Por tanto, la hipótesis física de homogeneidad e isotropfa e 
isotropfo. es equivalente a la hipótesis de linealidad de T : S' -+ S. 

El caracter absoluto del tiempo, es deé'ir t = 11
, para cualesquiera sistemas 

inerciales S = (x,t) y (x',t'), es claramente equivalente a la invariancia <le la métrica 
semieuclí<lea lt 1 = lt'I , puesto que, los ejes t y 11 en los sistcm1L~ S y 5 1 respectivamente, 
fueron colocados en forma que sus partes poEitiva;, cstuvh,nm cu el rnisrnu se11li<lu, así 
que cuando uno es positivo el otro lo es y sólo cuando ésto pasa. 

La equivalencia entre el ca.meter rclH.tivo del tiempo y la i1miriancia de la métrica 
seudocuclí<lca, la haremos altrav(:, dr la equivalencia entre• la constancia de la veloci
dad máxima respecto a cualquier sistema inercial y la invarianci[l de la métrica scu
docuclídea. 

El que la velocidad (o rapidéz) sea constante en cualquier sistema, cs lo mismo 
que decir que en un frente de ondn de luz enviado desde el origen (O, O) en ambos 
sistemas inerciales se cumple que: 

x2 + !12 + z2 
--tf--=l y 

ya que hicimos a esa velocidad máxima de magnitud 1, entonces: 

de donde 

y como las coordenadas y y z coinciden en ambos sistemas S y 51
, tenemos 

por tanto, x2 - t2 = x12 
- t'2 para cualesquiera sistemas S y 51• Es decir, la métrica 

~eudoeudí<lPn es invariante. 

Y si ahora suponemos invari!lllte l a.métrica seudoeuclídea, es decir, x2 - t2 

x12 - t12 \;/y, z , en particular para los de norma cero: 

2 2 ¡2 - 12 . x2 - - x'2 1x1 - - 1 x' 1 de donde x = t y x - t , o bien, ~ - 1 - fi· Por tanto, 'f - 1 - ¡r que 
es la magnitud de esa velocidad máxima es 1 en cualesquiera sistemas inerciales de refe
rencia con movimiento de traslación uniforme entre ellos. Con esto último, concluímos 
el caracter relativo del tiempo y la invariancia de la métrica seudoeuclídea y con ello la 
equivalencia entre las hipótesis físicas y geométricas. 

Un esquema muy ilustrativo de la anterior equivalencia es el siguiente: 



FISICAMENTE GEOMETRICAMENTE 

Homogeneidad e isotropfn -<==? T : S1 
-+ S 

del espacio-tiempo lineal 

t absoluto ~ itl = !t'I métrica 

scrnieuc lídea invariante 

t rclatirn 

scudoPuclidiana irn-ariante 
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Así es que cuando se habla en el análisis físico de homogeneidad e isotropín, 
es buscar transformaciones de cambio de base, ul pedir que se preserve la norma del 
espacio vectorial, .es estar pidiendo caracter absoluto o relativo del tiempo y al deducir 
muchos teoremas en ]¡¡ geometría semi o seudoeuclídea, es olJtener las consecuencias del 
caracter del tiempo. Por eso, el retraso y la contracción de longitudes en la geometría 
seudoeuclídca, preservando su métrirn, son las obtcnida.s por la relatividud del tiempo y 
la Transformación de Lorentz en füica, no es más que el cambio de coordenada..s en dicha 
geometría. Es decir, el aspecto geométrico tanto semieuclídeo como el seudoeuclídeo, 
son buenos modelos geométricos del a.specto físico de la mecánica cl[L,ica y de la Teoría 
Especial de la Relatividad respeciirnmente. 

Para terminar con d análisis de ](1.5 hipótesis, haremos dos obser\'acioner, impor
tantes. La primera es que el Principio de Relatividad (segundo postulado de Einstein), 
realmente no es un postulado en el sentido estricto de decirle axioma o hipótesis. , Es 
una propiedad que como se puede observar en toda esta tesis, se cumple en todo mo
mento, es decir, toda la teoría desarrollada hasta el final, no tiene contradicción con este 
principio, como parecía en la historia contradecirse con la constancia de la velocidad 
máxima. El Principio de Relatividad no es una hipótesis extra, ni en el análisis físico ni 
en el geométrico, es una consecuencia de !ns hipótesis y al ponerlo dP~de el inicio <:0 para 
mí una idl'n º" cree:- mucho c11 la armonía de la naturaleza, o mejor dicho .. querer que 
la teoría buscada para re;;olver los problenw!' históricos presentados en aquella época a 
la mecánica clásica, no esté en contraste con esa armonía esperada de la naturaleza. 

La segunda observación sobre la.s hipótesis es la siguiente. Aún cuando se de
mostró la equivalencia entre el tiempo relativo r la exitencia de un!? Yt:!locidad rnií.xima 
en la naturaleza, en nL-1gún momento aparece la necesidad de que sea ésta Ja de Ja.Juz, 
a Ja cual por medio de coordenadas geométricas se hizo l. El análisis pudo haberse 
hecho exactamente igual si dicha velocidad máxima hubiera sido otra. Tanto el análisis 
físico como el geométrico hechos aquí, habrían quedado igual haciendo esa velocidad 
máxima también l. Por supuesto que no afirmo que la velocidad de la luz no es la 
velocidad máxima, se entiende perfectamente que el análisis teórico debe checar con el 
experimental de donde se tiene la idea de que la velocidad máxima es la de la luz. 
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CAPITULO IV 

UN POCO DE RELATIVIDAD GENERAL 

l. ¿CUALES SON LAS HIPOTESIS FISICO-GEOMETRICAS 
DE LA TEORIA GEl\ERAL DE LA nELATIVIDAD'! 

Todo lo que hemos dcsr1rrolla<lo antcriorrnc11tc, totla ,,,;, importante Teoría de· 
Relatividad Especial que rcalmeI1tc Yi110 a rc\'olucionar a la fíoica. SC' hizo en \rnq· al 
análisis únicameI1te de sistemas de referencia incrcial<>s qn<' H' JIJtH'\'Cll unos respecto a 
otros con \'clocidad y dirección constante, pero ... ¡,quó pasa si lo5 si:-tcm:is dP rcforéncia 
se aceleran unos con respecto a otros?, i.c¡ué tanto mú.~ Ya a c;,rnbi<tr la físicn?. ¿es 
realmente una generalización la Teoría General de la Rebth·idad'I. 

Estas pregunta.s pareccll naturales con la idea de generalizar la Relatividad 
Especial, pero realmente no se vé nncla fácil resolverlas, sobre todo si tnntn la ace
leración como la dirección de un sistema respecto a otro ~on no corrntanles; abn.rcaría 
todos los sistema<; de referencia posibles, incluyendo los inerciales con movimiento de 
traslación uniforme. Sin embargo, algo que hay que reconocer y eo qut: <iunquc la 
Relatividad Especial es un caso particular de este anáfü:is rnás geHcral, es algo que por 
sí mismo tiene un gran v:dor, 1mi1 vida propia que se dche <:Halizar por separado. 

Abramos pues, el análisis de esta ¡;eneralización que nos darA pie a la Teoría 
General de la nclatiyidad. Las preguntas anteriores significan que, si desde un sistema 
de referencia S, se observan determinados fenómenos físicos, ¡,qué se observará desde' un 
sisterua acelerado'!, (no ncccsaria1nentc con aceleracióu y <lirLcci1.'1r1 constar1tc). Cut!ndo 
nos preguntamos esto en la Relatividad Especial, la respuesta fué por medio de la 
Transformación de Lorentz. Si en un sistema inercial, un evento tenía coordenadas 
(x, y, z, t), podíamos saber sus coordenadas respecto a cualquier sistema que se moviera 
con velocidad y dirección constante respecto al primero. Y resultaban ser leyes física.s 
entre los sist.rmns. aquellas propiedades que se cumplían en cualquierr: de esos sistemas, 
es decir, aquella.s propiedades invariantes bajo la Transformación de Lorentz. 

Con esta transformación, hadamos equivalentes n todos estos sistema.s, con lo 
cual se reestablecfo. el Principio de Relatividad. Pero ahora con taritaii formas posibles 
de movimientos entre los sistema5, ¿podrá hablarse de alguna equivalencia entre todos 
ellos?, ¿cómo sería dicha P<¡11ivalencia si existiera?. Analicemos un poco. Considerános 
por ejemplo un sistema de referencia con dirección y rapidéz const<mte respecto a otro. 
Pensémoslo como un cohete que vemos desde un determinado lug<tr de la Tierra, el 
cual está lejos de la fuerza de atracción de cualquier cuerpo celeste. Supongamos que 
esta nave no tiene ventanas, para que los pasajeros no pudieran saber en donde están. 
Dada la aceleración del cohete, los pasajeros sentirán presión sobre la pared opuesta 
a la dirección del movimiento y la llamarán "suelo", mientras que a la pared de en 
frente la llamarán "techo". Si uno de ellos ha estado sosteniendo un paquete y ahora 
lo suelta (sin empujarlo), éste "caerá ni suelo" (observado desde el sistema de referencia 
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del cohete), que es lo mismo que decir que la pared llamada suelo alcanza al paquete 
(visto esto desde el sistema en In Tierra respecto al cual se mueve el cohete). La ma;;a 
del cuerpo es irrelevante aquf, pues el 8uclo lo akanza siempre con la misma aceleración 
y por tanto se cumple r¡ue «todo cuerpo cae con la misma aceleración", lo cual pa.~a en 
la Tierra. Ahora, si el pasajero dá un empujón al paquete, este seguirá una trayectoria 
parabólica, desde su punto de vista, debido a la aceleraci?n de su nave. 

Entonces, si la aceleración del cohete fuera de 9.8 m/ seg, los pasajeros podrían 
creer realmente que están dentro de un laboratorio en reposo sobre la Tierra, en el cual 
actúa la fuerza de gravedad sobre todos los objetos dentro de él. O mejor dicho, los 
pasajeros no tienen por medio de experimentos dentro de su nave, manera de saber si 
los fenómenos que observan se deben a la aceleración de su laboratorio o a que están 
bajo un campo grm·itacional. 

Decimos aquí campo gravitacio~rnl y no fuerza de gravedad por esa importante 
observación que hizo Einstein a que la atracción de una cualquie•· partícula sobre cual· 
quiera otra, no es una fuerza, sino más bien un campo generado alrededor de ella, un 
campo atmctor a su centro; análogo al campo magnético generado por un imán. 

De la observación del cohete acelerado, podemos decir que aceleración y presen
cia de campo gravitacional resultan ser equivalentes. Y parece ser cierto en general. Un 
sistema acelerado con movimiento circular (por ejem
plo un juego mecánico de la feria), puede ser pensado 
como un sistPma con un campo gr<>.viLacional puntual 
dentro del círculo, el cual hace que la pared opuesta a 
la dirección del movimiento, sea el suelo, aunque no tan 
uniforme (en cuanto a atracción) como el del cohete. 

Más en general, para cualquier movimiento arbitrario de una•partícula, S<' puede 
hacer equivalente dicho movimiento, al que tiene una partícula bajo un campo gravita
cional por muy raro que sea. 

Este es el primer principio que toma la Teoría Geneml de Relatividad, para 
hacer equivalentes todos los sistemas de referencia. Todos son equivalentes a un sistema 
de referencia con presencia de un campo gmvitacional. 

Si el sistema de referencia es como los utilizados en la relatividad Especial, 
con movimiento de traslación uniforme e inercial, es decir, donde un cuerpo en reposo 
permenece en dicho estado, hasta que una fuerza externa lo saque de ese reposo. Y un 
cuerpo al que se le dió un empujón, permanecP con rnpidéz y dirección constante, hasta 
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que una fuerza externa lo saque de este estado uniforme. En ambos ca.sos se vé que sólo 
podrían ocurrir si el campo grnvitncional es nulo. 

Veamos mntematicamentc cómo es equ¡':,alente un sistema acelerado (con di
rección y aceleración constante), a uno con In presencia de un c1nn!"'o grnvítncionP.!, 
analizando más detenidamente el ejcwplo del cohete. 

!:'11 • 

s 

ªL~' .m, ' '-

""• 

Sea S 'el sistema de referencia iner
cial fijo en la Tierra y S' el sistema no iner
cial fijo ul cohete. Llamemos X = (x, y, z) 
a las coordcllad1cs espaciales de un evento 
respecto al laboratorio S ~·X'= (x1,y1,z1

) 

respecto a S 1
• }lcmos de aclarar que X y X' 

son funciones de t. 

Corno S 1 está acelerando respecto a 
S, con dirección constante y aceleración [!, 

entonces la relación que guardan ambos sis
temas es: 

Analicemos cómo se observan m ¡mrtículas que están en reposo respecto a S. 
Vamos a deducir las ecuaciones en donde se refleje que desde el sistema acelerado S 1

, se 
detecta la presencia de un campo gravitacional. 

Llamemos mi,m2,. .. ,mn a las masa<; de la~ partículas y X; = (x¡,y¡,z;) y 
XI= (x;1, Yi'• z¡1) a su posición en S y S' rcspectiYamente con i = 1, .. ., n. 

Como dichas partículas se encuentran en reposo respecto a S (flotando respecto 
a dicho sistema), entonces las única~ fuerzas que actúan sobre las partículas, son las 
fuerzas de atracción entre ellas. Si llamamos F;j a la fuerza de atracción que la partícula 
i ejerce sobre la j, entonces la fuerza ejercida sobre In partícula j es la suma de todas 
las fuerzas ntractoras a ella, o sea: 

n 
L F;; con i ¡l j 
i=l 

y esto para cada partícula, es decir, 

L F¡j para cada j = 1, .. ., n 
ih 

Y dado que por la segunda ley de Newton la fuerza total ejercida sobre una 
partícula es el producto de su masa por su aceleración (o bien, la segunda derivada 
respecto a t de la posición), entonces: 



87. 

(fuerza total <'j<'rcida sobre Ji: r:rn.s:: J -'- rnu.:,a j " su aceleración respecto a S = la 
suma de fuerzas que intcract.uan r:n ¡,, 1IH1-'Ll j). 

Una obsel'Vll.ción es que si lns partículas se encuentran en reposo respecto a S o 
incluso con velocidad constante, su aceleración es cero y por tanto las fuerza.> interac
tuando están en un "equilibrio" que permiten ese reposo o esa velocidad constante. 

Como ya dijimos, la relación que guardan S' y S es: 

d2X d~X' 
dt2 = -¡¡¡2 + g 

que aplicaditS a las partículas es: 

d2X· d2X'· ) - ) + 7 - dl 2 g 

para cada j = 1, .. ., n, entonces lo que desde S 1 se observará de las partículas será: 

es decir, 

i 2x1 

m·(-i -Lg) = ~ F:· para cadaJ· - 1 n ) dt2 ' 1-:-. t) - , ... , . 

Ff'J 

d2X'. 
m;- dt/ + mig = L F¡¡ para cada j = 1, .. ., n 

#i 

que es lo mismo que: 

d2X'. 
mi· -¡-f = :L F¡;' - m;g para cada j = 1,. . ., n 

t ih 

o sea que desde S 1 (el cohete) se observa que la fuerza total que está actuando sobre cada 
partícula es además de las que interactúan entre ellas, la fuerza del campo gravitacional 
que actúa sobre cada partícula con aceleración -g. 

Por tanto, lo que desde un sistema inercial S se observa con reposo o velocidad 
constante, desde un sistema acelerado S1 (respecto a S), se observa la presencia de un 
campo gravitacional. 

No esperábamos que la equivalencia fuera de S con S 1
, pues uno es inercial y 

el otro no, sino más bien que fuera equfralente un sistema S 1 acelerado respecto a S y 
uno que en él mismo esté presente un campo gravitacional. 



88. 

Entonces, es lo mismo estudiar sistemas de referencia con acelemción y dirección 
constante, que sir.temas con presencia de un campo gravitaciomd uniforme (es decir, con 
fuerza de gravedad constante y en una sola dirt>eción). 

Esta cqui\'alcncia se establece más en general aunque no i;c demuestra. Es 
lo mismo estudiar los sistemas de referencia acelerados (con dirección y aceleración 
arhitnuiamente variable), que Jo, ;;i,t~i.¡::..s ce:' h pn"'"n~ia de un campo gravitncionul 
{no necesariamente uniforme). Y es jJOf ('iito por lo r¡uP "~ abandonu.r{1 la idcn del 
sistema de referencia, para dar pie· al amílisi,_; ,¡,, un nuevo lt'rna: gravitacion. 

Pero el Principio de Equivalencia no cst<i aún estllhlccidn con c,_;to. Ah()ra con la 
n1ira<la puesta en los sistemas de referencia con la prc,cnci<1 de u11 campo grnvitacio!lal, 
nos preguntamos: ¡,qué pasa con una partícula (o lo que sea) cayendo liLre en 111 prc,_;cnci11 
de un campo gravitacional'!. 

Nos interesan las cosas en caida libre, porque es lo que estaría en "reposo o ell 
movimiento de traslación uniforme" de no ser por la presencia del "campo gravitacio
nal", con la misma idea que en relatividad Especial !il pedirles a los sistemas que fueran 
inerciales. Un poco más adelante hablaremos de la cRida libre como generalización de 
la ley de inercia. 

Supongamos un sistema A con la presencia de 
un campo gravitacional y un sistema A' que est6. en 
caida libre en este campo. Para poder imaginarlo me
jor, pcnsemo= qn~ un elevador sube muchísimos kilóme
tros, de repente se detiene y cae. Sobre él solo actúa 
la fuerza del campo gravitacional. ¿Qué pasa en ese 
elevador?, es decir, ¿qué se observa desde el sii;tema 
A'?. 

[]' 
1 l ~ l 

Como todo lo que está dentro del elevador también est{, bajo la presencia del 
campo, será igualmente atraído y todas cosas dentro estarán en reposo respecto al 
elevador (pues todos estan ªcayendo" según la observación desde A). Es más se cumple 
la ley de inercia en el elevador, ya que, si por ejemplo alguien estuviera sosteniéndo un 
cuerpo y de repente lo suelta suavemente sin empujarlo, el cuerpo permanecerá en reposo 
{visto desde A1

) y si lo empujara en dirección paralela al piso, dicho cucrµo tendría 
velocidad y dirección constante (aún cuando desde A se observe que sigue cayendo 
aceleradamente). En ambos ca.sos estos cuerpos permanecerán así, hasta que una fuerza 
externa los saque de ese estado. Por tanto, A1 es w1 bite.ma de :referenda inercial (pues 
se cumple la ley de inercia, aím cuando respecto a A va con la aceleración oc11cionada 
por el campo gravitacional). Y en este ele\-ddor ocurrirán entonces los mismos sucesos 
que en una nave que se éncucntre flotando en el espacio lejos de toda atracción material. 
El estado sin peso de las cosas igualmente se puede deber a la no presencia de un campo 
gravitacional o bien a la caída libre de un sistema bajo un campo gravitacional. En otras 
palabras, un sistema en caída libre dentro de un campo gravitacional es equivalente a 
un sistema inercial sin presencia de campo gravitacional alguno. 

Entonces, para aquella partícula que caía libremente en un sistema A con la 
presencia de un campo gravitacional, podemos asegurar que hay un sistemP. inercial 
A1 en donde la partícula se encuentra en reposo y en cuyo sistema no está presente 
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ningún campo gravitacional. Pero, aquí sólo hemos analizado el caso en el que el campo 
gravitacional que está presente en A es uniforme, eso quiere decir con aceleración y 
dirección constante. Y ¿qué p11.~n si el campO' no e" uniformp?, que es e! cnso ::::ús 
general. 

Para analizar un campo grnvitacional no uniforme, podemos usar el ejemplo de 
la Tierra cuyo campo generado está en dirección de su c<!nlro y su magnitud depende 
unicamente del radio. Así es que, analizando ahora un sistema de referencia A' en caida 
libre, de tal forma que su suelo sea perpendicular a la dirección de su caida libre como 
se muestra en la figura, ¿podemos asegurar que este sistema es inercial corno en el caso 
del elevedor que caía? 

Bueno, lo primero que debemos acla
rar, es que al analizar ese ca.so del elevador 
y suponer un campo gravitacional uniforme, 
estabamos suponiendo que el suelo "atraía 
igual en cualquier lugar", por lo que la di
rección de la caída libre era siempre per
pendicular al sucio, por ello a cualquier al
tura la fuerza de atracción del campo era de 
la misma magnitud. Pero esto es sólo una 
aproximación, pues si ahora dentro del sis

tema que estamos analizando, consideramos dos partículas en caida libre a la misma 
distancia del centro de la Tierra, como ambas son atraídas hacia el centro de ésta, en
tonces sus trayectorias de caída libre se cortan en el centro de ésta y en consecuencia 
afirmamos que no son paralelas, por lo que en cuanto van "cayendo" tanto las partículas 
como el sistema, estas se van acercando cada vez más (esto observado tanto desde el 
mismo sistema A1 como desde uno fijo en la Tierra), como se observa en el dibujo. de 
arriba. 

Así es que no podemos afirmar en 
principio que el sistema en caida libre A1 es 
equivalente a un inercial y sin presencia de 
campo gravilacional, porque esto que aca
bamos de analizar en A1 no ocurre en un 
inercial. 

Y más aún, si observamos ahora que 
el campo no necesariamente tiene una a
tracción de magnitud igual en todos pun
tos {como es el caso de la Tierra), que de
pende de la altura, veremos que tampoco A' 
puede ser equivalente a un sistema inercial 
por esta otra razón. Si en lugar de tomar 
dos partículas a la misma distancia del cen-
tro, las tomamos a distintas distancias, pero 
sobre un mismo rayo desde el centro de la 
Tierra, tal como se observa en el dibujo, el campo gravitacional "atrnr" con una mayor 
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magnitud a la partfcula más cercana. Por t1uJto, si A1 y las partículas estan cayendo 
libremente, entonces desde A1 mismo se observará que las partículas no estan en reposo, 
sino una acelera ron TP!'J:Wcto a !a otra, cos¡¡ qtrt: no piu,11 en un sistema inercial sin la 
prcsencin de un campo ~ravitar_ionr1l. 

A ambos efectos, tanto el que dos pnrtículas en caída libre no viajen en traycc
toria..s paralelas como el que tengan aceleraciones unas coR rcspect o a otras se les llama 
efectos tidales. O mejor dicho, a los efectos que un campo gravitacional no uniforme 
tiene que en cada punto varía su dirección y rnagnitncl, &e les llama efectos ticlalcs. Por 
tanto, para cualquier partícula en caída libre respecto a un sistema con presencia de un 
campo gravitacional, no podemos asegurar c¡ue exista un sistema inercial en donde las 
partículas estén en reposo y dondc no esté presente uu c;~mpo grrffitacional. Para cam
pos gravitaciorrnles no uniformes no podemos asegurarlo, a menos que lo permitamos 
con cierto margen dC' error, es decir, así como la Tierra se puede considerar aproximada
mente como un sistema con un campo gravitacional uniforme, 11.sí se puede afirmar que 
para un cierto grado de aproximación, sí existe un sistema inercial donde las partículas 
estan muy aproximadamente en reposo y el campo gravitacional sea muy pequeño y 
poderse despreciar. Esto es lo que establece precisamente el tan buscado Principio 
de la Relatividad, el cual será la primera hipótesis fuerte en este análisis de la 
Relatividad General: 

"Para cada punto del espacio-tiempo (c.• decfr, para cada 
evento) y para un grado de aproximación, cxi8tc un si.<·· 
tema de referencia en el cual en una cierta región de es
pacio y para un cierto intervalo de tiempo (es dcci'r, en una 
vecindad del evento suficientemente pcquci¡a), los efecto,• 
de gravitación son dc,•pr1:ciablc.o y el sistema es inercial cr. 
ese grado de aproximación especificado ... ". 

Este principio es realmente importante, en el sentido en el que está analizando 
todos los casos de movimiento libre de partículas. Si el campo gravitacional es nulo, 
las partículas cumplen con la ley de inercia en el sistema inercial (que existe, pues 
es cualquiera en donde esas partículas están en movimiento de traslación nniforme) y 
las leyes que rígen a este sistema quedan explicadas por la Relatividad Especial y la 
gocmetría euclidiana o de 1finkowski. Y si en el otro caso el campo gravitacional no es 
nulo, de todos modos existe un sistema localmente inercial en donde se puede despreciar 
la presencia de campo gravitacional. 

1 

Por tanto, el analizar el movimiento libre de partículas localmente, es lo mismo 
que analizar el problema como si estuviera en el caso de la Relatividad Especial· con 
estas partículas cumpliendo la ley de inercia. Es tanto como decir que el análisis del 
espacio-tiempo gravitacional, es localmente el análisis de la Relatividad Especial. 

Pero ¿por qué analizamos la caída libre en el espacio-tiempo'!, ¿c6mo es que se 
pueden ver partículas cayendo libremente como partículas que cumplen la ley de inercia, 
localmente hablando? 

Vamos a intentar analizar que pasaba en la Relatividad Especial y poder a.sí Yer 
la caída libre como una generalización del moyimiento de traslación uniforme. 
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Cuando consideramos los sistema.~ de referencia en Relatividad Especial y al 
pedirles que cumplieran con la ley de inercia, se analizaban partículas (o cualquier 
objeto) que se encontraban en reposo respecto-al sistema, o bien, en movimi1•nto rk 
traslación uniforrué, ¿qué estaban cumpliendo con esto dichas partículrt.G'!. Ahí en ese 
sistema no esta pre,;cnte ningúu campo gravitacional, pero y si hubiera habido, ¡,cómo 
viajarían esas partículas'?, ¡,seguirían en reposo? o ¡,cn lín.ea recta'!. 

Comparemos un poco, si en un sistemn inercial sin la presencia de un campo 
gravitacional, se suelta una partícula 'in empujarla, ~st;i pcrmanec<!Tá en reJlOSO respecto 
a dicho sistema, en cnmhio, si estuviera presente un campo gravitacional, uniforme por 
ejemplo, ésta seguiría una línea recta en la dirección del campo. Estaría en reposo de 
no ser porque hay un campo gravitacional. En otra., palabr<LS, esa cuida libre ''' lo 
rnús quieta qne puede estar t11w partículn c11 dicho sistema con el campo gravitacional 
presente. 

Ahora, si a la partícula se le dá un 
empujón de tal forma que en el sistema in
ercial sin campo gravitacional alguno, viaja 
con dirección y velocidad const<rnte iu<lcfi
nidamcnte (si eliminarnos In fricción y resis-
tencia del aire), en el sistema con la presen- ~_,.,,....----------"<-------..,. 

cia de un campo graviacional uniforme esta ~ 

partícula seguirá una trayectoria parabólica, 
muy parecida a la del tiro parabólico que experimentamos en la Tierra aún cuando este 
campo gravitaconal no es uniforme. 

También en este caso de empujar la partícula, se obsen-a que, en el sistema con 
campo gravitacional presente, esa partícula es lo ruás uniforme que puede ir y llev11ría 
velocidad y dirección constante de no ser por el campo existente y aunque lleva la 
aceleración del campo la la partícula en sí no lleva aceleración, Jo cual cuando no hay 
campo gravitacional alguno, es más fácil distinguir con el movimiento de traslación 
uniforme. 

En ambos casos de caida libre o tiro parabólico, empujando o no la partícula 
y con y sin presencia de un campo gravitacionR 1, la ~.re]~ración de b pn.rtfcula 11iisma, 
es cero, en el sentido en el que, si no fuera por la aceleración que el campo le pone, 
la partícula actuaría cumpliendo la ley de inercia. Y más en general (con el campo 
gravitacional no necesariamente unforme), estos movimientos de partículas también 
llevan aceleración cero en sí mismas, aún cuando el campo les obligue h llevar aceleración. 
Dicho todo esto más formalmente, si a estas partículas se les observara desde nn ~istema 
de caida libre, cumplirán en este la ley de inercia, además de que en dicho sistema no 
estará presente ningún campo gravitacional. Esto es lo que afirma el Principio de 
Relatividad que mencionamos anterirorrnente. 

Pero mencionamos esto de aceleración cero, no sólo para decir de otra manera 
el principio, sino para lo siguiente: 

Una segunda hipótesis hecha por Einstein en la Teoría de la Relatividad 
General es la afirmación de que las partículas en caída libre viajan en las geodésicas 
del espacio-tiempo. Esta afirmación tiene como fondo precisamente ese análisis de que 
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las partículas en caidn libre dentro de un campo gravitncionn.l, tienen en sí mismas 
aceleración cero y como las cun·a.s que dentro de una superficie tienen aceleración cero, 
son precisiunentc lú.S curvr..s geodésicas, cntor!ce<;"'~e Rfirmn qtH' hu; trnyrctorinB de cnidn 
libre son curvas geodésic1ts (vc:r npfndirc gcor:-i.étrico pn.!"n !~ dcfinicif,n dP esht~ cnrvns). 

Realmente esta hipótesis es digna <le imalizarsc con 111uc1111 más calmn, pues 
involucra sobre el espacio-tiempo una curnctcrística gocrnétrica fuerte. ¡,Cómo que 
geodésicas en el espacio-tiempo?, ¿se está suponiendo que el espacio-tiempo es una 
variedad?, ¡,con qné métrica?, ¿con ;¡ur curvatura? y ¿qué ~"rÍ<1 eso ele la cmv11turn en 
el espacio-tiempo?. Sí, In hipótesis anterior abre muchas preguntn.s qne no se vé facil 
contestar. 

Para empezar, es cierto que al afirmar que b.s partículas en caid!l libre viajan 
en geodésicas, se supuso antes que d espacio-tiempo es una variedad, por lo dem<is, 
de cuatro dimensiones y es esta la tercera hipótesis que se considera para In Teoría 
General de la Relatividad, mejor llamada Teoría de Gravitació11. 

Y sobre la cuestión de la métrica que tiene dicha variedad, podemos decir que, 
como el Principio de la Hclatividacl afirma que para cada evento en d espacio-tiempo , 
hay un sistema aproximadamente inercial coa campo gravitacio11al despreciable, cuyas 
leyes explicamos anteriormente con la geometría seudoeuclicliana, esto nos dá la idea 
siguiente: si clefinieramos en el espacio tangente a la varieclad en un punto o evento de 
dicha variedad, la métrica seudoeuclideana, entonces así la variedad seucloriernanniana 
sería localmente como el espacio tangente seudoeuclídeo con la métrica: 

el cual se identificaría con la .. s leyes que rígen en un si~tema inercial sin un campo 
gravitacional, que con un cierto grado ele aproximación son como las leyes que rígen en 
un sistema con presencia <le campo gravitacional. Por todo esto, la hipótesis tercera es 
que el espacio-tiempo es una 4-variedad seudoriemuruüana. 

Pero al hablar de variedad y de su.s geodésicas en ella, podríamos entonces 
preguntarnos: ¡,y qué curvatura tiene dicha variedad del espacio-tiempo? y ¿a qué se 
debe esta curvatura físicamente hablando?. 

Imaginemos el siguiente experimen
to. En una nave que viaja con aceleración 
y dirección constante, s~ atraviesa un rayo 
de luz perpendicular a la dirección del mo
vimiento de Ja nave. El rnyo entra por ·una 
ventana y sale por otra. Dada la aceleración 
de la nave, en el tiempo en el que el rayo 
la a.traviesa, ésta ha recorrido una distancia 

distinta de cero por lo que desde dentro de la nave se observará que el rayo se cur
vea. Entonces, como es equivalente un sistema acelerado y uno con presencia de un 
campo gravitacional, este efecto de haberse cun•eado el rayo de luz es consecuencia de 
la aceleración del sistema de referencia o bien por la presencia del campo gravitacional. 
Aunque este curvearse es observado en el espacio , podernos asegurar que se curvea en 
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el espacio-tiempo también, ya que, una trayectoria curvcada en un espacio de cierta 
dimensión, ner;uirá siendo curvcada en el espacio de una dimensión mayor. 

Con el experimento anterior queremos dar una motivación a Ja cuarta hipó
tesis que es que la curvatura del espacio-tiempo se debe o está asociada a la presencia 
del campo gravitacional. 

En un sistema inercial sin la presencia de un can:rpo gravitacional, la luz viaja 
con dirección y rapidéz constante, por tanto en un sistema donde está presente un 
campo gravitacional viaja en geodésicas. Entonces, ese curvearsc de la luz se debe a la 
curvatura de esa variedad seudoriemanni1rna del espacio-tiempo, ya que, las geodésicas 
en una variedad son las trayectorias "lo más derechas posible". Dicho de otra forma, 
corno la trayectoria de la luz por sí misma no se curvca, entonces ese cun•earse es debido 
al campo gravitacional. 

Otros ejemplos que pueden ayudar 
a ilustrar esta hipótesis, está en el tiro pa-
rabólico. Una bala que recibe un impulso se
guirá una trayectoria recta y no curva, sino 
fuera por la atracción del campo gravitacio
nal sobre ésta, ya que la bala también viaja 
en geodésicas de espacio-tiempo. 

-------
' ' ' ' 

' \ 
\ 

Un ejemplo m{is de todo esto está en el movimiento de Ja luna alrededor de 
la Tierra o de los planetas alrededor del Sol. Desde que Newton en su Principia 
li.fatamatica, establece la Ley de la Gravitación Universal: 

" ... cada partícula en el universo atrae a cualquiera otra partícula de tal 
forma que la fuerza entre las dos está a lo largo de la línea entre ellas y 
tiene magnitud proporciona/ a el producto de sus masas e inversamente 
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas ... ". 

se puede comprender que el movimiento de los planetas se debe a la atracción de los 
cuerpos celestes como el Sol, o bien, que el campo gravitacional que genera el Sol es la 
causa por lo que los planetas giran alrededor de éste. 

Los planetas estarían en reposo de no ser por la presencia de este campo que los 
hace seguir trayectorias elípticas (según las leyes de Kepler, siglo XVI). Y la curvatura 
de dicha elipse depende de la distancia al Sol, mientras más cerca esté un planeta del Sol 
, más fuerte es la atracción del campo gravitacional sobre dicho planeta y más curvatura 
tiene la elipse que sigue su movimiento. 

Así es que, parece bastante razonable postular esta cuarta hipótesis de que la 
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curvatura del espacio-tiempo se debe a la presencia de un campo gravitacional ocacio
nado por la materia misma. Con esto último, se puede palpar un poco de la enorme 
importancia que tiene también esta hipótesis y ()_ue es, que la materia misma es la que 
parece imponerle nuevamente al espacio-tiempo flsico una característica geométrica: la 
curvatura. 

Resumiendo, tenemos que las cuatro hipótesis de !a teoría son: 

l. Para todo evento del espacio-tiempo y para un grado de aproxi
mación, cxist0 unsistcma de referencia en el cual, en una cierta rq;ión 
del espacio y para nn cierto intervalo de tiempo, los efectos de gra
vitación son despreciables y el sistema es inercial en ese grado de 
aproximación. 

2. El espacio-tiempo es una variedad scudoriemanniana. 

3. Las trayectorias de caída libre son las geodésicas del espacio-tiempo. 

4. La curvatura del espacio-tiempo está asociada al campo gravitacio
nal. 

El siguiente paso es est<ibleccr nn análisis comp<irativo entre el comportamiento 
de partículas en caída libre, físicamente hablando y entre el comportamiento de una 
variación geodésica, haciéndolo geometricamente. Lo cual, analizaremos através de la 
obtención de las ecuaciones en uno y otro caso. Entonces, empecemos. 

2.ANALISIS FISICO 
¿QUE ECUACIONES CUMPLEN LOS CUERPOS EN CAIDA LIBRE?. 

Si llamamos 111 a la masa que genera un cierto campo gravitacional )' m ~ la 
masa de una partícula en caída libre bajo el campo de J'1. El campo gravítacional de m 
es despreciable. Llamemos X(t) = (x1(t),x2(t),x3(t)) 
las coordenadas espaciales (como función del tiempo) í! · 11¡ 

de la partícula, colocando a M (o bien su centro de :/ 
gravedad) en la posición (O, O, O). f, 

Sea r = ¡¡x¡¡ = \/xi+ x~ + x~ y u. = ~ el 1-'1 'J 
vector unitario que determina la posición de la masa 
m (el cual está anclado al orígen). X 

Encontraremos la ecuación de la trayectoria de la partícula 'en caída libre. Por 
la Ley de la Atracción Universal, t.enemm; que: 

F= -GMmü 
r2 

donde G = 1 haciendo una conversión adecuada de unidades, grados a centímetros t. 

t [F•b.J C•p.IJI póg.187 



Así es que tenemos: 

-Mm ..... 
F = --2- t1. 

r 

Por la segunda ley de Newton, también tenemos que: 

de dodndc, 

o bien, como m f O: 

-M d2X 
-;:-2 ü = dt2 ·. 
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Por otro lado, definimos un potencial asociado al campo gravitacional. Sea 
cf>(r) = -:f , que mide la influencia del campo cua!).do 18.·distancia r varía. Calculando 
'V q, ... 

pues, 

entonces, 

ar a / 2 " 2 ... 2x¡ x; 
-=-(vx1+x2+xs)=. .. =-
Bx¡ Bx¡ 2J:d +:c2 + x2 r 11- ~~· s 

~J' ·- '!:{, 

-vcf>=-(~. aq,. aq,)=~Ü(x(x.z,~~) 
8x1 8x2. ax~ ·r2 r2. r2 r2 

._.... . .. 

por tanto, - 'V cf> = :;4lü, con lo que conclufmos ¡h~ it~eleración de la partícula es 
una función gradiente, es decir: '..,, 1 

o bien 

que es lo mismo que: 

-Bcf> = d2x; 
Bx¡ dt2 
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d2x¡ a¡p 
-+--o a12 ax·* • 

Esta es la ecuacicin de la trayectoria de cuida libre de la partícula. Ahorn bien, 
si tenemos varias partículas en caitl11 liLre, ¿qué relacióu guardau entre ellas?. 

Tomemos una trayectoria de caidit ~oY ., Q1' 

/ ~X(') libre, llamándole X(t) = (:r¡(t), x2(t),:rs(t)) ~ .,_ 
y consideramos una variación de ésta =----------------
1' (1, u)= (11J(t,u),¡12(t,u),ys(t,u)) ~ 
cont,uclíl. ~ '-Y(t.,u.) 

Donde para cada u lija 1"(t,u) es ~ 
una trayectoria de caída libre y Y(t,O) 
X(t). 

Como acabamos de ver, cada trayectoria cumple que: 

entonces variando en u: 

que es lo mismo que: 

a2y¡ a¡p 
-
81

:1(t,u)-l ----(t,u) o--cQ con u fija, 
8y; 

a a ay,. a aq, 
-·-·-(t u)+-·-(t u)=O au at at , au 8y¡ , 

intercambiando parcia]Ps y usan<lo 'l11P /!,, = o~;·~ , tr.>!l('ffiQ~: 

a ay; a au, a.p 
-a 2-a (t,u) +-a -a -a (t,u) =o t u y¡ u y¡ 

Si llamamos J;(t, O) = W ( t, O) , que es ver como cambian las trayectorias e~tre 
ellas cuando u varía, entonces la ecuación que queda es: 

a2 a2q, 
-02 J;(t,O)+J;-

0 
=0 coni=l,2,3. 

t Y;2 

donde 8"!8t
2 

J;(t, O) es la aceleración relativa entre las partículas y <J~22_(t, O) es la acele
Y;2 

ración o fuerza gravitacional producida por los efectos tidales. 
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La ecuación anterior, es la relación que rige entre todas las trnyectorias de caidn 
libre, la cunl es la que vamos a comparar con la que saldrá del análisis geométrico. 

Para poder entender ésta, es importante' revisar antes el apéndice geométrico, 
para los conceptos de derivada covariante, variación geodésicll curv11turn Rielllllnnia1rn 
y un teorema de ésta. 

Por las hipótesis 2 y 3 de esta teoría, ahora en lugar de analirnr trayectoria.~ de 
caida libre, anaizaremos geodésicas en una variedad Ji.1. 

3. A!\ALISIS GEOMETRICO 
¿QUE ECUACION CUMPLE UNA VARIACION GEODESICA? 

ANALISIS COMPARATIVO ENTRE LAS ECUACIONES FISICAS Y GEOMETRICAS 
7:JY 

Sea Y: [0,1] x (-c,c)-> Muna va
riación geodésica, es decir, Y(t,u) == Yu(t) 
es geodésica para cada u fija, donde tc[O, 1] 
y ue(-e,e). 

~al 

~ 
~ Entonces, la derivada covariante del 

campo vectorial !!jf es cero, es decir: 

D .c!Xi.1 -0 Vu dt. dt -

que es lo mismo que !}¡ · % = O, cuya variación en u es también cero (ver apéndice, 
definición de curvatura Riemanniana, pnra la idea intuitiva), es decir: 

D D élY 
-·-·-=O. au at at 

Y por el último Teorema del apéndice, sabemos que: 

D D D D ay ay 
- · - ·V - - · - ·V= R(-, -,V) ª" ot at 811 at au 

donde V es un cru:npo vectorial a lo largo de Y, que en el caso que estamos viendo V es 
a Y ar. 
O sea 

D D ay D D ay ay ay ay 
au · at ·m = at · au ·m+R(at'au'ml· 

D D aY R(ªy aY aY) - o entonces dt . (íu • ar + ar foü' ar - . 
y conmutando tenemos: 
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Si llamamos nucva."'!lrntc J(I) e-. ~r (t,O) , c::tc::ccs 

d2 ay ay , 
-d 0 J(t) + R(--:;-,J(t), --:-) ==O 

t • ot iJt 

A esta ecuación se le conoce corno la Ecuación de Jacobi, o mejor dicho, a un 
campo vectoriP.l que satisface la anterior ecuación diferencial se le llama un campo de 
Jacobi. Así es que, ~}i- e·; un campo de .Jacohi;. 

A , d21 1 1 ., 1 . d' . qui, af- es a ace crac1oa re atlva entre goc cs1c¡L' y a1· a Y R( o¡·, J (t), -!JT) es la 
curvatura Riemanniana, la cual es una propiedad intrínseca de la varindad, pues sólo 
depende de los coeficientes métricos y sus derivadas. 

Ahora sí, haciendo el análisis comparativo entre 

a2 a2<P 
-
8 2J;(t,o) 1 J;-a·--- ""o 

t Y,-2 
(1) 

d2 a Y ay 
-d"J(t)+n(-a ,J(t),-a_)=o t· t t 

(2) 

coni=l,2,3. 

El razonamiento en base u las hipótesis es el siguiente. Dado que una variación 
de trayectorias de caída libre equivale a una variación geodésica, que la aceleración entre 

partículas (~1;) es la aceleración relativa entre geodésicas (~J) y que el campo 

gravitacional esá asociado a la curvatura del espacio-tiempo vista como una variedad, 
la ecuación (1) es identificada como Ja ecuación (2) y así establecidas las ecuaciones de 
campo planteadas por Einstein. 

Hay que hacer una observación importante aquí y es que la equivalencia entre 
conceptos físicos y geométricos que teníamos en Relatividad Especial no se tiene aquí. 
En la Teoría Especial, las hipótesis geométricas y al mismo tiempo h'idependientes unas 
de otras. Cada consecuencia en uno de los dos terrenos era sólo dependiente de sus 
hipótesis y a su vez esta misma consecuencia, tenía su equivalente respectiva en el otro 
análisis. De cierta forma el modelo geométrico y el físico eran en aquel ~aso, copias 
independientes una de la otra. Todo eso no pasa aquí. Desde Ja postulación de las 
hipótesis de la Toerfa General, hay relación física y geométrica en ellas. Son hipótesis 
muy fuertes de vinculación (y no de traducción solamente) entre conceptos físicos de la 
naturaleza y conceptos geométricos. 

t [Mil] H pg77. 
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Es importante diferenciar el tipo de relación que se dá entre lo físico y lo 
geométrico, en ambas teorías, para poder comprender el tipo de modelo que trata de 
darse para explicar algo físico. " 

La i;w;titució11 º" unas ecu11ciune~ por olrn.,, muestra también la dependencia 
de los conceptos físicos de los geométricos y biccvcrsn. R.cconocer aquí que el modelo 
matemfico propuesto no es una copia independiente dcL modelo füico, es realmente 
importante, no desprecia el modelo y sí abre muchísimas interrogantes sobre In teoría, 
la cual no es una teoría acabada. Si ni la Teoría Especial lo es, con esa ventaja de 
un modelo más acabado, más lejos aún parece estar la Teoría General. Junto con esta 
observación hecha se abren muchas interrogantes tanto para mí corno JHtra el lector de 
esta tesis. 
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4. APENDICE GEOMETRICO 
ALGO DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 

Este resumen, tiene la finalidad de dar los conceptos no necesariamente conoci
dos por todos los que lleguen a leer esta tesis. Estos conceptos serán muy importantes 
para tener una idea más clara de In part<' Gº<'m<;trirn rlr !:>. R(~!!!.ti\'i¿:\¿ Gcncrn.l. l:st{1 
hecho explicando desde ]R.~ irll'as intuitivAB del !!latcrial, hasta la formRlidad nlicesa
ria. !l'fucha5 demostraciones rnn omitida< y para mayor profundidad del tema, se dii 
bibliografía de consulta. Ernpecbnos con la parte intuitiY11. 

DEFINICION. 

Una variedad diforenciable 1\f d(• dimensión 11 es un subconjunto ,\! e Rn+k 
tal que VpcJ.1, :JU ~ Rn abierto y una función X : U -> Hn+k inyectiva y diferenciable 
0 00 tal que X(U) es una vecindad de p en ]lf y dX9 es no singular VqcU. 

X 

/ 

.. 

A X se la llama una parametrización y a (U, X) una carta de J.f. Intiutivamente 
una variedad Mn es algo localmente corno Rn. 

Tomamos ahora, a: [O, lj -> Mn una curva sobre Mn. 

... 
R 

Consideremos a1(t) el cual sabernos 
que está en el espacio tangente a la varie
dad en el punto a(t) (es decir, a1tTa:(t)M) 

y considc==o~ a:11(t) del cual wlo tiabemos 
que está en Rn+k. Tom?indo la prorccción 
normal de a 11 (t) sobre Ta(t¡Af , denotada 

por a~(t) , definírnosla corno la derivada 
covariante de a1(t) en la dirección de la 
curva a. 

Intuitivamente, si a(t) representa la trayectoria de una partícula moviéndose en 
una variedad mientras transcurre el tiempo tt[O,lj , a1(t) la velocidad de Ja partícula y 
a11 (t) su aceleración, entonces a~(t) representará la aceleración de la partícula dentro 
de la misma variedad, ya que es la derivada de a1 sobre el plano tangente a la variedad. 
aHt) es la aceleración de la partícula vista desde Jo.,f. 
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Esta aceleración puede ser positiva., negativa. o cero. Cuando a:~(t) = oVú[O~ i¡; -
se dice que a: es una curva geodésica de la variedad M. 

Ejemplo l. En la esfera de dimensión dos, las circuniere11ciw, mLxim!lS (ecuadores) 
son las geodésicas de ésta. 

Tomando cualquier tc[O, lJ, a un& 
pararnetrnzación de una circunferencia má
xima y a 1(1) el vector tangente a la curva en 
el punto a:(t), sabernos que a 11 (t) está en la 
dirección al centro de Ju esfera, por lo que 
su proyección al plano tangente a la esfera 
en el punto a( t) es cero. 

El que a:11 (t) esté en dirección del centro de la esfera, es una propiedad de 
las cincunferencias máximas riada más, por tanto cualquier otrn circunferencia no es 
geodésica. 

Ejemplo 2. Si M es el cilindro circular, 
las curvru; geodésicas son las curvas que se 
pueden obtener cortando al cilindro con un 
plano parpendicular al eje de éste, las rec
tas paralelas a dicho eje y todas las hélices. 
Para todas estas curvas d' ( t) es perpendicu
lar al plano tangente en a(t) , por lo que 
a~(t) ==O. 

Intuitavamente, las geodésicas de una variedad son las curvas con aceleración 
cero, o bien lo más "derecha posible" que pude ser nna curva sobre la variedad. 

Para generalizar toda esta idea, obtengamos o:11(t) en términos de algo que la 
muestre como una propiedad intrínseca de la variedad. 

Sea (U, X) la carta de la n-variedad M y a : [O, 1 J --> M una curva. Sea 
u(t) = x-1(a:(t)) , es decir, a:(t) == X(u(t)) con tE[O, 1], 
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entonces: 

n ax " 
a'(t) = L -. (u(t)) · uWJ 

i=l ax, 

jo,1) 

donde X(t) = (x¡(t),. .. ,xn(t)) o bien, X(u(t)) = (x¡(u(t)),. .. ,x11(u(t))). 

y derivando nuevamente tenemos: 

1/ u ax 11 n a2x / / 
a (t) = L - ·ti¡ (t) + L --· u¡(t) · u¡(t) 

i=l Bxk i,j=I Bx¡axj 

Ahora bien, para que o: sea geodésica, nos interesa que su componenete tangen
cial sea cero, o bien sus proyecciones en la base { ~~} del plano tangente sean cero, es 
decir: 

"() ~ (ªx ax¡ ,, ~ ( a2x ax¡ , , Q'.T t = L..J -,-- U¡+ L..J ---,- U¡Uj = Ü 
i=l Bx¡ OXk i,j=l Bx;axj axk 

esto para toda k = l, .. .,n. Si denotamos por g¡¡ =(~·~)(el producto interior 

entre las parciales, base del plano tangente), son éstos los coeficientes métricos y 
están definidos en Ta(t)M. • 

( a2x ax\ Denotemos ahora por rijk = oz;Bx;, crx¡; /' Observemos que: 

ag;¡ ( a2x ax¡ (ªx a2x ) -- -- - + - -- =r·k·+r·1.:· axk - Bx;Bxk' axj ax¡' Bx¡Bxk 1 1 3 ., 

y como rikj = r jki por la conmutatividad del producto escalar, entonces, rikj = ! . * 
Así que: 
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11( l .;:.._ 11( l 1 .;:.._ ag;¡ , ( l , ( l Ct t := ¿_, 9ik • U¡ t -J- - ¿_, -. • U¡ ( • Uj t 
i=l 2 i,j=l axk 

Por tanto, a].(t) ha quedado en términos de los coeficientes métricos g¡¡ y su 
derivadas, con Jo cual o~(t) es una propiedad intrímcca de la variedad. 

Para continuar generalizando esta propiedad de "aceleración vista desde la varie
dad" e ir obteniendo el importante concepto de curvatura, veamos algunas definiciones. 

DEI<INICION 

Un campo vactorial V en una variedad diferencia ble ,\1, es una corrcspondccia 
tal que V(p)cTpM \fpcM. 

DEFINICION 

Un campo vectorial a lo largo de una curva a es un campo vectorial tal 
que 1'(a(t))cT0 (t)M Va(t)cM . 

Observemos aquí que 1' puede no ser el campo vectorial a 1(t). 

DEFINICION 

La derivada covariante del campo Y en la dirección d~ o 1(t) es 1'f (t) 

Da'(t)V = ~t(t). 
Es la proyección de In derivada direccional usual, en el plano Tcr(t¡Af . 

DEFINICION 

Un campo vectorial V a lo largo de a es paralelo si Da'(t)V =O Vtc[O,l]. 

DEFINICION 

Una curva a es geodésica si el campo vectorial a1(t) a lo largo de a es paralelo, 
d • D da _ O b' D da _ O es ec1r, a'(t) (l[ - , o ren rJi (l[ - . 

DEFINICION. 

Sea vcTpJ.f , a una curva tal que a(O) = p . V un campo vectorial paralelo a lo 
largo de a tal que V(p) = v, se dice que es el transporte paralelo de v a lo largo de 
a. 

Encontrando la fórmula en general, si V(t) = Y(a(t)) : 

- n ax 
Y(t) =E a¡(t) ax¡ y a(t) = X(u(t)) 
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entonces 

es decir, 

-, ~ , ax ;..., a2x , 
V (t) = ¿, a¡(t)a-: + ¿_, a;(t) a-:a-:u;(t) 

i x, i=l x, x, 

-, "~ , ¡ax ax) :-.. ¡ a2x ax)'() \'r(t) = ¿, a¡(t)\--' --- + ~ a¡(t)\-~----, -- uj t 
i=l a:r¡ ax k ij,-l üx¡c')xj iJx;-

Y es el campo vectorial paralelo a lo largo de o. si 

n n 

VT(t) == L a;(t)g¡k(o.(t)) + ¿ a¡(t)r¡,.k{o.(tJH(tJ =O 
i=J i,i~cJ 

y Y es el transporte paralelo de v(t) == (a 1(t), ... ,an(t)) con v(t)ETa(t)M. 

Una observación importante es que tanto las geodésicas corno el transporte pa
ralelo quedan determinados por los coeficientes métricos flij• es decir, sólo dependen de 
la métrica definida en el plano tangente. Hay un teorema fácil de probar que afirma que 
una isometría manda geodésicas en geodésicas y campos paralelos en campos paralelos 
t 

Con todo lo anterior podemos ver más claramente las geodésicas del cilindro 
circular. Como el cilindro sin un generador es isomorfo al plano y el "endcresarlo'' es 
una isometría, entonces todas las geodésicas en el plano que pasan por un punto p (haz 
de rectas) irán a dar a geodésicas en el cilindro. Así es que son las rectas paralelas al 
eje del cilindro, las circunferencias que se obtienen al cortar al cilindro con los planos 
perpendiculares al eje y las hélices que son las demás rectas. 

Nuestra siguiente meta será medir que tanto una n-\·ariedad deja de ser isomé
trica a un abierto en Rn. 

Esto por supuesto tiene que ver con qué tanto se curva dicha variedad. Una 
manera de ír resolviendo esto, es medir que tanto deja de ser geodésica cundo ésta se 
traslade en una determinada dirección. Este trasladar o empujar, lo haremos en forma 

t (Rey] Tésio Profc•ione.J pg.12 
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paralela, ya que en el plano al trasladar una recta a una paralela sigue siendo geodésica. 
Más generalmente dicho, dado un campo vectorial paralelo a lo largo d una curva a y 
"empujarlo" en una cierta dirección, que tánto d'eja de ser parnlelo (un caso particular 
importante será si el ce.ropo es a1(t)). 

Sea 1\1 una 11-variedad diferendahle, p€Af, wT,.M y 11 : [O, 1] -"• .~f b úr;ic:i 
gcodésicn tal qur> o(O) = p y a:1(0) ·"e t' 1 y sen wETpAL Ser, 1' un c11rnpo vectorial 
paralelo a lo largo de a: tal que l'(p) ~ w y V(t) = V(t) 

Consideremos para cada 1, la geodésica /)1 : [O, 1) --• M, tJ1(s) tal que tJi(O) = o.(t) 
y ¡Jf{O) = V(t) (ver dibujo). Definimos 

dada por: 

I:: [0,1] x [ü,lj -+ Tl11(= LJ TpM) 
p<M 

l::(t, s) = f3i(s) 

1:: es diferenciable y sólo depende de v y w. 

Las curvas :E(t, so) con so fijo son las trasladadas de a y queremos saber si son 
geodésicas o no, entonces debemos calcular la derivada covariante de'~f (t, so) , es decir, 

fi ( ~(t, so)) y nos interesa su variación al mover s en [O, 1) , entonces nos fijamos} en 

D (D (8E(O oJ)) as at at ' 
Aquí, v está jugando un doble papel. Así es que hagamos lo anterior des

doblándolo: 

t cuya ex.blenda y unicidad ea un t'orema. (IDoeJ Geomelrfa Rlfma.nniana) 
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SeM vi, v2 1 wcTpl\1. Consideremos n : ¡o, 1 J _, lif h1 geodésica tal que n(O) = p 

y n1(0) =vi. 

Sea ir un campo vectorinl p1mrnle!o e lo Ía~¡;o de u tal que ~·(o)= v2 y 11' otro 
campo vectorial parnlclo de a con IV(O) = w. 

Sen E: ¡o, 1) x ¡0,1] -• 1\f tal que E(t,,,) ""¡31(s), donde f3t(s) es la geodésica 
tal que .Bt(O) = o:(t) y Pi(O) = li'(t). 

Observemos el dibujo para entender la idea: 

Sea Vt el campo paralelo a lo largo de .Bi(s) tal que Vi(O) = Í'(t). Y también 
definimos: 

V: [O,lj x !O,lj _, TM 

tal que V(t,.s) = V¡(.s), la cual resulta diferenciable. 

Queremos ver qué tanto la curva E(t, so) nPjR de ~~!' geodésica, es decir, qué 
tanto el campo F deja de ser paralelo al restringirse a la curva E(t, so). Para eso, 

observémos la derivada covariante f¡ V y veámos su variación de w al pasar por p = n(O), 
es decir, j..~V(O,O) nos mide qué tanto la geodésica por p con dirección v1 deja de 
ser geodésica al empujarla en la direccción w, o más generalmente "!:1icho, qué tanto al 
empujar la geodésica o: en la dirección w un campo paralelo deja de serlo. 

DEFINICION. 

tal que Rp(v1,v2,w) = j.ftv(O,O). A esta función la llamamos curvatura Riema
nniana de 1\f en p. 
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Si Rp(v1,v2,w) =O \fv¡ 1 v2 1 wtTpJ.J y Vp en una vecindad V en /\f, entonces 
el campo V(t,So) es paralelo a lo largo de la curva E(t,so) , para cualquier campo 
vectorial V. Por tanto, I:(t, so) es geodésica Vs~. Es decir, al empujar la geodésica o 
en cualquier dirección sigue 5icndo geodésica, lo cual habla de una isornetría de V con 
un abierto de r¡n. 

Ha5ta aquí, ya hemos desarrollado y generalizado mucha5 ideas y conceptos n_nP 
usaremos para intentar explicar la parte geométrica de la Teoría de la Relatividad, sin 
cn1h<Lrgo va1u~l!, n gentralizar aú11 nH~!'.l, pri11cipalmcnt< 1 el concC'pto de deriYada cova
riante, para formalizar a su \'CZ el coucepto de curvatura Riemanniana y así creando 
conceptos que por su gencrnlidad resultan miís fuertes e importantes en las nrntenuí.ticas 
y en su uso. 

DEFINICION. 

Una métrica Ricmanniana de una 11-variedad 111 es una nsignación 9p de un 
producto interior ·al plano tangente de /\1 en ¡¡, definido así: 

Para una carta (U, X) de /\{, basta definir gp para la hase { ~} de Tp.!11 , es 

decir, definimos 

( ax ax) g .. - - -
•J -· ax·' Bx · 

• J 

evaluado en el punto¡¡, los cuales son llamados coeficientes métricos en (u,X). 

DEFINICION. 

Una variedad Riemanniana es 
una variedad con una métrica Riemanniana. 

DEFINICION. 

Si gp =< v, v >= O , con v no ne
cesariamente el vector O, entonces a gp se le 
llama semimétrica Riemanniana y a una 
variedad con una semimétrica se le llama 
variedad scmiriemanniana. 

PROPOSICION. 

Toda vaxiedad difcrcnciahle es una variedad Riemanniana. 

Para la demostración, ver [Doc], cap. O, proposición 5.4. 
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DEFINICION. 

x(M) es el es el conjunto de campos vectoriales definidos sobre lvf . .. 
Ahora con esto, gencrnlizemos el concepto de dcri\·ada covariantc, de transporte 

paralelo y de geodésica. 

DEFINICION. 

Una conexión afín en A1 es una función real bilincal 

\7: x(M) x x(M) _, x(M) 

definida corno 'V(V, W) = \7¡1 IV y que satisface las siguientes propiedades: 

i) \7 fV+gwZ = fVvZ + gV'wZ 

ii) Vv(W + Z) = V¡rW + V¡rZ 

iii} \i'v(!W) = fVvW + V(f)W. 

donde V, Wfx(M) y f,gcG 00 (M). 

PROPOSICION. 

\lvW(p) sólo depende de V(p) y del valor de W a lo largo de una curva o: 
adaptada a V(p). 

Demostración: 

Sea (U,X) una carta de A1 en torno a ¡i, con X= (x1, .. .,xn)· Escribiendo los 
campos V y W en componentes de las parciales 

timemos que: 

ax n n 
-
8 

. =X¡, V = L x¡X¡yW = L y¡X¡, 
x, i=I j=I 

\7vW = f:, x¡(Vx¡( f:, y¡X;)) 
t=l 3=I 

t x¡y¡'V X; (X¡) + t x¡X¡(y¡)X¡. 
if=I ij=l 

n 

Haciendo \7 X¡X¡ = L I'f¡X1;, 
k=I 

es decir, V x,.Xi en coordenadas respecto a las parciales X1;, concluímos que rr; son 
funciones diferenciales, llamados símbolos de Christoffel, entonces 
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VvW = t ( t x¡y¡rj; +X(v.tJ)x~ 
k=l i,;=l 

en donde fil' muestra que V'¡:W(p) solo depende de x¡(p),Yk(P) y de las derivadB.'l 
X(Yk)(p). 

DEFINICION. 

La derivada covariante del campo V a lo largo de la curva a: [O, l] --> 111 está 
definida por: 

D 
-V=V •¡¡V at ª t 

para algún VEx(lÍ1), tal que i'(t) = V(a(t)). 

DEFINICION. 

Un campo vectorial V a lo largo de una curva a es paralelo a lo largo de a si 
~V= O Vtt[O, lj. 

PROPOSICION. 

Sea a : [O, l] --+ A:! una curva diferenciable en 111 y voeTn(tu)M ~ara al~ún 
toe[ O, 1] , entonces existe un único campo paralelo a lo largo de a tal que V (to) = vo. 
En tal caso a V se le llama transporte paralelo de vo a lo largo de a. 

Para la demostra.ci6n ver [Doc] Cap II prop.2.6. 

DEFINICION 

Una curva n : [O, 1] --+ Mes una geodésica si lft'!ír = O. 

DEFINICION. -' 
Una cone.'Ción afín en una variedad Riemanniana M, se dice que es compatible 

con la mértica <,>si Vtt[O, 1] y W, W, ZEX(M) sucede que ' 

V< w,z >=< V'vW,Z > + < w, V'vZ >. 

Es decir, que podemos caracterizar el producto interno por la "regla del producto usual". 

o 
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DEFINICION. 

Sí V, W lX(M) , definimos el paréntesis de Poisson como [V, W) 
WV EX(M). 

DEFINICION. 

Una conexión afín \7 se dice que es simétrica, si 

\IV, Wcx(M), [F, WJ = "VvW ·- vwl'. 

VW-

Se prueba que dad un aYaricdacl Tiiemanniana ,u , existe una ímica conexión 
afín v en Af que es i;imétrica y compatible con la métrica, a la cual llamaremos la 
conc..xión Rícmanníana de 1.1. 

Ahora, también generalicemos el concepto de cun·atura. 

DEFINICION. 

La curvatura Ricmanniana R de una variedad Rícmanniana .,1 es la aplí-
cacíón 

R : x(M) X x(M) X x(M) -+ x(l\I) 

dada por: 

R(Z, W, i') =· Y'w\7 zV -· v z'V'wl' + "i7¡z,w¡" 

donde V es la conexión Ricmanniana de 1\1. 

Se puede demostrar no muy facílmente que esta definición de curvatura Rie
manniana y la que obtuvimos anteriormente, coinciden. Para esto, veámos el último 
teorema de este apéncice del cual será corolario. 

DEFINICION. 

Una superficie parametrh;ada en una variedad díferenciable M, es una apli
cación f : A ~ R2 -+ M diferencíable en A ~ U abierto. 

DEFINICION. 

Sea l1 lx(M) y f: A<;;; R2 -+ 1\1. Un campo de vectores a lo largo de f 
es un aaplicacíón tal que a cada qlA le asocia un vector V (q)ET¡¡p¡M tal que V o f es 
diferencia ble. 
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DEFINICION. 

Si V,Wcx(M) 
WV iX(M). 

DEFINICION. 

, definimos el paréntesis de Poisson corno [V, W] = VW -.. 

Una co11exi6n afín V' se dice que es simétrica, si 

Se prueba que dad un a\•ariedad Ricmanniana Jo.f , <'xist.e una única conexión 
afín V' en Jo.f que es simétrirn y compatible con la métrica, a la cual llamaremos la 
conexión Riemanniana de Jo.f. 

Ahora, también generalicemos el concepto de curvatura. 

DEFINJCION. 

La curvatura Riemanniana R de una variedad Riemanniana Jo.f es la apli-
cación 

R: x(M) X x(M) X x(M) _, x(M) 

dada por: 

R.(Z, W, V)= Y'w\7 zV - V' z\lwl' + Y'¡z,11'11' 

donde Y' es la conexión Riemanniana de J..f. 

Se puede demostrar no muy facilmente que esta definición de curvatura Rie
manniana y la que obtuvimos anteriormente, coinciden. Para esto, veámos el último 
teorema de este apéncice del cual será corolario. 

DEFINICION. 

Una superficie paramctrizada en una variedad diforencia1lc Af, e;; una avli
cación f : A ~ R2 --> M diferenciable en A ~ U abierto. 

DEFINICION. 

Sea Vcx(M) y f: A~ R2 --+ J..f. Un campo de vectores a lo largo de f 
es un aaplicación tal que a cada qcA le a.socia un vector V(q)iT¡(p)M tal que V o fes 
diferenciable. 
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TEOREMA. 

Sea f : A ~ R2 -> J.,[ una superficie paramctrizada y llamémosle (t, s) a las 
coordenadas en R2• Sen V = V ( t, s) un campo de vectores a lo largo de f. Denotemos 

~ = df ( ft) Y M = df ( j,) , entonces, 

R ( ~~, ~~,V) = ~~V - ~ ~V. 

Demostración: 

Sea (U,X) un sistema local de coordenadas alrededor de pc!IJ y sea V(t,s) = 

I:?=I v¡X¡ donde 11¡ = v¡(t,s) y X¡=~-~. 

Entonces, calculemos primero fj¡ fJ. V. 

D D ( n ) -V=-;-- L v¡X¡ 
as as i=l 

" D n av· 
= :l.:v¡-X¡+ :l.:-'X¡ 

i=-1 as i=l as 

entonces, 

D D n D D "av· D 
--V= L v¡--X¡ + L -~-X¡ 
at as i=J at os i=I ot as 

n ., D " a2 '\' ov¡ xr ' ,, t•¡ ' + ¿__., -- i-,- L.. --X¡ 
i=l as at i=l atas 

Analogamente: 

y restando 

D D " D D n ov·D 
-;;--;;-V=), Vj-;;--;;-X; + L ~-;:;-X,. 
as at i=l as as i=l ds at 

~ av, Dx ~ a2v;x +L., -- ·+L., - . 
i=l at as • i=l asat 

1 

D E-v- D DV= f>·(D DX·- D D x·). 
as at at as i=l • as at ' atas ' 

Calculemos ahora f.~X¡. 

Pongamos f(s,t) = (y¡(s,t),. . .,yn(s,t)) , pues f: R2 -> M ~ Rn. Entonces, 
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a¡ __ ,!!.. av;X· a¡ ~ avkx 
¡_, ' Y -a F ~ -a k· at ;=1 at s k=l s 

Así iencmrn;: 

DX¡=\7a¡X;=\7( )X¡ at "Et ~~ ~X· 
i--¡=I di J 

que por las propiedades de la conexión afín es igual a: 

entonces 

que es lo mismo que 

De donde 

n ay· 
E -f "11x,.x; 
;=1 t 

D D • D ( ~ ay¡ • ) ---.X·:::-: - J -\7v.X· 
as üt 1 as :--' at ·"'-; 1 

J=l 

(
DD DD) , 
as at - at as X¡ = 

. Lk~i 8:ti 8;: ( \7 xk \7 xi X; - \7 X; \7 x,X;) = 
), -

~ av;aykR(X· X X·) 
. L., at as J' ki ' 

3,k=l 

(pues [X¡,X¡J = X¡Xk -XkXj =O y usando la definición de curvatura Riemanniana). 

Por tanto: 
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D D , D D n c!yj oy¡. . , , , 
--1 - -;-tasy = ¿:; v¡--·R(.Y;',.Xki.X¡) 
as Ot u iJ,k=l at -Os 

-· R ( \.!!.... O!J¡ V \.!!.... OYk ~' ~ X ) - L, -A. L, --Ak L, V· • 
jool at )' k=J as ., i=l l l 

= R(ªf a¡ v) . 
as' a1' 

(usando lns propiedades de Curvatura Ricmanniana [Docj), con lo cual queda probado 
el Teorema y terminado el apéndice. 
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