UNIVERSIDAD NACIONAL
AUTONOMA DE MEXICO

TFacultad de Ciencias

ASPECTOS GEOMETRICOS DE
LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD
ESPECIAL

TESIS

Que para obtener el titulo de:
MATEMATICO
PRESENTA:

Diana Maya Padilla

1989

)



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE

CAPITULO 1

ALGUNOS ELEMENTOS HISTORICOS E INTUITIVOS DE LA TEORIA.

1. ;Cudles fenémenos se le presentan a la mecénica
clisica que no puede explicar y que dan origen a
la Teoria Especial de al Relatividad?

2, Surgimiento del Principio de Relatividad

3. Dos eventos simultdncos en un sistema inercial de
referencia, jlo son para cuzlquier otro?

4. +Es. el tiempo un concepto relativo?

CAPITULO 11
ANALISIS FISICO DE LA TEORIA.

1. ;,Cémo hallar el lugar y el tiempo en el andén
conociéndolos en el tren?

a) Desde el punto de vista de la mecdnica cldsica
{Ecuaciones de¢ Galileo).

b) Desde el punto de vista de la Relatividad Especial
(Transformacién de Lorentz)

2. Consecuencias de la Transformacién de Lorentz.
a) Relatividad de la Simultaneidad
b) Retraso ¢l tiempo
c) Contraccién de longitudes
d) Reduccién de volumen ,
e} Suma de velocidades

3. (Cudles son las hipétesis del andlisis fisico?

10
13

27

35
35
36
37

3T
39



CAPITULO 111

.ANALISIS GECMETRICO DE LA TEORIA

” o
Qué geometria explica las ecuaciones de Galileo?

a) Plano semicuclideo

b) Espacio-tiempo semieuclideo .
;Qué geometrin explicn la Transformucién de Lorentz?

a) Plano seudocuclideo '

b) Espacio-ticmpo scudocuclideo

¢) Relatividad de la simultaneidad

d) Retraso del tiempo

e) Contraccidn de longitudes
Algo mis de geometria seudoeuclidea

a) Paradoja de los gemelos

b) Orden temporal y causalidad
;Cudles son lus hipdtesis del andalisis geométrico?
Equivalencia entre lus hipdtesis {isicas y las
geométricas

CAPITULO IV
UN POCO DE RELATIVIDAD GENERAL

1.

;Cudles son las hipdtesis fisico-geométricus de la
Teor{a General de Relatividad?

Qué ecuaciones cumplen los cuerpos en caida libre?.
Analisis fisico.

;. Qué ecuaciones cumple una variacién geodésica?,
Andlisis geométrico. Andlisis comparativo con las
ecuaciones fisicas.

Apéndice geométrico, Alge de Goenmetria Riemannidna,

42
55

60
65
68
71

74
76
80

80

84

85

o8
100



INTRODUCCION

Para entender un poco més el aspecto geoméirico de la Relatividad Especial
planteado en este trabajo, lo he dividido en cuatro capitulos que hasta cierto grado son
independientes entre si. En los tres primeros, la independencia consiste en partir de
hipdtesie distintas pora Hegar n lae miemas conclueiones,

En el Capitulo 1 se dan algunos datos histonicos para poder tener una idea de
como fué e} surgimiento de esta teorfa fisica, los probleinas a los que s¢ enfrentd en
¢l problema, como os ¢l
iento de conceptos como el

aquella época, algunas formas distintas de infentar resoly
caso de la suposicién del efer por un lado v el cuctionam
ticmpo por otro. Con la intencidn de familiarizarnos con las ideas poco cotidianas

de retraso del tiempo, contraceidn de longitudes v otras, he desarrolindo un poco los
razonamicntos de estas, valiendome de esos experimentos mentales con el aril “wren
de Einstein”. Sin embargo, no pretendo gue de ellos se deduzean estas caracteristicas
fisicas, porque descansarfan en argumenios muy débiles como nuesira imaginacion. La
idea de mostrar estos experimentos es como ya dije,la presentacion de varios conceptos
que romperén con toda seguridad fijaciones hechas anteriorinente aceraca del tiempo v
le distancia.

Mucho miés precisos v fuertes son los argumentos que en el capitulo I se dédn
al desarrollar de una manera axiomidtica ¢l aspecto fisico de la Teoria Especial de
Relatividad. La formalizacién del sistema de referencia, el establecimiento de las hi-
potesis fisicas & partir de lus cuales se dednce la Transformacidn de Lerentz v con elln
el retraso del tiempo, la contraccién de longitudes ¥y una nuevs suma de velocidades,
son muestra de esta aximatizacion. La comparacidn con las ecuaciones de Galileo, que
surgen de suponer el tiempo absoluto y la recopuracién de éstas por medio de un andlisis
de la Transformacién de Lorentz con velocidades bajas, muestran por otro lado como
el surgimiento de una teorfa como la Relatividad Especial no se contrapone & la fisica
cldsics, como pudiera parecer en un principio, sino mas bien la penerulize.

Con toda una nueva concepcién del espacio-tiempo fisico, se pueden responder
varias de las interrogantes abiertas que en Ja historia se presentaron en la fisica clésica
¥y que se mencionan en el primer capitulo, pero sl mismo tiempo, se abren muchas
acerca de toda la trascendencia de la nueva concepcién sobre muchos conceptos fisicos
v evidentemente una polémica folosdfica con ello. No es la intencién de este trabajo
wnte menciano algnnas ensps coma el andlisis del pasado v

:r todo esto,
el futuro de un suceso, algunas observaciones filoséficas de la Transformacién de Lorentz,
para contrargumentar la idea de que “todo es relativo”, aunque es ya al final del Capitulo
III cvando se desarrolla esto, usando usando la herramienta geométrica de ese mismo

capitulo.

Como st volviéramos 2 empeozar la tesis y ne huhidramos hablado de fiziea,
esta tercera parte es el analisis puramente matemdtico de dos geometrias en el plano.
Definiendo métricas de una u otra forma, se crean planos distintos donde las circunfe-
rencias, 4ngulos, cambios de base y las leyes como la desigualdad del tridangulo, resuslian
ser algo distinto a lo euclideanamente conocido. En uno de los planos creados, el se-
mieucieo, las transformaciones de cambio de base, son las ecuaciones de Galileo, cuando
el espacio bidimensional es ¢l espacio-tiempo y varias leyes de la mecdnica cldsica son
caracteristica de esta geometria. Asien el plano seudocuclideo, los cambios de base son

Al



la Transformacién de Lorentz, la Relatividad de la Simultancidad, Retraso del tiemnpo y
Contraccién de longitudes son consecuencias geométricas de haber definido la distuncia
de una de las tres posibilidades en el plano. Es decir, geometricamente s¢ obtienen
todas las caracteristicas {isicas de la Relatividad Especizl independientenente de si el
tiempo es relativo o no, de si son correctos o ificorrectos los experimentos con el tren
de Einstein y de si cxite o no el eter.

Si bien por un lado en forma independiente la geometria seudocuclidea explica
la nueva teoria, por otro hay una equivalencia muy fuerte entre el aspecto fisico y el
geométrico y cs al establecer las hipdtesis geométricas y la equivalencia con las fisicas.
Asila homogencidad ¢ isotropia del espacio-tiempo es linealidad de los cambios de base,
la relatividad del tiempo es la invarizncia méirica scudoeuclidea y el caracter absoluto
de éste, es la invariancia semicuclidea.

Estos tres primeros capitulos no requicren el conocimicnto de cosus muy pro-
fundas en matematicas ni fisica, por lo que creo que pueden ser entendidos por muchos
estudiantes de matemdticas o dreas afines. No es muy complicado y sf muy interesante
en la linea intredisiplinaria. Para los que como yo estudiamos mateméticas. la dificultad
quizds esté en que el material fisico es muy nuevo.

Aunque el centro de esta tesis es la Relatividad Especial, el capitulo IV d4 un
poco de Relatividad General. Un acercamiento al planteainiento de las hipdtesis de la
teoria que a diferencia de lo anterior, parecen no ser puramente geomdétricas ni fisicas sino
mezcladas. El andlisis fisico de trayectorias de caida libre por un lado y de variacién
geodésica por otro, la sustitucién de unas ecuaciones por otras y no su equivalencia,
presuponen csas hipdtesis y al parecer ni el método axiomético ni el modelo matemitico,
perecen ser tan claros y fuertes cowo lo son en Relatividad Especial.

Esta parte del trabajo, ¢l presupone un poco mas de conocimientos geométricos,
en particular de Geometria Riemanniana. Para facilitar un poco esto, un apéndice
geométrico ha sido incliido al final y referida bibliografia suficiente. !



CAPITULO I

-

ALGUNOS ELEMENTOS HISTORICOS EINTUITIVOS DE LA TEORIA

1. ;CUALES FENOMENOS SE LE PRESENTAN A LA MECANICA
CLASICA QUE NO PUEDE EXPLICAR Y QUE DAN ORIGEN A
LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD?.

Para comprender bien por qué la fisica cldsica no pudo resolverlos, mencionare-
mos algunos experimentos v teorfas que sustentaban a la mecdnica cldsica a finales del
siglo XIX ( hasta 1880 aproximadamente ). En realidad, sélo mencionareinos algunos
aspectos de ésta, que hagan comprender cual cra la idea que se tenfa sobre espacio,
tiempo, movimiento, Juz, etc.

Desde finzles del siglo XVII, el espacio fisico fué pensado por Isauc Newton como
un recipiente vacio en donde estd distribuida toda la materia y aunque esta cs movible
y siempre cambiante, el espacio fisico era inalterable, no acotado, infinito y explicado
por la geometria desarroilada hasta entonces, que era la Euclidiana tridimensional,

En el irabajo de Isaac Newton PRINCIPIA MATEMATICA de 1687 establece
las 3 leyes que rigen el movimiento de todos los cuerpos, las cuales son ¢l sustento de la
Mecdnica Cldsica. Estas leyes son:

1% La ley de Inercia.- todo cuerpo permanece en su estado .
de reposo o de movimiento rectilineo uniforme mientras
no sea perturbado por alguna fuerza externa.

2% La aceleracién de un objeto es propercional a la fuerza
que actiia sobre éste y estd en direccién en la que la fuerza
actda.

39 Para czda accién huy una reaccién de igual magnitud
v en sentido contrario.

Estas leyes, el checar con los experimentos realizados hasta entonces, el confir-
mar muchos resultados, hizo que atin dos siglos después fuera efectivimente la mecénica
clésica la que explicara el mundo fisico. No habia razones para dudar de esta concepcién
del mundo newtoniano. ‘

Otros elementos historicos importantes son los referentes a la luz. En 1849, se
pudo calcular que la velocidad de la luz en el vacio es de 298,055 km/seg.

Ln 1864, James C. Maxwell, realiza unos experimentos que muestran que la
luz es una onda electromagnética cuya velocidad no depende de la fuente. Luego, en
tanto que onda v en consecuenciz con las tearias fisicas existentes en la época, debiera
existir un medio en el cual la luz (la onda electromagnética) se propagase al ir de un
punto & otro. Pero no sélo eso, la luz no cumplia con el Principio de la Relatividad del
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Movimiento establecido por Galileo Gualilei, el cual afirmaba que ¢l movimiento de los
cuerpos en todos los sistemas de referencia que se desplazan unos respecto a otros de
manera rectilinea y uniforme, esté regido por lag mismas leyes.

Este principio habia sido probado con muchos experimentos y la luz parecia no
cumplirlo, porque su velocidad ¢ era constante en ese hipotético medio. Sien un marco
de referencin que se movin en linea rectn con velocidad constante o «e lanzaba un ravo
de luz en la direccién de! movimiento de dicho mareo, entonces el rayo viajarin a la
velocidad v+ ¢y si fuera en sentido contrario a la del marco, viajaria 2 una velocidad
¢-v, o sca, que tendria distintas velocidades en distintas direcciones, algo que no pasaba
en un marco de referencia en reposo. Con o cual no se camplia dichio Principio de

Relatividad.

El medio necesario para la propagacién de Ja luz se supuso v se le did el nombre
de eter. Se definid el reposo absoluto en donde la velocidad de la luz.era ¢ en cuslguier
dircecidén y movimiento absoluto si no ocurria eso.

Como los experimentos mostraron, la luz parecia viajar en todas partes, el eter
debia llenar todo el espucio, la materia v €] vacio,entonces ese debia ser €l espacio fisico
concebido por Newton, el reposo absoluto ¢ inmutable, provisto de ese modelo mecdnico
newtoniano que se describia con la geometria Euclidiana ¥ que ahora ademds debia ser
¢l medio en donde la luz viajara con velocidad constante en cualquier direccién.

La suposicion de este gran eter y no la prueba de su existencia, ¢l nunca haber
percibido nada de él y ¢l no solucionar realmente la contradiceién con ¢l Principio
de ia Relatividad del Movimiento, dejé una sensacion de intriga ante si era correcto
o no suponerlo. Fué en 1881 { casi veinte afios después ) cuando Michelson y Morley
discfiaron un experimento queriendo probar Ia existencia del eter rmediante la deteceién
del movimiento de la Tierra con respecto a él, es decir, si ¢s que existia el eter , cdmo
ésta se movin (de acuerdo & lo mostrado por Kepler), debia detectarse este movimiento
con respecto al eter .

Antes de poder describir el experimento, veamos los razonamientos que los levé
al disefio de dicho experimento.

Si quisicramos detectar el movimiento de la Tierra con respecto al efer |, es lo
mismo que detectar el movimiento de éste respecto a la Tierra, o sea, se podria detectar
un viento de eter . En ese caso, podriamos imaginar dicho efer en movimiento, como
un rio con velocidad v v a la Tierra como una estaca fija a su orilla. Observemos que
el tiempo que toma remar de ida y vuelts, en cada direccidn es distinto. Veamos:

Si una lancha es colocada junto a la estaca, la corriente del rio la arrastrard
con velocidad v, en la direccién de la corriente. Pero si zhora un hombre que rema
con una velocidad w sobre agua en reposo w > v, es llevado a ese rio para que reme
en sentido contrario al de la corriente, hasta que logre recorrer una distancia de un
kilémetro, entonces llevard una velocidad de w - v ( es decir, la velocidad resultante es
la diferencia entre las velocidades, esto era muy claro en la mecdnica clasica ), asi pues

el tiempo que tarda en hacer ese recorrido es 2 .

Ahora si de este punto 2l que legé, se regresa y continua remando, ahora a
la velocidad w + v (pues es la velocidad resultante cuando rema en el sentido de la



3.

corriente), el tiempo requerido para llegar nuevamente & la estaca es ;ﬁ—v .Entonces el

tiempo total de viaje de ida y vuelta, a favor y en contra a la corriente es:
L4

S
1 = +
w-v wv
que después de algunas operaciones queds cono: .
2
v
(1 —
w(l = =)

Y si aliora se quiere remar 1 ki en una direccién perpendicular a la de la co-
rriente del rio, se debe inclinar la lancha para que la direccidn resultante con la de la
corriente sea efectivamente la perpendicular. Asi es que si w es la velocidad con la que
puede el hombre remar y vla del rio_gnton-
ces la velocidad resultante es viwZ — ve, En
efecto, esto es asl pues usando el Teorema |
de Pitdgoras y segin la nomenclatura de la -
figura, se tiene que la didtancia resusltante ¥
recorrida es t\/_z—:? Y por tanto, la ve-
locldad con la que se efectiia ¢l recorrido es
=Vl -t g

S kg

Luego, el tiemph ocupado para viziar 1k, en direccion ortogonal a Ja del rio con
esta velocidad es »7»5 s, De Tegreso el caso es andlogo. Habrd que inclinar la lancha un
poco contra corriente, dc tal forma que la direccién resultante sea la ortogonal a la del
rio. La velocidad resultante sera igual a v/w? — v?, por las mismas razones, entonces
el tiempo requerido sera también - Por tanto el tiempo de ida y regreso en

direccion ortogonal & la del rio serd:

2 2
tg = = = 2 .

N =N

we

Ahora comparemos Iy y i9. Como la velocidad del remado w es mayor que la

que lleva el ric v, entonces 1 > £, {w # 0}, de doude 1> 7 Y como ——r; > 0, pues

v, RO Son cero, entonces —L';f 0, por tanto 1~% < 1. Por otro lado, como v < w,
entonces~7<1y “" > 1, porloque—a >0. Portanto 0<1- - < 1,
De aquf tenemos que:
2
- i’?‘: >1 —‘—7 entonces
1
u < 1— '-: y
- w?

S —~2.- . de donde resulta que tg < t3.

s <
v _t
w\/ -5 1-3




Esto quiere decir que el tiempo requerido para remar de ida y regreso en di-
reccidn del rio es mayor al requerido en una direccién ortogonal, atin cuando la distancia
recorrida sea la misma. *

Si el rio simula el movimiento de la Tierra cn el eter y ya que este supuesto
eter o5 ¢l medio de propegacidn de la luz, wlgo purecido deberiz pasar si se envia
un rayo de luz de ida y de regreso en la direceidn del movimiento de la Tierra en ol
eter y otro en una direccidn ortogonal. Es decir, deberia detectarse una diferencia de
tiemnpo de recorrido. Entonces, Michelson y Morley disenaron un aparato que llamaron
interferémetro y que consistia en una serie

de espejos puestos de manera que un rayo NG c\&)o ¢
emitido de una fuente luminosa se dividia // plung\

v cra enviado en dos direcciones al mismo / i" eristal N\
tiempo. Esto se hizo mediante un espejo /

cuya cara cstabz cubierta de una delgada

capa semiplateada, para permitir que parte {"ﬁf‘i‘fmm /J/7

del rayo lo atravesara y llegara al espejo 1 y 2

el resto se reflejara en angulo recto hacia el L& espe 1"
espejo 2. Los espejos 1y 2 reflejaban luego eer)
los rayos de luz al espejo semiplateado y allf /
nuevamente los rayos eran partidos. Una /
parte del rayo que llegaba del espejo I, se \ ﬂ hmo?‘o

reunia con una parte del rayo que llegaha \

del espejo 2 y se dirigfan a un telescopio de S 'ﬂewc(em

observacién.

Como el rayo que iba al espejo 1, tenfa que atravesar tres veces ¢l espesor del
vidrio situado detrds de la cara reflectora del espejo semiplateado, una placa trans'pa-
rente de igual espesor fué colocada entre los espejos semiplateado y el 2 para interceptar
el rayo que iba al espejo 2 y compensar asi ese retardamicnte. Este aparato estaba fijo
en un material flotante y todo dentro de un recipiente de mercurio permitiéndole girar.

Si el viento del eter es comparable con la corriente del rio, deberia haber una
direccién de dicho viento para el rayo que viaja al espejo 1, de tal forma que el tiempo
que tarda en llegar al telescopio desde la fucade luninosa, deberia ser mayor al tiempo
que tarda en la direecidén ortogonal, o sca, para el rayo que viaje al espejo 2. Y debiera
crearse un fenémeno de onda conocido con el nombre de interferencia resultante en la
pantalla del telescopio, de luz alternante ¥ bandas obscuras. ’

Pero... ; cémo saber cual es la direccidn del viento de eter ?. Como no se sabia,
se hizo girar e] aparato completo en el mercurio para probar si en alguna direccién habia
alguna diferencia de tiempos detectable. Segin el razonamiento en el rfo, en la direccién
en la que esa diferencia fuera méxima seria la direccién del viento del eter, o bien la
direccién del movimiento de la tierra con respecto al eter. El resultado del experimento
fué que no habia diferencia de tiempos en ninguna direccién. El experimento fué repetido
en diferentes momentos del dia y durante diferentes estaciones del afio y el resultado
fué el mismo.

¢ Qué fallé 7, ; por qué no hubo diferencia de tiempos detectable ?, ; Serfa



que existe el eter y Copérnico se equivocd al decir que la Tierra se. mueve. ?,.; 0 no..
existia e eter y las ondas electromagnéticas (dentro de éstas se incluye a la luz) pueden
propagarse sin un medio ?.

i O serd acuso que el ejernplo del Janchero en el rio no era tan anédlogo al de la
Tierra en el eter 7, ; Y en qué fucron distintos 7

Muchas explicaciones sc intentaron dar al resultado inesperado del experimento
de Michelson-Morley tratando de conservar la idea del efer, como la que decin que
posiblemente la Tierra arrastraba con ollu alge de cter y por eso cstaba loculmente en
reposo, Sin embargo ol fendmenn de z-.btrr‘.(,um, observ ado en 1725 por James Bradley

no p()drm OCUTI’IT Fl €8O pasara

La explicacién més firerte &} experimento, tratando de que ztn viviera le idea
del eter estéd en el concepio de la Contraccidn de Lorentz - Fitgerald. En 1892 Fitgerald
sugirié que cuazlquier objeto que se mueve con respeeto al eter con una velocidad v se

, ent la direccién del movimiento dejando invariantes las
las distancias en lus direcciones ortogonales.
Asi, una pelota de radio 1, cuando se pone
en movimiento se convierte en un elipsoide

¥
con semiejes 1y \ 1- —~vr este vltimo en

direccidén de! m ovumovto

Por otro lado, en 1895 el {isico Lorentz planteé una teoria sobre el electrén que
decia que la materia estd compuesta de cargas eléciricas que generan campos eléctricos.
Cuando éstas se mueven se gencran campos magnéticos, los cuales se ven afectados por
el movimiento en el eter con la contraceeién sugerida por Fitgerald.

Esto parecia explicar perfectamente el resultado del experimento de Michelson-
Morley, ya que las distancias del recorrido de la luz en direccién al espejo 1y zl espejo

2 (llamémosle dy y dy respectivamente}, cumplen que dg = dyy/1 — f;— . Lo que implica

que:
d ;_1,2 -

t -dz—“ ! ?I-twl v?

2—C— [ - C2

¥ que es justamente la razém entre (] = ——2 - yia= ——~l~.:.:;~ . O sea que la diferencia
(-2 Vi-a
c

de tiempos que tedricamente debia ser detectada, experimentalmente no lo era, ya que

t; multiplicado por el factor de contraceién /1 — %; igualaba a t,.

Creyendo en esa contraccién de Lorentz-Fitgerald, si el aparato de Michelson-
Morley tuviera radios distintos, si habria diferencia en tiempos detectable y podria

T para los detalles de esta explicacién ver [FAb]. Differncial Goemetiry and Theory of Relativity, pdg. 108



6.

notarse un cambio en el estampado. Asi es que en 1932 Kennedy y Thorndike llevaron
a cabo un experimento con radios desiguales y el grado de variacién previsto por la
contraccién no fué observada. ¢

Pero para esas fechas, la teorfn de la Reletividad ya tenfa mucho camine reco-
rrido y ¢s que paralelamente a esas explicaciones surgieron otras con distinto caracter.
Hubo una que decia que era posible que lia velocidad de la luz fuera un invariante en
cualquier marco de referencia, se moviera o no, ya que sc habfa observado que la veloci-
dad de la luz era la misma, no sélo en cads momento variando la direceidn, sino también
en cualquier posicién de la Tierra con respecto al Sol, pensando en ésta como un marco
de referencia mévil. Sélo que algo tan Iégico como la invariancia de la velocidad de
la luz nunca habia pasado con otros movimientos de ondas ¥ esto no dejaba de sonar
extrano.

i Cémo resolver el conflicto ? 7. ; Qué pasaba con la

velocidad de la luz, no era constante en algin medio de propagacion, era relativa a en
donde se midiera o absoluta 7. Algo que quedaba claro del experimento de Michelson-
Morley es que la luz cumplia también con el Principio de la Relatividad del movimiento,
pero ¢ Qué estuvo mal del razonamiento que hizo parecer contradictorio ?

. Existia realmente el éter

Para poder analizar las respuestas, en particular la de Albert Einstein, vamos
a precisar qué es un marco de referencia, cuyo concepto ve 2 ser muy importante en
toda la teoria de la Relatividad Especial. Lo vamos a dar, intentando ver cuales son las
caracteristicas que se presuponen del espacic fisico y del tiempo vy algunas leyes, con la
idea de precisar en la teoria cudles son los uspeclos escenciales que la sustentan, rescatar
sus “axiomas” para ir ordendndola con uno de los métodos conocidos en mateméticas,
que es ¢l axiomitico.

2. SURGIMIENTO DEL PRINCIPIO DE RELATIVIDAD
(SISTEMAS INERCIALES)

En la seccidn anterior se ha manejado de manera un tanto imprecisa el concepto
de marco de referencia. En esta se empicza por precisarin » través de construir lo que
se entenderd por ese concepto.

Tomemos primero una varilla rigida como
patrén de medida, es decir, nuestra unidad, y va-
mos construyendo cubos, o sca vamos formando
en el espacio fisico una especie de esqueleto de
un prisma cuyos lados midan lo que mide nuestra
unidad. Algo que es importante observar es que
no se pide perpendicularidad entre los lados del
prisma.

Una vez que esté formado el primer cubo, vamos cubriendo todo el espacio con
esos cubos, uno seguido de otro, de tal forma que se ha formado una reticula. Ahora,
dividiendo nuestra unidad podemos legar a cubrir cada cubo con pequefios cubitos y
cada uno de esos pequefios cubitos a su vez por otros mis pequefios y asf sucesivamente,



haste llenar todo el espacio de cubitos, de tal formas que cada punto del espacio fisico
es un vértice de un cubito. Para que rcalmente podamos construir esta fina reticula,
necesitamos tomar varillas sin peso, sin espesor#o sea tan idealizadas como las mismas
rectas,

Continando con la idea de formar nuestro sistema de referencia, colocamos un
relojito en cada vértice de la reticula. Ahora, escojemos cpalquiera de esos relojitos con
su vértice y lo llamamos origen de coordenadaﬁ y denotémoslo 0. Vamos a sincronizar
todos los relajitos, de acuerdo & ese del origen, de la siguiente forma: tomamos cualquiera
otro reloj de la reticuli, digarnos en el vértiee A, envidmos un ravo de luz de O a A,
o de lvz. Y comn A estd a una cierta
ja o liinisma velocidad ¢

Definimos el tictupo cero cuando sc envin ol
distancia de 0, digainos distancia d, entonces, v que la luy vie
en cualquier direceion {por el experimento de Michelron-Morley), el tiernpo que turds e}

ravo de luz para llegara A es »‘1 . entonces en ¢ reloj de A se registrard ehtiempo 3 4\ estard

sincronizado con el de O, en el que va habran transcurrido —S segundos desde la salida
del rayo de luz. Qbservemos que todos los relojes que estén a una distancia d, también
registrardn f segundos, ya que la luz vigjara a la velocidad ¢ en cualquier direccién.
Y as{ para cada distancia al origen O, todos los relojes a esa distuncia registrarin la
misma hora, o sea todos los relojes tendrén las manccillas senalando el mismo ndmero,
simullaneamente.

mos 2 poder darle & cada evento

Entonces, ya con esta reticula 3 esos relojes, v
(o bien a cada suceso real), unas
o sea, a cada evento le asociamos cuatro mimeros (3 del vértice de algin cubo y 1
del tiempo) que denotaremos (x,y,2,1). Eventos como choque de canices, encender
lampara, legada del rayo de luz o una pared, cte, son sucesos instantdncos, Dicho de
otra forma, construimos umn sisterna de referencia cuyos puntos son eventos. Al conjunto
de todos cstos eventos le llamaremos espacio-tiempo. Mds adelante vamos a dar una
mejor formalizecion, que no damos en esie momento, porque falta toda la discusion
sobre el concepto de tiempo.

coordenadas espx.cmlcs y un tiempo en el que ocurre,

Ahora bien, la construccién de este sistema de referencia, presupone una carac-
teristica fuerte del espacio fisico y del tiempo en el sentido de que ambos son homogéneos,
o sca que el espacio fisico es homogeneo el tiempo también, es decir que nuestra vara
rigida, medird io misine en un ticinpa £js, J.‘dcpnwl‘v"*wnmfn del Ingar en el que se
encuentre y que un intervalo de tiempo medird lo mismo, no importando el tiempo a
partir del cual se tome. Este supuesto es realmente una hipdtesis importante sobre el
espacio-tiempo. '

Otra propiedad que cumple este sistema es la de ser Galileano o inercial, es
decir que cumple con la ley de inercia. Cuando uno de estos sistemas estd lejos de toda
materia v se suelte dentro de é1 un cuerpo que estaba sostenido, el cuerpo flotard v
permaneccré en reposo respecto a este sistema hasta que reciba una fuerza externa al
cuerpo que lo saque de esta posicién. Y i ahora el cuerpo es empujado en un momento,
se moverd en linea recta y con velocidad constante, indefinidamente hasta que otra
fuerza externa a é| lo pare.

En realidad, un sistema inercial de rcferencia es una idealizacidén ya que los
efectos de gravedad nunca pueden ser completamente eliminados, ni tampoco los de
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rozamiento, friccién y resistencia del aire. Pero para Ja mayoria de los experimentos con
luz o con partfculas viajando a velocidades cercanas a la de la luz, Is Tierra misma podria
considerarse como un sistema inercial lo cual nog ayudnrd 2 solucionar ei problema que
hemos planteado anteriormente.

Algo mds, s un observador que se encuentre en reposo con respecto a un sistema
inercial de referencia lo Hamaremos observador inercial. Ahora, si un sistema cualquiera
se mueve en lineca recta con velocidad constante con respecto a un sistema inercial,
entonces éste también serd wmercial,

istema inereial, son les de la miccdnicsa clisica v ln

Las leves que rigen o cada
geometrin utilizada para expresar esas leyes es la Euclidiane.

Einstein, se habia enfrentado también al problema de suponer que la velocidad
de la luz no dependia del lugar en donde se nidiers, s6lo que ¢l Hegd a través de
problemas de clectrodindinica.

El habfa abordado el problema, teriendo en mente dos postulados. Estos son:

1~ La velocidad de 1z luz (en el vacio) es la misma en
todos los sistemas de referencia, independiente a la fuente
de luz.

2.~ Todas las leves {isices vilidas en un sistema de refe-
rencia, son igualmente vilidas en cunlquier otro sistema
que &¢ mueve con traslacién uniforme (con velecidad y
direccién constente) respecto al primero.

La primera afirmacién, cra cdmo crefa que se comportaba la velocidad de la
luz a partir de muchas investigaciones sobre Electrodindmica y Optica que implica-
ban la constancia, lo cual coincide con una explicacidn al resultado del experimento de
Michelson-Morley. El segundo, el Principio de la Relatividad, es una importante gene-
ralizacién de un principio establecido anteriormente por Galileo sobre los movimientos:

“..los movimientos de los cuerpos incluidos en un espacie
dado, son los mismos entre ellos, ya sea que el espacto esté

wt

en reposo o s¢ mueva uniformemente en linez recta... ",

Un ejemplo ilustrativo de
este principio de Galileo es el si-

guiente. Pensando en un cuerpo v

que viaja con velocidad y direc- [

cién constante con respectoaun —— P
terraplén. Un pasajero de un Wmmé\ul——:::gw
tren que viaja a velocidad y di-

reccidn constante (con respecto / N

al mismo terreplén), también ve-

ré al cuerpo viajar con velocidad
y direccién constante, aunque no

TPrindpin Matematice. Newton
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con la misma direccién y velocidad que desde el endén. Adends cualquier cambio de
velocidad seriz detectable tanto en el tren como en el andén.
v . . - I . .

La generalizacdén de Einstein estd en que no sdlo las leyes del movimiento de
los cucrpos es igual en estos sistemas, sino todas las leyves de los fendimenos mecdnicos,
eleciromagnéticos, ete., crevendo mucho en la unidad de ju naturalosa.

Estos dos postulados cran aparentemnente contadictorios porgue: si desde ¢l
punto medio de un largo tren que viaiaba con direccidn y velocidad v constantes, se
enviabae un ravo de luz, esto ere observado de distinta forma desde el andén que ¢
el tren, Desde el tren, o velocidud de fa luz s 1o misimn en cunlquier direceion, en

cambio visto desde ¢l andén, el rayo de luz cn el sentido del movimiento Nevaba ademds
septido contrario. la velocidad del tren le haela

la velocidad del tren, mientras gque cn el
viajar a menor velocidad.

Dicho en otras palabras,
R dada ln ley de la suma de velo-
v o~ | ae cidades conocida en aquél enton-
ces, el rayvo de luz viaja a la velo-
cidad v+-¢ en o sentido del movi-
micnto y 2 ¢ - v en sentido con-
trario, tzl como sc ilustra en el
dibujo. Entonces, mientras des-
/) de el tren se observa que le luz

/i viaja a la misma velocidad en

cualquier direccién, desde el andén sc observa que no es la misina velocidad. No cum-
pliéndose as{ una misma ley en estos sistemnas referencia, con lo que parecia contradecir
e] Principio de Relatividad de Einstein.

Entonces, sl creemos que en cualquier sistema de referencias la velocidad de la
luz es la misma, como es claro que la ley de suina de velocidades se cumple, serfa falso
el Principio de la Relatividad. Este razonamiento llevé a muchos tedricos a desechar el
Principio de la Relatividad. '

; Sera cierto ese Principio de la Relatividad 7 o j no serd que lo que estd mal es
cse muy clara suma de velocidades 7, de ser asf, el problema es més profundo de lo que
parece, porque nos Mevario o revisar los conceptos de velocidad, distancia, tiempo, y
espacio. Efectivamente, tenemos que hacer un nuevo andlisis de conceptos considerando
sistemas de referencia moviéndose unos con respecto a otros. Todo esto parece ser
una contradiccién ldgica, pero no lo es. Recordemos la actitud del hombre de la Rdad
Media ante la csfericidad de la Tierra, para ¢l, la forma esférica de la Tierra estaba
en contradiccién ldgica con la fuerza de gravedad, ya que si hubieran gentes viviendo
de cabeza caerfan hacia “abajo”™. Y ahora sabemos que en todo esto no hzy ninguna
contradiccién l6gica, simplemente que los conceptos de “arriba” v “abajo” son bien
relativos y no absolutos. ; No estaremos es una situacién andloga ?. ; Hay rcalmente
una contradiccién entre el Principio de la Relatividad y lo absoluio de la velocidad de
la luz ?, ; No estaremos también suponiendo que algo relativo es absoluto 7. Y si asi
fuera, ; qué es ese algo 7.

Empezemos & analizar y a preguntarnos :



3. ; DOS EVENTOS SIMULTANEOS EN UN SISTEMA INERCIAL DE
REFERENCIA, LO SON PARA CUALQUIER OTRO?

RELATIVIDAD DE LA SIMULTANEIDAD.

Para respondernos, imaginemos ¢l signiente experjmento, hasta ahora imposible
de realizar, Un tren muy muy largo de varios miles de kilémetros, se mueve en linea
recta hacia la derecha, respecto al andén v con velocidad constante muy cercana a
¢ = 3000,000 Km/seg ( el valor aproximado de Ja velocidad de la luz que usaremes en
nuestros céaleulos ).

Al principio y final estdn instaladas unas puerias sutomndiicas que se abriran en
el momento en gue la huz incida sobre ellas.

Supongamos que en ¢l punto medio O entre la puerta trasera A y la delantera
B, se enciende un foco, jse verd lo mismo desde el tren que desde ¢l andén 7.

Desde el punto medio del sistema inercial de referencia fijo al tren, se observara
que la luz alcanza simultdineamente las dos puertas y las dos puertzs se abrirdn al mismo
tiempo, ya que de acuerdo al experimenio de Michelson-Morley, la luz se propaga a la
velocidad ¢ en cualquier direccién y hay la misma distancia de O a 4 que deO a B.

Ahora, si copiamos los puntos 4, B y O sobre ¢l andén en los puntos 4' |
B' y O’ respectivamente, entonces O' es el punto medio entre A’ y B’, debido a la
homogeneidad del espacio. Y dado que la luz también se propaga a la velocidad ¢, {con
el primer postulado de Einetein), deede ¢l puntc O s¢ observard que la puerta trasers
ha ido al encuentro del rayo de luz, en cambio la puerta delantera sc ha alejado de este.
Por tanto el rayo de luz encontrara primero la puerta trasera A que la delantera By
se observard que sc¢ abre primero A y luego B. Asf desde el sistemd inercial del andén
parecerd que las puertas del trén no se han abierto simulténeamente.

De modo que, dos eventos que resultaron ser simultdneos respecto a un sistema
inercial, no lo fueron para otro con movimiento rectilineo y velocidad constante. Esto
quiere decir, que la simultaneidad de dos eventos es relativa al sistema inercial desde el
que se observa.

Para que pudiera haber una diferencia notoria de tiempos en el abrir de una
y otra puerta, vista desde el andén, la velocidad a la que viaje el tren debe ser muy
grande ( cercana a la de 1a luz ) y of tren verdaderamente grande, para que tenga algin
sentido que la puerta trasera alcance al rayo y que la delantera sea no tan rdpidamente
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alcansable. Es esto lo que hace este experimento imaginario, que no es sinénimo de
ideal.

En velocidades muy pequenas en compa‘mcin’m con la velocidad de la luz, esta
diferencia de tiempos entre el abrir de una y otra puerta, ¢s bastante pequefia ¢ im-
perceptible. Como nosotros trabajainos cotidianamente con velocidedes pequenas, algo
tiene de habernos pasado como al honibre del Bdad Media que atn no viajaba ¥ no
podia percatarse de la esfericidad de la Tierra. Y cuando empezd a viajar se dié cuenta
no solo que la forma de la Tierrs es como una esfers, sino de que sus conceptos de
Yarriba” oy “abajo” resultaban ser relativos. Asi como nosotros cuando cmpezamos a
trabajar con velocidades no eotidianes, nos hemos dado cuente que un concepto que
creiumos absoluto, como ¢l de la sirmultancidad, es relativo al sisiema inercial, Bueno,
pero podemos preguntarnos v en qué carnbian las cozas con eso 7, [ va con eso re-
solvimos la contradiccion que hay entre el Principio de ln Relativided y que lz luz se
propugue con velocidad constante ¢ en cualquicr sistemna inercial de referencia 7. Adn
no, faltan analizar varias cosas mas. Pero con el simple hecho de haber descubierto
la relatividad de la simultancidad, vamos a descubrir la relatividad de las distancias o
longitudes y lo mds importante que es la relatividad del ticmpo.

Cuando descamos medir la longitnd de algin objeto con nuestra vara rigida,
tenemos que ubicar los extremos del objeto al mismo tiempo. No podrfamos medir
un pez que nada hacia adelante si ubicamos su cola ¥ luego su {rente, porque para
entonces va nadd v la medida ¢
objcto en un sisterna de referencia, tenemos que ubicar los extremos simultdneamente,
pero resulta que lo que es simultdneo para un sistema para otros no lo es, entonces las
longitudes en uno y otro sistema serdn distintas. Por ejemplo, con el mismo tren con el
que analizamos la simultaneidad ( llamado por cierto tren de Einstein ), si las marcas
ABy O sc pasaran al andén en A’, B' y O' respectivamente, en ¢l momento en que
desde O se vid llegar el rayo de luz a las puertas 4 y B simultancamente, desde O se
observaria que la distancia de A 2 By la de A’ & B' son iguales, porque al mismo tiempo
( 2! tiempo de llegada del rayo de luz ), se pudicron medir esas distancias. Sin embargo,
como desde O' el rayo de luz llegé primero a la puerta trasera A y luego a la B, entonces
en el momento en que el rayo liega 2 A, en ese mismo tiempo B todavia no llega a B/,
pues B’ es la marca de B cuando lo alcance el rayo y atin no llega. Por tanto sc observa
que la longitud A’B’es mavor que AB que estd sobre ¢l tren.

Tecmin roeaine  Tled s e T R N =] H 1T
itaria mayor. Lintonces })AL.X, 51 QUOICINos miedir un

Entonces, si la vara rigida de medir fuera de longitud AB, desde el tren se veria
que A’B’mide lo mismo que la vara, en cambio desde ¢l andén A’B’ mide més que la
vara. En conclusién, A°B’ no miden lo mismo desde ambos sistemas de referencia, o
sea, que la longitud de intervalos u objetos es relativo al sistema desde el que se mide.

Una observacion aqui es que para todo el anilisis sobre la simultancidad y lon-
gitudes, no necesitamos decir cual es el conteo del tiempo en ¢l tren o en el andén, si
son iguales o no, porque la sola ides de simultaneidad es si se reciben las sefiales de los
sucesos a la vez o no. Mds adelante si veremos como son los conteos del tiempo en cada
sistema de referencia.

La relatividad del tiempo es una discusién mucho mads profunda por o que la
abordaremos mds adelante. Ahora veamos por dltime que la relatividad de la simulta-
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neidad y de las longitudes no contradicen el Principio de la Relatividad postulado por
Einstein. Lo que es simultineo para el sistema de referencia en el tren que se movia a
la derecha del andén, no lo es para el sistema de referencia del mismo andén, pero lo
podemos también ver simétricamente; el andén sc mueve a la izquierda del tren v lo
que es simultdneo para el andén no lo es para el tren. Para ambos sistemas se cumple
la ley de no tener los mismos eventos simultdneos. Andlogamente con lrs longitudes,
desde el endén no se obgervan las mismes longitudes qu;: desde el tren, pero desde el
iren tampoco se observan las mismas que desde el andén. Entonces ambos sistemas
cumplen la misma ley de no medir las Jongitudes igual que en los otros sistemas. Mds
adelante veremos por cuzl factor difieren las longitudes medidas en uno u otro sistema,
as{ como ¢l del ticmpo.

Entonces hasta ¢l momento, no hay contradiccion de la relatividad de la simul-
taneidad con el Principio de la Relatividad, aunque estd claro que no significa ninguna
prueba a dicho principio tomado como hipétesis.

Otra discusidén importante que debemos dar, es respecto a la hipdtesis en esta
teoria dc una velocidad méxima en la naturaleza. En ningin experimento fisico se habia
logrado superar la velocidad de la luz y mads atn, se llegd a pensar que cra ésta una cota
méxima. Con el descubrimiento de la relatividad de la simultaneidad, un nuevo razo-
namiento parecia reafirmar esta idea de velocidad méxima. Si hubiera algo que tuviera
velocidad infinita, una sefial a esta velocidad haria a cualesquiera dos acontecimientos
simulténecos, entonces la simultancidad seria absoluta, pero el experimento mostrado
anteriormente ha mostrado que no lo es, que s depende del sistema de referencia, por
tanto no existen sefales instantdneas ni velocidades infinitas.

Realmente este razonamiento no es ninguna prueba de la existencia de la veloci-
dad méaxima. En ¢l siguiente capitulo se enalizard mucho més esto, cuando se analizen
Jas hipdtesis del aspecto fisico de la teorfa.

Ahora sf, anzlicemos que consecuencias traerd la relatividad de la simultaneidad,
jen qué cambia al tiempo, por ejemplo?, jes relativo también?. De ser asi, jcambiard
mucho toda la idea que tenemos del universo en el que vivimos y sus leyes?. Pues bien,
entrémosle al andlisis de] tiempo.

4. ; ES EL TIEMPO UN CONCEPTO RELATIVO ?

Como ya dijimos hace un momento, cuando afirmamos qud algo ocurre en un
determinado tiempo, estamos afirmando que ese evento y el que las manecillas indiquen
ese tiempo, son eventos simultdneos. Pero como la simultaneidad es relativa al sistema
de referencia, entonces si un suceso ocurre en el tiempo £ en uno de esos sistemas, para
otro que se mueva con velocidad y direccién constante, ocurrird en otro tiempo ¢/ £ £,
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Por lo tanto, cada sistema inercial marcn sus tiempos para los eventos, es decir, cada uno
de estos sistemas ticne su propio tiempo. E] tiempo como consecuencia de la relatividad
de la simultaneidad, resulta ser un concepto relativo, contraria a la idea que el hombre
prerrelativista tenfa de un espacio v un tiempo absnlites, como un fujo constume,
invariante, que transcurre desde el pasade infinite haste o futura infinito.

Es en esta relatividad del tiempo en donde deseansa la gran dificultad para
convencerse de la Teoria de la Relatividad y se debe a ese¢ profundo prejuicio que aiin
se tiene sobre ¢l tiempo, basado en la experiencie cotidiana. Einstein decja:

cdas ezperiencias de un individuo so nos aparecen ordenadas en

ina serie de sucesos; en este serte, log succeoa quc recordumon catdn

ordenados de acucrdo con el criterio de ‘“ante “después”. Emsic
por lo tanto, para ¢ individuo un yo-tiermpo o ttcm_;)o subjetivo. Este
no ¢a mensurable en 37 misno. Yo puedo desde luego, asoerar nimeros
a los sucesos de tal mancra gue al dltimo acontceirnicnto se asocia
un numero mayor que ol inmediatamente anterior. Esta sucesidn la
podemos definir con un reloj, comparando el orden de los sucesos dados
por el relof con el orden de la scrie dada por los sucesos. Entendemos
por reloj algo gue nos proporciona una seric de sucesos gue pucden ey
contados...”

Nuestra experiencia con el reloj { o calendario ), realinente nos hace pensar en
el ticmpo como algo absoluto. Pero a lo gue llamamos una hora, es en realidad una
medida del espacio, pues es un arco de 15 grados en la rotacién diaria aparente de Ja
esfera celeste y un afio es realmente un avance de la Ticrra en su 4rbita alrededor del
Sol. En Mercurio las medidas del tiemipo son bien distintas, un afio es lo mismo que un
dia, ya que gira alrededor del Sol en 88 dias terrestres v en ese mismo perfodo gira una
sola ver alrededor de su propio eje y st nos alejrmos del Sol, nuestra nocién de Lcmpo
pierde realmente sentido, por ejemplo si tratamos de saber lo que pasa “ahora mismo™
en la estrella Arturo que estd a 33 afios luz de distancia, es decir a la distancia recorrida
a Ja velocidad de la luz, durante 33 aios. '

Para la Teor{a de la Relatividad el “ahora”, “en este moments”, “aquf”, no
tiene ningin sentido, si no se dice respecto a cual sisterna inercial de referencia. El
movimientc jucga realenle un papel muy importante en esta relatividad de conceplos.
En un cuerpo celeste que viaja a una velocidad cercuna a la velocidad de la luz, en un
sistema inercial fijo a él, sus tiempos, sus longitudes, su simultaneidad su espacio, son
completamente distintos a los nuestros y la dificultad de entenderlo hsi, es realmente un
problema subjetivo por parte nuestra.

Pero, ;qué tan distintos son los ticmpos entre los sistemas inerciales de refe-
rencia que se mueven en traslacién uniforme unos respecto a otros?, ;son totalmente
independientes o hay alguna relacién entre esos tiempos?. En realidad como los sistemas
10 e mueven arbitrariamente, sino més bien uniformemente, creyendo un poco en la
armonia de la naturaleza, podriames intuir que debe haber una ley que nos diga como
son los tiempos en cada sistema, claro estd, dependiendo de que velocidad que lleve con
respecto a otro. Bueno, para contestar vamos primero a cambiar nuestras medidas de
kildmetros, segundos, km/seg por otras mucho mids practicas en el sentido en que tanto



14.

en el espacio como en el tiempo tendremos la misma unidad, para analizar luego un
experimento.

Puede parecer extrafio, sugerir distancias y tiempos en las mismas unidades,
pero esto se puede hacer gracias a que la velocidad de la luz es ¢ en todos los sistemnas
de referencia. De hecho cuando en astrenomin sc habla de un “afto luz”, sc estd hablando
de la distancia que se recorre o la velocidad e de e luz dorante un abo. Y con esto se
logra poner la distancia en términos de anos la cual es una medida del tiempo, donde
¢l valor ¢ lo vamos » aproximar como 300,000 kr/scg.

Algo como esto vamos a hacer, pero en lugar de poner a la distancia en unidades
de tiempo, al tiempo lo pondremos en centimetros.

Como la velocidad ¢ es 300,000 km/seg, lo que cquivale & 30,000, 000, 000
em/seg. Diremos que un segundo (segundo luz si se quiere} equivale a 30,000,000, 000em:
= 3> 10%%m y con esto una unidad de tiempo equivaldrd a 3 x 10'% unidades de es-
pacio. Es lo mismo que decir que un centimetro equivaldrd a (3 » 10]0)—l segundos.
Asi hemos dado la unidad en centimetros tanto para el espacio como para el tiempo.
Al espacio-tiempo diremos que le hemos asociado unidades geométricas. Como la
velocidad ¢ de la luz es constante en todos los sistemas inerciales, ess unidad es vélido
tomarla.

Ahora bien, para saber cuanto valen las velocidades con esta unidad, veamos:
como lem = g;;—aggseg puesto que la velocidad de la luz es de 3 x 1019 em/seq |, eso
quiere decit gue Ja luz viaja un centimetro de tiempo. O sea, que en nuestra unidad, la
velocidad de la Juz vale 1 (sin indicar en que unidades).

Y cualquier otra velocidad v { v < ¢ ), v ernjfseg por cjernplo, en estas nuevas
unidades vale:

=3

v u
Seqg

vernfseg = v - cm/scg- 9= 3500
< ¢

3% 100cm
Aqui f es tarmbién una cantidad independiente de las unidades, siempre y cuando
v y ¢ sean calculadas en las mismas unidades convencionales.

Con estas unidades serd mucho mds conveniente poder plantear todo el aspecto
geométrico de la Teoria de la Relatividad y para empezar a hacer esto, regresemos a
ver la relacién que hay entre los ticmpos de uuo y oiro sistema inercial de referencia
con movimiento de traslacién uniforme, de donde se desprenderd la relacién que hay
también entre las distancias. v

Imaginemos el siguiente experimento dentro del tren de Einstein. Supongamos
que estando en marcha el tren con velocidad f, se envia un rayo de luz desde una
linterna que estd colocada cn el suelo, hasta el techo del tren en donde estd un espejo
fijo a éste, Cuando el rayo de luz llega al espejo, es reflejado y regresa a la linterna. Si
colocamos un sistema inercial de referencia S en el tren con coordenadas (z/,y',2,t")
y otro en el andén, &l cual llamaremos S con coordenadas (z,y,2,t), nos preguntamos,
ise observa lo mismo desde §’ que desde §7,
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Desde el tren se observa que la trayecto-
ria de la luz he sido estrictamente una trayectoria [
vertical, como lz del dibujo. En cambio desde ¢l
andén o bien desde S, la trayectoria es comple-
tamente distintz. En el tiempo en que el rayo de
luz llega desde la linterna al espejo, éste se ha m CX)
movido y mientras regresa el rayo del espejo a la lmterna nuevamente, al ser reflejado,
la linterna se ha desplazado todaviz otro tanto. La trayectoria quc se verd desde S (el
andén) es como la que se ve en ¢l dibujo de abajo.

Dade que la velocidad de la luz es constante con valor 1 en todos los sistemas,
entonces transcurrié més tiempo desde el evento A (la emisién del rayo) husta el evento
B (la llegade del rayo otra vez a la linterua), desde el sisterna § que desde el 87, yva que
la luz tiene que recorrer una mavor distaneia a la misma velocidad siempre.

L | L A
0 OO I Oe)

| g VR AR 0 W e WY 0 SN s U 0 V000 s WY '

Vamos a ver que no es dificil encontrar la relacién entre los tiempos,

cuando el rayo de luz sale de la linterna y

Si colocamos el origen del sistema de referencia de §7 en la bombilla v t' = 0,

"

#9 ademis si suponemos que L es la altura del
tren, como la recorrié dos veces, entonces el

j

tiempo transcurrido es el doble de esa altura

N L {va que la velocidad de la luz es 1, por lo
L que la distancia recorrida es igual al tiempo
!
=
_—-’ i

W
o~
[

-]

recorrido), o sea que si At' es el tiempo entre
>, el evento A y el B, entonces At' = 2L o
O o bien %_tj = L . Este intervalo de tiempo es
medido por un dnico re‘loj, va que el rayo
regresé al mismo lugar de 5.

S B e R

En cambio desde §, de el evento A al B, la bombilla se ha recorrido, digamos
Az y la trayectoria que la luz ha recorrido son los dos lados de un tridngulo isésceles,
con base Az, La longitud de cada uno de estos lados mide %r', ya que Ja velocidad de la
luz vuelve a valer 1, por lo que la distancia recorrida resulta igual al tiempo transcurrido
{nhora que estdn con las mismes unidades). La altura del tridngulo is6sceles que se ha
formado, es precisamente L = %1. Una pregunta que habriz que hacernos aqui es si L
sigue siendo Ia altura del tren después de haberse desplazado, o sea, la pregunta serfa
s las longitudes en direcciones ortogonales a la del movimiento se preservan o no. Mis
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adelante veremos que si, por ahora sdélo lo usaremos.

Para hacernos una idea, dibujaremos lo dicho hasta aquf de lo que se observa
desde S o bien desde ¢l andén.

También colocando el origen del sistema §, sobre el andén en frente de la linterna
cuando el ravo de huz es emitido, a cuyo Instante le Hamarcmios ¢ = 0 también,

Entonces, por el Teorema de Pithgoras:

N _ At
o bien, como L = S5*:

(A2 (A2 (A1)

4 4 4
o bien:

(A1)? = (At')? 4 (Az)?
es decir:

(at')? = (at)? - (Az)? ’

Ahora, ya que la velocidad del tren S’ con respecto al andén, es 8 en unidades
geométricas, y f = %5 (la distancia recorrida entre el tiempo trancurrido visto desde
el sistema ), entonces, Az = B{At) ¥ sustituyendo tenemos:

(at)? = (an)? — g2 Al

haciendo un poco de édlgebra se llega a:

At = (At)y/1 - p?
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donde, f=%.

¥ es esta precisamente la relacién que hay entre el tiempo medido desde S’ (el trén) con
respectro al medido desde § (el andén). La rafz"tienc sentido porque j§ < 1.

Por ejemplo, si el tren de Einstein viaja a una velocidad de v = 240 000 km/s o
sea:

x

P bl A

24 % 10%m/seg 24
33 10%emjseq 30

[ AN

v hay dos estaciones de tren que estéan a 864 000 000 km de distancia, o bien a 864 » 10°
km, o bien a 864, 000 > 10Mem. El tren de Einstein necesitaria una hora para llegar de
una estacion, o sea, 3600 » 3 x 109,

Un pasajero que sube en la primera estacién, pone su reloj de acuerdo al de la
estacién y al llegar a la segunda estacién vuelve a comparar su reloj con el de la nueva
estacién, y se queda asombrado al ver que su reloj se retrasé.

De acuerdo a la relacién que acabamos de encontrar, cuando hubieran pasado
diez segundos en los relojes sincronizados de las estaciones en el reloj del pasajero sélo
habrian transcurrido seis segundos, ya que los diez segundos en unidades geométricas
son 3 % 10" ¢m, y como:

At = A1 - g2 donde g =

L]

[ NN

entonces,
[~ 16 '
At =3x 1010\ 1- T em.
' 1,3
At' =3 x 10 x A cm.

1
Ix10Y 2
entonces, convirtiendo nuevamente:

y como lem =

_3x10U

A=
3 x 1010

x§ S€
5 g

At = 10; 8 seg

Atl=6  seg

Entonces todo parece indicar que si, el reloj del pasajero se retrasé en la pro-
porsién 10:6, por lo tanto cuando llegé a la segunda estacidn, su reloj se habia retrasado
24 minutos (pues con 60 minutos marcados en la estacién, 36 fueron marcados en su
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reloj), en genersl como 0 < S <1, entonces0 < 1~ A% <1, de donde 0 < J1-p2 <1,

pot 1o que Aty/1 — 2 < At implica que  AS' € At. Eso quicre decir, que mientras
el tren no vaye a la velocidad cero (o sen, esté en reposo respecto al andén), siempre el
reloj del tren se retrasard con respecto al del andén.

(Fué bastante tiempo 24 minutos o no?. Parz lo cotidiano un atraso de 24
minutos en un reloj es mucho y sin embargo puede ser mucho mayor,eso depende de la
velocidad del tren con respecto a la de la luz. Si se acerca mucho a ésta, la base del
tridngulo isOsceles estarfa también muy cerca de los catetos del triingulo, entonces en
la relacién (Ar)? = (A)* - (Ar)? serfa At muy pequefio ya que casi Ar y At serfan
iguales, lo cual querrfa decir que At seria bien pequeilo, comparado con estos. O sea
que micntras en ¢} andén transcurre un cierto tiempo, en ¢l tren ha transcurrido un
muy pequeiio (v tan pequefo como queramos) tiempo. Por tunto el retraso podria ser
casi todo At.

T

Formalmente;si 8 = ¢ = %— ’

m A=1
Az—o0
entonces,
lim Az= lim At
z— 00 Azr—oc
entonces,

lim (AY)2 = lim (A% —(Az)? =0

Az—o0 T~00 [

y por tanto,

A:lzigxoo At — At = At Co
o sea que el retraso del tiempo tenderia a ser At,
Aqui es preciso hacer varias observacines importantes:
1% observacién,
Para velocidndes cotidianas {es decir,pequeiias en comparacign con la de Ia luz),
v

. 9 . !
el factor § = ¢ es casi cero ¥ entonces V1 ~ (% es casi 1, por tanto At = Aty

més que eso, ¢l error entre At/ = Aly/1 - Bt vy At' = At es muy muy pequeiio,
recuperando con esto mucho de las leyes de la mecénica cldsica. Pero, sin embargo el
caracter absoluto del tiempo se ha roto para todo el mundo de las velocidades. No
podemos afirmar que el tiempo es absoluto con velocidades pequedias, sélo podemos
decir que el considerarlo absoluto es una muy buena sproximacion.

2% observacién.

El que los relojes en movimiento de traslacién uniforme se retrase respecto a
los relojes en reposo, jno es una contradiccidn con el Principio de la Relatividad?, ;jno
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habria con esto una manera de establecer un reposo absoluto, que serfa donde los relojes
caminan més rapido que los demds?. No, al contrario, se checa bien, pues el Principio
de la Relatividad dice que las mismas leyes de’la naturaleza rigen entre los sistemas
inerciales con movimiento de traslacién unifortne unos con respecto a otros. O ser, que
si hubiera un relo] en el frente del tren v otro atrds, desde una de las estaciones del
ferrocarri! sc habria observado que ¢l reloj de la estacion se retracaha respacto o los
dos relojes del tren {y es que ¢l andén se encuentra en movimiento respecto al tren).
La informacion en general, es que desde cualquier sistema inercial de referencia inmévil
respecto a su reloj, se observard que se adelantan log relojes que se mueven respecto a
él y & medida que aumenten su velocidad, més se edelantan.

Y es que no se pudo establecer desde el prinmier experimento, ¢l reposo absoluto,
porque ademds los sistemas inerciales del tren y el andén cran totalinente inequivalentes,
pues habia tres relojes en lugar de dos. Un reloj en §' (el tren), con el que midié el
evento A y el B y hubo dos relojes mis en S (el andén) que se requirieron cada uno
para cada evento.

3% observacion.
En la gecometria Euclidiana, para obtener la distancia entre un punto 4 =
(z4,v4,24,t4) ¥ un punto B = {zp,vp,2y,¢p), encontribamos la expresion:

daB = \/(ap - 24)? + (1 = Yp)2 o (24 — 20)? + (24 — t)?

cuyas coordenadas estaban dadas respecto a unos ¢jes coordenados ortogonales.

Cuando se cambiaban esos ¢jes coordenados por otros, 4 y B tenfan otras coor-
denadas. Sin embargo, la distancia era algo que se mantenia, en otras palabras, la distan-
cia era un invariante bajo cambios de coordenadas cartesianas (es decir d4B = d', B').
También en el andlisis del tiempo que acabamos de hacer, hay un invariante métrico.
Como desde el tren se observé que el rayo de luz llegd al mismo lugar por donde habia
salido, eso quiere decir que no hubo desplazamiento sobre el eje z', 0 sea Az = 0 y como
tenfamos la relacién (At')? = (At)2 —(Az)? | Ia cual por lo anterior podemos escribir
asf:

(A)? — (aZ)* = (a)? - (Az)%

Entonces en cualquier par de sisiemas, la cantidad (At)2 * (Az)2 resulta ser
invariante con los cambios de coordenadas (o sea al observar desde otro sistema inercial).
A esta cantidad la denotaremos {Ar)%.

Cuando (Ar)2 = (At')z, o bien Ar = At!, como es ¢ caso desde el tren, entonces
a Ar se le llama tiempo propio entre el evento A y el B y At' pudo ser medido
con un solo reloj.

Ahora bien, como el movimiento de S’ (el tren), s6lo fué a lo largo del eje z
respecto a S, o mejor dicho a lo largo de los ejes = y 2’ ya que eran paralelos, entonces
el rayo de luz no tuvo desplazamientos en los ejes y ni z, ni en y' y 2z, por tanto
Ay=0=Azy Ay =0 = A2, entonces podemos decir atin més, decir que:



(A" —(az)? - AY) - (a2) = (41)° - (Az)? — (Ap)? - (A2)?

o sea,

(at)* - ((az)* + (AY) + (A2 ) = (A1) ~ |(82)% + (Ay)? + (82)%)

de tal forma que el invariante bajo cumbios de coordenndus es: (separacion temporal al
cuadrado) - (separacién espacial al cuadrado) = {Ar)2

Hasta aquf queda la observacién de que el intervalo Ar es un invariante bajo
cambios de coordenadas que se mueven con traslacién uniforme unos de otros, Mis
adelante veremos que este intervalo es un invariante métrico en una cierta geometria,
como la distancia lo ¢s en la geometria cuclidiana.

4% observacién.

Veamos como el haber encontrade una relacidn entre lo tiempos de los distintos
sistemas inerciales de referencia, nos ayudard a encontrarla para longitudes o distancias
paralelus a la direccidén del movimiento. Porque efectivemente el olvidarnos del tiempo
absoluto, nos obliga a olvidarnos de longitudes absolutas, a quitar esa vieja idea de que
las medidas de un cuerpo son propiedades intrinsecas de este.

Supongamos que el tren de Einstein §' pasa con velocidad 4-0, a lo largo del
andén S, el cual tiene por longitud una cantidad L (medido desde S, jserd la misma
longitud que se obscrva desde ¢l tren 8772,

Desde el andén se observard
que el tren necesitard de %’ = Af tiem-

S po para que la parte delentera del tren
llegue de un extremo del andén al otro
{ aqui se necesitardn dos relojes de §
para poder hacerlo). ‘Pero como ese
tiempo At, visto desde el tren S’ en
rezlidad vale Afy/1 - B2, que es me-
nor que Af, entonees como recorrers
el andén 2 la misma velocidad y en menos tiempo, su longitud es menor que la que se
observa desde el andén §, 2 la cual habfamos llamado L. En realidad, desde el tren se
observa que es el andén ¢l que pasa por el iren y el tiempo que tfanscurre en lo que
pasa el andén es medido por tinieo reloj, ya que es desdc unmismo lugar en el tren &',

Para ver que tan pequefiz es la longitud del andén vista desde el tren {Ilamémosle
I'}, en comparacién con la vista desde el andén (L), veumos:

L = (at)) = flath/1 - g2 = L1 - g2

O sca, gue las longitudes al igual que el tiempo en un sistema &', que se mueve
con respecto & otro sistema S con velocidad 7, las longitudes en direccién del movimiento

se ven reducidas por el factor /1 — B2 respecto a las que se ven desde S.
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Esta contraccion es el mismo factor que la de la “contraccién de Lorentz-
Fitzgerlad™ que habian sugerido, sin embargo todo el fondo de uno y otro concepto es
bien distinto. Aquella contraccién era explicadardesde el mismo sistema del objeto, en
cambio la contraccién que hemos encontrado es debida a la relatividad del movimiento
de! objeto v del sistema de referencia, que implica la relatividad de las longitudes.

Ahora bien, si en lugar de haber deducido primgro la relatividad del tiempo,
hubiéramos deducido la de las longitudes, jhabria implicado indudablemente 1a del

tiempo?. Si ereemos en la muy estrocha re pentre lae d

caracteristicas de la materia, yonderemos afinmativamente, pero vedmos: sl ya tu-

. . / “
vieramos la relacion L = L'\v'J - [, entonces con:

podriamos deducir la relacién entre los tiempos.

Podriamos decir que la relatividad del tiempo se da s y sdlo s se da la de la
distancia y mds ain:

(At = At\/:ﬁ

si y sélo si
/ 2
L= Iy1-8

Con todo lo desarrollado hasta este momento, con el descubrimiento de la rele-
tividad del tiempo ¥ la distancia, nos vamos internando en toda una nueva teoria fisica.
i Qué tantas cosas cambia todo esto, qué tantas leyes y conceptos fisicos?, ;qué tanto
sf los cambia? y jcudnto modifica esio nuestro conocimiento del universo?, jestin mal
todos los conceptos anteriores?. En las préximas secclones trataremos de responder
bien estas preguntas. La relatividad del tiempo, que es el punto mds importante en
todo esto, es algo que revoluciona muchas idens preestablecidas sobre el universo, que
concordaban con todos los sucesos cotidianos. Sin embargo, el sélo hecho de pensar
en el tiempo y espacio relativos al sistema de referencia, nos hace buscar nuevas leyes,
leyes que valgan para cualquier sistema de referencia sin importar si un evento tienc
una posiciébn y un tiempo en un sistema y otros en otro. Y es que esas posiciones y
tiempos tanto en un sistema como en el otro, deben tener una cierta relacién, pues se
mueven y direccidn constante entre ellos. .

Entonces, quizds no sea imposible empezar a encontrar las nuevas leyes que rigen
en todos los sistemas que se mueven con traslacién uniforme {contemplando, claro que no
se puede volver a hablar de un solo tiempo, sino de una infinidad de ellos), si encontramos
esa relacién que hay entre la posicién y el tiempo en un sistema y en otro cualquiera, o
bien, encontramos una manera de transformar las coordenadas (tanto espaciales, como
temporales) de un sistema en las coordenadas de otro. Entonces podremos empezar &
buscar todas las leyes fSicas que rigen a todos los sistemas de referencia equivalentes.



CAPITULO 11

ANALISIS FISICO DE LA TEORIA,

v

1. ; COMQ HALLAR EL LUGAR Y EL TIEMPO EN EL ANDEN,
CONOCIENDOLOS EN EL TREN 7

TRANSFORMACION DE LORENTZ

Para poder entender mejor lo que €8 un marco o sis-
tema de rcferencia, contruydmoslo. Tomemos primnero nnua
varilla rigida como patrén de medida, es decir, nuestra uni-
dad, y vamos construyendo cubos, o sea vamos formando en N
el espacio fisico una especie de csqueleto de un prisma cuyos g/
Jados midan lo que mide nuestra unidad y con diagonal \/3 )

veces la unidad. Algo que es importante observar es que no
se pide perpendicularidad entre los lados del prisma.

esos cubos, uno seguido de otro, de tal formea que se ha formado una reticula. Ahora,
dividiendo nuestra unidad podemos legar a cubrir cada cubo con pequefios cubitos y
cada uno de esos pequerios cubitos a su vez por otros mds pequefios y asf sucesivamente,
hasta llenar todo el espacio de cubitos, de tal forma que cada punto del espacio fisico
es un vértice de un cubite. Para que realmente podamos construir esta fina reticula,
necesitamos tomar varillas sin peso, gin espesor, o sea tan idealizedas como las mismas
rectas.

Continuando con la idea de formar nuestro sistema de referencia, colocamos un
relojito en cada vértice de la reticula. Ahora, escojemos cualquiera de esos relojitos con
su vértice y lo llamamos origen de coordenadas y denotémoslo 0. Vamos & sincronizar
todos los relojitos, de acuerdo a ese del origen, de Ja siguiente forma: tomamos cualquiera
otro reloj de ia reticula, digamos en e} vértice A, cnviamos un rayo de juz de O & A.
Definimos el tiempo cero cuando se envia el rayo de luz. Y como A estd a una cierta
distancia de O, digamos distancia d, entonces, ya que la luz vigja a Ja misma velocidad
¢ en cualquier direccién (por el experimento de Michelson-Morley), el tiempo que tarda
el rayo de luz para llegar & A e %' (porque v = 'td donde v = ¢), entonces en el fcloj

de A se registrara el tiempo % v estard sincronizado con c¢i de O, en ¢l que ya habran

transcurrido g segundos desde la salida del rayo de Juz. Observemos que todos los relojes
que estén a una distancia d, también registrardn g segundos, va que la luz viajard a
la velocidad ¢ en cualquier direccién. Y asi para cada distancia &l origen Q, todos los
relojes & esa distancia registrarédn la misma hora, o sea todos los relojes tendrédn las

manecillas sefialando el mismo mimero, simultaneamente.

Entonces, ya con esta reticula y esos relojes, vamos a poder darle a cada evento



{o bien & cada suceso real), unas coordenadas espacizles y un tiempo en el que ocurre, o
ses, o cada evento le asociamos cuatro nimeros {3 del vértice de algin cubo y el tiempo)
que denotoremos (z,y, z,1}. Eventos como choque de canicas, encender ldmpara, legada
del rayo de luz & una pared, ete, sucesos instantdneos, Dicho de otra forma, construfmes
un sistema de referencia cuyos puntos son eventos. Al conjunto de {odos cstos eventos
le lamarcmos espacio-tiempo. Mis adelunte vumos s dar una incjor fornmlizacion, que
no damos en este momento, porque falta toda la discusién del tiempo.

Alora bien, la construccion de este sistema de referencia, presupone una carac-
teristica fuerte del espacio fisico v del tlempo v gue es, que zmbos son homogéneos, o sea
que el espacio fisico es homogéuco y el tiempo también, es decir que nuestra vara rigida,
medird lo mismo en un tiempo fijo, independientermente de el lugar en el que se encuen-
ire ¥ que un intervalo de tiempo medira lo mismo, sin importar & partir de que tiempo
lo tome. Este supuesto es realmente una hipdiesis importante sobre ¢l espacio-tiempo.

Otra propiedad que cumple este sistema es la de ser Galileano o inercial, es
decir que cumple con la ley de inercia. Cuando esté lejos de toda materia uno de estos
sistemas y se suelta dentro de él un cuerpo que estabu sostenido, el cuerpo floterd y
permanecerid en reposo respecto a este sistemna hasta que reciba una fuerza externz al
cuerpo que lo saque de esta posicidn. Y si ahora el cuerpo es empujado en un momento,
se moverd en linea recta y con velocidad constante, indefinidamente hasta que otra
fuerza externa a él lo pare.

En realidad, un sistema inercinl de referencia s una idealizacion ya que los
efectos de gravedad nunca pueden ser completamnente eliminados, ni tampoco los de
rozamiento, friccién y resistencia del aire. Pero para la mayoria de los experimentos con
luz o con partéulas viajundo a velocidades cercanas a la de la luz, la Ticrra misme podria
considerarse como un sistema inercial lo cual nos ayudaréd a solucionar el problema gue
hemos planteado anteriormente.

Algo mids, a un observador que se encuentre en reposo con respecto a un sistema
inercial de referencia lo llamaremos observador inercial. Ahora, si un sistema cualquiera
se mueve en linea recta con velocidad constante con respecto a un sistema inercial,
entonces este también serd inercial.

Las leyes que rigen a cada sistema inercial, son las de la mecdnica cldsica y la
geometria que la explica, la Euclideana.

Ahora sf, una vez formalizado el concepto de sistema de referencia, volvamos a
la pregunta del principio. Si un evento tiene ciertas coordenadas especio-temporales en
el sistema S,; cuiles tiene con respecto a cualquier otro sistema S, con respecto a cudl
se mueve S’ con velocidad y direceidn constante 7.

La idea de este capitulo es formalizar tode el aspecto fisico desarrollado intui-
tivamente hasta equf. Obtener las ecuaciones de movimiento de un sistema inercial
respecto a otro en la Mecdnica Clésica, compardndolas con las relativistas, analizar
las hipdtesis en cada caso, asi como las consecuencias importantes de las ecuaciones
relativistas.

Tomemos dos sistemas inerciales de referencin Sy S’ cualquiera que se mueva
uno con respecto al otro con velocidad § {en coordenadas geométricas }. Por como



formalizamos anteriormente el concepto de sistema inercial de referencia, sabemos que
& cada uno le podemos asociar una reticula fija a él y un sistema de relojes sincronizados
al de un origen, de tal forma que todo evento tietie sus coordenadas esvacio- temporales
en cada sisterna. Llamémosle {z,y,2,1) 2 las coordenadas con respecto a Sy {(z'y/,2', t')
respecto & §' de un evento arbitrario. Como ¢l tiempo y el espacio son conceptos que
dependen del sistema de referencia, entonces en general z # 2 Ly # v 2 F 2t # ¢
Estas reticulas las ponewmos de ial forma que los cjes coordenados z y ' coincidan
en direccién v sentido con el movimiento del sistema 8 respecto 8. Los ejes y v o'
paralelos, asi como z v 2’ v ademis en t=0=1" los origencs coincidentes. Lo haremos
as{ para poder simplificar el andlisis sin pérdida de generalidad. Una idea de como han
sido colocadas lus reticulas la da ¢l dibujo.

ki _f\z’

;)( 3 x!

[ 4 L)
4 4

El dibujo tiene elgunos defectos , como que aparccen los ¢jes coordenados como
perpendiculares y aqui no se habla de perpendicularidad pues es algo que no necesitamos

hacer en el andlisis. Ademas, en el dibujo no se puede trazar el eje t ni el ¢/ .

Podrfamos pensar el sistema S’ con coordenadas (2,4, 2',t') como el tren que
se mueve con velocidad § respecto al andén, pensado como sistema S con coordenadas
(z,v,2,t). Y entonces la pregunta hecha al principio se traduce a § qué coordenadas
(z,3,2,t) tiene en el andén un evento cuyas coordenadas en el tren son (2f,y',2',¢) 7.

Como el movimiento es en la direccién y sentido de los ejes z v =/, es facil ver
que el evento no cambiard sus coordenadas y' ni 2!, o bien que las longitudes en las
direcciones de los ejes y' ¥ 2' no cambiardn. Probémoslo. Si tomamos la unidad en el
eje v', apovada en el origen y supusiéramos que en el eje y csa unidad midiera menos,
entonces, dada la homogeneidad del espacio, debiera medir menos esa unidad también
en {'=0 (donde ¢=0). Ahora por el Principio de le Relatividad, podriamos intercambiar
los papeles de Sy $’ y ademés intercambiando el sentido de los ajes zy z', entonces §se
mueve con velocidad 8 respecto 2 §'. Al intercambiar los papeles, entonces en t=0=¢'
la unidad en el eje y medirfa menos que la unidad en el ¢je y' {visto desde &', y eso no
puede ser, pues supusimos que era alrevéds. Lo mismo pasaria si hubiéramos supuesto
que la unidad en direccién y mide lo mismo respecto a §' y por tanto todas longitudes
medidas por esa unidad también.
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Anélogamente las longitudes en direccién del eje 2/, se conservan.

Entonces el buscar las coordenadas (z,1,2,1) se reduce &z sélo buscar zy tya
quey =y'y 2 = 2. Ahors nos queda preguntarnos j y las coordenadas y' y z tampoco
influven en buscar z 0 7. La respuesta es que tampoco, veamos. Consideramos en el
sistema S cualquier evento en el espa-
cio que tenga su coordenada z la cual
no dependa de y ni z, es decir todos Jos
eventos que estén contenidos en algin

plano paralelo al plano y'z/, es decir

paralelo al eje ¢! v ul =/, Comoa ' es
paralelo al ¢je zy ¢ es paralelo al eje v,
entonces el plano es paralelo al plano

yz y cualquier evento que estaba en el

plano con coordenada z constante, si-

gue teniendo una coordenada z! inde- y
pendiente del valor de y 0 z, porque

sigue estando en un plano paralelo al

pleno yz.

F3 -

Anélognmente para ver que ¥ v 2/ no influyen en ¢, tomamos un plano paralelo
al plano y'2! (con un t constante), que resulta ser paralelo al plano yz {conun ¢ contantc
también). Entonces s6lo hay que buscar las coordenadas Ty t en términos de z' y t/, es
decir s6lo como funcién de 2' y t, Una observacién imporiante es que entonces, debido
a el movimicento de traslacién uniforme de un sistema S' respecto a otro 8, el anélisis
no necesita hacerse en todo el espacio-tiempo, sino en un plano de éste, a saber el plano
zt. Por lo tanto buscamos dos funciones f, g, tales que:

z = f(z',1)

t= g(zl’ t’)

porque z va a depender de 2’ , lo mismo que ¢.

i Qué tan complicadas serdn fy ¢ 7 jserdn lineales o no? Supongamos que |
no lo fuera, mis en concreto supongamos que z = k- 2. Entonces midamos ahora y
Veamos que pasa:

Si una vara rigida de nuestra unidad en S’ la colocamos sobre e} eje z', con
extremos en 2y = 1y enz/y = 0, entonces, vista desde Sesa vara mide (k - 1)2-k-0%=
k= IR — T4
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Ahora si la misma vara la colocamos con extremos J:'B =2y x'Azl , entonces,
esa vara vista desde S mide z'g — x4 =k -zl —k-z'BZ: k. 4—k-1=3k. O seaque
vista desde S, Ia longitud de la vara depende del Tugar donde se coloque a lo largo del eje
z!. Esto es algo que no le pasa al espacio {isico en el que vivimos, dicho de otra forma ¢l
espacio tiene esa propiedad de que la longitud de une vara, vista desde un sélo sistema
de referencias no dependa de el lugar donde se coloque. Mejor dicho, lu hamegeneidad
del espacio es la propiedad de no haber puntos preferenciales en éste, de no depender
el resultado fisico del punto espaciel que tomemos. A dicha propieded 1 denominamos
homogeneidad del espacio, la cual hemos usade anteriormente gl formar la reticula
del espacio-ticmnpo, al encontrar la relacion entre dos tiempos de cada sistema, asi como
las Jongitudes y también al ver que las coordenadas i v 2! no varian al verse desde S,
Esta propiedad es reahnente mas profunda de lo que parcce; es en toda la Teoria de Ja
Relatividad un supuesto muy lmportante y por lo que se refiere a la deduccion de las
ecuaciones que relacionan las coordenadas de S con las de 87, esta propiedad le impide
a f no ser lineal en z'.

Una propicdad andloga & la homogeneidad del espacio es la homogeneidad del
tiempo la cual dice que tampoco en el tiempo hay un instante preferencial. Que los
fenémenos fisicos no dependen de cudl instante tomemos, por lo que se afirma que un
intervalo de tiempo medido desde un sélo sistema de referencia o reloj, mide lo mismo
independientemente de apartir de que segundo empieza a contarse. Y es a partir de esta
propiedad de donde también se desprende {con ¢l mismo andlisis que el que hicimos en
¢l espacio} que no puede dejar de ser lineal en ¢,

TFormalizemos mejor toda esta idea de que la homogeneidad del espacio-tiempo
implica la lincalidad de la transformacién buscade,

Si buscamos f; ¥ ¢; ¢ = 1,...,4 tales que: .

T = ]’1(1’, y’szls t’)I' + fZ(I": y'e Z’st,)yl + fg,(Ir,y’, z'!t’):l + fé(x,s yl,zl, t’)f"

y = gi{e’, v, 2, t)2! + golad, v, 2 4 as(e v 2 ) g (0 )Y,
debido a la homogeneidad del espacio-tiempo, €l no depender del pumto {a',y',2',t')

la transformacidén buscada, entonces tanto las f; como las ¢; , ¢+ = 1,...,4 deben ser
funciones constantes respecto a 1y, 2' y t', es decir

8
1t

gz’ 4 oyt
51:11’ + 6215’
L ]

donde ey, ay, 81,6 pueden depender de la la velocidad 4, pero no de 'y, 2/ ni de ?',

il

Hasta aquf el andlisis ha servido tento para las férmulas de la mecénica clésica
como las relativistas, pues en ninguna se necesita a y nia zy tanto fcomo g son lineales.
Ahora bien, vamos a ver como se llega & unas a diferencia de otras.

a) DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA MECANICA CLASICA.

Para esta visién el tiempo era absoluto, t=t' para cualquier par de sistemas que
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se movieran o no en traslacién uniforme uno con respecto al otro. El tiempo era pensado
como algo que no dependie del espacio fisico . El espaciofisico tenfa todas las propiedades
del espacic euclfdeo tridimensional E. DTor tanlo, el espucio-tiempo era pensado sélo
como dos conjuntos sin influencia alguna entre ¢i. Una posicién tridimensional a la que
se le asociaba un tiempo, es decir, como un producto cartesiano E » It donde E es ¢l
espacio fisico o una isometria de este y R es el tiempo, denotado por los ntmeros reales
con sus propicdades de orden y densidad.

Con esta concepeidn del tiempo sepurado del espacio lus ecurciones pari en-
contrar v t, respecto a 7'y & i’ (por que el que no juegen un papel ni oy ni oz fuc
independiente del cardcter absoluto o no del tiempo), f v g deblun ser tales gue

= f(e vt = gt

es decir, t s6lo dependia de ¢y ademés eran iguales, es decir t=t, entonces g debiz ser
la funcién idéntica. Y para analizar la posicidon que guarda respecto & § una particula
que tiene coordenada z’ en S, es importante ver que distanciz que tiene la particula
al origen de §, sobre el cje z es igual a la distancia z/, més lo que el origen de 8’ ha
recorrido en un tiempo £ al ir a la velocidad 8, que s ft. Es decir, asi:

Por tanto si las coordenadas en § de una particula son (2, ¢/, 2',t') entonces,
vista desde Sson (z'+8t, 1, 2,1}, donde §' se mueve con traslacién uniforme y velocidad
B respecto & S. ;Y qué tanto cambiardn estas coordenadas shora que sabemos que el
tiempo no es absoluto sino mdas bien relativo ol sistemea de referencia?. Entrémos pues
a buscar estas coordenadas.

b} DESDE EL PUNTO DE VISTA RELATIVISTA.
Busquemos shora de otra forma ay, az,8; v é; tales que:

I= oq:c’ + agt'
t = 612" -+ (Szf’
Analizando el origen de § tenemos que:

el evento (0, t) respecto a S es el (—Bt',1') respecto 2 §' ¥ sustituyendo arriba resuslta:
0= —a1ft' + agt'

entonces,

agt! = oy 8¢
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de donde,

.
oy =oyff

Dada la constancia de la rapidéz de la luz, tenemos que:

los eventos (z,7) en § son los eventos (z',2') en §' por lo que:

=t + o8

! !
I = (7114‘7 t+ 52:1:

entonces,

o1z -+ a1 A = &7 + by

Y por otro lado, debido a la isotropia del espacio:

los eventos (—z,z) en S son los eventos (—z',z') en §', de ahi que

—z = ~ay2' + a1 87

r= —6r + 6x'

entonces,
—ayx' + oz’ = 67" ~ 8y,
Sumando las dos ecuaciones resultantes, tenemos

201 fz’ = 26,2’

entonces,

6y = ayff

Y restando las mismas dos ecuaciones anteriores, tenemos

202 = 267’
6= 0y
entonces
! '
z= o)z +afi
= alﬁzl + alt,

Ahora calculemos oy ( la cual depende de la velocidad ).
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Dada la invariancia de la velocidad de la luz, las ecuaciones de un frente de ondn

en los sistenas § y S’ son:
-

daylaleat? y LPyytyato gt

ya que cs la distancia recorrida igual al tiempo recorrido, pues la velocidad de la juz es

1.
Como ¢ =y y 2" = =, entonces:
9 2 9 [/ 2 12 2 2
T L R TP L Ly

Usando las ecnaciones obtenidas de la transforniacion

= afz + 2(1‘[1{ z olﬁ L. ‘ﬂ" 12 ~2alﬂt = aj 2312

,ilzﬂ'zzl- _ Qxi'z

= (x 7! + alﬁz !
e? —1* = ot - ﬁz)(z’2 — l,'z)

>

o~
£
t

H
P

Por tanto (1~ %) =1y de ahi:

ap = di—

=

donde se¢ puede tom r ¢l signo mis, ya que ¢l menos corresponde a la direccién opuesta
de los ejes z y z'. ,

Por tanto, la transformacién buscada ex
_ .’1:’ +ﬂ[’
Vi-p2
B ﬁﬂ:"}'t’
VI-g?

! tiene coordenudus espucio-teraporales (2!, y', 2! 1'),

Entonces si un evenio en S

visto desde S tiene coordenadas ,
o+ 8t 4+t
(?ly!z:t:): yYLE, ==
Vi- g Vi-p

donde S se mueve con velocidad f respecto & S y en direccién de su eje comin zz

O sez que las coordenadas del sisterna S’ pueden transformarse lineamente en
las coordenadas del sistema S, es decir, existe une  T': B — B* tal que:

_ ﬁa:+t'
T(I,y,‘.,t)-— \/i-—ﬁz /l-—ﬁ2
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es un cambio de coordenadas entre dos sistemas incrciales, uno de los cuales S se
mueve con translacién uniforme, con velocidad f# con respecto S’ = T(§). A esta
transformacién, que en relatividad es de R? a*R?, se le lama ’I‘ransformacxén de
Lorentsz, ya que estas son las mismas ecuaciones que Lorentz habria encontrado en
su famosa contraceién, pero en el fonde con uno gron diferencia pucs para ¢ wola

relativ ,J.-J de la posicidn ocacionada

deformacion era cn un mismo sistema
por el movimiento uniforme.

En realidad, este transformacion es rmucho wids gue eso. Para erapezar, fortalece
esu idea del materizlismo, que en la materia estén estrechamente vineulados el espacio
y el tiempo v que uno influye en el otro tanto como ese otro en ¢l unoe, v ademds estdn
en contante movimiento. No hay ni ticmpo ni espacio ab=olutos. Y es tan estrecha la
vinculacién entre el ticmpo y el espacio que en realidad el tempo ¢ un ¢je miés de este
sistema coordenado que es el espacio-ticmpo, tiene todas lus caracteristicas que puede
tener el eje z de la geometria cuclidiana tridimensional con el cual representamos una de
las dimensiones en las que vivimos espacialmente. Para convensernos de todo esto, hace
falta ver la dualidad entre z y ¢ en la Transformacién misma de Lorentz, el tiempo juega
el mismo papel que juega la posicién z, en los sistemas coordenados espacio-tiempo que
se mueven unos respecto & otros. Y pudimos en lugar de tomar el eje = como direccién
del movimeinto, haber tomado el de eje y o el de 2z, 0 el de t { aunque fisicamente no
es posible ) y la transformacién habria resuliado la misma. Realmente la relatividad
del tiempo es més bien la incorporacién de él en todos los procesos fisicos. De shora
en adelante hablar de un solo espacio-tiempo no tiene sentido, pues hay una infinidad
de ellos. Y eso que sélo hernos movido unos sistemas respecto a otros con direccidn y
velocidad constante. De aqui no se concluye que todo es relativo. Un contracjemplo
de esto es la constancia de la velocidad de la luz. La turca despuéds de que se plantea
la relatividad del tiempo, ¢s precisamente la de buscar clasificar todos los conceptos y
leyes en absolutos o relativos.

Ctra enorme consecuencia es que, abre muchas preguntas cuestionidndonos sobre
el universo en el que vivimos. Entonces: jvivimos no en un espacio de tres dimensiones,
sino de cuatro 7, } en qué geometria vivimos, aidn en la euclidiana ?, o mejor dicho,
iqué geometria explica el espacio-tiempo en el que vivimos 7. En realidad creo que
estamos lejos de decir cual geometria, apenas con el descubrimniento del tiempo como
algo que interviene en log cdleulos fisicos, efectivamente vemos que vivimos al menos
en cuatro dimensiones y lucgo apenas empezamos & comparar coordenadas espacio-
temporales entre sistemas que se mueven uniformes unos con respecto a otros, como
es el caso que hemos analizado y ya no se cumple que la métrica’ euclidiana que era

\/:z: +y2 4 22 + 12, se conserve en todos estos sisternas, Vearnos con més calma esto

dltimo. Si en un sistema S’ (como el tren) que se mueve con respecto a otro sistema S
un evento es (1,0,0,1) en en las coordenadas espacio-tiempo de S', entonces su distancia
euclidiana al origen (0,0,0,0) de S’ mismo, es:

VIZ40+0+12= V2

Ahora bien, usando Ia Transformacién de Lorentz, las coordenadas con respecto
a § son:
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(1+ﬂ 1+ﬂ)
\/1~—ﬁ2 \/‘1 - [%

y la distancia euclidiana al origen de S es:

a+g

1+8 1+4@ 144
240+0+(1 )- «

g TCET

{6

-5

Con todo esto vemos que la tnica forma de que esta distancia sea invariable
aquf, es que g = 0, o sea, que S' esté en reposo respecto a S y pues si es légico ya
que se rigen por el mismo sistema coordenado, pero si 8 # 0 ya no es invariable .
Mads atn si B es casi 1 la distancia euclidiana estd lejfsimos de preservarse. Por todos
estos nuevos resuliados aseguramos que al menos en el universo que vivimos no rige
la geometria euclideana porque si rigiera, la distancia euclidiana seria invariante en
cualquier sistema coordenado v al menos en los que se mueven con traslacién uniforme
no lo es,

A} analizar la geometria nueva que nos explique Ins leyes entre sistemas que sc
mueven con traslacién uniforme, sucna muy interesante para ver que tan distinta es la
cuclideana que habia regido antes de la Teoriz de la Relatividad. El andlisis profundo
de esta geometria, lo haremos un poco mds adelante, por lo pronto sigamos analizando
la Transformacién de Lorentz y algunas de las consecuancias més inmediatas de ésta.

Una observacién importante es que en diche Transformacién:

_ Bz + pi ,

V1-p?

<
I
-
1
i
t_

_ pd+! ’
_*;jﬁ

cuando f = ¥ es muy pequeila, es decir cuando v es pequefia respecto a la velocidad de
[

la luz entonces 1/1 — 32 es casi 1 y las ecuaciones se parecen a las de Newton:

z=g 4+ ft



.

=1t

!

donde Bz' es omitido porque z y 7' son muy pequefef comparadas con t y ¢/, en

velocidades bajas.

Dicho lo anterior de mejor manera, ¢l limite de la Transformacién de Lorentz
cuando £ tiende a cero, es la trasnformacion de la mecénica clasica que roucho nos
explica del mundo cotidiano de baj
de la Relatividad comeo contrapuesta a la mecdnica clédsica, con esto nos damos cuenta
de que no es asi. La Relatividad es una visién mds generzal, que supera la particularidad
de la teoria cldsica, pero que no la niega, al contrario, la reafirma, no como teoria que
explica todo el universo, sino ese universo de bajas velocidades, lo cual ha sido muy

importante en el desarrollo de la fisica que le dié incluso pie a la misma Teorfa de la
Relatividad.

.Y el primer postulado de Einstein también se verifica 7. | Se sigue cumpliendo
en la Transformacién de Lorentz el principio de la relatividad 7.

as veloeidades, ¥ s en un principio aparecid la Teorfa

Supongamos que en lugar de considerar que el tren S' se mueve con velocidad g
respecto al andén S, consideramos que el andén S se mueve con velocidad —F respecto
al tren S', entonces por el Principio de la Relatividad de Jus leyes deben ser las mismas
a las que obtuvimos considerando al tren en movimiento respecto a S, es decir, que la
Transformacién de Lorentz debe ser tanibién ser valida en este caso, o sea:

t g = ZE A
R A yr—— ) SR

vV=y =z

= -z}t
’ 1_ﬂ2

Y por otro lado el encontar las coordenadas de S respecto a S, a partir de la
Transformacién de Lorentz que encontramos, que fué:

significarfa despejar 2 z',y/,2/,t' y ponerlas en términos de z,y,z,¢. Es decir, encon-
trarfamos la Tranformacién inversa de Lorentz. Lo cual es invertible por tener determi-
nante distinto de cero, ya que la Transformacién es:
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cuya matriz de 2 x 2 tiene determinante uno. Esta Transformacién inversa de Lorentz
debiera coincidir con la que resulta de haber pensado movitndose el andén con velocidad
—f respecto al tren, sies que el Principio de la Relatividad es algo que sigue valiendo.
Entonces depejemos ' y ' en términos de 7 y £ ¥ veamos si coinciden. Quizds se vuelva
un poco tediosa esto talacha pero, hay que despejar.

e .

como T o= —%”E;—; vamos o despejar 2’ de una v ¢ de lu
Vi-g*

otra:
—

entonces, V1- Bz =1+ 8

¥ JU-p2t =g + ¢

por tanto:
Vi-g2.z—pt' =2

\,l—ﬁg-t—ﬂz':i'

resolvemos las dos ecuaciones anteriores como ecuaciones simultdneas, sustituyendo ¢/
en la primera ecuacién, tenemos:

Vi-p2z—B(/1~p%t—pz) =2

de donde: ,
\'/l—ﬁz-ﬂf— A1~ 2.t 4+ p% =<

y juntando las z’, tendremos una ecuacién en términos de z y ¢

Vi-p2.2-pJ1-pf2.t=2(1-p%

que para aclararla mds la dividimos entre {1 ~ ﬁz), entonces:

z=pt
e = T
1-p2
que es la ecuacién precisamente de =’ cuando era el andén el que se movia respecto al

tren con velocidad ~f. Ahora veamos la que resulta de . Ya que encontamos z/, la
sustituimos en la segunda ecuacién simultdnea, entonces:
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t=1-p%.¢ ﬁng:ﬁ)

que es lo mismo a:
g =B =By -

\/l - B2
y distrubuyendo queda:

,:z—ﬁ%~ﬂz+ﬁ%
y 1-p?

y cancelando tenemos:

Pzt

,—-———-—-———“_
t r——;ﬁ?

que ¢s precisamente la ecuacién de ¢ cuando supusimos que ¢l andén se movia respecto
al tren. or tanto el haber encontrado la Transformacién inversa de Lorentz o el haber
considerado desde un principio el movimiento del andén con velocidad -8 respeeto
al tren, y el encontrar para ese caso la Transformacién de Lorentz directamente, cs
exactamente lo mismo, con lo cual se confirma que lo desarrollado hasta este momento
de la Teoria de la Relatividad no contradice al principio de Ia Relutividad (primer
postulado de Einstein), sino que lo reafirma. En conclusién toda al teorfu desarrollada
hasta ¢l momento, no tiene contradicciones internas. Pero realmente su aparicion es
trascendente en muchos més sentidos. No sdlo va de acuerdo con sus postulados, sino
que recstablece el verdadero sentido de la Teoria Newtoniana, abre nuevos caminos a
esta nueva teorin de lo absoluto, para buscar nuevas leyes fisicas que rijan ahora en
todos los sistemas como movimiento de traslacidn uniforme, hasta tratar de acercarse a
Ia geometria que explique el universo en el que vivimos, siempre cambiante, siempre en
movimiento.

2. CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACION DE RLORENTZ

a} RELATIVIDAD DE LA SIMULTANEIDAD.

Si consideramos dos eventos distintos simultdneos en S, veamos que no lo son
en §' 51 B # 0. Sean A= {z1,1;) y B = (z2,13) respecto a S.

Sit; =tg con z; # zs , entonces usando la Transformacion de Lorentz, tenemos
que, si A = (z},t}) ¥ B = (a4,y}) son sus coordenadas respecto a S, entonces:



Bry+ty _ Bzt
\/1 T V/r,_ 52

o bien

B+t =Prhrty  (B70)

si t'l = t'2 , {es decir, si fueran cventos simulidneos en §'), entonces 1'1 = :c'Q, de donde
Ay B serian el mismo evento, lo cual supusimos alrevés. Por tanto, si § # 0, entonces
th # th, es decir, 4 y B no son simulténeos en §'. Analogamente, si dos cventos 4 y
B son simultineos en S, no lo son en § si A £ 0, pues utilizando la transformacién
inversa, tenemos:

foegt o SPmth —frg + 1y
1=t = = = =
,/1_32 \/1_; 52

y razonando como arriby, tenemos que 1y # tg , mientras # # 0. Por tanto, el con-
cepto de simultaneidad es relativo al sistema de referencia y cumple con el Principio de
Relatividad.

b) RETRASO DEL TIEMPO.

Considerarmos un reloj en el origen del sistema S! en el tiempo 0, es decir,
el evento (0,0) en S'. Por como colocamos S’ y S, sabemos que este evento tiene
coordenadas (0,0) también respecto a S. Ahora bien, si tomamos ¢’ unidades de ticmpo
de este reloj en el sistema S, es decir, los eventos (0, ), la pregunta es: jcuales serdn
las coordenadas de dicho evento respecto a S7, si le llamamos (z,1) a estas coordenadas
buscadas, por la Transformacién de Lorentz tenemos:

8.0+t
1 B0+t
V1- 52
o bien .
il
t__

entonces, esas ¢’ unidades de tiempo en §', corresponden a t/1 — A2 unidades de tiempo

en S. Como /1 — % <1 (si B # 0), pues B < 1 (la velocidad del sisirma 5’ no supera
> 1, io cual quiere decir

la velocidad de la luz que es la cota méxima), entonces —\/]7{_;2-
] . .
veces Ja unidad de tiempo de ¢

V1-pt

que una unidad de tiempo de ¢’ en §', equivale a
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respecto a §. Es decir, respecto a §, su tiempo transcurre més rapidamente que el de
§', o bien, el reloj de S’ se retrasa respecto al suyo.

Anglogamente ¢t unidades de tiempo maFcadas en el reloj de su origen de S, es
decir, el evento (0,1), tendré las coordenadas (z',y") en S’, tal que

LR .

Vi g

Lo cual quicre decir que respecto & S', ¢l tiempo de § transenrre mis lentamente que
¢l suvo.

Por tanto, desde cualquicra de los dos sistemas § o 87, se observa que ¢l tiempo
del otro sistema transcurre mis lentamente. A esta propiedad es a la que sc llama

retraso del tiempo, con factor de retraso \/1 - 3%,

¢)CONTRACCION DE LONGITUDES.

Consideremos una barra rigida en el sistema §' cuyos extremos estén en el origen

y a z'S-unidades separada del orfgen en la direccién del eje z'. Al medir esta barra

desde $' mismo, en el ticmpo #', estaremos hablando de dos eventos (0,1) v (#',t)
respecto a §'. La pregunta serfa: ;qué coordenedas tendri el evento (1,0) respecto 2
S?.

Més en concreto, si quisieramos medir la barra de §' desde S en el tiempo 1 = 0,
entonces bastard con saber qué coordenadas (z,0) respecto a § tiene el evento (z';1')
de S’. Entonces, la barra en S’ serfa medida desde § por los eventos (0,0) ¥ (z,0).

Usando la Transfirmacién inversa de Lorentz, tenemos que

y_z—f-0

z =~*\'_—1~ﬂ2

quc cs lo mismo gue:
' z
I = ———
J1-p2 '

Ji-pl=r

entonces,

Por lo tanto, desde S la barra en S mide \/1——— (2 veces lo que mide desde S'.
Es decir, desde S las longitudes que registra S’ se contraen desde su sisterna de medida.
Analogamente si tomamos una barra en S que mida z unidades, es decir, con-

siderando los eventos (0,t) y (z,t) para slgin ¢, buscaremos z' tal que con los eventos
(0,0) ¥ (£',0) respecto a §', mida la barra de §. Usando la Transformacién de Lorentz:
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Lo DA
V1-p2

o bien

zy\1 -2 =g ’

de donde se deduce que también desde S’ 1z barra de S se reduce respecto al sistema
de medida de §'.

Por tanto, desde cualesquicra de los dos sistemas la barra del otro sistema se
reduce. A esto se le llama contraccién de longitudes.

d) REDUCCION DE VOLUMENES

Si un cuerpo tiene un volumen V respecio a §, ¢l volumen que tendrd respecto
4 .
a §' serd 1‘ >, ya que las longitudes transversales se preservan, puesy' =yy 2z =z

y s6lo disminuye la longitud en la direccidn del movimiento.

(]

L4 ‘E

/ g
y y’

Por ejemplo, una. esfera vista desde S’ es un elipsoide visto desde S.

N
3

n

x‘

deede &’ desde §

e) SUMA DE VELOCIDADES

'

Con la idea de recuperar las leyes de la fisica cldsica, veamos ahora que pasa con
la ley se suma de velocidades. ; Era cierta o no la suma como se decfa en la mecénica
clésica ?. ; Porqué resultaba que la luz no la cumplia ?. Averigliémos.

8i un objeto se mueve con velocidad B' (en coordenadas geometricas y con
direccién del eje z') respecto al sistema S’ que se mueve a su vez con velocidad f,
(en coordenadas geométricas también y en direccién de eje zz') respecto al sistema S,
icudl es la velocidad f del objeto respecto al sistema §?. Imaginemos todo esto con el
tren y el andén, como se ve en la figura, para darnos una mejor idea.



Supongamos que cuando los orige-
nes de Sy §' coinciden, es lanzado un objeto
tamnBién desde el origen de S’, pare asf tener
Br = %7' y también # = Z. Entonces usando
la trnsformacién de Lorentiz:

donde la velocidad f, es la velocidad de §' respecto a §. De aqui deducimos que la
velocidad del objeto respecto a S es:

Y i Ly N R
(6! o)1 - g7t A0 g A

k=)
il
@iy
}
] vote

. . ,_.L
entonces la velocidad 8 del objeto respecto a S es —fﬁ—r‘ﬂf}. Esta es la nueva ley de suma
1+ 45, M

de velocidades. Poniéndola en términos de unidades no peomdéiicas quedan corno:

ur

u
Al = ¥ f. =Yy =% pars algunas u, v, w, entonces ¥ ﬁ_ﬁlv = W=
c

vtu

1% - .
Entonces la suma v+ ¢ no ¢s una ley vilida para todo ¢l universo. Sin embargo

sf para el de bajas velocidades respecto a la de la luz, pues si v y v son pequedias respecto

a ésta, entonces el término %% es despreciable y entonces w estd bien aproximado por

u+v. Es decir, la antigua ley de suma de velocidades es muy buena aproximacién para

seguir explicando nuestro mundo cotidiano. Sin embargo la ley de suma de velocidades

Uty

pequenas o no respecto a la de la luz es T ¥ deja de ser muy buena aproximacién
2

u + v cuando cualquiera de estas dos es una velocidad muy cercana a la velocidad de
la luz o incluso es ésia misma. Tor es0 la luz no cumpliz Iz sume de velocidades ¥
el experimento de Michelson-Morley no resulté lo que se esperaba al hacer la analogia
con el experimento del lanchero remando. Realmente no eran tdn andlogos, pues la
velocidad del remado es muy pequedia en comparacién con la de la luz. Al uvsar la suma
de velocidades de la mecénica cldsica sc estaba aproximando bastiante bien en el caso
del lanchero, pero no asf en ¢! experimento de Michelson.

Al querer detectar el movimiento de la Tierra respecto al eter, se hizo este
experimento cuyo resultado esperado nunca iba a suceder. Entonces, jeso quiere decir
que si existe el eter?. Hasta el momento no hemos necesitade en lo absoluto de él y
ademiés las aparentes contradicciones que se trataron de resolver con la suposicién de
su existencia quedan ya resueltas con la nueva suma de velocidades. Pues el que no
cumpliera con el Principio de Relatividad de Galileo, sc debe a que el andlisis fué hecho
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con la suma de velocidades de la mecdnica. Asi es que por lo menos no hay una razén
para que se siga suponiendo la existencia de ese efer.

Para terminar esta seccién veamos como la velocidad de la luz es la misma en
cualquier sistema de referencia Esta, parecin sicuipre tener la misma magnitud en cual-
quicr sisterna inercial de referencin. Sien el experimento que analizamos anteriormente,
en lugar de ser un objeto, fuera un rayo de luz €l que levasa velocidad fy = 1 respecto a
8!, iqué velocidad tendria respecto a §7. Esperarfamos que fuera # = 1 también, pues
se lo pedimos al buscar la Transformacién de Lorentz. Veamos:

ﬂ, »”r . 1 ﬁr

G w1 Aie1

Y alrevés también debe de cumplirse, si el rayo se muceve con velocidad 8 = 1
respecto de S', la velocidad del rayo respecto a § debiers ser ) = 1. Sacdndolo de Ia

r

< 8, +
ecuacién 1 = fi% enfonces,
.

BeBr+1=F1+pf = BS -8 = -1 = gB-1)=(8~1) » =1

por tanto, el rayo de luz tiene velocidad B’ = 1 respecto & S’ también, Y cou esto el
segundo postulado de Einstein queda verificado, aunque Jo anterior no es una demos-
tracién de éste, pues lo supimos al buscar la Transformacién de Lorentz, Pero jqué bueno
que la teoria creada hasta el momento no tiene contradicciones con sigo mismal,

3. ;CUALES SON LAS HIPOTESIS DEL ANALISIS FISICO?

La primera hipétesis fisica ha sido la homogeneidad e isotropfa del espacio y la
homogeneidad del tiempo, es decir, que en el espacio-tiempo no hay puntos ni direc-
ciones preferenciales, que las leyes fisicas con les mismas condiciones inicizales no deben
depender de cuél evento se escoja, ni de cual direccién. Esta hipbtesis se ha utilizado
en la deduccidn de las formulas, tanto de Galileo como de la Transformacdn de Laorenls,
en la linealidad de ambazs transformaciones.

La segunda hipétesis establecida para la deduccién de las ecuaciones de Galileo es
la suposicién de el tiempo absoluto, que como veremos en un momgnto, es equivalente
a suponer que existen veocidades infinitas y a que la simultaneidad es un concepto
absoluto.

Por otro lado, la segunda hipdtesis supuesta para la deduccién de la Transforma-
cién de Lorentz, ha sido la sola relatividad del tiempo, que es equivalente a la relatividad
de la simultaneidad y a la existencia de una velocidad méxima en la naturaleza, la cual
por ser una cota en las velocidades del universo, es una constante en cualquier sistema
de referencia.
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Probemos primero las equivalencias mencionadas arriba y luego daremos un
esquema donde visualizaremos las hipétesis fisicas.

El que el tiempo en cualquier sistema d€ referencia sea el mismo, es decir, quecl
tiempo sca absoluto, es equivelente a que haya velocidades infinitas ya que:si tommamos
dos cuerpos en el mismo instante, uno en § ¥ otro en §' (sistemasinerciales con velocidad
relativa distinta de cero), el que el tiempo sea absolutojmplica que una variacién del
cuerpo en S serd detectada por el de 87 en el mismoinstante, entonces In transmisién
de la interaceién transcurre de inmediato, esdecir, a velocidud infinite. E inversamente,
supongarmos que en ¢l sistema § havun dispositive que de fonina isotrdpica, emite una
“sefial” que se propagaa velocidad infinita, entonces, en los respectivos relojes situados
en todos lospuntos del espacio, en cualquicr sisterna inercial que respecto a § se mueve
convelocidad finita, fijan la indicada senal en el mismo momento en que ella fuéemitida.
Es decir, tales sefales sirven de “marcas de tiempo™ con las que serdregistrado en todos
los sistemnas incrciales un lapso igual, es decir, €} tiempo esabsoluto. Por tanto, tiempo
absoluto y la exitencia de velocidades infinitas son equivalentes.

Analogamente el tiempo absoluto y la simultancidad absoluta lo son. §i dos
eventos son simultdneos en §, como el tiempo es absoluto, ambos eventos serdn re-
gistrados con los mismos tiempos en cualquier sistema S’ inercizl que sc mueve con
velocidad relativa a S, por tanto, son §'-simultdneos también. Y biceversa, si dos even-
tos son simultdneos en S y en un sistema inercial S’ con velocidad constante respecto a
S también lo son, eso quiere decir que la velocidad de transmisién entre 8"y S fué in-
finita y por tanto en el mismo instante, de donde se deduce €l caracter absoluto del
tiempo.

Con todo lo demostrado hasta aqui, se completa la segunda parte de ser equi-
valentes el tiempo relativo, la existencia de una velocida mixima y la relutividad de la
simultaneidad. Sélo falta probar que la existencia de una velocidad maxima, es Jo misma
que decir que dicha velocidad (o rapidéz) es igual en todos los sistemas de referencia
inerciales.

Si la velocidad limite de propagacién de senales y de las interacciones variara al
pasar de un sistema a otro, ser{s posible tanto diminuirla como aumentarla, perdiéndo
su caracter de limite superior. Es decir, si es 1a velocidad limite, entonces, es invariante
en magnitud, al pasar de un sistema a otro. Ahora bien, si la velocidad es la misma
desde cualquier sistema inercial, entonces, no se puede variar &l pasar de un sitema a
otro, ni se puede aumentar desde ningin sitema inercial, por lo que es un limite superior
en las velocidades. N

Ahora si, el esquema de las hipétesis fisicas ¢s el siguiente:
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homogeneidad del espacio-tiempo

e isotropfa del espacio

4 N
t absoluto t relptivo
¢ {
simultaneidad simultaneidad
absuluta relativa

¢ ¢

velocidades velocidad
infinitas mixima
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CAPITULO III

*

ANALISIS GEOMETRICO DE LA TEORIA.

;. QUE GEOMETRIA EXPLICA LAS ECUACIONES DE GALILEO?

,Con cudl geometria se explican las leyes entre los sistemas con traslacién uni-
forme considerando ¢l tiempo ubsoluto?

Para intentar buscar la geometria desde la enal se pueden explicar las ecuacio-
nes de Galileo, debemos observar dos cosus con lus cuzles podemos intuir cual es lo
caracteristico de dicha geometria.

Primero, las coordenadas z 3, i de una particula respecto a un sistema S, tenfan
una relacién con sus coordenadas z' ¥ ¢’ respecto a un sistema S', el cual se movia con
velocidad f respecto a §. Esta re].xcnon era: =240t v t=1t, lacualvavimos
anteriormente.

Debido a que ¢ = t', (o sea el tiempo es absoluto en cualquier sistema inercial
de referencia), podemos también escribir la relacién como:

z=z + 4t

Esto nos sirve para verlo como producto de matrices, de la siguiente forma:

(-6 DE)

1,7\

es decir, que las coordenadas (z',t') respecto a S se le aplica la tre.nsformacién lineal

(é ﬂ) y van a dar a las coordenadas (z,t) respecto a §. Dicho de otra forma,

para hacer cambios de coordenadas entre sistemas con traslacién uniforme entre ellos.
O sea que la geometria que buscamos debe tener como transformacién de cambio de
coordenadas, a las de esta forma.

Por otro lado, algo que es muy claro en la mecanica clisica es que si una particula
hace un recorrido recto en un cierto tiempo #; a una cierta velocidad constante, hasta
llegar & un lugar y luego en ese lugar a otra velocidad hace otro recorrido recto y en
la misma direccién, también durante un clerto tiempo fg, entonces el tiempo total de
recorrido es i1+ tg.
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Lo anterior verdaderamente pasa en la mecdnica clésica, pero jqué tiene que
ver esto con la geometria que la explica?. Para contestar esto, vamos a decir otra vez
la afirmacién pero ahora en forma goemétrica. Es importante recordar que cuando un
sistema §' con (z', ¢, 2/, t') se mueve con movimiento de traslacién uniforme respecto
a S con las coordenadas (z,y,z,1), tenfamos que no cambian las coordenadas y ni 2
y que la transformacién de cambio de las coordenadas no es en realidad del espacio-
tiempo de cuatro dimensiones en él mismo, sino del espacio-tiempo de dos dimensiones
en é] mismo, donde la coordenadu cspacial es en It
la direcién del movimiento de & respecto a S
Entonces nos interesa graficar ol espacia-ticmpo
de csas dos dimensiones. Lo hacemos con la idea
con lz que estanmos acosturnbrados en cédleulo, for-
mando un plino con los ejes r ¥ ¢, como en la si-
guiente figura. Hasta aqui, no hemos dicho nada
de la perpendicularidad entre los ¢jes; podemos
hacer abstraccién de esta en el dibujo.

Y pura representar ¢l movimicento de una particula con velocidad § respecto a
este sistema S con coordenadas z, t, con unidades geométricas y en direccién positiva
al eje z del sistema, no hay que confundir e] movimiento de la particula en direccién
del eje z, (que es la misma direccién del movimiento de §' respecto a S) con el graficar
con respecto al eje z. Entonces si la particula en el tiempo ¢ = 0, tiene la posicién
z = 0 (es decir, estd en el origen) por cada centimetro de tiempo {en las coordenadas
geométricas), la particula habrd recorrido f centimetros sobre ¢l ¢je z y por tanto el
movimiento es graficado de la siguiente forma:

1t Vs Pues, f = % entonces At = r, o bien
// t = % vy asi vieualizamos que lz pendiente ¢

H
e pet é si vemos a ¢ como funcidén de z y es § si

vemos a x como funcidén de t. Y la grafica de
una partfcula que se mueve en la direccién

Lemb- oor . .
o positiva del eje z, con velocidad B respecto
[ . a S, ahora no empezando en el origen sino
Pem ' cuando ¢ = 0, = = a, entonces la grifica del
movimiento (donde § < 1) de esta recta es:
Estas gréficas del movimiento de u- it

na particula, se les conoce como lineas de

mundo de una particula. Mds adelante va-

mos a profundizar este concepto, por lo

pronto intentemos decir la afirmacién que /
hicimos de la mecdnica clésica.
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El que una particula haga un reco-
rrido en la direccién del eje z y con una velo-
cidadr By y luego en ese lugar y en ese tiempo
contimie su recorrido 2 otra velocidad fig,
representa dos segmentos de dos lneas de
mundo distintac. Una con velocidad §y v
Lo pasando por el origen y que llega hastu {y ¥

la otra que empicza en el punto (11, 814;) ¥
con velocidad fiy, durante un tiempo to. Representando el primer segmento por a y el
scgundo por b.

Entonces la afirmacién hecha es que el tiempo total del recorrido e 1y + 14, ex
decir las proyecciones de los vectores a v b sobre ¢l ¢je ¢, debe de medir ¢y = ty, ¢ Qué

o

quicre decir con esto 7.
En un plano zf j Q¢ es lo que hace que haya distintas geometriasen €l 7, { De qué
depende 7, bueno pues, depende de la métrica que le demos en ese plano, si la métrica,
o bien la longitud de un vector (r,t) es una u otra, las circunferencias ancladas al
origen, por ejemplo cambiardn ya que seré el conjunto de los puntos (z,!) que cumplan
que su distancia al origen sca un cierto nimero, pero esas longitudes estin definidas
At en forma distinta. Entoncet: habré que
buscar una forma de definir longitud,
R ) en la geometria buscada, de tal forma
/ que la proyeccidn de dos vectores sea la
suma de cada una de las proyecciones.
/ Una manera es que la longitud de un
/ vector (que bien puede representiar un
movimiento de alguna particula), bea
igual a su proycccidn sobre ¢l eje £,

Veamos entonces si un espacio con una métrica definida asf no recupera los
resultados y conceptos de la mecdnica cldsica, en particular las ecuaciones de Galileo
para el movimiento uniforme.

Ya que, intuimos mds 0 menos la geomnetria que quizds nos explique las leyes de la
mecdnica cldsica, vamos a presentar el espacio bidimensional con dicha métrica, un poco

més en general para establecerlo bien independientemente si se trata del espacio-tiempo
© no y posteriormente regresaremos a la mecdnica clisica.

Definiremos varias cosas, bastante formal con la ides, no de’quitarle el aspecto
intuitivo, sino de aclarar muy bien de que hablamos.

a)PLANO SEMIEUCLIDEO

DEFINICION.

Sea V' un espacio vectorial bidimensional en donde esté definido el producto
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escalar de la siguiente forma: Vv, weV < 0,W >= vg,wq

donde; ¥ = (z3,22) w = (y1,¥2)
Definimos la norma de v, denotada como || ¢ |j= /< v,v > por lo que || 7 ||=
\/( ﬁ% = Ivzl

s
Es decir que lz longitud de cualquier vec-

tor ¥ es la magnitud o valor absolute de su pro-
veccidn sobre el segundo eje.Por tanto todos los
vectores cuya segunda coordenada es igual, mi-
den lo mismo, por cjemplo todos los de la figura
tienen la misma longitud.

Y cualquier vector horizontal tiene longitud cero:

t

i

X
5

En general diremos que en V los ¢jes serdn Vy y Vo

Ahora si comencemos a invetigar algunas de las casc) cracteristicas que
tiene este espacio, con esta méirica al cual llamaremos espacio semieucli-
diano.

Considermos los vetores ey = (1,0) y eg = (0,1).Estos estdn en direccién de los
ejes 1} y V7 respectivamente. Observamos que cualquier vector @ = {vj,vy) se puede
poner en términos de e) v es, de la siguiente manera:

(vi,vg) = vp{L,0) + v2(0,1)

De tal forma que ¢1 y €2 son una base en el espacio-tiempo de eventos. Veamos
como actia el producto escalar con estos eventos bésicos y por tanto métrica.

<ep, e »=<{1,00,{1,0) ~=0

< eg,e9 >=<(0,1),(0,1) >=1

<ej,e9>=0
ya que:

<epteg e +eg >=< (1,1),(1,1) >=1

¥ por otro lado por propiedades de producto escalar real:
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<ey+eg,erter>=<epe > +2<e,e0> 4 <eg,e0>
=0+2<e, 22> +1

cntonces, =< ey,e0 >=0

Por tanto, ¢y ¢s ortogonel & ¢y {pues por definicidn v cs ortogonal a w sf sélo sf <
v,w >=< w,v >= 0 que no es lo mismo que sean perpendiculares ya que puede ser una
base {c1,€e2} que no scan perpendiculares entre si, pero al definir ese producto escalar
asi, si serdn ortogonales. Y es que ortogonalidad no es perpendicularidad. Entonces
tenemos:

leyll=/<epjer>=0

lesll= VEeras = 1
es decir, la longitud de estos eventos, que podemos asociar con vectores anclados al
origen {0,0) es Oy 1.

Entonces, diremos que una base {ej,e2} se ¥ es canénica si cumple que:

< epep >=0,<epeg =1y <epes >=10

Ahora bien, sabernos cual es la longitud de un vector anclado al origen, o mejor
dicho cual la distancia semicuclidizna de un vector o punto v = {v1,vg) al origen (0,0),
pero ;Cudl es la distancia a cualquier otro punto w = {wy,ws) ?. Veamos que buscar
esa distancia es buscar la longitud del segmento v — w, entonces: .

— e . /_”’—_————"_——‘_
Ho-wll=/<v-uwrv—-w>

= \/< (v1 — w1, vz — wy), (vg — wy, vy ~wy) >
= y/(vg ~ w2)? = jvg — wy|

es decir, que la distancia semieuclidea entre dos puntos de vista desde la geometria
cuclideanza cs 1z longitud de la diferencia entre las segundas coordenadss, o bien la
diferencia entre las proyecciones de los vectores v y w sobre el eje Vy, como se muestra en
Ia figura anterior. Entonces cualquiera de los vectores que tengan 1a§ misma proyeccién
desde el punto de vista euclideano, “miden lo mismo”.
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Como en este dibujo, todos esos seg-

V, mentos ”fniden lo misn'no”. seraieuclidiana-
(1) mente. Si al ver este (_ixhu_;o nos pregunta-
ran j esos segmentos miden lo mismo, o no ?
la respuesta es. depende, desde el punio de
vista de Ia geométricn euclidiany no v desde
e,/ St (TR la semieuclidiana si.
L 3 T ol . >
R B e Ademds g1 escogemos un punto P o=
i {pg. 1) c V¥ quercmos encontrar los pun-
tos = (ry,72) tales que tengan uua ciertn
distancia r @ ese punto P, serdn todos los que tengan segunda coordenada zp = py + r
o bien 9 = pg - r va quer
| P == e aul = o= (= 7)) = [ = rl =7

o bien:

NP —zl=lpp-zl=Ipp—~(p2~r)|=1r]=r

A este conjunto de puntos que distan de P una distancia fija » > 0, se le llama
circunferencia de radio r con centro en P, la cual denotaremos €. Entonces:

C=lzeVI|P aj=r)={z=lr,mn)eVizg=p=r}

Si observamos esta circunferencia, desde el punto de vista euclidiano, nos pa-
receran més bien dos rectas paralelas al eje Vy que distan una distancia de 2r, porque
una circunferencia euclidiana tiene otra forma que seguramenic no es circunferencie
observada desde un punto de vista semieuclideo. La defineidn de circunferencia no es la
definicién de una figura, sino la caracteristica méirica de un conjunto de puntos respecto
a otro fijo. Aunque s observamos bier, la circunferencia semieuclidea no tiene un dnico
centro, sino una infinidad y es toda la recta (vista desde la geometria cuclidiana) con
segunda coordenada py. O mejor dicho las circunferencias con radio r > 0 y centro en
cualquier punto con segunda coordenada igual a pg, coinciden.

Vamos a darle una ecuacidn a cualquiera de estes circunferencias, Tomemos
como centro nuevamente a P = (p;,pg). Entonces:

={z= (2.'1,1'2) eV I?—“—ﬂgir}:{z:(:;,xg]GV{ lza—pml=r}=
{z = (r1,22) € V| (zar2)® =7 }.

La ecuacién de C serd:(zy — pg)® = 7
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En particular si r = 1 y P = (0,0) entonces la ecuacién de-la-circunferencia -.=-..
unitaria C con centro en el origen es: z; = 1 o bien |z%] = 1, cuya grafica es:
\/Z
(0,1}
!
% rV,

Ahora bien, como queremnios legar & poder plantear cémo son las transforma-
ciones de cambio de coordenudas entre sistemas que se mueven con una velocidad y
dircecidn consiante, v esas son las mismes transformaciones que conservan el producto
cscalar, preservando todos los dngulos. Pero, jqué son los éngulos en la geometria
semicuclidiana?. Algo que serd muy Gtil para definirlos es el tener ¢laro que son lascir-
cunferencias, porque el dngulo entre dos vectores cualesquiera, es el mismo que entre
esos vectores pero unitarios y transladados al origen. Y como ¢l dngulo es igual al
arco de la circunferencia unitaria, veamos como medir arcos en nucsira ya conocida
circunferencia unitaria C, para poder entonces definir €l concepto de dngulo,

Consideremos v = (vy,1) ¥
w = (wy,1) dos veetores unitarios. Como ks
se encuentran sobre la circunferencia unitu- b0 (1)
ria y ¢l arco que subtianden dos veetores o T
igual al dngulo entre ellos por el radio de la - -
circunferencia en la que se encuentran, en- Y
tonces en este caso el dngulo coincide con ¢!
arco que subtienden los vectores unitarios,
es decir, el &ngulo entre ellos es |w; — vy].

Analogamente, si v = {v1,~1) y w = (w3, ~1}, el dngulo entre cllos es |w; — vy |.
Observemos que debido a que la cincunferencia (desde el punto de vista euclidiano)
son dos rectas paralelas al eje V7, entonces, el arco y por lo tanto ¢l dngulo puede ser
infinitamente grande.

Si tomamos ahora, dos vectores v = (vy,vg) y w = {w;, wy) cualesquiera, obser-
vemos que el dngulo entre ellos es el mismo que el que hay entre sus vectores unitarios.
Es decir, si normalizamos v y w, podremos reducir ¢ste case 2 log anteriores, siempre v
cuando v y w se encuentren “del mismo lado” respecto a Vp, pues st estuvieran en lados
distintos, el dngulo pareceria ser infinito, pues el arco que sustentan en la circunferencia
unitaria lo serfz y habria una no bien definicién del dngulo en este caso.

Asi es que consideremos v = (vy,v9) y w = (wy, wg) vectores tales que vy > 0y
we > 0.
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v, Primero los normalizamos, es decir,
\s/ consideramos % y 5 . Como jv] = jug] =
S To] ¥ [wl v} = [val
!
//V; vy ¥ fw| = jwgl = wy, entonces & = (F1,1)
1 ]
i oM ey . estos Ve e e
e : Vel = lwp 1) ¥ de estos vectores unita
Ty, , v, rivs ya sabemos que el dngulo entre ellos ¢s
‘\ Ue Wy el arco que subtienden de la circunferencia
: unitariz, es decir, !»"1 ;
jvz !
Analogamente si v = (rpova) ¥ wo= {wy, ) tales que vp = < 0, como
T . = ol = — mionees Loos {81 1) v o 1Y Tstos
ful = Jugl = —wg ¥ Jwl = lugl = —wy , entonces e !é, 1) ¥ 1}, Estos
vectores normalizados ya estdn sobre la cir-
cunferencia unitaria, aunque del otro Jado w B
. . . W gy,
del eje de Vs, pere del mismo lado respecto w3
* I3 R T T ey o
al eje V;. Entonces, el éngulo entre ellos es ; LA ' "“‘““”vl
d v N
KT B IO T8 S LR 0 o \\
~vy  -wplT jwg o wvpl T jug o way v ur

Por tanto, la definicién del dngulo entre vy w es:

jv wy
%4 — =1 con vy 0 v we O
vy 'y

Varias observaciones a esta definicién son importantes. No hay dngulos negati-
vos. La definicion tarnbién estd considerando el caso cuando v ¥ w no estdn en el mismo
lado respecto a 1, en tal caso el dngulo entre v = (vy,vy) ¥ w = (w1, wy) con v >0y
wy > 0 es

vy w1| _
vy wy

vy —u ’
vz iy

es decir, gue es e] mismo dngulo que v = (vy,v9) ¥y —w = (—wy,~wy) , con vy >0y
—wy > 0. O sea que a dngulos suplernantarios son iguales bujo csta delinicion.
Los Zugulos opuestos por un vértice también resulian ser iguales, ya que angulo

entre v y w es el mismo que entre —v y w, pues [% - ;"% = [E—{";—; - E—:é]

Y por dltimo también se cumple {como en la geometrd euclidiana) que dos
4ngulos correspondientes miden lo mismo ya que v v w tienen la misma pendiente y por
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tanto forman el mismo dngulo con z.

Por estos dos iltimos hechos se sigue que también los dngulos alternos internos
¥y externos son iguales.

Ahora as{, para poder saber como son las transformaciones de cambio de base
candnica que preservan angulos, necesitarmos recordar primero que debido a Ja homoge-
neidad del espacio ya sabemos que esas transformaciones son lineales, lo cual lo vimos
cuando empezamos a ver la Transformacion de Lorentz. entonces una hipdtesis que
sigue estando presente en esa homogeneidad del espacio que nos va a implicar la lines-
lidad de esas transformaciones. Pero en la geometria semicuclidiana, plantéemoslo sélo
en términos de buscar lag transformacionces lneales de cambio de base candnica que
preservan dngulos.

Entonces tenemos dos bases candnicas, una en V' que sea {€),e3} v en ¥ que
sea {e},e5}. O sea que se cumple que < e1,e) >= 0,< e,ea >=1y < ¢1,69 >= 0y
por otro lado también < e'l,ell >= (), cé,c!z >=1y < c;,c’g >= 0.

Como la transformacién buscada es lineal, entonces, le podemos asociar una
matriz T de 2 x 2.

... ¥ poniendo

it

ey y ey en coordenadas respectc,) a {ej,ea}, en la forma €] = (ay1,a21) v €
(a12:022) 0 sea €] = ayre; +agieg ¥ €y = arzer + agzer.

Entonces la Transformacién mandard el e; = (1,0) al ¢} = (aj1,a9; ¥ el eg
1. Por tanto la forma de

1l

5

{0,1) o) €}, = (a;2,e22), todo cn coordenadas respecto a

. a a
matriz T' es: ( In 12)
az1 a2
ya que:

G -
ey az/\0

(& DO
azy a2/ \0 as?

Vamos a ver que condiciones implica sobre las a;; el que sea T un cambio de
base canénica:

(o)
a1
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Como < e'l,e; >= 0, entonces, < (a11,421),(e11,0821) >=0

es decir,

n%, = 0,dedondc ayy = 0.

Ademis como < ey,el, >= 1 entonces < (ayg, @ag),(ay2,a22) >= 1 lo cual
implica a%z = 1, por tanto agy = *1 , y con esto ya encontramos dos valores de la
matriz T,ag; = 0y asg = %1 con lo cunl checa que < ¢, ) >= 0 pues < €}, ¢h >= <
(a11,a21), (a12,032) >= agragy = 0(£1) = 0

Entonces una transformacion linesl de T de eaumbio de base eandnics semieucli-

dea es de la forma
( ay G332 )
.0 =1

Ahora veamnos las condiciones les pone a las ¢;;, €l que se pida que preserve
angulos.

Tomemos z = (z3,z3) ¥ v = {(y1,y2) en V. El dngulo entre esos vectores es
[%’5 - %l ¥ quercmos que T'(z) y T'{y) tengan el mismo dngulo, es decir si:

_fan app\[{z1\ _ [enTy +apry
T”’“(O i:1>(xz>’”( R >

aj) ﬂn\ yl) _ (“HU] + ﬂlzyz)
0 £1/\y dryg

queremos que:

anyi +a1zyy _ (anzy + a1222)
Ty +z9

- ’& _a
y2 2
Como T es de la forma (0(1)1 a;z) o (aél a];f) .

entonces es importante observar que y3 ¥ 4 tiene el mismo signo. Entonces queremos:

:j:_flnylian _ (:tanzl " au)[ = IE& _h
v 3 v2 T2

que es lo wmismo que:

tayy;  (Fenz)
vz 2

_lll__ﬂ
va T2

3

o sea, necesitarnos que se cumpla:

z v
|+ a2 - 2= B
Yo

&
1
z2 Y2 Iy
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de donde se debe de cumplir que |ay;] = 1 o sea, aj) = %1

Entonces las transformaciones lincales de cambios de base'quepreservan dngulos

€1
son de le forma (Bl _ﬁ) para cualquier # arbitreria.

Y en realidad estas 4 formas de transformaciones, son cuantro formss de, com-

ponder la transformacion 4g = ((1) f) , pues:

(1 0)1(~1 0>__(“1 ﬁ)
0 -1)% 0 -1/7\0 -1
(que junto con Ag son las cuatro formas).

Ahora con todo lo que conocemos de cerca de esta geometria semieuclidiana,
probemos algunos teoremas importantes en esta geometria. Los tre teoremas que vere-
mos son acerca de algunas propiedades de los tridngulos. Por cjemplo, ;Qué relacién
hay entre las longitudes de sus lados, 6 entre sus dngulos 6 entre lados y dngulos 7, jse
sigue cumnpliendo lu desigualdad del tridngulo valida en la geometria cuclidizna ?, ; la
suma de los dngulos interiores de un tridngulo es de dos rectos 7, ete.

TEOREMA A

El lado mayor de un tridngulo es igual a la suma de los otros dos lados.

L Y}
Y
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Demostracidn:

Supongamos que AB es el lado ma-
yor del tridngulo ABC.

| A-Bj= A - B
| B-cl= 15 -l
IC- Al=Ic' - 4
ycomo A"~ B'[=1A"-C'"+C' - B'l={4" - C'|+|C' - B'.
entonces: | A~ Bl=C-Al+|{B-C| ]

Observemos que para los otros lados BC y AC se cumple gue:

IB-Cl<jA-BlyllC-Al<l A-B|

porlo que || B—C i< A=B |y | C-Ally | C~AlS|A=B|+]B-C |
que con resultado anterior, | A- B ||=|| C ~A ||+ || B—=C | (esdecir || A- B |<
I C—=Al+ || B-C ), parece cumplirse la desigualdad del tridngulo, sin embargo
no es asi ya que la desigualdad del tridngulo euclidiano, se da la igualdad sélo cuando
los tres lados del tridngulo estdn sobre la misma recta, ¥ en este caso, si tomainos el
lado mayor, la igualdad se d4 siempre. Asi es que, aungue como propiedad sca cierta
en significado es realmente distinto y la igualdad se d4 con otras condiciones.

TEOREMA B.

El dngulo mayor de un tridngulo es igual a la suma de los otros dos dngulos.

Y, ~a&
.o g o
Demostracion: o
Sean A, B,C, los vértices del tridn- ic
gulo. Supongamos (sin pérdida de de gene- ry Y
P

ralidad) que el /B es mayor . |

3
Tracemos una recta paralela al lado AR que pase por el vértice C'y consideremos
el /o que forma con el lado BC. Como el lado AB y su paralela tienen la misma
pendiente, entonces forman el mismo éngulo, es decir /B = /e .

Alora, como el tridngulo formado por la recta paralela & AB y el lado AC, al
cual llamaremos /4, por ser angulos alternos internos al /A, los cuales ya analizamos,
resulta /4 = /A.

Y como un dngulo, y su dngulo suplementario son iguales en esta geometria,
entonces /o= Z~+ £C, pues el dngulo suplementario de /a es [+ £C.

Por lo tanto el /B = /A+ /C |, lo cual querfamos demostrar. )
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Observemos que si el ZB mide un recto, entonces / A+ C también y por tanto la
suma de los éngulos internos de un tridngulo, en este caso sf medirfa dos rectos. Pero si
el /B no mide un recto, la suma de los dngulos no mide dos rectos, puede medir mucho
més o mucho menos, anque siempre positivo.

No parecen cumplirse muchoes teoremsas que eran vélidos en la geometria eneli-
dizna. Veamos un ultimo resultade vilido en esta geometrin semicuclidezna.

TEOREMA C.

La longitud de los lados de un tridngulo son proporcionales a los dngulos opues-
tos.

Scan A, B, C los vértices del tridngulo
v /A,/B,/C, los dngulos internos al
tridngulo en cada vértice. Denotamos:

fC~Ali=0b
lB-Cl=a
lA-Bl=c
Ve izs longitudes de los lados.

Tracemos una recta CD paralela a e, Ahora como el arco que sustenta un
angulo es igual al producto de éste por el radio de la circunferencia. Si se toman como
centro el vértice 4, como dngulo el /4 y como radio b, entonces |C — D] cs el arco
sustentado por el ZA de esa circunferencia, por tanto |C ~ D} = (/A).b.

Por otro lado, tomemos como centro B, como radio a y el arco sustentado por
el /B. Como ¢l radio a es igual a |C — D}, ocurre que {C — D| = (/B)-a , es decir,
|C-D|=(LA)-b={/B)-a.

de donde, L4 —1-512

a
fA__ /B
° s, [ien = [l
v el lado BC es opuesto al /Ay el lado CA al /B.

Anilogamente trazamos la recta BE paralela al e y con el mismo razonamiento:

[B~E|{{C)-ay|B~-E=(/l4) ¢
L4

entonces: =

lo
4

es decir: ﬂA—l—%ﬂ = ]]Fl:iﬁ[

donde || 4 — B || es la longitud del lado opuesto al ZC.

(A (B _ (C
por lo tanto TB=C] = Jo=4T = TA=B|" .0
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Hasta aquf dejamos el anilisis de esta geometrfa semicuclideana bidimensional
y veamos c6mo es que ésta nos explice la mecdnica cldsica.

-

b)ESPACIO-TIEMPO SEMIEUCLIDEO.

Consideremos el espacio-tiempo bidimensional y representémoslo grificamente
como en la figura de abajo, donde cualquier evento A tiene una coordenada espacial =
¥ una temporal 1. X

Para representar en este espacio-tiempo la “his- \ ) /[j'/ .
toria” del movimiento de una partifeula, ln representa- ot d
mos con una curva a la cual Hamaremos, como ya diji- oo *“U‘Iui”_
mos linea de mundo de la particula. Por ejemplo,
una particula que se ¢ncuentra en una cierta posicién
fija, micntras transcurre el tiempo es representada por
una recta paralela al eje ¢, cuya representacién el en
dibujo es la recta 1. Una particula que viaja hacia la f \
derecha del eje z, mientras transcurre el tiempo, con / \
una velocidad 8 {en coordenadas geométricas, por lo
que f§ < 1), serd representada por la recta 2, ya que recorre distancias positivas iguales
en intervalos de tiempos iguales, v tiene pendiente % ya que en fisica se acostumbra

1|'><

ver a la distancia como funcién del tiempo entonces se grafica asi, por lo tanto la recta
aparece con pendiente . Pero en este caso se voltéa, pues se vé al tiempo como una
funcién de la distancia.

Ahora bien, la linea del munde de una particula que viaja hacia la hacia la
izquierda del eje z, mientras transcurre el tiempo, a una velocidad B{# < 1), recorze
distancias negativas iguales, en intervalos de tiempo iguales, y esta representada por la
recta 3, cuya pendiente es —_31-

La linea del mundo de un rayo de luz que pasa por el origen, o5 representada
por la rectz a ¥45°” (euclidianamente hablando) ya que, shi 8 = 1. Pero las lineas del
mundo no sdlo son recias.

Puede una particula llevar una velocidad f, con un recorrido hacia Ja dere-
t cha del eje z y luego con un choque con otra particuia
cambiar esa velocidad, entonces ia Mfnea del mundo de
este movimiento es una linea quebrada como la de este
dibujo. Pero porsupuesto que puede volver a chocar
‘ / % otras veces y su linea de mundo continuard siendo una

linea quebrada.
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Pero también puede ser que la particula no lleve velocidad constante, sino que
acelere, frene, o varfe por intervalos de tiempo, estas dos formas. Si una particula
que hace un recorrido hacie la derechz del cje 2 con una aceleracion, es representada
por lincas de mundo como las de abaj
transcurren, cadz vez sc corre una mayor distancia. Aungue puede ser que aumente
cada vez mis distancia o que aumente cada vez menos, cuyas liness del mundo estén
graficadas por las curvas 4 y b respectivamente.

t | K

, ¥a que, en lgueles intervalos de tiempo que

Y en el caso de que una particula esté recorriendo también una distancia positiva,
pero ahora frenando seré representado por lineas del mundo como éstas:

- ! > X o X

Pero también puede ser que la particula acelere en un espacio de tiempo y Iuego
it comienee a frenar, cu lnez de mundo serd por ejemplo
al asi y puede volver z acelerar, detenrse 6 cmpezar
a avanzar con velocidad constante, ete. Y su linea de
X mundo serd una curva que tenga varios trozos de las
I / »~ curvas que ya analizamos.

Aqui se abre una pregunta y es: jToda curva en el plano es una linca de mundo
que representa el movimiento de una particula? No, por ejemplo para una linea horizon-

tal, no hay un movimiento de alguna particula, t
pues significaria hacer un recorrido en un instante  _| t
y eso no es posible. x
B e e !
Y tampoco hay movimiento de ninguna

particula, cuya linea de mundo sea como la si-
guiente, pues seria algo as{ como una particula
que se mueve primero de 4 & B con velocidad

=¥
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constante, y luego, retroceder en e} tiempo hests ¢l punto P y cambiar luego de velo-
cidad. Esto es algo que fisicamente no es posible. El problema en esta curva es que
recorre dos veces un trozo de recta, lo cual representaria algo imposible fisicamente,
pues el tiempo no puede retroceder y seguir avanzando el recorrido al mismo tiempo.
Por eso la definicién més exacta de linea de mundo es:

DEFINICION.

Una linea de mundo del espacio-tictnpo Newtoniana es una variedad 1-dimen-
sional parametrizada por ¢l tiempo 1.

Todo este analisis nos servird cuando veamos sistemas de referencia que aceleran,
para el andlisis de la Relatividad Especial no necesitamos més que las lineas de mundo
de movimiento con velocidad y direccidén constante que es el movimiento que realizan
unos sistemas de refencia respecto a otros.

Ahora en ese espacio-tiempo bidimensional definimos esa métrica semicuclidea-
na. Veamos zhora los conceptos desarrollados en csa geowetria, que significado tienc en
T3 el espacio-tiempo bidimencional de la meeanica cldsica.
A=z (x,%) §i A es un evento (z,t) (respecto a la base ¢ = (1,0)

y ¢2 = (0,1) ¢n el eje ¥ v en el t respectivamente con

1
1 . « .
! la misma unidad), entonces la longitud de la curva o
! linea de mundo de! movimiento de una particula con
el H , velocidad constante ¥ pasando por el evento (0,0) ¥
oo} e > llegando 4 = {z,¢) es | # | de acuerdo a lo analizado
anteriormente respecto a esta métrica,
(En general la longitud de una linea de mundo serfa f, df)
La distancia entre cualesquiera dos eventos A = (zy,4;) v B = (2,8} es
| A— B |l = |ty —t1 | es decir es igual al intervalo de tiempo entre uno y otro evento.

Ahora, ;qué significa un dngulo en el espacio-tiempo bidimensional?.

Como el d4ngulo entre dos vectores formados por
dos eventos A = {zj,t3) y B = (zy,ty) anclados al
origen, lo defininimos como: ]% - %] es lo mismo que Azlx 4y
| vg—v; | donde vy es la velocidad que tiene la particula
que viaja del origen (0,0) al evento 4 y vg la que tiene 820, 1)
de (0,0) a B. ’

Por tanto el dngulo entre dos lineas de mundo
de particulas moviéndose con velocidades constantes, X
es la magnitud de la velocidad relativa entre ellas, es de-
cir la velocidad que lleva una particula medida desde un
sistema inercial de referencia fijo en la otra particula,

Asf es que los dngulos semieuclideos son las velocidudes relativas en el espacio-
tiempo bidimencional.

.Y qué resultardn ser las transformaciones semieuclideas de cambio de base en
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el espacio-tiempo bidimensional?

Consideremos un evento A = (z',#') cuyas coordenzdas espacio-tiempo son res-
. . - . o

pecto a una base e} y ¢ de un sistema inerfial de referencia S'. Para saber que
coordenadas tendri respecto a una base 2; v o de un sistema inercial se mueve $' con
velocidad 8 en direccion del eje 2 coincidente con ¢l z’, nccesitamos la forma de las
. 3

matrices T = (
0 =*1

. !
Entonces al aplicar 7' al evento A = {z’,t'}, obtendremos las coordenadas (r,t)
del evento A4 respecto a S.

> que eran las transformuciones de cambio de base.

es decir,

(3 20()-()

de donde obtenemos que:

Aqu! hay cuatro posibles ecuaciones simultineas entre las cuales estén descar-

tadas dos de ellas, pues por el caricter absoluto del tiempo ¢’ = v tomando (Bl ‘Z)

obtenemos z' = ~z 4 ft ' =1 que es casi como 2’ = r4 B1' =1, sélo que cam-
biando el eje z de sentido. Asi es que en realidad hay una dnica forma de cambio de
coordenadas y es la siguiente:

d+pgl =z t=t

o bien £ = 2’ + ft t = ¢/ las cuales son las ecuaciones de Galileo para el movimiento
de traslacién uniforme, donde el tiempo es considerado absoluto, es decir el mismo en
cualquier sistema coordenado.

Entonces las ccuaciones de la mecdnica cldsica, estdn bien explicadas por medio
de una transformacién de cambio de base, dentro de la geometria semicuclidiana. Esto
ya da una buena idea de que es esta la geometria que explica la mecénica clésica, pero
Jqué tanto mds recupera sus leyes?. Para ver un poco més que recupera muchas de sus
leyes de la mecénica clasica, veamos el significado que toman los TEOREMAS A By
C que vimos anteriormente.

Con el significado que toman los conceptos de longitud de un vector como su
intervalo temporal ¥ de dngulo como la velocidad relativa entre dos sistemas, tenemos
que los teoremas se traducen en:

TEOREMA A.

Elintervalo temporal que transcurre cuando una particula viaja a una velocidad
constante para llegar a un lugar en ¢l gje z , es igual la suma de dos intervalos de tiempo,
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en los cuales la particula viaja primero a una velocidad constante ¥ luego a otra, pare
llegar también a esa posicién en el eje z, en el mismo instante,
-
Una ideafisica la da el siguiente dibujo. Aquf una particula viaja 2 una velocidad
constante y llega a la posicién L sobre el eje = en un tiempo ¢;.

Gret O
l
5

Cuya representacidn geométrica estd dada en ¢l diagrama de arriba del espacio-
tiempo. :

Ahora consideremos una particula que viaja primero a una velocidad constante
durante un tiempo t9 llegando a la posicidn L; y luego viaja a otra velocidad constante
durante un tiempo 3 para llegar a la posicién L en el tiempo t5.

O—  ©O— ©

0 L, L
@ Gtz ®12+£3=££

La gréfica de esto en el diagrama espacio-tiempo es:

(4,0

{3
[ (t,,o)

oo

T e e e e e )

(L,,0) 0)

~

'

por tanto el diagrama de ambas particulas es como el que se muestra abajo..
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La afirmacién del TEOREMA A es que ty = tg + f3 lo cual es muy claro en la
mecdnica clésica.

(ti,o) """"""
t
I

-

o) (L,0)

TEOREMA B.

Si una particula P se mueve con velocidad ] respecto a otra particula Q, la cual
a su vez lleva una velocidad f3 respecto a una tercer particula R, entonces la particula
P se mueve con una velocidad 1 + fy respecto a la parfeula .

Es esta la ley de la suma de las velocidades en la mecdnica clésica.

TEOREMA C
El tiempo entre un evento y otro es propotcional a su velocidad relativa.

La diferencia de tiempos entre dos particulas a dos ciertas velocidades, es propor-
cional a la velocidad relativa entre ellas. La cual como hemos visto es una consecuencia
natural si la geometria que explica el mundo fisico en el espacio-tiempo bidimensidnal
es la semicuclidiana.

2. ;QUE GEOMETRIA EXPLICA LA TRANSFORMACION DE LORENTZ?.

;Con cudl geometr{a se cxplican las leyes entre los sistemas con traslacién uni-
forme, considerando el tiempo relativo?.

]

a)PLANO SEUDOEUCLIDEQ.

Comenctemnos diciendo cuél es la métrica a través del producto escalar, €] cual
nos daréd una geometria muy peculiar.

DEFINICION.

Sea V un espacio vectorial bidimensional en donde estd definido el producto
escalar de la siguiente forma: Vv, weV < 0,0 >=vjw; — vawg,
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Definimos la norme de v, denotando como:
[7l=v<tw>

' 2 2
por lo que, - v3.

Notemos que con esta métricn definida asi hay vectores distintos de cero, con
norma cero, como serian los que cumplen que vy = vy . También hay vectores con
norma imaginaria como los que cumplen que [ vy | < |y |.

Ahora veamos algunas caracteristicas de esta geometria como base candnica,
circunferencia, transformaciones ortonormales seudoeuclideas, ete.

Consideremos los elementos ey = (1,0) y ey = {0,1). Cualquier v = (vy,v9)eV
se puede poner en términos de €1 y ¢

Dicho de otra forma {e;,ea} son una base de V. Vearmnos como actia la norma
de ellos.

<ep,eg >=<{1,0,(1,0) >=1~0=1
< €g,69 2= (0,1), (0, >=0—-1=-1

v <ep,e2 >=0, ya que:

< ey +eg,e1+eg >=<(1,1),(1,1} >=1--1=0

y usando las propiedades del producto escalar

< ey +en, e +eg>=<e1,63> +2<ep,e9 >+ < eg,69 >=
1+2<e),eg>-1=2<e1,e9>

entonces, < e}, e3 >= 0.

Diremos que una base {eg,e3} es candnica si cumaple que <.ej,e; >=1,
< eg,eg >=~1y <ej,eg>=0.

Y dos vectores v y w son ortogonales sl <v,w >=0, es decir, si
viw; — vewy = 0, es lo mismo que vjw; = vewy, 0 bien f’% = E‘;! lo cual desde
el punto de vista euclideano son simétricos
(en sus direcciones) respecto a la recta de
45° en el pluno V, pues si v tiene pendiente
m, la de w es H Ademis w tiene longitud
real, mientras que v ¢s -de longitud imagi-
neria. En resumen v y w son ortogonales
seudoeuclideanamente si desde la geometria
euclideana son simétricos respecto a la recta
de 45° . Ahora, jcudl serd la distancia entre
dos puntos?, es decir, de un vector que no
esté anclado al origen.

t

SivyweV |v—w|=v<v-wv—w>=
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\/( (01 - Wy, Vg — U)Q), (01 ~ Wi, Vg — w2)¢> = \/Evl - w1)2 - (vg — w2)2.

Esta definicién nos d4 inmediatamente la definicién de la circunferencia secu-
doeuclideana, como el conjunto de puntos que distan de un punto fijo P = (py,ps)
una distancia fija r, entonces .

C={veV/|v-Pl=r}=

={v=(v,v) € V/\/’(;l —p) - (1'2,1’2)5 =r}=

={v € (v1,v2) € V/(v1 = p1)* - (va ~ pa)® =%}
Por lo tanto la ecuacién de Ces:

2 —
(vi = p1)" ~ (vo — pa) = r".

Vista esta ecuacién desde la geometria euclideana, representa una hipérbola
horizontal (si 2 > 0), vertical (si r? < 0) o degenecrada, es decir que el radio de la
circunferencia puede ser positivo, cero o imaginario puro.

En particular la circunferencia de radio 1 con centro en el origen tienc por
ecuacién vf ~ v% =1

Como podemos observar aqui también la imdgen geométrica de circunferencia
es realmente un prejuicio, circunferencia no es una forma absoluta sino relativa o la
métrica.

Volviendo = las definiciones de longitud.Tomando v y weV ya vimos la distancia
entre ellos como |lv — w| , pero si ahora en lugar de unirlas con el vector v — w, lo
hacemos con cualquier curva regular «, jcudl es la longitud de a7.

Vg . Regularmente pensamos su longitud como
W limite de sumas de longitudes de segmentos rectos
altravés de particiones de «, donde las longitudes

son seudoeuclideanas.

Ast que: L(a) = [, (d#1)% = (dvy)*

Para redondear la idea de esta geornetria
, veremos por tltimo, qué forma tienen las trans-
formaciones lineales seudoeuclideas de cambio de
coordenadas, o bien de cambio de base entre sistemas de referencia que sc mueven
con velocidad y direccién constante. Buscaremos la forma de las transformaciones que
preserven la distancia, pidiéndole que preserve el producto escalar ( & estas transforma-
ciones usualmente les llamaremos seudoortogonales).

g
=

Entonces, propongdmonos encontrar la forma de las transformaciones lineales
que preserven el producto escalar, que manden la base de un sistema en la base de otro.
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Asf es que consideremos un sistema S’ con una base canénica {e], e}}. Este

sistema se mueve a la velocidad f respecto a otro sistema S con base {ej, ea}.

Buscamos T lineal tal que: ‘

< 2‘((31),T(61) Do ey, = i

<T(ep), Teg) >=< eg,69 >= -1
< T(ey),T(eg) >=< ey,€p >= 0

. . a a
Como T es lineal, tiene la forma ( a 12)
azy 4z

(a1 e\ /1Y _ fax
Tler) = (‘121 022> <0) B <ﬂ»21)

osea T(ey) = (ay;, ag1) en coordenadas respecto a S,

v
0 a
T :(ﬂn ﬂm)( >=< 12)
(c2) ay;  agp/ \1 a2

o sea T(e3) = (a13, agp)en coordenadas respecto a S.

entonces

Entonces queremos que se cumpla que: !

< (a1, a91) >=<{1,0),(1,0) >=1

< (az2,a22) >=<{0,1),(0,1) >= —1
y < (a11,821), (012, 822) >=<(1,0),(0,1) >=0
de donde, '
af; —ad; =1

2 9 _
ajp —agy = —1

ajjayg — agjazy =0

de donde ay1 # 0.y ass # 0, y de la dltima igualdad tenemos que:
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ayz azy
ajjayp = azjlyy = = =
»a22 011
Llaméndole f = 22 = Eﬁ, tenemos que:
ayy = fagy *
ag) = fay

Sustituyendo en las dos primeras ccuaciones que habriamos encontrado, tene-
mos:
2 2 _ 2 22 _
ajp — ey = ap ~Aagy =1
2 2 _ p2.2 2 _
afy — ajy = fagy — ajy = ~1

es decir, a2, (1-F%) =1y al(1-pY) =1

O sea

1
1- 4%
Por lo tanto T es de la forma

+ 1

iR ViR

Son en reslidad cuatro formas, las cueles son composicién de las matrices

(o 1) %) (5 4)

~l_ _£ '
y ((1] (1)) con la matriz | V77 1;'9*
= Vi-p?

Como T preserva el producto escalar de e y eg, entonces lo hard para cualquier
v,w €V, v=(vy,v) ,w = (wy, ws), pues:

T(v) = vy T(e1) + vaT(e2) = vye] + vaeh

T(w) = w1T(eg) + wyT{eg) = wye} + woeh



debido a la linealidad de T'.

Y como {¢},e} es base canénica, entonces:
L

< T{v),T(w) >=< vie] + voey, wie] + wyeh >=
1 2 1 2

.

= ypwy < cg,e'l > 42wy < e'l,efz > +vatrg < e'z,c'z >

= vy - vty S vy w >

Por tanto T preserva el producto escalar y con esto la métrica.

b) ESPACIO-TIEMPO SEUDOEUCLIDEQ.

Ahora, empecemos ya a hablar del espacio-tiempo bidimensional con la métrica
seudouclidea, es decir, el espacio de eventos 2 los cuales les asignamnos una coordenada
espacial y una temporal y tomando dos eventos A = (x1.t;) y B = (z9,1;), definimos
el producto escalar como:

< 4, B >»= TyzT9 ~— {1y

¥ la norma de cualquier evento 4 = (z,t) como [J4] = V22 47 o bien, FA2 = 22 -2,
quc mds bien ¢s la norma del vector anclado al origen ¥ con extremo en el evento 4
{dicho vector puede perfectamente representar “la linea

de mundo” de una particula que se mueve en direccion t

al eje z, con velocidad constante ¥). ] / A

Traduciendo todo el anélisis hecho para espa-
cios vectoriales bidimensionales con e métrica scudoeu-
clideana, a este espacio tiempo bidimensional, tenemos
que los evenios e; = (1,0) y es = (0,1) forman una
base candnica.

¥

La definicién de una circunferencia con centro
en el evento P = (zg,#p) de radio r cs:

€ = (=)l lfet) = Pll = r} = {(=:0)|(z — z0)* ~ (t - to)} =)

En particular Ja circunferencia con centro en el origen y radio 1, tiene por
ecuacién z? — 1% = 1. Estas ecuaciones nuevamente aparecen como hipérbolas desde el
punto de vista de la geometria euclideana. Vertical, si v < 0 , es decir, si
(z — 20)? — (t —9)? < 0 o bien, en cuyo caso le llamaremos un spacelike. Sir? > 0o
bien le llamaremos un timelike. Y en el caso en que r? = 0 le llamaremos lightlike.
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La longitud de una curva regular a es:

Ia) = [ (az)? % (@0)?

En realidad como lo que queremos analizar en la Relatividad Especial, son los
movimientos de traslacién uniforme de unos sistemas respegto & otros, solo necesitarcmos
la longitud de lineas de mundo de particulas cuyo movimicento esta representado por
" *

rectas” .

Supongamos ahora que tencmos un sistemna incrcizl de referencias § al cual le
podemos fijar dos ejes coordenados 1 y t, ex decir, construimos un espacio de eventos
respeeto a S. Y tenemos también otro sistema §' al cual le podemos tambidén fijar

¢ un espacio de eventos mediante los ejes =’ y

. t’ Supongamos que S’ se mueve en direcciion

del eje comin zz!, con una velocidad eons-

+ tante J respecto & § y que los origenes co-
f T incidieron en t = 0 = t'.

. Una observacién importantic aqui, ¢s

que no se presuponc que t = i como en el

.’ | caso de la mecdnica clésica, sino la relativi-

/ dad del tiempo tespecto al sistema inercial

. de referencia desde el cual se mida. Como

ya vimos, esto es algo sumamente importante en fisica.

Si un evento tiene coordenadas {x',1') respecto o 8, jcuiles serdn sus coor-
denadas respecto o S7. Como ya habiamos analizado muchas pdgines atras (cuando
planteamos le Transformacién de Lorentz), la transformacién de un sistema de referen-
cia a otro, debia ser lincal como consecuencia de la homogencidad del espacio-tiempo
{un supuesto muy fuerte sobre este).

Ahora bien, ya que tomamos como postulado, que la velocidad de la luz es
siempre 1 (en coordenadas geométricas) independientemente del sistema de referencia
desde el cual se mida {que es lo mismo que suponer el tiempo relativo, como se vié en el
capitulo anterior), vedmos que ceto implica aue la métrica seudoeuclidea es invariante
en cualquier sistema de referencia inercial,

Examinando las ecuaciones de un frente de onda en el sistema § y 8, 2% +
Y4t =tly 2%+ y'2 4 2% = 1 , en donde hemos hecho uso dp esa propiedad de
invariancia de la velocidad de la luz v de su valor 1. Como el movimicnto de S' respecto
a S en direccién del eje comin zz', entonces y' = yv z' =z Yy, z, con lo que tenemos:

1:2——t2=y2+22:y'2+:'2=z'2~t'2 Yy, z
es decir, z%—1% = 2%yt , paracualesquiera sistemas inerciales §y §'. Lo cual significa
que el intervalo espacial al cuadrado menos el temporal al cuadrado es un invariante
de] sistema al cual nos referimos. Podemos decir ahora que con la métrica definida,
la constancia de la velocidad de la luz en cualquier sistema es realmente pedir que la
métrica seudoeuclideana sea invariante (o bien el producto escalar).
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Entonces si queremos encontrar una transformacion lineal de un sistema en otro
{respecto &l cun! se mueve con velocidad B y direccion del eje zz') que cumpla con el
primer postulado de Einstein, dicha trensformaeion tendré que preservar el producto
escalar. Y esas transformaciones T son lus que encontramos hace un momento

¥ que
son de la forma:

Si consideramos la matriz con todos los signos positivos y la aplicamos a un
evento A = (z',1'), entonces las coordenadas de este en el sistema § son:

a dicha transformacién le llamamos anteriormente Transformacidn de Lorents.

Fisicamente no son posibles muchas formas de todas las que habia. Como vimos,

.y a age . FITE
la relacidn entre las entradas es (ﬂallll i 2 ) , asi es que el andlisis es por columnas.
22

Si la segunda columna fuera con signos negativos y la primera con cualquiera,
! ]
. . . —1 .
entonces tendriamos que una de las ecuaciones seria t = f?—f?mu;, con lo cuel tendriainos

;
que los tiempos marchan en sentidos contrarios lo cual es imposible fisicamente. Ahora
si la primera columna tuviera los signos negativos las ecuaciones serian:

¥ que son las ecuaciones que resultan si el sentido del cje ' es el contrario y camblandolo
son las de la Transformacién de Lorentz.

Ahora la transformacién inversa la encontramos con la inversa de la matriz T

El determinante de esta es, i:ﬂ =1, entonces la la matriz inversa es:
i B
R /1_52 \/ 2

A 1
VB ViR

es decir, las coordenadas z',¢' dadas las de z y t son:
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o= BB
Vi-g
= —fzr+1t

Vi- g2 .
&Y quién es B8 aqui?. Para saberlo consideremos el movimiento del origen del eje

2!, es decir cuando ' = 0, en ¢l transcurso de los tiempos ¢ y t'. Por la transformacién
inversa de Lorentz...

es la posicién de dicho origen en cl tiempo t, 0 sca z = (! es la ecuacion respecto a §
de donde, B = ¥ , es decir, es f la velocidad rclativa del sistema 8’ respecto a S.

O sea que la Transformacién de Lorentz es una consecuencia natural en la fisica
si la métrica del espacio tiempo es la seudoclideana.

La relatividad del ticmpo, es algo cierto, algo absoluto, por esa razén nuestro
espacio tiempo no es ni Euclideano, si semieudoclideano, por lo pronto es la geometria
seudocuclideana la que ha explicado el comportamiento de los sistemas que se mueven
con translacién uniforme unos respecto de los otros.

Realmente pudimos haber empezado esta tésis tomando un espacio vectorial
bidimensiona], definiendo la métrica scudoeuclidea y obteniendo la transformacién lineal
de cambio de base, bajo la cual sea invariante la métrics, llegando asi a la Transformacjén
de Lorentz, sin hablar de conceptos fisicos. Con esto quicro decir que cste aspecto
geométrico es lo suficientemente independiente del fisico y verdaderamente axiomaético,
con unas hipétesis geométricas que estableceremos mds adelante en forma mds clara.
Aunque esta parte geométrica es bastante independiente de lz fisica, desde luego ha-
briemos entendido mucho menos de lo que se trata la Transformacién de Lorentz en el
conocimiento del universo fisico y palpado mucho menos de Ja trascendencia que tiene
una teoria como la Relatividad.

Bueno , aunque hemos llegado a una parte geométrica importante de la teorfa,
internémonos més en ella para ver geométricamente meuhos de los resultados que con €l
anélisis fisico se habfan encontrado, como son la contraccién del tiempo, de longitudes
v la relatividad de la simultaneidad. \

c)RELATIVIDAD DE LA SIMULTANEIDAD

Para empezar preguntémonos: ;Cdmo se vé el sistema inercial S/ en el espacio-
tiempo bidimensional §7 la respuesta realmente no es dificil. E! origen del eje =’ de
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8’ (o bien los eventos en §' con z' = 0) se

mueve respecto a S de acuerdo a la linea

de nfindo £ = St ya que sustituimos en la
Bt

,t!

ecuacion rf = S=die cuando 2 = 0. Y esta

K e V1= p-

7 linen de mundo es ln recta con pendiente 4
que pasa por ¢l origen (0,0) de S (pues los
origenes coinsidieron en t = 0 = t') como
sc vé en la figura. Esta recta es el eje o/

X pues ¢l conjunte de esos eventos cumplen
con ' = 0.

Ahora, el eje ' es el conjunto de eventos tales que en 8§ cumplen que ¢! = 0,y

: s e —fr+t
sustituyendo esto en la ecuacion t' = frrt tenemos que son los eventos que cumplen

N
quei = Bz y larecta con pendiente f es su linea de mundo de estos evenios. Como vimos
un poco antes, los ejes ortogonales son (desde el punto de vista euclideano) simétricos
a la recta de 45°.

odos los eventos que ocurren en un tg fijo en S, son representados por la recta
Todos | tos q tg fi S, 1 tados por | t
paralela {desde el punto de vista cuclideano) a la altura tg, como se muesira en el
dibujo. En cambio los eventos que ocurren en un tiempo #; en el sistema S' (es decir,
los simulténeos en el tiempo {3) estd representada por la linea paralela al eje 2, a 1a
altura {;, como se puede ver en el otro dibujo:

t 1 1’

Y todos los eventos que en S estdn en la misma posicién al transcurso del ticipo
son representados por rectas paralelas al eje i, a la altura zg, de tal forma que las linecas
con z constante y ¢ constante estdn representadas por una reticula como en el primer
dibujo de abajo. '

En cambio las lineas con ¢/ constante v z/ constante estdn representadas (vistas
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desde S) por el segundo dibujo.

)t Ly

g Z .
S

pero...jcémo medir esas constantes?, jcon qué unidad?, ;dénde queda €l 1 del tiempo
y dénde el del espacio en cada sistemnn?.

Para verlo, encontremos la interseccién de la cireunferencia unitaria con el gje t
y encontraremos la unidad temporal en § y con la interseccion en el ¢je = encontraremos
la unidad espacial en S.

La circunferencia unitaria en la geometria seudoeuclideana tiene por ecuacidn:
=1 (aqui r? = 1) y vista desde la geometria euclideana representa una hipérbola
con focos en el eje {. Donde corta esta circunferencia el eje ¢, es la unidad de tiempo en
el sisterna S.

Ahora bien, como la distancia seudoeuclidea es invariante bajo Transformaciones
de Lorentz, es decir, es la misma en cualquier sistema de referencia inercial, la circun-
ferencia unitaria t? — 22 = 1 en § es también la circunferencia unitaria en S, pues:

t y 1=t~z =¢% - 2 Entonces para en-
/ _"_Lo\'/ , contrar para encontrar la unidad del tiempo
LS en el sistema S', nos fijamos donde esta cir-
’ cunferencia unitaria corta al eje t'. Asf que,
P < observando las unidades de tiempo en Sy
, S' desde el punto de vista de la geometria

g euclideana, no “miden lo mismo” ambas uni-
, dades, pues la circunferencia unitaria eucli-
diana es otro lugar geométrico y serian en-
contradas ambas unidades cortando ésta los

ejest vyt

De una forma parecida se encuentran las unidades espaciales en S y 8. Consi-
derando ahora la circunferencia unitaria z% — 2 =1 (la cual vista'desde la geometria

es una hipérbola horizontal) y sus intersecciones con los ejes z y z!, encontramos ambas
1
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unidades como se observa en el dibujo.

t tre

Bueno, ya todo estd listo para ver la relatividad de la simultaneidad, el retraso
del tiempo y la contraccién de longitudes.

Dos eventos A y B simultdneos en §', no lo son en 8§ con f # 0, ya que aunque
estén en la misma recta de simultancidad en §' (es decir. paralela al ¢je '), no estédn
sobre una misma recta paralela al eje z, por tanto los eventos A y B marcan distintos
tiempos en el eje 1.

E inversamente, dos eventos 4 y B simultdneos en § noloson en 8’ (con g # 0),
porque €l que estén sobre una misma recta paralela al eje z, no implica que estén sobre
una misma recta paralela al eje z'.

4!

-/
4y . s
4 Cex’
6, »
‘J at
» e ¥
2
X
X
d) RETRASO DEL TIEMPO ’

Ahora el retraso del tiempo es observado desde ambos sistemas de referencia
pues, como Jo muestra el dibujo, cuando el reloj de § marca 1 y en ese mismo momento
(es decir, simultaneamente) se observa desde S el reloj se 8!y se vé que se ha retrasado
o sea, que aun no llega a la unidad de §'.

Eso se observa pues los eventos §-simultdneos al de marcar { = 1 en el reloj del
sistema S, son los que estdn sobre la recta paralela al eje z de altura 1 sobre el ejet y
por tanto esté el evento A4 donde corta esta linea de simultancidad al eje t', dicho evento
marca en el reloj de §” una cantidad menor a 1 como se observa en ¢l dibujo. Podemos
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incluso decir qué tiempo marca el reloj de S (visto desde el sistema S}, sacando la
longitud seudoeuclidea del evento A, desde
el sistema S, zplicando la definicién de la
métrica, donde 4 tiene coordenadas en S de
’, (B,1) ya que el eje ¢’ es el lugar geométrico
que curnple (en §) la ccuacién z = ft y con
/ * t=1,z=4. Por tento, la longitud de (3,1}
¥ es /1~ 5%, Entonces cuando ha marcado 1

tnea do . S
simoilancdad en el reloj de 8. lo que se obwrvn desde este
dc 5.

1 ¢

sistemna cs que el reloj de 8 sefiala \[~ 52
o unidades de ticmpo, ¢l cual es menor que 1
e \'t: s {si B # 0), por tanto desde el sistema S el
hcmpo de &' se retrasa.

hS

4Y qué sc observard desde S'7,ique '
su S'-reloj se retrasé?, no. 8i intufinos (bajo
el Principio de la Relatividad) lo que pa-
sara, diremos que §' no estd de acuerdo
con el que desde S se vea un retraso, por-

¥’
que en realidad desde el punto de vista de
S es el reloj de S el que se retrasa. Pero 1ot
hagamos el andlisis de §' sin el Principio de  ~~——p

la Relatividad. De la misma forma, lo que
se observa desde S’ es el retraso del tiempo .
de . Ya que cuando en el reloj de §' marca v g
1 y desde ese mismo sistema se observa si- 7H0,0)

multaneamente ¢l reloj de §, es decir, nos fijamos en e} evento B de corte entre la lmea
de simultancidad de §' a la altura t' = 1 con el eje ¢, come se pucde ohservar en lu
grafica:

X

El evento B tiene como coordenada temporal algo menor que 1, a saber /1 — 52
unidades de tiempo, ya que nuevamente nos fijamos en la longitud del evento B desde
8’y B,el cual tiene coordenadas {—f,1)} en el sisterna 8, pues § se muceve con velocidad
—f respecto a §'.

As{ es que desde ¢l sistema §', el reloj de S se ha retrasado, y jquién tiene la
razdén?, la fYinica respuesta verdadera es, ambos la tienen, porque desde un sistema se
mide segn su simultancidad y desde el otro también segiin la suya y no es algo absolnto
eso de la simultancidad como acabamos de ver.

e} CONTRACCION DE LONGITUDES

El retraso del tiempo en un sistema que se observa desde otro, tiene que influir
necesariamente en las longitudes de las cosas. Veamos pues, la contraccién relativista
de estas geometricamente.



73.

La unided espacial en § y &' (como vara rigida), la encontramos geométrica-
mente, intersectando la circunferencia z2~1* = 1 conel ejez v respectivamente.
Ahora nos preguntamos, la unidad en §, jcuints mide desde el sistema /7

Dura empezar, observemos que una vere rigida que mide unua unidad en 8, se

encuentra en Teposo respecto a este sistema,
Los eventos en reposo respecto a §
en 1 posicién 1, son los que tienen esu po-
sicién 1 con { varinndo, representados geo-

t Vo metricamente por la recta paralela al eje ¢,
// >  la distancia 1 {ver dibujo). Y que la vara
iy P X' rigida en .S mida 1, es que la distancia en-
v tre dos eventos simulténeos sepurados, sea
el ) .

g //4 (737, e) w$ 1, por cjernplo el (0,0} y el (1,0). Pero esta
(o.0y /25 AT vara rigida que estd en reposo respecto a
o » X S, no lo estd respecto a 87 y si desde S’

P Unea de evenfas en repgo en S . dir di , P .
ton pasiceon x&d . se quicre medir dicha vara, tendrd que ser

midiendo la distancia entre dos eventos §'-
simultdneos (o sea a} mismo tiernpo en §'),
digamos en ¢l ticmpo ' = 0. Asf es que la
vara de 8, o bien lo seventos con z = 1, no estén en reposo respecto a 87 v en el tiempo
1! = 0 el evento que medird la vara seré el evento donde se intersecta el ¢je 2’ (o bien
' = 0) y la linea de eventos en reposo respecto a S con posicién z = 1. A dicho evento
le lamaremos €. Entonces la longitud del segmento de (0,0) a C ¢s lo que desde §' hay
que medir en un momento {t’ = 0), pues ¢ estd en reposo respecto a S, sacando otra

vez la longitud seudoeuclideana del evento €, tencmos que es \/i — A2, pues el eje zfes
el conjunto de eventos que vistos desde S cumplen ¢t =8z ysir = 1,entoncest =8y
por tanto C ticne S-coordenadas (1, ). Por tanto, desde el sistemna 57, la vara unitaria

rigida de S mide /1 — 32 el cual es menor que 1 (si § # 0) y por tanto se observard
que la vara unitaria “realmente” mide menos desde su punto de vista. Analogamente,
con un andlisis similar la vara unitaria fija en §', se contrae respecto a $, con lo cual
se vuelve a checar nuevamente el Principio de Ia Reletividad. Vedmoslo mis detenida-
mente. La vara rigida unitaria en S, se encuentra en reposo respecto a este sistema y
se mide su longitud midiendo la que hay entre dos eventos S'-simultdneos, digamos el
{0,0) v (1,0) en 5.

1

* + v g e I\ El conjunto de eventos que represen-
, * tan la terminacién de la vara en reposo es

// o geomctricamen}e la h’nc.\a paralela al eje t/

//(’ a que pasa por ' = 1. Dichos eventos no re-

R A0 presentan algo en reposo respecto a S sino

e méis bien en movimiento y tendri que to-

(o, /2 X mar el inicio y el término de la vara de &,
PEC[TpY,0) en5 a} mismo tiempo, es decir, deberd conside-

gﬂfﬂ d;.,:;uc‘-éf“’,';-"} wpoo en S° rarse dos eventos simultdneos donde uno de

ellos estard en la linea de eventos en reposo
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respecto & S’ y con z' = 1, digamos en el ticmpo ¢ = 0, habrd entonces que conside-
rar Ia longitud mide 1/1 ~ 52, obteniendo la longitud scudocuclidea D = (1, —f) cuyas
coordenadas son respecto a §’, D ticne csas cootdenadas pues el eje z (visto desde §')
cumple que ¢’ = —f2', (sustituyendo en la Trensformacidn de Lorents & = 0).

Entonces desde S, ln vare rigida unitaria de S se ba contraido, pues mide

\/1 — B2 < 1. Por tanto la vara (y con clla todas las cosas que con ellas se midan en
S) sc ha contraido respecto a S’y alrevéz, In vara de §' vista desde S se ha contrafdo
también. Y nuevamente, ambos puntos de vista son correctos, porque cada quien mide
de acuerdo a su simultancidad.

Hasta aqui, con la geometriu del plano sendocuclidee, hiemos podido recuperar
esas consecucncias fisicas de la relatividad del tiempo o de la constancia de la velocidad
de la luz en cualquier sistema de referencia, que son: larelatividad de la simultaneidad,
el retraso del tiempo y la contraccién de longitudes.

Hemos llegado realmente a una parte muy importante de este trabajo, en el que
redondeamos todo lo hecho hasta aqui. Hay que identificar muy bien dos formas de
deducir lo mismo, una fisica y otra geométrica.

Se deducen la relatividad del tiempo, la Transformacién de Lorentz, la relativi-
dad de la simultaneidad, la contraceién de longitudes y el retraso del tiempo, por lados
independientes,

Por un lado, con un andlisis puramente matermitico del modelo geométrico que
d4 el plano seudoeuclideo para la Relatividad Especial suceden de modo natural muchos
resultados que son precisamente los obtenidos mediante hipdteis y leyes fisicas.

3. ALGO MAS DE LA GEOMETRIA SEUDOEUCLIDEANA

a) PARADOJA DE LOS GEMELOS

Supongamos un laboratorio lejos de toda atraccién gravitacional, es decir, flo-
tendo en ¢! cspacio estelar algjado de cuerpos celestes. Dos hermanos gemelos, Pedro
y Sofia se encuentran en este laboratorio. Sofin vigja en una nave despegando de dicho
laboratorio, acelerando rédpidamente hasta alcanzar la velocidad de 0.8 (muy cercana
a la velocidad de la luz). Con esta velocidad, Sofia visja durante thes afios, marcados
con su reloj biolégico: los latidos de su corazdn. Al terminar estos 3 afios, frena muy
répidamente y regresa también con velocidad constante de 0.8 durante otros § afios. Se
encuentran de nuevo los gemelos. Para Pedro el reloj biolégico de Sofia marché més
lento. A saber, los primeros 3 afios del viaje de Sofia fueron 5 ahos biolégicos para él,
usando la transformacién de Lorentz que vimos anteriormente:

'+ ps! 3+(08)-(0) 3
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donde {z,t) son las coordenadas del laboratorio (sisteme inercial de Pedro) y (2, ') las
de la nave de Sofia cuyo reloj es considerado con Jos eventos (Q,¢).

Y también los 3 nhos de regreso en el viaje de Sofia a la velocidad de -0.8
equivalen o b afos de Pedro, Por tanto, segin Pedro, cuando se vuelven o encontrar, él
tiene 10 ahos mis de edad, mientras Sofia sdlo 6. Es posible de acuerdo a la Teorfa de
Relatividad, Sofia podria decir gque fué ella quien estuvo esperando ¥ Pedro quien viajé
de ida y regreso & la velocidad constante de 0.8, entonces serfa ella la que tendria 10
anios y Pedro 6. En conclusidn cuando sc encuentran Pedro serfa mds grande que Sofia v
también Sofia mis grande que Podro, lo cual es imposible, jquién es mis grande?, jdénde
esta el error en el razonamiento anterior?, o Jhemos encontrado una inconsistencia en la
Teoria de la Relatividad?, La solucién a esta paradoja cstd en el andlisis de la simetria
entre los dos gemelos.

El laboratorio de Pedro, la nave flotando es un sistem en donde se cumplen
las leyes de inercia, mientras que la nave de Sofia no lo es, porque en cuanto frena
para regresarse a la velocidad de -0.8, los cuerpos nos siguen con la velocidad constante
anterior respecto a ese sistema. O mejor dicho, no hay un sistema inercial fijo & la nave
de Soffa, para todo cl viaje, en todo caso o hay uno para la primera parte del viaje {con
velocidad constante 0.8) y otro para la otra parte de sn vigje (con velocidad constante
-0.8), la ida y ¢l regreso respectivamente. Asi que no es posible aplicar el Principio de
Relatividad como Sofia lo hizo, pues no son sistemas inereiules entre si en todo el viaje.

Analicemos un poco mds esta paradoja,usando un poco de la herramienta geo-
métrica anterior.

Grafiquemos el movimiento de la na-

ve de Sofia (S') respecto al laboratorio de it o A e &
Pedro (§). En le primera parte del viaje, la 28| NI LA --g{'."%“(:"‘ﬁ;d
nave leva una velocidaed de 0.8, entonces ¢l ,’/

eje 1/ es muy cereano a la recta que euclidia- 2
namente es la de 45°. Lo mismo que el eje &i A

z/. Cuando el reloj en S’ marca t! = 3, el ] nes, e imultonedad
reloj en S marca ¢ = 5 desde la observacion
de &, es decir, considerando la lnea de si-
multaneidad de §. Analogamente respecto
a S', cuando su reloj marca t' = 3, observa que ¢! reloj de § ha marchado més lento,
pues registra /1 — 5%’ = (0.6) - 3 = 1.8 = t, lo cual se observa geometricamente me-
diante la lfnea de simultanicdad de §' en t! = 3. Hasta aquf los dos, tanto Pedro como
Soffa, pueden afirmar que el otro es mis jéven ¥ sin contraccién alguna en el tiempo.

Pero, apenas la nave de Soffa gira y empieza a viajar a la velocidad de -0.8 en ¢}
evento {0, 3), cambia de sistema inercial {llamémosle §" shora), que desde S se observa
como en el dibujo, pues no coincidieron los origenes en ' = 0 = £, sino & partir del punto
donde se quedd la nave y gira, la linea de mundo del reloj en S' es una recta de pendiente
-0.8 . Y ahora desde S, Soffa observard (con la linea de simultaneided respectiva) que
en t’ = 3, = 8.2, pues en los tres aflos que tardaré el regreso tan solo transcurrirdn 1.8
en S, observado esto desde la nave 5’ con lo cual §' observa nuevamente el retraso del
tiempo de §. Y desde 8, el reloj de S siguc marcando 5 afios cuando la nave inicia su
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regreso, pues el giro y el frenado son casi instanténeos (o por lo menos en un tiempo
despreciable). Entonces desde S el movimiento de la nave es asf:

i

tag2) ’
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donde las lineas punteadas son las lineas de simultancidad en §' y $". Por tanto en el
giro hubo un tiempo de 8.4 afios que compensan esos diez aflos que Pedro sf marcé y
Soffz no. Por lo que, cuando se vuelven a encontrar, Pedro tiene 10 més de edad y Sofia
6. Ella no pudo haber observado que ella tenfa 10 afios mientras Pedro 6 mds, pues
durante su viaje no estuvo en un rmismo sistema inercial, es decir, el laboratorio $ no
pudo ser observado desde la nave como un sistemna inercial, Pudiendo hacer la simetria
mencionada al inicio usando el Principio de Relatividad.

b) ORDEN TEMPORAL Y CAUSALIDAD.

Con el descubrimiento de la Relatividad del tiempo y con la ayuda de la geo-
metrfa seudoeuclidiana, responddmos la siguiente pregunta: el orden temporal en que
ocurren los sucesos, jes absoluto o relativo al sistema de referencia?. Para empezar a dar
una respuesta, analicemos en el plano seudoeuclideo las l{neas de munds de particules
en comparacidn con las de la luz.

t Un rayo del luz que parte del origen
ﬂ v {0,0) de un sistema S, gn uno y otro sen-
A tido del eje z, tiene por lineas de mundo las
rectas de 45° y —45° respectivamente (visto
esto euclidianamente). Se pueden observar
tres regiones importantes. Una primera, li-
mitada por las lineas de mundo delaluzy la
. parte positiva del ¢je ¢; la segunda limitada
por las lineas de mundo de la luz y la parte
negativa del eje 1 y las dos partes restantes

son la tercera.

Si tomamos cualquier evento A = (z4,t4), en la primera regién podemos pen-
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sarlo como un evento de una part{cula que se mueve con velocidad %A, que como sabemos
es menor que 1, es decir, A estd conectada causalmente con el origen O = (0,0),
porque esa particule no rebasa la velocidad de Ta luz. Més atin, como sabemos que la
recta OA puede ser el eje ! de un sistema S’ (que lleva velocidad de %ﬁ respecto a S),
entonces sabemos que A ocurre en el mismo lugar que O separados s6lo temporalmente
respecto a §' y respecto al cual ocurre primere O y luego A. En cste caso se dice que
estdn separados por un intervalo timelike.

Respecio & 8, A ocurre primero que
O v también respecto a cualquier sistema
inercial que coincida su tiempo cero con el
de S, ya que, para que fueran O v A si-
multdncos al menos, ¢l eje z del sistema de-
biera ser la linca OA, lo cual no es posi-
ble. En otras palabras el evento A ocurre
después del evento O. Dsto es para todo
evento en esta regién limitada por las lineas
de mundo de la luz y la parte positiva del
eje I, a la cual se le lama ¢l futuro absolato del evento 0. No depende este futuro
del sistema de referencia.

Analogainente, si tomamos cual-

v t quier evento B en la parte limitada por las
fineas de mundo de la luz ¥ la negativa del
eje t, hay un sistema S’ tal que su cje t/
pasa por 0y B, por lo que se diceque O ¥
B estan separados también por un intervalo
timelike, sélo que en este caso B ocurre an-
tes que O para cualquier sistema inercial de
referencia cuyo evento O tenga coordenadas
(0,0) también. A ests parte se le llama el
pasado absoluto de O y también cstd formada por cventos del movimiento de une
particula con velocidad negativa, pero no menor que -1, es decir, movimientos que no
rebasan tampoco la velocidad o rapidéz de la luz, O y B también estén conectados
causalmente.

En cambio en la parte restante, los
eventos que la forman son parte de movi-
mientos de particulas que rebasan la velo-
cidad de la luz, ya que si llamamos C =
(zo,tc) & uno de estos eventos, entonces
zg > i, por tanto, %g- > 1. El que exista
una velocidad méxima estd ligado con hecho
de la causalidad, porque en el caso anterior
decimos que O y C no estin conectados cau-
salmente, pues no hay movimiento ni sefial
que rebase la velocidad de la luz. A estos eventos como C se els llama separados por
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un espacelike, ya que existe un sistema inercial de referencia §', en cuyo eje 2’ O yC
son simultdneos v s6lo estdn separados espacialmente,

Para este evento C, existen también sistemas en los que el evento C ocurre antes
que O y otros en los que C ocurre después de O. En el dibujo de arriba, respecto a 8" ¢l
evento ocurre antes que O y respecto a S slrevés, por tanto, esta parte del plano no es
ni pasado ni futuro absoluto de O, respecto 8 todos los sistemas inerciales coincidentes
en 0.

Si consideramos shora particulas moviéndose no en una sola direceidén, sino
en todo un plano, entonces su diagrama espacio-tieinpo serfa tridimensional y el cono
? = 22 4 y? determinaria cl futuro y el pasado absolutos de O como lo muestra la
siguiente grafica:

(u'(\;ro abssluto do O

poscxd/e abseldo de 0 . '

A dicho cono se le Hama el cono de luz y estd formado por todas las lineas de
mundo de una sefial de uz desde O en todas las posibles direcciones de un plano (nosélo
en las del eje z). Nuevameneie el fulutro y pasado de O estdn conectados causalmente
con este evento.

Para cada evento M = (zp1,up,Tpf), existe un cono de luz con las mismas
propiedades de invariancia respecto al sistema inercial, debido también a la invariancia
de la métrica seudoeuclidiana que en este caso es z2 + y2 — t2, La ecuacién del cono de
luz para M es: (z—zps)% 4+ (y—yps)? + (L~ ty)? = 0, por lo que también es invariante
respecto a cualquier sistema. Analogammente si consideramos el cono de luz de cuatro
dimensiones.

or tanto, la conexién causal entre dos eventos cualesquiera del espacio-tiempo
Por tanto, |



Entonces, para cualesquicra dos eventos A ¥ B que estdn conectados temporal-
mente, su orden temporal es ebsoluto. Sin embargo no estin conectados causalmente,
. su orden temporal s{ es relativo al sistema inercial de referencia. En el dibujo anterior
y en el siguiente, el orden temporal de A y B es relativo, mientras que el de A’y B! e
absoluto, ocurre A’ antes que B’.

4t

Ademis, el futuro absoluto respecto
a un evento B que se encuentra en el futuro
absoluto de otro evento A, es también parte
de este futuro absoluto d¢ A. Lo mismo con
el pasado. Y todo esto es algo que no se
puede garantizar sino hay conexién causal
entre dos eventos. Sélo una parte del futuro
absoluto de uno pertenece al futuro absoluto
del otro e igual con el pasado. Con todo esto
toma mucha més importancia la existencia
de una velocidad mixima invariante respecto a cualquier sistema y es que su existencia
dé e! caracter de absoluto a cualesquiera dos eventos del espacio-tiempo.
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4. JCUALES SON LAS HIPOTESIS DEL ANALISIS GEOMETRICOY.

Una hipétesis geométrica tanto en el pland semieuclideo como en el seudoeuclideo
es pedir que los carnbios de base sean linezles, es decir, que lns tronsformuciones entre
un sistema y otre sean lincales. Esa idea de buscarlas lineales es para que no “deformen”
los espacios vectoriales, es un supuesto o un axioma de nuestro modelo geomdétrico. Esta
hipétesis se presupuso a partir de definir el producto interior del espacio vectorizl. Por
tanto, es una hipdtesis para ambas geometrfus desarrolladis anteriormente,

La segunda hipotesis para ambas geometrias, es el pedir que bajo las transfor-
maciones de cambio de base {0 de coordenadas de §' « S), estas preserven la norma
del espacio vectorial, es decir, que dichas transformaciones sean isometrias, mediante
la invariancia del producto interior definido en cada geometria. Asi, en la geometria
seudoeuclidea la sepunda hipdiesis es la invariancia de:

iz, )l = 1t

en cualquier sistema inercial, s decir, J{] = | para cualquier sisterna inercial S' con
movimiento de traslacién uniforme respecto a un sistema S. Y en la geometria seun-
doeuclfdes la segunda hipdtesis es la invariancia de:

i o 2 2

H(‘[a‘)” =rt—t

L . . . ; 7,02 . .
en cualquier sistema inercial, es decir, RS LI L L para cualesquiera dos sistemas
8y 8 con movimiento relativo de traslacién uniforme.
Entonces, en cada geometria estableciendo dos hipétesis se ha logrado expli-

car geometricarnente por un lado las ecuaciones de Galileo ¥ varios resultados im-
portantes en la mecénica clisica y por otre lado con otras dos hippotesis, explicar
la Transformacién de Lorentz y muchos aspectos de la Relatividad Especial, siendo esta
explicacién geomeétrica independiente del desarrolle teérico e hipdtesis fisicas presenta-
das en el capitulo IL

En el siguiente punto, dltimo de este capituls, haremos el andlisis comparativo
del aspecto fisico y el geométrico y muy centralmente la equivalencia cuire las hipétesis
de ambos aspectos.

¥

5. EQUIVALENCIA ENTRE LAS HIPOTESIS FISICAS Y LAS GEOMETRICAS.

En el capitulo anterior, establecimos las hipdtesis fisicas que resultaban ser la
homogeneidad del espacio-tiempo, isotropie del espacio y el tiempo absoluto, en el caso
de la meciiica clésica. En las hipétesis en cambio para la Teoria Especial de Relatividad,
ademds de la homegeneidad e isotropia estd Ia hipdtesis del tiempo relativo.

Hicimos varias equivalenciass entre el caracter del tiempo, la existencia o no
de una velocidad méxime en la naturaleza y el caracter de la simultanecidad. Asi el
caracter relativo del tiempo fué equivalente al caracter relativo de la simultaneidad y a
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la existencia de una velocidad méxima en la naturaleza. Esta dltima caracteristica de
una cota de las velocidades fué equivalente a la constancia de dicha velocidad méxima
en cusalquier sistema inercial de referencia, es decir, invariante bajo la Transformecién
de Lorentz.

Para hacer el andlisis comparativo cutre el sspecto geoindétrico y ¢l fisico, veamos
primero como las hipdlesis fisices de homogeneidad e isojropia del espacio-tiempo son
equivalentes a la hipdtesis geométrica de lu linealidad de le trensformacién de cambio
de base; segundo, que la hipotesis del caracter absoluto del tiemmpo es equivalente a la
invariancia métrica semieuclidea ¥ tercero, que la hipdtesis de la constancia de la velo-
cidad mixima en cualquier sistemns inercial de referencia, es equivalente a la invariancia
de la métrica sendoeuclidea.

Con la cquivalencia entre las hipdtesis fisicas v las geométricas, podremos al
final analizar lns dos aspectos (fisico v gecmétrico) traduciendo uno de ellos en el otro.

Veamos la equivalencia entre la homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo
con la lincalidad de la transformacién de cambio de base, dicha equivalencia la analiza-
mos en una direccién cuando nos propusimos encontrar las ecuaciones de Galileo y la
Transformacién de Lorentz.

La homogeneidad del espacio-tiempo y la isotropfa de! espacio cs zl alirmacién
de que no hay puntos ni direcciones preferenciales en el espacio-tiempo. Los resusltados
fisicos no dependen de si los experimentos se hacen en ciertas zonas del espacio, ni a
partir de uno u otro momento, ni las leyes deben cambiar si sc hacen en ung cierta
direccién del espacio, por ejmplo, no deben cambiar las leyes si el movimiento relativo
de dos sistemas de referencia es en una u otra direccién del espacio. Ahora bien, si
queremos encontrar una transformacién T de un sistema inercial §' = (2, ¢', 2, ¢))
en otro § = (z,y,2,t), entonces, queremos encontrar f;{z',y',2',1") v gi(=', ¥, ' t)
funciones de R en R tales que:

z:fl(:r',y’,z’,t'):l:'+fz(:c',y',z',t')y'
+fs (:BI’y'i z',t,)zl + fd(zla !/Iy 3'1tl)t,
t = 91(.’5,,7 " 21,1’)2:[ _ngZ(I',y,, Z',t')y,

NI CATI IR PR N AR TR B T

.

dichas funciones no deben depender del evento (¢, y',2/,¢') que tomemos, puesto que
el espacio-tiempo es homogéneo e isotrépico el espacio, es decir, lds f; v g; deben ser
constantes respecto a :c’,y’,z' ¥ t!, entonces

z= Az + By + ¢+ D'
t=Ez' + Fy' + G + HY

donde A, B,C,D,E, F,G y H son constantes. Es decir, la transformacién T es lineal.

Y biceversa, si las f; y g; son funciones constantes respecto a z!,y, 2" y ¢/, enton-
ces eso quiere decir que dicha transformacién de cambio de coordenadas no depende del
evento que tomemos del espacio-tiempo, ni de la direccién, es decir, el espacio-tiempo
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es homogéneo e isotrépico. Por tanto, la hip6tesis fisica de homogeneidad e isotropia e
isotropfa es equivalente a la hipétesis de linealidad de T: 8" — §.

El caracter absoluto del tiempo, es decir t = (', para cualesquiers sistemas
inerciales S = {z,t) y (2',t') , es claramente equivalente a la invarizncia de la métrica
semieuclidea Jt] = |t'| , puesto que, los cjes t y t' en los sistemas S y S’ respectivamente,
fueron colocados en forma que sus partes positivas estuvigran en el mismo sentido, asf
que cuando uno es positivo el otro lo es y s6lo cuando ésto pasa,

La equivalencia entre el caracter relativo del tiempo y la invariancia de la métrica
seudocuclidea, la haremos altravés de la equivalencia entre la constancia de la veloci-
dad méxima respecto a cualquier sisterna inercial ¥ la invariancia de la métrica seu-
doeuclidea.

El que la velocidad {o rapidéz) sca constante en cualquier sistema, es lo mismo
que decir que en un frente de onda de luz enviado desde el origen (0,0) en ambos
sistemas inerciales se cumple que:

IR 2,
T+ 2 r oty -+ 2
_—}t%:t—— =1 ¥y Iy TRy Yy, 2

ya que hicimos a esa velocidad méxima de magnitud 1, entonces:

2 2 2 4
1:2 _*_y2_1'_22:12 v ' + ! r t'

o
4
e
it

de donde

2_42 2 1'2 = tl2 12 12 .

=-y* -2y =—y ~z

como las coordenadas z coinciden en ambos sistemas S y §', tenemos
Y 3

2 2 2 2 '
B JUN S S ey s

por tanto, z2 — 2 = z'2 — #/? para cualesquiera sistemas S y §'. Es decir, la métrica

soudoeucliden es invariante,

Y si ahora suponemos invariante 1 amétrica seudoeuclidea, es decir, £2 — % =
] *

L Vy, z , en particular para los de norma cero: '

©

dedondez? =t y /% =1¢"0 bien, T=1= :—,’; Por tanto, |§|=1= l%;l que
es la magnitud de esa velocidad méxima es 1 en cualesquiera sistemas inerciales de refe-
rencia con movimiento de traslacién uniforme entre ellos. Con esto iltimo, concluimos
el caracter relativo del tiempo y la invariancia de la métrica seudoeuclidea y con ello la
equivalencia entre las hipétesis fisicas y geoméiricas.

Un esquema muy ilustrativo de la anterior equivalencia es el siguiente:
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FISICAMENTE GEOMETRICAMENTE

Homogeneidad e isotropfa <= T:8 — §

del espacio-tiempo lineal

t absoluto <=+  |t| = |t'] métrica

semieuclidea invariante

. 2 o 2 2 s
t relativo <= z° -t = 277 - 1T miétrica

scudocuclidiana invariante

Asi es que cuando sc habla en el andlisis fisico de homogeneidad e isotropfa,
es buscar transformaciones de cambio de base, al pedir que se preserve la norma del
espacio vectorial, es estar pidiendo caracter absoluto o relativo del tiempo y 2l deducir
muchos teoremas en la geometria semi o seudoeuclidea, es obtener las consecuencias del
caracter del ticmpo. Por eso, el retraso y la contraccién de longitudes en la geometria
seudocuclidea, preservando su métrica, son las obtenidas por Ja relatividad del tiempo vy
la Transformacién de Lorentz en fisica, no es mis que el cambio de coordenadas en dicha
geometria, s decir, el aspecto geométrico tanto semieuclideo como el seudoeuclideo,
son buenos modelos geoméiricos del aspecto fisico de la mecédnica cldsica y de la Teoria
Especial de la Relatividad respectivamente.

Pura terminar con ¢l andlisis de las hipdtesis, haremos dos observaciones impor-
tantes. La primera es que ¢l Principio de Relatividad (segundo postulado de Tinstein),
realmente no es un postulado en el sentido estricto de decirle axioma o hipdtesis. \Es
una propiedad que como se puede observar en toda esta tesis, se cumple en todo mo-
mento, es decir, toda la teoria desarrollada hasta el final, no tienec contradiceidn con este
principio, como parecia en la historia contradecirse con la constancia de la velocidad
maxima. El Principio de Relatividad no es una hipdtesis extra, ni en el andlisis fisico ni
en ¢l geométrico, es una consecuencia de las hipétesis y al ponerlo desde el inicio es para
mi una idea de creer mucho en la armonia de la naturaleza, o mejor dicho, querer que
la teoria buscada para resolver los problemas histéricos presentados en aquella época a
la mecdnica cldsica, no esté en contraste con esa ermonfa esperada de la naturaleza.

La segunda observacién sobre las hipétesis es la siguiente. Aiun cuando se de-
mostré la equivalencia entre el tiempo relativo y la exitencia de und velocidad méaxima
en la naturaleze, en ningidn momento aparece la necesidad de que sea ésta la de la-luz,
a la cual por medio de coordenadas geométricas se hizo 1. El anélisis pudo haberse
hecho exactamente igual si dicha velocidad méxima hubiera sido otra. Tanto el andlisis
fisico como el geométrico hechos aqui, habrian quedado igual haciendo esa velocidad
méxima también 1. Por supuesto que no afirmo que la velocidad de la luz no es la
velocidad mdxima, se entiende perfectamente que el andlisis tedrico debe checar con el
experimenta! de donde se tiene la idea de que la velocidad méxima es la de la uz.
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CAPITULO 1V

*

UN POCO DE RELATIVIDAD GENERAL

1. (CUALES SON LAS HIPOTESIS FISICO-GEOMETRICAS
DE LA TEORIA GENERAL DE LA RELATIVIDAD?

Todo lo gue heros desarrollado anteriorinente, toda ese immportante Teorfa de
Relatividad Especial que realmente vino a revolucionar a la fisica, se¢ hizo en base al
andlisis dnicamente de sistemnas de referencia inerciales que se mueven unos respecto a
otros con velocidad y direccidn constante, pero... ;qué pasa si los sistemas de referencia
se aceleran unos con respecto a otros?, jqué tanto mds va a cumbiar la fisica?, jes
realmente una generalizacidén la Teoria General de la Relatividad?,

Istas preguntas parecen naturales con la idea de generalizar la Relatividad
Especial, pero realmente no se vé nada fdeil resolverlus, sobre todo si tanto la ace-
leracién como la direccién de un sistema respecto a otro son no constantes; abarcaria
todos los sistemas de referencia posibles, incluyendo los inerciales con movimiento de
traslacién uniforme. Sin embargo, algo que huy que reconocer y es que aungue la
Relatividad Especial es un caso particular de este andlisis mis general, es algo que por
si mismo ticne un gran valor, una vida propia que se debe znalizar por separado.

Abramos pues, el anilisis de esta generalizacién que nos dara pie a la Teoria
General de la Relatividad. Las preguntas anteriores significan que, si desde un sisterna
de referencia §, se observan determinados fenémenos fisicos, §qué se observard desde'un
sistema acclerado?, (no necesarinmente con aceleracion y direccidn constante). Cuando
nos preguntamos esto en la Relatividad Especial, la respuesta fué por medio de la
Transformacidén de Lorentz. Si en un sistema inercial, un evento tenfa coordenadas
(z,v,2,1), podiamos saber sus coordenadas respecto a cualquier sistema que se moviera
con velocidad y direccién constante respecto al primero. Y resultaban ser leyes fisicas
entre los sistemnas. aquellas propiedades que se cumplian en cualquierz de esos sistemnas,
es decir, aquellas propiedades invariantes bajo la Transformaciéon de Lorentz.

Con esta transformacién, hacfamos equivalentes a todos estos sistemas, con lo
cual se reestablecfa el Principio de Relatividad. Pero ahora con tanjas formas posibles
de movimientos entre los sistemas, jpodrd hablarse de alguna equivalencia entre todos
ellos?, ;como serie dicha equivalenciu si existiera?. Analicemos un poco. Consideremos
por ¢jemplo un sistema de referencia con direccidn y rapidéz constante respecto a otro.
Pensémoslo como un cohete que vemos desde un determinado lugar de la Tierre, el
cual estd lejos de la fuerza de atraccidn de cualquier cuerpo celeste. Supongamos que
esta nave no tiene ventanas, para que los pasajeros no pudieran saber en donde estan.
Dada la aceleracién del cohete, los pasajeros sentirdn presién sobre la pared opuesta
a la direccidén del movimiento y la llamardn “suelo”, mientras que a la pared de en
frente la llamardn “techo”. Si uno de ellos ha estado sosteniendo un paquete y ahora
lo suelta (sin empujarlo), éste “caerd al suelo” (observado desde el sistema de referencia
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del cohete), que es lo mismo que decir que la pared llamada suelo alcanze al paquete
(visto esto desde el sisterna en la Tierra respecto &l cual se mueve el cohete). La masa
del cuerpo es irrelevante aqui, pues el suelo lo aleanza siempre con la misma aceleracién
¥ por tanto se cumple que “lodo cucrpo cue con la misma aceleracién®, lo cual pasa en
la Tierra. Ahora, si el pasajero dd un empujén al paquete, este seguird una trayectoria
parabdlica, desde su punto de vista, debido a la ace]eracis’m de su nave.

Entonces, si la aceleracién del cohete fuera de 9.8 m/scg, los pasajeros podrian
creer realmente que estdn dentro de un laboratorio en reposo sobre la Tierra, en el cual
actiia la fuerza de gravedad sobre todos los objetos dentro de él. O mejor dicho, los
pasajeros no ticnen por medio de experimentos dentro de su nave, manera de saber si
los fenémenos que observan se deben a la aceleracién de su laboratorio o a que estin
bajo un campo gravitacional.

Decimos aqui campo gravitacional y no fuerza de gravedad por esa importante
observacién que hizo Einstein a que la atraccidn de una cualquier particula sobre cunal-
quiera otra, no es una fuerza, sino 1nds bien un campo generado alrededor de ella, un
campo atractor a su centro; andlogo al campo magnético generado por un imén.

De la observacidon del cohete acelerado, podemos decir que aceleracién y presen-
cia de campo gravitacional resultan ser equivalentes. Y parece ser cmrto en general. Un
sistema acelerado con movimiento circular (por ejem- '
plo un juego mecénico de la feria), puede ser pensado /m‘\
como un sistema con un campo gravitacional puntual /
dentro del circulo, el cual hace que la pared opuesta a {
la direccién del movimiento, sea el suelo, aunque no tan
uniforme (en cuanto a atraccién) como el del cohete.

[

Ma3s en general, para cualquier movimiento arbitrario de unatparticula, se puede
hacer equivalente dicho movimiento, al que tiene una particula bajo un campo gravita-
cional por muy raro que sea.

Este es el primer principio que toma la Teor{a General de Relatividad, para
bacer equivalentes todos los sistemes de referencia. Todos son equivalentes a un sistema
de referencin con presencia de un campo gravitacional.

Si el sistema de referencia es como los utilizados en la relatividad Especial,
con movimiento de traslacién uniforme e inercial, es decir, donde un cuerpo en reposo
permenece en dicho estado, hasta que una fuerza externa lo saque de ese reposo. Y un
cuerpo al que se le di6 un empujén, permanece con rapidéz y direccién constante, hasta
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que una fuerza externa lo saque de este estado uniforme. En ambos casos se vé que sélo
podrian ocurrir si el campo gravitacional es nulo.

-
Veamos matematicamente como es cquivalente un sistema acelerado (con di-
reccidén y aceleracién constante), a uno con la presencia de un campo gravitacionz!,
analizando mas detenidamente el ejemplo del cohete.

Seu 8 ‘el sisterna de referencia iner-
cial fijo en 1a Tierra y §' el sistema no iner-
cial fijo al cohiete. Llamemos X = {z,y,z)
u las coordenadas espaciales de un evento
respecto al laboratorio § vy X' = (&, ¢, %)
respecto & §'. Hemos de aclarar que Xy X7
son funciones de t.

Como S' estd acelerendo respecto a
S, con direccidn constante y aceleracién g,
entonces la relaciéon que guardan ambos sis-
temas es:

2y _d'x’
T e

Anzlicemos c6mo se observan m particulas que estdn en reposo respecto a S,
Vamos a deducir las ecuaciones en donde se reficje que desde ¢l sistema acelerado 87, se
detecta la presencia de un campo gravitacional.

Llamemos mj,mao,...,m, a las masas de las particulas vy X; = (xl',y;,z,') y
X"- = (z4, Y1, 2) 2 su posicidén en § ¥ §' respectivamente con i = L, ...,n.

Como dichas particulas se encuentran e reposo respecio a S (flotando respecto
a dicho sistema), entonces Jas tnicas fuerzas que actian sobre las particulas, son las
fuerzas de atraccién entre ellas. Sillamamos Fj; a la fuerza de atraccién que la partfcula
1 ejerce sobre la j, entonces la fuerza ejercida sobre Ia particula 7 es la suma de todas
las fuerzas atractoras a ella, o sea:

M=

Fij cont##j

-,
i
[
-

y esto para cada particula, es decir,

E F“j para cada j=1,..,n
i)

Y dado que por la segunda ley de Newton la fuerza total ejercida sobre una
particula es el producto de su masa por su aceleracién (o bien, la segunda derivada
respecto a ¢t de la posicién), entonces:
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d’X;
P P
) o2

iy =M

-1

3
w

(fuerza total ¢jercida sobre lo mesa j = masa j & su aceleracién respecto a § = la
suma de fuerzes que interactuan en Ja masa j). .

Una observacién es que si las particulas se encuentran en reposo respecto a S o
incluso con velocidad constante, su aceleracién es cero y por tanto las fuerzas interae-

tuando estdn en un “equilibrio” que permiten ese reposo o esa velocidad constante,

Como ya dijimos, la relacién que guardan §' y § es:

d?x X
pr T
que aplicadus a las particulas es:
&ax, dxh
7 _ 74
a? e Y

para cada j = 1,...,n, entonces lo que desde S' se observaré de las particulas serd:

del_
mJ'(TfﬁJ— + g) = Z F; paraceday=1,..,n
1#]
es decir, .
d2X’,
mj “('i_tﬁi +m;g= Y Fy paracadaj=1,..,n
i#]
que es lo mismo que:
dix!

m; . —Ez—“— = §Fu —mjg paracada j =1,..,n
155

v
o sea que desde S’ (el cohete) se observa que la fuerza total que estd actuando sobre cada
particula es ademés de las que interactdan entre ellas, la fuerza del campo gravitacional
que actla sobre cada particula con aceleracién —g.

Por tanto, lo que desde un sistema inercial S se observa con reposo o velocidad
constante, desde un sistema acelerado S’ (respecto a §), se obscrva la presencia de un
campo gravitacional.

No esperdbamos que la equivalencia fuera de S con §', pues uno es inercial ¥
el oiro no, sino més bien que fuera equivalente un sistema S’ acelerado respecto a S y
uno que en é mismo esté presente un campo gravitacional.
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Entonces, es lo mismo estudiar sistemas de referencia con aceleracién y direceién
constante, que sirtemas con presencia de un campo gravitacional uniforme (es decir, con
fuerza de gravedad constante y en una sola direecién).

Esta equivalencia se establece mds en general aunque no se demuestra. Es
lo mismo estudiar los sistermnas de referencia acelerados (con direccion y aceleracién
arbitrariamente variable}, que los sistenias con la presengia de un campo gravitacional
{no necesariamente uniforme). Y es por esto por lo que se abandonurd la idea del
sistema de referencia, para dar pic al endlisis de un nuevo tema: gravitacion.

Pero el Principio de Equivalencia no estd ain establecide con esto. Ahora con la
mirada puesta en los sistemnas de refercncia con la presencia de un campo gravitacional,
nos preguntamos: jqué pasa con una particula (o lo que sea) cayendolibre en L presencia
de un campo gravitacional?.

Nos interesan las cosas en caida libre, porque es lo que estarfa en “reposo o en
movimiento de traslacién uniforme” de no ser por la presencia del “campo gravitacio-
nal”, con la misma idea que en relatividad Especial al pedirles a los sisternas que fueran
inerciales. Un poco més adelante hablarernos de la caida libre como generalizacién de
la ley de inercia.

/'

Supongamos un sistema A4 con la presencia de
un campo gravitacional y un sistema A' que cstéd en
caida libre en este campo. Para poder imaginarlo me-
jor, penscmnos que un elevador sube muchisimos kiléme-
tros, de repente se detiene y cae. Sobre ¢ solo actiu
la fuerza del campo gravitacional. ;Qué pasa en ese
clevador?, es decir, jqué se observa desde el sistema
A7

Como todo lo que estd dentro del elevador también estd bajo la presencia del
campo, serd igualmente atraido y todas cosas dentro estardn cn reposo respecto al
elevador (pues todos estan “cayendo” scgdn Ja observacién desde 4). Es mis se cummple
la ley de inercia en el elevador, ya que, si por ejemplo alguien estuviera sosteniéndo un
cuerpo y de repente lo suelta suavemente sin empujarlo, el cuerpo permanecera en reposo
(visto desde A"} v si lo empujara en direccién paralela al piso, dicho cuerpo tendria
velocidad y direccidn constante (adn cuando desde A se observe que sigue cayendo
acelerzadamente). En ambos casos estos cuerpos permaneceran asi, hasta que una fuerza
externs los saque de ese estado. Por tanto, A’ es un sitema de referencia inercial (pues
se cumnple la ley de inercia, atin cuando respecto a A va con la aceferacidn ocacionada
por el campo gravitacional). Y en este elevador ocurrirdn entonces los mismos sucesos
que en una nave que se encuentre flotando en el espacio lejos de toda atraccién material.
El estado sin peso de las cosas igualmente se puede deber a la no presencia de un campo
gravitacional o bien a la caida libre de un sistecma bejo un campo gravitacional. En otras
palabras, un sistema en ceida libre dentro de un campo gravitacional es equivalente =
un sistema inercial sin presencia de campo gravitacional alguno.

Entonces, para aquella particula que cafa libremente en un sistema 4 con la
presencia de un campo gravitacional, podemos asegurar que hay un sistema inercial
A! en donde la particula se encuentra en reposo y en cuyo sistema no estd presente
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ningdn campo gravitacional. Pero, aqu{ sélo hemos analizado el caso en el que ¢l campo
gravitacional que estd presente en A es uniforme, eso quiere decir con aceleracién y
direccién constante. Y ;jqué pasa si el camper no es uniforme?, que es el caso mids
general.

Para analizar un campo gravitacional no uniforme, podemos usar el ejeraplo de
la Tierra cuyo campo generado estd en direccién de su centro y su magnitud depende
unicamente del radio. Asi es que, analizando ahora un sistema de referencia A’ en caida
libre, de tal forma que su suelo sea perpendicular o la direccidn de su caida libre como
se muestra en la figura, jpodemos asegurar que este sistema es inercial como en el caso
del elevedor que caia?

Bueno, lo primmero que debemos acla-

rar, es que al analizar ese caso del elevador

A y suponer un campo gravitacional uniforimne,

estabamos suponiendo que el suelo “atrafa

igual en cualquier lugar”, por lo que la di-

reccién de la caida libre era siempre per-

pendicular al suelo, por ello a cualquier al-

tura la fuerza de atraccién del campo era de

la misma magnitud. Pero esto es sélo una

) aproximacién, pues si ahora dentro del sis-

tema que estamos analizando, consideramos dos particulas en caida libre a la misma

distancia del centro de la Tierra, como ambas son atraidas hacia el centro de ésta, en-

tonces sus trayectorias de csida libre se cortan en el centro de ésta y en consecuencia

afirmamos que no son paralelas, por lo que en cuanto van “cayendo” tanto las particulas

como el sistema, estas se van acercando cada vez mds {esto observado tanto desde el

mismo sistema A’ como desde uno fijo en la Tierra), como se observa en el dibujo de
arriba,

As{ es que no podemos afirmar en ) )
principio que el sistema en caida libre A’ es I i
equivalente 2 un inercial y sin presencia de L \ o ;
campo gravilacional, porque esto que aca- 4

bamos de anzlizar en A’ no ocurre en un
inercial,

Y ma4s aiin, si observamos ahora que .
el campo no necesariamente tiene una a-
traccién de magnitud igual en todos pun-
tos (como es el caso de la Tierra), que de-
pende de la altura, veremos que tampoco A’
puede ser equivalente a un sistema inercial
por esta otra razén. Si en lugar de tomar
dos particulas a la misma distancia del cen-
tro, las tomamos a distintas distancias, pero
sobre un mismo rayo desde el centro de la
Tierra, tal como se observa en el dibujo, el campo gravitacional “atrar” con una mayor
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magnitud a la partfcula més cercanu. Por tanto, si A’ y las particulas estan cayendo
libremente, entonces desde A’ mismo se observard que las particulas no estan en reposo,
sino una acelera con respecto n la otra, cosa que nu pass en un sisterna inercial sin la
presencia de un campo gravitacional,

A ambos efectos, tanto el que dos particulas en cafda libre no viajen en trayec-
torias paralelas como el que tengan aceleraciones unas cown respecto a otras se les llama
efectos tidales. O mejor dicho, a los efectos que un campo gravitacional no uniforme
ticne que en cada punto varfa su direccién y magnitud, se les llama efectos tidales. Por
tanto, para cualquicr particula en caida libre respecto @ un sisterna con presencia de un
campo gravitacional, no podemos asegurar que exists un sistema inereial en donde las
particulas estén en reposo y donde no esté presente un campo gravitacional. Para cam-
pos gravitacionales no uniformes no podemos asegurarlo, a menos que lo permitamos
con cierto margen de error, cs decir, asf como la Tierra se puede considerar aproximada-
mente como un sistema con un campo gravitacional uniforme, asi se puede afirmar que
para un cierto grado de aproximacidn, si existe un sistemna inercial donde las particulas
estan muy aproximadamente en reposo ¥ el campo gravitacional sca muy pequefio ¥
poderse despreciar. Esto es lo que establece precisamente el tan buscade Principio
de la Relatividad, el cual serd la primera hipdétesis fuerte en este anélisis de la
Relatividad General:

“Para cada punto del espacio-tiempo (es dectr, pare cada
evento) y para un grado de aprozimacion, cxiste un ars-
terna de referencia en el cual en una cicrta regidn de es-
pacto y para un cierto yntervalo de tiempo (es decir, en una
vecindad del evento suficientemente pequeniaj, los efectos
de gravitacion son despreciables y el sisterna cs tnercial en
ese grado de aprozimacidn especificado...”.

Este principio es realmente importante, en el sentido en el que esté analizando
todos los casos de movimiento libre de particulas. Si el campo gravitacional es nulo,
las particulas cumplen con la ley de inercia en el sistema inercial (que existe, pues
es cualquiera en donde esas partfculas estin en movimiento de traslacién wuniforme) y
las leyes que rigen a este sistemna quedan cxplicadas por la Relatividad Especial y la
goemetria euclidiana o de Minkowski. Y si en el otro caso el campo gravitacional no es
nulo, de todos modos existe un sistema localmente inercial en donde se puede despreciar
la presencia de campo gravitacional.

3
Por tanto, el analizar el movimiento libre de particulas localmente, s lo mismo
que analizar el problema como si estuviera en el caso de la Relatividad Especial con
estas particulas cumpliendo la ley de inercia. Es tanto como decir que el andlisis del
espacio-tiempo gravitacional, es localmente el andlisis de la Relatividad Especial.

Pero jpor qué analizamos la caida libre en el espacio-tiempo?, jcédmo es que se
pueden ver particulas cayendo libremente como particulas que cumplen la ley de inercia,
localmente hablando?

Vamos a intentar analizar que pasaba en la Relatividad Especial y poder asi ver
la caida libre como una generalizacién del movimiento de traslacién uniforme.
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Cuando consideramos los sistemas de referencia en Relatividad Especial y al
pedirles que cumplieran con la ley de inercia, se analizaban particulas (o cualquier
objeto) que se encontraban en reposo respecto<al sistema, o bien, en movimiento de
traslacién uniforine, jqué estaban cumpliendo con esto dichas particulas?. Ahf en ese
sistema no esta presente ningdn canpo gravitacional, pero y si hubiera habido, jcbmo
viajarian esas particulas?, jseguirfun en reposo? o jen lin-ca recta?.

Comparemos un poco, si en un sistema inercial sin la presencia de un campo
gravitacional, se suelta una particula sin empujarla, {ste permanecerd en reposo respecto
a dicho sistema, en cambio, si estuviera presente un campo gravitacional; uniforme por
ejernplo, ésta seguiria una linea recta en la direccion del campo. Estaria ¢n reposo de
no ser porque hay un campo gravitacional. En otras palabras, esa caida libre es o
mas quieta que puede estar una particula en dicho sistema con el campo gravitacional
presente.

Ahora, si a la particula se le dé un
empujén de tal forma que en el sistema in-
ercial sin campo gravitacional alguno, viaja
con direccidn y velocidad constante indefi-
nidamente (si eliminamos la friccién y resis-
tencia del aire), en el sistema con la presen- . \
cia de un campo graviacional unifortne esta /
particula seguird una trayectoria parabélica,
muy parecida a la del tiro parabélico que experimentamos en la Tierra aiin cuando este
campo gravitaconal no es uniforme.

También en este caso de empujar la particula, se observa que, en el sistema con
campo gravitacional presente, esa particula es lo mas uniforme que puede ir y llevarfa
velocidad y direccidn constante de no ser por ¢l campo existente y aunque lleva la
aceleracion del campo la la particula en sf no lleva aceleracidn, lo cual cuando no hay
campo gravitacional alguno, es mds fdcil distinguir con el movimiento de traslacién
uniforme. '

En ambos casos de caida libre o tiro parabélico, empujando o no la particula
y con y sin presencia de un campo gravitacional, la acelerzeidn de la partfcula wmisma,
es cero, en el sentido en ¢l que, si no fuera por la aceleracién que el campe le pone,
la particula actuaria cumpliendo la ley de inercie. Y mis en general {con el campo
gravitacional no necesariamente unforme), estos movimientos de particulas también
llevan aceleracién cero en s{ mismas, ain cuando el campo les obligue & llevar aceleracién,
Dicho todo esto més formalmente, si a estas particulas se les observara desde un sistema
de caida libre, cumplirdn en este la ley de inercia, ademds de que en dicho sistema no
estard presente ningin campo gravitacionzl. Esto es lo que afirma el Principio de
Relatividad que mencionamos anterirormente.

Pero mencionamos esto de aceleracién cero, no sélo para decir de otra manera
el principio, sino para lo siguiente:

Una segunda hipdtesis hecha por Einstein en la Teorfa de la Relatividad
General es la afirmacién de que las particulas en caida libre viajan en las geodésicas
del espacio-tiempo. Esta afirmacién tiene como fondo precisamente ese analisis de que
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las particulas en caida libre dentro de un campo gravitacionsl, tienen en si mismas
aceleracién cero y como las curvas que dentro de una superficie tienen aceleracién cero,
son precisamente las curves geodésices, entonces®se afirmn que las travectorins de caida
libre son curvas geodésicas (ver apéndice geométrico para le definicidn de estas curvas).

Realmente esta hipGtesis es digna de analizarse con mucha méis calma, pues
involucra sobre ¢l espacio-tiempo una cuaracteristica goemétrica fuerte. jGémo que
geodésicas en el espacio-tiempo?, jse estd suponiendo gue el espacio-tiempo es una
variedad?, jcon qué métrica?, jeon qué curvatura? y jqué seria cso de la curvatura en
¢l espacio-tiempo?. Si, la hipdtesis anterior abre muchas preguntas que no se vé facil
contestar.

Para empezar, es clerto que al afinnar que las particulas en calda libre viajun
en geodésicas, se supuso antes que el espacio-tiempo es una variedad, por lo demds,
de cuatro dimensiones y es esta la tercera hipdtesis que se considera para la Teoria
General de la Relatividad, mejor Hamada Teoria de Gravitacion.

Y sobre la cuestidn de la métrica que tiene dicha variedad, podemos decir que,
como el Principio de la Relatividad afirma que para cada evento en el espacio-tiernpo ,
hay un sistema aproximadarnente inercial con campo gravitacional despreciable, cuyas
leves explicamos anteriormente con la geometria secudoeuclidiana, esto nos dé la idea
siguiente: si definieramos en el espacio tangente a la variedad en un punto o evento de
dicha variedad, la métrica seudoeuclideana, entonces asi la variedad seudoricrnanniana
seria localmente como ¢l espacio tangente seudoeuclideo con la métrica:

[ERDERIERN

el cuval se identificarfa con las leyes que rigen en un sistema inercial sin un campo
gravitacional, que con un cierto grado de aproximacién son como las leyes que rigen en
un sistema con presencia de campo gravitacional. Por todo esto, la hipStesis tercera es
que el espacio-tiempo es una 4-variedad seudoriemanniana.

Pero a! hablar de variedad y de sus geodésicas en ella, podriamos entonces
preguntarnos: ;y qué curvatura tiene dicha variedad del espacio-tiempo? y jn qué se
debe esta curvatura fisicamente hablando?.

Imaginemos el siguiente experimen-
to. En una nave que viaja con aceleracién
y direccién constante, s¢ atraviesa un rayo
de luz perpendicular a la direccién del mo-
vimiento de la nave. El rayo entra por una
ventana y sale por otra. Dada la aceleracién
de la nave, en el tiempo en el que el rayo
la atraviesa, ésta ha recorrido una distancia
distinta de cero por lo que desde dentro de la nave se observard que el rayo se cur-
vea. Entonces, como es equivalente un sistema acelerado y uno con presencia de un
campo gravitacional, este efecto de haberse curveado el rayo de luz es consecuencia de
la aceleracién del sistema de referencia o bien por la presencia del campo gravitacional.
Aunque este curvearse es observado en el espacio , podemos asegurar que se curvea en
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¢l espacio-tiempo tembién, ya que, una irayectoria curveada en un espacio de cierta
dimensién, seguird siendo curveada en ¢l espacio de una dimensién mayor.

Con el experimento anterior queremos dar una motivacién a la cuarta hipé-
tesis que es que Ja curvatura del espacio-tiempo se debe o estd asociada a la presencia
del campo gravitacional.

En un sistema inercial sin la presencia de un canmpo gravitacional, la luz viaja
con direccién y rapidéz constante, por tanto en un sistema donde estd presente un
campo gravitacional viaja en geodésicas. Entonces, ese curvearse de la luz se debe a la
curvatura de esa variedad seudoriemanniana del espacio-tictnpo, ya que, las geodésicas
en una variedad son las trayectorias “lo mds derechas posible”. Dicho de otra forma,
como la trayectoria de la luz por sf{ misma no sc curvea, entonces ese curvearse es debido
al campo gravitacional.

Otros ejemplos que pueden ayudar
a ilustrar esta hipétesis, estd en el tiro pa-
rabélico. Una bala que recibe un impulso se-
guird una trayectoria recta y no curva, sino e T T TTe
fuera por la atraccién del campo gravitacio- e ~
nal sobre ésta, ya que la bala también viaja ,,/ .
cn geodésicas de espacio-tiempo. e N

Un ejemplo mds de todo esto estd en el movimiento de la luna alrededor de
la Tierra o de los planctas alrededor del Sol. Desde que Newton en su Principia
Matamatica, establece la Ley de la Gravitacidn Universal:

“..cada particula en el universo atrae a cualquiera otra particula de tal
Jorma que la fuerza entre las dos estd a lo largo de la linea entre ellas y
tiene magnitud proporeional a el producto de sus masas e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas...”.

se puede comprender que el movimiento de los planetas se debe a la atraccién de los
cuerpos celestes como el Sol, o bien, que el campo gravitacional que genera el Sol es la
causa por lo que los planetas giran alrededor de éste.

Los planetas estarian en reposo de no ser por la presencia de este campo que los
hace seguir trayectorias elipticas (segin las leyes de Kepler, siglo XVI). Y la curvatura
de dicha elipse depende de la distancia 2l Sol, mientras més cerca esté un planeta del Sol
, més fuerte es la atraccién del campo gravitacional sobre dicho planeta y més curvatura
tiene la elipse que sigue su movimiento.

Asf es que, parece bastante razonable postular esta cuarta hipétesis de que la
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curvatura del espacio-tiempo se debe a la presencia de un campo gravitacional ocacio-
nado por la materia misma, Con esto Ultimo, se puede palpar un poco de la enorme
importancia que tiene también esta hipdtesis y que es, que la materia misma es la que
parece imponerle nuevamente al espacio-tiempo fisico una caracteristica geométrica: la
curvatura.

Resumiendo, tenemos que las cuatro hipdtesis de Ja teoria son:

1. Para todo evento del espacio-tiempo y para un grado de aproxi-
macién, existe unsistema de referencia en el cual, en una cierta regién
del espacio y para un cierto intervalo de tiempo, los cfectos de gra-
vitacion son desprecizbles v el sistema es inercial en ese grado de
aproximacion.

2. El espacio-tiempo es una variedad seudoriemanniana.
3. Las trayectorias de caida libre son las geodésicas del espacio-tiempo.

4. La curvatura del espacio-tiempo estd asociada al campo gravitacio-
- nal.

El siguiente paso es establecer un andlisis comparativo entre el comportamicnto
de particulas en caida libre, fisicamente hablando y entre el comportamiento de una
variacién geodésica, haciéndolo geometricamente, Lo cual, analizaremos através de la
obtencion de las ecuaciones en uno y otro caso. Entonces, empecemos.

2.ANALISIS FISICO
(QUE ECUACIONES CUMPLEN LOS CUERPOS EN CAIDA LIBRE?,

Si lamamos A a la masa que genera un cierto campo gravitacional y m 2 la
masa de una particula en caida libre bajo el campo de M. El campo gravitacional de m
es despreciable. Llamemos X (t) = (z;(2), z2(t), z3(2))
les coordenadas espaciales (como funcién del tiempo)
de la particula, colocando a M (o bien su centro de
gravedad) en la posicién (0,0,0).

Sca r = ||X|| = \/w%+zg+z§ you o= 2‘; el
vector unitario que determina la posicidn de la measa
m (el cual estd anclado al origen).

., . ’ ca
Encontraremos la ecuacién de la trayectoria de la particula en caida libre. Por

la Ley de la Atraccién Universal, tenemos que: ;
—GMm _,
F=—iu
r

donde G = 1 haciendo una conversién adecuada de unidades, grados a centimetros’,

i [Fab.] Cap.Ill p&g.187
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Asf es gue tenemos: -

—Mme ;-

F= w
v

Por la segunda ley de Newton, también tei_'x:émos que:

X
F=m—
™
de dodnde,
~Mm _ 3x
u=m
rl dt?
o bien, corno m # 0:
-M . d’X
TS ;
Por otro lado, definimos un potencial asq,;iadg al campo gravitacional, -Sea
é(r) = —"—,f\—{ , que mide la influencia del campo cumdo la-distancia r varfa, Calculando
V...
99 _9 o M 5
dz; or B8z, r2 r
pues,
r_ 0 Iy
7z :5;‘.( zy + 75 -+ 73)
entonces,
d¢ 8¢ 3¢
_vg= (2 ¢ 9¢ 98¢

(911 ! aIQ (—9;

una funcién gradlente es decir:

o bien

que es lo mismo que:
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Esta es la ecuacion de la trayectoria de caida libre de la particula. Ahora bien,
si tenemos varias particulas en caida libre, jqué relacién guardan entre clias?,
oy dY

Tomemos una trayectoria de caida v EY
libre, llamandole X{t) = ()(1), z9 (), 73 (t)) )//—‘*\ YW
v consideramos una variacién de ésta ///’“““’“\\

Y(t,u) = (n{t,u),ya(t u), vs(t, u)) /’\
Y{4,w)

con t, ucl®, !
Donde para cada u fija ¥Y'(t,u) es

una trayectoria de caida libre y Y{1,0) =

X(). )

Como acabamos de ver, cade trayectoria cumple que:

&%y (7
—a‘;"i/_‘(i’u) M_.{t u) =0 con u fijz,

entonces variando en u:

[ (Gt + 22 =0 .

que es lo mismo que:

8 8 oy 2 8

EPRF TR TICD R whl mi Ch) Al
intercambiando parciales ¥ usando que ;,% = 71%. . %%‘ , tenemos:
a dy; d dy; ¢ _
323(“)+ajauay, u) =0 '

Si llamamos J;(t,0) = %%‘(t.O) , que es ver como cambian las trayectorias entre
ellas cuando u varia, entonces la ecuacién que queda es:

8? ¢

atzJ(t 0) + J, =0 coni=1,23.

2 2
donde E%J;(t,()) es |a aceleracién relativa entre las particulas y 2;%(@0) es la acele-
t

racién o fuerza gravitacional producida por los efectos tidales.
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La ecuacién anterior, es la relacién que rige entre todas las trayectorias de caida

libre, la cual es la que vamos a comparar con la que saldri del andlisis geométrico.
. ”» . . .

Para poder entender ésta, es importante revisar antes el apéndice geométrico,
para los conceptos de derivada covariante, variacion geodésica curvatura Rictnanniana
y un teorema de ésta.

Por las hipbtesis 2 y 3 de esta teoria, ahora en lugar de analizar trayectorias de
caida libre, anaizareros geodésicas en una variedad M.

3. ANALISIS GEOMETRICO
(QUE ECUACION CUMPLE UNA VARIACION GEODESICA?

ANALISIS COMPARATIVO ENTRE LAS ECUACIONES FISICAS Y GEOMETRICAS
Y
Bt

Sea Y :[0,1] x (—¢,¢) — M una va- P

riacién geodésica, es decir, Y (2,u) = Yy(t) \

es geodésica para cada u {ija, donde ¢¢[0, 1] ,’_\—\

y ue(—¢g,€). \
Entonces, la derivada covariante del

campo vectorial i‘}?‘ es cero, es decir:

D dY,

T Vu
que es lo mismo que 31% . %}T = 0, cuya variacién en u es también cero (ver apéndice,
definicién de curvatura Riemanniana, para la idea intuitiva), es decir:

Y por el 4ltimo Teorema del apéndice, sabemos que:

DD, DD, o

D D aYy oY ,
A Bt at du

— . ¥
8t du’ )
gg),nde V es un campo vectorial a lo large de Y, que en el caso que estamos viendo V es

?T-
O sea '

D D JdY D D 9Y dY Y oY

FR Al il TR Vel T TR me TRk
entonces ;I;)E . 3% . %}t—’ +R(%}t_”.-%{"%}t_,) =0.
y conmutando tenemos: ’
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D D 3Y Y oY oY

S R(S, =, o) =0,
at at du (az’au az)
Si llamamos nuevamente J{¢) = ‘33‘ {1,0) , entonces

-

d2 Yy -
12} =0

mJ(t) + R('—é’l“, .,(t)x —(Tl_

A esta ecuncion se le conoce como la Ecuacidn de Jacobi, o mejor dicho, a un

campo vectorial que satisface la anterior ccuacion diferencial se Je lama un campo de
N . " .4
Jacobi. Asi es que, d}t' ¢ un campo de Jacobit.

2 1A . v 4 o
Aqui, g_dtl es la aceleracion relativa entre goedésicas y R(%%,J(t),%%—) es la

curvatura Riemanniana, la cual ¢s una propiedad intrinseca de la variadad, pues sdlo
depende de los coeficientes métricos y sus derivadas.

Ahora si, haciendo ¢l andlisis comparativo entre

a2 8%

2 Jilt:0) 4 Ji'é_y;; =0 (1)
d? Y Yy
dz‘lJ(t) + R(——m ’J(t)’”at }=0 (2)

cont=1,2,3. .

El razonamiento en buse a las hipétesis es el siguiente. Dado que una variacién
de trayectorias de caida libre equivale a una variacién geodésica, que la aceleracién entre

2
particulas (5‘9?7];) es la aceleracién relativa entre geodésicas (%J) ¥y que el campo

gravitacional esé asociado a la curvatura del espacio-tiempo vista como una variedad,
la ecuacién (1) es identificada como la ecuacién (2) y asi establecidas las ecuaciones de
campo planteadas por Einstein.

Hay que hacer una observacién importante aqui y es que la equivalencia entre
conceptos fisicos y geométricos que tenfamos en Relatividad Especial no se tiene aqui.
En la Teorfa Especial, las hipdtesis gecométricas y al mismo tiempo ifdependientes unas
de otras. Cada consecuencia en uno de los dos terrenos era sélo dependiente de sus
hipétesis v a su vez esta misma consecuencia, tenia su equivalente respectiva en el otro
anélisis. De cierta forma el modelo geométrico v el fisico eran en aquel zaso, copias
independientes una de la otra. Todo eso no pasa aqui. Desde la postulacién de las
hipétesis de la Toerfa General, huy relacién fisice y geométrica en ellas. Son hipdtesis
muy fuertes de vinculacién (y no de traduccién solamente) entre conceptos fisicos de la
naturaleza y conceptos geométricos.

t [Mil} 14 pg77.
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Es importante diferenciar el tipo de relacién que se di entre lo fisico y lo
geométrico, en ambas teorias, para poder comprender el tipo de modelo que trata de
darse para explicar algo fisico.

La sustitucidn de unas ecunciones por obras, muestra tumbién la dependencia
de los conceptos fisicos de los geométricos ¥ biceversa. Reconocer aqui que el modelo
matemfico propuesto no es una copia independiente del modelo fisico, es realmente
importante, no desprecia el modelo y si abre muchisimas interrogantes sobre la teorfa,
la cual no es una teoria acabada. Si ni la Teorin Especial lo ¢s, con esa ventaja de
un modelo mds acabado, més lejos adn parcce estar la Teorfa General. Junto con esta
observacién hecha se abren muchas interrogantes tanto para mi como para el lector de
esta tesis.
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4. APENDICE GEOMETRICO
ALGO DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

Este resumen, tiene la finzlidad de dar los conceptos no necesariamente conoci-
dos por todos los que lleguen a leer esta tesis. Estos conceptos serdn muy importantes
para tener una idea més clara de la parte goemétricn de la Reletivided General. Estd
hecho explicando desde las ideas intuitivas del materinl, hasta la formalidad nacesa-
ria. Muchas demostiraciones son omitidas y para mayor profundidad del tema, se dd
bibliografia de consulta. Empecémos con la parte intuitiva.

DEFINICION.

Una variedad diferenciable A de dimension n es un subconjunto M ¢
tal que YpeM, 30U C R™ abierto y una funcién X : U — gtk inyectiva y diferenciable
C® tal que X(U) es una vecindad de p en M y dX4 es no singular VgeU.

En+k

A X se la llama una parametrizacion y a (U, X) una carta de M. Intiutivamente
una variedad M™ es algo localmente como R™.

Tomamos ahora, a : [0,1] — M"™ una curva sobre M".

Consideremos ¢ (1) el cual sabemos
que estd en el espacio tangente a la varie-
dad en el punto aft) (es decir, a'eTa(t)M)
v consideramos a(2) del cual s6lo sabemos
que esti en rF . Tomhindo la proyeccién
normal de @(t) sobre T,(,)} , denotads
por a%(t) , definimosla como la derivada
covariante de o'(t) en la direccién de la
curva o.

Intuitivamente, si ot} representa la trayectoria de una particula moviéndose en
una variedad mientras transcurre el tiempo t€[0,1] , a/(t) la velocidad de la particula y
a”'(t) su aceleracidn, entonces a/p(t) representard la aceleracién de la particula dentro
de la misma variedad, ya que es la derivada de o sobre el plano tangente a la variedad.
ah{t) es la aceleracién de la particula vista desde M.
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se dice que a es una curva geodésica de la variedad M.

Ejemplo 1. En la esfera de dimensidn dos, las circunferencias mdximas {ccvadores)

son las geodésicas de ésta.

='(t)

(1)

‘.a

El que of!(t) esté en direccién del

Tomando cuzlquier te[0, 1], a una
parametrazacién de una circunferencia mé-
xima y ¢/(1) el vector tangente a Ja curva en
el punto a(t), sabemos que o(t) esté en la
direccién al centro de lu esfera, por lo que
su proyeccién al plano tangente a la esfera
en e} punto aft) es cero.

centro de la esfera, es una propiedad de

las cincunferencias méximas nada mis, por tanto cualquier otra circunferencia no es

geodésica.

Ejemplo 2. S$i M es el cilindro circular,
las curvas geodésicas son las curvas que se
pueden obtener cortando af cilindro con un
plano parpendicular al eje de éste, las rec-
tas paralelas a dicho eje y todas las hélices.
Para todes estas curvas o/'{t) es perpendicu-
far al plano tangente en ot} , por lo que
a&'~(t) =0.

lqe

Intuitavamente, }as geodésicas de una variedad son las curvas con aceleracidn

cero, o bien lo més “derecha posible” que p

ude ser una curva sobze la variedad.

Para generalizar toda esta idea, obtengamos a”(t) en términos de algo que la
muestre como una propiedad intrinseca de la variedad.

Sea (U,X) la carta de la n-variedad M y o : [0,1] — A una curva. Sea

u(t) =X"aft)) , es decir, aft) = X (u(t))

con tef0, 1,
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entonces:
é o= uth) i)
o,1] — “
8
X
U

donde X (t) = (x1(t),...,zn(t)) o bien, X{u(t)) = (z1(u(t)), ..., za(x(t})}).

y derivando nuevamente tenemos:

() = 3 35l Z_

=21

uj() - uJ(t
&l

Ahora bien, para que ¢ sea geodésica, nos interesa que su componenete tangen-

cial sea cero, o bien sus proyecciones en la base {gf‘;} del plano tangente sean cero, es
decir:

X 8xX n x ox ’
n f
arlt) = Z<Bz, ' fzy >u + z <6:c,6:r,J a:z;k> i =0

esto para toda k = 1,...,n . Si denotamos por gi; = <g§, g—}> (el producto interior
i’ozy

entre las parciales, base del plano tangente), son éstos los coeficientes métricos y
estén definidos en T, M. '
2y
Denotemos ahora por T'y;p = <£—i5‘;}, g%%> Observernos que:
dg;; 7 0*X ax> <ax 92X

- 6—:1:;’ Oz;0zy

——— = P
azk a.r;a.’zk ! 33:7' > vk + rJh

9y

y como Py = I'jy; por la conmutatividad del producto escalar, entonces, Ty = % B

Asi que:
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v i > agu A '
= Z Gik * Uy ‘f - Z o2k . ﬂi U.J-(t)
) fy=1

Por tanto, afp(t ) ha quedado en términos de los coeficientes métricos g;; v su
derivadas, con lo cunl a'(t) es una propiedad intrinseca de la variedad.

Para continuar generalizando esta propiedad de “aceleracién vista desde la varie-
dad” ¢ ir obteniendo el importante concepto de curvatura , veamos algunas definiciones.

DEFINICION

Un campo vactorial V en una variedad diferenciable Af,| es una correspondecia
tal que V(p)T,M Vpedf .

DEFINICION

Un campo vectorial a lo largo de una curva « es un campo vectorial tal
que V(a(t))eTo(yM  Va(t)eM .

Observemos aqui que V puede no ser el campo vectorial of(t).

DEFINICION
La derivada covariante del campo ¥ en la direccién de o'(t) es V() =
‘f
Dal(t)‘/ = %T(t).
Es la proyeccién de la derivada direccional usual, en el plano TamyM .

DEFINICION
Un campo vectorial V a lo largo de o es paralelo si DoV =0 Vte[0,1] .

DETINICION

Una curva o es geodésica si el campo vectorial o (2) a lo largo de o es paralelo,
es decir, Da'(e)%% =0, o bien ?%%% =0.

DEFINICION.

Sea veTpM , o una curva tal que a0) = p . V un campo vectorial paralelo a lo
largo de « tal que V(p) = v, se dice que es el transporte paralelo de v ¢ lo largo de
o

Encontrando la férmula en general, si V(2) =V (a(t)) :

aX

n
Eai

i=1

aft) = X(u (1)
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entonces

es decir,

- z Y n P*x X
L) = zﬁ putubihiinkuii ST N AN
Vr(t) £ a'(t)<01,-’ c'):rk> ' .JLJ.‘»TIl a'(t)<r)z 81 Ozk>u1(t)

V es el campo vectorial paralelo a lo large de a si

n n
ﬂ

Z Delalt)) + 27 (T r(a())uf() =0

f=1 f7=1

y V es el transporte paralelo de v(t) = (aq(f), ...,an(t)) con u(i)eTa(t)]\l

Una observacién importante es que tanto las geodésicas como el transporte pa-
ralelo quedan determinados por los coeficientes métricos 95, es decir, sélo dependen de
la métrica definida en ¢l plano tangente. Hay un teorema fécil de probar que afirma que
una isometria manda geodésicas en geodésicas y campos paralelos en campos paralelos

Con todo lo anterior podemos ver més claramente las geodésicas del cilindro
circular, Como el cilindro sin un generador es isomorfo al plano v el “enderesarlo” es
una isometria, entonces todas las geodésicas en el plano que pasan por un punto p (haz
de rectas) irdn a dar a geodésicas en el cilindro. Asi es que son las rectas paralelas al
eje del cilindro, las circunferencias que sc obtienen al cortar al cilindro con los planos
perpendiculares al eje y las hélices que son las demds rectas.

Nuestra siguiente meta serd medir que tanto una n-variedad deja de ser isomé-
trica a un abierto en R".

Esto por supuesto ticne que ver con qué tanto se curva dicha variedad. Una
manera de ir resolviendo esto, es medir que tanto deja de ser geodésica cundo ésta se
traslade en una determinada direccién. Este trasladar o empujar, lo haremos en forma

1‘(Rzy] Tésis Profesional pg.12
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paralela, ya que en el plano al trasladar una recta a una paralela sigue siende geodésica.
Miés generalmente dicho, dado un campo vectorial paralelo a lo largo d une curva a y
“empujarlo” en una cierta direccién, que tdnto deja de ser paralelo {un caso particular
importante serd si el campo es &f(t)).

Sea M una n-variedad diferenciable, peAf, veT M y o 2 10,1} — Af la inica
geodésica tal que a(0) = py &'(0) = v } v sea weTpM, Sea V7 oun campo vectorial
paralelo a lo largo de a tal que V{p) =w y V(t) = V(¢)

Consideremos para cada ¢, la geodésica f; : [0,1] - AL, B;(s) tal que £(0) = a(t)
y B1{0) = V (¢} (ver dibujo). Definimos

T:[0,1] x [0,1] = TM (= ] TpM)
perf

dada por:

(1, 8) = Be(s)

T es diferenciable y s6lo depende de v y w.

Las curvas Z{#,sg) con so fijo son las trasladadas de a y queremos saber si son
, . . ' .
geodésicas o no, entonces debemos calcular la derivada covariante de %?— (t,30) , es decir,

}9% (%zti(t,so)) y nos interesa su variacién al mover s en [0,1] , entonces nos fijamos en

D/Dy/oxn
5 (5 (709))
Aqui, v estd jugando un doble papel. Asi es que hagamos lo anterior des-
dobldndolo:

t

cuya existencia y unicidad es un teorema {|Doc] Geometria Riemanniana)
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Sean vy, ve,wcTp M. Consideremos «: [0, 1] — M ln geodésica tal que a(0) = p
Y QI(O) = vj.

Sea V un campo vectorial parazlelo z lo iu:;;o de a tal que V(0) = vo y W otro
campo vectorial paralelo de « con W(0} = 1w,

Sea £ : (0,1} x [0,1] — A tal que I((,s) = f(s), donde fy(s) es la geodésica
tal que B;(0) = a(t) y B (0) = W(1). .

Observemos ¢l dibujo para entender la idea:

Sea V; el campo paralelo a lo large de §;(s) tal que ¥V;(0) = V(). Y también
definimos: '

V:0,1] x [0,1) - TM

tal que V(t,s) = Vi(s), la cual resulta diferenciable.

Queremos ver qué tanto la curva £(t,3q) dejn de sor geodésica, cs decir, qué
tanto el campo ¥ deja de ser paralelo al restringirse a la curva B(t,sp). Para eso,
observémos lz derivada covariante 3’%1’ y vedmos su variacién de w al pasar por p = a{0),
es decir, HDZE%V(O’ 0) nos mide qué tanto la geodésica por p con direccién vy deja de
ser geodésica al empujaria en la direcceién w, o mds generalmente Bicho, qué tanto al
empujar la geodésica o en la direccién w un campo paralelo deja de serlo.

DEFINICION.

tal que Rp(vy, v, w) = %%V(O, 0). A esta funcién la llemamos curvatura Riema-
nniana de M en p.
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Si Rp(vy,vp,w) =0 Voy, vy, weTpM y Vp en una vecindad V' en M, entonces
el campo V(t,Sp) es paralelo a lo largo de la curva I(t,s5) , para cualquier campo
vectorial V. Por tanto, I(t, sp) es geodésica Vsg. Es decir, al empujar lu geodésica a
en cualquier direccién sigue siendo geodésica, lo cual habla de una isometria de V' con
un abierto de R",

Hasta aqui, ya hemos desarrollado y generalizado muchas ideas y conceptos que
usaremos para intentar explicar la parte geométrica de la Teoria de la Relatividad, sin
embargo vawws a generalizar ain méds, principalmente el concepto de derivada cova-
riante, para formalizar a su vez ¢l concepto de curvatura Riemanniana y asi creando
conceptos que por su generalidad resultan mnds fuertes ¢ importantes en lns matematicas
¥ en su uso.

DEFINICION.

Una métrica Riemanniana de una n-variedad A es una asignacién g, de un
producto interior -al plane tangente de M en p, definido asi:

Vu,velpM y peM gy =< u,v >

Para una carta (U,X) de M, basta definir g, para la base {%i‘-‘} de TpM | es
decir, definimos
- <ax ax>
Gij = dz;’ Oz,

evaluado en el punto p, los cuales son llamados coeficientes métricos en (u, X).

DEFINICION.,

Una variedad Riemanniana es
una variedad con una métrica Riemanniana.

DEFINICION.

Si gp =< v,v >= 0, con v no ne-
cesariamente el vector 0, entonces a gy se le
llama semimétrica Riemanniana y a una
variedad con une semimétrica se le llama
variedad semiriemanniana.

PROPOSICION.
Toda variedad difcrenciable es una variedad Riemanniana,

Para la demostracién, ver [Doc], cap. 0, proposicién 5.4.
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DEFINICION.

x(M) es el es el conjunto de campos vectoriales definidos sobre M.

Ahora con esto, generalizemos ¢l concepto de derivada covariante, de transporte
paralelo y de geodésica.

DEFINICION.

Una conexidén afin en M es una funcién real bilineal

Vi x(M) x x(M) — x(M)

definida como V(V,W) = VyW y que satisface las siguientes propicdades:
DV = fVvZ+gVy2
W) Vy (W +2)=VyW +Vy 2
1) Vy (fW) = fYviWV + V()W

donde V,Wex(M) y 7,9¢C(M).

PROPOSICION.

VyW{(p) sélo depende de V(p) y del valor de 1 a lo largo de una curva «
adaptada a V{p).

Demostracion: . .

Sea (U,X) una carta de M en torno a p, con X = (z3,...,,z,). Escribiendo los
.campos V y W en componentes de las parciales

ax
az‘ XI’V gzt-x yn "JZyJ ])

tenemos que:

vvwzfj (vx( 3 y,x)) .

=1 J=

= E :z:,uJVX( )+ Z X (m) X5

17=1 if=1

Haciendo Vy X, = ZI‘ X4,

. es decir, Vx,X; en coordenadas respecto a las parciales Xy, concluimos que I‘,’-Cj son
- funciones diferenciales, llamados sfmbolos de Christoffel, entonces
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VW= 3 (3 mulh+ Xw) X
k=1 ‘iy=1

en donde se muestra que V-7 (p) solo depende de z;{p),yx(p) vy de les derivadas
X(vk)(p). g

-

DEFINICION.

La derivada covariante del campo V a lo largo de la curva a : [0,1] — MM estd
definida por:

D
5V = Va?

para algin Vex(M) , tal que V (t) = V(a(t)).

DEFINICION.

Un campo vectorial V' a lo largo de una curva a es paralelo a lo largo de « si
Py <o wvio,1].

PROPOSICION.
Sea @ : [0,1] — M una curva diferenciable en M y vgeT, a(to) M para algun

t0e]0,1] , entonces existe un wnico campo paralelo a lo largo de « tal que V{tg) = ‘Uo
En tal caso a V se le llama transporte paralelo de vy a lo largo de «.

Para la demostracién ver [Doc] Cap I prop.2.6.

STy

DEFINICION
Una curva a :[0,1] — M es une geodésica si ;%%% =0.

DEFINICION. R

Una conexién afin en una variedad Riemannians M, se dice que es compatible
con la mértica <,> si Vte[0,1] ¥y YV, W, Zex (M) sucede que

VW, Z>=<VyW,Z>+<W,VypZ>.

Es decir, que podemos caracterizar el producto interno por la “regla del producto'usual’,’ .



110.

DEFINICION,.

Si V,Wex(M) , definimos el paréntesis de Poisson como [V,W] = VW —
WV ex(M). -

DEFINICION.

Una conexién afin V se dice que es simétrica, si

VUV, W ex (M), [V, W] = Ty - Tyt

Se prucba que dad un avariedad Riemanniana A , existe una unica conexién
afin ¥V en M que es simétrica v compatible con la métrica, a la cual Hamaremos la
conexién Riemanniana de M.

Ahora, también generalicemos el coneepto de curvatura.

DEFINICION.

La curvatura Riemanniana R de una variedad Riemanniana A es la apli-
cacién

R : X(M) % x(M) x x(M) — x(M)

dada por:

R(Z,W,V) = Vi VoV = V VeV + VgV

donde V es la conexién Riemanniana de M.

Se puede demostrar no muy facilmente que esta definicidn de curvatura Rie-
manniana y la que obtuvimos anteriormente, coinciden. Para esto, vedmos el dltimo
teorema de este apéncice del cual seré corolario.

DEFINICION.
Una superficie parametrizada en une veriedad diferenciable M, es une apli-

cacién f: A CR? — M diferenciable en A C U abierto. .

DEFINICION.

Sea Vex(M)y f: A C f2 — M. Un campo de vectores a lo largo de f
es un aaplicacién tal que a cada geA le asocia un vector V(q)ch(p)M tal que Vo fes
diferenciable.
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DEFINICION.

8i V,Wex(M) , definimos el paréntesis de Poisson como [V,W] = VI¥
WV ex(M). * :

DEFINICION.

Una conexién afin V se dice que es simétrica, si

YV, Wex (M), [V, W] = Ty — UV

Se prueba que dad un avariedad Riemanniana A , existe una iinica conexién
afin V en M que es simétrica y compatible con la métrica, a la cual Hamaremos la
conexiéon Riemanniana de M.

Ahora, también generalicemos el concepto de curvatura.

DEFINICION.

La curvatura Riemanniana R de una variedad Riemanniana M es la apli-
cacién

Rt x(M) x x(M) x x(M) — x(M)

dada por:

R(Z,W,V) =V VoV - VaVpV + Vlzmv

donde V es la conexién Riemanniana de AL,

Se puede demostrar no muy facilmente que esta definicién de curvatura Rie-
mannians y la que obtuvimos anteriormente, coinciden, Para esto, vedmos e] tltimo
teorema de este apéncice del cual serd corolario.

DEFINICION.
Una superficie parametrizada en una variedad diferenciable M, es una apli-
cacién f: A C R? — M diferenciable en A C U abierto.

¥

DEFINICION.

Sea Vex(M)y f: A CR? = M. Un campo de vectores a lo largo de f
es un zaplicacién tal que a cada ged le asocia un vector V{g) eTf(p)M tal que Vo [ es
diferenciable.
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TEOREMA.
Sea f: A € R? — M una superficie parametrizada y llamémosle {t,s) a las
coordenadas en R, Sea V = V(t,s) un campo de vectores a lo largo de f. Denotemos

?,{ - df(;%) y %é = df(-f;) , entonces,

d
af 9f N DD DD
R(_ét—’a_s ‘) =3:31" " i5:"

Dermostracién:
Sea (U, X) un sisterna local de coordenadas alrededor de peMf y sea V(i,8) =
R v X donde v; = vty 8) ¥ Xy = 6?

,
Entonces, calculemos primero 9_135‘ .

n
DV D (Zv‘X‘)

ds  Bs
=1
L IYp

—-Zv,aX+Z =X

entonces,

Analogamente:

D D " DD i dv; D
==V =) n——X; + —,})—‘TX{
ds ol T 080s T 08 ol
p=]1 =]
1 gy D . 92y
______X 1 v
+2 t Bs ’+§8581 ! '

y restando

DD DEV:

Gat’ " aies "

" /DD_ DD
- (asaaX‘ BtasA)

Calculemos ahora ;;%gl;)zX,x
Pongamos f(s,t) = (y1(s,2),.,Un(s,t)) , pues f: R = M C R". Entonces,
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Asi tencmos:

-

D
X =V X =V X
ot 3t (E?zl%yxixj)

que por las propiedades de la conexién afin cs igual a:

n o Qy,
j=1
entonces
DD D L ay;
DOy D504 )
asat” ! as<J§ mV‘J}a,

que es lo mismo que

2 n !

dy;

n
¥ r
= z Vx. X;+ Z -V (Vx.X‘)
=1 dsdt ot (EL_I %’%X,-) 3

D

N ay.ayk
_ngaat J+ Z SVXJ;VXX

Dec donde
(22_22) .
dsdt  8tds)t ,
n 6 ‘
): o y"(v Vx, X~ Vx,Vx, -)=
Jyk=1

N/ y—
j,%;l at as (Agikkyxi)

(pues [X;, Xi} = X; X — X X; = 0 y usando la definicién de curvatura Riemanniana).

Por tanto:



DD,

83t

113.

D D 1 8&’) Oy ,ooge
NTER % Uit s T Xk i)
£,5,k=1
LY n
Y Kx;, """xk,mx)
1

(2
()

{usando las propiedades de Curvatura Riemanniana [Doc}), con lo cual queda probado
el Teorema y terminado el apéndice.
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