
UNIVERSIDAD LA SALLE 

ESCUELA DE QUIMICA 
INCORPORADA A LA U.N.A.M. 

OBTENCION DE ECUACIONES DE ESTADO PARA 
GASES PUROS POR EL METO DO DE GENERACION 

DE SUPERFICIES 

TES 1 S PROFESIONAL 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

INGENIERO QUIMICO 
PRESENTA 

MARIA GABRIELA NIETO CHA VEZ 

l FALLA eE ORIGEN] 
MllXICO. D. F., 1988 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



A 

B 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.5.1 

1.5.2 

1.5.3 

1.5.5 

INDICE 

~!DILES········································ t 

!NTITUO::I~ 

PRCPIE[;1-l..,"ES GE~RALES DE lN'\ Sl.IESTA'-!:IA A.FA Y 

DIAl.P.Pl"AS P-V-T. , •• , ••• , ••• , , , , •• , , , , , • , , • , •••• , •••• 

PRGYECCrCfES Ctl_ DIA:3"'o"tt'l P-V-T EN ffiS Pl.A' D5 ...... , • 

CAPITULO 

ECUl'CIGES P~A EL CO'-FCf-ll"'11!ENTO !OCAL , , , , , , , , , , , • , o 

ED.'AC l O\ES Pf'flA C.C"\SES REP< . .ES •• , , •• , , •• , • , • , ••• , • , • , • t> 

LEY DE ESTADOS GYlflES. ... CNDIENTES • , • , , •• , , , ••••• , ••••• u 

CffRELACIO'~ OC PITZER .............. , .......... , ..... a<> 

~lJDIFICl'CICT'"'S A LA EC:UO.ClCtJ OC Vf'l-.1 !JE."l ~S ••••••• 20 

i1odificac:icne•Ei ccn un par~tro dt:?pt;?ndiC?nte de la 

TC1ni:it?ratura .•.••.•...• , •.•.....•..•.....•..••....•• . z9 

M....Jdi f icac.: iones ccn ambos par-áTP-lros dep.2ndieites 

de> la t."i?1Tlf)rt?ratura ••••••.•••.•••••••.••••••••••••••• ,25 

M-....xlif.icac1or1f:S en ~l thnn1no de atracc100 .......... ,2cs 

M.x!ific~,i::icnPS en el tr:-'rm1n:i de rePJls1c:Sn .•.•...•.• . za 

TE'Oria d~ CM•°jE'fiü<; dP rotores cúbu:os •.•.•••.••••••• • so 



CAPITULO 11 

PLANT[,\MIENTOS GENERALES SOBRE EL METODO DE 

OE:Nf:f-:1\Cl<.•t' DE SUPERnCIES 

•2.1 PRH>CJPJUS AASJCOS •• , .•••••..••••..••.•.•..•.••••••• 39 

2.1.1 

2.2 

2.2.1 

2.3 

2.4 

2.4.1 

2.4.2 

2.4.3 

2.4.4 

2.4.5 

2.5 

2.b 

2.b.l 

2.b.2 

de 

variable vectorial •...•.•.....•......•••••.••..•••• ,33 

9-PE"l'"ICJES ••••..••.••.•.••..••.•• · ..... • • · • • • • • • • • ·•• 

St.Jper·ftcies SJaves •••••••••••••••••••••••••••••••••• .35 

l'ElODO DE GEJER•:\Cl~ DE SLPE.gr.IClES .•.••••.••••••••• 9d 

CA'lACTERISTICAS DE U'I'\ ECU'>CIO' OC SPERFICIE •••••• • 30 

lntersecciÓi CCJrl los eJe-:. •.••••••.•••••••••••..••••• se 

Traz:.s ~br.: planos Coordencldos .••.•••..•.•••••••••. s• 

Si~t..-ia cori respecto a los ejes , plcmos 

ci:ordE'ílados y el ar igen ............................. se 

Secc:10"le>S por plcJnos paralelos a los planO':i. 

ccx:irdE.'flD.dos ........................................... o 

E)(larisiá"l .............................................. o 

QFVAS CE Nl'-fl. ••••••••••••••••••••••••••••••••••••• •• 

SLPERFICJES c:uo.Il"l!CAS ••••••••••••••••••••••••••••••. •z 

SuperficiP.S Cuádr1cas ccn ceritro .••••••.••••••••••• ,43 

5.Jperficíes Cu~dricas S.\.n centro • • •. •. • • •••• ••• o••• o4d 



3.1 

3.1.l 

3.1.2 

3.2 

3.2.l 

3.3 

3.4 

3.5 

CAP! TULO Ill 

APLICACION DEL METODO A LA GENCRACION 

DE UNA ECUACION DE ESTADO 

PRO:EDJM;éNTO F>RA LA N"LJCACJO; OCL !"ETOCO • , • , , ••• "'" 

Esti1Tiac.i.éh dé? la-.,, coeficiE?ntes del moj~]o ••••••••••• 53 

ForJ1"1..a d<? ~leccia-.ar- una relac1or> fu:-icu:.nal ...... ew-.53 

~ETOCO CE MINIMOS CUAC"IADCS ......................... 55 

TeorE,T.a de G".'4.....'"35-:"114.t;l<OJ •••••••• , ••••••••••••••••••• ,57 

RF.:C--F<f.510-i CUiVll .. l~E:A •••••••••••••••••••••••••••••••• 50 

REc;--iES I {).\! l"LL T I F\..E ••••••••••••••••••••• , ••• , ••••• , •• <S1) 

:OELEC'.Clu< OCL MJDELD Lé AJUSTE PARA L;:\S ECU"Cl(N::S 

DIRECTRJCTS DE LA ED.'ACICN DE ESTADO ••• , ••••••••••• <>9 

3.6 Pi..<".RJT~O OC LA ETU.-'LJCN OC ESTAXJ EE~<éRAOA •••••••• ,75 

4.1 

4. t. l 

CAPITULO IV 

RESUL TAúOS OlNEF!ALIZACION V CONCLUC!ONES 

ESTiMC~CICN DE. U·'\S C.L..YfüJCIO'l:S EXTRCMJ •••••••••••••• 7e 

K-1.lli·:;,.is de le.is lntcxvalc:. d0 pre:s16i ••.•••.••••••• e2 

4.7 C"·f]\lT~"<..!l(f,JÜ'I OC LA ECUl'<:!ClJ OCGAf*U.l_ADA ......... e> 

4.2.I 

4.2.<' 

4.?.3 

Sup€'..'rfic.ie> 

S1..1µ€'rf ic i •'? 

~"J;-.. :·rf ic i:-

y 

y 

f 

ali;wr1tJro p-::ar-a 

al·:;¡wr-itr•o ~.,ara 

a l'.:_,::irj lfr.o ¡;--;;ir·.:. 

E'I l'"i trógc>no • •. • .. ••.•.a? 

el EtilF>no ••••••••••••• 07 

el C02 •••••••••••••••• J04 



4.3 CO'°-USlO-ES ............................. , .• , ...... 110 

APENOICES 

A.A DATOS PJT Pl'f"l.A MOTl<J:J ••••••••••••••••••••••••••••• 122 

A.El CATOS P·/T F::.PA r·JITP.JxJ-0 •••••••••••••••••••••••••• 127 

A.C DATOS P\/T p¡:..¡;:.; E"TlLET·O .•••••.•••••.•••••••••••••• • 139 

A.D DATOS F'-.'T P~A C02 •• , • , , , , , , •••••••••••••• , ........ se 

(tlBLIOORl\flA · • • • • • • • • • · • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • · • • · • ,14a 



L GENERALIDADES 

Una l?Cuac ión de e$ t,'3.dc C'S r-elac16n entre do-:; o má·s 

variables que de finen c.>1 -:ompar ta:'Tnont.u de 1Jna $1Jbst,onc:1a pura 

o mezcla uniforme. 

Generalm~nte est~$ ~elacion~s ~e e~presan ~n fun~1cin de 

las v,¡r·1ables Pres16r, <Pi. Terr.peratura (TJ 

s6hdos lÍquidoc;; o ga dando as{~ 

amplla del comportamiento de las substanc:1as. 

E.l Or'lgr.>11 de un.::i t:.'CW..lClÓr. de e:stadc PUE'de lt.:'ner dif~rt.'f'lte~ 

caminos, como e~ el caso de un dE•sarrollo teéricc bd.=;;adc1 l?n la 

mecán1t.:a E-stadistica o 

fuerzñs int.:>rmolec:ulares or0c~c;.o (•mo1r1co 

ob~c- ... vando l•s v -Jr1ac1nne":i- que rr esent,1n las 

Waals .elevando dif"".~ent.l'?s potenciac; },,. l.P:nperatwra, e:><::> te 

Último aroced1miL•nto ha sido muy utili;-.Jdo ri;¡ra 1Jn am,)\.io rrtr·no de 

densidades o bien la orer.ici.: tón del co:nµor-t .. 1mu;.•nt:o 

suU..:.t~"!.r-.clas na muy C1Jmune5. 



c.:Jpitulo I 

Dentro de los distintos tipos ele ecuac.J.ones de e""ta.do 

podemos encontrar algunas corta<::. y simples que re~ult.Jn utiles 

solo en pequcñ1:><:. intervalos a bajas dens1d.:.de""", mJ.?ntra:; que 

re~u l t..an ne.:es~,r ia s otras con un mayor grado .~e comple Jid-3d para 

poder rcp:'"oducir altas y ba1as Ccr.s1dades ;eri la 1riayor ;:ia.r-te de 

los cao:;os ?3s e-cuaclon.::?•.: nlle d.:;.n a lt.a.s precJ.s1or1es involwcr--a.n gran 

nÚmPro dC' par.:imr:trns las cuales ctependeri en S1J mavor-ia de los 

lJlter"alo'5 C!E' d~~ng,,1da.1es y en un menor grado de las temperaturas. 

Las E2'cu.:ic1one~ .je es tndn re1'iu 1 tan fundamenta leos par3 el 

desarrollo de procesos quím1cos ya que mE'd1clnlP la ~ri:?d1ccJ.Ón de 

C'S pos1ble ,.-eprc>sentar el comportamiento de los sistem.:s 

involucra.:1Ds e ·1 los proceses. 



l. lNTRODUCCION 

Al PROPIEDADES GENERl\LES D[ UNA SUBSTANCIA PURA 

Y LOS Olf\GRAMt:'tS P-V-T 

S!St.,..,-.:.i d'2 :o.ies la o..-esion IP) 

·1olumen (V) y la temoerat, .. H'"-3. 'fl de •1na substani:i."" ou.ra se obtiene 

Crjrrespo11d1entizs 

las ::>rop1edc.des constantJ?. 

En un diaqrama P-V-T 

punto so ore ¡ .. 

yace 

esta !os d1? eQuilihrio. 

Las re91une<> CJue 

s1quient(;>S : 

5 <· V 

L + V 

S + L 

toac o::>s.l."ldo de 1:?Clu1l :br-io -:.e ,r11Jc:::; t..-a comr:.. 

s11pcr hcie mientras 

t.omo una ~uperf1c1.: y.Ji 

en donde 

S e-r- '=>Ól1do 

L .P5 liou Jric 

V l!S v-o-.por 

proc:e~o 



Cdp.:tulo / 

El punto tri.ole ap::i.rec:<'? ccmo una linea e-n dc,n,j.:o F v se 

pero volumen esoccífJco 

::omo 

propu•duü;::: ~ ;:r l t1cas. : d1cho punto se loe 3 liZa en la cúspidfo• de ia 

V v an el coi.nc1d~n '\u·;;. 

lineas de lfQltld·~ satur--ado y vap:ir s.1~ura.do. 

Al PtllWFCCIONl~!:l DEL Ull\OflflMfl P-V-T EN UDS PLANOS 

; V -T se puedon Ob<7>erva.r 

s.:i tur..:id0 y vapor 

vapor sa tur-aUo 



En el d:!.agrama P-V para una sutistd.cia pu~a Pl ounto crítico esta 

•pl""csentado por un punt.o de infle>i:1ór> mate~át1ca 

[ .,•p ,; " v• J = o o 

FtO. 1. 1 SUPERF"1C1E P-V-T 
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T 

s o 

Te T 

a 

V 

F"Jü. l. 2 P~OYECt..lONE'.S PF:L l:.tAORAMA P-Y-T E:N DOS F"ASll.51 

d 



CAPITU..O l 

EVOLUCION DE LAS ECUACIONES DE'. ESTAOO 

7 



copituJo I 

Id ECUACIONES PARA EL COMPORTAMIENTO IDEAL 

Las priJTleras mediciones cuant1tativas del comportami.ent.o de los 

gases fueron rea liza.das por R. Boyle en 1662 estableciendo 

relación con el "ºlumen y la presión manteniendo la temperatura 

constante, que en forma matemática se el<presa de la siguiente 

manera 

PV=f<Tl 

El volumen que ocupa un g.:is es inversamente nroporcional a la 

presion que actua sobre él 

1 
V a p 

e 
V= p-

La idr.·a que se tenia l?ntonces acerca de la estructura de los 

gases ercl como de materia .finamentll' dividida, CC"'n aimensiones 

prac tic amen te puntua le:-s Los conceptos el~ctrostáticos aun no se 

desarrollaban , y fue hasta 1803 cuando Oalton revivió la teoría 

atóm1ca. 



Pcatm~ 

T: 040 IC 

T=320 k 

T=tdO IC 

V(L/MOLJ 

f"IO. t. 1 LEY DE BOYLE 

En 1810, J.Char-les y J. Gay Lussa:- 1 encontraron otra ecuación 

:le estado aplicable bajo la cond1ción de presión constan te, 

~s tableciendo Que el volumen de un gas es d~rec ta mente 

proporcion.al a la tempaoratura 

Vt = Vo + ( 1 + a > T 

donde a es función de la presión 

T 

y 

F?O. l.Z LEY bE CHARLES 

Cuando la presion es muy baJa P + O a _. 1 I 273.15 

Vt Vo + < T + I 273.15 l 

V l = volumen a la tempera turo:'l de~eada 
V o : volumen a la temperatura de O"C 

= coeficiente dE> expansion termira f<P> 

p 



capitulo 1 

Vt e Cz T 

lJ l = volumen a la tempel"'"a tura T 
Cz constanti:? de proporcionalidad 
T ::i; temperatura del gas en una e;:.cala llamada· 

de 1 gas idea l. 

En 1811 Avogddro estableció el principio de que "volúmenes 

iguales de difer"entes gases en las mismr1.s condiciones de presión y 

tempE"ratura deberían contener el mismo número de moléculas, 

que en condicinnes normales es de 6.02217 E+23 moleculi'!is/mol. 

Bajo condiciones normales de presión y temperatura constantes : 

De 

de 

V a V = C3 n 

lo 

Cs = constante de p!'""Oporc:ionalidad 
n = núm~ro de moles del gas 

anterior se puede cent: luir quei 1 

V = V ( p • T . 
donde 1 

" V ( " V ) dP + ( d V ) it-P Cll' 
T,n 

n 1 

dT + 
P,n 

( iJ V ) ;tñ dn 
T,P 

Estas deriva.das pan:i.:J.lé:'S se evaluan a partir de lcis leye'it de 

Boyle • Charle~ y Avog.aoro l 

A T y n constantes : 

V =_s_~ 
p 

'º 

( ! ~ ) = - cP, z 
T,n 



A 

.v 

A 

V = 

dV -

Ct PV 

por lo que 

dV 

dividiendo entre V 

dV 
--v-

in te gr ando 

Ln V 

V 

p Y n 

= C2T 

T y p 

C•n 

~dP 
p• 

Cz 

~ dP p 

dP 
-p-

Ln p 

n R T 
p 

constantes. 

( ~~) = C2 11 p ) 

··~ 

i:cnstantes : 

( : ~ ) =C• 
P,T 

+ C2 dT + c. dn 

V 
C• 

V 
r n 

+ \/. dT ~ dn T n 

+ dT dn 
-T- n 

+ Ln T + Ln n + Ln R 

•.••••.•.•..•..••.•••. ce.l> 

Esta es la e\:uac1ón c:I& los gases J.Cleales. 

Partiendo de datos e;>io:perl.ITlentales se dt?termitió que O•C y 

atm, el volumen ocupado por un mol de gas es .;¡pro><l.IT\adamente 22 • .q 1 

< 1 atm ><22,41t> 
( 1 me l ) < 27 3. 15K > 

::. 0.002 lt.atm / mol K 

R es conocida como la constante universal de !os ga5e5 

Para establecer la eoc:uación de los gases idea.les (e.1> se 

tomaron las siguiente-s consideraciones 

ll 



c.spituJo l 

e Se asume ~ue el volumen es finito y que e)l;isten gran número de 

moléculas 1 todas ella e;, idénticas y esfér-icas 

e No hay fuerzas de .i..,teracciÓn 

Todos los choques son elásticos esto significa que no hay 

pe1-didas de energía cinética ni pCJteno::ial 

* Las moléculas se distribuyen uniformemente 

1 Las direcciones de viaJe son igualmente probables 

• la -fracción de moléculas viaJar.do a velocidad permanece 

constante en el equilibrio 

1.2 ECUACIONES PARA GASES REAL¿s 

Uno de los prur.eros intent.os para mejorar la ecuación de los 

gases ideales fue realizado por G.A.Hírnen 1863, U> 'luíen pl"'opuso 

una ecuación de estado par·a i-epresentar el comportamiento tanto de 

gases cotno ele llqu1dos. 

La l"'t:? lc.ci-:1n mil tt:?mátic:.a es dE!I la forma 

<P-+Ol<v-b) RT 

en dende 

V = volumP-n molar 
b = volume>n oe 1<"~ moléculas 
n: referida a la pl"'esión i.nter·na ,repl"'esenta las 

fuerzas do? atria.cc1ón entre moléculas. 

En 1869 A:-idrews <2>,pwblicÓ su tr'dbajo expt:-rimental recr..pecto al 

comportamientc volumétrico deol COz en el cual fue definida la 

IZ 



tempf?'ratura crít1ca y se dio •Jltd eAplic:aciÓr> SQbre la continuidad 

de jos es ta do líquido y ~asC<oso de la ma ti'? ria bñ.sado en estudios 

de las lsotermas. 

En 1873 J.D.Van der Wa.1 l-=- (VdW), propwso uan .:::ocuacior. de estado 

en la desapar1c1Ón '1E.> cualqulcr d.lst1nc1rJn 2n~re líqu1dc y gas en 

la temporatura crít1cd¡ ·.l"iÍ c::.vn-:i lo~ estud1os oe ~os frfi?cto~ de la 

capilaridad de? l aplaci: r-: fer1dos la ores-;..Ón molecular "K'' C3l 

que es una medida de la dtrar:ción molecular. 

Ya que las fuero:as l?léc:tr-ica 'r' magnetJca reacr:c1anan a 

distancias sensibles, que deb1?rÍal'"1 ::;;i, • ..:.ist1r otras que 

reaccionaran a pequenas dlstancias tuvieran pcr resultado una 

serie de fenómenos en 

En el resultado de Litpl,:¡ce para el cálculo de la pr"'e-s.ión 

efectiva en el límite de la superfu;.ie del llquido 

H ( 1 1) 
p = K + -r lRi" +¡:¡; •••••••• <e.2> 

Van der Walls encontró que estimando K y H se podría estimar 

dir&ctamente el rango de las fuerzas intermolec-ulares C4>. 

En esa misma época Clausius comef"lzÓ con las. .ideas de que la 

materia esta formaoa por moléculas que se encuentran en equillbno 

y que la~ d1stanc1~s invar-1antes entrei dichds moli?culas se dehen a 

las fuerzas CP a tracción. T amblen reali:!Ó las 

condiciones bajo las cuales un gas puedé osp~rarse se comporte 

como ldea 1 , pos tu landa que : 

El volumen i.ntermolec:ul.ir puede -:.er d~spreciable compardndo 

con el volumen que ocupa el gas • 

.. 



capitulo / 

t El tiempo de uria cohsiÓn entt"'e molécul.:is es despr"'eciable 

respecto al tiempo de colisiones isucesivas. 

• Enfatizó la idea de que las fuerzas de atr"'acción 

intermolecul.a.r que mantienen unido al Héiu1do sor. las mismas que> 
a.ctuan en el g,;s cuandi:i sus molE'culas SE' acercc;n lo suHc1ente 
para producir una coll.stón. 

E5tas ld8.tlS fueron retomadas por VDW refir-1er100<:>P. a la acción 

de estas fi..:.e:-zas en •.Jn gas cuando o:-e encontraba en un volumen muy 

reducido y mJs aúr.. cuando se encontraba baJo co.npr""E><.:..1.Ón fT'..Í ..:1ma, 

lo que represer"ltaba 1Jna gran sun1lit,.Jd entre el gas compr1m1do y 

el líqu1do. 

Clasificando \a-:. fuerzas inter-mc..leculares en dos tipos y de 

acuerdo a la ley de Coulomb e~presÓ la fu&rza repulsiva como : 

Fr = Kr.r- 13 

Fr fuerza repulsiva 
r distancia intermclecular 
Kr constante 

y la fut::>rza atract1v3 c:omo 

FA iuerza atractiva 
~ distancia intermolecular 
KA constante 

El volumen E-1":C:lu1dn r>s o~ro factor considor-~d=i por- VDW que se 

reiiere c:. l volurr-.en qut las moli>c:.u las ocupan er. v1rtud de sus 

dimers1one~. en bu.se al s.igult·n':.e r-azona1'f'!1ento : 

Considí!rando la<:> moléculas como ecofe'r-.?s rí'g1dao:. tenemos que 

los:: Cl?ntr-os molr.,ocularcs no puedi::.•n acercarse a 1nenor d1stn'"lcla que 

r-ad.io igual al r<1dmelro mole>c'Jlal""". t3ra un par de esteras se tiene 

.. 



para una sola de ellas 

par mol de gas sera 

s1enao N el r.umero de Avogadro 

este valor es conocido como constante "b'' de VDW 

La ecuac.ion de gases ideales <e.1> establece que 

V 
n R T 

--p-- Si T O y/O P -+ o. 1 V -+ o 
donde c:i es un valor in.f.in1to 

Lo cual no corresponde al i::omportamiento real ya que> el gas se 

licua,..á primero y despues se solidi'hcará por lo cual el volumen 

tenderá a un valor dpro\(imcdame,,t~ constante, corr-:ispondie.,te a la 

fase condensadet, por elio una me;or aprOAunaciÓn es 1 

V = n R T 
--P-- + n b 

cuyo límite cuando T .... O y/o P -+ c. es : V = n b 

Con respecto a las fuer-zas atractivas de mter-acciÓn :nolecular 

que se moilnH1entan a distancias rel<i t.i..,,amente g1·ande$, propuso que 

dichas fuerzas, di.rectamente porporcicnales a las 

concentrac1ones molecul.¡res en los volumenes Vt y Vz , es decir : 

F a C.a Cz 



) 

z 
n F o 
v• 

Ccmo 

Pn a n z 

A v• 

F'n e,; una presión no 

interac.cc:ión molecular por 

dada por ' 
p n R T 

V - b 

c:opi'tulo 1 

F "' e• 
a n• 

F _V_z_ 

F p 
""""'A 

ejercida 

lo que 

z an 

v' 

z 
Pn 

an 

v• 

debida a las fue....-zas de 

la pre<:iiÓn del ga-s esta 

a y b s constante 

V == vol. total 

~-+ u ::. vol. molar-
t.•-b 

Conocida e.orno la ecuación de Van der Wa.:tls <VOW> ............... (e.3> 

De acu'="rdo .l las pr~p1edades del punto crítico y a las 

propiedades rL~duc1dai;:-~ se t1t:>ncn las siguientes e'><pl'"es1ones ; 

Pr = ~~ Ve Tr = ~e 

La-=:. e.u a les sus t. i.tu idas en la ecuación de VOW hacen que tome la 

sic;u1ente for·ma: 

( Pr Pe + --ª--. . 
~r t.'C 

( t>r t.'C • b ) RTr Te 

~ ... te.4> 

"' 



Ahora bien analizando el dicegrama T vs. V 

T 
-¡ 

a 

FIO. t.3 OtAOaAMA T-Y 

La isobara crftica presE"nta un punto de inflexion en el punto 

crítico y su pand1entE? en ese punto es cero. 

( 
.J T ) --- =O 
tJ V ' 

p1..1nlo c:TLh.co 

despejando a T de la ecuación de VDW 

el< 
R 

obteniendo las der"Jva•Jas de T respecto a V 

(-~)=: 

db -. Rv 

2ab 

) 
- o 

ptJn~ o cr(uco 

--:;;---

~-2): 2a 6ab ,, ... 

evaluando en el punto cr-ít1co 

Pe 

R 

2ab 

v~R 

t7 

v"'R v'R 

o 2a ...!=2_b_. o 
vc 5 R vc

4 R 
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Resolviendo simultaneamente. 

a = 3 Pe vc
2 

b = ve I 3 

o bien 

a = b 

Obtenii;:ndo así los valores para a y b a partir de las condiciones 

en el punto crítico. 

1.3 LEY DE ESTADOS CORRESPONDIENTES 

Empleando v;,,.-iriabh:-.s reducidas P.n la ecuación Ce.4) no r~sulta 

represL>nta tivo para los comportamientos de todo o;;. los gases rea lF.>s, 

esta puede general12arse para los distintos 

comporta•TtÍC"ntos de todos los gases ~edles unicamente con dos de las 

prop1C"dach'JS reducidas daciL1s dar.de a1.Jtomat1carr.vnte s: determinara la 

tercera do e-llas. 

Cuand:'I tll?nen güsr:s distintos a la~ mi'!>mas cond1c1ones de 

templ?ralura y p..-es1Ón r-E>duc:da se dice Que> se ericuentran E'n estados 

cnrre$pondJc-ntE><:.. <9) • L..=i iev de e~tarJoi::. corre-spondientes e-sta.blE>ce 

que todos lus flu11jns r-n ('.>~,to:ldas correc:..pond1entes tendran eol mismo 

volumen red...ac::1do. 

al r;ornportam1ento idc"al d? un gas 

e)lpresar en tdrminos r~·ducidos. 

18 

p V __ R_T_ 

exprC>c;::.1aÍ1 de la desviac:io'n 

Esta desviac:1Ón se puede 

Zc -;.., ~ ~ ..... ce.S> 



Considerando q1Je el volumen reducido IJr es una .(unción 

universal de Pr y Tr la ecuar:iÓn <e.5> iru1ica que el factor de 

compresibilidad taf"lbién es una funr:ión un.:.vef"'3il 1 de:> P r y T r para 

todos los g.ases que tengan l.;os .T.i<:;.mas compresibilidades crítica.o;.. 

La mayoría de los gases po~een compresibihd.1des críticas 

entre 0.2 Zc < = 0.31 

En la figura 1.5 se mueostra-, curvus e.:per~entales para 

factores de compresjbill.ddCJ en función de la pf"o?SiÓn y 

temperatura reducidas. Este princ1p10 tiene '°3r.an aplicacidn par-a 

corr1::1lat.:1onar datos P-V-T me:hante una curva sen'=llla. 

FlO. l.• íoc.lor•• d• compr••lbthd._d p~ro T<T1:" 

1.4 CORHELACIDN DE PITZER 

Considerando que las inter-acciones moleculares se refleJan en 

el comportamiento PVT ; Pitzer (6l intrtJdUJO un pw,..ámet...-o para la 

ccrrecc1ón de dicho &>fecto : el factor asc:.éntr 1co; el cual d2finiÓ 

como : 

T : o. 7 

' 

"' 

log r •at T: o.? 
' 

la 
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w = - 1.0 log paa.l] T= o.? 
r 

Con este factor Pl.tzer propuso el cálculo de en la forma 

Siguiente t 

= Zo + w Zs. + •••••• 

La cual resulta muy precisa a bajas temperaturas y alt.'lS 

presiones, 

En la tabla t.2 se muestran distintos parámetros. ri::ducidos as( 

como f.:Jctores Cr? c.o•ript-O?sibilidad y ascéntric.o, 

----·-----------------------
COMl•UESTO Te Pe Zc 

(Glml ( cm!l/mol 1 ------
me ta.no 190.6 45.4 99.0 o.2ee 0.007 
etano 30'. .. 4 48.2 148.0 0.'285 0.071 
prop.ar;o 36C/.8 41 .9 203.0 0.281 o .145 
tier-.c eno 562 .1 48.3 259.0 o .211 o. 184 
º"' i.ypno 154 ,6 4t'.?.8 73.4 0.788 0.021 
agveo 647. 1 217.6 56.0 0.230 0.348 

L---------
TADL." ._ 2 PAilAt-ll:"lkúSi Pt:l.IUL.ll.lúS PAN4 SUBTAHClAS C0"4UNES 

1.5 MlllllFICl\CIUNES A LI\ ECUAClON DE Vl\N Dl:R WAALS 

En 188C. Clauc:.iu<::-. {7} ,T.odific:Ó la ecuac1dn de VOW introduciendo 

una te.re.era co:-istarite.-1·ambu.:7n µostuló la existencia de agrupaciones 

ma lec u l-3 r-es. te-mpor-a les formadas pur colisiones bajas 

tf:?'mOerütu1·as , que s.t? r-om~ían al elP.varse la temperatur-a. En e~tos 

grun.:is las fuc·rzas de a tr-acc1ón son mas grandl.!'S que -:.i las 

mol(:'cul .. H:. estuv1cr<'.':1n separudao;. en el gas por- lo que el te~rmino a/v 2 

Ú<' vow r-~·sultabc1 pequerí.o para mcluir e~tas fuerzas a bajas 

zo 



tempera turas. Su ecu..:.cicfn se expre':ia como~ 

( P + --~-- z) <v-b> == RT ...................... <e.6> 
T C\t+c l 

donde : 

a ~ ve - b :; -~:-;: - Ve e = 

estado gasee.so. nl-:: s1er.do a-:.í en la regiÚn del lfo'.Jldo. Au11qL1e est:a 

ecuac1ón logra meJores resultados pdra la!. ,.-~·g!anes lÍquHids a 

presiones elevadas. 

En 1889 F(;'r-the>lot <Bl prEsentc5 

VOW introdur1Ew1do la tempE?rat.ura e!f el término d~ atr..;,cción : 

a = 

( P + -ª-- ) (V - b) 
T v' 

RT 

b 

•••••••••• <e.7> 

R Te ---· Pe e 

Es ta ecuación no proporciona ldn buena apro-:imación a lo5 da to~ 

exper-1mentale<::i como Ja ecu.Jción te.'1>. 

En el mismo ;~?lo Dieterici (9\ pr-opuso una e>cuacién 9xpanencial 

con dos constantes de la form-3; 

p 
•.•••••••••• <e.8> 

Z1 



=~pi.tuJo I 

cuyas constantes son : 

a = b 

Su desventa Ja es que no resulta a.pl1cable al cálculo de 

propiedadE:"S de los liqu1dos ·; camparanCola con la ecuacidn de> VDW, 

resulta mE?•iDS cercar.a a los datos e~per LT<F.:>ntales en altas y baj,1s 

presiones. 

de la ecudc:Jon de VD:.N, Redhch y \10) 

desarrollaron una moc;ifu.ac1cin en la cu.al se camc.1ab,:i el térm1no 

atractivo, mi2nt1·as que el repuls1vo se mantiene en la m1smd forma 

que en la e>Cu3ClÓn de VDW de e>sta .fc.rma presenta mayol'"'es 

~1phcaciones QUE:' vow "" los. flu1dos gaseosos permanece 

ina.plJcable> .al e<,;.lado líquido 

p = ••••••••••u••(e.9) 

i:.1J o; c:on-:=. t.an tes c:.on 

b = 0.0867 
R Te 

--¡;;;--

[st.a P$ naturaleza mas b1en empírica pero 

p1-oporc101"1a rL-'SU l t..Jdc-..,-:: :.a ti.<:· fac torios ~obre la tempera turcl crítica 

O.J:"'"a cu<'llquter pr'"i:::·siün • 

DPtndo a su <!oimplic1d..-1d y apro>.:.imac.&.Ón en a11·plios ranl)oS oe 

pres1c::ín tempc•ratur-a, .:tSÍ CD:TIO SU c1pllcac:íÓn al e-:.tado l.Ú.¡uldO y 



a la tempef"o.tuf"a tratando de q"Je las nuevas rr.od1fic:aciones pueda.n 

ser"' aplicadas a a(Tlbos estados fÍsic:u:. , cor'lpwe~tos po~ares no 

polares así como la dt?scr1pc:1ón del equ.i!ibr .. o da .fases cor un 

mÍ..,imo de par...ímetros. 

Las mod1fi.cac1c-nes a ta ecuac1o~n ae Redl:.ch-t<'wor,g se pueden 

c:tas1..fi.car- en la s1gu1ente forma.: 

aJ Modificaciones con 
temperatura 

b) Mod l .f ic ac iones ca., ~os oos parámetros de~·endientc-s de 
la temperatura 

C) Mod i f icac: iones el térm ir.o de atr-acc.1Ón 

d) modi.ft::üC: iones '"' El térmt'"'lr:l :le re pu ls iÓn 

A continuación se de~cr1bl.r-án .ali;un .... ;s e-cuacione-s 

correspondientes a cada clasiflcacion : 

t.5 .. 1 Modificttc..iuncr; con un p.,ro{m(::.'tro depr.ncfil?nlP. de la ternpt~ratura 

En 1q64 wnson propone e¡ p.,iraínetro como func iÓn de la 

temperatura con lo que se me)Ol"'a la predicción de )as pn:osion~c; de 

vapor para compu~sto~ puros. 

p R T 
u=b a "' ••••••••••• (<>.10) u (u +t>) 

Z3 
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Recome:;dando que o. se.s una .función hnt?-al de Tr 

Tr C + m ( r;1
- u ) 

factor 4sc:éntrico 
m = 1 .57 + l .62 w 

Esta ec::uaci::5n ganó popularidc:d hasta el surguimiento de la de 

Soave <lll • 

En 1972 Soave propuso la siguiente ecuac1Ón gt?nc.>rallzada para C! 

Tr < + m ( 

RI = 0.48 + 1.574 0.17bw
2 

socv~ t·.r~u. 398J 

\r'\.l•on IV&!:O. 3PBJ 

f'JQ. 

La ecudt: ion rJe So<:lv.:J tu:-ne de gran cJplü:ación para equilibrios 

L-V a pres1ones r::-lf.">v.ldc'.ls • 

En la ft9uru ~r_· lill•:itr-a la depcnd~r.cia dL'l par.Ímetro a co.1 la 

ternpr>ra tura, 

,·equ\t:.>ro de dos C.:Ol:.."flc1er"'lus adapt."lbles. 

o: ( Tr- > ::. 1 + m ( t - Tr ) + n ( 1 I Tr J + n ( 1 / lr - l ) 

............. ce.11> 



en donde 111 , n son con$tantes empi'r-icas derivadas de presiones 

de vapor e)(perilnenta les. 

Mediante las. constante$ Ct'"Íticas Te, Pe, m ,n queda definido 

completamente el comportamjc:>nto P-V-T para compuestos pu,..os. 

a = 

b 

27 Cl p..-

64 Tr 2 

Pr 
-err 

1.5..2 ,,odificaciÚn con los dos parámetros dependientes 

de la temperatura 

Jof.fe & Zudkevitc:h <1970) proponen < a , b ) f<t> que establece 

la dependencia de la tempe ... a tura de estos dos parámet,.-os 

determinada ·simultanea1nente por la densidad del líquido y forzando 

a que la fugacidad del líquido y el vapor sean iguales las 

presiunes de vapor de los ~omoonentes puros. 

Recientemente han sido Cll?'Sarrolladas, otr-ac; moc1Hcaciones 

Redlick-Kwong dentr-o de> esta e la-s1ficaciÓn con 2 par-c"metr-os 

dependienteos de lCl t~fflpe,..Cltura y t,..es parámetros en total; una de 

ellas es la de Helen s <1980> que ir.volucra la presión de vapor y 

1.a densidoi.d del l{quido y la otra fué desarrollada por k.ubic 

(1982> quien trabajó con la presión dt? vapor y el segundo 

coefic1ente viri.al 



copi tul o 

t.5.J Modificaciones en el término de atracci.Ón 

La más itnportante de ellas y que sólo cuenta con dos parámetros 

es la ecuac::1Ón de Peng-Robinson desarrollada en 1976 (12). 

p RT 
~ 

a a 
v(v+bJ+b(v-b) 

La ad1c::io''n de b(v-b) resulta de la predicc::16n de la dens1dad del 

l!qu1do sin cons1derar a b corno una funcidn de la tempera tura lc1 

ecuac::ión Ce.J2) utiliza ce donde "m" esta dada por 

m :: 0 .. 37464 + 1.54226 w - 0.26992 w
2 

Esta ecuaci6n resL ltil similar a la de Soave oara los equilibrios 

L-V pero eos meJor para el cálculo de las densidades líquidas. Sin 

embargo p.sra el e~ lc:ulo de la densidades del vapor es preciso 

aumentar un tercer parámetro. 

Schmidt-Wenzel y Harml?n=--Knapp (l3J usean valores de :Zc ajustados 

muy similar-es. Heyen considera 3 opc::1ones para Zc: e:..perimental 

ajustable o función de w 

"' 



EOS <Eq. l 

Van Oer Waals tll 
Redl~ch-Kwong <2> 
Peng-Robinson <8> 

Schi~ict-Wenzel<tO> 

Harmens-Knopp 111 > 
Heyen 1.1 2 > 

w 
Zc 
Zc 

TA8LA 1. 3 

Zc 

0.375 
o. 333 •• 
0.3074 •• 

o 0.333 o.s 
0.3~3 0.3074 0.296 
0.321 0.299 0.291 
exp. aJust. f (~) 

También se des.arrollaron algunas rnodific.:sciones a partir de la 

ecuaci6n de Clausius 

Martin en 1979 interesado en los cálculos de pr-opiedades del 

vapor propone : 

a<T> = a Tr-n 

Y más recientei'f\ente Soave 

Clausius con el hn de mejorar la predicción de las den:;idades d~l 

l{quido. 

·:aria'!t de las mod1hc:aciones a Ci.ausius usan va iores de Zc; 

ajustables como es el caso de Kubic t1982>. 

Zc 0.857 Zc !expl + 0.0826 

Todas las modificaciones en el término. de .a.tr.acción presentan un 

menor acercamiento a la predic.iÓn de 8 <Segundo coeficiente viriall 

compe.1rada con la ecuacid'n or1gi.ndl de Redlick-Kwong. 

Z7 
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EFECTO DE LA MODlFJCACION DEL TERMINO DE ATRACClON EN B 

Te e :Ob-Oa.) 

8 CORRELACION VDW 

llEDLICH-lo.:WONO 
PENO-ROBtNSON 

HEYEN 

CLAUSJUS 

-o. 3367 

-o. Z~? 
-o. 9 •oa 
-o. ll?P• 

-o. 31408 

CZc:=. 119 > 
-o. 398~ 
e zc =. 3 9 1 

-o. 3:;4p 

-0. ZP7 

-o. !1•08 

-o. 3179• 

-0.•705 

t Zc =. Z 5) 

-o. 42 t. P 

( Zc =. Z'3 > 

SCHMJOT-~ENZEL _l 
...._____ ---

TAaLA 

En la tabla •. • se muestran los valores de B a Te para distintas 

ecuaciones en donde B c:on dos paráme-tros no depend~ de w ¡ B ~on 3 

parámetros es bastante malo especialmente a w 0.5. Sin embargo 

tambie'n se muestra que para Heyen v Clausius el usar Zc ajustando 

es mejor que el e)(perimental para la predicic:ic!n de B. 

1..5.4 Modificacitlnes al término de repulsión 

Hasta ahora las modificacione'5 precedentP.s sólo contemplan 

var1a.::ionei:. al término de atriacción manteniendo el término 

repulsivo e11 su forma original¡ c:ornn;ponde ahor"a la presentac.iÓn 

de las madihcac1anes al t~rmi.no repulsivo de la ecs. de> VOW. 

En las dos últimas decadas el .inte-rés se ha ir.creml?ntado por 

las modi.hc:aciones .al tér'mi.no rep.ilsivo Si consideramos una 



esfera r{gida de un HuÍdo, no habra término de atr'1c.cidn de la 

ecuacién de VOW y la ecuaci6n se representará por : 

R T 
-v-- (~) .............. <e.13l 

V 

Resulta mejor Que lo ecuaciones del gas ioeal ,sin embaf"go para 

la mecánica estadística !a rept-ei:.e-ntacl.Ón de la esfera rígida 

(e.13> muestra una aprO'l'l/f\ac:iÓn leJ·ana. 

Thiele <1963> desarrolló la primera ecuación de la forma de 

esfera r{gida en forma exitosa 

RT 1-n 
. RT • 

Pha -V- -V-- ~-+_n_ 

( 1-n >' (l - n>" ••• ~e.14> 

donde: n = b I 4V 

Carnahan y Starling (1969-1972) mejoraron la ei.:.presión de 

Thiele adicionando el térmJ.no <t-n>3 

z • 
+ n + n - n 

•••••• te.15) 
V ; 1 - n > 

En la siguier.te -figura t..~ se gra.fka 2hs para un gas ideal, VDW 

y Carnahan-Starling, se pupde apreciar como e>xiste una notable 

diferencia entr"e estas dos Últimas, pero siendo más interes¿nte a•1n 

el hecho de que al aumentarle el tér-mjno de el tracción 

<e.15> e-s.tá no presenta m~Joras significativas en cuanto a la 

reproduc.ciÓn del comportamiento real. 

Mucho'iii otros investigadores han pr~put?sto mas desa,..rollos par-a 

el modelo de es fer a rígida, tratando de mantoner la forma de 

ecuación cúbica, algunos de ellas mantienen el mismo término 

ZS> 
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repul•ivo y otra& introducen nuevos término'i> c:omo Ei?S. el c:aso de la 

teoría de cadenas de rotores cubicas 

VDll \ 

,) 
1.5.S Teor.id de CAOENAS DE ROTORES CUBICOS <CCOR> 

E"ta Teor-ía de .rectente desarrollo <1985>, qu~ a.J iqual que la 

ecuaci6n Van der- WCJ.als o Redlich Kwong ,expres.a lo presión como 

la diferencia entre las presiones repulsiva y de atracción <14)~ 

A ói1'€rencia de las ecuaciones previas la ecuacJ.Ón CCOA: 

expre:-sa la pres1Ón repulsi.va como resultado de la din.Ímic..:s 

molecular de esfEfrds r{gid~s y la. contribución rotacional de las 

molécula$ poliatómicas. 

Para fh.1idos no ~ulares &sta ecudción es una forma generalizada 

del l.ipo de la ecuac:ión de e<Stados. cc:>t··respondientes para los 

fluidos polares cz.e espec:1ficaf"' valores constantes. 



La e1<presl.Ón para CCOR es : 

p = RT ( 1 + • 77 b I V ) 

v - 0.42 b 

.. 
v ( e > 

eª o.005 RT b I v 
v - 0.42 b 

b d 
V (y+ C){y - 0.42 b) 

El pri.mc>r térmir>o repr~si;onta la fuerza repulsiva y es el 

res•.Jltado de si.mu lac iont?o; del comoor ta míen to dinámico de las 

esferas rígida.o:.. En la figura se mue":iitra que el volun.er, excluido 

e1<agera el efecto repulsivo y es ur1 error cansiderable alt.:1s 

densidades. 

El segundo térm.i.no es una nueva expresión de la presJ.Ón 

rotacional de moléculas pohatómicas obtenida por Chien y Al '1983> 

y los Últimos dos términos s.:in negativos representan la Tuerzas 

de a trac:ciÓn. 

&
,---... 

) 
-' 

f"LUll>O DILUIDO FLUU'>O OENSO 

F'1 a f.. 5 VOLUMEN E)(CLUIDO 

.. 
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CAPITULO II 

PLANTEAMIENTOS GENERALES SOBRE EL METODO DE 

GENERACION DE SUPERFICIES. 



Este c:ap.ÍtL.. lo tiene por obJetc 

Capitulo I l 

mostrar en for-ma general 

los principies funda.menta lec; dt?l Método º" Generación 

SlJpP.rfic1es que pos ter1or:mente serán apJ1c~~os .al dP~arrollo de u;ia 

Ecuación de Estado. 

2.J PRINC!PJOS BASICOS 

2.1.! CAMPOS ESCl\Lf1flES Y FUNCIONES ESCALARES 

DE VAHIABLE VEC rrJIUAL 

de 

Los problemas que se pr(.'lsentan en ta realidad, en la mavor!a de 

los casos resultan diHciles par3 

matemáticamente como funciones de una soJa variable l.níJE'pendiente 

ya que por- lo general son varias v..lr1aOJes i.ndep&nd:.entes las que 

resultan involucradas. Por e;emplo la temperatura de un Jugar pi.Jede 

variar de acuerdo a la rosici6n de ::a.da ¡:>unto par lo que ~ 

T '= F < x,y,o:> 

donde T es fLjnc:i6n dc:>l punto < )(,y, z1. 

Las expresione-s en que la. val'"'1able t11:!'pi?ndH.~nte lo es de máo; de 

una variable independ?.ente, se de>nominan "Func11!-nes esca i.::. re:; de 

varias variable9 independientes o funciones reaJes ce vc.r1able 

vector1al". 

Al con Junto ordenado de de las v.ir·1ables 

inde pendientes, se denomil'la "doml.tlio de la funci6n" y al ~onJun to 

de valores que to.na la variable depaond1ente se le dencamina 

"recorrido de ta función''. 
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f'IOVRA ~. l DC1MlNlO Y RECORRIDO DE UNA FUi~CJ:ON 

2.2 SUPERFICIES 

La repres&ntaci.6n geométru:a de una +unc16n definida en un 

dominio b1dimens inna l y cuyo esca lar- asociado puede representarse 

como una altur-a; e>s ;ol conjunt.o de puntos. <x,y,z> ~n el espac10 

tridJ.merisional y relac1rJna.:3os por la rf:'gla de la c.orre~pond:-nc1a. 

f 1 x,y J •••.••••••••tz. ti 

A dichr.> c:onJunto de puntos se le dencmma superficie. 

P C x,y,z > : O ........... cz.z> 

y == fz ( >< 1 Z ) 

•• 
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Esta ecuación debera ~er tal que al des,pi;>jar al menos una de la 

variables se obtenga un. campo escalar. 

s r x, y, z ) / F < )('y, z J o ) ......... t2. 3, 

z. 2. 1. SUPERFICJES SU/'lVES 

Considerando a O como un.:i región ipn el plano E2 y cuyos puntos 

son P< >1 1 y ,suponiendo que .¡- e<S una h..1.nc1ó;i escalar continua 

definida en O 

z .., r <P' . . . . . . . . . . . ...... ,z. ,, 

El rango de I vendra a ser yna super-fic1e S 

Las superficies $UC!lves so~ aquelldS que cumplen con J.as 

siguentes c~:md.ic.ianes 

1> O e.;. una región cerrada, acotada, s1mpleme-nte 

conexa, cuya fr'"Jntera E>S se>cc::ionalmente suave. 

2> Para todo P que per-tene2ca a D se t1e:ne un plano 

tangente Único. 

Para dE?finir un punto perteneciente a una superficie, su 

ele>c:c16n dependerá unicamente de dos de sus caordenad.:.s ya "ue la 

tercera queda determ.tnada por la misma su~erfiC:lí?.E:stC? anAlisis 
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con.firma las dos formas de presentar la ecuacion de superficie <ecs 

2. s*z. Zl. En conclusión se dice ~ue un punto , cualquiera de una 

-superficie tiene dos grados de libert.dd. 

z 

IC 

y 

F"IOUllA z. z SUPCartcu:. y sus COORDENADAS 

2.3 MElODO DE GENC:RACION DE SUPERFICIES 

Este m~t.odo COl"'Sidera al conjunto de todas las posic:iones que 

toma una curva que r:..e despla;'."a y deforma ;;egún leyes determinadas. 

En pl'"imeir ténn1r10 se s1tua. la s1Jp~rficie un -sis tema de 

eJe~ c:oorde•,adns, como se muestra en la figura 7.4 .. 

f"ll.IURAt. 2. 9 PARAMl::TROS llE UNA SUN:Rf"'lClF. 

... 



Se consideran los eMtr"'emos de la -superficie 01 y 02 c.omo gu!. as 

y se indican como gJ g2 •••• gn a las ;=osic.ion~s qwe "ª 

tomando el Hlo de supi.1rfic.ie denomin.a.ao G. 

Como G siempre E?sta s.oore el ola.no hor-lzc.nto:ll -sus ecuac.iones se 

p•..ieden eMpresor como las de t...1n.a rec. ta 

G { + (j 

Para fijar las pos1c1ones de G se deben oet;:ormmar los valar~; 

de las pai-amet..ros '°' n r 

Las ecuacioMes que determ.1.nan }YS v.ilnres dt:t !o-s ;::>ar!i;Tl'?tro~ se 

les denomina "Ecuac.i.one'i'a de cond1cl.6n y para establec.erlas es 

neceséirJ.o considerar a las ec.uai::ione'i dr:? los extremo-::. o ~u.fas ya 

que G, las debe inter-sectar. 

La ec.uaci6n que gl/nera la '"-up&r.ficie ~G> s.e 

qene ... ütriz,el conjunto de todas la~ posic.Lon9s. Que .:.Copta. la 

gE'nerat.r1z '?'i> la l."• uací6n de la '7•l1pe-fic1e bl,scada~romtne1·1 se 

r'equiere de ec:udc1ones de c<Jrtdici~n. CAda 1,..1nu da ellas o:.1r-.... E.>r'"l d~ 

guia para el apoyo de la generatriz y -::.e le"...:. l!i:)ma direc:tr-i::-es. 

Al combinar- las ecu~cion~s de ln; qeneratnt con 1..ls de la-; 

dir"ec tn.c.e-s se obt1enE!n " n-l " F?c:uac1ones de cond1c:i6;, 

Entr@ lA~ F?cuac1ones de c:ondic::1ún y la-::. de \.; generatru. se 

elimirar1 lo5 n P"'T"".imetros lo que da c:omo r-esult,::¡.:jo la ecuación de 

la supe,. He.le•. 
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2.4 CARACTERISTICAS DE UNA ECUl\CION DE SUPERFICIE 

Una vez conocida la ecuar:i."Sn de la superficie es. preciso 

efectuar la desc.r1pcion de la ecuación de super'"fi..-.:1e a partir de 

un anciliC":ois de sus 

siguientes: 

ca.r-actEl""isticas funoamer1toles qu€ s.:.Jn las 

Z. 4. t INTERSECCtON CON LOS EJES COOROENADOS 

A los pur;tos de :..ntersecci6n de la su¡:ierficie con los ejes 

de referenci.i, les de-norni.naremos inter<?oecc1ones "x","y","z", 

Dada la ecuac16n de las superficie, se obtiene la i.riterseccién 

"i.:" haciende ,,. = z = o en la ec.uac1t:!>n y resolviendo para "x". 

En ft:irrna a.naloga se ~ -or:ede para las intersecc.ionEs "y'' , ''z". 

2. °'. 2 TRAZAS SOBRE Pl.AN1:ts COORDENADOS 

Seo le-:; denorn.ina de esta -forma a la curvas de inter-seccir.!>n entre 

la $.Uper·f1ci~ dada y cada uno de> las pldno~ coordenados. 

Para obt.ener la traz.:1 sohre el plano x,y se sustituye Z:-:0 en la 

ecuac:1t:in dMi.,, E1. -form.J similar se prE>cede p~ra hullar las trazas 

'í.ObrF. J<Z y yt.. 

L.OS PLANOS Ct)•:tAllENAL>uS,F..JES 

C00t.-ENAb1.."lS Y EL. ORIGEN 

Se- d!.C~ 41.1e C':ls pur1tos. son si~étr1cos respecto o un pl~no. si 

E'l plano bisPcta pt:.."rpendicularmente el segmento de recta que une 

•• 
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dichos puntos. Una superficie es sirné-tri.ca respecto a un plano, s1 

cada punto de lo superficie tiene sobre la misma -zuperfic1e un 

punto simé-trico re'Spectr.> a dicho plano. 

z 

5' (-x,-9,-s) 

FlúURA 2.4 SIMETAIA 

En la figuro anter10,.... los puntos P Y P"' ::.wn s1métr1cos respecto 

al plano ><Z s1 , y se:; lo si tienen las m1sff•dS coo,....denod.as x , z y 

la coordenada y PS de signo cor.trado a la del punto. 

S1 la suoer fic1e 

plano xz, antonr:es los punto5 P1 

deben estar sobre la sur.;ear-ficie y por cons1guit?nt.e 

F { xo,yo,Zo ) = F ( xo,-vo,-zo ) = O 

Por otra pa ... te s1 se cumple que 

F C ,. y , z ) = F < )( ,-y , -z ) :: O 

La superhc1e será simétrica reispecto al eJe ;:, si, 7· .,;oJo si al 

sustituir "><" por "-x" y ''y" por "-y'' en la ecuaCH!in esta no se 

altera. 

Una superficie es s1métr.1.ca resriecto a un punto, si cada punto 

de la supC?rhc1P. tient? un punto que permanece simétrico resp~~to 

al pruner punto. 

. .. 
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El punto simétrico de 5< )(,y,z respecto al origen, es el 

5'<-)(,-y,-z > porque el punto medio de S S' es el or-iqen <O,O,Ol. 

Por- lo que una superflc1e E'S simétri.ca respecto al origen si al 

sustituir ")(" por C-xl f'y" por C-y) y "z" por 1-zl en la ecuac1ón 

corresponc::iente esta no se altera. 

2 .•.• SECCIONES POR PLANOS PARALELOS A LOS PLANOS COORD~NA~OS 

Para conocer- la superficie que se e-=.tud10, resulta útil 

identificar que curvas resultan al mteorsectc1r· la superhc:1e con 

planos para le. lo$ a lo'!. planos coordenados. 

Las seccione':. con planos paralelos al plano XV se obtumen 

sustitu'r·endo en la ecuación de superflc12 

= k 

Para la~ secciones paralelas a XZ se sustituye> 

Y para las sPcc1ones paralelas a YZ 

X := k 

a: .... 5. f:)(ll::NSIUN 

Es un conc:.e¡.llO :¡ue nos permitei mvestiqar la amplitud de la 

superf1c1r: en d1recc: i~n de las enes coordenados o bien oeterm1n<J 

en qué región del espacio tiene repres&nt:11ci6n real la superTicie 

en estudia. 

'º 
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A continuación se res•Jmen las c:aracter!stica'E. de una superficie 

a manera de cuadro sinóptico : 

.. 
1 .. 
E 

T 

• 
1 .. 

... 
T 
E 

• 
s 
E 

e 

o .. 
E 

s 

E 

E 

s 

p 

L .. ... 
o 
s 

E 

E 

... .. .. 
s 

{ 

¡ 
X 

V 

{ 

¡ 
XV 

xz 

vz 

y 

l 

XV 

xz 

VZ 

09'JOEN 

SECCIONES PL.ANAS 

p ¡ XV = " L .. xz V . " 
o vz = " .. 

TAllLA 2.9 

•• 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V o 
= o 

V o 

o 

V o 

o 

( X ,-V '-Z> 
( -X' V , -Z> 

( -x, -V, z l 

( X, y '-z) 

( X,-Y, z l 

<-X, Y, 

<-x,-v,-z ' 
E')(TENS 1 ONES 

E 

{ 
f ( V,Z> 

J 
V V = g >C,;:::) 

E 

s l h ( >e,y) 
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2.5. CURVAS DE NIVEL 

Cuando una ecuación de superficie adopta una forma funcional 

Z= f<x,y> en el plano paralelo a ><y que corta a la superfic1e 

una altura "C",deflnirá la curvn de mtersecc.ión. 

f < x , v > = e 

e 

Cada c:urva que se obtiene al dar valores a "C" recibe el nombre 

de "Curva de nivel" ya que los puntos que une se encuentran a un 

mismo n1vel o cota. Si las curvas de nivel se trazan a mtervalos 

constantes a d1cnos intervalos se les denomi.na equidistantes. 

Por existir r-elac16n funcional, dos curva:;, de niveles dist.ii"ttos 

no pueden in tersec t. rse. 

Cuando una función tiene 3 variables independientes 

u i ( JI( ' y • 2 ) 

no May curv.:ts d~ nivel. Al h.a.cer U = CTE se tiene la ecuación de 

una superHcie, a la que se llama "superficie de nivel 

A la ecuac 16n 

f ( xl , ><2 , •••••• xn } = cte. 

se leo llama "h1pe..r<:.up~r fic1e de n1vel" 

2.b S'JPEHF!CIES CUADR!CAS 

Resulta conven.iente ~oder reconocer las superHcies mÁ.l!t usuales 

oo,. inspecc:ió¡i o a,~lisis de la ecuación. 

La ecuac1~1n cuár.frica gPner-al en tres variables se representa 

•• 
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de la sigui.ente forma : 

A~z + By
2 

• Cz
2 

• O)(y + Ey? + F)(z + G• + Hy + Jz + J = O •. (Z. !5> 

Cualquier superficie . cuya ecuaci6n t~'"lga lo Terma anterior se 

le denomina superhc.ie c1..1~dr1ca 1 si se l"'eall.zan operaciones de 

tra-slaci6n o rota::-ión la ecuaci~ <2. !'>J pu2deo transformarse en 

cualesQuiera de las formas siguientes : 

N N >=O •.•.. fZ.dl 

p z p ) o ..... 'ª· ?J 

2.6.1 SUPERFICIES CUADRJCAS CON CENTRO 

Son aquellas cuyo cent,..o de simetria coincide con el de orl.gen 1 

en es te tipo de sup~rHcie-s se presentan lae& siguientes variantes: 

a> N z O 

b) N > O 

para •> 5e tienen los ~iguientes cosos1 

•·•> Dos de los i::oeficiemtes K L M s~n nulos por ejemplo r 

Si K = L = O entonces. Mz
2 = O donde z = o 

a.2> Uno cualquie,..a de los coeficientes K L M es nulo por eJ'emplo 

Si M = O entonces 

cuya soluci6n real es x = O y z O Que r""epresenta al &.>jl! z 

a.s) K L M son difer-entes de cero pero con el mismo signo 

Kx 2 + Ly2 + Mz2 = O 

,..eprt:>senta al or"'igen ya que sólo se sa ti'itfaC<? en ~ y = z '= o 

•• 
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a.4l K L M son di-ferentes de cero , pero dos de ellos con el 

mismo signo entonces 

Que es la ecuac:i~1n de un e.ano elÍptico flg. 2.6 

b.il Dos de lc.s coe- ficientes K L M son ni..ilos, por eJemplo 

K = L = O M > O 

K)( Ly + Mz N N >= O 

KKz + Ly2 = P z p > o 

f"IOURA 2. ~ CONO ELIPTlCO 

':-. Z• Uno Cle los cue hcientes M L K es nulo por ejemplo M=O su 

expr.:ision es Kx Lv N que P.Cluivale a un cill.fldro con 

b. !U K L M mayores dl:!' e.ero ¡ o::.i dos coeHc.ientes son iguales y 

mayores que E"l tercero se tendra una elipsoide de revoluci6n 

•• 
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achatado • y 'Si K = L < O el E>lipsoide será alarg..;ido , cuando los 

tres coeficientes tienen el mismo vc.lor i:-"' ecuación repreo.;.enta una 

esfera. 

b,.. dos de los coehc:..l"ntes K,L,M son posltlvos y el otro 

ne-g.ativo que en .forma c.:anón1::a re-sulta 

lo que equivale a un hiperbolc1ce .pr-, hOJa o marito. 

b. s uno de los coef1c1er1>.. K,<...,M es positivo y lo:. otros dos 

son negativos ta ecuac16n tiene •• forma: 

las otra.E dos :.uperfi::1es 

z 

e' 

difi.:ren en pOSJ.Ciót1es con 

res pee to a los e;es coordenados Determinando sus inte,...cepc¡ones y 

sus trazas se enr:uentra ..:.u rr:>presentaci6n gr.4f1ca como se l'l'IUestra 

en la fig, 2.7 

• 

r1uURA z. '1 H.IPERROLOlbl: DIE HO.JAS 

.,, 
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2.b.2 SUPERFICIES CUAORICAS SIN CENTRO 

Son aquella.es que no tienen centro de simetria. Como ya. se indico 

su ecuación es de la iormat 

( p > o , 

OependiE..>ndo de los va lo,.-es de K y L se presentan l.os siguientes 

ca.sos t 

J) K = L= O entonces : 

P2 = 0 de doride z = O que representa al plano JiCZ 

It> Uno de los coeficientes es nwlo por ejemplo : K = O 

Ly2. Pz que es un cilindro parabólico cuyo plano· de 

simetría es wz, Si L > O se abre hacia arriba y si L < O se abr-e 

hacia aba.Jo 

IIJ) Si t< y L tienen el m.ismo signo, se obtiene 1.1na superficie 

que rec1he el nombr-e de Paraboloide Elíptico. 

Una de sus ecuac..iones en forma canónica es 

2 
-·- + _v __ = z 

az bz 

Que repr¿.5enta ur1a par-ábola CO:"I vértice en el origen y eje real 

sobre el e-je z. Si K y L O el pa..-3bolcide elíptico se ab..-e 

O se abl'"'e hacia abaJo. 

lV) Si K y L t1e~en s.Lgno c.ontl'"'ari~:i; la superficie que se 

p..-e<Senta en este caso se le denomina paraboloide hiperb<~•hco .Tiene 

rior g!1?ner alriz a un.:i hip~,..hola que se desplaza paralelamente a si 

.. , 
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misma, apoyándose, form.a no sim•.J 1 ta nea en aos p.srabolas 

direc:trices.fig. 2.9 

FJOURA :t. 8 PARABOLJOE ELJPTtCO 

F'JOURA z. o PARADOL.OU>E JfJJ>ER.BOLICO 



CAPITULO III 

APLICACION DEL METODO A LA GENERACION 

DE UMA ECUAC!ON DE ESTADO 

.. 
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En el capítulo . anterior se pri'sentaran los principios 

fundamenta les en que b'3.Só el método de Gener-ación de 

Superficies, que ahora sarJn apllcados junto con los rn~todos de 

ajuste para selecc1onier las r.cuac1ones de c.or.d1ción así como deo 

la!Ci regiones en que hay mayor ace..-camiento a los ajustes. La 

superficie P V T ut11i:ada por.:.. el or-~sente estudio corresponde a 

los datos e><periJnentale-s de:l metano obtenl.dD 

<15>.Posteriormente se analizar¿in otras subtaricia'i:o puras. 

3.J PROCE"DIMIENTO PARA l A APLICACION DEL Mf:TOOO 

Para el análisis de> la ::.ur.erfic1e P V T conv1erie generar 

representación gráfica de el'.c;ta a partu· sus datos e"~er1mentaleo; 

(apendi.ce Al como se muestra en la hgura 3,1 1 lo que t:ermitJrá 

tener una idea ma:s clara deo la geometría qwe o•esenta la 

super fic1e, as{ como de 

genera trices y direc trice~. 

los tipos de curvos 

. .. 

que serv1l"á .. , como 
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FIO 3. l surERF'lCl'E P'\'T PARA El. METANt..J 

'º 



La figura J. 1 representa una supt?rhcie que p\.1ede ser generada de 

las dofl formas siguientes : 

A> Considerando .a las io;oterm<ls .:orno gP.rieratrices y a las 

isobaras extremo como direc trice::; • no. 3 . .;!:: 

B> Considerando a las isobara-; cornn genera trices y a las 

isotermas extremo como d1rectr1c:e::., f"IO. s. 2b 

En el segundo caso se tu:~ne la facilldc.c di! tener urta superi ... cie 

reglada < esto es que l;:, super-fic1e -::ees gef"leraea par ur-a recta) Por 

facilidad se enfocara' E>! des..,,rrollo a este segundo caser. 

F"lO 9. 2u lSCJTEltMA OEN"ERATIUZ !'lG. !l. 2b ISOBARA úENERATftlZ 

La forma Ce la ecua~ión generatríz sera : 

V 

p 

< T ) 

Mientr~s que las ecuaciones de condir: iÓn o d1rec trice~ son 1 

V = I <PJ 

T == e te·• 

, .. 

V = I <P> 

T = e te .a 



Es tas ecuaciof"es se determinan en bas.e a las. ccmdici.ones 

extremo es decir 01 con la isoterma menor y Dz con la isoterma 

mayor siempre y cuando c.ont.inuen con la tendencia general de la 

superHc:ie.La forma de encontrar las condiciones extreomo se 

analizará eri el siguiente capítulo • 

y 

fL9 9. !J PARAMETRt'".JS E:M UNA SUPERFICIE 

Una vez e¡ue- han sido ~elecc1ona.das como directrices 01 y 02 las 

lSOte>rmas ei~trE>mo ,s& debt? defl.f1ir un mod~lo de 

ecuaciane::. ,En .. 1 presente 

ajuste 

e: aso 

para 

se han 

seleccionado lits 1s.oterm...i~ como modelo Conviene ana luar algunos 

concr.pt.os geni:1-al<?s sobre el reétodo dao mínimos c•...!adrados • 

•• 



3, J.' !'.STJMAClON rie: Lns COEF'"lC:.It:NTES DEL MOD~LO 

A contmuación se mencionan los ti pes de ajuste mas 

comune<:> ao¡,Í como o;;.u-s E>·><.Presiones ma temá ti.c...Js 

Modelo lineal con dos co&fkientes y una 

iridependien te : 

• Modelo lineal de variable d:ipendiente y n Ya.riaoles 

independientes ; 

V = (10 + (Jt Xs. + (12 Xa + ••••• (ln Xn 

• Las variable~ inaept=>ndientes imeales 

z 
Y = {10 + {Js. Xs + {32 X2 + ••••• + f1n Xn 

• Lineal en (J no lmeal en X ; 

V = {10 + {1t Xt + (Ja Ln Xa + {!9 Xt Y.2 

• Lineal P.n X no li.-1eal s>n (1 

Y = (Jo + (h 02 Xs + {?1 Xz + 02 Xs 

• No lineal en X y fi ; 

Y = e (1tXs e (lzX2 

!l. t. z FORMA ~E SEL.ECClON DE UN.\ RELAC10N F'UNCIONAL. 

Una de las pl'"lncipales dihcultadtois resu:Ji::- l?M la selección 

adecuada de un modelo d<.:> a.1ust~ por lo cual SE: analizará. ia forma 

de realizar una estimación previa del t1po de ajuste. 

5• 



Cuando se trata de un modelo donde e><iston da<S variables y entre 

ella.s puede establecerse una relaci6n func:1onal y ademas si los 

datos e><perimentales representado~ en una gráfica se aprc)(lJT\an 

una línea rectd , puede considerarse un modelo lineal del tipo : 

Y=a+bX 

per\.J si d1c~1a gráfica res1..1ltd una curva conv1enE rea li;:ar una 

transfcirma:::iofi de las coordenadas con objeto de obtener una línea 

recta de la forma 1 

Y -=a + bX 

En donde y y Ja .. nueovas coordenadas para la 

lJ.nealizaci::fn dé la i.:urva. 

En la tabla 3.1 muestran algunas posibles 

tr-an'i:t+ormaciones para obtener die: ha forma linea l. 

• 
y " . --;---

,'1 X 

1 
ECUACJUH DE LA LINEA RECTA 

" (l " y 

y . "' . (l , 
" 

~ . 
y 

(l " ------- ________________ _, 
y ! • " • OI. y 

-------- ---------+-----!--



En las tran-sform..1cion€'s apa..-ece un error er, la esti.JT,aciÓ11 de la 

V'ari.able de-pendienteª 

y =- y + ~ 

Po,.- lo que despue~ de la t.ra.nsformación deDC?r'd con<:J.1dera.rse el 

error & en la variable tr'"ar.sfarmaCa oar.; aum2ntar la prec1sionª 

Por eJemplo si el mCJdelo es : 

Y a X b 

La variable dependiente obser-.ia:ja ser¡; 

b 
Y = a X + e 

3.2 l'IETODO DE l'l!NIMOS CUADRADOS 

Va que· el objetivo es determmar los coehc:1entes y b tale~ 

que el error el"' la estima.c1ón -sea lo mer.or c.:>sJble. se poaría 

cons1c:1erar que 1 

Sin embargo P.Sta suma puede ha.c.ers.e igual e muy cercana a cet""o 

par-a muchas seleccjo,;es de líneas i.n .. 'l~ecuadas ya que los errores 

positivos y negativos se canceldn de r-.nner.a ou~ "'"" debe elegir'" a y 

b de modo que : 

donde V... = a .+ b Xi y v ... 

sea mll'\UilO 

'"' 



L..o que equivale a minimi;::-,;,,r la suma de los cuadrados de las 

distancias verticales a partir de los puntos respecto a la recta de 

regresión ,como se muestra en la fig. 3.,. 

FlO 9. 4 CftlTElt:tO PARA EL USO DE MJNJMOS CUAltRADCJS 

Ur,a condicic.~n neces3r-1a para que e>usta U"'\ mínirr :i relativo e'S 

1~ anulación df' las derivadas parciales del error respecto .a a y 

b por lo que se ti.ene : 

2. ¿ < Yl - { ii + b x~ 1 ) C -1 ) O 
\_ = l 

2 l ( Y\_ - < a + b Xl > l < -)(l ) 

... = 1 

E~cribiendo estas dos ecuaciones como : 

o 



z: v. ' .. a n + b l X\. 
\. : . 

v. = al X1. + 
\. = t. 

A este par de ecua.c1ones se les denomina E't:uac:iones normales y 

con ellas se pueden :Jbte:"ler lr;;s valores de a y b para el mejor 

ajustee 

3.Z.2 

Este teorema establece que entre todo o;. las eo:. t ir.lado res 

mse~gados de 0t y (1 < cce"ic:iEntes rea les o~ r-egr e,.s1én l qu~ son 

lineales en Y" , los es timadores de mín.i.Jnos cuadrados son los mas 

con.fiables por hall.arse s.ujetos a variaciones aleatorias pequerias. 

La var1ancia a-2 suele estimarse en 

·..-erticales de los pur"ltos mL1estrales a 

mínirr.os cuadrados. 

La "-esima de tales desvia::iones es 

s.z := 

A la raíz cuddrada s.• se r.:!enom.ir'\a error t?standar 

estimación y la suma de cuadr-ados dcJda por < n - 2 ) S.2 recibe el 

nomt:Jre de suma de cu.J.dracios resiiiual, o suma de cuadr.3do,¡ error. 
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Olr.a forma de estirf,ar 
z 

es 1 " 
So2 = s •• Syy - <S)Cy >2 

n ( n-2l s .. 

En donde 

s .. l= X"~ - ( .l= Xi ) 
' . 

Svv l v.• - (.2= y, ) . = ' 
S•y .l. X"Y'° - ():. x. ) [):. v • . 

3.3 REGRl::SION CLIR\llLINEA 

Cuando las transformaciones la forma lineal no r-esultan 

adecuadas, debc:rá emplearse las regres.iones poll.nomiélles. en donde 

para cada X la media i....e las Y esta dada por : 

El ñÚ.JSte de la=.. cur-vas polinomiales tamoien se utiliza para 

obtener aprox1mdc1orie$ cuündc; no se conoce la forma exacta, por le. 

que un.!11 ecuación pr-edictor-a será de la forma 

V 

Dado el se estiman los 

minimuando: 

l { Yt - ( {!o + /11">' + {1zx
2

• • 

\ =. 
Oer"ívando p.ar-ci,;¡lme11te respecto 

etc:> e igu.alo3ndo las dtirivadas parcia.les 

ecuacJ.ones norrna les se tiene : 

cero se obtienen n+t 



= nbo +- bt}: x + 

bo¿;.<+bt¿>c• 

.... +bn¿)(n 

b" ' ... n+t H ... + l ft 

'\' '\' ,,., 
bo ¿ x + bt l x •••• + bn l x 2n 

Con e'Stos sistemas di: i::-c11ac1ones se encuentra una solución 

, . 
unu:a • 

Los rJ.esgos inherentE's a una e·..:trapolac:iÓn aumentan F.>n forma 

considerable cuando se ~mplean pohnom:.os para a¡:Jro .. ·imar funciones 

desconocidas.Ya que como sirmpre es posibie hallar un polinomio de 

grado a lo sumo n-t que pase a traves dt:> coca una d·~ io·5 n pur,tos 

correspondientes a n valores distint,Js de x, oor le, que ?1 ob;et1vo 

debe ser encl.lntrar un pohnóm10 de grado rnír.1.1no y que .::idE>cuada'Tlente 

describa los da toz Cfig 3.5>. 

Existe tambien un mt?todo rr.-Ís e<:".tricto para determinar El gr-ildO 

del polinóm~o que se .;Justa al conJunto de datos que .:ons.1.-:;te en 

a Justar inicia lment~ •.ina recta, así como ui"I polinÓmiu de :...:.•gundo 

grado y probar la hipótesis nula (Jz O en el caso de que la 

hiµÓtes1'!'> nula sea rechazada entonc:=s Si? pruE>!Joii con uno de te-r-cer 

grado y asi se continua hasta que la hipo'te<S1s nula pueda 

r~chazarse en dos etapas sucesiva~ 

Para aplicar estas pruebas se requ.iere de supo~ic:iorie-s de 

nor·malidad ,independencia y var1anc1as iguales , •/a que nunc:~ dt?o"?n 

ser empleadas sin antes e:iocaminar el patrón gte>bal de los datCJ!> • 

... 
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1~· 
FIO. 3. '3 REOltESlON POLINOMIAL 

3.4 REGRESIDN MUL TIPLE 

Las curvas obtenidas "º s:ólo se utili:zan para hacer 

predv::c.i.ones, a. menudo se emplean para fines de optimización, es 

decir. para determmar los valores di:? la variable ¡ndependiel"'lte de 

tal manera que esta re;:iresente un má>·imo o un mínimo. 

Los miftodos ~s tad!s tic os de predicción y optimización se 

c:onsl.r:leran ir1c lu1dcis bajo el título general de an.ítis1s dE 

supe-rficu .. ::.s dE> r-espuesta .F.:xlsten dos métodos de an.llisis df? 

superfir:ies de respuf=.'sta el de regres1Ó•i múltiple y 1os problemas 

conev.os de e:<per1m?ntac1ón factorial. 

En P.l pr1m12ro de E?llos SEO> IT'aneJan datas de n (r+l> coordenndas 

Xr,\ ) donde nuevamente o;,.upone que las x se 

concc•l'n sin l::"'rror, mientras que }de:; y son valor·es de variab!es 

a lea toria<.::-. 

Cr:imo p,...1.mer punte de la regr'""es.1.ón mult.ipl~ se abcr"""dara el 

prnblem.'l ~·n Q'-.H? la c:>cuac1Gn re.presenta una regr1:2si6n lineal es 

dectr c.uacido p'lra c:ualq1..1i;;-r c.:onjunto dG1terminado de valores Xi. ,Xz 

••• ,;,.., la mec:lia de la distribuc:ió., de las esta dada por la 



) 

ewpresión 

Y\. {30 + {JlY. + /b'l'.Z+ ••••• + (3nxn 

En el caso de dos "'ar Ldbles .indepond:°ef"'t.es dPbera ajustarse 

un plano a un conjunto d<? n p1_¡nt.cs con coord~na:jao;; (Xn , X2i ,Vi. ) 

como o;.e ilustra en la hQ. 9. es .,.. t..2,3, ....... l 

Aplicando el mÉ_it~do de mlni.rnos cuadrados obtenet"" 

estimaciones de los c.oefii:ieritec; nu ' fh ,6z se mirnm1zará la suma 

de cuadrados de las distancias verticales de los puntas al plano 

.SimbOlicamente se minimizará 1 

i.l= ~ Yi.-{(10+¡11"1t.1i.+(12xz~nz. 

Y 1.as ecuaciones nor:na les para 1Jna regre-s1on mu ltiple c.on r=-2 

seran t 

2 y nbo + 

2 "Y bol Xi• 

2 .ay bo 2 )(2• 

la notacj¿n abreviaoa denota 

Si se hubiera c.ons1derado una 

}>· •• + 

b l .l )Cs. 
2 

1' 

bttt.K2 + 

l K h Y'­

" = 1 

¿ .. 
b2¿ MlX2 

bz ¿ K z
2 

etc. 

ecuacidn de la forma i 

El mé'todo de mínimos cuadrados ha.br{a origlf'l1t.do un sistema de 

ecuaciones normales formado por seis ecuacione$ simultaneas 

... 



litieales 'I seis incognitas. 

En es te método lo mas llT'lportante t:~ la cuidadosa elección de 

valores de la variable indc-pendiente, va que est.o perm1t1ra mejorar 

las predicciones • Mediante el análisis. de var"iancla se deber. 

efectuar pt"'"u~bas rel..Jtivas a lo signi hca tivo de las efectos de 

ciert.as combinacl.one~ de- niveles de las var1able-s independientes. 

FJO 3,d PLANO DE REORESlON. 



3.5 SELECCJON DEL l'!ODELO DE AJUSTE PARA LAS 

ECUACIONES DIRECTRICES DE LA ECUACION DE ESTADO 

Ahora se aplicarán los coni:eptos anteriores oara encontrar el 

modelo de las directrices. 

Mediante la ·fig. 3. l se puede clpre::;ar que la tendencia que 

sigue la geometría de las isotermas en la r"egión evaluada es la 

misma. Por lo que una vez detemi.-.ado el modelo de ajuste para 

cualquiera de ellas, este ser-viará como base para optener los 

coeficientes de reqres1Ón de cualquier otra isotE1rma. 

En la fig. 3.? se muestra el tipo de curva que presentan las 

isotermas en las coordenadas P vs. V. 

Para una estimaciÓn previa del modelo a partir de la tabla 

s.z se tabulan los da.to-a (tabla ~' > • 

.. o D E L o VALOR CONSTANTE 

n = "' + {1 X 6 V I A X 

n = "' {1 
. 

A Lag y I 6 X 

n = "' • {1 
6 Log V I 6 Lag X 

n = "' + {1 . + • • 6' V J 6 x• r 
n = . 1 ( "' + {1 K ) 6 ( X I V ) 

... 



ISOTERMA DEL METANO 255 K e O•F l 

PRES ION VOLUMEN 
1 PRES ION VOLUMEN 

15 20.45221 1000 0.2418 
25 12.2457 1200 o .1917 
50 6.0905 1400 o .1572 
75 4.0385 1600 0.1329 
100 3.0126 1800 0.1156 
150 1.9865 2000 o .1030 
200 1 .4734 3000 0.0737 
300 0.9601 4000 0.0632 
400 0.7034 5000 0.0576 
500 0.5493 6000 0.0542 
600 o .4465 7000 0.0517 
700 0.3732 8000 0.0498 
800 0.3182 
900 0.2756 . p = Lb/ln 

TABLA 3.9 DATOS EXPCatMENTALES DE LA IS~TERNA 
255. 5 1C DEL METANO 

Para st?leccionar el modelo de ajuste de las isotermas ciue 

servirán como guías cara la superficie generada,se puede elegir 

cualquiera de ellas, siempre y cuando presente misma tendencia que 

las otras. 

Par"a el presente desarrollo se analizará la isoterma a 255 K, la 

cual se encuentra en una reg.ión central de la superficie. 

En la tabla 3.4 se presentan lo~ valores de las coordenadd& 

dP. trans forl'T'ación lineal lo que permite evaluar con que 

transformación se obtiene un meojor ajuste . 

... 
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1 T : 144 K 

t. T: 211 K 

•r=Z551 

o r = JU • 
0?=3'61 

IT=477K 
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tSOTERMl DEL fllETANO 

/ 

P'JG. l. • COO•Dl!:NAOAS P/V vs p 



isoter.-a. del 1Wt .. no 2'13 K 

LnU 

OlllAFICA •• O ISO'fio:llWA EM COOlllDEMDAS L.N Y v•. t.t-i J' 



2!•1 

lE•I¡ 

1[-1 

lE-2 

1[-3 

> 
~E-4 

u-~ 
5E-2 

; 
/ 

1 -1 

X/Y us. 

1 •• 1 +1 

~ 

F'IO. ... to lSOTEllM'A IEW cooaDENADAS LN P/V - LN p 

.. 

3[+1 



. ... .. ~ ..... 

P~sion 

LOO p va. 



En la siguente 'l.abla se muestran los resulta.dos obtenidos para 

transformaciones llr1ea les en base las var1ancias que 

presentan. 

ara.r 1. ca. # TIPO DE AJUSTE ABSCISA ORDENADA VARIANCIA .. 'º P/V vs 
!l ..... LN . - LN ,. LN p LN V :t. <:E E - i 
9. t 2 LN P.""V - LN r LN • LN P/V :r. 90E-• 

!l. tS LOO • - LCHJ V 
1 

LOO • LOO V •.70E-• 

TA•L.A ... 
Ahora se gra Hca la misma isoterma con regn~si6n c:urvilinea para 

distintos ordenes ( 2, 3, 4 1. 

En la tabla 3.5 ,se puede apreciar el resumen del 

comportamiento de las regresiones curvilineas, lo siguiente A 

medida que el orden aumenta la vari.ancia dismmuye pero , ya que 

el objetivo es encontrar la expresidn mas simple y reprE'sentativa, 

no es conveniente que se selecione una ec:uac:iór. de orcen superior 

porque aumenta el número de parámetros que deberán encontrarse y 

ademas se incrementa en forl'fla considerable la dificultad para que 

sea usada como gui'.a. 
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ara.r "eº 11 TIPO DE AJUSTE 

•s:ou,..1.to" oaoll:M 

9. s 9 TEllCEll OllDEN 

9. s. 

ECUACION 

2 9 
~•.P-l~BX•2d4,dX -tt"'X 

• 52, P-229. i;.X•98ó. '1X 

9 • 
-9l2X • '°'ó. 5M 

YAfllA.NClA 

- ., • 1(97 

-o. 5? 5 

TABL• S. 5 COMP~ll•CION E~TRE REO~ECl•)NES DE DISTINTO ORDEN 

En base • las tablas 3. • y 3. !5 , el modelo resultante para la 

ecuaci.d"n directr{z es de la forma: 

Log V = Log o + ~ Log X 

o bien 

Y=-ctX{l 

Una vez 'Selecr:ionado el moc::.?10.se determinan los coi21hcierites o 

y ~ para cada una de las isotermas que se tomen como guías .Eri 

este caso son las correspondientes a 255 y 433 K • 

Los coeficientes para cada una de las directrices son i 

Tlt'WPEJiATUa• "' 1 µ ·1 
255.5 K -0.9394517915 

1 

2.415¡02549 

1 
433.3 K -0.9969967181 2.71?~1Lq68 

En el siguiente capltulo se .:analizará la forma en que los 

coeficientes pueden contribuir a ir.e1orar la preci"So.l.Ón en la 

reproduccioñ de la ~uperficie P '.J T . 

?4 



3.6 ALGORITMO DE LA ECUACION DE ESTADO GENERADA 

Las ecuaciones de las guías o dir-ec trices son : 

{ Log p = -0.9969967181 Log V + 2.712311938 • 013. f.O> 

ID T = 433.33 • . ............... 19. lt J 

{ Log p = -0.9394517915 Log V + 2.415102549 .• 13. 12> 

ID 
T = 255.55 2 ..••..••..•.•... (9. t.9J 

Asignando ez;tos valores a las letras a , as, b, bs. ,.., rt si!!' 

tiene: 

a -.9969967181 

-.9394517915 

b = 2.712311938 

b• = 2.415102549 

Despejando en las ecuaciones s. 10 y 9. 12 eJ 

,.. 
r> 

433.33 

255.55 

volumen V e 

introduciendo las constantes se obtienen la .. ecuacJ.Ones 

siguientes: 

( p ....•..••.....••..•... 19, tllJ 

Vz ...................... 19. ""' 

Cor1'10 l.il gc·nera. tr Íz es una rec: ta , su ec:uacion serJ 1 

V -: a + (1 T ............. t9. t!l> 

Sustituyendo 3. l3 y se obtienen lai; 

siguientes expres1ones 

( p et + (1 (rs) ... , ............. m. td> 

( p a + f1 (rz> ................ c9, t':"• 

siendo ,.., y r2 los valoreo¡, de T de 1 as d J.rec trie:: es 



RF.!'stando 3.16 a 3.17 se tiene : 

bt l/o.t 
( P / 10 l 

< P I lOb'> 

b 
( P I 10 

l/O.l 

Si r = rz-rt y despejdndo ~ 

(1 
< P I 10bt) 

de 3.17 se tiene 

r 

a P I 1Qh) &/CU - (3 (r1) 

Sustituyendo en 3.15 

= (1 <rz) - (J <ri> 

f1 (rz-rt) 

P I l Ob J t/a. 
•••••• C!I. s.8J 

V ( p I tob'> l/C.S. + (3 ( T - n.l 

TrAnsformando ni 

) + 
( P'/a.J/ na 

r 
< ?

1
,....

4
1 n > [ ) T - r& 

- - •••••••.•.•• ,._ 201 

Por medio de la ecuación a.zo 'Se podra determinar el volumen 

conociendo las constantes para la substancia requerida. 
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Cmp.itulo IV 

En el capítulo anterio..- se mostro la aplicación di?! m~todo de 

genereción de superficies y el modelo que presenta la ecuación de 

estado generada a partir de los da tos del metano <ap.A> El 

presente capítulo esta enfocado al an.ili5is de lo'S resultados de 

esta ecuacidn , con el fin de establecer- una compar""acíón entre los 

datos e)(perimentales y los que se han reproducido. 

A partir del modelo desarrollado para el metano y con datos para 

el nitrógeno, etileno COz,<ap.9-C-DJ, "'" las regl.ones 

estudiadas,se tratará de generalizar el modelo y es tublecer las 

vent•jas y desvetajes del m~todo de generar las ecuaciones de 

estado. 

4.1 ESTil'IACION DE LAS CONDICIONES EXTREP!O 

Si se grafican distintas isotermas en coordenadas P vs. V lfig. 

4.1> y postel'"'iormente en coordenadas logarít:nicas para lograr su 

trans.formacidn lineal como se muestra en la fig. 4.2; se puede 

observar que algunas de ellas ne pre:;entan la misma tendencia de 

la geometría establec:.ida y SI? alejan de la l.inealizac:i6n 

legrada usando la transformación de coordenadas. 
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c .. pitulo IV 

Este tipo de lfueas no seran de utilidad para poder'" ser 

consideradas como guias o condiciones e>Ctremo, ya que no se ajustan 

al tipo de geome tr Ía de la superficie que se trata de repr-oduc1r'" , 

por lo que , e l.iminando es te tipo de isotermas , se tomarán como 

condiciones e><tremo a aquellcss isotermas con tempera.tura m.úu.ma y 

má><ima que presenten menor variancia en su ajusta lineal y Q•.Je 

manteniendo la misma tendencia geome!otrica que las que quedan 

comprendidas entre ellas. < gra fica 4.2 l. 

?P 
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[SOTERMAS DEL "ETANO 

• T 144 )( 

29Ct K 

• T 255 K 

0 T 'J11 K 

0 T 366 K 

1 T :: 47? M 
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C.apitulo IV 

4.1.1 ANALISIS DE LOS INTERVALOS DE PRESION 

Es de suma importancia el no pretender reducir los intervalos 

estudia.dos a un valor m!nimo,tratando con ello de lograr un me;or 

ajuste de la tr-ansformaciÓn l.inP.a l, ya que> esto podría d.;¡r lugar al 

análisis de una parte de la superficie que probablemente no sea 

completamente representativa de la geometría ; y una extra.polac.i6n 

de estos intervalos podria resultar completamente absurda ,mientras 

que s.i las ecuaciones directrices deben ser lo mas repr-esentativas 

posiblE ,para qu" permitan e><tra po la e iones c:on resultados 

confiables. 

En las gráf.lc.as s.iguientes se puede a.preciar como se obtenienen 

mejores valores en J.~s ajustes para intervalos cada vez meno,..es 

pero al mismo se puede apreciar la forma en que se limita la regiÓn 

en estudie.)' e>l cambioJ de geometría que 

en una area limitada fig fig.4.3,4.4,4.5,4.6 

puede generar el bas.a.rse 

Observando los 1ntervaloo:; de presiones qu~ se manejan en estas 

gráhcas en la fig. 4.3 de 10 a 8000 psia se preser. ta una 

deGviaciOn del ajuste lineal , por lo que gra ficando nuevamentl? Ja 

m.isma línea con un intPrvalo de pre:;,idn has ta 4000 psia en lugar 

de 8000 se logra. di!.1minuir cons1de>rablemente las varianci.:;.s como se 

muestra en la tabla <4.l> ; si a su vez se decrementa el .intervalo 

de pr¡:osiones has ta 2000 psia el ajuste sigue mejorando , y así se 

podra seguir, pero cada vez la representatividad disminuirá lo 

cual se puE>de observar en las superficies generadas 
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C.apitulo IV 

Este anÁlisis no solo es aplicable las i-=.otermas sino que 

resulta e><tensible a las isobaras , por lo que , tanto en presión 

como en temperatura , deberan elogirse condiciones e~t!""emas Óptimas 

tales que per-m.itan r-eproducir volumP.nC?s realmente representativos 

ele la región ~ la que pertenecen. 

isoterma intervalo de coeficiente de 
pres ion (PSIA> varianc:ia 

255.5 K ¡o 6000 4.712E-03 
255.5 K !U ''"" '1 ,,..¡;¡.JI=, -u-. 
255.S K 10 - 2000 8.43óC.-04 
255.5 K 10 - 1000 ~ .c34to.-04 

TA•L.A 4. 1. 

El estimar los c:oe-ficientes del modelo de las líneas 

directrices en la forma mas pn~cisa posible, t:i.ene una gran 

repercucion en la superficie generada ya que , como se ha podido 

observar en el capítulo anterior , estos c:oeficient.es se convierten 

en e><ponentes en 1.:is ecuaciones de estado, confiriendo ~ensibilidad 

a la ecuación , lo q1.e puede representar un mayor ace1·camiento a. 

los datos e><peri.mentales o por lo contra,-io se pueden generar datos 

muy distintos a los esperados , en ciertas regiones. 

En los ejemplos posteriores se dara una explicación más. amplia 

en lo que respecta a las condiciones e>e.trema en base a los 

resultados obtenidos de las ecuacioneos • 

... 
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4.2 GENERALIZACION DE LA ECUACION DESARROLLADA 

A partir de les datos e>e:perimentale·~ para el metano se 

desarrollo un algoritmo para la región gaseosa, el cuo l puede se 

extrapolado al cálculo de otra~ substancias puras como se demuestra 

a continuación Si se trabaja con datos experimentales para el 

nitrógeno, etileno y COz ooservando la supe..-Hcie P V T 

l"'eproducida para el Nitrógeno a partir de sus datos e..:peri:nentales 

(fig.4.7>, se µuede apreciar la gran similitud que presenta la 

geometría de esta super.fic:ie con la que ha sido previamente 

desarrollada para el metano <flg.3.1>, por lo que se puede decir 

que el mismo algorít..,o 

volu'menes del nitr-ógeno 

ecs.3. 30 servirC: pAra r-eproducir los 

variando •.1nicamente los paráme tres que 

hü.n sido determinados para el metano , por lo que de acuerdo a la 

tendencia general de las isotermas y uz.ando la transformaci6n 

lineal encontrada, se determinan las condiciones e)(tremo. 

A continuación se desarrolla el mismo tipo ce an.;!'lisis efectuado 

a los datos dC::'l met11no y -="1 su super·fic.\e 1 para cada una de las 

subtancias seleccionadüs , presentandolas por ~eparado. 

4.2.J SUPERFICIE Y ALGORITMO PARA EL NllROGENO 

En l:i gráfica 4,8 se> muestra la tendencia de las isotermas del 

Nz que como ya se ir.dice presenta ~l mismo tipo de geometría que 

el metano, en lü fig. 4.9 se mue-stra la trano:.formaci6n lineal. 

B? 
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L.a. tabla 4.2 resume los resultado~ ::Je let transformación para 

cada una de las isoterma'!=i a fin de selli'ccicnar las directrices 

adecuadas de acuerde al modelo de ecuación 3.30 < desarrollacfo 

para el metano >. 

TEMPIE:RATU .. A ORC.f:NDA .... ORIOt:N PE:NDIENTE VARIANCIA .. IC 

-160 166.6 l .985 -<t .c,,,;. n::. 1 l .\...ll;:IL~-2 - 80 211.1 2.087 -9.69BE-l 3.562E-3 
o 255.5 2.167 -9.<.32E-I 2.04GE-3 

80 300.0 2.235 -9.604E-l 1 .506E-3 
160 344.4 2.296 -q.s9e:-! 1 .226E-3 
320 433.3 2.401 -9.611E-l 9.!32E-4 
400 477.7 2.446 -9.622E-l 8.J30E-4 
480 522.2 2.487 -9.635E-l 7.24lE-4 

TA•LA 4. Z 

Como ya se ha menc.ionado la selección de l.a.s directrices debe 

ser función s.imultanea de que la IÚ"iea prese,.,te la tendencia 

9ecmétr.ica gerineral y que 5Us coe.fic:ientes de var1anc:ia sean 

adecuados En base a es tos criterios si con~ideramos como 

directrices las .isotenras -80 F y 480 F , Jos parámetros para la 

ecuaci.d'n 3.30 serían los siguientes • 

-
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F'tO. 4, 8 TENflENCIA PE LAS tSOTEJtMAS DEL. NITROOENO 



ISOTERMAS DEL MITROGEHO 

11:+1 

1Etii 

1E-1 

. 
>1E~~t,:,~~~~~~....-....-~....,.-1~Er,-a~~~~-

vres ton <PS.IA> 

l:. T 166 K 

Ü T ':;; Z'!>S K 

344 K 

477 K 

lE•3 

FIO . .a.>) LO•l p \'S. l.OO V NSTaoo«NO 

CdpJ.tuJa IV 

& T " 
I T 

• • 

·;;;--;;¡ 
~~~ ~ l 433 K . 

522 K 
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Tl = 211 .11 Al = -o,q6<>8 81 = 2.087 

T2 = 522.2 A2 = -o,q635 82 = 2.487 

TABLA 4.3 CONSTANTES ESTIMADAS PARA EL NITROOENO 

Esto~ va lores no son los parámetros definitivos de la ~cuación , 

sólÓ se está tomando en principio como un es timado de los 

posibles pa ra'me tro5 con el objeto de ejemplifi.c::ar como se 

introducen los coeficientes de las ecuaciones directrices en el 

algoritmo de la ecuación de estado. 

Con el fin de seleccionar las direc:tri.ces que 

reproduzcan los volúmenes lo mas cercano posible a los da tos 

reales, en la tabla 4.5 se evalúan los volúmenes estimados según 

los distintos pares de 1.sotermas considerada!'i come directrices y 

condiciones e>etr&mG qu~ se pr"e-;.entan a cont1nuación <tabla 4.4>. 

MIOO&:.LO Y< Y2 V9 

~- 21 l. l l 255.55 166.60 
T2 522.70 477.77 522.20 ... -o,q6'16 -0.9632 -o,q93q ... -0.9635 -0.9622 -1 .9650 
B j 2.0670 2. !670 2 .4670 
B> 2.4070 2.4460 2.4670 

TABLA ... 

... 
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t:.na.lizando la tabla de at.:!1erdo a los porcentajes de 

desviación de los volufnenf:.s estimados respecto a los 

e)(perimentales , se puede= apreciar que lo..:; valores más cercanos se 

tienen para las directrices seleccionadas de 166.6 K <-160 F> y 

522.2 K <480 F> resultando cOtolO coeficientes para la ~cuac:1ón del 

nitrógeno los siguientes valoras : 

TI 166.6 Al -0.9839 81 1.985 

T2 = 522.2 A2 -0.9635 82 2.487 

TA•LA 4.d CONSTANTES PA~A LA ECUACION DEL NITROOENO 

Tomando de la tabla 4.::'t los volúmenes e.stimados para el 

nitrógeno con estas constantes se genera la superficie PVT que se 

muestr• en l• fig. 4.10. 

Mediante · este tipo de análisis se puede apreciar"" la importancia 

de la selección de tac; directrices 1 ya que con ello los volúmenes 

estin.ados en general , pueden mejorar o empeorar notablemt=inte. 
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4.2.2 SUf'ERFICIE Y ALGORil MO PARA EL ETILENO 

Ahora se aplica el mismo procec:'imiento para. los datos del 

etileno. En la gr-iiica ..¡_11 se muestra la t;iupe,..ficie PVTgenerada 

a partir de los d.atos el<"per1mentales del etileno < AP. e) 

Oit:ha su~erfí.cie es est'.Jd1aaa usando el n'\ismo algoritmo que en 

las substancias ~nteriores En la gr.a fica 4 ,12 se muestran los 

a;u<Stes de las isotermas de acuerdo a la tran<;;f:¡rm.;,c16n logar{tm1.::ai. 

Los coeficientes encontt"odcs par-a C1cha lin?c.ll.:::aci.Ón -son los 

siguientE!s : 

T~MP~R~TUaA 6RD~NA~A A~ ORIOC+P:~JE=--rn·~~IAHCIA 
""7-' ~.367 -¡JJ5'"9c:.-U .:.:. - .... 
473 2.419 -\.027E-O 5.l!GE-3 
573 2.461~-! .009E-O ! .97E·E-3 
673 2.500 ·9.977E-1 J 1 .1:?2E-3 

'-~~_;,7~7~3'-~~~-'~~~~""--'-·s:.·:3_4 -~_:§~~ ~_:)93~ 
TABLA 4.7 

D~ acu~rdo a estos ".:_¡lores y o;;.elecc1onando .~qwellns p.~res je 

directrices que pres"nten los meno reo:.. procenta1es to tale-.:> de 

desviación en vulum~n se p,-esenta la tabla <4.9l de acuerdo a 

las siguientec;; combinac11'1nes: < tabla 4.8 ) 

roCtELO 

l 
T S 

T Z 

• • 
• z 

1 : ~ 

Y• 

306. d 

!!53 9. :J 

-t.O?t 

-1.010 

z. 919 

z .•• s 

-----;;-.--------y, 

•2 z. z 
~39.3 

- t. 03. 

- t.. 010 

TABLA 4. • 

Z. 3Z4 

z. ;me 1 

477. ? 

~39.9 

-1.ozt 
- t.. 010 

z. ,.,. 
z. s•t 
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~---. 

~i~ 
lEH '-..Y....._.;___~¡:_º'::..':::.:, 

- T = ..... K 

• T = ZS5 K 

¡¡ 311 • 
1 366 K 
,- T = 422 • • T = 477 K 

T = '33 K 

lE+eJ 
1 
j 

1E- lJ \ 
¡ 1 1 
~ ; \ ' 
• 4 ~ 

g2E-2~-,----,.---,..-- ·--~---·r--r--:-..,.....,·-1 ~--~ 
1E-t1 ~i•2 1E+3 91:+3 

preslori <PSIA) 
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Como SI? puede observar, ta comb.iflaci.Ón de directrices que permite 

mayor acercamiento a los dato<; experitnentales e'3 la siguiente: 

62'' 1 
Al -1.038 BI 2.324 

3.3 
1 

A2 = -l.010 82 2.381 

TABLA 4. 10 

En1pJeando los valores obtenidos para el volumen de acuerdo a 

est~s cons;tantes se genera la curva PVT (f1g. 4.13J, la cu.al se 

puede comparar" con la e,>)(per1men.tal f ig.4 .11 ) con lo que s& puede 

apreci;)r en for-ma g,..dfu:a la gr..an similitud entre ambas. 

lOZ 
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4.2.3 SUPERFICIE Y ALGORITMO PAkA EL COz 

En base a la mismo sei:uencia de c.ílc:u lo y E$titnac:ión de 

resultados que ha. ~ido ut.:i!izada pora el Metar"'o, N1trogeno y 

E tilenc se es tudi.a e 1 C02. 

En la fig. 4.14 la suµerfic1e PVT de datos 

e)(perí.mentale& y en la hgura 4.15 la tra;:s for"macicin de las 

isotermas a la for-ma llno=>a l empleando las coordenadas l.OG-LOG , la 

tabla 4.q se indü:an les coe-hc1entes obtenidos para cada una de 

ella-:. 

Tl'.WPCff.ATUJlA 

" 
ORDENADA AL úRJOF.N 

:273 ~~ 
373 2.292 
473 2.313 
573 2 .324 
673 2.351 

~-7_73_. ____ .__ ____ ~2~·..o3.~8~1 ___ _ 

TA91..A ... l t. 

1----
Pl:NDJENTE 1 \IAR lA?JClA 

-=-: . 1 39E-ó 
-1.1:'6E-O 
-1 ,071E-O 
-1 .038E-0 
-1 .021E-O 
-1 .OlOE-0 

En la tabla 4.13 se preser.tan los valeres de volu1nenes. estimados 

segun las distintas c:onvinac1ones de .i.soterm3~ (tabla 4.1'2> como 

direc: trices comparando dichos volúmenes respecto los 

ewperimentales , pcir-a evaluar el cac::.o con menores desv1acioní?s. 



C.ap.ituio IV 
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/\ 

Fta. surEJIFICIE EXJ"EIU!ol"-.NTAL Dl!:L coz 
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.. 

.. .. 
311. t 
533.3 

-1 .3'T~ 
-1 .010 

2 .724 
2.382 

1"t0 •· 1~ ISOTICllMAS 

4~2. 2 
~33 .~ 

-1 ,037 
-1 .010 

2. 32b 
2.382 

Cdpitulo IV 

3bb .b 

'333.3 
-1 .067 
-1 .010 

• T 
.; T 

1 T 

0 T 
I T 
<) T 

2.3oq 
2.382 

255 1( 

311 K 

36& )( 

422 )( 

411 K 

533 K 

Prc.osion <PSJA> 
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Capitula IV 
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TABLA •· 19 CONTINUACION 
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Loill'li meJores est1111dc:LOnes segun este 

Cdp.itulo IV 

ana lisis ti.en en luga I"' con 

los parametro'S indicados la tabla 4.14 , med1.ante los cuales 

gene,..o la superfi.C"ie PVT (fi.g.4.16J. 

TI ~ 366.6 
1 

Al -1 .067 Bl 2 .309 

T2 : 5:i;3 .3 
1 

A2 -1 .010 B2 2.382 --, 

\ _.,..~~ ' ,....--

1 

1 

Presion ()H,i<\J 

L ______________________ ---------
FJO ... •o SUl"!:lllFlCllE Ol':Nl[JliADA rA•A EL ce>:z 

'º" 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 

¡ 
i 
1 



e o N e L u 5 r o N E 5 

La ecuación desarrollada por el método de Generación de 

Superficies presenta una forma ~»plicit.a para el volumen 

involucr"ando ;:oeflcit..ntes prop1os para cada subc;;.tancia los cuales 

estan en función de los mtervalos de presión y temperatura de la 

región de la superficie en estudio • 

Va que la mayo,.. parte de los gases presenta el mismo tipo de 

geometría en su superficie , el algoritmo planteado tiene la ventaja 

de generali<!arse para substancias con distintos comportam1entcs 

t.ermodinamicos lo cual se pudo apreciar con desa,..rollo del 

algoritmo para el C02 < substancia polar > en la cual 

prediciones satisfac toriao;.. 

se obtuvieron 

Cuando se u ti liza como oirectriz una isoterma c.:er"can.:. a la 

tempera tura crítica se pueden observar desviaciones en la 

prtldiccio'n por lo que:- no es aconsejable su uso. 

Por otra parte se puede con.ferir mayor exactitud en la 

predicc1Ón de los "olumenes si limitan los intervalos de 

aplicac1Ón de la~ ecuaciones dJ.rec trices, ya que una vez evaluando'i 

pefluef'¡os intC?rvalos di:? la superHcie se puede proc:pder a una 

inte>graciÓn de lC"s mismos para obtener una representación global de 

la regidn. 
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Para evaluar cualqu~er otra reg.ión dt= la suporflc.ie PVT se debe 

aplicar la misma secuencia de c~lculo que se ha presenta.do 

identificando en ella los nuevos p.:.r-ámetros dir-ec trices gener-a tríz 

e intervalos >. En general cualquier re9i6n puede ser reproducida 

siempre y cuando se teonga un conocl./fliento completo de su geometría. 

El método que se h.;. utilizado para qenel""ar la supel""hcie no es 

el único , como se menr:1onó en el capítulo 111 ,e,..·isten algu0os otros 

tale<S como la regre>s1ón polinomial o los métodos diferencia!es los 

cuales pueden ser aplicados para el mismo efecto t"~l""lando ur.icamente 

la secuencia de cálculo del algoritmo. 

Ya que E::'l cálculo de p,..opieda.cJes termofís..1.ca.s r-esult.a e~encia.l 

para el diset"io operac:.t6n Y optimización oe procesos químicos es 

muy Un por ta¡, te que los i::aquetes termodin.ímicos puPC:an ser acc:Psado<S 

en .fcrma. ~i:item.ática y sencilla. pc:r lo que a continuación "" 
incluye un d1agrama d1; bloques para la i-icorporacJ.Ón del desarrollo 

de algoritmo-:. a un s;.stema de computC"I fig c.l. 

Por Ültirnc , el presente Pstudio puede hacerse e><tensible a 

mezcla!i. • ya que el mé'todo de desarrollo de. las ecuaciones de estddO 

parte de la Generaci6n de una superficie , que y en el caso de las 

mezclas se puede hablar de una superficlt::I Temperatura 

composición como lo mueistran los s;.g ... dentes diagramas 

Presi6n 

aplicando el 

mismo criterio de selección de para'metros 

estudios posterior~s <diagrama de bloqueo;;, c.2>. 

111 

lo r.ual se dejB para 



DIAGRAMA DE BLOQUES PARA EL DESARROLLO DE ECUACIONES DE ESTADO 

EMPLEANDO EL MCTODO DE GENER.ACI ON DE 5"\JPERFI Cl ES 

1 DATOS EXPERlME:N,.ALES ·' 

1 OENl.::aA.a LA SUPERFICIE _I 
1 . 

lNTl'ODUL:lR LOS LIMITES 1 
DE LA llEOION EN ESTUDIO 

EVA.LIJACION DE LOS t..::OEFIClENT•:s ·--¡ 
MEDlANTP:P.~ L.:.RSA.NL~::::A~:t::c;:ILCEE~ClONAD~-

1 SE OF.NILRA EL ALOORITMO 1 

i---.. -~-JNTRODt.JCEN LOS VALOl(ES' bE .. llll::-~-lu_N_I 
! y TEMPK.RAT\JR A rAR A A F.rAo . .;;~:.;";;.;C:.;l;.;.•_;;~;;;ºo.;s;_v;.;o;;;;•~";;.'M=F:'"N~--E-S 1 

• CON C...UE OJPf:CTRJCai:S SE ODTJENE LA WE.IOA 

1 E:N PASF: A ~ OE 01:..SVlACJON SE ANALIZA j 
1 MEPRODUCCION DE ACUE.1".00 A LA CUAL S.E FIJAR.\N 

L__ , ____ i;?_~~ ..... ~~~-~~!:!..,T_!.Y~----

l 
DF: LA REOJnN OF.St:AOA ' 
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DIAGRAMA DE BLOQUES PARA EL DESARROLLO DE ECUACIONES DE ESTADO 

PARA SISTEMAS DE MEZCLAS 

1 DATOS EXPERIMENTAL.ES! 

OENCRAJl LA SUPEMPIClE TRIDIMENClONAL 

DEL SISTEMA 

¡' TNTJt:ODUCIR LOS LIMITES 1 
I DE LA llEOION EN ESTUDIO j 

SELECCIONAR COMO OENERA'flll'Z LAS 1 
LINEAS ISOTERMAS Y COMO DIRE:CTIUCESI 

LAS 1S09AaAs. 1 

SE INTRODUCEN LOS V~LORES DE COMPOSICJON 
Y Ti:MPti.RATUllA PARA FtEPAO!".>U1::lR LOS VOLUMENES 

1 

EN BASE A "l DE bESVIACJON SE ANAi.iZA 

QUE tS08AkAS SON LAS DE MAYOR PPESJCION 
P'RA OETERMINl~Jl LOS COEFlCJENTES DEF'INITIVOS 

Rii:PRúOUCCIOH OE: LA REülON t-ESEAl)A 
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C!IF1Z (1) PENT ANO IZJ SISTEMA 

DJAORAMA~ 

METANO U> Cf'4 fZl SJSTE'\/llA 

f'ARA 

114 
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Si analizamos los. datos obtenid..:;~ la e-cuac:iÓn 

de'S.arrollada por el método ce gene-ración se superfjc1es 1 respecto a 

ecuaciones cúbicas d~ estado se a;:>r;;icia que a presia.-.es super""icres a 

150 psia las ecu.acior.es .::Úb.lC-ns present~n una desviaci6n 

considerable respe>cto a los d.ltO"'::> exr:e-r1JT1entales mientras que la 

ecua.clÓn desarr-oltada reproduce" las re>g1.::>nes a elevados presiones cori 

considerable e)(actitud ya quE? la geometrí'a 

superficie presenta inflexiones mínl.l'Tlas. 

en esta parte de la 

Los datos fueron analüados mediante la e>cunc16n de PatE-1 TeJa 

·.¡a. que la ecu.r.cioñ de SoaYe 1 :io permite c..alcular vol'J .... ,enes en estos 

intervalos de presiones elevadas • Lcis resulta.Ces se repcrtan en las 

tablas c.2 c.3 y c.4 para las substdriCl.iS estudiadas el cJpÍtu lo 

IV. En la tabla c.4 se puer:le apreciar que e)j;iste una desv1c::.c1ón au,, 

mayor en los volumenes reproducidos pdra. el CiJ2 ::on la ecuac1Ón 

de Patel Teia ya que se t,...ata de> una substancia polar, l.:t cual no se 

obsarva en la ecuación dE:sarrollada. 
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NITRDGENO 

IE~PERATURA VOL.EIP Vl ECS. f!ZM tDEIV Vl [CS. p¡; !DESV 
mmH f K 

------------------------------------------------------------------------------------------------
10 lt1/1n2 -S'-00 211.11 IUIW 1J.1mc o.oq 14.l·noo O.OJ 

J.00 155.!0 17.Sml lb. 2~'5(! o.os 17.I ;600 O.OJ 
so.oc l00.00 2C.656CO 19.3723~ 0.06 2ó.1q110 0.01 

160.00 HUO 2l. 71900 ll. •rno o.os i:,qoooo O.Ol 
m.oo 3SB.e0 l&.7SI94 zs. sH ~o 0.04 ¡s,io620 O.Ol 
320.CO 4JJ.JO 21.emo ¡g, 7ll0? 0.04 is.s.:.:oo º·º' 400.00 411.70 JU090C ll .8~280 0.03 32.2775(1 O.Ol 
460.00 522.20 35,l:fd32 lU4000 O.OJ 35.42300 O.O! 

25 lb/in2 ·80.CO 211.11 5,i9b8l 5.14550 0.11 S.J6910 0.07 
o.oo m.so 7.03C69 6.ll790 0.10 6.!869V O.O! 

s~.oo J00.00 8.iblbO 7 .53270 O.O\ 7. 70974 O.O/ 
l!C.00 !44.40 9.4'm s.moo o.os UB51 O o.os 
240.00 JSa.SO I0. 71920 !.WJO 0.07 10.IBlBO o.os 
m.oo 4JJ.JO 11.qmo 11.11220 0.07 11.lOSJO 0,06 
400.00 477.70 ll.17J40 12.1'450 0.07 12.25090 0.07 
4SO.OO m.10 14.!9b!2 IJ.49·140 0,0b 14.0le!C O.OJ 

100lb/in2 -so.oo 211.11 1.m10 1.24540 0.1 ~ 1.llOUO 0.14 
0.00 m.5o 1.75010 1.52460 O.IJ 1.5\060 0.09 

so.oo J00.00 2.06200 l.S0450 0.11 l,S7440 º·º' 160.00 J41.40 z.ln1e l.OBJSC 0.11 1.10570 0.11 
140.00 lSS.Sl 2.6S21l 2.J6ll0 0.12 l.J40é0 O.ll 
ll0.00 m.JO 1.mou 1.64)00 0.11 "6l4JO 0.11 
400.00 477. 70 3.29914 1.1mo 0.11 1.90750 0.12 
460.00 m.20 l.60705 l.20220 0.11 J,lli120 0.12 

•OOLb/1n2 -so.oo 111.11 O.l'6SS O.l0140 O. IJ 0.23561 O.ll 
o.oc 255.50 0.4)214 O.lb6SO 0.15 o.Jom O.lo 

SO.DO J00.00 0,514)0 o.4Jm O.lb O.J2569 O.JI 
160.00 JU.ID 0.5Wl o.mio 0.1; O,J451l 0.11 
240.00 J88.SO o.mis o.5mo O.lb o.Jm1 0.45 
Jlo.oo 4ll.l0 o. 7J294 0.61C60 0.17 O.JB615 0.41 

400.00 477. 70 O.SJl26 0.6'!'400 0.17 0.45611 0.45 

•S0.00 m.20 o.qom 0.75150 O. lb 0.56841 O.JI 

TABLA C,Z COMPARACJON DE VOLUMENES OBTENIDOS CON LA ECUACJON 

Dl=:GARP.OLLADA POR MFTOOO DE OENERACION DE SUPER,.lClES y LA ECUAION 

DE PA1'EL • TE.JA PARA EL NlTROOENO 

116 



Ml!ROGENO 

1 E ft P E R A 1 U R A VOL.EJP VI lCESV Vl msv 
PRESION f 

-----------------------------------------------------------------------------------------------
1000 Lb/ln ·90.00 lit.ti O. lllBO 0.11800 C.IG o.osm 0.51 

o.oo 255.50 o. maq O.i•310 O.iO o.01oeq o.sq 
ao.oo lC?.00 O.Z06b0 O.lbBií o.1q 0,IGHO º·'ª 160.00 llUO 0.2108) o.tmo 0.20 o.:•:ial 0.42 

H0.00 l89.!!0 0.27t0! 0.2¡~:: O.lO 0.1740) O.ló 
l20.00 H!.~O O.lOObO 0.2413• O.ll o,1qa11 O.l5 

'ºº·ºº m.10 o.mee U.206~9 0.21 0.20570 O.l! 
•eo.oo m.10 0.37075 0.2'l'7 0.21 0.22015 0.10 

1b00 Lb'i.n2 ·B0.00 lit.ti O.OB!lO o.omo 0.10 ·J.t25b0 10.511 
o.oo m.~i 0.10110 0."6620 0.18 o.tm5 10,761 

M.00 l00.00 o.1me O.iOlél O.ll o.;5m i0.971 
160.0G l4•. ~o O.l'i3!i5 o.11m 0.2) O.l0680 10.751 
zio.oo m.eo 0.17510 O.lJ-20 O.ll O.l!e71 10.711 
)20.00 lll.JO o.moi o.1mo 0.24 O.l1~90 !Cl.611 
100.00 471.70 O.ltélO 0.16185 0.1• C.Jl7Jl !0.561 
180.00 522.20 o.meo 0.18018 O.ll 0.115•0 10.SBJ 

l000lblin2 -eo.oo 211.11 0.01110 O.OlBll 0.1• 1.00 
o.oo 255,lO 0,06187 O.OlblB o.is 1.00 

80.00 l00.00 0.07521 o.osm 0.20 1.00 
IM.00 114.10 0.08170 O,Oélll o.2q 1.00 
m.oo lBB.60 o.om¡ 0.01000 O.!O 1.00 
ll0.00 m.10 O.ll ll7 o.eme O.JO 1.00 
100.00 177.70 O.lllll o.oesqo O.JO 1.00 
•eo.oo lll.lO O.tllBb o.onei O.JO 1.00 

oOOO lb/in1 ·e0.00 211.11 O.OlJBB O.OIS~B 0.11 1.00 
o.oo 255.50 0.01871 c.omo 0.41 1.00 

ao.oo 100.00 0.04550 o.omo 0.42 1.00 
1;0.00 m.1c 0.05105 O.Ol0l1 0.42 1.00 
240.00 lBB.eO C,05Bl5 o.omo 0.11 1.00 
ll0.00 m.lO O.C6116 O.ClBOO o.•1 1.00 

400.00 m.10 0,0lOIO 0.04180 0.11 1,00 

4eo.oo lll.20 o.~1rn o.omo 0.40 1.00 

TABLA C. Z CONTINUACJON 
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E 1 1 l E M O 

TEftPER~TURA YOL.ElP Y! lDESV Vl tDESV 
PRESlON F ! 
------------------------------------------------------------------------------------------------

IOLb/tnl 100.00 lll.11 21.lllll 20.17210 0.01 lq.Oló5ú 0.11 
100.00 lbb.b1 15.17115 24.0SlOO 0.04 11.Sb'iSB 0.14 
100.00 m.21 :?'l'.02~HS 11.9mo 0,04 lJ,¡9q50 o.1e 
IOC.00 117.16 ll.e5S40 ll.b!IOO º·º' 27 .5~970 O.B 
5CO.Oo Sll.ll :b.b1511 35.50405 O.Ol 3\.581100 º·" 

25 lblanl 100.00 Jll .11 6.18975 S.lb600 º·ºº 7.57S!4 0.11 
l00.00 lbb.b1 10.01111 •.amo O.Ol a.srns 0.11 
100.00 412.22 11.58517 11.1mo O.OJ 10.2'!.MO 0.11 
100.00 477.78 ll.11514 12.bbllO 0.01 11.08%0 O.lb 
500.00 5ll.Jl !Ubl11 14.0óllO º·º' !l.!4160 O.to 

100 Lb/in2 iao.oo ll!.11 l.ObSlb 2.2Sb20 I0,011 l.001RS O.Ol 

¡.;,¡ '~" l•b.17 l.11128 l.55000 10.0ll l.4l5b0 0.01 

100.00 C!2.:2 l.6!6bl l.Bb700 o.oo l.bBHO O.Ob 
lú0.00 4i7. 78 l.lbllO l.17000 O.Ol l.10258 o.os 
100.00 Sll.Jl l.65~qq J.lb400 O.Ol i.mu o.os 

150 Lbl1nl 100.0 ... 111.11 l.l5077 t.ll\BO 10,'.bl 1.1om 0.01 
10~.oo lbb.b7 1.12%5 1.moo !O.Cbl 1.12m 10.0bl 
l00.00 m.22 1.em1 l.1!b00 10.011 UlbOl 10.011 

'ºº·ºº 177.78 1.11m 1.1•110 O.O! 1.1om o.oi 
!IC0,(10 Sll.ll 1.m10 l.lSlOO O.Ol 1.ms9 o.os 

soo L bi ~n2 100.0ú lll.11 O.lllll o.mio 0.15 0.164b0 10.411 
100.00 Jbb,;7 0.1;0•~ c. llBlb 0.01 o.;mo 10.101 
l00.00 4¡2,22 0.54Y~B o.meo 0.02 O.bll51 tO. !ll 
100.00 117.78 O.bl115 0.5161• o.os O.i'582i 10.201 
100.00 Sll.ll 0.71515 O.bBllO 0.01 0.61157 10.151 

TADl~A C. !l CCJMl'ARACJOH l:E VOt..UMENt'.S C..ltTEt-II~OS CON L.A E.CUACJON 

t>ESA!tROLl.ADA p._-,R METOOO 01! Ol::NEllAClON DE S\.IPERFlClES y L.A !:CtJAION 

t>E PATEt.. - TF..JA PAR4 Et.. ETlt..ENO 
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•CL.flf v; ~:ts~· ~·: lD[SV 
PP.¡SfON 
------------------------------------- -----------------------··-·----------------------------
!1)0C lb!Ln.:' IDl.i. ti~· :!í.ll ,.•1r r;, 1•:,·,, : . =~' r,,Jl!ó" ¡;.,:QJ 

:c,·J.:1·· :.::~.e . ¡; ·~:¡ .:11:r · ... :11:: (\1,3?J 
j:J{J, '~' ~ :: . ~= ,, "'" - O. ;e~ :ip .. :•::1 (0.:•1 
~: .. ) • .j( ~ :- .,, J.:.u- ~. :1~ ;~ .. 1. ~14 ! ~, • ~ ~ ""S l '~. L)) 

S•~O' ¡r,, 1:~. 3: ''· :~(,:¡ G.:.t;:1 ',.6: .: . ,:11:~ ·o.:;9, 

:50(• L!l/¡~: :;r.c.; . .i ... t .. ~1:r .. ---- 1.,.::: :; .1 s-:~, ( (. ~~ l 

:('(·. (.;~ ~: . ~ :~' ll =~' '· .. :~ :¡: ;.ee ,~.: E:'~l ,•",til 
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TE!PERAIUH vc:..EIP v; tDfS\' v: tt:ESV 
F r 

------------------------------------------------------------------------------------
PRES ION 
Lb/1n2 

400 0.00 21:.:: ::i.o:sn Íj.(1%97 1:.lll ii.13373 11.511 
sc.o:i :s~. ~o ·J.277.t(· •), 51 ~90 (( .• 261 0.6771; 11.HI 

161),,!1) :.1:•G.OC •). 34::é 1),~2'!'l0 1,,~3) ÍJ. 71791) {1,271 
;10.00 71~. 40 •), ~ )~1~9 u:;;:. (~.:~¡ 0.!97i0 11.:21 
~2().l)tt ;~; .SD •j,4~55q 0.541% \O.l91 :.omo lt.26l 
AC(l.00 &:7.3') ·L5)a94 ·~.S4nO ¡(IJ8J 1.19790 f1.3SI 

'ªº·ºº ff'!,70 ~ .~6l O! v.55790 ~'.;'.': 1.:q1qQ 11.·tl) 

1000 o.cv ¡1:.1! 0.1!j54 ;).~32SO 1t3. ~e i :.36110 (23.941 
ao.00 m.;J i;.o:ve: 0.2;;4, /l!Í.;¡: J,58740 í27. 4~/ 

le0 . .)(I ~i·O.(;·:, 0.1122(: \}.~3•4f'l !l.06i i.:iF5~ lll.301 
240.00 3U.4( 1),144jt 0.23SCC IG.~: 1 1.ES75º ¡ !l.oal 
~20,1)(¡ 3B5.00 n.J7r19l• 0.23640 10. ~ai ;,;¡111 1 :2.~71 
IOv.00 4~·t:o.: (J,ns11 •i.2;730 ~ 1) ' 2: J '.:.23759 113.601 
480.00 4i7 .70 o.a:qq o.1:ur. (f,,)q¡ 1. :.;¡5i¡ r¡'.54 l 

1600 (l,úi) 211.I: f1o{.J51B 0, 155:(1 lli.101 o.m;o Ll9.5f} 
ao.oo ~55. 50 O.CIB6i 0.15510 17.221 '..tJSHq \~~. qo) 

160.00 :oo.oo usm o.1mo tl.82l l.QQ 

14C.OO j44,4C O.'SC.88 o.:sno 10.!ll !.OJ 
Jló.00 isa.so (¡, J ~i045 t}.l545(l 10.541 1.00 
400.00 m.¡o 0.11"140 ü.15440 10,lll 1.00 
480.00 Hi .iC 0.1~294 0.15420 :0.161 1,l'lfl 

5000 o.oc ;11.11 (i,¡11474 0.01870 ( ~. 951 1.UC 
80.00 :s~.5o (J,016~4 J.05750 12.181 1.00 

160.00 3'P.OO ) .0!9•6 \l,\,5b1C. 11.91) 1.00 
240.00 lH.40 1).02446 o. as~oo (J.~':'I 1.00 
J20.00 ia3.ao o.iom: u.0!·52V (0,811 !.00 
400,00 m.:o 0,!)~bU n.osm iO.!iOl 1.00 
480.00 m.10 0.01;09 o.omo 10.:01 1.00 
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