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PROLOGO 

La aportación que pretende el presente trabajo es la prcscntaci6n de una nueva visión 

de lo que sean los números basada en una. distinción conceptual que permite ubicar gran 

parte de Jo que los e!'lpe<::ialista.s han estado diciendo sobre ellos. En ese sentido, es una 

elucidación de Jos u.sos del lenguaje que intenta desbaratar los problemas que surgen del 

uso indiscriminado del término 'número'. Todo esto, como diría Wittgenstein, daja las 

matemáticas como están; pero, si la tesis que aquí propongo está. en lo correcto, considero 

que, micntrB.11 no sea. refutada, no podrá. ignorarse esta distinción conceptual cuando se 

quiera hablar filosóficamente sobre los nú1nero!"I. 

En múltiples ocasiones no ~ con1plctamcntc claro el significado de los términos con­

ceptuales a pesar de que en algunos ca.sos Jos usemos o.ccrtádamente. Un término es un 

símbolo que está en lugar de algo que no siempre podemos preci..o¡ar completo.mente. Si el 

término es un nombre propio que apunto. a un objeto particular podemos saber, creo que 

sin dema.siada dificultad, cuál es el referente del término en cuestión; pero si se trata de 

un término conceptual, esto es, para decirlo con Frege, de un modo de agrupar objetos, 

por tener cierto carácter intencional, creo que para aclararlo no nos queda sino recurrir 

a otros términos conceptuales y así sucesivn.mcnte. De esa forma, pnra aclarar uno de 

esos términos podemos, por ejemplo, definirlo en ha.se n. términos conocidoa fijando así su 

significado; pero ta.xnbién podemos aclara.rlo de otras forma.~: podemos indagar cómo se ha 

usado, corno lo sugiere el segundo \Vittgenstein, o, podemos, a la manera de los diálog<>t'I 

de Plat6n, establecer sólo ciertas relaciones conceptuales que, sin llegar a fljar más o menos 

arbitrariB.Dlente el significado del término en cuestión, nos ayudan a entenderlo, al menos 

en algún aspecto que consideramos relevante. Pues bien, estas formas no dcfinicionalcs 

de esclarecim..icnto son las que he adoptado en el presente trabajo con respecto al término 

'núm.ero'. 
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A la. pregunta. de qué son los números, los matemáticos, los reconstructorcs de la. 

aritrnética y los que aplicn.n los números a. las cosas que conforman los hechos del mundo 

han respondido con idea..<1 aparentemente i rrcconciliablcs. Aparentemente todos hablan 

de los nüsrnos números y sólo difieren en lo que opinan <k <dios. Los matemáticos no van 

más allá. de enunciar sus propiedades aritméticas; en todo ca.so, como Peana, acepta.rían 

que número ies todo aquello que cumple con la.."1 leyes aritméticas de los números. Los 

rcconstructivista.s, como Frege, RusscJI y Dcdekind a.firman que los números son ciertos 

""conjuntos"' o ciertas "'cortaduras". Por último, Jos que aplican los números a las cosas 

sostienen que, por <"jemplo el 4 que manejan los aritméticos, tiene una vinculación directa 

con algo empírico como cuatro manzn.nns o cuatro peras. Sin embargo, en bl\.Se al análisis 

que presento aquí, sostengo que el término 'número' !.e ha aplica.do a cosas de tres niveles 

distintos aunque vinculados: 1) los núrneros del primer nivel entendidos como'í:onccptos" 

que reclasifican las coso.s que conforman los hechos del mundo; 2) los números del segundo 

nivel, o núrnerOB aritméticos, que pueden verse como figuras, en términos de \Vittgcnstein, 

de los números del primer nivel; y 3) los números del tercer nivel que serían figuras de los 

números aritméticos, es decir, figurn..s de los números del segundo nivel. 

Para apoynr lo anterior, en el primer capítulo cxarnino la definición fregenna de número 

aportando una clarificación conceptual que arroja una. interpretación hasta cierto punto 

novedosa de los térntlnos fregcn.nos usados en su definición de número y, por consiguiente, 

del número frcgcn.no mismo. En el segundo capítulo examino algunos límites y nlcn.nccs 

de la definición fregenna de número deteniéndome, sobre todo, en los aspectos que pueden 

determinar las propiedades matcmática.s y no matemáticas de los números: en el apartado 

2.2, a partir de la. definición de núrncro dada por Dcdekind, rnuestro que no es BUficicntc 

una ca.ra.cterizaci6n puramente estructural como la de Dcdekind, o como la de Peana, para. 

caraterizar los númer09 y que, má.:J bien, tenemos que adu1itir con Frege que los números 

tienen ta.mbién propiedades no estructurales como, por ejemplo, la propiedad de todo 

número de podcr.;e ver siempre como el número de un concepto; t>n el apartado 2.3, n 
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partir de las ideas russcllianas. examino la conclusión que se desprende de la contradicción 

de que no todo concepto, entendido éste a la manera frcgeana. tiene una extensión Y 

por consiguiente un número asociado; en e) apartado 2.4., e. la luz de los trabajos de 

Cantor, examino la noción de "conjunto"' para poder e.clarar en qué sentido podemos decir 

cooio Frege que los números son determinados "conjuntos"; en el apartado 2.5. delimito 

la pertinencia de las importantes críticas de Dcnaccrraf a. la definición frcgcn.nn. de número 

reforzando, también, la idea apuntada. en 2.2 de que no basta una dcfinici6n puramente 

estructural de los números; y, por último, en el apartado 2.C, a partir del análisis de los 

trabajos de Hilbert y otros, doy los primeros elementos para desarrollar una interpretación 

del trabajo axiomático que lo vincula estrecha.mente con las reconstrucciones en general y 

con ciertos trabajos matemáticos en particular, concluyendo de nhí el Rcntido que podemos 

dar a una reconstrucción de la aritmética como la de Frege. En el tercer capítulo e.xamino 

algunas versiones empiristas de las m.1.tcmáticns y los números con la idea de fijar un 

criterio para trazar los límites entre Jos aspectos matemáticos y no matemáticos de los 

números: en el inciso 3.2, examino los trabajos de \Vittgenatein por ser en cierto sentido 

un continuador de la línea f"regea.na.-russellin.nn, y, en otro sentido, un fuerte crítico de 

algunos de sus postulados básicos que los apartan de empirisrno; en IC>f¡ siguienteA incisos 

examino a tres pensadores empiristas representativoi-1 de puntcis de vista muy importantes 

y sugestivos para la investigación sobre los números: I) el matemático de Mauricc Frcchet 

(3.3); 2) el de la filosofía. de la ciencia. de l. La.ka.tos (3.4); y .3) el hist6rico de P. Kitchcr (3.5). 

Por último, dentro del cuarto capítulo que reúne Ja..<J conclusiones generales, en el inciso 4.1 

retorno la argumentn.ci6n general de la tesis resaltando las ideas a. las que se ha. lJegado. 

as{ como explicando el sentido de los diferentes a.nñ.Jisis efectuados y por efectuar; en el 

inciso 4.2, con el prop6sito de avanzar, e. partir de Jos autores considerados, en el análisis 

sobre Ja naturaleza. empírica o a priori de In.a matemáticas, examino dircct1Unente algunos 

trabajos paradigmáticos en los cuales la. matemática ha estado muy ligada al estudio de 

f"en6r:nenos empíricos: el estudio matemático del equilibrio de los planos de Arquímedes, los 
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estudios :rna.tern.áticoe del movllnicnto realizados por Galileo, los principios matemáticos de 

la teoría de la riqueza de Cournot, y otros como las teorías matemática.s: de probabilidades y 

de juegos¡ en el inciso 4.3, en bnsc a los análisis y autores examinados, aclaro y defiendo en 

alguna medida lo que estoy entcndia.ndo por •matemático' para poder ubicar la naturaleza 

matemática o no matemática de los números; y en el apartado 4.4 presento mi propuesta 

de que gran parte de In. confusión acerca de los núrncros se debe a que se ha estado 

hablando básicamente de tres clases de números: los de primer, segundo o tercer nivel al 

que hacíamos referencia. al principio de este prólogo. 

De a.cuerdo a eso, no intento definir aquí los ntírneros de primer nivel, ya que la 

aritmética se encarga de ello; tampoco intento definir los números del segundo nivel, ya 

que eso sería hacer matemática de la rnntemática y con ello sólo esta.ría creando números 

del tercer nivel como lo hacen las reconstrucciones de In aritmética; lo único que pretendo 

aquí CJ'I a.puntar algunas i<lcn.s que nos nyuden a csclnrcccr y precisar el uso actual del 

término 'número'. 

Debo aclarar que entiendo )a filmsofía como el diálogo de una comunidad cultural que 

se desarrolla a través de la historia y rnediantc el cual se pretende a.cln.rnr y precisar el 

sentido de los términos con los cuales se manc-ja dichl\ comunidad. Eso me hn. llevado a 

discutir mis ideas en forma individual con filósofos y matemáticos preocupados por estos 

temn..'i, así como también en forma colectiva en foros c-n los que he tenido la oportunidad 

de prcsenta.rlns. De hecho, el trabajo que aquí presento no hubiera llc~n.do ni siquiera a 

la mínima. claridad que pueda. posct>r si no fuera porque las idt•n.s fuC"ron n.clnre.ndose para 

mi mismo como resultado de ese diálogo. Por ello, lo que se hn.yn. podido lograr se debe 

en gran parte a los comentarios siempre pertinentes sobre todo el texto de parte de Raúl 

Orn.yen (director de tesis), Alejandro Ga.rciadic-go y León Olivé (revisores de tesis), Carlos 

Alvarcz, Ma.rk Platts y José Antonio Robles a quienes guardo profunda grntitud. Adcmfut, 

algunas de las ideas del capítulo 1 las discutí con Asunción Preiscr y Lourdes Valdivia, y 

B 



presenté resultados parciales en el scrn.ino.rio de León Olivé correspondiente a la Facultad 

de Fil060fia y Letras de la UN AM y en el seminario de Filosofía. de la. Ciencia. dirigido por 

Ana Rosa. Perez en el ln5tit.uto de Investiga.cionC!'I Filosóficas de la. UNAM. Los seminarios 

de Raúl Ora.yen y Alejandro Garciadicgo en la Facultad de Filosofía. y Letras y la Facultad 

de Ciencias de ln. UNAM rcspcctivn..rnente me ayudaron. sobre todo, para ln. elabora.ci6n. del 

capítulo 2 .. del cual presenté una versión preliminar del inciso 2.5 en el IV Congreso de la 

A.aociaci6n Filosófica Mexicana realizn.<lo en Toluca en noviembre de 1987; y ln. concepción 

que presento de los sistemas formales en el inciso 2.6 se debe. en gran parte, a la a.sesada 

que reeib{ de Ulises Moulincs para realizar unn. reconstrucción o.xiomá.ticn. de la Teoría 

General de~. M. Keyncs, IL.."f.Í como a. lC>ti sugerentes comentarios sobre ese trabajo de parte 

de Adolío García. de la Sicn%A. Con respecto al capitulo 3. agradezco la.s atinn.dn.s críticas 

que :ro.e hizo Mark Pla.tts sobre mi interpretación de \.Vittgcnstein. parte de ln. cual había. 

presenta.do como replica al t.rnbajo de Alejandro Tomn.sini en el Vll Simpo~io lnternaciona.1 

de Filosofia. del hultituto de Investigaciones Filosóficas en agosto de 1987. Con respecto 

al ca.p{tulo 4. presenté a.ntcccdcnteR de ln.s ideas expuestas en el inciso 4.2 en el seminario 

de Elia. Na.than de la Facultad de Filosofía y Letras; y las ideas sobre la nn.turalezn. de la.R 

matemáticas que aparecen incorporn.dn.s en el inciso 4.3, las discutí principalmente en el 

se:aüna.rio de Jna.temát.ica.s aplicn.dn.s que ii:nparto en ln. facultad de economfu. y el\ el curso 

de teoría. del conocitn.ient.o que imparto en la facultad de filosofía. y letras de la UNAM. a.si 

como en un sci:n.ina.rio exprofeso en el centro de matemáticas del Instituto Tecnológico de 

Durango. Sin ex:oba.rgo. la. casi t.ota.lidn.d del material que presento n.qu( es inédito, ya que 

sólo he publicado una. versión preliminar del inciso 1.3 en Análisis Filos6fico Vlll (1988) 

No. 1, pp. 19 a 35. 

En todo este trabajo, como es habitual, uso (!l doble cntrecomillndo para encerrar 

t.ítulos de arl[culos, cit.n.s textuales no sa.ngradn.s y para indicar un sentido peculiar del 

t.érm.ino entrecomillado, o.si como también, al igual que Frege. para expresar y resaltar el 

referente único de una. expresión compleja de naturaleza. funcional. Uso el entrecomillado 
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sencillo, como Frege. para referirme a la expresión mi:nna. que queda entrecomillada.. Uso 

las letras cursivas para escribir Utulos de libros. palabras en algún idioma diferente al 

español y, corno es habitual en varios de lo.~ autores trabajados, para resaltar el término 

escrito de ese modo. He reservado las barras para intercalar mis propias palabras en el 

interior de alguna cita textual de otro autor. 

Por otro lado, con respecto a la bibliografía, las obras mencionadas al final son las 

que principalmente he utilizado; la traducción que cito de textos en otros idiomas es de 

uú entera responsabilidad, aun cuando ha.ya utiliza.do también versiones españolas de la 

xnüu:na. obra. Dado que existen inumcrables versiones de los trabajos de vn.rios de los autores 

rnan.ctia.dos, he preferido, cuando la.s obras se prestaban para ello, dar las referencias de 

éstos en base a capítulos, incisos y versículos de u.so universal, más bien que en base a 

páginBB de alguna versión en particular. 

Agradezco el apoyo moral, bibliográfico y el uso de ln.s computadorns al Instituto de 

Investigaciones Filosófica.o¡ de la UNA?l.f. donde principalmente realizé In. pr~sentc investi­

gación, as[ como tainbién al Instituto Tecnológico de Durango que., por intermediación de 

loa ingenieros .Jesús y Frn.ncü.co Rubn.lcn.ba así como 11. los miembros del Ln.born.torio de 

Quimica.,tne facilitaron el a:rnbiente !. la infraestructura que requerí durante mi estancia 

en Durango, donde redacté la. mayor parte de este trabajo. Agradezco también a las facul­

ta.des de economía y filosofín. y letras de la UN A!\.l el permiso con goc.~ de sueldo que me 

concedieron durante el semestre 88-1 para. dedicar todo mi tiernpo y csfurzo n. la conclusión 

de esta investigación. Y, por último, debo grnn parte de mi tranquilidad, entusiasmo y 

a.poyo bibliográfico en Durango al invaluable apoyo que desde México me brindaron My­

riani Rudoy y Mayahuel Serratos a quienes guardo profunda gratitud. Agradezco también 

a Myriwn Rudoy la revisión final de mi incorregible estilo. 
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CAPJ:TULO 1 

LA DEFl:NICl:ON DE NU~R.0 EN GOTTLOB FREGE 



1.1. El programa. frcgcano. 

Hoy día se conocen múltiples cosa.s acerca de los números: los matemáticos han ido de­

scubriendo desde la antigüedad sus múltiples propiedades y relaciones; y hoy se aceptan 

varias clases de números como los primof>, los irracionnlrs, los imaginarios, los transfinitos, 

etcétera, y se sabe cómo usarlos para muy varindos propósitos prácticos, c6mo mandar 

hombres a. la luna. o construir puentes. Sin ernbargo, hasta donde conozco, nunca antes 

de los Fundamento~ de la Aritmética de Gottlob Freg~ !'\e había detenido alguien de una 

forma. tn.n seria y sistemática a tra.tnr de contestar la. prc~untn. ¿qué son al fin de cuentas 

los números? Es por eso, just:u:nentc, que nuestro estudio comienza por el análisis de la 

rcapuesta dada por Frege en Ja obra mencionada. 

Habrá que acln.rn.r que no rnc detendré n. examinar con el misrno cuidado todo lo que 

Frege dice sobre los números en ésa u otras obras; particularmente, no diré nada nuevo 

sobre su forma particular de reconstruir In. aritrnética.; en can1bio, dedicaré un buen espacio 

a discutir las distinciones conceptuales que le sirven de base para su definición de número. 

De hecho, Frege mismo no obtiene su noci<'>n <le númC"ro a pnrtir de su reconstrucción 

de la n.ritméticn; sino, u11í.s bien, "intcntt.."n1os ver -dice- si la..-; propic<la.dcs conocidas de 

los números se derivan de nuestra definición de mímcro .. (Frcgc [188·1), inc. 70). Pnra él, 

deducir lóp;icnmcnte las leyes de In. aritmética a partir 1lc su definición, si ésta no puede 

omitirse~ es unn pruebn de que dichn. definición <la en el blanco; pero, prcvian1cntc n. ese 

trabajo que intentó en sus Leye.'f Dd.,ica3 de lu. Aritrnética, discutió con bastante amplitud 

el o.para.to conceptual que utilizó en torio su trabajo. Así pu<'s, trataré de rnostrar en lo que 

sigue que un análisis que clarifique sus distinciones concrptualcs nos ayudará a entender 

de manera más apropiada que ha.sta ahora lo que encierra e.u definición <le nú1nero. De 

hecho, nos valdremos de ese análisis para presentar una interpretación hasta. cierto punto 

novedosa. de la noción fregenna de número, así como para estudiar, en el cnpít.ulo siguiente, 

SW!I límites y akn.nces. 
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Ahora. bien, para. no sacar de contexto la definición fregcn.na, recordemos que Frege 

se hace la. pregunto. por el número al interior de un propósito más amplio: fundamentar la. 

aritmética.1 ¡ es decir, 
dema•trar can rigor, trasar con precisi6n lo• limite• de valides -de Ja aritm~tica- y, 
para poder hac'"'r todo esto, comprender e1<actament.,, los concepto•··· Si pro•eguimn• 
por este camino deber.1'. conducirno• al concepto d ... ndmero y a lo• •nunciados rnli.• 
aimples v.1'.lide>11 para lo• ndmeros entero- po•ilh•o•, que con•tituy•n la base de toda 
la arHmfllca (Frege [1884], inc•. l y :Z). 

De esa. forma, Frcp;e espera dirimir también la cuestión filosófica ncc-rcn. de In. naturaleza a 

priori o a po"teriori, .sintética o analítica de lns verdades aritméticas; habiendo aclarado 

previa.mente que debemos ton1ar por analíticos los juicios que pueden reducirse, en última 

instancia., a definiciones y leyes lógicas g:cnernles. Pn.rn. lograr estos propósitos, Frege se vió 

en la necesidad de desarrollar básicamente dos línea..~ de investigación: 1) ampliar la lógica. 

clásica. en los puntos que consideró pc>rtinentcs para seri.·ir de ha.se a la fundamentación 

de la aritmética; y 2) hacer un análisis del lcngunje que le permitiera crear un npnrn.to 

conceptual suficientemente rico y preciso como para poder albergar In. aritméticn.. 

La. primera investigación culminó en su Conceptografía, que es In. primern exposición 

axiomática, completa.mente forrnalizadn.,. consistc-ntc y cornplcta del cálculo proposicional, 

y en donde introduciendo los cuantificadores contiene t;unLién un !iistcmn. c..>mplcto del 

cálculo de predicados <le primer orden. Ahí rnisrno, y en otros artículos sobre el tema, 

Frege hace tn.mbién importantes nclarn.cioncs sobre el sentido 1nisrno de la lógica. Según 

él, la lógica dicta leyes gc>nerales que conectan enunciados de todo tipo; y, en tanto que 

Jos enunciados expresan pensamientos, la lógica. es la ciencia. de lns leyes generales del 

l Esto se había h•cho •entir como una tarra i1npo•t<'rg.o.blt' a rn.Í• dC' <:rítica.• <"Olnn 14• qur, ¡1ur .. jrtnplo, 

Berkeley le hace al dlculo de N•wton •n Tht: Analyst (173~). y que h.o.b(.o.n impul•ado la llamada 

arilmetiaacldn del análi•i• inici•da •obre todo con l<>• trabajos Je Cauchy y \\'ci,.r•lra .. •; lo• cu .. lc•, tratando 

de evitar•- lntuidone• g"'om.!lrica• y 1 .. inchui6n de el•m•ntoe dinámico• (•n la v•r•i6n newtoni-.na de 1-

Cunclonir•). bu•cab .. n regr,..•ar al ri1tor deíiniendo con toda pr..,ci•ión nncionr• como la de función apelando, 

per .. silo, ..óla a noclone- numfrlca•. 
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pensamiento; y son genero.les, en tanto que no se refieren a. ningún campo específico del 

conocimiento. En esos términos, el concepto de analiticidn.d adquiere en Frege el siguiente 

significado: un enunciado es analítico si es un enunciado de Ja lógica o se desprende de 

definiciones y enunciados de la lógica y. por consiguiente, no exprese ning~n conocimiento 

de un campo particular. Vistas así la.s i:osns. si los juicios de la aritinética son analíticos, 

eso significa que la aritmética rs única.mente una rama de In. lógica, que se puede obtener a 

partir de ésta y ciertas definiciones. Esto es, por cierto, lo que se denomina In tesis logicista 

de la aritmética que contiene dos subtcsis: 1) los conceptos aritméticos se pueden definir a 

partir de conceptos puramente lógicos; y 2) ln.s afirmaciones aritméticas se pueden inferir 

de tales definiciones y puras leyes lógica..."f. 

La segunda línea de investigación se ve exprcsadn. en una serie de artículos como 

.. Función y concepto", "Sentido y referencia", .. Concepto y objeto", etcétera. En ellos 

aclara que, en primer lugar, le parece in.suficiente In. caracterización clásica de los juicios 

:mediante expresiones compu(~stns de términos que designan sujetos y predicados. Estos 

términos Je parecen engañosos y prefiere identificar los juicios mediante expresiones com­

puestn. de términos pa.ra designar objetos y conceptos, yn. que de esa forma. es posible 

distinguir juicios que con la anterior caracterización serían indistinguibles. Por c-jcmplo, 

los juicios "Fido es un perro" y .. el perro <~s un ani1nal .. están expresados igualmente me­

diante un sujeto y un predicado; pero, n1icntrn.s en el prin1ero se afirma que un objeto 

cae bajo un concepto, en el segundo se afirrna. que un concepto cst<i.. subordinado a otro 

concepto más amplio. Como lo mostró Frege, la relación de un objeto que cae bajo un 

concepto es muy diferente a ln. relación de subordinación entre conc<-'ptos (Frege [ISO:?bJ): 

esta última es transitiva, mientras que la primera no lo cs. Así pues, le parece más im-

portante distinguir entre objetos y conceptos, y no tanto entre sujetos y predicados. Por 

otra parte, también considera importante distinguir entre el sentido y Ja referencia de un 

término ya que podemos referirnos a un mismo objeto mediante símbolos que tengan dift..'­

rente valor cognoscitivo; es decir, mediante lo~ cuales se expresen conocimiento~ diferentes 
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sobre el objeto en cuestión. Por ejer:nplo, podemos referirnos al planeta. Venus mediante 

las expresiones •1uccro de la mañana.' y 'lucero de la tarde' que nos transmiten diferentes 

conocimientos sobre el mismo objeto Venus. La referencia de esas expresiones es el objeto 

al que a.puntan, es decir. el planeta Venus; mientras que el sentido de en.da una de ellas 

es algún atributo que nos permite identificar dicho objeto. En consecuencia, cuando Frege 

se propone definir los números en Lol'J Fundamento.• de la Aritm¿tica es muy importante 

aclarar si los juicios sobre nli.rncros están afirmando algo sobre objetos, o sobre conceptos; 

e, igualmente, es necesario distin~uir el referente <le los términos usados para dcsignR.r 

números, de los sentidos que put!den estar a._o;;ociados con ellos. 

Ahora bien, para Frege, con las definiciones no crca1nos conocimiento, sólo damos 

reglas acerca del significado de símbolos. Dado que lo rnii.s hnporta.nte que podemos definir 

dentro del 5istema. frcgcano son objetos y conceptos, bast arñ. con a.clarnr las definiciones 

para unos y otros ... Una definición de un concepto -dice Frege- debe ser completa, debe de-

terminar sin ambigüedad para. cualquier objeto si cae o no bajo el conct!pto" (Leye" Dá:n'ea" 

vol. II, inciso 5G en Frege [lOSOa]). Y con respecto a los objetos dice: .. introducimos un 

nuevo nombre -de ohjrto- por medio de una dcfinici{in estipulando que tiene el mismo 

sentido y ln. misma. denotación que alg-ún nombre compuc,,;to de signos familiares" (Frege 

(1893J, inc. 27). De modo que para Frege las definiciones son siempre explícitas e incluso 

se presentan generalmente en ln. forma de una. igualdad con el dt:finit:n:J de un lado y el 

definiendum del otro. 

1.2. Definición Crcgeana. de número. 

En Lo" Fundamentol'J dt: la Aritm¿tica Frege comienza por revisar algunas ideas sobre el 

núnicro que se encontraban dispersas en las obra .. s de autores como Euclides, ~lill, Dcrkclcy, 

Leibniz, Kant, .lcvons~ etcétera, a Ja. luz de Jo que le parece incuestionable con respecto 

a la naturaleza de los números. En primer Jugar considera que, en general~ Jos conceptos 

Y objetos matemáticos poseen una fuerte determinación y solidez que contrasta con Jns 
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imágenes mentales que surgen confusamente de impresiones internas y sensoriales. Eso 

descalifica, para Frege, cualquier intento subjetivistn. de apoyar la noción de número en las 

percepciones sensoriales como lo hace ?-..till,. o incluso en las intuiciones kantianas. 

En segundo lugar, considera que hay una coníusión en las ideas de Euclides, apoyadas 

en las de Arist6t~lcs cuando éste afirma que .. un número es una multitud compuesta de 

unidades ... -donde- la unidad es aquclto en virtud de lo cual cada cosa que existe se llama 

uno'" (Euclides [s Ill ac] defs. lib. VII); o, en palabras de Aristóteles, "la unidad es el 

principio del número en tanto que número ... -y- el número es unn multitud de mónadas"' 

(Aristóteles [s IV acJ lib. X, cn.p. 1). En efecto medinnte Ja.s unidades se individualiza 

cada. cosa que existe, y en ese caso, afirma Frege, el número 5. por ejemplo, sería la suma 

de cinco unidades o mónada._<.¡ diferentes, de tal suerte que tendríamos que expresarlo de 

la siguiente forma : 5 = la + lb + le + ld + le, donde la -:¡f. lb -¡6 le, etcétera.. Sin 

embargo, mn.temáticn.mentc 5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1, donde 1 = l. Por lo tanto, concluye 

Frege, hay que distinguir el número 1, de la.s. unidades; el número 1 es único, mientra.e¡ que 

las unidades pueden ser muchas. En ese sentido, el l es un objeto; nlicntras que unidad es 

una propiedad de los objetos toinn.dos individualmente. 

En tercer Jugn.r, en contrn de Ja teoría empirista de J.S.~1ill, Frege observa que: 

El ni1mero no •• ah•tr•e de I•• co• ... • la. man .. ra d<"I colo.,, "'' pe•o, I• dur•••; no 
•• en el •01ntido de #•tO•, una P"opi .. d•d de la• co•••·· Y• <¡Ue •i ,..,.;amino uno y el 
ml•mo f..,ndmeno externo, puedo decir con i,;ual verdad: aqu( "•tá.n 5 comparíia• y 
aqut ••~n 500 hombr .. •; con .. 110 no • ., alt .... a ni ..,¡ individun ni ,.¡ ªC""'.Cªdo, •ino rni 
denominación -como, por cierto, ya lo hn.hía nlarrv•tln Brrkrley-; y e•o •Ugi""""• que 
el contenido de un enunci ... do J.., nUrn .. ro• ... una afirrnaci6n, no •ohr .. un ohjeto, •ino 
•ob.,e un concepto (Fr .. ,;e [lSH4]. inc. 4fi). 

A.Dí pues, de acuerdo a lo nntcrior, Frege propone la .siguiente definición de númcro2 : 

por con•i,cuiente defino: 

el ndm"ro qu" co.,.,r.ponde •l concepto P, ... la e1<t .. n•idn -alcanc .. , t. .. m.aulo o a.mpli· 
tud- del concepto ªequinurnt!rico -o de igual ciíra- en con1paración al concepto ¡.•• 

(Fre•e (Unl•I. lnc. 6H); 

En alem6.n: lch d.,finlre demnach: die An1ahl, Welche dem Heg:riffe F aukommt, i•t. der Umfang de• 

Decrlff'e•, •clelchaahllg dem D•griff F'". 
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que no resulta del todo clara debido a que los términos empleados tienen un significado 

especial dado a través de la obra fregeana. 

Loe intérpretes de Frege, entre los que destacan Durn.mctt (10G3J y [1081] y Sluga 

[1980), han estado discutiendo hasta In fecha lo que Frege quiso expresar con tales términos. 

En particular, In. expresión que hn. recibido intcrprctnc:iones más diversas es, tn.I vez, la 

de "extensión de un conceptoft que Frege us6 múltiples veces, pero que evadió clarificar 

explícitamente. Por un Indo, define el número como In extensión de un concepto. Pero, 

por otro, en la nota correspondiente n dicha definición, presupone que se sabe lo que es 

la exten..-.i6n de un concepto, y n.firtna qur. inclu~o podría evitarse el término 'extcnsi6n'; 

lo cual es reafirmado al finnl de sus Fundarnt!nto." diciendo que "en todo esto suponemos 

conocido el sentido de la expre~i6n .. extensión de un conccptoft, -pero insiste- no doy 

una importancia decisiva a la utilización de In. extensión de un concepto" (Fn·gc [1884] 

inc. 107). Estos comentarios han llevado n. algunos intérpretes como Imbert a. sostener 

que, "'si en rigor se podrían dejar de mencionnr explícitamente las extensiones, puesto 

que están estrecha.mente ligadas a. los conceptos,... se infiere que el concepto es n. la vez 

pensado y definido extcnsionnlmente por Frcp;e (Imbert !HJ72J, cnp. 9, inc. 2, en Frege 

[1972bJ, p. 179); que contrasta con los comentarios de Ilussell de que Frege tiene una. 

"'teoría intcnsionn.l de clu.ses --o extensiones-, y considera. el número como una propiedad 

del conceptt><:ln.se, no de In. clase en extensión"(Russell {l!J03l inc. 404). 

Lo cierto es que Frege definió el núzncro corno la. extensión. de un concepto; y, aunque 

él mismo sugirió <¡uc podría evitan.e lo de extensibn? rcahncntc nuncn. <lc>sarrolló esa posi-

bilidad. Ciertamente podemos aceptar que las mi.s111u.s cosa.s puc<la.n <.h·cirsc de forma 

diferente; pero eso nos obligaría, ca.si siempre, :.¡obre todo en sistema."> tnn interrelaciona-

dos com.o el de Frege, a redefinir los términos empleados. Así pues, tornando ln..'i cosas tnl 

como fueron dic:hn.s por Frege, considero que e..o; apremiante una clarificación de la definición 

fregea.na en términos de la extensión de un concepto. Misma que desarrollo n. continuación. 
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1.3. Aclaracl6n del voc.a.bularJo f'regenno .. 

As! pues. intentaré aclarar Jo que Frege entiende por 'extensión de un concepto .. para. Jo cual 

defenderé una interpretación particular de Jos términos fregca.nos 'concepto' Y •ex:tensi6n ', 

as! co:cno de otros dos estrechamente vinculados: 'función• y 'curso dC? valores'. Frege di6 

ciertas definiciones intuitivas de 'concepto' y 'extensión' en términos de Funciones y cursos 

de valores. Sin embargo, esto acarrea complicaciones en el sistema fregeano ya. que, al 

parecer, Frege definió 'concepto' al decir: .. llarné concepto a una función cuyos va.lores son 

siempre valores de verdad, y ésta -dice- podría ser tomada. como una definición" (Frege 

[1979) p. 89); pero, por otro lado, Frege especificó que las definiciones se expresan mediante 

igualdades, y .. a un lado del signo de igualdad no puede estar nunca Ja designación de un 

concepto, ... sino que siempre habrá. que designar o aludir a un objeto" (Frege (1895b), 

p. 120 de FC"ege fl979J); de tal suerte que, tomando esto en cuentn., no podríamos definir 

el término 'concepto' si por él queremos aludir al concepto frcgcn.no. En consecuencia, 

con el propósito de esclarecer todos esos términos no me apoyaré únicnmcnte en ~ns 

.. definiciones", sino que las tomaré, al igual que otras afirmaciones de Frege sobre esos 

términos, s6lo como "indicaciones que nos hacen <"ntcndcr Jas pnlabrns como se pretende" 

(Frege [1802b), p. 43 de Frege [lOBOal). 

1.3.1. Los términos "Funktlon~ y "Bcgrlff' .. 

Ven.mas, en primer Jugn.r, en qué sentido usa Frege Ja expresión 'Funktion' o 'función'. 

Frege aclaró lo que él entendía por 'función• desde La Conct!ptogra/ía en los siguientes 

ténninos: 
Si penaamo• I• c:ircun.C.•ncia de que el hidrd1:.-no •• rn~• liviano qu• al anhldrido 
c•rbdnlco, C!'nlonc:ea en el lu&ar del alrnbolo d•I hldrds.-no podemo• ponef' el etmbolo 
del Oll.l&eno o del nltrd1:eno. Al h•c:er ealo, ae c:~bia •I aentido de maner• que 
oxigeno o nitrdgeno aparecen •n la vinculación en la qu., ante• estaba hldniseno. Al 
pensar de eat• manera la exprealdn como vaf'iable, •e d•ac:ompon• la. mbma. en un 
componente estable, que r•pf'e•enta la. totalida.d de la.. vlncula.cionea, y el ahnbolo, 
conelderado como reempla.aable por otroa, que alcninca •I obj .. to qu .. •• .. ncuentra en 
••ta.. vlnculacionea. Al primer componente lo llamo íuncidn, y al di timo •u argumento 
(Frege (1879J inc. O). 

Posteriormente, en .. Función y concepto", dice: 
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Reconocerno• la funcldn en una expr-.dón en •lrtud de que la pen•arno• ••parada; 'T 
se ln•ln.Sa por •u e•tructura una po•lble aeparacldn de ••t.• tipo. L- d09 partea en 
que •e -para la •>eprealdn, el •frnbolo del arcumento )' la expre•ldn de la funcldn, no 
aon de la nsl•ma e•pecie; pues el arcurnento •• un todo cerrado en •f, mlentr .. que 
la funcldn no lo •••••• Y lla1namo• valor de la función para un argumento, a lo que 
re•uha de completar la funcidn con e•e arcum•nLo. De e•a manera. por ejemplo, 3 
••el valor de Ja funcidn •2x2 + x• para el arcumento l, ya que t.enerno• 2(1) 2 + (l) 
- 3 (Fr-.ce flB!;H), pp. 2<111 y 25 de Ftece {1080aJ). 

Una función es el referente de una expresión con espacios vacíos que es él mismo una 

entidad con huecos. e:!'I decir. incompleta.. Los objetos, en cambio, son Jos referentes de 

espresioncs saturadas que son ello:!'! mismos entidades completas. En el sistema fregea.no, 

las ca.tcgoría.s de "'función" y "'objeto .. son mutuamente excluyentes ya que mientras una 

función es algo incompleto, un objeto es a.Jgo completo. Frege también habla de funciones 

de segundo nivel, es decir, funciones que toman como argumentos otras funciones. Sin 

embargo, estrictamente hablando, una entidad incompleta no puede completarse con enti­

dades ta.xnbién incompletas porque subsistirían los huecos de estas últimas; de tal manera. 

que, al fin de cuentas, no obtendríamos un valor que es un todo cerrado. Así pues, para 

que pueda cornpJcta..rse una. entidad que tenga huecos, se requiere llenar éstos con enti­

dades completas, es decir, con objetos3
• A partir de una función, ciertos argumentos se 

vinculan con determinados valores; pero, en general, serfa fácil mostrar que una misma 

vinculaci6n podría lograrse de diferentes modo:t. Por ejemplo, la vinculación del 1 con el 

2, del 2 con el 4, del 3 con el O, cte. se puede obtener a partir de diferentes funciones tales 

como "'2x" • "'4:r:/2" • -2:r: 2 /:r:.,, etcétera; es decir, que para vincular esas parejas de nÚmC!ros, 

puedo obtener el segundo número multiplicando el primero por 2, o multiplicándolo por 4 

y dividiendo el resultndo entre 2, etcétera. En Frege, las funciones no son exclusivamente 

matemáticas ya que encontró que gran parte de ln.s expresiones del lenguaje ordinario 

tienen una estructura. sllnilo.r a las expresiones que se usan en matemáticas para hablar de 

3 E•I.• diftcull.ad la tral.arerno• mil• arnpllarn•nte al explicar lo• concepto• que •on un tipo l!'•pecial di!' 

funcione•, ya que Frege rni•mo ae l!'..:playd mil• con re-•p•cto a elloa en e.te aaunto. Sin embar¡co, lo que 

dlcaznoa re•pecl.o a lo• conceptos de •egundo orden valdr.f. ta1nb¡~n P•r.a la.. funcione• de aecundo orden. 
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laa vinculaciones entre los objetos maternáticOl!!I. Sin embargo, él usa el término 'funci6n', 

no corno los nlD.tcmáticos para referirse a la vinculn.ci6n m.isma entre objetos, sino para 

referirse a. la idea. más priniitiva. de un modo a partir del cual puede construirse dicha 

vinculación. Según eso, una función es sólo un modo, entre otros posibles, a partir del 

cual puede obtenerse cierta. vinculación entre objetos cualesquiera. En re-sumen, podemos 

decir que una funei6n se expresa m.cdiante un esqueleto que permite vincular nombres de 

objetos y es una forma o un modo como pueden vincularse. Esta forma de ver la.s funciones 

fregeann.s como modo~ de vincular objetos es, hasta donde he podido investigar, una in­

terpretación novedosa; debido a eso, m.e permitiré ilustrar los diferentes tipos de funciones 

mediante una serie de diagramas que pretenden aclarar esta interprcta..ci6n. 

Frege clasifica las funciones, en primer lugar, de acuerdo con el número de objetos o 

a.rguinentos que requieren para producir su valor correspondiente: hay funciones de uno, 

dos o rnás argu:r:nentos. En segundo lugar, clasifica las funciones de acuerdo a si sus valores 

son objetos cualesquiera o si única.mente tienen valores de verdad: a las primeras la.s llama 

funciones no proposicionales y a las segundns, funcionel'I proposicionales. De acuerdo con 

ésto, una función no proposicional de un argumento podría estar representada de la xnanera 

siguiente: 

() () 

* () -() 

* () () 

* 

donde los espacios vac(ol!I de la izquierda. representan huecos en la función correspondiente 

que pueden se llenados por diversos objetos; los espacios vacfos de la derecho. representan 

los huecos de la. funci6n que son llenados por objetos llamados valores; donde las ftechn.s 

horizontales representa.n la vinculación de ea.da argumento con el valor correspondiente 
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de la. función¡ las flechas verticales intentan expresar que se trata de una misma. función 

que permite vincular diversos argumentos con diversos valores; y los puntos suspensivos 

verticales indican que esa función permite vincular no sólo tres argumentos con tres valores 

{de acuerdo a las tres flechas horizontales). sino, teóricamente, infinitos argumentos con 

infinitos valores. 

Una. función no proposicional de dos argumentos quedaría representada por el siguiente 

diagrama: 

()-()---() 

* ()-()---() 

* ( )-( )-*---( ) 

donde los dos huecos de la izquierda tendrían que ser llenados con argumentos para poder 

obtener el valor correspondiente de la. función. 

Ahora bien, por- otro lado, ¿qué entiende Frege por 'Begri"ff' o 'concepto'? Antes 

de Loll Fundarnentoll de la Aritmltica hab{a sot.tcnido que .. al do.r el mismo sfmbolo a 

cosas diferentes aunque similares, propiamente ya no designamos la cosa individual sino 

lo que tienen en común: el concepto" (Frege [1882]. p. 210 de Frege [1D72a]). Según esta 

idea, el concepto sería algo que puede ser común a varias cosas individuales. Aquello que 

comparten varias cosas individuales puede ser una propiedad como ser rojo o frío, también 

puede ser una relac:i6n que los vincule, o tal vrz, incluso, algún objeto o circunstn.ncia 

comunes. Como podemos notar esta caracterización de concepto es todavía muy vaga. En 

su obra posterior Frege precisa su idea, y da algunos criterios para distinguir los conceptos 

de los objetos, y de las relaciones. Sobre éstas afirma que tanto los conceptos como las 

relaciones aon funciones proposicionales; pero mientras que los conceptos requieren de un 

solo argumento para generar un valor de verdad, la.s relaciones requieren de dos o más 
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iLrgumcntos. Por otro Ja.do, los conceptos, al ser un tipo especial de funciones, son algo 

incompleto diferente a cualquier objeto. Con respecto a esta última distinción afirma: 

•l'I concepto, como )'o entiendo I• palabr• e• predicativo (e• la reíerenci• de un pr..,.di­
cado crarnatic•I) .•• D•cimo• que aleo cae bajo un concepto en '••t• hoja e• ..,erde"; .•. 
Yo s:nbmo he ••ñalado -tamhi~n- que un concrpto pu.de c-r h•jo uno euperior ..• 
-Sin emh•rco, con eeo no ee borra la diíC'rencla entre concrpto )' objeto;- )'• que un 
nombre de objeto, un nombre propio, e• totalmente incapas de eer utilisado con10 
predicado gramatical (Fr .. ge flBO:ZbJ, pp. <13 y <14 de l-"rege /lOBOa)). 

En la terminología de funciones, los conceptos son funciones proposicionales de un sólo 

argumento que generan el vnJor .. verdnd"' cuando tomnn como argumentos los objetos que 

caen bajo el concepto, y producen el valor .. falso .. cunn<lo toman como argumentos objetos 

que no caen bajo el concepto. Así, por ejemplo, .. x es hombre" es una funci6n-c::onccpto 

en tanto que es una manera <.le vincular .. .Juan" con la verdad, "Felipe~ con Ja verdad, .. la 

luna." con Jo falso, etcétera; en tanto que la. '\"crdnd es Jo que se obtiene al con1pletn.r la 

función "x es hombre" con los argumentos "Juan"' y "Felipe". y lo falso es lo que se obtiene 

al completarla. con nrg:umentos como "la luna..,. En esos términos, un concepto o función 

proposicional de un argumento se podría representar de In siguiente manera: 

()--'.. 

1 J 

()--/' 

~ 

()------'.. 

11 

()------/' 

donde la.a líneas más cortn.s generan la verdad para los argumentos correspondientes y las 

líneas .más larga.a generan lo falso, tratando de expresar que los argumentos que generan 

la verdad tienen una Yincula.ción más estrecha con la función puesto que son los objetos 

que caen bajo la función-concepto. 
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Para. no abusar de los diagramas, creo que con los anteriores bastnrií. pn.ra aclarnr de 

qué forma se pueden expresar con ellos las diferentes clases de funciones. Sólo quisiera. 

añadir que para rcpr<!scntn.r diferentes funciones que permitan vincular los mismos obje­

tos se podría. usar din.grama..."' que tuvieran la tnismn. figura, pero rnicntrn...o;; uno estuviera 

formado por líneas sencilla.s, otro estaría formado por línen..s ondula.das, otro por líneas 

punteadas, etcétcrn, trntn.ndo de expreso.:- que las diferentes formas de vincular los mismos 

objetos, por tener, según el nüsmo Frcgt.', un carácter intcnsionnl, pueden tener diferencias 

muy sutiles. 

La terminología (y, parn.lcln.mente, la ontología) fregen.nn. no está exenta de dificul­

tades, como ya lo mencionamos de pasada. ~obre todo cun.ndo se quiere, o se necesita, 

hablar de algún concepto. Este es, justaxncnte, el cn...-.o nada menos que de la definición 

de número que enuncia una propiedad de los conceptos. Frege adopta un punto de vista 

lingüístico medin.nte el cual distingue en su ontolop;ía los conceptos de los objetos. Los 

nombres propios, como •.Julio César' o la.s expresiones que conlienzn.n con un n.rtfculo de­

terminado singular como •el cone'.epto caballo', designan un objeto singular y son incapaces 

de poncn>e en plural. En efecto, no podemrnt decir con S•~nti<lo 'los Julio César• o 'los con­

ceptos caballo'. Los nombres propios no pueden u.trihuir~e a varios individuos, yn. que son 

una. forma de sciialu.r un objeto singular~ inicntrn...o; qnc, por otra parte, los predicados grn­

mn.ticn.lcs como ~- es caballo'. que se distinp;urn porque pueden ponerse en plural diciendo 

1
- son caballo_,•. e ig:un.lrncntc pueden uSlLrSe con los artículo~ i11d<.!tcr1ninado~ diciendo •- es 

un caballo', no designan un objeto singular, sino un concepto. En. e.se sentido, un concepto, 

en tanto que es el significado de un predicado gra1natica.l, e:. n.l~o dif(.•rcntc de cualquier 

objeto singular. As¡ pues, con respecto n. este punto, hay <.-n In ontología fregcana, por un 

lado, objetos y, por otro, lo que se predica de los objetos. 

Esta dificultad hn llevado n. algunos a sostener que dentro del sistema frcgcano .. no 

podernos nombrar los conceptos pn.rn. hacer afirmaciones sobre ellos" (Valdivia. [Hl84J, p. 
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308 de Alva.rez. Dronca.no y Quintanilla [19841). No obstante, Frege afirmó que "'en in­

vestigaciones lógicas, no pocn.s veces es necesario enunciar algo sobre un concepto"' (Frege 

[1892b]. p. 46 de Frege [lDBOaJ); e, incluso, cosas muy importantes para el programa 

írcgca.no: ""He dicho en los Fundarnentol!f -precisa Frege- que la asignación de un núrncro 

dice algo acerca de un concepto; hablo de propiedades que pueden decirse de un concepto, 

y adID..ito que un concepto caiga bajo uno superior .. (Frege f1802bJ, p. 48 de Frege [1980a]). 

Aunque, por otro lado, para marcar tanto la diferencia como la semejanza dice z::ná.s ade­

lante: ""un objeto cae bajo un concepto de primer orden, y un concepto cae en un concepto 

de segundo orden. La düereneia entre con_cepto y objeto -recalca- sigue siendo, pues, com­

pleta.mente tajante"' (Frege j1892bJ, p. 51 de Frege !H>SOa]). No obstante, Frege mismo 

vió con bastante cln.ridnd la dificultad en la que estaba. metido al decir estas cosas: 
La uaLurale•a predica.th•a d•l conc•pto -dicr- •• un 1:ran obat4.culo para la expreaidn 
adecuad• y para Ja compren•idn. Cuando quiero habl-.r de un conc ... pto, el lencuaje 
me fuer.a con violencia caal in•O•layabl• a una exprc•idn inadecuada, con lo cual el 
penaanalento queda ob•cur•cldo, c-i dirla fal•eado (1-~r.,"'e !tM9SbJ, p. 119 de Fre11:e 
1uno)). 

Denno Kerry, ni que contesta. Frege en su artículo .. Sobre concepto y objeto", había 

sugerido que objeto y concepto eran relaciones relativas como las de padre e hijo. De 

esa nia.ncra, cierta. entidad z podría ser concepto {o padre) con respecto a otra entidad 

y, y también podría ser objeto (o hijo) con respecto a otra entidad .::. Frege rechazó esta 

interpretación porque para él ltl.!i entidades de su ontología tion objetos o conceptos no de 

acuerdo con el papel que puedan jugar unas respecto a otras, ni de acuerdo a.luso que pueda 

hacerse de ellas, sino debido a su propia nuturalcz con1plcta o inicomplcta. Frege mllimo 

propone otra solución al problema referido sug:iricndo que cuando queremos predicar algo 

de un concepto, 
el concept.o no puede por ª" nal.urale•a predicatJ,,.a, apar..,ccr ain rnú -1, •ino que 
prhnero t.len• que aer trana(onnado en 1.1n objeto, o dicho mú ••acta.rn•nte, d•bc 
aer r•pr•-al&do por un objeto que d•alsnamoa mcdlant• 1- palabra• antepue•taa 'el 
concept.o• (Fre.c• l1892bJ, pp, 46 y 47' de Prege (Uuio .. J). 

Por ejemplo, en la. expresión "el concepto caballo es claro'. ... el concepto caballo"' sería el 

objeto que representa al concepto "-es un caballo'". En ese sentido, ni parecer, In ontología 
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fregeana tendría categorías mutuaznente excluyentes como las de objetos y conceptost y, 

sin e:cnba.rgo, dichas categorías, tendrían también ciertos vínculos entre sí. Un concepto, en 

tanto que es predicativo, es decir no saturado, no puede ser un objeto; pero, al parecer, un 

objeto. que Uania.rcmos obie.to-eoneeptua.l, podría repreienta.r al concepto. Sin embargo. 

cuando noe referirnos al objeto (entidad completa) que representa un concepto (entidad 

incompleta). en realidad nos queremos referir n.I concepto mismo (es decir, a una entidad 

incompleta); de tal suerte que, n.l parecer, de todas formas el concepto en cun..nto tal se nos 

escapa. 

Por una clert.& nec.,•id•d llngül•llc:• -•finnó Fr.s-, mi expre•ión, loma.da lil.,r•l­
llSl•nle, no corre•ponde a vece• a.I psneamienlo, &I nombrar un objeto CU•hdQ se quiere 
slpiflcar un cQnceplo. Me haso plenamente con.ciente de •pelar en edo• c .. o. a la. 
co11nprwn•lón blenlntenciona.da del lector"' (Frege (lag::J:bJ, p. 5• de Frege f1gBOaJ). 

De hecho, esto es sobre todo porque el objeto, en tanto que es completo, no es capaz 

de representar cabalmente algo incompleto; es decir, no puede ser una imagen idónea de 

algo que es contrario a ella misma. Un representante idóneo, como afirma \Vittgenstein 

en el Traetatu"'• debe tener nlgo en común con su representa.do. Pero, si al predicar de 

un concepto no predicamos de éste ¿entonces de qué estnrfarnos predicn.ndo? As{ pues, 

todo esto sugiere que Frege ha. quedado atrnpndo en sus propias redes, y que, como dice 

Valdivin., dentro del sistema. fregcano, no puede decirse nnda sobre los conceptos. 

Terence Parsons (Parsons [1084]) ha. propuesto otra. solución que consiste en divorciar 

Ja sintaxis superficial del lenguaje natural. de su sintaxis 16gica preservando. por supuesto, 

una rníninl.B. relación entre ellas. Pnra ello sostiene que Frege ... cuando explica su punto de 

viste., práctica.mente siempre habla informal o metnfóricn..mcnte o de unn. manera indirecta" 

(Parsons f1984J. inc. IV). Me parece que esta CM unn vía interesante, y Frege mismo da 

pie para ella cuando e.pela a la "comprensión bienintencionada del lt..-ctor" (Frege f1802bJ, 

p. 54 de Frege f1080a.J); pero creo que este terreno es muy resbaladizo ya que no siempre 

es claro en qué m.omentos Frege está. hablando metafórica.mente, y podríamos fácilmente 

caer en la tentación de acomodar la.s afunlacioncs fregennas a nuestra conveninencia. Así 
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pues, en vez de profundiza.r en esta posible soluci6n, propondré en seguida una solución 

lllás sencilla y más cercana a la propuesta del mismo Frege que nos permite hablar, dentro 

de un sistema fregeano ligeramente ampliado, al menos de la parte de los conceptos que 

se necesitn.n para. la definici6n fregeana del número. 

Ahora bien, si por un lado, los conceptos y los objetos son catcgor{aq mutuamente 

excluyentes, y, por otro, Frege se permite hablar <le los conceptos mediante objetos re­

presentativos y debe apelar n la comprensión bienintencionada del lector, pienso que el 

sistema frcgcano podría. corregirse sin forzarlo excesivamente proponiendo la existencia de 

ciertas ... entidades conceptunles" expresadas, por ejemplo, mediante el término caballo; que 

no serían ni conceptos ni objetos, sino algo lógicamente más simple; es decir, aquello que 

comparten los referentes de lns expresionr.s •- es caballo' y 'el concepto caballo'. Recorde­

mos que Frc.•gc defiende frente a Kerry (Frege !1892b] que pueden sugerirse distinciones 

ontol6gicn.s a partir de distinciones lingüisticas. Tomando eso en cuenta, estas "'entidades 

conceptuales", a.1 parecer, no se darían en forma. aislada, sino siempre como parte de un 

concepto o de un objeto-conceptual. De hecho, Fr<'ge mismo dcjn. abierta. una posibilidad 

BJllÍ al n.firmn.r que, 

Jo ldglcamenLe •isnple, al Igual que la 1nayorla de lo• O!lemento• químicn•, no e•L.:l 
d.ado dot antemano, •ino qu" ..Slo •e akanaa dr•pu<!• de una l.abor c.lenLffica. Si •e 

de•cubre algo que e• •imple, o que al menos h .. sta el mom .. nLo d"'be •"'r con•iderado 
c:omo •lmplO!, habr;l qu .. &cuiíar para ello una d .. nominación c1-·r .. ge [1fl9lbJ, f'· 43 de 

Frege {1G80alJ. 

Así pues, considero que proponer estas entidades no violenta el sistema frcgcano y, 

cambio, lo hacen más inteligible. De ncu<'r<lo u l'~o, cuando prcdicnrno8 de un concepto 

tendríamos que aclarar que en realidad predicarnos de In. "'entidad conceptual" que com-

parte con el objeto que lo representa; y, nl parecer, c~o es suficiente. El concepto, en tanto 

que es predicativo, es decir incompleto, se nos escapa; pero, eso no interesa con respecto 

a la definición fregcn.nn. de 'núrnero\ como trn.tn.rernos de mostrarlo en 1.4 . Por supuesto, 

lo mismo vnldrín., mutati., mutandi. pa.rn. las funciones en general: el aspecto de ella..s sobre 

el que no podríamos hablar es su naturaleza no saturada. Siguiendo los diagrrunn.s que 
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propuse para expresar gráficamente lns funciones, un objeto que represente una función 

podr(anios expre.qn.rlo mediante un cuadrado que encierre el diagrama de la función co­

rrespondiente (corno, de hecho, lo haremos en el diagrama de la dcfinici6n fregcana de 

•número' en 1.4). De esa forma, queda.ría. exprese.do que dicho objeto es un todo cerrado 

que, sin emba.rgo, comparte algo con la función que representa, a saber., el referente de la 

figura que compart.en el diagrama de la función y lo que encierra el cuadrado que expresa 

al objeto correspondiente; es decir, la "'entidad funcionnl"' correspondiente. 

1.3.2. Loe tér:r:nlnoa &'Wcrthverla.uf' y &Umfang'. 

Ahora bien, entendiendo as( el término .. concepto\ ¿qué debe entenderse por 'Umfang' 

o 'cxt.cnsión de un concepto'? Frege sostiene que "'podemos designar como extensión de 

un concepto al curso de valores de una función de un argumento cuyo valor para cada 

argun:icnto es un valor de verdad" (Frege [1891], p. 31 de Frege [lDSOa.J). En consecuencia, 

vea:noe primero lo que Frege entiende por la expresión 'Werthverlauf' o 'curso de valores'. 

Acerca de los Werthverlauft: o cursos de valores Frege afirmó lo siguiente: 

El m41.odo de la Geometría An•Uitica orrece un medio para hacer intuitivo• lo• valore• 
de una función para diferente& ar1Cumento•. A aaber, con•iderando el ar1Cumento como 
valor numo!rlco de una abacha y al corre•pondi.,nt.e valor de la runci6n como valor 
num.frico d• la ordenada de -.n punto, obt"n"mo• -.n complejo de punt.o• que •e 
rn-.-Lr•n a la Intuición como -.na curva en lo& c••o• habitual"•· Cada punto de la 
c-.rva corre•ponde a un arcurnento con el Y•lor correapondiente de la función ... Por 
ejemplo,la función •x::Z • 4>e.'" produce una par;lbola; y dado que la función "">e.(x • 
4)•produce la rnlama pará.bola, dedmo• que amb- fundone• tienen el mi•mo cur•o 
de valoree (Frege l18!HJ, pp. 25 )' 26 de Fug"' [1980a]). 

Frege no define lo que es un curso de valores, pero dn sus condiciones de identido.d en su 

famosa ley V de La,, Leyt:.!I Dd:1iea.t1. En su simbologín, lip;t~ramentc modernizada, lo. ley 

es coxno s;gue:"f- 1 é f( e) = á g( a) J = (xJI f(x) = g(x) ]"(Frege 11803] ;ne. 20), donde 

las lctrn.s a.spirada.s que anteceden a la expresión funcional correspondiente convierten la. 

expresión de la función en una expresión del curso de va.lores de dicha función. Así pues, 

la ley afirma que decir que dos cursOH de valores son iguales es lo mismo que decir que las 

funciones correspondientes arrojan los mismos valores para Jos mismos argumentos. 
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De acuerdo con eso. y teniendo en cuenta. la. interpretación que hemos da.do para las 

funciones. el curso de va.lores sería la vinculaeión misma entre objetos. Las f'"unciones son 

dif"erentes rnodo3 de vincular objetos, mientras que los cursos de valores serían las vincu­

la.cione3 mismas tomadas como objetos fregeanos, es decir corno referentes de expresiones 

saturadas. En palabras de Slug:a: 
I• fundón ell-. ml•m.a, no•• un.a entidad; •u n-.tural••a e• correlacionar ar&\unento• 
con valore•. Pt1ro .a travoh de la funcidn se l!•table-ce una corf"el-.cidn, y esa correl-.cidn 
puede considerarse una entidad con SU• propio• criterio• de identidad. E.a encldad 
•e llama cur.o de va.Jo"'' (Sluga flQ80J p. 1<&5). 

Ahora bien, as( como representamos las funciones mediante diagramas, los cursos de 

valores podrían expresarse de la .siguiente manera": 

a- - - - - - -b 

c- - - - - - -d 

e- - - - - - -f 
! 

donde laa letras representan objetos ; las flechas entrecortadas representan la conexión 

entre parejas de objetos si se trata de una función de un argumento; lDJ!ll flechas dobles 

verticales representan la unidad entre todas las po.r<>jas de objetos que pueden a.pa.rearse 

mediante las f"unciones cuyo cuno de valores esté expresado en el diagrama de arriba; y los 

círculos sucesivos vcrtico.Jmente indican que ln.s pareja.s de objetos vinculados no son sólo 

tres, sino, teóricamente, infinito.s pa.rejns de objetos. En este diagrama. he usa.do flechas 

horizontales entrecortadn.s y flechas dobles sencillas para expresar la vinculación misma 

entre objetos~ independientemente de las diferentes formas mediante las cuales se puede 

lograr la vinculación. 

4 E•ta rttpreaentac.idn de lo• cur•o• dt1 valores •e me ocurrid a partir de alsun- •us1r•nci- d1 A•unción 

Prel••er y R..adl Orayen. 
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Por otro la.do, 'Um.ía.ng• o 'extensión\ al ser para Frege el curso de valores de una 

íunci6n proposicional scr(a la vinculn..ci6n entre objetos cualesquiera y los valores de verdad; 

es decir,. entre objetos y el caer o no bajo la función proposicional. El curso de valores de 

una función proposicional sería la vinculación entre algunos objetos y la verdad, y otros 

objetos y lo falso. Lo cual significa para los conceptos, o funciones proposicionales de un 

argumento, que no sólo se están vinculando parejas de objetos, sino que se está agrupando 

a los objetos que caen por un Indo, y a los objetos que no caen, por otro. Asi pues, podemos 

decir que la extensión de un concepto es un conjunto de objetos que queda definido a partir 

de una cierta ma.nern. de vincular únivocarnente objetos singulares con valores de verdad; 

de tal suerte que los objetos del .. conjunto" están asociados con la verdad, y los que quedan 

Cuera con lo falso. 

Frege se refirió a las extensiones de conceptos, también, en los siguientes términos: 

En •o •uh a• deb•mo• reconoc:er O y a como exlen•ione• de concepto•··· De acuerdo 
con e•o O tiene que •er vi•to como una cla- de objeto• que tienen cierta propled~ ... 
Pero la extenal.Sn de un conc•pto -u conltltuida e•mndalmente, no por lo• Indivi­
duo•, •ino por el conc.,pto miamo ..• Sl O u la el-e de objeto• que •on by a e• la cla•• 
d• objeto• qU• •on C , 'O aub a• •lgniflca; todo• lo• ba •on C •••• Ahora blofn, •I hay una 
co•a •lngular V que e• un b, •v •<1bter o• Implica "'V aubt"r a• ... Por con•l&<1iente, •• 
debe ••parar l) la r"lación de un objeto (un Individuo) a la .,>lten•lón de un c:oncepto 
cqando 111!1 cae bajo el concepto (la r•lacidn •ubter); y, 2) la rmlación enlr• la exten•i.Sn 
de nn concepto y la de otro cuando el prlm•r cnncf'pto ed' •ubordinado al •"'gundo 
(la r..laclón •ub) (Fng• (1805J, pp. 101 y 102 de i-'rel{e ¡t?BOa)). 

Según esto, las exten.-tiones de conccptoe se comportan con respecto a Jn.s rela.ciones de 

aubter y aub, en términos generales. tal como los conjuntos cantorianos se comportan con 

respecto a. las relaciones de E y ~ respectiva.mentes. Po.rn. Frege sus .. conjuntos'" son 

siempre extensiones de conceptos; no están constituidos por objetos como un bosque está. 

constituido por árboles, sino que están definidos a. partir del concepto. 

5 Orayen ha mo•trado r...:ientmmente (Orayen (10881) q<1e •n •Íectn, la• eJttenaion•• d"' lo• concepto• 

rr•m:•anoe, •n •I ••ntldo qu• lea hemo• dado arriba, cumplen lo• a>elom•• dci eJtten•le>nalidad y comprensión 

con loa qu• co.ni1nmente •e reco.ce la teoria cantoriana de conjunto• y que menclonarf:mo• brevemente en 

•I lncbo 2.4 • 
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Ahora bien. para ilustrar en mis términos la idea de que las extensiones de los concep­

tos frege.a.noe pueden cumplir, en términos generales. la.a mismas funciones que los conjuntos 

cantoria.noe. me auxiliaré del diagrama que presenté para las funciones proposicionales de 

un argumento. Según ese diagrama9 todos los objetos que caen bajo el concepto están 

unidoe con la verdad 9 y de esa forma quedan agrupados. De tal suerte que el curso de 

valores de una función proposicional de un argumento 9 es un conjunto fregea.no en tanto 

que agrupa a los objetos que ca.en bajo el concepto. Esto lo podríaDlos ilustrar con el 

siguiente diagram.a: 

a------' 
La verdad 

b------/ 
! ________________ , 

Lo falso 

d- - - - - - - - - - - - - - - -/ 

que aería análogo n. la representación ordinaria de conjuntos: 

d .•. 
b 

donde se encierran los objetos del conjunto, separándolos así de todos los demás. 

En conclusión, la. extensión de un concepto es una vinculación. Dado que se vinculan 

ciertos objetos con la verdad y otro~ con lo falso, se separan los objetos que caen bajo el 

concepto de los que no caen. Considero que esta intcrpretaci6n es la más cercana a las ideas 

del propio Frege en tanto que permite conciliar varias de sus tesis al respecto: por ejemplo
9 

permite entender a) que las diferentes funciones que comparten un misrno curso de valores 

sean diferentes f"ormas de obtener unn. misma vinculación entre argumentos y valores; y b) 
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que los "conjuntos" asociados a las funciones proposicionales de un a.rgum.ento, es decir las 

extensiones de los concepto8, se identifiquen con sus cursos de valores. 

1.3.3. La tesis de loe pares ordenados. 

Sin embargo. como mi sugerencia. de ver los cursos de valores de Jn.s funciones de un 

argumento como •m·nculacione.!I entre parejas d(! objetos .. • es cerca.na a lo que han expuesto 

varios autores bnjo In. tcsiH de que el cu!"!lo de valores es un "conjunto de pares ordenados"'• 

a continua.ci6n analizaré en qué sentido dicha tesis coincide con la mía, en qué sentido ha 

sido generalmente mal formulada originando dificultades en la interpreta.c:ión del sistema 

frege&no y., por último, cómo pienso que podría reformularse para. salvar esas dificultades. 

Furth, por ejemplo, enuncia dicha tesis en los siguientes términos: 

La noción de c:ur•o de valore• •e e>1pre•• fúil y cómod•ment• por I•• noclone• rn.6.• 
reclent..- como •proximadamente una función en e•ten•ión. A•Í, expre•ione• de la 
Forma'•( •..•... )' encontrada• en Frege puedrn leer•e como •ignificando lo ml•mo que 
c:Kpre•ione• de la forma '9X{ y = •.. JC ••• )' , e• d .. clr, como denotando I• cl&11e de par,,. 
ordenadoa (•,y), t.•le• que y es el valor de la función ... e ... para el ar&"m•nto X • 

Y &11(, el nombre •.f( .. + 7)' denotarla una cla•e conteni.,.ndo par"• oirdenado• tales 
conto (0,7), (1,9), (~ 09), etc. (Frege fl893J, p. xxxvii). 

De acuerdo con esta interpretación el curso de valores de un función monádica. sería el 

conjunto de los pn.rcs ordenados (x. y), tales que el segundo miembro del par es el valor 

de la función cunndo se torna como argumento <le In nii~1na. el pri1ner miembro del par; es 

decir, y = f(x). Por ejemplo, pertenecen al curso de valores de x'2 los pares (1, 1), (2, 4), 

(3, 9), etcétera. En el ca.so de los conceptos (funciones rnoná<licn.s que sólo dan valores de 

verdad para cualquier argumento), Frege identifica ln.s extensiones de éstoR con sus CU!'SOS 

de valores. Así pues, aplicando a los concepto¡.¡ la. interprctnci6n del p;irrnfo anterior, la 

extensión de un concepto estaría formada por un conjunto de pares, tales que los objetos 

que caen bajo el concepto serían los primeros miembros de los pnre."I cuyo segundo miembro 

sería la verdad. Completarían la colección de pares todos los de la. forma (a, In falsedad), 

donde a es un objeto cualquiera que no en.e bajo el concepto. De manera que, según esa 

interpretación, la tesis de los pares ordena.dos esta.ria dando una .. receta" sencilla pn.ra 
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construir la extensión de un concepto. Por ejemplo, pertenccer{an al curso de valores de 

""x es hombre" los pares ordenados (.Juán, la verdad), (Felipe, la verdad), (Francia, la 

ía.lsedad), etcétera; pero afirmar esto crea. confu."lión, como trataré de mostrarlo en este 

inciso. 

Otro de los expositores de la. tesis de los pares ordenados es, por ejemplo, Dirjukov que 

dice que .. el Curffo de valores de una funci6n dada es lo que usualmente se llama la gráfica 

de la f"unci6n, es decir, cierto conjunto de pares ordenados" (Birjukov [1064J p. 19). Pero 

si no se aclara en qué sentido se está. usando el término 'conjunto'. como lo veremos en este 

inciso, se puede incurrir en complicaciones a la hora de interpretar el sistema fregea.no. 

We11s es un caso clásico de los cnrnbios que requeriría. el sistema fregea.no si entende­

mos literaln1ente la tesis de los pares ordenados y mezclamos diferentes usos del término 

•conjunto': por ejemplo, el fregcano y el russellin.no, como lo hace \Vclis. 
La moderna concepción de la r<ol•ción di4dica tomada •xten•lonalm11nLe 0 como una 
cl ... e de par"'• ord..,n&do•, no• P"-'rmit"' pirn••r la curYa definida por la funcldn •x<l • 
como una r"'l-.cidn dl"-dlca ... -Y .. t,- todo• lo• cur.o• d"' Y&lor"'• d"' funclon"'• pu•den 
••r el-- de pares, trfo• o n-•d .. , ..,. d.,clr, relacionir• tomad ... "'" ••ten•ldn -P•ro 
como- el cur•o de v&lorir• de la función •x<l = •"" conaiate en un Infinito ndmero de 
p•r- orden•do•; ... y la el••• en el moderno ª"'ntido (ruaaelliano) d•tennin&do por I& 
funcldn ..._<i = 4• ... conLi•ne, no un Infinito ndmero de elemento•, aino dnic&mente 
doa: :2 y -<t; ninguno de lo• cuale• "-'• un p&r orden&do; -tendr•mos que concluir que­
•I cu,..o de v&lor ... a de I& función •>t

4 = 4• es muy difer.,.nL• a I• "la•e determin•d• por 
ell&¡ -)" por lo cu&I- la identific•ciiln que h""""' Fririt"' de cl-..r• y r1<trnalon .. • necr•lt• 
no u:r tom&d• litC'ralmirnte (W..,lla [l'.)51], pp. 15 y 16 de Klirmke ll968f). 

Cita.IDOS por último a Rosado en su reciente libro sobre Frege en el que, ni igual que \Vells, 

tiene que contradecir ciertas nfirmncioncs expresas de Frege por entender literalmente 

la tesis de los pares ordenados y no hacer un u:.o exclusivamente fregr.ano del término 

•conjunto'. 

¿En quo6 con•l•Le rl cur•o de ... alorr• J., funcionra dir un a.rgurnento cuyo .... 1or es slirm· 
pre un •alar verita.Li ... o ? ... dicho curao d .. valor•• es •I conjunto de p•re• ord•n•do• 
{a, b). donde a...., un objirto CU•lquier• y be• uno de lo• valore.o verit•Livo• ... -Pero,­
la exten•ldn de un concepto "'s una suerte de conjunto d•Lirrmin&do por dicho con­
cepto, al cual pirrtenecen todo• y •olo •quirlloe objeto• que caen bajo dicho conc•pto •.. 
-A.al pue•- •I comparamo• el cur110 de V&lorea de un concepto con I• e>ttenddn del 
conc•pto, encontramo• que ... el cur•o de .... lore• e• un conjunLo de pare• ordenado•, 
ml•ntr- que la e>tten•ión del concepto no e• nlnsdn conjunto de p•~•··· -Y, por 
lo tanto,- I• exten•ldn d• .,_n concepto - a pesar de ciert .. &finnaciones expre.o.,,. de 
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Fr•s•- no ea nin&dn ca.o et1pecial del cuno de valore• de una funcldn (Ro•ado llQ85), 

pp. 110 'Y 120). 

Corno puede apreciarse en los textos de estos autores, defender la tesis de los pares 

ordenados ha acarreado complicaciones en la interpretación del sistema fregeano. Con­

sidero que la confusión ha radicado básicamente en no haber aclarado, en primer lugar, si 

se quiere decir que el curso de valores e3 un conjunto de pares ordenados (que llamaremos 

la tesis I), o decir que el curso de valores puede expre:JarIJe mediante un conjunto de pares 

ordenados, esto es, que los pares ordenados ~can sólo, como dice Dununctt, .. un esqueleto 

que sirve para una adecuada reprCHentación" (Dummett !HlSlj p. 172) (que lhun.arcrnos la 

tesis ll); y, en segundo lugar. en no ha.her aclarado tampoco en qué :iientido se está usando 

el término &conjunto': 1) en sentido clásico, que Frege le atribuye a Dedekind y SchrOdcr 

(Frege 11803} inc. O), en el cual un conjunto se identifica. con los elementos que lo forman de 

igual manera que un bosque ~e identifica con los árboles que lo constituyen; 2) en sentido 

frcgea.no, es decir, entendido como la extensión de un concepto; o 3) en algún otro sentido 

que habría que especificar. Así pues, eso nos dt•ja seh; prnübilidadcs de entender ln. tesis de 

los pares ordenados que analiza.remos en seguida. 

La. tesis 1 del término 'conjunto' en el sentido cl<í.<iico ( 1), n.1 decir que la extensión 

t:3 un conjunto de pares ordenados, estaría (lic icndo q uc la extensión consiste en los pares 

ordenados mismos; esto es, que In. extensión son los pares ordenados. Ese, por ejemplo, 

parece ser el sentido que le da \Vclls al térrnino 'conjunto' al :.o~tcncr que .. el curso de valores 

de "x2 = 4" con.o¡ is te en un infinito número de pares ordenados"; e, inmedintamc:nte después, 

rechazar que el curso de valores se identifique con el conjunto dcterminn.<lo por esa función, 

ya que dicho conjunto .. contiene, no un infinito número de clerncntos, sino únicamente 

dos: 2 y -2"; de tn.l mn.nern. que 'co~istc en' es equivalente para \Vells u. 'contiene'. Sin 

embargo, independientemente de la versión de \\'ells, esta tC'sis resulta inadmisible porque 

entra en confiicto con afirmaciones expresas del propio Frege en su polémica con Dcdekind 

Y SchrOder (Frege {1893}. inc. O y Frege ll895al); ya que pn.ra Frege la extensión de un 
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concepto está. conformada, no a partir de los individuos. sino a partir del concepto mismo. 

Así pues, la extensión no puede ser un grupo de individuos, sean éstos pares ordenados u 

otra cosa. En los términos que usé arriba en 1.3.2, la extensión es siempre la extensión de 

un concepto, y la extensi6n de un concepto es une. cierta vinculación entre determinados 

objetos. 

Con respecto a la tesis I. si el término 'conjunto• lo entendernos en sentido fregeano 

(2). Orayen (Orayen [1980], vol. 4, pp. 5 y 6) ha mostrado que no puede identificarse el 

curso de valores con un conjunto de pares ordenados. Así pues, en este punto seguiremos 

la prueba de Oraycn. añadiéndole sólo algunos elementos que, a nuestro parecer, la hacen 

máa clara y contundente. 

a.- Para las funciones no proposicionales, si decimos que su curso de valore9 e:t 

un conjunto de pares ordenados se incurre en una contradicción. Los conjuntos, según 

Frege, son extensiones de conceptos; es decir, cursos de valores de funciones proposicionales 

ID.Onádicas. De tnl suerte qt1c el curso cic vuJorcs <le una función no proposicional como 

""x2 "", si fuera un conjunto fre~eano de pares ordcnn.do!i, nl ser una extensión, sería al 

mismo tiempo el curso de va.lores de una. función proposicional Ya que sólo estas tiene 

extensión. Según In ley V, si dos funciones ticrn·n el mbr:no curso de vn.lorcs, darán siempre 

el niismo valor para el mismo argurnento; y por conhiguiente .. x::z" .. que no es una función 

proposicional, tendrá que dn.r sicrnprc valores de verdad como la función proposicional con 

la que supuestamente comparte el curso de valores. Lo cual es contrario a la. suposición 

inicial de que ern una. función no proposicional y. por consiguiente, no puede generar 

únicruncntc vn.lorcs de verdad parn. todo argurnento. De ahí se desprende que de ninguna 

función no proposicional se puede decir que su curso de valores e:J un conjunto (en sentido 

frcgca.no) de pares ordenados. o de lo que sea. 

b.- Para las funciones proposicionales, si decimos que su curso de valores e.!I un 
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conjunto de pares ordenados. tnmbién se incurre en una. contradicei6n5
• Si, por ejemplo, 

declln.os que el curso de valores de la funei6n proposicional "x es hombre .. , bajo la cual 

caen los objetos Juan, Felipe,. etcétera, es el conjunto de los pares ordenados: (Juan, lo 

verdadero). (Felipe, lo verdadero), (La Luna, lo falso), etcétera¡ este conjunto de pares será, 

como todo conjunto fregeano, la extensión de un concepto F(x); en este caso particular, 

bajo el concepto F(x) caerían pares ordenados. Pero la extensión de F(x) es un curso de 

valores y, aplicando nueva.mente la tesis de que el curso de valores ctJ un conjunto de pares 

ordenados, será el conjunto de los pares ordenados [(Juan, lo verdadero), lo verdadero}, 

[(Felipe .. lo verdadero). lo verdaderoJ, [(La Luna. lo falso). lo verdadero], !Felipe, lo falsoJ. 

etcétera_ Este conjunto será, a su vez, la extensión de un concepto G(x) bajo el cual caen 

esoe mismos pares ordenados: {(Juan, lo verdadero), lo verdadero},... {Felipe, lo falso}, 

etcétera.. Y, as(, indefinidamente. Además, de acuerdo a la ley V, si el curso de valores de 

la función "::e es hombre .. es igual a la extensión del concepto F(x) bajo el cual caen pares 

ordenados, bajo el concepto "'"x es un hombre"" también caeró.n pares ordenados, porque 

si doe conceptos tienen la misma extensión, según la ley V• bajo ellos caera.n los mismos 

objetos. Por consiguiente, suponer que el curso de va.lores de unn. función proposicional 

ea un conjunto (en sentido frcgeano) de pnres ordenados nos lleva también n. conclusiones 

contradictorias; como la de nuestro ejemplo que el objeto Felipe, por ejemplo, cae bajo un 

concepto que tiene In. mismn. extensión que otros conceptos bajo los cuales no cae; lo cual 

puede :r:nostrn.rse advirtiendo que mientras el par (Felipe, lo verdadero) es parte del curso 

de va.lores del primer concepto, el par (Felipe, lo falso) es parte de los cursos de valores de 

loe otros conceptos. 

En la tesis 1, de igual forma que en la tesis Il, si entendemos el término 'conjunto' en 

cualquier otro sentido ajeno a. Frege (3). su uso tendría que aclararse y justificarse pn.rn. la 

e Para cornprc,.der sin dlficuh.ad el arcufQ.ento que •igull', el lector debe recordar la doble •receta• para 

obtener conjunto• de pare• a pare.ir d• runclon•• o concepto•. Ver lo• dos p4rrafo• qu• slgqen a la citad• 

Purtb al coPJ.lenao de ••te lncüo. 
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exposición de \na ideas fregeann.s y, hasta donde sé, ninguno de \os defensores de \a tesis 

ha. hecho a.\go semejante7 . Podr(a pcnsn.r&e que el término 'conjunto' se está. usando en 

sentido :moderno. Pero actualmente no hay sólo una teoria de conjuntos; y en cada. tcodo. 

\os axiomas delirnitn.:n el comportamiento de los ... conjuntos"' como lo veremos brevemente 

en 2.4. Así pues, no dudo que en alguno de esos sentidos pueda. ser correcta la tesis de que 

loa cursos de valores .!Ion conjuntos de pares ordenados. o pueden :Jer e:r:pre:Jado.!I mediante 

un conjunto de pares ordenados, pero no consideraré este en.so. 

La. tesis 11 en el sentido (1) de •conjunto', que identifica el conjunto con su.q elem.entos, 

afirtne.ría. que la extensión puede expre.sar:Je directamente mediante pares ordenados. Ahora 

bien, si ese es el sentido del término •conjunto', la tesis de lo!':'I pares ordenados estarla 

diciendo lo siguiente: 

a.- Para las funciones no proposicionales, si adoptamos la versión de Dummett, decir 

que su curso de valores puede expresarse mediante ciertos pares ordenados, implicaria. que 

el curso de valores es aquello que exprcHo.n los pares ordenados al igual que las grá.fica.s 

de las funciones rnaternática.s: es decir, cierta. vinculación o conexión entre argu:rncntos y 

valorCl!I. Siendo a.sí, decir, por ejemplo, que el curso de valores de la función "2x"' se expresa 

mediante el conjunto de los pares ordenados (1, 2), (2, 4), (3. ü), etcétera seria anii.logo a 

decir que es aquello que puede representarse por unn. recta. que en el eje cnrtesiano po.sa 

por los puntos (1, 2), (2, 4), etcétera, es decir, la vinculu.ción que aparca el 1 con el 2. el 2 

con el 4, etcétera. En ese sentido. la. tesis de los pares ordcnadOfl esta.ría diciendo, en otro 

código, lo mismo que intenté exprcsn.r con el diagrama que presenté antes en el inciso 1.3.2 

b.- Para. las funciones proposicionales, si decimos, por ejemplo, que el curso de valores 

t-.- arriba •n la t•sl• 1-1. 
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de "x2 = 4'" se expresa mediante los pares ordenados (-2. lo verdadero). (-1, lo falso), (O, 

lo falso), (1, lo falso), (2, lo verdadero), etcétera, y que su conjunto asociado es el referente 

de 'el conjunto de 2 y -2', entonces podemos decir que ambas expresiones se pueden ver 

como dos maneras de separar el 2 y el -2 de todos los demás objetos posibles. De hecho, 

los pares ordenados son una. forma de expresar la. vinculación o conexión que se da. entre 

ciertos objetos y los valores de verdad, es decir, entre esos objetos y el caer o no bajo el 

concepto. Al hacer eso, podemos decir que están delimitando un conjunto al especificar 

exhaustiva.mente lo que entra y lo que no, es decir lo que satisface la función proposicional 

y lo que no la satisface; al igual que, por otro lado, 'el conjunto de únicamente 2 y -2' 

es una forma de expresar la. vinculación o conexión entre esos objetos y el sí, y todos 

los que quedan fuera y el no; y. en este sentido, la. tcsL<J de los pares ordena.dos estaría. 

expresando, en un código diferente, lo mismo que intenté expresar con los diagramas que 

presenté anteriormente. 

Por último, In tesis II que toma en sentido frcgcano el término 'conjunto' (2) esta.ría 

afirmando que ln. extensión de un concepto F podría e:ttar repre:1entada por la extensión 

de un concepto bajo el cual caen pares ordenados. Pero la extensión de un concepto bajo 

el cual caen pares ordenados agruparía. pares ordenados; mientras que la. extensión de 

F, siendo F cualquier concepto, no necesariamente agrupa pares ordenados. Así pues, 

esta versión de la. tesis de los pares ordenados representa una extensión mediante otra 

más compleja.; o un curso de valorc!i rncdinntc otro; de tal suerte que no aclara qué es, 

6.nalcrnentc, la extensión de un concepto o, en general, el curso de va.lores de una función. 

En resumen, decir que el curso de valores de una función e:1 un conjunto de pares 

ordenados resulta confuso o, incluso, acarren. contradicciones o alteraciones del sistema 

fregeano. Para sostener esta. identificación debería. nclnrarst'! el significado de "conjunto'; 

y, al parecer, sólo la tercera alternativa, de las examinadas arriba, podría. proporcionar 

un sentido adecua.do. En ca.rnbio, decir que el curso de valores de una función puede 
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c:r:prcaarac :cncdiantc un conjunto de pares ordenados resulta aclarador en el prim.er sentido 

de 'conjunto• y quizás. com.o aeña.lé, en el tercero. 

En :mis términos, considero que una forma. adecua.da de enunciar la tesis de los pares 

ordenados podría ser como sigue: el curso de valores de una función es la vinculación entre 

argumentos y valores que puede ~:z=preaarac mediante cierto conjunto de pares ordenados; 

donde 'conjunto' debe usarse en algún sentido apropiado, por ejemplo, alguno de la primera. 

o tercera alternativa. antes menciona.das al analizar los sentidos de 'conjunto'8
• Al parecer, 

esto es, justamente, lo que intentan decir varios de los expositores de la tesis; pero, por 

Jo visto, lo imp:cciso de su formulación ha llevado a. oscurecer aún más la ya. de por 

a( confusa. idea írcgca.na. sobre los cursos de valores. No obstante, en la íorm.ulaci6n que 

propongo considero que tanto el curso de valores como la idea asociada. de extensión quedan 

esc.la.rccida.s en alguna m.cdida, y coincide además con la interpretación que presenté a. pa..rtir 

de los diagra..m.as. 

1.4. ¿Qu6 ea un núJDcro para Frege? 

Ahora bien, una vez aclarados en el sentido precedente los términos más problemáticos que 

usa Frege en su definición de nú:r:ncro, ¿qué afirma según eso dicha. definición? En primer 

lugar, afirrnn. que el número es siempre el número de un concepto; lo cual significa que 

corresponde a las funciones proposicionales monñ.dicas, o al !lignificado de un predica.do 

gr&.nlBtica.1, bajo el cual pueden caer algunas entidades. El número es, según eso, algo que 

tiene que ver con aquello que pernúte agrupar entidades. es decir. con un modo de agrupar. 

Sin embargo, pn.ra. Frege, el número CH un objeto no una propiedad, según vimos en 1.2; 

de tal suerte que no puede ser algo que se predique de los conceptos, sino que sólo puede 

ser parte de la predicación que se hace sobre ellos. De acuerdo con eso, Frege sostiene 

que tambWn podrfa •er plaualble la ldentiflcacldo del curaa de valores con un •conjunto• de par•• en al&"no 

d• •- poalblea sanlldoa de •conjunlo"' da la tercera c.atesorla. 
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que el número es una extensión, lo cual significa que es un conjunto fregcano asociado a 

un concepto; o, en otras palabras, que es cierta vinculac1·6n entre entidades y la verdad 

o lo falso dependiendo si las entidades caen o no bajo el concepto. El número es, según 

esto, cierta vinculación, una vinculación, que agrupa entidades. Por último, la definición 

fregeana afirma que el núrncro del concepto F es la extensión del concepto "cquinumérico 

con respecto a. F" ¡ donde Frege aclara que: 

lae~pr••ldn •.,¡ c:onc•pto F •• equinum.frlco re•pecto al concepto C' •icniflca lo mi•mo 
que la expre•ión 'hay una relac:idn R que coordina blun(voca.mente a lo• objeto• que 
caen bajo •I concepto F con lo• objeto• que caen bajo C' (Frege (1884] lnc. "72}; 

lo cual significa que el número del concepto F es In vinculación que agrupa los conceptos 

equinuméricos con F; ya que lo que cae bajo el concepto "<"quinumérico con respecto a 

F" es F mismo que es un concepto y cualquier otro concepto que tenga la propiedad de 

que los objetos que caigan bajo él puedan ponerse en correspondencia. biunívoca con los 

objetos que caen bajo F. El número es, pues, una agrupación de conceptos9 , es decir, una 

agrupación de modos de agrupar: es una agrupación que agrupa conceptos de acuerdo a 

la coordinabilidad de sus extensione5; o, en mis términos, es una agrupación que agrupa 

modos de agrupar de acuerdo a la coordinabilidad de los objetos que pueden agruparse 

mediante esos modos de agrupar. En ese sentido, todo concepto está agrupado en algún 

número de a.cuerdo n. la coordinabilidad de los objetos que permite agrupar. Ahora bien, 

expresando esto mediante un diagra.xna, el número que corresponde al concepto oioll de mi 

eara sería el siguiente: 

9 Bajo lo• concepto• de primer ord .. n caen obj.,to• y bajo lo• d., •.,11:undo orden caen concepto•, aur que 

Frege la deflne entre concepto• en Freg:e [1884), inc. 71 y en Frese [1893), inc. 38. De tal •Uerte que 

•l qulal4ramoa aalvar e•- dlric:ultado,,., lo• concepto• que en la definición de número •• han tomado como 

"objetoa• o •nt.idadem que caen bajo concepto•, dabenln entender•e, m&a bien, como obit::tO.S•conceptualea 

en •I •entldo que le di a e•ta ex:pre•ldn en el lncbo 1.3.1 • 
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donde se representan dos argumentos que están vinculados con la verdad, por ejemplo, .. el 

concepto ojoa de mi cara ... que representa n. un concepto que puede agrupar dos objetos, a. 

saber, ini ojo derecho y mi ojo izquierdo; lo cual está representado por el primer diagrama 

de objeto-conceptual que tiene dentro del cuadrado dos entradas de argumento!'!! vinculadas 

con flcchaa cortas; y .. el concepto picrna.:t de mi cuerpo"", que representa un concepto que 

tanlbién puede agrupar dos objetos, a saber, mi pierna derecha y mi pierna izquierda, y 

está. representado por el segundo diagrama. de objeto-conceptual que también tiene dentro 

del c\!n.drado doa entradas de argumentos vinculnda.s con flechas cortas. Como puede 

Dlostrarse, a.rnbos conceptos son equinuméricos ya que podemos construir una rela.ci6n 

biun{voca que víncule, por ejemplo. mi ojo derecho con mi. pierna derecha y mi ojo izquierdo 

con mi pierna. izquierda.. Ciertan1cnte, el diagrama debería representar también todos los 

otros concc;>tos equinuméricos con esos dos; pero por razones obvias de simplicidad los 

he omitido. El tercer objeto-conceptual estli representado por el diagrama que dentro del 

cuadrado s61o tiene una entrada de argumento vinculada con una flecha corta y que puede 

ser, por ejemplo, .. el concepto nariz de mi cara"", ya que bajo el concepto correspondiente 

sólo cae un objeto, a saber. In. únicn. nariz que tengo en la cara. Este objeto-conceptual está. 

vinculado con lo ful"º puesto que no puede npnrcnrsc el único objeto que permite agrupar 

el concepto correspondiente con los <los objetos que pcrrnitc ngrupn.r el concepto o;"o" de msº 

cara. Por último~ el cun.drn.do que encierra un diagrama que puede vincular tres nombres de 

objetos con la. verdad rcprcsentn. un ohjcto-conccptunl como, por <-jcmplo. "el concepto rey 

magá"; ya que bajo el concepto correspondiente en.en s6lo tres objetos, n. sn.bcr, !\.íclchor, 

Gaspar y Baltazar. Este objeto-conceptual está. vinculado también con lo fal,,o; ya que 1~ 

tres objetos que en.en bajo el concepto corrcRpondicnte no pueden aparcarse con los que 

caen bajo ojoa de mi cara. De la misma. forma. también estarán vinculados con lo fal3o 

todos los objctos~conceptuales para los cuales no puedo. construirse una rclaci6n biunívoca. 

entre los objet~ que caigan bu.jo los conceptos correspondientes y los que caen bajo el 

concepto 03°0:1 de mi cara. 
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Si eliuúntunos el término .. extcnsi6n • .. como lo sugiere Frege en la. nota a su defl.nici6n,. 

el número serla un concepto de conceptos, es decir. un modo de agrupar modos de agrupar. 

No obstante, como dijimos en 1.2, Frege nunca. desarrolló esa idea y lo que dijéramos al 

respecto sería pura especulación. Lo cierto es que, para Frege, la extensión, que es un 

objeto íregeano, es siempre la. extensión de un concepto; y eso nos deja ver que para él ese 

objeto está siempre asociada a un concepto, y se da. sólo a partir de éste. Frege definió el 

número como una. extensión porque para él el número es un objeto, donde objeto y concepto 

son categorías excluyentes. No obstante, Frege definió el número como una agrupación de 

conceptos y, por las dificultades que vimos en 1.3.1, lo que puede agruparse en el sistema 

íregeano son más bien objetos. Ciertamente, los conceptos que agrupa un número están 

agrupados. no por alguno de su..-1 rasgos intensionales o de cualquier otro tipo, sino por 

una de sus propiedades de carácter extcnsional, es decir, por una ci..racterística de sus 

respectiva.a extensiones. Todo esto ha llevado a. varios de los comentadores y seguidores 

de la línea frcgeana como Russell y Quine a definir el número, no como una ext~nsión que 

agrupa conceptos, sino como una extensión que agrupa extensiones: justo, lns extensiones 

de los conceptos que agrupa la definición fregeana. De esa forma, el número se define como 

una. extensión que agrupa extensiones o, si se prefiere, como un conjunto de conjuntos10 • 

Ahora bien tÜ, pn.rn. observar mejor las similitudes y diferencias en n.mbn.s definiciones, 

representamos también esta segunda versión con un dingrnma. similar n.1 anterior, el mismo 

número 2 quedaría. expresado de la siguiente manera: 

lO En 2.3 vereJTio;>• con 1nM detalle la definicldn de nU.mero propue.ta por Russell. Ahf anallsaremo. 

l.&nlbWn con snayor precisión 1 .. aimililudea y dlf•renci .. entre la venión bcseana 7 la n.isselllana de 

nU.rn.ero. 
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donde están representadas primero las extensiones de los conceptos "ojos de mi cara." y 

"'"piernas de m.i cuerpo" vinculadas con la verdad, ya que se pueden poner en correspon­

dencia biunívoca los objetos que caen bnjo ellos apareando, por ejemplo, el objeto a con 

el objeto x, y b con y; mientras que, por otro lado, no podemos aparcar [a, bJ con { e J 
ni con LJ, n, kJ, que son los objetos que caen bajo los conceptos "nariz de mi cara" y "rey 

:mago" respectivamente, cuyas extensiones están expresadas, por consiguiente, vinculadas 

con lo fal3o. Así pues, en esta versi.6n, el número de la extensión del concepto .. ojos de mi 

caraw sería el .. conjunto" o agrupación a Ja que pertenece esa extensión en tanto que pueda. 

ponerse en correspondencia. biunívoca. los objetos que a.grupa. con los que agrupan otras 

extensionet. En resumen, el número. según esta versión, es el número de una extensión, 

es decir, de una agrupación, digamos A; y el número de esa agrupación de objetos es Ja 

agrupación de n.grupn.ciones que puede lograrse a partir de un concepto, digamos G, que 

podría expresar.se con el predicndo .. ser extensión que agrupa objetos que puedan ponerse 

en correspondencia biunívoca. con los objetos que agrupn. Ja extensión A"' • 

Mientras que en la versión fregeana un número es una agrupación de conceptos, en 

la otra. versi6n, el número es una. agrupnción de extensiones. Sin embargo, en cierto 

sentido ambas versiones son equivalentes ya que, finalmente, en las dos un número .. atrapa" 

directa o indirectamente los mismos conceptos y ln.s rnismas extensiones. En la versión 

fregeann, el número del concepto F agrupa determinados conceptos dependiendo de si 

sus rcspectivn..<1 extensiones tienr.n o no cierta carnctcrística; y a.sí, quedan .. ntrnpadns" 

también ln.s extensiones que tengan esa característica. Por otro In.do, en In otra versión, 

el número de la. extensión del concepto F agrupa dctcrminadn.s extensiones, justo n.qucllas 

que quedan "ntrapadn.s" en la versión fregenna; pero en Frege, la. extensión es siempre la 

extensión de un concepto; a.sí pues, de esa forma. quedan también ""atrapados'" los conceptos 

asociados con esas extensiones, y éstos son justamente Jos que agrupa la versión frcgcn.na. 

En con.secuencia., en arnb&ll versiones, el número, del concepto F agrupa o ""atrapa" los 

mismos conceptos Y las rnismas extensiones, y por ello podrían mnn~arsc como equivalentes 
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haciendo los ajuste..s requeridos en el sistema fregeano. De hecho, la similitud estructural 

que puede observarse sin dificultad en los dos diagramas que presentamos del número 2, as{ 

como con un tercero que representara. la versi6n del número corno un concepto de conceptos 

sugerida de pasada. por el alismo Frege, nos sugiere que podríamos usar cualquiera. de elln.s 

haciendo los ajustes necesarios. No obstante, Frege us6 claramente sólo la primera versión. 

Ahora bien, entendidos de esa. forma los números, Frege pretendió confirmar su idea. 

~icndo si se pueden deducir propiedades conocidas de los números a partir de esa definí-

ci6n ... (Frege [1884J inc. 70). Y así, al final de los Fundamcnto3 y en las Lcye:1 Dá:1it:a:J dt: 

la .Aritmétiea. de acuerdo a sus distinciones conceptuales y las leyes de inferencia desarro­

lla.das a partir de su Conccptografía, Frege obt.icne varias de las principales proposiciones 

acerca de los números naturales, y para. lo cual, incluyó como parte de la lógica su ley de la 

igualdad de las extensiones que hoy se sitúa dentro de In. teoría matemática. de conjuntos. 

Al respecto dice: 
9dlo pqede haber diacll•idn, por lo qqf!! alcanao a v..,r, r~p<!'Cto d.., mi 1,..,.. rund•rn,..ntal 
de lo• cqrso• de valore• (V), qqe qqi•ú lo• ldp;ico• lodavCa nn con•idl<'ran como co•a 
piropia, aunque • .,.. pien•• en ella cqando • .., ha.bla, por rj .. mplo, Je exten•ionl<'• df!! 
concepto (Fu111:e [18g3J, lnt.); 

lo cual es explico.ble porque pnra. Fr<."ge In.o¡ extensiones están siempre formo.das o. partir 

de los conceptos; y si la. 16gic.a se encarga. de los conceptos, al pn.recer, no ve por qué las 

extensiones no sean tan:ibién asunto de la lógico.. 

Su método para reconstn1ir In. aritmética. consiste en mostrnr que la.-. agrupaciones de 

conceptos que define como númcroa tienen en primer lugar las mismn.s propiedades que los 

tradicionales números naturales. Para ello, definió cada número individual eligiendo un 

concepto a.l que le c:orrcsponda. ese número. Por ejemplo, O lo define como el número que 

corresponde a.1 concepto "desigual consigo mismo"; 1, como el número que corresponde al 

concepto .. igual n. cero"; y 'sucesor~ lo define diciendo: 

Exl•t• lln concepto F y ""- objf!!to :Z:: que cae bajo <i!I, de tal tipo qqe el nllmero 
que corTe•ponde &1 conc•pto P - n, y que el n.Sm,..ro que cone•ponde al concepto 
•que c.ae bajo P, paro nn •• iCll&I a :z::• .., Fn¡ -o, con otr .. palabr .. ,- que n. •i&ue 
lnmfldlat•rnente a 1"n •n la -ri• de loe n.Smaroe naturale• (Fre,ce (188•]. lnc. T&); 
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y a partir de ahí. deduce para Jos núineros a.sí definidos las propiedades aritmética.a más 

conocidas. Esto lo hace en loe: incisos 74 a 77 de los Fundamento.s y 41 a 43 de las Le11e.s 

Báaicaa como lo ejcmptificaremoa con un poco más de detalle en el inciso 2.6 . 

En resumen. Frege proporciona una definición de los números que los vincula es­

trecha.xnente con los conceptos; y a.demás. lo definido así se comporta. al parecer. como los 

tradicionales números naturales. Lo primero. permite ubicar los números en el panorama 

general de loe conceptos; y lo segundo. refuerza la hipótesis de que los ubicados sean re­

almente los números que se ha.n usado durante siglos. Por todo ello, y por el entUBia.sta 

apoyo de pensadores relevantes como Russell, Ja definición frcgcann. ha sido generalmente 

aceptada, aunque no por ello ha estado completamente libre de objeciones. 

En primer Jugar, se encuentro., por ejemplo, la gran objeción del mismo Russcll cuando 

Je comunica a Frege que ha encontrado una contradicción en el inciso D de su Coneeptogra/(a 

cuando éste considera que ln.s funciones son tn.z:nbién elementos indeterminados sin que se 

estipule ninguna restricción a su indeterminación, ya que. siendo a.sí, se podrían formnr 

predicados contradictorios como, por eojemplo, "- es un predicndo que no puede predicarse 

con verdad de sí mismo", del cua.l no puede decidirse si ene o no bajo la predicación que 

expresa. A lo cunl, Frege contestó: ... Su descubrimiento de la contradicción me causó una 

gran sorpresa. Parece entonces que una igualdad de curso!:I de valores no está siempre 

permitido., que mi ley V es falso.... y que mi combinación de signos no tiene significado 

en todos los ca.sos"(Fregc [1002], p. 124 de Heijenoort [10G7]). Lo cual significa. que no 

siempre podemos pasar de un concepto a su extensión sin caer en contradicciones; o, en 

nuestros términos. que no todos JOB conceptos pueden pensarse como modo:J en los que se 

pueden agrupar objetos; lo cual resulta realmente grave porque tendríamos que redefinir 

lo que se entiende por "concepto• alterando todo el sistema. 

Frege propuso una soluc::i6n en un apéndice al volumen II de sus Leye:J Dá.3iea.s que 

consiste en restringir la. ley V diciendo que la.s extensiones de dos conceptos son iguales, 
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si y sólo si, para todo argumento, si énte no es igun.l a ninguna de las dos extensiones, los 

concept08 arrojarán los mismos i."B.lore8. Esta solución, como lo a.clara. el mismo Frege, no es 

una definición de r...xtensión, sino que sólo establece ciertn..s propiedades de las funciones de 

segundo nivel. Sin embargo. Lesniewski en 1038 (ver Resnik llOBOJ p. 215), posteriormente 

Quine {1955], Gen.ch [1956J y recientem<ntc Rcsnik 11980] han mostrado que la solución de 

Frege no es del todo satisfo.ctoria. Lo cual. al cuestionar la caracterización que da Frege 

para los conceptos, nos deja con un sistema. en el cual no está claro, finalmente, qué sería 

en general un concepto si no es una forma de agrupar objetos; y qué sería en general una 

extensión si no es una agrupación que se logra a partir <le una forma de agrupar objetos. 

Esto último lo trataremos más ampliamente en los incisos 2.3 y 2.4 . 

Además, quisiera mcn<":ionar que la definición fregcana de los números supone una idea 

previa de los mismos. Frrge cono<":ía las leyes básicas de los números dadas en la aritmética, 

y conocía que el 1 sigue al O en la serie <le Jos números naturales. Una definición puede 

generar un sentido completamente nuevo para un término con bnse en una combinación 

nueva de términos conocidos; o bien, puede precisar el sentido más o menos conocido de 

un término con base en una combinación m1is o menos conocida. Creo que esto último 

es el ca.so de la definición frcgeana de 'número' como trataré de argumentar a partir de 

ciertas consideraciones que d(•sarrollaré en el inciso 2.6 . 

Por último. la definición de Frege ha sido atacada también en cuanto a si sus agru-

pacioncs de conceptos son realmente los tradicionu.les números, y no únicamente algo que 

se comporta como éstos. En ese sentido se encuentra. por ejemplo, el artículo de Dcnac­

erraf "'Qué podrían no ser los números", que analizaremos en el inciso 2.5 estrechamente 

vincula.do con el inciso 2.2 . 
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CAPITULO 2 

ALGUNAS OB;JECIONES Y SOLUCIONES A LA DEFINICION 

FREGE.ANA DE NUMERO 



2.1- Dlftcultadea de la definición fregeana de número 

La definición de número dada. por Frege en los Fundamento_,. de la Aritmltit!a ha sido en 

general mal comprendida, y esto ha originado serias objeciones que parecen nulificar por 

completo el intento fregea.no. En el capitulo anterior presenté una clarificación de dicha 

definición que será de In. que nle valdré aquí para analizar qué es lo que no ha quedado 

descartado del intento íregeano, así como algunas soluciones que se han propuesto para 

ciertas objeciones. 

La presente investign.ci6n sobre los números intenta indagar no sólo qué dice Frege 

sobre ellos, sino también hasta qué punto da en el blanco. Frege habla sobre los números, 

cualquier cosa que éstos sean, y sostiene sobre ellos que poseen ciertas características. Nos 

proporciona. una definición que, en sus términos, refiere a ciertos objetos, y sobre ellos 

expresa un determinado conocimiento que nos es transmitido mediante el _,.entido de la 

definición. Pero, ¿cuál es ese referente, para que podamos juzgar sobre la pertinencia. 

de las ca.racteristicas que se le atribuyen en dicha definición? Según vimos en 1.2, Frege 

sostiene que esos referentes son obietivo_,. ya que "la.s entidades matemáticas poseen una 

íuerte determinación y solidez'", y que los ntímeros de los que habla. son objeto_,. porque .. el 

número 1 -como cada uno de los nún1eros de la. n.rit1nética.- es único ... ; por otro lado, una vez 

dada la definición de número, Frege pretendió confirmarla deduciendo de ella, al menos, las 

propiedades aritméticns de los nú1neros naturales. Así pues, podemos decir que la piedra 

de toque frente n. la cual Frege pretende contrn.star su definición es la. aritmético. misma y, 

en ese sentido, los referentes aludidos serían ni mñ..<¡ ni menos que los números matemáticos. 

No obstante, Frege t1ostuvo ta.mbién, que los enunciados del lenguaje natural que mencionan 

algún número, tales como .. aquí hay 5 compañia..-t" y "aquí hay 500 hombres"' afirman algo 

sobre los conceptos. Por ello, pa.ra él, los reícrentes de los numerales. tales como •5• y '500', 

son objetos que íormn. parte de la predicación que puede hacerse de lo!-1 conceptos .. _ es 

una compañía"' y "- es un hombre"' respectivamente. Lo que se a.firma de tales conceptos 

es que bajo el primero caen 5 objetos y bajo el segundo caen 500 objetos. Lo cual, al 
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parecer, rebasa las propiedades puramente aritméticas de los números, y nos sugiere que 

el referente de la definición fregeana de número no son sólo los números de la aritmética 

pura, sino también esos mismos números en tanto que se usan en el lenguaje ordinario 

asociad06 a conceptos. Así pues, con base en ello, podemos decir que los referente."' de la 

definición fregeana de número son, con mayor exactitud, los números de la aritmética pura 

y aplicada. 

Por otra parte, pa.ra entender con precisi6n el sentido de la definición fregeana de 

número (es decir, las características que Frege afirma sobre los referentes mencionados) 

recordemos que dicha definición es sólo parte de la reconstrucción axiomática que hace 

Frege de la aritmética y para la cual define los términoR que empica. En ese sentido, Frege 

se refiere a ciertos referentes y lo hnce mediante un sistema axiomático, donde éste está. 

dado en términos tales que los números se definen como extensiones de ciertos conceptos. 

Ahora bien, a la definición frcgen.nn. de los números se le pueden presentar, al menos, 

las siguientes objeciones: 1) ¿hasta qué punto es valido y hnsta qu(-, punto es necesario 

tomar como un solo referente los números de la aritmética. pura y aplicada? De hecho, hny 

pensadores, como Dcdekind y Peana, que sostienen que basta. e incluso es más conveniente, 

tomar como únicos referentes los números de la aritmética puro.. A:.í pues, discutiremos 

en 2.2 esta custión tomando el pensamiento de Dedckind como reprscntativo de esa vía 

alternativa a la fregeann.. Z) Russcll custionó la noción de .. concepto .. usada en In. definición 

fregea.na de número mostrando que de ella sr. podín. g~ncrnr unn. contradicción. A!ií pues, 

en el inciso 2.3 discutiremos a la luz del trabajo de Russc11 mediante el cual pretende 

"componcr91 la definición fregen.na de núrncro, qué se sostiene <le In. versión frcgeana y qué 

requiere un cambio de acuerdo con la objeción de Ru.sscll. 3) Frege define el número como 

un conjunto previamente a. In teoría matemática de conjuntos creado. básicamente por 

Cantor y sus seguidores. A ese respecto, habría que preguntarse ¿qué sentido le han dado 

al término 'conjunto' los trabajos de Cantor y sus seguidores? y si dicho sentido implica 
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algún cambio o precisión en la. definición írcgeana. de número. Asf pues, en el inciso 2-4 

ana.li~arcmos el trabajo de Cantor sobre los conjuntos y sobre los números en términCM'I 

de coajuntos, as{ como algunas ideas modern8J5 sobre los conjuntos y sobre la. definición 

cantoria.na en relación con la definición fregcana de nú.tnero. 4) Otra objeción que se le ha 

formula.do a la definición íregeana, sobre todo n. partir del trabajo de Benacerraf, es que 

en realidad podrían. darse multiples definiciones de los números en términos de conjuntos. 

De ah( concluye Dcnaccrraf, que al no ser cada número un conjunto específico como Frege 

sugiere, los números podrían no ser conjuntos en absoluto o, aún mñ.s, podrían no ser ni 

siquiera objetos especificas. Así pues, en el inciso 2.5 a.nn.lizaremos el trabajo de Benacerraf 

que presenta dicha objeción, y trata.remos de evaluar hasta qué punto y en qué sentido 

se afecta el intento fregcano de definir los números. 5) Por último, el hecho de que la 

definición frt?geana de número sea pnrte de una reconstrucción n.xiomática nos plantea. la 

cuestión de qué es lo que realmente prueba que de dicha definición se obtengan lógicamente 

las propiedades aritmética.o¡ de los números, y eso nos obliga a precisar en qué consiste un 

trabajo axiomático. A!t{ pues, en el inciso 2.Q trataremos de analizar esta custi6n, sobre 

todo, n. partir de los trabajos de Hilbcrt y los problemas a los que se enfrenta la axiomñ.ticn. 

moderna. 

En resumen, Frege elige ciertos referentes, nl pn.rC'ecr, m{l.S amplios que los que eligen 

Dedckind y Pcn.no, y sobre ellos sostiene que Hiempre están vinculados a los conceptos 

(aunque su noción de .. concepto" es defectuosa), sostiene además que son determinados 

conjuntos (aunque DenaccrrnI muestra que pmlrín.n Rer otros conjuntos diferentes), y todo 

ello lo dice mediante un sistema axiomático (lo cun.l nos obliga n indngnr lo que esto 

implica). Nuestra taren. en el presente capítulo consL-;tirá, pues, en indagar, hasta donde 

nos sea posible, la pertinencia del referente nl que se enfoca Frege, y en juzgar, a la luz 

de los trabajos de algunos de los pensndoreR mii...s relevantes en estos asuntos, así corno 

de las consideraciones que aquí mismo hagamos, qué es lo que podt~moa decir que aún se 

sostiene de la noción fregeana de número; o, con otras palabras, tomando los números 
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de la. arit.:rnética. pura y aplicada como los referentes de la definición frcgcana, qué tan 

acertado es decir de forma a.xior:nátlca que dichos referentes son ciertos conjuntos asociados 

a. deterx:nina.dos conceptos. 

2.2. ¿Un ntlmero está sletnpre asoclndo a clertoe conceptos? 

Para intentar contestar esta pregunta hay que aclarar primero a qué nos referimos con el 

término •número'. A primera vista el asunto parece muy simple. ya que hoy día todos 

aceptan que 5. 1/3, 71" y t{0 son ejemplos de números matemáticos. y puede decirse que es a 

ellos juata.rnente a. los que queremos referirnos con la expresión •número•. Sin embargo. si 

queremos ir un poco más lejos e intentamos definir los números, tendremos que precisar lo 

específico de ellos; tendremos que aclarar qué cosa.o¡ caen bajo el predicado ... _es núinero", 

y qué cosas no ca.en. En otrB.B palabras, necesitamos decir qué es un número (o, al menos, 

qué es un número matemático en el supuesto de que pudiera haber otros números); y, 

dado que al menos los números conocidos en la matemática son infinitos, no podemos 

enumern.rlos uno por uno y requerimos forzosamente de alguno. caracterización general. 

Aristóteles había definido el número en los siguientes términos que también citamos 

1.2; ... La unidad es el principio del número en tanto que número,... ln. unidad es 

indivisible ... -y- el número es una. multitud d~ mónadus .. (Aristóteles [s IVb ac} lib. X. 

cap. 1). Sin embargo. el uso admitido de los nútneros matemáticos en relación n. los 

hoy llamados números racionales entró en conflicto con esa. cn.racterización e hizo surgir 

primero la teoría de las proporciones de Eudoxo con la idea de fijar el comporta.miento 

de esas relaciones entre los números que hoy llam1i..rínn1os quebrados. Posteriormente, la 

solución consistó en ampliar ln. caracterización de nútn<•ro, de tal manera que incluyera 

como ta.les no sólo lo!t enteros, sino también la.s fracciones como 4/3, 2/5, ctétera. Por 

otra parte. en el siglo XVI. Simon Stevin refutó y modificó la definición de ntímero dada 

por Aristóteles. Según Stevin, el 1 también es un número ya que la parte está hecha. 

de lo s:nismo que el todo y si ln. multitud de unidades es un número, también lo será. la 

52 



unidad que es parte de ella (ver. por ejemplo. Janes IU>78). p. 233). Posteriormente. en 

1872. Dedekind propus6 una caracterización general de los núm.eros cntcndiendolos sólo 

como lugares en una serie con la intención de incluir tanto a los racionales como a los 

irracionales (según lo veremos en este mismo inciso). Por último. Frege. por un lado, al 

tratar de probar que los juicios de la aritmética eran analíticos (según lo vimos en los 

incisos 1.1 y 1.2) y Cantor, por otro lado, al introducir los números trasfinitos (según lo 

veremos en 2.4), volvieron a modificar la noción de número. No obstante, actualmente no 

hay una aceptación universal de 18.1'1 últimas caracterizaciones que se han propuesto sobre 

los números; y es por eso que nuestro estudio sobre ellos ha comenzado por revisar estas 

últllnas caracteriza..ciones a partir de Ja dada por Frege que cs. en cierto sentido, la má.s 

completa. 

Al parc:cer, los números (n.1 menos lo~ números con los que trabaja la aritmética) 

se resisten, corno otras entidades matemáticas, a una caracterización general. De hecho, 

ésta. ha sido en gran pnrte la historia de las matemáticas; y, como consecuencia, algunos 

pen.aadorcs han abandonado todo intento por caracterizar de una manera fija los números 

o cualquier otra entidad matem¿Í.tica: 
A trawll!"• de lo• Uempo• -dicen, por e-jemplo, Courant y Hobbin•- lo• mat•rnl.tlco• 
con•ideraron •u• oLjeto•, tale• como •I ni.lm.,ro, el punto, etc. como co•a• •u•ta.n­
claJ.,. en •C. Pero .,n ... i.ta de qu• ••lo• entf!• d••afiaban •i•mpre lo• Intento• para 
qna de•cripclón adecuada, lo• matem,tico• del •iclo pa•ado llecaron paulatiwamente 
a la convicción de qu• el problema de la •il(nifie"ación de dicho• obj•to• como co• ... 
•u•lanciale• no tenC•, "'n modo alcuno, •entido dentro de ¡..., matem,tlca•. Lo qu• 
realmente •on lo• puntn•, 1 ... recta• y lo• nt..lmero• ni •• pued• ni •• nece•arlo dhcu­
tirlo en mat•mátic ...... Lo que interto·•a, y lo que corre•ponde a hecho• comprobable.!J 
•••u e•tructura y relación"(Courant y Robbin• [l!l71J pp. 6 y 7). 

Sin embargo, aun cuando no fuera n.sunto de la..q matemáticas, ciertamente s( es asunto de 

la. filosofía. buscar un esclarecimiento de aquello, como los números, de lo que hablan los 

ron.temáticos. 

Ahora bien, la a.ritméticn., entendida como el estudio matemático de los números, 

los clasifica. en diferentes grupos y ha fija.do las leyes que rigen el comportamiento de los 

números entre sí. Sin embargo, para algunos eso no era suficiente, y a fines del siglo 
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pasa.do se sintió, como dice Dedekind, .. la fa.Ita de un funda.mento realmente científico de 

la aritmética." (Dedekind {1872] inc. 1) originando así la búsqueda. de sus funda.nientos (ver 

nota. 1 del capítulo l). El propio Dedekind, por f"jemplo, al busca.r una caracterización 

general que sirviera tanto para los números raciona.les como para los irracionales propone 

el siguiente axioma: 

51 todos lo• punto• diP la l'"IPCta SIP divldiPn IPn do• •htiPrn&• dlP manera que todo punto 
del prirn.,.r eiaterna •• en.,uentra a la hquierda de todo punto del ••K"t.ando, •ntonc•• 
exl.te un punto y ..Slo uno que produce e•t• r•parto d• todo• lo• punto• en do• 
•id•rna• (Oedelr.ind [11!17:2J lnc:. 111); 

donde se afirma, en otras palabras, que a cada reparto le corresponde un número real y 

sólo uno. Y, corno puede mostra~e que lo inverso es también cierto, de hecho hay una 

correspondencia biunívoca entre los números renles de la recta numérica, y los repartos que 

Dedekind llama cortadura,,. Siendo a.sí, pueden definirse los números en términos de cor­

tadura.,, diciendo, por ejemplo, que un nú1ncro es todo aquello que produce una cortadura, 

ya. que .. Jos números son distinto."J siempre que correspondan a cortaduras esencialmente 

distintas, y &6lo en ese ca.so" (Dedekind [1872) inc. X-V): todo lo que sea un número, pro-

duce una cortadura; y si n.Igo produce una cortadura, es un número. Naturalmente esto 

obliga a Dedekjnd a precisar la naturaleza de lns n.sí llamadas cortadura"; y, por otro lado, 

a comprobar que, en efecto, de sus definiciones pueden desprenderse las leyes conocidas 

de los reales, o con otrn.s palnbrn..."I, que no sólo hay una correspondencia biunívoca entre 

reales y cortadura,,, sino que también los reales entre sí tienen relaciones análogas a las 

cortaduras entre sí. En este último cn."lo, diríamos que hemos encontrado <los estructuras 

isomoría.s y podemos definir los clerncntos de unn. en tértninos de la otra. Qué tanto logra 

Dedekind de todo esto, y qué tan provechoso es si lo logra, intentaremos verlo en seguida. 

En .. La naturaleza y el sentido de los números .. , Dcdckind procede sistemáticamente a 

definir los números naturales empezando por definir lo que él entiende por 'sistema BÍmple­

:r:ncntc infinito~ ... Un sistema (agregado, conjunto o totalidad) S, tomado como un objeto 

de nuestro pensamiento, está. totalmente determinado cuando con respecto a cualquier 

"' 
54 



cosa está definido si es un elemento de S o no .. (Dedekind [1893J inc. I). Para expresar la 

relación de "pertenecer a" (E), a.sí como l~ relaciones de "ser parte de"' o "ser parte propia 

de" (~ y e, respectivamente) Dedekind emplea, erróneamente, corno bien lo critica Frege 

(ver Frege [1893] intr.), el único símbolo •3•. Por otro lado, "por una trn.nsformaci6n el> de 

un sistema S entendemos -dice Dcdckind- una ley de acuerdo con la cual a cada elemento 

determinado " de S corresponde una cosa determinada que se llama In. trn.nsformn.ci6n de 

., y se denota por ~(s)" (Dcdckind {1893] inc. II), o S'; donde la tranformaci6n se llama :ti-

milar cuando es una relaci6n funcional. En esos términos, un sistema simplemente infinito 

S es un sistema para el cual pueda encontrarse una transformaci6n similar cp en ambos 

sentidos, es decir biunívoca, que vincule todos Jos elementos de S con una parte propia 

A de los elementos de S. Si a.demás cp permite ordenar el sistema, estamos en posesión 

del sistema N de los números natura.les (donde 4' será una trnYU1fortnn.ción ordenadora si 

perrn.itc vincular entre sí todos los elementos de un sistema. S, de ta.l manern. que exista 

un único elemento en S que no esté contenido en S', es decir, en el contra.dominio de la 

funci6n). Dedekind simboliza con •1 0 • la intersección de todos los sistemas simplemente 

infinitos que estén ordenados a partir de un primer elemento simbolizado con '1 '. De tal 

suerte que, en palabras de Dedckind: 
L• •••ncia de un eielf'ma aimplf'mf"nl• infl nito N con•i•le •n la. exlelf'ncia. de una 
lra.ne(ormación <P de N y un elf'mento 1 que •ali•fa111:an la• •i111:uienl•• condicionf'•l a) 
N• 3 N; lo) N = lo; c) "'I <demento 1 no "'•l"- conll!nido en N-. y d) la tran•formaci.Sn 

4' •• almilar• (Ded•klnd {18!>3J, J .. r. 71 ). 

Posteriormente, Dc<lckin<l muestra que las leyes de los números naturales se despren­

den de esta definición. Por cjetnplo, para. probar que en todo número n se cumple que 

n ,,¡:.. n.\ procede por inducción en dos pasos: 1) para n = 1 se cumple puesto que 1 por 

definición no está. en ri>(N); y 2) si se cumple que n f- n', se cumplirá. que n' T- (n')' puesto 

que la trn.nsformnción. rP, al ser biunívoca en N, determina para. cndn. elemento n una y sólo 

una transformación n.', y a cada. trnnsformación n' uno y sólo un elemento n.. Pero sin'= 

(n•)•. entonces n' sería su propia trn.nsformn.ci6n y, a.l mismo tiempo, la tranMformación de 

n; lo cual no es posible porque n' sería la tra.nforma.ción de dos elementos diferentes. 
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Ahora. bien, si observamos detenidamente Ja táctica de Dcdekind, prescindiendo de 

laa correcciones técnicas que le han hecho Frege y otros, nos da.rentos cuenta que en efecto 

define loa nú:rneros naturales en términos de ai6temaa y t.rana/ormacionea; que esos ai8temtUJ 

airnplenicnte infins·toa tienen propicdndcs análogas ni conjunto de Jos números naturales, 

como la. de poderse poner en correspondencia biunívoca con algunos de sus subconjuntos 

propios; y que la transformadón 4> se comporta como la rclaci6n ~ . De hecho, no importa 

qué objetos específicos tengan esas propiedades y cumplan con esa.~ relaciones: si algo tiene 

es&11 propiedades y relaciones, Dedekind Je llama número natural. En sus propias palabrrut: 
ai en I• con•ideracl.Sn ele un .iahma •implemente infinito N ord•n-.do por Ja lran•­
rormacl.dn t/>. olvida.moa compl•tamenle el car,cl•r ••p•clal de lo• •lem•nto•, y •irn· 
plen.enl• relenemoa •u djatincuibllidad y loma.moa en curnt• ...Slo la relación de uno• 

con otro• en la cual eat¿n colocado• por la rrlaci.Sn ord•n•dora t/>, entonce• loa e­

lamentooa - llaman n.Smrro• nal11ral•• o nllmero• ordinal•• o aimpl•ment• n.Sm•ro• 
(Dedeklnd fl8!>3J d•f. 73); 

Jo cual es criticado por Rus.sell porque de esa forma, t•n todo caso, s61o se está. definiendo 

u.na progresión cualquiera, y "una progresión puede estar formada por puntos o instante!'I, 

o por ordinales transfinitos, o por cn.rdinalcs, en ln."' que, -c:on10 puede mostrarse- los 

ordinales no son elementos" (Russell fH>03j inc:. 242). Para Dcdekind un núrncro es sólo 

un lugar en una serie; y esto se debe n. que de ellos sólo ha tomndo sutt intercon~xiones. Así 

pues, a partir de eso, podemos decir que lo que ha encontrado Dcdekind es la estn.icturn. de 

Jos nú.mcroR. Como sabemos. una estructura abstracta puede f;Cr interpretnda de múltiples 

f"orm.a.s: pueden darse teóricamente infinidad de grupos de cosas que compartan ln.s mismas 

interconexiones. Por ejemplo, el sistema plnnctnrio y d sistema atómico (según el modelo 

de Dohr) comparten In.a mismas relaciones entre r>us centros y las "'pn.rtículas" que giran 

al.rededor de ellos. Sin embargo, eso no identifican una estrella con el ntíc:lco de un átomo. 

De la. m.ism..a fortna que, compartir In misma estructura, no identifica los número.!' natural e., 

con loe 61·.sicrna.3 ordenado:1 a·irnplemente infinito., a menos que no encontremos otra cosa 

que nos pe.mi.ita diferenciarlos. Por cierto, la misma crítica puede hacerse también n la 

caracterización que ha.ce Peano de los naturalea mediante sus cinco axiomas. De hecho, 

eJ mism.o RusseII Je hace comentarios análogos en Russcll [1003J, cap. 14, y en RusscII 
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{1010J, cap. l. En elios muestra básica.mente que los a.xiorna.s de Pee.no no caracterizan a 

Jos naturale.9 sino a cualquier progre.9ión; ya que dichos axiomn.s pueden interpretarse como 

refiriéndose a cualquiera. de elJas, y no designan unívocamante a los números naturnles 1 • 

Por supuesto, la cuesti6n estriba en qué queremos entender por 'número natural'. De­

dekind no encuentra ninguna diferencia entre las estructuras aludidas; ya que él entendía 
la arltrnftlca •n •U totalidad corno con•e-c:uencia neceaarla, o al meno• natural, del 
acto aritn1•tico m"-• •imple, el de contar. Y, el conl•r rni•mo, no ea otra Co•a que 
la creación •uce•iv• de •erl~ infinit- de entero• positivo• •n Ja que cada elemento 
e•t,¿ definido por rn•dio d•I Inmediato anteirior; •I paso m"• eimpl• ea •I paao de un 
eJern•nto 7a formado, al siguiente (Dedelr.ind flft7J:) lnc. 1). 

Sin exnbargo, si de los números s61o retenemos su estructura, tcndríam~ que refutar a Frege 

cuando dice que .. ha quedado estabk-cido definitivamente que Ja asignaci6n de número 

contiene una afirmación sobre un concepto" (Frege f 1803J intr.); es decir, que un número es 

siempre el nUmero de un concepto. Para Frege el número es una extensión y toda extcnsi6n 

es siempre Ja extensión de un concepto. Como lo ha mostrado recientemente Alvn.rez en 

un trabajo en el que explora. ln..s similitudes entre las definiciones de Frege y Dedekind, la 

diferencia funda.mental radica en que .. Frege sostiene -en oposici6n n. Dedckind- que los 

nÚUler09 al poseer una existencia objetiva no surgen de ninguna ordenación que de ellos 

se pueda dnr; existen en In. medida en que a. elloR BP n."locia un concepto .. (Alvarez f1987J 

p. 358). Podría pensarse que In. diferencia entre lns definiciones de Frege y Dedekind 

se debe a que sus referentes mismos son diferentes: n1icntrru:i que los referentes de la 

definición de Frege son, al parecer, los núrncros de la nritrr,éticn. pura y aplicada; los 

referentes de la definici6n <le Dcdekind parecerían ser sólo los números de In. aritmética 

pura. Sin embargo, los números a. los que se refiere De<lckind también pretenden servir para 

1 Dado que Jo• •i•t•m- de Peana 7 D•delr.ind ...,n an"loso• en lo• a•p•cto• que no• Interesan aquí, no 

sne detendnl a •Xaniinar la propU••t• da r,..ano, aun cuando tiene ciert- Yentajaa resaltadas por vario• 

auto.--. •Exlate en el m.ltodo d• Peano -dice, por ejemplo, Ru•••ll- Lln• Yentaja notoria d• •implicldad 7 

una •eparac16n m.ú clara entre 1- prop.,.lc:ionee de la aritmftica; pero de•d• •I punto de "'-La purainente 

!delco loe doa miftodo• ... a lsualmente correcto•• (Rua•ell (1903), lnc. 241) 
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contar la& coaas del mundo. Según Jos estructura.listas, corno Dedckind, contar es aparear 

objetos del mundo con series matemáticas; pero, aun aceptando eso, al lugar :r de la serie 

:rnate:r:ná.tica le correspondería. nlgo extra.matemático que permitiría identificar ese lugar 

independientemente de su relación con los otros miembro~ de la serie. Cuando decimos, por 

ttiemplo, "aquí hay cuatro caballos .. esta:rnos vinculando un número específico, el cuatro, 

con el concepto "- es caballo que está aquí"'; y el 4 de .. .,, caballos", si no es el mismo 4 de 

la. aritmética. porque, al parecer, refiere a algo estrechamente vinculado con lo empírico, 

a.l menos está estrecha.mente a.saciado con él yn. que se comporta aproximadamente como 

éste. Por supuesto, podríamos tener un sistema númerico en el que el 4 ordinario fuera 

100, el 5 fuera 200 y así sucesivamente; pero, en todo en.so, <•sto sería sólo un cambio de 

sln:J.bolos, ya que el 100 se comportaría tal como el 4 ordinario y estaría igualmente asociado 

a.l concepto ... _ es cabalJo que está aquí" 2 • De ta.1 suerte que, aun cuando tomemos como 

ref"erentes s6Io Jos números de Ja aritmética pura, no podemos olvidar que éstos pueden 

vincularse a los objetos del mundo a través de los coneeptos. Si los números fueran sólo 

elen:ientos de estructurnH abstractas, no tendrían propicdndcs que no fucrn.n estructurales; 

y, el poder ser siempre parte de la predicación que se hnce de un concepto al decir que bajo 

él caen :r objetos no es una propiedad estructural, ya que relaciona números individuales 

con conceptos individuales independientemente de lo que pase con otrOR números y otros 

conceptos. 

En apoyo a esto, mostraré en seguida que si aceptamos las propiedades estrncturales 

que han encontrado los estudiosos de la. aritmética, en efecto, de todo núrncro pod~mos 

decir que es el número de un concepto. Para ello, utilizaré unn. scndlln. reducción al 

absurdo: sen. z un número del cual no podemos decir con sentido •hay z cosas que son P'; 

no obstante, siempre podemos encontrar múltiples números, digamos x. y, w, tales que :r 

+ Y + w = z, de los cuales podemos decir con sentido •hay x cosas que han Q'. 'y cosas 

r:uhnero• aritr:n.41.lco• li•ncn proplt!'dadt!'• no ••lruct.,.rale•. 
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que son R~ y 'w cosas que son S'. siedo Q. R y S propiedades disyuntas entre si; a.si pues, 

si las leyes estructurales de los números nos aseguran que siempre podemos expresar un 

nútncro en tértninos de otros, se sigue de o.h{ que siempre podremos decir con sentido que 

hay % + y + w cosas que son Q o R o S. donde P significo.ría ser Q o R o S. As( pues. 

de todo número podemos decir que es el número de un concepto y eso confirmo. el hecho, 

como dice Russel1 1 de que: 
nece.itamos los números, no sólo p•r• verificar 1- CórU1ul•• U1atem-'.ticas, •ino tam­
bi<fn pa.ra aplicarlos adecuadaJnente a los objetos comunes. Debemos l.ener dies dedos, 
do• ojoe y una na.ria. Un •i•tema en el cual •1• si«nifique 100, '2' repre•aenl.• • 101 y 
... 1 aucealYam•nte; pued.,. •,..r completain .. nte ad .. cue.do par• la matemAtlca pura, pero 
no •e •ptlca.rfa • lo• hecho• de la vld• diada ... Necesitamos ni1meros que podarno• 
emplear par• contar loe ohj.,to• comun .. s; y esto requiere que loe número• teng•n 
un •lgnifice.do preciso, y no •61<> que tl!n&an algun- propiedadee formal"• (Ru•aell 
(IOHI) cap. l, pp. g y 10). 

De to.1 suerte que. por lo visto, o.un cuando los referentes sean sólo los números de 

la. aritmética puro., no basta una dcfinkión en términos puramente estructurales como la. 

de Dedekind, ya que un núm~ro tiene también ln. propiedad no estructual de ser siempre 

el nú.niero de un concepto. Estn crítica vn. en contra. también de la propuesta. de Pea.no, 

Bena.cerraf (que annlizaremoN en 2.5) y de todos aquellos cstructuralistas que pretenden 

reducir las matemáticas y los números en particular a un conjunto de estructuras abstrae-

tas. Ciertamente. en las matemáticas se dan cstructurn.."• y los números mismos tienen una 

estructura.. Pero si reducimos los números a su estructura. nos quedaríamos sin uno. ca-

ractcriza.ción unívoca. de los mismos y pcrdcrfamos la estrecha. vinculación de los números 

con los conceptos (que desarrollaremos o.un miÚI en 2.5) rnanifcstada en expresiones como 

'cuatro caballos' 'No no.tura.les•, etcétera. En esta.!!. expresiones, 'cuatro• y 'No• no refieren 

a algo pura.mente estructural, yn. que No y sólo No es el número a.socia.do al concepto "'- es 

un número natura.\'". 

2.3. ,LTodo concepto tiene siempre un número asociado? 

Esta. pregunta. nos enfrenta directo.mente con la contrndicción que Russell le plantea a 

Frege. Según lo. interpretación que presenté en el capítulo anterior, Frege sostiene que 
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un concepto es un modo de agrupar objetos. Sin embargo, esta caracterización no es 

cornpletamente general, de lo cua.1 se lrunenta. Frege en su respuesta a Russell, ya. que, según 

la. contradicci6n mencionada, del concepto .. _ es un predicado que no puede predicarse con 

verdad de s( mismo"" no se sabe si se agrupn. él mismo bo.jo la verdad o bnjo la. falsedad. 

Sin embargo, ese concepto, al parecer, cumple la caractcrizaci6n frcgcn.na de lo que es un 

concepto, en tanto que ~ una función de un argumento que toma como va.lores sólo valores 

de verdad; pero, por otro In.do, no cumple lo que eso irnplica, a saber, que de esa forma. 

se pueden agrupar objetos, es decir, que tiene una extensión o ... conjunto .. asociado. Y, 

si un concepto no genera un ... conjunto", entonces tampoco tiene un núrnero asociado, ya 

que no hay Íor:rna de su.her cuántas cosn.s ca.en bajo ese concepto, es decir, cuú.ntn.s cosas 

pueden agruparse con ese concepto. Lo más delicado del n.sunto es que si no todo concepto 

es un modo ¿e agrupar objetos, entonces ¿qué serían los conceptos en general? Para Frege, 

t.odo concepto, al ser un modo de agrupar objetos, tiene una agrupación asociada.: justo, 

la agrupación (aun cuando esta sen. vacía) que pu<"de logrn.rRC con ese modo de agrupar 

objetos; por otra parte, los números agrupan conceptos de acuerdo a la coordinabilidnd 

de los objetos que pern1itcn ngrupn.r CKOS concepto!t; y, por consiguiente, todo concepto 

está agrupado an algún número. En ese sentido, todo núruero es el número de alguno"" 

conceptoe; ~ decir, es la agrupación a. la. que pertenecen de acuerdo n. la coordinabilidad 

de l!IUH agrupaciones asociadas. Sin embargo, dado que ln. contradicción se genera a partir 

de la noción fregen.na de concepto, CHta. noción elche modificarse; y, al hacerlo, habrá que 

preguntarse si todo concepto (en la versión modificada de concepto) tiene una extensión 

y, por consiguiente, un número al que pertenece. 

Por otra parte. la contra.dicción, como lo sostiene Frege y como trataremos de aclararlo 

en 2.4. afecta en general a las tcor(as de conjuntos. En ese terreno Cantor .. soluciona" la 

cuesti6n diciendo que las multiplicidades que no lleven n. una contradicción serán llamadas 

consistentes o conjuntos; y. en ca.."'lo contrario, no serán conjuntos, y se llamarán multi-
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plicidades inconsistcntes3 • Sin embargo, como lo había sostenido Hilbert (Hilbert 11904]) 

y lo ha :nl.Ostrado detcnida.nientc Ora.yen en un trabajo que está. por publicarse (Orayen 

[1987]), esta. .. solución'"" es inadmisible ya que pone la cn.rreta. delante de los bueyes; es 

decir, que dada una ca.ra.ctcrizn.ci6n de ciertas entidades, ella misma no permite a.clarar 

cuáles son esn.s entidades previa.xncnt.c al uso que hago.mas de ellas; y, por ello, a. dicha. 

caracterización se le añade ln. claúsula. de que cualquiera de esns entidades que lleve a una 

contra.dicción debe dcscn..rtarse. Pero .. sucede simplemente que, en ocasiones, son vn.rios 

conjuntos trabajando en cola.boraci6n, y no uno solo aisladamente, los que conducen a una. 

contradicción'"" (Ora.yen [10871 p. 20}; de tal suerte que ln. .. solución" de Cantor es, en todo 

caso insuficiente. 

Russcll y varios otros, que mencionaremos más adelante en el inciso 2.4, han propucs­

t.o diferentes alternativas que tratando de evitar toda contra.dicción salvan, aun cuando 

no haya sido su motivación primaria, a veces el logicismo frcgca.no o, al menos, la teoría 

cantarla.na de conjuntos. No obstante, para los propósitos del presente inciso nos interesa 

analizar por el momento ln. postura de Russcll, ya que es logicistn. como la de Frege, a.porta 

una. versi6n interesante sobre la noción de número y, además, porque Russcll mismo estudi6 

detenidamente la naturaleza de las paradojns. De hecho, del estudio de pn.radojn.."I c:omo la 

suya, Russell llegó a lu. conclusión de que <'ll todas ella.e;; se forma un circulo vicioso debido 

a una a.utorrcfcrcncia y, con bu.se en eso, Russcll formuló un principio que le garantiza 

no incurrir en una. cont.radic:ción insoluble como ln.s de Frege y Cantor. Dicho principio 

establcc:e que "ninguna totalidad puede contener miembros definidos en términos de sí 

miatna.""(Russell {1008\ inc. IV; ver tn.xnbién Russell y \Vhitehead ll910} cap. 2, inc. 1). 

En Lo.is Principio,, de la MateTTiáti'ca, después en Principia Mathcmatica y por último 

en Introducción a la Filo:Jof(a Maternáts"ca, Russell a.borda ampliamente el análisis de la 

3 Par• ••k> pllede .., • ..,..sobre lodo su •Carta a Dedekind• del 28 d., jlllio de 1809 inclufda en Heljenoorl 

{UHlTJ. 
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noci6n de número. En todas esaa obras hizo ii:n.porta.ntes precisiones que serán de las que 

trataremos de au.xilia.rnoe para estudiar la definición russelliana de número. Loa Princi· 

pioa~ que rué su prhner gran obra en este campo, estañ. dirigidos a un público prepon· 

derantenlente 5.los6fico¡ Principia e& la más precisa y técnica porque está dirigida a Jos 

:r:natexnáticos principalmente¡ y la rncnos sistemática, pero más clara en algunos puntos, es 

la Introduu:ión que está dirigida a. Jos estudia.nte11. AHf pu<?s, con esta perspectiva, veremos 

en seguida Ja.a ideas de RusseJI HObre el número. 

Para él .. un núzncro es todo aquello que es el número de una clase •.. y el número de 

una clase es la e la.se de todas la.a clases. que Je son coordina bles"' (Russcll flOlOJ cap. 2, 

pp. 19 y 18). RUBSell a.firma. que esta. definición es exactamente la misma de Frege, si 

se identifican sll!"I cla.ses con las extensiones de éste; aunque confiesa. que no está seguro 

de haber entendido completa.mente la teoría de la.s extensiones de Frege (Russell f1903J 

incs.484 y 404). No obstante, sostiene que Ja pregunta ... ¿qué es el número? ha sido 

íonnulada írccucnternentc, pero sólo fue correctamente contestada en nuestros días. La 

respuesta fue dada. por Frege en 1884 en sus Fundarnento3 de la Aritmética"' (Russell f1919J 

cao. 2, p. 11). Por ello, cxa.:r:n..inemos Ja. ref"ormuln.ción russelliana para ver la coincidencia. 

con la. definición de Frege, B.HÍ como la forma de evitar la contradicción que él mismo 

descubrió. 

Para. Russell, como pa.rn. Frege, definir es dar una regla parn la manipulación de 

eúnbolOl!I, y puede hacerse siempre de una manera explícita. Así pues, la definición de 

Ruascll nos está. diciendo que el término .. número' tiene el mismo significado que una. 

expresión en términos de clases. Pero, según Princi.pia .. estas da.ses. tal como las hemos 

introducido, son sólo símbolos, o convenciones linguísticn..q;, no objetos genuinos como lo 

son eua zn.iembros si éstos son individuos"(Russell y \Vhitchcad [HHO) cap. 3, inc.1, p. 

72); mientras que, si recordarnos, para. Frege los números son objetos. Así pues, hay que 

a.clarar de qué íorma. ea explícita. Ja. definición de Russell, y cómo usa el término •clase'. 
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Al dar una sola definición que sirva para va.ria.a cosas como pueden ser los núm.eros 

quere:r:nos prescindir de sus caracteres difercncial€!:!1 y considerar solaniente aquello que es 

común a todas ellas para verlas como iguales. A e.."lto lo llama Russcll 'definición por 

abstracción' y Re usa, por ejcn1p1o, en el libro V de Euclides para caracterizar la. razón 

de dos cantidades. Alessandro Padoa de la. escuela de Peana encontró cómo dar forma 

explícita a las definiciones por ubstrncci6n al observar que el quid común a todos los entes 

ligados por una relación de igualdad consiste en que en.da uno de ellos tiene el mismo 

conjunto de entes iguales a él. Si vemos que todos los números tienen en común el ser los 

núi:neros de un conjunto o clase de individuos, en el sentido que defendí en el inciso 2.2, 

podemos decir, prCRcindiendo de los cn.rnc:tercs diferenciales, que un número es todo aquello 

que es el nú.tnero de unn. clase. Dndo que el número de la clase formada por tres hombres 

es el mismo que el de la clase formada por tres árboles, y cst~ eta.ses tiene en común ser 

coordina.bles entre sí, podemos decir, siguiendo según Russetl el método de Padoa, que el 

número de una de esas clases es In cln.se de todas las clases coordina bles con ella. De hecho, 
•i•mpre que lo• m.,tem"-tlco• deducen una propiedad comlin de un .. r•laci6n de l&ual• 
dad, t.odo• lo• propd•ito• maLem4Lic:o• de la •upu..,•L• propied•J como.In •• cumplen 
c:omplel•m•nle c:uando •• haya reemplaaada por I• el••• de t<llrmino• que l(U•rdan 
la relac:.16n dada ... y <il•L• e• el Ca•o que pre ... nlan lo• ndmero• cardinal,.• (Ru••ell 
{1G03) inc. 111 ). 

Sin embargo, al decir que todo número es una clase hay que precisar qué ficntido tiene el 

término 'clase' y qué clase específica es un número. 

Para. Russell "unn. cln.Be son todos los objetos que satisfacen alguna función proposi­

cional'" (Russcll y \Vhitchcad [1910J cap. 1, p. 23). Pero, ta:mbi.én afirrnu. que "los símbolos 

para. clases, como aqueUos para descripciones, son en nuestro sistema sfmbolos incomple­

tos; tlU uso está definido, pero ellos n1isrnos no se asume que refieran a algo" (Russcll y 

Whitehead {1010J cap. 3, inc. 1, p. 71); es decir, como él mismo había dicho en una cita 

anterior. "las clases son meros símbolos o convenciones lingüística.<i'". Sin embargo, dice 

Quine: 

La rr-• •runc¡6n proPo•icional' ••U u-a.da .,.blsu-•nte en lo• Prineipia Matht:­
matiea; una• Yec::e• •i1tniflc::a enundado able,.t.o, y oLr .. Yece• •l&nific::• propiedad. 
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La &eorfa •In el-•• de Ru•••ll utilba 1- f"L1nclon .. propn•lclonale• en ••t• ••sundo 
sentido como Y.Jo-• de 'O'&rlabl•• llsada•; por lo tanto lo iJnico qqe pqed• decir•• 
de la teorfa - qqe redqc::e uno• unl"•nal•• a otro•, e• d•clr, en conc:: ... to, el-•• a 
propled•d•• (Quin• (1G53J cap. e, lnc. 5). 

A partir de esto, puede desprenderse que para Russell, las clases no son objetos sino 

propiedades; ya que las clases son aquello que pueden tener en común varios objetos, es 

decir, lo que los caracteriza. como .. el 3 caracteriza a todos los tríos que tienen algo común 

que loa distingue de los otros conjuntos" (Russcll fl919j cap. 2, p. 12). De esa. forma, 

en este punto, al parecer. Russcll se aparta de Frege. para el cual 18.8 extensiones y Jos 

núni.eros son objetos y de ninguna forma funciones proposicionales que se expresen con 

sím.bolos incompletos. Sin embargo. veamos si ésta es una diferencia de fondo. 

Cuando Russell habla de clases, al parecer, está hablando de lo que Frege llama 

funciones proposicionales. En ese sentido los númt:>ros russellin.nos serían propiedades; de 

hecho, propiedades de propiedades, yn. que un número lo define como una clase de clases. 

Por otro lado. las funciones proposicionales de Frege no tienen criterios de identidad por 

tener un carácter inten.sional (es decir, cuyas diferencias son muy sutiles y no fáciles de 

precisar) y no cxtcnsionn.1; mientras que ln.s clases russcllin.nn.s tienen un criterio preciso en 

el inciso 20.15 de Principia en los siguientes términos: .. dos clases son idénticas cuando y 

sólo cuando sus funciones definitoria."! son formnlmcntc equivalentes .. (Russcll y \Vhitehcad 

{l.910J inc. 20.15, p. 180). Así pues, de ahí se desprende que Russcll no entiende las clases 

como algo intensional. De hecho, él hn.bín. dicho incluso que con respecto a las clases .. Frege 

adopta un punto de vista más intensionnl que el mío"(Russcll [1003] inc. 484). Al respecto, 

Quine sostuvo que .. In fundamentación proporcionada por los Principia está. obscurecida 

por Ja noci6n de íunción proposic:iona.l, pero -podernos- suprimir esas funciones en íavor 

de las clases y relaciones que son paralelas de ellu.<i" (Quinc {1053] cap. 5, p. 120). 

En resumen~ lo que podemos sacar de todo esto es que definitiva.mente no podemos 

comparar términos aislados en Russell y Frege: las t:.la:1e:1 rua:1elliana.<1 expresa.bles me­

diante a[rnbolos incompletos no son lo mismo que las funcionea propo:1it:ionale.s frt:gt:anaa 
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expresables mediante s(m.bolos incompletos. Se trata de dos sistemas en los cuales los 

diferentes términos adquieren un significado peculiar. De hecho, hasta donde alcanzo a 

ver, la definición de Russell no difiere sustancialmente de la de Frege; únicamente está 

inscrita en un sistema conceptual diferente. Habíamos die.ha en el cap(tulo anterior que 

para Frege un número es una agrupación de conceptos; y. pn.ra Russell, "'concebir e) número 

es una manera de agrupar detern1inados conjuntos, a. saber, aquellos que tienen un mismo 

número de elementos,..(Russell [l!JlOJ cap. !?, p. 14); lo cual, como puede verse, es muy 

cercano a lo de Frege por lo que dijimos en 1.4 . Así pues, al parecer, como RusseJI 

mismo lo sostuvo, su aportación n.1 concepto de número radica básica.mente en introducir 

la definición frcgeana dentro de un sistema que evita la contradicción. 

La. solución de Russell, aunque pn.rn. algunos resultn. muy artificial y poco satisfactoria., 

consiste en su teoría de tipos. En ella se prohiben lns mczcia.s entre diferentes estratos 

conceptuales; lo cual, para nuestros propósitos actuales, significa que no todo lo que Frege 

llamaba 6 Concepto' cstñ. permitido en el sistema russcllin.no. En Frege un concepto es una 

forma. de agrupar objetos de cualquier clu..::;c; tuicntra.s que lu. teoría de tipos no acepta. 

algunas formas que ngrupan objetos de difcrrntc nivel conceptual. En Frege, •función 

proposicionnP es una expresión genérica nplicn.blc a. cualquier forma de agrupar objetos 

frcgcanos, aun cuando éstos ~can de cualquier nivel conceptual en el sistema. russcllia.no 

como individuos, cJa..c;¡cs de individuo!'>, clases de clases de individuos, etcétera. Para Ru.ssell, 

en cambio, existen funciones proposicionales de dift~rcntc nivel: las que ngrupnn individuos, 

las que agrupan clases de individuos, etcétera. Pero a.un cuando no aceptemos del todo In. 

solución de Russcll, de cualquier forma para nuestros propósitos actuales, resulta análoga 

a las otras teorías de conjuntos: toda.~ ellas, ni igual que el sistc:rna de Russell, como lo 

veremos brevemente en el inciso 2.4, estipulan de antemano lo que permite agrupar y lo 

que no; y de esa forma, no permiten que ciertas expresiones como 6
- es un predicado que 

no puede predicarse con verdad de sí mismo' refieran a. :modos de agrupar objetos. 
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En conclusi6n. podemos decir que el número está asociado (es decir agnipa) a una 

f'onna. de agrupar objetos, siempre y cuando los modos de agrupar no sean irrestrictos. O, 

con otras palabras, un concepto en sentido fregeano, no siempre es agrupado por algún 

número; de tal suerte que un concepto tiene un ntlmero asociado (o es agrupado por algún 

núuiero) s6lo cuando damos a "concepto' un sentido más restringido que el fregeano. 

2.4. ¿Un número es un "conjunto"''? 

Como hemos visto, a.l parecer de todo número puede dt>cirsc que es el númf'ro de un con­

cepto; aunque no todo concepto en sentido fregeano tiene un número asociado. Veamos 

ahora hasta qué punto es aceptable que el número sea un conjunto o agrupación. A las 

agrupaciones Frege las llama extensiones; y para él, 185 extensiones son siempre extensiones 

de conceptos y. según su ontología, objetos. Russcll, en cn..rnbio, Jaq llama clases; y se de-

sprende de lo que dice que para i:l la'i c:la..scs son propiedades que caracterizan a grupos 

de individuos; aunque sus "'propiedades", corno In..s extensiones frcg:eana.-., siempre están 

asociadas a funciones proposicionales, no tienen un cnr1'icter intensionnl y poseen criterios 

de identidad, comportándose, por consiguiente, como los objeto!:! de In. ontología fregen.na. 

En fin, como lo reconoce Frege en los comentarios finales de sus Leye:1 Dá:1it:a:1, algunos 

otros hablan también de lns agrupaciones a. Ju .. s que él se refiere, denominñndoln.s conjun-

tos, sistemas, totalidades, etcétera. Ahora bien, ¿qué son finalmente esn.s ng:rupacioncs, 

extensiones, clases o conjuntos para que podarno~ decir que los números son algo n.sí? 

Se busca, como lo vió claramente Russell, una cn.rnctcrización general que sirva para 

todos los números y, en la línea frcgcana, se les ha cnrnctcrizado como .. conjuntos .. ; sin 

embargo, esa tarea se había visto obstaculizada desde la n.ntigücdad debido ni surgitniento 

de nuevas cln.ses de números. Por ello, el trabajo de GPorg Cantor e~ central en estn 

discusión; ya. que, por un lado, él inició la tr.orín matemática de Jos conjuntos; y, por 

otro, fué el descubridor de una nue .. ~a clase de números que llamó transfinitos. Así pues, 

empecemos a ver la cuestión que nos ocupa a partir del trabajo de Cantor. 
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Cantor principió su trabajo a partir las scr~cs de Fourier mediante las cuales se pueden 

representar curvas continuas o con un número finito de puntos de discontinuidad mediante 

series trigonométricas; y él mismo probó la unicidad de tal representación. Posteriormente. 

buscando una generalización para su teorema. de unicidad en curva.'i con infinitos puntos 

de discontinuidad. siempre y cuando esos puntos estuvieran localizados claramente. se 

vi6 precisado a ... ver ln.s diferentes maneras en que pueden comportarse las magnitudes 

numéricas en número finito o infinito ... (Cantor [1871} inc. 1). Para eso, tomó diferentes 

clases de números como los racionales, los algebraicos reales. etc. como totalidades que 

pueden compararse mediante una correspondencia biunívoca. Por cierto. lo mismo había 

hecho Galileo para mostrar que no es legítimo considerar ciertos grupos de números como 

totalidades; ya que de ser a.._c¡í, tendrínxnos que aceptar el absurdo de. por ejemplo, que 

los enteros !ucran tantos como los enteros pares, que son una parte de aquéllos. Pn..ra 

solucionar esto, Cantor inició el estudio matemático de los agregados, multiplicidades o 

t.otalidadcs4
• Eso lo condujo al descubrimiento o, si l'\e quiere, a In. postulación de los 

números que él mismo llamó transfinitos. "'La. presl!ntn.ción tan lejos de mi investigación 

en la teor{a de las multiplicidndl!s -dice- ha alcanzado un punto donde su continuación 

ha llegado n. depender de una extensión del concepto de ln totalidad de los números reales 

tnás allá de los límites presentcs"'(Cantor 11883]. intr.). 

De las multiplicidades, ngrcg:ndos, o conjuntos se ha hablado desde lu. antigiicda.d y 

en muy variados contextos; en general, siempre que por alguna razón a varias cosas se les 

toma como semC'jn.ntes en algún sentido, o simplcrnentc se les quiere considerar formando 

4 
Micntr-.. no•"' e•pecifique lo contrario, lo• t<'rminn• ••1tr•gado', "mulHplicidad', 'tota.Jidad', 'conjunto• 

y "cl-•' lo• u•aremo• aquí como •inónimo•. Mil.a adelante (como •e vió prcci•aJo ha hacerlo Cantor 

mismo •n •U• dhimo• e•crito•) di•tinguir .. ma• entre multiplicidad•• con 9 i•t.-nLe• 0 conjunto•, y otro tipo 

de mulllpllclda.d.c• que, por clrrto, tamhi<l!n c-n bajo la definición intui1.iYa de Cantor que c:itau•mo• 

rnú adelante. El •arr•gla'" •u definición de conjunto con alguna• acllLl'a<":ionr• a po~teriori; lo cual es 

incorrecto como mostró O rayen en el tr•bajo que comentamo• en el inci•o :;;z .3 . 
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un grupo. Estos grupOR o conjuntoe pueden, a su vez, ser tomados como objetos de estudio 

de düerentes disciplinas como la lógica, la. filosofía, las matemáticas, etcétera. Ahora bien, 

para iniciar el estudio matemático de las multiplicidades, Cantor da la siguiente definición: 

Por un• rnull.iplicid•d (rnen«e) enLenderno• cualquier colección }l.f, dentro de un 
lodo, de objet.oa m detennina.Jo• y bien di•Linto• de nue•Lr• percepción o nue•tro 
pensarnien.Lo. E•to• elernenl.os •on lla.rnado• lo• elernenl.o• de Ji.f (C•nl.or {1895J, inc. 
J). 

Lo cual puede interpretarse como afirmando las dos proposiciones siguientes: a) con obje­

tos cualesquiera puede formarse un conjunto o agregado; y b) dos conjuntos o agregados 

son iguales si tienen lo:; mismos elementos. Es decir, que mientras podamos lf"spccificar 

ciertos objetos, con ellos podemos formar un conjunto. Al:nquc, como lo aclaró indepen­

dientemente Frege y de hecho como los usó Cantor, los clcuu.•ntos no forman, como podría 

entenderse con su definición intuitiva, un conjunto, a la manera como los árboles forman un 

bosque, siendo partes de un todo; ya. que lu. relación parte-todo es transitiva y la relación 

E no es transitiva. Como una interpretación plausible se suele expresar la proposición 

(a) mediante el llamado n.xioma de comprensión: .. si y sólo toma conjuntos como va.lores, 

(3y) (x) ( xEy - Px )", que está expuesto a la 1nisma. paradoja que Russell encontró en el 

11iateai.n. de Frege por permitir todn. claBc de multiplicidnde~. incluyendo la multiplicidad S 

de todas las multiplicidadci;¡ concebibles que el mismo Cantor mostró que no puede ser un 

conjunto (Cantor [Hl55J); aunque no recoje toda la idea. de Cantor, de tener conjuntos aun 

cuando no tengamos un predicado par:.l. ellos. De igual forma., la. proposición (b) se suele 

expresar mediante el llamado axioma. de extensionn.lidad: .. si x y y sólo toman conjuntos 

como valores, (x)(y)((z)( z E x --• z E y ) - x = y ]", que <lu. las condiciones de idcntidn.d 

para conjuntos. Cantor mismo no trabajó la relación de igualdad entre conjuntos y se 

concentró9 nui.s bien, en las relaciones de equivnlencin. y sinülari<lu.d; pero, de su definición 

intuitiva. de conjunto y del man~j<> que hace de ella, se desprende que si un conjunto es 

cualquier colecci6n de ciertos objetos m, no pueden darse conjuntos diferentes de los mis­

mos objetos rn a menos que se hu.ble, como Cantor posteriormente lo hace, de conjuntos 

ordeno.dos. 
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Una vez que Cantor de6ni61oe conjuntos o agregados, encontró que entre ellos podian 

definirse ciertas opera.e iones como la uni6n ( U ) • y ciertas relaciones como "ser parte de'"' 

( ~ )¡ y que la unión era. por ejemplo, conmutativa, y .. ser parte de .. era transitiva. ..Si 

M 2 es una. parte de ~1 -dice- y .1.U1 es unn parte de hf • entonces J\..f2 es una. parte de M'"' 

(Cantor [1895] inc. 1). 

Ahora. bien, para Cantor dos aspectos centrales en el estudio de loe conjuntos que, por 

cierto. fueron los que lo llevaron al descubrimiento de los números transfinitos, son lo que 

él denominó el ordinal y el cardinal dt: un conjunto. A continuación, sin pretender seguir 

un orden histórico sino más bien tratando de hacer una reconstrucción lógica. veamos qué 

entiende Cantor por ambos conceptos. 

Ll..nam.o• un a11:re1c:ado /l.f .l!JiFnplcmcnte ordenado -dke Ca.ntor- •i ee da. una 
re.:ta derlnida de orden de precedencia •obre eu• elemento• m, tal que. de cada 
do• element.o. rn1 7 rn2, uno toma el menor y el otro el Fnayor rango, y ta.l qu.,., 
-est.a relación es tran•iti<w·a. V aunque- ... obviamll!'ntll!' un mi•mo c:onjunto puede 
ordenan• de acuerdo a re1tla• muy diíerente•,··· cada agrep,:ado orden•do h·f tienll!' un 
tipo ordinal definido M. Y por •.to ,.nt .. nd .. mo• -aclara. Cantor- el concepto g.,n.,.ral 
que reeult& de M al n<>• abatr•emo• •olam.,nt"' d .. la na.turalll!'•a de lo• elemento• m, 
y reten,.moa .,1 orden df' precoedencla entr"' •llo•• (Ca.ntnr \189~] inc. 7). 

En la memoria del 97. Cantor define tn.inbién los agregndos bien ordenado~. Un agrega.do 

es bien ordenado, diría. en términos modernos. si es :Jirnplcmente ordenado y, además, si 

cualquiera de sus partes o fmbconjuntos tiene un primer elemento. Al tipo de orden de 

un conjunto bien ordenado, le Ua.mn. número ordinal o simplemente ordinal. Para Ca.n­

tor cs crucial que todo conjunto pucdQ. bien ordenarse; ya que .. el concepto de agregado 

bien ordenado proporciona un funda.mento pnrn. la teoría de lu.s multiplicidades como 

un todo .. (Cantor {1883) inc. 3); y, por otra. pnrte, .. forma la. materia nnturn.1 pn.rn. una 

definición exacta. de los números cn.r<linn.lcs t.rn.nsfinitos .. (Cantor (1807], inc. 1). Este con­

cepto, sin embargo, resultó muy problemático. Cantor, según el artículo del 83. pensaba 

que si un conjunto puede bien ordenarse eso ayudará n. la aceptación de que podemos pen­

sarlo como un todo. Es decir, t.a.l vez, que no seria dificil pn.ra la razón pensar un conjunto 

corno teniendo a todos SUB elementos reunidos, si de hecho podemos ordenar todos esos 
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elCDlentos. O~ visto de otra fornta. si tenemos a ciertos elementos reunidos en una real 

"existencia simultanea" (según la expresión del rnisID.o Cantor, por ejemplo, en la carta a 

Dcdekind del 31 de agosto de 1809 en Cantor {1002]), tarde o temprano podentos ordenar­

los. A la formulación explícita de Cantor de que todo conjunto puede bien ordenarse se le 

ha lla.tnado el principio de buena ordenación; pero él mismo nunca. llegó a probarlo. 

Por otro lado, él a.firmó que "los números ordinalr.:s forman cuando se arreglan en 

orden de DUlgnitud un conjunto simplemente ordenado .. (Cantor [18D7] inc. 14). Lo cual 

implica que para dos números ordinales cualesquiera Á y D, se cumple que Á -< :fi, o bien 

B -< Á, o bien Á = D; es decir, que se cumple la ley de la tricotomía para esos números; 

lo cual parece natural de pensarse porque los números ordinales son los representantes 

del orden eren.do por ... -< .. , ya que ... los números ordinales quedan definidos por el orden o 

posición que ocupan en una lista .. (Dnubcn [1D83] p. S!J). 

El número ordinal del conjunto que contirnc un rnímcro cualquicrn, digamos el uno 

o el cinco. es l; el ordina.l del conjunto que contiene dos números natura.le!i es 2; y ns( 

sucesivamente, los númC"ros ordinales de conjuntos finitos, yn. sea de números o de cualquier 

cosn., son los mismos núrnerOH natura.les. Por consiRtiif'nte. para Cantor los natura.les, vistos 

como ordinales. son números que siempre csti"Ul asociados a conjuntos. Ahora bien, si los 

naturales están simplemente ordena.dos por la relación -<,e incluso, como puede mostrarse, 

están bien ordenados, entonces podemos clccir que forman un conjunto y tienen un ordinal. 

Como este ordinal no corresponde n. un conjunto finito, no debe :;...•r igual n ning,tín número 

natural. y Cantor lo llama el primer ordinal transfinito que simbolizó con la letra w. 

El siguiente ordinal será w + l. luego w + 2, etcétera; y como esta sucesión en.rece de 

elcm.cnto último, queda. definido un nuevo ordinal tran.!Sfinito que es el primero mayor que 

todos los otros y simbolizo.do por w + w o 2w; a pnrtir de éste. se le vuelven a sumar 

unidades para construir una nueva lista infinita; y de ese modo por nplica.ción alternada 

de estos dos principios se generan todos los ordinales trn.nsfinitos. Una vez definidos a.sí los 
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ordina.les trn.usfinitos, Cantor trabajó en la aritmética de estos nuevos números estudiando 

sus operaciones y leyes. La relación bá.sicn. es la. igualdad entre ordinales. Dos ordinales son 

iguales, si corresponden a conjuntos 8imilarc.s. A su vez, dos conjuntos,¡..,~ y N son .similarc"• 

en shnbolos M = N • si pueden ponerse en correspondencia biunívoca los elementos de M 

con los elementos de N. Entre sus leyes, mencionaré únicamente como cjernplo. que la 

auma de ordinales transfinitos no es conmuta.th-n. como la de los ordinales finitos (w + 1 

~ 1 + w). Si anteponemos 1 a la lista infinita. de naturales, igualmente puede ponerse en 

correspondencia biunívoca cstn. nueva lista con la lLoo;ta de los naturalc!'I: ya. que haríamos 

corresponder el nuevo 1 con el 1, el siguiente 1 con el 2, el 2 con el 3, y así sucesivamente 

puesto que ninguna de ellas tiene un último elemento; de tal suerte que 1 + w = w. 

Mientras que, w + 1 ;/; w. ya que después de aparcar w con w, todavía queda el 1 que 

añadimos al primer w: después de hacer corresponder el 1 con el 1. el 2 con el 2, etcétera, 

faltará de aparcar el 1 que pospusimos al primer w, ya. que w + 1 tiene un último elemento, 

mientras que w solo no tiene un último elemento. Todo lo cual puede parecer extraño; pero 

es explicable en tanto que, a pesar de que w + 1 tenga los mismos infinitos números que 

1 + w. 8.lllhos agregados tiene un ordinal diferente porque uno tiene un último elemento 

y el otro no lo tiene. y el ordinal tiene que ver no sólo con el número de elementos sino 

tiunbién con el orden de los rnismos. 

No obstnnte, lo que resultó más problemático de aceptar fué la idea. cantorin.na. básica 

de que todo conjunto puede bien ordenarse. En 1807. Durali-Forti publicó su fa.Illoso 

artículo (Hcijenoort ¡1963}) que ha sido a.mplinnientc comentado y muy divenuunente in­

terpretn.do. Russell. por ejemplo, lo leyó como el descubrimiento de una contra.dicción 

en la teoría cn.ntoriana. Sin embargo, de acuerdo n. las investigaciones de Copi, 1\.1oore 

y recientemente Gnrciadicgo (v(_'r Copi [1958J, Garciadicgo y !>..1oorc [1081j y sobre todo 

Garciadiego [1988}). Russell fue el primero en ""er una pnrndojn. en la teoría cn.ntoriann. y 

fregcna de conjuntos. Según eso. lo que en ren.lidn.d intentaba Durali-Forti en dicho artículo 

era probar medinnte una reducción a.l absurdo, en contra de las afirmaciones de Cantor, 
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que la ley de la tricotomía. no va.Je para los ordinales transfinitos; y a.sí. suponiendo que 

va.le. llega a una contradicci6n. Por otro lado, Cantor argumentó en su carta a Dedekind 

de 1809 (Heijenoort [1DG7J), también por una reducción al absurdo y por análogas razones 

a las de Durali-Forti, que la multiplicidad de todos los ordinales es inconsistente Y. por 

lo tanto, no es un conjunto o totalidad que pueda pensarse teniendo una real "'existencia 

aimultanea" de todos sus elementos. Brevemente. Ja pruebn puede enunciarse como sigue: 

si Ja serie de todos los ordinales tiene un número ordinal n, al ser n un ordinal. debe 

estar ta.znbién en la serie de todos los ordinales al igual que n + J y, para todo ordinal. 

n -< n + 1; pero, por otro lado, al ser O el ordinal de la serie, será el rnnyor de Ja serie; 

y. entonces. se llega a la contradicci6n de que simultancá.rnente n -< n + 1 y n ;:::: n + 

l. De ahí, Durn.Ji-Forti concluye que no vale la tricotomía para los ordinales; mientras 

que Cantor concluye que los ordinales no forman un conjunto. ya que negar la tricotomía 

implicaría que los ordinales no pueden ordenarse y, en ese caso, Jos ordinales no serían Jos 

representantes de un orden. Además, .. no sólo se sigue la compn.rabHida.d -o tricotor:nía­

deJ principio de buena ordenaci6n sino, a la invcr!'la, al asumir la compnrabilidad,. podemos 

probar el principio de buena. ordenación" {Fraenkel IID70] p. 122). De ta) auerte que, en 

ese sentido, Dura.li~Forti estaría argumentando también en contra del prinicipio de buena 

ordenación. No obstante, en 1904 9 Zcrmelo prescnt6 la primera prueba de dicho principio 

utilizando el Jlamado principio de elección que Cantor había utilizado sólo implícitamente 

y que también ha sido ampliamente debatido. Este principio puede enunciarse como sigue: 

dado un sistema de M conjuntos no vacíos en el que tornados de dos en dos no tienen ele-

nicntos en común, entonces hay un conjunto que tiene exacta.mente un elemento común con 

cada uno de los M conjuntos. Y como puede probarse, el principio de elección y el princi-

pio de buena ordenación son equivalentes; y por consiguiente, .. elección, buenn. ordenación 

y comparabilidad resultan ser equivalentes" (Frnenkcl l107GJ p. 122): aceptando uno, ten­

dremos que aceptar los otros dos. Por otro lado. en 1038, GOdcl probó que el principio de 

elecci6n es compatible con los axiomas de la teoría de conjuntos Zermelo-Fraenkel, de Ja 
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que hablarei:nos más adelante¡ y, para condiciones análogas, en 1903 Paul Cohen probó la 

independencia. relativa. de ese princjpio. Es decir, que el principio de elección juega en CBD. 

teoría de conjunt06 el .rni.srno papel que el axioma de la.s paralelas juega en Ja. geometría 

eucUdiana.; es decir, que sj se modifica, podrían generarse otras teorías de conjuntos, corno 

de hecho se generaron las geometrin.."i no euclidcn.nn.s modificando el axioma de las paralelas 

que también es indcpendiC"nte de los otros axiomas de la geometría eucJidenna. 

Ahora bien, si sobre un conjunto bien ordenado reaJizn.nlos una nueva abstracción, 

obtenemos un nuevo concepto que Cantor llnm6 núrncro cardinal 5 : 

Llarn.aremo• -dice- con el nombre de 'po&encia' o 'ndmero cardinal' de Af el conc•p&o 
11:eneral que, con ayuda de la actividad de nue•&ra. in&elic•ncia, •urge del a.1:re1:ado 
M cuando hac•ttao• ahe&raccldn de la n•&ur&l••a de •u• elemen&oe m y del orden "'" 
el cual e•Un d•doe. Y d•notamo• el r.,-•uh-.do J., _,e doLle a.e &o de ah•Lra.ccidn, el 
ndn:aero cardinal o pol .. ncia de M, por M (Cantor flH95J 1nc. l ). 

Dos cardinales son iguales si sus conjuntoH correspondientes son equivalente.!; y. a su vez, 

dos conjuntos .Af y N Ron equivalt!ntc.s (en símbolos, J\,f-... N) si es posible mediante alguna 

regla. poner los elementos de l\f en correspondencia biunívoca con los elemento~ de N. El 

ca.rdjna.l de un conjunto finito es el número de clcrnentos que tiene ese conjunto, y coincide 

con su ordinal y con alguno <le los bien conocidos números naturales. Por otro lado, al 

cardinal de Jos conjuntos infinitoflll más pequeños Cantor lo IJn.mó N0 • El mismo moBtró que 

dichos conjuntos son, por ejemplo, el formado por todos los números naturales, el conjunto 

de los enteros pares y el conjunto de los racionales. Todos ellos tienen el mismo número de 

elementos ya que pueden ponerse en correspondencia biunívoca. Por cierto, esto último lo 

había mostrado Galileo, como lo mencionarnos arriba, intentando probar la imposibilidad 

de comparar conjuntos infinitos yn. que todos resultan iguales. Posteriormente, Cantor 

probó que el cardinal del conjunto <le todos los reales es mayor que N 0 ; y, en general, que 

siempre podemos encontrar conjuntos más grandes a partir de uno dado, incluso infinito, 

& Ca.Qlor •obrepone do• barra• •obre la l•tra Jn•Yu•c:ula. que r .. pr .. •enla un conjunto par• •imboli•ar •I 

ndtt1•ro ca.rdina.I de -• conjun&o; pero por dlflcullade• tlpo1:r4.flca• utili•arol aquC la barra ondulada. para 

di.stln1:uirla de la barra li•a que •e u&lli•a p•r• repre•,..ntar •I ordinal Je un conjunto 
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f"ormando el conjunto potencia del primero, es decir el conjunto de todos sus subconjuntos. 

El pensaba que N 1 (es decir, el número transfinito que sigue inmediatamente a No) era 

el cardinal del coajunto de los reales, y también ern el cardinal del conjunto potencia 

del conjunto de los naturales; que el cardinal del conjunto potencia del conjunto de los 

reales era N 2 (es decir, el transfinito que sigue inmediatamente a N 1 ); y a..o;Í, sucesivamente. 

A esto se le llam6 la hipóte.si:t del continuo, que inquietó grandemente a Cantor quien 

trató infructuosamente de probarla.. En 1938 GOdcl probó, en las mismas condiciones que 

menciona.mas arriba para el principio de buena ordenación, que la hipótesis del continuo 

era consistente con los otros axiomas de la teoría de conjuntos Zcrmelo-Frn.enkel; y en 

1963, Pa.ul Cohen prob6 que era. independiente, incluso añadiendo el principio de elección: 

.. es decir -como lo scnñal6 Fraenkel-, que el problema que tanto preocupó a Cantor en 

realidad era insoluble con los recursos matemáticos disponibles" (Fraenkel !19761 p. 66). 

Por lo tanto, podemos decir que la hipótesis del continuo juega en una teoría ca.ntorin.na 

axiomatizada de los números tra.n.sfinitos un papel análogo al que juegan el principio de 

elección en la teoría de conjuntos Zermelo-Fraenkel y el axioma de lns paralelas en la 

geometría euclidiana; es decir, que modificándolo, podríamos generar otras tcor[a.s no 

cantoria.nDB de los números transfinitos. Ahora bien, In serie de lot1 N,• : 

•• hala -die• Cantor- de una conLlnuación de la •ecuencia de la totalidad de lo• 
ndmero• realee m49 alla del lnfinlto, .. -fonnando a •U vr•- ... una eecuencia infinita de 
Lalee ndmeroe que •On plenarnenLe dieUn11:uiblee uno del otro, y esL.tln en relacione• 
lecHtrn- de la Leorla de ndmeroe uno. con otro• y con la totalidad da loa ndmero• 
ftnl&o• (Cantor {1883) lnLr.); 

ee decir, básicamente, que pueden ser ordenados ,.Pºr ln relación .. -< .. , y que entre ellos rigen 

opere.c:iones que siguen ciertas leyes de conmutntividnd, a.socin.tivido.d, etcétera. Natural­

mente que la totalidad de dichas relaciones no son reducibles, en principio, n. las relaciones 

entre los números finitos; y, además, para los conjuntos trn.nsfinitos no coinciden el ordinal 

y el cardinal de un mismo conjunto, ya que al conjunto de los naturales corresponden 

infinidad de ordinales (w, w + 1, 2w, etc.), y un solo cardinal (N0 ). Sin embargo, esto no 

prueba. que no son números, sino sólo que se trata de números diferentes. El cero, por 
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ejemplo, tiene un comportamiento muy peculiar, pero no por eso deja de considerá.rsele 

hoy d(a como número. 

La. teoría cantoriana. de conjuntos, como hemos visto brevemente, presenta una nueva 

visión muy atractiva de los números, pero impregnada de algunos aspectos intuitivos impre­

cisos e, incluso, problemáticos. A partir de n.hí, han surgido diversas teorías matemáticas 

de conjuntos que de una o de otra forma han precisado en algún sentido particular esas 

intuiciones e intentado cvitnr los aspectos problemáticos. En primer lugar, Ernst Zcrmclo 

present6 en 1908 una versión axion1atizadn.; aunque, al parecer, ése no era su principal 

propósito. De acuerdo a lns conclusiones de !\.foorc (!\.loorc f 1978)). lo que le interesaba a 

Zermelo era defender el axioma de elecci6n que había explicitado en su prueba del teorema 

del buen orden. Sin embargo, lo cierto es que tanto Zermelo (cuya teoría sería modifi­

cada luego por Fracnkcl dando lugar a la llamada teoría Zermelo-Fraenkel), Russell con 

su teoría de tipos, Drouwcr con su constructivismo intuicionistn, John von Neu010.nn en 

1920, Paul Dcrnays conjugando las posturn..<J de Zerrnclo y van Neuma.nn en 1937, 1954 

y 1958, y últim.n.niente Quinc en 1963 (ver, por ejemplo, Fraenkel [1073]) han presentado 

teor{ns matcmáticn.s de conjuntos que básicamente aceptan de Cantor el axioma de exten-

sionalidad y sustituyen su axioma de comprensión, o bien, por otros ax.ioma..1 que aseguran 

la exia:tencia sólo de ciertos conjuntos no problemáticos, o bien, por una combinación de 

axiomas y reglas lógicns que aseguran eso mismo. Esto puede verse con detalle, por ejem­

plo, en Frn.enkcl [1073]. Sin embn.rgo, lo importante pn.rn nuestros propósitos actuales es 

observar que todas esas teorías precisan a pn"ori cuáles son las multiplicidades que deben 

lla.rn.o..rsc conjuntos y, mediante sus n.xiomru; y reglas 16gica.s, definen el comporta.miento de 

lo que cada uno. entiende con el término ~conjunto'. 

En resumen, al tratar Cantor de analizar cómo se comportan magnitudes finitas e 

infinitu..s encontr6 que ambas podían definirse en términos de conjuntos; pero, al hacer 

esto. surgieron problemas con la legitimidad de tratar con magnitudes infinitas. y con la 
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caractcrizaci6:a matemática de los conjuntos. Varios filósofos y matemáticos muy desta­

cados como Aristóteles. Sto. Torn.ú. Galileo. Descartes y Spinoza. se ha.bfan pronuncia.do 

en contra. de tratar ln.s magnitudes infinitas c:omo algo acabado, puesto que al tratar con 

ese tipo de magnitudes, como lo mostr6 Galileo según lo mencionamos. resulta que la 

parte es igual al todo, lo cual va en contra del principio aristotélico básico de que eso 

no es posible. Por todo ello, Cantor tuvo que enfrentarse al rechazo de gran parte de 

sus contemporáneos y especialmente el ata.que directo de su profesor Kronecker que era 

uno de los más influyentes matemáticos de su época. Sin embargo, no todo fué rechazo: 

por ejemplo Frege y Dedekind aceptaron su teoría de los números transfinitos, e incluso 

Dedekind y otros intcrcan:ibiaron con él numerosas reflexiones al respecto. En relación a 

la aceptación de los números trnnsfinitos, Cantor se cxprcs6 en los siguientes términos: 

Loe matemiillco• •On enteramente llbr"'• en •U d"'••rrolln guiado• -.dio por la auto· 
ewlaencia concerniente a que •u• nuewo• concepto• no tengan contr•diccione• int .. r· 
na.a y e•table•c•n relacion"'• definid ... , or..:;aniaad .... por medio de definic:ione•, con 
lo• concepto• cuti•tent ... prewiamente fonna.do•. En particular, Introduciendo nu .. vo• 
ndmero• lo• mat.,miilico• .,..tiin obligado• .ólo a dar definicione• de ello• mediante la• 
cual .. • queden definido• y, bajo clrc:un•tancl- penni.tid ... , ... le• conHera una r"lación 
con lo• wieJo• ndm.,ro• y, para ca•oe dado•, puedan definitiwarnente di•tinm::uir•e uno 
del otro. Si un nJm .. ro •ati•race tod- ., ... condicionop• d.,b., v.tr•ele como e•cl•tente 
y real en matem.111.tic,... A•l concibo la ra-..ón por la cual fueron vl•to• loe raciona.le•, 
Irracional"'• y c:ompl•Jo• como realmente .. ,.;.1 .. nt ... tal como loe ""'"ro• po•ltiwo• 
finito• (Cantor [1883J 1nc. fl). 

O. con otras palabras, scg1ín Cantor en xna.tcmáticas puc<le a.c:epta.rse la. existencia de algo 

siempre y cuando lo definnmos con prccia.ión, y sin alterar la.s circunstancias permitidas. 

el comporta.miento de ese algo con respecto a otras entidades ya definidas de antemano 

implícita o explícita.mente. De hecho, finnlmentc, los matemáticos, por esas u otras razones, 

terminaron por aceptar los núrneroi'I transfinito~ cu.ntorin.nos. 

Ahora bien, con rc1ación n. la definición de loii. conjuntoR mediante los cuales pueden 

cara.eterizarse los números, se han hecho varios trabajos importantes. Cantor inició el es-

tudio matemático de loH conjuntos y advirtió que no toda. multiplicidad es un conjunto, 

de forma análoga a corno le mostró Russcll a Frege que no todo concepto tiene una cx­

ten.Bi6n. Sus continua.dores han constru(do teorías matemáticas de conjuntos má.s precisas 
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y explícitas que permitan ver con mayor claridad de qué conjuntos se está. hablando en cada 

caso. Previa.mente a estos trabajos, Georg Doole en sus Leyr:.:1 del pen.:tamiento de 1854, 

intentando hacer un álgebra de la lógica aristotélica, había recurrido también a coajuntos, 

ya que advirtió que esta lógicn. trn.tn. de un aspecto de los conceptos que hoy llamaríe.nios 

extensional y que puede definirse exactamente en términos de conjuntos. Así pues, advir­

tiendo que el uso del término •conjunto' es anterior y más amplio al conferido por alguna 

teoría matemática. particular, podemos decir, sin embargo, que los conjuntos, al parecer, 

son algo que siempre tiene que ver con los conceptos entendidos a la manera frcgeana como 

modos de agrupar objetos y que, como muchas otras entidades, es también susceptible de 

un tratai:niento matemático. Así pues, únicamente me gustaría destacar aquí que cuando 

se habla de conjuntos hay que especificar qué se está entendiendo por ello; ya que hoy dfo. 

hay varias teorías matemáticas que definen con algunas variantes lo que debe entenderse 

por el término 6 Conjunto' e, incluso, puede pensarse en teorías o contextos no mn.tcmá.ticos 

que le den algún sentido al térntlno 'conjunto'. 

En resumen, pn.rn. Cantor, un número natural puede verse como el ordinn.l o el cardinal 

de un "'conjunto~. De hecho, él va más lejos aún: considera que el número mismo, es decir 

el ordinal o el cardinal de un "conjunto .. , es también un "conjunto". "El tipo ordinal ?C! 

-dice- es él mismo un agregndcrordenndo cuyos elementos son unidades ln.s cuales tienen el 

mismo orden de precedencia entre ca.da una de ella.."> como los elementos correspondientes de 

M'"(Cn.ntor [1895J inc. 7). Afirma también que .. C'ntre Jo~ elementos de .1.\f y las diferentes 

unidades de su número cardinal i°f subsiste una relación biunívoca ... y así, podemos decir 

que A-f - M" (Cantor [1895J inc.1). Pero si el cardinal <le A es un conjunto coordina.ble 

con A~ por la transitivida.d de la coordinabiJidad, el cardinal de A e.~ aquel conjunto que es 

coordina.ble con todos los coordinn.bles con A; en la notación de Russell, Á = X( x - A). 

Por otro lado, según Cantor, el cardinal de A es el concepto que se obtiene abstrayendo 

de A el orden y la naturaleza de sus elementos. Pero ¿qué podemos decir que cae bajo ese 

concepto? justa.mente. como lo vim.os con Russell en 2.3, aquello que comparte A con sus 
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coajunto. coordinabJes; lo cu.a.I. según el método de Padoa al que se refiere ahí el n:iismo 

Rua.aell. podría expresarse diciendo que es el conjunto de los conjuntos coordinabJes con 

..A.. Esto taui.bién Jo expresa Ta.rski. siguiendo a Ruasell. en Jos siguientes términos: 
Si coaoaider~o. una c1_. .A. •Jci•t• •in dqda una propiedad po-(da por toda• la.a 
el- coordinabl- COA .A. 7 con niagqna otra el .... (a aaber0 la propl~ad de aer coor­
dlnable ccoa .A)¡ y -t. pntpieda.d - Ua.rn&da n•hnen> cardi11ill!J o nlolmero de elemento• 
o potencia d• .A. ••. o. en u~; ..... i:nú abatra.ctoe, el cardin•I d• A - el conj<1nto deo 
todo. los conjqat ... coordia.abl- coa A•c T..-lti f1g4J) inc. 26). 

As! pues. sintetizando, podemOA decir que en este campo Cantor aporta lo siguiente: a) 

da una definici6n de A en términos de abstracciones; b) su drfinición de A sugiere que un 

conjunto está. forma.do a partir de Jos elementos; y c) enuncia Ja ley que dice que Ñ = M 
- N ..._ M.. El punto (a) fué dunu:nente criticado por Frege y otros por el skologismo que 

iinplica. El punto (b) fué ata.c:ado ta..mbién por Frege y, como Jo vimos al principio de este 

inciso. es inadecuado incluso de a.cuerdo al uso que Cantor mismo Je di6 a ~f. Con el punto 

(e) no ha habido mayor problema.; de hecho del punto (c) y las ideas de Pndoa referidas 

se puede obtener Ja definición de RusseU, de tnJ suerte que modernn.mer..te. por ejemplo en 

Fru.cnkeJ {1973J. ne define M buscando que verifique el punto (c). De nc.uerdo con eso. y 

torna.ndo en cuenta. sobre todo el punto (c) que íué el que dcsarroll6 rnás Cantor mismo, 

pode..tnos decir que el número cardinal cn.ntorinno puede expresarse (como de hecho se hace 

en Jaa obra.s de RUBSell y Quine) en términos equivalentes a la definición de número dada 

por Frege. 

En conchuiión, con respecto a la pregunta de si el número es un conjunto, debemos 

reformularla y preguntarnos, nuí.s bien, si los números pueden cara.eterizarse en términos de 

conjuntos en algún sentido de ªconjunto', y si podemos decir que los números son algunos 

de esos ucortjuntos... Vistas a.s.f las cosn.-.. de acuerdo a los trabajos de Frege, RusscJI, 

Dedekind y Cantor que hemOA cxa.rn.inado. podemos l'iostener, al menos, que el término 

ªconjunto• tiene varios sentidos que aJ interior de un sistema conceptual conveni~ntc permitP 

caracterizar los núzn.erott con su.s características mátema.ticn.s e, incluso, en su relación con 

loe conceptos en sentido f"regcano restringido. 
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· .... r..,... ~.·· ~·:-~. '·:: .~ ··~ .. 

2.&. ¿El número del concepto F ea específica.mente el "conjunto'" aaoclado 

al concepto "equlnu1:nérlco con respecto a F'"7 

En su artículo "Qué podrían no ser los números"', Ilenacerrai afirma en contra de la 

definición fregeana de número: 
A l.ra•I• de e•I.• arUculo he dl•cul.ido lo que fue •u•tancialmenle el punto de •i•t• 
de Frese, en un e•fuer•o por encon&rar alm;una lus •obre el eenLido de lo• tofrmino• 
nurn4rlcoe... El anl.H•i• que hemo• con•iderado contiene la condición de que lo• 
nórnero• M)ft conJun&o., y que por eeo cada n1hnero indl•idual ee algdn conjunto 
lndi•ldual •.• -Sin embarso,- lo• ndmero. podrían no •"'r conjunLos (BenacerraC {1065], 
pp. '.189 y 200 de Denacerraf y PuLnam 119831). 

El apoya lo anterior mostrando que puede darse una definición conjuntisto. de, por ejemplo, 

el número 3, para la cual se cumplan las leyes de la aritmética. y que, sin embargo, sea 

diferente de otra. definición conjuntista. del número 3 para la. cual también se cumplan 

las leyes de la aritmética, pero que sea incompatible con la primera.. De ahí, concluye 

Benacerraf que no hay razones de peso para preferir una. de esas dos definiciones, y que si 

eso pasa con el número 3, pasará del mismo modo para. cualquier otro número. 

Benacerraf inventa dos pupilos: Ernie y Johnny, que han sido educados bajo los prin­

cipios de ln. escuela logicista y para los cun.les los números son conjuntos, aunque conjuntos 

diferentes pn.ra. cada. uno. Ernie construye la. serie de los números naturales como sigue: 1 

= (")9 2 =e~.(")). 3 = e"·(~). (o, ('1)) ). etcétera; mientras que Johnny los construye así: 

1 = (~) 9 2 = ((0)), 3 = (((o))L etcétera. Como puede mostrn.rsc, para ambas progresiones 

ae cumplen las leyes de los números naturales. Por ejemplo, si definimos la suma en alguna 

de las formas habituales de modo tal que como casos particulares se obtenga que tanto x + 
1 9 como 1 + ;r; den por result.a.do el sucesor del número x, en ese Cn.80, para. a.nibos pupilos 

x + 1 = 1 + x. Por ejemplo, si x = 2, para Ernic ( "· ('1) ) + (o) = ( "• ('1), (d, (o)) ) = 

(<>) + ( '" (") ); y para Johnny, ((<')) + (") = (((<'))) = (") + ((..,)). Sin embargo, por otro 

lado, aznbas posturas son incompatibles en sus consecuencias definicionalcs. ~tientra.s que 

con Ernie, 

para doe ndrneroe cualeaqul•r• X y y, :Z: •• m•nor que y •i y sólo •i X P•rLenece a 
'Y y X ee eubconjunLo d• !J¡ y -e, el adrnltlrnoe que 3 e• m"'nor qulll' 17, •• •lm;ue que 
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3 pertpnec;e • JT. -Mlenlr•• qqe par• .Johnny- % pertenece a 'JI •I 7 •ólo •I Y•• el 
•qc-ar de % -7, en e•• e-o, 3 no pertenece a JT- (Benacerr•f (HU~5) 0 p. 278 de 
Benacerral 7 PuLnaa:a (19831). 

No obstante. dado que cada pupilo puede reconstruir toda la aritmética a partir de sus 

definiciones. no hay razones de peso para. preferir una. de esas dos versiones. Es decir. que 

para. cualquier propósito aritmético. es igual que usemos una u otra progresión. De tal 

suerte que si en una versión 3 = ( ~. (P). (D, (D)) ). y en la. otra 3 = ((('-1))), en realidn.d 

es superflua. cualquiera de esa.H deo ic!r"'ltida<lcs, y el 3 no es esencialmente ni uno ni otro 

conjunto. Y si un número no N'l un conjunto en particular, Denncerra.f concluye que los 

números podrían no ser conjuntos en absoluto. 

Al parecer una razón poderosa para identificar los números con conjuntos es justa­

:r:nente el hecho de que la aritmética puede reconstruirse lógicrunente a partir de dcfini­

cione!I conjuntistn..."I y In. teoría de conjuntos. Pero, frente a. eso Denn.ccrrnf argumenta que 

si bien es cierto que dicha reconstrucción se ha llevado a cabo desde diferentes teorías 

de conjuntos, por otro In.do, "Gn.isi Takeuti ha. mostrado que lo. teoría de conjuntos Von 

Neuniann-Dcrnnys es, en un sentido fuerte, reducible n la. teoría. de los números ordinales ... 

-y. en ese ca.so. pregunta Denaccrrn.f- ¿qué es en realidad qué'?" (Dcna.ccrrn.f !HH35J. p. 290 

de Dcna.ccrraf y Putnnm !1083]). 

Dena.cerra.f termina su artículo con la. n.firmn.ción de que los números no sólo podrían 

no ser conjuntoe. sino que "podrían no ser objetos en absoluto; ya que no hay mti.s razones 

para identificar cualquier número individual con un objeto particular que con cualquier 

otro" (Denacerraf ll905J, p. 200 de Dena.ccrra.í y Putnn.m [1983]). Si los números fueran 

objetos particulares. dice~ tendrían propiedades necesarias y suficientes que permitirían 

idcntificarl<>ti independientemente de sus relaciones con otros objetos; pero sucede que, 

O!P cualqull'r H•Cuencia re-c:univa --corno 1- de Erni .. y .Johnny- lo qui! ee 
hnport ... te na•• la lndivldualldad de cada el .. rnenta, •ino I• e•tructura qqe 
ell ... pre••ntan junta• .•• r..-. lo• propd•itoe arit.rn4tico• 1 .. propiedades de 
loe n.Jrnera•, qqe no cantradlcen 1- relac:lonea de una• con otra• an virtud 
de •etar ordenado• ea un• prasreeldn ao tienen con••cuenci- (B•n•cerraf 
(1965J, pp. 290 7 291). 

so 



De tal suerte que si una estructura es un sistema de relaciones, la aritmética conforma sólo 

una estructura abstracta en la que los ... elementos'" no tienen otras propiedades que aquellas 

que los relacionan de cierta. forma con los otros ""elementos'" de la m.isrna. estructura.. En 

ese sentido, la aritmética. 

no •• un• c:lencia • I• que le conciernen objeto• partlcul•ree: lo• nllmero• ..• -y, por 
conalculente,- la lnve•tiKacldn de cu"1ee objeto• particula.rea ae ldentlfican con loa 
nllmeroa (,¿conjunto•'? .¿Julio• Cea..,.?) induce al error (Oenacenar lt985J, p. ::uu de 
Benacerraf y Putnam (101131), 

porque los térm.inos numéricos no tienen referentes únicos. Por cierto, en esto también 

estar(an de acuerdo Dedckind, Peana y la. escuela estructurali.sta surgida a. partir de traba-

jos como los del grupo Dourbaki y compartida por autores como Coura.nt y Robbins que 

citamos arriba al principio del inciso 2.2 . 

Ahora bien, si queremos ver qué tan justas son las críticn.s de Dcna..cerraf, recordemos 

la definición fregeana alternativa. de número sin olvidar que para Frege esta.mas en posesión 

de una buena definición de número viendo si se pueden deducir propiedades conocidas de los 

nú.ntcros a po..rtir de esa definición, y ""a.queltns definicioneR que puedan omitirse sin dejar 

lagunas en la demostración, hay que recha.zn.rla.s como completamente sin valor'" (Frege 

[1884} inc.70). En los Fundamento" de la Aritmltiea, Frege define el número en los si­

guientes términos: .. El número que corresponde ni concepto F es In. extensión d('l concepto 

"equinuuiérico en compn..ra.ción al concepto F'" ... (Frege [1884) inc. 08). De acuerdo a la 

intcrpreta.ci6n de los términos fregea.nos que propuse en el capítulo 1, con c.~ta definición 

Frege estar(a diciendo lo siguiente: en primer lugar. que el número es un objt!to /rt!geano 

que está. asociado a u.n modo de agrupar entidades, lo cual implica que tiene criterios 

de identidad y puede fungir como a.rgutnento o como valor de una función; en Hegundo 

lugar, que al ser el nú.n:lcro la extensión de un concepto, es la vinculaei6n o ... conjunto" que 

agrupa lo que cae bajo ese concepto; y, en tercer lugar, que si el número que corresponde 

al concepto Fes la extensión del concepto "cquinumérico con respecto a F"', dicho número 

será. la agrupa.ci6n a la. que pertenece todo concepto, incluido F, tal que la..s entidades que 
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caen bajo él puedan ponerse en correspondencia biunívoca con las entidades que caen bajo 

el concepto F. En resuinen, para Frege, el nÚillero es un objeto Jregeano asociado a un 

-rnodo de agrupar y que es él mismo una agrupación de concepto!!. Esto puede verse de una 

forma. gráfica con el diagrama que propuse en el inciso 1.4 -

Así pues, según lo anterior, para Frege un número es un .. conjunto"• aunque no 

cualquier conjunto. Actualmente no hay sola.mente una teoría de conjuntos. y en ca.da 

una de ellas los axiotnB..!I delimitan el comportamiento de lot1 "conjuntos"', al igual que 

lo ha.ce el propio Frege. Además, a.un cuando Dcnacerraf esté pensando en una teoría de 

conjuntos compatible con la frcgcana, para Frege el número 3, por ejemplo, no es cualquier 

conjunto para el cual 8C cumplan la.s leyes de la. n.ritmética; sino, especifica.mente el conjunto 

al que pertenecen los conceptos bajo los cuales ca.en tres objetos; es decir, la agrupadón 

de esos modoa de agrupar. Pn..ra Frege el número del concepto F es el .. conjunto" al que 

pertenece todo concepto, inclu[do F, tal que los objetos que caen bajo él puedan ponerse 

en corrcspondencio. biunívoca con los objetos que caen bajo F. Haciendo algunos arreglos 

al sistema frcgeano, como lo sugerimos con el segundo .:liagrama de 1.4, podríamos decir 

con Russell que el número de la clase A es la. clase a la que pertenece toda clase~ incluída A .. 

tal que los objetos que le pertenecen pueden ponerse en correspondencia. biunívoca. con los 

objetos que pertenecen a A; esto sería. análogo a lo que dice Frcge 9 si las cln.ses russcllin.no..s 

las entendemos como extensiones frcgcn.no..s<o es decir como extensiones de conceptos. 

Sin embargo 9 si definimos un número, no como una clase de clases específica, sino 

como cualquier clase mediante la cual podamos representar la. cla.se específica. de clases, 

a la. manera que ejemplifica Benn.ccrraf, ciertiunentc<o como él y otros Jo han mostrado, se 

cumplen para los números a.sí definidos las leycs estructurales de la aritmética; pero, cnbría 

preguntarnos aquí~ si eso es todo lo importante que podemos decir sobre los números. Para 

Frege. los números no son cualesquiera clases de clases que cumplan ciertas propiedades, 

sino que cada número es cspecíficaniente una y s6lo una clase de eta.ses, a saber, aquella que 
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agrupa determinados conceptos, o clases si se quiere. Denacerraí pretende recoger las mis­

:r:nas propiedades de los números que Frege mediante definiciones a.lternatiVB.S, mostrando. 

así, que la definición frcgenna es superflua ya que siguiendo incluso 108 mismos cánones 

de Frege puede omitirse en la obtención de las propiedades de los números. Sin embargo, 

lo central aquí es qué tanto querernos recoger de Jos números en cada definición; y, en 

ese sentido, lo discutible es la ventaja de definir los números como objeto:t e:tpec(fico:t a la. 

manera de Frege. Aquí mi~mo, en 2.2 defendí In idea. de que en efecto Ja versión fregca.na 

es más completa aun cuando sólo pretendamos enfocarnos a los números de la nritméticn. 

pura. Incluso, adoptando JOB cánones de Bena.ccrraf, si seguimos la propuesta fregen.na, 

podríamos definir al menos un número de manera no estructural mediante los conceptos 

o clases que agrupa. (lo cual nos daría. lo.s "'propiedades nec:esaria.s y suficientes que permi­

tirían identificarlos independientemente de sus relaciones con otros objetos'") y, en relación 

a él, podríamos caracterizar el resto de los números que queda.rían definidos no sólo por 

SUB relaciones entre sí sino también de manern no estructural a través del primero. Eso 

nos indica que si pueden ser caracterizados individualmente, de hecho, son aJgo más que 

elementos de cstructurns abstrnctn..s yn que con éstos no es posible hacer tal cosn. 

De la misma forma, con respecto a In. objeción de Denacerrnf de que los números 

podrían no ser objetos, en tanto que los números no tienen propiedades que no sean ln.s 

de sus relaciones con otros números, habrá. que nclarnr lo siguiente: n) si para probar que 

hay tnás de una definición vin.blc de número, se tomn. como criterio de definición viable 

que la. definición reproduzca ln..s leyes estructurales de In. aritmética, se está usando ya. 

como premisa. que los números son únicatncnte algo estructural; y b) Hi, por otro lado, a 

los términos numéricos les reconocemos también usos no matemáticos, o "~ldría decir no 

estructurales, entonces podemos decir que es posible mostrar (como pienso que lo hemos 

hecho tratando de reforzar la postura fregeana) que los números tienen propiedades que 

los individualizan como objetos independientemente de sus relaciones con otros números; 

y, si esto es a.sí, Jos números (incluso Jos números de la aritmética pura.) serían algo más 
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que elementos de estructuras abstractas y, por consiguiente, eso deber{& expresarse en una 

buen.a definición de ellos. 

Finalmente~ podemos decir que tanto la versión estructural como la fregeana dan 

cuenta del comporta.uúento estructural de Jos números y Ja cuestión estriba en si hay algo 

ináa para que tenga tJentido la propuesta fregcnnn. En 2.2 defendimos Ja. idea de que los 

nlb:ncroe tienen la. propiedad no estructural de poder ser siempre parte de la predicación 

que se hace de Jos conccpt011 en expresiones como •2 niños'. '4 caballos'. etcétera. Intcn-

te.Dl08 reforzar a.un má..o¡ esta idea mediante un ejemplo. Partamos, en primer lugar, de la 

circunstancia de que los mismos cstructurali.~tn.s explican las aplicaciones de Jos números 

a lo extra.m.a.tcmático hac:icndo ver que pueden ponerse en correspondencia biunívoca. Jos 

conjuntos numéricos con los conju.nt.os extrn.ma.tcmñ.ticos. Sin embargo, lo que, al parecer, 

no han visto es que, justo al hacer eso, están aplicando la propiedad no estructural de los 

n<uneros de CBta.r ligo.dos a determinados conceptos, clases o conjuntos. Los conceptos~ 

independientemente de lo que pase en las mn.temá.ticn.s, permiten agrupar dcrtos objetos. 

Loe objetos que permite agrupar un concepto F puc<lcn aparcarse, también independien­

temente de las matemáticas, con los objetos que permiten agrupar otros conceptos G, H 

y J. A partir de ese ejercicio, puede constatarse que, por ejemplo, se pueden aparear, por 

un Indo, loa objetos que en.en bajo G con los que caen bnjo J; y. por otro Indo, los objetos 

que ca.en bajo F con los que ca.en bajo JI. Con ha.se en eso, sin ninguna diflcultad, se 

pueden agrupar, por un la.do, los conceptos G y J; y, por otra, los conceptos F y H. Cada 

una de estas a.grupn.c:ioncs sería un objeto individual. Ahora bien, si aplicar los números 

In&teni.áticos a 106 objetos del mundo (por ejemplo, el ti n los objetos que caen bajo G 

es aparcar conjuntos de objetos no matemáticos con conjuntos de entidades matemñ.ticos 

(por ejemplo, un objeto con el 1, dos objetos con 1 + 1 = 2~ etc.), se está. suponiendo 

que los números matemáticos son de tnl forma. que cada número (el 1, el 2~ etc.) tiene 

tantas unida.des como objetos tenga el conjunto con el que pueda. aparcarse¡ en ese sentido, 

el concepto .. _ es una unidad del s- sería un concepto que también debe pertenecer a la. 
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agrupaci6n que se había hecho de los conceptos G y J en ha.se a Ja coordinabilidad de los 

objetos que caen bajo ellos; y, siendo a..~(, el número 5, a. través de sus 1.lnidades, está. vincu­

lado a. los conceptos G y J, y no lo está a los conceptos F y H. Si la relación de los números 

matemáticos con Jos conceptos fuera. arbitraria, en efecto podríamos usar cualquier número 

para cualquier conjuntos de objetos; pero, el ejemplo que acabo de ilustrar muestra que los 

nú.tneros, independientemente de su relación entre ellos, tienen la propiedad de estar vin­

culados a. ciertos conceptos específicos. Por consiguiente, podemos decir que en efecto hay 

algo importante en los númcroM, a. saber su relación con los conceptos, que no es puramente 

estructural. 

Sin embargo, el gran mérito del trabajo de Denaccrraf que discutimos aquí es, a mi 

juicio, el haber mostrado que pueden darse diferentes definiciones de número que cumplan 

los mismos propó!'Ütos, de tal suerte que no podemos privilegiar una sola.. De hecho, tanto 

la propuesta estructural como la frcgcana pueden verse (como lo precisaré más a partir de 

2.6) como imágenes o pinturn..'i de los números aritméticos; y Ja diferencia. estriba, por lo 

visto, en qué tantos aspectos de los números recoge cada una. En ese sentido la "'imagen" 

que propone Frege CH mó...~ completa que la..~ que ejemplifica Dcnaccrrn.f ya. que además de 

la.a relaciones de Jos números entre sí. recoge también In. estrecha relación que tienen con 

los conceptos. Por otro lado, no es difícil pensar que puedan darse también dos o más 

"'imagenes" que recojan Jos mismos aspectos, como creo que de hecho, según lo expuse 

en 1.4 y 2.3, es el ca.so de la..s propuestas de Frege y Russcll; y, en ese sentido, serían 

equivalentes como dos retratos de unn. misma. persona, concediéndole en eso In razón a 

Benacerra.f cuando sostiene que la definición frcgcana no es única. Por lo cual, en realidad, 

no podríamos decir, como Frege lo hace, que los nú1ncros "'ºn extensiones que agrupan 

conceptos, ya. que siguiendo a Russcll también podríamos decir, basados en argumentos 

análogos a. los que u:i¡a Frege, que los númerol'J "'º" clases de clases; más bien, lo único que 

podrfan:ios decir es que los números pueden ver8e como extensiones que agrupn.n conceptos 

o como clases de clases, ya que de esa. forma recogemos de ellos, al menos, sus propiedades 
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estructurales y su estrecha relaci6n con los conceptos. 

Ahora bien, en cuanto al argumento de Bena.cerra.f de que )os números podrían no ser 

conjuntos en tanto que se han reconstruido teorías de conjuntos a partir de la aritmética 

y ciertas definiciones de los conjuntos en términos numéricos, habría que analizar los dos 

lados de la reconstrucci6n, es decir,. ¿qué se reconstruye a partir de qué? yn. que dichas 

reconstrucciones cru:r:ada.s plantean cuestiones sumamente interesantes. En términos de la 

imágenes o pinturas que he mencionado, podemos decir que Frege construye una imagen 

de los números aritméticos en base a ciertos .. conjuntos .. ; mientras que Takeuti esta.ría. 

construyendo una imagen de los conjuntos de la teoría von ~cume.nn-Ilernays en base a 

ciertos números, concreto.mente los ordinales. E!-ito presenta cicrtn.s dificulta.des a la. pre­

tenci6n Cunda.sionista de Frege y otros, según la cual, los conjuntos son entidades teóricas 

más generales o funda.mentales que los números; pero no altera la propuesta fregcana ex­

presada en términos de que loR números pueden ver.se como ciertos conjuntos que agrupan 

conceptos. En ese mismo sentido, Tn.keuti, por su parte, podria. seguir sosteniendo que los 

conjuntos de la teoría van Neumann-Dernays pueden ver.se como ciertas entidades expre­

sadas en términos de números ordinales. Viendo las cosas de esa forma, se evita. privilegiar 

alguna de esas cntidadCK, y se acepta única.mente ln. idea. de que uno. reconstrucción de 

cierto cuerpo tc6rico es una imagen del misrno y na.da m:is. Eso no implica. por supuesto, 

que los términos usados en la imagen tengan que ser mñ.s generales o fundamentales en 

algún sentido que los del cuerpo teórico en cuestión; de forma análoga a como las pin-

turas usadas en un lienzo que retro.ta. n. unn. persona. no tienen por que ser más generales 

o fundam.entalcs en algún sentido n. lo.~ componentes de dicha. persona. 

En conclusión, considero que las objeciones de Denacerraf, aunque sumamente intere­

santes y atinadas en cierto sentido, no refutan del todo los intentos fregcn.nos de definir 

los números; lo cual, por supuesto, no quiere decir que dicha definición no tenga otras 

dificultades como las ya apunta.dan. No obstante, por lo que respecta sólo a las objc-
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ciones de Benacerraf. creo que aún podría sostenerse que hay una ven teja sobre la vcl'!lión 

puran:t.cnte estructural en decir que los números pueden verse como agrupaciones de con­

ceptos. Así pues. con respecto a la pregunta que nos planteamos en este inciso, podemos 

decir lo siguiente: por lo visto. un número puede ser visto siempre como el número de 

un concepto. y el decir específicamente que el número del concepto F es la extensión del 

concepto "equinumérico en relación con r es una forma de ver los números que recoge de 

estos tanto ln..s propiedadc.._o;¡ estructurales de los números aritméticos, como el uso de esos 

nú.m.eros en el lenguaje ordinario que los presentn. asociados n los conceptos. 

2.6. ¿Qué prueba una recon.strucclón lógica del número'? 

Una. vez que Frege definió los númerOM, pretendió confirmar su definición mostrando que es 

b:nprcscindible para la obtención lógica de lns propiedades rnás conocidas de los números. 

Ese trabajo lo presentó en las Le'!Je:J Dá:Jiea:J y consiste en una. reconstrucción lógica del 

nÚ!:n.ero; es decir, en la deducción de las leyes de la aritmética a partir de la lógica y de 

alguna.a definiciones sobre el nÚ.lllero en términos lógicos. Su método particular para re­

construir la aritmética consiste en moetrar que lns agrupaciones de conceptos que definió 

como números tienen, en primer lugar, las mismas propir.dn.dcs que los trndicionales nú-

meros naturales. Para ello. definió cada número individual eligiendo un concepto al que 

le corresponda ese número: por ejemplo, "O" lo define como el número que corresponde 

a.1 concepto "desigual consigo mismo ... ; "l ... lo define como el número que corresponde a.l 

concepto "igun.l a. cero ... ; y 6sucesor• lo define diciendo: 

Exlel• un con-::eplo F y un objeto % que c- h•jo 41, J., tal Hpn qu., ~I núrnrro qu., 
correeponde al conc.,pto F •• n, y que .,¡ número que corre•ponde al concepto "que 
cae bajo F, rero no - i1tual a '%:"' - m; n eigue inmrdl•tament., a m en la eeTie rle 
lo• nllm.eroe natur•lee (Frege 11884.) lnc. 76). 

A partir de ahí, deduce varia."I propiedades aritmética...~ para los números n.si definidos. por 

<ajemplo. para mostrar que el 1 es el número que sigue inmediatamente al O en la serie 

de los números naturales procede de la siguiente forma: a) en In. definición de sucesor~ 

previa.mente dada. toma como el concepto F el concepto "igual a cero ... bajo el cual cae un 
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objeto :c. a. saber, el O; es decir, que el número n que corresponde al concepto Fes l¡ b) 

continuando con la definición de sucesor, torna. el concepto .. igual a cero, pero no igual a. 

cero .. como el concepto que le corresponde al número m que antecede inmcdiatarnente al 

número n; siendo Fn = O, ya que bajo el concepto contradictorio .. igual a cero, pero no igual 

a cero .. no cae ningún objeto; y c) concluye que de esa forma queda. demostrado que el 1 

es el sucesor inmediato del O en la serie de los números naturales, ya que en la definición 

de 'sucesor' podemos instanciar rn y n con O y 1 respectivamente. Todo esto lo ha.ce en los 

incisos 74 a 77 de los FundaFnento:t y 41 a 43 de ln.."i Leye:1 Dá:1it:a:1. 

Ahora. bien, para entender con cierto detalle este tipo de "'confirmaci6n" de la. definí-

ci6n de núzncro, a continuaci6n analizaremos brevemente en qué consiste una reconstruc-

ci6n como la de Frege; en general, en qué consiste hacer un trabajo axiomático; y qué papel 

juega en todo ello la lógica. 

Para empezar, creo que podemos ver la concepción axiomñ.tica del conocimiento 

descansando bá.siclUilcntc en dos ideas explicitada....">, al parecer por primera vc:r., en El 

Organon de Arist6telcs: 1) "'Todo conocimiento racional se deriva siempre de nociones 

anteriorCs71 {Aristótelcs Is IVa ne} .. Segundos analíticos" lib. 1, cap. l); las cuales, o son 

también derivadas, o son .. aquellos principios comunes que llanin.mos axiomas de donde 

salen primitiva.mente las demoHtrac:iones"' (Aristóteles Js IVa acJ .. Segundos ano.líticos, lib. 

1, cap. 10). ya que no es posible hacer un rt:gre:1u:1 al infinito en una demostración; y 

2) toda demostración o deducción racional se hace n bn.sc de silogismos, donde .. el silo­

gismo es una enunciación, en la que, una vez sentadas ciertas proposiciones, se concluye 

necesaria.mente en otra proposición diferente, sólo por el hecho de haber Hido aquélla.s 

a.sentada.s"(Aristótelcs Is !Va acJ .. Primeros analíticos". lib. 1, co.p. 1). Es decir, que todo 

conocimiento que no sea inrnediato o intuitivo, sino que sea el resultado de razonar en el 

sentido de buscar o da.r razones, es un conocimiento que en el fondo está constru!do de­

ductiva.mente a partir de ciertos a.xiomft.B. De tal suerte que la.s ciencias, en tanto que son 
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conocirnientos racionales. o bien. de hecho se presentan de una íorma ordenada. a partir de 

sus axionl..a.B. o bien. pueden ordenarse, es d«?Cir axiomatizarse. Por otro lado, la disciplina 

que trata de Jos :silogisrnos o principios de la dcducci6n es Ja lógica que como se sabe fue 

inagura.da formahnente por el mismo Arist6telcs; aunque, por supuesto, antes de él ya se 

trabnja.ba. en algunas áreas en formn axiomática. Platón pienso. que esto último era el ca.so, 

por ejcrnplo, de In.s matemáticas: 

Lot1 que •e ocupan de geametrla, aritnl~tica y otro• C•ludio• aimit&r•• dan por •upue­
t.oa lo• ndrnero•, 1- ligur••··· y otr- co••• empar .. nlada•; la• adoptan como hipdh•­
•i•, procediendo corno •I 1- conocil'r•n, y no •e criPen en el deber d .. dar ninsuna ••­
plicacl<Sn nJ a a( mi•rnot1 ni a lo• demú con re•pecto & lo que con•idf'r&n como evidente 
para todo•, y de ah( - de dond.,. parten lae eUce•iv ... • y con••CUf'nl•• deducclone• que 
loe Uevan fina.l"'ente a aqudlo que qule~n demu•trar (Pl ... tdn f• JV &e! lib. VJ, cap. 
XX). 

O, con otras palabras, tal como Jo expusieron Platón y Aristóteles, los primeros principios 

o axiomas de los que se parte para demostrar cualquier cosa en matemáticas y ciencias 

afines no es algo que esté en discusión al interior de esas disciplinas. 

Inspirado, según Proclo, por las ideas pJat6nica..~, pero según indaga.dones recientes 

de Janes {Joncs [19851), :rnás bien inspira.do por Ja obra aristotélica, Euclides realizó la 

primera gran obra. de axioma.tiza.ci6n ... En la composición de sus Elemento!J, Euclides co­

ordin6 -nos dice Proclo- muchos trabajos de Eudoxo, perfeccionó los de Teetcto y demostró 

irreruta.blemente Jos que sus predecesores habCnn prcsentndo de una manera difusa" (Pro­

clo fs VJ p. 1157). Según Proclo, el teorema de Pitñgoras, por ejemplo, ya era conocido 

por los egipcios para algunos casos particulares; y el mérito de Pitágoras mismo consisti6 

en probarlo universalmente "'de un modo inrnatcrial e intelectual" (Proclo fs VJ p. 1154), 

es decir, según entiendo, dcrivandolo de principios cornuncs o conocimientos generales an-

teriores. Y como, hn..sta donde puede saberse con la escasa información existente, de igual 

forma trabaja.ron los grandes geómetras griegos como Eudoxo y Tcetcto, el mérito de Eu­

clides con.siati6 basica.rnente en explicitar todos aquellos "conocimientos generales" que Jos 

geómetras como Pitágoran. Eudoxo y Tectcto habían usado o podían haber usado en sus 

demostraciones. 
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Euclides llevó a cabo dicho trabajo dcflnicndo con cierta precisión entidades. como 

el punto, la l!nca y el ángulo recto. sobre las cuales expticit6 dcten:n.inad0& axiomas por 

encima. de los cuales. como dice Plat6n. no puede elevarse el :r:no.temático1 como es el caso 

de la igualdad de todos los ángulos rectos: 

1) punto e• lo qua no tiene parte•• 2) linea•• la longitud •In a.nchura, ••• 10) •i una 
recta lras&da sobre otra fonna con ell• do• 4.nguloa contlcuo• htuale•, a cada uno 
d• ello• lo llarnarno• recto; .•• -d.-puñ. da algunoa po.tulad ... o axiorn .. como:- <I} 
lodo. loa 4.nculo• recto• •on lcuaJ-;... -poaleriorment.,, "'numera alcuna• noclone• 
comunea o leye• lócica• corno:- 1) c:oaaa lcqaJea a una mi•m• C09a •On i111:ualea ent~ 
.e (Euclid- !• JU a.el lib. 1, pp. 1 ., 2); 

y, fi.nahnente, desprende de a.hí una serie de proposiciones, la mayoría de las cuales ya 

se conocían como válidas en geometría •. como es el en.so de la proposición 47 del libro 

I que comúnmente se lhuna teorema de Pitágora.."'I. Así pues, lo importante del trabajo 

de Euclides_ como bien lo resalta Proclo, no es el hecho de descubrir algunn.<J leyes de la 

geometría, sino el de de...c;¡prcnder las ya existentes de una cuantns definiciones, axiomas 

y leyes lógicas, confiriéndole nsí, unidad y orden a toda la geometría. Por ejemplo, si 

exa.rnina.mos la demostración de EucJides del teorema de Pitá.goras, podemos observar que 

llega a él con razona.mientas corno el siguiente: si .;l y D son entidades que cumplen la 

definición de lo que es un ángulo recto, entonces A será igual a D por el axioma 4; y si 

por otro lado, A es igual a C, entonces D será igual n. C por la ley lógica 1, etcétera. En 

resumen, podemos decir que el trabajo de Euclides e."J una. reconstrucción de la geometría 

en el sentido que la vuelve a construir; y una reconstrucción no n.spira a. copiar todas las 

prueba.a, sino más bien, n..spira sólo a probar lo mismo o. partir de un conjunto mínimo 

de principios o conocimientO!'I generales. De hecho, por ejemplo, la prueba euclidcana del 

teorema de Pitágoro.s, basada en n.xionuus sobre cquivalcncia.s, no reproduce, hasta donde 

es posible constatarlo, la de Pitágoras mismo. 

In.epira.doa directa o indirecta.mente en el trabajo de Euclides (como veremos con má.s 

detalle en 3.4) 1 Arquímedes construy6 a.xiomá.ticamentc la ciencia de los cuerpos pesados 

(Arquúnedes [s 111 n.c}), Galileo la ciencia del m.ovimicnto uniforme y acelerado (Galileo 
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, 
(1638]). Newton la ciencia de la niecá.nica clásica (Newton (1687]); y, de igual forma, 

Frege y Dedekind pretendfan reconstruir la aritmética. a partir de cierta.e definiciones de 

los números naturales. Sin embargo. con todo y ser suma.mente meritorios esos trabajos, 

conten{an algunas imprecisiones e. incluso, en el ca."K> de Frege, contenían, como vimos, 

una contradicción. En tiempos de Frege y Dcdekind, el traba.jo de Hilbcrt sentó las basen 

de la axiomática moderna. pretendiendo corregir los errores que se habían detectado en las 

axiomatizaciones que habían seguido el modelo de Euclldcs. 

E• mi opinión qu• l.Qd- 1-.. dificulC.ade• apuntada• -dice llilb•rt con rf'lacidn a Jo• 
trabajo• ~con•tructlYo- d• la aritm#tica- pu1Pdf'n •er •uperada.a y pod .. moa dar un 

(Lindan.ente risuroao y cornpletainenle aatia(.-:&orio de la noc;idn de n'1mero, y de 
hecho por •I DM!t.odo qu'"' 70 lla.niarla axio ....... tico .. 

La aritmlll!&lca - conaidera parle d~ la lditica y laa noclon•• ldgic- tradicional•• 
eaUn uaua.lrnen&e ptTaupu,.,.ta. cuando ae t.rat.a de rundament.ar la aritmlll!tica ... pero 
en la e::iirpo•icidn de 1- leyes de la lócica elempre ae uaan ciert- nocione• ariLrnlll!&ic&• 
fundament.a.lee como, por ej.,...plo, la noci.dn de conjunto .. ; y entone•• noe encon­
tra.-uoto dando ,,uelt.- eq c:frculoe, y por -o e• nec:eeario d•••rrollar •lmult.lln'"'amente 
1- 1'"'7•• de la lócica y de la aritmlll!tica {Hilbert J1904J, PP· 131 y 13:2 de lleijenoort 
(1~71). 

De hecho, como bien apunta. Hilbert, ha.y nociones (por c-jcmplo, particularmente la. de con-

junto) que se han ubica.do a. veces del lado de la lógica., y a veces del In.do de la matemática. 

La confusión surge, creo yo, cuando se olvida que el término 'conjunto' fie ha usado, como 

Frege, para referirse a entidades que pueden tener leyes lógicas ya que se la.a concibe Hgada.s 

indisoluhlernentc a los conceptos; y, por otra parte, también se ha usado, como Cantor, 

para. referirse a entidades puranlente matemáticas. De cualquier forma, Hilbcrt propone 

una metodología en la que se explicitan no sólo los axiomas de los que se parte, sino 

tan:ibién todD..!I las leyes lógicn.s que &e usan en la deducción, como de hecho yn. lo hab[a 

pretendido hacer el mismo Euclides. Para. empezar, Hilbert piensa que no pueden definirse 

explícitamente todos loa términos técnicos, y propone que sobre los símbolos primitivos 

empleados sólo se admita lo que se dice sobre ellos en los axiomas; y, ndcmá.s, para él los 

axiomas no tienen que ser nociones comunes o evidentes, como sí tenían que serlo para la. a-

xiomática aristotélica. Para Hilbcrt, todas las proposiciones que constituyen la mn..tcrnática 

pueden traducirse a. un lenguaje lógico reconstruyéndose las pruebas m.atcmáticas corno 
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simples inferencias 16gica.s que tienen la forma de un modu!J poncn..s (ver Hilbert IH>25], 

p. 381 de Hcijcnoort [1007]); n.unque, por supuesto, utiliz::a.ndo también todo lo que mo­

derna.mente se denominan las leyes de la lógica proposicional y cua.ntificncional. De esa 

forma se dice que la matemáticn. se hn formalizado, constituyendo un sistema formal. En 

resumen, según Hilbert, un sistema. formal está compuesto de lo siguiente: a) un conjunto 

de símbolos; b) ciertas reglas para. formar oraciones con ellos; c) determinados axiomas; y 

d) las reglas lógicn..q de transformación de oraciones, es decir, las que sirven para deducir 

ciertas oraciones a partir de otras. 

Podernos decir que un sistema. forxn.a.lizado, por ejemplo el de la aritmética, es una 

reconstrucción de ella a. partir de ciertos axiomas; aunque, teóricamente, esos a.xiorna.s 

podrían intercambiar HU lugn..r por algunos teoremas convenientes de la misma aritmética; 

de tal suerte que los axiomas, en la versión hilbertia.na, no sólo no son nociones evidentes 

como antiguamente se creía y exigía, sino que ni siquiera son insustituibles; además, sobre 

los símbolos de un sistema formal, los axiomas sólo enuncian ciertas propiedades sintácticas 

y, no teniendo una scrná.nticn. definida., de hecho, pueden interpretarse teóricamente en 

múltiples dominios, coincidiendo en ese punto con las teorías matemática.." vistas a la 

manera de Dedekind, Dcnn.cerra.f y los estructurn.lista.s en general. De esa forma., Pea.no 

había. propuesto en su Formulario cinco axiomas que definían implícita.xncnte los números 

natura.les; pero, como muestra Russell por medio de ejemplos (ver Russcll [H>I9J cap. 1, 

pp. S a 10 y, aquí mismo, los incisos 2.2 y 2.5), esos a.xioman pueden interpretarse de 

múltiples fonna.s; y, de ese modo, cuando se pretende definir el cero, en realidad se define 

sólo el pritner elemento de cualquier progresión. 

No obstante, Hilbcrt esperaba que una. ventaja de formalizar una teorín., ya. que se 

habrían explicitado los axiotnn.S y las reglas de inferencia con toda precisión, era. que 

as( podríiunos examinar su consistencia y su completud, es decir que no contuviera.. una 

contradicción Y que de todos los enunciados que pudieran expresarse en el lengua.je de la 
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t.corí& pudiera decirse si son o bien verdaderos o bien Calsos. .Justa.mente Hilbert. en su 

f'a.mos& ponencia sobre los problemas futuros de la. xn.ate%DAtica. (Hilbert [1900} prob. II) • 

había. propuesto el de la prueba de la no contradicción de los axiomas de la aritmética como 

uno de los problemas más apremiantes y que él mismo intentó atacar con su propuesta de 

loe sistcnia.s Con:nales. El programa hilbertiano parecía ser útil sobre todo en ese sentido. 

pero & partir de los trabajos de Gódel y Church se empiezan a conocer la.s limitaciones de 

loe sistema.a formales. GOdel lo expresa con las siguientes palabras: 
Un •l•t.ema formal - llan>a completo •I cada •ent•ncia expre•abl• con •U• •lsno• e• 
ronna.hn•nl• deddlbl• • pariir de •4• aJ<ioma•, - decir, .; para cada tal ••ntl"ncia 
Q exl•te una ••cuencla finita de lnfer.,ncia• acorde• con la• r•gl .. del c&lculo lógico 
que emplesa con alguno• axiom .. y terniina con a o con la ••ntencia no a. lle 
.,.. ... tracio que no hay ningdn •i•terna formal con ua ndn>ero finito de &JO;iom .. que 
-• completo ni •iqulera con re•pecto a la• eentenci .. aritm4!tlc ..... De lo dicho ee 
eicue en -pecial que hay ••ntenci- ariLm~Lic- indecidibl- en todo• loe •isternae 
formal- conocido• de la maLemiltlca, por ejemplo, en Principia Mathematiea ... , 
en la teorfa axlomiliica de conjunto• d"' z.,rrn .. lo-Fraenlr.el y en la de Yun Neumann, y 
•n loa eietern- fonnalee de la eecuela d• Hllbert ... V p&ra loe •ietem- formale• an­
t.eriormente mencionado• el enunciado de la conai•tencia del ei•Lema e• una •entencla 
lndecidlble en Ptle eietema (COdel {1931], pp. V9 y 100 de COdel 11981]). 

POl!lterionncnte se han hecho algunas precisiones y ampliaciones al trabajo de Gódel por 

parte de Church. Rosser y otros, pero para. nuestros propósitos actuales básicamente queda 

en pie que hay una lim.itaci6n inherente al método formal para sistematizar toda In. arit­

:r:néticn. y que. como dicen Na.gel y Newma.n, 

-- coaclu•lone• rnu.,•tran ta.rnbilfn que hay un ndmero infiniLo de enunciado• a..rli­
_.¡tlcoe '°'"'rdadero• qu• no pueden deducine fonnaJrn.,nte de ninl[1.ln conjunto deter­
miniado de ~lom ... d"' acuerdo con un conjunto cerrado de regl .. de Inferencia; de lo 
que - ei.cue que un planteamiento a:x.iorn,¿tico de l.& teorfa de lo• ndm•ro• no puede 
acota .. el dominio de la •erdad aritm4'1tica, y que la demoetración matem.iLlc& no 
coincide con la eJtplotación de un miltodo axiomilLlco formalisado {Nagel y Ne-man 
(10311 p. 11<1). 

Ahora bien. como lo he sugerido. el trabajo de abordar a.."C.ioniá.tic:a.mente un área, por 

~emplo la. de los cuerpos extensos mediante la geometría, crr.o que puede verse. como lo 

precisaré más en en inciso 4.3, tn..rnbién como una. reconstrucción de esa área. Según eso. 

podernos decir que a partir de los triángulos empíricos, el geómetra los aborda axiomati­

ca.m.ente aislando algunos elementos de los que supone están compuestos como el punto y 

la. linea, los define a la manera, por ejemplo, de Euclides. y a partir de esos y otros ele-
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mentoe definidos vuelve a contruir l011 triángulos de una. manera. ideal. Naturalmente. los 

triángulos empíricos se asemejan a61o 11.proxhnada.tnentc. como dice Platón. a los triángulos 

ideales o 1n&temáticos. De hecho. otro tanto hacen con sus respectivas áreas Arquímedes, 

Galileo y Newton como lo ejemplificaremos en el inciso 3.4; todos elios comienzan aislando 

ciertos elementos como el pCBO. el DlOVÍUÜcnto uniforme, etcétera.; definiéndolos en términos 

conocidoe¡ y volviendo 11. construir después idealmente los dominios empíricos de los que 

partieron. Pues bien, al parecer, de forma análoga, un sistema formal de la aritmética 

vuelve a construir la aritmética misma¡ de tnl suerte que, la aritmética se a.semeja s61o 

aproximada.mente al BÜlte:m.a. fonna.J. que viene siendo, en ese sentido, una idee.lize.ei6n de la 

aritmética... De hecho, Ja f"onna.lizaci6n de" la. aritmética consiste también en aislar algunos 

eleaientos que suponemos la. constituyen, en definirlos con precisión, y en tratar de volver 

a construir la aritmética a. partir de los elementos definidos. Y as{ como los triángulos 

em.píricoe son siempre muchas otras cosas que los triángulos r:n.n.tcmñ.ticos no recogen; de 

f"orma aUn..ilar, el resultado de GOdel parece indicar que la aritmética es algo más que su 

f"ormalizaei6n no recoge. 

En todo sistema axiomático, una vez que se han dado las definiciones y los axiomas, las 

regla.a de inf"crcncia indican lo que está. permitido hacer con los axiomas y las definiciones 

para. construir dicho aistema._ Las reglas de inferencia constituyen la lógica que se maneja y 

no siempre es la mism.a.. Aristóteles fue el primer gran sistematizador de algunas reglas de 

inferencia que hoy se encuentran dentro del cñ.1culo de predicados. La lógica permaneció 

Ciu!IÍ intacta h11..11ta 1847 cuando George Iloole publicó sus Leye.'J dd pen.3amiento en las 

cuales aisten:l&tiz6 la lógica aristotélica mediante relaciones entre conjuntos, construyendo 

11..11{ un sistema equivalente a la lógica de predicados con relaciones. Por esa misma época, 

De Margan, ..Jevons, Peircc y sobre t.odo Frege en su Conceptografía, sentaron las bases de 

lo que hoy se denomina. •t6gica ma.tcm.ática"'. Dentro de ella, la lógica llamada estándar 

que reúne todos esos trabajos est.á. basa.da en el manejo de una cuantas conectiv~: l. V 

y 3. Para construir la aritmética se incluyen tn..nibién = y E; aunque ne discute si ésta.s 
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deben estar en la. lógica o no. Lo cierto es que dentro de la. lógica matemática estándar la 

mayoría. de las leyes de inferencia. se pueden obtener a partir de ciertas reglas primitivft..!'I Y 

la.a definiciones de estas concctivru1 o sus equivalentes; y si se cambian la.r reglas primitivas 

o las definiciones de esas conectivas se pueden generar 16gica.s no estn.ndar: por ejemplo, 

se puede definir &_,• como lo luu::cn los intuicionista.s de tal manera que no signifique que 

necesaria.mente P V -.P; algo análogo puede he..cerse para la.s otras conectivas; e, incluso, 

se pueden definir nuevas conectivas aún con 3 o más valores veritativos como lo hn.n hecho, 

por ejemplo, Luka.siewicz, Peirce y Dcstouchcs, entre otros. En resumen, la lógica usa.da 

en un siste.rna. formal es algo así como el "andamiaje"' que se ha elegido para construir 

el sistema formal. Hoy día se conocen .. anda.m.iajcs" más o menos confiables para ciertos 

propósitos y por ello se eligen. El ca.so del sistema formal de la aritmética de Frege es 

muy peculin.r porque el autor, no encontrando ningún .. a.nd8.Illiajc" apropiado para. sus 

propósitos, construyó el suyo propio en la Coneeptografía... 

De acuerdo con todo lo anterior. un sistema a.xiornático que usa determinada lógica, 

podemos verlo como una construcción o reconstrucción ideal <le algún dominio, que podría 

interpretarse también en muchos otros dominios idealizando así esos dominios en sus rasgos 

que se consideran relevantes. Por supuesto, podemos estar equivocados en interpretar un 

dominio mediante cierto sistema axiomático. Por ejemplo, la lógica. estándar pretende ser 

una reconstrucci6n de la. lógica. que usan los matemáticos, y esto puede ser má.s o menos 

exacto. Es en ese sentido, que Quinc sostiene que: 

La ldgica eet'- tan expu-ta a revleidn como la mee.A.ni<:• o la teorfa de la r .. latividad. 
Tanto cuando •e hace J.dgica cuanto cuando ee hace rf•ica -de Lln• manera axiom.A:tlca, 
dirfa yo- el objel.i•o ea aiempre el miamo: obten.-r (dicho con p•labr ... de Newton) 
un elatema del mundo lo mú Hao y lo tnú aencillo que eea poaible y qLI• enc•je 
limpiamente por •u• borde• con laa ob-r"'nl>Cion- (Quine (19701 cap. 7, p. 100). 

Debido en parte a. las lin:úta.ciones de los sistemas formales, algunos filósofos de la 

matetnática han sostenido que para comprender realmente la matemática, o alguna de sus 

partes com.o los números, se requiere de un tra.bajo diferente a las reconstrucciones. Por 

ejemplo, Putnam. ha sostenido que: 
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El '"abajo qll• •• ntieeslta en la filosolCa d• la• ¡nale¡n¿ljc.,. e• filo...Sfico Y no t.tcnlco: 
ln .... tlgacion- en la fllndaPlenladón fila.óflc& del lntulcioni•Plo, •n hi•torla de 1 .. 
materniUlc- que arroje lus en lo• prnc-as par lo• cuales 1 .. matorrruLtlc .. surgen Y •e 
de.-...rollan, en lo• rasonainiento• plau•ible• •n rn•Lern.itica•, y para toda la filo•ort'a 
de la dencla y de la• rnat.·m"-ticas debe revb•rse la filosofC• del lencuaje, la discusión 
del .-.alisrno y la teorl• de I• referencia. (Putna.m {1970} p. 395). 

Por supuesto. todas cstaa taren.s son sumamente importantes y, por cierto, Frege mismo, 

por ejemplo, abordó algune.s ele ello.s. Sin embargo, no creo que el trabajo técnico de rcc:ons­

trucci6n, o fundamentación como le llama Putnam, carezca de utilidad para los problemas 

fi.l086ficos. Según lo he sugerido, al hacer un trabajo reconstructivo de la rna.tcrnñ.tica !le está 

creando una imagen idca.lizn.da de ella que nos sugiere verla de cierta forma. Ciertamente 

la simplifica, pero de hecho, creo que es innegable que eso hace cualquier teoría sobre 

cualquier cosa. La 6.losofia entendida, a la manera de '\Vittgcnstcin, corno un trabajo 

elucida.torio del lenguaje puede y, de hecho, ha utiliza.do varios métodos; uno de los cuales. 

creo yo. puede ser el axiomático. Claro está, que podría discutirse ln. convenienc:ia de 

un I11étodo parn. determinado objetivo. Pero esto no debe hacerse a priori; más bien, 

como decía. Uliscs ~ioulines a este respecto, aprovechando un pasaje bíblico, .. por sus 

frutos los conoceréis" (Moulincs {1082} p. 40); y, en efecto, creo que es irrefutnblc que el 

trabajo reconstructivo hn generado un conocimiento más preciso de algunos aspectos de 

las matcmá.ticas. Lo ideal sería. tn.l vez, una complementación de los diferentes métodos 

entendidos corno puntos de vista a partir de los cuales se puede examinar ln. matcmá.ticn. . 

..lustru:ncnte. inspirn.do por idcn..-. como ln.s de Putnn.m, en el siguiente capítulo revisaré 

algunos enfoques no reconstructivos sobre las mntemá.ticas y el número. 

Volvn.mos a la. pregunta. que nos hicimos en este inciso. ¿qué prueba sobre el nümcro 

unn. reconstrucción como ln frcgcu.nn.? Por lo visto, prueba que la definición da.da bajo los 

supuestos expresados en ~OR axiomas implica, de u.cuerdo a In. lógica. que se maneja, ciertas 

propiedades y rcla.cioncs para lo así definido que reproducen <le una manera ideal las 

propiedades estructurales de los números, así como su estrecha. reln.ción con les conceptos 

en general. Por ejemplo, en la prueba que presentarnos al inicio de este inc:iso, Frege 
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muestra. que los nÚDleros O y 1, definidos tal como él lo hace, se com.portan como los 

núuieros c:on los que trabeJa la aritmética siendo el 1 el sucesor hunediato del O en la serie 

de loa nú:rneros naturales, pero aderná.s muestra que sus números pueden verse asociados 

a. ciertos c:onceptos específicos al valerse de estos conceptos para realizar la prueba de las 

propiedades a.ritm.éticas. 
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CAPITULO 3 

IDEAS EMPIRISTAS POSTFREGEANAS SOBRE 

LAS MATEJMATICAS Y LOS NUMEROS 



3 .. 1 El problema. de e\ loe números eon o no n.lgo puramente est.ructural o 

puramente matcniát\co. 

Las defi.nh:i.ones de los números du Frege, Russel\ y Cantor, al igual que las de Peana y 

Dcdekind, tienen corno referente los números de la n.ritmética: pretenden dar una carac­

terización ncce~aria. y suficiente para englobar a todos los números de ln. aritmética y sólo a 

ellos. Pero, qué podemos decir que son dichoN núrncros. Frege los define como "conjuntos .. 

de conceptos; Russell, como clll..5es dü clases; Cantor, como conceptos (o, 1ná.s bien evitando 

su sicologismo, como conjuntos) obtenidos n. partir de conjuntos; Dedekind los define como 

... cortaduras .. ; y Pe ano, los presenta mediante sus axiomn.s, al igual que Dcdekind, como 

lugares en unn. serie. Sin importar las diferenCÍllS, todos ellos prcsentn.n pinturas o in1ágcncs 

axiomatizadas (según lo expusimos en 2.6 y lo desarrollaremos más en 4.3) de un mismo 

referente. En ese sentido, no podríamos decir que los números aritméticos 3on lo que ellos 

construyen axioi::náticamante; sino, en todo CH.So, que los números de la aritmética pueden 

ver.!e como ellos los presentan. De tal suerte que, habría que distinguir entre los números 

. de la aritmética, que flon a loK que quieren referirse las n.utore~ mencionados, y los pinturas 

de e.sos números en términos de "conjuntos de conceptos'"~ ... cortadurns'", etcétera. Sobre 

esto hablaremos más a.tnplirunente en 4.4; pero, por el momento, será suficiente con marcar 

la distinción mencionada. 

Por otro lado, ln.s definiciones de Frege, Russcll y Cantor dicen (como tra.té de mostrar­

lo en 1.4 y 2.4) bá..•iicnmantc lo mismo sobre dichos referentes; aunque lo dicen con diferentes 

ténninos. Todos ellos se refieren a los nútneros de la aritmética no sólo en su aspecto es­

tructural, sino también en tanto que pueden vincularse n. determinados conceptos; y, sobre 

ellos sostienen que son objetos ci!!pccíficos definibles en términos de conjuntos y conceptos. 

En ese sentido, sus definiciones tienen el mismo :Jentido, en tanto que tiene el mismo valor 

cognoscitivo¡ pero se presentan como pinturas realizadas con diferentes materiales. Mien­

tras que Peana y Dedckind definen los números de la aritmética única.:rnn.nte en término11 
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~i.ructurales. Ambos grupos pretenden hablar s61o de los números de la aritmético.; pero, 

el segundo grupo sostiene que dichos núrncros son sólo elementos de estructuras abstrae.tas, 

y el primer grupo sostiene que son algo zná.s. Lo cunl implico. que Dedekind y Peo.no pien­

san que los números aritmüticos son explicables sólo por las. relaciones que tienen unos con 

otros; mientras que Frege. Russcll y Cantor picnsn.n que los números aritméticos no son 

ex.plica.bles s61o por las relaciones que tienen entre sí. sino también por las relaciones que 

t.ienen con algo cxtrnmn.temático como pueden ser los conceptos. Estos últimos estaulan 

diciendo a.lgo análogo a decir. por ejemplo, que el retrato de una persona. no es explicable 

sólo por la. combinación de formas y colores, sino que para entenderlo cabaltnente debemos 

tomar en cuenta que pretende reflejar algo diferente de él mismo, es decir, la. persona en 

cuestión. 

Al observar la diferencia. entre los dos ~entido:t de esas definiciones nos drunos cuenta 

que gira alrededor de hasta qué punto por •número aritmético' entendemos algo exclusi­

vamente estructural, o algo que rebase las estructuras; y ésto nos enfrenta a la cuestión 

de ¿qué es \o estructural, y qué es lo matemático? Por supuesto, la pregunta por lo 

nin.temático o por las matenui.ticas en sí rcba.o1a. la. presente investigación; y por ello no 

pretendo caracterizarlo aquí de una forma exhau~tiva, ni mucho menos. No obstante, ya. 

me he visto precisado antes, sobre todo en el inciso 2.6, n. dar alguno.a ideas de \o qué 

estoy entendiendo aquí por ~matemtí.tica.s', y para. poder proRcguir esta indagación sobre el 

número considero conveniente precisar aún más mi postura. en este a.8Unto. 

La. pregunta por las matemú.ticlL.~ ha sido contestada. desde diferentes ángulos; pero, 

para la cuestión que nos ocupa, considero relevante examinar ahora algunas respuestas 

de corte empirista por representar una. postura que puede arrojar luz desde fuera de ln.s 

i:na.teniá.tica.s, y por detenerse particularmente en las relaciones entre lo matemti.tico y lo 

no r:n.a.temá.tico. Por supuesto, nos interesa sobre todo esa parte de las ma.tcmá.ti.ca.s que 

llamamos aritmética; pero a.l tratar de cn.racterizn.r ésta corno una parte de las matumñ.ticas, 
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nos vemos obligados a dar también una caracterización de la.s tnatcmñticas en general. 

Esta caractcrizaci6n debería al menos poder responder a la preguntn. acerca de qué tipo 

de conocimiento son las matemáticas, 5i tiene o no objetos específicos, y si los tiene, 

si el matemático los descubre, los inventa o los postula, y si sus métodos son lógicos, 

intuitivos, experimentales o una combinación de ellos. Al parecer, las respuestas dadas a 

estas preguntas permiten obtener una. caracterización más o menos aceptable; yn que de 

hecho, las diferencias en las respuestas a ellas nos dan varios elementos que nos ayudarán 

a tener un panorama general <le ln.s mñs ramosas escuela.."" que se han <lndo en la. filosofía 

de In.a matemá.ticB.H: platonismo, intuicionismo, rormalismo, logicismo, convencionalismo y 

empirismo. No es mi intención detenerme ahora a examinar csto.s cscuclo.s, ya que esto se 

escapa de los límites que nos hemos propuesto. Sin embargo, en los capítulos anteriores 

m.e he rercrido ya, aunque s<!a de forma lateral, al platonistno, al formalismo y al logicismo; 

y en lo que sigue me detendré un poco en alguno.s posturas convencionn.listas y empiristas, 

dejando sólo de lado la ciertamente interesante postura intuicionista. Claro está, que esta 

cln.sificn.ción de posturas sobre la matemática tiene los vicios de toda dn.sificación: olvida 

la.a diforencia."" al interior de en.da escuela, y es posible que haya posturns que pertenezcan 

a tná.s de una escuela. o tal vez a ninguna de las nombradas; tal es el ca.so, por ejemplo, 

del eu.a..!i-empiri.!rno de Quinc, y del modalú1mo d~ Putnam (para ambos ver, por ejemplo, 

Putna.rn 11970]). Así pues, debemos tomar con sumo cuido.do esas etiquetas y aclarar en 

cada. caso qué estarnos entendiendo por cada una de ellas; por eso, he preferido rercrirme 

aqu{ más bien al pensamiento de tal o cual n.utor en particular. 

Así pues~ en el presente capítulo examinaré brevemente la. visión sobre la..'f. matemá-

ticas y los números de \.Vittgenstein por ser, en cierto sentido, una continunci6n de las 

teor!ns de Frege y Russcll, y en otro sentido, ser un rucrte critico de las mismos. Además, 

Wittgenstein propone una. visión figurativa de J~ matcmático.s y particularmente de los 

números que los presenta como figuras de algo más. Esta idea. rerucrza la postura de 

Frege, Russell y Cantor de que los números no son explicables por sí mismos y sin tomar 
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en cuenta el papel que juegan en el mundo extrarnetcmát:ico. Examinaré, también, a tres 

autores que me parecen representativos de la postura empirista postfrcgeana y particular­

mente sugestivos como clr.mcntos de soluci6n para definir lo matemático en rclaci6n con 

lo no matemático desde tres angulas diferentes: Frcchct, por presentar el punto de vista 

de un matemático relevante corno tal. que se ha detenido a reflexionar filosóficamente so­

bre su trabajo; Lnkatos, por presentar el punto de vista de un filósofo de la ciencia que 

intenta aplicar algunos de los resultados actuales de s11 disciplina al examen de la ciencia 

matemática; y Kitchcr, por haber desarrollado más sistemáticamente un análisis concep­

tual e histórico de los procesos por los cuales las rnatcrnáticas surgen y se desarrollan, 

corno por cierto lo había propuesto Putna.m (ver Putna.rn (1007J). Además, Frechet, de 

form.a semejante a las figuras o pinturas de \Vittgcnstein, propone ver las rnatcmiiticns y 

los números como csqucma.tizaciones ideales de algo más. Lakatos refuerza nuestra pro­

puesta de ver los trabajos de reconstrucción de la aritmética como imágenes ideales de 

- - Ja aritmética misma; y sugiere que las reconstruccionl!s axiomáticas de h .. aritmética son 

construcciones teóricas que, en tanto que pretenden explicar la aritmética, son refutables 

por ésta. Kitcher, por su parte, habla de la aritmética. al igual que Frechet, como una 

idealización de lo empíric:':o. Por todo ello, estos autores, aunados a los análisis que hemos 

hecho de los trabajos de Frege, Ru.ssell, Cantor y Dcdckind, entre otros. aportan elementos 

que permiten distinguir varios usos del término 'número': a) para referirse a los números 

aritméticos, b) para referirse a imágenes o pinturas axiomáticas de los números aritméticos 

y c) para referirse a aquello cxtrarnatemático de lo cual los números aritméticos serían cs­

quematizaciones ideales. Esto lo desarrollaré xná.s apliama.nte en 4.4; pero baste, por el 

momento, sugerir la posibilidad de esta distinción. 

3.2. La teoría flgurntlva. de Wittgenstein. 

El pensaxnicnto sobre las matemáticas de \Vittgcntein tiene. como el resto de su trabajo, 

dos etapas más o menos definidas. La primera etapa está. expresada en el Trac:tatua ; y 
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1& segunda, sobre todo en su obra Rernarlc.s on the Foundation o/ Ma.thema.tic:t publicada 

p6stunuuncntc. 'Vittgcnstein comienza su obra filosófica influenciado sobre todo por la 

"'gran obra de Frege -c::omo lo aclaró él mismo- y los escrit:.>s de... Dcrtra.nd RusscU" 

(Wittgenstein {19181 pról.). En el Tr-a.cta.tu.!I expuso sus primeros pensamientos; y poste­

rior-tncntc, en lucha incluso con esos primeros pensamientos, y a. veces bajo el nguijón de 

nuevas lecturas o discusiones, profundizó en varios campos filoRóficos anotan.do sus idcn.s 

en libretas que corrcgia y ordenaba. continua.mente, y que a su muerte han sido edita.das 

bajo los títulos de Philo:iophical Invt!:itigation.Y, Zettt!l y Rema.rb on tht! Foundation.s o/ 

Ma.therno.tie:J, entre otroA. Este aspecto del trabajo de \.Vittgenstein rne parece importante 

destacarlo porque es un reflejo de su concepción de la filosofía como un tra.bnjo esencial­

mente ac:la.ratorio ... La filosofía -dice desde un principio, y lo sostiene, al parecer, a trn.vés 

de toda su obra- no es una teoría, sino unn. actividad. Una obra filosófica consiste es-

encialmcnte en elucidaciones'" (\Vittgcnstein {19181 ver. 4.112). Al parecer, lo que fue 

modificando Wittgenstein a través de su obrn., como trataré de exponerlo en seguida, fue 

la forrn& de realizar las elucidaciones. De una elucidación de la estructura. lógica, pasó a 

una elucidación del papel que juegan las palabras en la actividad de las comunidades que 

las usa.n. Desde ese punto de vista, las etapas de su pensamic11to pueden verse como mi> 

mentas aclaratorios, o si se quiere. como aclaracione."' desde diferentes ángulos. De hecho, 

es as( como analizaremos el Trat:tatu8 y loe Remo.rk.tt acerca de lo que tlOn las matemáticna 

y, particularmente, los números. 

En el Tracta.tu:t \.Vittgentein soRtuvo que: 

La maLem4tica es un rniLodo ldr,;ico. LAA proposiciones de la rnat.ern4t.ica 
•on ecua.clone•, y, por consiguient.e, pseudo-propo•iclune•. L .. pfopo•icio­
ne• matem4t.ic- no .,>Cpr-an ninitán p.,neamlent.o ... ul\lisarno• la• propo-i­
clonee rnaLC!rn4Licae :tólo para lnrerlr de proposicione• que no pcrt.enflcen a 
la maLen•4t.lca, otra• propoeicion•s, las cuale•. igualm .. nt.e, no p•rL'IPnecen 
a 1- rnatem4tlcas (Witt.1:•netein (l'Oll8J vers. 15.2 a 6.211). 

Lo cual está. clara.niente influenciado por las tesis logicistn.s de Frege y Russcll que \.Vittgen.s­

tein dcsa..rroll6, precisó y modificó en algunos puntos. 
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Para Wittgenstein una. proposición es la pintura. de un hecho de los que conforman 

el mundo; "los hechos atómicos -los concibe a la manera humea.na. como- independientes 

unos de otros" (Wittgenstein [1918\ ver. 2.0Gl}; y el mundo, para él, son todos los hechos. 

"La 16gica -dice, por otra parte,- trata de toda posibilidad, y todas las posibilidades 

son sus hcchOM'" (Wittgenstein (HJ18l ver. 2.0121}; es decir, la lógica muestra el espacio 

de posibilidades en el cual los hechos se dnn. Así pues, al parecer, su lógica está fijada 

por su ontología general; yn.. que si el mundo está. compuesto de hechos independientes, 

lo posible es que se dé un hecho o que no se dé, que se den dos hechos simultánea o 

subsecuentcmcnte, etcétera. De ahí que, ln.s proposiciones P y Q, al ser pinturas de los 

hechos, puedan combinarse también sólo de forma que o bien P, o bien noP, P y Q, P 

:H aólo ai Q, etcétera. De esa forma, inferir, o deducir lógicamente, significa aplicn.r o. 

ciertas proposiciones particuln.res, o podrín.tnos decir, a ciertos hechos particulares, lo que 

vale para. todas; es decir, que o bien P, o bien noP, etcétera. En ese sentido, como dice 

Wittgenstein, la lógica no dice nada del mundo, sino que sólo muestra los límites de lo que 

puede ser. 

Las matemáticns, para \Vittgenstein, son un método lógico y por lo tanto no dicen 

ne.da. del mundo y sólo muestran un espacio de posibilidades. Así como la lógica trabaja 

con tautologías, .. lo esencial del método matemático consiste en trabajar con ecuaciones., 

(Wittgenstein [1018} ver. 6.2341). Ln.s ecuaciones se expresan mediante igualdades, y la.a 

igualdades son definiciones n. la manera de Frege y Russell, mediante ln.s cuales tic estipula 

un :mismo significado para los símbolos que están de uno y otro lado del signo de igualdad 

y? por lo tanto, permiten que se pueda. sustituir uno en lugar del otro. 

•a = b' •lgnlfica que •1 •igno a e• r .... m¡ola•ahle por .. 1 •ig:no b ... Expr.,•ion<'• de la 
fonna •a= b'" •on, pUe•, tan •<'>lo recur•o• de I• repre•entación: no dicen nada •obre 
el •lcniftcado de lo• •lgno• a. y b .. El mo!'todo por el cu•l la rn•te""'Llca obtiene •u• 
ecuaclone• e• el nu!todo de •U•LiLución. 1~ue• la• ecuacione• egprf'•a.n la susLil.uL\bidad 
de doa expre•ione•, y no.otro• procederno• de un nilmero dado de ecu•cione•, a. 
oLr ... nuevas ecu•clone• •u•tltuyendo I•• 'l!'Xpte•ione• por otr•• de acuerdo con la.• 
ecuacione• (Witt.gen•Lf'in {l018J ver•. 4.241, 4.24:;1 y 6.2'4}. 

Pero. ¿de qué forma la matemática. muestra un espacio de posibilidades? Lo que iguala el 
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signo &=•no pueden ser hechos del mundo; ya que ... el hecho atómico es una combinación 

de objetos (entidades, cosas)" (\.Vittgenstein {Hn8} ver. 2.01), ... decir de dos cosas que son 

idénticas es un sinsentido, y decir de una que es idéntica consigo misma es no decir nada" 

(\Vittgenstein {1918] ver. 5.5303). Así pues, lo que se está igualando con •=' es sólo el 

significado de dos expresiones. \Vittgenstein afirmó que ... la ecuación caracteriza sólo el 

punto de vista desde el cual considero las dos expresiones, es decir, el punto de vista de su 

igualdad de significado .. (\\'ittgenstein !HHS] ver. G.2323). 

Con respecto a. los nútneros, \Vittgenstein o.firmó que .. en lógica no hay números. No 

hay nÚJ::neros privilegiados, ... no hny un estar uno al Indo del otro, no puede darse ninguna 

clasificación... -Pero, por otro Indo- en lógica todos los números deben ser susceptibles 

de justificación"' (\Vittgcnstein [1918j vers. 5.453 y 5.454). La lógica nos dice que -.(P /\ 

-,P), (P /\ Q) - P, etcétera; pero nunca que P + Q = R, si P, Q y R son hechos atómicos. 

Los hechos que conforman el rr1undo son independientes; mientra..-. que los números no lo 

-Son ya que, por ejemplo, 1 + 1 = 2. Ade1n;is, el 2, el 3, el 4, etc. pueden obtenerse a 

partir de hacer operaciones sólo con el 1; y. de esa forma, el 1 es un número privilegiado. 

Pero. según \.Vittgcnstein1 en los hechos 110 hny uno privilegiado a partir del cual podntnos 

obtener los otros hechos que conforman el mundo. De tul suerte que los números no son, 

ni hechos porque no son independientes, ni tatnpoco forman parte de lns posibilidades rná.s 

generales en la.s que se clan los hechos. O. con otrns pnln.bra.. .... los hechos, sólo en tnnto que 

hechos independientes, no se dan nurnerados; n.unquf', podrían nurnernrsc ya que, seitún 

Wittgesntein, podctnos justificar los núincros a partir de la }Úf.?.:ÍC'n. 

Ahora bien, .. el concepto de número no es sino nqucllo que es común a todos los nú-

meros ... El número es el exponente de una operación"" {\\.'ittgenstein [1918J vers. 6.021 

y 6.022) y se expresa por una. variable. A su vez 1 .. In operación es aquello que hay que 

hacer con una. proposición para obtener otra de elin."(\Vittgcnstein [1918] ver. 5.23). El 

exponente indico. cuántas veces hay que hacer una misma operación: 2 3 significo. 2 x 2 x 2; 
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y f!62 (x) significa tJ, q, (x). En ese sentido. el número el'I s61o un indicador de la repetición de 

cierta. actividad efectuada sobre las proposiciones; es decir, de la aplicación sucesiva de una 

operación. Lo cual nos permite entender porqué en Zettel \Vittgcnstcin afirrn6 que "los 

números no son fundamentales para la matemática"(\Vittgcnstein 11067] ver. 706), ya que 

en vez de tf;,2 (x) • siempre podríamos trabajar con tJ,ó(x). Además, cuando esa actividad es 

efectuada a su vez sobre un número, está basada también, como trataré de mostrarlo en 

el párrafo siguiente, en las operaciones con proposiciones. 

Para el \Vittgenstcin del Tractatu.:J, el mundo está compuesto de hechos atómicos 

independientes; unos de los cuales son proposiciones o pinturas de otros hechos, ya que 

también "la pintura es un hccho"(\.Vittgcnstein [1918] ver. 2.141). Un mismo hecho, 

digamos a, puede ~er varia..~ pinturns o proposiciones, digamos P, p• y P". La lógica 

presenta el campo de !ns po:iibili<ln.dcs mñ.s generales que corresponden o. todos los hechos, 

al parecer, s6lo por In. circunstancia. de ser hechos indcpendi(.ontes; es decir que o bien 

a, o bien no a, o bien P o bien -.P, etcétera. Lo. matemática, por su parte, presenta 

un subcampo de posibilidades que corresponde sólo n. las proposiciones, y está bn..sado, al 

parecer, en la posibilidad general de todos los hechos de tener varias pinturas de sí mismos; 

-,o cual, se muestra en lu.s mn.tcmática.s cuando ésta dice que si P = p• y P' = P", entonces 

P = P". Los números, al ser exponentes de las operaciones con la.s proposiciones son. al 

parecer, parte de ln.s posibilidades mnt<>miiticn..-t en ln.s que se du.u las proposiciones. Si, 

por ejemplo, tjJ = -., podemos tener ,PP, 4>.PP, etcétera.; y !-!i c;,:ip = ct>.;>P, entonces 2 2 = 2x2 

= 4 está basada también en ln.s operaciones con proposiciones yn que (,Plf1 P = tj>l¿,lp = 

<fu/J<f></>P = i? .. P y por lo cual 2 2 = 2x!? = 4. 

En conclusión, paro. el llamado primer \Vittgen.stcin, los números formn.n. parte de las 

posibilidades de ln...<t proposiciones; y así como la. lógica está fijada por ·l~ ontología general, 

la matemática lo está por la ontología de las proposiciones, es decir. por la circunstancia 

de que P y P' pueden representar al mismo hecho a. Con respecto a los números, .. dada la 
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forma general según la cual se construye una proposición, se da con ella también la forma 

general según la cual se puede obtener de una proposición otra proposición por 1nedio de 

una operación"" (Wittgenstein l1918J ver. 0.002). Pero ;.de qué forma se construye una 

proposición? según la. teoría pictórica, ésta se construye de forma que represente efectiva.-

mente el hecho que pretende dibujar. Así pues. las leyes matemáticas de las operaciones 

con proposiciones que se expresan mediante números. como también todas las otras leyes 

matcmáticaH, C'!"ltán fijadas en última instancia por la ontología de los hechos no proposi-

ciona.les. En ese sentido, los números, corno la."> mn.temática.."'i en general, dependen s61o 

de los hechos en general. Esto nos permite entender por qué, al parecer, \Vittr:cnstein 

a.firmó que .. la teoría de clases es superflua en matemáticas; la generalidad de la que ten-

cm.os necesidad en matemáticas no es la accidental .. (\Vittgenstein [HHSJ ver. 0.0031); es 

decir, según entiendo, que accidentalmente podamos agrupar en conjuntos los hechos y 

particularmente lns proposiciones que esencialmente son independientes. 

Ahora bien, en la .. Introducción" que Russell escribió para el Tractatu.$ dice: 
Hay alguno• ••pecto•, ••a:lln mj opinión, en lo• que la lrorla de Wittgen•tein nece.tta 
un mayor de••rrollo teórico. E•to pueJ., aplic•~c-, concrrtamente, a •u teoria dc-1 
nllmero (e.02 ••), la cual, tal corno e•LJI., Miio puede aplica ... • a lo• nllmero• finito•. 
Ninguna lógica puede con•id<"r•r•• ••ti•rrch• h ... t .. que •e hAya drmo•tr-.do que r• 

c:apa• de poder •er aplic•da a lo• ndmero• lr•n•finilo•. Sin embar1to, no creo que 
h•:r• nada rn el •i•tema de Witt1ten•lrln que le impida llrn .. r e•L• 1 .. guna (RU••ell 
{IY18J, p. 26 de WiUgen•lein [l!HBJ). 

De hecho, aquí sólo he hablado de los números naturales a pesar <le que el mismo \Vittgcns-

tein se refirió también n. los número!'! rn.cionnlcs, irrncionalcs e, incluso, transfinitos (ver 

Wittgenstein [1907b] apen. II, incs. O n 9); no obstante, por ser los naturales los números 

básicos, por el momento ::1erá. suficiente con rcfcrirnm1 a ellos 1ínica.mente. 

Ciertaniente la visión del primer \Vittgenstein 80bre ln..s matemáticas es muy atractiva 

porque ofrece algo 1nñ.s que la.s teorías reconstructivas que presenté anteriormente; pero 

igualmente, a mi juicio, tiene ciertos problemn.s. En el Tractatu., presenta una visión sis-

telnática de las matemáticas, y las ubica. al interior de una ontología general. Eso permite 

hablar de ln.s matemáticas con algún grado de precisión; pero también expone esa visi6n 
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a las críticas que se le hacen a toda. división má.s o menos tajante. Por ejemplo, lo que 

dice \Vittgenstcin acerca de que las clases son superfluas en matemáticas está sujeto a. las 

siguientes objeciones: a) hoy día la. teorfa. de conjuntos es un área más de las matemáticas 

independientemente de su pnpcl en los fundamentos, que es tal vez a lo que quería referirse 

Wittgenstein con lo de superflua; y b) si los hechos atómicos pueden agruparse formando 

conjuntos, tendría que ser. según el mismo \Vittgenstcin, porque en ellos ya. está. esa posi­

bilidad; y esto desdibuja In. división tajante que ha.ce entre posibilidades generales de los 

hechos (o lógica). las posibilidades generales de los hechos proposi<:ionalcs (o matemáticas), 

y otras posibilidades accidentales como puede ser la de agrupación. Al n>.enos. a partir de 

lo dicho, no es clara esta. división de posibilidades, ya que r.n últhnn. instancia todas las 

posibilidades están igualmente dadas en los hechos atómicos. Lo cierto es que, por esas 

u otras ra.:z:ones, \Vittgenstein abandonó en su segunda época. eso.a divisiones tajantes. y 

presentó una visión sobre las matemáticas menos prccbn. pero tn.mbién menos problemática 

- sabiendo, quizás. que .. son filosóficamente peligrosas, y frecuentemente pernicios¡:s, las dis-

tincioncs conceptuales tnjnntes que pretenden determinar supuestas <lifcrencia.s absolutas 

en el objeto o dominio de estudio .. (Moulines [ Hl82] p. 32). 

En los Rcmark:J on th~ Foundation.'t of hfathematics, \Vittgcnstein. en luchn con sus 

propios primeros pensamit:-ntos :,.· en parte tnotivado por la. lectura colectiva con los fun-

dadores del círculo de "\riene. de Foundation.!'f of hfathcmatic.!'J de F. Ramsey. presenta un 

nuevo enfoque sobre las matcmil.ticns. Igualmente, como en el Tractatu.'I, hace un trabajo 

de elucidación del len~uaje matctná.tico; pero ahora analizando, no la lógica. del lcngunjc, 

sino mM bien su uso. ..Nosotros -dice, por eje1nplo,- usamos la. expresión .. los po.sos 

son dctenninados por In fórmula ... " -Y S(~ pregunta:- ¿cómo la usn.mos'?"(\Vittgenstcin 

{1067b} ver. l-1). Por otro lado, al parecer, sigue pensando que las matemática.."> se com­

ponen de ecuaciones; pero u. ésta._<¡, al igual que la lógica, a.hora la..<i ve como reglas. ..La 

proposición matemática. tiene la dignidad de una regln; y a.sí, hay mucha verdad en decir 

que la matemática. es lógica: sus movimientos están en el interior de las regla.."' de nues-
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tro lenguaje" (\Vittgcnstein [ 1!)67bJ ver. I-164). En el 7ractatu" había. sostenido que la 

lógica, al igual que la matemática, permite inferir; y Jo sigue afirmando en Jos Rernark"; 

pero, ahora. en términos de rcgla."I. "Debemos tener claro -dice- en qué consiste real-

mente inferir. Podríamos decir tal vez que consiste en el pa.so de una afirmación a otra, 

por mediación de una tercera... Pero en realidad consiste en d paso de una proposición 

a otra mediante una r<>gla .. (\\'ittgenstein [1967bJ ver. I-6). Así pues, Ja visión sobre las 

matemáticas que presenta \Vittgenstein en IoH Remark" difiere de la del Tractatu_.,, al pare-

cer. básicarnente en que analizando cJ u.so y no In. lógica del lenguaje matemti.tico, ln.."I 

igualdades, como Ja.s tautologías de Ja lógica, se ven como reglas del lenguaje que sirven 

pa.ra inferir. 

Ahora bien, ¿en qué consisten esas reglas y cómo ll<'garnos a ellas? \\'ittgenstein 

afirmó que "el matemático es un inventor, no un descubridor ... El matemático está siempre 

inventando nuevas formas de descripción" (\VittgC'nstein fl967h/ vrrs. I-lGG y 1G7). Con 

·• respecto al lengunje, sostuvo en esta segunda etapa que .. Jo que los seres humanos dicen 

es verdadero y fnJso; y ellos se ponen de acuerdo en e! lenguaje que usnn. Eso no es 

acuerdo en opiniones sino en formtt. de vida. ... (\Vittgcnstein fl!J74J ver. 241). Y, en otro 

lugar afirma: "este lenguaje se basa, como cualquier otro, en Ja convención" (\Vittgenstcin 

f1074J, ver. 355). De tal suerte que, nl parecer. el lenguaje seria, ni menos en parte, un 

producto de Ja. convención social; y Jn Jógic:a. y !ns matcmátkn.<1, formarían pnrte de las 

reglas convencionales del lenguaje. 

Creo que C8lo podemos entenderlo mejor :;i observamos que las rcg:la.s de todos los 

juegos dicen lo que se puede hacer y lo que no, es decir, son indicacionc:o; o descripciones de 

Jo posible. En lo:-; juegos ordinario!'J, los seres humanos se ponen de ncucrdo en las reglas 

que nceptan, es decir en el comportamiento permitido; y considero que es por eso que 

\Vittgenstcin afirma que los acuerdos son con respecto a Ja .. forma de vida". Pues bién, 

al parecer, de forma análoga las ecuaciones describen lo!'! pasos que pueden seguirse para 
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cierta.a propósitos: "y = z 2 ,.. me dice, por .;tiemplo, que para encontrar un valor de lo. y, 

puedo multiplicar por sí mismo cualquier valor que le asigne a la :c. Y• de hecho, creo que 

en verdad es a.a( como utilizan en gran parte los matemáticos esa ecuación. 

Eso ha lleva.do a Dummett a interpretar el segundo \Vittgcnstcin como un conven-

cionalista absoluto. "'Para él -dice Durntnett de \Vittgcnstein- la neccsid11d lógica es siem­

pre la. expresión directa de una convención lingüística"' (Dummett !1959], p. 170 y cn­

Pitchcr {1966J. p. 425). En esa misma línea de interpretación del segundo '\VittgcnBtein se 

encuentra también Klcnk en su Wittgerutei·n•.., Philo~ophy o/ /l.fathematic..,. En esta obra le 

atribuye a \Vittgcnstein el afirmar que la matemática provee una estructura lingüística y de 

inferencia en la que podemos expresar hechos acerca del mundo y derivar. Las proposiciones 

tnatemáticn..s son. prcscriptivas, es decir, constituyen un marco dentro del cun.l trabajamos 

y que debido n. su utilidad no estamos dispuestos a cambiar (ver Klenk [19701). Según 

eso, '\Vittgcnstcin estaría sosteniendo que la.s matcrná.tica.s son convenciones, al parecer, 

--arbitrarias. 

Sin embargo. corno lo sostuvo Stroud, realmente se adopta uno. convención sólo "si hny 

alternativas que podr(n.r:n.os adoptar en su lugar" (Sroud [1005], p. 484 de Pitcher [1900]). 

Pero, como correctn.ma.nte sostiene Putnam, 

debemo• ac•plar que al fin y a.I cabo hay un hecha m .. t .. m4tico que no•• •impJ.,m•ntci 
nu.,•lra e•tlpulación (ni '""t1n nu.,•tra "'forma de vid.,,"). Por ejemplo, la con•btenci'"" 
d• nu-t.ra• euipulacionr• proicticam no "'ª rila miarna prrci•amrntr ntra e•tipulaci.Sn 
o prá.ct.ica (rutnam [l979J p. 3811). 

No obstante, ~ostencr, como \Vittgenstcin lo hizo, que ln. rnatemática .son un sistema. 

de reglas para ln. manipulación del lenguaje y que l(\..._~ regln.."I son acuerdos en forma de 

vida, no implica que sean arbitrarias. En primer lugar, las pinturas 1nediante ln..s cuales 

se expresan l~ reglas deben ser pinturas idóncn..s que efectivamente transmitan lo que se 

quiere; y eso es controlado, según entiendo, por el uso mismo que se hace de ellas. En 

segundo lugar, la.s reglas. si las vemos como la.s de todo juego, tienen que sujetarse a la.s 

condiciones objetivas en las que se dan los juegos, c.s decir. por ejemplo, a que hay jugadores, 
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'llletas, etcétera. Cierta.i:nantc podemos tener dos o más pintUra.s de un mismo hc>cho; pero 

no arbitrariamantc, sino sólo cuando efectiva.mn.nte retraten el hecho en cuestión. En ese 

sentido, el espacio de posibilidades que muestra la matemática es, n.1 parecer, el conjunto 

de posibilidades del lenguaje por la circunstancia de que pueden darse dos o más pinturas 

diferentes de un mismo hecho. siempre y cuando dicha..<;, pinturas retraten efectivamente el 

niisino hecho. Ese es justamente el en.so cuando podríamos escribir P = P'; donde P y P' 

son dos proposiciones o pinturas diferentes de un mismo hecho. En ese sentido, es hasta 

cierto punto convencional que usemos P o p• pnra representar el mismo hecho a; pero 

dicha convención, da.da la teoría pictórico., no es uno. convención absoluta o arbitraria. 

Por otro lado, el lenguaje es sólo un medio; .. no juzgn.nlOS la pintura -refiriéndose a los 

números tomados como pinturas-, juzgamos por medio de la pintura.; no la investigamos, la 

usamos para investigar algo má.s'" (\Vittgenstein {1907bl ver. Ill-12). Ha.."\ta donde alcanzo 

a. ver, es por ese carácter mediador del lenguaje que Klenk afirmó, tratando de interpretar 

los Rcma.rb, que un sistema matemático no queda definido mediante su."I axiomas y reglas 

ya que depende igualmente de cómo se usan sus reglas (Klcnk [1970]), es decir, depende 

de lo que e!!.tá má.s alló. de las pinturn.s mismas; o, con otrn.q palabras, pn.rn comprender la..q 

ma.tcmá.ticn..s no bn..sta entender las pinturas rnbmn.s, sino que hn.brfo. que ver el papel que 

juegan en las actividades de las comunidades que lu..s usu.n. Según esto, al parecer, otra 

vez como en el primer \Vittgenstein, hny algo que no puede ser expresado en el lenguaje, 

es decir en las pinturas: .. debemos, pues, por a.sí decirlo, tirar ln. escnlcrn. después de haber 

subido" (\Vittgcstein {HHB] ver. 0.54). 

Ahora bien, con rcspr.cto a los ntímeros, \Vitt~enstein afirmó en los Remark:J: 
Loa ndmero• (no hablo de lo• num.Pralc•) •On figura• {modelo•) y la aritm~tica 

noa habla de laa propiedade• de ea&a fiic:uraa. !•ero la diflcuh&d -.qui e• que e•a• 
propledadca de laa fl11tura• ao:-0 poaibilidaJ.,.a .•. y .,. .... poaibilidadea emergen como po•i• 
bilidades ([sic•• y alcoló11ticaa (de sepa.!l'acidn, arreglo, .,.te.). Pero el papel de las f11eu­
ras ea aolament• como pintura• que aon uaad ... en tal o cual sentido. Lo que da.rnos 
no aon propicdadea de la.a fltturas •ino tran•form•cionca de fi11turaa preaentada• como 

paradiKJn•• de all(una claae u otra (WiU11ten•t.,in \1967b] ver. 111·1 l). 

Por lo cual podemos ver que la teoría. pictórica del Tractatu..Y abaren a.qui también el terreno 
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de las matemáticas¡ éstas, al igual que la lógica, siguen considerandosc como posibilidades; 

y los números. como parte de esas posibilidades. Sin embargo, ahora las posibilidades 

se presentan por medio de pinturas que transmiten reglas de acción. Las matemáticas 

serían un sistema. de reglas que permiten hacer inferencias y se presenta por medio de 

modelos; y los números serían figuras cuyas propiedades expresan posibilidades de arreglos, 

separaciones, ordenaciones y cosas semejantes. 

En los Remark3, las matemáticas, como la lógica, \\'itti.:cnstein las presenta como sis­

temas de reglas para el manrjo del lenguaje que se expresan mediante pintura.." concebidas 

como modelos paradigmáticos que intentan transmitir acuerdo..." en formas de vida; siendo, 

los números, las pinturas con la.s c¡ue se intenta transmitir acuerdos sobre arreglos, orde­

naciones y quién sabe qué más. Sin embargo, esta visión es sólo una guía que sugiere una 

íorma de comprender las matemáticas, más bien que una visión acabada de los que son las 

rnn.temñ.ticns o los números. Esto me parece positivo, pero nos deja una enorme trabajo 

histórico y tal vez también sociológico en.si diría yo irnposible de cumplir cabalmente; ya 

- - que para comprender bien, por ejemplo, los nt1meros, tendrírunos que indagar cúales son 

esos acuerdos en formas de vida. que intentan trani:;.mitir y que, por cierto, han perdurado, 

al parecer, desde las primeras culturas que los utiliza.ron. 

3.3. Reflexión filosófica del mntcmátlco Mauric:c Frcchct. 

Maurice Frechct, destacado mn.temático contemporáneo, dictó en 1925 en Derna una con­

ferencia que llamó "La. desn.xiomatizn.ción de la ciencia". L~ idca.5 ahí cxpuestll.8 las desa­

rrolla sobre todo. que yo sepa, en el capítulo lI de la recopilación de n.l¡:tunos de sus trabajos 

titulada La~ Afatt:mátit':a3 y lo Concreto. En este texto comienza por preguntarse si ""la 

matemática se reduce a una ciencia deductiva .. {Frechet !1958] p. 21). De hecho, gran parte 

del trabajo matemático consiste en deducir; y eso ha hecho pensar a múltiples matemáticos, 

incluso destacados. que no hay nui.~ que eso. Ciertamente ha habido en la matemática 

períodos históricos puramente deductivos; pero, si eso fuera todo, "la matemática no sería 
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sino un juego del espíritu sin ningún alcance,.. (Frcchct [1058} p. 22), y no podrfam.os 

explicar, argumenta. Frcchct, el origen de gran parte de las matemáticas en problemas 

técnicos y prácticos. 

As{ pues, frente a. la concepción deductiva, o purninente axiomática com.o la llama, 

Frcchet ~ostienc que la.s matemáticas en realidad se componen de cuatro pasos: 
La \eorla deduc1.lva es unicamenle la. par\e cen\ral de la• m•'-'"'m"ticaa; ••l"- precedida 
de una tJÍnte3i3 inductiva, •e,..ln la. ,.enturo•• expresi~n de Oestouchea, y luego de 
una e\apa aJdomiitka. en la. que de loa r"'•ulLado• de e.ta. :1íntctJi.!l inductiva • ., 
d"'aprende el conjunto d., definicione• y a.xloma• que •ir,.en de punto de partida a la 
LeorCa d .. ducti'Wa. En fin, ••ta t1hima s•rii ••,;uid.a de un conjunto de verificaciones 
exp.,rimentah••;... -y, de e•a íorma, se confonnan- rf'pr••entacl.,ne• eaquern"-tica..a 
cada 'We• mil• aimplifica.da• del mundo aen•ihle• {Fr ... ch .. t (19SRJ pp. :1:3 y :1:6). 

Por ejemplo, al buscar originalmente la longitud de una circunferencia, podemos suponer 

que lo que se buscaba era algo U..."iÍ como determinar la longitud de una placa de hierro 

destinada a formar una rueda cuando esa placa todavía no había sido curvada, o bien, 

cualquier otro propósito análogo. De ahí que la noción experimental de la longitud de una 

circunferencia esté da.da generalmente en términos de la. longitud de un objeto deformable 

._pero no elñ.stico que se puede aplicar exactamente sobre el contorno <le unn. circunferencia. 

Sin embargo, en los libros de geometría, dicha longitud ~e define en términos muy diferentes: 

se define como el límite de la longitud total de un polígono regulu..r convexo inscrito en la 

circunferencia considerada, cuando la longitud ele su lado tiende hacia cero. 
A un.a definicidn lmpue•tA por la "ocperiencia, •e •u•tituye una d,.finicidn ldcica 
que e• una. combinación de n<>cione• fundamental...... -prndtu:to de una 3intc:Ji3 
inductiva- d" ob•er'Wa.cione• .,ocperimental.,• alma.cenadA• incon•cienLemcnL" en el 
e•pfritu, -ya. que, p<>r ej .. mplo,- el 11:....Sm .. tra •abl.a ya que cuando aplica.ba una cuerda 
aobre rueda• lixeram .. nte irre1tUl•r••. pero J .. l n1l•mo diámetro, .. ncontraba. má.• o 
m•nn• I• mi•m• lon&iLud" (Frcfó:hc1. {1!l58J pp. 13 y 14). 

De hecho, ambos resultados coinciden más o menos, si se usa la noción experimental o si 

se usa la definición matemática, y, en base a ello, los geórnctras han llegado a su definición 

abstracta en busca de la precisión y la generalidad que les permitan ir conformando una 

reprcsentnción esquemática del dominio en cuestión. 

Otro ejemplo, en ese sentido, lo constituye la definición de la tangente a. una curva. 

La. definición matemática dice que la tangente a una curva es el límite de la. recta que une 
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a un punto fijo M de una. curva con un punto M' de lo. misma curva., cuando r...t• tiende 

hacia M. 
Sin •rnbara;o. la noc:Jón de tangente no e• en modo alguno una pura creación del 
••plrllu. Son con•ideraclone-e de orden fbico I•• que han lleYado a Introducirla: la 
cuerda enrrollada previamente alrededor de una polea •e aleja, c"'ando •• h1 tiende, 
•elt'ln la tangente. El •uelo •obre el cual •e de•plaaa "'n carn1aje •• tansente a I•• 
rued- de 4•te (Frechet (t05K] p. 15). 

De hecho, la noción intuitiva. podría introducirse diciendo que la tangente a. un objeto 

sólido curvo en uno de sus puntos exteriores es In. posición de una regla. cun.ndo toca con 

uno de sus costados dicho punto. Esta noción es directamente aplicable en la práctica, 

pero es inapropiada para un matemático, ya que hnbrín que modificnrla complicándola 

cuando la curva. no fuera convexa. De ahí que para la matemática, al buscar precisión y 

generalidad, es más conveniente la definición abstrncta en tér1ninos de limites 

De igual forma, las nociones fundamentales del cálculo, el álgebra, la aritn1ética. y la 

lógica misma deben su origen y gran parte de su desarrollo, a.firma Frechet, a los problemas 

prácticos. Por ejemplo: 
L .. do• nocione'9 fundamental.,• del an41iai• matem4tico: 1 .. de int.,1:raJ y diferen­
cial .•• nadie •e habrf• intere•ado en ell•• en un comlenso, •i no hubl•ra Vi•to que 
la lntesral •irve pal'"a calcular el 6rea y la dlfel'"encial P•ra det. .. rmlnar la ~ana:ente 
(Fl'"echet (1058], p. :il7). 

Y con respecto a la aritmética, Frechet afirma: 
¿Ac ... o un entero, poi'" •U l'"•pr.,•ent.ción en cifra•, no e• la expre•idn e•qllem•tica de 
una ca.racterl•tica comdn a varia• col .. ccion••, •xactam•nte como rl pe•o (o m .. jor la 
ma.a), e• una carac:terl•tica como.In a cierto• cuerpo•, por lo dem4• muy dlrerent ... ! .. 
V ,tia adición no e• •lno la traducción e•quem6tlca r .. ducida al ••pecto num4rico, de 
la operación concreta que con•i•te en reunil'" do• coleccione•! (Prechet [IQS8J p. :i!R). 

Lo cual, traducido a los términos frcgcanos, está diciendo que los núrneros aritméticos son 

expresiones esquemáticas de cicrto!'I conceptos que pcrrniten agrupar extensiones ya que 

son una. forma de agrupar colecciones. Sin tomar en cuenta. lo <le .. expresión esquemática" 

y haciendo los ajustes conceptuales ncc~sarios, eso sería. equivalente (co1no lo sugcriinos en 

1.4) a decir, con Frege, que el nÚI"nero es una extensión que agrupa conceptos; y también 

sería equivalente a. decir, con Russcll, que el número es un conjunto de conjuntos. De hecho, 

los diagra.nia.s, como los que presenté en 1.4, serían iguales estructuralmente; de cualquier 

114 



íorma, en cualquiera de las tres versiones, cado. número, por ejemplo el 2, "'atraparía'" o 

permitiría "'atrapar .. los mismos conjuntos, colecciones o extensiones de dos elementos. Sin 

embargo, para Frechet Jos números no son conceptos bajo los cuales caen extensiones, sino 

expresiones esquemáticas de éstos. Viendo así las cosn.s, habría algo fuera de los números 

aritméticos y de la mn.temáticn. misma (los conceptos rncncionados) que Je darían su sentido 

pleno a dichos números y sin lo cual éstos no se entenderían cabalmente. En ese sentido, 

habr(a que distinguir entre los conceptos que permiten agrupar extensiones (que podríamos 

llamar, tal vez, .. números naturales .. ), y las expresiones esquemáticas de ellos (que serían 

los núnleros aritméticos). 

Por último, en relación a la lógica, Frcchet sostiene que también Ja aceptarnos porque 

la experiencia nos ha. mostrado que es correcta.. 
No -&arna. l•Jo•, por con•igulen&e, d• concluir que la lógica mi•m• ... un producto 
d• nue•tra experl•nci•, que ha •ido pl'"ecedido por una •lnte•i• lnductl- y que •I •• 
abaolutam•nte leitf&lmo y, a..Sn, muy ..Stil e•tablecer una axlom¿tica, 4.ta, como I•• de 
1- o&r- ciencia•, no puede ohten•I'"•• elno como una eequematlaa.cicSn •••ncialmente 
l'"••laabla de laa l'"e&laa pl'"llctlc .. da raaonamlento (Freche& (1058] p. 32). 

En resumen, para Frechet, 
L- noclonea fundaznentaJ .. de toda• lae ramaa de la• matetn"-Llca• eursieron de la ex­
periencia. Ellaa con•tltuyen una l'"epre•entacidn •pl'"oxlmada de ciertas obaerYaciona•, 
represen&a.cldn que lar&•• medita.clone• han hecho eecoger bae"ante hllbllmente para 
que, por medio del m41todo daduc&i•o, •e llesue a una l'"ep.-e•entacidn lcualmente 
aproximada, pero qU• Conciel'"ne a un n..Smel'"O lnfinitanu•nte mú b .. to d• obee...,.a­
clonea (Fl'"eche& lllilo58J p. 31); 

Aunque. por supuesto, esto no implica que Frcchet niegue Ja existencia de nociones rna.-

tero.áticas con otros origencR; incluso, él mismo explícitamente cnlista. una serie de causas 

pura.mente internas a In. matemática, corno son la búsqueda de generalidad, la precisión, la 

simplicidad y la consistencia.; sin olvidn.r, claro está, que estas causa.s son para Frcchet com-

plementaria.s y están siempre supcditn.da.s a ln.s cau.sn.s de naturo.lcza empírica.. Aho:-n. 0Jien, 

si las definiciones abstrae.tas de la longitud de una circunferencia, o In. de tangente a una 

curva, como mucho.s otras que se podrían ejemplificar, no tienen por objeto sino la previsión 

de la. evaluación física de esa longitud, o esa tangente, deduciéndolas de ciertas hipótesis 

generales, "'¿no debemos entonces -pregunta Frechet-verificar experimentalmente ln.s con-
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secuencias matemáticas de esas hipótesis?" (Frcchet [lDSBJ p. 14). As[ pues, por todo 

ello. podemos decii· que para Frcchet las matemáticas buscan hacer representaciones es­

quemáticas del mundo: efectúan una inducción de cierto dominio empCrico, a partir de 

la cual expresan ese dominio de una forma sintética y esquemática por medio de algunos 

axiomas y definiciones; y, si de esta forma idealiza.da, en efecto, lo expresan acertada.mente, 

la.a deducciones matemáticas que se hagan a partir de esos axiomas y definiciones deberán 

corresponder igualmente con ese dominio, invalidándose la matemática, en caso contrario. 

La postura empCrista de Frechet e.s sumamente interesante para explicar por qué fun­

cionan laa matemáticas en el manejo del mundo empírico; también porque reflejan y afinan 

en algunos puntos las posturas empiristas clásicas de Aristóteles y J. S. Mill; porque pre­

senta el punto de vista de alguien, como Frechet, que ha trabajado amplia y exitosa.mente 

en varios campos de la matemática pura; y, sobre todo, porque creo que a.lguna.s de sus 

ideas pueden rescatarse como veremos en el cap[tulo 4; aunque, en realidad, no se le ha 

dado, que yo sepa, la atenci6n debida en los medios filosóficos y matemáticos. No obstante, 

de hecho, los ... e5quemas"' de Frcchct son en cierto sentido semejantes a las ... pinturas" de 

Wittgenstein, en tanto que también pretenden ser reflejo de algo; en otro sentido, son 

semejantes a las "estructuras" de los estructura.listas como los Dourba.ki, en tanto que 

los "esquemas" de Frechet también están formados deductiva.mente a partir de axiomas 

y definiciones; y, al menos con respecto a Jos númerOH que nos interesan particularmente 

aqu[, no hay, como lo apuntamos brevemente, una franca contradicicón con las versióncs 

no empiristas de Frege y Russcll. 

Por supuesto, Io dicho en el párrafo anterior no implica que la visión de Frcchet 

no tenga problemas; algunos de los cuales, por cierto, fueron expuestos inmediata.mente 

por Enriques, Dernays, Luka.siewicz y Gonseth en la discusión que siguió a Ja primera 

presentación de algunns de estas ideas por parte de Frcc:het en 1938. Al respecto, cier­

taznente, corno dice Bernays, en todo cnso la noción de experiencia que maneja Frechct 
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tendría que precisarse y seguramente ampliarse para comprender no sólo la experiencia 

fisica, sino también la espiritual o mental. Enriques, a mi juicio, acertadanicnte está en 

contra de la verificación emptrica que propone Frechet para las teorías matemáticas, ya que 

una verificación eemejante haría intervenir a la vez concepciones matemáticas e hip6tesis 

sobre Jo real; de tal manera que si se fracasa. no podríamos atribuir el .:?rror exclusivamente 

a l&!I concepciones matemáticas. En todo caso habría que precisar más dicho proceso de 

verificación como veremos a partir de la postura falsacionista más desarrollada de Lakatos 

en el inciso 3.4. Por su parte. Lukasiewicz, adoptado una postura al parecer frcgeana, se 

niega a entrar en la discusión debido a que loe problemas planten.dos por Frcehet le parece 

que no son de orden lógico, sino sicológico, y se declara incompetente en esta área; además, 

no ve cómo se puede pasar válidiuncnte del plano sicológico al de las inatemática.s, o de 

la lógica. Sin embargo, habría que precisar lo que se está. entendiendo por 'sicológico'; ya 

que, de entrada, me parece perfectamente legítima la línea de Frechet para explicar el uso 

de las matemáticas en la experiencia. como trataré de mostrarlo a partir de las ciencias 

em.píricas en el inciso 4.2. No obstante, quisiera añadir un problema má.s a la postura 

empirista que presenta Frechet: se trata de la distinción entre matemáticas y ciencias 

empíricas ma.tcmatizadas. Vistas las cosas como Frechet, al parecer, no habría ninguna 

distinción entre a.n:ibas disciplinas; ya que, al menos de acuerdo a los resultados de la con­

cepción estructural en filosofía de la ciencia ... una teoría empírica. es -en el fondo-- uno. 

teoría matemática. que surgió con la pretensión de reproducir idealmente cierto dominio 

empírico" (Avila 11087] p. 6); lo cual es exacta.mente lo que dice Frechet de las matemáticas. 

Pero creo que hay uno. diferencia más o menos clara, al menos en grado de abstrncción, 

entre la estática de Arquímedes o la dinátn.ica de Galileo y la aritmética cantoria.na de los 

números transflnitos. Las dos primera teorías, aún cuando están explicita.tnentc matema­

tizadn..a por sus autores (como lo veremos con algún detalle en 4.2), hablan aunque sea 

indirectB.lllante de fcn6rnenos empíricos; mientras que la teoría cn.ntoriana (como lo vimos 

en 2.4} hablan de conjuntos que definitivamente no tienen correlatos empíricos; ya que 
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¿a qué podrían corrCHponder dentro del cn.mpo de lo empírico No, N19 N:;r, etcétera? Hay, 

ciertarnante, similitudes (como aquí mismo lo defenderé a partir de 4.1) entre l~ ciencias 

ernpírica.s matemátizadns y las matemáticas puras: pero también hay diferencias, como la 

mencionada, y esto debería ser explicado en una buena caracterización de las matemáticas. 

De cualquier forma. creo que podemos concluir el análisis de la postura. de Frechet con 

las palabras de Gonseth, presidente de la mesa de discusión aludida: "'para conciliar estns 

divergcncins nos resta realizar todavía un esfuerzo metódico considerable'" (Frechet [1958) 

p. 61), una mínima parte del cual, por cierto, he pretendido realizar con el presente trabajo 

sobre el número. 

3.4. La matemática y la filoeof"fa de la ciencia en Imre Lakntos. 

Lakatos, en su articulo '"¿Un renacimiento del empirismo en la reciente filosofía de las 

matemáticn.s?"', comienza por subrayar que frente a la concepción ortodoxa. de que las 

rnate01á.ticn.s son a priori, tautológicas e infalibles, varios de los principales expertos en 

estudios fundacionista.s han expresado opiniones que recuerdan la postura radical de Mili 

de identificar las matemáticas con la.a ciencias empiricas. Tal es el caso de afin:na.ciones de 

lógicos tn.n importantes como Russell, Fraenkel, Ca.rnnp, Quine, Church, GOdel, etcétera. 

Por ejemplo, de GOdel [1947] reproduce las siguientes palabras: 
Sin •mbarco, •• conc•hihl• un grado d• veriHcacldn mucho mayor .•• Pu•d•n •Xi•tlr 
a.xlorn- tan abundante• en •u• con•ecuencia• v•rificable• qu• ptopor(:ionen &ant• lu• 
a un a.nplio campo y q.,e ofre•can mdtodo• tan podero•o• p•ra r.,-.olv•r prohl•ma• 
(• lnclu•o, •n la rn•dida de lo po•lbl .. , para re•olverlo• con•tructivam•nt•) qu•, •In 
qu• importe q.,• •••n lntrln•eca:rn•nt• n•Ce•arloe, deberlan •er acept.adoe en el mi•mo 
••nlldo qu• lo•• cl,lalquier teorfa ft•ica bien ••tablecida (Lakato• 11078\ pp. 26 y 27). 

Tomando eso en cuenta, Ln.kntos propone una distinción conceptual que divide las 

teoríaB en general en eucUdea.! y cua.si-empfrica3. La.."I euclídl!.a3 son sistemas deductivos 

en los cuales hay una inyección de verdad desde los axiomas hacia todo el sistema: los 

enuncia.dos singulares {o teoremas especiales ubicados en la base) prueban su verdad si 

pueden deducirse de los axioma.o;; mientras que, por otro lado, 
el Dujo ldclco i:rnportanl• "'" 1 .. teorf..., cua3i-empírie43 no e• la nan•rnieión de 
la V•rda.d, •lno m'• bien I• tran•ml•ldn de la fahedad, d••Je loe t•oremae ••peclale• 
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ubicado. •n la ba•• (•nunclado• b4aico•) h-.ci• arriba, h ... la el conjunto de adoma• 
(Lakato• (1978) p. 28). 

Una teoría. cua.!Ji·empírica en ese sentido puede ser empírica o no empírica. en el sen­

tido uaual. En general, una teoría se consiclcr& empfrica si sus enunciados básicos son 

afirmaciones singulnrcs cuya verdad se decide mediante experimentos científicos espacio-

temporalmente determinados; mientra.e¡, que una teoría cua:Ji-empín"ca podría tener enun-

ciados básicos que no se refieran a nada empírico. En ese sentido. la. distinción de Lnkatos 

es anterior y más general a la dL-;tinción de empíricas y no empíricn.c¡,, ya que divide las 

teorías sin importar que lo que fluya. en los canales lógicos tenga que ver con lo empírico 

o no: en unas fluye la verdad (siempre hacia a.bajo). y en otras fluye In falsedad (siempre 

hacia arriba). Podernos decir que la división que establece Lakntos está centrada en si una 

teoría es refutable o no. Esta visión falsn.cionista refleja, como es bien sabido, la postura 

poppcrio.na dentro de la filosofía de la ciencia. Sin crnbnrgo, no quisiera discutir aquí si 

ésta es una buena caracterización general de ln.s ciencia..."> comunmcntc llamada."J empíricas, 

~ino tan sólo, si es un buen camino para caracterizar ln.s matemáticas en pu.rticuln.r. 

Ahora bien. scr;:ún La.ka.tos, lh..S mntemáticn..s son cua,.,i-cmpfrica3 a pesar de que por 

mucho tiempo fueron considerndn.s como paradiJ;mlL"I de certeza y verdad ya que se las 

concebía como c-jcmplo típico de las teorías cueUdea-'. Sin ernbargo, los estudios funda-

cionistas, que pretendían cstnblcccr de unn. vez por to<la .. "i lu. ecrtit.!un1brc de los n1.étodoM 

matemáticos, arrojaron la conclusión (como virnos en 2.G) ele que una total reorganización 

cuclidcana de ln..s matemáticas es impm1ible y, por consiguiente, que ln..<1 matemú.ticn."' son 

más ricn.s que cualquicrn. de sus reconstrucciones o formalizaciones. 

Así pues, en relación a los nxiotnas lógicos o conjuntísticos .. resultó -dice La.ka.tos-

que la evidencia crucial a favor de clloM era que la 1nn.te1náticn clii...,,icn podía ser e:::plicada, 

pero ciertamente no probada por dichos axioma.'i"' (Ln.kn.tos [ H>78J p. 30); puesto que dichos 

axiomas no fijan condiciones que deberían cumplir lu..s teoría."! informales para que puedan 

ser jusgada.s por ellos, sino que tan sólo pretenden recoger, sicrnpre conjcturalmcntc, lo es-
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cncial de dichas tcoríe.s informales. Uno. teoría eu.cUdca, por supuesto si está correctamente 

armada, no puede ser refutada aún cuando sus axiomas sean sumamente sofistico.dos, ya 

que los enuncidos bfu.;ico!'I no pueden cuestionar nunca lo!'I 11.Xioma.s de los que derivan su 

verdad o su falsedad. Por otro lado, ln.s reconstrucciones de la aritmética de Frege, Russell, 

Quinc, etc. podrían ser refutn.dn.s porque no son construcciones arbitrarins sino que pre-

tcndcn que de sus a.xiomlL<> se obtengan verdades n.nálogns a todas las verdades aritméticas 

sobre los números. 

Con relación n. la.s teorías cua.'Ji·cmpiricatJ, Lakatos propone dos tipos de falso.dores: 1} 

lógicos, es decir, que ga.rantizen la consistencia. al no derivarse de los axiomas enunciados 

de la. forma P /\ -.P; y 2) heurísticos, es decir, enunciados matemáticos básicos que puedan 

servir como contra€"jemplos de las teorías for-ma.les. Sobre estos últimos, Ln.lc.atos sostuvo 

que, 

•i in•i•timo• que una 11.eori• formal deberla •er I• fonnali••ción de al111una 11.eoria 
informal, .. ntonce• puede decine que la teoTla formal e•tá refutada •i uno de •u• 

teorema• e• n•&•do por el teon•ma corre•pondl.,nte de la ,.,orí• Informal {La.lo.ato• 
\101'R) p. 36); 

es decir, que, siendo P' el enunciado de la teoría formal correspondiente al enunciado P 

de la teoría informal, en la teoría formal se llegue deductiva.mente n.1 enunciado P', y en la 

teoría informal se pueda probn.r que noP. 

No obstante, Lakatos vi6 clarn.meute que no resulta f1icil definir cuáles podrían ser 

concretamente los falsadorcs <le lns difcr~ntes tcoríu..s rnn.tcmáticn.s y que, de hecho, no 

toda. teoría matemática estii en igual peligro de una refutación heurística. Por ejemplo, 

piensa que la teoría de grupos casi no tiene peligro, <>n tanto que In. teoría informal original 

fué remplazada por ln. teoría axiomática; de tu.1 tnlLIH'ra que, dcsnpnrcciendo In. teoría 

informal, no habría de dónde obtener los fnlsu.dorcs potcncin.lcs. Tntnbién considera que 

hay proble1nas pn.rn. encontrar falsadorcs de las teorías axiomáticn...°' de conjuntos una vez 

que la teoría primitiva de conjuntos fué destruida por falsa.dores lógicos; de tal suerte que, 

sería difícil hablar de hechos en la teoría de conjuntos. Esto, por supuesto, si pe115amos que 
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la teoría. de conjuntos informal es, por ejemplo, la. teoría. de Cantor (ver arriba, inciso 2.4) 

o la de Frege; pero, no sería. a.sí, si concebimos la existencia de los conjuntos como previa 

a. toda matern.ati.zaci6n o formali.zaci6n, como lo sugerimos en el inciso 2.6. Por otro lado, 

para. la matemática informal, que Lakatos concibe ta.mbién como teoría cu0-3i-empírica, no 

ve clara.tnente si los falsa.dores potenciales serían empíricos, ideales o de otro tipo. 

La concepción cua..Yi-empfrica de las matemáticas que propone Laka.stos me parece muy 

sugestiva.. De hecho, en 2.6 he propuesto una manera de ver 111. reconstrucción fregeana 

de la. aritmética, al igual que cualquier otra, como una pintura o imagen (en el sentido de 

Wittgenstein) que idealizando (en el sentido de Frcchet) la aritmética nos sugiere verla de 

cierta forma, es decir, que nos la explica (en términos de Lakatos). Lakatos no se pronuncia 

por los posibles falsa.dores de la matemática informal, pero tomando la sugerencia de 

Frechet de que una teoría matemática es una idealización de algún dominio (empírico o 

no), habría m.áa elementos para una posible refutación. Sin embargo, la cosa no es tan 

aiznple, ya que una teoría formal o una matematizaci6n de algún dominio, no son refutables 

en aí mismos por alglin dominio. Si un dominio no concuerda con un sistema. formal o 

ma.teaiático, lo que queda refutado es la aplicación de ese sistema. formal o matem.ático a 

ese dominio; pero nunca. el sistema formal o matemático en s{ mismo. Un sistema. formal 

o :en.atemático no habla de ningtí.n dominio específico, sino de las propias entidades que él 

lllismo define. Por supuesto, encontrar la. no aplicación de un sistema formal, o de unn. 

teoría. matemática., a un dominio específico es importante; aunque, de hecho, sólo es posible 

ai &e encuentran Jos falsa.dores adecuados. De cualquier forma, a partir de 4.2 desarrollaré 

ID.ás Ct'lta observación para delimitar en 4.3 al menos un sentido en el que Jas matemáticas 

pueden verse como cua.:Ji-empírica.:J en lo~ términos de La.ka.tos. 

3.5 ... La concepc16n hlatórlca de Phlllp Kltcher-

Después de analizar en diversos artículoK varios temas que reflejan una invcstiga.ci6n con­

ceptual e histórica sobre el conocin1icnt.o matemático. Kitcher presentó en 1084 su obra 
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La Naturaleza. del Conocimiento Materndtico en In. cual expone sus conclWliones genera.les 

que afinó recientemente en su artículo "'Naturalismo matemático" (Kitcher [1988]). En su 

libro (Kitchcr [1084}) seña.la que está. en contra del apriorismo de Frege y Hilbert y a íavor 

de un empirisr:no como el de J. S. ~lill y más recientemente \V. V. Quinc, Hilary Putnam 

e hu.re La.katos; concuerda con la afirmn.ción de Quine de que los enunciados matcmátic08 

son vulnera.bles a la desconfirmación empírica, y con la idea de Putn&m de ln.s inforencias 

cu'13i-empírica,y; pero. considera que ninguno de elJos ha desarrollado suficienter:nente sus 

ideas como para ofrecer una versión sistemática de nuestro conocimiento matemático; n.!IÍ 

pues, lo que se propone es salvar Cfta laguna apoyado sobre todo en ln.s ideas de Quine, 

Putnn..ID. y algunas sugerenciaJ! de ?\.fill. 

Kitcher adopta las siguientes ideas como guías de su investiga.ción: en primer lu­

gar, sostiene que Jos matemáticos forman comunidades epistémicn.s que se desarrollan 

históricamente, de tal suerte que el conocimiento de una generación de matemáticos se 

obtiene como una extensión del conocimiento de las generaciones precedentes: 

En re•um•n• nd t ... ria. del conoclmlenlo matem4Uco d•Unea •I conocimiento de un In~ 
dh·lduo cont•:rnpor4n•o a lr&Y4• del conoclrnlento de •U• rna.e•tro• & lr•Y4• de un& c­
d•na. de m-tro• precedente•, haat& el conoclrnlenlo peorceptua.I adquirido por nu•­
&ro- a.ntece_r.,.. rernolo• (Kitch•r (lQ84J p. 7). 

En segundo lugar, afirma que "paro. entender el orden epistemol6gico de las matemáticas 

uno debe entender el orden histórico" (Kitcher [1084J p. 5); rechazando, as{~ lo.s propuestas 

de filósofos de la. ciencia que piensan que el orden histórico es irrelevante epister:nologica-

mente. 

Ahora bien, p&ra defender la posturn. empirista del conocUniento ma.tcm.ó.tico en contra 

de gran parte de los filósofos de la matemática que Jo consideran como el prototipo del 

conocimiento a prion". Kitcher empieza. por definir el conocimiento en general con las 

siguientes po.labrns: .. X sabe que p si y s6lo si p, y X cree que p, y la. creencia de X 

de que p ha. sido producida por un proceso que la garantiza" (Kitchcr l1984J p. 17). La 

variante con respecto a. la. forma. usual de entender el conocimiento simplemente corno 
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una creencia verdadera y justificada radica en la peculiar manera de entender la noci6n 

de garantía. Esta noci6n, de naturaleza sicológica, como bien lo resalta Kitcher, permite 

caraterizar lo que puede entendene por un verdadero conocimiento, entendido éste como 

un conocimiento correctamente fundado; y lo diferencia de un seudo-conocimiento en el 

que por coincidencia se dé p y la creencia erróneamente justificada de X en que p 1 • De 

hecho, a Kitchcr Je parece tan central la. noci6n de garantía, que mediante ella distingue 

las diferentes clases de conocimientos. Por t"jernpJo, para él un conocimiento básico RC 

difercncía de un conocimiento derivado, en tanto que la garantía del primero no se apoya en 

otras creencias, mientras que la del segundo sí; y, por otro lado, el conocimiento empírico 

y el conocimiento a priori se caracterizan en ha.se a que sus respectivas garantías sean 

empíricas o a priori. 

Kitcher advierte atinada.mente que si aceptamos la definición kantiana del conoci-

miento a prion" que lo caracteriza. como un conocimiento absoluta.mente independiente de 

toda experiencia, habrá que o.clarn.r qué se está entendiendo por "experiencia' y por 'ab­

soluta.mente independiente'. Admitiendo receptores sensibles internos y externos, Kitcher 

entiende la experiencia de una persona en un momento particular como su estado sensorial 

en ese momento; y la secuencia total de experiencias que hn tenido X hasta el momento 

t es la vida de X en t. En esos términos, el conocirnicnto a priori lo caracteriza de la 

siguiente forma: 
l) X ••be apriori que p •i y .dio •i X •abe que p y I• crrenei• de X en p íu.f 
producida por un proce•o que e• un• ataranlf• a priori de ella. 

••cumplían 1 .. tre• condicione• tr•diclonalf'• del conocimiento y, •In embar1eo, en ello• no •e podría drcir 

qtl• •• daba un conocimiento autil!ntico debido a que I• creencia en que p ... tah• errdne•ment.e ju•tif1cada 

con re•p•cto • la "'•rdad de p. A p•rlir de e•to, •• ha propue-to una nu•"'• c<:indicidn que d•be complir 

lodo conocimiento para que ••le con•iderr como aulil!ntico. Ernr•l So•• .... 1g64 propu•o I• nocidn de 

•Jt1•liffcación objtttl.,.a'"; K. Le!lrer y D. T. Pa••on en 1g11g propu•ie.,on la nocidn de •incontro.,.er&lbllldad'"; 

y, al p .... ecer, .. eco.cl•ndn est .. ide.,., Kitche .. propone •u noción de •garantra•. 
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2) Q •• una ••rantfa a priori par• la cr•enci• d• X •n p •I y ..Slo •I O' - un proce•o 
t.al qu•, dada una ._-Jda •ufkient• e para qU• X llegue • la cr••ncia de que p: 

(a) al.,ln proce-.o del rnl•ma tipo pudo producir en X una creencia de que p¡ 

(b) •I un pre>cemo del ml•mo Upe> fu•r• cap•• d• producir en X la cre•ncla de 
que p, entonce• •erfa qna ••r•ntla para qlle X crey•ra en p; 

(e) •I un proce•o del mhmo tipa (llera capa• de producir •n X la creencia de 
que p, ente>nce• p. 

De esa forma, si una persona sabe a priori que p, ella podría saber que p sin importar 

qué expcrienciB.."I haya tenido. Un aspecto interesante que quisiera r~altar es la condici6n 

(e) de la garantía. a pri·ori. Según ella, si hay un proceso que pueda producir la creencia 

en X de que p, entonces p sería verdadro. La. verdad de p depende de un proceso que 

pueda producir en un sujeto la creencia. de que p. Tomando en cuenta el hecho de que 

pueden darse crecncin.s de algunos sujetos producidas por procesos que no serían suficientes 

para producir Ja misma creencia. en otros sujetos (lo cual harín la a.prioridad relativa. a 

los sujetos o, en todo ca.so, a ln..s comunidades epistémicas) cabría preguntft.r.'!le si, en este 

sentido, existen conocimientos a priori que sean universales y necesarios. Tradicionalmente 

ae asocia el conocimiento a pn.ori con el conocimiento universal y necesario, y el empírico 

con el conocimiento contingente (ver por ejemplo, Z...fir6 Quesada [1987J, p. ll:l); aunque 

ya Kripke había propuesto un rompimiento de esas vinculaciones sugiriendo que pueden 

darse conocimientos contingentes a priori y necesarios a po8tt!riori (ver Kripke {HlSIJ). 

El tipo de proceso que podría ser una garantía a priori para el conocimiento mate­

mático, de a.cuerdo a los mismos filósofos que están de acuerdo con el npriorismo, sería 

la demostración o prueba interna. Para ello, según Kitcher, es necesario suponer que 

contamos con axiomas que son conocimientos básicos a priori y con reglas de inferencia 

que preservan la apriorida<l, y suponer que todo enunciado estándar de la matemática es 

un axioma o se desprende de ellos mediante las regla._~ de inferencia (ver Kitcher !1984J, p. 

39). 

Ahora. bien, definidos así los términos, Kitcher procede a presentar dos da.ses de 

objeciones al apriorismo matemático: 1) referente a una inquietud que a veces han tenido 
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los filósofos acerca de Jos progra.inas fundacionista.a y que consiste en el hecho de que 

algunos teorerna.s matemáticos sólo admiten pruebas extre:rnadarncnte largas compatibles 

con el supuesto de que pueden ser conocidos a priori; y 2) referentes a que los procesos 

que tradicionalmente se han visto como garantías de las afirmaciones básicas a priori no 

son del todo garantías a priot>i. 

Según Kitchcr, pueden mencionarse pruebas matemáticas extre!ll&da.xncntc largas 

como para que ningún matemático pueda seguirla.. .. sin ninguna duda. A ese respecto, Miró 

Quesada. menciona el ejemplo de la demostración del teorema. de los cuatro colores para la 

cual, incluao, se ha.n tenido que utilizar de rn.ancra esencial computadoras (Miró Quesada 

{1087) p. 111). Esto puede ha.cernos pensar que en Ja demostración hay errores; y, "'así, 

podemos concluir que nuestro conocim.iento de ese teorema. es inevitablemente incierto y, 

por lo tanto, no es a prior•- (Kitcher f1084J p. 40). Kitcher, por un conocimiento a priori 

entiende un conocimiento indubitable en tanto que cuenta con una prueba que garantiza 

su verdad. Mir6 Quesada protestó por la. subjetividad de tal garantía.; pero, de acuerdo a 

la definición de apriorida.d de Kitchcr, para que un teorema. sea a priori, se requiere que 

pueda. probarse sa.tisfa.ctoriru::nente. 

En contra de la. aprioricidad de los axiomns matemáticos, Kitcher aclara que dicha 

a.prioricidad supondría que tenemos o podemos tener un conocimiento a priori de dichns 

verdades rna.temática.s; y esto, por medio de cierta intuición intelectual que nos provee 

de conocirnientos indudables. Sin embargo, hay personns que dudan de los conocim.ientos 

adquiridos mediante esa supuesta intuición 2 y, por lo tnnto, no podemos admitir, concluye 

Kitchcr. que exista. dicha intuición indubitable. 

Con respecto a Ja crítica de Kitcher al apriorismo matemático considero que, en efecto, 

la prueba. de GOdel ha mostrado, como lo menciona.mas en el inciso 2.0, que no todo 

2 E•l• podrfa •er el c-.o, por ejemplo, d• 1-. lnlulclone• de Cantor •obre los ndmen.• lran•finl&o. que, 

colllo lo rnenclonarno• en 2.-4, íueron duramen&• atacad ... por vario• rnat•m'&io:os de •u &lernpo. 
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el conocim.iento m.a.temático puede ordenarse a.xiotnáticamente, y, de hecho, no tenemos 

pruebas rigurosn..s para todo lo que se acepta como una verdad matemática (tal es el en.so, 

por ejemplo, de la consistencia de la aritmética); no obstante, encuentro en las críticas 

de Kitchcr básica.mente tres problemas que me parecen relevantes: 1) si identificarnos 

lo a priori con Jo indudable. no creo que pueda mencionarse ni dentro ni fuera de las 

matemáticas un conocimiento que no esté expuesto a. las dudas de alguna persona y, por 

consiguiente, resulta irrelevante la división del conocimiento en empírico y a priori; 2) si 

hacemos descanzar el conocimiento o la aceptación de un enunciado matemático en una 

garantía subjetiva. (aunque sea compartida por toda una. comunidu.d epistémicn.), tendría 

que explicarse la, al menos aparente, universalidad y necesidad de enunciados como la ley 

conmutativa de la suma aritmética.; y 3) cuando se pregunta por el tipo de garantía que 

requiere una proposición corno el teorema de pitágoras, debe explicarse previa.mente cómo 

se está entendiendo dicho teorema: a) como enunciando una propiedad de ciertas entidades 

que ae han definido en la geometría euclideana; o b) como enunciando propiedades (aunque 

sea de forma. idealizada como lo vimos con Frechet en 3.3) de ciertas figuras físicas. Si 

lo entende.IDos en el primer sentido, se convierte en un enunciado universal, necesario e 

irrefutable aunque alguien pueda. dudar en parte de su prueba: lo que diríamos, si esto 

llega a pasar, es que dicha persona no aceptó (o no entendió, etc) las definiciones, a~ciornas 

y reglas de inferencia. adopta.da.a en la geometría eucliden.na. Si. en cn.tnbio, lo entendernos 

en el segundo sentido, se convierte en un enunciado sujeto a la refutación en el sentido de 

La.ka.tos que vimos en 3.4. En esos términos, si aclaramos el sentido que le está adjudicando 

ca.da autor a las afirmaciones matemáticas, creo que se desbaratarían (en el sentido de 

Wittgenstein) gran parte de los problemas sobre la naturaleza a priori o empírica del 

conocimiento matemático. Algo análogo será justamente lo que sugeriré en el capítulo 4 

para. .. desbaratar .. una parte de los problemas acerca de la naturaleza de los números. 

Ahora bien, para presentar su visión empírica del conocimiento matemático, Kitchcr 

se basa. en tres ideas obvias para él: 
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Prirn•ro, adquirbno• orlclnalm•nt• mucho d• nu••tro conocfml•nto matem,tlco d• 
nU••tr011 ma••lro•, por cu)"• autorld•d a.ceptaino• no ..Slo principio• búico•, •lno 
t-.rnbWn concepcfon- •obre I• natural••• del ra•ona.mlento mat--'tico. Secundo, 
alsuno• de e•toa conocimiento• .... n adquirido• con I• a)"uda d• la p•rcepc&dn. Nue•tra 
prbnara educa.c&dn •• a)"Ud•da con el U•o de ..,..,. .. y cuent ... ; mú tarde, •pelamo• 
a dlacrain&•· Terc•ro, 1 .. matem,tic ... tienen una. larga hiatorla. El oric•n del 
conochnl•nlo m•t.,n.,tico e•t4' ligado a 1 ... a.etJ•ida.de• pr.llctic- d• lo• •&fpclo• y b-
bJlonio• (o, ta.I ve•, pueblo• hl•toric&rnente naq remoto•). Lo• po•terlore• de•arrollo• 
de 1- ma.tem&tlcaa han ••tado vincul~o• no lejOtl de ••&• pr,ctic .. , y 8dlo en raro• 
momento• J .. matern,tlc ... tambi.fn parecen moetrar un lnter.f• en J .. propledade• 
fi•ic .. d• J..., objeto• ordinariDt1 .•• Reepondiendo a loa problema.e pr.llctlca. y a loe 
moilt.odoa de la. babilonio., lo. crieco• deearrollaron &eor( .. que podlan •leternatlaar 
1- •oluclone• obtenida• •iempr•. 

Esto Jo JJeva a proponer que podemos adquirir de In. observación y Ja manipula.c:ión de las 

cosaa ordinarias una pequeña porción del conocimiento matemático, y que a partir de eso 

construúnos las poderosas teorías general~ que integran la matemática actual. De esa 

f'orma, se sugiere que el orden his6rico, en el que los individuos y Ja.s culturan en general 

han adquirido el conocimiento matemático, nos puede informar sobre Ja naturaleza misma 

__ de dicho conocimiento. Cuando un individuo aprende matemáticas, Ja.s aprende en parte 

de sus maestroB y en parte ayudado de la percepción. Los maestros, a su vez, Ja aprenden 

de Ja rnisrna forma y "-'IÍ hasta llegar a ciertos individuos que no teniendo maestros tuvieron 

que apoyarse en Ja pura observación. Los griegos fueron, dice Kitcher, los que mostraron 

que el conocimiento matemático podría desarrollarse en forma independiente creando as{ 

Ja m.atemática purn.. 

Como lo sostiene Kitchcr, si podemos afirmar que tenemos conocimiento matemático, 

algunas afirrna.c:ione.s matemáticas (por ejemplo, 2 + 2 = 4 o 2 + 3 = 3 + 2) deben ser 

verdaderas en agún sentido; y. si aceptamos la versión tnrskiana de Ja verdad, dichas afir­

maciones deben referirse a algo. Sin embargo, ni parecer, no pueden referir a }09 hechos 

espaci~tempora.Jcs ni a lns actividades n:ientaJcs, ya que su verdad no depende de éstos. 

De hecho, la verdad de .. 2 + 2 = 4"" no depende de qué hechos fisicos o rnentalcs se den 

en el mundo. Así pues, una tesis interesante en C!'ic sentido es ln. platónica, ya que sol'ltiene 

que las afirmaciones matemáticas no se refieren nl mundo empírico, sino a un mundo de 

objetos abstra.c:tos. Las afirmaciones maten1ática.s estarían enunciando propiedad~ de esos 
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objetos abstractos, No obstante Jo sugestivo de esta tesis, Kitcher advierte atinadamente 

que .. las matemáticas son útiles para. explicar y predecir el comportainiento de la.s cosas 

físicas ordinarias" (Kitcher f 1084J p. 105); y, por lo tanto, Ja tesis platónica es insuficiente. 

Por otro lado, se ha sugerido también la tesis de que las matemáticas describen el aspecto 

estructural del mundo que se manifiesta en el comportamiento de los objetos que Jo com­

ponen. Dentro se esta tesis, "In. percepción puede verse como un proceso en el cual nuestra 

interacción causal con los objetos ordinarios nos lleva a discernir la estructura que ellos 

ejemplifican"' (Kitcher f1!>84J, p. 107). Esta vía de solución permite explicar la utilidad 

empírica de la matemática, pero ha permanecido má..o; bien como una vaga sugerencia; por 

ello, Kitcher, que Ja comparte, se propuso desarrollar una versión más sistemática de la 

misma. 

Podemos pensar, sugiere Kitcher, que un niño pequeño, cuando todavía no tiene 

maestros, tiene un primer contacto con la.a matemáticas de forma similar a los primeros 

hombres que historicarnente empezaron a tener contacto con la matemática. Cuando un 

niño juega con pequeñ08 cubos, segrega. algunos, digamos 3, de ahí segrega 2 y luego uno 

para inspeccionarlos; después, puede volverlos a juntar en grupos de 2 o 3 cubos e, incluso, 

correlacionar los diferentes grupos entre sí. Este evento despliega unn. pequerln. parte de la 

estructura matemática de Ja realidad. y puede servir pn.rn. una primera aprehensión de la 

estructura rnatemáticn.. Según Kitcher, siguendo n. !>.filI, 
la arltm4tlca trata ac .. rca de la• •p.,rmanent .. • po•ibilidade• d .. m .. nipulaclón•. Mú 
directam .. nt•, la .. rltm4tlca d••crib• ••e ••p•cto ••tructural del mundo •n virtud d•I 
cu•I •omo• cap .. ce• de ••gr•car y r.,comblnar objeto• (Kitcher [1984) p. 108). 

La idea de que la matemática. trata de estructuras coincide, en ese punto, con la matemática 

moderna iniciada sobre todo con los trabajos del grupo Dourbaki. Según esto, la. mate­

mática puede verse como un conjunto de estructuras y nnda más. Por otro lado, la. idea 

de que la aritmética y en general la matemática trata de posibilidades coincide, 

aapecto, con las ideas de \Vittgenstein que analizamos en 3.2 • 

No obstante, dadas nuestras limitaciones biol6gica.s, las operaciones que pode.rn<>l!I re-
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alizar con los objetos son limitadas; mientras que la. aritmética trata, según Kitchcr, de 

la.a opera.eioncs posibles de un agente ideal. "'Yo entiendo la aritmética. como una teora"a 

idea/izante. La relación de la aritmética con las operciones actuales del hombre es para.lela. 

a la que se da entre las leyes de Jos gases ideales y los gases tales como existen en nuestro 

mundo .. (Kitcher fl984J p. 109). De esa forma, puede explicarse que podamos manipular 

múltiples objetos, pero nunca infinitos objetos; mientras que, la matemática, como vimos 

con Cn..ntor en 2.4, puede incluso distinguir diferentes clases de números transfinitos. Esta 

idea de ver la aritmética como una. teoría idealizante coincide, en ese punto, con la. sugercn8 

cia. de Frechct de ver la matemática. en general como una representación esquemática del 

mundo (ver arriba inciso 3.3). En ese sentido, .. las verdades matemáticas son verdaderas 

en virtud de estipulaciones que establecemos especificando determinadas condiciones ... que 

s6lo son parcialmente satisfechas por las operaciones que realizazn.os .. (Kitcher [1984J. p. 

110). Lo cual, por cierto, recuerda. la idea platónica de que las figuras empíricas sólo se 

-1lBemejan imperfectamente a las figuras de la geometría. 

A semejanza de Frege, que basa su reconstrucción de la aritmética. en las nociones 

lógicas de .. concepto .. y .. relación"', Kitchcr basa su aritmética empirista en las nociones 

relativas a In.. manipulación de objetoH de: coleccionar y corrdacionar. Con ellas, presenta 

una versión axiomática con las siguientes nociones primitivns: operación unitaria (Ux) 

m.ediante Ja cual se segrega un sólo objeto .:r; la. operción de sucesor (Sxy =J,,,,f x sucede 

inmediatamente a. y), la operación de ndición (Axyz =J~f x = y + z). y la operación 

de igualar (~fxy =J,,,,f x = y). Los axiomas que presenta. garantizan que la operación de 

jgua)ar sea reflexiva, 1Simétricn. y transitiva; garantizan la existencia, lu. univocidad de la 

operación unitaria, así corno el hecho de que no sea sucesor de nada, ya que hace las veces 

del .. l"'; garantizan, también, que ca.da elemento tenga un único sucesor; que Ja. adición 

tenga siempre un único resultado, así como el principio d<: inducción matemática. Con 

todo ello se reproducen, en otros términos, los axiomas de Peana. 
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... Podernos concebir -según Kitchcr- los principios de la aritmética de Mill como defini­

ciones implícitas de un agente idear (Kitcher {1984} p. 117). De acuerdo e. eso, para. 

Kitcher, los números son operaciones idea.les con objetos: el ... 1,.. es separar un objeto, el 

... 2,.. es coleccionar dos objetos. etC'étera. Las leyes de los números expresan las posibili­

dades ideales de dichas operaciones. Estas operaciones y posibilidades presentan, como 

los axiomas de Pea.no, une. estructura abstracta que puede interpretarse en múltiples do­

UJ.inios. Una. de esas interpretaciones es la manipulación concreta que podemos hacer en 

determina.do momento con ciertos objetos. 

Esta manera de concebir los números distingue dos clases de ... números": los numeras 

o manipulaciones con objetos de los agentes reales, y los números matemáticos que son 

manipulaciones con objetos de un agente ideal. ~fe parece sumamente sugestiva esta. tes~ 

de Kitcher porque permite explicar, por un lado. la naturaleza abstracta. de la matemática 

y, por otro, su aplicación en el mundo empírico. Encuentro, sin embargo. un problema en 

su concepción de los números ndcmás, por s11puesto. de las limitaciones que presenté en 

2.6 a toda recon."ltrucción axiomática de la nritmética. 

En el transcurso de la presente investigación sobre los números, hemos llegado a la. 

conclusión de que cualquier cosa que ellos sean pueden vrrse siempre vinculados n. concep­

tos específicos, y que eso permite individun.lizarlos como algo má.s que elementos arbitrarios 

de cstructurn.s abstrn.cta..."'I: Frege los pres•~nta como agrupaciones de ciertos conceptos; RUH­

scll, como agrupaciones de agrupaciones formad1L'I a. partir de ciertos conceptos y Frechet, 

como representaciones esquemáticas de ciertos conceptos que pC"rmitcn agrupar conjunto.OJ. 

Para Kitchcr9 un número es una manipulación o interacción con objetos; pero creo que 

estaría de a.cuerdo en admitir, también, que de la intc>rncción con el inundo en gcnerul 

surjan los conceptos. Ahora bien, pienso que la manipulación con .. objetos específicos" 

presupone una primitiva conceptualización que posibilite considerarlos como tales. Así 

pues, en todo cO.So 9 los números vistos como manipulaciones, estarfo..n asociados también a 

130 



conceptos específicos, cosa que, al parecer, olvida Kitcher. De In. manipulación con objetos, 

es natural pensar que surgán otros conceptos; pero, ¿cuál<'S serían éstos? ¿no sería más 

natural pensar, como lo sugeriré en 4.4, que esos "'núrneros'" son los conceptos que sugen a 

partir de la manipulación con los objetos segregados o agrupados a partir de una primitiva 

manipulación? 

De cualquier forma, si Kitcher persiste en sostener que esos "'números" son actividades 

y no conceptos, tendría. que explicar por qué de esas actividades no surgen conceptos; 

y, si surgen, ¿cuáles son? Además, según Kitchcr, .. las matcmá.tica.s consisten en teorías 

idealizadas de los modos en los que podemos operar con el mundo'" (Kitcher !1984} p. 161); 

y las teorías, al ser constructos teóricos, se componen de conceptos, no de operaciones o de 

actividades prácticas ideales; en todo ca.so, se componen de conceptos mediante Jos cuales 

se describen operaciones o actividades prácticas ideales. 

Por otro lado, para reforzar su visión empirista, Kitcher recurre, también, a una re-

construcción histórica del desarrollo matemátiC'o: a.poyándose en Kuhn, sugiere una visión 

evolucionista de las comunidades científicas, pero adaptada a las matemáticas. En éstas, 

según Kitcher, se ha observado históricamente que lns nuevas teorías que han surgido, 

a diferencia de lo que pasa en otras ciencias, en general no han refutado y ni siquiera 

despla..z.u.do la.s anteriores salvo algunas exccpciones3 ; sino más bien, bajo el acicate de 

los problemas incluso internos con los que se enfrentan, lns hu.n afinado, desarrollado, 

generalizado o complementado en alguna. medida. En ese sentido, "'las mu.temáticas son 

acumulativas en un sentido que lru1 ciencias naturales no lo son ... -dcbido a la- importancia 

de las estipulaciones en matemáticas"' (Kitcher !H>B4J p. 161). Lo cual, hasta donde sé, 

me parece cierto y digno de tomarse en cuenta. 

Los rnatenuiticOB modernos, según Kitchcr, empiezan a trabajar aceptando las leyes 

y definiciones de sus antecesores en un regre~u~ de autoridades hasta. el origen empírico 

3 v.r &qui mi•mo •I incl•o 2 .2 para la noc:ión d• nilm•ro. 
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de loa conceptos matemáticos. No obstante, loe ejemplos históricos que presenta. distan 

mucho de llegar hasta el origen supuestamente empCrico de loe conceptos que se analizan. 

Na.tura.lemente. esto se debe, sobre todo para. áreas básicas como la aritmética. que nos 

interesa. particularmente aquí, al hecho de que sabemos realmente muy poco sobre su 

origen histórico. De hecho, creo que es innegable que el problema de saber d6nde y cuándo 

se inició el uso de los números nos lleva atrás en el tiempo hasta los mismos albores de 

la. historia. y quizás más atrás (ver, por ejemplo, Klinc (1972]). Por lo cual, tenemos que 

caer en una reconstrucción conjetural como la que presenta Kitcher, y alcjarnoe en el inicio 

crucial del conocimiento matemático de la pretendida reconstrucción histórica. 

Así pues, tratando de c-yitn.r lo que le objeto a Kitchcr; pero, por otro lado, acep­

tando varia.a de sus ideas, sobre todo, la idea de que la historia. de las mate:r:ná.ticas puede 

aclara.mas algunos a.spectos importantes del conocimiento matemático, en el inciso 4.2 

presentaré un análisis metodológico de algunos momentos paradigmáticos en los cuales 

han estado muy cerca las matemáticas y la experiencia.. De esa forma, cierta.mente no 

podrhu:nos rastrear el origen del nú:r:ncro; pero, al no tener que regresar tan lejos co1n.o 

Kitchcr, considero que podríamos explorar con algo más de fundamento las posibilidades 

de una. versión empirista de las matemáticas en genernl y de los números en particular. 
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CAPITULO 4 

¿QUE PODRIAN SER LOS NUMEROS? 



4..1. En conaecuencla. ¿qu~ podemos declr de In• mntemátlcna y loa números'?' 

CoID.o he tratado de mostrar en 1os autores examinados, al parecer nadie sabe en definitiva 

lo que son las rn.atemáticas ni los números: ninguna de las posturas analizadas está libre de 

objecione11. Sin embargo, a pesar de las diferentes opiniones en ocll.!liones inreconciliable:s, en 

la.s diversas concepciones existen también. como hemos visto, múltiples coincidenc:iaB: por 

ejemplo, va.ria.s sostienen que la.R matemáticas son a pn"ori en tanto que no hablan, al menos 

directatnente, del mundo; otras afirman que están constituídas por estructuras abstractas 

que pueden interpretarse en múltiples dominios inclu.."lo empíricos; y otra..."I coinciden en que 

deben verse definitivamente C':omo refutables en tanto que son pinturas o imágenC9 idea.les 

de ciertos dominios empíricos. Históricamente, después del auge de la visión npriorista 

de las matemáticas con los trabajos de Frege, Russell. Dedekind, Hilbert. etcétera, tal 

vez sobre lodo a raíz de ln.s dificultades y limitaciones encontradas por Gódcl y otros en 

loe sistemas forma.les, recientemente se ha estado explorando la vieja visión empirista. de 

Aristóteles y ~iill por parle de autores como \Vittgenstein, Frcchet, Lakatos y Kitcher, 

entre otros. Lo cierto es que, n.l parecer, In. matemática puede verse en cierto sentido como 

a priori, en tanto que gran parte del trabajo cotidiano, a.sí como las imágenes axiomáticas 

que se han construído, permiten constatar que múltiples elementos de las matemáticas sólo 

requieren pruebas internas; mientrn.."I que, por otro la.do, la. circunstane":ia de que una bueno. 

parte de las matemáticas actuales se haya originado en problemas prácticos y el hecho de 

que, independientemente de su origen, en múltiples ca.sos exista un isomorfismo entre las 

estructuras 01.atemáticas y el mundo empírko hacen penAar que las matemáticas deben 

verse, mó.s bien, de una forma empirista. 

Por otra. parte, el término 'número' se ha esta.do usando de diferente forma por parle 

de los especialistas. Para los matemáticos 'número' es un término general para referirse a 

entidades 01.n.temática.s ta.les como O, 1, 2, ?r, N, etc. sin ir más allá. Los reconstructorcs de 

la aritmética como Frege, Russell, Dedekind y Pean.o pretenden referirse a. los números de 
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los matemáticos, pero al describirlos mediante un sistctna axiomático crean imágenes de 

dichos números que difieren de éstos en tanto que s6lo son sus lln.ágenes ideales. Dentro 

de ellos, algunos como Frege y Russell piensan que los números de los matemáticos no 

pueden explicarse sólo por sus relaciones entre si; mientras que otros, como Dedekind y 

Peano, piensan que con eso es suficiente. Por otra parte, Wittgenstein, Frechet y Kitcher 

usan 'número' en dos sentidos: 1) para referirse a los "'números matemáticos'" vistos como 

esquematizaciones o pinturas ideales de algo n..sí como los "'números primitivos", y 2) para 

referirse a estos "números primitivos" que para unos serían conceptos, para otros mnni­

pulaciones con objetos, etcétera. En cierto sentido, todos estos usos son legítimos ya que 

los referentes a los que hacen alusión, así como lo que se dice de ellos, juega un papel 

importante vinculado con los números tal como se manejan en matemáticas y todo el 

mundo acepta que 'número' se refiere a algo relacionado estrechamente con los números 

de la aritmética. Frente a la visión estructural de Dcdekind, Pea.no y Benn.cl'!rraf, he dado 

aqu( algunos argumentos adicionall!ft a. los de Frege y Ru.sscll para. defender la idea de que 

los números aritméticos son algo más que lo puramente estructural; pero, en realidad, todo 

lo que necesito paro. establecer la distinci6n conceptual que propondré es el hecho de que, 

en efecto, 'número' lo han usado, por ejemplo Frege, Russell, Wittgenstein, etcétera, para 

expres?tr algo más que 10 puramente estructural. De cualquier forma, mientra..."I no podamos 

decir en definitiva qué son los números, los diferentes usos del térmiuu intentan r~e:oger 

diversos a.spcctos de los números que en algún sentido son relevantes. Así pues, se requiere 

una clarificaci6n de los usos del término •número' que nos permita sentar las bases de una 

investigaci6n rigurosa acerca de la. naturaleza de 105 números. Pienso que mientras esta 

tarea no se haya hecho, las discusiones a.cerca de lo que son Jos números tendrán el gran 

inconveniente de dar palos de ciego por estar hablando (como lo he sugerido y trataré 

de mostrarlo más detenidamente en 4.4.) de cosas diferentes (aunque vinculado.s) con el 

n:iismo término, 'número'. Mi propuesta es que gran parte de la confunión r.n.dica en que 

los especialistas analiza.dos, cuando hablan sobre los números, aparentemente se refieren 
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a las mismas entidades y sobre ellas sostienen diferentes características¡ pero, un a.nalisis 

más detalla.do del asunto revela que en realidad pueden distinguirse tres entidades a las 

que se han estado refiriendo indistin.tamentc con el mismo término 'número'. 

El prop6sito de este capítulo es construir una forma de entender las matemáticas en 

la. que cobren sentido los diferentes usos, hasta donde puedo ver, legítimos del término 

•número• y que nos permita sugerir una distinción conceptual al respecto. Una de ln.s 

cuestiones más importantes que se plantea a quien intenta conocer a fondo una ciencia 

es la. forma como ln.s maternáticn.s se introducen en las descripciones del mundo empÍrico. 

Podemos aceptar con Kitchcr, según veíamos en 3.5, que la.o; matemáticas en efecto tienen 

una. larga historia; pero, sj no contamos con una definición precisa de lo que son las 

matemáticas, no siempre podemos saber cuándo estamos frente a ellas. Lo cual, por 

supuesto, no impide que normalmente podamos identificarlas, de forma flimilar a como 

podemos identificar los elefantes aun sin contar con una definición científica de los mismos. 

Una definición o caracterización rigurosa sirve, sobre todo, para identificar los ca.sos límites. 

Pues bien, considero c¡u~ cuando estamos frente a una ciencia matematizada, justo estamos 

·-en un cnso Hmite, ya que no es fácil separar lo matemático de lo no matem6.tico. La 

definición que nos sirva para discernir en los casos excepcionales puede configurarse a 

priori; pero, en ese ca.">o, sería completamente n.rbitrnria.. Así pues, dicha definición al 

no poder salir sólo de los casos .. normales" como, por cierto, pienso que han intentado los 

autores examinados en este trabajo, tendrá que surgir también tomando en cuenta los casos 

Umite. Eso. es la razón por la. cual en el siguiente apartado nos detendremos a considerar 

algunos ejemplos paradigmáticos de teorías empíricas mn.tcmatizu.dn.s. Con base en este 

análisis y, por supuesto, tomando en cuenta a. los matemáticos y a los fi.16sofos que hemos 

analizado en la presente indagación, propondré, en 4.3, una forma de ver las matemáticas 

que nos posibilite cstablaccr en 4.4 una distinción conceptual acerca de los números que, 

hasta donde n.lcanzo a ver, aclara en alguna medida ln.s discusiones aceren. de los números 

analizadas aquí mismo. En este sentido, lft. presente investigación es una elucidación de los 
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u.sos del lenguaje que intenta desbaratar los problerniu1 que surgen del uso indiscriminado 

del término 'número'. Todo esto, como diría Wittgenstein, deja la aritmética como ettá; 

pero, si la hipótesis que propongo es correcta, ~ habrá ganado, al menos, un poco de 

claridad en este asunto y, según entiendo, eso es a lo más que puede aspirar un trabajo 

filosófico como el presente . 

.f. .. 2 ¿Qu~ miétodo han seguido algunos trabajos pioneros que han dado un 

tratamiento matemático de lo empCrlco? 

Comenzaremos por analizar algunos momentos paradigmáticos en los cuales las matemá­

ticas han estado estrecha.mente vinculadas a la explicación de lo empírico: me refiero al 

trabajo de Arquímedes titulado Del Equilibrio de lo~ Planoa, al trabajo de Galileo sobre el 

m.ovim.iento de los cuerpos, y al trabajo de Cournot que materna.tiza la teoría económica de 

Ada.rn Smith. La. idea de avanzar en el análisis sobre la. naturaleza de lns matemáticas y los 

números con base en un estudio semejante surgió, sobre todo, debido a la observa.ei6n de 

que en estos trabajos, a..<t{ como en el de Newton o la reciente teoría matemática de juegos, 

estaban presentes tanto elementos n.xiomá.ticos, presumiblemente a pn"ori, como también 

elementos empíricos en tanto que dichos trabajos pretendían construir teoría.."' explicativas 

de ciertos dominios empíricos. Como lo veremos brevemente, Arquímedes construy6 In. 

teorín. referida. de forma axiomática. tratando de imitar la Gt!umetri#a de Euclides a ln. que 

únicamente añadió ln.s definiciones de 'peso' y de •centro de gravedad'. Galileo, por su 

parte (al igual que Newton en los Principio., Jlrfatemáticoa de la Filo.,o/i'a Natural) imit6 

en el trabajo citado lo. mctodolog:ía de Arquímedes y construyó como éste uno. teoría 

m.atematizada con posibilidades de predicciones empíricas. Estos trabajos, al igual que el 

trabajo que analizaremos de Cournot y los trabajos mencionados de Newton y la. teoría 

J:nB.ternática. de juegos, son s6lo unos cuantos ejemplos que, a mi juicio, noH permiten ver 

elementOB matemáticos a priori en relación con lo empírico. Si no podemos remontarnos 

al origen histórico de los números o al na.cimiento de la aritmética, en estoa ejemplos, 
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al ser rn.áa recientes, podemos. al menos, analizar con algún detalle la forma. como han 

surgido algunos resultados pioneros que mezclan elementos de la matemática abstracta 

con elementos emp{ricoe. 

Vea.mas primero. por ejemplo, el célebre trabajo con el que Arqu(medes inició el estudio 

uiatemático de la parte de la física que hoy se denomina estática. Este trabajo titulado 

.. Del equilibrio de los planos o de sus centros de gravedad" comienza con siete postulados 

que transcribimos a continuación: 

l. Pe•o. l~ale• • distancia• l~•I•• {d•I punto de apo)'O de una balanaa de 
braao• ieu•le•) •• equilibran, Y • dldenc:l- de•ieual- •e romp• el •quillbrio y ha)' 
incllnaddn hacia el lado del pe.a qu• ••~ a mayor di.tanda. 

2. SI & uno de lo• do• p.-oe Iguale••• le aii•de aleo, - romp .. el equilibrio y el 
peao añadido queda rn'• abajo. 

3. SI•• quita aleo a uno de ello•,•• rornpe el equilibrio, y el p••o no dhrninuldo 

qu•d• m'• bajo. 

"· Lo• centro. de cravedad de dos fi1tura• que coincid•n, t.arnbi4n coinciden. 

5. Loa centro• de sravedad de do• fi1tura• desieuale•, pero -rnejantea, e•t'n 
•lt.uado• ••n1ejanternente. 

•· Si do• peaoe - equilibran• cierta di.tanela, do• peaoa equiYalenta• a aquello• 

7. El centro de sraYedad de una fiitur• cu)'• •uperficie ea cdncaya en la rnlerna 
direcddn, •et' en el Interior de I• figura (Arqufmede• [• 111 acJ p. !!.02)¡ 

donde podemos constatar que los postulados 1, 2, 3 y 6 no hacen sino deaeribir idealmente 

(es decir, sin considerar ninguna perturbación posible por el aire, ln.s imperfecciones de la 

balanza o cualquier otro factor) experiencias observables (entendiendo por 'observable' la 

balanza, sus bra.zot1 de tn.l o cual medida, y la inclinación o equilibrio de la balanza. al 

colgársele objetos materiales a diversas dist.ancias de su e-je). En base a eso, los postula-

dos definen implícitaznente lo que significa 'pesos iguales•• 'peso mayor' y 'peso menor'; 

quedando as{ definido lo que se entiende por 'peso de un cuerpo'. Esos postulados de­

scriben idealmente los hechos obf!oervablcs de medir y balancear que con toda seguridad 

eran conocidos no idealmente antes de cualquier trabajo de Arqullnedes; y, mediante el­

los, se especifica que se llamará. pe30 de un cuerpo aquello cuyas condiciones de identidad 

y cuya.a posibilidades de ordenación bajo la.s relaciones "'mayor que" o "n:ienos que" han 
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quedado establecidas por dichos postulados. Por otro lado, los postulados 4, 5 y 7 hacen 

otro tanto con "centros de gravedad .. : éstos quedn.n definidos idealmente a partir de esos 

postulados que describen experiencias observables referentes a las figuras y la posibilidad 

de equilibrarlas en un punto. 

Más adelante, después de los 7 postulados, Arquímedes prueba 13 proposiciones en el 

libro I; posteriormente, presenta. nuevas definiciones y prueba otras 10 proposiciones en el 

libro Il. Por el momento no me interesa discutir el rigor lógico de estas definiciones que, 

de hecho, por ejemplo con respecto a los centros de gravedad, presuponen también una 

idea intuitiva de los tn.ismos; no obstante, pasaremos por alto eso, ya que para nuestros 

propósitos actuales serán suficientes como están. VcB.lnos, como ejemplo, las proposiciones 

3 y 6 del libro l. 

La proposición 3 dice: .. si se equilibran datl pesos desiguales a distancias desiguales, 

el mayor estn.rá. a. menos distancia que el menor"' (Arquímedes ls 111 acl p. 502). La prueba 

consiste en suponer, en primer lugar, que las distancias fueran iguales, y si ese fuera el 

caso y se quitara el exceso de peso del mayor, la balanza se inclinaría. pa.ra el otro lado, 

por el postulado 3; lo cual e!!. contrario al postula.do 1, ya. que queda.rían pesos iguales a 

distancias iguales y debería.n estar en equilibrio. Si la distancia del peso mayor fuera más 

grande y ahora. se añadiera el faltnnte al peso menor, la balanza se inclinaría. para ese lado 

por el postulado 2, pero, eso iría en contra del postulado 1 ya que quednrín.n pesos iguales 

y la. balanza. debería de inclinarse para el otro tu.do porque tiene mayor distancia. Pero 

si los cuerpos referidos de hecho están en equilibrio, según la suposición inicial, entonces 

concluye Arquímedes que el peso menor deberá estar forzosa.mente a mayor distancia.. Esta 

prueba. es en.si literalmente lo. de Arquímedes, y .s61o me aparté un poco en la segunda parte 

para. hacerla, a mi juicio, má.s comprensible. 

La proposición 6 dice algo similar a. la proposición 3, pero con mayor precisión: 

"Dos pesos conmensurables se equilibran n distancias inversn.tnente proporcionales a. ellos .. 
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(Arquíz:nedcs [s III ac} p. 503). La prueba se desarrolla a partir del siguiente diagraxna de 

una ba.la.nza ideal: 

L E G H D K 

A !DI 

donde A y B representan dos cuerpos equilibrados en una balan.za. con apoyo en el punto G; 

GH es una. medida. común para GE y GD, de tal manera que EH = GD y por lo tanto HD 

= EG¡ los brazos de la balanza se han extendido hasta los puntos L y K de tal manera que 

LE = GD = EH. y DK = HD = EG; y, según la proposición 6, A es a D como GD es a EG. 

As{ pues. el punto E es el punto medio de LH. Des el punto medio de HK y Ges el punto 

n::iedio de toda la recta LK; ya que si LE = GD y EG = DK. entonces LE + EG = GD + 

DK. Por otro lado. A es a D como LH es a HK, ya que LH = 2GD y HK = 2EG. Si en LH 

hay z veces GH, dado que los peso!!I son conmensurables y proporcionales a las distancias, 

podenios definir un peso Z tal que en A haya x veces Z; y de igual forma, si en HK hay y 

veces GH, en D habrá y veces Z. Ahora bien, si repartimos A en x z• y ln.s coloca.r:nos en 

las z partes de LH, y si igualmente repartimos D en y z• y las coloca.mas en ln.1'1 y partes 

de HK, todos esos pesos llena.ró.n toda la línea LK y al ser iguales se equilibrarán en el 

punto medio G por el postulado l. Por consiguiente, A y D están equilibrados en el punto 

G que guarda las proporciones referidas. 

La proposición 6 y la proposici6n 7 que extiende lo anterior para cuando los pesos sean 

incon.xnensurablcs expresan las famosas leue~ de la palanea de Arquímedes. El resto de las 

proposicioneR son similares y se prueban de forma análoga. Algunas de ellas, como la 3, 

ya eran conocidas con anterioridad al trabajo de Arquímedes y otras, corno tal vez la 6 y 

la 7, pudieron ser conocimientos relativamente nuevos. En la proposición 6 se establecen 
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relaciones cuantitativas precisas entre los pesos y los brazos de una. balanza (apoyandose, 

sobre todo, en la teoría de las porporciones de Eudoxo) y posibilitando, de esa forma, 

el trata.miento numérico de los pe:ms. Como no sería dificil de mostrar, estas relaciones 

pueden comprobarse empírica.mente si despreciamos pequeñas diferencias imputables a 

otros factores no considerados en los postulados; y esto es gracias a que la balanza de 

Arquímedes reproduce, aunque sea idealmente, las balanzas empíricas. 

Arquímedes representa los diferentes "pesos" de los cuerpos mediante números ma­

temáticos; y, lo interesante es obsevar que !le cumplen para dichos "pesos" las leyes arit-

mélicas de los números. Eso, a. mi juicio, sugiere que los números mismos, a.l igua.l que 

los "pes09" • pudieron haber surgido de un proceso similar de idealización de lo empírico 

o de algo vinculado con esto. Si ese no fuera el caso, las leyes aritméticas de los núme-

ros no tendrían por que coincidir, aunque sea. aproximadamente, con el comportamiento 

de algunos fcn6mer .. os empíricos. Es perfectamente concebible que, por ejemplo, la t'IUma. 

empírica de los "pesos" de dos cuerpos diferentes no fuera. igual a. la suma. aritmética de 

los "pesos" respectivos debido, tal vez, al desgaste de energía producido en la unión de 

los cuerpos. Esto podría ser posible; y, de hecho, cosas semejantes suceden en el mundo 

subat6mico, con los volúmenes de ngua y alcohol que se unan, o con otras mngnitudcs 

como In. tempernturn. de dos curpos que se juntan 1 • De tal manera que si un cuerpo A pesa 

2 kilos y un cuerpo D pesa 3 kilos, al pesnr juntos los cuerpos A y D no pesarían S kilos, 

sino supongamos 4 kilos; y si, en general, la unión de dos cuerpos pesara siempre un kilo 

1 Se¡E'dn el rnodelo al.6mlco d., Dohr, al entrar un protón en .. 1 mlcleo de un 'tomo, pierde parle de •u 

rnaaa y, por con•lf;ui,.,nt .. , de •u P'"'•º· Un vt>lum .. n :r d• a111:ua y otro volurn .. n y de alcohol al unlr•e no 

producen un volumen :Z: + Y de agua y alcohol, •lno un volumen m,.,nor. Con re•prc;to a la temprratura, 

e• un fenómeno conocido que al juntar doe cuerpo• que tienen diíerente temperatura, la• temperahir•• no 

•• euman arltm4tlcam,.,nte, •ino que•• prom•dian. Por ej,.,mpl<>, euponlendo conducción perí•cta del calor, 

•I Junt.anaoe un cuerpo qu• tlftne una temperatura de 20º con un cuerpo que tiene 10º, la temperatura 

r .. ultante de loe doe cu,.rpo• unido• eer,, no de 20° + 10º = 30º, •ino de 20° + IOº = 30º /2 = 15º. 
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mú que el peso del cuerpo más pesado º• en ea.so de igualdad, un kilo más que cualquiera. 

de etlos, entonces siempre tendríamos que si :z: 2:: y, :z: + y = :z: + l. Pero si éste fuera el 

caso no sólo para los "pesos'" de los cuerpos. sino para la mayor parte de las magnitudes 

que se manejan empíricamente, pienso que tendríamos una aritmética. diferente a la actual, 

en la cual "si :z: 2: y, entonces x + y = :e + 1'" sería un axioma. Por supuesto, todo esto 

es hipotético, pero argumentos como el que acabo de presentar sugieren que si las leyes 

aritméticas de los números se cumplen en el mundo empírico ce. justa.nlentc. porque dichas 

leyes son idealizaciones de elementos vinculados estrechamente con lo empírico. En 4.4 

sugeriré una forma de ver los números basada en una distinción conceptual que permite 

dar sentido a esa hipótesis tomando en cuenta. también. ln.s investigaciones relevantes que 

hemos analizado, haciéndola, así, más plausible. 

Ahora bien, con el propósito de distinguir lo propia.mente matemático del trabajo de 

Arquímedes, veft.lllos lo que tiene en común con Ja Geometría de Euclides que concien-

temente trató de imitar y que se considera universaJmcnte como un trabajo puramente 

- matemático. Como lo vimos brevemente en 2.G, en vez de tomar alguna descripción realis­

ta de la.a figuras f"tsicas como ha.se de su geometría, Euclides, siguiendo a sus antecesores, 

considera. que todas lns figuras están compuesta.a de puntos y lineas (aislando estos e­

lementos de otros posibles con.<1tituyentes de las figuras como podrín.n ser la textura, la 

resistencia al cambio, etc.), define lo que es un punto y una línea ideales, y a partir de 

esas definiciones, algunos axiomas y leyes 16gicas obtiene teoremas (algunos ya conocidos) 

pa.ra las figuras geométricas sentando, de esa formo., las bases de posibles predicciones 

sobre las figuras llllicas: como es s¡bido, las .regularidades gcométricwt se cumplen apr~ 

ximada.rn.ente en las figuras físicas. Por su parte, Arquímedes hace una teoría del equili­

brio de Jos cuerpos tomando como ha.se lo. geometría euclideana, sobre todo la teoría de 

las proporcione!I de Eudoxo, define además •peso' y 'centro de gravedad' y con todo eso 

reconstruye idealmente las balanza.s f"LSicas. Lo que resulta. de particular interés en el tra-

bajo de Arqímedes es observar que, de manera análoga a Euclides: 1) aisla del fenómeno 
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de "peso .. sólo ciertos aspectos que le parecen relevantes; 2) presupone el conocimiento 

:matemático de las figuras contenido en la geometría eucliden.na; y 3) sustituye nociones 

comunes por definiciones y postulados que idealizan lo que él entiende por "peso' y 'cen­

tro de gravedad'. Así pues, el trabajo matemático de Arquímedes consistió, al parecer, 

en ordenar todos esos conocimientos de una forrna axiomática má.s o menos rigurosa (si 

tom&lllos en cuenta nuestros estándares contemporáneos) sustituyendo nociones comunes 

por definiciones o caracterizaciones ideales, desprendiendo de ellas, tanto regularidades 

conocidas, como posibles predicciones. Así pues, el tratamiento matemático que realizó 

Arquímese sobre el equilibrio de los cuerpos es similar, al menos, en los rasgos destacados 

aqu( al trabajo puramente m..atemñ.tico que realizó Euclides. Eso nos da un indicio de que 

esos rasgos, tal vez, constituyan lo propiamente matemático. Pero, antes de inferir nada, 

VeB.UlOl!I en seguida otros trabajos sirnilare!!I. 

Galileo Galilei inagura con un trabajo similar al de Arquímedes el estudio matemático 

de la Dinámica. o movimiento local de los cuerpos. 
El libro de I• n•lur•lesa ••l4 ••crito en c•ra.ct•r•• georn~trlco•: I• nue•• rl•lc• 
galll•ana e• una geornetria del mo•lmlento, Ju•to como I• rt•i<:• de •u verdadero 
m-•lro, el divino Arqufnaed••• era una geomelri• del r•po•o (Koyri JlOtl&J, p. 14). 

En "Lajornada tercera" de sus Con:Jideraciont::J y Demo:Jtracione:J Matemática" "obre 

do,, Nueva,,, Cieneia:J~ Galileo comienza por definir el movimiento uniforme y el movimiento 

uniformemente acelerado. Después de una breve introducci6n dice: .. Por movimiento igual 

o uniforme entiendo aquél en el que los espacios recorridos por un móvil en tiempos iguales, 

cualesquiera que éstos sean son iguales entre sr (Galileo [1638] p. 266). Con lo c.ual, 

según dice, sólo precisa la "vieja definición" con la expresión .. cualesquiera." para referirse 

incluso a fraccion~s de tiempo. A partir de esta definición, Galileo desprende cuatro 

proposiciones que llarna axiomas; y, mediante dichos axiomas, prueba cinco teoremas que 

definen. entre otrru1 cosn.s, la velocidad como la razón de la distancia entre el tiempo. que 

hoy d(a. se expresa con la fórmula de todos conocida v = d/t. Posteriormente, define el 

movimiento acelerado en los siguientes términos: "Llamamos movimiento igualmente. esto 
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es. uniíorm.emente acelerado, a aquél que partiendo del reposo adquiere, en tiem.pos iguales, 

iguales increm.entos de rapidez"' (Galileo 1, p. 288); pretendiendo que esta definición 
corTe•ponda con e"'actl&ud al movlmlen&o acelera.do que n0t0 brinda la naturales•,-• 
decir, a la caid& libre de lo• cuerpo..- Y e•&o creemo• h•berlo logrado e•pec::lalmente 
d tenemo• en cuenta que 1- propleda.de• que hcmo. ido derno•trando •uce•ivamente 
(a partir de nue•tra definic:jdn) parece que corre•pond•n y colncld•n e"'&ct&n1ente con 
lo que loe e•perlm•nto• natural•• noe pon•n delante de lo• ••ntldo• (Galileo lt538J 
PP• :175 y :176). 

Veamos, por ejemplo,. el teorema 1, proposición 1 que dice: 
El tiempo en el cual un e•pacio dado e• recorrido por un movil que parte d•I r•po•o 
con movimiento uniíorm"'m.,nte acelerado, •• Igual al ti .. rnpo en .,( que aquel mi•mo 
eepaclo habrla •ido r"'corrido por el mi.,no movil con un movimiento <1niíonne c<1yo 
erado de v .. locid&d íue•e la mitad del 1trado de velocidad maxlmo alcansa.do al final 
del Knovirniento unlronnemente acelerado precedente (Galileo jlft38J p. 2g::r). 

Para probar eso, Galileo se va.le del siguiente diagrama: 

G---A 

I 1 / 

11 

/ 1 

11 

/ 

E---F---D 

donde AB representa el tiempo durante el cual un cuerpo se acelera en caída libre desde 

el inatante A = O, hasta el instante D; y la línea DE representa la velocidad que va alcan­

zando el cuerpo en ca.ida. desde la. velocidad en el punto B igual a. O, hasta. la velocidad 

E que alcanza en el momento final. Ahora bien, si por definición v = d/t, entonces alge­

bráícamcnte d = vt; de tal forma que la distancia. del c:ucrpo en c:aída. queda representada 

por el área del triángulo EAD, ya que es la suma de multiplicar cada instante del tiempo 

AD por su respectiva velocidad~ es decir, algo B.1:1[ c:omo la suma de todas las líneas hori-

zontalca que pueden trazarse para.lelas a ED y limito.das por las líneas AD y AE. De esa 
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forma. el área. del triángulo EAD representa la distancia recorrida por el cuerpo en ca{da 

libre en el tiempo AD. Por otro 1ado. a.l ser F = E/2. F x AD es el área del rectángulo 

FGAB y representa la dista.ncin recorrida por un móvil a la velocidad constante F du­

rante el tiempo AD. Asi pues, hny que demostrar que las áren.s FGAB y EAD son iguales. 

Para ello Galileo va1iéndose únicamente de las propiedades geométricas de esas dos figuras, 

comienza. por advertir que a..nlb.as comparten el trapecio FIAD y sólo queda por mostrar 

que los triángulos EIF y AGI son semejantes. Lo cual se demuestra al advertir que tienen 

iguales al menos dos á.ngu1os (el recto y los opuestos por el vertice) y un lado (ya que EF 

= FB); y como FD = GA. entonces EF = GA. Por lo tanto ambas áreas son iguales y el 

teorema queda. probado. 

Por supuesto, esto podría verificarse emp(riciuncnte mediante un experimento sencillo, 

y, en eíecto, curiosamente el teorema probado matemáticamente se cumple en la experiencia 

si dC!lpreciamos pequeñas desviaciones imputa.bles a otros (actores no considerados en las 

definiciones, como puede ser, por ejemplo, la resistencia del aire. 

Un corolario del teorema anterior dice que un cuerpo en caída libre recorre en los 

tiempos 1, 2. 3, 4, etc. espacios que guardan la proporción de los núnleros nones 1, 3, 5, 

7, etcétera. Este resultado, verificable en la experiencia, maravilló al mismo Galileo y lo 

convenció que las leyes de la naturaleza. pueden encontrarse trabajando matemó..tica.rncntc. 

La. prueba matemática es be..stante sencilla y consiste en mostrar que si el dibujo anterior 

se extiende para abajo en la. misma medida AB, la distancia recorrida. por el cuerpo en 

caída libre en el siguiente tiempo como el de AB estaría representada por tres rectángulos 

como FGAB, ya que si fuera a la velocidad E con la que empieza, recorrería una distancia. 

representado. por el doble del rectángulo FGAB y con el nuevo incremento de velocidad 

recorrería. otro rectángulo como FGAB, por un razona.miento análogo al efectuado para 

probar el teorema l; por lo ta..nto, en total serían tres rectángulos como FGAD. De la 

misma forma, puede mostrarse que en el siguiente espacio de tiempo como AD, el cuerpo 

en caída libre recorrerá una distancia representada por cinco rectanguloa como FGAD, y 
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as{ aucesiv&Ulente. 

Así pues, en base a. esta. pequeña muestra, podemos sugerir que el trabajo rnatef'71ático 

de Galileo (de forma. análoga. a.l trabajo de Arquímedes) consiati6 en aislar del movimiento 

todo lo que no fuera. movimiento local de los cuerpos, en sustitir nociones comunes por 

definiciones o cara.cterizac:ionC8 ideales y, presuponiendo sólo cicrt08 conocimient08 geo­

métricos y numéricos que ya constituían parte de las matemáticas de su tiempo, derivar 

l6gica.rnente hechos comprobables empíricamente (por supuesto, si no considerarnos posi­

bles perturbaciones debidas a factores no considerados en la figura ideal construida me-

diante las definiciones). 

Vea.mee a.hora brevemente el trabajo de Cournot con el que se inicia el tratiuniento 

matemático de la economía apoyado sobre todo en La Riqueza de la.:1 Nacionea de Adam 

Suiith y en sus destacados conocimientos como matemático. En &WI lnve.stigaeione.s acerca 

de lo.s Princip·io.s Matemátieo.s de la Teoría de la.s Riqueza.s, Cournot, a. pesar de no ha.cerio 

con una. presentación axiomática como Arquímedes y Galileo, com.ienza. por dar la siguiente 

definición: 
Sl quer•mo• ent•nd•rno• en I• teorf•, convl•n• id.,ntiftc•r ab•olut•m•nt• •I ••nlido d• 
la palabra riqueza.s con •I qu• pre•ent.an e•t.•• otr-: valore.s intercarnbiable.s ... 
La id•• d• riqu•••, concebida de e•te modo ..Slo tiene •In duda una •xi•t•ncl.& ab•• 
t.racta. .. p•ro la exten•lón del comercio y el proii:re•o d• lo• proc•dlmient.o• come,,... 
cl•I- t.lend•n • •proxín1ar cada ve• m'-• el e•t•do r•al d., l•• co••• • ••• orden 
d• concepclon•• ab•tracta•, Llnico •obre el cual pu•den ba••r•e lo• ra•on•ml•ntoe 
&.drlco• (Cournol J18.38) pp. 'l3 y 'l•). 

En el capítulo sobre la ley de la demanda, Cournot invoca .. un axioma, o si se quiere, .. 

una hipótesis: que cada hombre intenta extraer el máximo valor posible de sus bienes o de 

au trabajo'" (Cournot 11838] pp. 66 y 67). El mismo lo traduce en términos económicos 

diciendo que .. la venta o la demanda crece cuando el precio desciende"' (Cournot {1838] 

p. 68). Para cada precio se da una demanda; y si consideramos una población amplia en 

la que a cualquier variación del precio, por pequeña que éstu sea, se dé al menos alguien 

que compre más o menos. entonces, afirma Cournot, podemos representar la demanda 

(D) como una función continua del precio. es decir, D = F(p); y. da.do que la relación 
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entre demanda. y precio es inversa. debido a.l axioma maximiza.dar, dicha. funci6n tendrá 

pendiente negativa.. 

Para simplificar el problema, Cournot considera primero el caso de un monopolio que 

se enfrenta a una funci6n de ventn..!I o demanda F(p). y cuyo ingreso total para. cierto precio 

de sus productos será pF(p). es decir la multiplica.ci6n del precio de su producto por la 

cantidad vendida del mismo. Ahora bien, como F(p) es continua, pF(p) también lo será; 

y como en p = O. el ingreso ta.tnbién será nulo; en p = a, donde a es mayor que cero pero 

no deina.siado grande, aF(a) = b, siendo b finito y mayor que cero; y en p = c, donde 

e es positivo y lo suficientemente grande como para. pensar que los consumidores dejarán 

absoluta.r:nente de comprar el producto del monopolio, el ingreso volverá a ser nulo, es decir 

cF(c) = O; por lo tanto, concluye Cournot, la curva que describe la funci6n del ingreso 

pF(p) tiene un valor máximo, es decir, tiene la íorma. de una campa.na. De ahí que el 

precio que corresponde al ingreso máximo no es necesariamente el inás grande y está dado 

por la fórmula p = F(p)/-F'(p). donde F'(p) es la derivada de F(p). Derivando el producto 

pF(p) obtenemos pF'(p) + F(p). e igualándolo. a O para encontrar el valor máximo nos da 

la ecuaci6n pF'(p) + F(p) = O, de la que obtenemos el referido valor de p que maximiza. 

la función de ingreso. 

Lo anterior puede verificarse empíricamente si previamente ha sido posible obtener 

la función de ventas correspondiente, que por cierto, no es facil de lograr. De cualquier 

forma, la conclusión rnatemñ.tica de Cournot de que debe de haber un precio que maximice 

los ingresos puede verificarse empírica.mente elevando, por ejemplo~ el precio para ver si 

el ingreso crece o disminuye, es decir, si se está a.ntes o después del punto rná.ximo; y, 

en base a eso, aumentar más el precio o disminuirlo hnsta encontrar dicho punto. Una 

cornprobaci6n 5emejo.nte tiene, sin embargo, el inconveniente de ser difícil de realizar debido 

a la casi imposibilidad de aislar en la práctica. única.tnente los factores que se consideran 

en el íen6meno idea.}. 
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Ali( pues, de forma. similar a los trabaj<>t'I de Arquímedes y Galileo, al parecer el trabajo 

propia.mente matemático de Cournot consistió en definir idealmente tér.minos como el de 

•.riqueza> que anteriormente tenían un sentido no muy preciso, en dar como axiomas ciertas 

ideas sobre el comportamiento de Jos seres humanos y, presuponiendo ciertos conocimien­

tos tnAtemá.ticos sobre las funciones, desprender lógicamente comportamientOB humanos 

comprobables e.mpíricamente si no tomamos en cuenta factores que no ha.n .sido incluidos 

en la imagen ideal construida a partir de Jru1 definiciones y axiomas adoptados. 

Como puede mostrarse, de forma simiJar o. los trabajos de Arquímedes, Galileo y 

Cou.niot, se han dado otros trabajos muy relevantes en el inicio del tratamiento matemático 

de ciertas áreas. Tal es el caso, por ejemplo, de los Principio:1 Mal~mático:1 de la Fi/0110/ia 

Natural de Newton con el que se inicia. Ja ?-..fécanica Clásica. En él obtiene como su 

prilller corolario que "un cuerpo afectado ~imultáneamente por dos iuerzns describirá Ja 

diagonal de un paralelogra.mo en el mismo tiempo en que describiría Jos lados de ser a­

fectado separad1Unente por esas dos fuerzas" (Newton [Iü87J p. 238). Lo cual puede 

verificarse empíricamente mediante un sencillo experimento (según lo sabe.mol! a.hora. sin 

contar pequeñas desviaciones imputables a otros factores no consideradOB en las definiciones 

y axiomas). Lo interesante, sin embargo, es que Newton Jo desprende de sus axiomas o 

leyes del movimiento, sobre todo del segundo que djce: .. el cambio de movimiento es 

proporcional a Ja iuerza motriz impresa, y se hace en la dirección de la linea recta en la 

que se imprime esa fuerza'" (Newton {1687J p. 237); habiendo definido previamente, entre 

otroe, los términos •fuerza impresa' y 'cantidad de movimiento'. Por lo que, al parecer, 

el trabajo de Newton sigue la pauta trazada por Euclides, Arquímedes y Galileo para 

construir una teoría matemática con posibilidades de predicciones empíricas. 

Otros trabajos en cslt misma línea son, también, Jll.!I teoría.s matemáticas de proba­

bilidades que como dice León Olivé están dadas "en términos de modelos teóricos que se 

construyen racionalmente abstrayendo partes de sistemas reales"(OJivé [1981J p. 53); y la 
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teoría de juegos que está. brevemente descrita bajo Ja rnisma perspectiva en Avila [1087J. 

Así pues, ¿qué podernos extraer de todos esos ejemplos? al parecer, que al iniciar 

el tratamiento rnatemático de algún dominio se realizan, al menos, la.a siguientes tare­

aa: 1} se definen los términos principales, por supuesto, mediante términos conocidos con 

anterioridad, intentando que Ja dcfinici6n corresponda aunque sea de forma ideal a Jos 

fen6rnenos observados. De esa forma, por ejemplo, ArquCmedcs define implícita.mente •et 

peso de un cuerpo' a pn.rtir de la observación de las balanzas; Galileo define explícitamente 

'.movimiento uniformemente acelerado' pretendiendo que su definid6n corrcRponda a In. 

caída libre de los cuerpos tal corno se observa en Ja naturaleza; y Cournot define explCcita­

mente "riqueza' habiendo observado que el desarrollo de la sociedad tiende a a.semejar Ja 

riqueza a la forma como él la define. 2) A partir de las definiciones, cuando éstas se prestan 

para ello, o de forma complementaria a ellas, se enuncian ciertos axiomas que describen el 

comportamiento de dichas entidades. De esa forma, por ejemplo, Arquímedes da MUB .. pos­

tuladoe'" con los que también define sus términos; Galileo, a partir de las definiciones que ha 

__ dado, enumera sus .. axiomas'" del movimiento uniforme; y Cournot añade su .. axioma'" del 

comportlUrlicnto individual maximizador. 3) De una forma lógica se deducen afirmncioncs 

a partir de las definiciones, los axiomas y algunos conocimientos matemáticos previos. De 

esa forma, Arquímedes obtiene sus "proposiciones'" sobre Jos pesos y los brazos de una 

balanza a partir de sus "postulados" y de conocimientos rnatemñticos como Ja teoría de 

laa proporciones de Eudoxo; Galileo obtiene sus "teoremas" t>obre la caida de los cuerpos, 

a partir de sus definiciones, sus axioma..<1 y conocimientos geométricos sobre triángulos y 

rectángulos; y Cournot, obtiene sus conclusiones sobre los ingreso!! de un monopolio, a 

partir de sus definiciones, sus axiorna.s y conocimientos matemáticos del cálculo diferen­

cial. 4) De la.a afirmaciones dedl.lcidns, algunas ya eran bien conocidas mientras que otras 

pueden constituir conocimientos relativa.mente nuevos; pero, en cualquier caso, todas esas 

proposiciones pueden ser interpretadruJ en algún dominio empírico que asombrosamente. 

en general, las confirma. De esa forma, despreciando pequeñas desviaciones imputables 
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a otros factores no considerados en las definiciones y los axiomas, se cumplen las rela­

ciones cuantitativas entre pesos y brazos de balanzas que ha obtenido rnaterná.tica.mente 

Arquímedes; los cuerpos en caída. libre recorren, en sucesivos momentos iguales. espacios 

que están en la proporción 1, 3, 5, 7, cte., tal como Jo dedujo matemáticn.znentc Galileo de 

sus axiomas y definiciones; y. en principio. podría verificarse para. sociedades econ6micas 

que tendieran a a.proximnrse al modelo ideal que poponc Cournot que existe un precio, no 

necesariamente el má..."I grande posible, que maximiza. los ingresos de un monopolio, como 

concluyó ma.temá.tica.nicntc Cournot. 

Obscrv&ndo esos momentos paradigmá.tico!'I que hemos re11umido y analizado aquí 

brevemente, y sin pretender reconstruir lógicamente los trabajos mencionados, me parece 

interesante resaltar los aspectos que he enumerado, sobre todo, para. tomarlos como una. 

guía. en la compren."lión de las relaciones entre matemáticas y experiencia. De hecho, 

me valdré de los análisis presentados aquí sólo pn.rn. hacer más clara. y más plausible la. 

concepción de las matemáticas y los números que presentaré en los incisos 4.3 y 4.4 . 

Quisiera 11610 resaltar que los ejemplos considerados, al ser casos límites en los que se 

muestra lo matemático, nos permiten sugerir que aquello que comparten con lo claramente 

matemático, como la. Geometría de Euclides, puede ser propia.mente lo matemático en el 

sentido más abstracto. Si éste es el caso, los elementos comunes de esta.e mn.tema.tizac:iones 

nos permiten dar una caracterización de las matemática.." en genern.1 y, por consiguiente, de 

la aritmética que particularmente nos interesa. aquí. De hecho, en estos ejemplos se mues­

tra. que no sólo las teorías emp{ricn.s tnatematiza.da.s, sino también las leyes aritméticas 

de los números en particular, permiten inferir conclusiones válidas empírica.mente; y, por 

consiguiente, eso refuerza la idea de que la teoría matemática de los números pudo haber 

surgido de forma análoga. a esas teórias empíricas matemá.tizada.<1. 
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4.3 Aa{ puea,. ¿qu~ podernos entender por 'mntemátlc:as"? 

Las matemáticas. como dice Kitcher, tienen una larga. historia; pero. pa.ra la cara.ctcriza.ci6n 

de ellas que daremos aquí, hemos tomado en cuenta sobre todo la.s que se desarrollaron 

& partir de los griegos con Thalcs de ?t.tileto, Pitágoras, Eudoxo y Euclides y que han 

producido la aritmética.. la geometría. el análisis. la teoría de grupos, la. teoría de conjuntos 

y. al menos en parte. las ciencias matematizada.s, entre otras disciplinas. La carn.cterización 

de ln.s matemáticas que propongo pretende recoger los aspectos menos controvertidos de los 

pensadores que hemos analizado en el prCHente trabajo e intenta evitar sus ideas. a mi juicio, 

más vulnerables. En base a eso, al análisis de los casos límite que resumimos en 4.2 y, por 

supuesto, a cierto conocimiento mínimo del quehacer matemático ordinario sugeriré una 

forma de ver las matemáticas que. al parecer. explica algunos de sus rasgos má."" relevantes 

y, sobre todo, su a.plica.bilidad en el mundo empírico. Presupongo un conocimiento del 

quehacer ordinario de ln..s matemáticas ya que toda la discusión entabla.da por los autores 

aqu{ mencionados y por mí mismo. lo suponen; es él. justa.mente, el que nos permite 

recurrir a ejemplos de elementos clara.mente matemáticos o, al menos, universalmente 

admitidos como ta.les. Por supuesto, estoy muy lejos de creer que la cara.eterización que 

voy a. presentar describa .. n.l fin" la evasivn. naturaleza. de las matemáticas. Por el contrario, 

creo que es innegable que tuín hay inumern.bles ta.reas por delante para. e~tar media.natnente 

conformes en este asunto. No ob~tn.nte, dado que In. presente indagación sobre el número 

nos compele a adoptar un punto de vista. nl re:->pcclo, trn.tl\ré a. continuación de n.clara.r y 

defender en alguna medida la postura que adopto en este asunto. 

En primer lugar, parto de In. idea de que de una o de otra forma las matemática.o¡ íonnn.n 

parte del conocimiento que tenemos del mundo, es decir, de lo que creemos saber sobre 

los estados de cosas. No estoy diciendo aquí, en contra de pensadores como \Vittgcnstein, 

que las oraciones matemáticas digan algo, para decirlo en sus términos, sobre los hechos 

que conforman el mundo. Lo único que sostengo, por el momento, es que las matcmática..q 

juega.n algún papel inevitable, cualquiera que éste sea, en ciertos procesos cognoscitivos que 
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deaernbocan en afirmaciones sobre los estados de cosas. No dudo que hay quien sostenga lo 

contrario; pero me parece que el desarrollo y el éxito actual de las ciencias que utilizan las 

xnatemática.s hacen cada vez menos plausible la idea de que las matemáticas están de más 

aun en esas disciplinas. Por supuesto, alguien que acepte esta postura podría aun sostener 

que sería mejor no usar las matemáticas en ninguna disciplina; pero, la cuestión es si se 

acepta o no que las disciplinas que las utilizan producen un conocitniento de alguna forma 

diferente. Podemos estar o no conformes con la imagen del mundo que producen la.s ciencias 

matematizada.s; pero lo que quiero sostener aquí es únicamente que esa. imegen es diferente, 

en alguna medida, a cualquier otra imagen producida por un proceso cognoscitivo que no 

utiliza ln.s matenuiticn.s. Negar eso implicaría sostener que las matemáticas, aun en ciencias 

matematizada.s como las exu..rninadas en el inciso 4.2. juegan un papel completa.mente 

superfluo en Ja. imagen del mundo que nos confieren esas teorías; o, con otras palabras, 

que, por ejemplo, el tratamiento matemático que realizó Cournot apoyado en las ideas 

··- económicas de Adnm Smith, no modificó en nada la imagen del mundo económico que 

había logrado exponer éste en La Riqueza de la.s Nacione:1. En qué difieren las imágenes que 

utilizan las matemáticas o, con otras palabras, qué papcljucgnn las m.a.tem1iticas en general. 

es unn. cuestión n. discutir: Platón dice que las matctnú.ticn.s construyen prototipos ideales 

con respecto n. los cun.lcs la.s imágenes sensibles sólo son copias imperfectas; Aristóteles 

afirma que la matemáticn es In. ciencia del aspecto cuantitativo del mundo; Frege sostiene 

que las matemáticas, corno la lógica, expresan IELs leyes generales del pensa:rnicnto sin tomar 

en cuenta los objetos que se están considerando; \Vittgcnstcin sugiere que las rnatcmáticns 

muestran un campo de posibilidades de los hechos proposicionales; Dcdckind, Dcnacerrn.f y 

en general la visión estructural de las matemáticas sostiene que la matemática es la ciencia 

que estudia. las estructurns o, si se quiere, el aspecto estructural de cualquier dominio, es 

decir, que es la ciencia que estudia relaciones posibles entre objetos arbitrarios; Frechet 

sostiene que es una representación esquemática del mundo; Lnkatos afirma que es refutable; 

y, para Kitcher, la matemática. es \Ula teoría idealizada de los modos con los que podemos 
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operar con el mundo. De cualquier forma, todos ellos Je asignan a. las matemáticas un 

papel no superfluo en el conocimiento del mundo. 

Entre quienes defienden lo contrario se encuentra, por ejemplo, Harty Field en Science 

without numbt:ro. En esta. obra sostiene que: 

para •Xpllc~ aun apllcacion .. • compl .. j- de la matem,tica al mundo fbico (por ejem­
plo, •I .,.o de ec.,acione• dif.,renciale• en la axlomati•aclón de la ft•ica) no e• nece•ario 
_.,rnlr que la rnatem,tlca que •• aplicada .,. Yerdadera; .,. nec-ario a•urnlr mucho 
meno•: que la rnatem ... tica .,. con•i•t•nte (Fleld !1980), p. VII). 

La idea. de Field es que las entidades matemáticn.s son teóricamente prescindibles en Ja a­

xiomatización de las teorÍa..."I científicas; e!'I decir, que puede reescribine la teoría sin mención 

alguna. a. números, funciones, etcétera. En ese sentido, dentro de una teoría empírica, la 

mención a entidades matemáticas es diferente a la mención de las entidades teóricas propias 

de esa teoría; ya que estas entidades son imprescindibleR, tanto pa.ra la teoría misma, como 

para una axiomatización de la misma. La. utilidad de lns matemática.s se reduce a ser sólo un 

sistema lógico que facilita realizar inferencias válidas; ya que las matemáticas "'son válidas 

en todo mundo posible" (Field [H>SOJ. p. 12) y, por lo tn.nto, no pueden estar hablando de 

entidades particulares. Sin embargo, por lo dicho en 2.6, habría. que distinguir entre una 

teoría empírica. y una. reconstrucción axiomática de la misma.. Esta última es una pintura 

de aquélla y la pintura puede estar hecha de un material diferente a. la. teoría rnisma, o puede 

no recoger algunos aspectos específicos de ella que (por supuesto, hipotéticaincnte) no se 

consideren centrales. De esa forma. aun cuando la teoría. empírica contenga. afirmaciones 

que involucren números u otras entidades matemático.s, la pintura axiomática. de la teoría 

puede omitir la. mención a las entidades matemática.."!, ya que la teoría. en cuestión no habla. 

directa.mente de ellas, sino de ciertas entidades empíricas expresadas mediante sus términos 

teóricos. Por ejemplo, el teorema y el corolario de la teoría galilea.na que reproducimos 

en 4.2 enuncian rcla..cioncs cuantitativas entre c1 tiempo y la distancia recorrida por un 

cuerpo en ca.ida libre; pero, con ello, Galileo no pretende enunciar propiedades de los 

núnieros considerados, sino del movimiento uniformemente acelerado. Esta. teoría, según 
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vimos, puede verse cotno una idealización en términos tna.tcmáticos del movimiento de 

caída. libre de los cuerpos sobre la tierra; pero, supuesta.mente (según la propuesta de 

Field), podríamos hablar de ello en otros términos y decir ex.a.eta.mente lo mismo; de forma 

análoga a com.o Cournot y Ada.m Smith (vea.se 4.2) supuest1LII1cnte dirían lo mismo: el 

primero en términos matemátic08, y el segundo en otros términos. Sin embargo, ¿de qué 

forma podría garantizarse que están diciendo cxacta.mante lo mismo? Necesitamos un 

criterio que decida qué elementos de una teoria empírica. aportan un valor interpretativo 

de lo empírico; es decir, qué elementos pOBcen un valor cognoscitivo sobre el mundo. Lo que 

diga una teoría. sobre el mundo es. en últiina. instancia. lo que conforma su especificidad 

en cuanto teoría empírica, y toda axiomatización de ésta debería recogerlo. La teoría 

ga.lileana mencionada. afirma que los cuerpos en ca.ida libre recorren en los tiempos 1, 2, 

3, etcétera, espacios que están en Ja proporción 1, 3, 5, etcétera. En base a eso, podemos 

decir que esta teoría. a.firma. sobre el mundo que cierto fenómeno empírico como la. ca.Ida 

libre de los cuerpOB tiene una estructura numérica.; y, como lo veíamos a. raiz de la teoría de 

Arquímedes en 4.2, no es cierto que la.a leyes de los números sean vcrdaderB.S interpretadas 

en todo mundo posible. Así pues. no veo como podamos decir que pnra ese fenómeno 

emp[rico valen cicrtn.s leyes numéricas sin hacer mención de estas leyes. Por supuesto, 

siempre es posible decir mñs o menos lo mismo con otros términos (corno lo vefo.:rnos en 

1.4 con respecto a las definiciones fregeanas y russelliano.s de los números); pero esto es 

sólo un cambio de lenguaje, y no la. supresión de ciertos elementos con valor cognoscitivo 

como lo supone In. propuesta de Field. En consecuencia, una reconstrucción de una teorla 

empírica materna.tiza.da como la. galilea.na. no podría omitir el aspecto matemático de la. 

:misma sin mutilarla en un aspecto que es importante para. la imagen del mundo que nos 

transmite. 

En segundo lugar. creo que no debemos ignorar que, de cualquier forma que eso sea. 

las predicciones de las disciplinas matcma.tiza.dn.s de hecho se cumplen en gran medida. en el 

mundo empírico: la na.ve espacial calculada matemáticamente en efecto llega. a. la luna; en 
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efecto 11e curnple que dos cuerpo~ se equilibran en una balanza. a distancias inversamente 

proporcionales a sus pesos. corno lo predice la teoría de Arquímedes (ver arriba inciso 

4.2); es cornprobable empíricamente que un cuerpo en caída. libre sobre la. tierra recorre 

en tiempos 11ucCl"livos iguales, distancian que están en la proporción de los números 1, 3, s. 
7 , .. como lo predice la. teoría de Galileo (ver arriba inciso 4.2); y, en fin, podemos ob.scrvu.r 

que en comunidades económicas como las examinada.s por Ada.rn Smith y Cournot, en 

general, el comporta.miento de Jos monopolios se ajusta a lo predicho por Cournot en 

Ja obra examinada (ver arriba inciso 4.2). Resulta difícil de pensar que las estructuras 

matemáticll.!I se apliquen al mundo empírico sólo porque casualmente coinciden con el 

comporta.minto de ciertos dominios empíricos. Actualmente podemos entender que se 

construyan estructuras arbitrarias que en el futuro por casualidad coincidan con ciertos 

dom.ini08 empíricos o que nunca coincidan; pero, es Aumamente improbable que Jos primeros 

hornbres que construyeron estructuras matemáticas lo hayan hecho sin pensar en cierta. 

utilidad práctica. Tomando eso en cuenta, concuerdo con autores como Frcchct, Putna.m y 

Kitcher en que una buena. forma de explicar por qué funcionan )a.."t matemáticas en el mundo 

empírico es proponiendo que en el origen de la.H disciplinn...<1 mn.temáticns tuvo que dar:se una 

.. aíntesis inductiva" o una "inducci6n cuasi-empírico." o cualquier cosa semejante mediante 

la cual se recogieron de n.Igún modo ciertos aspectos de lo empírico. De hecho, los ejemplos 

exai:n.inados de Arquímedes, Galileo y Cournot, a.sí como los mencionados de lrut teorías 

de probabilidades y de juegos, dnn un tratarniento matemático a un dominio empírico 

ju.stai:n.cnte a partir de encerrar en sus definiciones y axiomn."'I los rasgos que consideraron 

relevantes de sus respectivos dominios empíricos. Los tres primeros continuaron su discurso 

matemático en términos de sus propios dominios; de tal suerte que se confunde en ellos lo 

que es ti.sien. o economía, y lo que es propiamente matemáticas. ~tientra.s que ln.s teorías 

matemáticas de probabilidades y de juego, como lo seña.la Dorel, 

nacen de consld .. racione• muy almples, corno aquell&.11 que ... t:l.n •n la b ... del e•­
tudlo del Ju•co d., cara o crus, para d•sarroll&r- d"'•pu<f• Jo .. la ••r SU•C•pllbles 
d• aplicaciones en dominio• dond• inh~r'td•nen fendrn•no• muy cornpl•Jo•, corno lo• 
qu• e8tlldla Ja fT•lca moderna. Concepciones purarn•nle ab•tract .. se •DCuentr&n .,n 
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seculd• •pt•• p•r• I• deacrlpcidn dor íendmenaa en lo• Cu•le• •u• autare• no h•bCsn 

•Oñado Js.m"• (Doral !H~38] "'º'· lV, inc. 11). 

De cualquier forma, todos esos trabajos se aplican al mundo empírico, al parecer, justa­

mente porque surgieron intentando recoger algunos aspectos de lo empírico. 

En tercer !ugar, en cun.nto a las disciplinas mátcmá.ticas en sí, los trabajos de la 

teoría matemática de grupos y otros que continuaron en esa. línea como los Dourbaki y, 

mñ.s recientemente, los trabajos en la teoría <le catcgorías2 muestran que los resultados 

matemáticos, donde por 'resultados matemáticos' entiendo la totalidad de oraciones o 

ecuaciones n1atemética.s, pueden verse, en gran medida, como estructuras diversas que 

establecen relaciones dcterrninadns entre objetos arbitrarios. Esto nos induce a ver ln.s 

matemáticas sin objetos específicos; aunque con Ja posibilidad de que las relaciones entre 

objetos arbitrarios puedan aplicarse a objetos específicos interpretando dichos objetos en 

algún dominio que comparta esas relaciones. Esto, al parecer, le da la razón, al menos 

en parte, a quienes como Dedekind y Denacerra.f conciben las matemáticrui; sólo como un 

conjunto de estructura..~ no interpretadn11 en ningún dominio. No obHtantc, si los estoy 

interpretando correctamente, lo único que muestran los trabajos mencionados E'S que los 

"resultados" matemáticos pueden verse como estructuras diversas que pueden interpretarse 

en diversos dominios; pero no que las matcmáticrut sean s6lo eso. 

Por último, me parrce importante destacar que gran parte de los autores examina-

dos, así como la observación directa de I~ trabajos matemáticos, le conceden un papel 

insistentemente relevante a las dcfinicione!'I o, cuando menos, a la fijación de las relaciones 

entre los elementos considerados. Frege, por ejemplo, dedica gran parte de su esfuerzo a 

definir el número y, cuando considera. que lo ha logrado, pretende reconstruir lógicamente 

toda la aritmética a. partir de esa. definición. Cantor afirma, por su parte, que pnra. adniitir 

1067; y CategorietJ for the iVorking Mathernaticien d• s.und.ra M-.c L•n•, Sprlng:.r Verlag:, N.Y. 

Heldelb•rg, Berlin 
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nuevas entidades en matemáticas ba.sta con que "no tengan contradicciones internn.s y 

se establezcan relaciones definidas orga.nizn.da.s por medio de dcfiniciones"(Cantor {1883} 

inc. 8). Euclides comienza su Geornr:tr(a definiendo punto, línea, ángulo recto, etcétera. 

Para Hilbert, los axiomas son definiciones implícitas. Para Wittgenstein, las matemáticas 

se componen de igualdades, y las igualdades son definiciones de los símbolos empica.dos. 

Frechet sugiere que las .. síntesis inductivas" se traducen en axiomas y definiciones. Kitchcr 

recalca. la. importancia. de las estipulaciones en matemó.ticn.s. Galileo coniicnza el trabajo 

que exanlinamos arriba. definiendo el movimiento uniforme y el uniformemente acelera.do. 

En fin. Cournot ernpieza también por definir la riqueza como un paso que distingue su 

trabajo matemático de La Riqueza de la,., Nacione~ de Adam Smith. 

En resumen. comparto la idea de que las matemática._.;¡ forman parte de a)gún tipo de 

conoci.r:niento del mundo; me pare-ce unn. buena explicación para las predicciones matemá­

ticas la. hip6tc1:>is de que las disciplinas matemáticas recogen en sus elementos básicos algo 

de lo emplrico; acepto que las matcmá.ticn.s trabajan con estructuras y creo que uno de los 

rasgos peculiares de los trabajos matemáticos es que empiezan por definir las expresiones 

con las que exprese.n ln.s entidades con las que trabajan o, cuando menos, inician fijando 

las relaciones entre dichas cxprcsione!i. Ahora bien, para. completar un primer panorama 

de lo que, hasta. el momento, podemos decir de las matemática.~. exponc.lré a continuación 

lB.B posturas que me parecen inaceptables con respecto a ese asunto. 

Algunos empiristas, como ~till y Kitchcr, parecen sostener que }a.o;¡ matemáticas se 

diferencian de otra.s ciencias sólo porque tratan objetos diferentes. Sin embargo, los in­

tentos de definir ln...<1 mn.tcmáticns por su objeto de e~tudio se han VÍ8to sistemñtica.mcnte 

obsta.culizado!'I por el surgimiento de nuevos objetos o, si se prefiere, de nuevns entidades 

m.atemáticns. En esa línea, Aristóteles, por ejemplo, creía qt1c la matemática.. era la. ciencia 

de un aspecto de todos los entes lisicos: la cantidad; pero, hoy día, eso no es sostenible ya 

que en ese caso la matemática se limitaría al estudio de la relación "'mayor que", y cierta-
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mente estudia también muchas otras relaciones. La versión xn.á.s moderna de esa postura 

aer{a interpretar la visión estructuralista diciendo que las matemáticas estudian las rela­

ciones en general, o mejor aún, ln.s estructuras mismas, o si se prefiere, las categorías; en ese 

sentido .. las matemáticas serían la ciencia de las relaciones o, más bien, de las estructuras 

o categorías. Sin embargo, a.un cuando, como ya. lo he expresado, estemos de acuerdo que 

las matemáticas trabajan con relaciones formando estructuras o categorín.s, eso no implica 

que el objeto de estudio de las matemáticas sea, como sugiere Kitcher, las t:"structurns (o, 

si se prefiere, 18.ff categorías). Afirmn.r esto, significaría que las matemáticas se proponen 

encontrar las leyes que rigen las relaciones, las estructuras o las categorías mismas; lo cual, 

en todo caso, se aborda única.mente en las disciplinas matemáticas relativa.mente recientes 

que tratan de las estructura..-. y las categorías; pero, junto a elln.s, existen también muchas 

otras disciplinas matemáticas, como la aritmética misma, que surgieron y subsisten inde­

pendientemente de aquéllas. Podemos decir, hablando desde una mctD.lllatemática, que 

la aritmética puede verse como una eoi;tructura. formada de ciertos conjuntos y relaciones; 

pero, independientemente de esta considcrnci6n que pretende ... explicarY'I, en el sentido de 

Lakatos (ver arriba inciso 3.4), ln. naturaleza de la aritmética, ésta. nn.ci6 y se desarrolló 

ain recurrir a la. noción de "estructura."'. Afirmar que el objeto de la aritmética es cierta 

estructura. sólo porque In. n.ritméticn. mistnn. tiene csn. estructura, equivaldría a so!'!.tcncr que 

el objeto del juego de ajedrez, por ejemplo, es cierta estructura, sólo porque dicho juego 

tiene esn. estructura. 

Por otro lo.do, algunos pensadores, como Frege, Russell, Hilbert y de cierta forma 

tax:nbién la escuela estructuralistn. del grupo Dourbnki, piensan que la.s matemáticas son 

una ciencia completamente n.xiomn.tizablc; es decir, que podemos desprender todas sus 

oraciones de ciertos axioma.~. aunque sea de una formn arbórea desprendiendo nuevas 

ramas a pn.rtir de nuevos axiomas o leyes especiales. De cualquier forma, los trabajos de 

Gódcl que comentamos en el inciso 2.6 muestran que un sistema formal finitista no puede 

encerrar todas las verdades ni siquiera. aritméticas. Lo cual le da la razón a pensadores 
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conio Wittgenstein y Putna.m que sostienen que para comprender la matemática no basta. 

con ordenarla axiomática.mente; sino que hay que ver, también, c6mo se usan los axiomas 

y en general las matemáticas (según \Vittgenstcin}; o cómo es que surgen y se desarrollan 

las diferentes disciplinas matemáticas (según Putnam). Lo cierto es que, como ve{a.rnos 

en 2.6, las matemática..Oj son algo más de lo que puede recoger cualquier reconstrucción 

axiomática. que se haga de ellas. 

En conclusión, si las matemáticas nos proporcionan cierto conocimiento, al parecer 

recogiendo algunos aspectos del mundo (lo que les permite realizar predicciones) y, por 

otro lado, si no tienen un objeto específico de estudio, ni se desprenden de cualquier 

nú.tnero finito de enunciados, me parece que podríamos ver ln.s matemáticas, más bien, 

como un Tnétodo de conocimiento mediante el cual se pueden abordar diversos objetos. 

Por otra parte, si los resultados matemáticos pueden verse como estructuras que pueden 

interpretarse en diversos dominios, tal vez, podemos considerar dichas estructura..Oj como 

imágenes idealizada.._Oj de esos dominios n la. manera como lo sugieren Platón, Frcchet y 

Kitcher. Por último, si las matemáticas definen sus términos como, al parecer, una parte 

sustancial de su quehacer, pienso que podemos ver las rnatemática.s como un método de 

abordar diferentes dominios que consiste en constn1ir estructurft.8 que puedt"n ver!'fe como 

llnágene!ll idealizadas de esos dominios y po..rn. lo cual define los términos con los que arma 

dichas estructura.s. Así pues, en base a todo esto y tomando como guía los análisis que 

resumí al final de 4.2, en la presente indagación sobre el número, estoy entendiendo por 

'i:n.a.temá.ticas', o más bien, por 'matemático' un mitodo de conocimiento mediante el cual 

se conBtruyen imágenes iden.Iizada.s de diversos dominios empíricos, racionales o, incluso, 

m.atemáticos y que consiste, al menos, en los siguientes pasos: 1) aisla los elementos que se 

consideran básicos del dominio; 2) define esos elementos, por supuesto, mediante elementos 

conocidos o fija, en calidad de axiomas, las relaciones encontradas entre dichos elementos; 

3) reconstruye idealmente el dominio única.mente en términos de los elementos previamente 

definidos o fijados; 4) lo construido se desarrolla lógicamente y puede relacionarse con otras 
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construcciones anteriores; 5) sus elementos, conjuntamente con otros elementos simiJares, 

pueden ser objeto de una. nueva. construcción del mismo tipo (cuando se ha.ce matemática 

de Ia. :matemática., por ejemplo, en la teoría de grupos que estudia. ciertas ca.ra.ctcrística..s 

comunes a. varias álgebras); y 6) Ja. descripción que se hace de los elementos aislados en el 

paso 1 se puede ver como un sistema abstracto de condiciones que pueden ser satisfechas 

no sólo por esos elementos, sino también por otros semejantes a ellos en tanto que cumplen 

esas condiciones. 

En eBC sentido, los trabajos de Arquímedes, Galileo y Cournot que analiza.:tnos en el in­

ciso 4.2 son ejemplos de tratamientos matemáticos de ciertos dominios empíricos; la lógica. 

matemática y cierto tipo de filosofia3 , como lo sugerí en el inciso 2.6, serían ottlemplos de 

trat1UDientoe matemáticos de ciertos dominios racionales; las reconstrucciones formales de 

las matemáticas mismas, tal como las expuse en el inciso 2.6, serín.n ejemplos de tratam.ien-

tos matemáticos de doni.inios matcmáticod que incluyen las oraciones matemáticas y sus 

transformaciones; y los trabajos matemáticos sobre los grupos, estructuras y categorías, in­

cluídos también trabajos como los de Dourbaki, serían, dentro de esa perspectiva, ejemplos 

de tratai:n.ientos matemáticos de los .. resultados" matemá.ticoM. 

Viendo a.sí las cosas, la diferencia entre los trabajos de, por ejemplo, Cournot y Adam 

Suüth, que abordan un mismo dominio y comparten varios supuestos, sería que Coumot 

empieza definiendo sus térnUnos y a partir de sus definicionCB obtiene lógicamente sus con­

clusiones, mientras que Adam Smith no define sus términos como base de su n.nó.lisis. El 

resultado de ambos trabajos se refleja en que la imagen del mundo económico que resulta. 

3 Por ejemplo, pi.,n•o qu" e•e e• el ca•o de la Concepción E•lrucLurali•la de la Ciencia e•pu .. ta con 

b .... tante claridad en The Strueturalüt View o/ Theorie8. A Poll~ible Analogue o/ the Dourbalci 

Prograrnrne in Phy8ical Seienee de Wolrsanl[ Stesmliler, Springer-Verlag. Derlin 11 .. idelberc. unv, •n 

Mouline• [198~J y~ recientemente en An Architeetoniºc Jor Science de W. Dal•er, U. Moulln1n y J. 

Sn-d, Reidel Publiehlng Company, Dordrecht, 1987 
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de usar un rnétodo matemático o no rnatemático es diferente, en tanto que, por ejemplo, la 

imagen que presentó Cournot es un lhnite bien definido al que tiende la sociedad económica 

que estudió; mientra.s que la imagen que presentó Ada.m Smith en la Riqueza de la./J .Na­

cione.s es menos precisa en sus contornos. De cualquier forma, ambas son irnagencs que 

nos sugieren ver de cierta forma determinadas sociedades econó:aúcas: una presentándonos 

su esqueleto, por decirlo de algún modo y la otra, comentándonos algunos aspcc!tos im­

portantes de su comportamiento. ¿Hasta qué punto es preferible tener el esqueleto, o lo 

otro? Yo diría que ambas imagcnes pueden complementarse para darnos una idea más 

exacta del dominio en cuestión, como lo sugerí al final de 2.6. Las limitaciones de los sis­

temas formales nos dan una idea de que, en general, a los esqueletos siempre se les escapa 

algo; y eso tendría que abordarse sin recurrir a otro esqueleto, es decir, por un método no 

matemático. 

4 .. 4 En ese contexto, ¿qué podrían ser los números'? 

Los matemáticos profesionales generalmente sólo aceptan sobre los números lo que dice 

la aritmética: es decir, que la suma de ellos es conmutativa, asociativa, etcétera. Es­

tos matemáticos ordinariamente trabajan con los números combinándolos entre citos o con 

otras entidades matemáticas como los puntos, descubriendo nuevos núrneros y encontrando 

regularidades en su comportamiento. Si le preguntamos n. uno de estos matemllticos qué 

son los números, seguramente nos contestará que son todos aquellas entidades matemáticas 

que tienen las propiedades que ha..~tn. ahora se les conocen. No obstante esta caracterización 

es incompleta porque siempre pueden surgir, y de hecho han surgido, nuevos números que 

pueden modificar nuestra actual manera de ver los números (ver arriba 2.2). As{ pues, al 

parecer, dichos matemáticos no pueden decir, con 5\UI recursos, qué son los números en 

genern.1. Por otro lado, Jos que han intenta.do reconstruir la aritmética se sitúan en un 

nivel meta.m.a.temático y construyen, según vimos en 2.6 y 4.3, una imagen ideal de los 

nÚJ:ncros aritméticos tratando de .. explicar" su naturaleza y. en ese sentido, son refutables 
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corno lo sostiene Ln.katos4 • Tal como dice \.Vittgenstcin, de hecho podemos tener múltiples 

imágenes de un mismo objeto. Si estas imágenes realmente retratan el objeto que pre­

tenden, diferirán, tal vez, sólo en los recursos que utilizn.n, o bien, también en los elemen­

tos del objeto que recogen. Viendo así las cosas, como yn. lo hemos sugerido, 1.as imágenes 

que construyeron Dedckind y Pcano (utilizando sistemas conceptuales diferentes) recogen 

de los números aritméticoMo sólo su aspecto estructural. El exito, aunque relativo, de las 

reconstrucciones de Dcdckind y Peana hace pensar que en efecto lo números con los que 

trabajan los matemáticos pueden verse, en cierto sentido, como elementos de determinadas 

estructuras abstro..cta.s; o con olra.:i palabras, que dichos números tiene una estructura. No 

obstante~ aun cuando esas y otras reconstrucciones muestren que los números aritméticos 

tienen una estructura, eso no implica que dichos números 3ean sólo eso: lo único que 

muestran es que pueden ver3e~ en cierto sentido, como tal cosa. 

La siguiente cuestión es preguntarnos si se hn.n dado mejores retratos que otros; es 

decir, l!IÍ algunos han recogido más elementos que corresponden a los números aritméticos. 

Ciertamente, las imúgenes que construyeron Dedckincl y Peana recogen gran parte de lo 

que son los números aritméticos: su n...<Jpecto estructural; pero ¿es eso todo lo que podemos 

decir de los números aritméticos? En los inciso~ 2.2 y 2.5 presenté algunos n.rgumcntos 

adiciono.les a los de Frege y Russell para npoyn.r ln. idea de que, en efecto, hn.y algo má..~ que 

lo puramente estructurn.1 en los números aritméticos. Ahora podría añadir otro argumento: 

aceptando ln concepción de ln..<J mntem¡"Í.tica.R que propu!'limos en 4.3. aun cuando aceptemos 

que los números. al ser un resultado del método matemático, confonnan algo que puede 

4 Un contraejemplo de la aritm<Etica no pu<'d"' r•futar una ima(en id.,al d<' 4'•ta 0 porqu"' la imagrn r• un 

r.,trato ldealiaadu al que ronoflament"' • ., le .,•capan .. 1 .. mrnto• d• la aritmlti.::a. Raill Oray•n me •U11t:irl6 lo 

qu• me pare.::e una bu .. na •olucidn al re•pecto. T•l como •uc .. dr 0 pni- .. jemplo con la• lry .. • d,.. la balanaa d.,. 

Arqu(med .. e o con la• pr•dlccion.,.• ... mp(rica• del movimiento de Galih•o. puede prnaal"9e "'" una difer .. ncla 

tolerable entre qn dominio y •u imA.g.,n Ideal. O• e•& fnnna, podrla pr.,ciaarae u.na diferencia tol•rable 

antre la arhm4tlca y una recon•truccldn &:1<iom•tlca de la ml•ma. 
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verse como una estructura, si los reducimos a eso, se nos está escapando la circunstancia de 

que esa estructura es una imagen de algo; eso sería como ya lo sugerimos en 3.1 pretender 

que el retrato de unn. persona puede explicarse cabalmente analizando sólo los colores, los 

contrastes, la belleza y la. armonía. olvidando que intenta retratar a alguien. Sin embargo, 

un retrato mientras sea má.--'i esquemático tiene mayor posibilidad de retratar otras cosas 

parecidas a la..s originalmente propuestas. Tal es el ca.so de la estructura abstracta de 

la aritmética que, aun aceptando que originalmente se había propuesto para. idealizar 

determinado dominio empírico, puede, sin embargo. retratar también otros dorninios no 

previstos originalmente. De cualquier forma, esto no implica que debamos ignorar que 

pretende retratar algo. Una pintura es, ante todo, una pintura de algo. 

Los reconstructorcs de la aritmética como Dcdekind y Pea.no intentan, como lo mcn­

cionainos en 2.2, dar una caracterización general de los números. Pero los resultados del 

trabajo de GOdel, como lo veíamos en 2.6. nos permiten afirmar que ninguna enumeración 

finita de la..s propiedades de los números es suficiente para contener toda. la aritmética.; y. 

por consiguiente, que en particular ha.y nlgo más que las caracterizaciones de Dedckind y 

Peano no recogen. Pero ¿qué es aquello que estas caracterizaciones no recogen? A ciencia 

cierta, por el mismo resulta.do de GOdcl, resulta imposible contc!'ltar a eso de una. manera 

completa.. Lns imágenes construída.s por Frege, Russell, \Vittgenstein, Frechct y Kitcher, 

como lo vimos en los capítulos anteriores, "'hablan .. de algo má.H que lo purarncnte e~­

tructurn.l con respecto a los números aritméticos. Frege y Russell, por ejemplo, intentan 

recoger dos ideas generalmente aceptada.H: a) que los matemáticos ven los números como 

objetos específicos cuando afirman, por <>jemplo, que el 2 tiene tal propiedad; y b) que el 

uso extra.matemático de los números los relaciona. estrechamente con ciertos conieeptos; por 

ejemplo, sostienen que al hablar de estos 2 cnbnllo-. se está vinculado l'I 2 cspccifiien.mcnte 

con el concepto "'- es un caballo que c_stá aquí". Por su parte, \.Vittgestein, Frechet y 

Kitchcr, tomando en cuenta. las aplicaciones empíricas de los números, intentan recoger en 

sUll imágenes el fenómeno que ga.ru.ntizn. que las leyes aritméticas se cumplen también en 
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el mundo emp[rico (como lo muestran. por ejemplo, los trabajos de Arqufmedes Y Galileo 

vistos en 4.2). De ahí que ellos construyan imágenes de los números aritméticos que los 

presentan a éstos, a su vez, como imágenes idealizadas de algo empírico o vinculado con lo 

emp[rico. As( pues, aun cuando no podamos dar una definici6n completa de los números 

aritméticos, lo que sí podemos afirmar es que el término 'número'. tal como lo usan los 

matemáticos, los que vinculan los números con los conceptos y los que aplican las leyes 

de los números a lo empírico, tiene también los usos que recogen las imágenes construídas 

por Frege, Russell, \Vittgestein, Frechet y Kitcher. 

Ahora bien, según lo expuesto en el inciso anterior, entendemos las matemáticas como 

un método de conocimiento que construye imágenes abstractas de ciertos dominios y que 

al ser abstracta.."I pueden también representar otros dominios. As( pues, lo matemático, o 

bien, es parte del método mismo, o bien, es una imagen que ha resultado de la aplicación 

del método. Por otro In.do, como dice \.Vittgcnstein y lo confirma la matemática actual, 

··-"'los números no son fundamentales pn.rn. la matemática .. (\Vittgenstein i1967J ver. 70G). 

Tomando esto en cuenta, los números de los que habla In aritmética no pueden formar 

parte del método matemático y tendrán que ser, más bien, un resultado de la. aplicación de 

dicho método. Pero, si los números aritméticos son un resultado del método rnn.temú.tico, 

entonces tendrá que hu.her n.l~o extrn..rnnternú.tico sobre lo cual tuvo que haber sido aplicado 

el método. El resultado de una mn.temn.tización es una imagen ideal del dominio Kobre el 

cual se ha aplicado el método matemático; y por lo cual, los núrneros aritméticos tendrían 

que ser vistos como irnágcncs ideales <le ciertos .. números" no mntcrnáticos. 

As( pues, si los matemáticos !iC refieren con 'número' (al decir, por ejemplo, que 

-V2" es un número irracional) a algo que intentan representar los reconstructorcs de la 

aritmética mediante lo que ellos se refieren con 'número' (al decir, por ejemplo, que un 

número es la extensi6n de un concepto), entonces podemos decir que dichos referentes 

no son lo mismo ya que se está. hablando de "números"' de dos niveles: los números 
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aritméticos que están en un nivel x de abstracción. y Ja.e¡ rccon.."'ltr .tcciones de ellos que 

estarían en un nivel de abstracción x + 1. Por otro lado. los que representan los fenómenos 

empíricos mediante números aritméticos están usando "número• de una forma diferente a 

los matemáticos. Para. entender a qué se refiere el •3• de la expr~sión •estos 3 caballos•. 

recordemos que "estos 3 caballos• es equivalente a la expresión •esto es un trío de caballos'; 

y decir .. un trio de caballos" es lo mismo que afirmar que algo empírico (estos caballos) que 

ha. sido previamente conccptualizado con el concepto "- CA un caballo" c>ntra dentro de la 

clasificación de .. _ C'S un trio"; o, con otras palabra..H, se está afirmando que n)go cmpírico­

conceptual entra dentro de cierta clasificnci6n; en nuestro ejemplo, la clasificación e~ en 

tríos y no tríos. Si el w3" fuera el 3 de la aritmética, las expresiones 'estos 3 caballos' y 'este 

trío de caballos' no serían equivalentes; ya que la primera refiere a algo en términos del 3 

matemático, mientras que la. segunda refiere a algo en términos de un trío; y no podemos 

decir que 3 = trío, ya que el 3 es único y los tríos pueden ser muchos; tampoco podríamos 

decir que 3 = "- es un trío". ya que el 3 no es una clasificación porque nada en.e bajo él 

y, además, Ja.e¡ cln.sifica.cioncs no tienen criterios <le identidad clara.mente definidos como 

lo tiene el 3 aritmético. Aunque, por otra parte, el 3 aritmético puede verse como una 

idea.llza.ción de la clasificación en tríos. ya que el comporta.miento matemático del 3 retrata 

idea.lizadD.lllente el comporta.miento <le las clasificaciones en tríos, pnres, etcétera; por 

ejemplo, podemos obtener la clasificación .. _ es un quinteto'"' a partir de ln.s clasificacioneti 

.. _ es un trio"" y .. _ es un par,.., y, rnnternáticamente, 3 -+- 2 = 5. De tal suerte que, a 

pesar de que ciertn.ni.ente hay una fuerte vinculación entre .. _ es un trio" y el 3 de la 

aritmética, hay también una diferencia. Por consiguiente. habrá que distinguir d referente 

de •3• en In. expresión matemática •3 + 2 = s• y el referente de •3• en In. expresión •- estos 

3 caballos'. Siguiendo a Frechet, Kitcher y \Vittgcnstein y según, también, I& concepción 

de la aritmética que he propuesto aquí, los números aritméticos serían una idealización 

de algo que podrfll.lnos llrunar "números primitivos". Así pues, si los números aritméticos 

están en un nivel de abstracción x, las cla..<Jificaciones con respecto a Jos cuales ellos pueden 
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verse como idealizaciones estarán en un nivel de abstracción x - l. 

Esta manera de ver la.s matemáticas y los números aritméticos posibilita plantear Ja 

hip6tcsis que principalmente quisiera defender aquí: gran parte de la confusión que pudimos 

apreciar en los autores examinados acerca de la naturaleza de los números se debe n. que se 

ha estado usando el mismo término •número' básicamente para referirse a tres entidades 

diferentes, aunque vinculadas: a) para referirse a los "números .. que llamaremos de primer 

nivel y que están en un grado de abstracci6n con respecto a las matemá.ticn...<i: de x - 1; 

b) para referirse a los números aritméticos que llan1arcn1os de segundo nivel y que están 

en un grado de abstracción %; y e) para referirse a las reconstrucciones de lm~ números 

a.ritmétic:::os que llanin.rcmos de tercer nivel y que están en un grado de abstracción con 

respecto a llUI matemáticas de x + L 

Ahora bien, ¿qué podernos decir sobre los núrneros de esos tres niveles de acuerdo 

a.] uso que les han dado los autores axn.rninados? Por supuesto, habr:ri que advertir que 

no intentaré definir aquí los números del primer nivel, ya r¡uc, según mi propuesta, la 

aritmética. se encarga de ello; tampoco intento definir los número~ del segundo nivel, ya 

que no pretendo hacer matemática de la matem6.ti<:a: con ello sólo eren.ría números del 

tercer nivel, como lo lineen la.s reconstrucciones de lu. nritrnéticn. Lo único que intentaré 

será. aclarar y precisar un poco m;í.s a qué cosas podemos decir que se están refiriendo los 

que hemos dicho que hablan de los números de los tres nivc!Ps apuntados. 

De n.cuerdo n. lo anterior, ¿qué podemos n.finnar de los números de priITif!r nivel? 

prh:ner lugar, que pueden verse como cl.asificacionc~; en segundo lugar, por reflexiones 

como las de Frege, Russell y lus que hemos hecho aquí mismo, podemos decir que~ a 

l!!JU vez, están asociados fuertemente a ciertn.s cla.sificnciones previas; y, en tercer lugar, 

podemot1 decir que los nú.tneros aritméticos son una representación esquemátic:a de ellas 

que debe recoger gran parte de lo que son, en tanto que permiten hacer predicciones como 

laa de Arquímedes y Galileo. En base a eso, con~idero que podemos ver estos nlÍmeros 
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corno clasificaciones de segunda instancia o reclasificaciones, es decir, como cla.!iificaciones 

secunda.ria.s formadas a partir de, o usando, c:lasificacioncs primitivas. En esos términos, 

un sistema clasificatorio primitivo podemos decir que divide los objetos, por ejemplo, en 

animales, minerales, etcétera, o en verdes, rojos, etcétera. ?l.fi propuesta, que creo es 

cercana. en este punto a la de Russcll, es que los ntímeros de primer nivel dividen Jos objetos 

en tríos, pares, cte. y para lo cual, necesariamente se montan sobre una clasificación previa, 

ya que un trío, por ejemplo, es siempre el trío de algo, <"S decir de aniinaJes, minerales, o lo 

que sea. En ese sentido, el ... tres"' de primer nivel, por ejemplo, sería In. cJa...¡ificu.ción bajo la 

cual caen todos los tríos, y un trío de hombres, por ejemplo, es algo empírico que ha sufrido 

una primera clasificación. De igual forma, el .. dos ... de primer nivel sería la clasificación 

bajo la cual ca.en todos l<>R paree; w3/5"' de primer nivel sería la clasificación bajo la cual 

caen todas las tres quintas partes de lo que sea; .. ,,.. .. de prirner nivel sería la clasificación 

bajo la cual cae todo aquello que podamos representar por el 3.1415 ... de segundo nivel. 

etcétera. 

Considero que los números de primer nivel son los que Russell describe al decir: .. Es 

claro que concebir los números es una manera de agrupar ... Podemos suponer a todos los 

pares en un grupo, a todos los tríos en otro y ns{ succsivn.mente"'(Russell [HHD] cap. 2, p. 

14). De esa forma, los números de primer nivel, recogen la idea de Frege de que los nl1mcros 

están siempre asociados a. los conceptos. De hecho, según mi sugerencia, los números de 

primer nivel serían clasificaciones formada.o¡ a partir de ciertos conceptos (o cln.sificncioncs 

previas) a los que, por consiguiente, estarían fuertemente a.saciada..~; de cualquier forma. 

Para Frege, el número del concepto .. dedos de una mano" es la extensión de un concepto 

F bajo el cual cae todo concepto, incluído ... dedos de una mano", tal que lo!J objetos que 

caigan bajo él puedan ponerse en correspondt?ncia biunívoca. con los objetos que caigan 

bajo "'dedos de una mano"'; mientras que yo sugiero que vca.xnos el ntimero de primer 

nivel correspondiente como la clasificación .. cinco" bajo la cual caen todos los quintetos, 

es decir, las extensiones de los conceptos que agrupa el núrnero frcgcu.no, o la.s clases que 
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agrupa la clase de clases russclliana correspondiente. En esos términos, como deCÍalllos 

anteriormente, después de dividir el mundo en animales y vegetales, etcétera, podemos 

pensar que los números de primer nivel reclasifican el mundo en tríos, pares, etcétera. 

Por otro lado, IL~Í como hay disciplinas que estudian con diferentes métodos los mine­

rales o los vegetales, etcétera, la aritmética seria el estudio matr:rndtico de los tríos, pares, 

etcétera. Y como, al menos, gran parte del mundo puede ser reordenado bajo el sistema 

clasificatorio de los número~. podemos decir que las leyes de la aritmética en realidad hablan 

del mundo visto a través de la.s clasificaciones numéricas. De hecho, la eficiencia de las 

predicciones aritméticas no!'f. hace pensar que las leyes de los números matemáticos reflejan 

aunque sea de forma ideal las relaciones entre esas reclasificaciones que serían los números 

de primer nivel. Por ejemplo, se cumplen empírica.mente las regularidades nú1nericas que 

obtuvieron matemática.mente Arquímedes y Galileo, y ambos rccla.sifico.ron sus dominios 

__ de estudio en términos numéricos de primer nivel; ya que en vez de estudiar la gravedad y 

el movimiento en tanto que se trataba de piedras o de animales o de cualquier otra forma, 

estudiaron la pesadez y los cambios de lugar sólo en tanto que eran unidn.dCff, pares, tríos, 

etcétera; es decir, en tanto que uno era el doble, el triple o la mitad de otro. Además, 

ellos aplicaron también las leyes generales que enuncia. ln. aritmética a las relaciones entre 

las clasificaciones numéricas particulares con las que trabaja.ron; y esto sólo es posible si 

la aritmética enuncia. leyes que, aunque sen. de forma ideal, valen para las clasificaciones 

de tíos, pares, cte. y, por consiguiente, pn..ra lOR trio o los pares de pesos, tiempos, o 

velocidades con los que ellos trabajaron. 

Los núincros del segundo nivel serian los números de los que hnbln. la aritmética: 

los naturales, los primos, los irracionales, los transfinitos, etcétera. \Vittgenstcin, ni de­

cir que los números son figura:J, Frechet, al decir que los números son repre:Jentacione:J 

eaquemdticaa y Kitcher, al decir que son operaciones de un agente ideal, se refieren al se­

gundo nivel y hacen alusión a que hay algo en el primer nivel. Así pues, en ese sentido, 
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podernos ver los númerOB de segundo nivel como figuras o representaciones csquernñ.tica.s de 

las reagrupaciones númerica.s que hemos llamado números de primer nivel. Aunque. como 

ya lo mencionamos, los números de segundo nivel podrían ser figuras también de otros 

dominiOft no previstos en el uso que se ha.ce de ellos actualmente en el lenguaje ordinario 

y cicntUlco. 

No obstante, al parecer en contra. de C!'lta. visión de los números aritméticos, sabemos 

que al menos algunos números aritméticos no tuvieron un origen extra.matemático, sino 

que rná.s bien, hasta. donde se puede constatar, !§urgieron de necesidades internas de la 

aritmética al trabajar con los números aritméticos ya dados. Este es el caso, por ejemplo, 

de los números fraccionarios que, al parecer. surgieron como una extensi6n de la operación 

de diviBión entre los enteros. Sin embargo, esto también podríamos explicarlo desde la 

perspectiva propuesta haciendo ver que una caracterCstica. muy peculiar de las clasifica­

ciones numéricn.s {es decir, los números de primer nivel) es que podemos obtener una de 

esas clasificaciones, no sólo usando conceptos no-numéricos previoR como mencionamos 

_ anteriormente, sino también a partir de otras clasificaciones númcrica..s ya dados. Y a.si, 

a partir, por ejemplo, de la clasificación que agrupa a los tríos y la que que agrupa a los 

pares, se puede obtener la clasificación que agrupa a los quintetos aun cun.ndo nunca se 

haya observa.do un quinteto, si previamente se había observado que un cuarteto es la unión 

de un trío y una unidad, y que un par es la unión de dos unidades. De esa forma la. clasifi­

cación .. cinco., puede surgir no sólo como una fortnn. de agrupar qu¡ntetos observndos, sino 

también porque se observó que ln.s unidades, pares, tríos y cuartetos son entidades que 

pueden obtenerse unas a partir de otras. 

Si vemos los números de segundo nivel como figuras de las cln.sificnciones núi:nerica.s, 

la.s operaciones aritméticas estarían recogiendo idealmente ese tipo particular de relaciones 

entre las reagrupaciones que son los números de primer nivel. Por supuesto, los números 

del segundo nivel, que son de los que hablan los matemáticos, son~ como diría Platón, pro-
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totipos perfectos; y las clasificaciones que permiten agrupar tríos o pares reales se parecen 

a ellos sólo imperfectamente. Dos clasificaciones son siempre algo más que una; sin olvidar 

que las clasificaciones. por tener cierto caraéter intensional, no tienen criterios de identidad 

bien definidos. Además, si tengo un quinteto de lo que sea. será. seguramente diferente que 

tener un par y un trío; ya que podemos admitir, sin mucha dificultad. que todos los quin­

tetos tienen caractcrística..."I especiales que no tienen ni los pa.res ni los tríos. De cualquier 

forma, si uniendo un pa.r y un trío obtenemos siempre un quinteto, independientemente 

de la.s ca.ra.cterfstica.s de Jos pares, trfos o quintetos tomados individual o colectivamente, 

podemos aislar esa propiedad y definir el 5 como igual a 2 + 3. Al estudio matemático 

de las c:Ia.sificacioncs numéricas es a lo que llan1amos aritmética; y, según la postura que 

adoptarnos, el estudio matemático de lo que sea se cara.eteriza, entre otras cOAas, por tra.-

bajar con definiciones sacando conclusiones a partir de lo previamente definido. Así pues, 

aritmética.mente 2 + 3 pueden ser igual por definición a S; aun cuando un par y un trío 

no sean estrictamente igual a un quinteto y, por consiguiente, la cla.sificaci6n "'dos" y la 

clasificación .. tres'", en rigor, sean diferentes a la clasificación .. cinco". Así pues. si las 

relaciones entre las clasificaciones númericas, mediante las cuales una.a se pueden obtener 

a partir de otras, se definen corno operaciones que por definición valen para todos los 

números (con algunas excpcioncs como la división entre O), el surgimiento de, al menos, 

algunos de los números nuevos que nacieron por necesidadc.-s intenias de lLL."l matemáticas, 

y no pn.ra representar originalmente ciertos clasificaciones nú.mericas, pueden explicarse 

desde la perspectiva. propuesta como un resultado de las definiciones adoptadas. 

Los números de tercer nivel serían figuras de }a.,_"1 figuras aritméticas. Alguna."! de ellas 

incluirían rná.."I o menos elementos lógicos que otrn..s y eso las ha.ría rnás o menos formales. 

Las figuras, o reconstrucciones de la aritmética, que pretenden recoger no sólo los re-

sultados matemáticos, sino tn.r:nbién Jos encadenamientos que establecen los matemáticos 

entre sus oraciones, son las que se llaman figuras formalizadas e intentan definir todos 

esos recursos de los que se valen los rnatcmáticDH; y las figuras, o reconstrucciones, que 
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no pretenden definirlo todo, particulartnente los métodos de inferencia, se denominan más 

o menoa informales. El acento estaría, creo, en qué es aquello que definen y qué tanto 

dejan sin definir. En ese sentido, por ejemplo, Dedekind, Pea.no y la escuela estructura.­

lista presentan imágenes de tercer nivel que intentan recoger los números como re.,ultado_., 

matemáticos, es decir, en su aspecto estructural; la aritmética de :r..Hll, sugerida por Kitcher, 

presenta una imagen de tercer nivel similar a las de Dedekind y Pea.no, pero que además 

pretende recoger las aplicaciones cmpíricn.s de los números; Hilbert y los formnlistn..o¡ pre­

sentan imágenes de tercer nivel que intentan recoger no s6lo la estructura de los números 

matemáticos, sino también la lógica. que llevan implícitos los razonamientos aritméticos; 

y Frege y Russell presentan imágenes como las de Hilbert, pero con las cuales intentan 

recoger, además, el uso de Jos números matemáticos en el lenguaje ordinario al insistir en 

que los números están siempre ligados a los conceptos De cualquier forma, las diferentes 

figuras de los números aritméticos que han dado los autores que exlllllinn.rnos pretenden 

definir dichos números, obvia.mente, en base a ciertos términos previamente definidos o 

aclara.dos. As[, Frege, por ejemplo, los define como ezten.'Jione.'J de ciertos conceptos; Can­

tor, como ab.'Jtraccionea obtenidn.s a partir de los conjuntos; Dedekind, como eot"tadura.'J 

o lugares en una serie, y Kitchcr como manipulacione.7 ideaJe_., eon objeto_.,. A partir de 

esas definiciones, y por supuesto de ciertas reglas de inferencia más o menos explícitn.s, 

construyen una representación esquemática. de la aritmética.. 

En muchas interpretaciones de ese trabajo, por ejemplo en el artículo de Denncerraf 

que a.nalizn.mos en el inciso 2.5, se a.firma que las reconstrucciones sólo da.n una semántica 

o interpretación adecuada para ln. aritmética. Sin embargo, esto sería. cierto tínicn.mente 

si vemos la aritmética sólo corno unn. estructura. Ciertamente la. aritmética forma una 

estructura; como también la forma una reconstrucción de la. aritmética. ya que, según mi 

propuesta., igualmente utiliza el método matemático. Por otro la.do, ambas estructuras 

deben ser isomorfas para. que una. de ellas sea figura de In. otra; pero ¿qué decide que una 

sea la. figura de la otra? Según mi propuesta, el hecho que esté idcn.liza.ndo elementos de 
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la otra introduciendo definiciones implfcitn.s o explícitas en un plan explicativo, como lo 

sugiere La.katos y como, de hcc:ho, hemos visto que lo hacen las reco119trucciones de Frege, 

Ruasell y Dedekind. 

Para terminar, s61o quisiera recalcar que la distinción conceptual que propongo puede 

ayudar a. desbaratar los problemas que surgen del uso poco preciso del término ~número' 

ubicando )n.s diferentes afirmaciones acerca de los números y permitiendo fijar, as{, sus 

Umites y alcances; y, para lo cual, únicainante habría que empezar por especificar de qué 

números se está hablando: de los números del primero, segundo o tercer nivel. En ese 

sentido, podemos decir que todos los autores examinados aquí tienen razón, ni menos en 

parte. Por ejemplo, si entendemos la. afirmación de Dedckind, de que los números son s61o 

lugares en una serie, como una afirmación de tercer nivel, que intenta recoger los números 

aritméticos sólo en tanto que re:tultado:1 matemáticos tomados en abstracto, podernos es-

tar de acuerdo con él. Jgualrnentc, estaremos de acuerdo con Frege cuando dice que los 

números Ron extensiones que agrupan conceptos, si esto lo entendemos corno describiendo 

- -'"iiúmeros del tercer nivel que intentn.n recoger los números aritméticos tal como se compor-

tan en el manejo matemático de lol'I mismos y en su reln.ción con los conceptos en general. 

Tam.bién e!'!ltaremos de acuerdo con los matemáticos que no reconocen en los números sino 

sus propiedades aritmética.H, si comprendemos que se refieren sólo a los números de segundo 

nivel. Y 1 en fin, si cuando Arquímedes y Galileo hablan de 18.!I longitudes, pesos, distan-

cin.s, tiempos y velocidades en términos de los números matemáticos <lel segundo nivel lo 

entendemos como haciendo allliliÓn a cierto aspecto de los números de primer nivel que 

es representable por las figura:t o repre:tentacione:1 e:tquemática.3 del segundo nivel, pode-

mos estar de a.cuerdo con ellos. En resumen, si accptan1os dicha distinción conceptual, 

entenderemos las afirmaciones sobre los númcroH como afirmaciones sobre los números de 

primer, segundo o tercer nivel que he descrito. Eso ubicará. los lírrútcs y alcances de esas 

n.fin:nac.ioncs, y permitirá entender mejor sus diferencias. No obstante, para establecer 

definitivamente esa distinción conccp;ual, además de las justificaciones teóricas que he 

172 



presentado aqu(, se necesita.ría, por aupuesto. explorar rná.s ampliamente en la práctica las 

ventajas de au uso. Esto. sin embargo, rebasa r.::iis fuerzas y es más bien una tarea que le 

corresponde a los matemáticos, a los reconstructorcs de la aritmética y a loa científicos que 

aplican los números a los objetos que conforman los hechos del mundo. Quede, pues, el 

presente trabajo sólo como la propuesta de ciertas ventajas y cierta viabilidad de establecer 

la IDencionada distinción conceptual. 
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CONCLUSIONES 

Aparentemente los diferentes especialistas que han hecho n.firmo.cioncs acerca de los nú­

meros se refieren a lo mismo y sólo difieren en 1a.s características que le atribuyen. Sin 

embargo, la conclusi6n más importante del análisis que he realizado aquí es que en realidad 

pueden distinguirse tres tipos de entidades diferentes, aunque estrechamente vinculados, 

a los que se han estado refiriendo con el mismo término •número'. Lo que parecía una 

diferencia únicamente de sentidos en las afirmaciones sobre los números, resultó, también, 

una. diferencia de referentes. 

Los especialistas que hablan sobre los númcrc>!" son bñ.sicnmcntc científicos, matemá­

ticos y filósofos. Los científicos describen algunos hechos del mundo con afirmaciones que 

involucran números aparentemente aritméticos; por ejemplo. en la. teoría galileann. que 

analizamos en 4.2, se afirma que los cuerpos en caída libre recorren en los intervalos de 

tiempo 1, 2, 3, etcétera, espacios que están en la proporción l. 3, 5, etcétera; y, aun 

cuando ésta. sea una afirmación sobre lo cmpÍrico, los números mencionados se comportan. 

al nienos, aproximadamente igual que los números de la. aritmética. Por otro lado, los 

matemáticos describen propiedades de los números de la aritmética nl afirmar, por ejemplo, 

que 2 + 3 = 3 + 2. Por último, los filósofos han tratado de dar una caracterización 

general de los números aritméticos al decir, por ejemplo, que los números son extensiones 

que agrupan conceptos o ch\.Ses de clases o cortaduras. etcétera. Estos últimos son los 

únicos que pretenden decir de una manera general lo que son los números aritméticos. De 

cualquier forma, tanto los científicos, como los filósofos y no se diga. los rnatemáticos se 

refieren a entidades que si no son directamente los números aritinéticos, cuando menos 

están estrechamente vinculadas con éstos. Por ello rni análisis empieza. por buscar unn. 

ca.ractcrizaci6n general de los números aritméticos para poder delimitar t>i sólo se está 

hablando de ellos. 

Los filósofos analizados aquí. como Frege, Russcll y Dcdekind, han construido sistemas 
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axiomáticos mediante los cuales pretenden describir Jos números a.ritinéticos. De hecho, 

intentan probar Jo correcto de sus cnrn.cterizadoncs mostrando que en ellas se recoge adc­
' 

cuada.rnente el comportamiento aritmético de Jo~ números. Sin embargo, los trabajos de 

GOdel y otros han probado que ningún sistema axiomático finitista. es capaz de recoger toda 

Ja aritmética; y, por consiguiente. Ja aritmética es algo más que los sistemas axiomáticos 

de Frege, Russell o Dedekid no recogen. Por consiguiente, no podemos dec:ir que sean lo 

mismo los números aritméticos que las reconstrucciones n.xiomáticn.s que se hagan de éstos. 

~iás bien, crC'O que debemos ver esas reconstrucciones como pinturas o retratos idealiza­

dos de Ja aritmética. En ese sentido, cuando Frege dice que Jos números son extensiones 

que agrupan conceptos está describiendo ciertos "números" que l1e llru:nndo de tercer nivel 

que intentan retratar o parecerse a Jos números aritméticos que he IJa.mado de segundo 

nivel. En esos términos. si Frege quiere referirse a Jos números aritméticos mediante sus 

"números" de tercer nivel. tendrá que decir que los números aritméticos pueden ver,:1e corno 

ex'tensiones que agrupan conceptos. Y Jo mismo pasa.ría con los otroe reconstructores de la 

aritmética. Así pues. de ahí se infiere que pueden distinguirse dentro del uso del término 

'número'. al znenos. los dos referentes mencionados. uno de los cuales intenta ser el retrato 

del otro. 

Las diferentes afirmaciones de los filósofos de Ja aritmética que analizamos en el pre­

sente trabajo pueden dividirse en dos grandes grupos: las que sostienen que Jos números 

aritméticos son sólo lugares en una. serie, C..."'1 d(•cir elementos de C8trncturn..."I abstractas; 

y las que afirman que hay algo extramntemá.tico (como pueden ser Jos conceptos) a Jo 

cual pueden vincularse Jos números aritméticos; siendo ésta una propiedad no ~tructuraJ 

porque vincula números específicos con entidades cxtrn.ma.temá.ticn.o¡ independientemente 

de las relaciones de los números entre sí. Esto nos plantea. la cuestión de si lo matemático 

es puramente estructural o algo más, y nos obliga a tratar de precisar qué puede ser 

propia.mente lo matemático. Con este propósito. además de considerar Jos autores ana­

lizados aquí cuando se refieren a las matemáticas en general, creí pertinente efectuar un 
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análisis directo de ciertos momentos paradigmáticos en los cuales se presentaba muy vincu­

lada la matemática (reconocida universalmente como tal) con elementos no matemáticos 

{al ?Denos, no claramente matemáticos como puede ser lo ernp(rico). La hipótesis que 

adopté aqu( es que lo que comparten esos momentos (concretamente "el equilibrio de los 

planos" de Arquímedes, ... la. ciencia del movimientos uniforme y uniformemente acelerado" 

de Galileo y Lr.,:J Prineipio:J Matemático" de la Teoría de la Riqueza de Cournot) con lo 

claramente matemático (como los Elemento:J de Geometría de Euclides) puede ser lo pro-

pilUllente mn.tcmático. De acuerdo a. eso, entiendo por •rnatemático• un método mediante 

el cual se construyen imágenes idealizadas de diverso!'> dominios empfricos, racionales o, in-

cluso, matemáticos; donde la.s imágenes son estructuras abstractn.s que pueden ... retratar'" 

también otros dominios que compo.rta.n con el original ciertas carncteristicas estructurales. 

Puesto que los números aritméticos no son esenciales en mn.tcmá.ticn..q,, no pueden ser 

parte del método y tendrían que ser, más bien, un resultado del Ulétodo matemático al 

haberse aplicado éste sobre algún dominio. De acuerdo a lo anterior, considero que pueden 

distinguirse los números aritméticos que he llamado de segundo nivel, y los .. númcrosft del 

primer nivel que serían aquellas entidades que se intentan representar idealmente con los 

números aritméticos llamados, por eso, de segundo nivel. Si ln.s leyes n.ritmética.s no fueran 

una idealización de algo empírico o conectado con lo empírico no se explicaría que por 

casualidad coincidieran con el comportamiento de algunos dominios empíricos. Actual­

mente podemos concebir que se construyan estructuras por el sólo gusto de construirlas; 

pero resulta muy dificil de pensar que ln.s primcrH.K culturas que empezaron a trabajar 

con números los hayan inventado sin algún fin pr<í.ctico específico. Así pues, concibiendo 

los números a.ritrnéticos como idenlizncioncs de nlgo extnunn.tcmú.tico pueden explicarse 

mejor las ciertamente exitosas aplicaciones de los números a ciertos dominios empíricos. 

Quienes. como los estructurn.iista.s, piensan que aplico.r los números de la aritmética para 

contar objetos del mundo es sólo aparcar éstos con lugares de una serie matemático., no 

ven que al hacer tal cosa hay una. intermediación de conceptos y, en base a éstos, hay una 
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fijación de los lugares de la serie con algo extramo.temático. Para contar necesito primero 

l!l&.bcr qué voy a contar: caballos, anima.les, objetos individuales, etcétera.; y, para ello, debo 

recurrir a. una clasificación previo. de las cosas que voy a contar. Al aparcar, por ejemplo, 

el lugar x de una serie con objetos previamente conccptuaiizados, le corresponderá a ese 

lugar x determinados conceptos, a. saber, aquellos bajo los cuales caigan x objetos. De esa 

forma., el lugar x queda anclado con esos conceptos y no con otros; de tal manera que, en 

lo sucesivo, puedo definir el lu¡:;ar x sin tomar en cuenta su relación con los otros lugares 

y sólo mediante su vinculación con dichos conceptos. Podría. decir, por ejemplo. que el 

lugar X es aquel que está vinculado con esos conceptos y no con otros. En esos términos, 

podemos decir, con Russell, que el número :r es lo que tienen en común esos conceptos, o 

bien, con Frege, que el número x es la. agrupación de esos conceptos. 

Los números matemáticos concebidos como elementos de estructuras abstractas pue­

den te6ricamente interpretarse en múltiples dominios, uno de los cuales sería el que ori­

ginalmente se intentó idealizar. Al parecer, este dominio está estrechamente relacionado 

con clru1iflcacioncs prirnitiva.s, lo cunl se manifiesta. en el uso empírico de los números 

en afirmaciones como .. 4 caballos". De acuerdo a eso, los números de primer nivel (al 

menos, en el uso del lenguaje ordinario) pueden verse cotno cln.sificn.ciones de agrupaciones 

producto de clasificaciones previas. La clasificación "'3" scdn lu. que permitiría agrupar 

todos los tríos que, a su vez, son el producto de cierto material empírico que ha sido 

tratado mediente una clo.sificaci6n previa que agrupa los objetos del mundo en perros, 

cn.ballos, etcétera. Vistas n.sí ln..'i cosos, Jaq números de primer nivel serían a los que se 

refieren los científicos y en general los que hablan del mundo en térn1inos númericos. Decir, 

por ejemplo, .. 3 caballos" es equivalente n decir .. un trío de cu.Lallos", o bien, que ciertos 

objetos conceptualizados como caballos en forma individual pueden clasificarse en conjunto 

en el grupo de los tríos. Siendo o.sí, el .. 3., sería una clasificación de objetos previamente 

clasificados. Pero el 3 de la aritmética no es, en sí mismo, una clasificación, aunque 

puede verse como una clw:¡ificación idealizada que tiene, a diferencia de las clasificaciones 
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ordina.rias 9 ciertos criterios de identidad claramente determinados. La clasificación "3" 

que agrupa todos los tríos es más vaga e imprecisa que el 3 de la. aritmética. para el cual 

valen leyes universales y necesarias. Así pues, en base a todo eso. concluyo que pueden 

di!ltinguirse los números aritméticos (que lla.tné de &egundo nivel) de los "números'" de 

primer nivel que serían, al menos en el uso del lenguaje ordinarÍ0 9 clasificaciones que 

agrupan pares 9 tríos, ctétera. 

Vistas así lnA cosas, ln.s afirmaciones sobre los números que han venido haciendo los 

especialistas deberán entenderse como afirmaciones sobre los números de primer, segundo 

o tercer nivel. En funci6n de eso, por ejemplo, la discutida afirmación de Frege de que 

los números están asociados a conceptos específicos debe entenderse como describiendo 

números de tercer nivel mediante los cuales se intenta retratar los números de segundo 

nivel en tanto que éstos. a su vez, son pinturns de los números de primer nivel; éstos 

pueden verse como clasificaciones forma.dos a partir de ciertos conceptos a. los cuales, por 

con.siguiente, están a.socia.dos; y, en esos términos, en efecto podemos decir que los números 

de segundo nivel están asociados a conceptos específicos, aunque no directa.mente, sino a 

través de los números de prhner nivel que intentan retratar. En resumen, tanto Frege con1.o 

Dcdekind o Kitchcr tienen razón, al menos en parte, y la útilidad de ln. divisi6n conceptual 

que propongo es, sobre todo, que permite ubicar lo que se hn. dicho acerca de los números 

fijando así sus límites y alcances. 
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