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PROLOGO

La aportacién que pretende ¢l presente trabajo es la presentacién de una nueva visién
de lo que sean los nimeros basada en una distincién conceptual que permite ubicar gran
parte de lo que los especialistas han estado diciendo sobre cllos. En ese sentido, es una
elucidacién de los usos del lenguaje que intenta desbaratar los problemas que surgen del
uso indiscriminado del término ‘nimerc’. Todo esto, como diria Wittgenstein, deja las
matemdéticas como estdn; pero, si la tesis que aquf propongo esta en lo correcto, considero

que, mientras no sea refutada, no podri ignorarse esta distincién conceptual cuando se

quiera hablar filoséficamente sobre los nimmeros.

En miiltiples ocasiones no es completamente claro el significado de los términos con-
ceptuales a pesar de qQue en algunos casos los usernos acertddamente. Un término es un
simbolo que estd ¢n lugar de algo que no siempre podemos precisar completamente. Si el
término es un nombre propio que apunta a un objeto particular podemos saber, creo que
sin demasiada dificultad, cudl es el referente del término en cuestidn; pero si se trata de
un término conceptual, esto es, para decirlo con Frege, de un modo de agrupar objetos,
por tener cierto cardcter intencional, creo que para aclararlo no nos queda sino recurrir
a otros términos conceptuales y asi sucesivamente. De esa forma, para aclarar uno de
esos términos podemos, por ejemplo, definirlo en base a términos conocidos fijando asi su
significado; pero también podemos aclararlo de otras formas: podemos indagar cémo se ha
usado, como lo sugiere el segundo Wittgenstein, o, podemos, a la manera de los diilogoa
de Platén, establecer s6lo ciertas relaciones conceptuales que, sin llegar a fijJar més o menos
arbitrariamente el significado del término en cuestién, nos ayudan a entenderlo, al menos
en algin aspecto que considerarmnos relevante. Pues bien, estas formas no definicionales

de esclarecimiento son las que he adoptado en el presente trabajo con respecto al término

‘nimero’.



A la pregunta de qué son los nimeros, los mateméticos, los reconstructores de la
aritmética y los que aplican los nimeros a las cosas que conforman los hechos del mundo
han respondido con ideas aparentemente jrreconciliables. Aparentemente todos hablan
de los mismos ntimeros y sSlo dificren en lo que opinan de dlos. Los matemditicos no van
més alld de enunciar sus propiedades aritméticas; en todo caso, como Pcano, aceptarian
que nimero es todo aquello que cumple con las leyes aritméticas de los nimeros. Los
reconstructivistas, como Frege, Russcll y Dedekind afirman que los nimeros son ciertos
“conjuntos™ o ciertas “cortanduras”. Por 1ltimo, los que aplican los nimeros a las cosas
sostienen que, por e¢jemplo el 4 que mancjan los aritméticos, tiene una vinculacién directa
con algo empirico como cuatro manzanas o cuatro peras. Sin embargo, en base al analisis
que presento aqui, sostengo que el término ‘mimero’ se ha aplicado a cosas de tres niveles
distintos aunque vinculados: 1)} los niimeros del primer nivel entendidos como‘tonceptos”
que reclasifican las cosas que conforman los hechos del mundo; 2) los niimeros del segundo
nivel, o nimeros aritméticos, que pueden verse como figuras, en términos de Wittgenstein,
de los nimeros del primer nivel; y 3) los mimeros del tercer nivel que serian figuras de los

nudmeros aritméticos, es decir, figuras de los ntmeros del segundo nivel.

Para apoyar lo antcrior, en el primer capitulo examino la definicién fregeana de mimero
aportando una clarificacién conceptual que arroja una interpretacién hasta cierto punto
novedosa de los términos fregenanos usados en su definicién de ndmero y, por consiguiente,
del nimero fregeano mismo. En el segundo capitulo examino algunos limites y alcances
de la definicién fregeana de ntmero deteniéndome, sobre todo, en los aspectos que pueden
determinar las propiedades matemdticas y no matemdticas de los nimeros: en el apartado
2.2, a partir de 1a definicién de ntimero dada por Dedekind, muestro que no es suficiente
una caracterizacién puramente estructural como la de Dedekind, o como la de Peano, para
caraterizar los nimeros y que, mads bien, tenemos que admitir con Frege que los nimeros
tienen también propiedades no estructurales como, por ejemplo, la propicdad de todo

nimero de poderse ver siempre como el nimero de un concepto; en el apartado 2.3, a



partir de las idcas russellianas, examino la conclusién que se desprende de la contradiccién
de que no todo concepto, entendido éste a la manera fregeana, tiene una extensién y
por consiguiente un ndmero asociado; en ¢l apartado 2.4, a la luz de los trabajos de
Cantor, examino la nocién de “conjunto” para poder aclarar en qué sentido podemos decir
como Frege que los niimeros son determinados “conjuntos™; en el apartado 2.5, delimito
la pertinencia de las importantes criticas de Benacerraf a la definicién fregeana de nimero
reforzando, también, la idea apuntada en 2.2 de que no basta una definicién puramente
estructural de los nimeros; y, por iltimo, ¢n el apartado 2.6, a partir del anélisis de los
trabajos de Hilbert y otros, doy los primeros elementos para desarrollar una interpretacién
del trabajo axiomidtico que lo vincula estrechamente con las reconstrucciones en general y
con ciertos trabajos matemaiticos en particular, concluyendo de ahi el sentido que podemos
dar a una reconstruccién de la aritmética como la de Frege. En el tercer capitulo examino
algunas versiones empiristas de las matemadticas y los némeros con la idea de fijar un
criterio para trazar los limitesentre los aspectos rmatemiticos y no matemaiticos de los
niimeros: en el inciso 3.2, examino los trabajos de Wittgenstein por ser en cierto sentido
un continuador de la linea fregeana-russelliana, y, en otro sentido, un fuerte critico de
algunos de sus postulados basicos que los apartan de empirismo; en los siguienten incisos
examnino a tres pensadores empiristas representativos de puntos de vista muy importantes
¥ sugestivos para la investigacién sobre los numeros: 1) el matemédtico de Maurice Frechet
(3.3); 2) el dc la filosofia de la ciencia de I. Lakatos (3.4); y 3} el histérico de P. Kitcher (3.5).
Por tiltimo, dentro del cuarto capftulo que retine las conclusiones generales, en el inciso 4.1
retomo la argumentacién general de la tesis resaltando las ideas & las que se ha llegado,
as{ como explicando el sentido de los diferentes andlisis efectuados y por efectuar; en el
inciso 4.2, con el propésito de avanzar, a partir de los autores considerados, en el anslisis
sobre la naturaleza empirica o a priori de Ias matematicas, examino directamente algunos
trabajos paradigmdticos en los cuales la matemditica ha estado muy ligada al estudio de

fenémenos empiricos: el estudio matemaético del equilibrio de los planos de Arquimedes, los
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estudios Aticos del movimi realizados por Galileo, los principios matemadticos de

1a teoria de la riqueza de Cournot, y otros como las teorias matemdticas de probabilidades y
de juegos; en cl inciso 4.3, en base a los anilisis y autores examinados, aclaroy defiendo en
alguna medida lo que estoy entendiando por ‘matematico’ para poder ubicar la naturaleza
matemsditica o no matemadtica de los niimeros; y en ¢l apartado 4.4 presento mi propuesta
de que gran parte de la confusién acerca de los nimeros se debe a que se ha cstado
hablando bésicamente de tres clases de nitimeros: los de primer, segundo o tercer nivel al

que haciamos referencia al principio de este prélogo.

Dec acuerdo a eso, no intento definir aqui los nimeros de primer nivel, ya que la
aritmética se encarga de cllo; tampoco intento definir los nimeros del segundo nivel, ya
que eso seria hacer matemitica de la matemadtica y con ello sélo estaria creando niimeros
del tercer nivel como lo hacen las reconstrucciones de la aritmética; lo tinico que pretendo
aqui es apuntar algunas idcas que nos ayuden a csclarecer y precisar el uso actual del

término ‘nimero’.

Debo aclarar que entiendo )a filosofia como el didilogo de una comunidad cultural que
se desarrolla a través de la historia y mediante el cual se pretende aclarar y precisar el
sentido de los términos con los cuales se mancja dicha comunidad. Eso me ha llevado a
discutir mis ideas en forma individual con filésofos y matemiticos preocupados por estos
temas, as{ como también e¢n forma colectiva en foros en los que he tenido la oportunidad
de presentarlas. De hecho, el trabajo que aqui presento no hubiera llegado ni siquiera a
la minima claridad que pueda poseer si no fuera porque las ideas fucron aclarandose para
mi mismo como resultado de ese didlogo. Por ello, lo que se haya podido lograr se debe
en gran parte a los comentarios siempre pertinentes sobre todo el texto de parte de Radil
Orayen (director de tesis), Alejandro Garcindiego y Leén Olivé (revisores de tesis), Carlos
Alvarez, Mark Platts y José Antonio Robles a quienes guardo profunda gratitud. Ademds,

algunas de las ideas del capftulo 1 las discut{ con Asuncién Preiscr y Lourdes Valdivia, y
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presenté resultados parciales en el seminario de Leén Olivé correspondiente a la Facultad
de Filosofia y Letras de 1a UNAM y en el seminario de Filosofia de la Ciencia dirigido por
Ana Rosa Perez en el Instituto de Investigaciones Filoséficas de 1a UNAM. Los seminarios
de Rail Orayen y Alejandro Garciadiego en la Facultad de Filosofin y Letras y la Facultad
de Ciencias de In UNAM respectivamente me ayudaron, sobre todo, para la elaboracién del
capftulo 2, decl cual presenté una versién preliminar del inciso 2.5 en el IV Congreso de la

Asociacién Filoséfica Mexicana realizado en Toluca en noviembre de 1987; y la concepcién
que p de los si:

s formales en el inciso 2.6 se debe, cn gran parte, a la asecsoria
que recib{ de Ulises Moulines para realizar una reconstruccién axiomitica de la Teoria
General de 3. M. Keynes, asi como a los sugerentes comentarios sobre ese trabajo de parte

de Adolfo Garcia de Ia Sienza. Con respecto al capitulo 3, agradezco las atinadas criticas

que me hizo Mark Platts sobre mi interpretacién de Wittgenstein, parte de la cual habia
presentado como replica al trabajo de Alcjandro Tomasini en el VII Simposio Internacicnal
de Filosofia del Instituto de Investigaciones Filoséficas en agosto de 1987. Con respecto

al ftulo 4, pr

¢ ant d

en de las ideas expuestas en ¢l inciso 4.2 en el seminario
de Elia Nathan de la Facultad de Filosofia y Letras; y Ins ideas sobre la naturaleza de las

mateméticas que aparecen incorporadas en ¢l inciso 4.3, las discut{ principalmente en el
seminario de matemaéticas aplicadas que imparto en la facultad de economin y enel curso
de teoria del conocimiento que imparto en la facultad de filosofia y letras de la UNAM, asi
como en un seminario exprofeso en el centro de matematicas del Instituto Tecnoldgico de
Durango. Sin embargo, la casi totalidad del materirl que presento aquf es inédito, ya que

né6lo he publicado una versién preliminar del inciso 1.3 en Anilisis Filoséfico VIII (1988)
No. 1, pp- 19 a 35.

En todo este trabajo, como es habitual, uso el doble entrecomillado para encerrar
titulos de¢ articulos, citas textuales no sangradas y para indicar un sentido peculiar del
término entrecomillado, asf como también, al igual que Frege, para expresar y resaltar el

referente Winico de una expresidon compleja de naturaleza funcional. Uso el entrecomillado
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sencillo, como Frege, para referirme a la expresién misma que queda cntrecomillada. Uso
las letras cursivas para escribir titulos de libros, palabras en algin idioma diferente al
espafiol y, como es habitual en varios de los autores trabajados, para resaltar el término
esacrito de ese modo. He reservado las barras para intercalar mis propias palabras en el

interior de alguna cita textual de otro autor.

Por otro lado, con respecto a la bibliografia, las obras mencionadas al final son las
que principalmente he utilizado; la traduccién que cito de textos en otros idiomas es de
mi entera responsabilidad, aun cuando haya utilizado también versiones espafiolas de la
misma obra. Dado que existen inumerables versiones de los trabajos de varios de los autores
manejados, he preferido, cuando las obras se prestaban para ello, dar las referencias de
éstos en base a capitulos, incisos y versiculos de uso universal, m4s bien que en base a

péginas de alguna versién en particular.

Agradezco el apoyo moral, bibliogriafico y ¢l uso de las computadoras al Instituto de
Investigaciones Filoséficas de la UNAM, donde principalmente realizé la presente investi-
gacién, asi como también al Instituto Tecnolégico de Durango que, por interrmediacidén de
los ingenieros Jesds y Francisco Rubalcaba as{ como a los micrmbros del Laboratorio de
Quimica, me facilitaron el ambiente ¥ la infraestructura que requerf durante mi estancia
en Durango, donde redacté la mayor parte de este trabajo. Agradezco también a las facul-
tades de economia y filosofia y letras de la UNAM ¢l permiso con goce de sueldo que me
concedicron durante el semestre 88-1 para dedicar todo mi tiempo y esfurzo a la conclusién
de esta investigacién. Y, por iltimo, debo gran parte de mi tranquilidad, entusiasmo y
apoyo bibliogrifico en Durango al invaluable apoyo que desde México me brindaron My-
riam Rudoy y Mayahuel Serratos a quienes guardo profunda gratitud. Agradezco también

a Myriam Rudoy la revisién final de mi incorregible estilo.
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CAPITULO 1

LA DEFINICION DE NUMERO EN GOTTLOB FREGE



1.1. El programa fregeano.

Hoy dia se conocen miiltiples cosas acerca de los nimeros: los matemiticos han ido de-
scubriendo desde la antigiiedad sus miltiples propiedades y relaciones; y hoy se aceptan
varias clases de niimeros como los primos, los irracionales, los imaginarios, los transfinitos,
etcétern, y sec sabe ¢cédmo usarlos para muy variados propésitos prédcticos, c¢édmo mandar
hombres a la luna o construir puentes. Sin embargo, hasta donde conozco, nunca antes
de los Fundamentos de la Aritmética de Gottlob Frege se habia detenido alguien de una
forma tan seria y sistemaditica n tratar de contestar la pregunta jqué son al fin de cuentas
los nimeros? Es por eso, justamente, que nucstro estudio comienza por el andélisis de la

respuesta dada por Frege ¢n la obra mencionada.

Habrd que aclarar que no me detendré a examinar con ¢! mismo cuidado todo lo que
Frege dice sobre los nimeros en ésa u otras obras; particularmente, no diré nada nuevo

sobre su forma particular de reconstruir la aritmética; en cambioe, dedicaré un buen espacio

a discutir las distinciones conceptuales que le sirven de base para su definicién de ndmero.
De hecho, Frege mismo no obtiene su nocién de nudmero a partir de su reconstruccién
de la aritmdética; sino, mis bicen, “intentemos ver —dice- si las propiedades conocidas de

los ntimeros se derivan de nuestra definicién de niimero”(Frege [1884], inc. 70). Para él,

deducir 16gicamente las leyes de la aritmdética a partir de su definicion, si ésta no puede
omitirse, es una prueba de que dicha definicién da en el blanco; pero, previamente a ese

trabajo que intentd en sus Leyes Bdstcas de lu Aritrnética, discutid con bastante amplitud

el aparato conceptual que utili en todo su trabajo. Asipues, trataré de mostrar en lo que
sigue que un anilisis que clarifique sus distinciones conceptuales nos ayudara a entender
de manera mis apropiada que hasta ahora lo que encierra su dcefinicién de nidmero. De
hecho, nos valdremos de ese andlisis para presentar una interpretacién hasta cierto punto

novedosa de la nocién fregeana de nimero, asf como para cstudiar, en el eapitulo siguiente

sus limites y alcances.
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Ahora bien, para no sacar de contexto la definicién fregeana, recordemos que Frege
se hace la pregunta por el nimero al interior de un propésito més amplio: fundamentar la

aritmétical; es decir,

demantrar con rigor, trasar con precisién los Iimites de valides —de la aritmética.
para poder hacer todo esto, exact te los i

ptos... Sip
por este camino debers 4

al de Y a los indos més
aimples vilidos para los nimeros enteros poaitivos, que canstituyen la base de toda
1a aritmética (Frege [1884], inca. 1 y 2).

De esa forma, Frege espera dirimir también la cuestién filoséfica acerca de la naturaleza a
priori o @ posteriori, sintética o analitica de las verdades aritméticas; habiendo aclarado
previamente que debemos tomar por analiticos los juicios que pueden reducirse, en Gltima
instancia, a definiciones y leycs 16gicas generales. Para lograr estos propésitos, Frege se vié
en la necesidad de desarrollar basicamente dos lineas de investigacién: 1) ampliar la légica
cldsica en los puntos que consideré pertinentes para servir de base a la fundamentacién
de la aritmética; y 2) hacer un analisis del lenguaje que le permitiera crear un aparato

conceptual suficientemente rico y preciso como para poder albergar la aritmética.

La primera investigacién culminé en su Conceptografie, que e¢s la primera exposicién
axiomdtica, completamente formalizada, consistente y completa del edleulo proposicional,
¥ en donde introduciendo los cuantificadores conticue también un sistema completo del
céleulo de predicados de primer orden. Ahi mismo, ¥ en otros articulos sobre el tema,
Frege hace también importantes aclaraciones sobre el sentido mnismo de la légica. Segin
él, la 16gica dicta leyes generales que conectan enunciados de todo tipo; y, en tanto que

los enunciados expresan pensamientos, la 18gica es la ciencia de las leyes generales det

1

sto se habfa hecho mentir como una tarea

npostergable a rats de critican camo las que, por cjemplo,
Berkeley lea hace al cilculo de Newton en The Analyst (1738), y que hablan impulsado la llamada

aritmetizsacidn del andlis

niciada sobre toda con los trabajos de Cauchy y Weierstrass; los cuales, tratando
de evitar las intuiciones grométricas y la inclusidn de elementos dindmicoa (en la versién newtoniana de las

funciones). buscaban regresar al rigor o i con toda <omo la de fi i land:

paca ello, »élo a nociones numérica:
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pensamiento; ¥ son generales, en tanto que no se refleren a ningin campo especifico del
conocimicnto. En csos términos, ¢l concepto de analiticidad adquiere en Frege el siguicnte
significado: un enunciado e¢s analitico si es un cnunciado de la 16gica o se desprende de
definiciones y enunciados de la légica y, por consiguiente, no exprese ningiin conocimicnto
de un campo particular. Vistas asi las cosas, si los juicios de la aritmética son analiticos,
eso significa que la aritmética es inicamente una rama de la Iégica, que s¢ pucede obtener a
partir de ésta y ciertas definiciones. Esto es, por cierto, lo que sc denomina la tesis logicista
de la aritmética que contiene dos subtesis: 1) los conceptos aritméticos se pueden definir a
partir de conceptos puramente légicos; ¥ 2) las afirmaciones aritméticas se pueden inferir

de tales definiciones y puras leyes légicas.

La segunda linca de investigacién se ve expresada en una serie de articulos como
“Funcién y concepto™, “Sentido y referencia”, “Concepto y objeto™, etcétera. En ellos
aclara que, en primer lugar, le parece insuficiente la caracterizacién clisica de los juicios
mediante expresiones compuestas de términos que designan sujctos y predieados. Estos
términos le parecen engaiosos y prefiere identificar los juicios mediante expresiones com-
puesta de términos para designar objctos y conceptos, ya que de esa forma es posible

zacién serfan indistinguibles. Por ejemplo,

distinguir juicios que con la anterior caracter
los juicios “Fido es un perro”™ y “el perro ¢s un animal™ estin expresados igualmente me-
diante un sujeto y un predicado; pero, mientras en el primero se afirma que un objeto
cae bajo un concepto, en el segundo se afirma que un concepto estd subordinado a otro
concepto mas amplio. Como lo mostré Frege, la relacién de un objeto que cae bajo un
concepto es muy diferente a la relacién de subordinneién entre conceptos (Frege [1802b}):
esta Gltima es transitiva, mientras que la primera no lo es. Asi pues, le parece mas im-
portante distinguir entre objctos y conceptos, y no tanto entre sujetos y predicados. Por
otra parte, también considera importante distinguir entre ¢! sentido y la referencia de un
término ya que podemos referirnos a un mismo objeto mediante simbolos que tengan dife-

rente valor cognoscitivo; es decir, mediante los cuales se expresen conocimientos diferentes




sobre el objeto en cuestién. Por cjemplo, podemos referirnos al planeta Venus mediante
las expresiones ‘lucero de la mafiana’ y ‘lucero de la tarde’ que nos transmiten diferentes
conocimientos sobre ¢l mismo objeto Venus. La referencia de esas cxpresiones es el objecto
al que apuntan, cs decir, ¢l planeta Venus; mientras que el sentido de cada una de ellas
es algin atributo que nos permite identificar dicho objeto. En consccuencia, cuando Frege
se propone definir los nimeros en Los Fundamentos de la Aritmética es muy importante
aclarar si los juicios sobre niimeros estan afirmando algo sobre objetos, o sobre conceptos;
e, igualmente, es necesario distinguir el referente de los términos usados para designar

nidmeros, de los sentidos que pueden estar asociados con ellos.

Ahora bien, para Frege, con las definiciones no creamos conocimiento, sélo dameos
reglas acerca del significado de simbolos. Dado que lo mis importante que podemos definir
dentro del sistema fregeano son objetos y conceptos, bastarda con aclarar las definiciones
para unos y otros. “Una definicién de un concepto -dice Frege~ debe ser completa, debe de-
terminar sin ambigiiedad para cualquier objeto si cae o no bajo el concepto”™ (Leyes Bdsieas
vol. II, inciso 56 en Frege [1980a]). Y con respecto a los objetos dice: “introducimos un
nucvo nombre -de objeto- por medio de una definicién estipulando que tiene el mismo
sentido ¥ la misma denotacién que algiin nombre compuesto de signos familiares™ (Frege
{1893], inc. 27). De modo que para Frege las definiciones son siempre explicitas e incluso
se presentan generalmente en la formma de una igualdad con el definiens de un lado y el

definiendum dcel otro.

1.2. Definicién fregeana de nGimero.

En Los Fundamentos de la Aritmética Frege comicnza por revisar algunas idecas sobre el
ndmero que se encontraban dispersas en las obras de autores como Euclides, Mill, Berkeley,
Leibniz, Kant, Jevons, cteétera, a la luz de lo que le parece incuestionable con respecto
a la naturaleza de los nimeros. En primer lugar considera que, en general, los conceptos

¥ objetos matemiticos poscen una fuerte determinacién y solidez que contrasta con las
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imédgenes mentales que surgen conf mente de impresi internas y scnsoriales. Eso

descalifica, para Frege, cualquicr intento subjetivista de apoyar la nocién de nimero en las

percepciones sensoriales como lo hace Mill, o incluso en las intuiciones kantianas.

En segundo lugar, considera que hay una confusién en las ideas de Euclides, apoyadas
en las de Aristételes cuando éste afirma que “un nidmecero es una multitud compuesta de
unidades... —~donde— la unidad es aquello en virtud de lo cual cada cosa que existe se llama

uno™ (Euclides [s III ac] defs. lib. VII); o, en palabras de Aristételes, “la unidad es el

principio del niimero en tanto que nimero... -y— el niimero es una multitud de ménadas”
(AristSteles [s IV ac] lib. X, eap. 1). En efecto medinnte las unidades se individualiza
cada cosa que existe, ¥ ¢n ese caso, afirma Frege, ¢l nimero 5, por ejemplo, seria la suma
de cinco unidades o ménadas diferentes, de tal suerte que tendriamos que expresarlo de
la siguiente forma : 5 = la + 1b + lc + 1d + 1le, donde la 3 1b # lc, etcétera. Sin
embargo, matemadticamente 5 =1 + 1 + 1 + 1 + 1, donde 1 = 1, Por lo tanto, concluye
Frege, hay que distinguir el nimero 1, de las unidades; ¢l nimero 1 es unico, mientras que
las unidades pueden ser muchas. En cse sentido, €] 1 es un objeto; mientras que unidad es
una propiedad de los objetos tomados individualmente.

En tercer lugar, en contra de la teoria empirista de J.S.Mill, Frege observa que:

El nimero no ae abstrae de las cosas a Ia manera del color, ¢! peso, Ia duresa; no
e en ol sentido de ¢atos, una propicdad de las comas... ya que si examine uno y el
misme fendmeno externa, puedas decir con igual verdad: aqufl estdn 5 compadiias y
aquf estdn 500 hombres; con ello no se alteea ni el individuo ni e] agregado, sino mi

deneminacidn ~como, par cierto, ya lo habfa observado Berkeley-; y eso sugicre, que

el
sobre un concepto (Frege [1884], inc. 46},

de un do de ©s una afirmacién, no sohre un objeto, sino

Asi pues, de acucrdo a lo anterior, Frege proponce siguiente definicién de n\imero?:

par consiguiente defino:

el nu que al to F, es Ia cxtensidn —alcance, tamafio o amp!

tud- del concepto “equinumérico -0 de igual cifra— en comparacién al concepto ¥
(Frege [1B84], inc. 64);

2 En al ich definire d h: die Ansahl, Welche dem Hegriffe F sukommt, ist der Umfang o

Begriffes, “gleichsahlig dem Begreiff F=.
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que no resulta del todo clara debido a que los términos empleados tienen un significado

especial dado a través de la obra fregeana.

Los intérprctes de Frege, entre los que destacan Dummett [1063] y [1081] y Sluga
[1980], han estado discutiendo hasta la fecha lo que Frege quiso expresar con tales términos.
En particular, la expresién que ha recibido interpretaciones mds diversas es, tal vez, la
de “extensién de un concepto” que Frege usé miiltiples veces, pero que evadié clarificar
explicitamente. Por un lado, define el niimero como Ia extensién de un concepto. Pero,
por otro, en la nota correspondiente a dicha definicién, presupone que se sabe lo que es
la extensién de un concepto, y afirmna que incluso podria evitarse ¢l término ‘extensién’;
lo cual es reafirmado al final de sus Fundamentos diciendo que “en todo esto suponemos
conocido el sentido de la expresién “extensién de un concepto”, —pero insiste— no doy
una importancia decisiva a la utilizacién de la extensién de un concepto” (Frege [1884]
inc. 107). Estos comentarios han llevado a algunos intérpretes como Imbert a sostener
que, “si en rigor se podrian dejar de mencionar explicitamente las extensiones, puesto
que estdn estrechamente ligadas a los conceptos,... sc infiere que el concepto es a la vez
pensado y definido extensionalmente por Frege (Imbert [1072], cap. 9, inc. 2, en Frege
[1972b), p. 179); que contrasta con los comentarios de Russell de que Frege tiene una
“teorfa intensional de clases —o extensiones—, y considera el nimero como una propicdad

del concepto-clase, no de la clase en extensién™(Russell {1003} inc. 494).

Lo cierto es que Frege definid el nimero como la extensiéon de un concepto; y, aunque
€l mismo sugirié que podria evitarse lo de extensién, realinente nunca desarrolld esa posi-
bilidad. Cicrtamente podemos aceptar que las mismas cosas pucdan decirse de forma
diferente; pero cso nos obligaria, casi sicmpre, sobre todo en sistemas tan interrelaciona-
dos como el de Frege, a redefinir los términos empleados. Asi pues, tomando las cosas tal
como fueron dichas por Frege, considero que es apremmiante una clarificacién de la definicién

fregeana en términos de la extensién de un concepto. Misma que desarrollo a continuacién.
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1.3. Aclaracién del vocabularlo fregeano.

i5n de un co pto’, para lo cual

Asf pues, intentaré aclarar lo que Frege entiende por ‘ex
defenderé una interpretacién particular de los términos fregeanos ‘concepto’ y ‘extensién’,
asf como de otros dos estrechamente vinculados: ‘funcién’ y ‘curso de valores’. Frege dié
ciertas definiciones intuitivas de ‘concepto’ y ‘extensién’ en términos de funciones y cursos
de valores. Sin cmbargo, esto acarrea complicaciones en el sistema fregeano ya que, al
parecer, Frege definié ‘concepto’ al decir: “llamé concepto a una funcién cuyos valores son
siempre valores de verdad, y ésta —dice— podria ser tomada como una definicién™ (Frege
[1979] p. 89); pero, por otro lado, Frege especificé que las definiciones se expresan mediante
igualdades, y “a un lado del signo de igualdad no puede estar nunca la designacién de un

concepto,... sino que siempre habri que designar o aludir a un objeto”™ (Frege [1895b],

p. 120 de Frege [1979]); de tal suerte que, tomando esto en cuenta, no podriamos definir

En consecuencia,

el término ‘concepto’ si por él queremos aludir al concepto fregeano.

con el propésito de esclarecer todos esos términos no me apoyaré Gnicamente en esas
“definiciones”, sino que las tomaré, al igual que otras afirmaciones de Frege sobre ecsos

términos, sélo como “indicaciones que nos hacen entender las palabras como se pretende”
(Frege [1892b), p. 43 de Frege [1980a]).

1.3.1. Los términos ‘Funktion’ y ‘Begriff’.
Veamos, en primer lugar, en qué scntido usa Frege la expresién ‘Funktion’ o ‘funcién’.

Frege aclaré lo que él entendia por ‘funcién’ desde La Conceptografia cn los siguientes

términos:
Si pensamos la circunatancia de que el hidrdgeno cs mis liviano que el anhfdride

carbdnico, entonces en el Tugar del afmbolo del hidrégeno podemos poner ¢l sfmbolo
del ox(geno o del nitrégeno. Al hacer esto, se cambia el sentido de manera que
oxfgeno o nitrégens aparecen en la vinculacién en la que antes estaba hidrégena. Al
pencar da esta manera la expresién como variable, se descompone la misma en un
componente estable, que rep la totalidad de las vinculaci syl

do como ble por otros, que significa el objeto que se encuentra en
watas vi laci Al primer 1o llamo funcidn, y aldltimo su argumento

(Frege {1879] inc. 9).

Posteriormente, en “Funcién y concepto™, dice:

18



Reconocemos Ia funcidn en una expresién en virtud de que Ia pensamos separada; ¥

e Insinda por eu eatructura una posible separacidn de este tipo. Las dos partes on
Que se sapara 1a et lo del ¥ Ia exp de 1a funcidn, na
son de la misma pues el to es un tode do en of, mientras que
Ia funclén no 1o « Y llamamos valor de Ia funcién para un argumento, a lo que
resulta de completar la funcidn con ese argumento. De esa maners, por ejempla, 3
e el valor de Ia funcidén “2x? + x* para el a 1. ya que 2(1)% + (1)
= 3 (Frege [1891], pp. 24 ¥ 25 de Frege {1080a]).

Una funcién es el referente de una expresién con espacios vacios que es él mismo una
entidad con huccos, es decir, incompleta. Los objetos, en cambio, son los referentes de
espresiones saturadas que son ellos mismos entidades completas. En el sistema fregeano,

las categorfas de “funcién” y “objeto” son mutuamente excluyentes ya que micntras una
4

£i i es algo i leto, un objeto es algo completo. Frege también habla de funciones
de segundo nivel, es decir, funciones que toman como argumentos otras funciones. Sin
embargo, estrictamente hablando, una entidad incompleta no puede completarse con enti-
dades también incompletas porque subsistirian los huecos de estas iltimas; de tal manera
que, al fin de cuentas, no obtendriamos un valor que es un todo cerrado. As{ pues, para
que pueda complctarse una entidad que tenga huecos, se requiere llenar éstos con enti-
dades completas, es decir, con objetos®. A partir de una funcién, ciertos argumentos se
vinculan con determinados valores; pero, en general, serfa ficil mostrar que una misma
vinculacién podria lograrse de diferentes modos. Por ejemplo, la vinculacién del 1 con el
2, del 2 con el 4, decl 3 con el 6, cte. se puede obtener a partir de diferentes funciones tales

como “2z", “4z /2", “2z?/z", ctcétera; es decir, que para vincular csas parejas de nimeros,

puedo obtener el segundo nimero multiplicando ¢l primero por 2, o multiplicindolo por 4
¥ dividiendo el resultado entre 2, etcétern. En Frege, las funciones no son exclusivamente
matemdéticas ya que encontré que gran parte de las expresiones del lenguaje ordinario

tienen una estructura similar a las expresiones que se usan en matemaiticas para hablar de

3 Esta dificultad l1a trat mks 1 te al 1 loa ptos que son un tipe especial de
funciones, ya que Frege misamo se explayé més con respecto a ellos en este asunto, Sin embargo, lo que

di, a las de orden valdrs bi. para las f i de do orden.




las vinculaciones entre los objetos matemiticos. Sin embargo, €l usa el término ‘funcién’,
no como los matemaiticos para referirse a la vinculacién misma entre objetos, sino para
referirse a la idea maés primitiva de un modo a partir del cual puede construirse dicha
vinculacién. Segin eso, una funcién es sélo un modo, entre otros posibles, a partir del
cual puede obtenerse cierta vinculacidn entre objetos cualesquiera. En resumen, podemos
decir que una funcién sc expresa mediante un esqueleto que permite vincular nombres de
objetos y es una forma o un modo como pueden vincularse. Esta forma de ver las funciones
fregeanas como mmodos de vincular objetos es, hasta donde he podido investigar, una in-
terpretacion novedosa; debido a eso, me permitiré ilustrar los diferentes tipos de funciones

mediante una seric de diagramas que pretenden aclarar esta interpretacién.

Frege clasifica las funciones, en primer lugar, de acuerdo con el nimero de objetos o
argumentos que rcquieren para producir su valor correspondiente: hay funciones de uno,
dos o mais argumentos. En segundo lugar, clasifica las funciones de acuerdo a si sus valores
son objetos cualesquicra o sidinicamente tienen valores de verdad: a las primeras las llama
funciones no proposicionales y a las segundas, funciones proposicionales. De acuerdo con

ésto, una funcién no proposicional de un argumento podria estar representada de la manera
siguiente:

) )
¢

@! —()
3

Q! —{)
¢

donde los i o

de la izquicrda representan huecos en la funcién correspondiente
qQue pueden se llenados por diversos objetos; los espacios vacios de la derecha representan

los huecos de la funcién que son llenados por objetos llamados valores; donde las flechas
hori les r

an la vinculacién de cada argumento con el valor correspondiente
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de la funcién; las fiechas verticales intentan expresar qQue se trata de una misma funcién
que permite vincular diversos argumentos con diversos valores; y los puntos suspensivos
verticales indican que esa funcién permite vincular no sélo tres argumentos con tres valores
{de acuerdo a las tres flechas horizontales), sino, teéricamente, infinitos argumentos con

infinitos valores.

Una funcién no proposicional de dos argumentos quedaria representada por el siguiente
diagrama:

O—O)———0
O—O)—————0)
O—0) —()

b3

donde los dos huccos de la izquierda tendrfan que ser llenados con argumentos para poder

bt

el valor correspondiente de la funcién.

Ahora bien, por otro lado, ;qué entiende Frege por ‘Begriff’ o ‘concepto’? Antes
de Los Fundamentos de la Aritmética habia sovtenido que “al dar el mismo simbolo a
cosas diferentes aunque similares, propiamente ya no designamos la cosa individual sino
lo que tienen en comiin: ¢l concepto” (Frege [1882], p. 210 de Frege {1072a]). Segin esta
idea, el concepto seria algo que puede ser comiin a varias cosas individuales. Aquecllo que
comparten varias cosas individuales puede ser una propiedad como ser rojo o frio, también

puede ser una relacién que los vincule, o tal vez, incluso, algin objeto o circunstancia

es. Como pod

notar esta caracterizacién de concepto es todavia muy vaga. En
su obra posterior Frege precisa su idea, y da algunos criterios para distinguir los conceptos

de los objetos, y de las relaciones. Sobre éstas afirma que tanto los conceptos ecomo las

relaci son funci proposi les; pero mientras que los conceptos requicren de un

solo argumento para generar un valor de verdad, las rclaciones requicren de dos o més



argumentos. Por otro lado, los conceptos, al ser un tipo especial de funciones, son algo

incompleto diferente a cualquier objeto. Con respecto a esta Gltima distincién afirma:
e) concepto, como yo entiendo la palabra es predicativa {es la referencia de un predi-
cado gramatical)... Decimos que algo cae bajo un concepto en ‘esta hoja ea verde;...
Yo mismo he seiialado -también- que un concepto puede caer bajo uno superior ...
-Sin embargo, con eso no se borra la diferencia entre concrpto y objeto;~ ya que un
nembre de objeto, un nombre propio, es totalmente incapas de ser u ado como
predicado gramatical (Frege [1802b], pp. 43 y 44 de Frege [1980a)).

En la terminologia de funciones, los conceptos son funciones proposicionales de un sélo
argumento que generan el valor “verdad” cuando toman como argumentos los objetos que
caen bajo el concepto, y producen el valor “falso™ cuando toman como argumentos objetos
que no caen bajo el concepto. Asi, por ejemplo, “r es hombre” es una funcién-concepto
en tanto que es una manera de vincular “Juan™ con la verdad, “Felipe” con la verdad, “la
luna” con lo falso, eteétera; en tanto que la verdad es lo que se obtiene al completar la
funcién “z es hombre™ con los argumentos “Juan” y “Felipe”, y lo falso es lo que se obtiene

al completarla con argumentos como “la luna”™. En esos términos, un concepto o funcién

proposicional de un argumento se podria representar de la siguiente mancera

) ~
e I
()—
¢
(@] ~
. 8]
(@] -

donde las lincas méds cortas generan la verdad para los argumentos correspondientes y las
lineas més largas generan lo falso, tratando de expresar que los argumentos que generan

la verdad ticnen una vinculacién mds estrecha con la funcién puesto que son los objetos

que caen bajo la funcién—concepto.
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Para no abusar de los diagramas, ereo que con los anteriores bastard para aclarar de
qué forma se pueden expresar con ellos las diferentes clases de funciones. Sélo quisiera
afnadir que para representar diferentes funciones que permitan vincular los mismos obje-
tos se podria usar diagramas que tuvieran la misma figura, pero micntras uno estuviera
formado por lineas sencillas, otro estaria formado por lineas onduladas, otro por lineas

punteadas, etcétern, tratando de expresar que las diferentes formas de vincular los mismos

objetos, por tener, segin el mismo Frege, un cardcter intensional, puecden tener diferencias
muy sutiles.

La terminologia {y, paralelamente, Ia ontologin) fregeana no cstd exenta de dificul-

tades, como ya lo mencionamos de pasada, sobre todo cuando s¢ quiere, o se necesita,

hablar de algin concepto. Este cs, justamente, €l caso nada menos que de la definicién

de nimero que enuncia una propiedad de los conceptos. Frege adopta un punto de vista

lingGistico mediante el cual distingue cn su ontologia los conceptos de los objetos. Los
nombres propios, como ‘Julio César’ o las expresiones que comicnzan con un artfculo de-
terminado singular como ‘el concepto caballo’, designan un objeto singular y son incapaces
de ponerse en plural. En ¢fecto, no podemos decir con sentido ‘los Julio César’ o ‘los con-
ceptos caballo’. Los nombres propios no pueden atribuirse a varios individuos, ya que son
una forma de sefialur un objeto singular; mientras que, por otra parte, los predicados gra-
maticales como ‘— es caballo’, que se distinguen porque pueden ponerse en plural diciendo
‘- es

‘— son caballos’, e igualmente pueden usarse con los articulos indeterminados diciendo
un caballo’, no designan un objeto singular, sino un concepto. En ese sentido, un concepto,

en tanto que es el significado de un predicado gramatical, es algo diferente de cualquier
objeto singular. Asi pues, con respecto a este punto, hay ¢n ln ontologia fregeana, por un

lado, objetos y, por otro, lo que se predica de los objetos.

Esta dificultad ha llevado a algunos a sostener que dentro del sistema fregeano “no

podemos nombrar los conceptos para hacer afirmaciones sobre ellos” (Valdivia {1084|, p.
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308 de Alvarez, Broncano y Quintanilla [1984]). No obstante, Frege afirmé que “en in-
vestigaciones 16gicas, no pocas veces e¢s necesario enunciar algo sobre un concepto” (Frege
[1892b], p. 46 de Frege [1080a]); e, incluso, cosas muy importantes para el programa
fregeano: “He dicho en los Fundamentos —precisa Frege— que la asignacién de un niimero
dice algo acerca de un concepto; hablo de propiedades que pueden decirse de un concepto,
¥ admito que un concepto caiga bajo uno superior™ (Frege [1802b}, p. 48 de Frege [1980a]).
Aunque, por otro lado, para marcar tanto la diferencia como la semejanza dice més ade-
Iante: “un objeto caec bajo un concepto de primer orden, ¥ un concepto cae en un concepto
de segundo orden. La diferencia entre concepto y objeto —recalca— sigue siendo, pues, com-
pletamente tajante” (Frege [1802b), p. 51 de Frege [1980a]). No obstante, Frege mismo
vié con bastante claridad la dificultad en la que estaba metido al decir estas cosas:
Lan. xa predicativa del pto ~dice— s un gran obatéculo para la expresién
¥ para la i Cuando quiero hablar de un concepto, e lengu

P .
a una expresidn inadecuada, con lo cual el
Ha falseado (Frege [1895b], p. 119 de Frege

me fusrsa con violencia casi insostayabl
pPensamiento queda obscurecido, casi di
[1979]).

Benno Kerry, al que contesta Frege en su articulo “Sobre concepto y objeto”, habia
sugerido que objeto y concepto eran relaciones rclativas como las de padre e hijo. De
esa manera, cierta entidad z podria ser concepto (o padre) con respecto a otra entidad
v, ¥ también podria scr objeto (o hijo) con respecto n otra entidad z. Frege rechazé esta
interpretacién porque para él las entidades de su ontologia son objetos o conceptos no de
acuerdo con el papel que puedan jugar unas respecto a otras, ni de acuerdo al uso que pueda
hacerse de ellas, zino debido a su propia naturalez completa o incompleta. Frege mismo
propone otra solucién al problema referido sugiriendo que cuando queremos predicar algo
de un concepto,

el concepto no puede por su naturalesa predicativa, aparecer sin mis asf, sina que
primero tiene que ser transformado »n un objeto, o dicho mis exactamente, debe

ser representadn por un objeto que diante las palabras el
concepto’ (Frege {1892b], pp. 46 y 47 de Frege [1980a]).

Por ejemplo, en la expresién ‘cl concepto caballo es claro’, “el concepto caballo” seria el

objeto que representa al concepto “— es un caballo™. En ese sentido, al parecer, la ontologia
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fregeana tendr{a categorias mutuamente excluyentes como las de objetos y conceptos; y,
sin embargo, dichas categorfas, tendrian también ciertos vinculos entre sf. Un concepto, en
tanto que es predicativo, es decir no saturado, no puede ser un objeto; pero, al parecer, un
objeto, que llamaremos objeto-coneceptual, podrfa representar al concepto. Sin embargo,
cuando nos referiros al objeto (entidad completa) que representa un concepto (entidad
incompleta), en realidad nos queremos referir al concepto mismo (es decir, a una entidad

incompleta); de tal suerte que, al parecer, de todas formas el concepto en cuanto tal se nos

escapa.
idad linga fi Frege—, mi expresién, tomadas literal-

Por una cierta

mente, no corresponde a veces al psnsamiento, al nombrar un objeto cuando se quiere

significar un concepto. Me hago plenamente conaciente de apelar en estos casos a la
da del lector™ (Frege {1802b], p. 54 de Frege [1080a]).

De hecho, esto es sobre todo porque el objeto, en tanto que es completo, no es capaz

de representar cabalmente algo incompleto; es decir, no puede ser una imagen idénea de
algo que es contrario a ella misma. Un representante idénco, como afirna Wittgenstein
en el Tractatus, debe tener algo en comin con su representado. Pero, si al predicar de
un concepto no predicamos de éste jentonces de qué estariamos predicando? As{ pues,
todo esto sugiere que Frege ha quedado atrapado en sus propias redes, ¥ que, como dice

Valdivia, dentro del sistema fregeano, no pucde decirse nada sobre los conceptos.

Terence Parsons (Parsons [1984]) ha propuesto otra solucién que consiste en divorciar
la sintaxis superficial del lenguaje natural, de su sintaxis légica preservando, por supuesto,
una minima relacién entre ellas. Para cllo sostiene que Frege, “cuando explica su punto de
vista, pricticamente siempre habla informal o metaféricamente o de una manera indirecta’
(Parsons [1984], inc. IV). Me parece que esta es una via interesante, y Frege mismo da
pie para ella cuando apela a la “comprensién bicnintencionada del lector™ (Frege [1892b],
p. 54 de Frege [1980a]); pero creo que este terreno es rnuy resbaladizo ya que no siempre

es claro en Qué momentos Frege estid hablando metaféricamente, y podriamos ficilmente

caer en la tentacién de acomodar las afirmaciones fregeanas a nuestra conveninencia. Asf
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pues, en vez de profundizar en esta posible solucién, propondré en seguida una solucién
més sencilla y mas cercana a la propuesta del mismo Frege que nos permite hablar, dentro
de un sistema fregeano ligeramente armpliado, al menos de la parte de los conceptos que

se necesitan para la definicién fregeana del nimero.

Ahora bien, si por un lado, los conceptos y los objetos son categorias mutuamente
excluyentes, y, por otro, Frege se permite hablar de los conceptos mediante objetos re-
presentativos y debe apelar o la comprensién bienintencionada del lector, pienso que el
sistema fregeano podria corregirse sin forzarlo excesivamente proponiendo la existencia de
ciertas “entidades conceptuales” expresadas, por ejemplo, mediante el término caballo; que
no serfan ni conceptos ni objctos, sino algo légicamente mds simple; es decir, aquello que
comparten los referentes de las expresiones ‘— es caballo’ y ‘el concepto caballo’. Recorde-
mos que Frege defiende frente a Kerry (Frege [1892b] que pueden sugerirse distinciones
ontolégicas a partir de distinciones lingiisticas. Tomando eso en cuenta, estas “entidades
conceptuales™, al parecer, no se darian en forma aislada, sino siempre como parte de un
concepto o de un objeto-conceptual. De hecho, Frege mismo deja abierta una posibilidad

asf al afirmar que,

lo ldgicamente

mple, al igual que la mayorfa de los elementos quimicos, no oatd
dade de mntemano, sino que sdlo se aleanza despuds de una labor clentifica. Si ve
descubre algo que es simple, o Que al menos hasta «l debe ser i

comao simple, habrd que acuiiar para ello una denominacién (Frege [1892b], p. 43 de
Frege {1060a]).

Asi pues, considero que proponer estas entidades no vielenta el sistema fregeano y, en
cambio, lo hacen mmads inteligible. De acuerdo u eso, cuando predicamos de un concepto
tendriamos que aclarar que en realidad predicamos de la “entidad conceptual” que com-
parte con el objeto que lo representa; y, al parecer, eso es suficiente. El conecepto, en tanto
que es predicativo, es decir incompleto, se nos escapa; pero, e€so no interesa con respecto
a la definicién fregeana de ‘nimero’, como trataremos de mostrarlo en 1.4 . Por supuesto,
lo mismo valdria, mutatis mutandi, para las funciones en general: el aspecto de ellas sobre

el que no podriamos hablar es su naturaleza no saturada. Siguiendo los diagramas que
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propuse para expresar grificamente las funciones, un objeto que represente una funcién
podriamos expresarlo mediante un cuadrado que encierre el diagrama de la funcién co-
rrespondiente {como, de hecho, lo harermnos cn el diagrama de la definicién fregeana de
‘niémero’ en 1.4). De esa forma, quedaria expresado que dicho objeto es un todo cerrado
que, sin embargo, comparte algo con la funcién quc representa, a saber, el referente de la
figura que comparten el diagrama de la funcién y lo que encierra el cuadrado que expresa

al objeto correspondiente; es decir, la “entidad funcional™ correspondiente.

1.3.2. Los términos *Werthverlauf’ y ‘Umfang’.

Ahora bien, entendiendo as{ el término ‘concepto’, iqué debe entenderse por ‘Umfang’

o ‘extensién de un concepto’? Frege sostiene que d

“podemos ignar como ext ién de

un concepto al curso de valores de una funcién de un argumento cuyo valor para cada
argumento es un valor de verdad” (Frege (1891], p. 31 de Frege [1080a}). En consecuencia,

veamos primero lo que Frege entiende por la expresién ‘Werthverlauf’ o ‘curso de valores’.

Acerca de los Werthverlaufe o cursos de valores Frege afirmé lo siguiente:
El método de la Geometefa Andlitica ofrece un medio pa
de una funcién para A saber, ando el ar come
valor numérico de una abscisa y al correspondiente valor de la funcién como valor
numérico da la ordenads de un punto, obtencmoa un complejo de puntos qua se
muestran & la Intuieién como una curva en los casos habitusles.
curva corresponde a un argumento con el valor <. de la funci Por
ejemplo,a funcién “x? . 4x* produce una paribolas; y dado que Ia funcidn “x{x -
4)"prod la misma par&bola, deci Que ambas f
da valores (Frege [1891], pp. 25 y 26 de Frege [1980a}).

hacer intuitivos los valores

Cada punta de la

tienen el miamo curso

Frege no define lo que es un curso de valores, pero da sus condiciones de identidad en su

famosa ley V' de Las Leyes Bdsicas. En su simbologia, ligeramente rmodernizada, la ley

como sigue:“ [ éf(e) = 4dg(a) ] = (x)| f{x) = g(x) ]"(Frege [1803] inc. 20), donde
las letras aspiradas que anteceden a la expresién funcional correspondiente convierten la
expresidn de la funcién en una expresién del curso de valores de dicha funcién. As{ pues,

la ley afirma que decir que dos cursos de valores son iguales es lo mismo que decir que las

funciones correspondientes arrojan los mismos valores para los mismos argumentos.
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De acuerdo con eso, y teniendo en cuenta la interpretacién que hemos dado para las
funciones, el curso de valores serfa la vinculacidn misma entre objetos. Las funcionea son
diferentes modos de vincular objetos, mientras que los cursos de valores serian las vincu-
laciones mismas tomadas como objetos fregeanos, ¢s decir como referentes de expresiones
saturadas. En palabres de Sluga:

Ia funcién ella misma, no es una entidad; su na Tesa ca laci ar;
con valores. Pero a través de Ia funcién se establece una correlacidn, y esa correlacidn

Puede considerarse una entidad con sus propios criterios de identidad. Esa entidad
=e llama curso de valores (Sluga [1980] p. 145).

Ahora bien, asf como representamos las funciones mediante diagramas, los cursos de

valores podrfan expresarse de la siguiente manera%:

A-~-=-~-—b
1
c-=-==-=- —d
I
€= - - = =« —f
I
o
°
°

donde las letras representan objetos ; las flechas entrecortadas representan la conexién
entre parejas de objetos si se trata de una funcién de un argumento; las flechas dobles
wverticales representan la unidad entre todas las parcjas de objetos que pueden apearearse
mediante las funciones cuyo curso de valores esté expresado en ¢l diagrama de arriba; y los
cfrculos sucesivos verticalmente indican que las parejas de objetos vinculados no son sélo
tres, sino, tedricamente, infinitas parejas de objetos. En este diagrama he usado flechas
horizontales entrecortadas y flechas dobles scncillas para expresar !la vinculacién misma
entre objetos, independientemente de las diferentes formas mediante las cuales se puede

lograr la vinculacién.

4 Esta representacién da los cursos de valores se me ocurris a partir de al

Preisser y Radl Orayen.
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Por otro lado, ‘Umfang’ o ‘extensién’, al ser para Frege el curso de valores de una
funcién proposicional serfa la vinculacién entre objetos cualesquiera y los valores de verdad;
es decir, entre objetos y ¢l caer o no bajo la funcién proposicional. El curso de valores de
una funcién proposicional serfa la vinculacién entre algunos objetos y la verdad, y otros
objetos y lo falso. Lo cual significa para los conceptos, o funciones proposicionales de un
argumento, que no sélo se estin vinculando parcjas de objetos, sino que se esti agrupando
a los objetos que caen por un Indo, ¥ a los objetos que no caen, por otro. Asi pues, podemos
decir que la extensién de un concepto es un conjunto de objetos que queda definido a partir
de una cierta manera de vincular inivocamente objetos singulares con valores de verdad;
de tal suerte que los objetos del “conjunto” estin asocindos con la verdad, y los que quedan

fuera con lo falso.

Frege se refirié a las extensiones de conceptos, también, en los siguientes términos:

En “0 sub @™ debemos reconocer @ y @ como ex i de De d.
con eno O tiene que ser visto como una clase de objetos aue tienen cierta propiedad
Paero la de un entd tituid no por los ind;
duos, sino por el concepto mismo... Si O es la clane de objcton que son by A es 1a clas

de abjetos que son €, ‘O sub A’ significa; todos los be san €.... Ahora bién, si hay una
cosa singular U que es un &, *U subter 0® implica *¥ subter @™... Por consiguiente,
debe separar 1) Ia relacién de un objeto (un individuo) a In extensién de un concepto
cuando &1 cas bajo el concapto (la relacidn subtar); ¥, 3) Ia relacién entre la extensién
de nn concepto y la de otro el primer esté subordinado al

(la relacién sub) (Frege {1895], pp. 101 y 102 de Frege [1980a)).

Segin esto, las extensiones de conceptos s¢c comportan con respecto a las relaciones de
subter y sub, en términos generales, tal como los conjuntos cantorianos se comportan con
respecto a las relaciones de € y € respectivamente®. Para Frege sus “conjuntos™ son
siempre extensiones de conceptos; no estan constituidos por objetos como un bosque esti

constituido por drboles, sino que estdin definidos a partir del concepto.

5 Orayen ha mostrado recientemente (Orayen [1988]) que en sfecto, las i de los

fregeance, en el sentido que lee hemoa dado arriba, loe da jonalidad y IS
con los que comdnmenta se racoge la teorfa cantoriana de conjuntos y que menclonaremos brevemente en

=l inclso 2.4 .
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Ahora bien, para ilustrar en mis términos la idea de que las ext de los

toa f; pued lir, en términos generales, las mismas funciones que los conjuntos

cantorianos, me auxiliaré del diagramn que presenté para las funciones proposicionales de
un argumento. Segin ese diagrama, todos los objetos que caen bajo el concepto estén

unidos con la verdad, y de esa forma quedan agrupados. De tal suerte que ¢l curso de

wvalores de una funcién prop 1 de un arg to, es un conjunto fregeano en tanto

que agrupa a los objetos que caen bajo el concepto. Esto lo podriamos ilustrar con el

siguiente diagrama:

.. | | d...

donde se encierran los objctos del conjunto, separiandolos asi de todos los demiés.

En conclusién, la ext i6n de un concepto es una vinculacién. Dado que se vinculan
ciertos objetos con la verdad y otros con lo falso, sc scparan los objetos que caen bajo el
concepto de los que no caen. Considero que esta interpretacién es la mais cercana a las ideas

del propio Frege en tanto que permite conciliar varias de sus tesis al respecto: por ejemplo,

permite entender a) que las diferentes funci que rten un curso de valores

sean diferentes formas de obtener una misma vinculacién entre argumentos y valores; y b)
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que los “conjuntos™ asociados a las funciones proposicionales de un argumento, es decir las

de los tos, se identifiquen con sus cursos de valores.

1.3.3. La tesis de los pares ordenados.

Sin embargo, como mi sugercncia de ver los cursos de valores de las funciones de un
argumento como “winculaciones entre parejas de objetos”, es cercana a lo que han expuesto
varios autores bajo la tesis de que el curso de valores es un “conjunto de pares ordenados™,
a continuacién analizaré en qué sentido dicha tesis coincide con la mia, en qué sentido ha
sido generalmente mal formulada originando dificultades en la interpretacién del sistema

fregeano y, por dltimo, ¢6mo pienso que podria reformularse para salvar esas dificultades.

Furth, por ejemplo, enuncia dicha tesis en los siguientes términos:

La nocién de curso de valores se exp! ficil y cdmod. te por las mis

i camo aproximad te una funcién en extensidn. Asf, expresi de 1a
forma '6(...s...)' encontradas en Frege pueden leerse como significande 1o mismo que
expresiones de Ia forma ‘92( y = ...x...)* , es decir, como denotando la clase de pares
ordenados (x,y), tales que Y es el vator de la funcién ...{... para al argumento T .
Y ast, el nombre ‘4( ¢ + 7)* denotarfa una clase in pares ordenados tales

como (0,7), (1.8), (2.9), etc. (Frege [1893], p. xxx

).

De acuerdo con esta interpretacién el curso de valores de un funcién monddica seria el
conjunto de los pares ordenados (x, y), tales que ¢l segundo miembro del par es el valor
de la funcidn cuando se toma como argumento de la misma el primner miembro del par; es
decir, y = f(x). Por ejemplo, pertenccen al curso de valores de x? los pares (1, 1), (2, 4),
(3. 9), etcétera. En el caso de los conceptos (funciones monddicas que sélo dan valores de
verdad para cunlquicr argumento), Frege identifica las extensiones de éstos con sus cursos
de valores. Asi pues, aplicando a los conceptos la interpretacién del parrafo anterior, la
extensién de un concepto estaria formada por un conjunto de pares, tiales que los objetos
que caen bajo el concepto serian los primeros miembros de los pares cuyo segundo miembro
seria la verdad. Completarian la coleccién de pares todos los de la forma (a, Ia falsedad),
donde a es un objeto cualquiera que no cae bajo ¢l concepto. De manera que, segin esa

interpretacién, la tesis de los pares ordenados estaria dando una “receta”™ sencilla para
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uir la ext de un pto. Por ejemplo, pertenccerian al curso de valores de
“x es hombre™ los pares ordenados (Juén, la verdad), (Felipe, la verdad), (Francia, la
falsedad), etcétera; pero afirmar esto crea confusién, como trataré de mostrarlo en este
inciso.

Otro de los expositores de la tesis de los pares ordenados es, por ejemplo, Birjukov que
dice que “el curso de valores de una funcién dada es lo que usualmente se llama la gréfica
de la funcién, es decir, cierto conjunto de pares ordenados™ (Birjukov [1964] p. 19). Pero
si no se aclara en qué sentido se estd usando el término ‘conjunto’, como lo veremos en este

inciso, se puede incurrir en complicaciones a la hora de interpretar ¢l sistema fregeano.

Wells ¢s un caso cldsico de los cambios que requeriria el sistema fregeano si entende-
moe literalmente la tesis de los pares ordenados y mezclamos diferentes usos del término

‘conjunto

por ejemplo, el fregeano y el russelliano, como lo hace Wells.

La idn de 1a i6n dikdica tomad L como una
clase de pares ordenados, nos permite pensar la curva definida por la funcidn “x? "
cama uns relacidn diddica... ~Y asl, todos loa cursas de valores do funclones pucden
ser clases de pares, trfos o n-adas, ea decir, dae en -Pero

2 te en un infinito mimero de

como— el curao de valores de la funcién “x? = 4 consi
pares ordenados;... y Ja clase en el moderno sentido (russelliano) determinado por la

funcidn “x? = 4°... contiene, no un infinito de no dni

dos: 2 y -2; ninguno de los cuales es un par que lulr que-
) curso de valoren de Ia funcién *x? = 4* es muy diferente a la clase determinada por
ella; -y por 1o cual- la identificacidn que hace Frege de clases y extensiones necesita

no ser tomada literalmente (Wells [1951], pjr. 15 ¥ 16 de Klemke [1968]).

Citamos por iiltimo a Rosado en su reciente libro sobre Frege en el que, al igual que Wells,
tiene que contradecir ciertas afirmaciones expresas de Frege por entender literalmente
la tesis de los parces ordenados y no hacer un uso exclusivamente fregeano del término
‘conjunto’.

LEn qué consiste ef curso de valores de funciones de un argumento cuyo valor es siem-

pre un valor veritativo dicho curso de valores es sl conjunio de pares ardenados

{a, b), donde @ e1 un abjcto cualqui ¥ b es uno de los valores verital —Pero,—

la extensidn de un concepto es una suerte de conjunta determinado por dicho con-

cepto, al cual pertenecen todos y solo aquelics objetos que caen bajo dicho concepto...

-As{ pues~ asi comparamos ¢l curso de valores de un concepto can Ia extensidn del

concepto, encontramos que... ¢l curso de valores es un conjunto de pares ordenados,

fent que la idn del no es ningdn conjunto de pare -Y, por
10 tanto,~ la extensién de un concepto — a pesar de ciertas afirmaciones expresas de
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Frege- no es ningin caso eapscial del curso de valores de una funcién (Rosado {1985],
pp. 119 y 120).

Como puede apreciarse en los textos de estos autores, defender la tesis de los pares
ordenados ha acarreado complicaciones en la interpretacién del sistema fregeano. Con-
sidero que la confusién ha radicado béasicamente en no haber aclarado, en primer lugar, si
se quiere decir que el curso de valores es un conjunto de pares ordenados (que llamaremos
1a tesis I), o decir que ¢l curso de valores puede expresarse mediante un conjunto de pares
ordenados, esto es, que los pares ordenados sean sélo, como dice Dummett, “un esqueleto
que sirve para una adecuada representacién” (Dummett {1981} p. 172) (que llamaremos la
teais II); ¥, en segundo lugar, en no haber aclarado tampoco en qué =entido se estd usando
el término ‘conjunto’: 1) en sentido clisico, que Frege le atribuye a Dedekind y Schroder
(Frege [1893] inc. 0), en cl cual un conjunto se identifica con los elernentos que lo forman de
igual manera que un bosque se identifica con los drboles que lo constituyen; 2) en sentido
fregeano, es decir, entendido como la extensién de un concepto; © 3) en algin otro sentido
que habria que especificar. Asi pues, eso nos deja seis posibilidades de entender la tesis de

los pares ordenados que analizaremos en seguida.

La tesis I del término ‘conjunto’ en el scntido clisico (1), al decir que la extensién
€s un conjunto de pares ordenados, estaria diciendo que la extensién consiste en los pares
ordenados mismos; esto ¢s, que la extensién son los pares ordenados. Ese, por cjemplo,
parece ser el sentido que le da Wells al término ‘conjunto’ al sostener que “el curso de valores
de “x? = 4" consiste en un infinito nimero de pares ordenados™; e, inmediatnmente después,
rechazar que el curso de valores se identifique con el conjunto determinado por esa funcién,
va que dicho conjunto “contiene, no un infinito nimero de elementos, sino Gnicamente
dos: 2 y -27; de tal manera que ‘consiste en’ es equivalente para Wells a ‘contienc’. Sin
embargo, independientemente de la versién de Wells, esta tesis resulta inadmisible porque

entra en conflicto con afirmaciones expresas del propio Frege en su polémica con Dedcekind

¥ Schrdder (Frege {1893], inc. O y Frege [1895a}); ya que para Frege la extensidn de un
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esté ¢ da, no a partir de los individuos, sino a partir del concepto mismo.
As{ pues, la extensién no puede ser un grupo de individuos, sean éstos pares ordenados u

otra cosa. En los términos que usé arriba en 1.3.2, la extensién es siempre la extensién de

=8

un to, y la ext de un pto es una cierta vinculacidn entre determinados

objetos.

Con respecto a la tesis I, si ¢l término ‘conjunto’ lo entendermnos en sentido fregeano
(2), Orayen (Orayen [1980], vol. 4, pp. 5 y 6) ha mostrado que no puede identificarse el
curso de valores con un conjunto de pares ordenados. Asi pues, en este punto seguiremos
la prueba de Orayen, afiadiéndole sélo algunos clementos que, a nuestro parecer, la hacen

ma4s clara y contundente.

a.- Para las funciones no proposicionales, si decimos que su curso de valores cs
un conjunto de pares ordenados se incurre en una contradiccién. Los conjuntos, segin
Frege, son extensiones de conceptos; es decir, cursos de valores de funciones proposicionales
monddicas. De tal suerte que el curso de valores de una funcién no proposicional como
“x3”, si fuera un conjunto fregeano de pares ordenados, al ser una extensién, seria al
mismo tiempo ¢l curso de valores de una funcién proposicional ya que sélo estas tiene
extensién. Segin la ley V', si dos funciones tiencn el mismo curso de valores, dardn siempre
€l mismo valor para ¢l mismo argumento; ¥ por consiguiente *x3”, que no es una funcién

proposicional, tendrda que dar siempre valores de verdad como la funcién proposicional con

la que supuestamente comparte ¢l curso de valores. Lo cual es contrario a la suposicién

inicial de que era una funcién no proposicional y, por consiguiente, no puede generar
dnicamente valores de verdad para todo argumento. De ahf se desprende que de ninguna
funcién no proposicional se puede decir que su curso de valores €3 un conjunto (en sentido

fregeano) de pares ordenados, o de lo que sca.

b.- Para las funciones proposicionales, si decirnos que su curso de valores es un
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conjunto de parcs ordenados, también se incurre en una contradiccién®. Si, por cjemplo,
decimos que ¢l curso de valores de la funcién proposicional “z es hombre™, bajo la cual
caen los objetos Juan, Felipe, ctcétera, es el conjunto de los pares ordenados: (Juan, lo
verdadero), (Felipe, lo verdadero), (La Luna, lo falso), etcétera; este conjunto de pares serd,
como todo conjunto fregeano, la extensién de un concepto F(x); en este caso particular,
bajo €l concepto F(x) cacrian pares ordenados. Pero la extensién de F(x) es un curso de
valores y, aplicando nuevamente la tesia de que el curso de valores es un conjunto de pares
ordenados, serd el conjunto de los pares ordenados [(Juan, lo verdadero), lo verdadero],
{(Felipe, lo verdadcro), lo verdadero], {(La Luna, lo falso), lo verdadero}, [Felipe, lo falso],
etcétera. Este conjunto seri, a su vez, la extensién de un concepto G(x) bajo el cual caen

esos pares ord dos: [(Juan, lo verdadero), lo verdadero],... [Felipe, lo falso},

etcétera. Y, asi, indefinidamente. Adema4s, de acuerdo a la ley V, si el curso de valores de
la funcién “z es hombre” es igual a la extensién del concepto F(x) bajo el cual caen pares
ordenados, bajo el concepto “zr es un hombre™ también caerin pares ordenados, porque

si dos conceptos tienen la misma extensién, segin la ley V, bajo ellos caeran los mismos

bjet Por iguiente.

suponer que el curso de valores de una funcién proposicional
e¢3 un conjunto (cn sentido fregeano) de pares ordenados nos lleva también n conclusiones
contradictorias; como la de nuestro ejemplo que ¢l objeto Felipe, por cjemplo, cae bajo un
concepto que ticne la misma extensidn que otros conceptos bajo los cuales no cne; lo cual
puede mostrarse advirtiendo que mientras el par (Felipe, lo verdadero) es parte del curso

de valores del primer concepto, ¢l par (Felipe, lo falso) cs parte de los cursos de valores de

los otroe conceptos.

En la tesis I, de igual forma que en la tesis I, si entendemos el término ‘conjunto’ en

cualquier otro sentido ajeno a Frege (3), su uso tendria que aclararse y justificarse para la
()

Para comprender sin dificultad el argumente que sigue, et lector debe recordar la doble “recata® para

abtener conjuntos de pares a partic de funciones o conceptos. Ver los dos pérrafos que siguan a la cita de

Furth al comienso de eate lnciso.
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exposicién de los ideas fregeanas y, hasta donde sé, ninguno de los defensores de la tesis
ha hecho algo semejante”’. Podria pensarse que el término ‘conjunto’ se estd usando en
sentido moderno. Pero nctualmente no hay sélo una teoria de conjuntos; y en cada tcorfa
los axiomas delimitan el comportamiento de los “conjuntos™ como lo veremos brevemente
en 2.4. As{ pues, no dudo que en alguno de esos sentidos pueda ser correcta la tesis de que

los cursos de valores son conjuntos de pares ordenados, o pueden ser expresados mediante

un conjunto de pares ordenados, pero no consideraré este caso.

La tesis Il en el sentido (1) de ‘conjunto’, que identifica el conjunto con sus elementos,
afirmaria que la extensién puede expresarse directamente mediante pares ordenados. Ahora

bien, si ese ¢s ¢l sentido del término ‘conjunto’, Ia tesis de los pares ordenados estaria
diciendo lo siguiente:

a.- Para las funciones no proposicionales, si adoptamos la versién de Dummett, decir
que su curso de valores puede expresarse mediante ciertos pares ordenados, implicar{a que
el curso de valores es aquello que expresan los pares ordenados al igual que las gréficas
de las funciones matemaéticas: es decir, cierta vinculacién o conexidén entre argumentos y
valores. Siendo asi, decir, por ejemplo, que cl curso de valores de la funcién “2z™ se expresa
mediante el conjunto de los pares ordenados {1, 2), (2, 4), (3. 6), ctcétera seria andlogo a
decir que es aquello que puede representarse por una recta que en el eje cartesiano posa
por los puntos (1, 2), (2, 4}, etcétera, es decir, la vinculacidn que aparea cl 1 con el 2, el 2
con el 4, etcétera. En e¢se sentido, la tesis de los pares ordenados estaria diciendo, en otro

cédigo, lo mismo que intenté expresar con el diagrama que presenté antes en el inciso 1.3.2

b.- Para las funciones proposicionales, si decimos, por ejemplo, que el curso de valores

7T Do los textos sxaminadas, sélo Wells mclara que uss ‘conjunto’ ¢n “sentido moderno (russelliano)™;

pero, por lo visto, usd categorfas también del sistema fregeanc y por eso llegd a la confusién Gue comen.
tamos arriba an la tesis I-1,
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de “x? = 4" se expresa mediante los pares ordenados (-2, lo verdadero), (-1, lo falso), {0,
1o falso), (1, lo falso), (2, lo verdadero), etcétera, y que su conjunto asociado es el referente
de ‘el conjunto de 2 y -2', entonces podemos decir que ambas expresiones se pueden ver
como dos maneras de separar el 2 y el -2 de todos los demds objetos posibles. De hecho,
los pares ordenados son una forma de expresar la vinculacién o conexién que se da entre
ciertos objetos y los valores de verdad, es decir, entre esos objetos y el caer o no bajo el
concepto. Al hacer eso, podemos decir que estin delimitando un conjunto al especificar
exhaustivamente lo que entra ¥ lo que no, es decir lo que satisface la funcién proposicional
¥ lo que no la satisface; al igual que, por otro lado, ‘el conjunto de¢ Unicamente 2 y -2°
es una forma de expresar la vinculacién o conexién entre esos objetos y el si, y todos
los que quedan fuera y el no; y, en este sentido, la tesis de los pares ordenados estaria
expresando, en un cédigo diferente, lo mismo que intenté expresar con los diagramas que

presenté anteriormente.

Por iiltimo, la tesis II que toma en sentido fregeano el término ‘conjunto’ (2) estaria
afirmando que la extensién de un concepto F podria estar representada por la extensién
de un concepto bajo el cual caen pares ordenandos. Pero la extensién de un concepto bajo
el cual caen pares ordenados agruparia pares ordenados; mientras que la extensién de
F, siendo F cualquier concepto, no necesariamente agrupa pares ordenados. Asf pues,
esta versién de la tesis de los pares ordenados representa una extensién mediante otra
miéis compleja, o un curso de valores rmediante otro; de tal suerte que no aclara qué es,

finalemente, la extensién de un concepto o, en general, ¢l curso de valores de una funcién.

En resumen, decir que el curso de valores de una funcién es un conjunto de pares

ordenados resulta confuso o, incluso, acarrea contradicciones o alteraciones del sistema

f1 o. Para t

esta identificacién deberia aclararse el significado de ‘conjunto’;
¥y, al parecer, s6lo la tercera alternativa, de las examinadas arriba, podria proporcionar

un sentido adecuado. En cambio, decir que el curso de valores de una funcién puede



erxpreaarse mediante un conjunto de pares ordenados resulta aclarador en el primer sentido

de ‘conjunto’ y quizés, como sefialé, cn el tercero.

En mis términos, considero que una forma adecuada de enunciar la tesis de los pares
ordenados podr{a ser como sigue: el curso de valores de una funcién es la vinculacién entre
argumentos y valores que puede ezpresarse mediante cierto conjunto de pares ordenados;
donde ‘conjunto’ debe usarse cn algin sentido apropiado, por ejemplo, alguno de la primera
o tercera alternativa antes mencionadas al analizar los sentidos de ‘conjunto'. Al parecer,
esto es, justamente, lo que intentan decir varios de los expositores de la tesis; pero, por
lo visto, lo impreciso de su formulacién ha llevado a oscurccer aidn més la ya de por
8{ confusa idea fregeana sobre los :ursos.de valores. No obstante, en la formulacién que
propongo considero que tanto el curso de valores como la idea asociada de extensién quedan
esclarccidas en alguna medida, y coincide ademais con la interpretacién que presenté a partir

de los diagramas.

1.4. ;Qué es un mimero para Frege?

Ahora bien, una vez aclarados en el sentido precedente los términos maés problemdticos que
usa Frege en su definicién de nimero, jqué afirma segiin eso dicha definicién? En primer
lugar, afirrna que ¢l ndimero es siempre ¢l ndimero de un concepto; lo cual significa que
corresponde a las funciones proposicionales monddicas, o al significado de un predicado
gramatical, bajo el cual pueden caer algunas entidades. El nidmero es, segtin eso, algo que
tiene que ver con aquello que permite agrupar entidades, es decir, con un modo de agrupar.
Sin embargo, para Frege, el nimero es un objeto no una propiedad, segin vimos en 1.2;
de tal suerte que no puede ser algo que se predique de los conceptos, sino que s6lo puede

ser parte de la predicacién que se hace sobre ellos. De acuerdo con eso, Frege sostiene

# Aunque no desarrollé la gama de posibilidades que podefan darse en Ia tercera alternativa, concedl

Que podria ser [y i s

del curse de valores con un "conjunto” de pares en alguno

de los ib: tid. de

= de la tercera categorfa.
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que el nimero es una extensién, lo cual significa que es un conjunto fregeano asociado a
un concepto; o, en otras palabras, que es cierta vinculacién entre entidades y la verdad
o lo falso dependiendo si las entidades caen o no bajo el concepto. El némero es, segin
esto, cierta vinculacién, una vinculacién, que agrupa entidades. Por iltimo, la definicién
fregeana afirma que el niimero del concepte F es la extensién del concepto “equinumeérico

con respecto a F”; donde Frege aclara que:

1a exp! ‘el Foes i 4 P al G* signi to mismo
que la expresién ‘hay una relacidn R que di a 1os objetos que
caen bajo el concepto F con los objetos que caen bajo G*' (Frege [1884] inc. 72);

lo cual significa que el niimero del concepto F es la vinculacién que agrupa los conceptos
equinuméricos con F; ya que lo que cae bajo el concepto “cquinumeérico con respecto a
F” es F mismo que ¢s un concepto y cualquier otro concepto que tenga la propiedad de
que los objctos que caigan bajo él puedan ponerse en correspondencia biunivoca con los
objetos que caen bajo F. El nimero es, pues, una agrupacién de conceptos®, es decir, una
agrupacién de modos de agrupar: es una agrupacién que agrupa conceptos de acuerdo a
la coordinabilidad de sus extensiones; o, en mis términos, es una agrupacién que agrupa
modos de agrupar de acucrdo a la coordinabilidad de los objetos que pueden agruparse
mediante csos modos de agrupar. En ese sentido, todo concepto estd agrupado en algtn
nimero de acuerdo a la coordinabilidad de los objetos que permite agrupar. Ahora bien,
expresando esto mediante un diagrama, el niimero que corresponde al concepto ojos de ms

cara serfa el miguiente:

® Bajo loa conceptos de primer orden caen objetos y bajo los de segundo orden caen conceptos, aur que

esto trae complicaciones en el

tema fregeano como lo mostramos en 1.3.1 . No obustante, la definicién

de bhabla <l de un

Pto de segundo orden, puesto qua Ia relacién de equinumarosidad
Frege la define entre conceptos en Frege [1884), inc. 71 y en Frege [1893], inc. 38. De tal suerte que

. i salvar esas dificultad ioe Que en la definicién de nd

se han tomado como

“cbjetos” 0 entidades que caen bajo d » m&s bien, como objetos-conceptuales

en el aentido Que le di & esta expresién «n el inciso 1.3.1 .
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dond

se¢ repr tan dos arg o0s que estin vinculados con la verdad, por ejemplo, “el
concepto ojos de mi cara” que representa a un concepto que puede agrupar dos objetos, a
saber, mi 0jo derecho y mi ojo izquierdo; lo cual esti representado por el primer diagrama
de objeto-conceptual que tiene dentro del cuadrado dos entradas de argumentos vinculadas
con flechas cortas; y “el concepto piernas de mi cuerpo”, que representa un concepto que
también pucde agrupar dos objetos, a saber, mi pierna derecha y mi pierna izquierda, y
est& representado por el segundo diagrama de objeto-conceptual que también tiene dentro
del cuadrado dos entradas de argumentos vinculadas con flechas cortas. Como puede
mostrarse, ambos conceptos son equinuméricos ya que podemos construir una relacién
biunivoca que vincule, por ejemplo, mi ojo derecho con mi pierna derecha y mi ojo izquierdo
con mi pierna izquierda. Ciertamente, el diagrama deberia representar también todos los
otros concentos equinumeéricos con esos dos; pero por razones obvias de simplicidad los
he omitido. El tercer objeto-conceptual esti representado por el diagrama que dentro del
cuadrado sélo tiene una entrada de argurmento vinculada con una flecha corta y que puede
aer, por cjemplo, “el concepto nariz de mi cara™, ya que bajo el concepto correspondiente
s6lo cae un objeto, a saber, la dnica nariz que tengo en la cara. Este objeto-conceptual estd
vinculado con lo falso puesto que no puede aparearse el dnico objcto que permite agrupar
el concepto correspondiente con los dos objetos que permite agrupar el concepto ojos de mi
cara. Por dltimo, el cuadrado que encierra un diagrama que puede vincular tres nombres de
objetos con la verdad representa un objeto-conceptual como, por ejemplo, “el concepto rey
mago”; ya que bajo el concepto correspondicnte caen sélo tres objetos, a saber, Melchor,
Gaspar y Baltazar. Este objeto-conceptual esti vinculado también con lo falso; ya que losa
tres objetos que cacn bajo el concepto correspondiente no pueden aparearse con los que
caen bajo ojos de mi cara. De la misma forma, también estardn vinculados con lo falso
todos los objetos-conceptuales para los cuales no pueda construirse una relacién biunivoca
entre los objetos que caigan bajo los conceptos correspondientes y los que caen bajo el

concepto ojos de mi cara.
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Si eliminamos el término ‘extensién’, como lo sugiere Frege en la nota a su definicién,

el

serfa un to de conceptos, es decir, un modo de agrupar modos de agrupar.
No obstante, como dijimos en 1.2, Frege nunca desarrollé esa idea y lo que dijéramos al
reapecto seria pura especulacidn. Lo cierto es que, para Frege, la extensién, que es un
objeto fregeano, es siempre la extensién de un concepto; y eso nos deja ver que para €l ese
objeto estd siempre asociada a un concepto, y se da sélo a partir de éste. Frege definid el
nimero como una extensién porque para él el nimero es un objeto, donde objeto y concepto
son categorfias excluyentes. No obstante, Frege definié el nimero como una agrupacién de
conceptos y, por las dificultades que vimos en 1.3.1, lo que puede agruparse en ¢l sistema
fregeano son miés bien objetos. Ciertamente, los conceptos que agrupa un nimero estin
agrupados, no por alguno de sus rasgos intensionales o de cualquier otro tipo, sino por
una de sus propiecdades de caricter extensional, es decir, por una curacteristica de sus
respectivas extensiones. Todo esto ha llevado a varios de los comentadores y seguidores
de la linea fregeana como Russcll y Quine a definir el nimero, no como una extensién que
agrupa conceptos, sino como una extensién que agrupa extensiones: justo, las extensiones
de los conceptos que agrupa la definicién fregeana. De esa forma, el nimero se define como
una extensién que agrupa extensiones o, si se prefiere, como un conjunto de conjuntost®,
Ahora bien si, para observar mejor las similitudes y diferencias ¢n ambas definiciones,
representamos también esta segunda versidn con un diagrama similar al anterior, el mismo

nimero 2 quedaria expresado de la siguiente manera:

12 pn 2.3 veremos con mis detalle la definicién de por Russell. Ah{ analisaremos
también con mayor isidn las simili ¥ dif entre 1a versién fregeana y Ia russelliana de
ndmero.
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donde estéin representadas primero las extensiones de los conceptos “cjos de mi cara”™ y
“piernas de mi cuerpo” vinculadas con la verdad, ya que se pueden poner en correspon-
dencia biunfvoca los objetos que caen bajo ellos apareando, por ejemplo, el objeto a con
el objeto x, ¥y b con y; mientras que, por otro lado, no podemos aparcar [a, b] con [ e}
ni con [j, n, k], que son los objetos que cacn bajo los conceptos “nariz de mi cara” y “rey
mago”™ respectivamente, cuyas extensiones estin expresadas, por consiguiente, vinculadas
con {o falso. Asf pues, ecn esta versién, el namero de la extensién del concepto “ojos de mi
cara” seria el “conjunto” o agrupacién a la que pertenece esa extensién en tanto que puedn
ponerse en correspondencia biunivoca los objetos que agrupa con los que agrupan otras
extensiones. En resumen, el nimero, segiin esta versién, es el nimero de una extensién,
es decir, de una agrupacién, digamos A; ¥ el niimero de esa agrupacién de objetos es la
agrupacién de sgrupaciones que puede lograrse a partir de un concepto, digamos G, que
podria expresarse con el predicado “ser extensién que agrupa objetos que puedan ponerse
en correspondencia biunivoca con los objetos que agrupa la extensién A™ .

Mientras que en la versién fregeana un ndmero es una agrupacién de conceptos, en
la otra versién, el nimero es una agrupacién de extensiones. Sin embargo, en cierto
sentido ambas versiones son cquivalentes ya que, finalmente, en las dos un ntmero “atrapa”
directa o indirectamente los mismos conceptos y las mismas extensiones. En la versién
fregeana, ¢l nimero del concepto F agrupa determinados conceptos dependiendo de si
sus respectivas extensiones tienen o no cierta caracteristica; y asi, quedan “atrapadas”
también las extensiones que tengan esa caracteristica. Por otro lado, en la otra versién,
el nimero de la extensién del concepto F agrupa determinadas extensiones, justo aquellas
que quedan “atrapadas” en la versién fregeana; pero en Frege, la extensién es siempre la
extensién de un concepto; asi pues, de esa forma quedan también “atrapados™ los conceptos
asociados con esas extensiones, y éstos son justamente los que agrupa la versién fregeana.

En ia, en b. i €l nimero, del concepto F agrupa o “atrapa” los

mismos conceptos y las mismas extensiones, y por ello podrfan manejarse como equivalentes

44



haciendo los ajustes requeridos en el sistema fregeano. De hecho, la similitud estructural

que puede observarse sin dificultad en los dos diagramas que p mos del ni o 2, asf

como con un t que repr a la versién del nu 0 como un concepto de ptos

sugerida de pasada por ¢l mismo Frege, nos sugicre que podriamos usar cualquiera de cllas

haciendo los ajustes nccesarios. No obstante, Frege usé claramente sélo la primera versién.

Ahora bien, entendidos de esa forma los nimeros, Frege pretendié confirmar su idea
“viendo si se pueden deducir propiedades conocidas de los niimeros a partir de esa defini-
cién™ (Frege [1884] inc. 70). Y asi, al final de los Fundamentos y en las Leycs Bdsicas de
la Aritmética, de acucrdo a sus distinciones conceptuales y las leyes de inferencia desarro-
lladas a partir de su Conceptografia, Frc;.;c obtiene varias de las principales proposiciones
acerca de los nimeros naturales, y para lo cual, incluyé como parte de la 16gica su ley de Ia
igualdad de las extensiones que hoy se sitia dentro de la teoria matematica de conjuntos.

Al respecto dice:

sSlo puede haber discusidn, por lo que alcanzo a ver, de mi ley fund tal
de los cursos de valores (V), que quisss los 16gicos todavia ne consideran como cosa
propis, aunque se piensa en clla cuando se habla, por ciemplo, de extensiones de
concepto (Frege [1893], int.);

lo cual es explicable porque para Frege las extensiones estin siempre formadas a partir
de los conceptos; y si la 16gica se encarga de los conceptos, al parecer, no ve por qué las

extensiones no sean también asunto de la légica.

Su método para reconstruir la aritmética consiste en mostrar que lns agrupaciones de
conceptos que define como nimeros tienen en primer lugar las mismas propiedades que los
tradicionales nimeros naturales. Para ello, definié cada nimero individual eligiendo un

concepto al que le corresponda ese nidmero. Por ejemplo, 0 lo define como el nimero que

corresponde al pto “desigual consigo mismo™; 1, como ¢l nimero que corresponde al

concepto “igual a cero”; y ‘sucesor’ lo define diciendo:
Existe un concepto F y un objeto T que cas bajo 41, de tal tipo Que el ndmero
que corresponde al concepto F «a 7, y que el ad que al
“que caa bajo F, pero no es igual a X" ea 711 —0, con otras palabras,— que N sigue
inmediataments a 773 en ia serie de loa ndmeroe naturales (Frege (1884), inc. 76);
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¥ a partir de ahf, deduce para los niimeros as{ definidos las propiedades aritméticas més
conocidas. Esto lo hace en los incisoa 74 a 77 de los Fundamentos y 41 a 43 de las Leyes

Bdsicas como lo ejemplificaremos con un poco maéas de detalle en el inciso 2.8 .

En resumen, Frege proporciona una definicién de los mimeros que los vincula es-
trechamente con los conceptos; y ademds, lo definido as{ se comporta, al parecer, como los
tradicionales nitneros naturales. Lo primero, permite ubicar los nimeros en el panorama
general de los conceptos; y lo segundo, refuerza la hipétesis de que los ubicados sean re-
almente los nimeros que se han usado durante siglos. Por todo ello, y por el entusiasta
apoyo de pensadores relevantes como Russell, la definicién fregeana ha sido generalimmente

aceptada, aunque no por ello ha estado completamente libre de objeciones.

En primer lugar, se encuentra, por ejemplo, la gran objecién del mismo Russell cuando
le comunica a Frege que ha encontrado una contradiccidén en el inciso 9 de su Conceptografia
cuando éste considera que las funciones son también clementos indeterminados sin que se
estipule ninguna restriccién a su indeterminacién, ya que, siendo asi, se podrfan formar
predicados contradictorios como, por cjemplo, “~ es un predicado que no puede predicarse
con verdad de s{ mismo”, del cual no puede decidirse si cae o no bajo la predicacién que
expresa. A lo cual, Frege contesté: “Su descubrimiento de la contradiccién me causé una
gran sorpresa. Parece entonces que una igualdad de cursos de valores no estd siempre
permitida, que mi ley V es falsa... y que mi combinacién de signos no tiene significado
en todos los casos™(Frege [1002], p. 124 de Heijenoort [1967]). Lo cual zignifica que no
siempre podemos pasar de un concepto a su extensién sin caer en contradicciones; o, en
nuestros términos, que no todos los conceptos pueden pensarse como modos en los que se
pueden agrupar objetos; lo cual resulta realmente grave porque tendriamos que redefinir

lo que se entiende por ‘concepto’ alterando todo el sistema.

Frege propuso una solucién en un apéndice al volumen II de sus Lecyes Bdsicas que

consiste en restringir la ley V diciendo que las extensiones de dos conceptos son iguales,
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si y sélo si, para todo argumento, si éste no es igual a ninguna de las dos extensiones, los
conceptos arrojarin los mismos valores. Esta solucién, como lo aclara el mismo Frege, no es
una definicién de extensién, sino que sélo establece ciertas propiedades de las funciones de
scgundo nivel. Sin embargo, Lesniewski en 1938 (ver Resnik [1980] p. 215), posteriormente
Quine [1955), Gench [1956] y recientemcnte Resnik [1980] han mostrado que la solucién de
Frege no es del todo satisfactoria. Lo cual, al cuestionar la caracterizacién que da Frege
para los conceptos, nos deja con un sistema en el cual no esti claro, finalmente, qué serfa
en general un concepto si no es una forma de agrupar objetos; y qué seria en general una
extensidén si no es una agrupacién que se logra a partir de una forma de agrupar objetos.

Esto 1ltimo lo trataremos mds ampliamente en los incisos 2.3 y 2.4 .

Ademads, quisiera mencionar que la definicién fregeana de los nimeros supone una idea
previa de los mismos. Frege conocia las leyces bdsicas de los niimeros dadas en la aritmética,
¥ conocia que ¢l 1 sigue 2l O en la serie de los ndimecros naturales. Una definicién puede
generar un sentido complectamente nuevo para un término con base en una combinacién
nueva de términos conocidos; o bien, puede precisar el sentido mAs o menos conocido de
un término con base en una combinacién mis 0o menos conocida. Creo que esto iltimo
es el ceso de la definicién fregeana de ‘nimero’ como trataré de argumentar a partir de

ciertas consideraciones que desarrollaré en el inciso 2.6 .

Por uGltimo, la definicién de Frege ha sido atacada también en cuanto a si sus agru-
paciones de conceptos son realmente los tradicionales ndmeros, y no tinicamente algo que
se comporta como éstos. En ese sentido se encuentra, por ecjemplo, el articulo de Benac-
erraf “Qué podrian no ser los nimeros™, que analizaremos en el inciso 2.5 estrechamente

vinculado con el inciso 2.2 .
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CAPITULO 2

ALGUNAS OBJECIONES Y SOLUCIONES A LA DEFINICION

FREGEANA DE NUMERO



2.1. Dificultades de la definicidn fregeana de niimero

La definicién de niimero dada por Frege en los Fundamentos de la Aritmética ha sido en
general mal comprendida, y esto ha originado serias objeciones que parecen nulificar por
completo el intento fregeano. En el capitulo anterior presenté una clarificacién de dicha
definicién que serd de In que me valdré aquf para analizar qué es lo que no ha quedado
descartado del intento fregeano, asi como algunas soluciones que se han propuesto para

ciertas objeciones.

La prescnte investigacién sobre los nimeros intenta indagar no sélo qué dice Frege
sobre ¢llos, sino también hasta qué punto da en el blanco. Frege habla sobre los nimeros,
cualquier cosa que éstos sean, y sostiene sobre ellos que poscen ciertas caracteristicas. Nos
proporciona una definicién que, en sus términos, refiere a ciertos objetos, y sobre ellos
expresa un determinado conocimiento que nos es transmitido mediante el sentido de la
definicién. Pero, ;jcudl es ese referente, para que podamos juzgar sobre la pertinencia
de las caracteristicas que se le atribuyen en dicha definicién? Segdn vimos en 1.2, Frege
sostiene que esos refercntes son objetivos ya que “las entidades matemaiticas poscen una
fuerte determinacién y solidez™, y que los niimeros de los que habla son objetos porque “el
nimero 1 —como cada uno de los nimeros de la aritiética— es tinico™; por otro lado, una vez
dada la definicién de nimero, Frege pretendid confirmarla deduciendo de ella, al menos, las
propiedades aritméticas de los nimeros naturales. Asi pues, podemos decir que la piedra
de toque frente a la cual Frege pretende contrastar su definicién es la aritmética misma y,
en ese sentido, los referentes aludidos serfan ni m4s ni menos que los niimeros matemaéticos.
No obstante, Frege sostuvo también, que los enunciados del lenguaje natural que mencionan
algin nimero, tales como “aquf hay § compaififas™ y “aqui hay 500 hombres™ afirman algo
sobre los conceptos. Por ello, para él, los referentes de los numerales, tales como ‘5° y ‘500°,
son objetos que forma parte de la predicacién que puede hacerse de los conceptos “— es
una compaiifa” y “— es un hombre™ respectivamente. Lo que se afirma de tales conceptos

es que bajo el primero caen 5 objetos y bajo el segundo caen 500 objetos. Lo cual, al
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parecer, rebasa las propiedades pur aritméti de los ni o8, ¥ nos sugiere que

el refe de la definicién fregeana de niimero no son sélo los niimeros de la aritmética
pura, sino también esos mismos nimeros en tanto que se usan en el lenguaje ordinario
asociados a conceptos. Asi pues, con base en ello, podemos decir que los referentes de Ia
definicién fregeana de niimero son, con mayor exactitud, los niimeros de la aritmética pura

v aplicada.

Por otra parte, para entender con precisién el sentido de la definicién fregeana de
némero (es decir, las caracteristicas que Frege afirma sobre los referentes mencionados)
recordemos que dicha definicién es sélo parte de la reconstrucciédn axiomitica que hace
Frege de la aritmética y para la cual define los términos que emplea. En ese sentido, Frege
se refiere a ciertos referentes y lo hace mediante un sistema axiomatico, donde éste estfd

dado en términos tales que los niimeros se definen como extensiones de ciertos conceptos.

Ahora bien, a la definicién fregeana de los nimeros se le pueden presentar, al menos,
las siguientes objeciones: 1) jhasta qué punto es valido y hasta qué punto es necesario
tomar como un solo referente los nlimeros de la aritmética pura y aplicada? De hecho, hay
pensadores, como Dedekind y Peano, que sostienen que basta, e incluso es mas conveniente,
tomar como tinicos referentes los nimeros de la aritmética pura. Asi pues, discutiremos
en 2.2 esta custién tomando el pensamiento de Dedekind como reprsentativo de esa via
alternativa a la fregeana. 2) Russell custiond la nocién de “concepto™ usada en la definicién
fregeana de nimero mostrando que de clla se podia gencrar una contradiccién. As{ pues,
en el inciso 2.3 discutiremos a la luz del trabajo de Russell mediante el cual pretende
“componer” la definicién fregeana de nimero, qué se sosticne de la versién fregeann y qué
requiere un cambio de acuerdo con la objecién de Russell. 3) Frege define el nimero como
un conjunto previamente a la teoria matemdtica de conjuntos creada bssicamente por
Cantor y sus seguidares. A cse respecto, habria que preguntarse ;qué sentido le han dado

al término ‘conjunto’ los trabajos de Cantor y sus seguidores? y si dicho sentido implica

50



algin cambio o precisién en la definicién fregeana de nimero. Asf pues, en el inciso 2.4
analizaremos el trabajo de Cantor sobre los conjuntos y sobre los nimeros en términos
de conjuntos, asi como algunas ideas modernas sobre los conjuntos y sobre la definicién
cantoriana en relacién con la definicién fregeana de nimero. 4) Otra objecidén que se ic ha
formulado a la definicién fregeana, sobre todo a partir del trabajo de Benacerraf, es que
en realidad podrian darse multiples definiciones de los nimeros en términos de conjuntos.
De ahf concluye Benacerraf, que al no ser cada nimero un conjunto especifico como Frege
sugiere, los nimeros podrian no ser conjuntos en absoluto o, aiin mas, podrian no ser ni
siquiera objectos especificos. Asi pues, en el inciso 2.5 analizaremos ¢l trabajo de Benacerraf
que presenta dicha objecidén, y trataremos de evaluar hasta qué punto ¥y en qué sentido
se afecta el intento fregeano de definir los nimeros. 5) Por dltimo, ¢l hecho de que la
definicién fregeana de nimero sea parte de una reconstruceién axiomética nos plantea Ia
cuestién de qué es lo que realmente pruecba que de dicha definicién se obtengan légicamente
las propiedades aritméticas de los nimeros, y eso nos obliga a precisar en qué consiste un
trabajo axiomaético. Asl pues, en el inciso 2.0 trataremos de analizar esta custién, sobre

todo, a partir de los trabajos de Hilbert y los problemnas a los que se enfrenta la axiomAtica

moderna.

En resumen, Frege elige ciertos referentes, al parecer, mis amplios que los que eligen
Dedekind y Peano, y sobre ellos sostiene que siempre estin vinculados a los conceptos
(aunque su nocién de “concepto” es defectuosa), sostiene ademas que son determinados
conjuntos {aunque Benacerraf muestra que podrian ser otros conjuntos diferentes), y todo
ello lo dice mediante un sisterna axiomitico (lo cual nos obliga a indagar lo que esto
implica). Nuestra taren en cl presente capitulo consistird, pues, en indagar, hasta donde
nos sea posible, la pertinencia del referente al que se enfoca Frege, y en juzgar, a la luz
de los trabajos de algunos de los pensadores mas relevantes cn estos asuntos, as{ como
de las consideraciones que aqui mismo hagamos, qué es lo que podemos decir que adn se

sostiene de la nocién fregeana de niimero; o, con otras palabras, tomando los ndimeros
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de la aritmética pura y aplicada como los referentes de la definicién fregeana, qué tan

acertado es decir de forma axiomAtica que dichos referentes son ciertos conjuntos asociados

a determinados conceptos.

2.2. ;Un nimero estid slempre asociado a clertos conceptos?

Para intentar contestar esta pregunta hay que aclarar primero a qué nos referimos con el
término ‘nidmero’. A primera vista ¢l asunto parcce muy simple, ya que hoy dia todos
aceptan que 5,1/3, 7 ¥y Ro son cjemplos de nimeros matemaiticos, y puede decirse que es a
ellos justamente a los que queremos referirnos con la expresién ‘nimero’. Sin embargo, st
queremos ir un poco mas lejos e intentamos definir los mimeros, tendremos que precisar lo
especifico de ellos; tendremos que aclarar qué cosas caen bajo el predicado “— es ntimero™,
¥ qué cosas no caen. En otras palabras, necesitamos decir qué es un nimero (o, al menos,
qué es un nimero matemaitico en el supuesto de que pudiera haber otros nimeros); y,

dado que al menos los niimeros conocidos en la matemética son infinitos, no podemos

enumerarlos uno por uno y requerimos forzosamente de alguna caracterizacién general.

AristéSteles habia definido ¢l niimero en los siguicntes términos que también citamos
en 1.2: “La unidad es ¢l principio del ntimero en tanto que ndmero,... la unidad es
indivisible... —y- el nimero ey una multitud de mdénadas™(AristSteles [s IVb ac] lib. X,

cap. 1). Sin embargo, ¢l uso admitido de los nimeros matemdticos en relacién a los
hoy llamados nimeros racionales entré en conflicto con esa caracterizacién e hizo surgir
primero la teoria de las proporciones de Eudoxo con la idea de fijar ¢l comportamiento
de esas rclaciones entre los nimeros que hoy llamarinmos qucebrados. Posteriormente, la
solucidén consisté en ampliar la caracterizacién de nimero, de tal manera que incluyera
como tales no sélo los enteros, sino también las fracciones como 4/3, 2/5, ctétera. Por
otra parte, en el siglo XVI, Simon Stevin refutdé y modificé la definicién de nimero dada
por Aristételes. Segin Stevin, el 1 también es un nimero ya que la parte estd hecha

de lo mismo que el todo y si la multitud de unidades es un ndimero, también lo sera ln
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unidad que es parte de ella (ver, por ejemplo, Jones [1978], p. 233). Posteriormente, en

1872, Dedekind propusé una caracterizacién general de los nu o8 tendiendolos sélo
como lugares en una serie con la intencién de incluir tanto a los racionales como a los
irracionales (segin lo veremos en este mismo inciso). Por Gltimo, Frege, por un lado, al
tratar de probar que los juicios de la aritmética eran analiticos (segin lo vimos en los
incisos 1.1 y 1.2) y Cantor, por otro lado, al introducir los niimeros trasfinitos (segin lo
veremos en 2.4), volvieron & modifiear la nocién de nimero. No obstante, actualmente no
hay una aceptacién universal de las iiltimas caracterizaciones que se han propuesto sobre
los niimeros; y es por eso que nuestro estudio sobre ellos ha comenzado por revisar estas

PR

G caracteri jiones a partir de la dada por Frege que es, en cierto sentido, la miés

completa.

Al parecer, los nimeros (al menos los niimeros con los que trabaja la aritmética)
se resisten, como otras entidades matemidticas, a una caracterizacién general. De hecho,
ésta ha sido en gran parte la historia de las matema&ticas; y, como consecuencia, algunos
pensadores han abandonado todo intento por caracterizar de una manera fija los nimeros

o cualquicr otra entidad matcmaitica:

A travéw de loa tiempos —dicen, por ej lo, Courant y Robbins— los matemsti
eraron sus objetos, tales como e! nimera, el punto, etc. como cosas sustan-
clales en sf. Pero en vista de que watos wntes desafiad iempre los | para
una descripcidn adecuada, loa matemsticos del siglo pasado llegaron paulativamente
a la conviccidn de que el problema de la significacién de dichos objetos como cosas

sustanciales no ten(s, en modo alguno, sentido dentro de Ias matemétic Lo que
realrnernte son los puntos, las rectas y los numeros ni we pucde ni es necesario discu-
tirio en temdti Lo que i . ¥ lo que car de a hechos comprobables

#8 su estructura y relacidn™(Courant y Robbine [1971] pp. 6 ¥ 7).
Sin embargo, aun cuando no fuera ssunto de las matemadticas, ciertamente sf es asunto de
la filosofia buscar un esclarccimiento de nquello, como los niimeros, de lo que hablan los
matemaéticos.
Ahora bien, la aritmética, entendida como el estudio matemitico de los nimeros,
los clasifica en diferentes grupos y ha fijado las lcyes que rigen el comportamiento de los

ndmeros entre si. Sin embargo, para algunos eso no era suficiente, y a fines del siglo
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pasado se sintié, como dice Dedekind, “la falta de un fundamento realmente cient{fico de
1a aritmética” (Dedekind [1872] inc. 1) originando asf la biisqueda de sus fundamentos (ver
nota 1 del capitulo 1). El propio Dedekind, por ejemplo, al buscar una caracterizacién

general que sirviera tanto para los nimeros racionales como para los irracionales propone

el siguiente axioma:

Si todos los puntos de la recta se dividen e¢n dos sistemas de manera que todo punto

existe un punto y sélo uno que produce este reparto de todos los puntos en dos
sistemas (Dedekind [1872] inc. III);

donde se afirma, en otras palabras, que a cada reparto le corresponde un ntimero real y
sélo uno. Y, como puede mostrarse que lo inverso es también cierto, de hecho hay una
correspondencia biunfvoca entre los ndmeros reales de la recta numaérica, y los repartos que
Dedekind llama cortaduras. Siendo asi, pueden definirse los niimeros en términos de cor-
taduras diciendo, por cjemplo, que un nimecro es todo aquello que produce una cortadura,
¥a que “los ntimeros son distintos siempre que correspondan a cortaduras esencialmente
distintas, y sélo en ese caso”™(Dedckind [1872] inc. I'V): todo lo que sea un ntmero, pro-
duce una cortadura; y si algo produce una cortadura, es un niimero. Naturalmente esto
obliga a Dedekind a precisar la naturaleza de las asi llammadas cortaduras; y, por otro lado,
a comprobar que, en cfecto, de sus definiciones pueden desprenderse las leyes conocidas
de los reales, o con otras palabras, que no sélo hay una correspondencia biunivoca entre
reales y cortaduras, sino que también los reales entre si tienen relaciones andlogas a las
cortaduras entre si. En este ultimo caso, dirfamos que hemos encontrado dos estructuras
isomorfas y podemos definir los elementos de una en términos de la otra. Qué tanto logra

Dedckind de todo esto, y qué tan provechoso es si lo logra, intentaremos verlo en seguida.

En “La naturaleza y ¢l sentido de los nimeros”, Dedekind procede sistemadticamente a
definir los niimeros naturales empezando por definir lo que él entiende por ‘sistema simple-
mente infinito’. “Un sistema (agregado, conjunto o totalidad) S, tomado como un objeto
de nuestro pensamiento, estd totalmente determinado cuando con respecto a cualquier

=
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cosa estd definido si es un elemento de § o no”(Dedekind [1893] inc. I). Para expresar la

laciSn de “pert a” (€), as{ como las relaciones de “ser parte de” o “ser parte propia

de” (& y C, respectivamente) Dedekind emplea, erréneamente, como bien lo critica Frege
{ver Frege [1893] intr.), el inico simbolo ‘3’. Por otro lado, “por una transformacién ¢ de
un sistema S entendemos —dice Dedekind— una ley de acuerdo con la cual a cada elemento
determinado s de S corresponde una cosa determinada que se llama la transformacién de
s y se denota por ¢(s)” {(Dedckind {1893] inc. II), o S$'"; donde la tranformacién se llama si-
rmilar cuando es una relacién funcional. En csos términos, un sistema simplemente infinito
S es un sistema para el cual pueda encontrarse una transformacién similar ¢ en ambos
sentidos, es decir biunivoca, que vincule todos los elementos de § con una parte propia
A de los elementos de S. Si ademés ¢ perrite ordenar el sistema, estamos en posesién
del sistema /N de los nimeros naturales (donde ¢ serd una transformacién ordenadora si
permite vincular entre sf todos los elementos de un sisterna S, de tal manera que exista
un unico elemento en $ que no esté contenido en S°, es decir, en el contradominio de la
funcién). Dedekind simboliza con ‘ls’ la interseccién de todos los sistemas simplemente
infinitos que estén ordenados a partir de un primer elemento simbolizado con ‘1’. De tal
suerte que, en palabras de Dedckind:

La esencia de un tema simplemente infinito JV con o en l. existencia de una

sransformacién ¢» de IV y un ei 1 que satisf; 1a a)

N*D Nib) N = 1p;c) el elemento 1 no estd contenido en IV, y d) la transformacién
@ es similar® (Dedekind {1893], dal. 71).

Posteriormente, Dedekind rmuestra que las leyes de los nidmeros naturales se despren-
den de esta definicién. Por ejemplo, para probar que en todo niimero n se cumple que
n % n', procede por induccién en dos pasos: 1) para n = 1 sc cumple puesto que 1 por
definicién no estd en $(N); y 2) sise cumple que nn % n’, se cumplirda que n* # (n')’ puesto
que la transformacién ¢, al ser biunivoea en IV, determina para cada elemento n una y sélo
una transformacién n’, y a cada transformacién n’® uno y sélo un elemento n. Perosin’ =
(n')’, entonces n' seria su propia transformacién y, al mismo tiempo, la transformacidén de

n; lo cual no es posible porque n’ seria la tranformacién de dos elementos diferentes.



Ahora bien, si obscrvamos detenidamente la tictica de Dedekind, prescindiendo de
las correcciones técnicas que le han hecho Frege y otros, nos daremos cuenta que en efecto
define los niimeros naturales en términos de ststemas y transformaciones; Que esos sistemas
simplemente infinitos tienen propicdades andlogas al conjunto de los ntimeros naturales,
como la de poderse poner en correspondencia biunivoca con algunos de sus subconjuntos
propios; ¥y que la transformacién ¢ se comporta como la relacién < . De hecho, no importa
qué objetos especificos tengan esas propiedades y cumplan con esas relaciones: si algo tiene

esas propiedades y relaciones, Dedekind le llama ndmero natural. En sus propias palabras:
atema simplemente infinito JV ordenado por la tran

2i en 1a consideracién de un
ian &, pl el cardcter eapecial de 1os elementos, ¥ sim-

i = distinguiblli ¥t en cuenta s4io la relacién de unos
con otros en la cual estén colocados por Ia relacién ordenad. @, loa e-

lementos s« llaman nimeros naturales o nimeros ordinales o simplemente nimeros

(Dedekind [1893] def. 73);
1o cual es criticado por Russell porque de esa forma, en todo caso, s6lo se estd definiendo
una progresién cualquiera, 3y “una progresién puede estar formada por puntos o instantes,
o por ordinales transfinitos, o por cardinales, en las que, ~como puede mostrarse— los
ordinales no son elementos” (Russell [1903) inc. 242). Para Dedekind un nimero es sélo
un lugar en una serie; ¥ esto sc debe n que de ellos s6lo ha tomado sua interconexiones. Asf{
pues, a partir de eso, podemos decir que lo que ha encontrado Dedekind es la estructura de
los nimeros. Como sabemos, una estructura abstracta puede ser interpretada de miiltiples
formas: pueden darse tedricamente infinidad de grupos de cosas que compartan lns mismas
interconexjones. Por ejemplo, el sistema planetario y ¢l sistema atémico (segin ¢! modelo
de Bohr) comparten las mismas relaciones entre sus centros y las “particulas™ que giran
alrededor de ellos. Sin embargo, eso no identifica a una estrella con el nticleo de un stomo.
De la misma forma que, compartir la misma estructura, no identifica los nimeros naturales
con los sistemas ordenados simplemente infinitos a menos que no encontremos otra cosa
Por cierto, Ia misma critica puede hacerse también a la
De hecho,

que nos permita diferenciarlos.
caracterizacién que hace Peano de los naturales mediante sus cinco axiomas.

el mismo Russell le hace comentarios andlogos en Russell [1903], cap. 14, y en Russell
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[1919], cap. 1. En ellos muestra bidsicamente que los axiomas de Peano no caracterizan a
los naturales sino a cualquier progresidn; ya que dichos axiomas pueden interpretarse como

ignan univocamante a los nimeros naturales?.

refiriéndose a cualquiera de ellas, y no d

Por supuesto, la cuestién estriba en qué queremos entender por ‘mimero natural’. De-

dekind no encuentra ninguna diferencia entre las estructuras aludidas; ya que él entendia

ad como consecuencia necesaria, © al menocs natural, det

la aritmética «n su total

acto aritmdtice m&s simple, el de contar. Y, el contar mismo, no es otra cosa que

1 i iva de serice infinitas de enteros positives en la que cads elemento

esth definido por medio del inmediato anterior; el paso mde wimple e» el paso de un
! ya o do, al sigui (Dedekind [1872] inc. 1).

Sin embargo, si de los niimeros sdlo retenemos su estructura, tendriamos que refutar a Frege
cuando dice que “ha quedado establecido definitivamente que la asignncién de nimero
contiene una afirmacién sobre un concepto” (Frege [1803]} intr.); es decir, que un nimero es
siempre el nimero de un concepto. Para Frege el niimero es una extensién y toda extensién
es siempre la extensidén de un concepto. Como lo ha mostrado recientemente Alvarez en
un trabajo en el que explora Ias similitudes entre las definiciones de Frege y Dedekind, la
diferencia fundamental radica en que “Frege sostiene —en oposicién a Dedekind— que los
niimeros al poseer una existencia objetiva no surgen de ninguna ordenacidn que de ellos
se pueda dar; existen en la medida en que a ellos se asocia un concepto™(Alvarez {1987)
p. 358). Podria pensarse que la diferencia entre las definiciones de Frege y Dedekind
se debe a que sus referentes mismos son diferentes: micntras que los referentes de la
definicién de Frege son, al parecer, los mimeros de la aritmética pura y aplicada; los
referentes de la definicién de Dedekind parecerian ser sélo los niimeros de la aritmética

pura. Sin embargo, los niimeros a los que se refiere Dedckind también pretenden servir para

1 Dado que los sistemas de Peano y Dedekind son anklogos cn los aspectos que nos intercsan aquf, no

me detendrd a examinar la propuesta de Peanc, aun cuando tiene ciertas ventajas resaltadas por varios

mplo, Muesell- una ventaja notoria de simplicidad y

autores. "Existe on el método de Peano —dice, por =,

i de la aritmética; pero desde ¢l punto de viata puramente

una separacidn mis clara entre las p

igual (Russell [1903], inc. 241)

1égico los dos »on
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contar las cosas del mundo. Segiin los estructuralistas, como Dedekind, contar es aparear
objetoas del mundo con series matemaidticas; pero, aun aceptando eso, al lugar = de la serie

deria algo extramatemditico que permitiria identificar ese lugar

ica le corresg
independientemente de su relacidn con los otros miembros de la serie. Cuando decimos, por
ejemplo, “aquf hay cuatro caballos™ estamos vinculando un ndmero especifico, el cuatro,
con el concepto “— es caballo que estd aqui™; y el 4 de “4 caballos™, si no ¢s el mismo 4 de
la aritmética porque, al pareccer, refiere a algo estrechamente vinculado con lo empfrico,
al menos esté estrechamente asociado con él ya que se comporta aproximadamente como
éste. Por supuesto, podriamos tener un sisterna nihmerico en el que el 4 ordinario fuera
100, el 5 fuera 200 y asf sucesivamente; pero, en todo easo, esto seria sélo un cambio de
simbolos, ya que el 100 se comportaria tal como el 4 ordinario y estaria igualmente asociado
al concepto “— es caballo que estd aqui®?. De tal suerte que, aun cuando tomemos como
referentes sélo los niimeros de la aritmética pura, no podemos olvidar que éstos pueden
vincularse a los objetos del mundo a través de los conceptos. Si los nimeros fueran sélo
elementos de estructuras abstractas, no tendrinn propicdades que no fueran estructurales;
¥, el poder ser siempre parte de la predicacién que se hace de un concepto al decir que bajo
él caen z objetos no es una propiedad estructural, ya que relaciona nimeros individuales
con conceptos individuales independientemente de lo que pase con otros niimeros y otros
conceptos.

En apoyo a esto, mostraré en seguida que si aceptamos las propiedades estructurales
que han encontrado los estudiosos de la aritmética, en efecto, de todo nimero podemos
decir que es ¢l ntimero de un concepto. Para ello, utilizaré una sencilla reduccién al
absurdo: sea z un nimero del cual no podemos decir con sentido *hay z cosas que son P*;
no obstante, sicmpre podemos encontrar miiltiples nimeros, digamos x, y, w, tales que =

+ v + w = z, de los cuales podemos decir con sentido ‘hay z cosas que son Q’, ‘y cosas

? Eete argumento se mae ocurrié conversando con Carlos Alvarex al presionarme éste & mostrar que los

itméel tienen i no estructurales.
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que son R’ y ‘w cosas que son S’, siedo Q, Ry S propiedades disyuntas entre si; as{ puecs,
si las leyes estructurales de los niimeros nos aseguran que siempre podemos expresar un
niimero en términos de otros, se sigue de ah{ que siempre podremos decir con sentido que
hay £ + v + w cosas que son Q o R o S, donde P significaria ser Q o R o S. As{ pues,

de todo nimero podemos decir que es el nimero de un concepto ¥ eso confirma el hecho,
como dice Russell, de que:

necesitamos los niimerea, no sdlo para verificar las férmulas matem4ticas, sino tam-
bidn para aplicarlos adecuadamente a los objetos comunes. Debemos tener dies dedos,
dos 0jos y una nariz. Un sistema en el cual ‘17 100, ‘2" rep al01y
sl para la matemstica pura, pero

Necesitamos nimeros que podamos
y esto requiere que loa ndn tengan

un significado preciso, y no 2610 que tengan algunas propiedades formalea (Russell
[1919] cap. 1, pp. @ ¥y 10).

; puede ser 1 t d o
00 se aplicarfa a los hechos de )
emplear para contar los objetos

a vida diaria...

De tal suerte que, por lo visto, aun cuando los referentes sean sélo los niimeros de
la aritmética pura, no basta una definicién en términos puramente estructurales como la

de Dedekind, ya que un nimero tiene también la propicdad no estructual de ser siempre

el nimero de un concepto. Esta critica va en contra también de la propuesta de Peano,

Benacerraf (que analizaremos en 2.5) y de todos aquellos estructuralistas que pretenden
reducir las matemaéticas y los mimeros en particular a un conjunto de estructuras abstrac-
tas. Ciertamente, en las matemidticas se dan estructuras, y los niimeros mismos ticnen una
estructura. Pero si reducimos los niimeros a su estructura, nos quedariamos sin una ca-
racterizacién univoca de los mismos y perderiamos la estrecha vinculacién de los nGmeros
con los conceptos (que desarrollaremos aun mis en 2.5) manifestada cn expresiones como

‘cuatro caballos’ ‘Re naturales’, etcétera. En estas expresiones, ‘cuatro’ y ‘Ro’ no refieren

a algo puramente estructural, ya que Rp ¥ s6lo Rp es el nimero asociado al concepto “— es
un nidmero natural”.
2.3. 2Todo concepto tiene slempre un niimero asociado?

Esta pregunta nos enfrenta directamente con la contradiecién que Russell le plantea a

Frege. Segin la interpretacién que presenté en el capitulo anterior, Frege sostiene que
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un concepto es un modo de agrupar objetos. Sin embargo, esta caracterizacién no es

completamente general, de lo cual se lamenta Frege en su respuesta a Russell, ya que, segin
l& contr di ié 31 d dcl

“— es un predicado que no puede predicarse con
verdad de sf mismo”™ no sc sabe si se agrupa él mismo bajo la verdad o bajo la falsedad.
Sin embargo, ese concepto, al parecer, cumple la caracterizacién fregeana de lo que es un
concepto, en tanto que es una funcién de un argumento que toma como valores sélo valores
de verdad; pero, por otro lndo, no cumple lo que eso irnplica, a saber, que de esa forma
se pueden agrupar objetos, es decir, que tiene una extensién o “conjunto™ asociado. Y,
8i un concepto no genera un “conjunto”, entonces tampoco tiene un nurmero asociado, ya
qQue no hay forma de saber cuantas cosas cacn bajo ese concepto, es decir, cuidntas cosas
pueden agruparse con ese concepto. Lo mas delicado del asunto es que si no todo concepto
es un modo ce agrupar objetos, entonces ;qué serian los conceptos en general? Para Frege,
todo concepto, al ser un modo de agrupar objetos, tiene una agrupacién asociada: justo,
la agrupacién (aun cuando esta sea vacia) que puede lograrse con ese modo de agrupar
objetos; por otra parte, los nimeros agrupan conceptos de acuerdo a la coordinabilidad
de los objetos que permiten agrupar esos conceptos; y, por consiguiente, todo concepto
estd agrupado an algin nimero. En ese sentido, todo ndimero es el ntimero de algunos
conceptos; es decir, es la agrupacién a la que pertenecen de acuerdo o la coordinabilidad
de sus agrupaciones asociadas. Sin embargo, dado que la contradiccidén se genera a partir
de la nocién fregeana de concepto, esta nocién debe modificarse; y, al hacerlo, habri que
preguntarse si todo concepto (en la versién modificada de concepto) tiene una extensién

¥, Por consiguiente, un nimero al que pertenece.

Por otra parte, la contradiccién, como lo sostiene Frege y como trataremos de aclararlo
en 2.4, afecta en general a las teorias de conjuntos. En ese terreno Cantor “soluciona” la
cuestién diciendo que las multiplicidades que no lleven a una contradiceidn serdan llamadas

consistentes o conjuntos; y, en caso contrario, no serin conjuntos, y se llamardn multi-
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entes3. Sin embargo, como lo habia sostenido Hilbert (Hilbert [1004])
v lo ha mostrado detenidamente Orayen en un trabajo que estd por publicarse (Orayen
(1987]), esta “solucién™ es inadmisible ya que pone la carreta delante de los bucyes; es
decir, que dada una caracterizacién de ciertas entidades, ella misma no permite aclarar
cuéles son esas entidades previamente al uso que hagamos de ellas; y, por ello, a dicha
caracterizacién se le afiade la claisula de que cualquiera de esas entidades que lleve a una
contradiccién debe descartarse. Pero “sucede simplemente que, en ocasiones, son varios
conjuntos trabajando en colaboracidn, y no uno solo aisladamente, los que conducen a una

contradiccién™ (Orayen [1987] p. 20); de tal suerte que la “solucién” de Cantor es, en todo
caso insuficiente.

Russell y varios otros, que mencionaremos mas adelante en el inciso 2.4, han propucs-
to diferentes alternativas que tratando de evitar toda contradiccién salvan, aun cuando
no haya sido su motivacidn primaria, a veces el logicismo fregeano o, al menos, la teoria
cantoriana de conjuntos. No obstante, para los propésitos del presente inciso nos interesa
analizar por el momento la postura de Russell, ya que es logicista como la de Frege, aporta
una versién interesante sobre la nocién de nimero y, ademis, porque Russell mismo estudié
detenidamente la naturaleza de las parndojas. De hecho, del estudio de paradojas como la
suya, Russell llegd a la conclusién de que en todas ellas se forma un circulo vicioso debido
a una autorreferencia y, con base en eso, Russell formulé un principio que le garantiza
no incurrir en una contradiccién insoluble como las de Frege y Cantor. Dicho principio
establece que “ninguna totalidad puede contener miembros definidos en términos de si

misma” (Russell {1908] inc. IV; ver también Russell y Whitechead {1910] cap. 2, inc. 1).

En Los Principios de la Matemadtica, despudés en Principia Mathematica y por idltimo

en Introduccidén a la Filosofia Matemadtsea, Russell aborda ampliamente el anélisia de la

2 Para esto puede verse sobre todo su =Carta a Dedekind® del 28 de julio de 1899 inclufda en Heijencort
{1967].
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nocién de nimero. En todas esas obras hizo importantes precisiones que serin de las que
trataremos de auxiliarnos para estudiar la definicién russelliana de niimero. Los Princi-
pios, que fué su primer gran obra en este campo, estan dirigidos a un piiblico prepon-
derantemente filoséfico; Principia es Ila més precisa y técnica porque estéd dirigida a los
matem4#ticos principalmente; y Ia menos sistemdtica, pero mds clara en algunos puntos, es
1a Introduccion que esti dirigida a los estudiantes. Asf pues, con esta perspectiva, veremos

en seguida las ideas de Russell sobre €l nimero.

Para €l “un nimero es todo aquello que es el niimero de una clase... y el nimero de
una clase es !a clase de todas las clases que le son coordinables”(Russcll [1919] cap. 2,
pp. 19 y 18). Russell afirma que esta definicién es exactamente la misma de Frege, si
se identifican sus clases con las extensiones de éste; aunque confiesa que no esti seguro
de haber entendido completamente Ia tcorfa de las extensiones de Frege (Russell [1903]

incs.484 y 494). No obstante, sostiene que la pregunta “;qué es el niimero? ha sido

formulada frecuentemente, pero sélo fue correctamente contestada en nuestros dias. La
respuesta fue dada por Frege en 1884 en sus Fundamentos de la Aritmdtica” (Russell [1919]
cno. 2, p. 11). Por ello, examinemos la reformulacién russelliana para ver la coincidencia

con la definicién de Frege, asi como la forma de evitar la contradiccién que él mismo

descubrié.

Para Russell, como para Frege, definir es dar una regla para la manipulacién de

de h siempre de una manera explicita. Asi pues, la definicién de

fmbolos, y p

Russell nos esti diciendo que el término *‘nimero’ tiene ¢l mismo significado que una
expresién en términos de clases. Pero, segin Principia “estas clases, tal como las hemos
introducido, son sdlo simbolos, o convenciones linguisticas, no objetos genuinos como lo
son sus miembros si éstos son individuos™(Russell y Whitehead [1910] cap. 3, inc.1, p.
72); mientras que, si recordamos, para Frege los nimeros son objetos. Asi pues, hay que

aclarar de qué forma es explicita Ia definicién de Russell, y ¢émo usa el término ‘clase’.



Al dar una sola definicién que sirva para varias cosas como pueden ser los nimeros

queremos prescindir de sus caracteres dife iales y iderar sola: te aquello que es

comiin a todas ellas para verlas como iguales. A esto lo llama Russell ‘definicién por
abstraccidén’ y se usa, por ejemplo, en el libro V' de Euclides para caracterizar la razén
de dos cantidades. Alessandro Padoa de la escuela de Pecano encontré cémo dar forma

explicita a las definici por abstr ién al observar que el quid comin a todos los entes

ligados por una relacién de igualdad consiste en que ¢ada uno de ellos ticne el mismo
conjunto de entes iguales a él. Si vemos que todos los niimeros tienen en comin el ser los
niimeros de un conjunto o clase de individuos, en el sentido que defendi en el inciso 2.2,

1 .
P decir, pr

diendo de los caracteres diferenciales, que un nimero es todo aquello
que es el nimero de una clase. Dado que el niimero de la clase formada por tres hombres
ea el mismo que el de la clase formada por tres drboles, y estas clases tiene en comin ser
coordinables entre 8i, podemos dccir, siguiendo segin Russell el método de Padoa, que el

némero de una de esas clases es la ¢lase de todas las clases coordinables con clla. De hecho,

Que loa matem&ti Jed una iedad comin de una relacién de igual.
dad, todos los p i temiticon de la iedad comun we 1
completamente cuando se haya reemplazada por Ia clase de términos que guardan
1a relacién dad y éste ea el caso que presentan los nimeros cardinales (Russell
{1903) inc. 111).

Sin embargo, al decir que todo niimero es una clase hay que precisar qué sentido tiene el

término ‘clase’ y qué clase especifica es un nimero.

Para Russell “una clase son todos los objetos que satisfacen alguna funcién proposi-
cional” (Russell y Whitehead [1910] cap. 1, p. 23). Pero, también afirma que “los simbolos
para clases, como aquellos para descripciones, son en nucstro sistema simbolos incomple-
tos; su uso estd definido, pero ¢llos mismos no se asume que refieran a algo” (Russell y
‘Whitehead {1910] cap. 3, inc. 1, p. 71); es decir, como él mismo habia dicho en una cita
anterior, “las clases son meros simbolos o convenciones lingiifsticas™. Sin embargo, dice
Quine:

La frase ‘funcién ici wstd usada ! en lov Principiac Mathe-
ticar

unas veces i abierto, y otras veces significa propiedad.
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» les en eate
por lo tanto lo dnico que pueda de
we decir, en concreto, clases a

La teorfa sin clases de Russell utilisa las
sentide como valores de variables ligad.
de la teorfa es que reduce unos universalas a otros,
propiedades (Quine [1953] cap. 6, inc. 5).

A partir de esto, puede desprenderse que para Russell, las clases no son objetos sino
propiedades; ya que las clases son aquello que pueden tener en comin varios objetos, es
decir, lo que los caracteriza, como “el 3 caracteriza a todos los trfos que tienen algo comin
que los distingue de Jos otros conjuntos™ (Russell [1019] cap. 2, p. 12). De esa forma,
en este punto, al parecer, Russell se aparta de Frege, para el cual las extensiones y los
ntmeros son objetos y de ninguna forma funciones proposicionales que se expresen con

sfmbolos incomplctos. Sin embargo, veamos si ésta es una diferencia de fondo.

Cuando Russell habla de clases, al parecer, esti hablando de lo que Frege llama
funciones proposicionales. En ese sentido los nimeros russellinnos serian propiedades; de
hecho, propicdades de propiedades, ya que un nidmero lo define como una clase de clases.
Por otro lado, las funciones proposicionales de Frege no tienen criterios de identidad por
tener un cardcter intensional (es decir, cuyas diferencias son muy sutiles ¥ no faciles de
precisar) ¥ no extensional; mientras que las clases russellianas tienen un criterio preciso en
el inciso 20.15 de Principia en los siguientes términos: “dos clases son idénticas cuando y
sélo cuando sus funciones definitorias son formalmente equivalentes™ (Russell y Whitehead
[1910} inc. 20.15, p. 189). Asi pues, de ahi se desprende que Russell no entiende laa clases
como algo intensional. De hecho, él habia dicho incluso que con respecto a Ins clases “Frege
adopta un punto de vista m4s intensional que el mfo” {Russell [(1903] inc. 484). Al respecto,
Quine sostuvo que “la fundamentacién proporcionada por los Principia estid obscurecida
por la nocién de funcién proposicional, pero —podemos— suprimir esas funciones en favor

de las clases y relaciones que son paralelas de ellas™ (Quine [1953) cap. 5, p. 126).

En resumen, lo que podemos sacar de todo esto es que definitivamente no podemos
comparar términos aislados en Russell y Frege: las clases russellianas expresables me-

diante simbolos incompletos no son lo mismo que las fi ¥ 3 prop les fregeanas
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expresables mediante simbolos incompletos. Se trata de dos sistemas en los cuales los
diferentes términos adquieren un significado peculiar. De hecho, hasta donde alcanzo a
ver, la definicién de Russell no difiere sustancialmente de la de Frege; tinicamente estd
inscrita en un sistema conceptual diferente. Habiamos dicho en el capftulo anterior que
para Frege un niimero es una agrupacién de conceptos; y, para Russell, “concebir el nimero
es una manera de agrupar determinados conjuntos, a saber, aquellos que tienen un mismo
ndimero de elementos” (Russell [1919] cap. 2, p. 14); lo cual, como puede verse, es muy
cercano a lo de Frege por lo que dijimos en 1.4 . Asi pues, al! parecer, como Russell
mismo lo sostuvo, su aportacién al concepto de nimero radica bisicamente en introducir

1a definicién fregeana dentro de un sistema que evita la contradiccidén.

La solucién de Russell, aunque para algunos resulta muy artificial y poco satisfactoria,
consiste en su tcoria de tipos. En ella se prohiben las mezclas entre diferentes estratos
conceptuales; lo cual, para nuestros propdsitos actuales, significa que no todo lo que Frege
Ilamaba ‘concepto’ estd permitido en el sisterna russelliano. En Frege un concepto es una
forma de agrupar objetos de cualquier clase; mientras que la teorfa de tipos no acepta
algunas formas que agrupan objetos de diferente nivel conceptual. En Frege, ‘funcidén
proposicional® es una expresién genérica aplicable a cualquier forma de agrupar objetos
fregeanos, aun cunndo éstos sean de cualquier nivel conceptual en el sistema russelliano
como individuos, clases de individuos, clases de clases de individuos, etcétera. Para Russell,
en cambio, cxisten funciones proposicionales de diferente nivel: las que ngrupan individuos,
las que agrupan clases de individuos, etcétera. Pero aun cuando no aceptemos del todo Ia
solucién de Russell, de cualquier forma para nuestros propédsitos actuales, resulta andloga
a las otras teorfas de conjuntos: todas ellas, al igual que el sisterna de Russell, como lo
veremos brevemente en el inciso 2.4, estipulan dec antemano lo que permite agrupar y lo
que no; y de esa forma, no permiten que ciertas expresiones como ‘— es un predicado que

no puede predicarse con verdad de sf mismo’ refieran a modos de agrupar objetos.
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En conclusién, podemos decir que el nimero esti asociado (es decir agrupa) a una
forma de agrupar objetos, siempre y cuando los modos de agrupar no sean irrestrictos. O,
con otras palabras, un concepto en sentido fregeano, no siempre es agrupado por algin
nidmero; de tal suerte que un concepto tiene un nimero asociado (o es agrupado por algin

ntimero) sélo cuando damos a ‘concepto’ un sentido mds restringido que el fregeano.

2.4. :Un mimero es un “conjunto™?
Como hemos visto, al parecer de todo nimero puede decirse que es el nimero de un con-

cepto; aunque no todo concepto en sentido fregeano ticne un nimero asociado. Veamos

ahora hasta qué punto es aceptable que el nimero sea un conjunto o agrupacién. A las
agrupaciones Frege las llamna extensiones; y para él, las extensiones son siempre extensiones
de conceptos y, segiin su ontologia, objctos. Russell, en cambio, las llama clases; y se de-
sprende de lo que dice que para ¢l las clases son propiedades que caracterizan a grupos
de individuos; aunque sus “propiedades”, como las extensiones fregeanas, siempre estian
asociadas a funciones proposicionales, no tienen un cariicter intensional y poseen criterios
de identidad, comportdndose, por consiguiente, como los objetos de la ontologia fregeana.
En fin, como lo reconoce Frege en los comentarios finales de sus Leyes Bdarfcas, algunos
otros hablan también de las agrupaciones a las que él se refiere, denomindndolas conjun-
tos, sisternas, totalidades, etcétera. Ahora bien, [qué son finalmente esas agrupaciones,

extensiones, clases o conjuntos para que podamos decir que los niimeros son algo asi?

Se busca, como lo vié claramente Russell, una caracterizacién general que sirva para
todos los nimeros y, en lu l{nea fregeana, se les ha caracterizado como “conjuntos™; sin
embargo, esa tarea se habia visto obstaculizada desde la antigfiedad debido al surgimiento
de nuevas clases de ntmeros. Por ello, el trabajo de Georg Cantor es central en esta
discusién; ya que, por un lado, él inicié la teoria matemaitica de los conjuntos; y, por
otro, fué el descubridor de una nueva clase de nimeros que llamé transfinitos. Asi pues,

empecemos a ver la cuestién que nos ocupa a partir del trabajo de Cantor.
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Cantor principié su trabajo a partir las series de Fourier mediante 1as cuales sc pueden
representar curvas continuas o con un namero finito de puntos de discontinuidad mediante
series trigonomeétricas; y él mismo probé la unicidad de tal representacién. Posteriormente,
buscando una generalizacién para su teorema de unicidad en curvas con infinitos puntos
de discontinuidad, siempre y cuando esos puntos estuvieran localizados claramente, se
vié precisado a “ver las diferentes maneras en que pueden comportarse las magnitudes
numéricas en nimero finito o infinito™ (Cantor [1871] inc, 1). Para eso, tomé diferentes
clases de nimeros como los racionales, los algebraicos reales, ete. como totalidades que
pueden compararse mediante una correspondencia biunivoca. Por cierto, lo mismo habia
hecho Galileo para mostrar que no es legitimo considerar ciertos grupos de nimeros como
totalidades; ya que de ser as{, tendriamos que aceptar el absurdo de, por ejemplo, que
los enteros fueran tantos como los cnteros pares, que son una parte de aquéllos. Para
solucionar esto, Cantor inicié el estudio matemaitico de los agregados, multiplicidades o
totalidades*. Eso lo condujo al descubrimiento o, si se quiere, a la postulacién de los
nimeros que él mismo 1lamd transfinitos. “La presentacién tan lejos de mi investigacién
en la tcoria de las multiplicidndes —dice— ha alcanzado un punto donde su continuacién

ha llegado a depender de una extensi

n del concepto de la totalidad de los nimeros reales
més alli de los limites presentes™ (Cantor [1883], intr.).

De las multiplicidades, agregados, o conjuntos se ha hablado desde la antigiedad y
en muy variados contextos; en general, siempre que por alguna razén a variss cosas se les

toma como semcjantes en algiin sentido, o simplemente se les quicre considerar formando

“4 Mientraa no s i 1o

io, loa inos *mgregado’, ‘multiplicidad’, ‘totalidad®, *‘conjunta®
y ‘clase’ los usarcmos aquf como sinénimos. Mds adelante (como se vi6 precisado ha hacerlo Cantor

mismo en sus Wltimos escritos) distinguiremos entre multiplicidades consistentes o conjuntns, y atro tipo

de multiplicidades que, por cicrto, también caen bajo la definicién intuitiva de Cantor que citaremos

m4és adelante. El *arregla” su idn de \}

§ con aclaraci a posteriori; lo cual es

incorrecto como mostrd Oraysn en el trabajo Gue comentamos en ol inciso 2.3 .
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un grupo. Estos grupos o conjuntos pueden, a su vez, ser tomados como objetos de estudio
de diferentes disciplinas como la 16gica, la filosofia, las matema4ticas, etcétera. Ahora bien,

para iniciar ¢l estudio matemaitico de las multxplxcldndcs Cantor da la siguiente definicién:

Por una icidad (menge) entend ) idn Af, dentro de un
toda, d- objetos 171 det. inados y bien disti de pcidn o nuestro
to. Estos son 1l dos loa el de 1\! {Cantor {1895}, inc.

1).

Lo cual puede interpretarse como afirmando las dos proposiciones siguientes: a) con obje-

tos cualesquiera puede formarse un conjunto o agregado; y b) dos conjuntos o agregados
son iguales si tienen los mismos elementos. Es decir, que mientras podamos especificar
ciertos objetos, con ellos podemos formar un conjunto. Aunque, como lo aclaré indepen-
dientemente Frege ¥y de hecho como los usé Cantor, los elemnentos no forman, como podria
entenderse con su definicién intuitiva, un conjunto, a la manecra como los drboles forman un
bosque, siendo partes de un todo; ya que la relacién parte-todo es transitiva y la relacién
€ no ecs transitiva. Como una interpretacién plausible se sucle expresar la proposicién

(a) mediante el llamado axioma de comprensién:

(F)(x)( xey «~ Px )7,

“si y sdélo toma conjuntos como valores,
que estd expuesto a la misma paradoja que Russell encontrd en el
sistema de Frege por permitir toda clase de multiplicidades, incluyendo la multiplicidad §
de todas las multiplicidades concebibles que ¢l mismo Cantor mostré que no puede ser un
conjunto (Cantor [1955]); aunque no recoje toda la idea de Cantor, de tener conjuntos aun
cuando no tengamos un predicado paru ellos. De igual forma, la proposicién (b) se sucle
expresar mediante ¢l llamado axioma de extensionalidad: “si x ¥y y sélo toman conjuntos

como valores, (X)(¥)[(z)( 2 E x «+ z €y ) — x = y |7, que da las condiciones de identidad

para conjuntos. Cantor mismo no trabajé la relacién de igualdad entre conjuntos y se
concentrd, mis bien, cn las relociones de equivalencia y similaridad; pero, de su definicién
intuitiva de conjunto y del manejo que hace de ella, se desprende que si un conjunto es

cualquier coleccién de cicrtos objetos m, no pueden darse conjuntos diferentes de los mis-

mos objetos m a menos que se hable, como Cantor posteriormente lo hace, de conjuntos

ordenados.
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Una vez qQue Cantor definié los conjuntos o agregados, encontré que entre ellos podfan
definirse ciertas operaciones como la unién ( U ), y ciertas relaciones como “ser parte de™
{ € ); ¥y que la unidén era, por ¢jemplo, conmutativa, y “ser parte de” era transitiva. “Si
M3 es una parte de M) —dice~y A, es una parte de M, entonces Mz es una parte de M™

(Cantor [1895] inc. 1).

Ahora bien, para Cantor dos aspectos centrales cn el estudio de los conjuntos que, por
cierto, fucron los que lo llevaron al descubrimiento de los nimeros transfinitos, son lo que
€1 denominé el ordinnal y el eardinal de un conjunto. A continuacién, sin pretender seguir
un orden histérico sino mas bien tratando de hacer una reconstruccién légica, veamos qué

entiende Cantor por ambos conceptos.

L 4o M simpl nte ordenado -dice Cantor- 2i se da una
regia deﬂnid- de orden de precedencia sobre sus clementos 772, tal que, de cada
dos elementos 733 y M3, uno toma el MENOT y ¢l otro el TMAYOT rango, y tal que,
—ents i ea tr: itiva., Y

a v obvi un mismo junte puede
ordename de acuerdo a reglas muy diferentes,... cada agregado ordenado M tiene un
tipo ordinal definido M. Y por esto entendemos —aclara Cantor— el concepto general
que resutta de M si nos abstraemos solamente de la naturaleaa de los elementos 112,
¥ retenemos el orden de precedencia entre elloa® (Cantor [1895] inc. 7).

En la memoria del 97, Cantor define también los agregndos bien ordenados. Un agregado

es bien ordenado, diria en términos modernos, si es simplemente ordenado y, sdemads, si

cualquicra de sus partes o subconjuntos tiene un primer clemento. Al tipo de orden de

un conjunto bien ordenado, lc llama nimero ordinal o simplemente ordinal. Para Can-

tor es crucial que todo conjunto pueda bien ordenarse; ya que “el concepto de agregado
bien ordenado proporciona un fundamento para la tcoria de las multiplicidades como
un todo” (Cantor [1883] inc. 3); y, por otra parte, “forma la materia natural para una
definicién exacta de los nimeros cardinales transfinitos” (Cantor [1897], inc. 1). Este con-

cepto, sin embargo, resulté muy problemaitico. Cantor, segin el articulo del 83, pensaba
que si un conjunto puede bicn ordenarse eso ayudara a la aceptacién de que podemos pen-
sarlo como un todo. Es decir, tal vez, que no seria dificil para la razdn pensar un conjunto

como teniendo a todos sus elementos reunidos, si de hecho podemos ordenar todos esos
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elementos. O, visto de otra forma, si t a ciertos el tos reunidos en una real

“existencia simultanca™ (segin la expresién del mismo Cantor, por ejemplo, en la carta a
Dedekind del 31 de agosto de 1899 en Cantor [1962]), tarde o temprano podemos ordenar-
loa. A la formulacién explicita de Cantor de que todo conjunto puede bien ordenarse se le

ha llamado el prineipio de buena ordenacidn; pero él mismo nunca llegé a probarlo.

Por otro lado, él afirmé que “los nGmeros ordinales forman cuando se arreglan en
orden de magnitud un conjunto simplemente ordenado” (Cantor [1807] inc. 14). Lo cual
implica que para dos nimeros ordinales cualesquiera A y B, se cumple que A < B, o bien
B < A, o bien A = B; es decir, que se cumple la ley de la tricotomia para esos nimeros;
lo cual parece natural de pensarse porque los nimeros ordinales son los representantes
del orden creado por “<", ya que “los niimeros ordinales quedan definidos por el orden o

Pposicién que ocupan en una lista™ (Dauben [1083] p. 80).

El mimero ordinal del conjunto que contiene un mimero cualquiera, digamos el uno
© el cinco, es 1; el ordinal del conjunto que contiene dos ntimeros naturales es 2; y as{
sucesivamente, los nimeros ordinales de conjuntos finitos, ya sea de nimeros o de cualquier
cosa, son los mismos niimeros naturales. Por consiguiente, para Cantor los naturales, vistos
cormo ordinales, son nimeros que siempre estan asociados a conjuntos. Ahora bien, si los
naturales estin simplemente ordenados por la relacién <, e incluso, como puede mostrarse,
estin bien ordenados, entonces podemos decir que forman un conjunto y tienen un ordinal.
Como cste ordinal no corresponde a un conjunto finito, no debe ser igual a ninghin nidmero
natural, y Cantor lo llama el primer ordinal transfinito que simbolizé con la letra w.
El siguiente ordinal serd w -+ 1, luego w + 2, etcétera; y como esta sucesién carece de
elemento iltimo, queda definido un nuevo ordinal transfinito que es el primeroc mayor que
todos los otros y simbolizado por w + w o 2w; a partir de éste, se le vuelven a sumar
unidades para construir una nueva lista infinite; y de ese modo por aplicacién alternada

de estos dos principios se generan todos los ordinales transfinitos. Una vez definidos asf los
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ordinales transfinitos, Cantor trabajé en la aritmética de estos nuevos niimeros estudiando
sus operaciones y leyes. La relacién bisica es la igualdad entre ordinales. Dos ordinales son
iguales, si corresponden a conjuntos similares. A su vez, dos conjuntos Af y IV son similares,
en simbolos M == N, si pueden ponerse en correspondencia biunivoca los elementos de M
con los elementos de N. Entre sus leyes, mencionaré idnicamente como cjemnplo, que la
suma de ordinales transfinitos no es conmutativa como la de los ordinales finitos (w + 1
# 1 4 w). Si antcponemos 1 a la lista infinita de naturales, igualmente puede ponerse en
correspondencia biunivoca esta nucva lista con la lista de los naturales; ya que hariamos
corresponder el nuevo 1 con el 1, el siguiente 1 con el 2, el 2 con el 3, y asi sucesivamente
puesto que ninguna de ellas tiene un idltimo elemento; de tal suerte que 1 + w = w.
Mientras que, w + 1 ¥ w, ya que después de aparear w con w, todavia queda el 1 que
afiadimos al primer w: después de hacer corresponder el 1 con el 1, el 2 con el 2, ctcétera,
faltard de aparear el 1 que pospusimos al primer w, ya que w + 1 tiene un dltimo elemento,
mientras que w solo no tiene un Gltimo elemento. Todo lo cual puede parecer extrano; pero
es explicable en tanto que, a pesar de que w + 1 tenga los mismos infinitos nimeros que
1 + w, ambos agregados tiene un ordinal diferente porque uno tiene un iiltimo elemento

y el otro no lo tiene, y el ordinal tiene que ver no sélo con el niimero de elementos sino

también con el orden de los mismos.

No obstante, lo que resulté mais problemaitico de aceptar fué la idea cantoriana bésica
de que todo conjunto puede bicn ordenarse. En 1897, Burali-Forti publicé su famoso
articulo (Heijenoort [1963]) que ha sido amplinmente comentado y muy diversamente in-
terpretado. Russell, por cjemplo, lo leyé como el descubrirmiento de una contradiccidén
en la teorfa cantoriana. Sin embargo, de acuerdo a las investigaciones de Copi, Moore
y recientemente Garciadiego (ver Copi [1958], Garciadiego ¥ Moore [1981] ¥ sobre todo
Garciadiego [1988}), Russell fue el primero cn ver una paradoja en la teoria cantoriana y
fregena de conjuntos. Segiin cso, lo que en realidad intentaba Burali-Forti en dicho articulo

era probar mediante una reduccién al absurdo, en contra de las afirmaciones de Cantor,
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que la ley de la tricotomia no vale para los ordinales transfinitos; y asf, suponiendo que
vale, llega a una contradiccién. Por otro lado, Cantor argumentd en su carta a Dedekind
de 1899 (Hcijenoort {1967]), también por una reduccién al absurdo y por andlogas razones
a las de Burali-Forti, que la multiplicidad de todos los ordinales es inconsistente y, por
lo tanto, no es un conjunto o totalidad que pueda pensarse teniendo una real “existencia
simultanea” de todos sus elementos. Brevernente, la prueba puede enuncinrse como sigue:
si la serie de todos los ordinales tiene un nimero ordinal {3, al ser £2 un ordinal, debe
estar también en la serie de todos los ordinales al igual que 7 + 1 y, para todo ordinal,
1 < 1 + 1; pero, por otro lado, al ser 11 el ordinal de la seric, serd el mayor de la serie;
¥, entonces, se llega a la contradiccién de que sirnultancdmente 1 < 3 + 1y O = 1 +
1. De ahf, Burali-Forti concluye que no vale la tricotomia para los ordinales; mientras
que Cantor concluye que los ordinales no forman un conjunto, ya que negar la tricotomia
implicaria que los ordinales no pueden ordenarse y, en ese caso, los ordinales no serian los
representantes de un orden. Ademdis, “no sélo se sigue la comparabilidad —o tricotomia~
del principio de buena ordenacién sino, a la inversa, al asumir la comparabilidad, podemos
probar el principio de buena ordenacién™ (Fraenkel [1976) p. 122). De tal suerte que, en
ese sentido, Burali~-Forti estaria argumentando también en contra del prinicipio de buena
ordenacién. No obstante, en 1904, Zermelo presentd la primera prucba de dicho principio
utilizando el llamado prinecipio de eleccion que Cantor habia utilizado sélo implicitamente
y que también ha sido ampliamente debatido. Este principio puede enunciarse como sigue:
dado un sistema de A conjuntos no vacios en ¢l que tomados de dos en dos no tienen ele-
mentos en comiin, entonces hay un conjunto que tiene exactamente un elemento comin con
cada uno de los Af conjuntos. Y como puede probarse, el principio de eleccién y el princi-
pio de buena ordenacién son equivalentes; y por consiguiente, “eleceién, buena ordenacién
y comparabilidad resultan ser equivalentes” (Fraenkel [1976] p. 122): aceptando uno, ten-
dremos que aceptar los otros dos. Por otro lado, en 1938, Gédel probé que el principio de

eleccién es compatible con los axiomas de la teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel, de In
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que hablaremos mds adelante; y, para condiciones anilogas, en 1963 Paul Cohen probé la
independencia relativa de ese principio. Es decir, que el principio de eleccién juega en esa
teoria de conjuntos el mismo papel que el axioma de las paralelas juega en la gecometria
cuclidiana; es decir, que si se modifica, podrian generarse otras teorias de conjuntos, como
de hecho se generaron las geometrias no euclideanas modificando ¢l axioma de las paralelas

que también es independicnte de los otros axiomas de la geometria euclideana.

Ahora bien, si sobre un conjunto bien ordenado realizamos una nueva abstraccién,

obtenemos un nuevo concepto que Cantor llamé nurmero cardinalS:
potencia’ o ‘ndmero cardinal’ de Af el concepto

ad de nuestra i im, murge del ag
dec sum elementos 772 y del arden en

Y denotamos el resultado de estc doble acto de abatraccién, el

Llamaremos —dice— con el nombre d

wl cual estfn dadoas.
ndmero cardinal o potencia de M, por M (Caator [1895] inc. 1).

Dos cardinales son iguales si sus conjuntos correspondientes son eguivalentes; y, a su vez,
doa conjuntos Af y N son equivalentes (en simbolos, Af ~ V) si es posible mediante alguna
regla poner los elementos de M en correspondencia biunivoca con los elementos de V. El
cardinal de un conjunto finito es ¢l niimero de elernentos que tiene ese conjunto, ¥ coincide
con su ordinal y con alguno de los bien conocidos numeros naturales. Por otro lado, al
cardinal de los conjuntos infinitos m4s pequefios Cantor lo llamé Ng. El misrmo mostré que
dichos conjuntos son, por ejemnplo, ¢l formado por todos los nimeros naturales, el conjunto
de los enteros pares y ¢l conjunto de los racionales. Todos cllos tienen el mismo ndmero de

d ponerse en correspondencia biunivoca. Por cierto, esto Gltimo lo

1 tos ya que p
habia mostrado Galilco, comno lo mencionamos arriba, intentando probar la imposibilidad

de comparar conjuntos infinitos ya que todos resultan iguales. Posteriormente, Cantor

probsé que el cardinal del conjunto de todos los reales es mayor que Rg; ¥, en generzal, que

siempre podemos encontrar conjuntos mais grandes a partir de uno dado, incluso infinito,

B Cantor sobrepane dos barras sobre la letra mayuscula que representa un conjunto para simbolizar el

Itades ti utilisaré aquf ia barra ondulada para

inal de ese conj pero por dif

distinguiria de la barra lisa Que se utiliza para representar ¢l ordinal de un conjunto
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formando el conjunto potencia del primero, es decir el conjunto de todos sus subconjuntos.
El pensaba que R, (es decir, el nimero transfinito que sigue inmediatamente a Ro) era
el cardinal del conjunto de los reales, y también era el cardinal del conjunto potencia
del conjunto de los naturales; que ¢l cardinal del conjunto potencia del conjunto de los
reales era N3 (es decir, el transfinito que sigue inmediatamente a R,); ¥ asf, sucesivamente.
A esto se le llamé la hipdtesis del continuo, que inquieté grandemente a Cantor quien
traté infructuosamente de probarla. En 1938 G&del probé, en las mismas condiciones que
mencionamos arriba para el principio de buena ordenacién, que la hipétesis del continuo
era consistente con los otros axiomas de la tcoria de conjuntos Zermclo-Fraenkel; y en
19683, Paul Cohen probdé que era independiente, incluso afiadiendo el principio de eleccién:
“es decir —como lo senfialé Fraenkel-, que ¢l problema que tanto preocupé a Cantor en
realidad era insoluble con los recursos matemiticos disponibles™ (Fraenkel {1976)] p. 66).
Por lo tanto, podcemos decir que la hipétesis del continuo juega en una teoria cantoriana
axiomatizada de los nimeros transfinitos un papel aniloge al que juegan ¢l principio de
elcccién en la teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel y el axioma de las paralelas en la
geometrfa euclidiana; es decir, que modificindolo, podrfamos generar otras teorias no
cantorianas de los niimeros transfinitos. Ahora bien, la serie de los W* :

se trata —dice Cantor— de¢ una continuacién de Ja secuencia de la totalidad de loa
nimeros reales m4s alla del infinito...

formando a su ves—_..una secuencia infinita de
tales nimeros que son plenamente distinguibles uno del otro, y estén en relaciones
legftimas de la tearfa de Pimeros unos con otros y con la totalidad da los nimeros
finitos (Cantor |[1883] intr.);

es decir, bisicamente, que pueden ser ordcnndos,por la relacién “<™, y que entre ellos rigen
operaciones que siguen ciertas leyes de conmutatividad, asociatividad, etcétera. Natural-
mente que la totalidad dec dichas relaciones no son reducibles, en principio, a las relaciones
entre los ndmeros finitos; y, ademais, para los conjuntos transfinitos no coinciden el ordinal
y el cardinal de un mismo conjunto, ya que al conjunto dec los naturales corresponden
infinidad de ordinales (w, w -+ 1, 2w, etc.), ¥ un solo cardinal (Rg). Sin embargo, esto no
prueba que no son nimeros, sino sélo que se trata de nimeros diferentes.

El cero, por
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cjemplo, tiene un comportamiento muy peculiar, pero no por eso deja de considerdrsele

hoy dia como nimero.

La teoria cantoriana de conjuntos, como hemos visto brevemente, presenta una nueva
visi6én muy atractiva de los ntimeros, pero impregnada de algunos aspectos intuitivos impre-
cisos e, incluso, problemiticos. A partir de ahi, han surgido diversas teorias matemdéticas
de conjuntos que de una o de otra forma han precisado en algin sentido particular esas
intuiciones ¢ intentado evitar los aspectos problematicos. En primer lugar, Ernst Zermelo
presenté en 1908 una versién axiomatizadna; aunque, al parecer, ése no era su principal
propésito. De acuerdo a las conclusiones de Moore (Moore [1978)), lo que le interesaba a
Zermelo era defender el axioma de eleccién que habia explicitado en su prueba del tecorema
del buen orden. Sin embargo, lo cierto es que tanto Zermelo (cuya teoria serfa modifi-
cada luego por Fracnkel dando lugar a la llamada teorfa Zermelo-Fraenkel), Russell con
su teorfa de tipos, Brouwer con su constructivismo intuicionista, John von Neumann en
1920, Paul Bernays conjugando las posturas de Zermelo y von Neumann en 1937, 1954
y 1958, y tltimamente Quine en 19683 (ver, por ejemplo, Fraenkel [1973]) han presentado
teorias matemiéticas de conjuntos que bésicamente aceptan de Cantor ¢l axioma de exten-
sionalidad y sustituyen su axioma de comprensién, o bien, por otros axiomas que aseguran
la existencia sélo de ciertos conjuntos no problemdticos, o bien, por una combinacién de
axiomas y reglas l6gicas que aseguran eso mismo. Esto puede verse con detalle, por ejem-
plo, en Fraenkel [1973]. Sin embargo, lo importante para nuestros propésitos actuales es
observar que todas esas teorias precisan a priori cuiles son las multiplicidades que deben
llamarse conjuntos y, mediante sus axiomas y reglas 16gicas, definen el comportamiento de

lo que eada una entiende con el término ‘conjunto’.

En resumen, al tratar Cantor de analizor c¢émo se comportan magnitudes finitas e
infinitas encontré que ambas podfan definirse en términos de conjuntos; pero, al hacer

esto, surgieron problemas con la legitimidad de tratar con magnitudes infinitas, y con la
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caracterizacién matemditica de los conjuntos. Varios filésofos ¥ matemiticos muy desta-
cados como AristSteles, Sto. Tomés, Galileo, Descartes y Spinoza se habfan pronunciado
en contra de tratar las magnitudes infinitas como algo acabado, puesto que al tratar con
ese tipo de magnitudes, como lo mostré Galileo segiin lo mencionamos, resulta que la
parte es igunl al todo, lo cual va en contra del principio aristotélico bédsico de que eso
no es posible. Por todo ello, Cantor tuvo que enfrentarse al rechazo de gran parte de
sus contempordneos y especialmente el ataque directo de su profesor Kronecker que era
uno de los mas influyentes matemsdticos de su época. Sin embargo, no todo fué rechazo:
por ejemplo Frege y Dedekind accptaron su teoria de los nimeros transfinitos, e incluso
Dedekind y otros intercambiaron con ¢l numerosas reflexiones al respecto. En relacién a

la aceptacién de los niimeros transfinitos, Cantor se expresé en los siguientes términos:

Loe matemiticos son enteramente libres en su desarrollo guiados sélo por Ja auta-

eviacncia concern nt- # que sus nueves conceptos no tengan contradicc
b finid

nas ¥ arganisadas por medio de definiciones, con
1os 3 cw previ te formados. En particular, introduciendo nucves

s: los matem&ticos estén obligad .ao » dar defini de ellos medi. las
cuales queden idos y, bajo i e les fiera una relacién

con los viejos ndmeros y, para casos d-du-, puedan definitivamente distinguirse uno
del otro. Sl un nimero satisface todas esas condiciones debe vérsele como existente

y real en muemu-cu. Asf concibo la rasén por Ia cual fucron vistos los racionales,

como 1 existentes tal como los enteros positives
finitos (Cullor [1883] inc. ®).

O, con otras palabras, segiin Cantor en matemaiticas puede aceptarse la existencia de algo
siempre y cuando lo definarmos con precisién, y sin alterar las circunstancias permitidas,
el comportamiento de ese algo con respecto a otras entidades ya definidas de antemano
implicita o explicitamente. De hecho, finalmente, los matematicos, por esas u otras razones,

terminaron por aceptar los niimeros transfinitos cantorianos.

Ahora bien, con relacién a la definicién de los conjuntos mediante los cuales pueden
caracterizarse los niimeros, se han hecho varios trabajos importantes. Cantor inicié el es-
tudio matemaitico de los conjuntos y advirtié que no toda multiplicidad es un conjunto,
de forma aniloga a como le mostré Russell a Frege que no todo concepto tiene una ex-

tensién. Sus continuadores han construfdo teorias matemasticns de conjuntos més precisas
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¥ explicitas que permitan ver con mayor claridad de qué conjuntos se estd hablando en cada
caso. Previamente a estos trabajos, Georg Boole cn sus Leyes del pensamiento de 1854,
intentando hacer un dlgebra de la 16gica aristotélica, habfa recurrido también a conjuntos,
ya que advirtié que esta 1égica trata de un aspecto de los conceptos que hoy llamariarnos
extensional y que pucde definirse exactamente en términos de conjuntos. As{ pues, advir-
tiendo que el uso del término ‘conjunto’ es anterior y mas amplio al conferido por alguna
teorfa matemitica particular, podemos decir, sin embargo, que los conjuntos, al parecer,
son algo que siempre tiene que ver con los conceptos entendidos a la manera fregeana como
modos de agrupar objetos y que, como muchas otras entidades, es también susceptible de
un tratamiento matemditico. Asi puecs, iinicamente me gustaria destacar aqui que cuando
se habla de conjuntos hay que especificar qué se estd entendiendo por ello; ya que hoy dfa
hay wvarias teorias matematicas que definen con algunas variantes lo que debe entenderse
por el término ‘conjunto’ e, incluso, puede pensarse en teorias o contextos no matemdticos

que le den algin sentido al término ‘conjunto’.

En reasumen, para Cantor, un ntimero natural puede verse como ¢l ordinal o el eardinal
de un “conjunto™. De hecho, él va mais lejos atiin: considera que el ntimero mismo, es decir
¢l ordinal o el cardinal de un “conjunto”, es también un “conjunto™. “El tipo ordinal Nt
—dice— es ¢l mismo un agregado-ordenado cuyos elementos son unidades las cuales tienen el
mismo orden de precedencia entre cada una de ellas como los elementos correspondientes de
M™ (Cantor {1895] inc. 7). Afirma también que “entre los clementos de Af y las difcrentes
unidades de su nimero cardinal M subsiste una relacién biunivoca... y asi, podemos dccir
que Af ~ M " (Cantor [1895] inc.1). Pero si el cardinal de A es un conjunto coordinable
con A, por la transitividad de la coordinabilidad, el cardinal de A es aquel conjunto que es
coordinable con todos los coordinables con A; en la notacién de Russell, A = x{ x ~ A).
Por otro lado, segiin Cantor, el cardinal de A es el concepto que se obticne abstrayendo
de A el orden y la naturaleza de sus elementos. Pero ;qué podemos decir que cae bajo ese

concepto? justamente, como lo vimos con Russell en 2.3, aquello que comparte A con sus
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conjuntos coordinables; lo cual, segin el método de Padoa al que se reficre ah{ el mismo
Russaell, podria expresarse diciendo que es el conjunto de Jos conjuntos coordinables con

A. Esto tamnbién lo expresa Tarski, siguiendo a Russell, en los siguientes términos:
in duda una propiedad posefda por todas las

Si consideramon una clase A, existe
clases coordinables con A y con nln‘un- on-- ¢lu- (a saber, Ia propiedad de ser coor-

dinable con A); y evta eardinal o oy de el
© potencia de A...O, ¢n Yrminos m‘a abatractos, el cardinal de A es el conjunto de

todoa Ios conjuntos coordinables con A™( Turski [1941] inc. 26)

Asf pues, sintetizando, podemos decir que en cste campo Cantor aporta lo siguiente: a)

da una definicién de A en términos de abstracciones; b} su definicién de A sugiere que un
conjunto estid formado a partir de los elementos; y c) enuncia la ley que dice que N = M

s N M. El punto (a) fué duramente criticado por Frege y otros por el sicologismo que

implica. El punto (b) fué atacado también por Frege y, como lo vimos al principio de este

inci es inadecuado inel de acuerdo al uso que Cantor mismo le dié a M. Con el punto

(c) no ha habido mayor problema; de hecho del punto (¢) y las ideas de Padoa referidas

se puede obtener Ia definicién de Russell, de tal suerte que modernamerte, por e¢jemplo en
Fraenkel {1973], se define M buseando que verifique el punto (c). De acuerdo con eso, y

tomando en cuenta sobre todo el punto (¢} que fué el que desarrollé méds Cantor mismo,
podemos decir que el niimero cardinal cantoriano puede expresarse (como de hecho se hace

en las obras de Russcll y Quine) en términos equivalentes a Ia definicién de nimero dada

por Frege.

En conclusién, con respecto a la pregunta de si el nimero es un conjunto, debemos
reformularla y preguntarnos, mis bicn, si Jos niimeros pueden caracterizarse en términos de
conjuntos en algin sentido de ‘conjunto’, y si podemos decir que los nimeros son algunos

Vistas asf las cosas, de acuerdo a los trabajos de Frege, Russell,

de esos “conjuntos™
que el término

Dedekind y Cantor que hemos examinado, podemos sostener, al menos
‘conjunto’ tiene varios sentidos que al interior de un sistema conceptual conveniente permite

caracterizar los niimeros con sus caracteristicas mitematicas e, incluso, en su relacién con

los conceptos en sentido fregeano restringido.
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2.5. (El mi o del t
al pto “equi

F es especlﬂcamente el “conjunto” asociado

érico con respecto a F"7

En su articulo “Qué podrian no ser los mimeros™,

definicién fregeana de miimero:

Benacerraf afirma en contra de la

A través de esta artfculo he discutido lo que fue sustancialmente el punto de vista
de Frege, en un esfuerioc por encontrar -l‘unn tus sobre el sentido de los términos
numéricos... El anilisis que hemos 1a dici de que los

ndmeros son conjuntos, y que por e€so cada ndmero lndlvldu.l ea algyn conjunto
individual... —Sin embargo,- los d

PP- 280 y 200 de Benncerraf y Putnam [1983}]).

no ser reaf [1065),

El apoya lo anterior mostrando que puede darse una definicién conjuntista de, por ejemplo,
el nimero 3, para la cual se cumplan las leyes de la aritmética y que, sin embargo, sea
diferente de otra definicién conjuntista del nimero 3 para la cual también se cumplan
las leyes de la aritmética, pero que sea incompatible con la primera. De ahi, concluye

Benacerraf que no hay razones dec peso para preferir una de esas dos definiciones, y que si

eso pasa con el niimero 3, pasari del mismo modo para cualquier otro nimero.

Benacerraf inventa dos pupilos: Ernie y Johnny, que han sido educados bajo los prin-
cipios de la escuelza logicista y para los cuales los niimeros son conjuntos, aunque conjuntos
diferentes para cada uno. Ernic construye la serie de los niimeros naturales como sigue: 1

(#),2=(a,(s)),3= (9, (), (s, (2)) ), etcétera; mientras que Johnny los construye asi:
1= (1), 2= ({&)). 3 = (((¢))), ctcétera. Como pucde mostrarse, para ambas progresiones
se cumplen las leyes de los niimeros naturales. Por ejemplo, si definimos la suma en alguna
de las formas habituales de modo tal que como casos particulares se obtenga que tanto = -+

1, como 1 + r den por resultado el sucesor del nidmero z, en ese caso, para ambos pupilos

x 4+ 1 =1 + z. Por ejemplo, si x = 2, para Ernie (g, (8} ) + (8) = (o, (), (s, (8)) ) =

(8) + (&, (9) ); ¥ para Johnny, ((8)) + (8) = (({8))) = (0} + ({»)). Sin embargo, por otro

lado, ambas posturas son incompatibles en Bus consecuencias definicionales. Mientras que
con Ernie,

para dos nimeros cualesquisra T y Y, T 8 menor que Y ai y sélo si I pertenece »
¥ ¥ T es subconjunto da Y; y asf, =i admitimos Que 3 ea menor que 17, se sigue que
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3 pertenece a 17. -Mientras que para Johnny— T pertencce a I/ sl y sélo si U/ e ol
sucesar de T -y, en cas0, 3 no pertenece a 17- (Benacerraf [1065], p. 378 de
Benacerraf y Pulnam {1983]).

No obstante, dado que cada pupilo puede reconstruir toda la aritmética a partir de sus

defnic

no hay r de peso para preferir una de esas dos versiones. Es decir, que
para cualquier propésito aritmético, es igual que usemos una u otra progresién. De tal
suerte que 8i en una versién 3 = ( 8, (8), (s, (2)) ), ¥y en la otra 3 = (((s))), en realidad
es superflua cualquicra de esas dos identidades, ¥y el 3 no es esencialmente ni uno ni otro
conjunto. Y si un nidmero no es un conjunto en particular, Benacerraf concluye que los

nuimeros podrian no ser conjuntos en absoluto.

Al parecer una razén poderosa para identificar los nimeros con conjuntos es justa-
mente el hecho de que la aritmética puede reconstruirse légicamente a partir de defini-
ciones conjuntistas y !a teorfa de conjuntos. Pero, frente a eso Benacerraf argumenta que
si bien es cierto que dicha reconstruccién se ha llevado a cabo desde diferentes teorias
de conjuntos, por otro lado, “Gaisi Takeuti ha mostrado que la teorfia de conjuntos Von
Neumann-Bernays es, en un sentido fuerte, reducible a la teorfa de los nimeros ordinales...
-¥, en ese caso, pregunta Benacerraf— ;qué es en realidad qué?” (Benacerraf {1965], p. 290

de Benacerraf y Putnam [1983]).

Benacerraf termina su articulo con la afirmacién de que los niimeros no sélo podrian
no ser conjuntos, sino que “podrian no ser objetos en absoluto; ya que no hay mas razones
para identifiear cualquicr ndimero individual con un objeto particular que con cualquier
otro” (Benacerraf [1965], p. 200 de Benacerraf y Putnam [1983]). Si los nimeros fueran
objetos particulares, dice, tendrian propiedndes neccsarias y suficientes que permitirian

identificarlos independientermnente de sus relaciones con otros objetos; pero sucede que,

en 1qui i iva —como las de Ernic y Johnny— lo que es
importante no es la indi d de cada el s mino la

wilos presentan j (Y Para los p i i i las p;

Ton que no dicen las rel de unos con otros

de estar ordenados €n una progresién no tienen consecuencias (Banacerral
(1965], pp. 290 y 291).



De tal suerte que si una estructura es un si de relaci , 1a aritméti forma sélo
una estructura abstracta en la que los “elementos™ no ticnen otras propiedades que aquellas

que los relacionan de cierta forma con los otros “el tos” de la mi estructura. En

ese sentido, la aritmética

no es una ciencia a la que le conciernen objetos particulares: los nimeros... -y, por

- la investigxacidn de cudles objetos particulares sc identifican con los
nimerce ((conjuntos? ;Julioa Cesar?) induce al error (Denacerraf [1965], p. 291 de
Benacerral y Putnam [1983]),

porque los términos numéricos no tienen referentes tnicos. Por cierto, en esto también
estarfan de acuerdo Dedekind, Peano y la escuela estructuralista surgida a partir de traba-
Jjos como los del grupo Bourbaki y compartida por autores como Courant y Robbins que

citamos arriba al principio del inciso 2.2 .

Ahora bien, si Qqueremos ver qué tan justas son las eriticas de Benacerraf, recordemos
la definicién fregeana alternativa de niimero sin olvidar que para Frege estamos en posesién
de una buena definicién de nimero viendo si se pueden deducir propiedades conocidas de los
nimeros a partir de esa definicién, y “aquellas definiciones que puedan omitirse sin dejar
lagunas en la demostracién, hay quc rechazarlas como completamente sin valor™ (Frege
{1884] inc.70). En los Fundamentos de la Aritmética, Frege define el nimero en los si-
guicentes términos: “El nimero que corresponde al concepto F es la extensién del concepto
“equinumérico en comparacién al concepto F” " (Frege [1884] inc. 68). De acuerdo a la
interpretacién de los términos fregeanos que propuse en el capitulo 1, con esta definicién
Frege estaria diciendo lo siguiente: en primer lugar, que el nimero es un objeto fregeano
que estid asociado a un modo de agrupar entidades, lo cual implica que tiene criterios
de identidad y puede fungir como argumento o como valor de una funcién; en segundo

: 5

lugar, que al ser el niimero la ext

de un pto, es la vinculacién o “conjunto™ que
agrupa lo que caec bajo ese concepto; y, en tercer lugar, que si el niumero que corresponde
al concepto F es la extension del concepto “equinumérico con respecto a F7, dicho nimero

serd la agrupacidn a la que pertenece todo concepto, incluido F, tal que las entidades que
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cacn bajo é] puedan ponerse en correspondencia biunfvoea con las entidades que caen bajo

el pto F. En r para Frege, el nimero es un objeto fregeano asociado a un

modo de agrupar y que es é! mi una agrupacidén de ptos. Esto puede verse de una

forma gréfica con el diagrama que propuse en el inciso 1.4 .

As{ pues, segiin lo anterior, para Frege un niimero es un “conjunto”, aunque no
cualquier conjunto. Actualmente no hay solamente una teorfa de conjuntos, y en cada
una de ellas los axiomas delimitan el comportamiento de los “conjuntos”, al igual que
lo hace el propio Frege. Ademads, aun cuando Benacerraf esté pensando en una teorfa de
conjuntos compatible con la fregeana, para Frege el niimero 3, por ejemplo, no es cualquier
conjunto para el cual se cumplan las leyes de la aritmética; sino, especificamente el conjunto
al que pertenccen los conceptos bajo los cuales caen tres objetos; es decir, la agrupacién

de esos modos de agrupar. Para Frege el nimero del concepto F es el “conjunto™ al que

per todo to, inclufdo F, tal que los objetos que caen bajo él puedan ponerse
en correspondencia biunivoca con los objetos que caen bajo F. Haciendo algunos arreglos
al sistema fregeano, comeo lo sugerimos con el segundo diagrama de 1.4, podriamos dccir
con Russell que el niimero de 1a clase A es la clase a la que pertenece toda clase, incluida A,
tal que los objctos que le pertenecen pueden ponerse en correspondencia biunivoca con los
objetos que pertenecen o A; esto serin andlogo a lo que dice Frege, si las clases russellianas

las entendemos como extensiones fregeanas, es decir como extensiones de conceptos.

Sin embargo, si definimos un ndmero, no como una clase de clases especifica, sino
como cualquier clase mediante la cual podamos representar la clase especifica de clases,
a la manera que ejemplifica Benacerraf, ciertamente, como él y otros lo han mostrado, se
cumplen para los niimeros asi definidos las leyes estructurales de Ia aritmética; pero, cabria
preguntarnos aquf, si ¢so es todo lo importante que podemos decir sobre los nimeros. Para
Frege, los niimeros no son cualesquiera clases de clases que cumplan ciertas propiedades,

sino que cada nimero es especificamente una y sélo una clase de clases, a saber, aquclla que
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agrupa determinados conceptos, o clases si se quiere. Benacerraf pretende recoger las mis-
mas propiedades de los nimeros que Frege mediante definiciones alternativas, mostrando,
asf, que la definicién fregeana es superflua ya que siguiendo incluso los mismos cénones
de Frege puede omitirse en la obtencién de las propicdades de los nimeros. Sin embargo,
lo central aqui es qué tanto queremos recoger de los nimeros en cada definicién; y, en
ese sentido, lo discutible es la ventaja de definir los nimeros como objetos cspecificos a la
manera de Frege. Aquf mismo, en 2.2 defendi la idea de que en efecto la versién fregeana
es mads completa aun cuando sélo pretendamos enfocarnos a los nimeros de la aritmética
pura. Incluso, adoptando los cAnones de Benacerraf, si seguimos la propuesta fregeana,
podriamos definir al menos un nimero de mancra no estructural mediante los conceptos
o clases que agrupa (lo cunl nos darfa las “propiedades necesarias y suficientes que permi-
tirfan identificarlos independientemente de sus relaciones con otros objetos™) y, en relacién
a él, podriamos caracterizar el resto de los nimeros que quedarian definidos no sélo por
sus relaciones entre sf sino también de manera no estructural a través del primero. Eso
nos indica que si pueden ser caracterizados individualmente, de hecho, son algo miés que

elementos de estructuras abstractas ya que con éstos no es posible hacer tal cosa.

De la misma forma, con respecto a2 la objeci6én de Benacerraf de que los nimeros
podrian no ser objetos, en tanto que los nimeros no tienen propiedades que no scan las
de sus relaciones con otros ntimeros, habri que aclarar lo siguiente: a) si para probar que
hay mas de una definicién viable de nimero, se toma como criterio de definicién viable
que la definicidn reproduzea las leyes estructurales de la aritmética, se esta usando ya
como premisa que los niimeros son unicamente algo estructural; ¥ b) si, por otro lado, a
los términos numéricos les reconocemos también usos no matemaiticos, o valdria decir no
estructurales, entonces podemos decir que es posible mostrar {como pienso que lo hemos
hecho tratando de reforzar la postura fregeana) que los nimeros tienen propiedades que
los individualizan como objetos independientemente de sus relaciones con otros nimeros;

¥, 5i esto es asi, los nimeros (incluso los ntimeros de la aritmética pura) serian algo mas



que elementos de estructuras abstractas y, por consiguiente, eso deberfa expresarse en una
buena definicién de ellos.

Finalmente, podemos decir que tanto la versién estructural como la fregeana dan
cuenta del comportamiento estructural de Jos nlimeros y la cuestién estriba en si hay algo
més para que tenga sentido la propucsta fregeana. En 2.2 defendimos la idea de que los

nimeros tienen la propiedad no estructural de poder ser sicmpre parte de la predicacién

como ‘2 nifios’, ‘4 caballos’, etcétera. Inten-

que se hace de los P en exp!
temoa reforzar aun maéis esta idea mediante un e¢jemplo. Partamos, en primer lugar, de la
circunstancia de que los mismos estructuralistas explican las aplicaciones de los niimeros
a lo extramatemaitico haciendo ver que p’ucdcn ponerse en correspondencia biunivoca los
conjuntos numéricos con los conjuntos extramatemaidticos. Sin embargo, lo que, al parecer,
no han visto es que, justo al hacer eso, estin aplicando la propiedad no estructural de los
nGmeros de estar ligndos a determinados conceptos, clases o conjuntos. Los conceptos,
independientemente de lo que pase en las matemaiticas, permiten agrupar ciertos objetos.
Loe objetos que permite agrupar un concepto F pueden aparearse, también independien-
temente de las matemsiticas, con los objetos que permiten agrupar otros conceptos G, H
¥ J. A partir de cse ejercicio, puede constatarse que, por ejemplo, se pueden aparear, por
un lado, los objetos que caen bajo G con los que caen bajo J; y, por otro lado, los objetos
qQue cacn bajo F con los que cacn bajo H. Con base en eso, sin ninguna dificultad, se
pueden agrupar, por un lado, los conceptos G y J; y, por otra, los conceptos F y H. Cada
una de estas agrupaciones scria un objeto individual. Ahora bien, si aplicar los niimeros
matemaiticos a los objetos del mundo (por ejemplo, €l 5 a los objetos que caen bajo G
aparear conjuntos de objetos no wmatemaiticos con conjuntos de entidades matemadticos
{(por cjemplo, un objeto con el 1, dos objetos con 1 + 1 = 2, ctc.), sc esti suponiendo
que los niimneros matem&ticos son de tal forma que cada nimero (el 1, el 2, etc.) tiene
tantas unidades como objetos tenga el conjunto con el que pueda aparearse; en ese sentido,

el concepto “~ es una unidad del 5™ serfa un concepto que también debe pertenccer a la
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agrupacién que se habfa hecho de los conceptos Gy J en base a la coordinabilidad de los
objetos que caen bajo ellos; y, siendo asi, el nimero 5, a través de sus unidades, est vincu-
lado a los conceptos G y J, y no lo esti a los conceptos F y H. S‘i 1a relacién de los nimeros
matemiticos con los conceptos fuera arbitraria, en efecto podriamos usar cualquier nimero
para cualquier conjuntos de objetos; pero, el ejemplo que acabo de ilustrar muestra que los
nimeros, independientemente de su relacién entre ellos, tienen la propiedad de estar vin-
culados a ciertos conceptos especificos. Por consiguicente, podemos decir que en efecto hay
algo importante en los niimecros, a saber su relacién con los conceptos, que no es puramente

estructural.

Sin embargo, el gran mérito del trabajo de Benacerraf que discutirnos aquf es, a mi
Jjuicio, el haber mostrado que pueden darse diferentes definiciones de niimero que cumplan
los mismos propésitos, de tal suerte que no podermnos privilegiar una sola. De hecho, tanto
la propuesta estructural como la fregeana pueden verse (como lo precisaré maés a partir de
2.8) como imAgenes o pinturas de los nimeros aritméticos; y la diferencia estriba, por lo
visto, en qué tantos aspectos de los nGmeros recoge cada una. En ese sentido la “imagen”
que propone Frege ¢s mis completa que las que ejemplifica Benacerraf ya que ademds de
las relaciones de los niimeros entre sf, recoge también la estrecha relacién que tienen con
los conceptos. Por otro lade, no es dificil pensar que puedan darse también dos o més
“imagenes™ que recojan los mismos aspectos, como creo quec de hecho, seglin lo expuse
en 1.4 y 2.3, cs el caso de las propuestas de Frege y Russell; y, en ese sentido, serian
equivalentes como dos retratos de una misma persona, concediéndole en eso la razén a
Benacerraf cuando sostiene que la definicién fregeana no es Gnica. Por lo cual, en realidad,
no podriamos decir, como Frege lo hace, que los nimeros son extensiones que agrupan
conceptos, ya que siguiendo a Russell también podriamos decir, basados en argumentos
anédlogos a los que usa Frege, que los nimeros son clases de clases; mis bien, lo dnico que
podriamos decir es que los nimeros pueden verse como extensiones que agrupan conceptos

© como clases de clases, ya que de esa forma recogemos de ellos, al menos, sus propiedades
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estructurales y su estrecha relacién con los conceptos.

Ahora bien, en cuanto al argumento de Benacerraf de que los nimeros podrian no ser
conjuntos en tanto que se han reconstruido teorias de conjuntos a partir de la aritmética
¥ ciertas definiciones de los conjuntos en términos numeéricos, habria que analizar los dos
lados de la reconstruccién, es decir, jqué se reconstruye a partir de qué? ya que dichas
reconstrucciones cruzadas plantcan cuestiones sumamente interesantes. En términos de la
imAgenes o pinturas que he mencionado, podemos decir que Frege construye una imagen
de los nimeros aritméticos en base a ciertos “conjuntos™; mientras que Takcuti estaria
construyendo una imagen de los conjuntos de la teoria von Necumann-Bernays en base a
ciertos nimeros, concretamente los ordinales. Esto presenta ciertas dificultades a la pre-
tencién fundasionista de Frege y otros, segiin la cual, los conjuntos son entidades teSricas
miés generales o fundamentales que los nimeros; pero no altera la propuesta fregeana ex-
presada en términos de que los nimeros pueden verse como ciertos conjuntos que agrupan
conceptos. En ese mismo sentido, Takeuti, por su parte, podria seguir sosteniendo que los
conjuntos de la teorin von Neumann-Bernays pueden verse como ciertas entidades expre-
sadas en términos de mimeros ordinales. Viendo las cosas de esa forma, se evita privilegiar
alguna de csas entidades, y se acepta iinicamente la idea de que una reconstruccién de
cierto cuerpo tedrico es una imagen del mismo y nada mds. Eso no implica, por supuesto,
que los términos usados en la imagen tengan que ser m#ds generales o fundamentales en
algin sentido que los del cuerpo teérico en cuestién; de forma andloga a como las pin-
turas usadas cn un lienzo que retrata a una persona no tienen por que ser mas generales

o fundamentales en algin sentido a los componentes de dicha persona.

En conclusién, considero que las objeciones de Benacerraf, aunque sumamente intere-
santes y atinadas en cierto sentido, no refutan del todo los intentos fregeanos de definir
los ntGmeros; lo cual, por supuesto, no quiere decir que dicha definicién no tenga otras

dificultades como las ya apuntadas. No obstante, por lo que respecta sélo a las obje-
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ciones de Benacerraf, creo que ain podria sostenerse que hay una ventaja sobre la versién
puramente estructural en decir que los niimeros pueden verse como agrupaciones de con-
ceptos. Asi pues, con respecto a la pregunta que nos planteamos en este inciso, podemos
decir lo siguiente: por lo visto, un nimero puede ser visto siempre como el nimero de
un concepto, y el decir especificamente que el nimero del concepto F es la extensién del
concepto “equinumérico en relacién con F™ es una forma de ver los nimeros que recoge de
eatos tanto las propiedades estructurales de los nimeros aritméticos, como ¢l uso de esos

nimeros en el lenguaje ordinario que los presenta asociados a los conceptos.

2.68. ;Qué prueba una reconstruccién 16gica del niimero?

Una vez que Frege definié los niimeros, pretendié confirmar su definicién mostrando que es
imprescindible para la obtencién légica de las propiedades mais conocidas de los nimeros.
Ese trabajo lo presentd en las Leyes Bdsicas y consiste en una reconstruccidén légica del
nimero; es decir, en la deduccién de las leyes de la aritmética a partir de la légica y de
algunas definiciones sobre el ntimero en términos légicos. Su método particular para re-
construir Ia aritmética consiste en mostrar que las agrupaciones de conceptos que definié
como nimeros tienen, en primer lugar, las mismas propiedades que los tradicionales nii-
meros naturales. Para ello, definié cada nimero individual eligiendo un concepto al que
le corresponda ese mimero: por ejemplo, “0” lo define como el nimero que corresponde
al concepto “desigual consigo mismo”; “1” lo define como el nimero que corresponde al

concepto “igual a cero”; y ‘sucesor’ lo define diciendo:

Existe un conzepto F y ua objeto T que cam bajo él, de tal tipo que ¢l nimero que
corresponde al concepto F es N, y que el nimero que corresponde al concepto “que
cae bajo F, pero no es igusl a I™ es N; N sigue inmediatamente a 7 en la serie de
los nimeros naturales (Frege |1884] inc. 76).

A partir de ahi, deduce varias propiedades aritméticas para los nimeros asi definidos, por
ejemplo, para mostrar que el 1 es el ndmero que sigue inmediatamente al 0 en la serie
de los nimeros naturales procede de la siguiente forma: a) en la definicién de sucesor,

previamente dada, toma como ¢l concepto F el concepto “igual a cero™ bajo el cual cac un
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objeto z, a saber, ¢l 0; es decir, que el nimero n que cor ponde al F es 1;b)

continuando con la definicién de sucesor, toma cl concepto “igual a cero, pero no igual a
cero” como ¢l concepto que le corresponde al nimero m que antecede inmediatamente al
ndmero n; sicndo m = 0, ya que bajo ¢l concepto contradictorio “igual a cero, pero no igual
a cero” no cae ningtn objcto; ¥ ¢} concluye que de esa forma queda demostrado que el 1
es el sucesor inmediato del O en la scrie de los nimeros naturales, ya que en la definicién
de ‘sucesor’ podemos instanciar my ncon 0y 1 respectivamente. Todo esto lo hace en los

incisos 74 a 77 de los Fundamentos y 41 a 43 de las Leyes Bdsicas.

Ahora bien, para entender con cierto detalle este tipo de “confirmacién” de la defini-
cién de ndmero, a continuacién analizaremos brevemente en qué consiste una reconstruc-

cién como la de Frege; en general, en qué consiste hacer un trabajo axiomatico; ¥ qué papel

Jjuega en todo ello la légica.

Para empezar, creoc que podemos ver la concepcién axiomitica del conocimiento

descansando basicamente en dos ideas explicitadas, al parccer por primera vez, en EI

Organon de Aristételes: 1)“Todo conocimiento racionnl se deriva siempre de nociones
anteriores” {Aristételes {8 I'Va ac] “Segundos analiticos™ lib. 1, cap. 1); las cuales, o son
también derivadas, o son “aquellos principios comunes que llamamos axiomas de donde
salen primitivamente las demostraciones™ (Aristételes [s I'Va ac] “Segundos analiticos, lib.
1, cap. 10), ya que no es posible hacer un regresus al infinito en una demostracién; y
2) toda dcmostracién o deduccién racional se hace n base de silogismos, donde “el silo-
gismo es una enunciacién, en la que, una vez sentadas cicrtas proposiciones, se concluye
necesariamente en otra proposicién diferente, 86lo por el hecho de haber sido aquéllas
asentadas”(Aristételes [s IVa ac] “Primeros analiticos”, lib. 1, cap. 1). Es decir, que todo
conocimiento que no sea inmediato o intuitivo, sino que sea ¢l resultado de razonar en el
sentido de buscar o dar razones, cs un conocimiento que en el fondo estid construfdo de-

ductivamente a partir de ciertos axiomas. De tal sucrte que las ciencias, en tanto que son
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conocimientos racionales, o bien, de hecho se presentan de una forma ordenada a partir de
sus axiomas, o bien, pueden ordenarse, es decir axiomatizarse. Por otro lado, la disciplina
que trata de los silogismos o principios de la deduccién es ]a légica que como se sabe fue
inagurada formalmente por el mismo Aristételes; aunque, por supuesto, antes de él ya se

trabajaba en algunas Arecas en forma axiomitica. Platén piensa que esto Gltimo era el caso,

por ejemplo, de Ins matemaiticas:
Los que 80 ocupan de geometria, aritmética y otros dan per
tos los nimeroa, las figuras... y otras cosas emparcntadas; las adoptan como hipdte-
»is, iendo como of las i ¥ no se creen en ¢! deber de dar ninguna ex-

plicacidn ni a of mismoa ni a los demds con aloque i como evid

para todos, y de ah( es de donde parten las

loe llevan finalmente & aquello que quicren demustrar (Platén {a IV ac] lib. VI, cap.

xXx).

ue

O, con otras palabras, tal como lo expusieron Platdn y Aristételes, los primeros principios
o axiomas de los que se parte para demostrar cualquier cosa en materméticas y ciencias

afines no es algo que esté en discusién al interior de esas disciplinas.

Inspirado, segin Proclo, por las ideas platénicas, pero segin indagaciones recientes
de Jones (Jones [1985]), mads bien inspirado por la obra aristotélica, Euclides realizé la
primera gran obra de axiomatizacién.“En la composicién de sus Elementos, Euclides co-
ordiné —nos dice Proclo— muchos trabajos de Eudoxo, perfeccioné los de Teeteto y demostrd
irrefutablemente los que sus predecesores habian presentado de una manera difusa” (Pro-
clo [s V] p. 1157). Segin Proclo, el tecorema de Pitigoras, por ejemplo, ya era conocido
por los egipcios para algunos casos particulares; y el mérito de Pitigoras mismo consistié
en probarlo universalmente “de un modo inmaterial e intelectual™ (Proclo [s V] p. 1154),
es decir, segiin entiendo, derivandolo de principios comunes o conocimientos generales an-
teriores. Y como, hasta donde puede saberse con la escasa informacién existente, de igual

forma trabajaron los grandes geédmetras griegos como Eudoxo y Teecteto, el mérito de Eu-

licitar todos aquellos “conocimientos generales™ que los

clides istié basi en
gedmetras como Pitdgoras, Eudoxo y Teeteto habian usado o podian haber usado en sus

demostraciones.
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Euclides llevé a cabo dicho trabajo definiendo con cierta precisién entidades, como
el punto, la Ynea y el 4ngulo recto, sobre las cuales explicité determinados axiomas por
encima de los cuales, como dice Platén, no puede elevarse el matemiético, como es ¢l caso

de la igualdad de todos los Angulos rectos:

10) =i uns
& cada uno

1) punto es lo qua no tiene partes, 2) lne 1a longitud sin anchura,
recta trasada sobre otra forma con ella dos &ngulos contiguos iguale:
de ellos lo I recto;... da al © axi 1= 4)
todos los los rector posteri , 1 i
comunes o leyes légicas como:~ 1) cosas iguales a una misma cosa son iguales entre
sf (Euclides [» 11T a<] lib. I, pp. 1 y 2);

¥y, finalmente, desprende de ahi una serie de proposiciones, la mayoria de las cuales ya
se conocfan como vilidas en geomectria, como es el caso de la proposicién 47 del libro
I que comiinmente se llama teorema de Pitigoras. As{ pues, lo importante del trabajo
de Euclides, como bien lo resalta Proclo, no es ¢] hecho de descubrir algunas leyes de 1a
geometria, sino ¢l de desprender las ya existentes de una cuantas definiciones, axiomas
y leyes légicas, confiriéndole asi, unidad y orden a toda la geomctria. Por cjemplo, si
examinamos la demostracién de Euclides del tcorema de Pitdgoras, podemos observar que
Hlega a él con razonamientos como cl siguiente: si A y B son entidades que cumplen la
definicién de lo que es un ingulo recto, entonces A serd igual a B por el axioma 4; y si
por otro lado, A es igual a C, entonces B sera igual a C por la ley légica 1, ctecétera. En
resumen, podemos decir que el trabajo de Euclides es una reconstruccién de la gecometria
en el sentido que la vuelve a construir; y una reconstruccién no aspira a copiar todas las
pruebas, sino maéis bien, aspira sélo a probar lo mismo a partir de un conjunto minimo
de principios o conocimientos generales. De hecho, por ejemplo, la prueba euclideana del
teorema de Pitégoras, basada en axiomas sobre equivalencias, no reproduce, hasta donde

es posible constatarlo, la de Pitdgoras mismo.

Inspirados directa o indirectamente en el trabajo de Euclides (como veremos con mids
detalle en 3.4), Arquimedes construyé axiométicamente la ciencia de los cuerpos pesados

(Arquimedes s III ac]), Galileo la ciencia del movimiento uniforme y acelerado (Galileo
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{1638]), Newton la ci ia de la ica clési (Newton [1687]); y, de igual forma,

Frege y Dedekind pretendian reconstruir la aritmética a partir de ciertas definiciones de
los nidmeros naturales. Sin embargo, con todo y ser sumamente meritorios esos trabajos,
contenfan algunas imprecisiones e, incluso, en el caso de Frege, contenian, como vimos,
una contradiccién. En tiempos de Frege y Dcdekind, el trabajo de Hilbert sentd las bases
de la axiomiética moderna pretendiendo corregir los errores que sc habian detectado en las

axiomatizaciones que habian seguido el modelo de Euclides.

E» mi opinién que todas las dificultades apuntadas —dice Hilbert con relacién a Jos
trabajos reconstructivos de la aritmética— pueden ser superadas y podemoe dar un
fund te rig y tisfactorio de la nocidn de numero, y de
hecho por el método que yo llamarfa axiomitica...

La aritmética se considera parte de la légica y las noci 18gicas tradicionai

estén usualmente presupuestss cuando se trata de fundamentar la aritmética... pero
en In exposicién de las leyes de 1a 16gica siempre s¢ usan ciertas nociones aritméticas
fundamentalea come, por ejemplo, la nocién de conjunt
tramos dando vucltas en cfrculos, ¥ Por eso es necesario desarrollar simulténcamente
las leyes de la l6gica y de la aritmética (Hilbert [1904], pp. 131 y 132 de Heijenoort

[1967]}.

Yy entonces nos encon-

De hecho, como bien apunta Hilbert, hay nociones (por c¢jemplo, particularmente la de con-
junto) que se han ubicado a veces del lado de la légica, y a veces del lado de la matemitica,
La confusién surge, creo yo, cuando se olvida que el término ‘conjunto’ se ha usado, como
Frege, para referirse a entidades que pueden tener leyes 16gicas ya que se las concibe ligadaa
indisolublemente a los conceptos; y, por otra parte, también se ha usado, como Cantor,
para referirse a entidades puramente matemsiticas. De cualquier forma, Hilbert propone
una metodologia en la que se explicitan no sélo los axiomas de los que se parte, sino
también todas las leyes 16gicas que se usan en la deduccién, como de hecho ya lo habia
pretendido hacer el mismo Euclidea. Para empezar, Hilbert piensa que no pueden definirse
explicitamente todos los términos técnicos, y propone que sobre los simbolos primitivos

empleados sélo se admita lo que se dice sobre ellos en los axiomas; y, ademds, para él los

no ti que ser o evidentes, como si tenfan que serlo para la a-

xiomdética aristotélica. Para Hilbert, todas las proposiciones que constituyen la matemdtica

pueden traducirse a un lenguaje lé6gico reconstruyéndose las pruebas matemidticas como
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simples inferencias 1égicas que ticnen la forma de un rmodus ponens (ver Hilbert {1925],
p. 381 de Heijenoort [1967]); aunque, por supuesto, utilizando también todo lo que mo-
dernamente se denominan las leyes de la 16gica proposicional y cuantificacional. De esa
forma se dice que la matemaética se ha formalizado, constituyendo un sistema formal. En
resumen, segin Hilbert, un sistema formal esti compuesto de lo siguiente: a) un conjunto
de sfmbolos; b) ciertas reglas para formar oraciones con ellos; ¢) determinados axiomas; y
d) las reglas légicas de transformacién de oraciones, es decir, las que sirven para deducir

ciertas oraciones a partir de otras.

Podemos decir que un sistema formalizado, por ejemplo el de la aritmética, es una
reconstruccién de ella a partir de ciertos axiomas; aunque, tedricamente, esos axiomas
podrian intercambiar su lugar por algunos teoremas convenientes de la misma aritmética;
de tal suerte que los axiomas, en la versién hilbertiana, no sélo no son nociones evidentes
como antiguamente se crefa y exigia, sino que ni siquicra son insustituibles; ademas, sobre
los simbolos de un sisterna formal, los axiomas sélo enuncian ciertas propiedades sinticticas
¥, no teniendo una semaéntica definida, de hecho, pueden interpretarse teéricamente en
miiltiples dominios, coincidiendo en ese punto con las teorias matemadticas vistas a la
manera de Dedekind, Benacerraf y los estructuralistas en general. De esa forma, Peano
habia propuesto en su Formulario cinco axiomas que definfan implicitamente los nimeros
naturales; pero, como muestra Russell por medio de ejemplos (ver Russell [1919] cap. 1,
pp. 5 a 10 y, aqui mismo, los incisos 2.2 y 2.5), ¢sos nxiomas pucden interpretarse de
multiples formas; v, de ese modo, cuando sc pretende definir el cero, en realidad se define

sélo el primer elemento de cualquier progresién.

No obsatante, Hilbert esperaba que una ventaja de formalizar una tcoria, ya que se
habrian explicitado los axiomas y las reglas de inferencia con toda precisién, era que

as{ podriamos su istencia y su 1

ud, es decir que no contuviera una

contradiccién ¥y que de todos los enunciados que pudieran expresarse en el lenguaje de la
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teorfa pudiera decirse si son o bien verdaderos o bien falsos. Justamente Hilbert, en su

£2

P ia sobre los probl futuros de la matemitica (Hilbert [1900] prob. II),
habfa propuesto el de la pmci)a de la no contradiceién de los axiomas de la aritmética como
uno de los problemas mis apremiantes y que él mismo intenté atacar con su propuesta de
los sistemas formales. El programa hilbertiano parecia ser iitil sobre todo en ese sentido,
pero a partir de los trabajos de Gédel y Church se empiezan a conocer las limitaciones de

los sistemas formales. GSdel lo expresa con las siguientes palabras:

Un sistema formal se llama completo =i cada sentencia expresable con sue signos es
formalments decidible a partir de sus axiom.

@ existo una secuencia finita de inferencias acordes con las reglas del chlculo l6gico

que con a! a y termina con @@ o con la sentencia no . He
mostrado que no hay pingin sistema formal con un aimero finito de axiomas que
sen ni con a las aritmétis De lo dicho se
sigue en 1 que hay ins aritmési i idibles en todos los sistema.
de 1a Ati por ej lo, ea Principia Mathematica.
en la teorfa iea de 5 de nkel y en la de von Neumann, y
*n loa sistomas formales de la escucla de Hilbert... ¥ para los
i doe et iado de 1a i ia del aiat

indecidible en cse sistema (G3del [1931], pp. 99 y 100 de Gadel [1981]).

Posteriormente se han hecho algunas precisiones y ampliaciones al trabajo de Gddel por
parte de Church, Rosser y otros, pero para nuestros propésitos actuales bisicamente queda
en pie que hay una limitacidén inherente al método formal para sistematizar toda la arit-

mética y que, como dicen Nagel y Newman,

esas conclusiones muestran también que h-y un nd infinito de iadon arit-
méticos verdaderos que no pueden 3 de ningin j deter-
e axi de con un conj cerrado de reglas de inferencia; de lo

Que se sigue que un planteamiento axiomitico de la teorfa de los nimercs no puede

acotar el dominio de la verdad aritmdtica, y que la demostracitn matemitica no
con la lotacidn de un i

[1931] p. 114).

formalizsado (Nagel y Newman

Ahora bien, como lo he sugerido, el trabajo de abordar axioma4ticamente un darea, por
ejemplo la de los cuerpos extensos mediante la geometria, creo que puede verse, como lo
precisaré mis en en inciso 4.3, también como una reconstruccién de esa drea. Segin eso,
podemos decir que a partir de los tridngulos empiricos, ¢l geSmetra los aborda axiomati-
camente aislando algunos elementos de los que supone estdn compuestos como el punto y

1a linea, los define a la manecra, por ejemplo, de Euclides, y a partir de esos y otros ele-
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mentos definidos vuelve a contruir los tridngulos de una manera ideal. Naturalmente, los

tridngulos empiricos se i1 sélo i d. te, como dice Platén, a los tridngulos

ideales o matemaéticos. De hecho, otro tanto hacen con sus respectivas Areas Arquimedes,
Galileo y Newton como lo cjemplificaremos en el inciso 3.4; todos ellos comienzan aislando
ciertos elementos como el peso, el movimiento uniforme, etcétera; definiéndolos en términos
conocidos; ¥ volviendo a construir después idecalmente los dominios empiricos de los que
particron. Pues bien, al parecer, de forma ansdloga, un sistema formal de la aritmética

vuelve a construir la aritmética misma; de tal suerte que, la aritmética se asemcja sélo

imadamente al st formal que viene siendo, en ese sentido, una idealizacién de la

aritmética. De hecho, la formalizacién de la aritmética consiste también en aislar algunos

1 tos que P 1a e . en definirlos con precisién, y en tratar de volver

a uir la ari a partir de los elementos definidos. Y as{ como los tridngulos
empiricos son siempre muchas otras cosas que los tridngulos matemiticos no recogen; de
forma similar, el resultado de Godel parece indicar que la aritmética es algo mds que su

formalizacién no recoge.

En todo sistema axiomaitico, una vez que se han dado las definiciones y los axiomas, las
reglas de inferencia indican lo que estd permitido hacer con los axiomas y las definiciones
para construir dicho sistema. Las reglas de inferencia constituyen la légica que se mancja y

no es la mi AristSteles fue el primer gran sistematizador de algunas reglas de

inferencia que hoy sec encuentran dentro del cilculo de predicados. La légica permanceié

casi intacta hasta 1847 cuando George Boole publicé sus Leyes del pensamiento en las

cuales sist tizé la 16gica ary: ' H mediante relaciones entre conjuntos, construyendo
asf un sistema equivalente a la légica de predicados con relaciones. Por esa misma época,

De Morgan, Jevons, Peirce y sobre todo Frege en su Conceptografia, sentaron las bases de

lo que hoy se d i “16gica Atica”. Dentro de ella, la l6gica llamada estdndar

que reline todos esos trabajos esti bazada en cl manejo de una cuantas conectivas: |, Vv

v 3. Para uir la ica se incluyen también = y €; aunque se discute si éstas



deben estar en la légica o no. Lo cierto ¢a que dentro de la 16gica matemética estdndar la
mayorfa de las leyes de inferencia se pueden obtener a partir de ciertas reglas primitivas y
1as definiciones de estas conectivas o sus equivalentes; y si se cambian lar reglas primitivas
o las definiciones de esas conectivas se pueden generar 16gicas no estandar: por ejemplo,
se puede definir ‘~' como lo hacen los intuicionistas de tal manera que no signifique que
necesariamente P V ~P; algo andlogo pucde hacerse para las otras conectivas; ¢, incluso,
se pueden definir nuevas conectivas atin con 3 o mis valores veritativos como lo han hecho,
por ejemplo, Lukasiewicz, Peirce y Destouches, entre otros. En resumen, la légica usada
en un sistema formal es algo as{ como el “andamiaje” que se ha elegido para construir
el sistemna formal. Hoy dia se conocen “andamiajea” méis o menos confiables para ciertos
propésitos y por ello se cligen. El caso del sistema formal de la aritmética de Frege es
muy peculinr porque el autor, no encontrando ningdn “andamiaje” apropindo para sus

propdsitos, construyé el suyo propio en la Coneceptografia.

De acuerdo con todo lo anterior, un sistema axiomitico que usa determinada légica,
podemos verlo como una construccién o recconstruccién ideal de 2lgin dominio, que podria
interpretarse también en muchos otros dominios idealizando as{ esos dominios en sus rasgos
que se consideran relevantes. Por supuesto, podemos estar equivocados en interpretar un
dominio mediante cierto sistema axiomaitico. Por ejemplo, la 1égica estdndar pretende ser
una reconstruccién de la légica que usan los matemaiiticos, ¥y esto puede ser mis o menos

exacto. Es en ese sentido, que Quine sostiene que:

La 15gica catd tan - ién como la o Ia teorfa de Ia rolatividad.
“Tanto cuando se hace Iégica cuanta cuando se hace fisica ~de una manera axiomatica,
dirfa yo- el objetivo ca smiempre el mismo: obtener (dicho con palabras de Newton)
un sistema del mundo lo mia liso y lo més sencillo que sea posible y que encaje
limpiamente por sus bordes con las obscrvaciones (Quine [1970] cap. 7, p. 100).

Debido en parte a las limitaciones de los sistemas formales, algunos filésofos de la
matematica han sostenido que para comprender realmente la matemadética, o alguna de sus
partes como los nimeros, se requierec de un trabajo diferente a las reconstrucciones. Por

ejemplo, Putnam ha sostenido que:
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El trabajo que se ita en la ffa de las mateméticas ce filosdfico ¥ no técnico:

i igaci P 16 det an histaria de las

matemiticas que arroje lus en loa procesos por los cusles Ias matemiticas surgen ¥ =e
. en los

de 1a ciencia y de las t Aei debe

en Ia

en ¥ para toda la filosofla
1a fil fia del L i
del realismo y la teorfa de la referencia (Putnam [1979) p. 395}

Por supuesto, todas estas tareas son sumamente importantes y, por cierto, Frege mismo,
por ejemplo, abordé algunas de ellas. Sin embargo, no creo que el trabajo técnico de recons-
truccién, o fundamentacién como le llama Putnam, carezeca de utilidad para los problemas
filoséficos. Segiin lo he sugerido, al hacer un trabajo reconstructivo de la mnatemidtica se esta
creando una imagen idealizada de ella que nos sugijere verla de cierta forma. Ciertamente
la simplifica, pero de hecho, e¢rco que es innegable que eso hace cunlquier teoria sobre
cualquier cosa. La filosofia entendida, a la manera de Wittgenstein, como un trabajo
elucidatorio del lenguaje puede y, de hecho, ha utilizado varios métodos; uno de los cuales,

creo yo, puede ser ¢l axiomatico. Claro estd, que podria discutirse la conveniencia de
un método para determinado objetivo. Pero esto no debe hacerse a priori; mas bien,
como decia Ulises Moulines a este respecto, aprovechando un pasaje biblico, “por sus
frutos los conoceréis™ (Moulines {1982] p. 40): y, en efccto, ereo que es irrefutable que el

trabajo reconstructivo ha generado un conocimicento mas preciso de algunos aspectos de
las matematicas. Lo idcal seria, tal vez, una complementacidon de los diferentes miétodos
entendidos como puntos de vista a partir de los cuales se puede examinar la matemsdtica.
Justamente, inspirado por ideas como las de Putnam, en ¢l siguiente capitulo revisaré

algunos enfoques no reconstructiveos sobre lus matemadticas y ¢l nimero.

Volvamos a la pregunta que nos hicimos en este inciso, iqué prueba sobre el nimero
una reconstruccién como la fregeana? Por lo visto, prueba que la definicién dada bajo los
supuestos expresados en los axiomas implica, de acuerdo a la 16gica que se maneja, ciertas
propiedades y relaciones para lo asi definido que reproducen de una manera ideal las
propiedades estructurales de los mimeros, asi como su estrecha relacién con les conceptos

en general. Por ejemplo, en la prueba que presentamos al inicio de este inciso, Frege
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muestra que los nimeros 0 y 1, definidos tal como ¢l lo hace, se comportan como los
niimeros con los que trabaja la aritmética siendo el 1 el sucesor inmediato del O en la serie

de los nimeros naturales, pero ademaAs muestra que sus niimeros pueden verse iad

a ciertos conceptos especificos al valerse de estos conceptos para realizar la prueba de las

propiedades aritméticas.
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CAPITULO 3

IDEAS EMPIRISTAS POSTFREGEANAS SOBRE

LAS MATEMATICAS Y LOS NUMEROS



3.1 El problema de sl los niimeros son o no algoe puramente estructural o
puramente matemaitico.

Las definiciones de los nimeros de Frege, Russell y Cantor, al igual que las de Peano y
Dedekind, tiecnen como referente los ndmeros de la aritmética: pretenden dar una carac-
terizacion necesaria y suficiente para englobar a todos los nimeros de la aritmética y séloa
cllos. Pero, qué podemos decir que son dichos nimeros. Frege los define como “conjuntos™
de conceptos; Russell, como clases de clases; Cantor, como conceptos (o, mis bien evitando
su sicologismo, como conjuntos) obtenidos a partir de conjuntos; Dedckind los define como
“cortaduras™; y Pcano, los presenta mediante sus axiomas, al igual que Dedekind, como
lugares en una serie. Sin importar las difcrencins, todos ellos presentan pinturas o imdgenes
axiomatizadas (segin lo expusimos en 2.6 y lo desarrollaremos mas en 4.3) de un mismo
referente. En esc sentido, no podriamos decir que los mimeros aritméticos son lo que ellos
construyen axiomaticamante; sino, en todo caso, que los nimeros de la aritmética pueden
verse como ellos los presentan. De tal suerte que, habria que distinguir entre los nimeros
de la aritmética, que son a los que quicren referirse las autores mencionades, y las pinturas
de esos nimeros en términos de “conjuntos de conceptos™, “cortaduras”, etcétera. Sobre

esto hablaremos mais ampliamente en 4.4; pero, por el momento, sera suficicnte con marcar
la distincién mencionada.

Por otro 1ado, 1as definiciones de Frege, Russell y Cantor dicen (como traté de mostrar-
lo en 1.4 y 2.4) basicamante lo mismo sobre dichos referentes; aunquce lo dicen con diferentes
términos. Todos cllos sc refieren a los niineros de la aritmética no sélo en su aspecto es-
tructural, sino también en tanto que pueden vincularse a determinados conceptos; y, scbre
ellos sostienen que son objetos espcecificos definibles en términos de conjuntos ¥y conceptos.
En ese sentido, sus definiciones tienen el mismo sentido, en tanto que tiene el mismo valor
cognoscitivo; pero se presentan como pinturas realizadas con diferentes materiales. Mien-

tras que Peano y Dedckind definen los nimeros de la aritmética dnicarnante en términos
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estructurales. Ambos grupos pretenden hablar sélo de los nimeros de la aritmética; pero,
el segundo grupo sosticne que dichos nimeros son s6lo elementos de estructuras abstractas,
v el primer grupo sostienc que son algo mas. Lo cual implica que Dedekind y Peano pien-
san que los nimeros aritmdéticos son explicables sélo por las relaciones que tienen unos con
otros; mientras que Frege, Russell y Cantor piensan que los nimeros aritméticos no son
explicables sélo por las relaciones que tienen entre si, sino también por las relaciones que
tiencn con algo extramatemdtico como pueden ser los conceptos. Estos idltimos estarfan
diciendo algo andlogo a decir, por cjemplo, que el retrate de una persona no es explicable
sélo por la combinacién de formas y colores, sino que para entenderlo cabalmente debemos

tomar en cuenta que pretende reflcjar algo diferente de él mismo, es decir, la persona en
cuestién.

Al observar la diferencia entre los dos sentidos de esas definiciones nos damos cuenta
que gira alrededor de hasta qué punto por ‘nimero aritmético’ entendemos algo exclusi-

vamentec estructural, o algo Que rebase las estructuras; y ésto nos enfrenta a la cuestién
de ;qué es 10 estructural, ¥y qué es lo matemitico?

Por supuesto, la pregunta por lo
Tnatemdtico o por las matemadticas en s{ rebasa la presente investigacién; y por ello no

pretendo caracterizarlo aqui de una forma exhaustiva, ni mucho menos. No obstante, ya
me he visto precisado antes, sobre todo en el inciso 2.8, a dar algunas ideas de lo qué

estoy entendiendo aqui por ‘matemiticas’, y para poder prosecguir esta indagacién sobre el

nimero considero conveniente precisar adn mas mi postura en este asunto.

La pregunta por las matematicas ha sido contestada desde diferentes angulos; pero,
para la cuestién que nos acupa, considero relevante examinar ahora algunas respuestas
de corte empirista por representar una postura que pucde arrojar luz desde fuera de las
matemdticas, y por detenerse particularmente en las relaciones entre lo matemitico y lo
no matemadtico. Por supuesto, nos interesa sobre todo esa parte de las matemdticas que

Namamos aritmética; pero al tratar de caracterizar ésta como una parte de las materniticas,
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nos vemos obligados a dar también una caracterizacién de las matemdticas en general.
Esta caracterizacién deberia al menos poder responder a la pregunta acerca de qué tipo
de conocimiento son las matemaiticas, si tiene o no objetos especificos, y si los tiene,
si el matemaAtico los descubre, los inventa o los postula, y si sus métodos son légicos,
intuitivos, experimentales o una combinacién de ellos. Al parecer, las respuestas dadas a
estas preguntas permiten obtener una caracterizacién mis o menos aceptable; ya que de
hecho, las diferencias en las respuestas a ellas nos dan varios elementos que nos ayudaran
a tener un panorama general de las més famosas escuclas que se han dado en la filosofia
de las matemaAticas: platonismo, intuicionismo, formalismo, logicismo, convencionalismo y
empirismo. No es mi intencién detenerme ahora a cxaminar estas escuelas, ya que esto se
escapa de los limites que nos hermos propuesto. Sin embargo, en los capitulos anteriores
me he referido ya, aunque sea de forma lateral, al platonismo, al formalismo y al logicismo;
y en lo que siguc me detendré un poco en algunas posturas convencionalistas y empiristas,
dejando s6lo de lado la ciertamente interesante postura intuicionista. Claro esti, que esta
clasificacién de posturas sobre la matemaitica tiene los vicios de toda clasificacién: olvida
las diferencias al interior de cada escucla, y es posible que haya posturas que pertenezcan
a méis de una escuela, o tal vez a ninguna de las nombradas; tal es el caso, por ejemplo,
del cuasi-empirismo de Quine, y del modalismo de Putnam (para ambos ver, por cjemplo,
Putnam [1979]). As{ pues, debemos tomar con sumo cuidado esas etiquetas y aclarar en
cada caso qué estamos entendiendo por cada una de ellas; por eso, he preferido referirme

aquf mas bien al pensamiento de tal o cual autor en particular.

As{ pues, en el presente capitulo examinaré brevemente la visién sobre las matem4d-
ticas y los nimeros de Wittgenstein por ser, en cicrto sentido, una continuacién de las
teorfas de Frege y Russell, y en otro sentido, ser un fuerte critico de las mismas. Ademas,
‘Wittgenstein propone una visién figurativa de las matemadticas y particularmente de los
nimeros qQue los presenta como figuras de algo mis. Esta idea refucrza la postura de

Frege, Russell y Cantor de que los nimeros no son explicables por sf mismos y sin tomar
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en cuenta el papel que juegan en ¢l mundo extrametematico. Examinaré, también, a tres
autores que me parccen representativos de la postura empirista postfregeana y particular-
mente sugestivos como elementos de solucién para definir lo matemadtico en relacién con
lo no matemaitico desde tres angulos diferentes: Frechet, por presentar el punto de vista
de un matemadtico relevante como tal, que se ha detenido a reflexionar filoséficamente so-
bre su trabajo; Lakatos, por presentar el punto de vista de un filésofo de la ciencia que
intenta aplicar algunos de los resultados actuales de su disciplina al examen de la ciencia
matemaitica; y Kitcher, por haber desarrollado mds sisteméticamente un anilisis concep-
tual e histérico de los procesos por los cuales las matemaiticas surgen y se desarrollan,
como por cierto lo habfa propuesto Putnam (ver Putnam [19687]). Ademsés, Frechet, de
forma semejante a las figuras o pinturas de Wittgenstein, propone ver las matemidéticas y
los ndmeros como esquematizaciones ideales de algo mas. Lakatos refuerza nuestra pro-
puesta de ver los trabajos de reconstruccién de la aritmética como imdgenes ideales de
la aritmética misma; y sugiere que las reconstrucciones axiomiticas de la aritmética son
construcciones tedéricas que, en tanto que pretenden explicar la aritmética, son refutables
por ésta. Kitcher, por su parte, habla de la aritmética, al igual que Frechet, como una
idealizacidén de lo empirico. Por todo ello, estos autores, aunados a los anélisis que hemos
hecho de los trabajos de Frege, Russell, Cantor y Dedekind, entre otros, aportan elementos
que permiten distinguir varios usos del término ‘nimero’: a) para referirse a los nimeros
aritrméticos, b) para referirse a imigenes o pinturas axiomsdticas de los nidimeros aritméticos
¥ €) para referirse a aquello extramatemiitico de lo cual los nimeros aritméticos serian es-
quematizaciones ideales. Esto lo desarrollaré mais aplinmante en 4.4; pero baste, por el

momento, sugerir la posibilidad de esta distincidn.

3.2. La tecorfa figurativa de Wittgenstein.

El pensamicnto sobre las matemditicas de Wittgentein tiene, como el resto de su trabajo,

dos etapas més o menos definidas. La primera etapa esti expresada en el Tractatus ; y
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1a segunda, sobre todo en su obra Remarks on the Foundation of Mathematics publicada
péstumamente. Wittgenstein comienza su obra filoséfica influenciado sobre todo por la

“gran obra de Frege —como lo aclard él mismo- y los escritus de... Bertrand Russell”
{Wittgenstein [1918] prél.). En el Tractatus expuso sus primeros pensamientos; y poste-
riormente, en lucha incluso con esos primeros pensamientos, y a veces bajo el aguiién de
nuevas lecturas o discusiones, profundizé en varios campos filoséficos anotando sus ideas
en libretas que corregia y ordenaba continuamente, y que a su muerte han sido editadas
bajo los titulos de Philosophical Investigations, Zettel y Remarks on the Foundations of
Mathematics, entre otros. Este aspecto del trabajo de Wittgenstein me parece importante
destacarlo porque es un reflejo de su concepcién de la filosofia como un trabajo esencial-
mente aclaratorio. “La filosofia —dice desde un principio, y lo sostiene, al parecer, o través
de toda su obra- no es una teoria, sino una actividad. Una obra filoséfica consiste es-
encialmente en elucidaciones™ (Wittgenstein [1918] ver. 4.112). Al parecer, lo que fue
modificando Wittgenstein a través de su obra, como trataré de exponerlo en scguida, fue
la forma de realizar las elucidaciones. De una elucidacién de la estructura 16gica, pasé a
una elucidacién del papel que juegan las palabras en la actividad de las comunidades que
las usan. Desde esc punto de vista, las etapas de su pensamiento pueden verse como mo-

mentos aclaratorios, o si se quiere, como aclaraciones desde diferentes 4ngulos. De hecho,

es as{ como analizaremos el Tractatus ¥ los Remarks acerca de lo que son las matematicas

¥, particularmente, los nimeros.

En el Tractatus Wittgentein sostuvo que:

La temati

es un étodo légico. Las i de ia {1 At
son ¥. por igui . d i Las
Nes matematicas no ningin p. sl [ i
ciones matemséticas 3610 para inferir de que no p a
ia dti otras ici las cuales, igualmente, no pertenecen

a las mateméAticas (Wittgenstein [1918] vers. 6.2 a 6.211).

Lo cual esti claramente influenciado por las tesis logicistas de Frege y Russell que Wittgens-

tein desarrolld, precisé y modificé en algunos puntos.
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Para Witt ein una p. icié

s es la pintura de un hecho de los que conforman

el mundo; “los hechos atémicos —los concibe a la manera humeana como— independientes
unos de otros” (Wittgenstein [1918] ver. 2.061); y el mundo, para é}, son todos los hechos.
“La 16gica —dice, por otra parte,— trata de toda posibilidad, y todas las posibilidades

son sus hechos™ (Wittgenstein {1918] ver. 2.0121); es decir, la l6gica muestra ¢l espacio

de posibilidades en el cual los hechos se dan. Asi pues, al parecer, su légica esta fijada

por su ontologia general; ya que si el mundo estd compuesto de hechos independientes,

lo posible es que se dé un hecho o que no se dé, que se den dos hechos simnultanea o
subsecuentemente, etcétera. De ahi que, las proposiciones P y @Q, al ser pinturas de los
hechos, puedan combinarse también sélo de forma que o bien P, o bien noP’, Py Q, P

si sé6lo si Q, etcétera. De esa forma, inferir, o deducir 16gicamente, significa aplicar a

ciertas proposiciones particulares, o podriamos decir, a ciertos hechos particulares, lo que
~vale para todas; es decir, que o bien P, o bien noP, ctcétera. En ese sentido, como dice

Wittgenstein, la 16gica no dice nada del mundo, sino que sélo muestra los limites de lo que
puede ser.

Las matemadticas, para Wittgenstein, son un método légico y por lo tanto no dicen
nada del mundo y sélo muestran un espacio de posibilidades. Asi como la 16gica trabaja
con tautologias, “lo esencial del método matemitico consiste en trabajar con ecuaciones™
(Wittgenstein {1918} ver. 6.2341). Las eccuaciones se expresan mediante igunldades, y las
igualdades son definiciones a la manera de Frege ¥y Russell, mediante las cuales se estipula
un mismo significado para los simbolos que estin de uno y otro lado del signo de igualdad

¥, por lo tanto, permiten que se pueda sustituir uno en lugar del otro.
‘a = b’ significa que ¢! signo @ cs reemplasable por el signo b... Expresiones de Ia
forma “a = b son, pues, tan sdlo de la

: no dicen nada sobre
e! significado de los signos @ y b... El método por el cual la matemitica obtiene sus
ecunciones es el métado de sustitucidn. Pucs las i

de doa expresiones,

cxpresan la sustitutibidad
¥y noeotros procedemoa de un nimero dado de ecumciones, a
ecuaciones sustituyendo Ias expresiones por otras de acuerdo con las
acuaciones (Wittgenstein [1918] vers. 4.241, 4.242 y 6.24).

otras nuev:

Pero, ide qué forma la matematica muestra un espacio de posibilidades? Lo que iguala el
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signo ‘=" no pucden ser hechos del mundo; ya que “el hecho atdémico es una combinacién
de objetos {entidades, cosas)” (Wittgenstein [1018] ver. 2.01), “decir de dos cosas que son
idénticas cs un sinsentido, y decir de una que es idéntica consigo misma es no decir nada”™
(Wittgenstein [1918] ver. 5.5303). As{ pues, lo que se esta igualando con ‘="' es sdlo el
significado de dos expresiones. Wittgenstein afirmd que “la ecuacién caracteriza sélo el
punto de vista desde el cual considero las dos expresiones, es decir, el punto de vista de su

igualdad de significado™ (Wittgenstein {1018] ver. 6.2323).

Con respecto a los nuincros, Wittgenstein afirmé que “en 16gica no hay nimeros. No
hay ntimeros privilegiados,... no hay un estar uno al lado del otro, no puecde darse ninguna
clasificacién... —Pero, por otro lado— en 16gica todos los numeros deben ser susceptibles
de justificacién™ (Wittgenstein {1918] vers. 5.453 y 5.454). La légica nos dice que ~(P A
-P), (P A Q) — P, ctcétera; pero nunca que P + Q = R, si P, Q ¥ R son hechos atémicos.
Los hechos que conforman ¢l mundo son independientes; mientras que los nimeros no lo

“son ya que, por cjemplo, 1 4+ 1 = 2. Ademas, el 2, ¢l 3, el 4, ete. pucden obtenerse a
partir dc hacer operaciones sélo con el 1; y, de esa forma, el 1 ¢s un nimero privilegiado.
Pero, segin Wittgenstein, en los hechos no hay uno privilegiado a partir del cual podamos
obtener los otros hechos que conforman el mundo. De tal suerte que los nimeros no son,
ni hechos porque no son independientes, ni tampoco forman parte de las posibilidades mas
generales en las que se dan los hechos. O, con otras palabras, los hechos, sélo en tanto que
hechos independientes, no se dan numerados; aunque, podrian numerarse ya que, segin

Wittgesntein, podemos justificar los ndmeros a partir de la 16gica.

Ahora bien, “cl concepto de niimero no es sino aquello que es comin a todos los nii-
meros... El nimero es ¢l exponente de una operacién” {Wittgenstein [1918] vers. 6.021
¥ 6.022) y se expresa por una variable. A su vez, “la operacién es aquello que hay que
hacer con una proposicién para obtener otra de ella”(Wittgenstein [1018] ver. 5.23). El

exponente indica cudntas veces hay que hacer una misma operacién: 23 significa 2 x 2 x 2;
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y #3(x) significa & & (x). En esc sentido, el niimero es sélo un indicador de la repeticién de
cierta actividad efectuada sobre las proposiciones; es decir, de la aplicacién sucesiva de una
operacién. Lo cual nos permitc entender porqué cn Zettel Wittgenstein afirmé que “los
nimeros no son fundamentales para la matematica™ (Wittgenstein [1967] ver. 708), ya que
en vez de $?(x), siempre podrinmos trabajar con ¢&(x). Ademas, cuando esa actividad es
efectuada a su vez sobre un nimero, esti basada también, como trataré de mostrarlo en

el pArrafo siguiente, en las opernciones con proposiciones.

Para cl Wittgenstein del Tractatus, ¢l mundo estd compuesto de hechos atémicos
independicntes; unos de los cuales son proposiciones o pinturas de otros hechos, ya que
también “la pintura es un hecho”™ (Wittgenstein [1918] ver. 2.141). Un mismo hecho,
digamos a, puede tgcr varias pinturas o proposiciones, digamos P, P’y P". La légica
presenta el campo de las posibilidades mi#s generales que corresponden a todos los hechos,
al parecer, sélo por In circunstancia de ser hechos independicntes; es deecir que o bien
a, o bien no e, o bien P o bien —P, ctcétera. La matemitica, por su parte, presenta
un subcampo de posibilidades que corresponde sélo a las propesiciones, y ¢sti basado, al
parecer, en la posibilidad general de todos los hechos de tener varins pinturas de si mismos;

“"To cual, s¢ muestra en las matemiticas cuando ésta dice que si P = P’y P’ = P", ¢ntonces
P = P”. Los niimeros, al ser exponentes de las operaciones con las proposiciones son, al
parecer, parte de las posibilidades matemaiticas en las que se dan las proposiciones. Si,
por ejemplo, ¢ = —, podcmos tener dP, ¢oP, ctcétera; ¥ 8i $?P = $SP, entonces 2% = 2x2
= 4 estd basada también en las operaciones con proposiciones ya que ($2)?*P = ¢?42P =

¢SSPP = ¢P y por lo cunl 22 = 2x2 = 4.

En conclusidn, para el llamado primer Wittgenstein, los nimeros forman parte de las

o
posibilidades de las proposiciones; y asi como la l6gica estd fijada por la ontologia general,
la matemética lo estd por la ontologia de las proposiciones, ¢s decir, por la circunstancia

de que Py P' pueden representar al mismo hecho a. Con respecto a los nimeros, “dada la
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forma general segiin la cual se construye una proposicién, se da con ella también la forma
general segin la cual se puede obtener de una proposicién otra proposicién por medio de
una operacién” (Wittgenstein {1018] ver. 6.002). Pero ;de qué forma se construye una
proposicién? segin la teoria pictérica, ésta se construye de forma que represente efectiva-
mente el hecho que pretende dibujar. Asfi pues, las leyes matemdticas de las operaciones
con proposiciones que se expresan mediante nimeros, como también todas las otras leyes
matemiticas, estdn fijadas en 1ltima instancia por la ontologia de los hechos no proposi-
cionales. En ese sentido, los nimeros, como las matemdticas en general, dependen sélo
de los hechos en general. Esto nos permite entender por qué, al parecer, Wittgenstein
afirmé que “la teorfa de clases es superflua en matemaiticas; la generalidad de la que ten-
emos necesidad en matemasiticas no es la accidental” (Wittgenstein [1018] ver. 6.0031); es
decir, segiin entiendo, que accidentalmente podarnos agrupar en conjuntos los hechos y
particularmente las proposiciones que esencialmente son independientes.

Ahora bien, en la “Introduccion”™ que Russell eseribié para el Tractatus dice:

Hay algunos aspectas, segin mi opinién, en los que la tearfa de Wittgenstein necesita
un mayor desarrollo tedrico. Esto puede aplicarse, concretamente, a su teor(a del
nimero (6.02 ss), la cual, tal coma est4, sdlo puede aplicarse a los ndmeros finitos.
Ninguna 14gica puede considerarse satisfecha hasta que se haya demostrado que es
capas de poder ser apli fini Sin emb no creo que
haya nada en el sistema de Wittgensicin que le impida lenar cata laguna (Russcll
[1918], p. 26 de Wittgenstein [1918]).

a lom tr.

De hecho, aqui sélo he hablado de los nimeros naturales a pesar de que el mismo Wittgens-
tein se refirié también a los nimeros racionales, irracionales e, incluso, transfinitos (ver
Wittgenstein {1967b] apen. II, incs. 6 a 9); no obstante, por ser los naturales los nimeros

bésicos, por el momento serd suficiente con referirnos a ellos rinicamente.

Ciertamente la visién del primer Wittgenstein sobre las matemasticas es muy atractiva
porque ofrece algo mds que las tcorfas reconstructivas que presenté anteriormente; pero
igualmente, a mi juicio, tiene ciertos problemas. En el Tractatus presenta una visién sis-
temitica de las matemadticas, y las ubica al interior de una ontologia general. Eso permite

hablar de las matemadticas con algin grado de precisién; pero también expone esa visién
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a las criticas que se le hacen a toda divisién més o menos tajante. Por ejemplo, lo que
dice Wittgenstein acerca de que las clases son superfluas en matemdticas estd sujeto a las
siguientes objeciones: a) hoy dia la teorfa de conjuntos es un drea més de las matemadticas
independientemente de su papel en los fundamentos, que es tal vez a lo que queria referirse
Wittgenstein con lo de superflua; y b) si los hechos atémicos pueden agruparse formando
conjuntos, tendria que ser, segin el mismo Wittgenstein, porque en ellos ya estd esa posi-
bilidad; y esto desdibuja 1a divisién tajante que hace entre posibilidndes generales de los
hechos (o 16gica), las posibilidades generales de los hechos proposicionales (o matema4ticas),
¥y otras posibilidades accidentales como puede ser la de agrupacién. Al menos, a partir de
lo dicho, no es clara esta divisién de posibilidades, ya que en Gltimma instancia todas las
posibilidades estin igualmente dadas en los hechos atémicos. Lo cierto es que, por esas

u otras razones, Wittgenstein abandoné en su segunda época esas divisiones tajantes, y

presentd una visién sobre las matematicas menos precisa pero también menos problemaitica
- sabiendo, quizis, que “son filoséficamente peligrosas, y frecuentemente pernicioszs, las dis-

tinciones conceptuales tajantes que pretenden determinar supuestas diferencias absolutas

en el objeto o dominio de estudio” (Moulines [1982] p. 32).

En los Remarks on the Foundations of Mathematics, Wittgenstein, en lucha con sus
propios primeros pensamientos y en parte motivado por la lectura colectiva con los fun-
dadores del circulo de Viecna de Foundations of AMathematics de F. Ramsey, presenta un
nuevo enfoque sobre las matemiticas. Igualmente, como en el Tractatus, hace un trabajo
de elucidacién del lenguaje matemaitico; pero shora analizando, no la ldgica del lenguaje,
sino més bien su uso. “Nosotros —dice, por cjemplo,— usamos la expresién “los pasos
son determinados por la fé6rmula...” -Y sec pregunta:- jcémo la usamos?” (Wittgenstein
[1967b] ver. 1-1). Por otro lado, al parecer, sigue pensando que las matemiticas se com-
ponen de ecuaciones; pero a éstas, al igual que la 18gica, ahora las ve como reglas. “La
proposicién matematica tiene la dignidad de una regla; y as{, hay mucha verdad en decir
que la matemadtica es 1égica:

sus movimientos estidn en el interior de las reglas de nues-
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tro lenguaje™ (Wittgenstein [1967b] ver. I-164). En el ZTractatus habia sostenido que la

16gica, al igual que la matemaitica, permite inferir; y lo sigue afirmando en los Remarks;

pero, ahora, en términos de reglas. “Debemos tener claro —dice- en qué consiste real-

mente inferir. Podriamos decir tal vez que consiste en ¢l paso de una afirmacién a otra,

por mediacién de una tercera... Pero en realidad consiste en el paso de una proposicién

a otra mediante una regla™(Wittgenstein [1967b] ver. I-8). Asi pues, la visién sobre las

matemiticas que presenta Wittgenstein en los Remarks difiere de la del Tractatus, al pare-
cer, bdsicamente en que analizando el uso y no la 1égica del lenguaje matemdtico, las

igualdades, como las tautologias de la légica, se ven como reglas del lenguaje que sirven

para inferir.

Ahora bien, jen qué consisten esas reglas y c6mo llegamos a ellas? Wittgenstein

afirmé que “el matemaitico es un inventor, no un descubridor... El matemadtico esta siempre
inventando nuevas formas de descripcién” (Wittgenstein [1967b) vers. I-1G6 y 167). Con
" respecto al lenguaje, sostuvo en esta segunda etapa que “lo que los seres humanos dicen
es verdadero y falso; y cllos se ponen de acuerdo en el lenguaje que usan. Eso no es
acuerdo en opiniones sino en forma de vida”™ (Wittgenstein [1974] ver. 241). Y, en otro
lugar afirma: “este lenguaje se basa, como cualquier otro, en la convencién” (Wittgenstein
[1974], ver. 355). Dc tal suerte que, al parecer, el lenguaje seria, al menos en parte, un

producto de la convencién social; y la légica y las matemiticns, formarian parte de las
reglas convencionales del lenguaje.

Creo que esto podemos entenderlo mejor si observamos que las reglas de todos los
Juegos dicen lo que se puede hacer ¥ lo que no, es decir, son indicaciones o descripciones de
lo posible. En los juegos ordinarios, los seres humnanos se ponen de acuerdo en las reglas
que aceptan, es decir en el comportamiento permitido; y considero que es por eso que
Wittgenstein afirma que los acuerdos son con respecto a la “forma de vida”. Pues bién,

al parecer, de forma andloga las ecuaciones describen los pasos que pueden seguirse para
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ciertas propésitos: Yy = x3” me dice, por ejemplo, que para encontrar un valor de la v,
puedo multiplicar por s{ mismo cualquier valor que le asigne ala x. Y, de hecho, creo que

en verdad es as{ como utilizan en gran parte los matemaéticos esa ecuacién.

Eso ha llevado a Dummett a interpretar el segundo Wittgenstein como un conven-
cionalista absoluto. “Para él ~dice Dummett de Wittgenstein- la necesidad 16gica es siem-
pre la expresién directa de una convencién linglistica™ (Dummett [1059], p. 170 y en’
Pitcher [1966], p. 425). En esa misma linea de interpretacién del segundo Wittgenstein se
encuentra también Klenk en su Wittgenstein's Philosophy of Mathernatics. En esta obra le
atribuye a Wittgenstein el afirmar que la matematica provee una estructura lingiistica y de
inferencia en la que podemos expresar hechos acerca del mundo y derivar. Las proposiciones
matemadticas son prescriptivas, es decir, constituyen un marco dentro del cual trabajamos
¥ que debido n su utilidad no estamos dispuestos a cambiar (ver Klenk [1978]). Segin
eso, Wittgenstein estaria sosteniendo que las matemadticas son convenciones, al parccer,

—-arbitrarias.

Sin embargo, como lo sostuvo Stroud, realmente se adopta una convencién sélo “si hay
alternativas que podriamos adoptar en su lugar™ (Sroud {1965], p. 484 de Pitcher [1968]).

Pero, como correctamante sostiene Putnam,

debemos aceplar que al fin y a) cabo hay un hecha matrm&tico que no es simplemente
nuestra estlpulacién {ni aun nucstra “forma de vida™). PPor cjemplo, Ia consistencia
de nuestras estipulaciones précticas no cu ella misma precisamente otra estipulacién
o préctica (Futnam [1979] p. 388).

No obstante, sostener, como Wittgenstein lo hizo, que In matemadtica son un sistema
de reglas para la manipulacién del lenguaje y que las reglas son acuerdos en forma de
vida, no implica que sean arbitrarias. En primer lugar, las pinturas mediante las cuales
se expresan las reglas deben ser pinturas idéneas que efectivamente transmitan lo que se
quiere; y cso es controlado, segin entiendo, por el uso mismo que se hace de ellas. En
segundo lugar, las reglas, si las vemos como las de todo juego, tienen que sujetarse a las

condiciones objetivas en 1as que se dan los juegos, cs decir, por ¢jemplo, a que hay jugadores,



metas, etcétera. Ciertamante podemos tener dos o mas pinturas de un mismo hecho; pero
no arbitrariamante, sino sé6lo cuando efectivamante retraten el hecho en cuestién. En ese
sentido, el espacio de posibilidades que muestra la matematica es, al parecer, ¢l conjunto
de posibilidades del lenguaje por la circunstancia de que pueden darse dos 0o mis pinturas
diferentes de un mismo hecho, siempre y cuando dichas pinturas retraten cfectivamente el
mismo hecho. Ese es justamente el caso cuando podriamos escribir P = P’; donde P y P’
son dos proposiciones o pinturas diferentes de un mismo hecho. En ese sentido, es hasta
cierto punto convencional que usemos I’ o P’ para representar el mismo hecho a; pero

dicha convencién, dada la tecoria pictérica, no es una convencién absoluta o arbitraria.

Por otro lado, el lenguaje es sdlo un medio; “no juzgamos la pintura —refiriéndose a los
niameros tomados como pinturas—, juzgamos por medio de la pintura; no la investigamos, la
usamos para investigar algo mds” (Wittgenstein {1967b] ver. I11-12). Hasta donde alcanzo
a ver, es por ese cardcter mediador del lenguaje que Klenk afirmd, tratando de interpretar
los Remarks, que un sistema matemidtico no queda definido mediante sus axiomas y reglas
ya que depende igualmente de cémo se usan sus reglas (Klenk {1970]), es decir, depende
de 1o que estd mas alld de las pinturas mismas; o, con otras palabras, para comprender las
matematicas no basta entender las pinturas mismas, sino que habria que ver el papel que
juegan en las actividades de las comunidades que las usan. Segin esto, al parecer, otra
vez como en el primer Wittgenstein, hay algo que no puede ser expresado en el lenguaje,

es decir en las pinturas: “debermos, pues, por asi decirlo, tirar In escalera después de haber

subido” (Wittgestein [1018] ver. 6.54).

Ahora bien, con respecto a los niimeros, Wittgenstein afirmé en los Remarks:
Los nimeros (no habla de los numerales) son figu
nos habla de las propiedades de esas figur:
propiedades de las figuras son ibilid

(modelos) y la aritmética

Pera ficultad aqui es que esas

gen como poais
dades fisicas y sicolégicas (de separacién, arregio, etc.}. Pero el papel de las figu-
es solaments como pinturss que son u

no son propiedades de las figura

Ll

das en tal o cual sentide. Lo que damos

o transformaciones de figuras presentadas coma
paradigmas de alguna clase u otra (Wittgenstein {1967b] ver. 111-11).

Por lo cuzal podemos ver que la teoria pictérica del Tractatus abarca aqui también el terreno



de las matemaiticas; éstas, al igual que 1a 16gica, siguen considerandose como posibilidades;
y los nimeros, como parte de esas posibilidades. Sin embargo, ahora las posibilidades
se presentan por medio de pinturas que transmiten reglas de accién. Las mateméticas
serfan un sisterna de reglas que permiten hacer inferencias y se presenta por medio de
modelos; y los nimeros serian figuras cuyas propiedades expresan posibilidades de arreglos,

separaciones, ordenaciones y cosas semejantes.

En los Remarks, las matemadticas, como la légica, Wittgenstein las presenta como sis-
temas de reglas para el manejo del lenguaje que se expresan mediante pinturas concebidas
como modelos paradigmaticos que intentan transmitir acuerdos en formas de vida; siendo,
los nimeros, las pinturas con las que sc intenta transmitir acuerdos sobre arreglos, orde-
naciones y quién sabe qué mas. Sin embargo, esta visién es sélo una guia que sugiere una

forma de comprender las matematicas, més bien que una vi

6n acabada de los que son las
matemaiticas o los ndimeros. Esto me parece positivo, pero nos deja una enorme trabajo
histérico y tal vez tarmnbién sociolégico casi diria yo imposible de eumplir eabalmente; ya
que para comprender bien, por ejemplo, los niimeros, tendrinmos que indagar ciiales son
esos acuerdos en formas de vida que intentan transmitir y que, por cierto, han perdurado,

al parecer, desde las primeras culturas que los utilizaron.

3.3. Reflexién filoséfica del matemaidtico Maurice Frechet.

Maurice Frechet, destacado matemitico contemporineo, dicté en 1925 cn Berna una con-
ferencia que llamé “La desaxiomatizacién de la ciencia”. Las ideas ahi expuestas las desa-
rrolla sobre todo, que yo sepa, en el capitulo I1 de la recopilacion de algunos de sus trabajos
titulada Las A atemdticas y lo Concreto. En este texto cornienza por preguntarse si “la
matemditica se reduce a una ciencia deductiva”™ {Frechet {1958] p. 21). De hecho, gran parte
del trabajo matemaitico consiste en deducir; y eso ha hecho pensar a miiltiples matematicos,
incluso destacados, que no hay mis que eso. Ciertamente ha habido en la matemética

perfodos histéricos puramente deductivos; pero, si eso fuera todo, “la matemitica no seria
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sino un juego del espiritu sin ningdn alcance™ (Frechet [1958] p. 22), y no podriamos

explicar, argumenta Frechet, el origen de gran parte de las matemdéticas en problemas
técnicos y pricticos.
As{ pues, frente a la concepcién deductiva, o purnmente axiomaitica como la llama,

Frechet sostiene que las matematicas en realidad se componen de cuatro pasos:

La teorfs deductiva es unicamente la parte central de las mateméticas: estd precedi,
de una 3intests induct , segin la presidn de D

¥ luego de
una etapa axiomiética en la que de los resultados de esta 3intests inductiva se
desprende el 5 de i i que sirven de punto de partida a ta
teorfa deductiva. En fin, reta dltima serd ida de un i de verifi
experimentales, -y, de esa forma, se rey i

cada ves m&s simpiificadas de! mundo = (Frechet [1958] pp. 23 y 26).

Por ejemplo, al buscar originalmente la longitud de una circunferencia, podemos suponer
que lo que se buscaba era algo asi como determinar la longitud de una placa de hierro
destinada a formar una rueda cuando esa placa todavin no habia sido curvada, o bien,
cualquier otro propésito anslogo. De ahi que la nocién experimental de la longitud de una
circunferencia esté dada generalmente en términos de la longitud de un objeto deformable
.pero no elistico que se puede aplicar exactamente sobre ¢l contorno de una circunferencia.
Sin embargo, en los libros de geometria, dicha longitud se define en términos muy diferentes:
se define como el limite de la longitud total de un poligono regular convexo inscrito en la

circunferencia considerada, cuando la longitud de su lado tiende hacia cero.
A una definicién impuesta por Ia experiencia

que es una binacidn de noci f
snd

se sustituye una definicién 1Sgica
tal —p.—oduno de una Sinitesss
tiva- de i tal 1 a4 ca el
eapirity, -y que, por ejempla,— el gedmeun sabia ya Gue cuando aplicaba una cuerda
sobre ruedas ligeramente irregulares, peoro del mismo diimetro, encontraba mis o
menos Ia misma longitud™ (Frechet [1958] pp. 13 y 14).

De hecho, ambos resultados coinciden mas o menos, si se usa la nocién experimental o si
se usa la definicién matemadtica, y, en base a ello, los geSmetras han llegado a su definicién
abstracta en busca de la precisién y la generalidad quc les permitan ir conformando una

representacién esquemaitica del dominio en cuestién.

Otro ejemplo, en ese sentido, lo constituye la definici

n de la tangente a una curva.

La definicién matemaitica dice que la tangente a una curva es el limite de la recta que une



a un punto fijo M de una curva con un punto M’ de la misma curva, cuando M’ tiende

hacia M.,
Sin embargo, la nacién de tangente no es en modo alguno una pura creacidn del
. Seon i i de orden ffsico las que han llevado  introduciria: la
cuarda enrrollada previamente alrededor de una polea se aleja, cuando se lo tiende,
segin la tangente. El auelo sobre el cunl ae desplasa un carruaje es tangente s las
ruedas de éste (Frechet [1958] p. 15).

De hecho, la nociédn intuitiva podria introducirse diciendo que la tangente a un objeto
sdlido curvo en uno de sus puntos exteriores es la posicién de una regla cuando toca con
uno de sus costados dicho punto. Esta nocién es directamente aplicable en la practica,
pero es inapropiada para un matemaitico, ya que habria que modificarla complicdndola
cuando la curva no fuera convexa. De ahi que para la matemadtica, al buscar precisién y

generalidad, es ma4is conveniente la definicién abstracta en términos de limites

De igual forma, las nociones fundamentales del cdleulo, el dlgebra, la aritmética y la
légica misma deben su origen ¥ gran parte de su desarrollo, afirma Frechet, a los problemas

préicticos. Por ejemplo:

nes fundamentales del andl matematico: las de integral y diferen-
se habrfa interesado en cllas en un comienss, si no hublera visto que
Ia Integral sitve para calcular cf &rea ¥ Ia diferencial para determinar la tangente
(Frechet [1958], p. 27).

Y con respecto a la aritmética, Frechet afirma:
LAcas0o un entero, por su representacién en cifras, no e» la expresidn esquem&tica de
una caracterfatica comdn a variae colecciones, exactamente como «f pesa (o mejor Ia
masa). €0 una caracterfstica comdn a ciertos cusrpos, por lo demds muy diferentes?.
Y la adicién no es aino la t i &tica ¢ al asp . de
la operacién concreta que consiste en reunir dos colaecianes? (Frechet [1958] p. 28).

Lo cual, traducido a los términos fregeanos, esta diciendo que los niitneros aritméticos son
expresiones esquemaiticas de cicrtos conceptos que permiten agrupar extensiones ya que
son una forma de agrupar colecciones. Sin tomar en cuenta lo de “expresién esquemadatica™

¥ haciendo los ajustes conceptuales necesarios, cso seria equivalente (como lo sugerimos en

1.4) a decir, con Frege, que el niimero es una extensién que agrupa conceptos; y tamb!
seria equivalente a decir, con Russell, que el nimero es un conjunto de conjuntos. De hecho,

los diagramas, como los que presenté en 1.4, serian iguales estructuralmente; de cualquier
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forma, en cualquiera de las tres versiones, cada niimero, por cjemplo el 2, “atraparia” o
permitirfa “atrapar” los mismos conjuntos, colecciones o extensiones de dos elementos. Sin

embargo, para Frechet los niimeros no son conceptos bajo los cuales caen extensiones, sino

expresi es dticas de éstos. Viendo asi las cosas, habria algo fuera de los nimeros

aritméticos y de la matemaditica misma (los ptos ados) que le darian su sentido

pleno a dichos niimeros y sin lo cual éstos no se entenderfan cabalmente. En ese sentido,
habria que distinguir entre los conceptos que permiten agrupar extensjones (que podriamos
llamar, tal vez, “nimeros naturales™), y las expresiones esquemiticas de ellos {que serfan

los niimeros aritméticos).

Por iiltimo, en relacién a la 16gica, Frechet sostiene que también la aceptamos porque

la experiencia nos ha mostrado que es correcta.
No est lejos, por i de ir que la légica misma s un producto
de nuestra experiencia, que ha sido ide por una sintesis inductiva y que si es
abeolutamente legitimo y, adn, muy Util eatablecer una axiomatica, ésta, como las de
las otras ciencias, no puede obtenerse sino como una tizacid
revisable de las reglas pricticas de rasonamiento (Frechet [1058] p. 32).

En resumen, para Frechet,

Las nociones fundamentales de todas las ramas de las matem4&ticas surgieron de la ex-

perioncia. Eltas yen una rep: i da de clertas ob.
P i6n que Iargas meditaci, han hecho escoger bastante hibilmente pars
que, por medio del método deductive, se llegue a una representacién Igualmente
dm, pero que s un nd infinic te mis basto de observa-

:lon-l (Frechet [1988] p. 31);

Aunque, por supuesto, esto no implica que Frechet niegue la existencia de nociones ma-
temAticas con otros origenes; incluso, é] mismo explicitamente enlista una serie de causas
puramente internas a la matemadtica, como son la bisqueda de generalidad, 1a precisién, la
simplicidad y la consistencia; sin olvidar, claro esti, que estas causas son para Frechet com-
plementarias y estdn siempre supeditadas a las causas de naturaleza empirica. Ahora “ien,
st las definiciones abstractas de la longitud de una circunferencia, o In de tangente a una
curva, como muchas otras que se podrian e¢jemplificar, no tienen por objeto sino la previsién
de la evaluacién fisica de esa longitud, o esa tangente, deduciéndolas de ciertas hipétesis

generales, “;no debemos entonces —pregunta Frechet— verificar experimentalmente las con-
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secuencias matemdticas dc esas hipStesis?” (Frechet [1058] p. 14). Asf puecs, por todo
ello, podemos decir que para Frechet las matemaAticas buscan hacer representaciones es-
quemiticas del mundo: efectiian una induccién de cierto dominio empirico, a partir de
la cual expresan ese dominio de una forma sintética y esquemdtica por medio de algunos
axiomas y definiciones; y, si de esta forma idealizada, en efecto, lo expresan acertadamente,
las deducciones matemaiticas que se hagan a partir de esos axiomas y definiciones deberdin

corresponder igualmente con cse dominio, invaliddndose la matemaética, en caso contrario.

La postura empfrista de Frechet es sumamente interesante para explicar por qué fun-
cionan las matemaAticas en el manejo del mundo empirico; también porque reflejan y afinan
en algunos puntos Ias posturas empiristas clisicas de Aristételes y J. S. Mill; porque pre-
senta el punto de vista de alguien, como Frechet, que ha trabajado amplia y exitosamente
en varios campos de la matemadtica pura; y, sobre todo, porque creo que algunas de sus
ideas pueden rescatarse como veremos en el capftulo 4; aunque, en realidad, no se le ha
dado, que yo sepa, la atencién debida en los medios filoséficos y matemi#ticos. No ocbstante,
de hecho, los “esquemas™ de Frechet son en cierto sentido semcjantes a las “pinturas” de
‘Wittgenstein, en tanto que también pretenden ser reflejo de algo; en otro sentido, son
semejantes a las “estructuras” de los estructuralistas como los Bourbaki, en tanto que
los “esquemas” de Frechet también estin formados deductivamente a partir de axiomas
y definiciones; y, al menos con respecto a los miimeros que nos interesan particularmente
aquf, no hay, como lo apuntamos brevemente, una franca contradicicén con las versiénes

no empiristas de Frege y Russell.

Por supuesto, lo dicho en el parrafo anterior no implica que la visién de Frechet
no tenga problemas; algunos de los cuales, por cierto, fueron expuecstos inmediatamente
por Enriques, Bernays, Lukasiewicz y Gonseth en la discusién que siguié a la primera
presentacién de algunas de cstas ideas por parte de Frechet en 1938. Al respecto, cier-

tamente, como dice Bernays, en todo caso la nocién de experiencia que maneja Frechet



tendria que precisarse y seguramente ampliarse para comprender no sélo la experiencia
fisica, sino también la espiritual o mental. Enriques, a mi juicio, acertadamente esti en
contra de la verificacién empirica que propone Frechet para las teorias matemaiticas, ya que
una verificacién semecjante haria intervenir a la vez concepciones matemaéticas e hipétesis
sobre lo real; de tal manera que si se fracasa, no podriamos atribuir el error exclusivamente
a las concepciones mateméticas. En todo caso habrin que precisar més dicho proceso de
verificacién como veremos a partir de la postura falsacionista més desarrollada de Lakatos
en el inciso 3.4. Por su parte, Lukasiewicz, adoptado una postura al parccer fregeana, se
niega a entrar en la discusién debido a que los problemas planteados por Frechet le parece
que no son de orden légico, sino sicolégico, y se declara incompetente en esta &rea; ademds,
no ve cé6mo se puede pasar vidlidamente del plano sicolégico al de las matemaéticas, o de
la lé6gica. Sin embargo, habria que precisar lo que se esti entendiendo por ‘sicolégico’; ya
que, de entrada, me parece perfectarnente legitima la linea de Frechet para explicar el uso
de las matemdéticas en la experiencia, como trataré de mostrarlo a partir de las ciencias
empiricas en el inciso 4.2. No obstante, quisiera afnadir un problema m4és a la postura
empirista que presenta Frechet: se trata de la distincién entre matemaéticas y ciencias
empiricas matematizadas. Vistas las cosas como Frechet, al parecer, no habria ninguna
distincién entre ambas disciplinas; ya que, 21 menos de acuerdo a los resultados de la con-
cepcién estructural en filosoffa de la ciencia, “una teoria empirica es —cn el fondo- una
teorfa matemadtica que surgié con la pretensién de reproducir idealmente cierto dominio
empirico” (Avila [1087] p. 8); lo cual es exactamente lo que dice Frechet de las matemaiticas.
Pero creo que hay una diferencia mas o menos clara, al menos en grado de abstraccién,
entre la estitica de Arquimedes o la dindmica de Galileo y la aritmética cantoriana de los
nirmeros transfinitos. Las dos primera teorins, atin cuando estin explicitamente matema-
tizadas por sus autores (como lo veremos con algin detalle en 4.2), hablan aunque sea
indirectamante de fenémenos empfiricos; mientras que la teoria cantoriana {como lo vimos

en 2.4) hablan de conjuntos que definitivamente no tienen correlatos empiricos; ya que
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ia qué podrian corresponder dentro del campo de lo empirico Rg, R;, Rz, etcétera? Hay,
ciertamante, similitudes (como aqui mismo lo defenderé a partir de 4.1) entre las ciencias
empiricas matematizadas y las matemadticas puras; pero también hay diferencias, como la
mencionada, y esto deberia ser explicado en una buena caracterizacién de las matematicas.
De cualquier forma, creo que podemos concluir el andlisis de la postura de Frechet con
las palabras de Gonseth, presidente de la mesa de discusién aludida: “para conciliar estas
divergencias nos resta realizar todavia un esfuerzo metddico considerable™ (Frechet [1958]
p. 61), una minima parte del cual, por cierto, he pretendido realizar con el presente trabajo

sobre el namero.

3.4. La matemitica y la filosoffa de 1la ciencia en Imre Lakatos.

Lakatos, en su articulo “;Un renacimiento del empirismo en la reciente filosofia de las
matemdticas?™, comienza por subrayar que frente a la concepcién ortodoxa de que las
matemsdticas son a priors, tautolégicas e infalibles, varios de los principales expertos en
estudios fundacionistas han expresado opiniones que rccuerdan la postura radical de Mill
de identificar las matema4dticas con las ciencias empiricas. Tal es el caso de afirmaciones de
l6gicos tan importantes como Russell, Fraenkel, Camnap, Quine, Church, Gédel, etcétera.

Por ejemplo, de Gddel {1947)] reproduce las siguientes palabras:

Sin embuarga, es concebible un grado de verificacién mucho mayor... Puaden sxistir

H tan ab en sus ias verificables que proporcionen tanta lus
a un amplio campo y que stodes tan p para S
(e incluso, en la medida de lo ible, pars construct } que, sin

que importe que sean intrinsecamente b tados en el mismo
sentido que lo e cualquier tearfa ffsica bien ertablecidn (L.u.v.o- [1978] pp. 26 y 27).

Tomando eso en cuenta, Lakatos propone una distincién conceptual que divide las
teorias en general en euclideas y cuasi-empiricas. Las euclideas son sistemas deductivos
en los cuales hay una inyeccién de verdad desde los axiomas hacia todo ¢l sistema: los
enunciados singulares (o teoremas especiales ubicados en la base) prueban su verdad si

pueden deducirse de los axiomas; mientras que, por otro lado,

el Nujo 16gico importante en las teorfas CUGII-CMPITICAY no es Ia transmisidn de
la verdad, sino mé&s bien la transmisién de la falsedad, desde jos teoremas especiates
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en la base
(Lakatos [1978) p. 28).

b4sicos) hacia arriba, hasta el conjunto de axiomas

Una teoria cuasi-empirica en ese sentido puede ser empirica o no empirica en el sen-
tido usual. En general, una teoria se considera empirica si sus enunciados basicos son
afirmaciones singulares cuya verdad se decide mediante experimentos cientificos espacio-
temporalmente determinados; mientras que una tcorfa cuasi-emnpirica podria tener enun-
ciados bisicos que no se refieran a nada empirico. En ese sentido, la distincién de Lakatos
es anterior y mas gencral a la distincién de empiricas y no empiricas, ya que divide las
teorfas sin importar que lo que fluya en los canales l6gicos tenga que ver con lo empirico
o no: en unas fluye la verdad (siempre hacia abajo), y en otras fluye la falsedad (siempre
hacia arriba). Podemos decir que la divisién que establece Lakatos esta centrada en si una
teoria es refutable o no. Esta visién falsacionista refleja, como es bien sabido, la postura
poppecriana dentro de la filosofia de la ciencia. Sin embargo, no quisiera discutir aqui si
ésta es una buena caracterizacién general de las ciencias comunmente llamadas emplricas,

sino tan sélo, si es un buen camino para caracterizar las matemsiticas en particular.

Ahora bien, segiin Lakatos, las matematicas son cuasi-empiricas a pesar de que por
mucho tiempo fueron consideradas como paradigmnas de certeza y verdad ya que sc las
concebia como ejemplo tipico de las tcorias cuclideas. Sin embargo, los estudios funda-
cionistas, que pretendian establecer de una vez por todas la certidumbre de los métodos
matemadticos, arrojaron la conclusiéon (comeo vimos en 2.6) de que una total reorganizacién
euclidcana de las matemadticas es imposible y, por consiguiente, que las matemaiticas son

mds ricas que cualquicra de sus reconstrucciones o formalizaciones.

Asf pues, en rclacién a los axiomas légicos o conjuntisticos “resulté —~dice Lakatos—
que la evidencia crucial a favor de ellos era que la matemaitica clisica podia ser ezplicada,
pero ciertamente no probada por dichos axiomas™ (Lakatos [1978] p. 30); puesto quc dichos
axiomas no fijan condiciones que deberian cumplir las teorias informales para que puedan

ser jusgadas por ellos, sino que tan sélo pretenden recoger, siempre conjeturalmente, lo es-
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encial de dichas teor{as informales. Una tcorfa euclidea, por supuesto si estd correctamente
armada, no puede ser refutada ain cuando sus axiomas sean sumamente sofisticados, ya
que los enuncidos bdsicos no pueden cuestionar nunca los axiomas de los que derivan su
verdad o su falsedad. Por otro lado, las reconstrucciones de la aritmética de Frege, Russell,
Quine, etc. podrian ser refutadas porque no son construcciones arbitrarias sino que pre-

tenden que de sus axiomas sc obtengan verdades anilogas a todas las verdades aritméticas

sobre los nimeros.

Con relacién a las teorias cuasi-empiricas, Lakatos propone dos tipos de falsadores: 1)
16gicos, es decir, que garantizen la consistencia al no derivarse de los axiomas enunciados
de la forma P A —P; y 2) heuristicos, es decir, enunciados matematicos bisicos que puedan

servir como contraejemplos de las teorias formales. Sobre estos iltimos, Lakatos sostuvo
que,

i ins

timos que una teorfs formal deberfa ser Ia formalisacién de alguna teorfa
informal, entonces puede decirse que la tsorla formal esté refutada si uno de sus

teoremas es negado por el teorema correspondiente de la teorfa informal (Lakatos
{1978] p. 36);

es decir, que, siendo P’ el enunciado de la teoria formal correspondiente al enunciado P

de la teoria informal, en la teorfa formal se llegue deductivamente al enunciado P’, ¥ en la

teorfa informal se pueda probar que noP.

No obstante, Lakatos vié clarnmente que no resulta ficil definir cudles podrian ser
concretamente los falsadores de las diferentes teorias matemaiticas y que, de hecho, no
toda teorin matemadtica esti en igual peligro de una refutacién heuristica. Por ejemplo,
piensa que la teoria de grupos casi no tiene peligro, cn tanto que la teoria informal original
fué remplazada por la teoria axiomiitica; de tal manera que, desapareciendo la teoria
informal, no habria de dénde obtener los falsadores potenciales. También considera que
hay problemas para encontrar falsadores de las teorias nxiomaticas de conjuntos una vez

que la teorfa primitiva de conjuntos fué destruida por falsadores 1égicos; de tal suerte que,

seria dificil hablar de hechos en la teoria de conjuntos. Esto, por supuesto, si pensamos que
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la teorfa de conjuntos informal es, por ejemplo, la teoria de Cantor (ver arriba, inciso 2.4)
o la de Frege; pero, no seria as{, si concebimos la existencia de los conjuntos como previa
a toda matematizacién o formalizacién, como lo sugerimos en el inciso 2.6. Por otro lado,
para la matemaAtica informal, que Lakatos concibe también como teorfa cuasi-emnpirica, no

ve claramente si los falsadores potenciales serian empfiricos, ideales o de otro tipo.

La ién cuast. piTica de las matemaiticas que propone Lakastos me parece muy

sugestiva. De hecho, en 2.6 he propuesto una manera de ver ln reconstruccién fregeana
de la aritmética, al igual que cualquier otra, como una pintura o imagen (en ¢! sentido de
Wittgenstein) que idcalizando (en cl sentido de Frechet) la aritmética nos sugiere verla de
cierta forma, es decir, que nos la explica (en términos de Lakatos). Lakatos no se pronuncia
por los posibles falsadores de la matemdtica informal, pcro tomando la sugerencia de
Frechet de que una teor{a matemsdtica e¢s una idealizacién de algén dominio (empirico o
no), habria méds elementos para una posible refutacién. Sin embargo, la cosa no es tan
simple, ya que una teoria formal o una matematizacién dc algiin dominio, no son refutables
en sf mismos por algyin deminio. Si un dominio no concuerda con un sistemma formal o
matemAtico, lo que queda refutado es la aplicacién de ese sistema formal o matemitico a
ese dominio; pero nunca el sistema formal o matemadtico en sf mismo. Un sisterma formal
o matemético no habla de ningiin dominio especifico, sino de las propias entidades que él
mismo define. Por supuesto, encontrar la no aplicacién de un sistema formal, o de una
teor{a matemaitica, a un dominio especifico es importante; aunque, de hecho, sélo es posible
ai se encuentran los falsadores adecuados. De cualquier forma, a partir de 4.2 desarrollaré
m4és esta observacién para delimitar en 4.3 al menos un sentido en el que las matematicas

pueden verse como cuasi-empriricas en los términos de Lakatos.

3.5. La concepcién histérica de Philip Kitcher.

Después de analizar en diversos artfculos varios temas que reflejan una investigacién con-

ceptual e histdrica sobre el conocimiento matemaitico, Kitcher presenté en 1984 su obra
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Ne 1, del C srniento Matemdtico en la cual expone sus conclusiones generales
que afiné recientemente en su articulo “Naturalismo matematico™ (Kitcher {1988]). En su
libro (Kitcher [1984]) sefiala que est4 en contra del apriorismo de Frege y Hilbert y a favor
de un empirismo como el de J. S. Mill y mis recientemente W. V. Quine, Hilary Putnam
e Imre Lakatos; concuerda con la afirmacién de Quine de que los enunciados matcmaAticos
son vulnerables a la desconfirmacién empirica, y con la idea de Putnam de las inferencias
cuasi-empiricas; pero, considera que ninguno de ellos ha desarrollado suficientemente sus
ideas como para ofrecer una versién sistemitica de nuestro conocimiento matemaético; asf
pues, lo que se propone es salvar esa lagunz apoyado sobre todo en las ideas de Quine,

Putnam y algunas sugerencias de Mill.

Kitcher adopta las siguientes ideas como gufas de su investigacién: en primer lu-
gar, sosticne quc los matemsiticos forman comunidades epistémicas que se desarrollan
histéricamente, de tal suerte que el conocimiento de una generacién de matemiticos se

obtiene como una extensién del conocimiento de las generaciones precedentes:

En resumen, mi teorfa del conocimiento matematico delinen ol conocimlents de un in-
dividuo contempor&nec a través del conocimiento de aus maestros a travde de una ca-
dena de hasta el iento perceptual adquiride por nues-

trom matecasores ramotos (Kitcher [1984] p. 7).
En segundo lugar, afirma que “para entender el orden epistemoldgico de las matemdéticas

uno debe entender el orden histérico” (Kitcher [1984] p. 8); rechazando, asf, los propuestas

de fil fos de la ci ia que pi n que el orden histérico es irrelevante epistemologica-

mente,

Ahora bien, para defender la postura empirista del conocimiento matemaitico en contra
de gran parte de los filésofos de la matemética que lo consideran como el prototipo del
conocimiento a priors, Kitcher empieza por definir el conocimiento en general con las
aiguientes palabras: “X sabe que p si y sélo si p, y X cree que p, ¥ la creencia de X
de que p ha sido producida por un proceso que la garantiza” (Kitcher [1984] p. 17). La

variante con respecto a la forma usual de entender el conocimiento sirnplemente como



una creencia verdadera y justificada radica en la peculiar manera de entender la nocién
de garantia. Esta nocién, de naturalcza sicolégica, como bien lo resalta Kitcher, permite
caraterizar lo que puede entenderse por un verdadero conocimiento, entendido éste como
un conocimiento correctamente fundado; y lo diferencin de un scudo-conocimiento en el
que por coincidencia se dé p ¥ la creencia erréncamente justificada de X en que p!'. De
hecho, a Kitcher le parece tan central la nocién de garantia, que mediante ella distingue
las diferentes clases de conocimientos. Por ejemplo, para ¢l un conocimiento bidsico se
diferencf{a de un conocimiento derivado, en tanto que la garantia del primero no se apoya en
otras creencias, rientras que la del segundo sf; ¥, por otro lado, el conocimiento empirico
y el conocimiento a priori se caracterizan en base a que sus respectivas garantias sean
empfiricas o a priori.

Kitcher advierte atinadamente que si aceptamos la definicién kantiana del conoci-
miento a priors que lo caracteriza como un conocimicnto absolutamente independiente de
toda experiencia, habra que aclarar qué se estd entendiendo por ‘experiencia’ y por ‘ab-
solutamente independiente’. Admitiendo receptores sensibles internos y externos, Kitcher
entiende la experiencia de una persona en un momento particular como su estado sensorial
en ese momento; ¥y la secuencia total de experiencias que ha tenido X hasta el rnomento
t es la vida de X en t. En esos términos, el conocimiento a priori lo caracteriza de la
siguicnte forma:

1) X sabe QPriori que P ai y sélo »i X eabe que P y la creencia de X en p fué
producida por un procese que c» una garantia G Priors de ella.

1 Edmund Gettier en =l justified belief knowledge?™ (1963) presentéd slgunce ejemplos en los cuales

se las tres i tradicionales del conocimiento y, sin embargo, en ellos no se podrfa decir

Qque se daba un conocimiento auténtico debido a que la creencia en que P estaba erréneamente justificada
con respecto a Ia verdad de P. A partir de esto, se ha propucsto una nueva condicidn que debe complir

todo conacimiento para que me le considere como auténtico. Ernest Sosa en 1964 propuso la nocién de

“justificacién objetiva®; K. Lehrer y D. T. Paxson en 1969 propusieron la nocidn de “incontrovertibilidad®;

¥, al parecer, recogisndo estas ideas, Kitcher propone su nocién de “garant(a®.
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ncia de X en P ol y s8lo 3i ¢ es un process
creencia de que p:

2) & eu una garantia G Priori para la ce
tal que, dada una vida suficiente € pa
{a) algin proceso del mismo tipo pudo producir en X una creencia de que p;

que X liegue a

{b) si un proceso del mismo tipo fuera capas de producir en X la creencia de
Que P, entonces serfa una garantfa para que X creyera en p;
(c) =i un proceso del mismo tipo fuera capas de producir en X la creencia de

Que P, entonces p.
De esa forma, si una persona sabe a priors que p, ella podria saber que p sin importar
qué experiencias haya tenido. Un aspecto interesante que quisiera resaltar es la condicién
(c) de la garantfa a priori. Segin ella, si hay un proceso que pueda producir la creencia

en X de que p, entonces p seria verdadro. La verdad de p depende de un proceso que

pueda producir en un sujeto la creencia de que p. Tomando en cuenta el hecho de que
pueden darse creencias de algunos sujetos producidas por procesos que no serfan suficientes
para producir la misma creencia en otros sujetos (lo cual harin la aprioridad relativa a
los sujetos o, en todo caso, a las comunidades epistémicas) cabria preguntarse si, cn este
sentido, existen conocimientos a priori que sean universales y necesarios. Tradicionalmente
se asocia el conocimiento a priori con el conocimiento universal y necesario, ¥ el empirico
con el conocimiento contingente (ver por ejemplo, Miré Quesada {1987], p. 113); aunque
ya Kripke habfa propuesto un rompimiento de esas vinculaciones sugiriendo que pueden

darse conocimientos contingentes a priori y necesarios @ posteriors (ver Kripke [1081]).

El tipo de proceso que podria ser una garantfa a priors para el conocimiento mate-
miético, de acuerdo a los mismos filésofos que estdn de acuerdo con el apriorismo, seria
la demostracién o prueba interna. Para ello, segin Kitcher, es neccesario suponer que
contamos con axiomas que son conocimientos bédsicos a priori ¥ con reglas de inferencia
que preservan la aprioridad, y suponer quc todo enunciado estindar de la matemaitica es
un axioma o se desprende de cllos mediante las reglas de inferencia (ver Kitcher [1984], p.
39).

Ahora bien, definidos asi los términos, Kitcher procede a presentar dos clases de

objeciones al apriorismo matema4tico: 1) refecrente a una inquietud que a veces han tenido
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los filésofos acerca de los programas fundacionistas y que consiste en el hecho de que
algunos teoremas matemiticos sélo admiten pruebas extremadamente largas compatibles
con el supuesto de que pueden ser conocidos a priors; y 2) referentes a que loa procesos
que tradicionalmente se han visto como garantias de las afirmaciones bésicas a priori no

son del todo garantias a priors.

Segiin Kitcher, pueden mencionarse prucbas matemdéticas extremadamente largas
como para que ningin matemético pueda seguirlas sin ninguna duda. A ese respecto, Mird
Quesada menciona ¢l ejemplo de la demostracién del teorema de los cuatro colores para la
cual, incluso, se han tenido que utilizar de manera esencial computadoras (Miré Quesada
[1987) p. 111). Esto puede hacernos pensar que en la demostracién hay errores; y, “asf,

d luir que o conocimiento de ese teorema es inevitablemente incierto y,

por lo tanto, no ea a priors™ (Kitcher [1984] p. 40). Kitcher, por un conocimiento a priors
entiende un conocimiento indubitable en tanto que cuenta con una prucba que garantiza
su verdad. Miré Quesada protests por la subjetividad de tal garant{a; pero, de acuerdo a
la definicién de aprioridad de Kitcher, para que un tcorema sea a prior, se requiere que

pueda probarse satisfactoriamente.

En contra de la aprioricidad de los axiomas matematicos, Kitcher aclara que dicha
aprioricidad supondria que tenemos o podemos tener un conocimiento a priori de dichas
verdades matemaéticas; y esto, por medio de cierta intuicién intelectual que nos provee
de conocimientos indudables. Sin embargo, hay personas que dudan de los conocimientos
adquiridos mediante esa supuesta intuicién? y, por lo tanto, no podemos admitir, concluye

Kitcher, que exista dicha intuicién indubitable.

Con respecto a la critica de Kitcher al apriorismo matemético considero que, en efecto,

Ia prueba de Gddel ha mostrado, como lo mencionamos en el inciso 2.6, que no todo

2 Eate podria ser ¢l caso, por ejemplo, de las intuicioncs de Cantor sobre los nimeros transfinitos que,

como lo menclonamos en 2.4, fueron duramente atacadas por varios matemiticos de su tiempo.
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el conocimiento matemaitico puede ordenarse axiométicamente, y, de hecho, no tenemos
pruebas rigurosas para todo lo que s¢ acepta como una verdad mateméatica (tal es el caso,

por ej lo, de la istencia de la aritmética); no obstante, encuentro en las criticas

de Kitcher basicamente tres problemas que me parccen relevantes: 1) si identificamos
lo a priori con lo indudable, no creo que pueda mencionarse ni dentro ni fuera de las
matemdéticas un conocimiento que no esté expuesto a las dudas de alguna persona y, por
consiguiente, resulta irrelevante !a divisién del conocimiento en empirico y a priors; 2) si
hacemos descanzar el conocimiento o la aceptacién de un enunciado matemaitico en una
garantfa subjetiva (aunque sea compartida por toda una comunidad epistémica), tendria
que explicarse Ia, al menos aparente, univeraalidad y necesidad de enunciados como la ley
conmutativa de la suma aritmética; y 3) cuando se pregunta por el tipo de garantia que
requiere una proposicién como el teorema de pitdgoras, debe explicarse previamente cémo
se esti entendiendo dicho teorema: a) como enunciando una propiedad de ciertas entidades
que se han definido en la geometria euclideana; o b) como enunciando propiedades (aunque
sen de forma idealizada como lo vimos con Frechet en 3.3) de cicrtas figuras fisicas. Si
lo entendemos en ¢l primer sentido, se convierte en un enunciado universal, necesario e
irrefutable aunque alguien pueda dudar en parte de su prueba: lo que dirfamos, si esto
llega a pasar, es que dicha persona no acepts (o no entendié, etc) las definiciones, axiomas
¥ reglas de inferencia adoptadas en la geometria euclideana. Si, en cawmbio, lo entendemos
en el segundo sentido, se convierte en un enunciado sujeto a la refutacién en el sentido de
Lakatos que vimos en 3.4. En esos términos, si aclaramos cl sentido que le estd adjudicando
cada autor a las afirmaciones matematicas, creo que se desbaratarfan (en el sentido de
Wittgenstein) gran parte de los problemas sobre la naturaleza a priori o empirica del
conocimiento matemaitico. Algo andlogo serd justamente lo que sugeriré en el capitulo 4

para “desbaratar™ una parte de los problemas acerca de la naturaleza de los nimeros.

Ahora bien, para presentar su visién empirica del conocimiento matemitico, Kitcher

se basa en tres ideas obvias para él:
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no sslo principlos bisicos, sino
tem&ti

. iginal mucho de

nuestros maeetros, por cuya autoridad
también concepciones sobre la naturalesa del
de estos i son idos con la ayuda de In percepcién. Nuestra
primera educacién es syudada con el uso de varas y mda tarde,
a diagramas. Tercero, las matemdticas tienen una largs historia. El origen del
conocimiento matem&tico eatd ligado a las actividades pricticas de los egfpcios y ba-
ilonion (o, tal ves, puebl mds ). Los p i
de las matemiticas han estado vinculados no lejos de wans précticas, y sdlo en ratos
las también p. mostrar un interds en las propledades
flsicas de loe obj ordinari R a los probl, icon y & low
métodas de los babilonios, los griegos desarroliaron teorfas que podfan sistematisar

las sol pre.

Esto lo lleva a proponer que podemos adquirir de la observacién y la manipulacién de las
cosas ordinarias una pequeiia porcién del conocimiento matemastico, y que a partir de eso
construfimos las poderosas teorias generales que integran la matemsdtica actual. De esa
forma, se sugiere que el orden hisdrico, en el que los individuos y las culturas en general
han adquirido el conocimiento matemaitico, nos puede informar sobre la naturaleza misma
de dicho conocimiento. Cuando un individuo aprende matemdticas, las aprende en parte
de sus maestros y en parte ayudado de la percepcién. Los maestros, a su vez, la aprenden
de la misma forma y asf hasta llegar a ciertos individuos que no teniendo maestros tuvieron
que apoyarse en la pura observacién. Los griegos fueron, dice Kitcher, los que mostraron

que el conocimiento matemaitico podria desarrollarse en forma independiente creando asf

la matemdédtica pura.
Como lo sostiene Kitcher, si podemos afirrmar que tenemos conocimiento matematico,

=402 + 3 = 3 + 2) deben ser

algunas afirmaciones matematicas (por ejemplo, 2 + 2
verdaderas en agin sentido; y, si aceptarnos la versién tarskiana de la verdad, dichas afir-

maciones deben referirse a algo. Sin embargo, al parecer, no pueden referir a los hechos

espacio-temnporales ni a las actividades mentales, ya que su verdad no depende de éstos.

De hecho, la verdad de “2 + 2 = 4™ no depende de qué hechos fisicos o mentales se den
en el mundo. Asf pues, una tesis interesante en ese sentido es la platénica, ya que sostiene
que las afirmaciones matermnsdticas no se refieren al mundo empfirico, sino a un mundo de

objetos abstractos. Las afirmaciones matemdticas estarian enunciando propiedades de esos
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objectos abstractos. No obstante lo sugestivo de esta tesis, Kitcher advierte atinadamente
que “las matemdéticas son itiles para explicar y predecir el comportamiento de las cosas
fisicas ordinarias” (Kitcher [1984) p. 105); y, por lo tanto, la tesis platdénica es insuficiente.
Por otro lado, se ha sugerido también la tesis de que las matemaiticas describen el aspecto
estructural del mundo que se manifiesta en el comportamiento de los objetos que lo com-
ponen. Dentro se esta tesis, “la percepeién puede verse como un proceso en ¢l cual nuestra
interaccién causal con los objetos ordinarios nos lleva a discernir la estructura que ellos
ejemplifican™ (Kitcher [1084], p. 107). Esta via de solucién permite explicar la utilidad
empfirica de la matematica, pero ha permanecido més bien como una vaga sugerencia; por

ello, Kitcher, que la comparte, se propuso desarrollar una versién més sistemaitica de la

misma.

Podemos pensar, sugiere Kitcher, que un nifno pequeiio, cuando todavia no tiene
maestros, tiene un primer contacto con las matemadticas de forma similar a los primeros
hombres que historicamente empezaron a tener contacto con la matemaidtica. Cuando un
nifio juega con pequefios cubos, segrega algunos, digamos 3, de ah{ segrega 2 y luego uno
para inspeccionarlos; después, puede volverlos a juntar en grupos de 2 o 3 cubos e, incluso,
correlacionar los diferentes grupos entre si. Este evento despliega una pequeiia parte de la
estructura matemdtica de la realidad, y puede servir para una primera aprehensién de la
estructura matemadtica. Segin Kitcher, siguendo a Mill,

Ia aritmética trata acerca de las “per t ibilid de ipul =, M4&s

directamente, In aritmética describe ese aspecto estructural del mundo en virtud del
objetos (Kitcher [1084) p. 108).

cual somos de megregar y
La idea de que Ia matemiitica trata de estructuras coincide, en ese punto, con !la matemdtica
moderna iniciada sobre todo con los trabajos del grupo Bourbaki. Segin esto, la mate-
mdtica puede verse como un conjunto de estructuras y nada mais. Por otro lado, la idea
de que la aritmética y en general la matemaética trata de posibilidades coincide, en ese

aspecto, con las ideas de Wittgenstein que analizamos en 3.2 .

No obstante, dadas nuestras limitaciones biolégicas, las operaciones que podemos re-
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alizar con los objetos son limitadas; mientras que la aritmética trata, segin Kitcher, de
las operaciones posibles de un agente ideal. “Yo entiendo la aritmética como una teoria
sdealizante. La relacién de la aritmética con las operciones actuales del hombre es paralela
a la que se da entre las leyes de los gases ideales y los gases tales como existen en nuestro
mundo” (Kitcher [1984] p. 109). De esa forma, puede explicarse que podamos manipular
muiiltiples objetos, pero nunca infinitos objetos; mientras que, la matemdtica, como vimos
con Cantor en 2.4, puede incluso distinguir diferentes clases de niimeros transfinitos. Esta
idea de ver la aritmética como una teoria idealizante coincide, en ese punto, con la sugeren-
cia de Frechet de ver la matemaitica en general como una representacién esquermmitica del
maundo (ver arriba inciso 3.3}. En ese sentido, “las verdades matemaéticas son verdaderas
en virtud de estipulaciones que establecemos especificando determinadas condiciones... que
s6lo son parcialmente satisfechas por las operaciones que realizamos” (Kitcher [1984], p.

110). Lo cual, por cierto, recuerda la idea platénica de que las figuras empiricas sélo se

~masemejan imperfectamente a las figuras de la geometria.

A semejanza de Frege, que basa su reconstruccién de la aritmética en las nociones
légicas de “concepto” y “relacién™, Kitcher basa su aritmética empirista en las nociones

1 2 y correlacsi . Con ellas, presenta

relativas o la manipulacién de objetos de:
una versién axiomitica con las siguientes nociones primitivas: operacién unitaria (Ux)

mediante Ia cual se segrega un sélo objeto z; la opercién de sucesor (Sxy =gy x sucede

inmediatamente a y), la operacién de adicién (Axyz =yey X = y + 2), y la operacién
de igualar (Mxy =4y x = y). Los axiomas que prescnta garantizan que la operacién de

igualar sea reflexiva, simétrica y transitiva; garantizan la existencin, la univocidad de la

operacién unitaria, asi comno el hecho de que no sea sucesor de nada, ya que hace las veces
del “17; garantizan, también, que cada elemento tenga un idnico sucesor; que Ia adicién

tenga siempre un tnico resultado, asi como el principio de¢ induccién matemadtica. Con

todo ello se reproducen, en otros términos, los axiomas de Peano.
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“Podemos concebir —segin Kitcher— los principios de la aritmética de Mill como defini-
ciones implicitas de un agente ideal” (Kitcher (1984] p. 117). De acuerdo a eso, para
Kitcher, los niimeros son operaciones ideales con objetos: el “1” es separar un objeto, el
“2™ es coleccionar dos objetos, cteétera. Las leyes de los niimeros expresan las posibili-
dades ideales de dichas operaciones. Estas operaciones y posibilidades presentan, como
los axiomas de Peano, una estructura abstracta que puede interpretarse en miiltiples do-
minios. Una de esas interpretaciones es la manipulacién concreta que podemos hacer en

determinado momento con ciertos objctos.

Esta manera de concebir los nimeros distingue dos clases de “nimeros™: los nurmeros
© manipulaciones con objetos de los agentes reales, y los nimeros matemadéticos que son
manipulaciones con objetos de un agente ideal. Me parece surmnamente sugestiva esta tesis
de Kitcher porque permite explicar, por un lado, la naturaleza abstracta de la matematica
¥, por otro, su aplicacién en ¢l mundo empirico. Encuentro, sin embargo, un problema en
su concepcién de los nimeros ademds, por supuesto, de las limitaciones que presenté en

2.6 a toda reconstruccién axiomatica de la aritmética.

En el transcurso de la presente investigacién sobre los niimeros, hemos llegado a la
conclusién de que cualquier cosa que ellos sean pueden verse siempre vinculados a concep~
tos cspecificos, y que eso permite individualizarlos como algo mas que elementos arbitrarios
de estructuras abstractas: Frege los presenta como agrupaciones de ciertos conceptos; Rus-
sell, como agrupaciones de agrupaciones formadas a partir de ciertos conceptos y Frechet,
como representaciones esquemadaticas de ciertos conceptos que permiten agrupar conjuntos.
Para Kitcher, un nimero es una manipulacién o interaccién con objetos; pero crco qQue
estarfa de acuerdo en admitir, también, que de la interacciéon con ¢l rmundo en general
surjan los conceptos. Ahora bien, pienso que la manipulacién con “objetos especificos™
presupone una primitiva conceptualizacidn que posibilite considerarlos como tales. Asi

pues, en todo caso, los nimeros vistos como manipulaciones, estarian asociados también a
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conceptos especificos, cosa que, al parecer, olvida Kitcher. De la manipulacién con objetos,
es natural pensar que surgédn otros conceptos; pero, ;jcuiles scrian éstos? ;no serfa més
natural pensar, como lo sugeriré en 4.4, que esos “nimeros” son los conceptos que sugen a
partir de la manipulacién con los objetos segregados o agrupados a partir de una primitiva

manipulacién?

De cualquier forma, si Kitcher persiste en sostener que esos “niimeros” son actividades
¥ no conceptos, tendrfa que explicar por qué de esas actividades no surgen conceptos;
¥, 8i surgen, jcuidles son? Ademis, segin Kitcher, “las matemAticas consisten en teorfas
idealizadas de los modos en los que podemos operar con ¢l mundo” (Kitcher [1984] p. 161);
y las teorfas, al ser constructos teéricos, se componen de conceptos, no de operaciones o de
actividades préicticas ideales; en todo caso, se componen de conceptos mediante los cuales

se describen operaciones o actividades priacticas ideales.

Por otro lado, para reforzar su visién empirista, Kitcher recurre, también, a una re-
construccién histérica del desarrollo matemético: apoydndose en Kuhn, sugiere una visién
evolucionista de las comunidades cientificas, pero adaptada a las matemdticas. En éstas,
segin Kitcher, se ha observado histéricamente que las nuevas tcorias que han surgido,
a diferencia de lo que pasa en otras ciencias, en general no han refutado y ni siquiera
desplazado las anteriores salvo algunas excepciones®; sino mas bien, bajo el acicate de
los problemas incluso internos con los que se enfrentan, las han afinado, desarrollado,
generalizado o complementado en alguna medida. En ese sentido, “las matemidticas son
acumulativas en un sentido que las ciencias naturales no lo son...—debido a la— importancia
de las estipulaciones en mateméticas™ (Kitcher [1984] p. 181). Lo cual, hasta donde sé,

me parece cierto y digno de tomarse en cuenta,

Los matematicos modernos, segiin Kitcher, empiezan a trabajar aceptando las leyes

¥ definiciones de sus antecesores en un regresus de autoridades hasta el origen empirico

3 Ver aquf mismo el incise 2.2 para la nocién de ndmaro.
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de los conceptos matemiéticos. No obstante, los ejemplos histéricos que presenta distan
mucho de llegar hasta el origen supuestamente empirico de los conceptos que se analizan.
Naturalemente, esto se debe, sobre todo para Areas bédsicas como la aritmética que nos
interesa particularrmente aqui, al hecho de que sabemos realmente muy poco sobre su
origen histérico. De hecho, creo que es innegable que el problema de saber dénde y cudndo
se inicié el uso de los nimeros nos lleva atrds en cl tiempo hasta los mismos albores de
1a historia y quizds més atrés (ver, por cjemplo, Kline [1872]). Por lo cual, tenemos que
caer en una reconstruccién conjetural como la que presenta Kitcher, y alejarnos en ¢l inicio

crucial del conocimiento matemAitico de la pr dida reconstr ién histérica.

Asf pues, tratando de evitar lo que le objeto a Kitcher; pero, por otro lado, acep-
tando varias de sus ideas, sobre todo, la idea de que la historia de las matema4dticas puede
aclararnos algunos aspectos importantes del conocimiento matemadatico, en el inciso 4.2
presentaré un andlisis metodolégico de algunos momentos paradigmA&ticos en los cuales
han estado muy cerca las matemdticas y la experiencia. De esa forma, ciertamente no
podriamos rastrear el origen de! niimero; pero, al no tener que regresar tan lejos como
Kitcher, considero que podriamos explorar con algo mds de fundamento las posibilidades

de una versién empirista de las matemaiticas en general y de los nimeros en particular.
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CAPITULO 4

LQUE PODRIAN SER LOS NUMEROS?



4.1. En consecuenclia, ;qué podemos decir de las matemiticas ¥ los nimerose?

Como he tratado de mostrar en los autores examinados, al parecer nadie sabe en definitiva
lo que son las matemaéticas ni los nimeros: ninguna de las posturas analizadas esté libre de
objeciones. Sin embargo, a pesar de las diferentes opiniones en ocasiones inreconciliables, en
las diversas concepciones existen también, como hemos visto, miiltiples coincidencias: por
ejemplo, varias sostiencn que las matemAticas son a priors en tanto que no hablan, al menos
directamente, del mundo; otras afirman que estin constituidas por estructuras abstractas
que pueden interpretarse en miiltiples dominios incluso empiricos; y otras coinciden en que
deben verse definitivamente como refutables en tanto que son pinturas o imidgencs ideales
de ciertos dominios empiricos. Histéricamente, después del auge de la visidn apriorista
de lu.u‘ matematicas con los trabajos de Frege, Russell, Dedekind, Hilbert, etcétera, tal
vez sobre todo a raiz de las dificultades y limitaciones encontradas por Gédel y otros en
los sisternas formales, recientemente se ha estado explorando la vieja visién empirista de
Aristételes y Mill por parte de autores como Wittgenstein, Frechet, Lakatos y Kitcher,
entre otroas. Lo cierto es que, al parecer, la matemdtica puede verse en cierto sentido comeo
a priori, en tanto que gran parte del trabajo cotidiano, asi como las imdgenes axiomaAticas
que se han construido, permiten constatar que miiltiples elementos de las matemaiticas sélo
requieren pruebas internas; mientras que, por otro lado, la circunstancia de que una buena
parte de las matemiticas actuales se haya originado en problemas pricticos y el hecho de
qQue, independientemente de su origen, en miltiples casos exista un isomorfismo entre las
eatructuras matemaéticas y el mundo empirico hacen pensar que las matemaéaticas deben

verse, més bien, de una forma empirista.

Por otra parte, ¢l término ‘nimero’ sc ha estado usando de diferente forma por parte
de los especialistas. Para los mateméticos ‘nimero’ es un término general para referirse a
entidades matemaiticas tales como 0, 1, 2, 7, R, etc. sin ir més alli. Los reconstructores de

la aritmética como Frege, Rusaell, Dedekind y Peano pretenden referirse a los nimeros de
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los matematicos, pero al describirlos mediante un sistema axiomiético crean imédgenes de
dichos niimeros que dificren de éstos en tanto que sélo son sus imégenes ideales. Dentro
de ellos, algunos como Frege y Russell piensan que los nimeros de los matemaéticos no
pueden explicarse sélo por sus relaciones entre si; mientras que otros, como Dedekind y
Peano, piensan que con eso es suficiente. Por otra parte, Wittgenstein, Frechet y Kitcher
usan ‘nimero’ en dos sentidos: 1) para referirse a los “némeros matematicos™ vistos como
esquemnatizaciones o pinturas ideales de algo asf como los “nimeros primitivos™, y 2) para
referirse a estos “ntmeros primitivos™ que para unos serfan conceptos, para otros mani-
pulaciones con objetos, etcétera. En cierto sentido, todos estos usos son legitimos ya que
los referentes a los que hacen alusidén, asi como lo que se dice de ellos, juega un papel
importante vinculado con los nimeros tal como se manejan en matemdticas y todo el
mundo acepta que ‘nimero’ se refiere a algo relacionado estrechamente con los ndmeros
de la aritmética. Frente a la visién estructural de Dedekind, Peano y Benacerraf, he dado
aquf algunos argumentos adicionales a los de Frege y Russell para defender la idea de que
—los nimeros aritméticos son algo méds que lo puramente estructural; pero, en realidad, todo
lo que necesito para establecer la distincién conceptual que propondré es el hecho de que,
en efecto, ‘nimero’ lo han usado, por ejemplo Frege, Russell, Wittgenstein, cteétera, para
expresar algo mas que lo puramente estructural. De cualquier forma, mientras no podamos
decir en definitiva qué son los nimeros, los diferentes usos del término intentan recoger
diversos aspectos de los nimeros que en algiin sentido son relevantes. Asi pues, se requiere
una clarificocién de los usos del término ‘nimero’ que nos permita sentar las bases de una
investigacién rigurosa acerca de la naturaleza de los nimeros. Pienso que mientras esta
tarea no se haya hecho, las discusiones acerca de lo que son los nimeros tendrin el gran
inconveniente de dar palos de ciego por estar hablando {(como lo he sugerido y trataré
de mostrarlo mis detenidamente en 4.4.) de cosas diferentes (sunque vinculadas) con el
mismo término, ‘nimero’. Mi propuesta es que gran parte de la confusién radica en que

los especialistas analizados, cuando hablan sobre los nimeros, aparentemente se refleren
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a las mismas entidades y sobre ellas sosticnen diferentes caracteristicas; pero, un analisis
més detallado del asunto revela que en realidad pueden distinguirse tres entidades a las

que se han estado refiricndo indistintamente con €l mismo término ‘nimero’.

El propésito de este capitulo es construir una forma de entender las matemaiticas en
1a que cobren sentido los diferentes usos, hasta donde puedo ver, legitimos del término
‘ndmero’ ¥y que nos permita sugerir una distincién conceptual al respecto. Una de las
cuestiones mads importantes que se plantea a quien intenta conocer a fondo una ciencia
es la forma como las matem4dticas se introducen cn las descripciones del mundo empirico.
Podemos aceptar con Kitcher, segin veiamos en 3.5, que las matematicas en efecto tienen

una larga historia; pero, si no contamos con una definicién precisa de lo que son las

4

icas, no si e podemos saber cuédndo estamos frente a cllas. Lo cual, por
supuesto, no impide que normalmente podamos identificarlas, de forma similar a como
podemos identificar los elefantes aun sin contar con una definicién cientifica de los mismos.
Una definicién o caracterizacién rigurosa sirve, sobre todo, para identificar los casos limites.
Pues bien, considero que cuando estamos frente a una ciencia matematizada, justo estamos
en un caso limite, ya que no es ficil separar lo matemaitico de lo no matemidtico. La
definicién que nos sirva para discernir en los casos excepcionales puede configurarse a
priory; pero, en ese caso, seria completamente arbitraria. Asf pues, dicha definicién al
no poder salir sélo de los casos “normales”™ como, por cierto, pienso que han intentado los
autores examinados cn cste trabajo, tendri que surgir también tomando en cuenta los casos
limite. Esa es la razén por la cual en el siguiente apartado nos detendremos a considerar
algunos ejemplos paradigmaiticos de teorizs empiricas matematizadas. Con base en este
andlisis y, por supuesto, tomando en cuenta a los matemaiticos ¥ a los filésofos que hemos
analizado en la presente indagacién, propondré, en 4.3, una forma de ver las matemadticas
que nos posibilite establacer en 4.4 una distincién conceptual acerca de los nimeros que,
hasta donde alcanzo a ver, aclara en alguna medida las discusiones acerca de los nimeros

analizadas aquf mismo. En este sentido, la presente investigacién es una elucidacién de los
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usos del lenguaje que intenta desbaratar los problemas que surgen del uso indiscriminado
del término ‘nidmero’. Todo esto, como dirfa Wittgenstein, deja la aritmmética como est4;
pero, si la hipdtesis que propongo es correcta, se habrid ganado, al menos, un poco de
claridad en este asunto y, segin entiendo, eso es a lo més que puede aspirar un trabajo

filosSfico como ¢l presente.

4.2 ;Qué método han seguido algunos trabajos piomneros que han dado un

tratamliento matemditico de lo empfirico?

Comenzaremos por analizar algunos momentos paradigmiticos en los cuales las matem4-
ticas han estado estrechamente vinculadas a la explicacién de lo empirico: me refiero al
trabajo de Arquimedes titulado Del! Equilibrio de los Planos, al trabajo de Galileo sobre el
movimiento de los cuerpos, y al trabajo de Cournot que matematiza la teoria econémica de
Adam Smith. La idea de avanzar en el andlisis sobre la naturaleza de las matemadticas y los
nimeros con base en un estudio semejante surgié, sobre todo, debido a la observacién de
que en cstos trabajos, asf como en el de Newton o la reciente teoria maternstica de juegos,
estaban presentes tanto elementos axiorndticos, presumiblemente a priord, como también
elementos empiricos en tanto que dichos trabajos pretend{an construir teorias explicativas
de ciertos dominios empfricos. Como lo veremos brevemente, Arquimedes construyé Ila
teoria referida de forma axiomaética tratando de imitar la Geornetria de Euclides a la que
unicamente afiadié las definiciones de ‘peso’ y de ‘centro de gravedad’. Galileo, por su
parte (al igual que Newton en los Principios Matemadticos de la Filosofia Natural) imité
en el trabajo citado la metodologia de Arquimedes y construydé como éste unan teoria
matematizada con posibilidades de predicciones empiricas. Estos trabajos, al igual que el
trabajo que analizaremos de Cournot y los trabajos mencionados de Newton y la teoria
matemaética de juegos, son s6lo unos cuantos ejemplos que, a mi juicio, nos permiten ver
elementos matematicos a priori en relacién con lo empirico. Si no podemos remontarnos

al origen histérico de los nimeros o al nacimiento de la aritmética, en estos ejemplos,
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al ser mAs recientes, podemos, al menos, analizar con algin detalle la forma como han
surgido algunos resultados pioneros que mezclan clementos de la matemiética abstracta

con elementos empiricos.

Veamos primero, por ejemplo, el célebre trabajo con el que Arquimedes inicié el estudio
matemdtico de la parte de la fisica que hoy se denomina estitica. Este trabajo titulado
“Del equilibrio de los planos o de sus centros de gravedad™ comienza con siete postulados

que transcribimos a continuacién:

1. Peace igusies a distanciae iguales (del punto de apoyo de una balanaa de

brasos ixuales) se oquili y = di se rampe el equilibric ¥ hay

inclinacidn hacia af lado del peso que estd a mayor distanci

2. Si @ uno de los dos pesos iguales s lo aiiade algo, se rompe «l squilibric y <
peso aiadido queda mais abajo.

3. Sl e quits algo a unu da eilos, se rompe el aquilibrio, y ¢l peeo no disminuide
Queds mis bajo.

4. Los centroe de gravedad de dos figuras que coinciden, tambié,

5. Los centros de gravedad de dos figuras desiguales, pero semejantes, estén
situados semejantemente.

6. Si dos pesos se aquilibran a clerta d
tambidn se equilibrac a la misma distancia.

ancia, dos pesos equivalentes a aquellos

7. El centro de gravedad de una figura cuya superficie es céne

n la misma
direccidn, wet4 en o) interior de la figura (Arquimedes [s III ac] p. 502);

donde podemos constatar que los postulados 1, 2, 3 y 8 no hacen sino deseribir idealmente
(es decir, sin considerar ninguna perturbacién posible por el aire, las imperfecciones de la
balanza o cualquier otro factor) expericncias observables (entendiendo por ‘observable’ la
balanza, sus brazos de tal o cual medida, y la inclinacién o equilibrio de la balanza al
colgirsele objetos materiales a diversas distancias de su cje). En base a eso, los postula-
dos definen implicitamente lo que significa ‘pesos iguales’, ‘peso mayor’ y ‘peso mecenor’;
quedando as{ definido lo que se entiende por ‘peso de un cuerpo’. Esos postulados de-
scriben idealmente los hechos observables de medir y balancear que con toda seguridad
eran conocidos no idealmente antes de cualquicr trabajo de Arquimedes; y, mediante el-
los, se especifica que sc llamara peso de un cuerpo aquello cuyas condiciones de identidad

¥ cuyas posibilidades de ordenacidén bajo las relaciones “mayor que™ o “menos quc” han
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quedado establecidas por dichos postulados. Par otro lado, los postulados 4, 5 y 7 hacen
otro tanto con “centros de gravedad™: éstos quedan definidos idealmente a partir de esos

postulados que describen experiencias observables referentes a las figuras y la posibilidad

de equilibrarlas en un punto.

Maids adelante, después de los 7 postulados, Arquimedes prucba 13 proposiciones en el
libro I; posteriormente, presenta nuevas definiciones y prueba otras 10 proposiciones en el
libro II. Por el momento no me interesa discutir cl rigor l6gico de estas definiciones que,
de hecho, por ejemplo con respecto a los centros de gravedad, presuponen también una
idea intuitiva de los mismos; no obstante, pasaremos por alto eso, ya que para nuestros

propésitos actuales serin suficientes como estin. Veamos, como ej
3 y 6 del libro 1.

plo, las proposici

La proposicién 3 dice: “si se equilibran dos pesos desiguales a distancias desiguales,
€l mayor estars a menos distancia que el menor™ (Arquimedes [s III ac] p. 502). La prueba
consiste en suponer, en primer lugar, que las distancias fueran iguales, y si ese fuera el
caso y se quitara el exceso de peso del mayor, la balanza se inclinaria para el otro lado,
por el postulado 3; lo cual es contrario al postulado 1, ya que quedarian pesos iguales a
distancias iguales y deberfan estar en equilibrio. Si la distancia del peso mayor fuera maés
grande y ahora se afiadiera el faltante al peso menor, la balanza se inclinarfa para ese lado
por el postulado 2, pero, eso iria en contra del postulado 1 ya que quedarfan pesos iguales
¥ la balanza deberia de inclinarse para el otro lndo porque tiene mayor distancia. Pero
st los cuerpos referidos de hecho estan en equilibrio, segin la suposicién inicial, entonces
concluye Arquimedes que el peso menor deberéd estar forzosamente a mayor distancia. Esta

prueba es casi literalmente la de Arquimedes, y sélo me aparté un poco en la segunda parte

para hacerla, a mi juicio, mas comprensible.

La proposicién 6 dice algo similar a la proposicién 3, pero con mayor preeisién:

“Dos pesos conmensurables se equilibran a distancias inversamente proporcionales a ellos”
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(Arquimedes [s III ac] p. 503). La prueba se desarrolla a partir del siguiente diagrama de

una balanza ideal:

L E G H D K
1 A i
[ 4] 1B}

donde Ay B representan dos cuerpos equilibrados en una balanza con apoyo en el punto G;
GH es una medida comin para GE y GD, de tal manera que EH = GD y por lo tanto HD
= EG; los brazos de la balanza se han extendido hasta los puntos L y K de tal manera que
LE = GD = EH,y DK = HD = EG; y, segin la proposicién 6, A es a B como GD es a EG.
Asf pues, ¢l punto E es el punto medio de LH, D es el punto medio de HK y G es el punto
medio de toda la recta LK; ya que si LE = GD y EG = DK, entonces LE + EG = GD +
~- DK. Por otro lado, Aes a B como LH es a HK, ya que LH = 2GD y HK = 2EG. Sien LH
hay r veces GH, dado que los pesos son conmensurables y proporcionales a las distancias,
podemos definir un peso Z tal que en A haya z veces Z; y de igual forma, si en HK hay y
veces GH, en B habrd y veces Z. Ahora bien, si repartimos A en £ Z° y las colocamos en
las = partes de LH, y si igualmente repartimos B en y Z° y las colocamos en las y partes
de HK, todos esos pesos llenardn toda la linea LK y al ser iguales se equilibrardn en el
punto medio G por ¢l postulado 1. Por consiguiente, A y B estidn equilibrados en el punto

G que guarda las proporciones referidas.

La proposicién 6 y la proposicién 7 que extiende lo anterior para cuando los pesos sean
inconmensurables expresan las famosas leyes de la palanca de Arquimedes. El resto de las

proposiciones son similares y se prueban de forma anéloga. Algunas de ellas, como la 3,

ya eran conocidas con anterioridad al trabajo de Arquimedes y otras, como tal vez la 6 y

la 7, pudicron ser imientos relativa

nuevos. En la proposicién 6 se establecen
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relaciones cuantitativas precisas entre los pesos y los brazos de una balanza {apoyandose,
sobre todo, en la teoria de las porporciones de Eudoxo) y posibilitando, de esa forma,
el tratamiento numérico de los pesos. Como no seria dificil de mostrar, estas relaciones
pueden comprobarse empiricamente si despreciamos pequefias diferencias imputables a
otros factores no considerados en los postulados; y esto es gracias a que la balanza de

Arquimedes reproduce, aunque sea idealmente, las balanzas empiricas.

Arquimedes representa los diferentes “pesos™ de los cuerpos mediante nimeros ma-
temiticos; v, lo interesante cs obsevar que se cumplen para dichos “pesos™ las leyes arit-
méticas de los nimeros. Eso, a mi juicio, sugiere que los nimeros mismos, al igual que
los “pesoa”, pudicron haber surgido de un proceso similar de idealizacién de lo empirico
o de algo vinculado con esto. Si ese no fuera el caso, las leyes aritméticas de los nime-
ros no tendrfan por que coincidir, aunque sea aproximadamente, con el comportamiento
de algunos fenémenos empiricos. Es perfectamente concebible que, por ejemplo, la suma
empfirica de los “pesos™ de dos cuerpos diferentes no fuera igual a la suma aritmética de
los “pesos” respectivos debido, tal vez, al desgaste de energia producido en la unién de
los cuerpos. Esto podria ser posible; ¥, de hecho, cosas semejantes suceden e¢n el mundo
subatémico, con los volimenes de agua y alcohol que se unan, o con otras magnitudes
como la temperatura de dos curpos que se juntan'. De tal manera que si un cuerpo A pesa
2 kilos y un cuerpo B pesa 3 kilos, al pesar juntos los cuerpos A y 3 no pesarian 5 kilos,

sino supongamos 4 kilos; y si, en general, la unién de dos cuerpos pesara siempre un kilo

! Segun el modelo atémico de Nohr, al entrar un protsn en cf nicleo dv un &tomo, pierde parte do au

masa y, por consiguiente, de su peso. Un volumen Z de agua y otro volumen ¥ de alcohol al unirse no

producen un volumen T + ¥ de agua y alcohol, sino un volumen menor. Con respecto a la temperatura,
es un fendmeno conacido que al juntar dos cuerpas que tienen diferente temperatura, las temperaturas no
®e suman aritméticamente, 3ino que se promedian. Por ejemplo, suponiendo conduccidn perfecta del calar,
al juntamos un cuerpo qua tiene una temperatura de 20% con un cuerpo que tiena 10°, la temperatura

resultante de los dos cuerpos unidos seré, no de 20° + 10° = 30°, sino de 20° + 10° = 30°/2 = 159
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m4éa que el peso del cuerpo més pesado o, en caso de igualdad, un kilo mais que cualquiera
de ellos, entonces siempre tendriamos que si > y,  + v = = + 1. Pero si éste fuera el
caso no sélo para los “pesos™ de los cuerpos, sino para la mayor parte de las magnitudes
que se rmanejan empfricamente, pienso que tendrfamos una aritmética diferente a la actual,
en la cual “si x > y, entonces z + y = x + 1" seria un axioma. Por supuesto, todo esto
es hipotético, pero argumentos como el que acabo de presentar sugieren que si las leyes
aritméticas de los nimeros se cumplen en el mundo empirico es, justamente, porque dichas
leyes son idealizaciones de clementos vinculados estrechamente con lo empirico. En 4.4
sugeriré una forma de ver los mimeros basada en una distincién conceptual que permite
dar sentido a esa hipsStesisa tomando en cuenta, también, lns investigaciones relevantes que

hemos analizado, haciéndola, asi, mds plausible.

Ahora bien, con el propdésito de distinguir lo propiamente matemaitico del trabajo de
Arquimedes, veamos lo que tiene en comin con la Geometria de Euclides que concien-
temente traté de imitar ¥y que se considera universalmente como un trabajo puramente
matemaético. Como lo vimos brevemente en 2.6, en vez de tomar alguna descripcién realis-
ta de las figuras fisicas como base de su geometria, Euclides, siguiendo a sus antecesores,
considera que todas las figuras estin compuestas de puntos y lineas (aislando estos e-
lementos de otros posibles constituyentes de las figuras como podrian ser la textura, la
resistencia al cambio, etc.), define lo que es un punto y una linea ideales, ¥ a partir de
esas definiciones, algunos axiomas y leyes légicas obtiene teoremas (algunos ya conocidos)
para las figuras geométricas sentando, de esa forma, las bases de posibles predicciones
sobre las figuras fisicas: como es un’bido, las regularidades geométricas se cumplen apro-
ximadamente en las figuras fisicas. Por su parte, Arquimedes hace una teoria del equili-
brio de los cuerpos tomando como base la geometria euclidcana, sobre todo la teoria de
las proporciones de Eudoxo, define ademiés ‘peso’ y ‘centro de gravedad’ y con todo eso
reconstruye idealmente las balanzas fisicas. Lo que resulta de particular interés en el tra-

bajo de Arqimedes es observar que, de manera anédloga a Euclides: 1) aisla del fenémeno
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de “peso” sélo ciertos aspectos que le parecen relevantes; 2) presupone el conocimiento
matemético de las figuras contenido en la geometria cuclideana; y 3) sustituye nociones
comunes por definicionea y postulados que idealizan lo que él entiende por ‘peso’ y ‘cen-
tro de gravedad’. Asi pues, el trabajo matemdtico de Arquimedes consistié, al parecer,
en ordenar todos ¢sos conocimientos de una forma axiomética m#és o menos rigurosa (si
tomamos en cuenta nuestros estdndares contemporéncos) sustituyendo nociones comunes
por definiciones o caracterizaciones ideales, desprendiendo de ellas, tanto regularidades
conocidas, como posibles predicciones. Asf pues, ¢l tratamiento matemdético que realizé
Arquimese sobre ¢l equilibrio de los cuerpos es similar, al menos, en los rasgos deatacados
aquf al trabajo puramente matemaiitico que realizé Euclides. Eso nos da un indicio de que
esos rasgos, tal vez, constituyan lo propiamente matema4dtico. Pero, antes de inferir nada,
veamos en seguida otros trabajos similares.

Galileo Galilei inagura con un trabajo similar al de Arquimedes el estudio matems4tico

de la Dindmica o movimiento local de los cuerpos.
El libre de la naturalesa eatdA eocrito en caracterss geométricos: Is nueva fisica

es una del movimiento, justo como la ffaica de su verdadero
t el divino Al era una del reposo (Koyré [1088], p. 14).
En “La jornada tercera” de sus Consideracs s y Demost 7 Mat dticas sobre

dos Nucvas Ciencias, Galileo comienza por definir el movimiento uniforme y el movimiento
uniformemente acelerado., Después de una breve introduccién dice: “Por movimiento igual
o uniforme entiendo aquél en el que loa espacios recorridos por un mévil en tiempos iguales,
cualesquiera que éstos sean son iguales entre si” {Galileo [1838] p. 268). Con lo cual,
segun dice, s6lo precisa la “vieja definicién” con la expresién “cualesquiera” para referirse
incluso a fracciones de tiempo. A partir dc esta definicién, Galileo desprende cuatro
proposiciones que llama axiomas; y, mediante dichos axiomas, prueba cinco teoremas que
definen, entre otras cosas, la velocidad como la razén de la distancia entre el tiempo, que
hoy dfa se expresa con la f6rmula de todos conocida v = d/t. Posteriormente, define el

movimiento acelerado en los siguientes términos: “Llamamos movimiento igualmente, esto
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es, uniformemente acelerado, a aquél que partiendo del reposo adquiere, en tiempos iguales,

iguales incr tos de rapidez” (Galileo 1, p. 288); pretendiendo que esta definicién

corresponda con exactitud al movimiento acelerado que non brinda Ia naturalesa, —es
decir, a la cajda libre de los pos.— Y esto haberlo ),

ui tenemos en cuenta que las propiedades que hemos ido demostrando sucesivamente
(& partir de nuestra definicidn) parece que y con
1o Que los experimentos naturales nos ponen delante de los sentidos (Galileo [1638]
Pp. 278 y 276).

Veamos, por ejemplo, el teorema 1, proposicién 1 que dice:
El tiempo en ol cual un espacio dada es recorrido por un mavil que parte def reposo

con movimiento unifor ce igual al tiempo en «l que aquel miamo
espacio habrfa sido recorrido por el miamo movil con un movimiento uniforms cuyo
grado de velocidad fuese la mitad del grade de velocidad i 1 do al final
del lerado p (Galiteo [1638] p. 292).

Para probar eso, Galileo se vale del siguiente diagrama:

G—A

B

E ——F

donde AB repr a el tiempo durante ¢l cual un cuerpo se acelera en cafda libre desde
el instante A = O, hasta el instante B; y la linea BE representa la velocidad que va alean-
zando el cuerpo en caida desde la velocidad en el punto B igual a 0, hasta la velocidad
E que alcanza en €l momento final. Ahora bien, si por definicién v = d/t, entonces alge-
braicamente d = vt; de tal forma que la distancia del cuerpo en caida queda representada
por el Area del tridngulo EAB, ya que es la suma de multiplicar cada instante del tiempo
AB por su respectiva velocidad, es decir, algo asf como la suma de todas las lincas hori-

zontales que pueden trazarse paralelas a EB y limitadas por las lineas AB y AE. De esa
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formn, el drea del tridngulo EAB representa la distancia recorrida por el cuerpo en caida
libre en el tiempo AB. Por otro lado, al ser F = E/2, F x AB es el drea del rectingulo
FGAB y representa la distancia recorrida por un mévil a la velocidad constante F du-
rante el tiempo AB. Asi pues, hay que demostrar que las d4reas FGAB y EAB son iguales.
Para ello Galileo valiéndose tinicamente de las propiedades geométricas de esas dos figuras,
comienza por advertir que ambas comparten el trapecio FIAB y sélo queda por mostrar
que los tridngulos EIF y AGI son semejantes. Lo cual se demuestra al advertir que tienen
iguales al menos dos dngulos (el recto y los opuestos por el vertice) y un lado (ya que EF
= FB); y como FB = GA, entonces EF = GA. Por lo tanto ambas dreas son iguales y el

teorema queda probado.

Por supuesto, esto podria verificarse empiricamente mediante un experimento sencillo,
¥, en efecto, curiosamente el teorema probado matemdticamente se cumple en la experiencia
si despreciamos pequeiias desviaciones imputables a otros factores no considerados en las
definiciones, como puede ser, por ejemplo, la resistencia del aire.

Un corolario del teorema anterior dice que un cuerpo en cafda libre recorre en los
tiempos 1, 2, 3, 4, etc. espacios que guardan la proporcién de los niimeros nones 1, 3, 5,
7, etcétera. Este resultado, verificable en la experiencia, maravillé al mismo Galileo y lo
convencié que las leyes de la naturaleza pueden encontrarse trabajando matemaéticamente.
La prueba matemaédtica es bastante sencilla y consiste en mostrar que si el dibujo anterior
se extiende para abajo en la misma medida AB, la distancia recorrida por el cuerpo en
cafda libre en el siguiente tiempo como el de AB estaria representada por tres rectdngulos
como FGAB, ya que si fuera a la velocidad E con la que empieza, recorreria una distancia
representada por el doble del rectingulo FGAB y con el nuevo incremento de velocidad
recorreria otro rectingulo como FGAR, por un razonamiento anidlogo al efectuado para
probar el teorema 1; por lo tanto, en total serian tres rectingulos como FGAB. De la
misma forma, puede mostrarse que en el siguiente espacio de tiempo como AB, el cuerpo

en caida libre recorrerd una distancia representada por cinco rectangulos como FGAB, y
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as{ sucesivamentec.

As{ pues, en base a esta pequeiia muestra, pod sugerir que el trabajo matemdtico
de Galileo (de forma andloga al trabajo de Arqufmedes) consistié en aislar del movimiento
todo lo que no fuera movimiento local de los cuerpos, en sustitir nociones comunes por
definiciones o caracterizacionesa ideales y, presuponiendo sélo ciertos conocimientos geo-
meétricos y numéricos que ya constituian parte de las matemAticas de su tiempo, derivar
16gicamente hechoas comprobables empiricamente {por supuesto, si no consideramos posi-
bles perturbaciones debidas a factores no considerados en la figura ideal construfda me-

diante las definiciones).

Ve ahora brev el trabajo de Cournot con el que se inicia el tratamiento
matemético de la economia apoyado sobre todo en La Riqueza de las Naciones de Adam
Smith y en sus destacados conocimientos como matematico. En sus Investigaciones acerca
de los Principios Matemdticos de la Teoria de las Riquezas, Cournot, a pesar de no hacerlo
con una presentacién axiomditica como Arquimedes y Galileo, comienza por dar la siguiente

definicién:

Si queremos entendernos en la teorfa, identificar absclut te el sentido de

la palabra FIQUEZAS con ¢l Que presentan estas otras: valores tntercarmnbiables...
La idea de riq s, concebida de este modo sdlo tiene ain duda una existencia abe-
tracta... pero ls extensién del comercio y o] progreso de los procedimientos comer-
ciales tlanden a aproximar cada ves mds e] estado real de las cosas a ese orden
de concepciones abatractas, uUnico sobre el cual pueden basarse los razonamientos
teéricas (Cournat [1838] pp. 23 y 24).

En el capftulo sobre la ley de la demanda, Cournot invoca “un axioma, o si se quiere,..
una hipétesis: que eada hombre intenta extraer el médximo valor posible de sus bienes o de
su trabajo” (Cournot [1838] pp. 68 y 67). EI mismo lo traduce en términos econémicos
diciendo que “la venta o la demanda crece cuando el precio desciende” (Cournot {1838]
p. 68). Para cada precio se da una demanda; y si consideramos una poblacién amplia en
la que a cualquier variacién del precio, por pequeiia que éstu sea, se dé al menos alguien
que compre m#is o menos, entonces, afirma Cournot, podemos representar la dermmanda

(D) como una funcién continua del precio, es decir, D = F(p); y, dado que la relacién
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entre demanda y precio es inversa debido al axioma maximizador, dicha funcién tendri

pendiente negativa.

Para simplificar ¢l problema, Cournot considera primero el caso de un monopolio que
se enfrenta a una funcién de ventas o demanda F(p), ¥y cuyo ingreso total para cierto precio

de sus productos serd pF(p), es decir la multiplicacién del precio de su producto por la

cantidad vendida del mismo. Ahora bien, como F(p) es i pF(p) también lo seré;
¥ como en p = O, el ingreso también ser& nulo; en p = a, donde a es mayor que cecro pero
no demasiado grande, aF(a) = b, siendo b finito y mayor que cero; y en p = ¢, donde

c es positivo y lo suficientemente grande como para pensar que loa consumidores dejarin
absolutamente de comprar el producto del monopolio, el ingreso volvera a ser nulo, es decir
cF(c) = 0; por lo tanto, concluye Cournot, la curva que describe la funcién del ingreso
pF(p) tiene un valor méximo, es decir, tiene {a forma de una campana. De ahi que el
precio que corresponde al ingreso méximo no es necesariamente el miés grande y esté dado
por la férmula p = F(p)/-F’(p). donde F’(p) es la derivada de F(p). Derivando el producto
pF(p) obtenemos pF*(p) + F(p), e igualindola a O para encontrar el valor méximo nos da
la ecuacién pF’(p)} + F(p) = 0, de la que obtenemos el referido valor de p que maximiza

la funcién de ingreso.

Lo anterior puede verificarse empiricamente si previamente ha sido posible obtener
la funcién de ventas correspondiente, que por cierto, no es facil de lograr. De cualquier
forma, la conclusién rnatematica de Cournot de que debe de haber un precio que maximice
los ingresos puede verificarse empiricamente elevando, por ejemplo, el precio para ver si
el ingreso crece o disminuye, es decir, si se estd antes o después de! punto madximo; y,
en base z eso, aumentar méas el precio o disminuirlo hasta encontrar dicho punto. Unsa
comprobacién semejante tiene, sin embargo, ¢l inconveniente de ser dificil de realizar debido
a la casi imposibilidad de aislar en la préctica tinicamente los factores que se consideran

en el fenémeno ideal.
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Asf pues, de forma similar a los trabajos de Arqufmedes y Galileo, al parecer el trabajo

p i te temdtico de Cournot consistié en definir idealmente términos como el de

‘riqueza’ que anteriormente tenfan un sentido no muy preciso, en dar como axiomas ciertas

ideas sobre el comportamiento de los seres humanos y, presuponiendo ciertos conocimien-
tos matemiticos sobre las funciones, desprender légicamente compeortamientos humanos
comprobables empiricamente si no tomamos en cuenta factores que no han sido incluidos

en la imagen ideal construida a partir de las definiciones y axiomas adoptados.

Como puede mostrarse, de forma similar a los trabajos de Arquimedes, Galileo ¥
Cournot, se han dado otros trabajos muy relevantes en el inicio del tratamiento matematico

de cicrtas dreas. Tal es el caso, por ejemplo, de los Principios Matemdticos de la Filosofia

Natural de Newton con el que se inicia la Mécanica Cldsica. En ¢l obtiene como su

primer corolario que “un cuerpo afectado simultincamente por dos fuerzas describird Ja
diagonal de un paralelogramo en el mismo tiempo en que describiria los lados de ser a-
fectado separadamente por esas dos fuerzas™ (Newton [1687) p. 238). Lo cual puede
verificarse empiricamente mediante un sencillo experimento {segin lo sabemos ahora, sin
contar pequefias desviaciones imputables a otros factores no considerados en las definiciones

¥ axiomas). Lo interesante, sin embargo, es que Newton lo desprende de sus axiomas o
leyes del movimiento, sobre todo del segundo que dice: “cl cambio de movimiento es

proporcional a Ia fuerza rnotriz impresa, y se hace en la direccién de la linea recta en Ia

que se imprime esa fuerza” (Newton [1687] p. 237)}; habiendo definido previamente, entre

otros, los términos ‘fuerza impresa’ y ‘cantidad de movimiento’. Por lo que, al parecer,

el trabajo de Newton sigue la pauta trazada por Euclides, Arquimedes y Galileo para

construir una teorfa matemadtica con posibilidades de predicciones empiricas.

Otros trabajos en esa misma linea son, también, las teorias matemiticas de proba-
bilidades que como dice Leén Olivé estdn dadas “en términos de modelos tebricos que se

construyen racionalmente abstrayendo partes de sistemas reales™ (Olivé [1981] p. 53); ¥ la

148



teoria de juegos que estd brevemente descrita bajo la misma perspectiva en Avila [1987].

Asf pues, ;qué podemos extracr de todos esos cjemplos? al parecer, que al iniciar
el tratamiento matemitico de algiin dominio se realizan, al menos, las siguientes tare-
as: 1) se definen los términos principales, por supuesto, mediante términos conocidos con
anterioridad, intentando que la definicién corresponda aunque sea de forma ideal a los
fenémenos observados. De esa forma, por ejemplo, Arquimedes define implicitamente ‘el
peso de un cuerpo’ a partir de la observacién de las balanzas; Galileo define explicitamente
‘movimiento uniformemente acelerado’ pretendiendo que su definicién corresponda a la
cafda libre de los cuerpos tal como se observa en la naturaleza; y Cournot define explicita-
mente ‘riqueza’ habiendo observado que el desarrollo de la sociedad tiende a asemejar Ia
riqueza a la forma como él la define. 2) A partir de las definiciones, cuando éstas se prestan
para ello, o de forma complementaria a ellas, se enuncian ciertos axiomas que describen el
comportamiento de dichas entidades. De esa forma, por ejemplo, Arquimedes da aus “pos-
tulados™ con los que también define sus términos; Galileo, a partir de las definiciones que ha

_dado, enumera sus “axiomas™ del movimiento uniforme; y Cournot afiade su “axioma” del
comportamiento individual maximizador. 3} De una forma Iégica se deducen afirmaciones
a partir de las definiciones, los axiomas y algunos conocimientos matemaiticos previos. De
esa forma, Arquimedes obtiene sus “proposiciones” sobre los pesos y los brazos de una
balanza a partir de sus “postulados” y de conocimientos matemiticos como la teoria de
las proporciones de Eudoxo; Galileo obticne sus “teoremas™ sobre la caida de los cuerpos,
a partir de sus definiciones, sus axiomas y conocimientos geométricos sobre tridngulos y
rectdngulos; y Cournot, obtiene sus conclusiones sobre los ingresos de un monopolio, a
partir de sus definiciones, sus axiomas y conocimientos matemdticos del cdleulo diferen-
cial. 4) De las afirmaciones deducidas, algunas ya eran bien conocidas mientras que otras
pueden constituir conocimientos relativamente nuevos; pero, en cualquier caso, todas esas
proposiciones pueden ser interpretadas en algin dominio empirico que asombrosamente,

De esa forma, despreciando pequeifias desviaciones imputables

en general, las confirma.
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a otros factores no considerados en las definiciones y los axiomas, se cumplen las rela-
ciones cuantitativas entre pesos y brazos de balanzas que ha obtenido mateméticamente
Arqufrmedes; los cuerpos en cafda libre recorren, en sucesivos momentos iguales, espacios
que estdn en la proporcién 1, 3, 5, 7, cte., tal como lo dedujo matemdAticamente Galileo de
sus axiomas y definiciones; y, en principio, podria verificarse para sociedades econémicas
que tendieran a aproximarse al modelo ideal que popone Cournot que existe un precio, no
necesariamente el més grande posible, que maximiza los ingresos de un monopolio, como

concluyd matematicamente Cournot.

Observando esos momentos paradigmaiticos que hemos resumido y analizado aquf
brevemente, y sin pretender reconstruir légicamente los trabajos mencionados, me parece
interesante resaltar los aspectos que he enumerado, sobre todo, para tomarlos comoe una
guia en la comprensién de las rclaciones entre matemdticas y experiencia. De hecho,
me valdré de los anilisis presentados aqui sélo para hacer mds clara y mdis plausible la
concepcién de las matemdticas y los nimeros que presentaré en los incisos 4.3 y 4.4 .
Quisiera sélo resaltar que los ejemplos considerados, al ser casos limites en los que se
—mumtrn lo matemaitico, nos permiten sugerir que aquello que comparten con lo claramente
matemaitico, como la Geometria de Euclides, puede ser propiamente lo materndtico en el
sentido m4s abstracto. Si éste es el caso, los elementos comunes de estas matematizaciones
nos permiten dar una caracterizacién de las matematicas en general y, por consiguiente, de
1a aritmética que particularmente nos interesa aqui. De hecho, en estos ejemplos se mues~
tra que no sSlo las teorias cmpiricas matematizadas, sino también las leyes aritméticas
de los mimeros en particular, permiten inferir conclusiones vilidas empiricamente; y, por
consiguiente, eso refuerza la idea de que la teorfa matematica de los niimeros pudo haber

surgido de formma aniloga a esas teérias empiricas matematizadas.
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4.3 Asf pues, jqué podemos entender por ‘matemdticas’?

Las mateméticas, como dice Kitcher, tienen una larga historia; pero, para la caracterizacién
de ellas que daremos aqui, hemos tomado en cucnta sobre todo las que se desarrollaron
a partir de los griegos con Thales de Mileto, Pitigoras, Eudoxo y Euclides ¥y que han
producido la aritmética, la geometria, el andlisis, la teoria de grupos, la teoria de conjuntos
¥, al menos en parte, las ciencias matematizadas, entre otras disciplinas. La caracterizacién
de las matemadticas que propongo pretende recoger los aspectos menos controvertidos de los
pensadores que hemos analizado en el presente trabajo e intenta evitar sus ideas, a mi juicio,
m4és vulnerables. En base a eso, al andlisis de los casos limite que resumimos en 4.2 y, por
supuesto, a cierto conocimiento minimo del quchacer matemadtico ordinario sugeriré una
forma de ver las matematicas que, al parecer, explica algunos de sus rasgos mds relevantes
¥, sobre todo, su aplicabilidad en el mundo empirico. Presupongo un conocimiento del
quehacer ordinario de las matemadticas ya que toda la discusién entablada por los autores
aquf{ mencionados y por mi mismo, lo suponen; es él, justamente, el que nos permite
recurrir a cjemplos de elementos claramente matemaAiticos o, al menos, universalmente
admitidos como tales. Por supuesto, estoy muy lcjos de creer Qque la caracterizacidn que
voy a presentar describa “al fin” la evasiva naturaleza de las matema4ticas. Por el contrario,
creo que es innegable que arin hay inumerables tarcas por delante para estar medianamente
conformes en este asunto. No obstante, dado que ln presente indagacién sobre el nimero
nos compele a adoptar un punto de vista al respecto, trataré a continuacién de aclarar y

defender en alguna medida la postura que adopto en este asunto.

En primer lugar, parto de la ider de que de una o de otra forma las matematicas forman
parte del conocimiento que tenemos del mundo, es decir, de lo que ¢reemos saber sobre
los estados de cosas. No estoy diciendo aqui, en contra de pensadores como Wittgenstein,
que las oraciones matemadticas digan algo, para decirlo en sus términos, sobre los hechos
que conforman el mundo. Lo iinico que sostengo, por el momento, €s que las matematicas

juegan algin papel incvitable, cualquiera que éste sea, en ciertos procesos cognoscitivos que
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d b en afirmaci sobre los estados de cosas. No dudo que hay quien sostenga lo

contrario; pero me parcce que el desarrollo y el éxito actual de las ciencias que utilizan las
matemaidticas hacen ¢ada vez menos plausible ]a idea de que las matermndticas estdn de més
aun en csas disciplinas. Por supuesto, alguien que acepte esta postura podria aun sostener
que seria mejor no usar las matematicas en ninguna disciplina; pero, la cuestién es si se
acepta o no que las disciplinas que las utilizan producen un conocimiento de alguna forma
diferente. Podemos estar o no conformes con la imagen del mundo que producen las ciencias
matematizadas; pero lo que quiecro sostener aqui es linicamente que esa imegen es diferente,
en alguna medida, a cualquier otra imagen producida per un proceso cognoscitivo que no
utiliza las matemdticas. Negar eso implicaria sostener que las matemaiticas, aun en ciencias
matematizadas como las examinadas en el inciso 4.2, juegan un papel completamente
superfluo en la imagen de! mundo que nos confieren esas tecorias; o, con otras palabras,
que, por ejemplo, el tratamiento matemitico que realizé Cournot apoyado en las ideas
econémicas de Adam Smith, no modificé en nada la imagen del mundo econémico que
habfa logrado exponer éste en La Rigqueza de las Naciones. En qué difieren las imfégencs que
utilizan las matemaéticas o, con otras palabras, qué papel juegan las matermaidticas en general,
es una cuestién a discutir: Platén dice que las matematicas construyen prototipos ideales
con respecto & los cuales las imdgenes sensibles sélo son copias imperfectas; AristéSteles
afirma que la matemadtica es la ciencia del aspecto cuantitativo del mundo; Frege sostiene
que las matemadticas, como la 16gica, expresan las leyes generales del pensamiento sin tomar
en cuenta los objetos que se estdn considerando; Wittgenstein sugiere que las matemadticas
muestran un campo de posibilidandes de los hechos proposicionales; Dedekind, Benacerraf y
en general la visién estructural de las matemadticas sostiene que la matemaética es la ciencia
que estudia las estructuras o, si se quiere, el aspecto estructural de cualquier dominio, es
decir, que es la ciencia que estudia relaciones posibles entre objetos arbitrarios; Frechet
sostiene que es una representacién esquemadtica del mundo; Lakatos afirma que es refutable;

¥, para Kitcher, la matemsdtica es una teoria idealizada de los modos con los que podemos
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operar con el mundo. De cualquier forma, todos ellos le asignan a las mateméticas un

papel no superfluo en el conocimiento del mundo.

Entre quienes defienden lo contrario se encuentra, por ejemplo, Harty Field en Science

unthout numbers. En esta obra sostiene que:

para aun de la matemética al mundo ffsico (por ejem-
plo, ol uso de H iales en ta axi 160 de 1a ffaica) no e» necesario
asumir Que la matem&tica que es aplicada es 4 e ia asumir mucho

menos: que la matemitica es consistente (Field [1980], p. VII).

La idea de Field es que las entidades matemadticas son tedricamente prescindibles en la a-
xiomatizacién de las teorias cientificas; es decir, que puede reescribirse la teorfa sin mencién
alguna a nimeros, funciones, etcétera. En ese sentido, dentro de una teoria empirica, la
mencién a entidades matemsiticas es diferente a la mencién de las entidades tedricas propias
de esa teoria; ya que estas entidades son imprescindibles, tanto para la teoria misma, como
para una axiomatizacién de la misma. La utilidad de las matema4Aticas se reduce a ser séloun
sistema légico que facilita realizar inferencias vilidas; ya que las matemaiticas “son vélidas
en todo mundo posible” (Field [1080], p. 12) vy, por lo tanto, no pueden estar hablando de
entidades particulares. Sin embargo, por lo dicho en 2.6, habrfa que distinguir entre una
teor{a emplirica y una reconstruccién axiomdtica de la misma. Esta dltima cs una pintura
de aquélla y la pintura puede estar hecha de un material diferente a la teoria tisma, o puede
no recoger algunos aspectos especificos de ella que (por supuesto, hipotéticamente) no se
consideren centrales. De esa forma, aun cuando la teorfa empirica contenga afirmaciones
que involucren nimeros u otras entidades matematicas, la pintura axioméatica de la teoria
puede omitir la mencidn a las entidades matemaéticas, ya que la teoria en cuestién no habla
directamente de ellas, sino de ciertas entidades empiricas expresadas mediante sus términos
tedricos. Por ejemplo, el teorema y el corolario de la teorin galileana que reproducimos
en 4.2 enuncian relaciones cuantitativas entre el tiempo y la distancia recorrida por un
cuerpo en caida libre; pero, con ello, Galileo no pretende enunciar propiedades de los

ndmeros considerados, sino del movimiento uniformemente acelerado. Esta teoria, segin
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vimos, puede verse como una idealizacién en términos matemiticos del movimicnto de

caida libre de los cuerpos sobre la tierra; pero, supuestamente (segiin la propuesta de
Field), podriamos hablar de ello en otros términos y decir exactamente lo mismo; de forma
ansloga a como Cournot ¥y Adam Smith (vease 4.2) supuestamente dirfan lo mismo: el
primero en términos matemadticos, y el segundo en otros términos. Sin embargo, ;de qué
forma podria garantizarse que estdn diciendo exactamante lo mismo? Necesitamos un
criterio que decida qué elementos de una teoria empirica aportan un valor interpretativo
de lo empirico; es decir, qué elementos poseen un valor cognoscitivo sobre el mundo. Lo que
diga una teoria sobre el mundo es, en idltima instancia, lo Que conforma su especificidad
en cuanto teoria empirica, y toda axiomatizacién de ésta deberfa recogerlo. La teoria
galileana mencionada afirma que los cuerpos en caida libre recorren en los tiempos 1, 2,
3, etcétera, espacios Que estdn en la proporcién 1, 3, 5, etcétera. En base a eso, podemos
decir que esta teorfa afirma sobre el mundo que cierto fenédmeno empirico como la caida
libre de los cuerpos tiene una estructura numeérica; y, como lo veiamos a raiz de la teoria de
Arquimedes en 4.2, no es cierto que las leyes de los niimeros sean verdaderas interpretadas
en todo mundo posible. As{ pues, no veo como podamos decir que para ese fenémeno
empfrico valen ciertas leyes numericas sin hacer mencién de estas leyes. Por supuesto,
siempre es posible decir m#is o menos lo mismo con otros términos (como lo veiamos en
1.4 con respecto a las definiciones fregeanas y russellianas de los niimeros); pero esto es
86lo un cambio de lenguaje, ¥y no la supresidén de ciertos elementos con valor cognoscitivo
como lo supone la propuesta de Field. En consecuencia, una reconstruccién de una teoria

empirica matematizada como la galileana no podria omitir el aspecto matemidtico de la

misma sin mutilarla en un aspecto que es importante para la imagen del mundo que nos

transmite.

En segundo lugar, creo que no debemos ignorar que, de cualquier forma que eso sea,
las predicciones de las disciplinas matematizadas de hecho se cumplen en gran medida en el

mundo empfrico: la nave espacial calculada mateméticamente en efecto llega a la luna; en
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efecto se cumple que dos cuerpos se equilibran en una balanza a distancias inversamente
proporcionales a sus pesos, como lo predice la teoria de Arquimedes (ver arriba inciso
4.2); es comprobable empiricamente que un cuerpo en cafda libre sobre la tierra recorre
en tiempos sucesivos iguales, distancias que estidn en la proporcién de loa nimeros 1, 3, 5,
7,.. como lo predice la teoria de Galileo (ver arriba inciso 4.2); y, en fin, podemos observar
que en comunidades econdémicas como las examinadas por Adam Smith y Cournot, en
general, el comportamiento de los monopolios se ajusta a lo predicho por Cournot en
la obra examinada (ver arriba inciso 4.2). Resulta dificil de pensar que las estructuras
matemAticas se apliquen al mundo empirico sélo porque casualmente coinciden con el
comportaminto de ciertos dominios empiricos. Actualmente podemos entender que se
construyan estructuras arbitrarias que en el futuro por casualidad coincidan con ciertos
dominios empiricos o Que nunca coincidan; pero, es sumamente improbable que los prirneros
hombres que construyeron estructuras maternéticas lo hayan hecho sin pensar en cierta
utilidad préctica. Tormando eso en cuenta, concuerdo con autores como Frechet, Putnam y
Kitcher en que una buena forma de explicar por qué funcionan las matemdticas en el mundo
empirico es proponiendo que en el origen de las disciplinas matemdticeas tuvo que darse una
“sfntesis inductiva” o una “induccién cuasi-empirica” o cualquier cosa semejante mediante
la cual se recogicron de algiin modo ciertos aspectos de lo empirico. De hecho, los ejemplos
examinados de Arquimedes, Galileco y Cournot, as{ como los mencionados de las teorfas
de probabilidades y de juegos, dan un tratamiento matemdtico a un dominio empirico
justamente a partir de encerrar en sus definiciones y axiomas los rasgos que consideraron
relevantes de sus respectivos dominios empiricos. Los tres primeros continuaron su discurso
matemsdtico en términos de sus propios dominios; de tal suerte que se confunde en clios lo
que es fisica o economia, y lo que ¢s propiamente matemaiticas. Mientras que los teorias
matemdticas de probabilidades y de juego, como lo sefiala Borel,

Bacen de consideraciones muy simples, come Aquellas que estdn en la base dol ea-
tudio del juego de carm o crus, para desarrollarse hasta wer

de aplicaciones en dominios donde intervienen fendmenos muy complejos, como los
Que estudia la flsica moderna. Concepciones puramente abstractas se encuentran en




seguida aptas para la descripcidn de fenémenas en los cuales sus autores no hablan
sofada jamde (Borel [1938] vol. 1V, inc. I1).

De cualquier forma, todos esos trabajos se aplican al mundo empirico, al parecer, justa-

mente porque surgicron intentando recoger algunos aspectos de lo empirico.

En tercer 'ugar, en cuanto a las disciplinas matemditicas en si, los trabajos de la
teoria matemdtica de grupos y otros que continuaron en esa linea como los Bourbaki vy,
més recientemente, los trabajos en la teorin de categorias? muestran que los resultados
matemiticos, donde por ‘resultados matemiticos’' entiendo la totalidad de oraciones o
ecuaciones mateméticas, pueden verse, en gran medida, como estructuras diversas que
establecen relaciones determinadas entre objetos arbitrarios. Esto nos induce a ver las
matematicas sin objetos especificos; aunque con Ia posibilidad de que las relaciones entre
objetos arbitrarios puedan aplicarse a objetos especificos interpretando dichos objetos en
algin dominio que comparta esas relaciones. Esto, al parecer, le da la razén, al menos
en parte, a quienes como Dedekind y Benacerraf conciben las matemaéticas sélo como un
conjunto de estructuras no interpretadas en ningin dominio. No obstante, si los estoy
“‘interprctando correctamente, lo Gnico que muestran los trabajos mencionados es que los

“resultados”™ matemdticos pucden verse como estructuras diversas que pueden interpretarse

en diversos dominios; pero no que las matcemaédticas scan sélo eso.

Por iltimo, me parece importante destacar que gran parte de los autores examina-
dos, asf como la observacién directa de los trabajos matemaiticos, le conceden un papel
insistentemente relevante a las definiciones o, cuando menos, a la fijacién de las relaciones
entre los elementos considerados. Frege, por ejemplo, dedica gran parte de su esfuerzo a
definir el niimero y, cuando considera que lo ha logrado, pretende reconstruir légicamente

toda la aritmética a partir de esa definicién. Cantor afirma, por su parte, que para admitir

2 Porejemplo, Algebra de Saunders Mac Lane y Garrett Birkhoff, The Mac an Company, London,
1967; y Categories for the Working Mathematicien de Saunders Mac Lane, Springer Verlag, N.Y.

Heidelberg, Berlin



nuevas entidades en matemaiticas basta con que “no tengan contradicciones internas y
se establezcan relaciones definidas organizandas por medio de definiciones” (Cantor {1883)
inc. 8). Euclides comienza su Geometria definiendo punto, linea, dngulo recto, etcétera.
Para Hilbert, los axiomas son definiciones implicitas. Para Wittgenstein, las matema&ticas
se componen de igualdades, y las igualdades son definiciones de los simbolos empleados.
Frechet sugiere que las “sintesis inductivas™ se traducen en axiomas y definiciones. Kitcher
recalca la importancia de las estipuluciones en matemiticas. Galileo comienza el trabajo
que examinamos arriba definiendo ¢! movimiento uniforme y el uniformemente acelerado.
En fin, Cournot empieza también por definir la riqueza como un paso que distingue su

trabajo matemaitico de La Riqueza de las Naciones de Adam Smith.

En resumen, comparto la idea de que las matematicas forman parte de algin tipo de
conocimiento del mundo; me parece una buena explicacién para las predicciones matema-
ticas la hipétesis de que las disciplinas matemaditicas recogen en sus elementos bésicos algo
de lo empirico; acepto que las matematicas trabajan con estructuras y creo que uno de los
rasgos peculiares de los trabajos matematicos es que empiezan por definir las expresiones

- con las que expresan las entidades con las que trabajan o, cuando menos, inician fijando
las relaciones entre dichas expresiones. Ahora bien, para completar un primer panorama
de lo que, hasta ¢l momento, podemos decir de las matematicas, expondré a continuacién

las posturas que me parecen inaceptables con respecto a ese asunto.

Algunos empiristas, como Mill y Kitcher, parecen sostener que las matemaiticas se
diferencian de otras ciencias sdlo porque tratan objetos diferentes. Sin embargo, los in-
tentos de definir las matematicas por su objeto de estudio se han visto sistemiticamente
obstaculizados por el surgimiento de nucvos objetos o, si se prefiere, de nuevas entidades
matemaiticas. En esa linea, Aristételes, por ejemplo, creia que la matemitica era la ciencia
de un aspecto de todos los entes fisicos: la cantidad; pero, hoy dia, eso no es sostenible ya

que en ese caso la matemsitica se limitaria al estudio de la relacién “mayor que”, y cierta-



mente estudia también muchas otras relaciones. La versién mis moderna de esa postura
serfa interpretar la visién estructuralista diciendo que las matemaiticas estudian las rela-
ciones en general, o mejor adn, las estructuras mismas, o si se prefiere, las categorias; en ese
sentido, las matematicas serian la ciencia de las relaciones o, més bien, de las estructuras
o categorias. Sin embargo, aun cuando, como ya lo he expresado, estemos de acuerdo que
las matemadticas trabajan con relaciones formando estructuras o categorias, eso no implica
que el objeto de estudio de las matemaditicas sea, como sugiere Kitcher, las estructuras (o,
si se prefiere, las categorias). Afirmar esto, significaria que las matemaiticas se proponen
encontrar las leyes que rigen las relaciones, las estructuras o las categorias mismas; lo cual,
en todo c¢aso, se aborda iinicamente en las disciplinas matemadticas relativamente recientes
que tratan de las estructuras y las categorias; pero, junto a ellas, existen también muchas
otras disciplinas matemaéticas, como la aritmética misma, que surgicron y subsisten inde-
pendientemente de aquéilas. Podemos decir, hablando desde una metamatemsidticn, que
la aritmética puede verse como una estructura formada de ciertos conjuntos y relaciones;
pero, independientemente de esta consideracién que pretende “explicar™, en el sentido de
" Lakatos {ver arriba inciso 3.4), In naturaleza de la aritmética, ésta nocié y se desarrollé
sin recurrir a la nocién de “estructura™. Afirmar que el objeto de la aritmética cs cierta
estructura sélo porque la aritmética misma tiene esa estructura, equivaldria a sostener que

el objeto del juego de ajedrez, por ejemplo, es cierta estructura, sélo porque dicho juego

tiene esa estructura.

Por otro lado, algunos pensadores, como Frege, Russell, Hilbert y de cierta forma
también la escuela estructuralista del grupo Bourbaki, piensan que las matematicas son
una ciencia completamente axiomatizable; es decir, que podemos desprender todas sus
oraciones de ciertos axiomas, aunque sea de una forma arbdérea desprendiendo nuevas
ramas a partir de nuevos axiomas o leyes especiales. De cualquier forma, los trabajos de
Gédel que comentamos en el inciso 2.6 muestran que un sisterna formal finitista no puede

encerrar todas las verdades ni siquiera aritméticas. Lo cual le da la razén a pensadores
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como Wittgenstein y Putnam que sostienen que para comprender la matemidtica no basta
con ordenarla axiomaiticamente; sino que hay que ver, también, cémo se usan los axiomas
y en general las matematicas (segin Wittgenstein); o c6mo es que surgen y se desarrollan
las diferentes disciplinas matematicas (segin Putnam). Lo cierto es que, como veiamos
en 2.8, las matemaiditicas son algo m4ds de lo que puede recoger cualquier reconstruccién

axiomdtica que se haga de ellas.

En conclusién, si las mateméticas nos proporcionan cierto conocimiento, al parecer
recogiendo algunos aspectos del mundo (lo que les permite realizar predicciones) y, por
otro lado, si no tienen un objeto especifico de estudio, ni se desprenden de cualquier
nimero finito de enunciados, me parece que podriamos ver las matemdticas, méis bien,
como un método de conocimiento mediante el cual se pueden abordar diversos objetos.
Por otra parte, si los resultados matemdticos pueden verse como estructuras que pueden
interpretarse en diversos dominios, tal vez, podemos considerar dichas estructuras como
imégenes idcalizadas de esos dominios a la manera como lo sugieren Platén, Frechet y
Kitcher. Por altimo, si las matemdticas definen sus términos como, al parecer, una parte
sustancial de su quechacer, pienso que podernos ver las mateméticas como un método de
abordar diferentes dominios que consiste en construir estructuras que pueden verse como
imAgenes idealizadas de esos dominios y para lo cual define los términos con los que arma
dichas estructuras. As{ pues, en base a todo esto y tomando como guia los andlisis que
resumf al final de 4.2, en la prescnte indagacién sobre el nimero, estoy entendiendo por
‘matemidticas’, o mds bien, por ‘matematico” un métode de conocimiento mediante el cual
se construyen imigenes idealizadas de diversos dominios empiricos, racionales o, incluso,
matemidticos y que consiste, al menos, en los siguientes pasos: 1) aisla los elementos que se
consideran bésicos del dominio; 2) define esos elementos, por supuesto, mediante clementos
conocidos o fija, en calidad de axiomas, las rclaciones encontradas entre dichos elementos;
3) reconstruye idealmente el dominio inicamente en términos de los elementos previamente

definidos o fijados; 4) lo construido se desarrolla Iégicamente y puede relacionarse con otras
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construcciones anteriores; 5) sus el tos, conjunt te con otroe elementos similares,

pueden ser objeto de unea nueva ién del mi tipo (cuando se hace matemiitica
de la matemaAtica, por ejemplo, en la teorfa de grupos que estudia ciertas caracterfsticas

a varias dlgebras); y 8) la descripcién que se hace de los elementos aislados en el

paso 1 se puede ver como un sistema abstracto de condiciones que pueden ser satisfechas

no sélo por esos el tos, sino también por otros semejantes a ellos en tanto que cumplen

esas condiciones.

En ese sentido, los trabajos de Arquimedes, Galileo y Cournot que analizamos en el in-
ciso 4.2 son ejemplos de tratamientos matemadticos de ciertos dominios empiricos; la 18gica
matemaidtica y cierto tipo de filosofia®, como lo sugeri en ¢l inciso 2.8, scrian ejemplos de
tratamientos matemdticos de ciertos dominios racionales; las reconstrucciones formales de
las matemadticas mismas, tal como las expuse en ¢l inciso 2.6, serian ¢jemplos de tratamien-
tos matemiiticos de dominios matemaiticos que incluyen las oraciones matemadticas y sus
transformaciones; ¥ los trabajos matematicos sobre los grupos, estructuras y categorias, in-
clufdos también trabajos como los de Bourbaki, serfian, dentro de ¢sa perspectiva, ejemplos

de tratamientos matemaéticos de los “resultados” mateméticos.

Viendo asf las cosas, la diferencia entre los trabajos de, por ejemplo, Cournot y Adam
Smith, que abordan un mismo dominio y comparten varios supuestos, seria que Cournot
empieza definiendo sus términos y a partir de sus definiciones obtiene légicamente sus con-
clusiones, mientras que Adam Smith no define sus términos como base de su analisis. El

resultado de ambos trabajos se refleja en que la imagen del mundo econémico que resulta

3 Por ejemplo, pienso que eec co ol caso de la Concepcién Estructuralista de la Ciencia expuesta con
baatante claridad en The Structuralist View of Theories. A Poasible Analogue of the Bourbaki
Programme in Physical Science de Wolfgang Stegmiler, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, 1979, sn
Moulines [1982] y mfs recientemente en AN Architectonic for Science de W. Balser, U. Moulines y J.

Sneed, Reidel Publishing Company, Dordrecht, 1967

160



de usar un método matemético o no matemaético es diferente, en tanto que, por ejemplo, la
imagen que present$ Cournot es un lfmite bien definido al que tiende la sociedad cconémica
que estudié; mientras que la imagen que presenté Adam Smith en la Riguezra de las Na-
ciones es menos precisa en sus contornos. De cualquier forma, ambas son imagenes que
nos sugieren ver de cierta forma determinadas sociedades econdmicas: una presentindonos
su esqueleto, por decirlo de algin modo y la otra, comentidndonos algunos aspedtos im-
portantes de su comportamiento. Hasta qué punto es preferible tener el esquelcto, o lo
otro? Yo dirfa que ambas imagenes pueden complementarse para darnos una idea mdis
exacta del dominio en cuestidn, como lo suger{ al final de 2.6. Las limitaciones de los sis-
temas formales nos dan una idea de que, en general, a los esqueletos siempre se les escapa

algo; ¥ eso tendria que abordarse sin recurrir a otro esqueleto, es decir, por un método no

matemaitico.

4.4 En ese contexto, ;qué podrfan ser los nimeros?

Los matematicos profesionales generalmente sélo aceptan sobre los niimeros lo que Qice
la aritmética: es decir, que la suma de ellos es conmutativn, asociativa, etcétera. Es-
tos matemdéticos ordinariamente trabajan con los niimeros combindndolos entre ellos o con
otras entidades mateméticas como los puntos, descubriendo nuevos niirneros y encontrando
regularidades en su comportamiento. Si le preguntamos a uno de estos matemiticos qué
son los nimeros, seguramente nos contestari que son todos aquellas entidades matem4éticas
que tienen las propiedades que hasta ahorn se les conocen. No obstante esta caracterizacidén
es incompleta porque siempre pueden surgir, y de hecho han surgido, nuevos niimeros que
pueden modificar nuestra actual manera de ver los nimeros (ver arriba 2.2). As{ pues, al
parecer, dichos matemd&ticos no pueden decir, con sus recursos, qué son los mimeros en
general. Por otro lado, los que han intentado reconstruir la aritmética se sitdian en un
nivel metamatemadtico ¥y construyen, segin vimos en 2.6 y 4.3, una imagen ideal de los

nameros aritméticos tratando de “explicar” su naturaleza y, en ese sentido, son refutables

161



como lo sosticne Lakatos®. Tal como dice Wittgenstein, de hecho podemos tener miiltiples
imégenes de un mismo objeto. Si estas imsdigenes realmente retratan ¢l objeto que pre-
tenden, diferirén, tal vez, sélo en los recursos que utilizan, o bien, también en los elemen-
tos del objeto que recogen. Viendo asi las cosas, como ya lo hemos sugerido, las imégenes
que construyeron Dedekind y Peano (utilizando sistemas conceptuales diferentes) recogen
de los nuimeros aritméticos sélo su aspecto estructural. El exito, aunque relativo, de las
reconstrucciones de Dedckind y Peano hace pensar que ¢n cfecto lo nimeros con los que
trabajan los matema4dticos pueden verse, en cierto sentido, como elementos de determinadas
estructuras abstractas; o con otras palabras, que dichos nimeros tiene una estructura. No
obstante, aun cuando esas y otras reconstrucciones muestren que los nimeros aritméticos
tienen una estructura, eso no implica que dichos nimeros sean sélo eso: lo tGnico que
muestran es que pueden verse, €n cierto sentido, como tal cosa.
La siguiente cuestién es preguntarnos si se han dado mejores retratos que otros; es
decir, si algunos han recogido més elementos que corresponden a los niimeros aritmdéticos.
___Cicrtamente, las imigenes que construyeron Dedckind y Peano recogen gran parte de lo
que son los nimeros aritméticos: su aspecto estructural; pero jes eso todo lo que podemos
decir de los nimeros aritméticos? En los incisos 2.2 y 2.5 presenté algunos argumentos
adicionales a los de Frege y Russell para apoyar la idea de que, en efecto, hay algo mas que
lo puramente estructural en los niimeros aritméticos. Ahora podria afiadir otro argumento:

aceptando la concepeién de las matemiticas que propusimos en 4.3, aun cuando aceptemos

que los nidmeros, al ser un resultado del método matemaitico, conforman algo que puede
<

Un contracjemplo de la aritmética no puede refutar una imagen ideal de éata, porque Ia imagen es un

retrato idealizado al que se le

o os de Ia aritmética. Radl Orayen me sugirid Jo

Que me parece una buena solucidn al feapecto. Tal como sucede, par ejemplo con las Iryes de la balansa de

© con las p piricas del i de Galileo, pusde pensarse en una diferencia

tolerable entre un dominio y su imégen ideal. Da eaa forma, podria p i ¢ una dif i 1 bl

entre 1a aritmdtica y uns reconatruccién axiomitica de 1a misma.
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verse como una estructura, si los reducimos a eso, se nos esti escapando la circunstancia de
que esa estructura es una imagen de algo; eso seria como ya lo sugerimos en 3.1 pretender
que el retrato de una persona puede explicarse cabalmente analizando sélo los colores, los
contrastes, la belleza y la armonfa, olvidando que intenta retratar a alguien. Sin embargo,
un retrato mientras sea mas esquematico tiene mayor posibilidad de retratar otras cosas
parecidas a las originalmente propuestas. Tal es el caso de la estructura abstracta de
la aritmética que, aun aceptando que originalmente se habia propuesto para idealizar
determinado dominio empirico, puede, sin embargo, retratar también otros dominios no
previstos originalmente. De cualquier forma, esto no implica que debamos ignorar que

pretende retratar algo. Una pintura es, ante todo, una pintura de algo.

Los reconstructores de la aritmética como Dedekind y Peano intentan, como lo men-
cionamos en 2.2, dar una caracterizacién general de los nimeros. Pero los resultados del
trabajo de Godel, como lo veiamos en 2.6, nos permiten afirmar que ninguna enumeracién
finita de las propiedades de los nimeros es suficiente para contener toda la aritmética; y,
por consiguiente, que en particular hay algo mas que las caracterizaciones de Dedckind ¥
Peano no recogen. Pero ;qué es aquello que estas caracterizaciones no recogen? A ciencia
cierta, por el mismo resultado de Gédel, resulta imposible contestar a eso de una manera
completa. Las imdgenes construidas por Frege, Russell, Wittgenstein, Frechet y Kitcher,
como lo vimos en log capitulos anteriores, “hablan” de algo mis que lo puramente es-
tructural con respecto a los niimeros aritmeéticos. Frege y Russell, por ejemplo, intentan
recoger dos ideas generalmente aceptadas: a) que los matemiticos ven los nimeros como
objetos especificos cuando afirman, por ejemplo, que el 2 tiene tal propiedad; y b) que el
uso extramatematico de los nameros los relaciona estrechamente con ciertos conceptos; por
ejemplo, sostienen que al hablar de¢ estos 2 caballos se estid vinculado el 2 especificamente
con el concepto “— es un cazballo que estd aqui”. Por su parte, Wittgestein, Frechet y

Kitcher, tomando en cuenta las aplicaciones empiricas de los nimeros, intentan recoger en

sus imagenes el fendmeno que garantiza que las leyes aritméticas se cumplen también en
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el mundo empirico (como lo muestran, por ejemplo, los trabajos de Arquimedes y Galileo
vistos en 4.2). De ah{ que ellos construyan imégenes de los nimeros aritméticos que los
presentan a éstos, a su vez, como imsagenes idealizadas de algo empirico o vinculado con lo
empirico. As{ pues, aun cuando no podamos dar una definicién completa de los nimeros
aritméticos, lo que si podemos afirmar es que el término ‘ndmero’, tal como lo usan los
matemadticos, los que vinculan los miimeros con los conceptos y los que aplican las leyes
de los nimeros a lo empirico, tiene también los usos que recogen las imdgenes construidas

por Frege, Russell, Wittgestcein, Frechet y Kitcher.

Ahora bien, segin lo expuesto en el incise anterior, entendemos les matemadticas como
un método de conocimiento que construye imagcnes abstractas de ciertos dominios y que
al ser abstractas pueden también representar otros dominios. As{ pues, lo matemaitico, o
bien, es parte del método mismo, o bien, es una imagen que ha resultado de la aplicacién
del método. Por otro lado, como dice Wittgenstein y lo confirma la matematica actual,
- -*“los nhmeros no son fundamentales para la matemadtica” (Wittgenstein [1967] ver. 706).

Tomando esto en cuenta, los nimeros de los que habla In aritmética no pueden formar
parte del método matemitico y tendrin que ser, mas bien, un resultado de la aplicacién de
dicho métoda. Pero, si los nimeros aritméticos son un resultado del método matemitico,
entonces tendri que haber algo extramatemaitico sobre lo cual tuvo que haber sido aplicado
el método. El resultado de una matematizacién es una imagen ideal del dominio sobre el
cual se ha aplicado el mmétodo matematico; y por lo cual, los ndameros aritméticos tendrian

que ser vistos como imidgenes ideales de ciertos “niimeros” no matemsiticos.

Asi pues, si los matemaéiticos se refieren con ‘nimero’ {al decir, por ejemplo, que
V2 es un nimero irracional) a algo que intentan representar los reconstructores de la
aritmética mediante lo que ellos se refieren con ‘nimero’ (al decir, por ejemplo, que un
nidmero es la extensién de un conecepto), entonces podemos decir que dichos referentes
no son lo mismo ya que se estd hablando de “nudmeros™ de dos niveles:

los nimeros
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aritméticos que estdn en un nivel x de abstraccidn, y las reconstricciones de ellos que
estarfan en un nivel de abstraccién r + 1. Por otro lado, los que representan los fenémenos
empiricos mediante nimeros aritméticos estan usando ‘nimero’ de una forma diferente a

los matemdticos. Para entender a qué se refiere el ‘3' de la expresiéon ‘estos 3 caballos’,

recordemos que ‘estos 3 caballos’ es equivalente a la expresién ‘esto es un trio de caballos™;
¥ decir “un trio de caballos™ es lo mismo que afirmar que algo empirico (estos caballos) que

ha sido previamente conceptualizado con el concepto “— es un caballo™ entra dentro de la

clasificacién de “-~ es un trio”; o, con otras palabras, sc estd afirmando que algo empfrico-

conceptual entra dentro de cierta clasificacién; en nuestro cjemplo, la clasificacién es en
trfos ¥ no trios. Si el “3” fuera el 3 de la aritmética, las expresiones ‘estos 3 caballos’ y ‘este
trio de caballos’ no serian equivalentes; ya que la primera reficre a algo en términos del 3
matematico, mientras que la segunda refiere a a2lgo en términos de un trio; y no podemos
decir que 3 = trio, ya que el 3 es iinico y los trios pueden ser muchos; tampoco podriamos
decir que 3 = “— es un trio”, ya que el 3 no es una clasificacién porque nada cae bajo é}
—y, ademads, las clasificaciones no tienen criterios de identidad claramente definidos como

lo tiene el 3 aritmético. Aunque, por otra parte, el 3 aritmético puede verse como una

idealizacién de la clasificacién en trios, ya que el comportamiento matemadtico del 3 retrata
idealizadamente el comportamiento de las clasificaciones en trios, pares, etcétera; por

ejemplo, podcemaos obtener la clasificacién “— es un quintceto” a partir de las clasificaciones

De tal suerte que, a

“~ es un trio” y “— es un par”, y, matemdticamente, 3 + 2 = 5.

pesar de que ciertamente hay una fucrte vinculacién entre “~ es un trio” y el 3 de la

aritmética, hay también una diferencia. Por consiguiente, habra que distinguir el referente

de '3’ en la expresién matemadtica ‘3 + 2 = 5' y el referente de ‘3° en la expresién ‘— estos

3 caballos’. Siguiendo a Frechet, Kitcher y Wittgenstein y segin, también, la concepcién
de la aritmética que he propuesto aqui, los niimeros aritméticos serfan una idealizacién
de algo que podriamos llamar “ntmeros primitivos”. Asi pues, si los nimeros aritméticos

estin en un nivel de abstraceién z, las clasificaciones con respecto a los cuales ellos pueden

165



verse como idealizaciones estardin en un nivel de abstraccién r —~

Esta manera de ver las matematicas y los nimeros aritméticos posibilita plantear la
hipétesis que principalmente quisiera defender aqui: gran parte de la confusién que pudimos
apreciar en los autores examinados acerca de la naturaleza de los niimeros sc debe a que se
ha estado usando cl mismo término ‘niimero’ basicamente para referirse a tres entidades
diferentes, aunque vinculadas: a) para referirse a los “nimeros™ que llamaremos de primer
nivel y que estdn en un grado de abstraccién con respecto a las matematicas de r — 1;
b) para referirse a los nimeros aritméticos que llamaremos de segundo nivel ¥ que estin
en un grado de abstraccién x; y c) para referirse a las reconstrucciones de los nimeros
aritméticos que llamaremos de tercer nivel y que estin en un grado de abstraccién con

reaspecto a las matemdticas de = + 1.

Ahora bien, jqué podemos decir sobre los nmiimeros de esos tres niveles de acuerdo
al uso que les han dado los autores axaminados? Por supucsto, habri que advertir que
no intentaré definir aqui los nimeros del primer nivel, ya que, segin mi propuesta, la
aritmética se encarga de cllo; tampoco intento definir los nimeros del segundo nivel, ya
que no pretendo hacer matemaditica de la matemadtica: con cllo sélo crearia nimeros del

tercer nivel, como lo hacen las rcconstrucciones de la aritmnética. Lo tinico que intentaré

erd aclarar y precisar un poco mis a qué cosas podemos decir que se estdn refiriendo los

que hemos dicho que hablan de los niimeros de los tres niveles apuntados.

De acuerdo & lo anterior, ;qué podemos afirmar de los nimeros de primer nivel? cn
primer lugar, que pueden verse como clasificaciones; en segundo lugar, por reflexiones
como las de Frege, Russell y las que hemos hecho aqui mismo, podemos decir que, a
su vez, cstin asociados fucrtemente a ciertas clasificaciones previas; y, en tercer lugar,
podemos decir que los nimeros aritméticos son una representacién esquemaitica de ellas
que debe recoger gran parte de lo que son, en tanto que permiten hacer predicciones como

las de Arquimedes y Galilco. En base a eso, considero que podemos ver estos niimeros
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como clasificaciones de segunda instancia o reclasificaciones, es decir, como clasificaciones
secundarias formadas a partir de, o usando, clasificaciones primitivas. En esos términos,
un sistema clasificatorio primitivo podemos decir que divide los objetos, por ejemplo, en
animales, minerales, etcétera, o en verdes, rojos, etcétera. Mi propuesta, que creo es
cercana en este punto a la de Russell, es que los niimeros de primer nivel dividen los objetos
en trfos, pares, etc. y para lo cual, necesariamente se montan sobre una clasificacién previa,
¥a que un trfo, por cjemplo, es siempre el trio de algo, es decir de animales, minerales, o lo
que sea. En ese sentido, el “tres”™ de primer nivel, por ejemplo, seria la clasificacién bajo la
cual caen todos los trios, y un trio de hombres, por ejemplo, es algo empirico que ha sufrido
una primera clasificacién. De igual forma, el “dos” de primer nivel serfa la clasificacién
bajo la cual caen todos los pares; “3/5" de primer nivel seria la clasificacién bajo la cual
caen todas las tres quintas partes de lo que sea; “n” de prirner nivel serfa la clasificacién
bajo la cual cae todo aquello que podamos representar por el 3.1415... de segundo nivel,

etcétera.

Considero que los nimeros de primer nivel son los que Russell describe al decir: “Es
claro que concebir los nimeros es una mancra de agrupar... Podemos suponer a todos los
pares en un grupo, a todos los trios en otro y asf sucesivamente™{Russell {1919] cap. 2, p.
14). De esa forma, los nimeros de primer nivel, recogen la idea de Frege de que los ntimeros
estdin siempre asociados a los conceptos. De hecho, segin mi sugerencia, los nimeros de
primer nivel serian clasificaciones formadas a partir de ciertos conceptos (o clasificaciones
previas) a los que, por consiguicente, estarian fuertemente asociadas; de cualquier forma.
Para Frege, el nmiimero del concepto “dedos de una mano” es la extensién de un concepto
F bajo el cual cae todo concepto, incluido “dedos de una mano™, tal que los objetos que

caigan bajo é! puedan ponerse en correspondencia biunivoca con los objetos que caigan

bajo “dedos de una mano™; mientras que yo sugiero que veamos el mimero de primer
nivel correspondiente como la clasificacién “cinco™ bajo la cual caen todos los quintetos,

es decir, las extensiones de los conceptos que agrupa el niimero fregeano, o las clases que
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agrupa la clase de clases russclliana correspondiente. En esos términos, como deciamos
anteriormente, después de dividir el mundo en animales y vegetales, etcétera, podemos

pensar que los nimeros de primer nivel reclasifican el mundo en trios, pares, etcétera.

Por otro lado, asi como hay disciplinas que estudian con diferentes métodos los mine-
rales o los vegetales, etcétera, la aritmética seria el estudio matemdtico de los trios, pares,
etcétera. Y como, al menos, gran parte del mundo pucde ser reordenado bajo el sistema
clasificatorio de los nimeros, podemos decir que las leyes de la aritmética en realidad hablan
del mundo visto a través de las clasificaciones numeéricas. De hecho, la eficiencia de las
predicciones aritméticas nos hace pensar que las leyes de los nimeros matematicos reflejan
aunque sea de forma ideal las relaciones entre esas reclasificaciones que serian los niimeros
de primer nivel. Por ejemplo, se cumplen empiricamente las regularidades mimericas que
obtuvieron matemadticamente Arquimedes y Galileo, y ambos reclasificaron sus dominios
de estudio en términos numedricos de primer nivel; ya que en vez de estudiar la gravedad y
el movimiento en tanto que se trataba de piedras o de animales o de cualquier otra forma,
estudiaron la pesadez y los cambios de lugar sélo en tanto que eran unidades, pares, trios,
etcétera; es decir, en tanto que uno era el doble, el triple o la mitad de otro. Ademas,
ellos aplicaron también las leyes generales que enuncia la aritmética a las relaciones entre
las clasificaciones numeTricas particulares con las que trabajaron; y esto sélo es posible si
la aritmética enuncia leyes que, aunque sea de forma ideal, valen para las clasificaciones
de tfos, pares, etc. y, por consiguiente, para los trio o los pares de pesos, tiempos, o

velocidades con los que ellos trabajaron.

Los nudmeros del segundo nivel serian los ndmeros de los que habla la aritméticar
los naturales, los primos, los irracionales, los transfinitos, eteétera. Wittgenstein, al de-
cir que los nameros son figuras, Frechet, al decir que los nimeros son representacioncs
esquemdticas y Kitcher, al decir que son operaciones de un agente ideal, se refieren al se-
gundo nivel y hacen alusién a que hay algo en el primer nivel. As{ pues, en ese sentido,

=l
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podemos ver los nimeros de segundo nivel como figuras o representaciones esquemaiticas de
las reagrupaciones niimericas que hemos llamado nimeros de primer nivel. Aunque, como
yva lo mencionamos, los niimeros de segundo nivel podrian ser figuras también de otros

dominios no previstos en el uso que sc hace de cllos actualmente en el lenguaje ordinario

y cient{fico.

No obstante, al parecer en contra de esta visién de los niimeros aritmdéticos, sabemos
que al menos algunos nimeros aritméticos no tuvieron un origen extramatemitico, sino
que miéis bien, hasta donde se puede constatar, surgicron de necesidades internas de la
aritmética al trabajar con los nimeros aritméticos ya dados. Este es el caso, por cjemplo,
de los ntimeros fraccionarios que, al parecer, surgieron como una extensién de la operacién
de divisién entre los entcros. Sin embargo, esto también podriamos explicarlo desde la
perspectiva propuesta haciendo ver que una caracteristica muy peculiar de las clasifica-
ciones numeéricas {es decir, los nimeros de primer nivel) es que podemos obtener una de
esas clasificaciones, no sélo usando conceptos no-numéricos previos como mencionamos
anteriormente, sino también a partir de otras clasificaciones nimericas ya dados. Y asi,
a partir, por ejemplo, de la clasificacién que agrupa a los trios y la que que agrupa a los
pares, se puede obtener la clasificacién que agrupa a los quintetos aun cuando nunca se
haya observado un quinteto, si previamente se habia observado que un cuarteto es la unién
de un trio y una unidad, y que un par es la unién de dos unidades. De esa forma la clasifi-
cacién “cinco™ puede surgir no sélo como una forma de agrupar quintetos observados, sino
también porque se observé que las unidades, pares, trios ¥ cuartetos son entidades que

pucden obtenerse unas a partir de otras.

Si vemos los nimeros de segundo nivel como figuras de las clasificaciones narmericas,
lax operaciones aritméticas estarfan recogiendo idealmente cse tipo particular de rclaciones
entre las reagrupaciones que son los nimeros de primer nivel. Por supuesto, los niimeros

del segundo nivel, que son de los que hablan los mateméticos, son, como diria Platén, pro-
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totipos perfectos; y Ias clasificaciones que permiten agrupar trios o pares reales se parecen

a ellos s&lo imperfectamente. Dos clasificaci son e algo mais que una; sin olvidar

que las clasificaciones, por tener cierto caraéter intensional, no tienen criterios de identidad
bien definidos. Ademais, si tengo un quinteto de lo que sea, serd seguramente diferente que
tener un par y un trio; ya que podemos adrmitir, sin mucha dificultad, que todos los quin-
tetos tienen caracterfsticas especiales que no tienen ni los pares ni los trios. De cualquier
forma, si uniendo un par y un trio obtenemos siempre un quinteto, independientemente
de las caracteristicas de los pares, trios o quintetos tomados individual o colectivamente,
podemos aislar esa propiedad y definir el 5 como igual a 2 + 3. Al estudio matemaidtico
de las clasificaciones numeéricas es a lo que llamamos aritmética; y, segin la postura que
adoptamos, e] estudio matemaitico de lo que sea se caracteriza, entre otras cosas, por tra-
bajar con definiciones sacando conclusiones a partir de lo previamente definido. As{i pues,
aritméticamente 2 + 3 pueden ser igual por definicién a 5; aun cuando un par y un trio
no sean estrictamente igual a un quinteto y, por consiguiente, la clasificacién “dos” y la
clasificacién “tres™, en rigor, sean diferentes a la clasificacién “cinco”™. As{ pues, si las
relaciones entre las clasificaciones nimericas, mediante las cuales unas sc pueden obtener
a partir de otras, se definen como operaciones que por definicién valen para todos los
nimeros (con algunas exepciones como la divisién entre 0), el surgimiento de, al menos,
algunos de los niimeros nuevos que nacieron por necesidades internas de las matemdéticas,
¥ no para representar originalmente ciertos clasificaciones ntmericas, pueden explicarse

desde la perspectiva propuesta como un resultado de las definiciones adoptadas.

Los nitimeros de tercer nivel serian figuras de las figuras aritméticas. Algunas de ellas
incluirian mds o0 menos elementos légicos que otras y eso las harfa mas o menos formales.
Las figuras, o reconstrucciones de la aritmética, que pretenden recoger no sélo los re-
sultados matemdéticos, sino también los encadenamientos que establecen los matematicos
entre sus oraciones, son las que se !llaman figuras formalizadas e intentan definir todos

esos recursos de los que se valen los matemdéticos; y las figuras, o reconstrucciones, que
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no pretenden definirlo todo, particularmente los métodos de inferencia, se denominan més
o menos informales. El acento estaria, creo, en qué es aquello que definen y qué tanto
dejan sin definir. En ese sentido, por ejemplo, Dedekind, Peano y la escuela estructura-
lista presentan imégenes de tercer nivel que intentan recoger los niimeros como resultados
matemadticos, es decir, en su aspecto estructural; la aritmética de Mill, sugerida por Kitcher,
presenta una imagen de tercer nivel similar a las de Dedekind y Peano, pero que ademés
pretende recoger las aplicaciones empiricas de los ndmeros; Hilbert y los formalistas pre-
sentan imagenes de tercer nivel que intentan recoger no sélo la estructura de los nimeros
matematicos, sino también la légica que llevan implicitos los razonamientos aritméticos;
y Frege y Russell presentan imdgenes como las de Hilbert, pero con las cuales intentan
recoger, ademaés, el uso de los mimeros matemaiticos en el lenguaje ordinario al insistir en
que los nimeros estdn siempre ligados a los conceptos De cualquier forma, las diferentes
figuras de los niimeros aritméticos que han dado los autores que examinamos pretenden
definir dichos nimeros, obviamente, en base a ciertos términos previamente definidos o
- aclarados. Asi, Frege, por ejemplo, los define como extensiones de ciertos conceptos; Can-
tor, como abstraccionecs obtenidas a partir de los conjuntos; Dedekind, como cortaduras
o lugares en una serie, y Kitcher como manipulaciones ideales con objetos. A partir de
esas definiciones, y por supuesto de ciertas reglas de inferencia midis o menos explicitas,

construyen una representacién esquemsitica de la aritmética.

En muchas interpretaciones de esc trabajo, por ejemplo en el articulo de Benacerraf
que analizamos en el inciso 2.5, se afirma que las reconstrucciones sélo dan una semaéntica
o interpretacién adccuada para la aritmética. Sin embargo, esto seria cierto tinicamente
si vemos la aritmética sélo como una estructura. Ciertamente la aritmética forma una
estructura; como también la forma una reconstruccién de la aritmética ya que, segin mi
propuecsta, igualmente utiliza el método matemaitico. Por otro lado, ambas estructuras
deben ser isomorfas para que una de ellas sea figura de la otra; pero jqué decide que una

sea la figura de la otra? Segin mi propuesta, el hecho que esté idealizando clementos de
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la otra introduciendo definiciones implicitas o explicitas en un plan explicativo, como lo

sugiere Lakatos y como, de hecho, hemos visto que lo hacen las reconstrucciones de Frege,

Russell y Dedekind.

Para terminar, sélo quisiera recalcar que la distinciéon conceptual que propongo pucde
ayudar a desbaratar los problemas que surgen del uso poco preciso del término ‘namero’
ubicando las diferentes afirmaciones acerca de los nimeros y permitiendo fijar, asf, sus
limites y aleances; y, para lo cual, dnicamante habria que empezar por especificar de qué
nimeros se estd hablando: de los niimeros del primero, segundo o tercer nivel. En ese
sentido, podemos decir que todos los autores examinados aqui tienen razén, al menos en
parte. Por ejemplo, si entendemos la afirmacidn de Dedekind, de que los niimeros son sélo
lugares en una serie, como una afirmacién de tercer nivel, que intenta recoger los niimeros
aritméticos sélo en tanto que resultados matemaiticos tomados en abstracto, podemos es-
tar de acuerdo con él. Igualmente, estaremos de acuerdo con Frege cuando dice que los
nimeros son extensiones que agrupan conceptos, si esto lo entendemos como describiendo
‘ntmeros del tercer nivel que intentan recoger los nimeros aritméticos tal como se compor-
tan en ¢l manejo matemdético de los mismos y en su relacién con los conceptos en general.
También estaremos de acuerdo con los matemaéticos que no reconocen en los nimeros sino
sus propiedades aritméticas, si comprendemos que se refieren sélo a los nimeros de segundo
nivel. Y, en fin, si cuando Arquimedes y Galileo hablan de las longitudes, pesos, distan-
cias, ticmpos y velocidades en términos de los nimeros matemiticos del segundo nivel lo
entendemos como haciendo alusién a cierto aspecto de los nimeros de primer nivel que
es representable por las figuras o representaciones esquermndticas del segundo nivel, pode-
mos estar de acuerdo con ellos. En resumen, si aceptamos dicha distincién conceptual,
entenderemos las afirmaciones sobre los nimeros como afirmaciones sobre los nimeros de
primer, segundo o tercer nivel que he descrito. Eso ubicardi los limites y alcances de esas
afirmaciones, y permitird entender mejor sus difercncias. No obstante, para establecer

definitivamente esa distincién conceptual, ademds de las justificaciones tedricas que he
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p: do aquf, se itarfa, por supuesto, explorar més ampliamente en la prictica las
ventajas de su uso. Esto, sin embargo, rebasa mis fuerzas y es ma4s bien una tarea que le
corresponde a los matemadticos, a los reconstructores de la aritmética y a loa cientificos que
aplican los nimeros a los objetos que conforman los hechos del mundo. Quede, pues, el

presente trabajo sélo como la propuesta de ciertas ventajas y cierta viabilidad de establecer

1a ionada distincié ptual.
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CONCLUSIONES

Aparentemente los diferentes especialistas que han hecho afirmaciones acerca de los nd-

Sin

meros se refieren a lo mismo y sélo difieren en las caracteristicas que le atribuyen.
embargo, la conclusién mas importante del analisis que he realizado aqui es que en realidad

pueden distinguirse tres tipos de entidades diferentes, aunque estrechamente vinculados,

a los Que s¢ han estado refiriendo con ¢l mismo término ‘niimero’. Lo que parccia una

diferencia dnicamente de sentidos en las afirmaciones sobre los nimeros, resulté, también,

una diferencia de referentes.

Los especialistas que hablan sobre los ndmeros son bésicamente cientificos, matema-
ticos y filésofos. Los cientificos describen algunos hechos del mundo con afirmaciones que
involucran nimeros aparentemente aritméticos; por ejemplo, en la teoria galileana que
analizamos en 4.2, se afirma que los cuerpos en caida libre recorren en los intervalos de
tiempo 1, 2, 3, etcétera, espacios que estin en la proporcién 1, 3, 5, etecétera; y, aun
cuando ésta sea una afirmacién sobre lo empirico, los nimeros mencionados se comportan,

al menos, aproximadamente igual que los naimeros de la aritmética. Por otro lado, los
matematicos describen propiedades de los niirmeros de la aritmética al afirmar, por ejemplo,

que 2 4+ 3 = 3 + 2

Por idltimo, los filésofos han tratado de dar una caracterizacién
general de los niimeros aritméticos al decir, por ejemplo, que los nimeros son extensiones

que agrupan conceptos o clases de clases o cortaduras, cteétera. Estos dltimos son los

dnicos que pretenden decir de una manera general lo que son los nGimeros aritméticos. De

cualquier forma, tanto los cientificos, como los filésofos y no se diga los matemaiticos se

refieren a entidndes que si no son directamente los nimeros aritinéticos, cuando menos

estin estrechamente vinculadas con éstos. Por cllo mi anilisis empieza por buscar una

caracterizacién general de los ndmeros aritméticos para poder delimitar si sélo se estd
hablando de ellos.

Los filésofos analizados aqui, como Frege, Russell ¥ Dedekind, han construido sistemas
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axiomdticos mediante los cuales pretenden describir los niimeros aritméticos. De hecho,

intentan probar lo correcto de sus caracterizaciones mostrando que en ellas se recoge nde‘-
cuadamente el comportamiento aritmético de los nimeros. Sin embargo, los trabajos de
Gddel y otros han probado que ningin sistema axiomatico finitista es capaz de recoger toda
la aritmética; y, por consiguiente, la aritmética es algo mdis que los sistemas axiomaiticos
de Frege, Russell o Dedcekid no recogen. Por consiguicnte, no podemos decir que scan lo
mismeo los nimeros aritméticos que las reconstrucciones axiomaticas que se hagan de éstos.
M3is bicen, creo que debemos ver esas reconstrucciones como pinturas o retratos idealiza-
dos de la aritmética. En ese sentido, cuando Frege dice que los nimeros son extensiones
que agrupan conceptos esti describiendo ciertos “nimeros” que he llamado de tercer nivel
que intentan retratar o parecerse a Jos niimeros aritméticos que he Ilamado de segundo
nivel. En esos términos, si Frege quiecre referirse a los nimeros aritméticos mediante sus
“mimeros™ de tercer nivel, tendra que decir que los nimeros aritméticos pueden verse comno
extensiones que agrupan conceptos. Y lo mismo pasaria con los otros reconstructores de la
aritmética. Asi pues, de ahf se inficre que pueden distinguirse dentro del uso del término

‘nimero’, al mcnos, los dos referentes mencionados, uno de los cuales intenta ser el retrato

del otro.

Las diferentes afirmaciones de los filésofos de la aritmética que analizamos en el pre-
sente trabajo pueden dividirse en dos grandes grupos: las que sostienen que los niimeros
aritméticos son sélo lugares en una serie, es decir elementos de estructuras abstractas;
¥y las que afirman que hay algo extramatemitico (como pueden ser los conceptos) a lo
cual pueden vincularse los nimeros aritméticos; siendo ésta una propiedad no estructural
porque vincula nimeros especificos con entidades extramatemadticas independientemente
de las rclaciones de los niimeros entre si. Esto nos plantea la cuestién de si lo matemdtico
es puramente estructural o algo mds, y nos obliga a tratar de precisar qué puede scr
Con este propdsito, ademds de considerar los autores ana-

propiamente lo maternaitico.
lizados aquf cuando se refieren a las matemaiticas en general, crei pertinente efectuar un
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andlisis directo de ciertos momentos paradigmiticos en los cuales se presentaba muy vincu-
lada la matematica (reconocida universalmente como tal} con elementos no matemaéticos
(a! menos, no claramente mateméiticos como puede ser lo empirico). La hipéStesis que
adopté aquif es que lo que comparten esos momentos (conerctamente “el equilibrio de los
planos” de Arquimedes, “la ciencia del movimientos uniforme y uniformemente acelerado”™
de Galileo y Los Principios Matemdticos de la Teoria de la Riqueza de Cournot) con lo
claramente matematico (como los Elementos de Geometria de Euclides) puede ser lo pro-
piamente matemitico. De acuerdo a ¢so, entiendo por ‘matemaitico’ un método mediante
¢l cual se construyen imagenes idealizadas de diversos dominios empfiricos, racionales o, in-
cluso, matemadéticos; donde las imigenes son estructuras abstractas que pueden “retratar™

también otros dominios que compartan con el original ciertas caracteristicas estructurales.

Puesto que los niimeros aritméticos no son esenciales en matemdticas, no pueden ser
parte del método y tendrian que ser, mas bien, un resultado del método matematico al
haberse aplicado éste sobre algin dominio. De acuerdo a lo anterior, considero que pueden
distinguirse los niimeros aritméticos que he llamado de segundo nivel, y los “niimeras™ del
primer nivel que serian aquellas entidades que se intentan representar idealmente con los
nidmeros aritméticos llamados, por eso, de segundo nivel. Si las leyes aritméticas no fueran
una idealizacién de algo emplirico o conectado con lo empirico no se explicaria que por

casualidad coincidieran con el comportamiento de algunos dominios empfiricos.

1+ d

po

Actual-

bir que se construyan estructuras por ¢l s6lo gusto de construirlas;

pero resulta muy dificil de pensar que las primeras culturas que empezaron a trabajar
con nimeros los hayan inventado sin algidn fin prictico especifico. Asf{ pues, coneibiendo
los nimeros aritméticos como idealizaciones de algo extramatemaitico pueden explicarse
mejor las ciertamente exitosas aplicaciones de los niimeros a ciertos dominios empfiricos.
Quienes, como los estructuraiistas, piensan que aplicar los nimeros de la aritméticn para
contar objetos del mundo es sélo aparear éstos con lugares de una serie matemitica, no

ven que al hacer tal cosa hay una intermediacién de conceptos y, en base a éstos, hay una
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fijacién de los lugares de la serie con algo extramatema4tico. Para contar necesito primero
saber qué voy a contar: caballos, animales, objetos individuales, etcétera; y, para ello, debo
recurrir a una clasificacién previa de las cosas que voy a contar. Al aparear, por ejemplo,
el lugar = de una serie con objetos previamente conceptualizados, le corresponderid a ese
lugar z determinados conceptos, a saber, aquellos bajo los cuales caigan z objetos. De esa
forma, el lugar x queda anclado con esos conceptos ¥y no con otros; de tal manera que, en
lo sucesivo, puedo definir ¢l lugar z sin tomar en cuenta su relacién con los otros lugares
y sSlo mediante su vinculacién con dichos conceptos. Podria decir, por ejemplo, que el
lugar r es aquel que esta vinculado con csos conceptos y no con otros. En esos términos,
podemos decir, con Russell, que el niimero r es lo que ticnen en comiin esos conceptos, o

bien, con Frege, que el nimero z es la agrupacién de esos conceptos.

Los nmimeros matemaiticos concebidos como elementos de estructuras abstractas pue-
den teéricamente interpretarse en miltiples dominios, uno de los cuales seria ¢l que ori-
ginalmente se intenté idealizar. Al parecer, este dominio estd estrechamente relacionado
con clasificaciones primitivas, lo cuanl se manifiesta en el uso empirico de los ndmeros
en afirmaciones como “4 caballos”™. De acuerdo a eso, los nimeros de primer nivel (al
menos, en el uso de!l lenguaje ordinario) pueden verse como clasificaciones de agrupaciones
producto de clasificaciones previas. La clasificacién “3" seria la. que permitiria agrupar
todos los trios que, a su vez, son el producto de cierto material empirico que ha sido
tratado‘ mediente una clasificacién previa que agrupa los objetos del mundo en perros,
caballos, etcétera. Vistas asi las cosns, los nimeros de primer nivel] serian a los que se
refieren los cientificos y en general los que hablan del mundo en términos nimericos. Decir,
por ejemplo, “3 caballos” es equivalente a decir *un trio de caballos™, o bien, que ciertos
objetos conceptualizados como caballos en forma individual pueden clasificarse en conjunto
en el grupo de los trios. Siendo asi, el “3” serin una clasificacién de objetos previamente
clasificados. Pero el 3 de la aritmética no es, en si mismo, una clasificacién, aunque

puede verse cormo una clasificacién idealizada que tiene, a diferencia de las clasificaciones
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ordinarias, ciertos criterios de identidad claramente determinados. La clasificacién “3"

que agrupa todos los trios ¢s mas vaga e imprecisa que el 3 de la aritmética para el cual
valen leyes universales y necesarias. As{ pues, en base a todo eso, concluyo que pueden

distinguirse los nimeros aritméticos {que llamé de segundo nivel) de los “nimeros™ de

primer nivel que serian, al menos en el uso del lenguaje ordinario, clasificaciones que
agrupan pares, trios, etétera.

Vistas as{ las cosas, las afirmaciones sobre los niimeros que han venido haciendo los
especialistas deberdn cntenderse como afirmaciones sobre los nimeros de primer, segundo
o tercer nivel. En funcién de eso, por ejemplo, la discutida afirmacién de Frege de que
los niimeros estin asociados a conceptos especificos debe entenderse como describiendo
numeros de tercer nivel mediante los cuales se intenta retratar los nidmeros de segundo
nivel en tanto que éstos, a su vez, son pinturas de los nimeros de primer nivel; éstos
pueden verse como clasificaciones formadas a partir de ciertos conceptos a los cuales, por
consiguiente, estdn asociados; y, en esos términos, en efecto podemos decir que los niimeros
de segundo nivel estédn asociados a conceptos especificos, aunque no directamente, sino a
través de los ntimeros de primer nivel que intentan retratar. En resumen, tanto Frege como
Dedekind o Kitcher ticnen razén, al menos en parte, y la dtilidad de la divisién conceptual

que propongo es, sobre todo, que permite ubicar lo que se ha dicho acerca de los nimeros
filando as{ sus limites y alcances.
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