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RESUMEl-1 

~ ~~~udi• ~l f1uJO d~ una p~lícul• .liquida. désc~ndiendo 

vert.ica.1.m.;.nt:.e por el e:~t-~r.ior deo una columna ci.lindr.ica. $.;.. 

.l .a lineal del f' l. ujo básico 

comple~am&nt.~ desarrollado. primero con una "t_écnica. de 

per t. ur bac.i. enes p.ar a nUmer c•s de- onda. pequo;.?íos. y después 

nume.r-.i c.a.ment.o. Los re==:;ul +_adoz num8-ri cos comparan 

de ond..o.. ampl l. f'" l. c:ac.i. ón 

.a.ument..a..r .l..::.. cur· ... ·..::..t.ur.:... p¿ ... r..:._ peque?'ías curvat.ura.s el. :'"'>.t...imoa-ro 

de onda. d8 m..:;.:-:.l..ma ..=-rnJ=.'l.l.:f.icac.i.ón decrece con .los n.~_imeros de 

Reynolcis y de ·,,.;~ber. rn.ier.1:..r..;..s que par.<s gr.andes: cur· ... ·a.t..ur.as 

El probl t?ma. t. ~:nbi 8n e.5.t. ud.i. a. ~:<¡::-er l. ment.al ment..,;-.. 

una n-.-:-di r el 

cel~r.l.dd.d. Los r.,::.:;;:ul•_ados num.;:r.i.ccv.;;. ~e apz·o;-:iman bien .a. les 

e>:per .l. men t. .::...1 e:::. de 

cont-iguraci.ón de las el cu.al mu~s~r.a resul~ados 

.o:a.corde:s con 1.as predi CC.1 Orl"?S Shl.c...ng 



ABSTRACT 

The pr obl em ot- .a. cy.lindr.ic.a.l ral l.ing !" i l. m. desc.end.i. ng 

vert...i.ca.l.ly out.sid-:- a l.ong c:?l.i.nder. l. s c::onsidered . The-

.linear st..a.bi.lJ.t.y el t..he f'"ul.ly deve.loped 1.-lo-....r is st..udied .. 

t:irst.. w.i.t..h a. pert..urb.at...ion t.a-chnique 1-cr sma.11 Wavenurnbers .. 

a.nd t..hen by dJ.rect_ numer.ical comput.a..t...:..on. Th& numer i. e.al 

resul t..s .a.re l. n a.9r-eE-ment.. wi t..h ot..he!" publ i shed val ue-s ror 

t..he cy.li.ndrl.cz..l _1~t.. and !-.l.:..t. pl4.t.t- l.:.:n:...t.$. 7ht? s;.· .... ud: ... · sho1,..1$ 

t.hat. t..he- cyl.:..n.drJ.c.d...:. all 

ra,.._i.o~. 

St.a.bi l J. t.. y ar::.d :·or 

.!. n~rec..sing 

t.h.P a..mpl.i:-.i...:-d 

decrea..se-s wl. t..t-. F;:.¿:.y:-:cl.d:::: nur:1b-:-r or- Wet:-s-r nun.ber.. ;..rhi le !or 

h~gh curva~Ur•s i~ 1ncre~s~2-

e-:-:per..:..menl.:..!. l y· t.oc . Ar:. op1'_.i.cal 

.l..S US.~d. 

'-".!. +-_ !-. 

phot.ographical st.ud~ 1~ don~ t.o s•• Lh• shapv o~ t.he -aves. 

Th.is ~hc..pe .i.s in agr~o?m~n.,._ "-'..:..'t..h ,._he- pr..;..dic•-J.ons o!- Shl.:.ng Y 

.Siv.c..sh.:.n3:k)'·- ::..!..G82.~. 
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CAPITULO 1 

I tJTPODUCCI OtJ 

El f'.lUJO de l.iqu.idos en Iormc.. de peliculas desc~ndent..es 

tiene un~ grdn variedad d~ aplicacion~s indu~~riales. En~r& 

l.a.s. más i.n1port..ant...~s se encuent.ra.n las s.l.QUJ.ent..e~: 

1~ Columnas d• desLil•cicin y de absorción. 

2~ Condens&dores y ~vaporadoreE. 

3.) Si.st..e111.ds: dt- ~n.t~r..:.. .a.:nit-nt.c· do,;. eniergenc.i..c.. en re..ac-:..ores 

nuclear-e:.. 

4:> FrocO:?sos d.,:;. :-ec:•-.:b:-:..rn..:..e-••"-º er-:: p.la.:.=.~~ :t.-ot..ogr..;;,1-icas .. 

ribras O~t:..ca~. pin~uras de prc~e~ción .. et..c. 

5:> En:-ri.;,,.m.ient.o de- á.1...;,..be.s dt- t.urt::.in.a.s. 

6:> Transporte d-=- líquidos por arrast.r& de- eorr.l.ét"lt.es 

También muc.hc3 de vida. 

cotidiana; pcr &Jemplo. cuando llueva. •n los crisLal•~ de 

1..a.s ve-nt..an.a.s . .¿;.n los: pa:-abr..!.~.as de l~.::is aut..omóv-il.;i.s y en .l.a.s 

corrientes de 1o~ arroyos . 

.l. i qui das: 

r~spect..c .a. ..1..cs C.3.1.culacics par.:. pelicul.a.s l.isas .. pc.'r lo que 

su •sLud~o as d• gr~n importanci~. A grandes rasgos podria 

decirse que en un !-l. UJO d&scen•.:h~rnt.a sn un.e.. pared vert.ic.;._l. .. 

se presen~an lo~ ~~pos de ccn!iguracicnes ~lus~radas en la 

figura .l . .l. 

En l.a. r€gión :. la pe-1.icul.:s. st> de:s.=..r-roll.a. 

hidrod.in.á.r.ti.cc..mo;;-:-.. t.s h.a.st..c:.. alc.an=.c:..r un espesor con;:t....;..nt..e- en 

.l.=.. r<&giOn c.. L..:.. lineo.o:.. 3 es .l..=.. llea.mad.a linea. do? inici.o de 

l.as ondas; 

l.arg.ca.s .. de 

del. ant.e. 

peque?ia 

el l. .a 

a.rnpl i t ud orden.ad.a.~. 

1 
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donde .a.parecen t..ambi.én cor t..;s.s Ce.a.pi l. a.res:). par.a. 

l.l.egar €n 5 ond.a.s rodant..es sep.a.r.ad.as. por un est..r.a.t..o 

l. a.minar. t..ienen en 6 ondas roda.nt.es 

t..urbulent.as. sepa.radas por est..r.at.os igualment.e ~urbulent..os. 

A 1.as últ..i.m.a.~ dos con!'iguraciones t..amb.i.én s~ s.up.;;¡.rponen 

ondas c~pil.ares. 

Deos.de pr.i. nci p.i. os de s.i.g.lo. pa.r t. J.. endo con los t..r.a.baJCS 

i nv€'s t. .l. g.;;..dor es. Se ha h-=-cho t.rab.=a.Jo t....ant.o 't.e6rico como 

En lo t..eór.:..co se han buscado se.luciones periódicas a. .las 

d<> ff1cv.i.rn..i.t.>nt.o ccn 

ha a.p.1. .icado l .a t.t-or i 4. 

es t.. ..;..b..:.. .:. .l. d.a.d p..:...r .a.. pr ed~c ir 1..;,.. s pr i ne l. pd.l. -.::?~ pr op~ ..:-dad e~ de 

la.s cr:.da~ y s~ h.a e!"'l..t-a.t..:..=.ado er::. le. l.m!='crt..;..nc.i..d. de l.as no 

l. i nea.!.. l. dadez su cio:.?Sd.r:--ol. lo;. 

aplica.de desdt- l..as t...:-crias 

moderna ~<>oria d~ s1s~<>n~E 

sol uci or.e5 

movirr.i e::---..t.c-. 

h.:..n 

c,..=-rnpt....:t.. .=..dcr a.. .. 

compl.et.as 

En es:t..e 't..r.a.b.=.._1c sólo se cor:.s.i.d<?rd::-. .ia.s ;:::eli..cul..=..s :or-m.ada..s 

al escurrir un liquido scbr• una ~ared s6l1da. deJ~ndose de 

l..a.dc l...iit.s qt..:é caer-. l.ibremt-r1t.e- !o:-rr<.d.:--:.Cc.- ..::or•_.:..::---..a..s .i.::quid.as. 

El e.a.pi ""-U.le 2 crÍ't..!.CO lo;: 

resul. 't-.adoz: y res•.Jm-e 

t...an't. o l. os pr .i nci pal es ar."'- ecedent.. es ccrr.c le que. a _1 u.i ci. o 



de-1 .aut.or. i .o.l t. .a. por hacer sobre el t..emd. de- pel i cul as 

La mayori.:s. de l...:..~ solucJ.ones t.eórJ.cas que se t..l..enen has.t..a. 

ahcr..s. despre..::ian l.a curvat..ur.a.. de la pe.licul.a. .. a pes.a.r de 

qu.:.- l..a. 9ec1n.¿..t.ria cilindrica se present..a en muchos equipos Y 

procesos i.n.dust..ri..a..les. Mcis .aún • .l.as prll?dicci.ones t.eCri.c.a.s 

frecuent..ement.~ h~n probad.a.:s: us..a.ndo col umn.a.s 

cil.indr.!.c.a.s. pre-ocupars~ pcr i n.1." l. ue-nc i a 

l .i m.;. t.. .ac:i. ones. 

ev..:....lu..=..dc d..:... cho 

Ei presen~e ~raba~c ~•en~ por ob}e~o e5~ud1ar ~anto te6r1ca 

come. e~-p.,;..r..:...rno?!"'ot.a.:nv:?n" • ..;. ..:....=.. .i:-.:"lue:-~c..!..a. cie l.;,. ::::urva.t..ur.a en .las 

p"=6l i cul a 

l.inea.l 

c.ar-act..er is t.. i e~·~ 

incluye t...c:..:"l.t_o 

.a.rnpl i ~ i e .a t=::.:.. ón. 

ei primer-e us.=.. La 

apro:--:.i.m.a.cién dE> númtarc de onde.. pequei'io :.r uno T_écnica d& 

per-T_urb..o..c.i.on~.5. r-&gu.l.a.r-s-s; .:-J. segundo es un m&t..odo numérico 



que ha dado buenos r-:!'sult...a.doz par.a. f"lUJOS coni"in.a.dos. Se. 

h.a.ce not..a.r .l.a. d.i.Cerenci.a. ent_rt:- .los resul t..a.dos de l.os dos. 

mét.odos. y se énrat.i~a en las bondades del mét.odo numérico. 

Se est..ud.i.an algunas p~culiarida.des de.l espect.ro de val.ores 

carac~erist..icos .. .les r8sul t..adcs los 

ex.ist.ent.es en l .a 1 i t.erat..ura para l. os casos e:--:t.remos de 

chorro circular y película. descende~t.e en plano vert.ical. y 

f"inalmente .. se present.an los va.lores do.=- número de ond~ y 

celer.ida.d co1-ri8>spond.:.ent.e-s t.ant.o .<:t. le.. e~t.a.b.il.ida.d neut_ra 

como .a. la. má:-.--....1.m..a ... ::,.mpl..:.!~.l.c.a.c!.Cr. de- l.;.. oi'"ld.::... ¡::.-ara. d..:..ferent.es 

va.lores d8 los pará~et.:-os per~.inen~~s. 

En el ca.pi•_ul.o 5 SE- de-sc:-.:.!::e l..;.. t..~-=:n!.ca C:=-·-i~.::. usaci.:.. pa.:-.::i.. 

l.=.. l ong.i t.. ud ci..,;. 

onda.. Los resuiLados son nov~dosos ~ s• comparan con los 

bu~na corr~l.aciOn. Se prE-:i:E-nt...an . .a.d=-m....;;.$. l.0$ re:5ult..a.dos de-

un es~ud10 fc~ogr~f1co da la ccnf1gurac1ón da l•s cndas en 

i•.r•gión cercana a la iin•a d• 1n1c10 y &• comparan con la 

t.e-nt..<:..t.J..v..:t. do:- S'hl.a.ng y 2.:..v.ash.:..nsJ..:y L1GS2J que relc..ci.onc.. al 

ntimerc de ondulac1onas ~r•nsvarsales al r!uJo con un cier~o 

par~me~rc de cur~a~ur~. 

Por t..Í'lt...l.mc. en ~l. capi'T_t,..tlo 6. s& resume!'\ l..;..s princip.i::a.les 

conclusion~s ciel t..rdbaJo. 

5 



CAPITULO 2 

;....?JTECEDENTES 

La. l.ist..a. de art.iculos sobrt!> p~l i cul as:. d".:?'scende-.r=...t..es as muy 

extensa; ~an solo FulXord [1964] en su revisión del est..ado 

del a.rt..e mene.ion.a. 246 ret'erenc.i..a.~. y dir?sde ent..onces .a .la 

En el 

me_1or .!.irJst.r.a..n .1..:..s t..~·-=-nicdZ -;;r--=-n..:-r.#.l.-=-s usad..:..:=:. 

En io Lacirico se anali=~n primero los LrabaJOS qua usan ia 

apro::<.in1.:..ciOn de cap.a. limi""-~ en l..=..s écw.a.cir.::-nia-s de mov.imient..o 

y .los m~t.odos .l.n't.'8-g'r.a...le-z:; pc.ra su solucJ.Ó!"'l. r:::..;.s.pu:&s vien&n 

lAs in~estigac.l.ones dende la~ caract.~ris~icas de las ondas 

último S"='-"' menc.i.cn..an los .?i.:-t.ic:ulc-s d<.::>nd":? .5~ hace r.Jso do? la. 

~cu.sc.i ón i nt_ t--gr .a..i 

enroqu~s. Sé p.art.e d~l ~igu.i.ent..e sist..ema de ~cuaciones .. 

"V"álido para pE:c-licul.c..s planas vert..ic.ales C·,.,.er Dukler C.l972J .. 

l~s correspondient..es para el caso cilíndrico s~ d4n en el 

6 



capit.ulo 3::> 

Navier-St.okes: 
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En las ec:u.a..cíones ant.eriores u y v son 1.as component..es de 

l.a ve.loe.id.ad en la.s direcciones :< y y rt~spect.iva.ment..e. La 

coordenada x es en la d1racc16n del r1uJO y la coordenada y 

perp•nd~cular con origen en la parad. Las propiedades d~l 

E'"l u.ido supcn.:=-n cons::t..a.nt...es. 

Nav.i.er-S~okes C2 . .:.:-. ·,.· C2. 2): y de con.t...inu.i.d.ad C2. 3:-i 

acompaRan da la ccnd1c1on d• no dasli:ami•nLo •n la pared 

C2. 4). de la ccndic.i.6n C.!.nemá.t.ica en .la superf'..:.cie .libre­

(2. 5:> .. de la ccnd.ici6r. de conT_in.ui.d.a.d en el es1·uer=o normal 

a la superr1c1e C2.6:> cuando la pres16n del gas se supone 

cero. y de la condic16n da ausencia del asruer=c corLanLe 

en 1.a super~ici~ C2.7~. 

2.1.l.. Aprox.imaci.Cn de cap.& li.rnit_e y mét.odcs ..:.nt..egr.a.les. 

En por Kap.i.t..:::a 

(1949J. se e.linuna .la ecuación C2.G) usando la aproximación 

de cap..=... por 

.... 

L r au au J ay 

e_1emplo Curr.ie 

dy 
1 

p 

( 1974J :>. 

dp 

dx: 

y Sé 

E.l término~ se evalúa de la ecuación C2.6~. quedando en 

t..ér1J"...i.nos de J.as vel. oci da.des supert4,.l. ci .a..1 es 

espesor h de l.a película. 

s 

u . y V . y del 



Suponiendo una est..ruct..ur.a. ondulat..oria permanent..e (ondas 

periódicasJ. el cambio de var.ia.ble z= ocCx-ct.J el.iml.n.a la 

depend~ncia t...emporal e introduce el número d~ onda a y la 

celéridad c. Si además. como es costumbre en los mét...odos 

~nL•gral•s. •• supon~ conocido •l perCil u de ~-loc~dades. 

de la ecuación de cont...l.nu.idad se obt..l.ene y la. ecuación 

t..:
5

• c.. e <..:ccn....,..~nie-nt..eme-nt..e- c.dJ..mens.iona.l.i=ada..=:.) y el 

de Web.:-r '4". L.=. c:::-ndi.c;..ón .:..n·Legrdl de cont_.inu.:..dad. 

número 

h.Cc-u :O= h Ce-u -, 
~ o 

donda- h v u 
o - o sen el espescr y la veloc~dad superC~c~al en 

l.a. regiOn no pert.urba.da. t..rans:-crma dicha ecuación en una 

di.f"'erencial or dina.ria no l .ine.a.l en t.9-rmi nos de los 

siguient...a-s p.a.r..imét..ros 

c2_ 10::> 

o s.i de-Cine la nueva va.r i a.bl. e en 
t..érnu. nos de 

c2_ 11::> 

siendo F.: &l. nÚméro de Reynolds. 

l.ugar los describen con~.i nu..;..c.i. Ón-

Ge-n.er.a.1.men.t.e la s;oluc.ión 

F"ouri er como 

r~* sen = 

se expresa. en series de 

cos 

e 2_ 12 ::> 

donde~* es 1a ampli~ud de 1a armónica fund.a.men~ai. 

g 



Sust..it.uyendo C2.12~ en CZ.11J e igualando los coericien~es 

de 1as dir@rent.es armónicas a cero se obt..iene un conjun~o 

de 2N ecuac.i ones al gebr a.i ca.s no lineal es par a. 1 as 2N+1 

i.ncógnit...a.s OI .n~.c .A: y a: Cn=2 ha.st..a N.) para valores 

dados de R y W requiriéndose por lo t.ant.o de una ecuación 

.adicional par.a cerrar él síst..ema. 

Ka.pi t..z.a ( 1949) t.oma el per r i l pa.rabó.l ice l .ami na.r de Nussel t. 

y ha.ce dos aproximaciones: en la primera. que corresponde a 

su t.eoria line.al. cons..t de-ra sólo la pri. mera. armónica 

ret..ieniendo los t..érrnJ.nc.s. de? orden ~-w en .l..:.. ecua.c.ión; en .la. 

t..om.a. .lo::; 'l. €-r nu nos 

.adicion~l que- s.ugit?rt? prov.ien~ de un pr.incl.p.!.o d6? mín..im..:.. 

energía. . .Shka.dov (.1967) da un paso más; ret..i..;on...-.? sólo dos 

armónicos en .la expansión C2. 12::'1 pero .incluye los armónicos 

genérados por esLos dos en la acuac16n C2.11~ consarvando 

Su t>oc:uaci. ón .ad.!. c.!. ona.l se basa. en 

m.ininu.z.ar .¿:..].. e-sp~sor de 1..a pe.lí.cula para un !l.u_1o dado. 

Hirshburg ~ FlorschueL: ( 1982) suponen qut- onda. de 

.a.mplit...ud :'.init...=.. m.::...-s: 1'rt-cu~n'l.&ment.-:- obst-rv..::...d.;.. co:-responde e 

está ral.ac:J.onc...dd. con 1.a. má.:~..t.md.. .an1p.lil-.i.c:acJ.Ón que predice .la 

t..eori a. D.ichos c...ut..ores 't.. Ornan en cuent.a. 

armcin~cas &n sus cálculos. 

t:rd.nt.= y G--...::iren L1Q71J~. 

L.!.n [ 1985] .. 

pr i. nc.i pi o d-e- .la mi :-.i :: .. c. t:-:18':-g{..::... di :Sl. p.d..d.=o.. cc.-n?e> .,;.l del rr..í ni mo 

esp~sor deo l..a pelicul.;:... c..:..recen de b.a.ses :'.áci.onal-e-s. y le:.. 

suposición de qu~ la onda que alcanza un~ amplitud ~in.i.t..a 

Lin. (1974). Kr.ishna Li.n (197'7J y Lin y t:r-i.shna C1977J 

donde seo l 1. -=-ge;. 

Lee [ 1969J como en los t..r.a.bc._1os ant..e-riores .. un 

crit.Ecoor.io f'"is.ico o un..;.. suposición par.a obt.ener- l.a ecuación 
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a.di ci onal demuest.ra que es posible llegar a un sis:t.ema 

cerrado par t-_i ende sólo .las ecuaciones d.1 ná.mi e.as. 

siempre y cuando el est.ud.i.o se res~rinJa a ciert.as clases 

de ·ondas qut? vienen de- :su sist.e-m.c.. li.nea.l Ccon un nÚm9rC 

inr.i.nit.o de soluciones periódi.cds~. 

Ruckanst..ein y Serbent.e (1958J sugi.eren una forma dif"erent..e 

de resolver el problema de- c:erra.dur.a: correlacionando la 

a.mpl i t. ud .=..rmr.:--n.i.c.a. !~ und.a.ment. .:s.l con da. t. os: 

e:--:per.l. rno?nt.. .a..1 e~. Fropont-n .a.dE'"m.;;.s.. una. e:;-:pans.i. ón en ser .l. es 

pot..enc:.i. .as par.=. .arnba.s componen t. es de-

val. oc.i. dad. cuyos coe!· .i. c.i ent. es dt-penden de E$'.t.O perm.it.e 

.i.nc..l.t..:..i.r no parabólicos t-1 a.n.=;..lis..:..s .. pero 

auntent...a '8-l. núme-ri;..:. dE- ecua.ci.onE-s a.lgt?braica~ no .lint-.;..les ...::.. 

Lr•1nLa y uno. Fara salvar al9unas d~C~culLades de c~lculo. 

linea.lJ..=:.a :ii::US ecu.acion8-s Eor.. t....erm.!.nos de la amplit..ud de .la. 

arn1ón1ca !-unda.ment.d.l. lo qu~ re';:;i:...r..:.n.ge el est.udio ..:... ba_loS 

t'.l U_lOS •.rol umi:?t.r.!. CO:S C P.:: l 00:•. 

Dukler- (.1972] s:eñ.a.l:=.. que -s:.e requ..:.eren ent.re- seis :r' ocho 

de una Fct..:r.!. er p.ara descr..i.b.i.r-

nU:rr.er o de P..eynol ds es mayor 

qu,.. rt-~u.l t.a.ric.. práct.icc..ment..~ 

Tta.l.lt-S 

Gr.a.m-Ch.<:..rl..:.er. En d.!.ch¿..s s:E-r..:..,;,-.5 ,.:;._:_ pr..:.rner t..é.-?!l.l.no es un.a. 

gaussiana y loz zuces~vos ~t-prasenL~n mod~r~cac~ones en su 

f"ormc.... C:on r8-l.at..i vrtm~nt.-=- ;:::-o~cs ,._8rrn.:..nos Cmuch.a..s ·..,.r.::ce.s t.resJ 

es pos:.i bl. ~ n1odbol ar l a.s or~da~. 

Tell es ( 1 G68J : ... · T~l les y Dukler ( 1970] res ue.l ven una. 

versión de la ecuación de mcvin:uent..o que .incluye t.é:-nu.nos 

hast.a c...xc.:.,2
:, 

lc..s condic.i.ont-s t'!'n lc.. 1-ront..er.a y resuti:!>lven el. sist..ema. de 

i.t..er.a.t.ivc..ment.e con la 

L~cn1ca de cuas1l1neal1=•c16n de Sallman [1963J y ser1es de 

Gram-Charlier. El problema. de cerradura. se resuelve usando 

medie.iones e:<periment..a..les del espesor no pert..urba.do de la 

11 



f~l~ 
Q7L[ __ _.__~,~~---''---~---' 

e 

Re 

Figura 2.i. Comparacicin de .los resul~ados experimental.es de 

.Ka.pi. t. ::.a. ( 1 g..¡.g) con los t..eCr.icos de Shk.a.dov (1.967J ---- • 

Ruckenst.eir:. y Be:-bent..~ L 1Q66] y l.os no .lineal.es de 

Ka.pi. t..::.a. C 1 g~gJ 

pe.licul.o. ?.:epo:-t..:,..r. re-su.lt..a.dcs. s:.at...:.~!~dct.ori.os. h.as-r_a Reynolds 

de- 'ºº-
La comp~r.a~ión d~ los r~s~.lt.~dcs d~ algunos d~ los ~~aba.JOS 

incluidos en e.s"'--::-o inc.:.s-:.::: ce:-:. lo.=: ~:-:pt-r-.!.F.1<t?nt..a.l-?$ de K.a.pit..=c... 

El de la es"" ... at::~lid.a.C para 

estud.:.ar l~s ondul~c~cnes en pelicula~ desce~den~es fue Yih 

C 1 G54J. 

suponen come la sum.a. d~ su valer no perturbado Csolucién de 

Nusse.l t.,) per t.. u~ b.a.c.2 ón. Di ch.a per t.. ur ba.ci cin puede 



crecer. decrecer o p~rm~necer cons~ant.e en el t..iempo Co en 

el esp.a..c.i. o:>.. dando 1 ugar un f"" l. ujo i nest.c;..bl e.. est...abl e o 

con \:il>St...ab.ilid.ad neut..r.a respect.i va.ment..e. Las pert..urba.ciones 

de la velocidad se e:...:pr€>~an en t..érmino~ de una. rt...rncicin de 

corr1•nLe ~ de Lal forma que la •cuación de conLinuidad se 

sat.ist-ac-=- idént..icanient..e. La pert..urbac.i.Ón en la· presión se 

el. i mi n.a med1 .an.t. ~ una di fer ene i .ación cru::.a.da de 

ecua.e J. onoe-s d~ me-vi nn "2-nt.o e- J. gua.l a.ndo l .a.s segundas der.i. va.das 

de dicha perLurbac16n. Por supuasLo. las cond1c1on•s en la 

!'ront_e-ra se e:..:pre-5.;:..!""! t.a.mbien ~r-1 ,_.:?rnunos de IJ'- ;:...si se llega. 

de- t.:•. L.as dit.-e:-ent.es 1-0!~1nas de re-solver est.e sist..ema. dan 

En la propue..st...a por Y.i.h ( .l G54. 1 G63l y 

BenJ..O..n•..l. n ( 1 G57J 

li''· S.i. a.demás se supone que ~· e.s de la i- or m..:.. 

~· c2.1::>:> 

el sisLema se Lransforma an uno lineal en derivadas LoLales 

de et>- $..;. obt...J..ene d.:.r- .¿..~.,._..:.. m.a.n~ra l.a conoeid.ca. ecu.aci.ón d9 

Or r -Som.nler !-el. d Cver ca.pi Lul~ que JUr'lt.O con sus 

dirá po::?rt.urbación. 

( 1 ~57"J l .o. 8-ct..::ac.l.Ón 

e-;..:pres..:..r.do 1..:.. sc.::·.!.t...:c.i.c:-. e-:-:. 5t-rJ..e5 d-e- pOté-ric..:..;..5 d-=.- Y- ·:)bt.iene. 

as:i un.=. solucicin a.na.ii•_i=-c par.a c.:: que .a .su _1uic..:..o compara. 

bien con los •Xper1m~~~c&. pero los c~lculos r•EUl~an muy 

l.:..bcr.l.osos. T.a.mb.i.?!l d6:?sarr-:::-.lla ~-==-:a .ot_e:::-ri.rt s..:.rr.pli.t:i.cc..da p..=...ra 

Yi h [ 1963] proporH? un.a senci l. la Lécru ca de pe-rL urbaciones 
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par.a e:st..& t..ipo de problemas. donde la .i nest..ab.i.1 i dad se 

manifiest.a a bajos números d~ Reynolds. y la aplica a. t..res 

c:as:os: números pequeríos. números Reynolds 

pequeflos y nt..im~ros deo ond""" 9r.c..nd9S. Lo:::; res ul t. .a dos p.c..r.;:. 

números. de onda pequef'los concue-rda.n con .1 os de Ben_1.a.m.l. n 

(1957). y .1 os de los ot..ros dos e.e.sos son ·or.i.gina.les. 

Aden1.á.s. .a.na..l i =:.a. br evement. e e-l ef'ec t. o de .1 a var .l. ac.i. ón en l .a 

Lensidn superCicial. 

St.t:ornl.ing y Ba.rr-Da·...-id (1964] usan un..;,, cornput.a.dora. par.a. 

incluir t.e.rm.i.t'">.O.S dé .alt.o orden dE- la ser.l.E> de E?o<?nja.rn...:..n Cque 

sólo t_ omó .l. 6 y ~u so.l uc.i ón es v~l id.=.. h.ast....:.. C< c:c::i .:i. hunque su 

mé-t.odc E>os d.i:-ect.o y da roe-st..:.lt...ados: sa.tis:-a.ctorics. ~s: muy 

[ 1 g5...;. J • qut:.o e5 t. udi a.b.c::a. 

1.os e1-ect.os: los super :t~ J. ci al es la 

es t. .a.b.i. l. i da.d d<?l f'l u_1 o. reso.l ver 1.a ecua.c.i. ón: de 

Orr-Son1mert ... 11?.ld nurnérica.me:-it..e- media.nt..e d.i.ferenci.as r.init.as • 

con resultados muy similar•s .lo-s deo s•_ernl..l.ng V B.a..r-r-

Da.vid. De- Brui.n [1Q7..;J 

p9r o us .ando una t_ ~e: rii e a. de 

Anshus y ~ren [1Q66J obt_it-nen un.e.. sol.uc.i.On .;;.pro:<J.m.:tda de 

la ecua.cicin ds Orr-Somme:-reld rempl.a.=:.a.ndo 1.a. veloc..:.da.d. que 

los "Va.lcr·~s c:arc..ct"':?rís+_:...c-=:.-s pu-=-d.:-n dt-t_.:-r·rni :'">.ar me-d.J. .a.1":!.t..e 

con los obten..:.dos por lo~ auto~f:?s .anteriores. nctándase una 

buena. a.pr o:~:i n1ac.i. ón. 

En .l .as figuras c.~ y 2- ~- t. cm.ad.as de L.i.n L i;;;asJ .. 

Los va.lores teÓr.l.. c:os del f'.act..or de 

amp.lif'.i.c.ac.i.cin cct. son h..a.st.a un 50'!.ó menores que- .los 

e:<per i ment.. .a.l t!-s.. lo que- va mucho m.ás a..11. á de.l error 

B.:-nj ami n 
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0.20 
I 
I 

Q. 16 I 

I 
I 

O. 12 
1.S<XC¡ 

0.08 

0.04 

0.8 
O( 

Figura c. . .:=.. V.ar.i.aci6:-i del fa.ct...or de a.rnplif'"ica.ción cccl. con 

e1 número d€" onda. o.. R;l _ 935. to.."=O. 84~- Resul. t...a.dos teóricos: 

Sen_1am.in (1957) B~ ".:".ih (.1963) Y;. los demás símbolos son .los 

de 1a rigura 2.2. 

(1Q57J l.-.:..n [1.97C .. .1972J .. l.,"hi t.aker y _rones [ :!. 966) y Yih 

( 1 963] con't. .a.~1..!. n.:;..c.!. én S. Up~; f' i C.l. a.l. est..a.bi l.i =a l. ... 

pe1iculA. y asi. FAra una sup•rr1c1• 11mp1¿ s~ ~enciria una 

dif•r•ncia a.~n mayor. 

Far d. CJ.. -e-r t.a. dispe-rsión 

C.a.unque mo.?nor gr.a.do qu~ pardo t'actor 

c¡ue. par.a. el :n..i.sm.o 

corresponder.. Sst..o sugiere l..a 

e:----..ist.enc.:..a. de un.a. correla.ción ent..re e y :-;. quie no se 

la v.ari.aci ón per t... ur b.aci ones 

[1g72J. kgra~a.l y L.:.n (1975]~ tampoco pueden ser el origen 

de .la cit...a.da. disp~rsión. 
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1.SCr 

F".igur.a 2. 3. 

l..a. má:<..J..ma 

3.6 

3.4 

3.2 

3.0 

2.8 

2.6 

2.4 

2.2 

2.0 

1.8 

1.6 

l. L. 

1.2 
0.001 0.01 0.1 

V.ar.i.ac.ión de ló. 

con W; 

4ltr"'-.s. 

10 100 ----g--

cr. correspondiente a 

C c/p) C 3....-gv"'» 1
.....-

3 =45S7. 

Resul. t..c...d·...:,s e:-:peri m-=-nt_a.les: r.:r.a.nt_= y C-oren C 1971. J O; binn.i.e 

1957) .U; J...::.a.p.it.=a [1949J :-:. Result.a..dos t..eór.i.cos: Anshus y 

( 1 ~66~ ...:..-G: L1977J S'; Krant_= C-:;:,ren 

( 1 971. J t-:-G. 

L.i.n L 1 G85J que paro. Peyno1ds 

des arrollo d8 las ondas. 

Numérosos sen los .i.nvest..:..gadores que h.an he-cho est..ud1os no 

l.i.n~ales: a. c~n•_.i;-:.•_¡.a.c.!.6n se pr-esent..a..n los re-s.ult.ado~ más 

i. mpor- t...a..nt_ es:. 

der.:..v.ad.as pa.r ci .c..l es: de nlenc.i. en.a.da 

ant..er.i.ores. S:e es:co_ie una ese.al.a. convenient..e para. 1-a 

ecuación de t.a.l m..a.nera que. en 
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.apare::;::ca un par.á.met..ro pequef"ío 
.. 

& Ben ne y ( 1966J. 

e_1emp.lo .. t..oma &l 

1a l.ongi t..ud de 

cocien~e del espesor n.o per t. ur bado h 
e 

por 

con 

resul. t...an.do * e =cw:. siendo E>1 

número de onda adimension.a.l. La función de corriént..e se 

expande en~onces como 

I" C2.14::> 

de t..al. f'orrna que l.a. expansión es válida para ondas .largas 

comp.a.ra.da.s con el espesor. 

La. ser.ie C2. 14:> se su:st..it.uye la. ecua.c.ión. d.it-er-encial 

para t;..1 • p.a.r.a. obt.ener .. despues de .igual.ar lo~ t.ér~..i.nos de 

igual pot.enc.i.a 

diferenc.ial.es linea.les. D.!. chas 

conjunt.o de 

ecuaciones se 

ecuaciones 

resuel.V"en 

sucesi va.men.'t..e.. pa.1- t. l. ende deo .l. a da.da en t..ér nu nos deo Y.'o Y sus 

respecL~vas condiciones en 1a rronLera Cque pueden ser no 

6rdanes superiores. Benney C1966J 

ext.i ende- el anál .i s.i ~. cos•-.a. de un gran t. raba.jo 

al. gebr a.i ca. L~rm~nc~ de $&gundc orden en a. 

L.a. sol.uc:.iOn para l..1-' se sust...it..uy..:- en la condic.iOn c.l.n~mát...ica 

en 

l. a 

el 

s upor t ... i. ci"""' y=h 

es. pes cr h e e-n 

( 1970 .. .l. 971) 

siguien~e ecuación 

ob-t_ener ecuación di~erencial 

llega a .la 

17 



donde 

Q h +.,.!!._ 
1 X 8x 

fo h +o h J+.,.2 ::!....__ L 2 x s xxx ax 

Q = 
2 

e 
15 

Rh 6 
• Q = 

" 

Q..,= ~ f'!Zhs>+ 14 

315 3 
Q = 

"' 
32 

63 

Q =~ o.
2

RWh
7 

cS 63 

Q = 16 
B 

5 

Q =16 O<ZRWhc> 
7 3 

32 
a

2
RWh

5 

5 

c2.15:> 

Si en .la ecuación a..nt..erior se t.oma. o.
2

W=O .. se recupera. 

except..o pcr- p~qu8ños ~rroz .. E-s .a.lgebra.icos .. la ecu.i:i.ción de 

Senney C 1 966 J . 

J..;. 'liooCU.m...ción 

r 1966J p¿1ra. .i.r .. cl~...Ji.:- t.érmin~s de orden cc.3 cuando W=OC1::._ 

lo hace para considerar ondas 

At.. her t. en y Homsy L1976J y Kris:hna y Lin ( 1 :;;/77) t.ofl"'..a..n 

tér:ni nos h.ast...a de C)•"::"c.. .... :J y 0Co: 2 :i respe-ct..i v.a.ment.e par.a obt..ener 

la. versión i:..r.idimension.=..l de la.. ecuación C2.15::... Par.a el 

caso de pel i cul as descendentes ci l. i ndr1 e.as .. L..i r. y Liu 

(l.975J y At.hertcn y Homsy [1976) obt.uvieron la ecua.ci.cin 

equi val. en t.. e C2.15::> 
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mient.ras que Shla.no v Sivashinskv (1982J lo hacen usando 

una aproxirnacicin de- t.:,.ns.i.cin supar;ic.1.al. al.t..a C& .. = T-;;;- ). 

S'i se resuelve la versi6n ll.neali=a.da. de la ecua.c.i.ón C2.15::> 

se obt..ienen. como era de esperarse. los result..a.dos de .la 

~eoria l.i.neGl. para ~ peque~os. 

L.i.n ( 1969.1970.197.1. 1 re-suelve l.as ecuaciones de 

Navier-St.oke~ medl. a.nt.e .l a. t.écn.i. ca. propuest.a. por St..uart.. 

( l.960) Jdapt.ada por Reynol ds y Pot..'!..er 

(19G7J para 1-lUJOS: con .supt::?r!".iciE> libre. y demuest.ra. que. 

cerca de- l. a. r .ama de l.a curva de es t. .á..bi l. i dad 

~vo.l ucion.a. hét.:st...a .,._ra.ns~orr:-iars.e en una 

onda. .a..mpl i ,.._ ud peque-f>í.a. • perc· 1- .i ni t...a. Cond.a. 

monocrom.á.t.ica de e-st.....:..biJ.idad sup~rcrit.ica::... La :-arma en que 

eV'o.l uc.i ona a.mpl .i t. ud de _;_a se 

ex.i.st.enc.!. a· ci t...ada cr::.da "?St....a.bJ... l.idad 

sup~rcrit..1.ca • .a.si cor:!O ci-? !..::... dep-s-nd-::_:..nc.1.a ce su ve.loe.id.ad 

con 1.a au.pl.;,,,t.ud. ha s:.:.d·~ de-nv..:>s'-rada ¡::::-or GJe-v:..k [J..970) ~ .. 

C2. l.5J 

[ 1 G7.:.J de 

est..abi l. .i dad 

rn.;,,, sn\(.:.• l.as 

per-turb.:..c.:....::-ne-s ~on t..;-.idJ....m~ns.:..on~l-?s Cs.;..9·_;n t::-.:..shna ~ ... ~ L.in 

(l.G77J~. qu• adam~s aemuasLran qu• al flujo qua es •st.abl.e 

de acue-r do d. lo t. E-e:- i .a.. l. i. nG-a.l 

respect..o ,.._ r .:._di mens.i ona.l es :.- .i.nit.as 

Cpeque~as~ d• un cierLo ancho de banda. 

Cerca de la rama inferior d• la curva d• ••~ab.i.l..i.dad neut.ra 

l.a ecuación de Landau-SLuarL no se cumpl.e. EsLo se debe a 

que son va.r.ias las armónicas que caen dent..ro de la región 

inest.a.ble que predice ia ~eoría. lineal. ~eniéndos~ en~onces 
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una int..eracciOn no lineal más marcada Cíuer~eJ. 

Kris:hna y L.in (1977) derív.an una. ec::ua.ción de evolución de 

las ondas q•.Jt? es válida cerca de la rama i.nJ~erior. Part..en 

J.a versi6n t..-r .i di mens.i ona.l de C2. 15::>. La ecuación 

bidimensional queda como 

-2!' -4.t't' -e t' -
X X .l. >O< 

2oªw 

40 o.2 1'.'R 
C2.16::> 

63 

donde f"" =h-1.,,:... l.a. lecha sólo se ha rasuelt..o est..a ecuación 

despreciando l.os t..érminos de orden <---..
2

_ 

At..herl.on C 1972~ resuelve numérica.mente l..a. ecuación C2. 16J 

para descr~bir la evolución de las ondas hasta que alcanzan 

un es~ado de equilibr~o periódico. que ext.rañamen~e no 

dep~nd8' in.lC.l.ale::.. Sivashinsky 

Cd€--"t..e-rnu n.i st. .1 ca:· 

ir-r-=--gula:-. 

que se llague a d~cho caes sup•rf1c1al. por alguna ra=ón. 

import.ant.es. 

Chc...ng C 1 966 J generali=.a los tr.a.b.aJCS Benney [ 1966J. 

Krishn.a y Lin [l. G77J.. SJ.. vashinsky y M.ichelson 

S'hl.ang y Si vashi nsky r 1º-SZJ par.a. t..ontar €-n. cuent.ea. J.os 
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ef'ect.os del "3':s!"uer::o cort..a.nt.e en la superficie libre del 

liquido. Usa una serie de" e-xpresiones empirica.s para. el 

previament..e por Za.bar as C 198SJ. 

Hace t..ant.o el. .an.ál .i. sís l. i ne-Cs.l. d~ .l.d. ecu.a.c:::.ión .. como un 

Ch en y Chang [ 1986) r..;:i.suel.ven la cont..rovers.i.a ent.re 

At.hert.on Cl.972) y Siv.a.sh.i.nsky y M.i.che-lson (1980) haciende 

un deLallado análisis de la biCurcaclÓn de las soluciones 

periéd.i.cas 

ec:::ua.c:::.ión 

es:p.aci al ez. F:esol v.i endo numéric.a.ment.e la. 

C2. l.6:> muest.ran que 

CuerLemenL• del parámeLro 

2rrh FW 
o 

3?-.Rq 

sol uc.i. cin depende 

c.z. 17.J 

donde- F' es <t?.l nt.imero de Froude y q es el f'a.c:::t.or de 

a.mpl.i.t~.i.c.a.ción de la onda. que r-esult..a. en la part..e lineal. 

Para. e un poco rnenor que la unidad se t..i.ene una. bi1~urc:::a.ción 

de la película lisa has~a una onda de ampllLud Cin1La con 

ond.as con modo~ n1ás .l. nest. abl es. C•J.a.ndo se- al can= d. un valor 

criL1co d~ G CG~=0.066:>. aparece un atracLor exLrafio cuyas 

prcpied.acies ..,,_.,,,::;t..a.dis:t...:...c.a.2" ?.ald~-i.:.. ld. p-e-n~ e-s~.'.....ld.!.o.:- o:::-n un 

...=.~ .e - - e .;;;:ol uc.:.¿n 

la ~':...Jrbulenci..a. 

Si ve:..shi nsL ;..· y Mi ch~l. ::::::on r 1 G80J. 

Ni. ngun.a de l c..s .apr c:-:..i. m.:..cJ. orH?s que despr t-ci. .a.n t.érmi nos de 

OCoz~ muestran las caracLerist1cas de las ondas soliLarias 

observ.a.d.a.s por [l. 9 .... 9J' un íren""-e ~mpin.Gdo con 

pequa"a pend~enLe. Para ondas largas cuya amplitud es del 

m.ismo orden que ei espesor de la pelicul~. se puede us~r la 

~cua.ci.ón C2.15:) siempre y cu.ando la. pendient..e de- la onda 

sea pequ.:a?i.a. C <<l.~ en cualquier lugar_ Ex.J.st.é ent.onces l.a. 
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posibilidad de asociar la t..rayect..oria homoclinica de C2.15~ 

con una o!"'lda. sol .i t..ar.i.a de gran .ampl.1. t..ud. En es t.. e sent..ido 

Purn.i r. Ma.nnevi 1.1..;- y Pernea.u ( 19B3J usan la t..eoría de 

sol. .i t...ar .i. .d. Supon~n que dicha ond.a. no def"or m.a. con 

respect.o a. un marco dt-- ret-erenc.i.d que se mu€'1'v-e a una. 

v-e.loci.d.a.d e relat.J.. va. .a.l l.a.borat.orio. En ,.._&rm.inos de est.e 
r 

marco 1 d. onda mode.l a. con una ecu.aci ón di f"erenc.i .a.l 

ordJ..n.a.ria. A un.a. dist.anc.i.a. r el .a.•_.i v.ament.. t? gra.nr.:le. t_ant.o 

aguas;. ab.a._10 cc-mo ..=..9ua.s arr.l.b.a. t?l t::7:"Spesor d~ l-r31 p8'lícul¿.. 

p•rLurbada L18n~ ~l espesor del ClUJO b~sicc. En la L•Or1a 

s::. st.ernas 11 a.m.c..n 

t. r.a.yec"t-or.l. as hcnioc.l i ni e.as. Est.a.s s:olucione-:s. e:..--_i_st_en só.lc 

dado; det.erm..::.na.n .la. r-=la.c.ión e CR:'.) nurr-.t?r::.cd..ment.e por..;.. las 
r 

diCerenLes clas•s d• ondas scl1Lar1as que pu•den aparec~r• 

con l. .2. ... et.e. _1orobas pr .l. n.ci pal es. lo 

e:--:....ist.enc.ia re.al de t.a.les ondas i.nt.egr.a.nc.c, num~ricament.e la 

llegar.do sólo a ondas con una 

joroba. en sus S..!. mul a..r..::.i onE>s. 

Ch.a.ng [ 1 Q87J est..udi..a. l d.$ sol uci cri~s. la 

ccnt.raste con ?um..!. r et. a.l. [ 1983). e:f'e--:::t.1....!a un cambi.o no 

l..inec...l de- coc:-de-r...:..d.a.s •.:c:~n1b.io de v.ar.:..abl.es:i qu.;. l~.;, llev.=.. 

s.i.st...-?n1a. de ~c:u.:..c:..i.eint-~ ordinar.:.:::.~ mu:vp s.en.c.illc C3isten1.;.. 

met..odc qu~ 

no 

sis""-~m.,;,..s dinámicos. .109r..a const.ru~:- scl•..:ciones -=.na.l:Ít..l.c.a.s 

t.ales como ciclos .li.nut.e. t.. oros.~ hon:oclinicé>..s y 

het..eroclinic..a.$" qu~ c:orre.s:pon~en. .a: peri Ód.l. c.a.s 

s;:.mple-$. p-2-r .i Od.i cas _; orobas. 

sol i t...:..ri as Csc.lit.on~sJ y ori.das hidráulicc 

Cs.a..l t.os:· respect..i va..ment..e. Correlacicna a.si anal i t...!. e amen t.. e 

ce.l er.i dad. .ampl .i. t. ud longit.ud de onda.. obt_ eni en do 

res u.l t. a.dos comparan con los 
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exper.iment.a.les. aun lejos de .la linea de J..nic.io de l.as 

ondas. 

Las t..ecn.i.c.as no linea.les de-s;crit..as ant.eriorment...e permit.er. 

entender e-n 1-orma. aproximada. 1.o que suce-de en una. =:ona. 

b.a..st.a.nt..e- .a.mpl.i.a. del t .. lUJO r.:desde- la. .lin~a di€- in.i'cio. donde­

ia t.eoria 1.ineal pued~ apl..i.carse. hast..a la región de ondas 

sol. i t.ar.l. a.s.) para di:f'ere-nt..es valores de p.a.rámet..ros 

pert.i. nen t. es. 

no 1 J. n.ea..1 es. 

Sin embargo. p.ara s:.:.mpl.!.!'..i.c.a.r las ecuaciones 

t. en.!. d .. ~ que 

int..roduc.i.:- .a..lgun~s ..a.pro:.:.irn .. ""f.C.lOn..:?.s.. t...~-::.1...;.s como _l.a_ cie- onde:i. 

l•rga comparad~ c~n el espwsor de la pelicula y la de ondas 

::::.:-sel ver en f'orma complet.a las 

_1 ur.t.o con sus condiciones 

Ba.ch y \.''.i..l.ladsiE=>n C1G84) .formulan l.::..s ecuEtc.!.or.es de f.la.vier-

.la 

SQ rnu..:;.vé _1u:-,t.o con 1..=..s p¿,,rt_i .. ..::ula::;;. 

espesor de la p•licul~ no e• problema s•r10. en con~ras~e 

con lo qt..!e sucede e:-i la. :~orr.n .. .::l.a.ción E:uler-.:...ana C"Ver RuschaJ•..: 

[19SOJ y Freder1~sen y Wa~tz [19B1J~. 

2.1. 3. t;.:;:c dé ...i..a. condición de choque en el 1nodela.do de 

ond.c:..s r odan t... es. 

son est..ruct...ur.as de i.nt.ensa vort.icidad 

que aparecen en ld película a á1~os números de Reynol.ds y/o 



a una gran dis~ancia del.a. linea de inicio. En general. su 

a.mpl.it..ud es compara.ble .a.l espesor medio de la pelicula. 

t.ienen un f'rent.e- muy empinado y una larga cola de su.ave 

pendient..e. En el onda hay un 

ai~ament..e Lurbulento. que se ere~ que ~s la principal causd 

del .increment.o los coe1~ .l. c.i ent.. es de t..r.a.nsl ere-ne J.. a • 

rn.ient.rds que la cola puede ser incluso laminar. Se- observan 

t..a.mbíén pequeí"'i.a.s ondas st-cundar.ias s.uperpuest_a.s a. las pnd.a.$ 

rodant..es. La ge-no:-ral rnent..e as 

Dressler ( 19~-;;J 

por BrocJ..: ( 1970) parC:t. mayores ángulos de i ncl J.. nación. 

Ta.m..a.d.a. y Tougou ( 1. G7GJ p:-e-sent...a.n un.a ver si On moderna. del. 

mét.odo. l.a. cu.al se rt!>sume en el sigu.!.ent.~ pá.rra!-c. 

En la cola de la onda se apl1ca al m~~cdo d• la 1n~•9ral d~ 

la can~~dad de mov1m1en~o. ~uen~ras que en •l rren~e se usa 

la cond~c16n de choque Cconservac~6n d• m~sa ~ can~1dad da 

movi nl..i en,._ o. p-&r o 

Suponiendo un ;::-er!~.!.l de velocidades ':laminar o +_urbulent..o::>. 

de ccnt.:..nuida.d y de 

cant..i dad t!>c·,_iacJ.. ón 

La. c:onser- vaci ón de m.a..sa y de cant...ida.d de movimiento .a. 

Lr.a.vés del. 

re.l. a.ci on..:..n 

f"rent.e de ond..a da.n dos .,;.cuaciones m.á.s. qua 

y h2 e ver f' i gura 

en z=O y h=h
2 

en 

Las condiciones línu.~e 

junto con la ccndicién 

de choque permi.~en calc:ul.a..r A y el espesor promedio de .l.a 

ond.a.. 

Al igual que en el en~oque dado en ~.1.1_ en est.a t..9c:ni c:a 
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se t.ienen más incógnitas que ecuaciones: deben ent..onces 

exper .1. me-n t. al. mén t. e propi~d.a..des o 

.int..roducirse más suposiciones para cerrar el. s.i.st..ema. 

Bra.uner y Maron (1982) usan el crit.erio de mínima energía. 

de J.~a.p.i.t..::.a. nu.ent..r.a.s qut» Ta.mad.:.. y Tougou (1979) est...udian .la. 

est..a.bi.lid.a.d de- l.a..s ondas y t.orn.an .la más inest..abl"e. 

E.l mét.odo requiere de mt:?_1or.a.s subst.a.ncia.lt»s debido a que a. 

l.a .f"echa. no se h.=t. det.ermi na.do t.eórica.ment..e el perf"i.l de 

velocidades l..=.. película. Dicho per-1 ... 1.l .a.demás 

.1.mport..an.t.e dado qut!- los: cálculos de los coef"icient..esde 

~ransrerencia depende~ de ~l. 

2. z. TECt-.fIC.::..S EX PERI MEHTALES EN LA MEDICION DE LAS 

PROPIEDADES" DE LAS ONDAS. 

En est...a se present.a.n en resumida. l.as 

principales t.écn.ica.s e:~er.iment..a.les usa.das para. deternuna.r 

l..a f r ecuenc.i. a. long.it.ud de l. a!::: ondas 

super-i-.i c.i. a.les. .así como el espesor l oc..;.,.l. .!. nst..o.nt..áneo de l. a 

pe.l i cul a.. La.s pr omed.i o se-

En t..~r-Jn.l.. nos géne:-.a.l.~s. .l.as. t..éc:nicas se pueden cl.a.sit-icAr de 

l. a sigui en"--€:- n1.aner...;:.. 

1. T..;i.cn.ic.a.s: 1-ot..ogr.á.1-i..c.a.s. 

~. Sensores conduc~ivos y capaci~ivos. 

A continuación se d~ una breve descripción de cada una de 

el l. as. 

2. 2_ 1. Técnicas fot.ogr.,:;.t·ica..s. 

Una e~-periencia impor-ta.nt..e 

t'enómenos ondula. t...or i os en 

visual i :zaci ón de- dichos 

par.a. quien 

pe.licula.s 

:!"'enómenos. 

25 

i nt..ent..e mode.l ar 

descendentes es 

En est.a t..a.r-ea. 

l.os 

l.a 

l.a 



f'otogr.a.f" i a Juega. un papel muy ~spec.i..a.l. Las t.éc:n.i. cas 

f"ot.ogr .á.t .. .1. e.as t..a.mbién per mi t. en det.erminar en f"orma. 

aprox~mada ios pa.rámet.ros pr~ncipdles de las ondas. 

L.a.. l on.gi t...ud de onda se puede- medir d.t.rt?ct.a.menL..:!- de las 

f'ot.os. Para la celeridad se requiere de una camara rápida. 

Si conoc.:- el nUmero de cuadros por segundo y la. 

dist.ancia que recorre una det.ernunada onda~ la celeridad se 

Est...e es 01 proced..:..m..lent...o que usan J-:a.pit..=a [194-9). 

Sinnie- .Ll.95/J y T.a.ilby :--' Port...alski [1962). t:a.pit..=a no t.oma 

%: .. otos d.l. rec1>_a.ment. e S.l.rlO de su sombra 

de 1.a. ond.a. En muchos casos la rrecuancia obt...iene en 

f"orma i ndepend.i. ent.t- c::on est...roboscop.!. o. 

Dado que- las ondas sor:. mu~# .irregulares. t..ant.o en su 

1 ongi t. ud -.:::onio 

promedios. Es~• proceso resul~a muy laborioso con ~~cnicas 

fot.ográf..:..cas~ donde es nec::esar.io el cont.eo d.i.rec~o. 

2. 2. 2.. Sensor es cor1duct...i ves y cap.c..c.i. t..i vos. 

En est.a. t....?cn.:.ca. se r:-..:..de .lCt. condt..:ct..a.ncia. e la ca.pacit..a..ncia 

ent.re dos e.lt:?ct.rodos convt:?nient..e-nient...e colocados; e.1 valor 

1.Íqu.ida .: c-s el ~e t.. r- oCos. . Les 

ccnduct..ivos s;.e colocan .a.mbos én l..;,.. pared. Jnier.t.r.a.s que los 

ot_ro :-uero... del li.qui.do . 

Tienen d.,. .!.. ns. t... al ac.i Ón y de su 

versa.t..i.1.iciad e!"1 med.:..c.i.ones con geomet..ri.as muy -:=:ornplicadas. 

Sin ernb.;:,.._rgo. sus desvent..a._1.o.s. sen rr,uch.:..s:: el l i. qu.:.. do •..::iebe 

se.a. ld. pe-1.icu.la; muchas el t..a.n-.a.i"lo de.l elect..rodo es 

de1 orden da la 1cngi~ud de onda. da Lal rcrma que s61o se 

obt.ient'> un e..S.p€>:Sor promedio .¿..n tosa región; l . .=t respuest..a en 

vol.t..a_ié é-5:: no li.ne..:..l v se rt?qu.i.t-ré de un complejo to-quipo 
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e1ect.rónico adicional. 

Es t.. A t..9cni e.a. pll9>r m.i t..e obt..ener el espesor 1 oc.al i nst.ant..á.neo 

Cdent..ro de sus 11 mi t.. aci ones.J • que convenient.ement..~ 

procesa.do. ya sea e-n 1·orma. grática o elect..rónica. .. da el 

espesor promedl.o. t~recuenci a. y dist.ribución de 

probabi l. i dades del espesor. Midiendo si mul t.. áneament.e el 

espesor 

posi b.lto. 

dos punt_cs sep..o..radcs una dist.ancia conocida. es 

obt..t-"ner la 

El m.Ítodo l.o us:c..n. p.ar..=... el caso de pelÍculas descendent..es. 

Ta...i..lby y 

Port.a.lski. 

otros. 

Port..alsk.i (1-960]. Tell.es Duckl.er ( 1-970]. 

y Clegg ( 1972) y Chu y Duk.ler (1-974] en't..re 

En est.as t.écnic.as. que h.:..cen uso de un rayo d.a lu= que 

cru=a la pelicula. las áreas t..ransv~rsale~ de la región en 

que se mide el espesor Cregión .i.lum.i.nada~ y l.:.. del rayo. 

~~gui•n~-&. ~1 asp~~cr ~s• Qb~~n~do es prác~1caman~• local 

e- .i.nst...o:..nt..á.rleo. ,:...de-m.á.s. l.d. .s8ñ:.á.l obt..enid..;.. Cvc-lt_.:::.._¡e:'I varid. 

de l.a película liquida par.a d.a-::::-.pués un 

f'ot.omult..iplic:.a.dor Cve:- 1-.i.gur.a. 2..4:>. Se agr..;_.g.a. ur:. color.ante 

al. l.iquido d• tal manara que la 1ntens1dad rec1~1da por el 

sensor depende de lo absorción i nst...ant..áne.a. .. y pcr 

consiguiente .. del espesor de 1.c:i.. peli..cula. Sl m-é-t..odo t..iene 

la de5ventaja de qu~ s~ el ír~nte d~ onda es muy empinado .. 
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Pl.aca vert..ical. Pel.icul.a 

Rayo 

Fo~omul~iplicador 

Figura. 2.4. Técnica de absorción de 1a luz. 

el. r-a.yo puede suf'rir unét. e:<c*siva ref'ra.cción qué aument...a. .l.;:;.. 

l.ongit...ud deo l.a.. porción del rayo en el. l .. l.u.ido. que en un 

caso ext...remo podría. .i.nv.al..i.d.a.r .;.l. método. Est..a t.ec::nic..o:.. la. 

usan e;....-_i t..osamt-nt.-=­

Gor.;..n ( 1 C71). 

St..a.:..nt.horp y ~.len (1G65J y ¡-:ra.nt..= :"" 

Hewit.t. et.. al.. (196a.:.J des.d.rro.ll.c..n •Jna t.écnJ..ca donde un rc..yo 

de luz da c~er~a long1Lud de onda aLraviesa la pe1icu1a Y 

genera r1uoresc-nc1a con una longiLud da onda d1CerenL•- La 

~nLens~dad de dicha Cl.ucresc•nc1a es Cunc1cin del esp•sOr de 

pelic::ul a.. Hay que cu.id.a.do de sepa!-ar la 

f'.luores.cenc.i.a del rayo reíleJ.ado. Aquí se t..iene la ... ,..ent....a_i.a 

de qu~ el. rayo inciden.t.e y les rayos :-luorescent.es se 

encuent..ran del n-1.ismo l.=-.do de l.a pelic"....<l.;;.. Cv-er- !:igur.=.. 2.5::';. 

Est.o evi t..c.. .las ccmp.l .i. c.=..c..::.i. or::.es.. qu'8' puede-n t. enerse con la. 

t.ec:n.i.ca de c..bsaorc..::ión. de- .:.. nt....roduc.i. r l C:.•S sensores ~n el 

interior Ce lo:;i;. t..t....:bo:s. .. 

co.lumna. c.i...l indrica. di 'f"".i. cu.l t. a.des que agrego .la 

reI-racci ón 

mét.odo. 

pueden e..lifT>..in.a.rse t..a.mbién con e-1 pr-es:ent.e 
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" 

F.J..gura.. 2. 5 T0cn.i.c.a de .la 1-.luorescencia CToma.da de Hewit..t.. 

C1064J::>. A. L.á.mp.a.ra. de mie-rcurio E. F'i.l.t..ros C. Prismas C. 

Espejo pu.li.do E: Lent.eos F". Pared de.l t.ubo G. Pe.l i cul.a.. 

l.iquid.a. H. Espect..rómet..ro I. J. 

Ampli~icador K. Osc.iloscop.io L. Int..errup~or. 

En l.a.. t..&cn..ic.a de .la d.ispersi.On. propuest.a por $.a.l.a.=:.ar y 

Marsch.a..11 (1975). el esp~sor s~ ~ide det..ect.a.ndo los cambios 

en l. a l ong.i t.. ud de .la columna. de l u= que se 1- or ma .al cr u:z:ar 

un ra.)ro l aser la película. la que han .agregado 

de 

P~erscn y ~hi~~~•r •·-··• y hl•~••enko a~ ~¡ [1~B5l. CuAndo 

un rayo de .lu= cru=a. 1.c.. p8>.licul.a se der-1-<€-cta Cre!·r.;..c.ción Y 

ref'l.eY-i.Ón combinadas). La ca.n•_.ida.d de lt..!= de.-!~lect..a.da se 

ntide con un f'ot.os8'nsor. que- d.;.bido a l.;.. no uni!-orm..idad de 

sus super:·.i. ci. <es dan que 

prcporc1cnal a la dasv~~cL¿n del rayo cie lu= de su posic1Ón 

medi. a C ver !- i gura 2:. 7:>. La vent...o._1.:... de es•_ e- esquemd es la 

sencillez de la cipt..ica y de lo elect..rónic~ ~nvolucradas. Lo 

desven~a~a es que se de~ermina la pendient~- en luga: de la 

1.a 
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1 

Figura. 2. 6 T..;c:n.Lc.a d~ .la. dispersión. l.. 

dispersa. 2. 

Ampl.ific:ador-. 

Pel.icul. a 

Tubo 

Fot..osensor 

3. Cono y .lent.e 4. 

Col. um.nC!L de ..luz 

Fot..odi odo 5. 

Fígura 2.7. Técnica de i~ de~1ección. 
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iongi~ud de ia onda se pu~den obt..ener ~ácilrnent..e .. t.an~o de 

l..a. posición como deo la pt?ndient..e. por lo que e.st.o no es una 

grave d~svent.a.ja. Alekseenko et.. al. (1985) per!'ecciona.ron 

el mét.odo p.a.r.a. med.i. r t.. .a.mbl. én 1 a .ampl i t..ud. 

Z. 3. EL EFECTO DE LA CURV..:.TUPA. 

En est..a. sec:c.i.On se present_.a.n los:. t.r.abajos que t..oman en 

cuent...a. ~.l efect..o do8> ld. c.urva<t_,..Jr.::.. de la pel.:i..cul.a en l.a::;. 

propied~des de las en.das. 

[ 1 g.;g¡ t. ..;...ór .i ca.ment.e dicho e!~ect.o 

t.uba. Es t. a s.t- cumpl.;;o bast.ant.e bien en sus. 

e:<per i ment.os cor. a.9u3 y a.l cohol . donde el rad.i o de-1 t.ubo es. 

de .l. 25 

[).e.muest..ra qut-- .. 

int'l uye 

da.dos en 

•..:>rd.a-n 

pr..:..1ner.a ap:-c:..,:1m.=...c16n .. la curvat-ur.a. sólo 

para los valores 

•..::.a.mbi e 9sper .a.do en di ch.a 

long1Lud n~ pasa del une por cien~o. por lo que -~ su caso 

una pelicu.l.:.. 

Suponiendc que la5 perLurbac1ones 

t.ienen s.i.met.ri..~ d:-:.i.=..1 c:::-bt..i..,;.ne solución cerrada de las 

de est...::..bi.l.idad r€>CU!""r~ inercl..:.. 

despreci .:;..bl ~ •..,r1 :SCOSJ. d.d.d dt:?sprec..:... abl e. En St..!S 

e: .... ~eriment..os. h..=::-chos: en ¿._la.F.>.bres di:? pequef'::o diárnet.ro CO. 127 

y O. 019 mrr0 

fcrm.a.n 9ot. .as: r egul .ar e.5 - Compara resul t.a.dos 

experiment.a.les con los obt..en.i.dos pare- el ca.so de inercia 

despr~ci..a.bl•?. Sus exp~.r-.1.mto-nt.os •._.ienen él n1érit.e> de cubrir 
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un amp1io rango de valores del. 

C0.02~ y S 0.725~. 

paráme~ro de curva~ura 

Lin y Liu (1975J resuelven el problern.á de la es~abilidad de 

la película. cilíndrica t..omando en cuenLa-e~ect..oS de t..ensión 

superf"icia.l. gravedad y viscosidad. Obt..ienen una ecuaci.Ón 

dif"'erenci..c..1 pa.rci.c..l no lineal par.a. el desarrollo de las 

ondas superr i ci a.les .a.:<i si mét.r i cas usando un mét..odo de 

ptaort..urba.c.i. enes régul.a.re-s. Supone-n que- el espesor de la 

pe-licul.a es pequeño comparado con l.a. longit.ud cita ond.a.. De 

ia forma iinealizada d• dicha ecuación llagan a 5U cr1Lar1o 

Y curvas de 8St.ab.i.lid.c..d. S.i.n émba.rgo. como l..::i sef'i.c..l.a. t<rant.= 

(1977). sus result..adoz. sólo son v¿j_lidos pa.ra. 

Compara. sus result.a.dos con los e:--':periment.a.les 

a/h c...:.:1:;. 
o 

de r:apit..=a 

(19491. Binni~ (1957] y C-or~~ [19621. El número de onda es 

muy similar a.1 medido por hapit.=a y Binnie. pero no así la 

celeridad. Los resultados de C~ren se ale3an d8 los suyos. 

como ~ra de &sperd..rs.~ dt- ..;...c.u8rdo .rt le.. 1irnit..ación en /"· 

Krant.= y Zollars l:1976J usa.n J.a f'orm.:.. c.i.l:i..ndrica d~ la 

iecu.a.ción de Orr-Sonlm":3-rt-eld par.a. E-1 anál .l. s.i s. l.i.nea.l de 

per t. ur ba.c. .i enes usando como p.a.ráme~ro pequeño c~<<1~. 

Algunos det..a..1.1.es. del m.?t_odo se present..an el capít.ul.o 4-

oci::. yh
0

,,.-acxi.::i. Hacen noLar qu~ mien~ras que la curvaLura 

en la dirección ..=t:-:.i.al un C.a.ct_or ia 

cur~.,.,.:,,.,._ura l .=..t.~r al al 

por que 1 os valles de l .as ondas t_ .l. €-nen un menor r a.di o de 

curvatur..;. que las crestas. i nduc.i.éndose así 

ca.pi.lar que t..iende .a mover el !-lu.i.do de valles a crest..as. 

t.. .amafio dé l .a.s ondas-

Pres.ent..an curvas de t-st..-=s.b.i.l.i.d.d.d n.~ut..r·.=,,.. dende P sólc cambi.a 

has~a 0.5. ~ cuanLir1can el error en que se incurre en esos 

experiment.os 

desprecian 

µ/Cpo-ho~1 .... 2 

la 

es 

r €'.d.l .!.. =a dos 

c::urv.at.ura. 

d& OC1) 

col t..n:nna.s c.:..lindri.c.as que 

Demuest..ra.n que s.i el par.á.met.ro 

e-1 error puede ser 
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a.prec.i. .abl e. Es t.. e no es el. ca.so en l. as columnas de 2. 5 cm de 

díáme~ro usadas por Kapi~za [1949] y Bínnie [1957). donde 

el rluído de ~raba.Jo es a.gua y alcohol. S~n embargo. si el 

rl.uido ~uera. algun aceiLe mineral. el valor de o podría ser 

ha.st..a. un 250~; rr-.a.yor. 

Los mét.odos de perLurbaci.ones. regulares han sido usa.dos 

ampli.ament.e en .la deducción de ecuaciones de evolución de 

ias ondas. Muchos de los ~rabaJOS manc1onados an ia secc16n 

2.1.2. los us.a.!"'l. ?a.r.a. el ca.so de la. película. c.il.indrica se 

t.iene el t..ra.ba._10 de LJ.n y Liu (1Q75l. como y.a. se di.JO;. de 

d~ Homsy y c~yl l. ng [ 1. 977). que 

resuel "Ven el prob.lem.a de .la est.a.bilidad de la pel i.. cul a. 

r.-orm.ad.a en los. proceso~ recubri.nu.8-n.t.o por remoción en 

:f'orma. parecida. .a. como lo nacen L.i.n y Liu (1973) de Shlang 

y Siva.sh.i. ns J..; y [ J.982). que t_oma.n en cuent..a la. coordenada. 

t..ra.nsvers.a..l al :C l. UJ O ecu.a.c.i.ón; y de Sh.a..rrn.a y 

Rucken.st.e.in (198SJ .. qu-? .!.ncl.uyt-n laz fuer=.a.s de van der 

Waals en el estudio de la rupt.ura de la. lágrima. en un o~o 

huma.no. 

Shlang y S.i v.a.sh.i.n.sk:y ( 1922J sef"'ia.lan que ei grado de 

irregular.id.ad y caos que ex..i.st.e en las ondas Cque pr~dice 

su pu e-de depender 1·a.ct...or-=-s geomét..rJ.c:os 

ext•rnos. taies como ia cur~a~ura. Por &Jempio. •i riujo •n 

una ccl umna c..:.. 1 í ndr .i ca t!'S. e-n gene:- .al 

rluJO ~n una placa. plana ~ert..ical. Con 

El>C:Ud..Cl.Ón 1.ogr.c:a.n 

cons..- i gur.a.ci ones 

m~E regular que el 

sel uci On de su 

di. s.-er-e-nt.es 

valore~ del. 

pa.r.ci.met.ro geomét.r.i.co (~/c;;..~-;; 1 ,...... 2 Cver dt-t-.!.n.ic..:..6n de r; en el 

pró::<lmo e.a.pi t.ulo~. Sobre es t. e par't.i ::::ul a.:- se .ahondara en el 

capit.ul.o 5. 

En resumen. s:::-n :rel at...J.. vamente t.:-.aba_ios que 

incluyen e1 c:urv.a.t.ura. t.i enen al guna.s 

ecu.a.c.ionies e"Voluc.ión para ondas pe1 í e ul as 

cilíndricas pero ~odas ellas se dedujeron tomando en cuen~a 

eieras hi.pót.esis si mpl i f' .i cat..or.i as .. S>.n embargc .. su 



compiejidad es La.l que no se han podido ob~ener so.luciones 

qu.a- t..omen en cuent...a los t.érrn.inos no .li•nea.les. - La versión 

.line.í:i..li=..ada de dichas ecuaciones si se ha. resuelt.o. pero 

con .algunas rest,riccion&s en .los valores de los parámet.ros 

pert.inent.es Cpor ~Jemp.lo en el número de onda. 

t...a.n.sión superf'.icia..l. o en l..a. cur'-'at..ura de l..a. pe;licula:J. Es 

import.ant.e en~onces disponer d~ una soluci6n. cuando menos 

par~ la versión lineali=.a.dd. que no ~enga res~ricciones 

.los valores de es~os p.a.r.a.me'f_ros. D.i.cha solur::.16n se obt..iene 

en esLe LrabAJO. 

Por oLro lado. los rasulLados exper1manLales se reducen a 

.los de C-c-r- en C l. 962) • eY...l. s t..i ende .la. necesi d.a.d de más par a 

v.a..l.id.a..r las d.if'eren~es t..eorias. 

incluye un.a pa..rt..e exper.irnent.a.l. que pret.ende resarcir est..a 

c.a..r~n.c.i.a.. 
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C.:.PITULO 3 

PLAHTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Ei modeiado del ClUJO ondulado ~n p•liculas de~~endenLes es 

un desa.:r.-io a las met.odos ma.t..am.at..i.cc-s mod~rnos. que como ss 

ha Vist.c en el c.a.p.it_ulo ant.erior . .::'a.ll.an cuando se t.rat..a de 

dar und d~scripc.ion complto?t..a. dt-1 de.s.airrollc- d~ l.::s.s on.d.::..$. 

como :/a. st- hci. d.i...-..=h~- ie-·...-..=..lu.a.r e-1. ~!·t-c't.o de .la cur·, ... at.u:-.a en 

1as propiedades de l.c..s ondas. El p~~mér paso deb~r~ ciars~. 

cbv.iam"c?n~-9 .. e-:-. l.=... r€-g.ión dt- 1·1u_lo rel.a.t...:.v.an1ent.e ordénado y 

<eost.c res t. a 

const.¿._nt_e. 

3 • ..1... ECUACI OUES FUNDM....."'!ENThLES' 

Se su,;:.or,e ¿..l !-lu •·:.-- de u:-¡..;.. p.¿..licula liquida descendiendo 

"-'ert.ic..aln~en·._~ F·.:.-.r ~1 ~:~"-~:-icr do¿. iJn c.J..l.!.ndro d..:,, r.c..dio ..:.. 

cerno~-=- tnu:o:;:ast_r.c.. ~n .l..=t. figuro ~-..1..- El l.:: qu.:... do t_i .;i.n..:- una 

dens.:..dad una t.ens.!.Ón 

sup¡,;;.~f' i ci.. c..l 

C· c..=..nt.i dad 

m~dic- qu~ de 

viscc-.:::id.ad nula. 

2. ..:- C!-J..gUr-it. .l. • .lJ =.- ..!.. u_1 o puede 

por lo que t.omars.;. como bid.im.ens.:..onc..,;.. :...r con zi m<::t..rí.a a:<lal 

t..ant.o lo~ c..:..mbios ton las ''..::triables como la.. '".r~locida.d en l.a 

·dir.;acc.i.ón t..ra.r1.sversal al nv..:.."V.i.ntient...o serán cero. 



Las ecu.aci. ene~ que .r.i. gen el movi m.1 ent.o sen 1 as. de 

cont..i.nuidad y Navier-St.okes. que und vez ~ornadas en cuent.a 

las supcsic.i.on~s an~er.i.or~~ quedan. en coordenadas 

cilindr.i.cas (ver Hughes y Gaylord (1964JJ. como 

Cont.inu.i.dad 

Na.vier-St.okes 

Du 
r 

p---
Dt. 

Du_ 
p 

Dt 

donde 

t..i.eruan. 

t.-ront.era 

En r=a 

u 
r 

l. 

r 

ap 

étr 

D 

Dt. 

a au 
ar 

(rur) + a=. ==o 

.u [~ ...... - :~J 

- ,_, v2u= .... pg 

ét 

at. 
a ____ ,_, 
étr = 

'72=~-+--1--ª--+~ 
c3'r

2 
r ar- a= 2 

además. l.as siguíent...e-s 

o 

o 

:36 

C3. J..::0 

C3. 3:> 

Condiciones en l.a 

C3. 4::; 

C3.5::> 



que Vienen doe la condición de no desl.iza.m.1.ent..o de.l C.luido 

en ia superrici~ del. cilindro. 

En. l...;:.., s:up-=-r t~ .l. ~J...:.. .l J. breo del. l ..i qui do se debe cumpl .l. r. de 

acuerdo con las supos:J.ci.one~ ant..es hechaS. quo? l .a 

resul. t.a..nt...e de las t~uer::a.s que act...t.ia.n sobre un elamenLo 

inf'inl. t.esi mal 

A. 

En r 

-

donde 

por 

.a - h 

-p ~ o ~ . ., 

au 
2: r 

ar 

au 
2 -----

p es la. 

i gua.l 

2.u 

rJ 

oh 
( 

ou 
r 

az O= 

oh 
o 

az 

presión del. 

a cero. Es t... o conduce 

ou 
( azr 

o C3. e:. 

au J [1- ( 
ah J2] :;:; 

ar --
C3. 7::> 

ambient..e y J.: l. .a c::urvat..ura dada 



a 2 h 

l_ 
"=2 

V.= 
3/2 

a+h [i a 2 h J2] ·[ az.2 

t..i en€- la condición cinem.á.t_ica en 

superficia libra qua viene del hecho de qu• si el l~quido 

no cru=a dicha superf1ci9. en cada punLo de la nusma •• 

cumpl.e qut:- .. 1.a compc•nent.e ncrn1al de.- la velocidad del I'luidc 

y la veloc::.idad n.orm.a.l. dt- le.. supert~ic:ie san iguales. 

En r a.+h 

u = ,-
ah ah 

u_ 

3. 2. SOLUCION PARA EL F"Lu_ro BASICO 

e.l 1:.-J..UJO básico. decir4 

C3. S::> 

í'l. u_10 

e~~abilidad se ~~t.udia. supues~o compleLamen~e desarroliado 

Cinvariabl& con =;... permanent.e .. laminar y pa.ral&lc.. al eje 

de.l ci.lindrc- se Liena lA siguienLe solución Cver ap~ndice 

>..::> 

.l. 

- .. -.- C3.9:'1 
= 

h h = et.. e. C3.10::; 
o 

p p ... <-... ¡::-
o 

C3. 11::> 



1 
K' = C3.12:> 

dond& las varíAbles ~est..adas corresponden al ~lujo básico. 

-=>. -'>. ANALISIS LINEAL DE ESTABILIDAC· 

En la t_eoria lineal de .l.a estab.i.l.i.dad s~ supcn€-' que l.as 

v.a.riab.les; d.::-1 !"l. u_i o b.is.i. ce sor. aiect.a.d.a.s peq~Jo?f"ías 

peor t.. ur bac .l. one-~ .. pu~dar. de-spre-c.i .:.rs.,;. 

t.. ér r:u. n .. _:;:.3 

man t.. J. e nen 

m.ant..ienen 

La:s v.ar.i.ables ;:::..:..:-a ~l !luJo per"'_urb.a.cic seráf"'. igual a .la 

suma de 1 a.s cc;rezpor:.di enr_es para el :-.l t..:_1c- básico más un.a. 

peque"ª per~urb~ción 

h 0::3 .. 13:. 

K K + ;:: ·e= 9 t..:> 

Las ~ar.iables del flujo per~urbÁdo ~eben ~ambién sa~isfacer 

t..a.nt.o l ÁS ecuaci enes f"un.da.men.t.al es como l. .as con.di ci ones en 

.la. ~-·ront.era._ dad.a.s 8-n 3 . .1. $.i ~e st....;.~t..i.t..u,:..r.¿a. C3.i.3:. -=-n dichas 

ecuaciones. se resLa 1a so1uc1ón para e1 r1uJo básico y se 

eliminan .los t....e.rnú.nos cuadr.á.t.icos en las. pert..urbaciones.. se 

obtienen las ecuaciones lineali=ad~s d~ l~s per~urbaciones 

Cpara m~s de~a11es sobre ••~a s8cción ver el ap~nd~c~ A~. 

Como se h.a.. supuest.o que l.c.. per,._u: ... b..;...c.ién e1"'1 l.=._ supEi>rí'ic:ie 



libre Ch•J es peque~a. pero función de z y del ~iempo .. es 

posib.le y prét-eri.bl.e r~t-..:rrir l..a.s condiciones .e-n l.a t-ront..era. 

.a e a.-+-h J 
o en 1.ugar d& C.a.+hC=.t..::>::>. Est...o s.e l. ogr-.a si .... 

realiza una expansión en serie de Taylor de los t..érm.inos de 

l. as; con.di C..1. en.es C 3. 6).. C 3. /~ y C 3. Sj.. y Se el i. minan. .l. OS 

t.-érminos c::u.a.dr3t....i.cos e-n h •. 

Las ecuac.:..ones. en t.érnu .. nos de 1.a.s pert..urbaciones dadas en 

C3 .. l.3:> .. no st::S> resuelven d.i.rect...amen.t..e. sino que se procede 

de un.él. maner..::o. que ya es t..ip.ica en es.t...:.. clase de problemas. 

l~ cual •~ descr1be en el ap~ndice A. 

Con el ob_1e-t...o de- re-duc-.Lr el problema a. ur.o de una sol.a 

v.a..ri.a.bl.e i.ndependien.t.e. se- def!.ne una !"unción d'3' corrient..e 

para ld pert.urbaciOn de la v~iocidad .. de t..al manera que se 

cumpla en forma 1d~nLica la •cuacLón de conL1nuLdad 

1. ª'""' 
u C3. l.4'.> 

r 
O= 

1. Uv.1 
u C3. :!.5) 

= é'lr 

Las ecudciones ant..er.iores se SU$tit....uyen en las de movimien~o 

:; en las. cond.iciones er. la :f'ro:""lt-er.a. .. 

2....a supone qut- t..od.a. p,,;-rT_urbación .;-s. una onda de 

c..rbit.r.c..ri-=. .. pero que .:...dm.:..t...:,. un .o.n.á.li:s.is ds- Four.i.er y quEr 

por lo t.....a.nt.o pu..,;?de e:<presc..rs& como la suma de va.r.i.a.s ondas 

Se ane..l i =.a so.l d.ment.e el t.érmJ.. no más 

ínes:+-a..ble de est..a serie. G-r:?ner.a.lme1'1t.e se supone que 'Pes de 

l. a i .. orma. 

u~ e r. =.t..:• 

donde ".!> es 1 a. a.mpl i ~ud.. 0t el. número de onda y e es un.a 



cant.idad comp.leja cuando est.udia e1 crec.imient.o 

t.empo~al. cuya part.e real cr represent.a la celer.idad de la 

onda y la p.a.rt..e .l.magina.ria el. un fa.cLor de amplíf.i.cación. 

Como ha. demost_rado Yi h ( 1955) d.l. hace-r una ext.ens.í. ón .al 

t-ecrema d~ Squire (1933J _ qu~ es vál.ido sé.lo para. flujos 

con!' .l. nados.. un t-1.UJO con sup~rr.'.icie libro &S. es.t...able 

.l. nest..a..bl e re-s:;pect..o 

i.n~$;t....a.ble- con. resp~ct...o per t. ur bd.c: i en.es 

b.l. dl. me ns!.. cna.l es ..:?t menc-r es nt.inier os de Re~,,nol ds. Por es t.. a 

ra=6n sólo s~ con31daran par~urbac1ones bid1m~ns1onales. Se 

~endrá 8n~cnc-E que. parA c
1 

·O el flu}o as 1nas~able. para 

e <O t!>~ ~s. t. .a..b..!. e 
i :-' par .:i. 

L.a..s p.art.urba.c:ion~s. 

p•licula s• expresan 

la pr8s.l.Ón y en el espesor de- ..1.a. 

~~rm1nos da ~ usando las ecuaciones 

de mov.i.nu.ent..o =·' las ccnd.:.c.i.ones en l.a :'ron.ter.a. con lo que 

[ 

don.de 

En r a 

y en r 

<P = o 

dr 

a.+h 
o 

d 

dr 

o 

va.lores 

C3.17"J 

[ 
l. d 

) C3.16'.) 
r dr 

C3. 20:; 



C< 
2 

d (-1 d,P 

) 
</> g 

<I> ... o C3.21::> 
r dr dr rvCc-U J r 

::; 

p[cc-u=::> 
d<;!> du 

<P]-
µ [- d"'c;t> 1 d"'<;t> 

= 
dr dr i"' dr "' r dr :z 

2 
1 d<b ]- CY et• (c.2- 1 

) Ce< - j 

r 2 
dr Ce-u J Ca.+h J = <> 

( 
d<,t> 

~) ... 2.ui 0t o C3.22::> 
dr 

Si se- deseara hacer un .análisis del crecinu.ent..o espa.ci.a.l de 

las pert..urbac.:.ones. s~ deberia =:uponer •..:-t coniple_1a y e re.al. 

Con. t:?sT..o el. problemo. s~ri..a de ·?a.lor'!?~ caract.erí.s.t.icos par.a. 

e1 par~maLro a. GasLer [1962] ha obLenido una ecuación que 

pern\.it..e pasar de les r"2"s.ul,._.::i.do$ t.empor-al~.s..:.. les espacia.les. 

Y Lin ( 1G76j h.;. demost.racio que dicha relc..ciOn es ........ a..i.ida 

siempr.,;- que ~e cu•11pl.:a.!""':l lo~ supues"t_cs: d~ la .,._e-ori.a. l..!..ne.=...l. 

La e 3. 1 -;-: es ecr_¡,ación de 

Or r -Som.mer 1· t.-1 d. que c.. ocr dencd.as 

cilÍndric....::..~. 

3.4. ..:.DI 1-!EtJS"I OH..:.L DE:L PFOBLE!-1A 

CARACTEF.:I s-TI COS 

Cuando se pra~•nda ca1cu1ar e es muy tiL11 maneJar Lan~o 1a 

ecuación di.!-er~n¡,;:ia.l ~c·mc los condiciones e-!1 l..:.. f"rcnt.e¡--a en 

su ~orm& ad1m•ns1onai. EsLo pern~L• conocer cua1es son 1os 

pr1nc1oa1es par~m•Lros ad1m•ns1ona1es qu• 1nter~1enen en e1 

problema. y t~.a.cil.i t.a e-1 a.nál i s..i ~ de de m.a.gn.i t_ ud 

cuando se ha.ce a..l guna. a.pro:--::i rn.aci ón. 



En adimensionalización del. problema de val.ores 

c.a.ract..eríst.icos se ha us.a.do la. ve.locid.c..d s.uperí'.ie.i..a.l. no 

per t.. ur bada 

pert.urbado 

u como v~locidad caract_erist.ica 
o 

dt- la película h
0 

como long.it.ud 

y al espesor no 

caract.eri st..i e.a. 

Las nuevas ~.ariables adimension.al~s se represerit.a.n con .las 

mismas .let..ras que l.as dimqnsionales para evi t..a.r 

compl.icac1ones en la nom•nclaLura. pero d•be recordarse de 

a.qui én. a.de-1.ant.<t"" su c.a.rac"-er- o.dim-e-nsiona..l. 

Con •sLo en cu•nLa. al probl.ema d• valores caracLerisL1cos 

S..:iP t...r-an.st-orma en 

[ 

- 2 2 
Cc:-u=:>CD -0< :> 

1 
C3. 23::. 

En r ~ 

o C3.24:> 

o C3.25:> 
dr 

y en r 

1 
o C3. 26:> 

r dr c:-1 
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do;!> 1 
o.Cc-1:> ... 

dr .iR 

Wo.ch 1 2.io. 2 

Ce. 
2 - --:>+ e 

c:-J. r 
2 R 

EJ. per1·.i J. bá.sico queda con10 

r 
2Ln 

2 
r 

1 

do;!> 

dr 

2 r 

</> 
---:> 

r 

1 
do;!> ] :>---
dr 

--2-
r 

o C3. 27.) 

u_ C3.28:> 

En 1as ecuaciones an~eriores el paráme~ro georné~rico 

C'.3.29.) 
l.-;- h 

o 

repres:ent..a. la relación ent_r-e e.l. radio del t..ubo y e.l espesor 

de .l.a. pE~l.icu.la y y se deíine como 

;· 
..:s.-+-h 

o 

C'.3. 30.) 

Los par~metros r y~ ne son .independientes entre si. pero 

se m..ant. en.d.r .á..n los dos pcr si mpl i c:i da.d al ge.b1~ ,;,.i e.a en l. as 

ecua.cienes. 

Los números da P.eyno1ds R. Froude F y Weber W se de~inen de 

la si9uien~e manera 

u h 
o o 
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C3. 31.:> 



F 

w 
pu

2 h o o 

C3.3Z::> 

C3.33::> 

En resumen. exi st.en t...res. pa.r..in\et.ros independientes. par.a e.l. 

prob.lem.a.: P.. W y ~ Có r;":J. Es t-.a..cíl demost.rar que e1 número 

de Froude puede ob~enerse de 

G C3. 34::> 

donde 

4C1-;v :::> 2 

C'.3.-135:::> G 
~ 2 - 2Lny -1 
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CA.PITULO 4 

SOLUCION TEORICA DEL PROBLEMA DE ESTABILIDAD LINEAL 

En es t.. e capit..ulo se r&suel ve el. probl.ama va.lores 

car.act.erist..i.cos pl.a.nt..e.a.do por l..;.s;. ecu.ac.l.On.Go~ C3.
0

23.::>-C3. 27J. 

Se present...a.. en pr .i mer l ug..:..:-. l. a sol uc.l. ón .an..a.l i t...i e.a vál. ida 

i-:rant.:::: y .Zol.l...;;..rs 

e 1 g76J. me-d l a. n t. .:- .l a. pér t.. ur b.acJ. ones 

regul.a.r-=-s propuest....;.. por Y.lh flG6:3J p.a.r.:s. f'?l. c.::..so ce pl.a.-:::..=.. 

plan..:.... L.a r.a.=On que- ~e ,._.it-n-=- p..?a.r.a. .incl.u.ir- es.,._a. s.o.luc.i.cin e~ 

el. a.ut.or 

J..:rant.:;;: y Zo.l.la.rs. 

cuent..a. de que él cnut.i.6 't?.l t..erm.ino Wo:
2 

d"=-" l.;:.. condi.-::=.i.ón en 

.l.a. front_e-r.a. C4 • .19::> en 1.c.. .;:.pro:-:imac.ión pet.ra. ord~n une en o .. 

por lo que llegó ¿:,,_ t...:n.3.. solución que ne t.crn.a eri cuent.a el 

ef'"ect.o comb.inado de la t.ens.i.Or. sup<-?:-!-.ic.:..al y la. curvat..ura 

en ..la dirE--cc.iOn ~:<.ia.l. que !-.l.r.a..l:::e-r.t.e ¡.:"..:~de- est.3.b.i.li.=ar e.! 

f'.lu_10. Asi pues~ el rnérit.o de la so.luc.ion ccrrE>oct...a. es de 

Kr.ant..= Zol .l rtrs .?tCj'.UÍ porque 

consid<::-r..::.. qut2- lo~ d>?t....=i.ll.es sen .!.mpcr,._.=..nt_"?E. p2t.r.::. ~l t_:-abaJO-

et.ros 

58 r<é>st..rJ.nge 

de ~..;..ynol. ds. 

de c.a..ract.er 

similor . .S-8 hace n.ot.~r 1..a. di:-e-re-ncia e-nt.re .a.rnbo.s m.e.t..odo~ 

Se con1par.an .los resul.t.a.dos. numéricos con los report..a.dos er~ 

l. a. l i t. era t. ur .a par.a l. os casos lirni.t<? de placa plan.a 

chor-ros. y con l..as a.pro:-::..im.a.c.ic!J.eS e:-:..:..s:t..en•_es p..=..r.a. pe.licu.la.s 

cilíndricas. Sé present...an nuevos r~sul.L.ados par.a direrent.es 

va.lores de los p.a.rá.met..ros f'unda.rnent..a.l.es. 



4.1. APP.OXIMACION DE NUMERO DE ONDA PEQUERO 

Se- supone una solución de la rorma 

y 

e e 
o 

2 -etc ~a e ~-
~ 2 

C4..1::> 

C4.. 2;, 

Sust.it.uyendo en l.a.s e-cu.a.e.ion.es C3. 23:>-C3. 27.::t ~ igualando 

~erm.i.nos de igu.a.l pot.~ncia en ~ se llega .a. lo siguiente: 

Para orden cero en o l.a. ecuac~ón C3.23J queda como 

o C4.3::> 

donde se supone que .l. /f? para.. que los t..érm..i.nos 

proporc.ion.a.1es .a 1_.,,-·r no sean dom..l..n.a.nt.es Cde orden mayor que 

La cond~c~6n en la Cron~era en r=~ es 

d<t> 
o 

<b = (.) C4. 4::> 
o 

d.r 

y en r =t~-l. 

d2;.;b 

"' 
1 de <Po o 

G o C4.5::> 
dr 2 r dr e -1 

o 

dª<Z> J. d2<l'> 1 d<;t>o o o o 
dr "' r dr 2 

r 
z dr 

c..:-.s:· 

Lo. so.lución de l.a ecuación e 4-. :3::> es 
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et> = A + A r 2 +A r"+A r
2
Ln r o o 1 z 9 

donde 

Sust..it..uyendo 

A 
2 

est...a. 

y 

so.lución en 

~ron~era se t..iene 

A G 
o 

e -1 
o 

A ,. 

A
1

GC1 +(D 2 

e -1 
o 

Gel. +(>:>2 

e -l. 
o 

A= C• 
2 

Ln Cl. +(3J 

C4.. T> 

const..Ant..es arbít..ra.rias. 

J.as 

o 

o 

]= o 

GC1+~-:;• ] 

e -1 
o 

en 

C4. SJ 

e .i.. 10:> 

El sist.en\d. algebraico a..nt.erior t.iene solución di~erent.e de 

2a trivial sólo si su de~~rminant..e es igual a cero. Después 

del .m.a.riejo a.lgébr.a.ico correspcnclient.e. est.o conduce a 

Dado qu.,. 

e 
o 

la ecuaci6n di f"er-enci al e 4-. 3:> l..i.n.eal. y 

homogene-a. 

det. er mi n.ar 

1-uncione::; e.ar d..C:t. erí. st.i c:.a.s pueden 

sola..me-n•-"""° con una. 

a..r bi t.rari a. Así. se puede t.omar 

resul t....a.n 

48 

const.ant.e 

A= l.• 

" 
por 

mUl t.i pl i cat..i va. 

lo que A 
1 



A = o 

de est,,a manera. 

2 

C4.13::> 
2 

C4.14::> 

1a ~unción carac~erís~ica es 

C4.15::> 

Par a t..ér mi nos d& pr i mer orden e-n °'. y usando l. .a. so1. uci ón 

an~erior. 1.a ecuación di~erencia1 es 

2G 

i C1-r::>
2 

LnCr/(D -

y l.as cond~ciones en ia rron~er• 

en r = ~ 

en r 

o= .. dt,ps. 

dr 

1 

r 

o 

da> ... 
+ G 

dr 
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C4.16::. 

C4.17::> 
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d.;!>º 1 

[ 
d34' 1 d2,P . . 

dr .iR· dr " r dr 2 

( 
1 

)<t>o= ... w o. 
2 o 

r 2 

donde para. que .1 os. t.érmi nos de 

del. orden de 

y \:."= 0-:: 1 .....-~2~ -

~o s~ deb8 cumplir 

As~ s~ conser~a .la 

1 

2 
r 

est.a 

que: 

~] 
dr 

C4. 19) 

úl t..i m.a. ecuación s:ea.n 

R= 0::.1:, .. W= occ~-1:J 2J 

en la direcciOn axial. (proporcional a oJ en la est.abi.lidad. 

L.;a so.lución. d~ .i.c.. ~c:u.c..ci6n (.:-L16J. en 't.. er m.:. nos de l. .a.s 

const.an~es ~rbit.r~rias 8 
o 

a 

donde 

5 

64 

-.iR [ .:, ... 

K= z 

K.._)Ln r 

2G 
Ln f> + 

C1.-y'Jz 

i..RG 

. 

K .. 
32 

50 

B y a 
3 2 "'"' 

K 
2 es 

r 
.l. 92. 

CLn r)
2
]-

K 
3 

a 

[~J] 

r 2 CLn r J
2 

C4.20::> 

c.:.. 21::> 



K C4.23:'.' 
a 

2iRG 
C4.2~;. 

e i -r:> z 

Su:st.i t..uyendo l. .a sol. uci ón. C 4. 2.C() eon las candi c.i. enes en l. e::.. 

rront..erét... después de un laborioso t.r-ó.ba..jo .:..1.gebra.ico. s-=-

pueden eliminar 8
0 

i 1 
e= .. [ X-

1
+ WR 

C(3+1:>
2 

donde 

[ Ln C ¿ - C40(35 + 180(3
4 

... ~]3 

~·1 2 

+ 320(3
3

... 260(3
2

... 1 20¡> ... 20:> [ Ln e---- :> J - e 20¡>.s +1 80(3
5 

P-

(3+1 
Ln C----:> 

P-

59 ] -6--

t .. = 
2 

C2[1+1::> 
2 

16C¡3+1 :> 
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C4. 26:> 

2G 

C4. 2:0:. 



por l.o que 

e 2+ 0c. e 
1 

hast..a est.a aproximación. 

e 4-. 2.7::> 

Kran~= y Zo.liars (1976) 

!' 
2
<0. y· por lo t...arit..o. 

dict..ará la est..abil.id.ad 

obt....i.enen que. para 1/~ OC1::> .. f".a.>O y 

e.l s.igno del t..érmino o.
2

- 1/C~+-1.:· 2 

del. f'lu_10. As.i .l.a. curva..t....ura.. en .ld 

dirección. .a:<..l. .al C pro por e i ona.l •_i.ene 

est...a..b.il.i:::ant..t.!>. nu.ent.ras que cu:rvat..ur.a. 1.a.t..eral 

La celeridad de l.a. onda. res.ult..á de- do:S ·-.,.ece~ l¿.. velccid.ad 

en .la supert-..i.cie no pert..urbada e e 
r 

res u.!. t..ado con el de pl .a.ca p.!.. an.:.i. 

coi nc::i di en.do el. 

c•J.a.ndo menos 

h.a.st....a. est..e orden "'i?n ..;, .::: ver Sen_iar....!.n (1957J y Yih [1963J:-i. 

Es ~mporLanLe hacer noLar que ei racLor de ampi1r~cac1cin de 

la cn::ia. oc 
1 

y de Weber_ 

Ent.re los pr.i.nci.p.a.le-s prcblerua.s que s:urs=en en el análisis 

.l.in-a-a.l d~ la. .¿..~t....:i..bilidc,..d de le~ :-1u_1cs: lan~n..::..res ;::--=-.:-aleles 

se encuent..ra el do,? obt. ener la. sol uc.i. ón de .l .a ecu.o:..c.i. On de> 

Orr-Soni.m8'r:-t-ld. L.=.. d..:..!..:.....::ul.,._.ac.:! in.a.ye:- st- t..ieneo c•.Ja~dc s~ 1.::-TJS:cd. 

desa:-rcll.a.dc:-

complican por l..:.. necesidad de ort.ogonal..i=ar l..as soluciones. 

para é'.'..l. t..ar lc dependenc.i..a l.i ne.al ent...r~ l .a.::: c~at...ro 
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soiuciones independ.i.ent..es Cla ecuación es de cuart..o ordenJ. 

que pu<'?dt- proven.i.r de- errores numér.i.cos. 

P.a.r-. f'.l U_lOS pe.l i. e u.las descendent.es se 

dernue~ t.. r.:.. e:...:per .1. men t. a.l men. t. é C ver [ l.949). Binni.e 

( 1957) ca.pi. t.ulo 5 del. pres.en t. e t.raba~10:> que .l.a 

i.nest.abi.l.idad t.i~n~ lugar baJOS nümaros de Rayno1ds. por 

1o que sa av1Lan la mayoria de los problemas sn la solucicin 

de .l..:.. t?cuac16n. u~-=- un m~t..odo 

derivado d~l pr cpuE-.s t. e· por D.::.. vil?:.,.... ( l 973 J E>I-i. 8-l qu~ no ta-Y-1. s t. e 

la necesidad d~ orLogonali=2r las soluc1on•s en al interior 

t.. on1b.i. t?n Sol or .i. o 

Para el empleo del algoriLmo num~rico conviene escribir el 

prcblem.a de valore~ c.a.ract..er.ist..i.co~ CS. 22:.-c::=. 2.7:. de l.a 

siguient..e f'orm.a. 

d""<P d".p a"<;:> d,,t· .. Q Qz Q,, Q .. <P o C4.2B::> 
dr .s.dr 3 

dr 
z dr 

en r p, 

d<;t> 
if: o C4.29::> 

dr 

e.n r P,+l. 

dzcp d.p 
p pz <P o C4.30::> 

dr 2. .. 
dr 
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dr
3 

don.de 

dzc;t-

p ---- p 
9 dr2 

l. 
Q= ,. 

... ""' -

r 

icc.
3
RCc-U :-.­z 

4 dr 

2 

r 

[ 

l. 

r 

Cc-l.:::> 

2 
r 

o 

l. 

r 

e 4. :31:::> 

) 



P
4 

= i 0tRCc-l ::> 

p = ,. 
r-

[ </>. .p· • </->" 

iaRW 

Cc-1:::> 

donde las primas represenLan derivadas con respec~o a r. 

Si <to y sus ~res primeras derivadas son con~inu~s. ~ ser~ 

una íunc:.~ón con~.inu~ de r. Es.-t_o úl.t..imo per-mit..e a.pl..ic:.ar un 

desarrol.1.o en ser.i~ de Taylor para calcular el valor de ~~ 

en r = p + n ar en ~unci6G d8l v~lor dal V&C~or rn-a en r 

~ • Cn-1::>6r donde n= 1.2.3 .. .. N y ~res un incremen~o en r 

peque?lo C.6.r= 1 ,,-N;•. S~ tiene ent.cnces 

:f.n= L...r 

dr 

que no es más que una t_r.=..n~Icrm.a.ci.Ón .lineal 

~rt-..._en el. vect.or ~,... de la 1~orm.a.. 

del vect..or 

C4. 35:-. 

En t.erminos de la ma.t.ri= de la transt-orma.ciOn .l.a ecuación 

anterior se puede escribir como 
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e 4. 36:> 

que .-.pl..icad.a. .a t..odo Q-1 int..erval.1..: de int...egración. l.l.ev.a.. a 

y= M y 
-s. -1 -·:· 

C4.37:> 

X = M y 
-n -n -r.-.:. 

de manera que sus t. i t. uy--:~:-:.do ca.da ecuación en l. a 

ant.erior-. part.ien.do de la ú.lt..ir;:..=· se obt..iane 

y 
-o 

o 

donde 

. t!1 

Si abare.a. t..odo rango:. 

rinalmen~e a la ecuación 

don.d..;;. B es la m.a.t.r-.i = 
valor de y er:. r 

de int.egrac::ión se 

y 
-f 

C4.3B:> 

C4.39:> 

C4. 40:> 

l.1. ega. 

C4. 41:> 

es el. 

Ahord bien. se sabe del al.gebr ~ l.ineal que sí se conoce l.a 



t...ra..ns.t'orma.d.a de cua.•-ro vect..ores 11nP.=tlment.e independien'Les 

e ve-et.ores base:> queda complet..a.ment~ deLerminada ia maLriz 

c1.o.o.o~T- co.1.0.o~T. ª· S.i se t.oman como ve-et.ores base 

C0.0.1.0~T Y C0.0.0.l~T y se obL1&nen los correspondienLas 

vect..ores la i nt.egraciór1 

ecu.a..c.i ón C 4. 28:::0 usando un m.S.t..cdo d~ P.unge-~:ut. t.:a d8 cua.r t..o 

orden en est..e caso. ..?.st..os r'8o;::Ul t....=..n s.8r. como e--s f'..ici.l 

demost..r.a.rlo. l..::..s colunu-¡..;,.$ de le.. rua.t..ri= §. As.i det..e!-mi na 

ent.once-s la m.::..t.r.!.::: d~ t-_r.ctns:f'..;:..r-=--r:.-=i.a. une.. v.=..::: quE- se har.: 

f"i._1ado v.:..lort::.-s .:.. .los par_;,n1-=-'-ros qu•_:. .a.p.arE-ce-n "=="n la ecu.a.-:=.ión 

C-4. 2S.)Cd,.¿,.. 

La ecuación C4.41J se puade escribir como 

[i 1 [ 
o b.ien 

B ,z,· B 
13" o 

B 
11 

B 
21 

s 
31 

s 
41 

B 
•2 

s 
22 

B 
32 

E' 
42 

a.· 
14 . "' 

6 2s<P¿"'""" B 24'-I>~ · . . 

B ,z,· ... B $" . -
aa· o ,, .. "' 

B 
13 

B 
23 

B 

"" B .. ,, 

<P, 

<P. 
f 

B 
14 

E 
24 

B ,, .. 
B .... 

o 

o 

,z,• ·= o 
f 

<P" •• 
f 

o 

.i.nt.o;..gr.a.r.ld.~. 

l .as; 

C4. 43~ 

C4. 44~ 

donde :se ha t.omado en cuent.a la condic.ión C4. 29). 

57 



C4. 46::> 

C4. 47::> 

Las ecua.ci ones e4.42)-e4.47:> !"arman un s.ist..ema de seis 

.p· •.. 
o 

Como e.l sist.en:1a es t.endrá. solución 

di~er~nt_e de la Lrivia.l si y sólo ~i el de~ermina.n~e de sus 

coet'i ci. .:=-nt..es cero. E.l una. vez 

desa.r rolla.do queda como 

P [s CE P + B + B P ::> 
2 .i. a a .... a ...... 2• ... 

B es P + B +B P :::i] .s.• .93 3 43 23 .... 

P Ía es P + B + B P :• 
1 L 2..a. s3 s .a.s .s.a ~ S es P + B - S F :::i] 

23 ª' 3 44 14 5 

a es P ... s 
33 24 4 44 

B p:;. 
14 ~ 

B es P + s 
a-a za ... "ª B p ;. 

.s.a ~ 

El valor c.a.ra.ct..erist.ico correct.o debi:-r.á er.t.once~ ser t..a.l 

qu<G> d-=-.l det..er m.i na.n't.. e- .a..nt..e!"'.l.Cr. Para 

encu•n~ran .las 6 corr•spond1&n~es en6Lese que .la maLri= B 

va.ria. para cada. c. P·-=>r lo que ha.:Y que in.,._egrar c:u~t...:-0 veces 

la ec:uaci. On .:: ..¡. 28:J ca.d.=.. v.:;,.= quE> se cal cul :t. Ll.:•; ce.-:. es+_os 

vc:...lores Sto int..o:::;.rpola par.a E>ncor.,._rar o::i-l vo..ir~r de e qt..:e-- ha.ria 

0. y zi 

ti!>.f:~ect....i ·..r.a.?ner1t.€' ie;:: ce-re. ::-:,.. par.=.. .,:.1 proco;....:iO. Si e-s. di r-ere-nt.e 

de ct:aro seo t...On\an &st.o;:. e y ..:.. como un ,._o?:-c€>r par ;.~ ~e vuelve 

a .interpolar. D'!:? est.c.. man6-r.z:. $E- sigue h.=..st...::,. lograr que 
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a.bsol t..J't. o.. m.;ionor e-s que- 1 o - 6
• 

E.l proce-$0 dt? .int.erpol..a.ción conv-:-rge rápidament.e si el 

"alor supuest..o d~ e es cercano..::.. .l..=.. soluciOn.. En est..a- ca.so 

l.a !'or mt..:l .a de .int.er¡.:--ol.?tc!.Cn Lagrange da buenos 

resul t. .-.dos. v.al or s upu.;,.s ,._o do:.-

Ut"'lt.d dl.. v.,¡;,r g.,;,.nc.l. .-.. 

en al. 

int.arpc..-:-.1...=..ciOn dE- ?--!ullt"r- ...:'.·~=-r Cont.t-- (1.9SOJ:.i. qu---? .aunque e-s 

el. .a.pG-nd.i. CE> E. .i.nc.luy..;;. v.ar.ias 

subr ut..i n.=..s. 

8700 ?rint.a..t'orm 57l.0-2 

compa.t.J.. .ble con .I EM. E:.1 ,._.l. empo d~ c6mput_o depende de que t...a..n 

4 y 7 segundos er-_ la 3urrct_:gh5 y ~~,._re e y 12. en. la 

Pr .l. nt...a.I- cr !H. 

E::stos por ..S:Cl or .!. o y .Sen 

E:-. l .a.s :- .i. gur ó..$ 

e 
.l. 

.l. m..a.:;.:. n.a.r ..!.. ~ pos~•-..:.. '.r.c._ -=?!""":. 

per "t. ur .b.3'.C.!. enes .arnpl .J. :'.:..can .. t.en.iE?ndcse el 

crecimient..o de la onda t?n a=O. 45 .. quE- es el nt.imero de onda. 

mas: i ne-st. a.ble_ 



3 

o 2 3 4 

Figura 4.1. Algunos modos de cr para R 1. w 1 y r 0.5. 

-s 2 

-10 

P1gura 4.2. Algunos modos de e~ para R 1. w 1 y 1' 0.5. 
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2.0 
c. 

1.S 0.3 ---
c. <, 

1.0 0.2 

0.1 

10 100 
R 

F.i9ura 4. 3 Val.or c.a.ract.er.ist..i.co del modo más inest.ab.:.e con 

w = 1. y 0.5yt..">t=0.4. 

En. .1a t""igura. 4-. ~ se mues.t..ran l.a parte rec...l e i.m.agin.c...r.:...a.. de e 

pa.r a ... i modo mas i. n~st_.abl e- como !'unción del núrr.-s-:-o de 

Réynolds par.a.. ~·=1 ;- =0. 5 y f;...""'C=C•. -· La pa.rt.e imagin..;..:-:...a.. e~ 

pos.it.iva pd.r.a. t..cdo R p.a.r~ es t.. e ~-.. en pa.r+_icular. cree~ 

linealment..e con P. para F pequeños. cerno predice la e=~ac~én 

C4.27~. p~rc disminuye paulaLinamenL• para R grand•s. 

4. 3. J. Compa.r ac .l. Ór-l 

l. i to:-r~at. L.:r d.. 

Cuando .r 
t..i.ende-

¡: 196.:0.J. Lo:; "'2-.l. or"2'S 

( 196~J -

En 1.a l-.!.guro. ..;._ 5. 

con. 

ca.l c•_¡l .c..~.::!·..:·s por 

art...icu.lo 

se mu-:-s t. r ar. el 

61. 

3.=..r r -=.:..-..,i.d 

·...,·h:.. -_ .=: ~: er .. 

O< 
m 

e rm 



10 

w.- o.o 

-
0 .. 1· 

1 

1.0 

'-- -- -- -- -
10.0 

'-- -- -- --

100.0 

0.1 
1 10 R 100 

Figura 4.~. Compar~ci.On del.os result.ado~ de Whi~aker (1964) 

- - - - con los de1 pres~nLe trabajo para .v- = O. 99 

respec~~vamen~e- y se comparan con los ob~•nidos para placa 

plan.a. por Pi.erson y ·..,:h.it.aker [1977) .. que a su "'.'"e= los han 

comparado con result.ado.:; t.eóricos. :, ... · e.:...:perime-nt..ales. de varios 

aut....ores. 

En e..l et.ro línu.t..a. .. cuando y ~o. l.d geom-=-t.ri.d. t..i.encie a la. de 

un chorro ci.líndri.co. Por supuest..o diferencias 

f°ÍS1.C.d.S ya que el chorro se a.ce.lera cont_.i.nua.men.t..e .. y el 

perfil de velocidades es dist..int..o región 
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Figura. 4. 5. Con1p..::..rac.i.6n de .lo$ r&su.it...ados. de Pi.erson y 

con los del pr~••nLe Lrabajo 

par.a ~ 

Sin embargo. l.=..s: c.::.:-.a.ct_e?ri.s:t . .:.c.=..s de est_a.b.i.l.idad p.ar-ec:en ser 

Sl.m..1. lares_ par.a r q o 
puederr conlpar- ar so-? e: horre 

i n.:r or m..a.c.i é.n. 

para 

le"° 

pu~.j..;.n c:.::·!1•;::.:..:- .ar can los 

de c.:...lindric.a 

va.lores d.;_.. _._ qu8' •.::.c......:..n.c~d¿:.:-:. ccn les de Ch.andr.a.seY::ha.r · . .r se 

comparan b1en con lo~ valorw& obLenidcs por la C6rmula 

~ = 
m 

0.707 
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0.6 1 
0.4 ·1 

.... 0.3 1 

0.2 

0.1 

o 0.2 0.4 0.6 1.0 .,. 

Figure.. 4-.6. NU:mero de ond..=.. de m.;;,.:,..r_i.rna. amp1ifi.caci.ón para R 

10
9

. Va.lores t....:-6riccis y experimen~ales o 

:net_odo 

preser.t.e ncr:~Eo-ncl ¿,,•_ ·....:.:- .:... • una 

ccnrirmac1cin 9xp9rim•ntal d9l ~n~liEis lineal de estabilidad 

en est• limita CR=0~. 

Las flguras 4.7 y 4.B mueEtran la diferencia en~re las curvas 
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T.ab.l..a 4.1 

Número de onda. de m.áxi. n1a ampl. i !' i c:.a.ci ón con r 

R = 10-.. para di1-erent.es _T = W R2 . 

J "' m 

1 o. 41 

2 0.45 

4 0.50 

6 0.53 

0.015. 

de est...abi.J.idad neut..ra calculada.s con .l.a.s a.pro:<.im.a.ciones de 

Lin y Liu (1975) y Kra.nt.= y Zol.l.a.rs (1976) Csección 4.1 de 

est..a. t.es.is.J respec:t.ivamente .. y los present..es resul. ... _a.dos 

numér..Lcos. La diferencia se .a.~.::ent..ú.a. cuando se increment..a el 

número de Re;.rnolds .. y por le t .. .:...nt.o el nümero de onda 

crít..ico. También hay una. n1ayor d.i!-erénc.ic.. al .incr8'men.t.arse­

e.l. espesor rela~ivo de la pelicul~ Cb&JOS ~~- P~ra grandes 

va.lores de ¡3 .. ccmo en el e:-:perim~nt.o de Binnie [195/J dondé> 

4.3.2. Resul~ados nuevos para la pelicula cilindr~c~ . 

.l..a est..c...b.il.i.do.d los 

po..r á.me-t. res 

neces.i. d.:;..d de •_¡sar 

soluciones de la E-cuación de ()rr--S'~..=-mmt-rz~eld <?n el .int_er.i.or 

del int.erva.lo de int.~g1-ac:iOr. CGrrl.m-S..:.hn.idt. poi-

:,.... qut- no !~ or 1ntion 

ya. un e-spac..i o de sol uci enes. ?e-ro ha.y qu~ s:e-i""i.rtl ar qu.,,;. par a 

Lan al~os ntimeros da Reynolds. las no lineal~dades ;uegan un 

papal muy ~mpor~an~a an una rvg16n muy :arcana a la linea de 

.inicio de l.=t.s; ondds Cver p:-6:"=.l.mo capit_ulo.). 

1ineoa1 ye.. no .;¡os; val.id.;.,_. Par.i't. Gol r.ango d.,;,. nt..imero·s de Reyn.olds; 

considerados en est.a est.ud~o no se raquiere de la mencionada 

or~ogonalización. 



La rigura 4.9 muasLra laE curvas de ampli~1cación c=~sLanLe 

par.a W= 1 y r O. 5. Para R>O los números de ondo. :nayor.es 

incremenLarse la cu~~aLura 

de la película. es decir. cuando r disminuye. 

Las ..... 11 V ..... 12 rnues. •- r an. el nUmero 

cel er- .l. d.ad rn..=;.:-r....l.. ma. ampl .l. I l. c.a.ci e:---.. como 

t"unci6n d~.l nUmerc ae Peynolds. p.3.r.a. -....· =1 y dit-ere:-.--es r­
Dicho n'..lmero de onda s.,;. :..nc.r~!nt::-nt_a t.a.mb.i.én al 1ncrer=-.~:-'lt..ars.E.o 

la curv.at_ur..a . . .:....~i. para ld misma "E>loci.d.;,..d supert-.:.:::ial y 

espesor de- l ..a p-:-1 i c•..Jl...;:.. 12 C'..=-lurnn¿.,_ ci.lindrica v en .l..:.. 

p.laca pla.n..::... s.;- t...,;.ndréin ine-s:;t_.,a.b.i.lidci.d€'s de m.a-nor .l:=:ngit..uci 

de onda en al caso c1lindr1cc. Los cambios en el n~=ero de 

Reynolds producen un ambiguo. .los dem2.s 

p.o.r.ámet..ros se m..=..:-1.t..J..."'?nen con.:5t..a.nt_es. L.?. 1-igur.a 4.11 ::::.uest..r-a 

que pará... ~-

eri ,_ ...... 
m 

P.=..r.a. 

celeridad 

Reynold5:. 

1n.a.yor~s. suc.ed~ 

con .¿-.1_ ra.d..i.o 

onda de má.:-:.i. m:.. 2'..!!lpl i i i c.a.ci ón. 

el. opu~st_o. 

_1ust.a.rn-e-nt.e lo cpues..._c. 

de cur'-'"at.ura 

En l..a. !-igur~ ...... 1.5 S::8 ~lust_r.=,.. el e!-ect.c del númerc -=~ Weber 

en el n'..Írn¿.r-::::.- de C!"'lda :· en .,,;;.l !-.a=:•_c:- de ampl.!.f'.!.C.3.C;. .=:·r.: p.a.ra 

la má.Y..i r. . .a. .&..!":"'.pl .!. !- .:.. cae.!. On. .. 
-...-.a.l.cr a..sint..6t..ico 

n. 
4.3 como Cuncion d• F y de 

t..:... o:-nde .a :.....:~ . 

4.G y 

limit.~ 

1.a.s v.ar.i..a.ciones son pequef"i.a.s. con K ... pero grandes ce:-: y. 
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Figura. 4. 7. 

( l.975J 

para. W = l.00. 

0.6 

o.s 

(o) --

-----------------
o.• 

... 0.3 

0.2 

0.1 

o JO IS 
R 

Comp.a.r.a.cíón de l.os result..a.dos de L.in y Liu 

con .los de-1 pr-esent.e t.rc..bajo 

o 0.1 0..2 0.3 0.4 
R 

0.5 

F'igur• 4. e. Compa.ra.c.i.ón de .los res.ul t...c..dos de J~r.a.nt.z y 

Zo.l.lars ( 1976J con .los del presen .. _e- t.raba_10 
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1.0 

R 

F~gura 4.9. Curvas de ampiificaciOn cons~an~e para W 

r = o. s. 

1.0 

0.9 

0.8 ... 
0.7 

7= 0.99 
0.6 

o.s 
1 10 100 

R 

Figura 4.10. Curvas de es~abiiidad neu~ra para W 1. 

158 

1 y 



Figui--.. 

w =l.. 

Figura. 

w = 1. 

0.1 

0.6 

0.5 

0.4 

"'ª 
0.3 

0.2 

0.1 

o 
1 

4.11. Nt.imero d.-.. ond.a. 

2.0 

1.2 
e_ 

0.8 

0.4 

o 
1 

4.12. Celeridad 

,. _ 0.99 

10 
R 

10 
R 

de 
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·niáx.i. m..a. 

100 

0.1 

100 

a.mpl.. J. f' i c.ac.i ón para. 



Figura 

R = 1 

Figura. 

R= 1. 

-

4. 1:3. 

4.14. 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

o 0.2 

Número de onda 

Celeridad 

0.4 0.6 0.8 1.0 .,.. 

de máxima amp1i~icación para 

de máxima para 

70 



0.6 

0.2 

Figura 4. l.5. Número de onda. c<o. 

de m.á.xi m.a ampl i f' i c.aci ón par- a ?.: 

7l. 

IO 

9 

2 

;.r ~ ... actor de amplif"icación o.me~ 

i y r = o. 5. 



Tabla 4. 2 

v~ior asin~Ó~ico d& º~ cuando W ~ 

di f"9rent..es F.. • 

.. 
P. "' m 

1 0.34 

5 0.35 

10 0.35 

2.C• 0.35 

40 0.35 

Va1or asint..ó~ico de º~ cuando W ~ e~ 

di1'erent..es y 

.. 
y e-

"' o. g o. 08 

o. 7 c._ 21. 

o. 6 o. 28 

o. 5 o. 34 

o. 3 o. 48 

o. 1 o. 62 

o. 01 o. 68 

para y 0.5 y 

para R 1 y 



CAPITULO 6 

ESTUDIO EXPERI!-!ENTAL 

Como s• ha senalado en los capi~ulos 2 y 4. e~is~an pocos 

es.t..u:dios '="Xperi.me-n.t..al.e$ donde st- cua.nt..i.!'J..ca. el et~'"3-'ct..o de- l..:.. 

curvat.ura. de l.a pélicula.. en las ca:-.:..c't.erist.J..Ca-s de 1.a.s 

ondas super!"' i ci al. es pesar 

ex:per .i. m-=-n t. es pr oyec .. _ ado~ 

es.t. a..b.J.. l. i d.itd p.,;:...licula:::: 

es ba.st_ .=:.nt..e s~•- .i. sI- rtcT_ •..::-r .i. .:;,.._. 

c.&.p.iLulo ...:=..:-..t.eri.c·r _ 

rel.a+_i v..a.nh?n,_e 

un p.:..r..:imet_ r~ 

t...eOr i. e amen t.-=-

Gor~n (l. G62J • 

que- mucho$ de 

con.probar l. :t.s '-'="'·~r i ..as 

los 

de 

re.:..l.i.::::ado 

pl .:..c.;.. pl ..=..ne.. 

J:.elí.cul.as 

de 

•.::omo 

un c!.ert..c de 

En es:Le ca.pÍ"'-Ulo s.a. prt-~~~t..an v~l.cre~ -:?::-::¡.:-..::.ri~n~nt.a..les de l.a.. 



c.&l er i dad y dé-1. número d.:- onda. y se compar .a.n cori los 

obt..eni.dos m~dia.nt..a- e.l mét.odo numér~co. dit ... ~rent.ies 

~•lores d~ lo~ param~t.ros pert..in9ntes. Tdmbién se presen~an 

los resultados de un estudio rotogr~fico de la pelicula en 

el que -=ompar.c...n el nU.m~ro d<> 

ondula.e i On-='"'~ oose-r '-".a.do con el qut> predicen· Shiang y 

5.1 EQUIPO EXPE?IMENT~L. 

Las ps-licula-::: cilíndricaz: .l. nvest..i gada.s se 

:Cormaba.n h~·.::.:.er:.dc- esct..:rr-.:.r .a.lgun-=:-s liqui.dos por 1..a. part..e-

e:-:t.er.ic:- di .a.met.ros. mu:' 

c!e 

.1 as ondas. 

di st. ri.. bui dort::as 

Whi t.ak~r [ 1. 977:. 

d"'? c.:.. i.~e·_rc 

rel a.ti. v.a.n1-:_..nt. e equ.:..po 

.: i qui do 

int.erio!""" supe:-!.cr .. d<.,::.nde 

rebosa. paro. f"orm.:..r ~s:::. l..a_ palí-:=t..::..:.. li...:;t..:id.=-.. El 

regu.l .o. con l..:.. ---.=:.1-...rul ..;._ ~-

al T_anque 

?~ra logr~r una p~l.ic~lo homog~n~a s~ :-equiere t..dnto de un 

buen acabado en el e:--::T_remo sup9r.ior del. tubo corno de su 

pos.ibl.e con vert.ic.a.l. El. 



t-40 c:m ~1 

'70 crn 

4 

72 cm 3 

5 9 

e 

10 

F.igur-4 5 . .1. Equipo e:-:peri ment..al. para pequei"ías curvat..uras. 
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acabado qua d16 m•Joras resultados rue un bisel a 45° •n el 

in~er.ior de dicho ~xt.remo. Ld a.l.ineación vert.ical $@ logrd. 

en pri mgr l. ug.-r. ~os;puoi.s vi enº' 'Jn 

ajust..,;. t-.l.l'\O q:.i9 se- obt_..;.en.;. ni...,..~l.o;..ndo .la. plat..aforma 8 con 

los cua.t.rci t.orn.i..llos 9. que pr.a-s.iona.n.:.. .los resort.es 10. Se 

campar a 1 a ver t_ .i cal. .l. dad del L ubo c•.::-n la de- una p·l orna.da. Si. n. 

embargo. como se verá post.eriorment.'=- . .la me_ior prueba de 

dicha vert.1ca.12d.::..d s"3'rá l.¿. c.•bt_enciór. do:- ond..:.s unit~orm~s. 

toroidales Cde crestas parpendiculara~ al mov1m1anto~ •n la 

linea de inicio. 

Las peli.cu.l..a.s en t.ubos de d.:....imet.ro r~.l.a":...l. vament.e p'?quefio s:e 

í' or tna.n con el equipo i 1 us t_ r ado -e-ri l. a í'" l. gur .a. 5. 2.. El 1 i qui do 

pasa del tanque da carga constant• l. a trav~s del conducto 

=· al d•pósito 4. En la pArt• 1nrar1or da •Eta d9pós1to se 

t..iene un or.i.!"ici,.,::. y un canal -::.:.l.rcul.a.r por le-E: cuales St" 

depós.i. t...o 4. 

respectivaman~e y de •e.O cm d~ long~~ud. ~uen~~&s que para 

películas de curv;:....tura. gran.de se usa. un t_ubo de vidrio de 

ex~erior r~spec~ivamente y de 45.0 cm d~ long~tud. 

Come .liquido de trabajo se usó e-n un prJ.ncipio el agua,. 
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50 cm 

l_ 

5 2. Figura. . 

18 cm 

_l_ 

T7:m ¡:i 
53 cm 

r-- 40 c:m 

Equipo ·ment...a.l. e:-:pér.l.. p.a..ra 

7 

gra.ndes 

e 

t..UrC..S­curva. 



paro 1as pe1iculas qu• •• ob~uv~aron en 1os Lubos grandes 

~uaron Lan delgadas qu• los resulLados prác~icamen~e eran 

1os mismos qu._;. para placas planas Cver Solorio .a-t. 

C 1 987 J ~ _ P.oaoduc ir el nUm.,;,.r o d~ í=:'eynol ds por deba.Jo d~ 30. 

para los t. ubo=: p.-'-"'qu~f"i<.:>::.. r~sul t.~ muy di f' i c:::.i. 1. d&b.l. do a 1 a. 

baJa viscosidad d~l a9ud. 

Se opt...0 por un liquido más V..l.SCCZC' .. 

su b.a.._i~ c:c-.="'-º· 

act:'::'.l.t.e coui-:-rc.i .a.l par..:.. mot.or ShE 40. por 

Ld. "l.5Co~.i.dad d~ dicho a-.::o?i.t.e so,: ,,.ari..;.. 

agregando d.!. Ec-sel 

n~meros de P•vnolds deseados. Los por~•nLAJ&S usados varian 

desde 80º.; de ace!. +_e ~,,. 20~.; de d.!. e-sel ha-s: ":..a 5 .. :.:~ d.::- 2:1.ce!. t. e y 

50:"'..-. d-.? dl. E-St'>l . 

y C• . .1.7·:-\ kg- m. 

valor ccrr8ct.o d~p-=-r1d.-=-- d.:- l.a t_e-m.p<!:?rat..ur.:... que- ·~·.a.r-i.a. ~:-.t.re 

10° C y 20D C vn V- l~boraLcr10. 

mode.l.o P'VF. v para c..:..d.a. prop<:.:.•rc.::i6n ac-e1t..8-d.ie~el. "Se obt..i.en.e 

un.a. t.a.bla. d~ "'~r.!..a.c.i.én. deo l.::.. v.i.::;ccsid.=.d con l.;,,. 1'.t-mpo;..rat.ur.a.. 

La dens i do.d 

de volumen r.:.c-:-1oc.i.do con un.:::.. Cei..ian=a an.=.li,._..l.r..:-a. Su ·.ra.lor 

var~a wnLre 86C y 670 ~g-m3 

Par.a ccns:.•-rt.....:yó un 

n.t..:niér i <::.. .an,-:-n•_ s- .!. gua.l 

pe:- o r .. c '-·.::;d·_-:. ..:-.!. 

t..ens.iór .. ?.=.ra 

correg.!.. r- se 

ma.n.t..iene minuto 

76 



Davias :-- Ridea.l [1962J. S"' c'ESifAa "fESlr.•...inNJlo ItEPEac,t.as en un 

vo.lúm&n conocido C lo rnar<Sl\L»P DE-r~lAia BUlLlaJ~C~o qu.:- s.:­

puéde c:!et.. er rni nar el vol un1t--n d~ got.. d.. qu8 mu.l t. i pl .l. cado 

por ~l pes.o de d.i.ch.a 

got..a.. s~ nu di ~ron l C\~ 0~1 

d.:;,.st..ila.d.a. y del. niercur.i.o y se cornp.a.raron ...::en los. '/a.lores 

da.dos~:-:. la .lit..erat_urc... obt.e-n.iéndose •Jna d.i.f-=-renc.ia menor 

5 pcr lo que supone qu8 las med.i cienes de est.e 

parán\et:-~ se:-; cont·.ia.b.i..es con .¿..l d.!.Spl....-.'.::l-t..J.'/:::.• :=c•nst.rui.do. La.. 

~emp•rA~ura. cuando mene~ d•nLro d0l r~ngc de ~emper~Luras 

-=-n qu~ ~e h.1 c.i. .,¡;.ron l oz E>>:pe-r J.. n1o?nt. •..::-s. El v.a.l or q•Je se usa. en 

los c~l~ulos es d• O. 03:? N,.-m. 

con un ::-:..i-=róm..;.t.ro . .al que- se l~ pega un.a. .a.gu_ia. en uno de 

sus: un sopor t. e 

Ad•cu.;.c= y ~e lou~ l~ l~cLura cuandc l• agUJa loca •l tubo 

s:.i.n esc·...:~r.inuént.c. L)..e.::;:pués se- permi.t.e que- -=:-l liqu.:..do t~luya 

.. _ ~u.a. l a l .:-e t. •_ir...:... cuando l,;.. .a.gu_Jo... el 

Les :-es.·...:.l t_.a.dos de- la m<?dici.On del e:spe~or h
0 

se cos:-1¡::-a.:-an 

con les: -~·..JE> pre:-d1c.;. le ~_ec.•ri.:.. de:- la s-e,.cci.On .=.::::=.- un.a v-=-= 

ha.coa- 8-~·-os e:~lculos y .llegd. a la s::igui'!?n.t.~ e-e:uación. qut:3> 

r-~l..a.ci.c:··.~ E-l 

Q 
h 

o 

20 

J_ 

h 

3 J (~) + ... 
40 

es_ 1::> 

P-eso1 vi. ende est.a ecua.ci ón numericament.e. usando el método 



de Ne""'t.. on-F.'a.phson y 

obt.iene un valor t..e-órico de h _ 
o 

g.a.st.o conocido. se 

C--=- 5 ::--u€-s de r ea.l .i :;;:ar va.r J. .a.s 

un programa qu.,;. e-val ú-:- h 
o 

par a cada mo?d.l.. r 

d.irect.a.rnent.e- ccn m.!.crérn~•-ro. Es.t..c -=--s;. lo que- s~ hace en ..?l 

pr•sen~e ~rabaJ~-

P.ara det.~rnll.na:- la .t-r€.--CU8n•..::.l..a.. l.d =~l.ari.dod y l.c.. .lcn91t..ud 

de las ondas cerca de la linea d~ -~icio se usa el a~reglc 

Opt...1.CO Sl raye 

::::e hace par.a.le-lo .al in..:.-E-:-.!.c·r. L.a 

~·...:.?onde n·.::- -=-:-:.i st.e 1·1 T..JJC-

e. 

cbt.ener ...:.. .::::1. 

di: -:-rt-rit.es. 

El ·.rolt.a._le prod':..!c.l.do por cada f'ot.:::-.:-.ansis+_-:=:r es a.::1plificadc 

en 7 y grabadc en a para pos~•r1~~ ~-n~• ser proc•~ado en e1 
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g 
e 

4 

1 

3 

F.i.gura. 5. 3. 

1.a.s ondas. 

Arreglo ópt.ico p.;...r.;._ m.z;.d.i.r l.a.s propi.édc..des: dé 

corr6.-l .:..•.:::..i ¿..r1 cr •.J:=:d.dd. 

si gu.i f3ont_ ..:-: 

s:u 

l.a.~ de-nsid.a.des pot.encJ.. a 

.Suponiendo que e:-l proc'!:?!::O e~ es..,_.:..c.iona.rio :..,... ergódico . .las 
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f"uncion-a-s de aut_ocorr'""°1.d.ción y c.orrol..aci.ón cruza.da. par.a. 

.l..a.s dos s.ef'íalP-s V Ct.~. \.~ 1 .2 .. est...á.n dad.as por Cver Bra.uner 

y M&it.rcn [ l 9B2J), 

l. 
T 

R Cr:> l..i.m 
LT 

V Ct.::> ViCt.+r:> dt. 

" r-oe 2:T 
L 

cs. 2::> 

l. 
T 

R Cr:. .l..im J_T V Ct.::> V Ct..,.T:) dt. 
•2 To+'°"° ZT . 2 

cs. 3::; 

Da.do que e.l espesor es est.aciona..rio con re$pect...o a .la 

posición .. la aut.ocorre.l a.c.i.On es .!. d.S.nt. .!. ca en 

.! oc:.=..l. .l. da.d~s. 

L.;.. :·unci6n d~ c..ut.ocorre.lación y la. dens.idad espact.ra.l de 

poi>- ene.:..:.. t.ransrormada de 

espect..r.al e: ..... .....ist...e ¡..;., relación 

G Ct::> C5.5::> 
•2 

donde el ángulo de ro.se ent..re las se~ales es~~ dado por 
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.are t..an 
{Im [012cn] 

Re [ G
12

cr;. J } C5.S:> 

Los anal.i=adores e:<.i. st..ent..es en el merca.do 

generalmenLe proporcionan los •,,~al. ores de las vari. a.bles 

.a.nt..as de:f".in.ida.s. L.a. densid.=r.d t:?:Sp~ct.r-.al dt::- pot.enc.ia da.. una 

1de.a. d• la compos1c10~ g~ne~~l de !recuenc1AE de cada s•"al 

en t..~rmincs C~ 1.._=t. dens..:..d¿.,_d es.F'.:~c,_:-a.l de. su .,dlor cu.adr.:it..icc 

med.1. O C Gr.8r g:: C... m.!. en'-:· as l¿ 

onde;.. ..=:r y lr... z..;:.p-..r.;;;;.c.l.Ón d-=- l.c.·~ ~.,;;,n::;;or&~ d E»nc:u.ant_ra.n 

re.l a..ci ona.dos por 

.:s. 6:> 
2.-.:f e 

ó 

2nd 

dende e C~::> se cbt~ene de la ecu~c1cin C5.5:> o. =eme en el 
12 

presente trabajo. d1rectam•nte del anal1=ador da espectros. 

La ecu.a.c1ón C6. 'J implica q~• ld cel•r1dad d• ~na onda de 

f"recuenc.i .a. da.da se puede cbt..~r:-=-r e~ l. a p-:-:-ld.l e:-1t. "=" de l .a. 

gr á.f" i ca.. del á.r .. gul o 

con 

que l .as 

d .. ~Cr-' 

e cc:no 
12 

Cver 

V 
1 

cel er ida.d 

de 1.a. 

V 
2 

promedio 

es t. á.n 

de 



El generador dé rayo laser. de marca Spec~ra Physics. es de 

H-6-lio-Neón y t..iene una pot..enci .a 4 mW. Los 

f"ot..ot.. ra..ns.i. st.ores emplea.dos son t_ipo comerc.i al muy 

econcinucos. con número de-- reíert?ncia 2Té3005T. Se .al.im.;:.nt..a.n 

con '...Jn.a 1-uerr.t..e d~ poder de Inst.rum""?nt_a de Mex.!.cc A. C .• 

modelo FP-L.a.bl.. con un volt..a._1.¿o. cons:t_.an+_e d8' 2 volt..s. S.,:¡. l.es 

conecta una resistencia de polari:ación da 1.7 kO en serie. 

Lo;;; d.rnplJ..:CJ.•-=::.ddoi-~.::; ~on d.,...,. m..:..rcd Hc.~1·1.a.:-..n ..... "'°"ll.. 111,.::-dt-lo Ac.·~ur.a.t.c.. 

122 D:.:. :~' s~ ~,p.,:.ra.n con t....:n~ 9..;.n.;,.ncJ..:. _::...pro:,.........!.m3-d4 da 2..:10. L.a.~ 

zef'l.a.lt?~ s.=:. g:-a.b.an en una grz...,_bc..dord.. Hewl"=-"t.+_-Fack.:..rd m.:delo 

3964A de cuatro canales Caqu~ sólc se usan dos~ duran~• un 

Q.52 crn-'s. 

espec.,._ rc5. 3582.J-. 

obtener el espectro de amplitudes d& cada se~al y el ángulo 

de fas• entre las dos seRales. 

6.2 EE:.SUL T ;...D:>:S CO?.J LOS 

EX PERI ME?-iTMLES. 

En e.l S":? •_c;n,;.. l.=... 

1lustra el &$pectro da un CluJC con R= 0.99 que mue$tr~ un 

p1co muy marcado en f= 3.6 H=. pero en camb1o. en la figura 

e:-:t.iende 1:\ucho los 
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l.ados d.ao !-= 13_ O Hz que es la i-r..;ocuencia de a.mplit.ud 

m.a.xJ..rua. Est.c· da una l.dea del grade• de irregularidad del. 

proceso de t-c·rmación de las ondas. S.in embargo. dent.ro de 

e-~t.ud.io. los es:pt:-ct.ros s:-on pract.i e amen t. e 

En .l.a. t.abla 5.1 ........ al ores ad1 mensi onal. es 

celerid..::td e 

y. 

Se .!.. ncl uye ~l. 

el. vc:..l or teóri ce 

l. as e.l 

angule do:- L.a ·.:ie dichas 

gr.á..:-~c..o.::;. -;.::,.:._-1·:-.::.s- ~.s- puédO:? c!:-5e-1-v.a..:-- :=:...==.:-.a.ment.e la de;::-E"ndénci.a 

.linea_.:. .¿.nt_r.:_.. • V ~ ( E-l .:S.nél1=dd0:"'" 3582..A da d.l.r--ect_.a_men+_e 
12 

el ~ngulo de ~~s• para cada ~recuenc~~ con la ~acla ?hase 

El. num-.=-r o de c-nd.a se obt. l. ene de .la E?-C uaci On 

2rr 
h 

o 

dondE- A = 
~ 

e 
T~ 

la t'r.;a.cuenci a. con máY..ima 

amp.l.i.t.ud como. :==:e sef"i.a..ló ,.;..:._t.eriorment..e. 

El de l. .3 ent.re .los valores 

exper .!.. rr.'!?nt. al : .... t. ot?Cr i co d-.?l número d~ -::::inda y de .la cel er 1 dad 

es rn.::--rn~r- ~n t.cdos 1 o~ c~scs. .;,,l. di~= por ci~nt.o del ve..lor 

teórico. lo qt...:o? cd.e d,¿.nt.rc· de-l r.a.ngo d-=-l error e:--:peri.1nen't.a.l. 

esperado. ~bido d. que en lc.s r.'.igura.s ~. 9-4 . .15 se n'la.nt..i.en.a-

el. Rey::-iolds o e.l. W-=:?ber const..ant.es. no es posible :!..nclu.ir en 

en t_ a.bl. a. 5.1-
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TABLA 5.1 

Comparación de los resullados numéricos con los 

e~:perimenlales para la P"'lícula descend.;.nt.e cilíndrica. 

1;1 e 
R )' w 

·~ " 
m• r~ 

Plo. Conf. e e -- e 
'M rnl r • rl e' e 

rnl rl m= 
17. 29 0.175 0.234 o. 51 (1, 51.3 l. 23 1. 13 0.91 l. 09 0.430 1 o 
13.15 0.183 o. 323 o. 51 0.513 l. 28 J .16 º· 91 l. 10 0.3Q'3 2 o 
5.14 0.216 1. 034 0.S2 (l, 52 1. 4(• 1. ;?.r;) 1. (><) l. (>9 o. 271 3 o 

Q) 3.92 0.227 l. 460 (l. 53 (l, 51 '] 1. 38 l. 33 1. (l.¡ 1. (14 0.244 4 o 
1). 99 0.292 .;i,351) 0 . .¡¡; ll. 41_; l. 5.¡ l.'3·1 l. 0.1 1. (:(1 o. 135 5 o 

12. 77 ' t), 577 0.226 1). 46 l~I. r:;,::1 J ·'"' . ~/ ' ......... O. 9?. i. (17 2. 88•) 6 l. c.:.~ 

9. 31) 1). 60(• O. ~~137 O. 1t8 (• . . \>3 l. ¿13 l. 3,¡ l. ')i) 1). tJ.i 2.470 7 
7.35 o. 1316 0.527 1), 47 o . .ii~ l. ¿i:; 1 . .¡1) 1. 02 0.90 2.210 e 
3.97 O, 658 1. 360 0.H l),.¡n l. 43 l. 56 1. l (> O .. ~12 l. 650 11 o 
2 ,,,, 

, Uj- O. 68C1 .? .. 310 Ci .• i(:l 1), 31 1. 50 l .1)5 1. 08 t), 91 1. 400 12 o 
4.98 1), 772 t), 797 1l, .i2 <), ·12 l . '31) l. '32 l."'') 1). 1.;19 3.800 13 2 

l. 513 0.787 2. 9,;3,:1 1). 31) 0 . .3·1 1. 0(1 J. 'i'B 1. (if) (1, 91 2.140 g 

3.33 0.794 1. 520 0.40 0.38 l. 47 l. 63 l. 05 0.90 3.120 14 2 
2 r-:-. '" o. 8t)6 2.280 '). 37 !), 36 J .6·1 l. 69 1. 03 0.97 2.760 10 

2. gl ;), 1392 1. 240 1), 41 •), 39 l. 55 l.6C3 1. 05 0.94 7.480 15 >2 

2.65 0,896 l. 4'11) o. 31.) 1), .3!;; l. 58 1. 67 t). g5 O.\:l'3 7.140 16 >2 



D!..ch.a. 

validar -:-i mo,..:lt-lr..:., t • .;--::-r.i.cc > . .la s-:.=:i.iuC.!.On nurn~rica. Un.a ve= 

.a.lcar..=adc -=-~·-e- CbJ"'.?'t..!."-"C st- ·-E-!"':.dr~ l~ c.c-n!-i.a.n=a suI.-.l.C!.9nt.e 

:.... . .;s .::.~.¡o_.;s_ 

se h;:.. l l. ~vado a. cabo 

un ~S't..'Jd.ic :·01'_ogri...1"i.co d-=- la p.,:..licul..a d'!?$Ce~d.:-n,._e. donoie­

.=..den1.á..s se rnidén t...od•..::-.::: l•.:.·-s p.;,..r.;;.111e,._1-:::-s per+_int-n.1'_8~. l.ncluido5. 

•1 n~m•ro de onda y 1~ celeridad. ~•n~•ndose asi una rarma 

cbt_eno?r los 



e 1'5 

7 . s<> 
e 6.22: 

6 

5 & 4.61 

e 
4 

.. ,. ... 
& 2.95 

3 

"' 
.,. 

10 

2 7 e 

11 . 12: 
e: = 0.79 

1 ,;-.. •• 2 "' . . .. 
::• 1 2 3 4 5 6 7 B g 10 

WR 

F.igura 5.-. Ccnf" i gur a.ci one-:::: obt.63-n.id.a.::: 

t.raba._10 Ci~ . ..::!ic.ada.s en 1.:s. T_a.bla 5.1:.. comparadc..s: con l.o.s que­

predicE-n. s:--..:...=...ng y Siva;h.i.ns~.:.,., c1-:;:i82J::i. 

?.:..re;.. c.;,..d.a. -=-~n_1unt.o de v.;:;..1.ore.:s F:'. W y r s...:. calcu.la. el 

'.'c...lor d..ea 

En la. 5. !. ir:.d:.can les de la 

e 1Gs2J .. 
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separan l.a.s regiones correspondient.es a. 1.a.s dif"erent.es 

con~igurdcioné~- S.:.gún e~~o. cudndo 

~/2 

& < -Y.1 o /4 2n - 1 -+- 2n en -1 :::> _r.-=- [ 2 2 S./2] f"Cn::> C5. 9::> 

l.a per~urbación ines~able no puede con~ener un número mayor 

.a. n ondulaciones én la dirección Lransversal. Así. para O< 

e <O. 79 C f'C1:>= O. 79::'1 s.g. t..endrá.n las ondas en f'orm.a de 

a.ni 1.1 os t.oroi dal. es que de-sciénden. sin ondul.aciones 

Lrans~ersales como se muwsLra en la figura 5.8.a. es dec~r. 

se obLendr~n ondas con m=O. Para 0.79 ~ < 2. 95 C f"C2:.= 

ondul .ación tra.ns....,~ersa..l. 

por lo qu~ ser~n 0nda~ 

< ~-61 C ~C3)= -.61 ) 

rn:::;:.1 e t'igur.:. 5. 8. b::-i. Si 2. 95 ..:: 

~8r.drán dos ondulaciones y $erán 

ondc..s e on n\=2 '- :'..:.gura 5.8.c =... y 

!"lujo se complica consid~rablemenLe Cm•2). 

f"i.gur.a. 5.Q de 

ccrrespond.i. t:-nt..-:-s 

Por SUP'.Jt?SLO. sCl e se .!. ncl uye t..:n.3. de l a..s 

t.endenc..!. a como la que pred.!.ce la t.eori.a de Shlang y 

Siva.shinsky (1.982] para. los d.!.!'t-ren,t_es V'alo:-es. de c. Sin 

~mbc..rgo • 

• s;on de m=1 e 
en la tabla 5.1 como de m=O e t~iguras 5. g_ e y 5. gg_ d :i 

dando la impresión de que el limite ~eórico 0.79 es de casi 

,_:,::.s ¡::--:..:nt.cs J..0 y 1.4 i.lust.ran 

claramente el cambio de una conr~9urac16n con m=1 C punto 

10 con e= 2.76 ::> a una con m=2 C punLo 14 con e 3.12 ::> 

como se put-d~ ver lds !'igur.a.s. 5.9.i y 5.9.h. Para. est.e 

caso la concordanc1a con ld ~~oria es rea2men~e buen c... La 
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. a b e 

! 

Figura 5.6. Con~iguraciones posibles. 

t..eoria t..a.mbién pre-dice 1.a.s con:f'.igur.a.cJ.ones de l.os P'...Jnt..os 

rest.ant.es. Los punt.os 1-5 t.i. enen ! ... lujos con m=1; dos de 

dichos f"lu_ios. los ccrrespond.ient.es a. les punt..os 1 C .t:: 

o. 44 ::> y 5 e "' = o. 13::> 

= 2.47 :-i y 5.9.e e punto 9. e La con.t'"' i gur ..:...c.i. ón 

3.eo ::> y una. confi9urac.i6n n1.'> 2:. a.l. go compl e_1 a.. S& 

= 7. 4-8 ::> -

C .la más: cercana. a. l..:a. ~in.e-a. dt- in.ic.io:. p:-*SE.--l'"'lt_a. si-=-m.pre un 

car~ct•r torc1dA! Cm=O::>. 1~depe~die~~~me~~- del valor de c. 

l.a. per t.. ur bd.ci. én. cr...:a.ndc se 

man.:..f"est.ará ,,;.:;. t....::nc.. dis"':....anc.::..~ que .au!':1anta al. disminuir -el. 

número de F2.~yr.ol. ds. Asi pcr ejemplo. en el 

!'".igura 5. 9. e ~?~e corresponde .a un R 1 . 56 _ lo de m=1 se 

obser'"V.a. h.<::s.st.a l.::.. qu.:.nt...a.. onda. nti.ent.ras que en el :f°lujo de 

la ~igura 5.9.g. con R 

la t..ercera onda.. 

4.98. lo de m=2 se ~~nifies~a en 
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En généra.l se pu&de d~cir que. en un r1ujo con un valor de 

& rel at..i vrtme-nt.e- al t..o C m.ayor que 2. 95 por ejemplo ~. se 

present..a e1 siguient..& 9squema: 

Se t..i.:.-ne prirr.~ro un.a. zona. e.a-rea.na a l.a linEaa. de inicio 

dond~ las ondas son Loroidalas Cm=O~. aunqu~ s~ rr•cuencia 

y l. ongi t..ud vc..rit-n d-?nt.ro de un ci ert.o rango como ya se 

dijo: en ~St..4 =ona se supone vál~da la t..eoria l.ineal. Vien& 

des pué-:::; un.a s_ .. :-gund.a ::on..a.. t <:t..l v~::. .l i n~.:-1:1 o t. d.l ... ~.:-:;:: aquí ya 

Le 

de:Cin.it..iv.ament..e no 

.ac:ompañ1das por 

Por ú.lt...imo s.<& t.!.8-nen ond~s r,.=-da.nt.,;;.s. m.:;s o menos ord.¿;¡.nadas .. 

laminaras o turbulent~s. separ~das por esLratos largos que 

tdmbi~n pu~C8~ ~er .l~min~r~s o ~urbu.lentos ~ap<&ndiendo de 

.los ...... a.lores de R y W. 
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CAPITULO 6 

C:Ol<CLUSI ONES 

L..:..s cara.ct..erist.ic.a.s de 1 as ondas que se presen'l.a.n en 1as 

pel~culas descand•n~•s depend•n d• la curva~ura.· 

~Sp€.-.5or c:ons.~c..nt..~s.. s:-2 T_.l.":?n.¿,. que:- l.;. .lcngi ... _ud d..:- .las ondas 

ser .::t. n\ayor rr . .!. ent. ras may...::-~- ~e..:.. e.l r ad.i e• de l d.:5 col U?n.f"').d.S - L.a. 

celeridad t...a.~:.b.i.t!-r. cr8·.::.~ :Sl. €-l radio c:...ument.a. 

radios 

c·ndul ac.l.. ones 

?aro. 

sel wc.:.. ór. el ~c,n:pl e=-t. o de 

Da el. nUmero de •:::inda y la 

y 

p:-ác'L:..camenT_e- no T_J.ene- r.oa-si:.:r.iccic.ne-s en los '-'.a.lores de leos 

p.a.r.á.h.e-tros dd.im.,;,.n;:..c:..•n.ñ.l-a.s us.c..dc5. El ,._r.d.b.;.._ic comput.ac:i.on..;,.1 



invart..ido es rea.lrnent..e poco predice con buen.a. 

.a.prox.imc..c.ión 1.os valor.:.s óbl..:-ri.idos expar.irn&nt.alnu:;,.nt...., en .la 

r&gión dond~ se inician las ondas. 

El. equipo exp&rl.ment.~l es: '-'er~.á.t.il en cuan't_o qu<E'> p<!?rmit.e 

camb~ar •l radio de los Lubom Các1lm•nLe. usar· Cluidos de 

di f"erent..es. vi sco:;;..i d.a.des ~· v.=,..r i ar el g.a.st.o d-aont.ro de un 

rango convenienLe. Para med1r la calaridad y la long1Lud de 

onda con el r.~étc·dc- d<? de:!-lecc:ión t-mplea.do. no se rt:?-q!..IJ.ere 

de una E-1 ec "- r 6n.i. e.a compl ..!.e ad¿. y e.ar..::... )--. el 

local 

papel muy impcrt~nL~ y 8l ~lUJQ ~~6~ico qu~ s~ obs~rva d•b• 

de est .. udi..;..rs.¿. ccn r.10:.::-::::elc2 nL.=-_t.t-:: .. ;;+ . .!.cc-~. 1:-:~-== ccr:1pl1-.;:¿..,d•.=:-::. con1c 

Si·.·.=-i-s:hi:-~~~-:-· ~.l982J. 

t.ipc d-=-

Bac.h y Vi .l l.. adsen ( 1984). 
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APEJ-./DICI:: A 

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES BASICAS DE ESTABILIDAD 

CONDICIONES EH LA FROl./TERA 

Sé t.oma un element...o mat.eri.a.1 6E cuy.a. superf".i.c.i.E> med.i..a.. óS es 

un.a porcicin de 

superior un gas 

1 
.c"Cól ::> 

J 

r-

la 

y 

suparC~c~a libre. que Liene en su parLe 

en la inferior un liquido. 

Gas: 

óS --
Líquido 

F.igura. A- 1. 

Las .. f'uer =as de i n~rc..i. c.. y deo cu~r po son pr opor ci onal es a 

c•c6lJ 3
• núen~ras que las qua ac~úan én los l~dos d~ 6E lo 

son e •cól..) 2
• cerno 

C1G77J:;. D.=..do qu<::? e 

qui <eré... 

s up-.=-r s.· i c._¡_ .a..l .:,.2 

super z ..... i ci al :i 

En 2a. di.récción 

Ba~chelor (1967]~ 

normal. 

Sege.l 

·_..,;..ns.i ór .. 

a. .la. superf".icie se- t...ier:.e Cver 
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n :>.n o CA. l.:> 

donde 

a 2 h 

1 l. l. 
K= curvat.ura 

RC a+h . 
CA . .2:> 

siendo RC.t. y RC:
2 

les r.a..d.ios princ.ip.a..les de cur-vat.ur.a. C ver 

Apost..ol [ 196"7J:• 

:! ..... = t.er:.s:or de es!uer-=os. quoe- est..a. dado por Cve:- Hughes y 

Gayl. ord [ 1 G6-:.. ~ :::. 

ª'..l 0'..l au 
2 

,- o = ----
ar- él= ar 

u 
r C· 

sv µ 0 2 Ch. 3::> 
·- .-

ª'-' au ª'-' 
r = o 2 ~ 

a: <"jr 
a:z 

y n vec'l.or uni t...ari o normal a l.o. super!'"icie- l...ibre. 

dirigido hacia arur~ del liquido por CAp~s~ó~ [1967)~ 

1 

[ ~] 
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Sus~i~uyendo A. 2. A. 3 y A. 4 en A.1 se obt.i.ene 1a primera 

condíciOn en la super~ície libre Cecuación C3.6~J 

2.µ 
.... cK + 

1 

au 
= 

[ au 
r 

ar 
( 

c-:-:-rJ 

au 
r 

o CA. 5:> 

En la dirección tangencial el equilibrio de ~uerzas lle~a a 

C Sat.chelor C1967J~ 

=-·n. [ C =~· n ::>. n J n 
CA.6:> 

donde su~i~uyendo A.3 y A.4 se ob~ienen las siguen~es dos 

ecua.cienes 

au 
( 

au au= )~ _ 2. [ au 
2 r r - r 

ar az e~ r ar ar az 
1 

( 
au 

r au= J ah au= e:: r] ----- ---- ... o CA.7:> 
az ar az az 
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au au au ah 2 [: J 
[ au ... z - 2 "" ~ -- élr -- -- 1 ... ( :: r 

( 
au= 

o 

CA. S:> 

Las dos ecuaciones ón~eriores son linea.lmen~e dependientes. 

ya que? 

ah 
S.7 

por l.o que una sol a e.1.1.as es su:f'icient.e. 

s.i.mpli.~-ic.a.ción adicior1.::..l. de la ecuación A. 7 ll.:-va ...::.. 

au ... ( 
au 

r 

que es la condición C3.7~. 

SOLUCICN PA~A EL rLUJO BASICO 

ah 

CA.g::> 

Una 

=O 

Suponiendo un 1'lujo pern'!...:t.n<ent.e ... ccmplet.ament.e des.a.rro.l.l.ado 

C.inva.riable con =:.) • .iar.1in.a.r :? pa!""'.a..1.e.lo al eje del. ci.líndro. 

1.a.s ecuacicnes de c...ont...i.nu.idad y de Nav.ier-Sl.okes Cecs. 

C3.1~-C3.3~~ se reducen~ 

ap 
CA. J..OJ 

ar 
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µ. [ 1 

r 

d 

dr 

du 
:z: 

dr 
o 

La ecuacicin CA.11~ tiene como sol.ución 

C.s. Ln r e 
2 

CA. :..z::> 

Las condiciones en 1a frontera C3.4J-C3.SJ toman 1a rorma. 

En r= .a. 

En .r= a+h 
o 

o 

- P + P
0 

+ O"K 

o 

o 

CA.:.. 3::> 

Sust..i.,._uyendo A.12 en A.13 y A.15 se obt.iene el. siguer:.-.e 

sistema dé ecuaciones para e~ y C
2 

g.a.2 
Ln.a.+C=O 

:z 

e a+h J 
o 

CA • .:. 6::> 

o 

.resol.viendo ei sis~ama anterior para C~ y C
2 

y sust.ituye~do 

estos -va.lores en CA.12.J se tiene 
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CA. 18:> 

que es e1 per~~l básico d~ v~1ocídades. 

ECUACIONES DE ESTABILIDAD 

Sust..it..uyendo las va.r.ia.bl.es p.a.rd. .:-1 1'lu_io pert..urba.dc- Cecs. 

C3 . .l.3;.) en las ecuacion€'~ l·und..::..merit_aleas CC3.l:.-C3.B:¿::, 

desprec.i.a.ndo t..€-rnunos cuadrá.t.icos .,;.n 1.as pert..urbacicnes: se 

obt.iene 

Cont..inuid.3d 

1 a 

ar 

Na vi er -St.. ok es 

[ 
au;.. 

p --- -
at. 

u_ 

[ au; du 
p --- -+- u• ~ 

at. r dr 
u 

au.: 

ap· [ a
2

u;.. '"'----ar ar- 2 

a 2 u· 
r 

ª= 
2 

au; ] ap· 
z a= az 

l. au~ 

r ar 

donde en est..a Ü1t.ima. ecuación se ha 

CA.11:>. 

11 E5 

.l. Ju"' 
r 

r ar 

u· ] r CA.20j 
r 

2 

µ[ c32u..: 
-+-

ar 2 

a 2 u; ] CA. 21:> 
a=. 2 

t.on\a.do en cuent.a. 



Cond.i .-:: 1. ones a la f"r t:'nl er d. 

u· O 
r 

u;, O 

y de C3.6~-C3.SJ. en r a+h 

oK•+ Zµ[ 

au· 

O= 

u· 
r 

r 

K 

du 
---

dr 

ah· 

at. 

l. 

au· 
r 

ar 

au_: 

u 
:z: 

ar 

ah· 

ah· 

J 

C· 

3.· 2 

y si se- de-s.a.rrcl.l.a el primer término en ~eries:; de h. 

1: 
l. 

C.a.+h ::> 
o 

h. 

a 2
h" 

- 0Ch"::>
2

+ •. -] 

1.17 

CA.23::> 

CA.24::> 

CA. 2!:D 

si se 



K _1 [1-
a+h 

o 

y recordando que K 

f'~n..a..lment...e 

h" 
K"= -

8
2
h" 

K" y qu"" K 
1 

d. +h 
o 

se t...iene 

CA .. 27:> 

Ya que h es una í'"unc.i.ón de z y del t...iempo. convi.ene t.ener 

las condic.i.,...::·11.,,:,..s en la. l~ront.era más b.ién re:f't-ri.d.a.s a. C..:..--h ). • 
o 

que es una const..a.nt.t--. Est.c- s~ logra s.i 

e;..xp.ans: .l. ón seri~ Ta;.rl.or de lt.::os t.ér-nu nos 

con.di ci ones e A. 2.i.:. -e A- 20:::> y sól e- se conser vd.n 

l.inéales en .la pert..urba,..=-i.én. De est.a n1.:...nera. ~-=-- i-_ien9' 

En r 

au· 
r 

az 

oh" 

ot. 

- p ........ of-.:• + 2µ 
au· ... 
ar-

ou• g z h"= o 
ar- ... 

oh" 
u u• 

z az ... 
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CA.29::> 

CA. 30:> 



Ahor...;.. So? def"i.ne una corrient.-& para la 

pert..urb.ación de .la veloc.i.d.ad ..=i~ t_.a.l manera. que sat..is'f.a.ga.. 

id~nt.icam~nt.e la ecuaci6n de =~nt.1nu1dad 

l. é'Jy.1 
u• = CA. 31::l 

r r a= 

l. ª'"' u; = 
r ar 

CA. 32::l 

Si. se elinuna la. pr~sión. p 

de .las ecuación.es A. 20 y -·c.__ C la pr.irner.a se deriva. con 

respect.c a = y l. a. segunda ce:- respec.,._c a rJ y se .i nt.roduce 

a.3~· a.3v.· 

i)t_ 0=2 at.ar 2 

1. ª"' du = 
r a= d,-

.1 82l.t, 

., [ -u = r ar a= 

l. azi.:.· 

r atar 

a"w 
u 

= 
ar 2

Jz 

a"l.t· 
2 

Or-20'=.2 

ar"' 

03l;• 

= a=" 

a"y· 

ar . 
3 

:z 
r 

ao;· 

O= 

[ 
a:z..,, -
arz 

Si se suponen per~urba.ciones de ia. rorma. 

:..:.9 

d 2 U_ 

dr 2 

J._ : J] 
Ch. 33~ 



1'< r • z. t.:>= <;t>Cr::>e.1. o.Cz-ct. ::> CA. 34::> 

CA. 35::> 

l'"'l • C= .. +_.J = h .w.ei o.Cz-ct.:> CA.36::> 

y se sust.it...uyen en CA. 33.) y en las condiciones en 1a. 

t"'ront..er-a 

ecua.c.i.On 

CA.23::>.CA.26::>-CA.30::> se obt..iene la 

[ CA. 36::> 

d 

( 
1 d 

) donde 02= r 
dr r dr 

CA. 37::> 

y l.as cond.iciones en l.a f'ront.era. 

en r = a 

<!> o CA. 38::> 

d<;t> 
o CA. 39::> 

dr 

en r a+h 
o 

* 
1 .1 d<;t> --.;-) * [- 2 ~.J2)· 2µ.1.0<[---p + c::rh Ot - - o 

r dr r 
CA.40::> 

o 
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0<24> 
.. 

d e-=- d,P 

) 
h g 

o 
r dr r dr ... CA. 41:> 

.. - e:> 4> rh Cu = - CA.42::> 

Si se- obt. .1. e nen. los va.lor&s de 
.. .. 

p y h • f'ur .. ·-~On de .p. 

usando A.21. y A.42 respect.iva.ment.e. las: ecuac.ic:·?..;.S A .. 40 y 

A. 41 se t.ransf"orma.n ~n 

an r 

O< 
2 

d 
<P + 

r dr 

p[cc-u
2

,:> 

1 
+ Co. 

z -
2 r 

Las ecuaci enes 

í"orm.a.n el. 

cs.17:>-cs. 22:>. 

e-=- d<;t· "' ) 
g 

o CA.43::> 
dr rvCc-U ::> r 

= 

d<t> du .p]- µ [- d3q:. :1 dz.p 
= 

dr dr i C< dr "' dr 2 

d<P O' 4· l. 
:; 

dr ]- Ce-U :; 
(cxz-

ca~h 
:;z) 

= 

(-
d,P - _<t>) 

2µ.io 
dr r 

o 

CA. 36~ .. 

problema.. 

CA.38:>, 

de 
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CA.39:> .. 

valores 

o 

CA.44::> 

CA .. 43;. y CA. 44:> 

car.:..-=. -_erísticos 



'F 

APENDICE B 

PROGRAMA DE COMPUTO 

PRINCIPIO 

cc1:>. R. 

RUNGE-Y.UTTA 

B • .ó.C1:> -· 
CC2:> _,. 

RUNGE-l~UTTA 

B • AC2:> 
-:! 

INTERPOLACION LAGRANGE 

CON N VALORES DE C Y A 

RUN<=E-l~UTTA 

B ACN:> 
-N 

ABSCREAL .ó.CN:>:>< 10-o V 

1---~..., e <- ce N:> 

ABSCIMAG ACN:>:>< 10-cs 

12z 



: 
: CALCULA EL VALOR CARACTEkISTILO CID Y EL FACTOR 
: DE AMPLIFICACIUN ACI PARA VALORES DADOS DEL No. 
: DE REYNOLDS R. No. DE WEBER W. PARAMETRD DE CUR-
; VATURA GA Y Ne. DE ONDA A. SE DE8E DAR UN VALOR 
~ SUPUESTO e J M ( 1 ) DEL Vt~LOR CP~f-..,::.CTEr~ 1 ST l co P.=tf;•A -

: 

100 

COMENz,-;F-: LA 1TEF\P1C:101J. 

DIMEt..JSION Clll~.,,J.•:i> .,·..: \ 1(•1 > .. UT,-:,(l•:il) .. UTL~<101) .UT<101) .. UT1 <101) 
COMPLE ;: e I M. (" J C•. J r·: 
WRITE ••.•) DAM~ ClMll 
REP1D l•-,¡._1°:1; C..ll·,-'1> 
FORMAT<F~.3.1~.~s.~, 

WR ! TE 1,. •- .. • J • D•'_..J~!E t.:E y'f·-.lüLLsS. 
HEAD 'l..,. .. •) F-
WR I TE \ ...... ~ > 'o,:..1•1E Gt~:..1··1,:..,' 

READ ( * .. +- > L~.-_, 

WRTTE ( ...,._., -·> 'D1:-~1·:E L>JE8Eh'' 
REi:.'iI:> í r-- .. -• J t..! 

WRIIE' • .. ..: J Dr':..l·lE r-H.F?:,' 
READ<·+<- ....... 
BE= (G~4> / ( 1 .. -C:~A' 
BE 1 = < 1 .. ) / < 1 .. -· Gi't ) 
G= < 4 - ) / <DE l ~-..: .:._·~- < Gf-.i~( ~:?-=:- .. *.:"tLOG CGA> -1 .. 0) J 

I M= '.O- ü, 1 .. 1~ ) 

NF"=5t.J 
H=l-/f'JF-· 
N=l 
Nt~1"1X ==:.'~t'.JF' +-:: 
DO 8 Nh.l=N .. t . .H·i{:,X 
)( (NN) =-üE+ <.!·JrJ- 1 > ,/:::.:_ k-H 
UTA ( t.:N) ::.- ( 1 R ) /(CA '-1 Gt-"21-2- ¡,,;.ALOG <GA) -1 - ) 
UTBINNl=~-*~LOGIXINNl/BEl-<XCNN>••2J/CBE1••2)+GA••2 
UT <1...:N> =LITPt lt.ihl) ~ UTB <NN> 
UT1 (f\l~-J) ::---G ... (E.El-to--1o:2) ,,· < >-. <t.ttJ> -•2> 

B CONT I 1-iUE 
CIM<=>=.9~CIM111 

CALL el e ( R , A ., w , e 11-1 , e I o , Gf.'"; ., BE., BE 1 ., G., I M., NP., H .. NMAX ., X ., UT., UT 1 ) 
CIOI ~==P1 IMAG •'. CI O> 
ACI=A*CIOI 
WRITE<•.~I 'FACTOR DE AMPLIF.=",ACI 
WRITE(+-.,•) 'CIO=: .,ero 
STOP 
~NO 
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ESTA SUBRUTINA ITERA PARA ENCONTRAR EL VALOR 
CARtlCTER1STICO OUE HACE EL DETERMINANTE IGUAL 
A CERD-

SUBROUTJ NE CICIR,A,W,CIM,CIO,GA,BE,DEl,G,IM,NP,H,NMAX,X,UT,UTl>~ 
o I MEl~S I or.: e 1 t-1 (..'.to) , D ( 40) , >: ( l 1:> 1) , UT ( 1o1) .. UT 1 ( 1o1 ) ' 
COMPLE~ CI,ClM,DET,D,ClO.lM,CINI.CIN2 
Cl=CIM 11, 
CALL !lE 1 R \F.: .. t:.,. t·J, C 1 _ DLT .. G.:.',, b~., E-<E l ., G., I f1 .. 1'1F'., H., tJM1".'tX • X, UT. LIT 1) 
D\ll=DET 
CI=C JCH:~; 
CALL DE. i h ( f;•, H .. [.aJ .. e 1 .. DE T .. Gr . ., E;E .. E:E 1 .. G., l M .. NF', H .. f.JMAX,. X., UT., LIT 1 ) 
D(:::l=OET 
N l = J 

S N l=NI -f-J 
WRIIE(i.·.,,...) 'NI= .f.J1 
IF<NI .. EC .. 30• GLJ TO~(> 
Ct"1LL Lt-1l~ ( :-:) - e Ir·¡, e I .. f·J 1 ) 
Cr-H_L DE-! R < r.:, A .. t~J ... C I .. OEl, Gt".1., BE., BEl., G .. IM., NP .,H., NMAX., X., LIT., LIT 1) 
WF.:ITE<~·,•) ºCí=. ,Cl .. ºDET==-· .,DET 
l=-l=REHL<DET> 
F:-~::-~,:-1 I M,'.-tG <DEI> 
ClNl =.C J e1 UlI; 

C1N.1n=:MB~. <hEAL <C-11.Jl) 
CIN1I=ADSIA1MAGICIN1JJ 
Clf.J:..'.F=AE:S<REt-'1L<CI>) 
CIN2I=ABSIAIMAG(CIJI 
!F((¡.:.;BStCit-.i.::::r;·-c1i,Jth:> -LT. 1 .. E-6) .. ANO. CABS<CIN2I-CIN11) 

- - L -r _ 1 _ E --6 • > e, e ro i o 
IF<<t="1F<~.1.FlJ .L-i. 1.E-6) .. t'.-1ND .. CABSCF2> .. LT .. 1 ... E-6)) GO TO 10 
CIM<NI+l.)=CI 
DCNl+ll=DET 
GO TO 5 

10 WF:ITEC+ .... ) 'NI FihtAL='.,NI 
CIO=CI 
GO TO ::-.c.1 

20 WR I TE C ·>< , ,. l 'SE H>',N EXCEDIDO EN ITERACIONES • 
GO T.D 'iO 

30 WF,:ITE: (+.-., ~·> · DETO= · .,DET 
40 RETURN 

END 
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ESTA SUBRUTIIJA EV{\LUf> EL DETERMINANTE PARA CAi.JA = CIMCN> DADO-
: 

::: 

SUBROUll" E DEIRIP.n.w.c1,DET,GA,BE,BEl,G.IM,NP,H,NMAX,X,UT,UTl> 
Dit-1Et.JSJlJt·J Y0:4> .,l..:.C<4 .. 4) .. VM\4) ,.X<lOl> ,UT<lOl> .. UTl <1(>1) 
COMF"LEX l M.,Cl .. I~:....' .,1~4 ,.L.~ ... Y .. YM .. B 
COMPLEX DELl .DEL~.DEL~.DEL4 0 DELS,D~La.DET 
REAL 1<1 .1 ·::. 
f:l=-1 .. /Eit: 1 

i:::.=1 l 
•:...-l=In-.- .......... ,~_... ~Ll-1 .. )-, • ..-,...;+1 .. /BE1•r-=:-:.: .. *{4~r~ 
J<~-;= \ '2 • ..,_,:.:,o.¡::....) / •~-E 1 • -- \ l t1 .- ;\ ,...R..,.l>J) / < C 1-1 .. > _. < A*A-1 .. /BEl *W2) 
DO ~t.) l = 1 .. ..; 
DO l•:> ,J:::-: 1 .. -• 
y \ J ) -= (. t....> - ( ... <· - '·' \ 

1 O CONT I t.JUL 
V t I > = '.. 1 .. 1:~ .. (_} .. O ) 
CALL F..:L1 • .JI_~ (hJF-· .. H .. Nt-·¡p,x .. X ,LIT .. u11 .. IM .,A.,R.,Cl., y .. VM> 
DO 1 5 J :::. J ... ·; 

E-t < J ., l ) = ·,.· t-1 " ,J ) 
J 5 COhlT I NUE 
20 CONT I tJUE 

DELl-'=f.=:~r:_: < l .,:::)-iot- <B \:= . .,4) .;...J~·,::.+B <4.,4)-+-8 í.2'!'4> *f :4 > 
DEL2=-•·2..,,.E..:<1 ..... 1;• (8(~ ... ::;)..,.l:::;.+B<4 .. ::.>""-E:<::: .. :::;.)..-~-.-l> 
DEL . .:.=-~·.1 ~E:\....:. .. ..:..>• <.E.--1 <--:: ... ·_;.) -r~.:::.+B (4 ~ ::_..) 1-E: <.: .. 3> +k5> 
DEL .. 1-=!-1 •r::: ('.2. --_- ~ i.. \ B <""'.:-,. ... 1) +-1··::_-:+t( (4 ... ·;._i ... -l:-< "..l .. 4) •V~;) 

DEL5=B < '2· .. ~- J • <B '-:::., 4 _:.*l. 4+B < 4., 4 > +D ( 1 .. a) ........ ¡.:_::;> 
DEL6=-B \::-. -i ,.-¡ J ~:Be::: .. -.::.> --~: .. l+B \.!.f "'::::.:- -+-f:::: \ 1., ·: .. \ .¡....¡.:_~:.) 

DET=DEL~-DEL=•~EL3~D~L4~DEL5+DEL~ 

RETLJF:M 
E>JD 

:; ESTA SUE1F.:.JlI1·J..:., li-lT!-:::GF...:,·-; L.:~ ECLh4LJ.Lll~ UIF!.~REIJ::IAL 
: F·Af·.:,.-4 OF:TEi·JF:.0::.- l_,:..;5· c:_::·:.__:_;;-¡:·J¡:;s DL Lh r"i.::.:.TF~· J z DE 
:. TR.::.NSFEG.ENC I .-·t 

SUBF:OUT l J·JE RUI :G \ ;·.JF- .. H .. !.Ji 1,.:·,). - > ... L.:T .. L;T 1 .. I 1-1 .. A. F: .. Cl., Y':' 'fr-1) 
D r MEt.JS I OtJ X ( l ·:· ~ ) ., o 1 . ] 1_• 1 .' ., c 1 ..::~ ( 1(11 ' ., o-:: { 1 (1 l ' ., C'4 ( lo 1) 
DIMENSI.Ot.J c,...: ... ·~:._y\~) .. YJlí~}~u·:.:101> .. Uli(:i(•l 
CDMPLEX c1..2., L·:: ... '....•·i ... t3.t ":¡;_,-:..:.,L.:~-:.-: •....::,.4 .. v .. 11-1-: c .. c.1 ~ r n 
N=l 
DO l 1:• Nt-J;:..t,J., t·JM;~> 
Q 1 < N!•l) = - ( '.2 - ) / \ X í. f-Jt! .' 

Q2CNN>=IM•A•R•<CJ-U~(NN>l-2.•A••=+<3-l/CXCNN>••2> 
03CNN>=ll->/IYINN))+12-•A•-2-IM-A•R-<Cl-UT<NNl>-C3->/CXCNN>••2)l 
04CNNl=A--4-IM•A••3-R-<CI-UT<NN))+lM-A•R•UT1CNN) 

.:. e, CCi!'·JT I r·JUE 
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co:.: < ·::) 
b:: ,:..) 
b4="" ,4, 

3n l,._ 'N .. LJE .. t.IMA~.) GO TU 40 
C" 1 ., l > -H*G:: 
C<.2.,1>=H•G:" 
C (3., 1 > =H*G"t 
C\4.,1)=-H..,.<Ol <N>•l-=-4-t0'2•NJ i+t.::S:~+U3<N>•G2+04<N>•G1 > 
C<1.,:::>=H~•G:.:+q_::;.,-Ct_ .. 1 >) 

C(2.=>=H~IG~~.5~L -·, 
Cl3.2>~H-<G4--~•C<~.: 
e (4 .. ~> = ·-H- t(• 1 ((!• i ... ,¡:..J...- .. :...:J+-C \4., 1)) +D.:.:.: cr,:-+ 1) .. (G._:!.+ .. 5*C <3., 1,) 

-+-03 cM--.-1 \..,,•f.=>:.·-._ ~'.-Ct :- .. ; > J +04 <t'1,.·1 > - :Gl+ .. ~-;•C< 1., 1>) i 

C < 1 .., ~_:. J = H •· t_ G:..: .... _ ~. ,. ~- \ _..: _ :.: .1 

e<::.,:=:> ·..,;_H• < .:;-:-.•_:--_ • .._e'·:-.~ _ _., , 
C<3 .. ~)=H•\G4-t-.':Jr·L·t.¡,._. 
e e 4.,-:-;. > =-H-to:- (o 1 • 1.1 f .:. .} ~ i=-·1 .... ::.. ~e'- ;.J..,:._> j +o:::<. t·J+ 1 > ~ < G:::;-l .. ~.~e<:-:..,~', 

.-.. +Q3CN t-1 > ~ <G'.2+ .. ~ .... c. 1:.... .. :·.:) > +Lt~·.;_ (tJ-.. 1 J ~ <Gl i· .. 5"-C C 1 .. :::"} > J 

C(1.4l=H•1G=•c•:.~: 

C<=.4>=H-IG3•C'~-~· • 
C<.::. .. 4)-=H• ..-..,4 ... _ \·1., 

e ( 4.., 4) ~-H• \ L' 1 •. ~.; :...· \ ..... \.u.:~ ·I e ( ..:¡ - -:. ) : 1-L•.:: ( IJ-r-:-') ¡... ( G:::.+c \. -:.:_. "." ::. ) 
•o~.:. <t-J+.'.2) *" · e:..:.:-+L t:::.:~ :::>>-~o...; <1.J+'2> ...... <b1 ~-c.\¡ ... -.)) j 

G 1 -:::...'--' ! -+ t. C \ 1 ., 1 ) + : .• - L ( 1 .. ::_-:._·) +::..:. •1_· < 1 .. -:. > -1 C ( í ... ·¡ :. , ,.·e:• .. (1 

G::-=G:..?+ 'e'~- 1-. +:::.:· .. ---e<:: .. :.:.:, .... :::. --·e .:.2.., ~.:+e\=: .. --i >~/¿, ... o 
G3=G:::-.+ <C \.::""· .. 1 ' ...... :_:_-e<::, .. ::.) ..... ._ .. _" e r.-.:.~ :.: +L.-_.._ - 4)) /6 .. t~\ 

G4=G4+ <e ( ..q .. i > +-=: .. ~el 4 .. -::.: > .. ::.: • ~-r..:: .: 4 .. . _-.) ... e, .1 .. 4) ¡ / 6 .. <) 

N=N+:..." 
GO ID 3(' 

40 YM<ll=Gl 
YM <2>;..:..G::'. 
YH<::::.>=G::::. 
·,..·r1 <4> ::.":G4 
RETURt~ 

END 

SUBRUT l Nt"', D::::. I HTERF·O;__t:,C l UN ClLJE US1-:; LA 
F--ORl"lUL•:.'.1 l~·E !_¡~\GRAl'·lGE. 

SUBRCUlINE LAGID.ClM,Cl,NII 
COMPLEX D.ClM,Cl,SUM.PRO 
DlMENSlON D15~:,CIM•501 
SUM= (O .. ü ., .:.~ .. O> 
DO 1 O l ~ 1 .., t·J l 
PF:O":= ~ 1 .. O, O. (1> 

DG :: • .J".:....:.1 ,.i·Jj 
lF<J .NE. l> PRO=PRO•l<-D(Jll/CD<ll-D<J>>> 

5 cot-.iT I r~UE 
SUM=SUM+CIM<l>•PRO 

10 CONTINUE 
Cl=SUM 
RETURN 
END 
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