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EESUMEN

e westudia el flujle de una pelicula liquida, descendiendoe
verticalments por el exterior de una columna cilindrica. Se
analiza 1la ezctabilidad lineal del flujo basico
completamentes desarrollado, primero <on una teécnica de
perturbaciones para numeros de onda pequelos. ¥ despuds
numericamente. Los result adoes nUmer 1 cos S comparan

favorablemente con los publicades o= limite de

la pelicula

cheorro caircula Placa plann., Ze
e inestable Dara T odo walor o mimer os < e
Feynclds v WwWeber. v de urn parametro de curvatura. =1 =l

<=
numerc de onda €5 menor gue <l critico. =l rango de nudmeros

de onda critice ¥ de  manima amplificacidn aumenta al
aument ar la curvatura. Para pequefas curvaturas el muUmer o
de onda de marxama amplificacidon decrece con los nudmeros de
Reynolds ¥ de “eber. nuientras gque para grandes curvaturas

Sucede 1o contiarid.

= estudia experimentalmente. Ee u

o

Bl probl ema  tambien

[l
]

=1 numero de onda v

una tecnica Jotica

celeridad. Los r=zultados numSiricos e aproMximan bien a los
experimental ez, e hace un estudio rotocgrafico de la
configuracidcn de las ondas . el cual muestra resul tados
acordes =on las predicclones Ledricas de =Enl ang v

SEivazhinsky [18G25.

T



ABSTRACT

The problem of a cecylindraical falling film, descendl ng

vertically outside a long crlinder. 1s considered. The

stability of the fully developed flow as
wavenumbers.

1linear studied.

farst with a perturbation technique feor small

and then by direct numerical computation. The numerical

results are :n agreement with other published values for

the cyvlindrical bdet and £lat plate l:mits. The siudy shows
that the cvlindry
FReyvnolds number
Stakrilityv and
different ral ues n =S n
curvaturs of the i s and
the wavenumber of the most mplified wave lNcreasse. For low
curvaiure the wa Ve N UMmDS (=33 the most amplified e e
decreases with Revnolds or WWebsr nunber. while for
high curvastures 19 rncreas-ss.

i too. An optical
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CAPITULDS 1

I NTRODUCCI ON

peliculas descendentes

El fluje de liguidos en forma de
industriales. Entre

tiene una gran variedad de aplicaciones
las mas r1mportantes se encuentran las sigulentez:

1> Columnas de destilacion ¥ de absorcidn.
v evaporadores.,

23 Condensadores
3D SBistemas de enfr:amnlientce de emerdgencla en reacirores

Nnucleare:s.
en places fotograricas.

43 PFProcesocos

arrastre de corrientes

Tambien Se ocbhserva e muchoes fencdmenaos de la vida
cotidiana; por @ejemplo. cuande llueve, =n los cristales de
los automsviles » en las

las ventanas., 2

corrientes de L

Una de las

liguidas
volumstrics.

Tuperticie para
Dichas ondaz < ceaficientes oo
transporte [= 253 mMasa . cantidad de meimients >~ calor cor
respectce a los calcoculades para peliculas lisas. por lo gue
Su estudice es de gran importancia. A grandes rasgoes podria
decirse que en un flujce desccendente en una pared vertical.

los tiposs de configuracicnes iLlustradas en l1a

Se presentan

figura 1.31.

la pelicula se desarrcocllia

En la regidn 1 {faigura 1.13
hidrodindmicaments hasta alcantar wun espesor constante en
la regidn 2. La linea F es la llamada linea de inicio de
las ondas; delante de ella Sse tiene una regicn de ondas
ordenadas.

relativaments

argas. de regqueiia amplitud A
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Viene despuds en 4 una regicdn de transisicn. desordenada.
donde aparecen también ondas cortas Ccapilaresd. para
llegar en S a ondas rodantes separadas por un estrato
laminar. Sz t:renen finalmente en = ocndas rodantes
turbulentas. separadas por estratos igualmente turbulentos.
A las dltimas dos configuraciones también se superponen

ondas capilares.

Desde Drincipios de siglo. partiende con ies trabalics
Proneras de Hopr [19103 v Nusselt [1916)1. <ol estudio de laz
peliculas descendentes ha llamadoe la atencidn de numerosoes
investigadores, Se ha Recho trabajo tanto rtedSricoe como

Srineental .

En lo tedrico se han buscado scluciones per:rddicas & 1
= de mowvim ento con metodos anal s

*
=. S ha aplicado ia teoria lineal de 1
estalbbrlxdad Para predoecirr las Principales propredades d
las ondas v sSe¢ ha enfat:zade en la i1mportancia de la n
linealidades en

aplicade desde

moderna teoria
obtenidoe. cor
seluciones mur

movimiento.

Por @l lade experimental. las tSconicas parse medic amplztud.
celeridad ha Iomg tud e <

foetogaraficas =:moles hax

En este trabajc =J3&i

o Se consideran ias peliculas formadas
al escurrir un iiguide scbre una pared sSlida. dejandose de
lado las gue caen libremente liguidas.

£l capitulc =4 Present a o analis:is critrco e los
resul tados (=14 unrna investigacicn miblicgrafica ¥ resume
tantc los principales come lo que. a 2uicio




del autor , faita por hacer sobre el tema de pelicul as

descendentes.
La mavoria de las soluciones tedricas gue se tirenen hasta
aheora desprecian la curvatura de la pelicula, a pesar de

que la geemetria cilindrica se presenta en muchos egquipes v

procesos rndustriales. Mis aun. las predicciones tedricas
frecusntemant = han srdo probadas usando columnas
cilindricas. cin Dreccuparses poer la infiuencia de la

TUr VatL ur A

Tome s capitule, algunsz autcres han
cuantL Turvatura tedricamente. Dero
sus crertas lim: taciones.
Experimental mente =61 & Coren r1osz13 ha eval uadc drche

efecto para una pelicula cen velccidad nula.

ar tanto tedrica
curvatura en las
=n una pelicula
2 & la regidn

Sonde S SUPROne

frontera: s
caracterist ar < <
incluye tantoe a la —celeridad e la onda. como a =u Tactor
de amplificacsdn. S seffal an rambién les parametros
adi mensionales pertinentes. La deduzcidn de las ecuaciones
Te da en el A

En el capritulce 4 se precentan dos metodos de =

ol wcaicn al
~

el primerc usa la

<
probl ema de valores

aproximacicn de numerc de onda peguUelo ¥ una técnica de
r

=1 segunde ez un método numérice

perturbacion

I



flujes confinados. Se .

gque ha dJdado buenos resul tados Para

hace notar la diferencia entre los
meétodos. v se enfatiza en las bondades del meétodo numérico.
Be estudian algunas espectro de valores

sSe comparan
para los casos

resul tadeos de los dos

peculiaridades del
lcs resul tades
‘extremos de

caracteristicos. con los
literatura
descendente en plano vertical.
de ndmero de onda v

hd

existentes en la
chorre circular y pelicula 3
valores

la estabilidad neutra

finalmente. s<e presentan los
celeridad correspond:rentes tante a
come a la marMima amplificacicdn de la ondza, para diferentes
pardmetros perti

valores de los

En el capitule T se descrikbe la tecnhnica JSptica wusada para
determinarr la I'recusncia. la celeryrdad ola long:rtud de
onda. Los resultados son novedosos » se comparan con los
obteni dos medil ante i met ode numeEr1I oo, obser vandose WUna

=]
buena correlacicon. Fe g ademas. los rezultados de

tog fico dJde la confrguracicon de las condas en
Cl1e ¥ Se comparan con la

linea de inma
v Fivashinshkhyv [(1882] gque relaciona el
ransversales 2l fluje con un cirerto

Por dltimoe. en el capitule 6. se resumen las principales

conclusionses del trabajo.



CAPITULO 2
ANTECEDENTES .

La lista de articulos sobre peliculas descendentes es muy
extensa; tan solo Fulford [(1964] en su revisidn del estado
del arte menciona Ed486 referencias. y desde entonces & la
fecha el numers se  ha Increment ado notablemente. En el

" loz articulos gque. a

presente capitule sdic sa oi o <
del autor. mejlor L1iudustran las te=Inlcas Jdenerales Uusadas

tanto =n lo tedrico come en 1o sHMperimental.

En lo tedrico se anali—an prz
aproxXdimacicon de capa limite en

Y l1los métodes integralez para su solucidn. Despues vienen
las 1nvestigaciones donde las caracteristicas de las ondas
e eval dan USando e Sea ia teoria clasica de la

S 4 s Sistemas clné?x\lCOS. For

estabilidad o la moderna teoria
ey

dltimoe sSe

ecuaciSn L

condicidn de chogue fara o

En lo
emplesadas rara
como Sus RE

FELI CUL.AS PLANAS.

supondra gque en todeos los

erplicacidn se
scuvaciones.

sistema de

ol AP de=1 Tiguiente
Cver Dukler [1Q721.

enffoques sSe par
planas verticales

para el caso cilindrico s<e dan en el

vdlide para peliculas
las correspondientes

=3



capitulo 3>

Navier—-Stokes:

2 2
Su L, 8u Su_ g - 2 ap_._v[au_‘fau]cz.:.)
at ax 3y o e Cax* a_vz
v v v __ 1 ap [azv azv] ca.2>
- - v . == —_— -
at ax ayv P= ay ax® o=
Continuidad:
ou oV C 2.3
—_— . = 0
ax oy
En la pared C y=0 D
U= C 2.4 2
En la intercara C y=h D
N v =2h_ u 8h cC 2.5 >
at L2
u [ah Jz_ [au v ] eh v
P = 2w I ac Sy Load < N
i +~ C ﬂ‘_ >*
axc
ah
Lz
~ o Ll < 2.8 >

A



2 [8& _ 24 Y en . [ 23 *i"__] 1—[_"_‘1_. = o
oV ax 5223 =293 Yy ac
c 2.7 2

En las ecuaciocones antericres u ¥y v son las componentes de
la velocidad en las direcciones < ¥y ¥ respectivamente. La
direccicn del flujo ¥y la coordenada ¥

coordenada ~x es en la
propiy edades del

perpendicular con origen en la pared. Las
fluide sSe suponen constantes. Las ecuaciones cie
W cE. 22 ¥ de continuidad (= ) se

Navier -Stokes <cE.1> ™
acompafan de la condiciron de no
C2. <D, de la co

2.8, de la cen

deslizamiento en la pared

ndicidn crnematica en la superficie libre
dicrdn de continuidad en el esfuarso normal
5> cuandco lfa presidn del gas se sSupone
<

a la superficie &
del esfuer—o cortante

cero. y de la condicidn de ausenclia

en la superficie J&.7D.

2.1.1. AproMimacidn de capa limite v metodes integrales.
En este enroque . cCroepusestoe originalmente Por Mapitza
19221, se elimina la ecuacidn C(2.20 usando la aproximacidn

de capa limite J-ver por ejyemplo Currie (197430, v se
integra la ecuacicn C=2.10 a lo anche de la pelicula

b B
X
f dvuau*vau]dy=j[g—ldp
o at ax A% o &  dx
2
- 2 ]dy <z 8>
2
3y
£l términco —2 se evalda de la ecuacicn C(£2.6>. guedando en
(= 74
¥y Y ¥y del

términos de las velocidades superrficiales u b
-

espesor h de la pelicula.



Suponi endo una estructura ondul atoria Permanente Condas

periddicas). el cambio de wvariable
temporal e introduce €l numero de onda « ¥ la

costumbre en los metodos

Z= alx—ctd elimina 1l1la

dependencia

celeridad <. SF: ademas. comoe es
integraies. Se sSupone conocido <1 perfil u de velocidades.

de la ecuacidn de continuidad se obtiene v y la ecuacidn

CZ2.8> puede integrarse. llegandose a una ecuacidn en hdz=D.
Co- oo < Cconvenlientemente adimensionali-madasd
de Weber W, La condic:idn intedaral de continu:dacd

v el numero

l\C:—u$D= h {e—u L2282

donde ho v u son el espescr y la velocz:idad superficial en

la regidn no perturbada. transfcrma dicha ecuacidn en una

diferencial ordinaria no lineal enr tSrmanoes de les

sSiguientes pardmetros

I‘Ch.:.E.W.a,c.ho)—-— o CZ.10D

o si Se define la nueva wvariable ¢* como h=h°C1+¢*D en

terminos de

rce™.z.R. W.o.c.h >=0 c=.11>

siende F el numero de Reynolds.

Las diferentes formas de resolver la ecuacidn C£.113 dan
lugar & les trabajles LI Se describen ES continuacidn.
de

- »E
Generalmente la solucidn & Cz=D se expresa en Ser.es

Fourier como

<
@ C=> = /3 sen = -+ > [A: sen Cnxd + B: cos Cn:)]

n=2

ka3
donde (3 es la amplitud de la armdnica fundamental.



Sustituyvendo C2.12) en (2.110 e igualando los ceoeficientes
a cero se obtiene un conjunto
para las 2N-+1

de las diferentes armdnicas

de 2N ecuaciones algébraxcas no lineales

incdgnitas o .5 .e LAY ~ 8> Cn=2 hasta N> para valores
~ -

dados de R vy W requiridndose por lo tanto de una ecuacidn

adicional para cerrar el sSistema.

Kapitza [1949] toma el perfil parabdlice laminar de Nusselt

¥ hace dos aproximaciones: en la praimera. que corresponde a

su teoria lineal. considera sSlo la primera armonica

reteniendos los téeérminoes de orden f?“ en la ecuacidcn; en la
segunda. toma los terminos hasta oo 7% La socUac Sn
adicional gque sSugrere proviens de un rincipra de minima
energila. Shkadov [1S867] da un paso mas: retiene sdlo dos
armonicos en la expansidn (2.13> pero incluye los armdnicos

generados por estoz dos en la ecuacidn (2.112 conservando

. _a_ 3
terminos hasta OJ/F 3. Su ecuacion adicronal se basa en
minimizar =i spesor de la pelicula para un fluje dado.
Hirshburg v Florschuecz L1s8&) Suponen (= 1820 la onda de
amplitud finmita frecusntements observada corresponde o

ma amplificacidn gque predice 1a

estd relacionada
teoria lineal. Dichios autores toman en cuenta sSelis

armcénicas =n sus zalculos.

©s 1ntroducen sdlo peguefia

Varizos 1nvest: dador TSI recCl ones
1

al trabajoe de iHapitTta <dver Irant= v Goren (1971133, San
embar oo, < ome M tic L Snan Lin e wWang (i1ss=] . tanto =l
Principico de= la energia disipada. coms <l del minimo
espesor de la pelicula. carscen de bases racionales. v la
sSupcsicicon de gque la onda gue alcanza una ampiitud fainita

3 recta Segun se demusstra €n

de eguilibraic es unica es 1ncor r
Lin [1874]. Krishna ¥ Lin [1977] » Lin y» iraishna 11877
1

3
a Tonclus:dn de gue la onda gue alocanza

w

donde se 1legaa

el eguilibrico depends: de las condiciones i1nicirales.

Lee (139893 no Usa. come en los trabajos anteriores, ur

eriterio fisico © una suposicidn para obtener la ecuacidn

10



adicional : demuestra que es posible llegar a un sistema

cerrado partiendo sSl o de las ecuaciones dinmamicas.

siempre y cuandoe el estudilio Se restrinja a ciertas clases

de ‘ondas que vienen de sSsu sSistema lineal Ccon un numerco

infinito de soluciones periddicasd.

Ruclkenstein y Berbente [(1988] sugieren una forma diferente
de resclver el problema de cerradura: correlacionando la

ampl 1 tud g la armonica fundamental con datos
experimentales. Froponen ademas. una epansicdn en sSeries
de potenclas e J1=n2 sara ambas componentes e la
velocidad, cuves coefiliclentes dependen de =. Esto permite

incluir perrfiles no Frarabdlicos eon el analisis. pero

aumenta &l numero de ecuaciones algebraicas ne lincales a

treinta ¥ uno. Fara =salwvar algunas dificultades de cdliculo.

linealiiza sSus ecuacrones <n terminos de la amplitud de la
a

armdnica fundamental. lo gue restringe el estudico a bajos
flujges volumetricos CEIIOOI.
Dukler [13972] sefalz gque sSse regureren entre csexs v ocho
terru nos de una Serle de Feourier ara describirc
adecuadamente Una a s: <l numero de Feynolds es mayor
gque 3C0. =1 Dresente enf ogue resultaria practicamente
intratabl COn Lantoes Lér minos. Telles (19683 trata de
[ST=¥ Y Series (==

=l primer termine @S una

representan modificaciones en su

gaussiana
forma. Con relat: vamenits posos teErminos (muchas veces tresd
-3

delar las ond

0

es posilble m

es v Cukler {15703 resuel ven una
versidn de la ecuacidn de movimiento gue incluve teérminoes
hasta OCa®>. Mis adn. desprecian la tensidn superficial =n
las condiciones en la frontera ¥y resuelven €l sistema de
ecUuaciones dirferenciales resultante iterativamente con la
teécnica de cuasilinealizTacidn de Bellman [19683] y series de
Gram—Charlier. El problema de cerradura se resuelve usando
medlciones experimentales del espesor noe perturbade de la

i1



(X

Figura Z.1. Comparacicdn de los resultados experimentales de
ios tedricos de Shkadov [1967]

no lineales de

Kapit-ca (19493 e con -

» Berbente {15633 - e v los

Ruckenstein

Kapitza (18493

pelicula. Feportan resultades satisfactorios hasta Reynolds

de TOO0.

La comparaci:dn de los resultades ab
incluides en < 1 ap
Se muesiran

se obser va.
mavores la

de Reyvnolds
en cuenta

dispersicon

a tecria de la estabilidad para
relicul as descendentes fue Yih

veloc:dades v la presidcn se

valoer no perturbadoe C(solucicn de

perturbacidn puede

=
sSuponen comd la Suma ode
NusseltD > e Dertu

Su
rtac: Sn. Dicha



crecer. decrecer o permanecer constante en el tiempo (o en

el espaciod, dande lugar a un flujo 1nestable, ecstable . o©
con estabilidad neutra respectivamente.

de la velocidad se exprezan en términos
scuacaicn de continuidad se

lLLas perturbaciones

de una funcidn de

corraente y de tal forma que la
satisface jidénticamente. La perturbacidn en la presidn se
elimina medi ant e una diferenciacidn cruTada de las
ecUuacliones de movimente & 1gual ande las segundas derdivadas
de dicha perturbacicn. Por supusszto. las condicicnes en la
tamblen en terminos de y.

en derivadas parciales

frontera sSse expresan AsSl =Se llega
a un Tistema diferesncial ne linesd
de  wr, Las diferentes rormas de resclver este sistema dan
= 2 continuacidn.

lugar a las teécnicas agu Se describen a

En ia teoria lineal Dropuesta por Tih (1554.1563]3 v
Benjanan (18571 se despreciran los térmnos cuadridticos en
y. Si ademds se supone que ¥ es de la forma
Cx—atD
v = @D er ST ce. 13>

el sistema se transforma =n unc ineal en derivadas totales
de . S obtiene Jde esta manera la conocida ecuacidn de
Jjunto con sus

Orr-—Sommertreld Cwver capy

©
respectivas condicicones en la rn problema
de valores caractterizticos oa eia de l1a
onda o Joe=<c - T & sSi la perturbacidn

Ben)amin 1 Orr —Sommertfeld
expresands la sciluvcion der v, Obhtiene

asi uns scluc:idn anai IUlicio compara
(%4

bien con
Py

1
laboricsos. TamblsESn desarrol
=4

ondas lLar

pelicula vertical es

Yih [1982] propone una sencilla técnica de perturbaciones

N
0)



donde la inestabilidad se

¥ la aplica a tres
Reyvnolds

tipo de problemas.
der Reynolds.
numer os de

para este
manifiesta a bajos
numeros de’

numeros
onda pequeffos .
de onda grandes.

concuerdan

casos:
peguefios y numeros Lo= resultados para
numeros de onda pequefios con los de Renjamin
{19573 . > los de los otros dos casos son ‘originales.
Ademds. analiza brevemente el efecto de la variacidn en la

tensidn superficial.

Barr-Da-vid {19543 usan una comput adora para
de alto orden de la
wvialida hasta
Satisfactorics.
estudiaba

Sternling v
serie de Fenjamin (que

incluir terminoes
SU solucicdn ec OC DD . AunqQue su

rescltados

=dle tomd 168 v
es  muy

método es directo » da
& Whitaler [1o643. e
en la

de

v E3te motivd

engorroso
contamirnantes

ilos superficiales
la ecuaci Sn

los efectos de
= resol ver
rfainitas.

estabilidad deal flujo, &

Orr—Sommerfeld numericamente mediante diferencilas
similares & lo=s de IFrernling

resul tados muwv » Farr-—
la

[1S74) resual ve Nnumericaments

con

Dawvid. De Bruin
Crr —-Fommer feld,

tambien
ecuacl Sn de perco usandoe una tEScnica e
ortonormalizacidn € 1ntegractdn por Punge—Hutta.
solucidn aproMimada de
velocrdad,

Aanshus v Soren (1395881 obtienen una
la ecuaciocon de Orr-Sommerrfeld remplaz-ande 1a que
Por = valor eon & superficie libre. pero

i < Esto

es funcidcn de y. po
valor < o4

5 con 1o gue

o
1
)
€
[0}
[

mant eni endo <1

permite una =olucidn serncillas da la ecacion.
loes s puadsn determinar medl ant e

los valorss caracterist
un rapido v simple método numSrico. Tompara sus resul tadoes
con los obten:does per 1oz autores anteriores. notdndose una

buena apro:imacidcn.

En las figuras 2.2 vy E.3. tomadas de Linm L1S8%53 . Se
comparan algunos resultados de la teoria lineal con datos
experimentales. Lo=s wal ores tedricos del factor de
amplificacidn o son hasta un 50 menores gue los

va mucho mas alla del error

experimsntales. 1l que
experimental esperade . Como s< ha demostrado



1.5e¢C; L

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Variracicn del rfactor de amplificacidn oc con
©

wW=0.84+. Resultados tedricos:
f =)

Figura 2.&.
el numero de onda . RT1. S35,
= s demas simbolos son los

Benjamin [1SS7) B;, Yih [958

de la figura Z.3.

(185771, iz {187C.137287 . whitaker y Jones [1e66] y Yih
{19535 . ia contaminacidn superficial ectabiliza la

v asi. para una sSuperficie limpia Se tendria una

BN
diferencra adn mavor.

Fara Ry celeridacs tambi<en Se 2 ens cirerta dispersion
Caungque S22 meenor arado [S 1875 Dara el factor de
amplificaz:idond . gue 1al vez se deba a gQue para ! mismo
valoer de W se tienen difersntes celerirdades. gus> & su veX
corresponden a diferentes valcorez de R. Esto suglrere la
existencaa de una correlac:dn entre < » = gque no se

costeriormentel v

La curvatura Je la selicula Jcome Se Vvera o
la variacian espazial e las rerturktaciones CAgrawal
L 187531 tampoco pueden ser el origen

{1isS721. Agrawal y L.zn
1

de la citada <ispers
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Figura 2.3. Variacidn de la celeridad ¢ . correspondiente a
bl

. - . - - 41-3 —

la mas<i ma amplificacion. con w3 Corpdd Bgu > =aS87.

FResul tados exMperimentales: HrantzD ¥y Soren [(1S711 Q; Banmie
s

: Anshus

1857] A: Hapatza [1©293 =, Fe ltados tedrico

o=
Hrant= NG Goren

Soren {1=36: AmG Soleszi1o C

[
h)]

[1S711 -G,

a numer os de- Feynolds
relativamentse grande=z ¢ OC108323 las no linealidades juegan
un  papel mul lmportante en el desarrollo Jde las ondas..
Numeroscos son los r1nhnvestrgadores gue han hecho estudios no
lineales: a contimuacidn se presentan los resultados mias

importantes.

En general se parte de la ecuacion diferencial no lineal en
der : vadas parciales de 7N mencirocnada e parrafos
anteriores. Se es=coje una escala conveniente para la
ecuacisSn e tal manera que . en su forma adimensional.



aparezca un pardametro pequefo . Benney [(1966]. por
ejemplo. toma el cociente del espesor no perturbado ho con
la longitud de onda A~ 2n. resul tando s*=cc. siende a el
ndmeroe de onda adimensional. La funcidn de corriente se

expande entonces como

W= oy o w‘*—az\uz-*-. e e c2.14D

de tal forma que la expansidn es valida para condas largas

comparadas con el espesoi’*.

La serie C&.14D Se sSustiltuwe en la ecuacicon diferencial

para w. para obtener. despues de 1gualar loz térnanos de
igual Fpotencia e . un conjunto de ecuaciones
di ferenc:ales lineales. Dirchas ecuaciones S resuel ven

sucesivamente. partiendo de la dada en térmnos de ¥, ¥ Sus

respectivas condiciones en la frontera (gQue pueden ser no

lineale=>. hasta ll=gar a drdenes sSupericores. Benney [1386861]
toma sSlo dos términos de la serie., mientras que Lin {19631
extiende [ShE analisis=s. & cosSta de un goran trabajo
algebraico. a términes de zsegunde orden en o

La solucidn para w se SUStituUye en la condicidn cinemiatica
en la superficie vw=h para cobtener una ecuacidn diferencial

E.3
en el espeseor h o en & .

Gevik [1970.19713. suponiendo gque oFw= OC1d llega a la

siguiente ecuacidn



4 2z 2
ht * Qxhx+°_5 [thx‘Qahxxx to ; [Qchx"_osh:-oc*-Qch:ooc-c*
Q_h_h +th2 +Q9hf< h ]ooc‘;‘) =0 cz2.15>
donde
Q,=2n® . g= 5 r® . o=
1s
Q‘—- 1018 tho_._ 14 hs . Q5= 32 thxo+ah<
315 3 &=
Q6=“'_°_ &ZRWh® . q_=1%_ &Zrwh®
63 7 3
Q= 12 frwn® . o= 22 o*rwh®
=4 = =

A . 2
=i en la ecuacidn anterior se toma o W=O. se recupera,
excepto por requefics errores algebraicos. la ecuacidn de

Benney [(19861].
Nakayva (1S7S. 187773 aenerali=za 1la ecUaci Sn =to3 Benney
a

. E] =
irncluir terminos de orden cuando W=0C{1D.

Roskes {15701 lo hace para considerar ondas

KErishna ¥y Lin 1773 toman

At herton ¥ Homsywv {19786) v

teérminos hasta de 7ol vy OGCa’d respectivamente para obtener
la versidn tridimensiconal de la ecuacidn {2.135. Para =1
caso Se relicul as descendentes cilindricas. Linr b Liu
[19751] ¥ Atherton v Homsy [19768]. obtuvieron la ecuacion
equivalente a C2.15D tomande o como Darametro pegquenio,

i8



mientras que Shlang y Sivashinsky [1882]1 lo hacen usando

una aproximacidn de tensicn superricial alta ce™

i se resuelve la version linealizada de la ecuacidn €2.15D

se obtienen, como era de esperarse, los resultados de la

teoria lineal para o pequefos.

ecuaciones de
por Stuart

Lain {1962,1870.,.1a711 resuel ve las

= 1la tecnica propuesta

Navier —Stokes medi a
por Feynolds 3y Potrer

nu
(19803 . adaptada

1960} b
{19a87] para flujes con sSuperficlie libre. » demuestra gque.

ceraa de ia rama Super > or de la CSUr Va de estabilidad
neutra. una perturpa—=icen rAafinitesimal inestable de acuerdoe

a la teoria lineal. wsvoluciona hasta Lransformarse <R Una
onda ectable e ampl 1w ud pequ«eria . perc fimita Conda
monocromatica de estabilidad supercritical. La forma en gue
evoluciona la ampl 1 toad de ia armcnica fundamental se
cbtiene con la ecuac:ion de Landau—-Stuar Cver Lin {13631 O.
La existencas G la citada orda de estarlaidad
supercritica, as:i como o= la depasndencra de su velocidad
r

con la  ampl
Nakayva L

i
directament

Lin 174
estabilidad
perturbac:o

Sste Sea

perturbacio
(1S77I5. que
de acuerdo a

respecto &

Cpequelas’ de un crerto

abilidad neutra

la curva de e=s
cumple. Esto se debe a
regidn

Cerca de la rama 1nferior de
la ecuacidn de Landau—Stuart no se
que caen dentro de la

que Son varias las armdnicas
tenidndose entonces

inestable gue predice la teoria lineal.

i1e



una interaccidn no lineal mias marcada Cfuerted.

Krishna v Lin [1877)] derivan una ecuacidn de evolucidn de

las ondas que e= vilida cerca de la rama inferior. Parten

de 1a versidn tridimensional de C2.15D. La ecuacidn

bidimensional gueda como

Zo®w 2 3z r®
= - —A g — ~ _ = o - =
rt - arx 4".\4 “1 ¥ e - r:o-c’_x <« {[2 * - ] rm+
3 53
20 &=
-
— r o } c2.16>
83
donde f =h~1. A la fecha sdSlo se ha resuelto esta ecuacidn

despreciande los teérminos de orden c(z.

Atherteon [(1972] resuelve numédricamente la ecuacidn (2,163

pPara describir la evoluc:cn de las ondas hasta gue alcanzan

un  estado de eguilibrio periddico. que extrafamente no
deponde e condrocl ones 1nici: ales. Sivashinsky o

Michelsorn i1 SRCUsntran gue la mis=na ecuaci Sn
Cdeterministica capga=z dJde oroducae Uy flurzoe ondul ado
irregul ar. cactiaoo, CUAIICer manent Sin embargo. comD

menciona Lin [(1S3TI. debe _onarse e SUSnta gUSs antes Jdeé

porr alguna raz=dn.

gue se llegue a2 dicho cacs SUperficl ai. g

les efectos trardimensionales estabrlizantes e vuel ven
i;nport.ant.e- - hid rodran llevar a Sna estrucrtura
tridimensional =stable. Mias aun. la forma final depende de

las condicicnes i1mn:crales.

Chang {1828) generaliza los trabajes de Benney (196871 .
Krishna vy Lin [1S771, Sivashinsky v Michelson (195012 »
=hlana v Sivashinshkwv {19523 para tomar en cuenta los



la superficie libre del

efectos del esfuerzo cortante en
para el

serie de expresiones empiricas

1iquido. Usa wna
esfuer=o previamente validadas por Zabaras (1o85].
Hace tanto el andlisis lineal de la ecuacidn. como  un
andlisis no lineal debil.

Chang [1986] resuel ven la controversia entre

Chen ¥
Atherton (198721

un detallade andlisas

Yy Sivashinsky v Michelson [1880C] haciende

de la bifurcacidn de las soluciones

pericddicas espaciales. Fesol viendo numéricamente la
ecuacidn 2,163 muestran gque la solucidn depende
fuertemente del parametro
Errhoz'-"'vv'
C2.17>

ARG

numere de Froude Yy g es el factoer de

donde F es 1
en la parte lineal.

amplificacidn de la onda gque
la unidad se tiene una bifurcacidn
con

resulta

Para © un poco menor que
onda de amplitud f'inita

de la pelicula lisa hasta una
=1l -vraloer

Se disminuye paulatinamente

una sola armdnica. 1

de 2 se chtiensen dUna serile de Dbifurcacicnes que llevan «

ondas con modos mas 1hnestables. Cuande Se alcanzTa un valor

critice de & > pare extraifio cuyas
ech udi ar en un

<
proepiedades =stadl
futuroc. Para

corresponde

Sivashinshy v

que desprecian términos de

s aproMinaciones
acteristicas de las ondas

Ninguna de 1
soclitarias

a
-2
Olea™> muestran las car

obser vadas por Hapaitza (13843 un frents
=1. » wna cola larga de

ondul acirones delante <de &

empinadoe con

pequefas
pPequeffa pendiente. FPara ondas largas cuy»a amplitud es del
el espescor de la pelicula.

pendiente de la onda

mismo orden que se puede usar la
ecuacidn (.15 siempre ¥ cuandoe la

sea peguefia (<113 en cualguier lugar. Existe entonces la



Ppoesibilidad de asociar la trayector:ia homoclinica de C2.15>

con una onda solitaria de gran amplitud., En este sentido
Pumir, Manneville Yy Pomeau (1983] usan la teoria der
Sistemas dinamicos para eztudiar la existencia de una onda
solitaria. Suponsn que  dicha onda ne sSe deforma  con

respectoe a un marcoe de referencia  gue Se mueve  a una

velocidad < relativa al laboratorio. En térmnos de este
marco la onda Se model a con Una ecuacion di ferencial
ordinaria. A una distancia relactyvamente arande. tanto
aguas abaje comoe aguas arriba. el espesor de la pelicula
perturbada tiens &l espesor de fluie kasicoe. En a tecria
de los s s 3 scluciones e llaman

2
solusiones exasten solo

travecuLorias

para wvalores esprecl ales e < . a ur nul S Feynol as

dado:; determinan la relacidn c CFRD numeéricamente para las
r

diferentes clilases doe ondas =sclitariras gue pusden aparecsr:

con i1.2...etc. torobas orinclpales. Investigan la

ondas 1ntegrandcoe numsSricamente la

(=4
existencia real de tales
<

ecuacicdn diferencial parcial. liegande sdlo a ondas con una

Jorcba en sus s:imul acicones.

Chang fi1es7] estudila as solucicnes cermanentes ce la
ecuvacidn (2. 1S5 celeoridad constante. En
contraste con Fumir et al. [1S8R]. efectua un cambieo no
lineal de coordenadas (cambiro de var:ablesd gque 1o lleva &
un sSistema de ecuaciones ordinarias muy sencille (sistema
en forma normal. der donmde toma el mombre el metode gue
usald., debide & g S xS recy an los Lermines e no

r
alteran el compoertamiento cualitatsve del

la cnica de» la forma nor ma e 1 a moderna tecria de
sistemas dindmicos logra construlr scolucicones analitica

tales como crclos linmite, TOros. orirtas !\Sn:oclin;cas ~
hetercclirinicas gue COr responden ENS ondas perirodicas
s:mples. oendas periddi cas G varias Jorobas. endas
solitarias Csclitones) v ondas Je chogue hidraulice
CsaltosX respecitilvamente. Correlacrcocna  asi anzaliticamente
celeridad, anpla tud g longitud Jde onda. obhtentendo
resultades gquUe S comparan Satisfactoriamente con los



linea de i1nicio de las

experimentales. aun lejos de la

ondas.

Las tecnicas no lineales descritas anteriormente permiten
aproximada lo que sucede en Una Iona

Cdesde la linea de intcic.
hasta la regidn de ondas

entender en forma
bastante amplia del rflujo donde
la teoria lineal puede aplicarse.
diferentes valores de los
las ecuaciones

parametros

solitariasd para

pertinentes. Sin embargo, para saimplificar
han tensds que

no lineales gue r:gen &1 Smeno. se
- a de onda

=

introducir algunas apror macion tales como
larga comparada con e espesor de la pelicula y ia de ondas
con celeri:dad constante. Fesaol ver en forma completa las

de Navier —Stohes . Juntoe con sus

condiciones

ecuaci ones
iniciales y a = Si1endo un desarfio para las
matemitica sefasticadas teenicas
numEricas mUuesStiran tal reto.

Havier—

Bach » Villadsen (1S884) formulan 1la=s
1

Stokes en LermLnos agrangil anos b las
avanTadc mEt odoe Jde elomentcs frnltos. Cremuestran la
eistencra de la onda sceliztaria » SODLIenReN resdillLadacs. Dara
la colaerzdad > ila forma de La onda, muUy =imilares o los
Sxperimental e=. Las cuaclones de continuidad » de cantidad
de movimiento. discretizad =
la velooidas g la Dre

rezsuel ven o el met

ecuscicnsesz Se

1las

£
A
by
0
0
J

se MmuUS Ve Jus,
especor de lfa pelicula no

con lo que sucede en la

[19801 v Frederiksen ¥y Watt

el modelado de

ondic1ion de chogque en

Las ondas rodantes son estructuras de intensa vorticidad

que aparecen en la pelicula a altos niumeros de Reynolds y-o

2=



a una gran distancia de la linea de inicieo. En general. su

espesor medio de la pelicula.
cola de suave

amplitud es comparable al

tienen Un frente muy empinado ¥y una larga
pendiente. En el frent e de la onda hay un me=-cl ado

altamente turbulento. qUe Se cCres que =35 la principal causa
del : f{ncremento (=3t los coeficientes de transferencia.
mientras que la cola puede ser 1ncluso laminar. Se observan

tambien pequefias ocndas secundarias Superpuestas a las ondas

rodantes. La distancila entre crestas general mente es
constante. aungue & vVveces Unas ondas alcanman a ouwras.

El enfoque gu= se i1luztra en esta sSeccidn. Dropussto por
Dressler (145 crrginal mente Dara ondas rodantes en
canales <casi herizontales., fue mod:f{icadoe posterlormente

por Broak {18701 para mavores angulos de inclinacidn.

Tamada » Tougou [1S7T&]
se resume en el siguiente parratcoc.

presentan una version moderna del

métodoe. la cual

En la cola de la onda se aplica ol métcde de la integral de
la cantidad de movimiente. nientras que =n =l frente S usa
la condicidn de chogue {conservacicon de masa » cantldad de

s

movimiento., perc no de energiald. e supons 3

permanentde ¥y qUe sSe nuSsve oon vel oo

o turbulented.

Supon:rende un Deril
contrnuidad

es posible i1integrar las

cantidad de mosvilmiento a Lnma ecu
diferencial ordinaria en n v = de la

puede obtener la celeridad de la onda.

La conservacidn de masa y de cantidad de movimiento a

traves del frenmnte de onda dan dos ecuaci ones mas. que

relacionan hl ¥y h, Cver figura 1.1353. Las condicicnes limite
=

5> Jjunto con ia condicidn

para h Ch=hl en =Z=0 ¥y h=h_. en
=
de choque permiten calcular A ¥ el espesor promedio de la

onda.

Al igual que en el enfoque dado en £.1.1.. en esta teécnica

=4



incdgnitas gque ecuaciones; deben entonces

se tienen mas
algunas

determi narse expertmental ment o propfedades o
mas suposiciones para cerrar el sistema.

usan el criterio de
[(19738) estudian la

introducirse
v Maron [1s982]
mientras que Tamada y Tougou
¥ toman la mas 1nestable.

Brauner minima energia
de Kapaitz=a.
estabilidad de las ondas

substanciales debide a que a
el perfil de

ademas

El mdtodo requiere de mejicras
la fecha no se ha determinado tedricamente
velocidades on la pelicul a.

Dicho pertil e

importante dado que los=s calcules de los coeficientesde

transferencia dependen de

2. 2. TECNICAS EXFERIMENTALES EN LA MEDI CI ON DE LAS

PROFIEDADE

forma resumida las

presentan en
determinar

En esta seccidn se
pPrincipales t<€cnicas experimentales usadas para
~ ilongi tud de las ondas

frecuencia 2

la celeri:dad.

superficiales. asi come el espescer local instantaneo de la

pelicula. ias ormas g medy el esresor promedio sSe
en Fulford [198541.

describen ampliamente

En termines generales las técnicas se pueden clasificar de

la Siguiente manera

— Teécnicas fotografrficas.
— Sensores conductives ¥y capacitives.

— Tecnicas Spticas.

Hop e

A continuacidn se da una breve descripcidn de cada una de

ellas.
N
2.2.1. Tecnicas fotograricas.

intente modelar los

importante para guien
la

Una experiencia
peliculas

ondul atorios en
de dichos fendmenos.

descendentes es

ffendmenos
En esta tarea ia

visualizacidn

2=



fotografia Juega un pPapel muy especial. Las técnicas

fotograficas t ambien permiten determinar en forma

aproximada los parametros principales de las ondas.

La longitud de onda se puede medar directamente de las

fotos. Para la celeridad se requiere de una camara rapida.

si sSe conocse el nudmero de cuadros por segundo y la

distancia gque recorre una determinada onda. la celeridad se

obtiene en forma inmedrava. lLa frecuencia se calcula de

ff=c A Este es ol pProcedimiente gue usan Hapitza [194873,

Binnire (19571 v Tailby v Portalshk: {(19S58]. Hapitza no toma
1 palicul a. =2 noe de su sombra

rfotoes directamente e a

amplificada. lo gue le permite obtener ademas. la amplitud
de la onda. En muchos casos la frecuencia se obtiene en

forma independients con estroboscopro.

Dade gque las ondas son muN irregulares. tanto en su
longrtud comoe =on su frecUuencl a, han necesidad de obtener
promedios. Este proceso resulta muy laborioso con técnicas
fotograficas. donde =s necesario el contec directo.

2.2. 2. Sensores conductives v Capacitilvos.

conductancia c© la capacitancia

En esta tecnica se mide la

entre dos electrodos convenientemsnte colocados: el valor
de dichas variatles depende del espesorr de la pelicula
ligquida contenyrda entre les electrodos. Les Sensores
conductives =Se coloca ambos ila pared. mientras qgque los

n I en
unc va en la pared v 2otro fuera del Iiguido.

capaciti
Tienen las ventaijas e su facal instalacicn ~ e su
<

versatilidad en med:ciones

Sin embargo. sSus deswventajas Son muchias: el 1igur do dDebe
ser conductor. si el sensor es conductisvo; loz electrodos

deben astar tanto mas Cercannos S e =1 CUaMnt o mas
sea la pelicula; muchas veces el tamanos del el ectrods es
del orden de la longitud de onda. de al foerma gue sAlo se

t
obtiene un espesor promedic en esSa regidn; la respuesta en

voltaje e ne lineal v Se reguiere de un complejc equipo

=5



electronico adicional.

Esta tecnica permite obtener el espescor local instantaneo
Cdentro de sus limitacionesD. que convenientemente
procesado. Ya sea en forma grafica o electrdnica. da el
esSpesor pPromedio. la ffrecuencra v la distribucidn de
probabilidades del ospesor. Midiende simultaneamente el
espesor en dos puntos sSeparades una distancia conocida es

posible. medy ant « una correl acidn cruzada. obtenser 1

[

celeridad ¥ la longitud de onda.

El métode lo usan. para el caso de peliculas descendentes.

Tailby v Portalski (190601 . Telles v Duckler 19701,
Fortalska Yy Clegg [(1972) ¥ Chu v Dukler (18741, entre
otros.

Z.2.3. Técnicas dSpticas.

En estas técnicas. dgque hacen usc de un ravo de luz que
cruza la pelicula. las areas transversales de la regidn en
que se mide el espesor (regidn iluminadzad ¥ l1a del rayo.
son iguales. For esta ra=dn. comd s vera =n los parrafcs

SligUuientes. &l espescor asil obtenide o3 priacticaments local

e Ainstantdne

0

=21 obtenida v jed wvaria

linealmente <o de la pelicul a.

n
=l caso de 1o

come en conduct Ve DaTitlwes.
Dara determicmar 1 el arrdad g RN 1ongr v enda =e
requisren dos sefiales J(dos ravesd. asi o como su correlacidn
cruzada. En general. S pueden tener las rocnmicas =e =
absorcidn de lus., flucrescencia. dispersaidn v defleccidn.

En la t<cnica de abszorc:odn de lus se pasa un rave a traves
de la pelicula liquida para recibirse despuds er un
fotomultiplicador Cver figura Z.4). Se agrega un colorante
al ligquide de tal manera que la intensidad recibida por el
sensor depende de la absorcidn instantanea. v por
consiguiente. del espesor de la pelicula. 1 método tiene

la dezsventajia de que si el frente de onda es muy empi nado.

Rl

]



Pla?i ver L"f cal Pelicula

Rayo

Fotomul ti plicador

ALTALERLRAAVAREARRAARRAY

Figura =.4. Tecnica de absorcidn de la luz.

el rayo puede sufrir una exXcwsSlva refraccicn que aumenta ia

longitud de la porcidn del rave en el fluido., gue en un
caso extremoe podria i1nvalidar <1 método. Esta técnica la

usan exitosamente Stazntherp » Allen [(1SE3] ¥y Krant= »

CGoren (18717,
Hewitt et al. [(1¢64£] desarrcilan una tecnica

de luz de cierta longlrtud de onda
longitud de onda diferente. L

&
funcicon del espesor de
ia

atraviesa la pelicul

genera flucrescencia con una
intensidad de dicha rflucrescencia es
la pelicul a. Hay que rener curdado de separar
se tirene la venta

o

fluorescencia del rayo reflejade. Agul
de que el rayo incidente ¥ los rayos fluocrescentes s
encuentran del mismo ladeo de la pelicula (ver figura &.53.
Esto evita las zeomplicaciones. gu= pueden tenerse con la

los sensores en el

técnica de absorcidn. de 1ntroducir

interior de los tubos. sx la pelicula se Torma en una
columna cilindrica. Las dificul tades gue agrega la
reffracciocon pueden eliminarse tambien con el pPresente

metodo.
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Figura 2.5 Técnica de la rlucrescencia <Tomada de Hewitt

{19641D. A. Limpara de mercurio B. Filtros C. Prismas D.
Espejico pulido E Lentes F. Pared del tubo G. Policula
liguida H. Espectrdmetro I. Fotomul tiplicador J.

Amplificador K. Osciloscopio L. Interruptor.

En la técnica de la dispersidn. propussta por Salaxzar Vv

Marschall [197351. el espesor s mde detectando los cambios

en la longitud de la columna de luz gue se forma al coruzar

aque Se han agregado

un rayo laser la pelicula. a ia =
particul as peoguefias que producen la dispersicon. La cantidad
de iu= dispersada por la columna = linesal mente
Proporciocnal al espesor. Dicha cantidad es medlda <on dos
fotodi odos . con inclinaciones diferentes Para evitar
efectos de reflermdn (ver figura &0 630,
La técnica e la defleccidn. original de Jones » “hitaker
li1ss5)1.,. = Usa posteriormente en Strobel » Yniltaker ([1362].
{18855 . Cuando

FPiersen » Whitaier {(1& ] ¥y Alekseenko ot wl

un rayo de luzx cruzsa la pelicula se derlecta (ret raccicn ¥

refiemxidn combinadas>. La cantidad de lux deflectada  se
mide con un fotosencor. gue debide a la noe uniformidad de
sus SUperlicles fotovoltialcas. Gan U a saefia e es
preporcicnal a la desviazcidn del ravo de luz de =u posicidn
media C(Cver figura &.72. La ventaja de es.e eosguems = la
sencillex de la Sptica ¥ de la electrdnica rnvolucradas. La

desventazja s gque se determina la pendiente. en lugar de la

posicion de la superficie. Zin embargo. la celeraxdad > i

Y
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Figura 2.6 Tecnica de la dispersidn. 1. Columna de Jlu=z=
dispersa =. Pelicula 3. Cone ¥ lente 4. Fotodiodo (=
Amplificador.
Tubo
~ % . Pellcula
l ’ Rayo

Fotosensor

Figura 2.7. Tecnica de la defleccidn.



longitud de la onda se pueden obtener facilmente. tanto de
la posicidn como de la pendients. por 1o que &sSto nRe &S una
garave de.svent.a_ia. Al ekseenko et al. {1985)] perfeccionaron

el método para medir también la amplitud.

2.3. EL EFECTO DE LA CURVATURA.

En esta seccidn se presentan los trabajos que toman en
cuenta el efecte de la curvatudura de la pelicula en las

propredades de las ondas.

Hapitz=a [1s431 Ccuantilioa rtedricamente dicho erfectoe

SUpon endo Que ei SSpecor de la pelicula s muche menor gus

el radic del Luboe, Este se cumple bastante bien en sus
experimentos conn agua ~ alconol . donde el radio del tuboe es
de 1.2% cm v i < urn orden 1O veces menor.

(=3
aprox maci én. la curvatura sdlo

onda » gue ., para los valores
©<

dados en i cambie esperadoe en dicha

longitud no pasa del 'sno por crento. pPpor lo gue en sUu <aso

la teoria de placa planma es sufircisnte.

Gor en [ T =} SesStIal a 1z oS tacl irdad e una pelicuia
inicralmentse en reposo. Suponrends gue las perturbacrones
tienern simetria axMial obtiense una solucadn cerrada de l1las
o mrlicitaments 1os
r F? v un parameiro
Smbar oo . es Sary

despreci abhl e
experimentos.

¥y Q0.018 mmd> N

Cmial comercira
Casi 1nmediatam
ferman cotas
experimentales

despreciable.

=1



un amplic rango de valores del parametro de curwvatura
CO. 0285 p = O.725>.

Lin v Liu [1975] resueclven el problema de la estabilidad de
la pelicula cilindrica tomando en cuenta efectos de tensidn
Superficial. gravedad y viscosidad. Obtienen una ecuacidsn

diferencial parcial no lineal para el desarrollo de las

ondas superficiales axisimetricas usando un método de
perturbaci ones regul ares. Suponen que el espesor de la
Pelicula es pequelic comparade con la longitud de onda. De

la forma linealizada de dicha ecuacidn llegan a =Uu criterio

Y curvas de estabirlidad. Sin embargs. como 1o elfiala Hrant=

[4]

h SL1D.
o

g
Compara sus resultados con los experimentales de Hapitz=a

I

{1773, sus resultadoz =31lo son validos par

[1949]. Binnie [19571 y Goren [18621. El numero de onda es
muy similar al medido por KapitTa y Binnie. pero no asi la
celeridad. Los resultados de GSoren se alejan de los sJuvos.

COMO &rra de esperarse de acuserds a4 la limitacidn en ».

Krant= ¥y Zollars {19761 uzan la forma cilindrica de 1a
ecUuacion de Orr—Sommerteld para el analisxs lineal de
estabilidad. Resuel ven dicha ecuzcidn mediants un método de
perturbaci ones usando o come parameLro pegqueiio Cex <10
Alguncos detalle=s del métode =se pbresentan en el capitule 4
de esta tesis. Su solucidn asSintdtica e= valida para R=
oC1> v hor'a O 1D . Hacen notar gus mientras gue la curvatura
en la direccidn axial es un factor estabillizante. la
curvatura lateral decesctalkrrliiza al flujo. Esto CouUurre
porgue los valles de las ondas tienen un menor radio de

curvatura que las crestas. induciréndose asi una presiocn

a
capilar que tiende a mover =1 fluidoe de valles & <orestas,

incrementandose de esta mansra (=38 tamaife  de las ondas.
Presentan curwvas de estabilidad neutra. dende B sdle cambia
hasta O.F. » curantifican el error en gue se l1ncUurre en osos
experimentos reali cades £E3 o col umnas cilindricas gue
desprecian la curvatura. Demuestran gque  si el parametro
2 POhoD 1oz es de [alakRe) o menor . el error puede ser

==



apreciable. Este no es el caso en las columnas de 2.5 om de
didmetro usadas por Kapitza [1849] y Binnie ([(1957]. donde
el fluide de trabajo es agua ¥y alcohol. Sin embargo.

fluido fuera algun ace:ite mineral, el valor de < podria ser

si el

hasta un Z250% maver.

Los metodos de perturbaciones regulares han sido usados

ampliamente en la deduccidn de ecuaciones de evolucidn de

las ondas. Muches de los trabajos mencioconados en la seccidn
2.1.28. los usan. Para el caso de la pelicula cilindrica se
tiene el trabajo de Lin v Liu [1875]. come va se dijo; de
Atherton v Homswy [(18768): de Homsv v Gevliaing {18773, gue

resuelven el preblema de la estabilidad de la pelicula

formada en los proceszos 4O recubrimento por remocidn en

forma parecida a como lo nacen Lain v Liru [1S873]: de Shlang

en cuenta la coordenada

Y Sivashinsky [(1982]. gue toman
transversal al flujo an su ecuacicn; » de Sharma b
Ruckenstein (188%]. gque 1ncliluven las fuerzTas de van der
VWaals en el estudio de la ruptura de la lagrima en un olo
humano.

Shl ang g Sivashinshky {1523 sealan gue el arado de

irregularidad ¥ caos gue existe en las ondas (gue predice

su ecUuaci Snd pucede dependernr der factores geometrices
externos. tales como la curvatura. For ejempleo. el fluio en
una columna cilindrica es. en generzl. mas regular gue <1
fluje en una placa plana vertical. Con una sclucidn de sSu
ecuanciSn linealizada logran ozt ener diferentes
configuraciones del fiujgoe para dirferentes valores del

er
Y 2 Pp—— 2 - - -
parimetro geométriceo F-Cwd T ver definic:dn de [ en el
proé<imo capitulod. Scbre este particular se ahondara en el

capitulo S,

En resumen, son relativament e poTos ilos trabajos gque
incluyen el efectoe de la cUrvatura. Fe tienen algunas
ecuaciones de eovolucidn para las ondas en pelicul as
cilindricas pero todas ellas se dedujeron tomando en cuenta

cieras hipcotesis simplificatorias. Sin embarge. su

)
)



compleiidad es tal gque ne se han podido obtener soluciones
que tomen en cuenta los términos no lineales. . La versidn
linealizada de dichas ecuaciones si1 se ha resuelto, pero

con aldgunas restricciones en los valores de los parimetros

pertinentes dpor elemplo en el numero de onda. en la
tensidn superficial. © en la curvatura de la peliculad. Es
de una solucidn. cuando menos

importante entonces disponer

para la versidn linealizTada. gue no tenga restricciones en

los valores de estos parametros. Dicha solucidn se obtrene

en oste trabajo.

Por otroe lado. los resultados experimentales se reducen a
los de Goren {(18962])]. exxistiendo la necesidad de mas para
validar las diferentes teorilias. La presente investigacicn

incluye una parte experimental que pretende resarcir esta

carencia.



CAPITULG =
PLANTEAMIENTO LDEL FROBLEMA

El modelado del flujle ondulade en pelicul as descendentes

un desafio a los metodos matemiaticos modernos. gue como

ha vistoe en el cacitulo anterior. raltlan cuando
1o de las onda

es

=S
Se trata de

[

dar una descripcion del

La teoria lineal de akbkrlidad a dar buenos
resultados en la reglon M & i1micro Qe las
ondas. cuandgo i mrrmesr o ez Flea migss U anas
Lol SN e Tacn I =21 TR IeT1vS Drinclpal Ltrapalco

com> va se ha dicho. evaluar el curtraturs-a en

eper a darse.

las propiredades <o las ondas. =B (=1
obviamente. en la regidn de flujo rel e ordenado ¥
usands wuna rtewria va probkada. este resta
gener al 1dad al modelo. Se usara entonees ia teoris lineal .
con 1o gue S ezt udia a estabilidad del rfluio basice de
eSS Ccosor constante. correspondients a la regicn £ de la
frgurs 1i.1.

3. 1. ECUACIONES FUNDAMEMNTALES

liguirda descendie
cirlindro de radio a.

ligurae tiens un

a
e hg una tensidn

Sman Como ConStantes.

=zl or =3 cantidad

der
GUe Se sSUupone de

£ » X Cfaiguura 1.1D =1 flujze puede
nsionail v con simetria amxial. por 1o gue

las varirables come la velocidad en la

direccidn transversal al movimientoe serdn cero.

I
i



Las ecuaciones que rigen el
continuidad v Navier-Stokes. gque una vez

las Suposicilones anteriores
Hughes v Gaylord (195413, como

cilindricas Cver

Continuidad

du_
1 d [r ur] + —=0
~ ar a=
Navier-Stokes
Dur op L
o—— = - + ez [Vzur - 2]
Dt ar r
Du, o
=4 - = - - Vzu__ +~ pg
Ct o= -
donde
D __ & .. P u o
=
Dt ac T oar F a=
=2
= =4 L1 a =4
ar?® ar a=*
Se tienen. ademas . las siguientes zondiciones

frontera

En r=a

36

movimiento scn las de
tomadas en cuenta

quedan. en coordenadas

C3.15

<3. 3D

en 1la

C3. 45

C3.5SD



que vienen de la condicidn de no deslizamiento del fluido

en la superficie del cilindro.

debe cumplar. de

hechas., gUe la

un elemento

En la superficie libre del liquido se
acuerdo con 1las Tuposicirones antes

resultante de las fuercas gue actdan sobre
infinitesimal es igual a Cer o, Esto conduce a las
Sigulentes ecuUuaciones cuva obtencidn se da en el apendice

A

En r = a4 - h
e+ B - ok 2u ou _ aur . gu_ a3k
To - > Ir ax ar a=
In
(8-
-+ = O C3. 62

m

Su 3h Ju ou ahn =4
r r =
_ . [ - = ] 1- [ - ]
o= ar o=

¥
i

donde p es la presidn del ambiente ¥ K

por

A

0}

la curvatura dada



2

o h
e 1 _ ==
" ah - 3.2
o h 2
1 +[ ] .
o=z2
Final ment= s=e tiene ia condicidn cinematica en la

supersfici= libre gue viene del heche de gque si el liguido
ne cruza dicha superficies. en cada punto de la misma 3Se
cumple gque. la compenente nermal de la velocidad del fluide

¥ la wvelocidad normal de la superficie son i1guales.

En rr = a<+h

+~ u 3.8

F.2. =SOLUCIOM PARA EL FLUJID BASICO

Para el rfiujico basico. o= decir . para el flujo cuUya
estabilidad se estudia. supuesto completamente desarrollado
Cinvariable con =Z3. permanente. laminar ¥ paralelce al eje
del cilindre. se tiene la siguiente solucidn (ver apdndice

A

s = 1 2 2

'—-_ép——- (:a*-ho] Lndr ~al— = [x- - & ] C3. 2D
R = h = cte. C3.195
P = P, F2 c=.11>



1
<3.120

donde las variables testadas co}‘responden al fluio basico.

ANALISIS LINEAL DE ESTARILIDAL

3. 3.

En la tecoria lineal sSe sSupone dguUe las
=

i peguefas

variables del fluydo afectadas =3
perturbaciones . Tan >dan despresi arse
tErminos wadriticos e, e trarta Se
determinar =21 estaz ez, Secr ecen. < =
mantienen =u valor ecen (=338 fluie =S
inestable d{dicha inestabs =Sta e esSte casco

. o= mantienen

como ondasd . =21 dec

constante su valor se

Serdan igual a2 la

fluilo perturbadce
fiuvjec basico mas una

Las wvariables Dara el

suma de las Srrespondientes para =1

pegquefia perturbacid

U, = u Cr.=.t>

u_ = u~CrD ~uldlr.z.v>

P = F - prlr.=.t>

h = ho -~ h*C=.tD> T3.13>

K = F + :2"c=,t>

Las variables del flujo perturbado deben también satisfacer
en

fundamentales como las condiciones

tanto las ecuaciones
la frontera dadas en 3.1, =i se sustituvs (3. 133 en dichas
ecuaciones, Se resta la scolucidn para <1 flujo basicoe v sSe

cuadraticos en las perturbacirones.
las perturpaciones

eliminan los términos se
obtienen las ecuacicnes linealizadas e
Cpara mis detalles scbre esta seccidn ver el apsSndice AD.
Tome se ha supuesto gue la perturbacidn en la superficie

b



libre Ch') es pequefa, pero funcidn de z y del tiempo. es

posible y preferible referir las condiciones en la rfrontera

a Ca-‘-ho) en lugar de Ca+hC=.td>5. Esto se logra si se
realiza una e~pansiocn en serie de Taylor de los teérminos de
laz condiciones C3.65. C3. 72 ¥y C3.8D. Y se eliminan l1oS
terminos cuadraticos en h°'. :

Las ecuacirones. en térninos de las perturbaciones dadas en

C3.13>. N Se resueiven directamente. =Zine que Se procede

de una manera gue ya es tipica en esta clase de problemas.

la cual se describe en el apéndice A.

Con el oblilete de reducir o1 preblema a unoe de una sola

variable independiente. se define una funcidn de corriente

para la perturbacicon de la velocidad. de tal manera gue se

cumpla en forma ideéntica la ecuacidn de continuidad

1 Pue
u: = — 3,240
° >~
1 3y
u’ = - C=2.150
- r Ir

lLas ecuaciones anteriores se

¥ en las= condicirones en la frontera.

e supone Qque toda perturbacidn s una onda de forma
arbitraria. pero gque admite un analisis de Fourier Yy gue
por lo tanto pusde expresarse come la suma de varias ondas

de forma derfinida. Fe analizza solamente el términe mas
ineztable de esta serie. Seneralmente sSse sSupone que w s de

la rforma

w Cr,=.t3 = glrd e

donde 2 es la amplitud. o el ntmero de onda ¥ < e€s una

sustituyen en las de movimiento



cantirdad compleijia cuando sSe estudia el crecimiento
temporal. cuva parte real < representa la celeridad de la
onda v la parte imaginaria c; un factor de amplificaciodn.
Come ha demostrade Yih [195S]. al hacer una extension al
tecrema de Sguire (1933, que es wvalido =dio para flujocs
confinadoes. un flujo con superficie libre es estable o
i1nestable con respecto & una perturbacidn tridimensional.

=i es estable =3 inestable oo respecto a perturbaciones

bPrdimens: cnales a mencrez numeros de FRewvnolds. FPor esta
razZcon sdle se consideran perturbaciones brdimensicnales. Se
tendra entonces gu=, pars o - el flujioe es rnestable. para
ci'-IO &S estable v para o =Q‘ habri eztabilidad nedtra.

Las perturbaciones en ia Presion h

I

< el ecpesor de la
peiliicula Se expresan en LtEerminos de @ usando las ecuaciones
de movimients 3 las condiciones en fa rontera con lo que

a
finalmente s llega al si1gurente problema de valores

i _ ico _
_— [f_‘—u’]- D &F [Dz— .:qz] B - (Dzu’]o =0 C3.17>
1 - i -
2 d i d
donde D¥= r [ ] cz. 18>
dr r dr
En r = a
&> = O C3.19>
de
=0 C3. 20>
odr
Yy en r = a+ho



o d de ® g
@ > ] - — = o c3. 21>
r dr dr rvCc—u_D2
_ de aa_ - = 1 a®e
PlCa—u_D -+ = - > * = +
- dr dr iee dr r dr
2 Aty o & 2 1
- ol = > - (c« - ]
dr Ce—T_> Ca+h>
de @
+ Sumiao - ——-] = O <3. 220
dr ™

Si se deseara hacer un andlisis del crecimients espacial de
las perturbaciones. s< deberia suponer = coempleia v < real.
Con €sto el problema serfa de valores caracteristicos para
el parametro o. Jaster [1S6Z ha obtenide una ecuacidn que
permite pasar de lozs resul vad a lcecs espaciales.
Yy Lin {19763 ha demostradoe gue dicha relacicn es valida

Siempre gue =e cumpl

La scuaci Sn CTEFLATE s la ceonccida scuacidn de
Orr—Sommereld. sSlo que epresada =n cocrdenadas
cilindricas=s.

S. 4. FORMA ADI MENSI ONAL DEL PECBLEMA =N VALIRES
CARACTERISTICOS -

Cuando se pretends calcular o es muy til maneljar tanto la

las condiciones =2n la
cuales son los

ecuaci Sn irferencial como frontera en
n Esto permite conoccer

sSu rforma adi
gule intervienen en el

ros adimensionales

pPrincirpales parame
de cSrdenes de magn: tud

problema  » 2 el andlisyxs

EY
cuandoe se hace alguna aproximacidn.

3=



En la adimensionalizacidn del problema de valores

caracteristicos s ha usado la velocidad supert i1ci al no

Perturbada u come velocidad caracteristica vy al espesor no

Perturbads de la pellcula h_  como longitud caracteristica.
Las nuewvas variables adimensional=ss Se representan con las
mismas letras que las dimensionales para evitar
complicaciones en la nomenclatura. pero debe recordarse de
agqul eon adel ante Su caracter adimensional.

Con osto en cuenta. el problema de valores caracteristicoes

Se transtforma en

Ce=T_dcD?-a® «~ DT_| & = [ R PN 3. 237
- - a2
En or = i
P = O C3. 24>
de>
_— = O 3. 250
<dr
. en r = f3+1
- a®e 1 g =3 @
o+ - - = O c=. 26>
ar 2 r odr F’z c—1



de 1 ae 1 a®e 1 de
eaCe—1D -+ — - CoZm >
ar iR ar® r dr? r* ar
Weed 1 2ia® de @
- Ceo— >+ I - 5> =0 c3. 27>
-1 ~Z R dr r

El perril bkisico gqueda como

k-3

r r
2L - ————— -~
r cp+1d®

C3. 285

rz -2L.n » -1

En las ecuaciones anteriores el parametro geométrico

representa la relacidn entre el radio del tubo ¥ el espesor

de la pelicula y

Los arametrosz » 3 T no son independientes entre s
Py ¥ f

se mantendran los dos por

ecuacy ones .

Los numeros de Pewvnolds

la siguientse manera

wu h
o o

hl
[

1

simplicidad

se define como

C3. 300

rero

algebrarca en las

R. Froude F v Weber W se definen de

<2.31D



F =
. L2
Cg hOD
(=4
W = 3
puoho

En resumen. existen tres

problema: F. W y » CS 73,

de Froude puede obtenerse

donde

C3.32>

C€3.3320

parametros independientes para. ol
Es facil demostrar gque el nudmero
de

C3. 342

c3.45>

45



CAPITULO 4

SOLUCION TEORICA DEL PROBLEMA DE ESTABILIDAD LINEAL

probl ema de valores

resuel ve el
C3.&352-C3.27>.

En este capitulo Se
caracteristicos planteado por las ecuaciones
lugar. la
debida a Hrants
Perturbaclrones

solucidn analitica valida

Se presenta. eon primer
para ndmeros de onda pequefios v Zollars
{1x76] . obtenida mediante la tecnica e
regulares propuesta por Yih [1S83] para &1

Lrene pa a4 sSolucidn es

caze de placa

plana. La raz=dn gue se

r
la Siguiente: el avutor de R &

S enm dicha

trabajo de

Scolucion Sin darse cuenta de la
>z se did

Krantz v Zoilars. Al comparar
cuenta de gue &1 ila cond:i<idn en

la frontera C4.18d en

ot tid el term:
la apro-imacidn para orden unce en &.

por lo que llegd a una scolucidn gue no toma enn cuenta el
tensidn su; curvatura

efecto combinade de 1a
lizar el

en la direccidn axial.
es de

flujo. Asl pues. el
e

Mrantzs

v Zeliars > (=
considera gque los detalle
sStringe a
de Roewnolds.

DropUuSssto por

de COrr-—Sommerfeld uw

frontera de caracter

valores e la

otro=s rroblemas de
ctar la diferencia entre ambos met odos

)
3
T
f
0
0
3

emnplaeados.

numerices con los reportados en

limite de placa
entes para peliculas

Se comparan los resultados
la literatura para los casos plana

Y <ccon las aproxMmacicones

chorros,
dos para direrentes

¢
0

Se presentan nuevVos res

o

cilindricas.
valores de los pardmetros fundamenta



<4.1. APROXIMACION DE NUMERO DE ONDA PEQUERO

Se supone una solucidn de la forma

C&.1D

1

-3 ¢,°+o.¢‘ +¢.2¢2 - ..

c = c oo +efe_+- - - ca. &
(=] EY 2

Sustituyende en las ecuaciones C(3.23)-C3.27> e igualando

teérminos de igual potenc=ita en  se llega a lo siguiente:

Para orden cero en o la ecuacidn C3.23) queda como

ole = © ca.3>

donde se supcne que 1 -¢F = OJ1D Ppara que los termi nos

a 1-r no sean dominantes (de orden mavor que

proporcional es

¢°D en esta ecuacion.

La condicidn en la frontera en r=72 es

de
@ = 2 =0 Ca.4d
< dr
¥ en r=5-1
dzéo 1 de @
= - 2 — s © =0 Ca.5d
dr r dr = -1 .
o
PRy 1 a2 1 e
e - . — 2% =0 &=
ar® ™ ar? rZ dr ca-8-

La solucidn de la ecuacidn (4. 3D es



= 2 - 2
D= AL+ A rT+Ar +A T Ln r ‘ ca.72

donde Ao' A‘, Az v A son constantes arbitrarias.

Sustituyvendo esta solucidn en las condiciones en la
frontera se tiene

AL+ Alfiz-t— Azf;‘+ AaﬂaLn $7 = o C4.8>
2a ~ 4A2rez- Alls2 Ln 3D = O ca.9>
AT A cC1+m* a1+
- = - Az[ 8C1 +@ % ]
Co-l Co—'l Co—l
a1+ %
- Ay [ & - — L C1+@ ]= o C4.10D
< -1
[+ ]
A= O C4.113

El sistema algebraico anterior tiene solucidn diferente de

=)
la trivial sdleo si su determinante es igual a cero. Después
lg

del manejio a erralce correspondiente, esto conduce a

c,= & C4. 220
Dado que la ecuaci c'sn- di ferencial Ca. 3D es lineal v
homogénea . las funciones caracteristicas sSe pueden
determinar sSol ament e cen una constante multiplicativa
arbitraria. Asi. se puede tomar A3= 1. por lo que Ao h A1

resultan

&
)



Vel
A= C4.13>
=
A= —C1l-2+ Ln 7D C4.14>

de esta manera . la funcidn caracteristica es

—

¢.° = -~ r Ln Cr -3 Ta.15D

=

Para términos de primer orden en o. ¥ usando la solucidn

anterior. la ecuacidn diferencial es

. B =c Gcr2—p%> eh
D¢’.= _— 4 - —_— Lndr ~f30 - — (l’ F— ]
i 1 =~pD = Ll o
ca.1e>

y las condicicnes en la frontera

en r = [2

e
@S = et = O C4.173
EY
dr
en r = [f+1
= 1 de
2 3 ,G[c¢°—¢] = A, 1685
ar 2 - ar S 2




a 2
der 1 [ d’e, 1 a®e 1 de ]
- -
dr ip dr? r dr?® rZ dr
1 - .
- W (-— - ]¢=o ca.10>
rz o

donde para gue los teérminos de esta tltima ecuacidn sean

.2
del orden de @, S= debe cumplair gue: P= Ol15. W= OCCR+1D"3
y W= oC1.0®). As:i se conserva la influencia de la curvatura

en la direccicn axial (proporcional a o en la estabilidad.

La solucidn de l1a e=cuacidn <4168, en tterminos de las
constantes arbitrarzas B . B. B_. ¥ B_. es
o 1 2 2
- 2 Kz R-3
‘2’;: E°+ 81r - Szr -"83:‘ in ~ = r
ies
- ¥ = B P’.a > >
- r [—;— K]Lnr* 4 _ ¢Ln r33]- 2 r3Ln r >
18 &4 e 3= e
C 4. 203
donde
=& fF 1+
K= —ir| a4 + Ln /2 -+ ) Ca.21>
c1—p>% = L
iRS
_= - C4.22>
2 —_
=



1 Rer*
Ka = C4.23>
2;vz
2i RG
K = C4. 24>
e <1 —y)z
Sustituyendo l1a solucicn C4.20) en las condiciones en l&a
frontera. despuéds de un laboriose trabajo algebraico. s<
pueden eliminar Bo. Bx. Bz v B3 para llegar finalmente a
1 1
e, = — £ + WR [cz - —z] £, c4.2=>
o * Cpv1d
donde
. <o fB+1 = .
£ o= =0 16 cp+1>° [Ln c 3] - cao”+ 1803~
a 128
,? -
a3 2 1 < -
+ 3BIOFT+ 280737+ 1207 + 20D [ In C D] - C20;R +180Qs3
r
3+1
+1805%+ 1363+ 348> Ln 5 + 2057+ aspte 222 5°
P =

+ 1406%+ SO+ _2—9_; ]

Ca.26d>
czp+1>*® cpe+1d
s = -
2 18CA+1D 26



peor lo que

c =2+ o < c4.272
EY
hasta esta aproximacidn.
Krantz ¥y Zollars [1976] obtienen gue. para 1.3 OJl13. f >0 y
. =2 .=
fz<0. ¥ por lo tanto,., el signo del teérmne o — 1-7CR+13
dictara la estabilidad del flujo. Asi. la curvatura en la
direccicn axxxal Cproporacironal a [ tiens T efecto
estabilizante. mientras que ia curvatura lateral

-
Cproporcional a 1-I/35+13> desestabiliza al flulc.

La celeridad de la onda resulta de dos
en la superficie no perturbada Jao_= 2.
resul tado con el de placa rlana

hasta este orden on a { ver Benjarun [1957) &y Yih (186310,

Es importante hacer notar gque el ctor de amplif:icacidn de
la cnda oo . depende linealments o o numercos de Reynolds

¥ de Weber .

4. = TECNICA NUMERICA

Entre los principales problemas gue surcen =n <
lineal de la wesctabilidad de los Sflujes laminares paralelos
Se encuentra el de obtener l1a solucidn de la ecuacidn de
Orr—Sommerfeld. La dificultad mayer s tiene cuande se busca
una sclucicdn n < a 1 r u
Para oL e < 1

ecimlient o




soluc:ones ndependientes Cla ecuacicon es de cuarto ordend.

que puede provenir de errores numéricos.

Para ol caso de flujos en peliculas descendentes Sse
demuestra eperimental mente < ver Hapit=a (19493 . Birnnie
{1957) ¥ el capitule = dei presente trabajicod gque la

inestabilidad tiene lugar a bajlos numeros de Revnolds. por

lo que se eviaitan la mayoria de los problemas en la solucidn

de la ecuacicn., En el presente trabbale se Usa un mestodo
i

der i vadoe de no existe

8]

cpueztce por Davew [1S87TE]

n o=l gu
n

=3 -
la neceosidad de ortogona el interior

b

2 r
del intervalo de 1ntegracidon. La =wsencia del metodoe Cver
tambien Solorio v Sen (188T33 s presenta a continuacaon.

Fara el emplec del algoritmo numerico conviene escribir el
preblema de valores caracteristiceos (Z.23D-C(2.272 de la

sigurente forma

a*e a2 aZe de
- Q - 0 +~ 0 + O @ = O Ca,. 28D
dr* tar® 2 ar?® 2 ar -
en r = [2
de
& = = O T4, 28D
cir

en r = f3+1

a® e de

)
)

3
i



a9 a®e de

+ B - P -~ P_g#p =0 C4.313
dr® ? ar?® * dr =
donde

2

Q= -

2
-
2 =
Q= ia«RCc-—t_sz — 2a° - =
~
1 2 _ 3
Q. = [ B — jieaRCe-u_> -— ]
3 = 2
~ r
" s - dz—_ 1 du_
Q= o' — i RCo—u_2~ icd? [ —_— = = ]
= ar® r  dr
1
= - — 4. 32>
P, Py r #
(<3
P_ = of—
= Ce-1D>

e Ao AN

e R A i



P = {aRCc~1D> - 3o~

-

2a® i oW

P_= - [az—
= Ce=-1D>

La i1dea central del

metodo se presenta

B8

r

2

1

r

&

2

)

continuacidn.

Sea el vector Y definido de la siguiente manera

Y = (. @, "o & 1%

donde las primas representan derivadas

Sl @ ¥y sus tres
una func:idn continua de .

desarrollo en serie de

en r = MR <+ N Ar en funcidin del
7 + Cn-l12Ar donde n= 1.2,3....HN

pegquelio TAr= 1 -N>.

Y.
€= % - ar
dr

que no es mas gue

Y —,©n el vector Y de la forma
=

En terminos de la matriz de la

anterior se puede escribir come

pramaras deravadas
Esto dltrmoe permite aplicar un

e Ltiene entonces

c4.33D

con respectoc a r.

una transformacidn

Tavlior para calcular el
del
es un incrementoe en r

transformacidn la

vector 1 en =

son continuas. Y serd

valor de Y
=

=r-1

lineal del vector

Ca. 35>

ecuacidn



Y =M Y Cc4.2362

- = —n—1
que aplicada a todo @l intervala: de integracidn lleva a
1 e § —ui

=M Y C4. 37D

¥ =M X
-n - n
de tal manera qgue sustituy=s: cada ecuacion en la
anterior. partiendo de la dltimes. sSse obtiene
T =M M e e..M T C4.38>
=n —“n =n—a - o
L=
¥y =B_ Y C4. 39
-r - O
donde
B =M M c.. .M Cd. 40D
-n -=n —rn-a —a
Si se abarca todo el rang. de integracidn se llega
finalmente a la ecuscidn
B ¥ T4.42D

s la llamada matriz dDe transferencia y }:[ es el
i

Ahora bien., se sabe del algebr = lineal gue si sSe conoce la

=5-

PSRN RN

i




transrormada de cuatro vectores linealmente independientes
Cvectores base) gqueda completament e determinada la matriz

Se toman como vectores base Cl.O.O.ODT. CO.1,O.O)T.

B. Si
c0.0.1.057 v c0.0.0.157T v Se obtienen los correspondientes
vectores transtformados. mediant e la integracidn de 1z

metodo de FRunge-Hutta de cuarto

ecuacidn (4. 28> usandoe un
S=tos resultan

orden en este caso. ser. come =s facil
demostrarlo. las columnées de la matraiz B Asl se determina
entonces la matr:= de transferencia una que se harnr
fijado valores a los parametros Jus aparscsn en la scuaci <n
= I 1 ue o Ser integrarial.

T4.a28>Cde otra
incluyendse un valor sSsupussto de < =1 wvalor de
< sera el correcto =Sl o =2 aden isfacen las
condiciones en la ffronters (4. 29>
La ecuacidn C4.441) se puede escribir como
@ B B 1= B <
T f 11 12 13 24
. B B =3 E <
¢f 21 zz 23 24
.. = B B E E @t T
¢‘f 31 az a3 as
... B B B B ...
¢! 43 a2 -3 e cbo
o bien
B 2. + B BT T — b = O C4. 12>
137 O 14 T O e
, . B — P C4.43D
Bza¢'o * Bz-.oo ¢f e =
LR -+ -y L = C‘_‘. 44:,
Bsa¢'o Ba4¢o ‘t,f
- se ot g = C4. 45>
B43¢'o h B44¢0 ¢’!‘ ©

donde se ha tomado en cuenta la condicidn C4.29).



Por otro lado. de €4.30) v C4.31D se tiene

C4a. 46D

. . - a7
@rct+ P+ P g+ Pog= O c4.4

i.as ecuaciones Ct.480—C4d. 47D forman un sSistema de seis

ecuaciones para las seis incdgnitas Ppe P PP ULl TY

qo")' T, Como el sistema es homogéneo, tendra solucidn
diferente de la trivial si y sdlo si el determinante de sus
coericientes =3 cero. 21 derermi nante o una vez
desarrollado . queda como
a = Pz [BlacEa‘Pa-*- 84‘* 324P4> - 814CBSSP3+ B-A3+823P4>]
—P[B ¢B8__F + B + B P> - B CcB P+ B « B F_D
1 2 22 3 +3 13 S 23 a4 3 44 14 =
+~ B B P+ B ~ B F > — B = P + B +~ B P_2
23 2 e - - 4 1 < = 3 s 23 - <3 13 =
Ca.48>

El valor caracteristico correcto debesr3 entonces sor tal
que anul e el valor el determinante antericr.,
sncont rar este wvalor (| Se realiza una Serie de iteraciones
de la rranera siguiente: se suponen dos valores para
encuent ran las A correspondisentes (notese gue 1a matri
[

varia para cada <. por io gque
la ecuacicn {4.28) cada vez- gque se calcula Ad: con

valores se :rnterpola para encontrar

a = O Con este nueve walor S




abscoluto. menores gue 1 o™,

El proceso de interpolacicsn converge rapidamente <21 el
valor supueste de o es cercanoe a4 la solucidn. En este caso
la formula de interpolacroen de Lagrange da buenos
resultados. 51 &l valer supusste de o =ostia lejos de la
solucidn la férmula de Lagrangs <onducs a Una divergencia
en el met odo . e CONVL e entonoes uSar el mét odo de
interpolacidn de Muller {wver Jonte [ 232 . gQue aungque es
lento tiens Uun mavor acii o e COnVErSencl a.

El programa de odmputo wusads para calcuwliar ¢ e muestira en
el apendice B. Esta escrico en Fortram < 1ncluve wvarias
subrutinas. Se Soorraic tantoe ern 1 ceomputadora Burroughs
STO0 coms = Una my Crosonipbutadora Frintarorm =710-2

compatil depende de qQue tan
cercanac lucidn v varia entre

entre By 12 en la

4 ¥y 7 segundos

Con el
discreto. de

valores dados

.1 v

para
para
gue .

imagi

pPerturbacrones Se amplaifrcan. t
crecimiento de la onda en «o=G. 48, que

mas inestable.

vl
]



Figura 4.1. Algunos modos de c' para R = 1. W =1

—S L 2
<y
—10
/J—- V

Figura 4.Z2.

Al gunos modos de ¢, para R =1, W =1 v p = O.5.

1o}



R

Figura 4.3 Valor caracteristico del modo mas inestakble con

i
W= 21. » = 0.5 » & = Q. 4,

1]

En la fagura <. 3 e muestran la parte real € imaginar-a de <
Para =34 mods mas r1nestable como funci1on del nume-o e

. FEOLS v a=00 4, La parte imagina->a ecs

Revnolds para

Y
posSitiva para todoe B para este &« en particular. X ar
sazcion

linealmente con R para E pequefios. como predice la e

C4. 272, perc disminuve paulatinaments para B grandes.

“4.3.1 Comparacion con ios o la
literatura.

Cuande  » =1 Dor 1l :zoquierda. 1a geometria cilir=rica

tiende =Y e ia rlaca 1 ana sertical 5 el 2l or

Caracteristice el mods menor tLiends a2 una constant s De

esta forma

En 1a figura <. 5, E=4= muestran =1 Atmero de andx R la
i

a amplaificacicon. denotadas por = - Zrm

&1



10 }
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e
wW.m 0.0 —_—
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o.1° .
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1 B = = = === ==
1.0
- . i e e = —
10.0
100.0
e — — —— — — — — — — — — —— — — —
o.1 PO .
z . 10 R 100
Figura 2.4. Comparacicdn de los resul tadeos de Whitaker [1G8843
- — — — con los del presente trabajo rara » = Q.89
respectivamente. ¥y se comparan con los cobtenides para placa
plana por Pierson ¥y Whitaler (19771, que a su wvex los han

compar ado con resultadeos tedricos 3 experimentales de varios

autores.

En el otro limite. cuandoe y = O. la geom=tria trende a la de
un cheorro cilindrico. Por supuesto existen di ferencias
fisicas Ya 4gue el chorro se acelera continuvamente, ¥ el
perfil ode velocidades s distinto en ura pegquefia regldn

sz



a.s 2.0
0.4 .
i
03 P
Com 1.5 Srm
02 i
0.1
[} 1.0
Figura 4.5, CTomparacion de los resul tados de Pierson Yy
Whitaker 117 _— < del presente trabajo o
para » = OG,95
debido a as e la frontersa internas.

1
Sin embargo. estabilidad parecen ser

=2 obtirenen cara » =» O




Figura 4.6.

t=d

1077 v oW o= 4

10
de Goren (198582

dada por Weber

Come Sse sefiaic

estaba

lidaed e

Mumero de on

=3
Yalores t
<

;o numeric

{19

&

=Zricos

=

de mixima amplificacidn para R

v experimentales
de=l presents trabajio e

&4

[}

e A



Tabla 4.1
Niumero de onda de mixima amplificacidn con » = 0.01S.
R = 10™* para diferentes I = W RZ,
. I3 . .
™
k3 O. 41
= 0. 45
< O. 30
=] O.53
de estabilidad neutra calculadas con las aproximaciones de
Lin ¥y Liu (19751 ¥y KNrantz y Zollars [1976] (seccidn 4.1 de

esta tesisd respectl vamente. v

numéricos. La diferencia se acent

los Dresentes resul tados

da cuando se incrementa el

nudmere de Rewvnolds. ¥ por le tanto el numero  de  onda

critico. También hav una maver diferencia al incrementarse

el espesor relativo de la pelicula Ibajoes (3. Fara grandes

valores de (3. como en &l experimanto de Binnmie (198571 dende

7 =118.64 v W =537. la diferencia practicamente desaparece.

4.3. 2. FResultados nuevos para la pelicula cilindrica.

El metodo numdrico tiene 1a wventaja de gue permite estudiar
la estabil:idad Jderl fiujo par a wual gul er valor e ios
parametros B, W v ». =i B e e a madamente hay
necesidad de usar ur met odo = de las
soluciones de la ecuacidn de interior
del intervalo de integracidn CEram—Schmidt fat=2i e jempl ol .
para evitar gque Se hagan paralelas entre si. v que no rormen
yYa un espaclio de soluciones. Fero que para
tan altos nudmeres de Feynolds., las no linesali -a-;.-:—::— Juegan Un
papel muy impertante en una regidn muy ercana a la lineaz de
inicio de las ondas Cver ool moe capl tulod. ¥ 1= tecrla
lineal ya no os wvalida. Para &l range de nidmeros de Revnolds
considerades en este estudio noe se regquiere de la mencionada

ortogonalizacidn.



La figura 4.9 muestra las curvas de ampli:'xcacio’n csnstante

v 0.5, Para R>0 los numeros de onda mayores
que 0.8 se amplifican. Ndtese que.

Para W= 1

para un o dado. el rfactoer
de amplificacidn crece con . La faigura 3.10 mues~ra el
como funcicn de R para direrentes
. Se ve que & se 1ncecrementa al

nimero de onda critico o

imncrementarse la curvatura

de la pelicula., es dwecir, cuando  disminuye.

Las rfiguras 4. 11 ~

X
"

=4 muestran el numer o e ¥y la
celeridad o de la = mai ma amplificacicn como
- b

funcron del numere o

para W =1 v difere—~~es ).
Diche numers de onda a también al i1ncrem=antarse

la curvatura, Az il cara r velocidad superf:=ial Vv
espesor de la pelicula cilindrica ~» en la
placa plana. Se tendran i de menor I =nga tud
de onda en el caso <111 cambios en el nuTero de
Reynol ds ocroducen auce . =3 los demZs
pPardmetros Se mantlenen consStantes. La figura <4.11 —uestras
que para » Y Q.25. Un 1hocremento en B implica un irncr-emento
en . Fara p» Mavores sSucede Justamente lo opuesTo. La
celeridad crece con el radio de cUr vatura car = tode

Reynolds.

En las figuras 4.13 » +4.14 s& estudian los efectos —e p en
la onda mas inestable. Lx influencia de la ~ensidn
superficy al &S curicesa. Fara > - .28 al a2umentazrce el
nudmere de Y¥eber se produce un incremente en <l nutero de
onda de mirima amplificacidn. Fara mayveres » &l 2rfzcto es
el opuesitio.

En la figurz 4.15 se ilustra el efecte del ndmerc == WwWeber
en el numerae de onda v en el factor de amplificac:on para
la mamMima amplif:cacidn. Fara W = %, =, . walor
asintdtico r-*l 2 +.E ¥

4.2 . como funcio



los resultados de Lin y Liu

Figura 4.7. Comparacidn de
presente trabajo

con los del

(187583 — — — — —
para W = 100.

resultados de FHrantzs >

Comparacidn de los
presente trabajco

Figura 4.8.
Zollars (19781 — — — — — con los del
para Co-pdCa-gr*>*? = =. o.




a 0.5

0.01

Figura 4.9. Curvas de amplificacidn constante para W

> = O.5.

1.0 91
—0.2
(X ~ 03
o8 /0.5
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0.7
4 ¥ =099
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neutra para

Figura 4.10. Curvas de estabilidad

1



0.7
Q.1 -

™

0.6
/02 !
-~ 0.3

0.5 -

o1l
o : ;
1 10 100
R
Figura 4.11. Numero de onda o de maxima amplificacidn para
W = 1.
100
Figura 4.12. Celoeridad < de maxima amplificacidn para
W = 1.



o 02 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13. Ndimero de onda de miaxima amplificacidn para
™

Figura 4.14. Celeridad <« de mazxima amplificacidn para
r -

™
rR= 1.
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Figura 4.15S. Ndmere de onda o v factor de amplificacidn
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de mdxima amplificacidn para B = 1 ¥ » = O.6.



Tabla 4.2 .

Valor asintdtico de o cuando W s &, para » = 0.5 ¥

diferentes £.

b

V)]

N
00 -
RPooog
Wowowy plX
aa g

&
o]
0
0]

e Tabla X3 e . R

Valor asintdstico de o cuande W - €° | para R = 1 y

di ferentes »

E o3
> o

™
o.s O, Qs
<. T (=53
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CAFI TULO &
ESTUDIO EXPERIMENTAL
Come se ha sefialado en los caplitules 2 y 4. exlsSten pocoes

estudios experimentales donde se cuantifica el efecte de la

curvatura de la pelicula en las caracteristicas de las

ondas sSuper ficiales a au muchos
evper i mentos provect ados E omnproba
estabkilidad des p=liculas =

columnas
Kapit=a (
Al el seaend:
espesor de

C p=—= 12.

es bastante sat
caprtule antericr.

relativamant

[
G

aceites L= by =

recubrimiente de

un pParametro

tedrircaments en ia

Goren (1882 .
diimetro. Logr

DL TET

Reynolds nulo.

entoncas Ia

1)
L}
|t
[




celeridad ¥y del numero de onda ¥ S€ comparan con los
obtenidos mediante el metodo numerico. Para diferentes
valores de los parametros pertinentes. También se presentan
leos resultades de un estudic fotografico de la pelicula en
el que Ser ToOmparan satisfactoryamente el numer o de
ondul aci ones opbservado con el que predicen’ Shlang ¥

S|rvashinsiy [ 18832

Las eilcuy i1cas rnvestigadas se
formaban " liquidos por la parte
exteraor IS dirametros. Es= mus-
important . = tods =i
perimetro o b R i oLr a maner a carameLros
tales come ez Wk r ~ el e
Survatura., mEversal al

movimiento
las ondas.

distribuidoe

configuracs X > zcnsul

Whitakrker [1°

Para lograr una pelicula homogenea tante de

£
[/}

1]

buen acabade en el extremo superior <del tuboc come d=

Ul
1

alineacicn lo mas cercana posible (g3 o la vertical.

T4
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Figura S.1. Equipo experimental para pequefas curvaturas.



acabade que did mejores resultados fue un bisel a 452 on el
interior de dicho extremo. La alineacidn vertical e logra.
eon Primer lugar . nilvel ando 1a mesa . Despudcs Vi ene un
ajuste ffinoe que sSe obtiene nivelanda la plataforma & con
los cuatro tornillos Q. gque pres:onan a los resortes 16, Se
compara la verticalidad del tubo con la de una plomada. Sin
embarge. <como se vera posteriorments. la mejor prueba de
dicha verticalidad sSera 1a cobtrencidn de ondas unirormes.,

torcrdales Jde cresta perpendicul are=z a2l movimientoed en la

"
T

linea de 1nicico.

i}

Las peliculas en tubos de diametro relatlvamente peguelfio =
us

(X}
forman con &l eguip

1 o 11 trade en la figura .2, El liguirdoe
pasa del tanguse de carga fonstante 1. a trawvés del conducto
E. al depdsitce 4. En la parte i1ntfeorlior de o

Ste depdsito se
tiene un <orificzo ¥ o un canal =ircul ar cor los cuale=z se
Pasa el tube =. Este tubo Sse zoloca /=rticalmente en =l

marco © mediant.se una cuerda gue se fiia previamente onoS

interior Frdes S& tensa con -2 torrmrilee . EL St remo
inferior de dizha cuerds tiene un Crerts grade de libertad
para permit:r la slineacrion vertical., EI centrads del tupoe

en el <ca
se figa

ligurde

formando (54

recoiecsidn del ligurdse an a probeta graduasada 2. de donde
se 1leve e £l agasto fe regula con la
vaivula 3 Sl ligurde ez tonstante on el

depdsi to Jd.

Fara peliczulas de peguefia curvatura
aluminio de =.3 o 1.3 < m e dr Ametro exteorlior.,
respect: vaments v de 72,0 cm de longitud. mientras qgue para

peliculas de curvatura grande sSse usa un tube de vidrio de

S8 em

una cuerda de guitarra de 1.9 mm de dHiametro

exterior respectivamente »y de 45.0 cm de longitud.
Come liguide de trabajo se usd en un principio el agua.

=
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Equipe experimental para grandes curvaturas.

Figura S. 2.
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perco las pelisculas gue se obtuvieren en los tubos grandes
fueron tan delgadaz Que los resultados priacticamente eran
les mi smos gue pPara Pl acas Pl anas Cver Solorio et al

(198712, Peducir <1 numerce de FRewyvneolds por debajo de 30.

Ppara los tubezs peguefion. resulta muy difieal debido a la

baja viscosidad del agua.

desde 807

SO% e

kg-m. s ~ =

valor correcto depends de la temperatura. SUe Faria
10° < ~ 20 & en laboratcorio.

La wviscosidad o se midse wdsands wun wiscosimstr-o Broohkfield
1

cada proporcion acerte—diese
n 1

La densidad & <9 la neIcla se determina pesSandd Unha musstra

de volumen <onocdide <on una balansa analitica. Su  saloer

varia entre 85C v 870 hkg-m> .

Fara medir la tensidn Tuperficral e ceonstruyd un

estalagtdémetre usando un Jjeringa comercral Ce cristal. con
Ter

mantiene un perfodo de agctes al

T
apromimadaments . ¥ s& usa la curva de <o

=



Davies » Rideal [19633. = cfSﬁﬁa ?Eﬁsunﬂn uiBEa en un
volumen conocido < 1o m‘arﬁuﬁa BE"‘ ALk:a BLBLi_QIECAo gque S
puede determinar el volumen de una gota. gue nmultiplicado
por el Deso especifico Jdel ligurdse da <1 peso de dicha

apesr £ el agua

gota. Fe midieron las LM Il Oriex T =
destilacda v del mercurio vy se compararon con los valores

dados en la literatura. obtenldndose wuna diferencia menor

las nmecdiclones de este

al S cor lo que Se Ssupone gQue
paramet-o son onfilablies con urdo. La
tensidn sSupericlal de 1 el es

Wnte 1 ndeDnandl ent e

practics

temperat Ura. cuando menoas Jdent
en gue s hircieron
los cdlc-culos es de
cula s mide directamente

El espe

le pega una agula en uno de

con un
soporte

i tubo

IS Se comparan

dos de la medicicon del espesor
ice laz teoria e 1

<
1l gaste con =l perfil
<

2xagh® h = h 2 1 n 3
R ey e L R s R
=0 a 40 a

[}
v
o

C5S.10

Pesolvi endo esta ecuacidn numéricamente. usande el msftode

b

0



de Newton-~Faphzon b zuponisndo gasto conocido. se
obtiene un valor tedrico de ho' Cr- s nuds de realizar varias

medicicnes se notce gue la diferenc: & entre <1 valeoer tecorico

¥y el experimental cae en todos los caseos dentro del error

experimental permisible ¢ en este case Se tiene — S5h del
valor tedraicod. por lo gque resulta mas comodoe Jdl sponer de
un Programa qres eval g ho par a cada aasto que medir
directamsnte con micrdmetro. Este 5 lo gque =e hace en el

presente trabajgc.

Fara determinar ifa frecusncia. la zseleridad ¥y la longiltud

de las ondas cerca de la linea de _nicirio se usa <1 arreglc

Sptico moOsStradoe esSguUematicamente
laser £ ze divvide on dos r

espelc semirrerlejante F. Con 1a
la direccidn del rawve rrer se
se hace paralele al i1nferior. j ey

ez tal gue son tangentes 21 tubo
~

chocan rerpendrcularmente ar

—ona dondie

desviamsi

las
fux

L= o

Esto

donde

Con un solo

obtener la

_a
ecuacién - = cor
medil da “=n Hde = localidades G911 seren

distancia conocida 3.

El wvoltale producido por cada fot< -
= o

a postericr me

j=a]
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Figura S. =. Arregle Sptico para medir las propiedades de

las ondas.

aralizader de espectros . Este znalizador proporcicona <L
espectro ez amplitudes “raiz= cUadrada el SEpectro i
ot encia Da s obtiene de la

de 1la maners

correl acidn




funciones de autocorrelacicon y correlacidn cruzada Para
las dos sefiales VLI, = 1.2, estin dadas por {ver Brauner
v

¥y Maroen [(198231>

1 T
R, <T> = lam _J VELd VEr+Td dt . cs. 2>
N Tep o< 2T - *
N T
R CT3 = Iim _-_J- VCed V.Ct+Td dt s, 3>
Tes o 2T - * 2

Dado gue el espesor es estacironario con respecte a la
posicrdn. ila autocorrel acron es r1dentarca en ambas

localidades.

La funcidn deée auteocoerrelacidn ¥y la dencidad espectral de
pDotencra le Se relacionan mediante la transformadsa de

Fourier de la s:guirente manera

FPara las funcicrnesz de correlacidn cruztada ¥ la densidad

ezpectral cruzada & exizte 1a relacidn
2

G
v

G _cr> =J- 2 > e FHT ar sl s>

donde el dAngulo de fase entre las sefales estd dado por

a2



Im [G Cx‘)]
P -4
e‘ZCfD = arc tan } CS. 5S>
Re [C- Cf:v]
12
Los anali-adores des seffxles exlistentes en el mercado
generalmente Proporcilonan lo= valores de las variables
antes definidas. La densidad espectral de potencia da una

idea de la compes:ciron gensral de
il

v
M
[}
1
X
p
-

en términcs de la de
al N Dostr=larn {133, mientras e ia

medl o Cerner

dens:dad espesiral crucada Se usa para deternminar i tiempo

regueridoe Dara Jue UMa misma onaa Daze cor la=s dos
local:dades =2n estudic. Diche tiempo T. la celeridad de la
onda < ¥ o oia Teraracion de loz sensores d o sée encuentran

T
relac:onados por

= 2(:“3 (=]
r = LS = 3. 62
Zry <
<
and
o = byl C=. 72
: e _Cf3
12
donde eizcr: se cbtiene de la ecuacidn (S5.5> o. zZcocme en el

presente trabajico. directamente del analiz-ader de sspectros.

La ecuacicon {(F.7> implirca gue 1

frecuencia dada sSe puede obtener Ser la pendiente de la
grifica del irngule e fase S come L unTy on de la
frecusncra. Some Se vera poster:ormente. =1 angulo de fase
wvaria linealmente —on la frecusncr a Cver figura =.60.
comprobandose asy que las seffales V‘ v v estan
interrelacicocnadas oor Urna celerida promedio de

propagacicdn. vV _<td = VIt + d-oc Do



El generador de rayo laser. de marca Spectra Physics. es de

Hel io—Nedn v tiene una potencia de 4 mWw. Los
fototransistores empl eados son [5=1=] tLipo comercial. muwv
econdmiceos., con numero de referencila STSsO0OST. Se alimentan

con una fuente de poder de Instrumenta de Mésmico A.C.,

modeloe FF-Labli. con un voltajle constante de 2 volts.
stencia d= polari-acicdn de 1.7 KQ en zorte.

S les

conecta una resa

Los ampiificaderes son de marca Honevwell . nodelo Accurata
122 DI, v s opsran co UNnAa ganancla aproimada de =G0, Las

abadora Hewilett-~Faclhard modelo

=] = a  gr
= 44 de cuatro canales Caguil sdleo se usan dos) duranie un
minuto apro:mmnadamnente. con una velocidad de grabacicn de
8. 5= cm-Ts . Finalmente S Dprocaesan e I amnallzador e
SSpectros. tambien Hewl =ttt —Faciard. model o BCDE L Dara
bte v el aAnguloe

S.= CTOMFARACICN C= FESULTADDS NUMERI COS CTON LO=
EXPERIMENTALEDS.

Los e coOmparan

con 1la regidn

-
4
]
"
o
T
o)
i
0
it
N
¥
0
W
J
e
3
n
Ve
F

relatl vamen

ondas I v

de maci ma

O
13
(1}
-
w

En el cidlacul

frecusncia <oon

amrlrt ad S

debe notarse gue eMmisSte Tods un rango de  f

ampl rt udg de i o den Ses 1z
aumentar el numerc de Feynolds., FPor ejemplo. la ig
ilustra el ecspectreoe de un fluje
pPico muy marcadoe en f= S.68 Hz, pero en cambio. en 1

5.2 donde R= 17.29., =2

-t 1 ende mucho

Se




N © H=
MKRa» S. 8 Hx BwWe 3IDO mHxT
Figura S.4. Espectro de amplitudes para £ = 0.8GQ, ¥ = @ 2=
> > = O.2Z8:2.
600 4
500"
200 1
mV.
300 |
. 200
100 1 .
N D H= s L 10 s T 20 25 Hz /
HMKRs 13.0 H=x Bw: 300 mH=x
Figura 5.S. Espectro de amplitudes para B = 17.22. w=

OC.232 v » = 0.17S.



ladoes de r L2.0 Hz que es la frecuencia de amplitud
maxima. Estce da una idea del gradoe de irregutaridad del
proceso de formacidn de las ondas. Sin embarge. dentro de
la regirdn de eostudio. los espectros con practicamente

iguales en diferentes localidades para =1 mismo FE.

En l1a tabla T.1 Se muestran los valores adimensiconales
tedrrrans W Deri mentales del ndnmero de onda e v de la
celeridad < - fome funcicn del numere de Peyvnolds 2. del
numer & de el CAramet o Ches CUr VAt I G > Se
ordenan &% en < Traden Sreciente de M. Te r1ncluyve el
cocrente erperimental he el valor tedrico
Cnumaricol para Sy o= .

donde A=

-m

- T =iende b la frecuencia con ma~ima
- ~
amplitud como e sefMald antericrmente.

D} _'0
3

leos valores

[
o
J
[ad
e
14

El valor abscluto de 1la di ferencs

experimental ¥ tedrico del ndmers de onda v de la celeridad

eSS menor en toedos los casos al diex por cisnte del valor
teorizo., lo gUe cae dentro del eMperimental
esperado. Debidoe a gue en las figuras <4.8-4.15 Se mantiens
el Revnolds o el Weber constantes, no s posible incluir en

n
ellas mis de un punto de los mostrados en a tabla S, 1.



T

D

TABLA 5.1

Comparacidn de los resultados numéricos cen los

experimentales para la pelicula descendente eflindriea.

D ¢
Y W “o S S0 ame C" € Pto.
mt r

5 0.234 0.51 €55 1,25 [.13 0.91 1.09 0.438 1
30,322 0.5 0.5 128 1,16 0,01 1.10 0.308 2
6 1.034 082 0,52 1,40 1.29 1,00 1.00 0.271 3
227 1480 0,53 0.8 1,38 1,33 1.04 1.04  0.244 4
2d2 S350 0.4 048 LT LB 104 LLG0 01 B
ST Q.23 046 050 10T L3R 0,08 10T 2.eR) 6
BOC 037 Q4B O 18R 1L L0 A0l 2470 T
LOLE 0.GET 04T OUdR 1Lgf L0 1.08 0.a0 2,210 8
Ge0 103600 00 0040 1043 1S5 1,100 092 1.880 11
GRG 2030 0040 0037 150 1S LLoR 0.8l 1,400 L2
2 NTAT 02 00dd 180 182 1,00 0.ae 3800 13
TO2.ER 0038 03 1RG0 176 1.0B 0,91 2,140 @
4 1,520 G .40 0.38 14T 1.63 1,05 0,90 3120 14
B0 2,280 0.37 2.3 [.A4 1.69 1,03 a7  2.760 10
302 1,240 0041 2032 185 1.65 1.0% 94  T.480 1B
6 1,440 .35 0035 1,58 L.87 0,85 0.5 T.140 16

N O O = - - O 0 0 O O
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Figura 5. 8. GFrafica (=T 1 angule de fase =4 = centra Ia
= a
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AP §
8 4 13
- .
. 10
71 e = B.22
s ='4.62
e e e e e e e e e e e
4 13
-
e = 2.95
B A4 - - - e = T - - = = -
S - = 10
2 4 2 s °
.
11’ - 2= e = 0.79
1 e o o e e e e me e
2 e.2 2,4 =
——
o 1 =2 3 a4 1= ire =1 =] 10
WR
Figura S. 7. CTeonfiguraciones chbtenidas

trabajldeo Cir dicadas en la tabla T

predicen E-_ang ¥ Siwvashinshy {1

valores dac-of en la tabla T, 1.

Fara =ada tonmiunte de valores de F. W oy » =e calcula el

walor de = » e L oma Una T el e e 1z forodrafias
™ 2$4 ™ on

ondas obser vradas =n las 12 foles. La Irecusncra gue Se toem
=

contigurac

h b servada. asio oo RS
gque zZpar=sI=n o=en la Sigura .7 =
Froducto contra «&£. En esta figura
limites gus. de acuerde con Shlang

=2



sSeparan las regiones correspondientes a las diferentes

configuraciones. Segun esto. cuando

12

e < /I0o ~a [Enz— 1 + 2n Cn2-1>’/2] = rcnd s, 9

la perturbacidn inestable no puede contener un numero mayor

a n ondulaciones en la direccidn transversal. Asi, para O <
€ <O. 72 ¢ fC1d= O.79) se tendran las ondas en forma de
anillos toroidal es Qque descienden sin ondul aciones

transversales como se mu=stra en la figura S.8.a. es decir.
sSe obtendrin ondas 2.9% ¢ frfC=0=

2.8 O los anille transversal.

por lo gue Soeran or LS 2.88 < s
Loa.81 ¢ £C3D . Tones Yy Seran
ondas con m=2 <o aUyn maveor o1

flujo se complica <

La figura =
correspondient e

Por sSupuesto.,

tomaron cara <a L

seflal adas en la tabla S.1 <

tendencra como 1 =

Sivashinsky (18821 par de . Sin
<

ment ales de

embargo . s <3
cambio de configuracidn en forma precisa. dade gue pueden
T

existir ondul aci ramsversales que no facilmente se

cbservan en las fotes © a simple vista.

Tal vex esto haga guse los puntes 11 v 12, gue tedricamente
son de m=1 ¢ & = 1,85 v 1.40 respectivamente 23, aparezcan
en la tabla 5.1 come de m=0 ¢ wver figuras DS.S.c v 5.99.d4d 2
dando la impresidn de gque el limite edrice O0.78 es de casi

iustran

la mitad del experimental.

claramente el cambioc de una configuracicdn <on m=1 C punto
10 con &£ = E.76 > a una con m==2 ¢ punto 14 con &£ = 3.12 D
como se puede ver =n las figuras S.8.1i y S.S.h. Para este
caso la concordancia con la teoria es realmente buena. La

j=le]
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Figura S.8. Configuraciones posibles.

tearia también predice las configuracicnes de los puntos
enen flujos con m=l; dos de

restantes. Los punteos 1-5 ti

puntes 1 ¢ £ =

W
-
0
U]

dichos flujos. los correspondientes
O.44 O ¥y 5 ¢ £ = 0,13, se muestran =n las frguras S.S8.a ¥y
6-% = tienen flulios

ot

S5.S. b respectivamnente. Para oS puntos

= en las figurasz T.2.f Jpunto 7. =<

con m=1l come los mestrad
= =2.47 conf i gur acian
con m=E2 puntoe 13, £ =

3.80 O compleja. se

Debe recordarse gue cuande nmends 1a
C€C la mids cercana a la inmea de rnici Tent
caracter tereordal Cm=0>. rndapendien e
Perc gue al avanTar aguas abajo la comEOre
t;rans*.’ersal e la rerturbacidn, crandas
manifestard en Una distancia gue aumenta al
nuimero de Revnolds., Asi por ejemple. en e
esponde a un R = 1.56.

figura =SB.S.e g coer
t

observa hasta u T da mientras gque en el flujo de
la figura 35.8.g. con 8 = 4.88. lo de m=2 se manifiesta en
a

la tercera ond

f=>1



s=e pusde decir gque. en un flujo con un valor de

En general
mavor que

€ relativamente alto 2.95 por ejemplo D, se

presenta el siguiente ssquema:

Se tiene primero una =Zona <cercana a la linea de inicio
Son torcoidales Cm=0D.
cierto
teoria lineal.

ez acqul ya

aungque sSuU frecusencia

rango como ya se
Vi ene

donde 1las ondas
varien dentro de un

Y longitud
valida la

di jo: en =sta —Tona se supone

s
despuds una a
des,. donde las

comiencen & ser rmpoartantsass las no 1i
componentes inestables tranzvercales = manifiestan. Le
definitivamente no

sigue una =—ona
acompafiadas por

[
1L
D)
J
&
o

)

lineal. decd
pequelias ondas cawpi
enaen ondas ordenadas.,

ba

Por dltime == ¢
turbul entas. Sa

largos que

laminares o
cependl endo de

tambidn pusden =eor 1laminares

los valores de R y W.

sS2
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CTAFPITULO &
CONCLUSTI ONES

Las caracteristicas de las ondas que =e presentan en las

peliculas descendentes dependsn de la curvatura. .

La teoria lineal de la @stabilidad da cuenta de la forma en
gue Se medifican 1a celerirdad v la longitud de onda al
varxar diclyo Tamp:r en Droporc ona un criterio
Para prodecar la O de ondas. Tode este en la regidcn
zer a 1 ifnez de 1nicic.

=

ralores Ccaracteristicos. Da el numer o e onda s la
zeleridad correspondientes a 1= maxima amplificacidn. »
Practi camente RO Liene rSSitricolones 2=2n los valores de los
Darinetroes adimenzicnales usados. El trabajle computaciconal



realmente poco g predice con buena

invertido es
obtenidos expeorimentalmente en la

aproximacidn les valores

regidn donde se 1nician las ondas.

El equipo experimental os versatil en cuante gque permite
cambiar el -radio de los tubog facilmente., usar’ rlurdos de
diferentes viscosidades » variar el gasto dentro de un
range conveniente., Para medir la celeridad ¥y la longitud de
onda con el meétocde de deflecc:rdn empleado. no se regquiere

complicada v cara.

~ oL

de una electrdnica

Procesami asnto G 1o =

anal i zador wdazs mesdar i
instantanes debsra mes =S .

Lejos de la linea dJde ur:

Ppapel muy importante debes

de estudiarse con come

que

=13

measy”s

ma=
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APENDICE A

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES BASICAS DE ESTABILIDAD

CONDICIONES EN LA FRONTERA

Se toma un eslemento material SE cuya superficie media 65 es
una porcicdn de la superficie libre. que tiene en su parte
Superior un gas v en la inferior un liguido.

Gas
i ES
e CS1D ¢
Liqgquido
— &1 s1

Las fuerz-as de i1nerci

Iy

<

0
won
0 ¢
13

k!
G
0
W
0

k- ‘
E'CS1IDY. mientras gue las
I Fegel

son a A= - como es facil

(17712, Dado gque &° puUedse hacerse tan 1 come S
guiera, las fusr=De==s antes neencroenadas resul tan e ordery
Iuperior » puedsen despreciarse cuando Sse comparan eon I as
Sup=rificialss < e Dr =1 on. LSCosas ~ e Lensidn
sSuUperricial 1. gue son independisentes de &£°. iLa condicrdn
de gqual ilbrio din&Emicoe el =lemento e roamedLrs e e asta
mansra & la aseveracicn de que la ruerTas
sSuperriciales <3 igua a cero. Esta suma . Junto
con las suposiciones de la s=sccridn 3.1 2 las

=n la superficie libre.

condiciones en la

En la direccidn normal a la

Batchelor [1S68731D3



CTA.LD

—p*pooolca-Cfv. n >.n = O
donde
a*hn
2 1 1 )
K= curvatura = - = - —
B BC a+it [ [ aon ]z]s.rz
Fy 2z 1 o~ f—_
a=

siendo EC& ¥ les radies pri
Apostol (196732

CALED

ncipales de curvatura < ver

.'-Ev= tensor de esfuerzos. gue esta dade por Cwver Hughes v
Gayiors [1S6432
431 =22 3 S
= ~ < = -~ — .
o4l = ar
“r <
S, = ~ < 2 CA.3D
—~ .
S _
o . au: o P =
| o= ar o=
v n = vector unitari<c normal =Y la superficie libre.
L1es71is

dirigido hacia afura del liguido por

CApostol

AL

4>

12

eh

s ()

o=

112

1.2



Sustituyendo A.2. A.3 ¥ A.4 en A.1 se obtiene la primera

condicidn en la superficie libre Cecuacidn C3.86DD

I au_ ou_ au_ oh
- p - p g . - ( - s ]
e 1 ‘_( oh ]z ar o= - ar o=
o=
au ah 2
- = [ ] =0 CA.SD
o= o=

En la direccidn tangencial el equilibrio de fuerzas lleva a

C Batchelor (196712

-n - [( Sv'ED'ﬂ] TA. 6D

~

I}

donde sutituyvendo A.3 ¥ A. 4 sSe obtienen las siguentes dos

ecuaci cnes

3u au aou ah 2 aou
s f
ar oz ar o= - ah Y* ar
=
ou Iu 8N au an E
- [ - = ] + [ ] = 0 CA. 7>
o=z ar a= o= o=



an
au ou_ du_, at 2 [a: ] du
* -— - 2 = * 3h =
2
o= ar o= a= 1+ [ ] ar .
o=
au Su_ onh au_ Sh 2
G By S N
a= ar o= o= a=

CA.8>
Las dos ecuac:rones

anteriores son linealmente
Ya gue

dependientes.
ah

a=

por le que Una sola de ellas es suficiente.
sSimplificacidn adicional

Una
de la ecuacicn A.7 lleva a
au oh ou du ah 2 ou ah
e e T =
ar o= oz ar o= a= az
CA.SO
que es la condicidn <3

. T

SOLUCITN PARA EL FLUSD BASICO

0

Suponiende un fluje permansnte,
Cinvariable con =>. iaminar

compl et amente desarrcollado
las

W opar
eccuaci ones

alelo al eje del cilindro.
de continuidad ¥ de Navier-—-Stokes
C3.15-C3. 351 se reducen a

Cecs.

3p



La ecuacidn CA. 11D tiene como solucidn

g

ot

L,a.s condicicones en la frontera C(3.43-C3.8) toman la forma

En r= a

rz-vC_‘Lnr

u_ = O
Enr=a+h°
—p+p°+o}:=0
du_
= - o
dr

Sustituyendo A.l12 en

sistema de ecuaciones

ALl13 ¥ A.15 se

para < ¥y
2 = 2

a +~ C =0
2
<
i =o
< a~+~h D
(=]

resolviendo el sistema anterior

estos valores en CA. 1380 se tiene

115

obtiene

el

CA. 12

CA. =D

CA. 23>
CA. 4D
CA. 23>

siguenrn- e

CA. 8D
CA. 27D

cara C:Al Yy &, ¥ sustituyerdo



2 1
P — [a*h ] LnCr -~ ad = —— G‘— az] CA. 18>
=21 o = R

que es el perrfil bdsico de velocidades.
ECUACIONES DE ESTABILIDAD

Sustituyends las wvariables para <l flujio perturbade Jecs.
THF. 1300 en las ecuacirones fundamentales (23153 ~-C3.82> b
despreciando términes cuadraticos <n las perturbacicnes se
obtiene

Continurdad

1 a =15 5l
Lruld - — = o TA.IS
r I o=
Navier-Stokes
au’ _ ou; I % uz i du’
o|l—— ~ & = - ~ 2' - - -
+ - o= ar I r ar
a* ur .
- — - = CA. 20>
o= r
. 2 .
ou’ du_ ap” o u
=S = 4 U;. = - Gz = - - Lt 2_ -
at dr Go-d ar
1 Su’ a%uz
+ = - 2_ CA. 210
™ ar o=
donde en esta Gl tima ecuacidn Se ha tomade en cuenta

CA.11D5.



Condiciones a la frontera

De (.40 ¥ 03.5> e obtiene. en r = a
ul = o S cA. 22>
gl = O CA. 23D
¥y de C3.680~-C3.8>. en r = a-+h
Ju” dG_  onht
- pr+ oK'+ =g r _ = = G CA. =240
ar dr o=
Su da_ au’
LAl = - = = ¢ CA. 23>
o= dr ar
an- oh " i
ul = -~ a_ CA. 285
at = o=
El valor de ' =se obtiene de la sigulente manera : sSi se
expresa TA.E5 comoe -
5
v = * _ o==
Ca+h S+h-" [ [ ah ]z] -2
[=] i -
- a=
¥ si so desarrolla <1 primer tErmino en zeriss de h°
a*n
1 h’
=
1 = 1 - -~ oCch 3%« .. | - =
Ca-+h D [ a<h [_ ‘[ I ]z] 3.2 %
L=J (=] S
o=



linealirzando queda

1 he ESI
K = 1- - =
a+ho a+h° =
_ 1
¥ recordando que K = E + K y que K = se tiene
a +h
(=]
finalmente
R Zh
K= = - Py CAa.E7TD
Ca+h >% =

Ya gque h es una funcidn de = vy del tirempo. conviene tener

las condiciacon=ss en la frontera mas bidn referidas a Ca*hob.

[0

que es una constante. Este se logra si Se realicza un
eMpansi Sn en Ser i oz Tavlior de los tErminos de ilas
condiciones CA. 240 -CA. 6> v sSice se CcCOoOnSSer van tErmnos
lineales =n la perturbacicn. De esta manera Se tiene
En r = a-=-ih_
<
) A a4, 28d
- pT+ oK'+ Eft —m— = O
ar
au;_ aué [~
+ - h = O CA. 22D
a= ar p 73
Ih* oh -~
+ U e—— = u’ CA. 30D
= r
at =

iis



Ahora define una

perturbaciocn

Se

idénticamente la ecuacidn de

func._ Sn

de la velocidadc

e

Se tal manera

z ontanurdad

i Dy
wu’ =
r r
oz
1 -
gl= -
- = ar
i se elimina la pres:idn p° meadiante la
de las ecuacicdnes A. 20 v A.2. ¢ 1la

respecto a —

en la ecuacidn resultante la

v la segunda ccr

respecto

v se llega &

corriente
que

a rJ ¥ se

la

satisfaga

para

- CA.31D

CA. 32D

derivacidn aruzada

primera sSe deriva con

introducs

P s a2y 1 8%y _ P Sy a%a_
= z oMz 3 -
ot I= gt Idr ~ at ar a= o= <dr
I Sy w_ _ 2w
- - u_
r a= T Or 2 o=
1 8% w % v
™ = 2 2 z -
. o Sr I= r o= ar
a‘w =2 631," aay« = 821,4 i Bpr ]
- - - -+ —_
o=" r [ Sra=? ar® ] rZ [ ar = ~ ar

=i se suponen perturbaciones

e la forma



YCr . Z. D= SCrdel OCETTSLD CA. 34>

prCr,=.td= prcroeloCE—ct> ~ ) CA. 35>

R Cz.td>= pREeioc=—ct2 CA. 36

¥ Se sustituyen en CA.33D vy en las condiciones en la

frontera CA.28>. CA. 23D .CA.E83—~CA. 30D Se obtiene la
ecuacidn
e bt 2 2 2 ie 2 -
—_— [c-u__]- D%— o [Dz— a] & ~ [D uz]¢ =0 CcaA. 36>
P - E
> o 1 d
donde D= r [ —— ] CaAa.37D
dr r dr
Y las condicicones en la frontera
en r = a
S = O CA. 38>
(= 1--] :
= O CA. 39D
odr
en r . = a-+h
o

2 1 de @
B+ oh™ (o(z— _— ]+ Eyia[-— - - —’E—J = o CA. 40>
Ca+h°)2 r dr r
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- [ ] - = o CA. 41>
r dr b od dr 1%
@& = rhCu_— e CA. 42>

N ko3 -
Si se obtienen los valores de p b'd h)‘. como fur..:on de o.
usande A.21 ¥ A.42 respectivamente. las ecuacicri=s AL 40 v

A. 21 se transforman en

en r = a-+h
o
2
o~ d 1 d¢ P
& - ( ] - = o CA. a3
r dr r dr rvCe—a_>
_ de daa_ e a®e 1 a®*e
ejCe—u_> - — & |- - +
= dr dr 1 dr® r ar®
2 1 de o & 2 1
+ Co” — > > - — [o: - z]
r < Cc—-u_> Ca+h°:-
e @
- el ex ( —_— —] = O CA. 44D
dr r
Las ecuaci ones CA. 38>, CA.383, CA.3SD. ChAa. 43 ¥ TA. 44D
forman el problama de valores carac teristicos

C3.17o3-C3.22>.

i1=21



APENDICE B

PROGRAMA DE COMPUTO

PRINCIPIO -7

- [ cc15. R.J)'. W, o l

RUNGE~KUTTA
B . acid
-3

)
| cCa> <« 0.9 cc::J
4

’ RUNGE—KUTTA’

B_. acz>

]

v
INTERPOLACION LAGRANGE
COM N VALORES DE € Y A

RUNGE-KUTTA
B . ATND
N

F ¥
ABSCREAL. ACNDO<

ABSCIMAG ACNHNDOL
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(YR RYRYRYRTIVET]

CALCULA EIL VALOR CARACTERISTICO CI1O Y EL FACTOR
DE AMFLIFICACIUN ACI FARA VALORES DADOS DEL No.
DE REYNOLDS R, No. DE WERER W, FARAMETRDO DE CUR-
VATURA GA Y No. DE ONDA A. SE DERE DAR UN VALOR
SUFRUESTO CIM1)>» DEL VALOR CARATTERISTICO FARA —
COMENZAR LA 1TERACION.
DIMEMNSION CIHa0) (K101 UTwI D1 JUTECLIOGL) JUT (101) ,UT1 (101)
COMFLEX CIM.CIO, 1
WRITE «»,+) R EEY o ] C  N
READ (v, 100 LML
100 FORMAT (FS. T .01 . FS. D
WRITE (&, =) TDVSPIE REYNOL DS
READ (s« ,») F
WRITE (®,r) "D&ENME Gabtd
REGD (».+#) (G54
WRITE (», =) ‘DaME WERBER S
READ i =, =) W
WRITE «» . %) TDAIE Al A
READ Cx . »
BE=(GA) /<
+ (GAax =20 #ALOGI(GAY -1 .03
N=1
P X =D NF + 3
DO 8 NN=MN,HNAX
X ONRD =EE+ (-1
uTA (M (1) /7 (GARYGA-2Z2. «ALOG(GAY —1.)
UTE (NN =20 =4l OB (X ({NN) FHE) — (X {MNNDY *#%2) / (BE1*%2) +BA*#*2
UT CNND =UTAH D) »OTE (NND
UTT (M) =~ Ga (BE1% 2257 (X (NN »==D2)
8 CONT IiUE

CIMS)=.29»CIMI1)

CaLL CIC(R,A,W,C1M,CI0,6A,BE,BEL1 ,G,IM,NF,H,NMAX,X ,UT,UT1)
CIOI==AIMAGICIOD .

ACI=A*»CI0T
WRITE (=, %)
WRITE (>,
STOP

END

‘FACTOR DE AMPLIF.=-,ACI
‘Cio= ,CI0



ESTA SURRUTINA 1TERA FARA ENCONTRAR EL VAL OK
CARACTERISTICO OQUE HACE EL DETERMINANTE IGUAL X
A CERO. i
SUBRCQUTINE CIC(K.,A,W,CIM,CI0,64,BE,0E1,G, IM,NF,H,NMAX, X ,UT . UT1)
DIMENSION CIM4GO) (DGO XN 101) ,UTC(10L1) ,UT1(101)>

COMFLEX CI.CIM,DPET,.D,CIQ,IM,CINI CIND

Cl=CIrct

CALL DETR IR, AL, C1I-DET GO, BE,EBE] G, IM NF,H,MNMAX . X,UT. . UT1)
D<1)=DET

CIiI=CIrc2:

CALL DETHRI(R,A W, C1.DET.GAL,EE.EBEI .G, IM/NF,H. MNMAX , X ,UT ,UT1)
DI{2)=DET

[RRVAYRVRY

N1=1
=3 MNI=MI- ;
WRITE (s, »)>  “pI=" 142 o
IF(ND LEC. 300 63 TO 20
ChaLL LaB(D.CIM,CI.11)
CAalll. RDETR(R,A,M, CI . DET,GA,BE, BE1,G. IM NP, H,NMAX , X,UT ,UT1)>
WRITE(~,>: 'Ci= ,Cl, DET=',DET
REAL (DETHS
D IMaG (DET)
=CIM I
[ i
ABES UREAL (CIRD) b
CINII=AES (AIMAG(CINL ¢
C1nz AES(RENL (CI) ) :
CcIimz GES (AR TIMAEG (T )
IF (CABSIICINIR-CINIKY .LT. 1.E~&) .AND. (ABS(CINZI—-CINII)
= LT 1.E-&s ) GG TO 10 s
IFC(ARE Iy JLT. 1.E-6) JAND. (ABS (F2) .LT. 1.E-&)) GO TO 10 f
CIMUNI+1)=C1 H
D(NI+1)=DET i
G0 TO S :
10 WRITE (+,+) "NI FINaL=" ,NI
CI0=C1
- B0 TO O -
20 WRITE (%,-) ‘SE HAN EXCEDIDO EN ITERACIONES °*
GO 70 90 —
jcte) WRITE (+,») "DETO=',DET
20 RE TUFRN
EMND



lll)ll(,

IFEPRYEYRY]

3

=
=)

20

n

s

ESTA SUBRUTING EVALUNG EL DETERMINANTE FARA CADA
CIMIN) DADO. )

SUBRRKRDUT 1° DEIR(R.M.WM,CI ,DET,GA,RBE,RBZ1,6, IM, NP, H,NMMAX , X ,UT,UT13
DIMENSIGH ¥id4) ,E(4.4) ¥YM{A) X (101) ,UT (101> .UT1(101)

COMPLEX IM,CI.L, a5,V , YM B

COMFLEX DEi1.DELZ.DEL Z.DELS,DELS ,DELe.DET

REAL 1.1

Hl=—1. /K71

HE2=Rea—G ./ (CTi--1 .00

[ 1

Ead=1IPrearl s (L1 =10 —uwid+l o JBELI® D200, e sa

k U2 mda )y /o Tl = IPEeREW) ST I~ L) » (A%A—1 . /EREL*#%2)

DO 2CG 1=1.4

Lo 10 Jd=1 .3

YT = Oy

CONT INUE

YOIy =(31 o, 0) !

CALL RIS N HONMAX X ,,UT ,UT1 ,IM AR, CI, Y.V
DO 1S J:=1.%

B3I, IY=vyM1i)

CONTINUE

conNT

P AR A) H1THRS ) SRt 01 L3y SIS
2 (B A 3 FEJAB (S ,4) R A«
Ay r PRI T = A4ROG 35 01 5 i
DET=DELi+DEL D+ DEL Z+DELIA+DELES+DEL o
RETURN

=D
ESTA &
FARMS OBRTEHNE®R &%
TRANSEFEREZNMUCIN

ECUAUIGH DIFERENIIAL
DE Lé& MAVRTZ DE

SUEBRGOUTY INE WA . 2 W UT L WT1 , I A R.C1, Y, YD
DIMENSION T1OT 0 ,0;_(1-:)1 > ,ﬁ".‘ 101 LGS (101

DIMENSION G5 LWITO4A) (T 1Oy LT (3ag

COMFLEX (2, 1. ERCA RIS P W S

N=1 1
DO 10 NR=R, NFSS i
Q1 (N =— (20 /(X CINEED D .
B2 (RN =Ir*Sxfrs (C I — NI 3 =2 % aFr =T (00 ) 2 (X (RN #x2)

CTIMND =010 ) /03 (MNND DY + (2. A '—-.lr"*lf‘*l-\’ (C‘l—L’T RN D) — {302 /7 CX AN %%2) 3
QI (NN) =A+ >3 -Ir+AxsTaRk*» (CT—UT (N D + IM=AxR-UT 1 (NN
CoOMTINUE

"
n
0]

3



A

Al

[VRYEVEY]

Yoo

(IEE R e X
Ir TN LLEL. NMAarxy GO T 40
Lol ,12 -H*xBD
C(2,1)=H*GT
C(S,1)=HxGa
C(4,1);~h&(01(N)thADE-N)*u@+DT(N)*G“ +04 () #5133
Cl,2)=H®» G+ . S L1
CZ,2)=H» (G +.Sv1L oS, 15
CHUZ L2 = H= GG+ DO*iT o 3
2C8 2= ~H~ (0O L (248 »» (i3d+ 09008 .10 ) +Q2 (A 1) » (BA+.SHC (F, 100
T < LEAC T HOAN+ I ) = TG1I A TR0 4,10 2
N

B

»
+
Q

PR RS
a0 AT
ST b 3
Bt = RS S RN N R A AL SR EIS S S ol R AP I 3w hedl Y S5 U 2 4 £ In S RENECE LS bl G s iy
FLY (G S0 L I OGN T ) = (BLA TR .20 0 )
1.4 =H» (GZ+C v
DAy =H-(GT e T
R I R A R ERE N
R S SR W SN

LRI

WGATEC A L) U (N D) P BT (T gD
,,,\404<N+:)i—(L14C H
-

-

a,
o

—\.-‘—OIC(I,J)*-

. .
G+ (Cq4,1+2. ¢ - RIS

M=+

GO0 10O

YM(2) =G

Y (T =6GT
Y <4y =64
RETURMN
END

SUBRRUT 1dé D INTERFOLACION QUE USS LA
FORMUL A DE LAGRAMNGE .

SUBRCUTINE LAGS(D.CLIM,C1,MNI)D
COMPLEX D.C1M,CI,SUM.,FRO
DIMENSIDN D\
SUM= (G 0,0 )
DO 1
FRO= (1. ,c
DG o 3—=1 .1
IF (I . NE
COMT I NUE
SUM=SUH+CIM (1) »FRO
CONT I NUE

Ci=5umM

RETURM

END
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