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Prefacio 

En años recientes el desarrollo de técnicas para el análisis estadlstlco de modelos 

lineales rnultivariados ha tenido un fuerte impulso. Potthoff & Roy (1964) propusieron 

un modelo lineal general de análisis de varianza multivariado que comprende los 

modelos de regresión lineal multivariada. modelos multivarlados de dlseftos 

experimentales y algunos modelos de crecimlento entre otros, mostrando de esta 

manera que dichos modelos no son sino casas particulares de un modelo general. De 

esta manera aparece atractivo el desarrollar las técnicas de análisis estadístico para 

este modelo general, permitiendo así un análisis unificado de los modelos lineales que 

históricamente han sido presentados por separado. 

Varios autores han considerado el problema de contrastar hipótesis generales sobr-e 

parámetros de modelos multivartados de anállsis de varianza. entre los que se pueden 

mencionar Bargmann & Pasten (1964), Glesser & Olkln (1970). Grizzle & Allen (1969), 

Kabe (1975), Lee (1974), Mudholkar, Davldson & Subbalah (1974), Potthoff & Roy (1964), 

Rao (1959), Rao (1966), Smith, Gnanadeslkan & Hughes (1962), Srivastava (1966) y Tubbs, 

Lewis & Duran (1975) entre otros. En este trabajo se seftalan lncovenlentes en algunos 

métodos de análisis propuestos, se presenta una propuesta de análisis estadístico del 

modelo general que involucra como casos particulares a los modelos de rango 

incompleto, proponiéndose una manera de identificar las hipótesis contrastables en 

este modelo. 

El propósito de este estudio es, por una parte, derivar de manera exacta el cociente 

de verosimilitudes generalizado asociado a la prueba de una hipótesis lineal general en 

el modelo generalizado de Análisis de Varianza MultivarJado de Potthoff y Roy y por 

otra derivar la distribución exacta de la estadística de prueba asociada al contraste. 
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El contenido de los capítulos está distribuido de la manera siguiente: 

En el capítulo 1 se sitúa el "Análisis de ~todelos Lineales" como una de las diferentes 

áreas de estudio del ánalisis multivariado, justificándose el uso de la distribución 

Normal en el aná.lisls de este tipo de modelos. Se exponen también en este capitulo 

los propósitos generales de este trabajo. 

El capítulo 2 tiene como propósito la formulación de un modelo generalizado de 

análisis de varianza multivariado, la proposición de una hipótesis lineal general sobre 

los parámetros del modelo y la presentación de algunas contribuciones previas al 

análisis de este tipo de modelos. 

En el capítulo 3 se formulan y demuestran los teoremas necesarios tanto para la 

obtención de la estadlstica de prueba de cociente de verosimilitudes asociada al 

contraste de interés en este trabajo. como para la determinación de la distribución 

asociada a esta estadfstica de prueba. Cabe señalar que en la determinación de la 

distribución asociada a la estadlstica de prueba, sólo se utiliza el teorema 3.17; sin 

embargo. para la demostración de este teorema se requirió de la elaboración de los 

teoremas 3.1 a 3.16. 

En el capftulo 4 se define el concepto de matrices estimables que resulta de utilidad 

en la formulación de hipótesis en modelos de rango incompleto. Se formula ~amblén 

una hipótesis llneal general sobre los parámetros estimables del modelo y se 

determina el cociente de verosimilitudes asociado a esta hipótesis bajo el modelo de 

análisis de varianza multivariado de Potthoff & Roy. 

El capítulo 5 tiene como objeto determinar. mediante la aplicación del teorema 17 del 

capítulo 3, la distribución de la estadística de prueba asociada al contraste de la 

hipótesis lineal general definida en el capítulo 4. 
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En el capítulo 6 se presentan resúmenes en los que se expone por separado el análisis 

del modelo generalizado de Pothoff & Roy dependiendo del rango de las matrices que 

definen el modelo. 

En el capítulo 7 se desarrollan como casos particulares del modelo de Potthoff & Roy 

algunos resultados de uso común en modelos de análisis de regresión, modelos de 

crecimiento y modelos de diseño experimental. 

Se presentan por último en el capítulo B las conclusiones de este tr~bajo, as{ como la 

proposición de algunas lineas de investigación que pueden seguirse de este material. 

Como puede observarse, el material de este trabajo se ha limitado a un nivel teórico 

dado que no se han Incluido ejemplos numéricos; sin embargo, se describe 

detalladamente el proceso que debe seguirse en una situacJ6n práctica. 

Se ha hecha un esfuerza por mantener en las demostraciones de Jos teoremas 

procedimientos matemáticos simples; sin embargo. Ja lectura del material supone un 

buen conocimiento del álgebra de matrices, conocimientos básJcos de estadística 

matemática y análisis multivarJado. También se ha hecho un esfuerzo por incluir en 

este trabajo Ja demostración de todas los resultados que se utilizan, dando de esta 

manera autocontenido al material. Este trabajo puede ser utilizado como material de 

apoyo en cursos de estadlstlca tanto a nivel licenciatura como posgrado. 

El método utilizado en este trabajo para realizar el contraste hace uso extensivo de 

matrices particlonada.s. por la que con objeto de facilitar la lectura se han incluido en 

la mayoría de los casos, escritas como subíndices, las dimensiones de las matrices. La 

mayor parte de los resultados sobre álgebra de matrices utilizados en este trabajo se 

Incluyen en el ápendlce como referencia. Las referencias a los teoremas que aparecen 

en el ápenc:Uce se anteponen mediante la letra A. Probablemente resulte de utilidad al 

lector revisar primero el ápendlce con objeto de aclarar cuestiones relacionadas con la 

notación utilizada en este trabajo. 
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1 Introducción 

De la misma manera que ocurre con muchas otras disciplinas, la estadística tiene una 
estrecha relación con lo que genéricamente se conoce como computación. Una 
característica común, aunque no siempre presente, en un problema estadístico es el 
grado de complejidad en la estructura de los datos, no solamente por su volumen 
sino también por las interrelaciones que comúnmente involucran y Ja complejidad de 
los cálculos asociados a una aplicación determinada. Esta situación ha.ce atractiva la 
aparición del uso de la computadora en el análisis de este tipo de datos. Sin embargo, 
no solamente las aplicaciones a colecciones complejas de datos requieren de un 
soporte computacional adecuado. El natural desarrollo de las técnicas estadfstlcas ha 
tenido como consecuencia la aparición de procedimientos cada vez más eficaces y 
confiables que, en contrapartida, aún para conjuntos de datos relativamente pequeños 
y simples involucran un nivel de dificultad numérica que solamente se puede abordar 
con los instrumentos apropiados de cálculo. 

La consecuencia más importante del proceso de desarrollo de las computadoras en el 
ámbito estadístico, es que cada vez un mayor número de investigadores contemplan en 
sus proyectos la implementación de las técnicas que desarrollan, sin considerar la 
dificultad numérica como un obstáculo insalvable. De hecho, existen técnicas de 
implementación relativamente reciente que permanecieron sin aplicación durante un 
período importante de tiempo después de haber sido propuestas debido a la falta de 
Investigadores con esta lnclina.clón. 

El análisis estadístico multlvariado es un área de la estadística cuyo desarrollo ha 
estado estrechamente ligado a.l uso de las computadoras, debido a la complejidad de 
los cálculos involucrados en una particular aplicación de cualesquiera de las técnicas 
que lo componen. El análisis multlvarlado trata con el análisis de observaciones en 
más de una variable, las cuales en general presentan un esquema de asociación. Sin 
embargo y dado que las técnicas estadísticas desarrolladas en esta área suponen una 
dimensión general p de las observaciones, es posible resolver problemas de aplicación 
unlvarlada substituyendo p=t en estos procedimientos. Existen diferentes técnicas del 
análisis multlvarlado que responden a diferentes necesidades de los usuarios, entre las 
cuales se pueden mencionar: Econometría, Análisis de Componentes Principales. 
Análisis de Factores, Análisis de Correlación Canónica. Anállsis Discrlmlnante, 
Escalamiento ~1ultidlmcnslona.I, Análisis de Conglomerados, Análisis de Regresión, 
Análisis de Disefios Experimentales y Modelos de Crecimiento. 
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El rápido avance de la estadística multivariada en los últimos aftas ha repercutido en 
la Continua aparición de nuevos textos en el área, cuya contenido principal se centra 
en las técnicas mencionadas anteriormente y más aún, el amplio desarrollo que en la 
actualidad presenta cada una de estas áreas. en ocasiones se traduce en la aparición 
de libros especializados en una sola de estas áreas. 

El contenido de este trabajo se centra en el estudio de los modelos lineales o 
modelos de análisis de varianza. Existen diferentes conceptos de lo que es un modelo 
lineal o un modelo de análisis de varianza. En un número Importante de textos, se 
asocian los modelos de análisis de varianza con el análisis de modelos de dlsefto 
experimental, en los que la caracter(stica común reside en que existe una matriz 
disef\o asociada a las observaciones provenientes del experimento, cuyas entradas son 
ceros y unos y resulta de rango Incompleto. Ejemplos de estos modelos son el 
modelo completamente al azar con un criterio de clasificación y el modelo en bloques 
al azar. En otros textos. el anállsls de modelos que tienen asociada una matriz diseño 
de rango Incompleto aparece con el titulo simple de modelos lineales. Con este 
último título algunos textos asocian los modelos que tienen una matriz disef\o de 
rango completo. mjentras que en otros textos estos modelos aparecen con el nombre 
de modelos de regresión. Por último, existe otra categoría importante de modelos 
lineales que se utilizan para modelar curvas de crecimiento y que aparecen con el 
nombre de modelos de crecimiento. 

Dado que los modelos de análisis de regresión, Jos modelos de disef\o experimental y 
algunos modelos de crecimiento comparten la característica de que el valor esperado 
de cualquier observación es una forma lineal en los parámetros desconocidos del 
modelo, se agruparán éstos Indistintamente con los nombres de modelos lineales o 
modelos de análisis de varianza. 

En algunos textos se sugiere la posibilidad de analizar modelos de d.lseño 
experimental utilizando las técnicas desarrolladas para el anállsis de modelos de 
rango completo, mediante una reparametrización, ya que las técnicas de análisis para 
este último tipo de modelos brindan facilidad en el estudio del modelo, debido a la 
simplificación algebráica en varios de las cálculos Involucrados y en los que incluso 
puede hacerse un diagnóstico del modelo, a través de los residuos, situación que no 
resulta común en el uso de los modelos de disef\o experimental. Sin embargo y en 
general, la elección y/o conveniencia de una particular reparametrizaclón no siempre 
resulta clara, por lo que a la fecha este esquema de análisis no resulta comtlnmente 
utilizado. Como se discutirá más adelante, puede definirse de manera simple lo que es 
una reparametrización en el caso multivariado, a partir de la cual el análisis del 
modelo puede manejarse con relativa facilidad utilizando instrumentos apropiados de 
cálculo. 
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Un área de particular importancia en la estadística multivarlada está constituida por 
los modelos lineales multlvariados. Tradicionalmente tres tipos de modelos lineales 
han recibido una amplia atención en el ámbito estadístico, éstos son los modelos de 
regresión lineal multivarlada, modelos multlvariados de disefto experimental y los 
modelos de crecimiento. Estas clases de modelos que históricamente han sido 
presentadas por separado pueden plantearse como casos particulares de una forma 
canónica de un modelo simple, a partir del cual problemas como son la estimación de 
parámetros y prueba de hipótesis puedan ser fácilmente manejados. la proposición de 
esta forma canónica puede consultarse en Potthoff & Roy (1964). Cabe sefialar que el 
desarrollo aislado que han tenido estas clases de modelos. ha repercutido incluso en 
que los paquetes de cómputo estadístico que existen actualmente contienen rutinas 
separadas de análisis para cílda uno de estos modelos, siendo que comparten una serle 
de características comunes. 

En relación a los contrastes de hipótesis sobre los parámetros de distribuciones 
multlvariadas pueden señalarse dos problemas comunes. El primero se deriva del 
extenso número de hipótesis que pueden ser formuladas sobre los parámetros de la 
distribución y el segundo se encuentra relacionado con la selección de entre varias 
estadísticas de prueba asociadas a un mismo constraste de hipótesis. 

La distribución Normal Multlvarlada ha jugado un papel fundamenta! en el desarrollo 
de diferentes técnicas del Análisis Multivarlado. Este hecho se debe por una parte, a 
que muchos fenómenos producen observaciones cuyo comportamiento es similar al 
que se esperaría de una variable aleatoria Normal (Unimodalidad, Simetría, etc,). Por 
otra parte, el modelo Normal resulta atractivo desde un punto de vista técn!co, por 
que su empleo, a diferencia de lo que ocurre con otras distribuciones, generalmente 
requiere de procedimientos matemáticos simples. 

En relación al nllmero de hipótesis que pueden ser formuladas sobre los parámetros 
de esta distribución, Mardia et al {1979, pag 120) señalan que en los p(p+a)/2 

pCp+3)/2 
parámetros de la d.JstribucJón p- variada de esta familia, existen 2 distintas 
hipótesis que especifican valores para diferentes subconjuntos de los parámetros. Este 
número resulta elevado aún para valores de p tan pequeños como 3. Por supuesto, en 
la práctica, el número de hipótesis en las que el investigador resulta Interesado 
resulta ser mucho menor. 

Respecto a la selección de una estadística de prueba para una hipótesis particular, 
Plackett (1946) sefiala que. en general, la dificultad no se encuentra en la derivación 
de estadísticas de prueba, sino en la búsqueda de la distribución asociada a éstas 
cuando la hipótesis nula es verdadera y en seleccionar el mejor criterio. El método de 
análisis estadístico asociado a la prueba de la hipótesis llneal general bajo el modelo 
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general de análisis de varianza multivarlado resulta confuso, ya que existe una serle 
de estadísticas de prueba propuestas en la literatura, sobre las cuaJes no resulta claro 
cual es la más conveniente y aún más, no se conoce la distribución de algunas de las 
estadísticas de prueba propuestas para realizar el contraste. 

De esta manera resulta atractivo, por una parte, desarrollar una hipótesis lineal 
general a partir de la cual diversos contrastes de interés puedan ser planteados como 
casos particulares y, por otro lado, derivar un criterio de prueba con un método 
comúnmente empleado como es el cociente de verosimilitudes generalizado, el cual 
paseé una serie de propiedades que hacen atractiva su utilización. Cabe mencionar que 
en la derh·ación de estadlsticas de prueba en el análisis multivariado existen dos 
enfoques generales de uso común. El primero se basa en la prueba de cociente de 
verosimilitudes generalizado y el segundo en la prueba asociada al principio de unión 
e intersección (Mardia et al, 1979). En algunas ocasiones, los dos enfoques conducen a 
la misma e.stadistica de prueba pero en otras producen diferentes criterios de 
decisión. 

Dado lo anterior, los propósitos de este trabajo son proponer una manera de 
identificar y manejar las matrices estimables, presentar una derivación de la prueba de 
cociente de verosimilitudes generalizado de una hipótesis lineal general, sobre 
parámetros estimables, bajo el modelo general de aná.llsis de varianza multivarlado de 
Potthoff y Roy (1964) y derivar por último la distribución exacta de la estadística de 
prueba obtenida mediante este procedimiento. 
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ANTECEDENTES DEL ANALISIS 
ESTADISTiCO DE WIODELOS DE 
ANALISIS DE VARIANZA 
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2 Antecedentes 

A partir de la proposición de un modelo generalizado de Análisis de Varianza 
~tultivariado sugerido por Potthoff & Roy (1964} varios autores han realizado trabajos 
relacionados con el análisis de este modelo, entre los cuales pueden mencionarse 
Bargmann & Pasten (1964), Fujikoshi (1974). Geisser (1980). Gieser & Olkln (1970). 
Grizzle & Allen (1969). Kabe (1975). Kenward (1986), Khatri (1966), Krishnalah (1969). Lee 
J.(1982), Lee Y. (1974). Mudholkar. Davidson & Subbalah 11974), Potthoff & Roy (1964). 
Rao {1959, 1965, 1966), Smith, Gnanadesikan & Hughes (1962), Srivastava {1966), Timm 
(1980) y Tubbs, Lewis & Duran (1975). 

Esta sección tiene el propósito de exponer un breve resumen sobre la fonnulación de 
modelos de Análisis de Varianza Multivariado planteando una hipótesis lineal general. 
Se presentan también algunas de las estadísticas de prueba que han sido propuestas 
para realizar el contraste. 

2.1. Formulación de un Modelo Usual de Análisis de Varianza Multivariado 

Como sef\alan Potthoff y Roy (1964). el modelo usual de análisis de varianza 
multlvariado es 

E(Xnxp)=Dnxg llsxp (2.1) 

donde r(D)=r<gc;;n, los n renglones de X tienen distribución independiente y cada 
renglón sigue una distribución Normal p-variada con matriz. de covarianzas I:. y 
vectores de medias definidos por la relación (2.1). La matriz D es una matriz de 
constantes conocidas y ll es una matriz de parámetros desconocidos. Como puede 
observarse, este modelo incluye como casos particulares a los modelos multivarlados 
de Análisis de Regresión y Diseñ.os Experimentales. 

2.2. Formulación de un Modelo Crl!neral de Análisis de Varianza Multivariado 

El modelo usual de Análisis de Varianza Multivariado (2.1) puede ser generalizado 
mediante la adición de una matriz post-multiplicando el valor esperado de la matriz X 
y su definición es la siguiente: 

Sea Xn'XP una matrlz cuyos vectores renglón son Independientes y siguen una 
distribución Normal con matriz de covarlanzas L y vectores de medias definidos por la 
relación 

(2.2) 
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donde r(D)=r..;g<;n y r(E)=s<:q1'p. Las matrices D y E son matrices de constantes 

conocidas y µ es una matriz de parámetros desconocidos. 

Como puede observarse. el modelo (2.i) se obtiene como caso particular de (2.2) 

cuando q=p y E=Ip. Una de las utilidades de eSta generalización, radica en que cierto 
tipo de modelos de crecimiento pueden ser analizados con este modelo y no pueden 
ser planteados como casos particulares del modelo usual de Análisis de Varianza 

Multivariado (Potthoff y Roy, 1964). 

2.3. Formulación de la Hipótesis Lineal General 

Bajo el modelo (2.l), una hipótesis lineal general sobre la matriz µ de parámetros 
desconocidos del modelo está dada por 

Ho: At.xg µgxp Bpxu= Ct.xu ' 
(2.3) 

donde A. B y C son matrices de constantes conocidas tales que 

r(A)= t~r • r(B)= u~p y u~n-r. 

Bajo el modelo (2.2). una hipótesis lineal general sobre la matriz de parámetros 
desconocidos del modelo puede definirse como 

Ha: At.xs llgxq Bqxu= Ctxu • (2.s) 

donde A, B y C son matrices de constantes conocidas tales que 

r(A)= tCr • r(B)= uCs y ulllii:n-r-p+s. (2.6) 

Las hipótesis (2.J) y (2.s) na pueden ser contrastadas contra sus correspondientes 
negaciones para cualesquier matrices A y B. Este hecho, como se discutirá mas 
adelante, depende de Ja relación que guardan las matrices A y B con las matrices que 
definen el valor esperado de la matriz X. Esta situación es análoga a Ja que se 
presenta en los modelos de diseños experimentales, en los cuRles sólo se pueden 
probar hipótesis sobre funciones lineales de los parámetros linealmente estimables 
(Searle, 1971; Montgomery, 1976}. 

2.4. Contrlhuciones Pn!vlas 

En esta sección se presenta un breve resúmen sobre los métodos de análisis 
propuestos para realizar el constraste de la hJpótesls lineal general bajo los modelos 
usual y general de Análisis de Varianza Multivariado. 
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2.4.1. Contribuciones al Análisis del Modelo Usual de Análisis de Varianza 
Multivariado 

Las contribuciones previas al análisis del modelo (2.1), como puede consultarse en 
Potthoff y Roy {1964), estan asociadas a la hipótesis (2,3) en el caso particular C=O y 
pueden resumirse de la manera siguiente: 

Sea Dnxg = \D1nxr' D2nxfg-r)) donde 0 1 es de rango r; es decir, se supone que las 
columnas de D estan ordenadas de tal forma que las primeras r son linealmente 
independientes. Esta suposición no es restrictiva, ya que si las primeras r columnas de 
D no son linealmente independientes, se pueden reordenar los términos del modelo, 
de tal fonnn que 0 1 sen de rango completo. 

Defínase también 

At:xg= (A1t.xr A2tx(g-r)) • 

La hipótesis (2.3) en el caso particular C=O ha sido considerada por Patthoff y Rey 
(1964). Estas autores señalan que para que la hipótesis pueda ser contrastada se debe 
tener 

(2.1) 

de donde se sigue que r(A 
1 

)= r(A)=t. Esta condición. como se discutirá mas adelante, 

garantiza que la estimación máximo verosímil de la matriz de parámetros A~B es 
única. ya que corresponde a una condición de estlmabllidad cuya definición se 
formaliza en la sección 4.1.1. Sean las matrices Sh debida a la hipótesis y Se debida al 
error definidas por 

S •B'X'D (D" D ¡-•A" [A (D" D ¡->A' J-' A (D' D ¡->o• XB 
h 111 1111 1 111 1 

y 
S =B'X'[l-D (D' D ¡-• D' JXB e t 1 1 1 

Las 3 prueba& propuestas de la hipótesis (2.3) en el caso C:cO, bajo el modelo (2.t) son: 

a) Prueba de Rey. La estadística de prueba está dada par el valar propio mayor de 

shs;1
• 

b) Prueba de Suma de Valares Propios. Esta prueba constituye una extensión de un 
concepto desarrollado por Hotelllng (1951) y produce una prueba basada en la traza 
de sh s;1. 

e) Criterio /\.. Esta prueba es una generalización de un concepto desarrollado por 
Wilks (1932) y utiliza como estadlstica de prueba a 
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Cabe sefialar en este punto algunos comentarios en relación a las suposiciones 
realizadas por Potthoff y Roy respecto al rango de la matriz D. Consideran también 
las restricciones rt;;g y r<n, eliminando en las condiciones (2.4) la restricción ut;;n-r. Un 
análisis de Ja matriz Se revela que su rango coincide con k=min(u,n-r) y dado que las 

condiciones r<;g y r<n no implican que la matriz Se tenga rango u, se tiene por tanto 
que su inversa no siempre existe por lo que en estos casos las estadfstlcas de prueba 
no resultan estar bien definidas. Naturalmente, al agregar la condición n-r;'l:u se tiene 
k=u y por tanto la matriz St! resulta ser de rango completo. Al respecto, Smlth, 
Gnano.desikan y Hughes (1962) consideran la restricción n-r;oip en lugar de la 
restricción n-r;;tu señalada en (2.4). Utilizando esta restricción se deduce que el rango 
de S

9 
es u. ya que n-r):p;;tu; sin embargo, la cond.lción n-r;.u es suficiente y menos 

restrictiva que la condición n-r;:rp, por lo cual se adoptó en este trabajo. A su vez. el 
rango de la matriz Sh coincide con l=min{r(A),r(Bl)=mln(t,u) y dado que para 
cualesquier hipótesis se tiene l;;tl, la matriz Sh posee al menos un valor propio 
distinto de cero. Cabe señalar también que para 1=1 los tres criterios coinciden, pero 
para 1>2 los criterios son distintos y pueden llevar a diferentes conclusiones. La 
forma de las reglones de rechazo para cada prueba, así como información adicional 
sobre tablas de cuantiles asociados a estos criterios puede consultarse en Smlth, 
Gnanadeslkan y Hughes (1962). 

Potthoff y Roy (1964) sei\alan que se conoce muy poco sobre las potencias relativas de 
estas pruebas, a excepción de que nlngunu es uniformemente mejor que las otras. 
Sefialan también que la prueba de Roy tiene la ventaja de que la d.lstribución de la 
estadística de prueba bajo la hipótesis nula se conoce y se encuentra tabulada (Heck, 
1960). Puede demostrarse que las matrices Sh y Se son independientes con 
distribuciones Wishart, por lo que la variable A posee distribución A de Wilks. 
Actualmente existen tablas para la extensión del criterio de Hotelllng y la 
distribución A de Wilks (Kress, 1983}, por lo que puede decirse que en este sentido, 
estos criterios no se encu~ntran a la fecha en desventaja rcs;Jccto i'.l la prueba. de Rey. 

En relación a lo.s tres criterios de prueba defin1dos anteriormente, Smith, 
Gnanadesikan y Hughes (1962} sei\alan que los tres criterios de prueba más comunes 
coinciden con los tres anteriores con la siguiente modificación al lnclso a) 

a) Prueba de Roy: La estadística de prueba está dada por el valor propio mayor de 

Sh<se .. sh>-'. 
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Denotando por A el valor propio mayor de Shs;1 y por 9 el valor propio mayor de 
Sh(S

9
+Sh)- 1 se sigue que 9=).(1 ... A,)-1 de donde se deduce que ambos procedimientos de 

prueba son equivalentes. 

2.4.2. Contribuciones al Análisis del Modelo General de Análisis de Varianza 
Multivariado 

Potthoff y Roy (1964) sei\alan que el análisis de este modelo puede realizarse como 
sigue: 

En el modelo general (2.2), suponen E de rango completo e indican que esta 
suposición no es restrictiva, ya que si E no es de rango completo, es posible 
reescribir el modelo redefin!endo µ y E, de tal forma que la nueva µ sea de rango 
completo. Partiendo de esta. suposición, sea. H definidt1. por H=G-1 E'(EG-1 E')-1 donde 
G es cualquier matriz de rango completo y sea Y nxq una matriz aleatoria, dada por 
Y=XH. La matriz Y satisface la ecuación 

E(Y nxq)= Dnxg ~gxq' 

Dado que este modelo es análogo al modelo usual definido en (2.1) se puede utilizar el 
análisis descrito en la sección anterior para este tipo de modelos. Cuando p::iq, la 
matriz Y es igual a xs- 1 y no existe necesidad de escoger la matriz G. Cuando q<p, la 
selección de la matriz G afecta la potencia de las pruebas, el ancho de los intervalos 
de confianza y la varianza de los estimadores. Potthoff y Roy sugieren respecto a la 
selección de la matriz G que cuando E sea conocida se seleccione G=E y cuando !: sea 
desconocida se reemplaze la matriz G por un estimador de la matriz L basado en 
información independiente a X. 

Utilizando el método sugerido por Potthoff y Roy, el estimador de Ja matriz tL puede 
derivarse del Análisis de Regresión multivarlado y está dado por 

~=(D'D)-• D' Y 

(2.e) 

Respecto al proceso de estimación sugerido por Potthoff y Roy cabe seftalar que 
cuando L es conocida y se selecciona GiiE, el estimador P. coincide con el mejor 
estimador lineal insesgado de µ. Este hecho puede demostrarse utJlizando el teorema 
de Gauss-Markov y considerando particiones de las matrices X y µ deflnldas por 

y 
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Definiendo el operador v sobre una matriz Amxn de manera que Av sea un vector 
columna que resulta de apiJa.r los m renglones de A se obtiene que 

y rv -[~' J µ gqx1 - µg • 

de donde se sigue que 

y por tanto la matriz Y=(ln0E-.\ )Xv es tal que 

y 
E(Yv)= (ln®:¡:-'>)(D®E')µ•= (D0:i:->E•)µv 

V(YV) =(In®:¡:-'> )(tn®:!:)(ln®:!:-1;) = lnp. 

Por una aplicación del teorema de Gauss Markov. el estimador lineal lnsesgado de 
varianza mínima del vector µv está dado por 

f¡v = [{D0:i:-• E')'(D0:i:-" E'lr' (Dco:i:-" E')'Y 

=[D'D0E:i:-'> :¡:-> E'r'(D'@E:i:-> )(I®:!:-'>)xv 

de donde se deduce que 

y de aquí que la alternativa natural en la selección de la matriz G, en el estimador de 
(.1 definido en (2.e), sea E cuando ésta es conocida y una estimación de ésta en base a 
información independJente cuando sea desconocida. 
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Rao (1966) señala que el procedimiento de Potthoff y Roy es insatisfactorio por dos 
razones. Primero. la matriz G es arbitraria y segundo, la matriz de observaciones Xnxp 
se reduce a una matriz Ynxq y si q(p, existe una pérdida de información a menas que 
la matriz de covarla.nzas L sea conocida y se seleccione G=E. Respecto a la elección de 
la matriz G, sugerida por Potthoff y Roy, Rao señala que también esta sugerencia está 
sujeta a crítica. 

Respecto a la suposición de que la matriz E sea de rango completo hecha por 
Potthoff y Roy, en efecto, si E no es de rango q, es posible reparametrizar el modelo 
obteniendo matrices V.~xL y E~xp tales que E(X)=D\lªE• y r(E•)=t. Cabe señ.alar en este 
punto, que en la reducción del modelo general (2.J} a un modelo de la forma 

E(Y)=Dnxg l!gxq propuesta por Potthoff y Roy se puede, de manera análoga a la 
suposición hecha para la matriz E. suponer que D es una matriz de rango completo, 
ya que si D no es de rango completo, es posible determinar n:_xu y ~:xq donde 
r(D"')=u, de manera que E(Y)=o•v.• y emplear técnicas de Análisis de Regresión 
Multlvartado (Mardla et al, i979) para realizar inferencias sobre µ•. En modelos de 
dlsenos experimentales el empleo de esta técnica se conoce como reparametrlzaclón 
del modela. 

Por otra parte. y en relación al procedimiento de análisis sugerido par Patthoff y Roy, 
no resulta clara la posibilidad de realizar un contraste particular que involucre a la 
matriz µ y el procedimiento a seguir en caso de ser una hipótesis contrastable. 

La elección o conveniencia de una particular reparametrización del modelo respecto a 
la matriz D ó E no es clara. por lo que resulta conveniente trabajar el modelo sin la 
suposiciones de que D y E son matrices de rango completo y detenninar de manera 
general que tipo de hipótesis son las que se pueden contrastar. 

Otra técnica de análisis del modelo general de análisis de varianza se debe a Rao 
(1966) y consiste en lo siguiente: 

Sea s=r(E), Hpxp=(H
1
,H

2
) una matriz no singular tal que EH

2
=0 y las s columnas de H

1 

forman una base del t:spa.clo generado por los renglones E. Postmultipltcando ambos 
lados de (2.2) por H se tiene 

E(XH
1
)= oµEH 1 y E(XH,)=O. 

EL rango de EH1 es s. de manera que µEH
1 

puede ser substituida.por la matriz v.;xa 
de parámetros independientes. por la que el modelo (2.:?.) puede escribirse como 

E(Y)=oµ• y E(Z)=O. 

donde Y=XH
1
y Z=XH

2
• La esperanza condicional de Y dada Z está dada. por 
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E(YIZ)= oµ.z~. 

donde 13 es una matriz de parámetros de regresión desconocidos. Con esta 
transformación del modelo~ Rao (1966) propone un análisis condicional sobre hipótesis 
de la forma L(µ·.~)=O. Cuando el rango de E es q, Rao señala que puede seleccionarse 
H

1
=G-1E'(EG-1E')-1 y H

2 
tal que EH

2
=0, donde G es cualquier matriz positiva definida. 

El modelo condicional en este caso resulta ser 

E(YIZ)=Dµ·Z~ (2.8) 

en el que Jos panlmetro.s originales son retenidos. Rao señala que en el método de 
análisis de Potthoff y Roy la información contenida en Z es ignorada. 

Un estudio realizado por lee (1974) revela que el estimador de µ obtenido a partir del 
modelo condicional (2.10) tomando G=I está dado por 

íl= (D'D)-•o·xs-•E'(Es-'E'J-•. 

donde S es la matriz de residuales de los datos analizados; es decir, 

S =X' Cl-D(D'DI' D') X. 

El estimador anterior coincide con el estimador de Potthoff y Roy (2.e} substituyendo 
G=S y con el e&timador (2.9) substituyendo I:=S, por lo que Lee concluye que el 
modelo condlcional de Rao es escencialmente el mJsmo que el de Potthoff y Roy para 
propósitos de estimación. 

El Inconveniente del procedimlento de Rao racllca en que las Inferencias resultan 
obtenidas de un modelo concilclonal y en que de nuevo, no resulta clara la posibilidad 
de realizar un contraste particular que involucre a los parámetros originales en la 
matriz µ y el procedimiento de prueba en caso de ser la hipótesis contrastable. 

Por otro lado, también resulta de interés determinar la posibilidad de contrastar 
hipótesis mas generales que las propuestas por Potthoff & Roy (1964) y Rao (1966) que 
sean de la forma (2.s), bajo el modelo general de Análisl.s de Varianza l\.fultlvariado. 

Otra técnica de análisis, basada en el criterio del cociente de verosimilltudes, es 
propuesta por Gleser y Olkin (1970) y puede resumirse de la siguiente manera: Sean 
D y E en el modelo (2.2), matrices de rango completo. Si D y E no son matrices de 
rango completo, siempre es posible rcparametrlzar el modelo de manera que las 
nuevas matrices D y E sean de rango completo. De los teoremas A.19 y A.20 se 
obtiene que las matrices D y E pueden escribirse como 
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O xg" r, (ls)T, y Eqxp=T2 (lq,O)í2 , n nxn O gxg qxq pxp 

donde r 
1 

y r 
2 

son matrices ortogonales y T 
1 

y T 
2 

son matrices de rango completo. See. 
x•=r,xf"2 y sea una partición de x· definida por 

x• = (X~ gxp ) . nxp • . 

• x2(n-g)xp 

Utilizando los teoremas A.20 y A.21 puede escribirse 

T-• B = r (O )T 
2qxq qxu "qxq lu J.uxu • 

donde r 3 y f J. son matrices ortogonales y T :J y T J. son matrices de rango completo. 
Utilizando estas descomposiciones se definen la.s matrices 

y 

donde S=x~·x~. Partlclonando las matrices Z y V como 

y 

z = ( z11
t.x(q-u) 

gxp 
z,, 

z., 

z 22Cg-thcu 

z., ) 
z23 

]· 
el cociente de verosimilitudes generalizado (A) para la hipótesis (2.s) en el caso 
particular C=O. bajo el modelo (2.2), está dado por 
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y la estadística T=J\2 'n puede ser utilizada para realizar el contraste. Gleser & Olkin 
(1970) señalan que la prueba de cociente de verosimllitudes condicional propuesta por 
Rao es también la prueba no condicional. 

Con objeto de determinar los cuantiles de la distribución de T. Gleser & Olkin (1970) •• 
sen.aJan que la distribución de la variable T es igual a la distribución de /J

1 
~i donde 

!3
1

, ••••• .,1311.
1 
son variables independientes tales que 

i=1, ... .,a1 • 

donde a 1=mJn(u,t) y a 2 =max(u.tl. Como los momentos de la estadística T son 
conocidos puede utilizarse para realizar la prueba la siguiente aproximación 

P(- ~ lnJ\<:.x)= c 1P(X.~u<:.x) .. c 2P(Y.~u+4Cx)+- c3P(X.~u+a<:x) .. O(n-6), 

donde 

h= n-g-p+q+!-(t-U<-1), 

( •• )2 Ót Ó2 
c 1= 1--¡¡ +h2-~· 

ó, ó, 
c 2= ~ (1-~), 

ó~ Ó2 
c3= :zh' .. ~ • 

0 = tu( u2+t2-s) 
t 48 • 

y 

Como comentarios generales a la exposición de Gleser y Olkin puede mencionarse que 
no se analiza el hecho de que una particular hipótesis pueda contrastarse; es decir. 
que Involucre sólo funciones llned.les e:i;tima.bles de Jos parámetros. los autores 
seftalan también que tomar C=O en Ja hipótesis (2.s) no es una pérdida de generalidad; 
:!>in embargo. resulta de interés proporcionar la· forma explfcJta de la estadística de 
prueba cuando C es diferente de cero. Resulta también conveniente, obtener una 
expresión general de la estadística de prueba asociada a una hipótesis lineal general 
sobre los parámetros linealmente estimables del modelo, es decir, cuando D y E no 
necesariamente sean de rango completo. Por ·otro lado, aparece atractivo un estudio 
más detallado sobre la distribución de la estadfstica de prueba y realizar pruebas con 
cuantiles obtenidos de manera más precisa. 
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3 Resultados Generales sobre Distribución de FOTlllBS Cuadráticas 

Con objeto de presentar de manera simple la obtención y distribución de la estadística 
de prueba obtenida vla cociente de verosimilitudes generalizado asociada a una 
hipótesis lineal general en el modelo generalizado de análisis de varianza multivarlado 
(2.2), en esta sección se definen las distribuciones Normal ~1ultlvariada, Wishart y A 
de \Vilks, se presentan resultados sobre estas distribuciones y algunos teoremas que 
resultan de utilidad en la obtención del cociente de verosimllitudes generalizado. 

3.1 Definiciones 

En esta sección se definen densidades que resultan involucradas en la formulación de 
teorema:; sobre distribución de matrices de formas cuadráticas y se presenta una 
extensión de la definición de función característica al caso de matrices aleatorias. 

3.1.1 Definición de las Densidades Normal Multivariada, Wishart y A de WUks 

Las siguientes definiciones proporcionan caracterizaciones de las densidades Normal 
Multivariada, Wishart y A de Wilks. 

DEFINICJON 3.1 Se dice que un vector aleatorio Xpxi tiene distribución Nonnal 
t-.tultivariada de dimensión p con vector de medias tlpxt y matriz de covarianzas E.pxp 
definida positiva. si su función de densidad está dada por 

Para simplificar se denota por X""Np(µ,E.}. 

DEFINICION 3.2. Se dice que una matriz aleatoria Mpxp tiene distribución Wishart de 
dimensión p con matriz de escala E definida positiva y n grados de libertad si se 
puede representar como M=X'X donde las columnas de X'=(X

1
, •••• ,X

0
) son 

independientes y tienen distribución Normal de dimensión p con media cero y matriz 
de cova.rianzas E. Para simplificar se emplea la notación M-WP(E.,n). Cuando n;.p se 
dlce que M tiene distribución no singular Si n(p se dice que M tiene distribución 
Wlshart singular. 

El valor esperado de una variable con distribución WP(E.,n) es nl:. Esto puede 
verificarse tomando X'=(X

1
, .... ,"n) y observando que 
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n 
= L {E(X1 X'1)-E(X1) E(Xj}I 

•=• 
n 

=L V(X,l 
••• 

=nE. 

DEFINICION 3.3. Sean W
1 

y W
2 

matrices aleatorias con distribuciones independientes 
\VP(l,m) y \VP(I,n) respectivamente con m>p. Si la variable X puede escribirse como 

X= IW,I =ll·w-•w 1-• 
4 \\V1+W2l t 2 

se dice que tiene dJstrlbución A de Wllks con parámetros p,m y n. Para simplificar se 
utiliza la notación X-A(p,m,n}. 

3.1.2 Definición de la Función Característica de una Matriz Aleatoria. 

DEFINICION 3.4. Sea Xpxq una matriz aleatoria y e una matriz de dimensión pxq. La 
función característica de X denotada por <f>x.(0) se define como 

'Px(9) = E[exp{< tr(9'X)}]. 

Es interesante señalar en este punto algunos comentarios en relación a la deflnJción 
de la función característica de una matriz aleatoria. La traza de la matriz t3'X estd. 
dada por 

de donde puede observarse que ca.da elemento de la matriz X se asocia con un 
elemento de la matriz 9. Naturalmente esta definición reproduce como casos 
particulares las definiciones de función cuacterlstlca en eJ caso de variables 
aleatorias reales y vectoriales. Los momentos conjuntos de la distribución pueden 
obtenerse mediante la relación 

{ 

d ku • k12 • ..... kqp 

• • .p kqp ~<l~9-ck-,,-.----d-9~kc--qp-

" qp 

'flx(9)} 1 (a.1) 
8=0. 
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Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de la ecuación 

Otro aspecto de interés en relación a la definición de la función característica 
consiste en sef\alar que si la matriz X satisface algunas restricciones, como es el caso 
en que algunos elementos de la matriz X son por construcción iguales a algunos 
otros, la matriz e se puede definir con las correspondientes restricciones o 
equivalentemente haciendo que algunas de sus entradas sean cero, ya que en realidad 
en este caso el número de variables aleatorias diferentes es menor que pq. Por 
ejemplo, si X es una matriz simétrica, la matriz 9 se puede escoger simétrica, 
triangular superior ó triangular inferior. Particularmente, si se desea determinar 
momentos conjuntos de la distribución de X, es conveniente la elección de 9 
triangular para que (J.t) siga siendo válida, ya que si X es simétrica y se selecciona 9 
también simétrica, los momentos conjuntos sati.sfacen ld relación 

'Px(0)} 1 
0=0. 

Como último punto respecto a la definición de la función característica cabe sef\alar 
que si Xpxq y Y r:xa son matrices aleatorias, la función característica conjunta de X y 
Y está definida por 

-1 donde 8
1 

y 8
2 

son matrices de dimensión pxq y rxs respectivamente. Esta definición es 
consistente con la definición 3.4, ya que si se consideran las matrices 

la función característica de z. que colncide con la función característica conjunta de 
X y Y, resulta utilizando la definición 3.4 

'Px,y (e,, e,)= <p,( e) 

= E[exp{ Hr9'Z}] 

= E [ exp { Atre; X•.1.tra; Y}]. 
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3.2 Teoremas sobre Matrices Aleatorias 

En esta sección se generaliza el teorema de unicidad y el teorema de inversión para 
vectores aleatorios. a1 caso de matrices aleatorias. Se presenta también un teorema de 
utilidad en la caracter"lzación de independencia en matrices aleatorias. 

3.2.1 El Teorema de Unicidad para Vectores y Matrices Aleatorias. 

TEOREMA 3.1. <Teorema de unicidad para vectores aleatorios}. Dos vectores aleatorios 
tienen la misma función caracter-lstica si y sólo si tienen la misma función de 
densidad salvo por un conjunto de medida cero. 

DEMOSTRACION. Ver Cramér C 1946, pág. IOU. 

El teorema anterior puede generalizarse fácilmente el caso de matrices aleatorias. El 
resultado se establece en el siguiente teorema. 

TEOREMA 3.2. (Teorema de unicidad para matrices aleatorias). Dos matrices aleatorias 
tienen la misma función característica si y sólo si tienen la misma función de 
densidad. 

DEMOSTRACION. Sea Mpxq=(Mf 1,, ••• ,Mcq» una matriz aleatoria y sea 
N'=( M'c 1,, ••••• M'cq>); es decir, N es un vector de dimensión pq que se obtiene apilando 
las q columnas de matriz M. La función característica de M puede expresarse como 

'PM(9)= E[exp{J.tr (9'M)}] 

= E[e . .-p{ •ó'N}] 

= cp,.(ó), 

donde ó es un vector de dimensión pq obtenido apilando las columnas de e; esto es 
b'i:o(0'! 1l•"···ª'cql). Del teorema 3.1 se sigue la unicidad de la función de densidad asociada 
a q>N(ó) y por tanto se sigue la unicidad de la densidad asociada a ipM(9). 

3.2.2 El Teorema de Inversión para Vectores y Matrices Aleatorias. 

TEOREMA 3,3, (Teorema de inversión para vectores aleatorios). Sea Xpxi un vector 
aleatorio. Si la función característica 'Px(t) es absolutamente integrable, entonces X 
tiene función de densidad dada por 

fx(x)= (2n)-PJ_: exp (At'x) cpx(t)dt. 

DEMOSTRACION. Ver Cramér 11946, pág. 101). 



22 

TEOREMA 3.4. (Teorema de inversión para matrices aleatorias). Sea Xpxq una matriz 
aleatoria. Si la función característica lJlx(9) es absolutamente integrable, entonces X 
tiene función de densidad dada por 

f (x)= (rn)-pqJ 00 exp(Hr6'xl<p (6)d6. 
X -~ X 

DEMOSTRACJON. Sea X=(X<i>"''"X(q)) y sea Y un vector aleatorio de dimensión pq 
definido por \''=(X' 111 , ••• ,X'!q>). Definiendo t'=(6'¡ 11''''''e·1q>) donde e, 1,. •••• ,eCq> 

corresponden a las columnas de la matriz 9 se obtiene que 

'Px(6)= E[exp { Hr8'X}] 

= E[exp{•t'Y}] 

= 'P/t). 

Del teorema 3.3 se sigue que 

fx(x)= fx(y) 

= b:rpqloo exp(•t'y)<py(t)dt 
-oo 

= (m)-pqloo exp(itrS'x) 'Px(6)d6, 
-oo 

lo cual demuestra el resultado. 

3.2.3 Una Caracterización de Independencia en Matrices Aleatorias. 

Una forma de caracterlzar la independencia entre do~ matrices aleatorias se formula 
en el siguiente teorema. 

TEOREMA 3.S. Las matrices aleatorias "i>xq y Y rxa son independientes si y sólo si la 
función característica conjunta de X y Y se factorlza como el producto de las 
funciones características marginales de X y Y. 

DEMOSTRACION. Sean X y Y independientes. La función característica conjunta de X 
y Y está dada por 

'Px,y (6,A)• E[exp{Ur6'X-HrA'Y}] 
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= J_:J_:.exp{.ltr9' X+.l.tr A'y} f x.y(x.y)dx dy 

= J_:,J_: exp{.1.tr8' x+,1.trA'y}fx(x)fY(y) dx dy 

La demostración en sentido inverso resulta de utilidad para caracterizar la 
independencia entre variables. Sean X y Y das matrices aleatorias tales que <flx,y(9,A)= 

cpx(9) !f'y(A)~ Sean Z y U vectores columna definidos por Z'=(X'cil'' .... X'cq>' Y'{tl'""""y(:sl} 

y U'= (0'< 1)' •• ,,.9'r >' A'c,>•·····A'(:s)) donde X=(Xti>''''"•Xcq»• Y=(Y¡ 1p····•Yr11 ,), 8=(0c 1p .... ,0Cql) 
y A=(A,

1
,. •••• ,A 18~. Del teorema 3.3 se obtiene que 

t;.jx.y)= f,(z) 

( 2-)-fpq+r:s) J m ( ) ( .. exp A u'z cpJ:; u)du 
-m 

( ) -fpq+n) J m J ro ( ( ) 21t exp .i.tr9'X•J..trA'y)<px,y 9,A d8dA 
-w -en 

= (2rr)-(pq+l"'ZI) fro fa. exp(J.tr0'x•AtrA'y)qlx(8) cpy(A) d9dA 
-co -= 

lo cual implica la inde"pendencia entre X y Y. 

3.3 La Función Característica de la Densidad Normal Multivariada. 

En el siguiente teorema se obtiene la función característica de una variable aleatoria 
con distribución normal multlveriada. 

TEOREMA 3.6. Si X- N p(µ,I:) y t'= ( t 1 , ••• ,tp) entonces 

'l'x(t)= exp {it'µ- !t' I: t}, 

DEMOSTRACION. Deflnlendo Y=r:-lt(x- µ), la función característica de X puede 
calcularse como 

'l'x(t)=E{exp(ü'X)} 



=E {exp(At'[!: .. Y•µJJ 

= exp(At'µ) E{ exp(At' E"YJ 

= exp(At'µ) 'Py(l:".J. 

La función característica de Y valuada en ó'=(S,, ... ,óP) puede obtenerse como 

= .f = exp (A ó'y) lrn!:I-· exp{ -! (!:"y+µ-µ)'!:-• (l:" y+µ-µ)} ll: "1 dy 
-= 

p 
= rr exp { --<f.} 

l=I 2 

= exp{-fó'ó}. 

de donde se sigue finalmente que 

'Px (t) = exp(At 'µ) 'Py(l:"tJ 

= exp{At'µ-tt'H}. 

lo cual demuestra el teorema. 

3.4 Resultados sobre la Distribución Nonn.al Multivariada en el Caso de Vectores. 

24 

En esta sección se obtiene la densidad de transformaciones lineales de variables 
normales multlvariadas y se deduce la función característica de una forma cuadrática 
general con distribución normal multivariada. 
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3.4.1 Distribución de Transfonnaciones Lineales de Variables con Densidad Normal 
Multivariada 

TEOREMA 3.7. Sea X""Np(µ,E), Y=AX ... b donde Aqxp es una matriz de constantes con 
r{A)=q <p y hERq un vector de constantes. La distribución de Y es Normal 
Multivariada de media Aµ ... b y matriz de covarianzas AE A'. 

DEMOSTRACION. La función caracterCstica de Y puede calcularse como 

'Py(t)= E{exp(•t"Y)) 

= E(e.<p[At"(AX•bl]J 

= exp(1t"b) E{exp(a"AX)) 

y por una aplicación del teorema 3.6 se sigue que 

'Py (t)= exp(At'b• •t"Aµ- t t• Al:A"t) 

= exp(•t'o-t t"Stl. 

donde 

y 
8= Al:A". 

Corno A es de rango completo y E definida positiva, se sigue que e es definida 
positiva. Del teorema 3.6 se deduce que <p,.(t) es la función caracterlstlca de una 
variable con dl~trlbución Nq(O,e) y del teorema 3.2 se sigue el resultado. 

3.4.2 La Función Característica de una Transformación Cuadrática General de una 
Variable con Dl5trlbuctón Normal Multlvariada 

TEOREMA 3.8. Si X-NP(µ,E) y Z=X'AX ... b'X donde A es simétrica y be!R.P entonces 

<j>.(t) = 11- 2AtAl: ¡-> exp{At (µ'Aµ+ b"µ)-f t2(2Aµ+ b)"(l:-• -ZAtAf '(2Aµ•b)}. 

DEMOSTRACION. Como I:-1 es definida positiva y A es simétrica. del teorema A.18 se 
tiene que existe una matriz Fpxp de rango completo tal que FL-1F=l y FAF=D, donde 
D=dlag(d

1 
•••• ~). Definiendo Y=F-'(X-µ) se sigue del teorema 3.7 que Y-NP(O,J). 

Utilizando estas relaciones puede escribirse 
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<p%(t)= E{exp(ltZ)} 

=E {exp[At(X'AX+b'X)]I 

= exp{ H(µ'Aµ•b'µ)} E {exp[H( Y'DY+m'Y)]I. (3.2) 

donde m'= (m,_ •... ,lJ'\,) = 2µ'AF• b'F. Utilizando la independencia de los componentes del 
vector Y se sigue que 

p 

E { exp[ At( Y'DY.m'Y)]) = E { exp[ •t
1
¿¡<d1 ,·;+m1 Y1l]} 

p 

= l}, E {exp[At(dl Y1'•m¡ Y 1J]} 

= §, J_: (2rr)-i,.exp{-t<1-2Atd1ly¡'+<tm1y¡}dy1 

[ 
p _,,,] { ' p 2 -·} = ~ (1-2Atd1) exp -t t :!:: m¡ (1-2Atd1) r=-1 1 .. 1 

= l l-2AtD 1-i,. exp{-! t' m' (l-2AtDJ-• m} 

= l(FJ-'I ll-2AtFAF)-'> /FI-'> exp{-! t'(2Aµ.b)'[(FJ' 0-2AtFAF)F1J-• (2Aµ+bl} 

=ll-2;.tA~Ti,. exp(-!t2(2Aµ• b)'(:!:-1-2HA)-• (2Aµ•b)}. 

Substituyendo este resultado en (J.:?) se obtiene 

<p.(t)= 11-ut AI:)-'> exp{ At( µ'Aµ• b'µ) -! t2(2Aµ+ b)' (;¡:-•_ utA)-• (2Aµ• b)} , 

lo cual demuestra el teorema. 



COLORARIO 3.8. Si X- NP( tt.I:) y Apxp es una matriz simétrica entonces 

'P x'Ax(t)= II- 2aAi:i-" exp { .ltµ' CI- 2AtA1:)-'Aµ). 

DEMOSTRACION. Del teorema 3.8, en el caso particular b=O se tiene que 

= II-2.1.tAE.i-~ e.v:p { .1.tµ' E-t (E.-1-2AtA)- 1 Aµ} 

= II-utA1:1-•exp{Hµ'( I-2HAl:T'Aµ), 

lo que demuestra el corolario. 

3.5 Caracterización de la Densidad W!shart y de una Matriz de Datos Normales 
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El propósito de este apartado es determlnar Ja función caracterfstlca de una variable 
con distribución Wishart y de una matriz de observaciones normales Independientes. 

3.5.1 La Función Característica de una Variable con Densidad W!shart 

TEOREMA 3.9. Si Mpxp""'Wp(L,n) y 9pxp={911} es una matriz simétrica entonces la 
función característica de M está dada por 

n 
DEMOSTRACJON. De Ja definición 3.2 puede escribirse M=L Y

1 
y•

1 
donde Y

1
, ... ,Yn son 

)•• 
independientes con distribución NP(O, E.). Utllizando esta Igualdad se obtiene 

n 

<pM(8)= E{exp(Atr8' 'f., Y1 YjJ} 

= Jª• E{exp(A Yj 9 Y1J} 

donde Y-NP(O,E). Utlllzando el corolario 3.6 se deduce que 
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lo cual demuestra el resultado. 

3.5.2 La Función Característica de una Matriz de Variables con Distribución Normal 
Multivar!ada 

TEOREMA 3.10. Sea Xnxp una matriz aleatoria donde las columnas de X' ={X
1

, ... ,Xn} 
son lndependjentes y tales que 

i=t, .. .,n. 

La función característica de X está dada por 

'Px(0)= exp {Atr e·µ-!tr0 !:0'1. 

donde µ'= (µ
1 

•••• µn) y 9 es una matriz de d.Jmenslón nxp. 

DEMOSTRACION. Definiendo 9'=(9
1

, •••• en) se obtiene que la función característica de 
X puede expresarse como 

<p,.(0) =E {exp(.ltr0'X)} 

=E { exp (.1.tr f 01 x;)} 
••• 

=E {exp(.1.f e1 X'1)} 
l:t 

= 
1
6

1 
E{e.\'p (.L9jX 1>} 

Por una aplicación del teorema 3.6 se obtiene 

= e . ..-p{urf 01µ 1-! f e; i: e.} 
lzt l=I 

= exp { Atr e·µ-t tri: f e, e·,} 
l=t 

= exp { .1.tre•µ-! tri: e• e} 
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= exp { Hr S'µ-t tr 6 l: 6'}, 

lo cual finaliza la demostración. 

3.6 Resultados sobre la Distribución Normal Multlvariada en el Caso de Matrices, la. 
Distribución Wlshart y la distribución A de Wllks 

Esta sección tiene como propósito establecer una serle de resultados asociadas con 
matrices de observaciones normales multivariadas. En estos teoremas se deterntlna la 
distribución de un tipo de transformaciones lineales de variables Wishart y se 
establecen las condiciones necesarias y suficientes para que una transformación llneaJ 
de una. matriz de observaciones independientes de la distribución normal resulte en 
una matriz de observaciones independientes de esta distribución. Se determinan 
también las condiciones bajo las cuales dos transfonna.cioncs lineales de una matriz 
de observaciones normales resultan ser independientes obteniéndose la función 
característica de una forma cuadrática general de una matriz de datos normales y 
estableciéndose las cond.Jclones bajo las cuales esta forma cuadrática paseé 
distribución Wishart. 

3.6.1 Distribución de Transformaciones Lineales de Variables Wishart 

TEOREMA 3.11. Si M ...... W P{E,n) y Bpxq con q<"p es una matriz de entradas reales 
entonces B' MB-Wq(B'I:B,n). 

DEMOSTRACION. Dado que M se puede escribir como X' X donde los renglones de X 
son lndependJentes y tienen dJstribuclón NP(O,E). se tiene que 

B'MB=B'X'XB=Y'Y, 

donde Y'=B'X'=(B'X
1

, •••• ,B'Xn) y por ser X
1
,. ••• ,Xn Independientes se obtiene que 

B'X1, .... ,B'Xn son independientes. Por el teorema 3.7 B'X1 ...... Nq(O,B'I:B) 1=1,. ... ,n. 
Utilizando Ja definición 3.2 se concluye que 

B'MB-W q(B'l:B,n). 

lo cual demuestra la afirmación. 

3.6.2 Transformaciones Lineales de Matrices de Observaciones Independientes de la 
Distribución Normal 

En esta sección se determinan las condiciones necesarias y suficientes que se 
requJeren para que una transformación lineal de una matriz de observaciones 
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independientes de la dlstribución normal multivariada resulte de nuevo en urna matriz 
de observaciones independientes de esta distribución. 

TEOREMA 3.12. Sea Xnxp una matriz aleatoria donde las columnas de X'=(X
1

, ..... Xn) 
son independientes con Wstribución NP(µ,L.) y sea Y mxq=AXB donde A y B son 
matrices de constantes tales que mq;.np. Las columnas de Y'=(Y

1 
..... ,Y rn) san 

independ!entes con distribución Nq{óB'µ,11B'~B) si y sólo si 

a) (Media Común) Al=ól para algún óEIR ó B'µ=O. 

b} (Independencia) AA'=l'JI para algún r¡EtR. 

donde 1 es el vector de dimensión n con todas sus entradas iguales a uno. 

DEMOSTRACJON. Sea y;_q un vector columna obtenido apilando las columnas de Y, 
esto es 

y.:.~= (Y'(1)''º''•Y(q)). 

Del teorema A.Sh se obtiene que 

donde © denota el producto Kronecker. 

La dlstrlbucfón de Xª es Nonnal multivarlada de dimensión np. Esto puede 
demostrarse observando que los renglones de X tienen distribución independiente y 
por tanto la distribución de X puede escribirse como el producto de las densidades de 
cada vector X 1; es decir 

de dondt! :;e sigue que 11:1. di:;tribución de X" es Nnp(µQl,L~I). SI mqc;np del teorema 
3. 7 se obtiene que 

Los vectores Y(a)···· .. Y(m) tienen la misma media si y sólo si 

B'µ®At =O 
ó 

e·~0AI= Me!, 
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donde M es cualquier vector de dimensión mq. Estas das condiciones equivalen a 
B'µ=O ó Al=ól para algún óe:IR. Por otra parte, las variables Yci>······Yfml son 
independientes si y sólo si 

B' :E B 0 AA'= N 0 1, 

donde N es cualquier matriz definida positiva de dimensión qxq. Esta cond1ción 
equivale a AA'=Ttl para algún número real r¡. 

3.6.3 Un Teorema sobre Independencia de Transfonnaclones Lineales de una Matriz de 
Datos Normales Multivllrlados 

TEOREMA 3.13. Sea Xnxp una matriz aleatoria donde las columnas de X'= (X1 ..... Xn) 
san indepei;idientes tales que 

L=l, ••• ,n. 

y sean Y= AXB y Z=CXD con Aqxn' Bpxr-• Caxn y Dpxt. matrices de constantes. La 
matriz Y tiene distribución independiente de la matriz Z si y sólo si 

B' :ED=O ó CA'=O. 

DEMOSTRACION. Sean 0
1 

y 9
2 

matrices de dlmenslones qxr y sxt respectivamente. La 
función característica conjunta de Y y Z puede calcularse como 

= E(exp(•tre;AXB+Atre; CXD)) 

= E [exp(HrB e;AX+Atr oe; CX)] 

= E[exp{ Hr(B e; A+ De; C)X}] 

= 'Px(A'0,B'+C'9
2
D') 

y del teorema 3.10 se sigue que 

ip,.,.<e,.e,l= exp{ Atq'µ-! tr ~¡: ij'}, (J,3) 

donde ij=A'9
1
B'+C'9

2
D' y µ'=(µ

1
, ... ,µn). la función característica de la matriz Y puede 

calcularse como función característica marginal de (a.a) y está dada por 

'P,.<e,J• 'P,.,. 10,.0¡ 

= exp{•trBe;Aµ-!trA'e,s;i::se;A} 

= exp{ltrBB; Aµ-!tr0,B'l:B9', AA'}. 
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Analogamente se obtiene que 

'fl.(9,J= exp { Atr oe; e µ-ttr e, o·i:oe; e C'}. 

Del teorema 3.5 se tiene que Y y Z son lndependJentes sl y sólo si 

esto es, si y sólo si 

~ trA'91B'E:De~ C=O 

v 9 1·ª 2 

Si CA'=O 6 e·r:o=O la ecuación (J.4) se verifica. La implicación inversa puede 
demostrarse definiendo u= r(CA') y v=r(B'LD) y obteniendo del teorema A.17 que 

CA'= UA V' 
y 

B'I:D= il/\Y., 

donde uaxu• "i;xu• urxv. vtxv son matrices que satisfacen U' U= 1, V' V= 1, U·ií =I y 

V• V=I y las matrices A y i\. son diagonales can elementos positivos definldos por 
A=Dlag (>.,,. ... >.u) y A= Dlag(\, .. .,)(v). Deflnlendo e,· Vlul'vª' y e,= UIJ'vV" donde tu 
y 1v son vectores columnas de dimenslónes respectivas u y v con todas sus entradas 
Iguales a la unldad, del teorema A.1.e se sigue que 

u v_ 
"' (:E>.,)( :E>. ,J=O 

1:1 l=l 

y dado que A. 1>o 1=1, ... ,u y 11>0 i=t, ... ,v se deduce que AzO ó A=o de donde se sigue 
que CA'=O ó B'I:D=O lo cual finaliza la demostrar.Ión. 

3.6.4 La Función Característica de una Transformación Cuadrática General de una 
Matriz de Datos Normales Multivarlados 

TEOREMA 3.14. Sea X,nxp una matriz aleatoria y µnxp una matriz de constantes tales 
que X'=(X1, ••• , Xn}. y µ = (µ1, •••• ~,) con n>p, donde X1, •••• Xn son vectores independientes 
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tales que 

1=1 •••• ,n. 

con Epxp una matriz definido. positiva. Sean Amxn• Bpxq' Drnxq y Cmxq matrices de 
constantes con m<:n, q~p tales que r(A)=m, r(B}=q y D es una matriz simétrica. 

La matriz ~xq definida por 

W= (AXB•C)' D (AXB·Cl. 

tiene función característicci dada por 

<flw(9)= [ 
1
ª, \l-zü19B'EBI T" exp{ •"ji, (~B· C) O-zD,19 B'I:B)-• 9 (~B•C) l<1 u1 u1}, 

donde 

e= A'CAA'J-• e 
y 

A'DA= UAU'; U'U=I 

y las matrices U=(U1 , .... , Un) y A=dlag (A 1 ••••• An) definen la descomposición espectral de 
la matriz A'DA. 

DEMOSTRACION. La matrlz W puede escribirse como 

W=(AXB•C)'D (AXB+C) 

= [A{XB+A'(AA')-'C }]' D [A{XB•A'(AA')-'C}] 

= [XB+A'(AA')-• C]' A'DA[XB+A'(AA')-'C]. 

Definiendo 

C = A'( AA')-• C 
nxq 

y 

fjnxn= A'DA, 

se obtiene 

W= (XB+C)' D (XB+C). 

Sea la descomposlclón espectral de la matriz D definida por :D• U A U' donde 
Unxn=(U1, ••• ,Un) es una matriz que satisface U'U=J y A= diag (A

1
, •••• /n). Sea '\"nxq una 

matriz aleatoria definida por 
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Los vectores 'f
1 
.... ,Yn son independientes ya que U U'=I. El vector de medias y matriz 

de covarianzas de Y1, j=t, ... n están do.dos por 

y 
V(Y

1
l= V{(XB)' U1) 

= V(B'X'U1l 

= V ( f UJkB'Xk) 
k=< 

n 
= :!: u• B'l:B 

k,.t jk 

= B'l:B. 

Utilizando la descomposición espectral de la matriz D se tiene 

(XB+C)' fj (XB+C)= ( XB+ C)' UA U' (XB•Cl 

=[U'( XB+C)] A [U' (XB-C)] 

= Y'AY 

= ~/'¡YJ Yj· 

Con este resultado, la función caracterlstica de W puede calcularse como 

'Pw(S)= E{e.<p[itr9'(XB+C)' D (XB+C)Jl 

n 
= E{e-<p (•tr9' L >.1Y1 Y:1l} J·• 

n 

= E {exp ( •tr L :>.1e'Y¡ Yjl} 
J=• 

= E{e.<p (• f >-¡Yj9Y1l} I•• 
p 

=¡!J, E{exp(•>-¡Yj9'Y1)1 

p 

= n 'Py·e y<>-1l J .. l J J 



y del corolario 3.8 se sigue que 

lo cual demuestra el teorema. 

3.6.5 Las Condiciones que Deben Ser Impuestas para que 
Cuadnttica General de una Matriz de Datos Normales 
Distribución Wi.shart 
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una Transformación 
Multivariados Posea 

TEOREMA 3.15. Sea Xnxp matriz aleatorl~ Y µnxp una matriz de constantes con 
particiones definidas por X'=(X

1
, .•• ., Xn) y µ =(µ

1
, ••• ,µ

0
) donde n>p y X

1
, ••• ,Xn variables 

independientes tales que 

i=l, ... ,n, 

con Epxp definida positiva. Sean Amxn' Bpxq' Dmxm y Cmxq matrices de constantes 
con m"n, q<;p teles que r(A)=m, r(B)=q y O es una matriz simétrica. La matriz W qxq 
definida por 

W= (AXB+ C)' D (AXB+ C) 

posee distribución Wishart con matriz de escala B'EB y d grados de libertad donde 
d=r(D) si y sólo si las siguientes condiciones se satisfacen 

al A'DA es lrfempotente. 

b) A'D(AµB+C)=O. 

DEMOSTRACION. la matr-iz W puede escribirse como 

W= (XB+C)' D (XB+CJ, 

donde 

y 
C= A'(AA"r' e 

O= A'DA. 
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Sea Ja descomposición espectral de la matriz fj definida por fj =UAU' donde U'U=I. 
Del teorema 3.14 se obtiene que la función característica de Ja matriz W está dada por 

(a.s) 

donde eqxq es una matriz simétrica. 

Primero se demuestra la suficiencia de las condiciones. Para esto. dado que m"n se 
tiene 

r(DJ= r(A"DA)= r(D)= d 

y dado que f5 es idempotente. se sigue que d valores propios de D son iguales a uno y 
Jos m- d restantes son iguales a cero, por lo que la función característica de W puede 
escribirse como 

= II- ue B'I:Bl-d" exp{Atr ¡µe. C)(I-u9B'I:BJ-• e (µB•C)' D} 

= ll-2•9 B'I:B/-d'" e.Yp {Atr (µB•CJ 0-u9B'I:BJ-• e (µe.e)• D D} 

= 11-2.e B'I:el-d'" exp{•trfí ¡µe.c)(1-2.eB'I:BJ-• e ¡µe.e>· o·¡ 

= ll-2¡9 B'EBl-d'" e.Yp{ Hr[D (µB.C)] (l-u9B'I:B)-• 9(0 (µe.e)]'). 

Utilizando la condición b) se deduce que 

D (µB· C) = A'DA(µB· A'(AAT' C] 

= A'D ( AµB•C) 

:;:: o, 

de donde se sigue que 

Del teorema 3.9 se observa que esta función característica coresponde a Ja de una 
variable con distribución Wishart de dimensión q con matriz de escala B' EB y d 
grados de libertad y por una aplfcaclón del teorema 3.2 se sigue que W-Wq{ B'EB, d). 
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Para la demostración en sentido inverso, se definen Jos vectores 

j=t, ... ,n. 

Utilizando estas definiciones y la ecuación (J.s) se sigue que la función característica 
de W puede escribirse como 

Utilizando la condición W-WP(B'EB,d) y la unicidad de la función característica, se 
sigue que la siguiente condición debe verificarse 

V 0 simétrica. (3.6) 

Elevando al cuadrado ambos miembros de {3.6) y reagrupando términos se obtiene 

n 
,g,II-2ü¡8B'l: BI 

II->ASB'l: Bid 
V 9 simétrica. 

En el caso particular 9= t(B'EB)-1 , la ecuación anterior implica la condición 

1
tf

1 
(1-2.1.A

1
t)q 

exp{ 2J.1~1 AJ t( t-2.1. A 1t)-
1 Mj (B'~B)- 1 ~fJ}= -'--'-----'--

( 1-2J.A 1t)qd 
VtEIR. (3.7) 

Dado que el argumento de la función exponencial y el miembro del lado derecho son 
funciones racionales, la ecuación (3.7) puede escribirse como 

exp{P(u)/Q(u)}= R(J.t)/S(al. 

donde P. Q, R y S son polinomios. Utilizando el hecho de que la función exponencial 
no es racional, se obtiene que P(J.t)/Q(.1.t) y R{.&.t)/S(.1..t) son constantes, lo cual 
Implica que 

y 

n 
2;, E :>.

1
t(1-2ü

1
tJ-• Mj (B'l:B)-• M

1
=c, 

J•• 

V te IR. 
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Valuando en t=O las ecuaciones anteriores se deduce que c
1
=0 y c

2
=t. de donde se 

sigue que 

Vtc!R (a.e) 

y 

\'tE!R. (J.9) 

La igualdad (3.9) de poJinomlos en t se verifica si y sólo si los grados son iguales¡ es 
decir, n-d \'alares propios de D son iguales a cero. Seleccionando sin perder 
generalidad Ad+i=).,d+

2
= ..•.. =A

0
=0, la ecuación (3,9) implica la condición 

Jªt {1-2.1.A1t)q= (1-2.1.t)qd 'ttelR. 

Para que la Igualdad anterior de polinomios se verifique, sus ralees deben ser Iguales, 
lo cual ocurre si y' sólo si AJ=l, J=t, ..... d. Utilizando este resultado y eJ teorema A.9 se 
deduce que la matriz i5 es idempotente y dado que m-.;;n, se tiene 

d= tr(fl)= r(D)= r(A'DA)= r(D), 

lo cual implica la condición a) del teorema. 

Utlllzando la idempotencia de la matriz D, la ecuación (3.B) valuada en t=l implica que 

d 
L M' (B'l:B)-'M =O. 
J... J J 

(a.10) 

Dado que B'EB es definida positiva, se sigue que ( B'EB )-• es definida positiva por lo 
que 

(a.u) 

De (a.10) y (a.11) se tiene que 

J=l .... .,d 

y observando que )..
1
=o. j=d+l, ... ,n se sigue que 

j=l ,. • .,n. 

Haciendo la suma sobre el indice j se tiene que 
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l~• 1'¡Mj M¡ =O 

.. f 1'¡UjCµs.c) cµB·C)'U¡=O 
J=t . 

.. tr(µs.c) (µB•C)' ~. 1'¡U¡U'¡=O 

.. trcµs.e) cµs.eJ· n=o 

<> tr[D(µs.e))'D(µs.c)=O. (3.12) 

Definiendo 

la ecuación (3.12) puede escribirse como 

tr H' H=O .. trf h h'=O 
i=t l l 

n .. I; h' h =O 
l=t l l .. H=O .. ñ cµe.e)=o .. A'D(A\!11<-C)=O 

lo cual finaliza la demostración. 

COROLARIO 3.15. Sea Xnxp una matriz aleatoria donde las columnas de X'•(X
1

, •••• Xn) 
son lndepencllentes tales que 

l•l, ... ,n 

y sea Dnxn una matriz simétrica de rango r. La variable W=X'DX posee distribución 
\Vlshart con matriz de escala E y d grados de llbertad si y sólo si las siguientes 
cond.lclones se satisfacen. 
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a) D es idempotente. 

b) ó=O ó Dt=O. 

donde 1 es el vector de dimensión n con todas sus entradas iguales a uno. 

DEMOSTRACION. Del teorema 3.15, haciendo A=lnxn• B=Ipxc• C=O se obtiene que la 
matriz \V=X'DX tiene distribución \Vlshart con matriz de escala r. y r grados de 
libertad si y sólo si las siguientes condiciones se satisfacen 

a) D es tdempotente; 

bl oµ=o, 

donde los n renglores de µnxp son iguales al vector ó'. Para demostrar el corolario, 
sólo resta por demostrar que la condición Dl!=O es equivalente a la condición ó=O ó 
Dl=O. Para demostrar esto, observamos que oµ=Dló' de donde se observa que si S=O ó 
Dl=O se obtiene DV.=O. De manera inversa se tiene que la. condición Dló' implica que 
(l'D'Dl)(ó'ó)=O lo cual Implica que ó=O ó Dl=O. 

3.6.6 Distribución e Independencia de Algunas Funciones de Matrices con Densidad 
Wishart. 

TEOREMA 3.16. Sea U-WP(E.m) V-WP(E,n) donde m;>p, tales que U y V tienen 
distribución independiente. Sean particiones de las matrices U, v. E y T=Ut-V definidas 
por 

U= 
(

u,. 
u,. 

u,. )· V= 
(

v .. 
v., 

V"' ) • 
v,, 

T= U+V= 
(

Tu 

T,. 
T,. ) 
T,, 

y 

donde U 11, V11 • T 11 y E
11 

son matrices de dimensión qxq. Definiendo las matrices 

y 

u22.1=U22- u21u~1 u12. 

T22.1 =T22-T21T1~'T12 • 

D22.1= T22.s -U22.1 • 



las siguientes .propiedades se satisfacen 

a) U 22•1-Wp-q(!:22•1, m-q) y es independiente de {U11 , 0
12

), 

b) Las variables U
22

_
1 

y 0
22

•
1 

tienen distribución independJente y 

e) º22.1 ..... wp-q(r.22.1•"). 

DEMOSTRACION. 
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a) Como U -\VP(L,m ), puede escribirse en términos de una matriz X con observaciones 
lndependlentes de una distribución NP(O,r.) como sigue 

[
u,, 

U= 
u,. 

u,.] [x;x, =X'X= 
u22 x;x1 

donde X=(X
1
,X

2
). La matriz U

22
,
1 

a su vez puede expresarse en términos de las 
submtltrices de x·x como 

= x;cx2 • 

donde C=l-X, (X~X1)-1 X~. El producto X~C es cero y por tanto U22•1=X;,, C X
2

,
1 

donde 
X2 •1=X2-X1 '!:.~' r:12• La matrices X, y X

2
•
1 

en términos de X pueden escribirse como 

y 

x,= XA= cx,.x.>[¿] 

x,_,=XB= cx,.x,J [-i:~,'1 i:,, J. 
La matriz A'LB es la matriz nula, ya que 

A'LB"" 

=O 
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y por tanto del teorema 3.13 se deduce que X 1 y X 2 •1 son independientes. Como X es 
una matriz de datos de una distribución N(O,¿), X

1 
es una matriz de datos de una 

distribución Nq( µ
1
.E

11
) y utilizando el teorema 3.12 se puede comprobar que X

2
•
1 

es una 
matriz de datas de una distribución ~-q(0,!:22• 1 ). Como X

2
,
1 

es independiente de X
1 

se 
obtiene que condicionando a X

1 
, X

2
•
1 

es una matriz de datos de la distribución 
Np-q(0,!:

22
•
1
) y además dada X

1
, C es una matriz de constantes qÜe satisface C2=C, 

C=C' y su rango coincide con r=rango(C)= tr(C )=n-q por Jo que utilizando el corolario 
3.15 se deduce que dada X

1 

u22.1= x~c x2-wp-q(r:22.1·"-p,J. 
Coma la distribución de U

22
,
1 

condicionada a X 1 no depende de X,. se sigue que u
22

•
1 

es independiente de X 1 y en consecuencia también de U
11

=X'1 X
1
• Para demostrar la 

independencia entre u22.1 y ul2 basta utilizar el hecho de que nuevamente 
condicionando a X

1 
fija las matrices C y 1-C son matrices constantes que satisfacen 

C(l-C)'=O, por lo que utilizando el teorema 3.13 se obtiene que dada X
1

, las matrices 
CX

2
.l y (1-C )X

2
,
1 

tienen distribución independiente de donde se sigue que dada X
1

, las 
matrices U

22
•
1
=(CX

2
•
1
)'(CX

2
•
1

) y (J-C)X
2

•
1 

tienen distribución independiente. Como U
22

•
1 

es independiente de X
1

, se obtiene que U
72

,
1 

es independiente de {Xt'{l-C)X
2

•
1
}. ~fás 

aún, puesto que li
11 

=X'
1
X 1 y U

12
=X'1[(1-C)X

2
,
1
+X 1 E~: E

12 
]=X'

1
X 2 se obtiene que U

22
,
1 

es 
independiente de (U11 ,UL2). 

b} La matriz D
22

•
1 

puede escribirse como 

0
22

,
1 
= U

22
+ V 

22
-{U

21
+V 

21
)(Uu+V

11
)-1(U

12
+ V 

12
)- [U

22
- U

21 
U1~

1 U
12

l 

Del inciso a se obtiene que U
22

•1 tiene distribución independ.Jente de U 11 y U
12

• 

Utlllzando la Independencia entre las matrices U y V y observando que U12=U~1 se 
sigue la independencia entre U

22
•
1 

y D
22

,
1 

por ser D
22

•
1 

función de matrices con 
distr-ibución independiente de u22.t 

e) Como U y V tienen distribuciones Wishart independientes, por una aplicación del 
teorema 3. 9 se deduce que la función característica de la matriz T estJ. dada por 

<!>y(0)= E{exp(itrS'T} 

= E{exp{.1.tr8'U+.1.tr8'V)} 

E{exp(Atr0'U} E{exp(Atr0'V)I 
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Del teorema 3.9 se obtiene que la función característica de T corresponde a la de una 
variable con densidad W P(E,n+m} y dada la unicidad de la función caracterlstlca se 
deduce que T""Wp(L,n..-m). Por una aplicación del Inciso a se sigue que 

T 22•1 ...... w p-q(!:.22.l, n•m-q ). (J.tJ) 

Utilizando el inciso b se obtiene 

de donde 

Del inciso a y (J.13) se sigue que 

Del teorema 3.9 y dada la unicidad de la función característica se deduce finalmente 

que n22•1-wp-q(L22•1, n). 

3.6.7 Un Resultado sobre la Distribución A de Wilks 

TEOREMA 3.17. Sea U-WP(E,m), V-WP(E.,n) donde m;llp, tales que U y V tienen 
distribución independiente. Sean U, V y T matrices con particiones definidas por 

(u" u,.)· (V" v,.) U= V= u,. u .. v,. v .. 
y 

(T., T,.) T= U•V= T • T., .. 
donde Uu• v;

1 
y T11 son matrices de dimensión qxq. Sean 

y 



La variable 

IU22 ,,I 
A=---

IT22) 

tiene distribución /\. de \Vilks con parámetros p-q, m-q y n. 

DEMOSTRACION. La variable /\ puede escribirse como 

A= ..,..~l_U~'~'·~' I_~ 
l u22.1 ... 0 22.1 I 
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donde D
22

•
1 

=T 
22

•
1 

- U
22

•
1

• Por una aplicación del teorema 3.16b se tiene que las 
variables U

22
•
1 

y 0
22

•
1 

tienen distribución independiente. Del teorema 3.16 incisos a y e 
se deduce que 

y 

022.1""wp-q(E22.1• n). 

Del teorema A.14 se deduce que existe L~.1 y del teorema 3.11 se sigue que 

-u--•u -•wc l 22.1- L22.1 22.1 L22.1"' p-q l,m-q 
y 

D- - ~-· D .,-i, -W (1 ) 22.1 - "- 22.1 22,1 ~ 22.1 p-q • n • 

donde i1
22

•
1 

y D
22

•
1 

son tambien independientes. Dado que m-q>p-q, de la definición 3,3 
se deduce que Ja variable 

1ií,,.,1 

1U22.1•ñ22.1I 

tiene distribución J\(p-q, m-q, n). Observando que 

A, 

se sigue el resultado. 
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3.7 Teoremas Relacionados con Estimación y Pruebas de Hipótesis en la Densidad 
Normal Multlvar!ada 

En esta sección se presenta un par de teoremas que resultan de utilidad en la 
estimación de parámetros de la distribución normal multivariada y en la obtención del 
cociente de verosimilitudes generalizado asociado a la prueba de una hipótesis lineal 
genera! bajo el modelo generalizado de Potthoff & Roy. 

3.7.1 Un Teorema sobre Estimación de Parámetros en una Generalización de la 
Densidad Normal Multivariada 

TEOREMA 3.18. Sea X una matriz de dimensión nxp y f(X;u..!:) definida por 

f(X: µ, l:)= ¡¡:¡-M• exp {-ttri:-•(X-µ )'A(X-µ)}. 

donde A y L san matrices definldas postitlvas y simétricas. Sean particiones de las 
matrices A, X, µ y I: definidas por 

(

A,. 
<\.xn = 

o :,J· X = ( x.. x., ) _ = (X,. X,), 
X21 X22 

µ.,) 
= (µ,. µ,) 

µ,, 

y i:., ) • 

i:,, 

donde A11 es una matriz cuadrada de orden m, X
11 

y µ
11 

son matrices de dimensión 
mxq, X 1 y µ 1 son matrices de dimensión nxq y !:11 es una matriz cuadrada de orden q. 
El supremo de f(X;µ,E) sobre>: y µ12 está dado por 

sup f(X;µ,EJ= n"P'2 e.Yp{- i } HXrµ1l'A(Xcµ1)1-"'2 

µ12 • .r. 
1 ( X22-1.L22)' A22 ( x22 -µ22)- ( x22 -µ22)' A22( X21-µ21) [ ( X21-µ21)' A22( X21-µ2J.) ]-I ( x21-µ21 )' A22( X22-µ22) 1-0 ' 2 

y se alcanza en 

y 

E"'" .!. 
• [(X,-µ,)'A(X,-µ,) 

n (X
2
-(l

2
)'A(X,-µ,) 

(X,-µ,)'A(X,-Í),) J • 
(X,-Í),l'A(X,-Í),J 
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donde µ;= ( jl~ µ'.:z:t). 

DEMOSTRACION. Sea A=E-1• El doble del logaritmo natural de f(X;µ,E) está dado 
por 

h(X:µ, A)= 2/n f( X;µ,l:)= nin IAI- trA(X-µ)' A( X-µl. 

La derivada de h(X;µ,A) respecto a 1\ puede obtenerse del teorema A.25 incisos d y e 
y está dada por 

dh(;~µ,A) = n{2A-'-DiagA-'l-{2(X-µi'A(X-µ)-Diag( X-µ}'A( X-µ)I. (3,1•) 

La función h(X:µ,A) puede expresarse particionando A de manera. análoga a L: 

como 

h(X;µ,A) = n/nlAl-tr 
(

A,. 

A,. 

= n/nlAl-tr 
(

A,, 

A,, 

O ) (X.,-µ12 ) 

A22 X22-µ22 

de manera que la derivada de h(X;µ,A) respecto a µl
2 

puede obtenerse utilizando los 
teoremas A.25 y A.26a y está dada por 



Igualando a cero las ecuaciones (3,t4) y (3.1s) se obtiene 

f.-•= f: =-!;; (X-f¡)"A(X-f¡) 

y 

Substituyendo estos valores en f(X;µ.~) se tiene que 

La matriz (X-µ)'A(X-µ) puede expresarse como 

[

(X,-µ.J"A(X,-µ,) (X1-µ.J"A(X,-µ,)J 
(X-µ)'A(X-µ)• 

(X,-µ,)'A(X
1
-µ

1
) (X

2
-µ,)'A(X

2
-µ

2
) 

• [<X1cµu)'~11<Xu-µu) 
(X12-µ12) Au(Xu-µu) 

• [(X21-µ21) .. A,,(X21-µ21 ) 

(X22-µ22) A22(X21-ll21} 

Utilizando (3.16) se sigue que 

(Xu-µu)'~u (X12-µ12>] 
(X,2-µ12) Au(X12-µ12> 

(X21-µ21}'A22(X22--µ22) J. 
(X

22
-µ

22
)' A

22
(X

22
-µ 

22
) 

y substituyendo el valor de X12 (i. 12 definido en (3.t7) se tiene 

nÍ:l2 u (Xu-µu)'Au (Xu-µu) Í:¡-;1Í:12 .. (X21-ll21>"A22 {X22-µ22) 

"" [ nÍ:11-(X2Cµ21}'A22(X21-ll21) J i_;;t f 12• (X21-ll21)'A22(X22-µ22) 

::z nÍ:,2-(X21-µ21)'Au (X21 -µ21) Í:¡;' .E_,2 .. (X21-t121)'A22 (X22-µ22)' 
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(a.is) 

(3.16) 

(a.11) 

(a.10) 



de donde se sigue que 

Substituyendo !: 1~ 1 ~12 en la ecuacJón (J.17) se tiene 

y substituyendo este valor en (J.t6) se sigue que 

E=.!. [(X,-µ¡l"A(X,-µ.J 
n • 

(X,-µ
2
)'A(X,-µ,J 

donde í}.2 '= ( íJ.i°2 µ~). 

De (3.16) se tiene que 

y utilizando (3,17) se deduce que 

nÍ:22= !:21 f.~11 (Xu-llu)'Au (Xu-µu) ~~11 !;12 .. (X22-µ22)'Au(X22-µ22) 

= f::21 f.~11 [ nf::12 - (X21-µ21)'A22(X22-ll22>J+ (X22 -µ22)'A22(X22-µ22) 

= n!:21 E~,1 !:12- !:21 f..~i (X21-ll21>'A22(X22 -µ22)+ (X22 -µ22)'A22<x22 -µ22). 

De la ecuación anterior y la igualdad (3,t9) se deduce que 

y substituyendo en (J.te} se deduce finalmente que 
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(a.20) 

(3.21) 

(a.22) 
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' ' Para demostrar que los puntos que anulan la primera derivada µ 12 y L definidos 
respectivamente en (J.20) y (3,21) son máximo de f(X:µ,:E} basta demostrar que 

' ' f(X; µ,., l:) 
f(X; µ,., l:) 

.. 1 

o equivalentemente 

ln f(X; (l
12

, Í:)-/nf(X; ll
12

,I:);;rO 

para lo cual se obtiene 

A= f(X; f,
12

, i: )-In f(X; µ
12

, l:) 

= -% /ni í':i -t erí':-•cx-í\J'A(X-ftl· % lnll:I·! eri::-•(X-µ)'A(X-µ) 

= ~ {i;trc:r-1Í:)-1-Jn 1r-1Í:l''P}. 

Denotando por ). 11 •••• ,).P los valores propios de r:-1I: se sigue que 

A= ":i {ó1-t-lnó2}, 

donde 

y 

p 
ó=1-LA 1 1 p l=l 

p 

ó =en>. l'"': 2 (;~t l 

es decir, ó
1 

y ó2 ~on respectivamente las medJas aritmética y geométrica de ). 1,.,:.··•Ap. 
Observando que !:;>O, del teorema A.15 se obtiene que los. valores propios de r:-1!: son 
los mismos que los de W=L-lra E. L-~ y dado que W es sem!deflnida positiva se sigue 
que A1;;.o l=l, .... ,p, de donde ó

1 
y 0

2 
son mayores o iguales a cero. Por una apllcaclón 

del teorema A.29 se sigue que 

A> n;' {ó
1
-1-/n&1} 

y dado que la función f(x)=x-1-/nx>O Vx>O se deduce finalmente que A>O por lo que 
los puntos µ12 y Í: definidos en (a.20) y (a.21) maximizan f(X;p.12,I:) y su máximo está 
dado en (3,22). 
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3.7.2 Un Teorema Relativo al Cálculo del Cociente de Verosimilitudes Generalizado 
para Hipótesis sobre la Media de Observaciones Normales Multlvarladas 

TEOREMA 3.19. Sea Z una matriz aleatoria con función de densidad dada por 

f (Z)=lm¿l-"12 IAIP" exp{-! tr¿-•(Z-µ)'A(Z-µJ}, 

donde A)O. t.)0, A y L simétricas con 

z= = cz,.z,l. 
( 

z .. z., ) 
z21 z22 

µ,,,) o = (µ,. µ2) 

y 

(
A,, ~X~ Q ) 

A= • 
O A,. 

El cociente de verosimilitudes generalizado para el constraste 

H:¡J.ECJ 
o u 

vs. 
Ht:tLuEO 

dado por 

sup f(Z) 
A= Ho 

sup f(Z) 
H 0 uH1 

satisface la Igualdad 

s~f(Z1 ) 
1\= o 

sup f(Z 1) 
H 0 uH1 

DEMOSTRACION. El supremo de f(Z) sobre µ
12 

y r. se obtiene utilizando .el teor-ema 
3.18 y está dado por 

sup f(Z) = (21t )-np'2 IAIP12 nnp'2 exp{- i } 
µ12,L 

de m111tera. que 



sup l(Z-µ )'A(Z-µ )l-n'2 
=-'-µ~u~•-w~-'~'~~-'~'~~~ 

sup J(Z-µ )'A(Z-µ wnn 
µ 11e0 t 1 1 t 

La función de densidad marginal de Z 1 puede calcularse de la. manera siguiente: 

Sea \V= A1i Z y 9=Al<.t µ. La función de densidad de \V está dada por 

f (W) = f (A-~ W) IAJ-P" w z 

= lml:1-nn exp{-! tri:-•(W-8)' (W-8)}, 
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la cual corresponde a la densidad de una matriz con renglones independientes de 
distribución Normal. Definiendo W=(W1q,W2 p-q) y 8=(6

1
,02 ), se deduce que los 

renglones de W 1 tienen densidad Normal con medias dadas por la relación E(\V
1 

)=0
1 

y 
matriz de covarianzas I'.:

11
, por lo que la función de densidad de W

1 
está dada por 

f(W} = l2rrE
11
l-n12 exp{ -! trI:- 1 (W

1
-9

1 
)'{W

1 
-9

1
)}. 

Como Z
1
=A-ltw

1
• la función de densidad de Z

1 
resulta 

f (Z )= f (A~Z )JAJ-q" 
Z.I l Wt 1 

El supremo de fz.
1
(Z

1
} sobre 1: 11 puede obtenerse del teorema A.32 y está dado por 

Sup f(Z
1
}= \A\-q12 (2n:)-nq12 I~ (Z

1
-1J.

1
)'A(Zc\J.

1
)1-n"2 exp{- ":}. 

i:,. 

Observando que 

sup F(Z,) sup J(Z-µ )'A(Z-µ Wn" 
_H~º'---~~ = -'-µ-""~'wc---'-'---'-'---
supF(Z,) sup

0
J(Z-µ )'A(Z-µ )1-n" 

H
0

u H
1 

µu E 1 1 1 1 

=/\.. 

se sigue el resultado, 
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4 La Prueba de Cociente de Verosimilitudes Bajo el Modelo General de Análisis de 
Varianza Multivariado 

En esta sección se discute el concepto de matrices estimables, se determlna el 
estimador máximo verosímJl de una matriz estimable. se plantea una reparametrlzaclón 
del modelo general de Análisis de Varianza ~lultivariado (2.2) formulando una 
hipótesis lineal general en térmlnos de la rcparametrización y finalmente se determina 
el cociente de verosimilitudes asociado a una hipótesis lineal general sobre 
parámetros estimables. 

4.1 Las Matrices Estimables 

El contenido de esta sección está dedlcado a presentar una generalización del 
concepto de funciones lineales estimables (Searle, 1971 y Montgomery, 1976) y 
demostrar algunas de sus propiedades. 

Por conveniencia se describe en esta sección el modelo general de Análisis de 
Varianza Multiva.riado descrito en la sección 2.2. El valor esperado de la matriz X, con 
renglones independientes de distribución Normal con matriz de covarianzas común 1:, 
está dado por 

(•.il 

donde r(D}=-r. r(E)=s. n;;tg, q<p y tlgxq es una matriz de parámetros independientes, 

4.1.1 Deflnic¡ón y Propiedades 

La generalización del concepto de func1onc5 lineales estimables que se discute en esta 
sección resulta de utilidad en el análisis de modelos de rango incompleto y 
corresponde a una extensión del concepto de funciones estimables de los pa.rá.metros 
discutido en Sea.rle (1971) y Montgomery (1976). Como se demostrará en la sección 
4.1.2, cuando r(g ó s(q la matriz µ no posee un estimador de máxima verosimilitud 
ún!co dado que el modelo se encuentra sobreparametrizado. De esta manera, resulta 
atractivo definir condJciones bajo las cuales a una matriz de parámetros pueda 
asoclarsele un estimador máximo verosímil ún!co. En el contexto de pr-uebas de 
hipótesis el concepto de matrices estimables resulta de utilidad ya que permlte 
formalizar el planteam.Jento de la hipótesis lineal general sobre transformaciones 
lineales estimables de la matriz de parámetros µgxq· 
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En los siguientes resultados y definiciones se hacen referencia el modelo generalizado 
de Varianza Multivariado (4.1). 

DEFINICION 4.1. Una matriz ijaxb de transformaciones lineales de una matriz tLsxq se 
define como 

~axb = Anxg tlgxq Bqxb • 

donde A y B son matrices de constantes conocidas. 

DEFINICION 4.2. Una matriz de funciones lineales de los parámetros se define como 
estimable si es igual a alguna transformación lineal del valor esperado de la matriz de 
observaciones X; es decir, ~axb es estimable si existen matrices A y B de constantes 
conocidas tales que 

La definición 4.2 no impone unicidad a las matrices A y B sino simplemente postula 
que existan. De.do que el operador esperanza es lineal, la condlción que se pide para 
que una matriz ijaxb sea estimable es que exista una transfonnación lineal de la 
matriz de observaciones X cuyo valor esperado sea ~· El fin que se persigue al definir 
la condición de estimabilidad de una matriz 1J es producir bajo el modelo (4.t) un 
estimador máximo verosímil "~ de ~ que sea único. Esta propiedad de unicidad se 
discute en la sección 4.1.3. 

Resulta conveniente en este punto seflalar algunas propiedades de las matrices 
estimables. 

a) El Talor esperado de cualqu.Jm- obaern.cidn ea eathnable. Este hecho puede 
verificarse particlonando a Xnxp en términos de sus observaciones como X'=(X1 ..... ,Xn) 
y observando que E(X )=E(t'1X) donde t 1 es un vector columna con la unidad en la 
t-tE:olma entrada y cero:> en las posiciones restant.es. 

b) Tnmaformacionea lineales de matrice• estimables son estimables. Para demostrar 
esta propiedad sea ~nxb una matriz estimable; es decir, existen matrices M y N tales 
que TJa.xb=ME(X)N. Sea Y11Fl]G una tranformación lineal de ~· Para demostrar que Y es 
estimable observamos que 

Y= FijG 

FME(X)NG 

~ E(AXB) 

donde A=FM y B=NG, lo que demuestra la propiedad. 
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e) DiTersaa combinaciones ltneales de matrices estimables son eatlmables. Para 
.. mostrar este hecho. sean C(axb ~cxb y Y axd matrices estimables de la forma 

y 

IXaxb= E(AXB). 

acxb= E(CXB) 

Las matrices 

ii -.:\ 1X ií .e 0 ií exf' - exa axb bxf exc IJcxb bxf 

y 

0 =A- ~ ií .A. Y o 
1-'gxh gxa u.axb bxh gxa axd dxh 

son estimables ya que 

y 

~gxh = E([AAX[BB•CCJ). 

d) Una matriz. ea estimable 111 solo si cada una de su.a entradas ea estimable. Para 
demostrar esta. afirmación sea ~axb una matriz estimable. Por la propiedad b) se 
deduce que para i=l ..... ,a, j=l, .... ,b, la combinación r¡11 =a'f'lcucbbJ es estimable donde a1 
y bJ son vectores columna con la unicidad en las entradas 1 y j y cero en otro lado. La 
Implicación inversa puede demostrarse observando que si 11 11 es estimable para todo 
valor de i,j entonces 

i=t, .•.. ,a, ]=1,. •••• b. 

Definiendo A'=(a1, •••• ,aª) y B=(B
1

, ••••• t>i,) se obtiene 

~= AE(X)B, 

lo cuai demuestra la afirmación. 

e) La forma de una matriz emtlmable. Para determinar la condición algebraica que 
satisface una matriz estimable sea ~llxb una matriz de transformaciones lineales de 
los parámetros con la propiedad de ser estimable. Esto significa que existen matrices 
A, B. F y G t~les que 

Tlllxb= A"-KB !lgxq Bqxb = F"-xnE(Xnxp)Gpxb' 

lo cual ocurre si y sólo si 
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Dado que la estimabilidad es un concepto que no depende del particular valor de µ, la 
ecuación (4.2) debe satisfacerse para toda matriz µ por lo que del teorema A.31 se 

deduce que 

A= FD (4.3) 
y 

B= EG; <-.•) 
es decir, los renglones de la matriz A deben pertenecer al espacio generado por los 
renglones de D y las columnas de B deben pertenecer al espacio generado por las 
col umna.s de E. 

De manera inversa, si las condiciones (4.J) y {4.4) se satisfacen la deducción de {4.2) es 
inmediata, por lo que la condición de estimabilidad está dada en forma equivalente 
por las ecuaciones (4.J) y (4,4); es decir, se dice que AµB es estimable si existen 
matrices F y G tales que A=FD y B=EG. 

f) Las coc.diclones de estlmabWdad. El determinar si una matriz naxb =AµB es 
estimable puede resultar complejo, ya que para A y B conocidas, debe detennlnarse la 
existencia de matrices F axn y Gpxb que satisfagan las ecuaciones (4.3) y (4.4). Esta 
ta.rea puede resultar dificil especialmente cuando X tenga dimensiones grandes. 
Resulta de esta manera interesante establecer una forma mas simple para determinar 
la estimabilidad de una matriz. Para ésto, sean M y N inversas generalizadas de D'D y 
EE' y sean M=MD'D y Ñ=EE'N. Si las ecuaciones (4.3) y (4.4) se verifican entonces 
multiplicando apropiadamente se tiene 

y 

de 

y 

De 

y 

AM=FDM 
FDMD'D 

= FD 
A 

ÑB = ÑEG 
EE"NEG 

= EG 
B, 

donde se sigue que 

A~I= A 

ÑB= B. 

manera inversa, si 

A= AMD"D= FD 

B= EE'NB= EG 

las ecuaciones (4,5) y (4.6) se satisfacen, se deduce que 

(u) 

(4.6) 
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donde F=AMD' y G=E'NB; es decir, existen matrices F y G tales que las condiciones 
(4.J) y (4,4} se verifican. De esta fonna puede determinarse con relativa facilidad si una 
matriz de transformaciones lineales 11axb=A\J.B es estimable. Si las ecuaciones (4.5) y 
(4.6) se verifican, la matriz TJ es estimable y si las condiciones (4,5) y (4.6) no se 
satisfacen entones TJ no es estimable. 

4.1.2 El Estimador Máximo Veroslmll de una Matriz Estimable 

Resulta atractivo como primer punto de esta sección discutir la utilidad de las 
matrices estimables. Como se demostrará en la sección -t..1.3, el estimador máximo 

verosímil de una matriz estimable es Linico. lo cual no ocurre con matrices que no son 
estimables; es decir. cuando una matriz n no es estimable existen diferentes matrices 
~ que maximizan la función de Yerosimilitud de lj. En general. en modelos de 
regresión y diseños experimentales. la estadística de prueba asociada a hipótesis 
lineales sobre los parámetros del modelo involucra la estimación de las restricciones 
impuestas por la hipótesis nula. Esta situación, como se discutirá mas adelante, se 

presenta en el caso del modelo generalizado de Análisis de Varianza. Cuando las 
restricciones impuestas a los parámetros bajo la hipótesis nula no pueden ser 
estimadas de manera única, el valor de la estadística de prueba puede alterarse 
dependiendo de la particular estimación de las restricciones seleccionada, lo cual 
produciría una prueba con una caracterlstlca no deseable. Lo que ocurre en esta 
situación es que cuando la matriz D ó la matriz E no poseen rango completo, el 
modelo se encuentra sobreparametrlzado y por esta razón no es posible construir un 
único estimador mlixlmo verosímil para cualesquier parámetro en la matriz µ. Es 
interesante sefialar que la situación anterior no impllca que una hipótesis que 
involucre matrices no estimables no pueda tener una estadlstica de cociente de 
verosimilitudes cuyo valor sea únJco. Coma ejemplo puede mencionarse el modelo de 
diseñas experimentales con un criterio de clasificación dado por 

i=1,2 J=t,2, ....• ,01 , 

donde E11 l=1,2 j=1.2 •..••. ,n1 son variables aleatorias independientes con distribución 
NC0,02 ). Definiendo C=U,-1) y t'=(t

1
,-r

2
), la hipótesis H

0
:C't=O puede ser contrastada con 

un valor tlnico de la estadlstica de prueba mlentras que el vector t no es estimable; 
sin embargo, la mlsma hipótesis puede plantearse equivalentemente como H

0
:Cf!,:o:Q con 

~·={1.J .... tptJ.••
2

) donde ~ es estimable. 

Es Interesante también notar que en el modelo generalizado de Análisis de Varianza 
Multlvariado sl D ó E no san de rango completo, la matriz µ no es estimable. Para 
demostrar esta afirmación de las condiciones de estimabilidad (.i.3) y (-i.-\) deben 
encontrarse matrices A y B ta.les que 



y 
AD= 1

8 

EB= 1
8

. 
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(4.7) 

C..e) 

Si r(D)=r(g entonces r(AD)(g para cualquier matriz A y por tanto la condición (4,7) no 
puede verificarse ya que la matriz identidad es de rango completo. De lguaJ ma.nera, sl 
r(E)=s(q entonces r(EB)(q y por tanto (4.e) no puede verificarse. Naturalmente si D y 
E san matrices de rango completo, la matriz µ es estimable, ya que en este ca.so 
basta tomar A=(D"DJ-•o· y B=Eº(EE')-'. 

En el modelo general de Análisis de Varianza (4.il, es posible contrastar hipótesis 
lineales sobre una matriz con a lo más rxs parámetros independientes. Este es el caso 
de los modelos de diseños experimentales en los que Ja matriz E es la identidad, Ja 
matriz D es de rango incompleto y solo se pueden probar hipótesis sobre un concepto 
desarrollado referente a funciones Jineales estimables de los parámetros (Sea.rle, 1971 
y ~Jontgomery, 1976). El hecho de sólo poder contrastar hJpótesis que involucren a lo 
más a un conjunto de rxs parámetros independientes radica en que en el modelo (4.1) 

a lo más pueden Identificarse rxs parámetros. Este hecho puede verificarse de 1 a 
siguiente manera. 

De los teorema A.23 y A.24 puede escribirse 

( 

1 
D - R r 

nxg nxn O 
rn-r)xr 

y 

o )-.sx(p-s) R 
""Pxp. 

Ocq-a)xCp-.11) 

donde R'R=I, R·R=t, r(S)=g y r(S°)=q. Definiendo Y=R'XR' y ~gxq""S µS se obtiene que Y 
es una matriz con renglones 
covarianzas .Ey=R.rR.• y medias 

independientes de dJstribución Normal con matriz de 
dadas por la relación 

E(Y)= 

Dado que ~ y µ son funciones uno a uno, constituyen parametrizacfones equivalentes del 
modelo. Definjendo Ja partición de ~ por 
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donde ~11 es una matriz de rxs ·parámetros se obtiene que 

es decir, en el valor esperado de Y sólo es posible identificar a ~ 12 : es decir, a una 
matriz de rxs parámetros independientes. Dado que µ y ~ constituyen 
parametrlzaclones equivalentes, se deduce por tanto que el valor esperado de X 
permite identificar el mismo número de parámetros. es decir rxs; entonces cuando las 
ma.tl"ices D ó E no son de rango completo se deduce que el modelo se encuentra 
sobreparametrizado. 

De esta manera, resulta conveniente determinar la forma de una matriz Srxs de 
transformaclont'.?s linea.les de la matriz de parámetros µ.gxq que .sea estima.ble, a partir 
de la cual la estimación de cualquier matriz estimable pueda generarse como una 
transformación lineal de ésta. Para ésto, utilizando los teoremas A.19 y A.22 las 
matrices D y E pueden expresarse como 

D = p ( lrxr ) U nxg nxn rxg 
0 cn-rlxr 

(4.9) 

y 

(4.10) 

donde P'P=I Q'Q=I. r(U)=r y r{V)=s. Utilizando estas descomposiciones, la 
transformación llneal de la matriz µ se define por 

r<g y s~q. (•.11) 

Es Importante mencionar que dado que µ es una matriz de parámetros independientes 
la matriz 9 es una matriz de parámetros independientes, ye. que r(U)=r y r(V)""s con 
rii;;g y s<;q. Dedo que la elección de las matrices U y V no es única, pueden elegirse 
tratando de formar en la matriz 9 parámetros de interés. Resulta también interesante 
observar que diferentes reparametrizaclones son equivalentes, ya que son función uno 
a uno como lo demuestra el siguiente teorema. 

TEOREMA 4.1. Sean 01 y 0
2 

dos reparametrizaciones de la matriz µ definidas por 

y 
a,= uµ v 

e,= ilµv, 
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donde 

y 

La matriz 0
1 

es una transformación lineal invertible de la matriz 0
2

• 

DEMOSTRACION. Definiendo las particiones P=(P,,P,), P=(P,.P
2
), Q=(Q,,Q

2
) Y Q=(Q,.Q2 ) 

donde P
1 

y P
1 

tienen respectivamente r columnas y las matrices Q
2 

y 02 s columnas se 
sigue que D=P

1
U y E=VQ

2
• Utilizando estas descomposiciones se deduce que 

U=AU 
y 

V=VB, 

donde A= P; P1 y B=Q;Q2 • Observando que 

e,=U\! V 

=AU\!VB 

=A02 B 

y dado que las matrices A y B son de rango completo. se sigue el resultado. 

EL teorema anterior resulta de utilidad ya que demuestra que dadas dos 
reparametrlzaclones el y 92 de la matriz µ.. es equivalente la estimación de e, y ª2' 'ya 
que a partir de una se obtiene la otra mediante una transformación lineal y por tanto 
las inferencias pueden obtenerse equivalentemente en términos de cualquier 
reparametrlzación. 

Es Importante observar que la matriz enc.s definida en (4.11) es estimable, ya que 
definiendo P=(P

1
,P

2
) y Q=(Q1,Q2 ) donde P

1 
y Q

1 
tienen respectivamente r y p-s columnas 

se obtiene 
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= 1'1 oµEQ~ 

= P'1 E(X}Q~. 

de donde se sigue la estimabilidad de la matriz e. 

El teorema siguiente resulta de utilidad tanto en la estimación de matrices estimables 

como en la formulación de hipótesis sobre matrices estimables. 

TEOREMA 4.2. Sea enus definida como en (4.U). El espacio de matrices estimables es 
el espacio de transformaciones lineales de a. 

DEMOSTRACION. Sean particiones de las 
Pnxn=(Pinxr• P2nx(n-r)), Qpxp=( Qlpxlp-s>• Q2p~ 
decir, existen matrices A y B tales que 

=A pn~ ( Ir ·= 
O(n-rlxr 

= A:xr ª= a:xb. 
donde 

y 

matrices P y Q definidas por 
). Sea 1la~ una matriz estimable; es 

lo cual implica que cualquier matriz estimable es una transformación lineal de e. De 
manera Inversa cualquier transformación lineal i¡ de la matriz e es estimable. Para 
demostrarlo puede utllizarse el hecho de que P"

1
P

1
=1r y Q;Q2 =15 y observar que 
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- A• P U \! V Q' s• - .axn lnxr rxg gxq qxs 25 xb pxp 

donde 

A• =A P" 
axn a.xr 1 rxn 

y 

s;xb = Q2pxa Bsxbº 

Considerando que Dnxg=P
1
U y Eqxp=,rQ~ se sigue que ~axb=A•E(X)B• lo cual 

demuestra el teorema. 

la importancia del teorema antel"'ior radica en que el proceso de estimación y prueba 
de hipótesis sobre funciones estimables de la matriz tisxq pueden expresarse 
equivalentemente en términos de la matriz 8,.xa. cuyas dimensiones son a lo más gxq. 
Esta propiedad resulta interesante dado que. como se discutió, si r(g ó s(q el modelo 
generalizado de Análisis de Varianza Multivariado está sobreparametrizado; es decir, 
existen mas parámetros de los que se pueden estimar de manera única, lo cual no 
ocurre con la matriz e ya que ésta, como se discutirá en la sección 4.1.3, sí posee un 
único estimador de má.xima verosimllitud por ser una matriz estimable. 

Para determinar el estimador máximo verosímil de la matriz erXl'I pueden utilizarse las 
descomposiciones de las matrices D y E definidas en ( ... 9} y (4.10} para deflnlr la 
transformación Y=P'XQ, donde el valor esperado de la matriz "1.~ está dado por 

~=E(Y) 

= E(P'XQ) 

=P'P ( ~ 
de donde se sigue que 

~=(º 
\O 

y por el teorema de cambio de variable, la densidad de Y está dada por 

<..12) 

donde A=Q'EQ. De la densidad anterior se deduce que Y es una matriz aleatoria cuyos 
renglones son independientes y tienen distribución Normal con medias dadas por la 
relación (4.t2} y matriz de covarianzas común A. 
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Los estimadores máximo verosímiles de las matrices 0 y A pueden obtenerse a partir 
de la densidad de '{, ya que es una transformación uno a uno de la matriz X. 
Definiendo particiones de la matriz Y por 

donde 

Y = (YUrx(p-ol ) 
lnxCp-s) y Y 

21rn-rlxfp-111) 
(

y \ 
y = l2n<~ 

2nxs y • 
22(n-rhcs) 

se obtiene por una aplicación del teorema 3.18 que los estimadores máximo 
verosímiles de las matrices e y A. están dados por 

y 

• (Y', Y, 
A=...!.. n • 

(Y2-o)'Y, 

y; (Y/ól ) 

(Y
2
-8)• (Y

2
-8) ' 

donde 

. . 
s~xn = (S~xr• 011x(n-r»· (4.15) 

Definiendo P=(P1,P2
) y Q=(Q 1,Q~ donde P

1 
y Q

1 
tienen respectivamente r y p-s 

columnas se obtiene que 

Y=P'XQ= ( :~ )X(Q,,Q2 ) 

= (P'XQ, , P'XQ 2 ), 

de donde 



y 

por lo que los estimadores máximo verosímiles de e y !: pueden escribirse en 
términos de la información original X como 

y 

i:= QAQ·. 

Por una apJlcación del Teorema A.30 se deduce que el estimador 8 puede escribirse 
como 

S=P'xw-•Q [Q' w-•Q ]-• 
l 2 2 2 • 

donde 

W• X'P2P~X= X'(I-P,P,')X. 

La estimación de la matriz .E puede simplificarse, puesto que 

, (Q",X' XQ, 
n!: = Q A 

Q~X' P-ó') P'XQ, 

Q', X' P[P'XQ2-S] 
[Q~X'P-h[P'XQ2-ó] 

= Q,Q',X' XQ,Q',• Q2 (Q',X'P-S'lP'XQ,Q', 

• Q,Q', X'P(P'XQ2-&JQ~·Q2(Q~X'P-S')(P'XQ2-S)Q~ 

=(Q,Q',•Q2Q',)X'XQ,Q',-Q2 S' P'XQ,Q', 

• (Q,Q',•Q2Q',lX'XQ2Q~-Q,Q',X'PSQ', 

(4.16} 
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por lo que la matriz i. puede escribirse como 

A • ( A A 

~=n X-Ml'!X-M), (u1) 

donde la matriz ~t es el estimador máximo verosimll del valor esperado de la matriz 
X; es decir, 

El estimador de máxima verosimilitud de una matriz estimable Tl=AE(X)B puede 
obtenerse en función de e como 

=Aaxn p nxn 
( 

1. ) Un<B 

O(n-r)xr 

donde 

y 

Por el principio de invarianza se tiene 

A A 

1}= A:xr grx:s s:xb • 

donde 0 se define como en (4.16}, Es importante mencionar que como se discutió con 
anterioridad, la elección de las matrices A y B no necesariamente es única: es decir, 
pueden existir dlfere_ntes matrices A y B tales que Tl=AE(X)B, por lo cual podrfa 
pensarse que la estimación ~ definida en (.¡,1e) depende de la particular elecc~ón de las 
matrices A y B. En la sección 4.1.3 se demuestra la unicidad de la matriz n. lo cual 
implica que el estimador máximo veroslmil de Tl no depende de la part.Jcular elección 
de las matrices A y B bnjo la condición Tl=AE(X)B. 
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4.1.3. Propiedades del Estimador Máximo Veroslmll de una Matriz Estimable 

El valor esperado de 9 puede obtenerse de (.t..16). Dado que X es una matriz con 
renglones independientes se deduce del teorema 3.13 que las matrices P¡X y P;x 
tienen distribución independiente, de donde se sigue la Independencia entre P¡X 
y W=X'P2 P;X. Utilizando ésto y las descomposiciones de las matrices D y E definidas 
en (4,9) y (4.10} se sigue que 

= E[P;XJ E[\Y-'Q,[Q; w-•Q,r'J 

= 9E[I J 

=e. 

lo cual demuestra que e es un estimador insesgado de e. 

El estimador de la matriz estimable ~=AE{X)B definido en (4,18} dado por 

n=APeQ'B 
" ' 2 

es un estimador 1nsesgado de ~. ya que 

E(~)= E(A • eB•)=A •e B• 

=AP,uµvQ;B 

=ADµEB 

=AE(X)B 

=~. 

Resulta interesante determinar si la matriz ij no depende de la particular elección de 
A y B como podría esperarse, ya que la elección de éstas no es Llnica para una matriz 
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r¡ determinada. También resulta Interesante cuestionarse si al elegir diferentes 
reparametriz.aciones de la matriz ~ en 9; es decir. diferentes matrices U y V, puede 
alterarse lo. estimación de una matriz estimable. El siguiente teorema responde a éstas 
preguntas. 

TEOREMA 4.3. Sea TJ=AE(X)B una matriz estimable. El estimador máximo verosfmil de 
r¡ es único. 

DEMOSTRACION. De (4.19) se tiene que el estimador máximo verosímil de r¡ puede 
obtenerse mediante una transformación lineal del estimador máximo verosfm.11 de la 
matriz 9 definida en (.t..u). De (4,16), el estimador de e sólo depende de la información 
muestral X y de las matrices P

1 
y Q

2
• Dadas las matrices U y V se define de manera 

única la matriz e y también las matrices p t y Q2 dado que 

P,=DU'(UU')-1 

y 

Q
2
=(VV')-'V'E, 

de donde se sigue la unlcld~d de la matriz 0 definida en (4.16). De esta manera se 
deduce que cada reparametrlzaclón 9 tiene asociado un único estimador máximo 
verosímil 0. Otra fuente de no unicidad respecto a 0 en la estimación de T¡ es la 
particular elección de las matrices U y V. Para demostrar primero que la estimación 
de T¡ no depende de 1 a reparametrlzación seleccionada. se eligen dos diferentes 
reparametrizaclones 9

1 
y 92 de la matriz ll· Para ésto, sean 

e,= u~v 
y 

02= u~ v. 
Considérese también las particiones 

P= (P
1
,P

2
), 

Q• (Q,.Q,). 

- ( 1 p r 
nxn 

Ocn-rlxr 



y 
P=<r,.i\i 

Q=(Q,.Q,), 
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donde P'P=I, Q'Q=I, r(U)=r(Ü)=r, R(V)=r(\Í')=s, las matrices P
1 

y P
1 

tienen r columnas 
y las matrices Q 2 y Q

2 
tienen s columnas. De las igualdades anteriores se sigue que 

91=~192N, 

donde 

M= P", p1 

D=P U=P U • • y 
E=VQ'=VQ-' 2 ,. 

entonces 

P =PU U'(UU')-1 

• • 
y 

de donde 

O=P' p = P' p UU'(UU')-• 
2 t 2 t 

y 
O=Q' Q =Q'Q VoV(VV')-1 

2 2 l 2 ' 

lo cual implica que P;°P,=O y Q 0
1
Q

2
=0 por seriíu•y .Y.v matrices de rango completo, 

Utilizando este resultado y dado que 

In= PP'= P1 P'1+P2 P~ 

y 

se tiene 

P1 0 1 Q~ =P1 M 92 NQ'2 

= P,P', P, 92Q~ Q2Q~ 
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lo cual demuestra que 

~=AP1 81 Q;B=AP1 82 Q~ B, 

por lo que la estimación máximo verosimll de ~ no depende de la particular 
reparametrlzación del modelo se1ecclonada. 

' De esta manera, la única fuente restante posible de no unicidad de la matriz 11 es la 
particular elección de las matrices A y B. Para demostrar que el estimador de 11 no 
depende de la elección de A y B bajo la condición ~=AE(X)B considérense dos 
representaciones diferentes de la matriz r¡ dadas por 

~· AE(X)B = AE(X)B, 

de donde se sigue que 

~= ADµEB = ADµEB vµ 

<> ~· AP uµVQ' B=AP uµVQ' íl vµ 1 2 1 2 

<> ~· AP 0Q' B=AP 0Q' B ve 1 2 t 2 
(4.20) 

.. ~= AP18Q02 B=AP18Q~8 . 

lo cual demuestra la invarlanza de la estimación de ~ respecto a la elección de las 
matrices A y B y concluye la demostración del teorema. 

De hecho, por una apllcaclón del teorema A.31 se deduce de (4.20) que 

AP, = AP, 
y 

es decir, los productos AP1 y Q; B son invariantes a la particular elección de las 
matrices A y B bajo la condición ~=AE(X)B. 

El material anterior puede 11 ustrarse mediante un ejempla. Considérese el modelo de 
dlsef\o experimental completamente al azar con un criterio de clasificación con dos 
niveles definido por 

!=1,2 j=t, ....• n,, (Ut) 
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donde E11 i=1,2. j=t, •... ,n1 son variables aleatorias independientes con distribución 
N(O,o2). En térmlnos del modelo generalizado de Análisis de varianza (.t..1), el modelo 
(4.21) puede escribirse como 

donde n=ntn
2 

y las matrices Y, D y µ se definen como 

Y= 

Y,. 

y 

"" Y,. 
D= In, In, 

1
nt+I 0n,+I 

o 

o 

y 

donde 0 1 y 11 denotan el cero y la unidad en el renglón 1-éslmo de la matriz D. Dado 
que el rango de la matriz D es dos, se deduce que a lo más pueden estimarse dos 
parámatros independientes en forma única. Supongase que se está Interesado en 
determinar estimaciones de las medias de cada tratamiento y la diferencia de medJas 
de los tratamientos; esto es, interesa estimar el vector n definido por 

Para demostrar que 11 es estimable obsérvese que puede representarse como 

( 
1 o o o o o o 

) µ .. ª• 
• 000 o 1n 1 +I o o 

1 o o o - 1n 1+t o o 
(µ.a,ln 

• 
({L+cx2>n1+1 

{! .. ª:z 



~ 

= ( 
100 ... 0 o 
O O O , •. O 1n

1
..- 1 

1 O O .•• O -1 ni _.. 1 
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o .. o ) 
O •. O E(Y), 

o ... o 

donde 1¡ denota la unidad en la columna l-ésima y (tl+-cx.1)1 denota el valor µ+a1 en el 
i-ésimo renglón. Como se mencionó con anterioridad, la reparametrización de la 
matriz \l en la matriz 0 puede elegirse tratando de formar parámetros de interés; para 
lo cual a manera de ejemplo se especifican dos diferentes reparametrizaciones 
definidas por 

y 

Asociadas a estas reparametrizaclones se toman dos descomposiciones de la ma~ D 
defindas por D=P

1
U y D=P,il donde 

P= 1 

í>= 1 

n
-· o • 

. -· o n, -· o n• 

o . -· n. 

-· n, o 

. -· n, o 

-· n, - n;~ 

. -· n, - ~;lr.-

U= (-rn. 
rn; o 

y 
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con las condiciones P
1
P' =P P

1
'=1

2 
y las matrices U y ií de rango completo. Puede 

1 t ...... ...... 
verificarse que con las elecciones de Las matrices U y U se cumple que 9

1
=Uµ y 6

2
=Uµ. 

Es lnterestante observar que el estimador de ~ puede generarse de manera equivalente 
en función de el y 92 ya. que 

o \ ª•' 
-1 1 

1 

es decir, 9
1 

y 92 son función uno a uno. Si se elige la reparametrización 0
1

, la matriz ~ 
puede representarse en términos del valor esper-ado de Y de diferentes maneras, entre 
las cuales dos posibles son 

~=AE(YJ=AE(Y), 

donde 

A= ( 

1 o o o o o. 
o o o o 1n 1 +1 

o . 
1 o o o - 1n

1
+t o . 

( 

O O O ... In, O O . . O ) 
X= o o o ... o o o . . . 1 

1 O O ln
1 

O O -1 

y 11 representa la unidad en la i-éslma columna de las matrices A y A. 
verificarse fácilmente que 

( 
-~ n, 

AP
1
=AP

2
= 0 

n-~ 
1 

Puede 

de donde se tiene la propiedad de lnvartanza de AP 1 ante la elección de la matriz A, 
bajo la condJción ~=AE{Y}. De esta manera, se deduce que el estimador máximo 
verosímil de la matriz 11· definiendo 9;=<9u,9u)• está dado por 

' 
~=AP1 01 

( -· n, 
- o 

n;.\ 



= 

donde 

y 

Cabe mencionar que no se ha escrito, 
verificarse, µ y a

1 
no son estimables. 
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A A 

por ejemplo, 11
1
=µ+a

1 
ya que, como puede 

Como último punto de esta sección se demuestra que la condición indicada en (2.1), 

impuesta por Potthoff & Roy para garantizar que la hipótesis H 0 :At.xgµgxpBpxu=O 
pueda ser contrastada, no es más que una condición de estimabilidad de la matriz de 

parámetros 1'lt.xu=At.xgllgxpBpxu· Para ésto, considérese el modelo correspondiente 
definido por 

E(Xnxp) =Dnxgtlsxp. 

De las ecuaciones de estimabilidad (4,J) y (4.4) se deduce que para la matriz TI sea 
estimable deben existir matrices F y G tales que 

y 
A=FD 

B=IG. 

De las ecuaciones anteriores se tiene que basta tomar G=B para que Ja segunda 
igualdad se cumpla, por lo que se deduce que la matriz TI es estimable para toda. 
matriz B. De la ecuación (2.1) se tiene 
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por lo que tomando F=A
1 

to; 0
1
)-10'

1 
se tiene A=FD, de donde se sigue ~ es estimable 

y por lo tanto la ecuación (2.1) es una condición de estimabilidad. Sin embargo, cabe 
mencionar que la matriz F que se deriva de la proposición de Potthoff & Roy está 
determinada, por lo que no resulta clara la posibilidad de que la condición (2.1) pueda 
no cumplirse, pero sí exista una matriz F, distinta a la propuesta por estos autores, 
que satisfaga la condición de estimabilidad. 

4.2. Formulación de la Hipótesis Lineal General Sobre Matrices Estimables 

Dada la generalidad del modelo (.i..tl. no es posible contrastar cualquier hipótesis 
lineal respecto a la matriz µ de parámetros desconocidos. El hecho de poder realizar 
un contraste particular sobre la matriz. µ depende, como se discutió en el proceso de 
estimación, de la relación que guardan las matrices de la hipótesis con las matrices D 
y E. 

Con objeto de plantear la hipótesis lineal general sobre matrices estimables, 
primero se define una transformación lineal de la matriz µ que involucra a las 
matrices D y E. sobre la cual es posible realizar cualquier contraste lineal en los 
parámetros. Con esta reparametrización del modelo es posible desarrollar como caso 
particular el contraste asociado a una hipótesis lineal general sobre µ cuando D y E 
sean matrices de rango completo y como se discutirá en su oportunidad, puede 
contrastarse cualquier hipótesis que Involucre matrices estimables. La transformación 
lineal de la matriz µ está dada por erx:s definida en (4.11). Cabe seftalar, como se 
discutió en la sección 4.1.2, que la elección de las matrices U y V no es única, por lo 
que pueden elegirse tratando de formar en la matriz 9 parámetros de interés. 

En términos de la matriz a. es posible realizar cualquier contraste de hipótesis sobre 
transformaciones lineales de la matriz 0. Como se discutió en la sección 4.1.2, toda 
matriz estimable es una transformación lineal de e, asi que establecer una forma de 
contrastar una hipótesis llneal general sobre la matriz 9 proporciona la solución aJ 
contraste de la hJpótesls lineal general sobre cualquier matriz estimable. El contraste 
lineal general sobre la matriz 9 que se analiza en este trabajo está definido por 

(4.22) 

vs 
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donde A. B y C son matrices de constantes tales que 

r(A) =t tCr 
y 

r(B)=u u<s. 

Resulta conveniente en este punto hacer algunos comentarios respecto a las 
restricciones t"r y u,s, Si t)r y/o u;t:s la hipótesis nula establecería un mayor número 
de restricciones lineales que el nUmero de renglones y/o el número de columnas de la 
miltriz e que el posible. sin agregar restricciones redundantes y/o Inconsistentes. Esta 
situación puede ilustrarse a manera de ejemplo suponiendo que A y B son matrices de 
rango completo tales que t)r y u)s y obeniendo de los teoremas A.19 y A.20 que las 
matrices A y B pueden escribirse como 

y 

donde R'R=l, R.·R=l. r(S)=r y r('S)=s. La hipótesis H
0 

puede escribirse equivalentemente 
como 

. (ses,.,.. Ho. 
o 

o 
o 

) =e. 

donde C=R'ci•. De esta manera se obtiene que algunas submatrices de C son cero en 
cuyo caso existen restricciones redundantes o existe una inconsistencia en las 
ecuaciones especificadas en la hipótesis nula. 

El hecho de poder realizar el contraste (4.22) para cualesquier matrices A y B está 
garantizado, dado que e es una matriz de parámetros que pueden ser estimados de 
manera tlnica en base a la información proporcionada por la matriz X. En ténninos de 
la matriz de parámetros originales µ, el juego de hipótesis (4.22) está equivalentemente 
dado por 

Ho: A~xg µsxa B~xu= Ctxu 
vs. 

Hl: A~xg µgxg a:xu "t. CLXU. 

donde 

A•= AU, 

B*= VB 
(4.23) 

y las matrices U y V se definen en (4.9) y (4.tO). La hipótesis anterior no puede ser 
contrastada para cualesquier par de matrices A• y a•, pero sf para cualesquier 



76 

matrices A"' y B"' de la forma (4.23) donde U y V son cualesquier par de matrices que 
satisfacen respectivamente {4.9) y (4.to). Este hecho garantiza que los renglones de A 4 

y las columnas de B' estén respectivamente, en los espacios generados por los 
renglones de D y columnas de E; es decir, 

A•= FO 
y 

a•= EG. 

donde 

y 

En otras palabras, la construcción de las matrices A"' y s• garantizan la estimabilidad 
de la matriz ~=A •µa•. De esta manera y como se discutirá en la siguiente sección, es 
posible entonces, realizar contraste sobre lJ. en términos de las matrices A y B. Así, 
dada una reparametrizaclón e de la matriz µ, deben determinarse matrices A y B que 
satisfagan Ja ecuación (4,23) para escribir la hipótesis en términos de la matriz 0 y 
utilizar los resultados presentados en la sección 4.3. 

Generalmente cuando se plantea una hipótesis se escribe primero en términos de los 
parámetros originales del modelo; es declr, el contraste se plantea como 

VS 

H
0
,A.µÍÍ=C 

H,,Ji.µÍÍ•C. 

Para efectos de realizar la prueba, garantizando que la estimación de ~=Al.lii sea llnlca, 
se reqiere que ~ sea estimable con objeto de producir un único estimador máximo 
verosrm11 ij de TI r compararlo con 1a matriz C a través de ta estadlsttca de cociente 
de verosimilitudes generalizado. 

Resulta conveniente para realizar la prueba escribir el juego de hipótesis (4.24} es la 
forma (4.22) con objeto de utilizar los desarrollos presentados en la sección 4.3. En 
algunas ocasiones el modelo resulta suficientemente simple para detenninar matrices 
A• y e• tales que el juego de hipótesis pueda plantearse directamente como 

vs 



77 

pudiendo escribirse en la forma (4.22) tomando A=A 'P1 y B=Q~B·. En otras ocasiones, 
puede recurrirse a las ecuaciones de estimabilidad (4.J) y (..,.4) y detennlnar del juego 
de hipótesis (4.24) matrices F y G tales que 

A=FD 
y 

B=EG, 

de donde la hipótesis puede expresarse en la forma (4.22) tomando A=FP1 y B=Q~G. 

Cuando las djmensiones del modelo son lo suficientemente grandes para determinar 
con relativa facilidad el contraste deseado en términos de la matriz a, pueden 
utilizarse inversas generalizadas. Para ésto. tómese F y G como inversas generalizadas 
de las matrices DD' y EE' para determinar primero matrices A• y a• que satisfacen las 
condiciones de estlmabllidad; es decir, 

A=A•o 
y 

Si las ecuaciones anteriores se cumplen, entonces 

An·=A•oo· 
y 

e·ii=E"EB•, 

de donde una solución está dada por 

y 
B•=GE'B, 

ya que substituyendo estas matrices en (4,25) se tiene 

AD'=AD'FDD'=AD'. 

E'B=E'EGE'B=E'B 

(4,25) 

y de esta manera dadas las matrices A• y B"' como en (4.26). el contraste (4.24) puede 
escribirse en la forma (4.22) tomando A=A•P1 y B=Q~B"'. 

De cualquier forma, se debe buscar la manera de escribir la hipótesis deseada en 
términos de alguna reparametrizaclón de la matriz de parámetros originales µ usando 
una matriz 9=UµV donde U y V son matrices que satisfacen (<1.9) y (4.10) 

respectivamente, 



78 

4.3. El Cociente de Verosimilitudes Asocado a la Hipótesis Lineal General Sobre 
Matrices Estimables. 

Con objeto de obtener el 
contraste (4.22), se efectúa 
facilita la obtención de 

cociente de verosimilitudes generalizado asociado 
primero una transformación lineal de la matriz X 
los supremos de la función de verosimllitud, 

transformación se define coma s·igue 

Sean Arxr• B.sx.s matrices definidas por 

}í.rxr= [AUr-tlxr] y 

~t.xr 

donde 

A= (AAr~A. 
2 

y 

Sean las matrices L y N definidas por 

Lnxn= 

y 

al 
que 

La 

De la definición de L y N se observa que son matrices de rango completo; es decir, 
r(L)=n y r(N}=p. Sea Y una matriz aleatoria definida por 

Ynxp= LXN. 

El valor esperado de Y está dado por 

E(Y)• LE(X)N 



= LD¡tEN 

= ( Arxr . OrxCn-rl) ( 

O~n-r:lxr - - 1 n-r 

Por su parte, la matriz A.e B puede escribirse como 

- - -( A,Cr-clxr) A0 Bnca - A enea (Baxµ 
~~txr 

= ( A,8 Bcr-clxu 

~98txu 

[ ··rn 
•·i¡¡ 

SALIR 
TESIS 

DE L!l 
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donde, por ser A y B matrices cuadradas de rango completo, se deduce que AeB es 
une. matriz de parámetros independientes dado que ti es una matriz de parámetros 
lndependlentes. De esta manera, el valor esperado de la matriz Y puede expresarse 
como 

n., ) 
n., • 
o 

donde 
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y 

Definiendo C=(AA•)-%;C, el juego de hipótesis (4.22) es equivalente a 

vs (4.27) " 

Definiendo ~l=DµE y partlcionando la matriz M como 

1 a función de densidad de la matriz X puede escribirse como 

f"(X;M,L)= 'ª' [l2rrLl-l. exp {-!(X.-m¡l' ¿ -•cx.-m1) }] 

l2rr ¿¡-n'2 exp { - ! f (X.- m¡l' E -'(X1- m 1) } ,., 
l2rr!::l-012 

exp { - ! trE -t 1~1 (X 1-m
1
)' (X¡-m,J} 

bt ¿¡-n'2 exp { - ! trL _, (X-M)'(X-Ml}. 

Del teorema A.28, el jacoblano de la transformación inversa de Y= LXN está dado por 

l~I= ILl-p 'Nl-n 
1 d y 1 • 

de manera que Ja función de densidad de la matriz Y puede escribirse como 

l2rrN':!: N ¡-ni2 1 LI -p e.Yp{-! tr( N':!:N¡-• (Y-LMN)' (LL'i-' (Y-LMN)} 
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= 1 2nl:i-n12 I Ll-p exp{-!: tr l:-1 (Y-LMN)' (LL')-1 (Y-LMNl}, 

donde i:=N'I:N. Dado que 'i::. es una transformación uno a uno de !., se sigue que i: es 
una matriz de parámetros independientes. 

Por su parte, la matriz LL' puede expresarse como 

LL' = ( Arxr 

O<n-rlxr 

~rxln-rl \) 
n-r 

Orx(n-rl) 

ln-r 

= ( AA'rxr 

O(n-r)xr 

de manera que la función de densidad de Y puede escribirse como 

f y(Y)= lznl:i-n" exp( -t tr l:.-'(Y-LMN)'(Y-LMNi}, 

de donde se sigue que los renglones Je Y tienen distribución Normal independiente 
con matriz de covarlanzas i: y vectores de medias definidos por la relación E( Y)::LMN. 

Definiendo particiones de las matrices Y y E( Y) como 

y =(Y y ) 
nxp 1nxCp-s+u) 2nxls-U) 

y 

E(Y )= ( n n ) 
nxp lnxlp-s+ul 2nx<s-ul 



se obtiene por el teorema 3.19 que 

/\ = 
~up fy (Y) 

sup f (Y) 
H 0 uH 1 Y 

sup f (Y) 
Ho Y1 1 

Hs~~ fy (Y,) 
o ' ' 
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Dado que los renglones de Y
1 

tienen distribución Normal independiente con matriz de 
covarianzas fu y vectores de medias dados por la relación E(Y

1
)=r¡

1
, se sigue que la 

densidad de Y
1 
está dada por 

fy
1 
(Y

1 
)= l2n!:

11
1-"'2 exp{-! tr'i:~1 1 (Y

1
-r¡

1
)' (Y

1
-11

1
)}, 

donde 

_ (º(r-t)x(p-:s) 
TJ,- Otx!p-sl 

0 !n-rlxfp-s) 

n..,,~t>xu) 
l'l22txu • 

O(n-rlxu 

Definiendo las matrices Yl' Y21 711 , Tj2 por 

( 

yUCr-t>xCp-s> ) 
Ylnxfp-:s)= Y21tx(p-s) • 

Y 31(n-rlxCp-sl 

y ~.·( 

_ ( Y"Cr-tlxu ) 
Y

2
= Y22txu , 

Y32(n-rlxu 

11
1
2cr-t.lxu ) • 

l122cxu 

0 cn-rlxu 

:.e sigue que Y
1 

={Y1 ,'Y2 ) y ¡¡
1 

=(?f
1 

, T¡'
2
) y P.I cociente de verosimilitudes generalizado 

puede obtenerse mediante dos apllcaciones consecutivas del teorema 3.18. Bajo la 
hipótesis nula, r¡ = C y el supremo de la verosimilitud bajo H

0 
se obtiene 

maximizándola sobre r¡12 y E. 11, el cual está dado por 

Sup f (Y )=(27t)-ndl'2 0nd12 eYp{- nd} ¡Y•:;¡ ¡-n/'2 
y11 · 2 11 

Ho 

donde d=p-s+u. BaJo H0 uH
1 

las matrices 11 12• 1122 y r:
11 

no poseen restricciones y 
nuevamente por el teorema 3.iB se tiene que 
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sup f (Y)=(.,n)-nd12 nnd12exp{-nd}1Y·Y1-n121y: y -r y [Y' y ]-1y• y ¡-n12 
Y1 1 - 2 1 1 32 32 32 31 31 31 31 32 • 

H 0 uH 1 

de manera que el cociente de verosimilitudes generalizado asociado al contraste {4,21} 

está dado por 

sup fy, (Y
1

) 

A= ~H=º~~~--
sup f {Y1) 

Ho•JH1 Yt 

(4.28) 

El cociente de verosim,llitudes anterior puede escribirse en términos de la información 
original X. considerando la siguiente partición de la matriz Y 

Y=¡:~, 
Y., 

donde Yu es una matriz de dlmensión (r-t}x(p-s) y Y 
22 

es una matriz de dimensión 
txu. La matriz L puede escribirse como 

L= ( ! ~) P" 

( 

A, P", ) 
= A~; . 

A su vez. la matriz N está dada por 



= (Q Q) ( 1 
' ' o 

o 
B ~-) 

= (Q, Q,B Q,a•). 
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La matriz Y puede escribirse en términos de X utlllzando las particiones anteriores de 
L y N y está dada por 

Y= LXN 

X (Q, 

- [A,P',XQ, 

- Aj', XQ, 

P',XQ, 

Q,B 

A,P',XQ,B" ] 

A2P'1 XQ2B• ' 

P"2 XQ2a• 

de donde se sigue que 

y 

y21= A2~ XQt =(AA')-~ AP'tXQ,, 

Y,,= A2P', XQ
2
B=(AAT'o AP',XQ

2
B, 

(4.29) 

(4.30) 

{4,31) 

Substituyendo estas expresiones en (4,2e) se obtiene una manera de cálculo directo del 
cociente de verosim.llltudes generalizado en términos de la información original. 
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5 La Distribución de la Estadlstica de Prueba 

Del cociente de ve!"'osimilitudes (4.28) se deduce que la variable T definida por 

T= 

puede utilizarse para realizar el contraste. siendo la región de rechazo de la hipótesis 
nula de la fonna 

donde Y21 , Y22, Y31 Y Y32 se definen en las ecuaciones (4,29) a {4.32) y k es una 
constante apropiada. La distribución de la estadística de prueba T, puede determlnarse 
considerando dos submatrlces de la matriz Y definidas por 

z,txCp-s+u> = (Y2ttx<p-s >' y 22r.xu) 

y 
Z =(Y Y ) 

2(n-rlx(p-11+ul 31(n-rl x(p-11)' 32(n-rlxu • 

Dado que Y es una matriz con renglones independientes de distribución Nonnal con 
matriz de ca varianzas E y vectores de medias dados por E(Y) =LMN se deduce que Z

1 
y 

z2 son independientes y que los renglones de las matrices z, y z2 poseen distribución 
Normal con matriz de covarianzas Í:

11 
y vectores de medias dados por 

y 

E(Z2)= (OCn-r>x<p-o.) Ocn-rlxu>. 

De la definición 3.2 se deduce que 

y 

donde las matrices U y V son independientes por ser Z
1 

y Zz independientes. Por otro 
lado, las matrices U y V pueden escribirse como 



U= [U,. u,.] 
u21 u

22 

y 

V= [V,. V,.] 
v21 v22 

Definiendo 

u,..v,,]· 
U22t-V22 

se obtiene que la estad.lstica de prueba (s.1) puede expresarse como 

T= IV,...I 
IW22.,I 

y por una aplicación del teorema 3.17 se deduce finalmente que T""A(u, n-r-p...s, t). 
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Los cuantlles de la distribución A de Wllks pueden consultarse en Kres (1983). En los 
casos en que u ó t tomen el valor 1 ó 2, la distribución A de Wilks posee algunas 
relaciones con la distribución F que se resumen a continuación: 

y 

1-A(p,m,i) 
A(p,m,1) -m--~p-.-,-F p,m-p•l • 

t-A(1,m.n) -...!!.. F 
m n,m• A(1,m.n) 

1-1 A(p,m,z) 

IA(p,m,2) 

p 
-m--LP'--.-,- F2p,2(m.-p+-1) 

(s.z) 

(s.J) 

(s.•) 
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l-fA(2,m.n) 

IA(2.m.n) 
~ n F rn=f 2n,2(m.-t) • (s.s) 

La demostración de estas propiedades puede consultarse en Mendoza (1967). 
UtiJizando e.stas relaciones, las constantes de la región de rechazo pueden 
determinarse alternativamente, utiHzando tablas de la distribución F. 
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6 El Análisis de Varianza Asociado a la Prueba de la Hipótesis Lineal General en el 
Modelo E(X)=DµE 

En este capítulo se expone un resumen sobre la estimación de parámetros y la prueba 
de una hipótesis lineal general sobre parámetros estimables, bajo el modelo 
generalizado de análisis de varianza de Potthoff y Roy, Dado que dependiendo del 
rango de las matrices D y E. el conjunto de parámetros estimables del modelo resulta 
distinto, se tiene que tanto el proceso de estimación como el de prueba de hipótesis 
presentan diferencias que resultan conveniente discutir por separado. Cabe señalar que 
el esquema de análisis presentado en este trabajo. permite recuperar como casos 
particulares el análisis estadístico corrrespondiente a los modelos en lo que las 
matrices D o E poseen rango completo. De esta manera, discutiendo por separado 
estos casas del modela, se facilita la obtención de los cálculos que resultan 
necesarias en una aplicación particular. En las siguientes 4 secciones se discute cada. 
una de las situaciones que resultan de considerar la completez del rango de las 
matrices D y E. 

6.1 El Caso Cuando D y E son de Rango Incompleto 

Dada que esta situación es la que se discutió en capítulos anteriores, resulta 
conveniente describir en esta sección el modelo. la hipótesis y 1 as cálculos asociados 
con la estimación y prueba de hipótesis. 

El modelo generalizado de análisis de varianza multlvariado de Pottoff y Roy 
considera una matriz Xnxp con renglones independientes de distribución Normal con 
matriz de covarianzas común L y vectores de medias definidos por la relación 

donde r(D)=r<g<n y r(E)=s<q<:p. Para plantear la hipótesis lineal general sobre los 
parámetros estimables de este modelo, se consideran las descomposiciones de las 
matrices D y E definidas por 

y 



91 

donde P'P=I. Q'Q=I. r(U)=r y r(V)=s. Utilizando éstas descomposiciones se define la 
matriz enes por 

r'g, st;;q . (0.2) 

Como se demostró en su oportunidad. cualquier matriz de parámetros estimables se 
obtiene mediante una transfonna.clón lineal de 8. Utilizando la transformación anterior 
y considerando las particiones P=(P

1
,P

2
) y Q=(Q

1
.Q:2) donde P

1 
y Q

1 
tienen 

respectivamente r y p-s columnas, se obtiene que el modelo (6.1) puede escribirse 
como 

y los estimadores de máxima verosimilitud de las matrices 9 y E están dadas por 

y 

donde W=X'(I-P
1
P¡) X. Con estas estimaciones. el estimador de máxima verosimilitud 

de la matriz estimable llaxb=FaxnE(X)Gpxb puede calcularse como 

~axb=FP1 9Q;G. 

El juego de hipótesis lineal general sobre los parámetros estimables del modelo está 
dado por 

vs (o.a) 

donde A. B y C son matrices de constantes tales que 

r(A)=t tii;r 
y 

r( B)=u uii;s. 

La estadística de prueba de cociente de veroslmllitudes para el juego de hipótesis 
anterior, puede calculw:se definiendo las matrices 

Y 
21 

= (AAT' AP"
1 
XQ

1
, 

Y 
22

= (AAT,, Al'", XQ
2
B, 



92 

y está dada poi"' 

donde C=CAA')-\c. La región de rechazo de la hipótesis nula es de la forma 

C = {Y2,. Y
22

, Y
3
,. Y 32 IT<kl 

y la constante de la región de rechazo puede obtenerse utUizando el hecho de que 
T-A(u,n-r-p•s,t). 

6.2 El CBBo Cuando D es de Rango Completo 

Cuando la matriz D es de rango completo, no exJste necesidad de premultiplicar la 
matriz µ por Ja matriz U para obtener parámetros estimables del modelo. Este hecho 
puede demostrarse considerando las particiones de las matrices D y E definidas por 

y 

donde P'P=I, Q'Q=I, r(U}=g y r(V)=s. Dado que cualquier transformación linea! de la 
matriz 0 definida en (6.2) es una matriz de parámetros estimables y considerando en 
este caso que la matriz u-1 esta bien definida, en esta sección se con.sldera la mat.riz 
estimable u-1e, que por simplicidad seguirá denotándose por e, de manera que la 
matriz de parámetros estimables para esta situación resulta definida por 

s~q. (•.•) 

De esta manera, el procedimiento de estimación y prueba de hipótesis se obtiene 
substituyendo la matriz 9 definida en Ja sección 6.1 por U9. Utilizando este 
razonamiento y considerando las particiones P=(P

1
,P

2
) y Q=CQ

1
,Q

2
) donde P

1 
y Q

1 
tienen 

respectivamente r y p-s columnas, se deduce que el estimador de máxima 
verosimilitud de la matriz 0 puede obtenerse como 



e= u-•r;xw-10,.[o;w-•o,. r• 
=cu· u¡-• u·r; xw-•o,. [0,.' w-•o. r 1 

A su vez, la matriz W puede escribirse como 

W=X'(l-P,P¡JX 

=X'(l-P, U( u·u¡-•u·r,JX 

=X'[l-D(D'D)-1D']X, 

de donde se sigue que los estimadores de 0 y I: están dados por 

y 
e=(D'D)-1D'XW-1Q [Q'W- 1Q r' 

f=-1; (X-DeQ;J'(X- DeQ;). 
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con W=X'[I-D(D'D)-1D')X. Utilizando estas ecuaciones, el estimador máximo verosímil 
de una matriz estimable 1Jsxb=F n.xnE(X)Gpxb se obtiene como 

1ia,.,,=FoeQ;a. 
El juego de hipótesis para esta situación corresponde a 

vs (•.s) 

donde A, B y C son matrices de constantes tales que 

r(A)=t t~g 
y 

r(B)=u u~s. 

Para el cálculo de la estadística de prueba, se observa que el juego de hipótesis (6.s) 
se obtiene del (6.J) substituyendo la matriz A por AU-1, por Jo que en este caso las 
matrices Involucradas en el cálculo de la estadistlca de prueba están dadas por 
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y 
Y32= P;XQ2B. 

Utlltzando estas matrices y definiendo C={A(D'D)-1A'}-\C, la estadística de prueba se 
obtiene como 

siendo la reglón de rechazo de la hlpótesls nula de la forma 

y la constante de Ja región de rechazo se obtiene utilizando el hecho de que 
T-A(u,n-g-p•s,t). 

6.3 El Caso Cuando E es de Rango Completo 

En esta situación no resulta necesario reparametrizar el modelo postmultiplicando la 
matriz µ por la matriz V, ya que esta Ultima resulta de rango completo. En este caso, 
las descomposiciones de las matrices D y E están da.das por 

y 

donde P'P=I, Q'Q=I, r(U)=r y R(V)=q. Considerando que cualquier transformación lineal 
de la matriz e definida en (6.2) resulta estimable y dado que en este caso existe v-1, 

resulta conveniente considerar la matriz estimable ev-1, que por simplicidad seguirá 
denotándose de nuevo por e. De esta manera, la matriz de parámetros estimables para 
esta situación resulta 

El cálculo de estimadores y el procedimiento de contraste de hipótesis se obtiene 
substituyendo la matriz 0 definida en (6.2) por 0V. Considerando las particiones 
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P=(P
1
,P

2
) y Q=(Q

1
,Q

2
) donde P

1 
y Q 1 tienen respectivamente r y p-s columnas, se sigue 

que el estimador máximo veroslmil de la matriz 9 está dado por 

e=r,·xw-1Q.,[Q;w-•o., r• y-• 

de donde los estimadores de e y ~ pueden escribirse como 

y 
,., t '"· " 
L=-¡;(X-P,e E )'(X-P,e E). 

can W=X'(I-PlP¡)X. Utilizando estas estimaciones, el estimador máximo ver-os!mll de 
una matriz estimable Tlaxb=Fa.xnE(X)Gpxb está dado por 

A A 

~.xb=FP1 9 EG. 

El juego de hipótesis para esta situación resulta definido por 

Ho: Atxr 8 rxq Bqxu= Ctxu 
vs (o.o) 

Ht: Atxr 8 r-xq Bqxu;:: Ctxu • 

donde A, B y C son matrices de constantes tales que 

r(A)=t t"r 
y 

r(B)=u u<:q. 

Dado que el juego de hipótesis (6.6) se obtiene del (6.J) substituyendo la matriz B por 
v-1e, la estadlstica de prueba asociada al juego de hipótesis (6.6) puede calcularse 
utilizando las matrices 

Y
21

"" (AA')-~AP'1XQ1 , 

Y
22

= (AAT" AP"
1 
XQ

2 
V'(V'J-•v-1 B • (AATº AP"

1
X E'(EE')-1 B , 

y31= P'2XQ, • 
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y está dada por 

donde C=(AA')-~C. La región de rechazo de la hipótesis nula es de la forma 

y la constante k se obtiene utilizando que T""'/\(u,n-r-p+q, t). 

6.4 El Caso Cuando D y E son de Rango Completo 

Este es el ceso más simple de analizar, ya que no se requiere transfonnar la matriz µ 
dado que ésta es estimable. Para el cálculo de la estadística de prueba se utilizan las 
descomposiciones siguientes de les matrices D y E 

y 

Eqxp = V qxq(Oqxlp-q)' lqxq) Q'pxp ' 

donde P'P=I, Q'Q=l, r(U)=g y r(V)=q. La estimabilidad de la matriz µ puede demostrarse 
considerando que en este caso las matrices u-1 y v- 1 existen y obtenlendo la 
transformación lineal µ de la matriz 0 dada en (6.2) definida por {!=U-1µv-1• De esta 
manera, la matriz de parámetros estimables para esta situación resulta 

En este caso, la estimación y contraste de hipótesis se obtiene como caso particular 
de los resultados de la sección 6.2 substituyenJu ll:l mc1.triz a por U~.f\~. Utiliza.ndo de 
nuevo las particiones de las matrices P y Q definidas por P=(P

1
,P 

2
) y Q=(Q1,Q~) donde 

P1 y Q
1 

tienen respectivamente r y p-s columnas, se tiene que el estimador de máxima 
verosimllltud de la matriz µ puede obtenerse como 

ft= u-•p;xw-•o,co;w-•o, r • v-• 
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donde W=X'(l-D(D'D)-1 D']X, por Jo que los estimadores máximo verosímiles de las 
matrices µ y L están dados por 

(6.7) 

y 

f:=k<X- n¡l E )'(X- n¡l El . (6.8) 

El juego de hJpótesJs en este caso puede plantearse directamente en términos de la 
matriz µ y está dado por 

vs (6.9) 

donde A, B y C son matrices de constantes tales que 

r(A)=t t~g 

y 
r(B)•u u<q. 

Dado que el juego de hipótesis (6.9} se obtiene del (6.J) substituyendo las matrices A y 
B por Au-1 y v-•a respectivamente, las matrices que se utlllzan en este caso para el 
cálculo de la estadística de prueba están dadas por 

y= [A(U'U)-'A')J-"'Au-•P'XQ = [A(D'DJ-'A']-'>A(D'D)-•n·xQ 
21 1 1 1 ' 

y .. = (A{U'UJ-'A'lr"' A u-•P',XQ, V(v)-•v-•B 

= [A{D'D)-• A']-'>A(D'D)-'D' X E'(EE')-'B 

y utilizando las matrices anteriores. la estadística de prueba asociada al contraste (6.9} 

puede calcularse como 



donde C={A(D'0)- 1A·}-~C y la reglón de rechazo de la hipótesis nula es de la forma 

C = {Y.,. Y,.. Y,.. Y32 IT< k} . 

La constante de la reglón de rechazo .se obtiene utilizando que T-A(u,n-g-p•q, tl. 
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7 Aplicaciones del Modelo Generalizado de Análisis de Varianza Multivariado 

Como se indicó en el cap(tulo l. existen 3 tipos de modelos llneales que han tenido 
un amplio desarrollo dada la diversidad de estudios que pueden ser analizados 
mediante éstos. Estos son los modelos de regresión lineal, modelos de diseño 
experimental y modelos de crecimiento. Dado que estas 3 clases de modelos resultan 
ser casas particulares del modelo generalizado de Potthoff y Roy. en este capítulo se 
exponen los cálculos lnvolucarados en la estimación y pruebas de hipótesis para 
algunos de estos modelos, utilizando los resultados presentados en el capitulo 6. 

7.1 Modelos de Rango Completo 

Primero se discute el análisis de algunas modelos en los que las matrices D y E del 
modelo (6.t) son de rango completo. Entre estos modelos se encuent.ran los de 
regresión lineal y los de crecimient.o. los cuales se discuten por separado en las 
siguient.es secciones. 

7.11 El Modelo Univariado de Regresión Lineal 

El análisis de est.e modelo puede derivarse de los resultados present.ados en la 
sección 6.4, subst.ít.uyendo p=q=1 y las mat.rices E y B por las mat.rices Jdentldad de 
orden 1. El modelo de regresión lineal multiple en el caso unlvariado considera un 
vector Xnxi cuyas entradas son Independientes de distribución normal con varianza 
común a2 y medias definidas por la relación 

donde las g columnas de la matriz D son linealmente independientes y se denominan 
variables explicativas, las entradas de p. son desconocidas y se denominan coeficientes 
de regresión. El vector de perámetros estimables para esta situación está dado 
directamente por µgxi• cuyo estimador de máxima verosimilitud se obtiene ·de la 
ecuación (6.7) y se define por 

El estimador de la varianza común o2 se obtiene a su vez de la ecuación (6.8) y está 
dado por 

32 =-/¡ <x-o¡li·<x-oft>. 
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El juego de hipótesis lineal genera! para esta situación puede definirse como 

vs 
H,:At.xgµgx1'#.Ct.xt • 

donde A y C son matrices de constantes conocidas tales que r(A)=t<g. La estadística 
de prueba para el juego de hipótesis anterior puede obtener.se en base a las matrices 

Y 
22 

• [A(D'DJ-'A'r'>A(D'D)-• D'X•[A(D'D)-'AT'> A\! , 

y 

Definiendo W=X'[I-D(D'D)-1]X. el numerador de la estadística de prueba puede 
calcularse como 

y dado que en este caso Q
2
= !.1. se sigue que 

El denomlnador de la estadística de prueba puede simplificarse observando que 

·{ Q; µ. A'[A(D'D)-'AT' AV Q,-Q;w Q,}-• 

•{ Q;ZQ,}-' ' 

donde Z=fl'A'(A{D'D)-1A']-t A"µ ... w. Utilizando esta expresión se tiene 
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=Q'{z-'-Z-'Q CQ' z-•Q ¡-•Q·z-•}Q 
' 2 2 2 1 

=Q,{O}Q, 

=O 
dado que Q

2
= !. 1. De esta manera. se deduce que el denominador de la estadística de 

prueba puede escribirse como 

por lo que la estadística de prueba en este caso está dada par 

w 
T= A ~ 

W •(Aµ-C)• { A(D'D)-• A'}-'CAµ-c) 

y tiene distribución J\O,n-g, t), siendo la región de rechazo de H
0 

de la forma 

La constante de la región de rechazo puede determinarse alternativamente utilizando 
tablas de la distribución F, para lo cual puede utilizarse la ecuación (s.3), 
obteniéndose que la variable 

T'=(-'!:K) _!:L = (A"¡r-CJ'{A(D'D)-'A'}-'(A\¡-C)/t 
t T W/(n-g) 

tiene distribución F(t,n-g) y la reglón de rechazo de la hipótesis nula es de la forma 

C={Xnx• IT'>k} . 

7.1.2 El Modelo Multivarlado de Regresión Lineal 

la estimación de parámetros y contraste de hipótesis para este modelo puede 
obtenerse utilizando los resultados presentados en la sección 6.4, substituyendo q=p y 
E=lp. 

El modelo multivariado de regresión lineal multiple considera una matriz Xnxp con 
renglones lndependlentes de dlstribuclón normal con matriz de covarlanzas comün !: y 
vectores de medias definidos por la relación 
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donde r(D)=g y µgxp es una matriz de coeficientes de regresión desconocidos. La 
matriz de parámetros estimables en esta situación corresponde a µ

8
xp y su estimador 

máximo verosímil puede obtenerse de la ecuación (6.t) y está dado por 

y el estimador de máxima verosimilitud de E resulta 

í': =-!, (X-Df¡)'(X-DDf¡) . 

El contraste lineal general sobre µ puede escribirse como 

vs 

donde A. B y C son matrices de constantes con 

y 
r(A)=t<:g 

r(B)=u<:p . 

Las matrices involucradas en el cálculo de la estad1stica de prueba se definen por 

y 

Y.,= [A{D'D)-'AT'> AílQ, • 

Y 22 = [A{D'D)-'AT" A°tiB • 

Utilizando estas matrices y definiendo W=X'[l-D(D'D)-1D']X, el numerador de la 
estadística de prueba puede calcular-se como 

=IB'{W-WQ,(Q;wQ,)-•Q¡WJBI 



Dado que en este caso puede seleccionarse Q
2
=IP, se tiene que 

El denominador de la estadística de prueba puede simplificarse considerando que 

con z=tJ.· A'{A(D'D)-1 A'}-1 A.µ ... \V, De esta manera se deduce que 

= Q; { z-1_ z-'Q2< Q~z-'Q2)-'Q~z-1JQ, 

=Q;oQ, 

=O 
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dado que se seleccionó Q 2 =IP. Utilizando este último resultado, se sigue que el 
denominador de la estadlstlca de prueba resulta 

por lo que la estadística de prueba puede escribirse como 

T=~~~~---"ls~·~vr~B~I'--~~~~~~ 
IB'VfB,(AtLB-Cl'(A(D'D)-1AT'(A~B-C)I 

y tiene distribución A(u,n-g,t). siendo la región de rechazo de la hipótesis nula de la 
forma 

Cabe señalar que en el cálculo de la estadística de prueba, la expresión 
{AÍtB-C)'[A(D'D)-1A'J- 1(~B-C} resulta más sencilla de evaluar que la propuesta en 
Mardia, Kent & Blbby (1979, pág. 162). El juego de hipótesis (7 .1) resulta también ser 
más general que los discutidos en Seber (1984, cap. 8). 
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7.1.3 Un Modelo de Crecimiento 

Existen diversas situaciones en las que pueden modelarse curvas de crecimiento en 
base al modelo (6.1}. como puede consultarse en Potthoff & Roy (1964). En esta 
sección, se considera un modelo simple de crecimiento dado que el propósito es sólo 
ilustar el procedimiento de análisis. 

La situación que se ejemplifica en esta sección considera un grupo de n individuos, 
sujetos a las mismas condiciones, los cuales son observados en p puntos en el tiempo 
t 1, .... ,tP. Se supone que las p mediciones realizadas en cada uno de los n lnd!viduos 
siguen una distribución normal con un esquema de asociación modelado por una 
matriz de covarianza comlln :t. Se supone también que la curva de crecim1ento 
asociada a un individuo es un polinomio en el tiempo de grado q-1. de manera que 
denotado por X 11 la j-éslma medición en el i-ésimo individuo se tiene 

El modelo anterior puede escribirse en térmlnos del modelo (6.1), haciendo g=l y 

definiendo las matrices D. µ y E por 

y 

t, t, tp 
Eqxp= 

t• • t• 
2 

t• 
.P 

El análisis de este modelo puede derivarse utilJzando los resultados de la sección 6.4 
como sigue: 

Sea F nxn Ja matriz con todas sus entradas iguales a 1 y sea W=X'[J-F]X. Los 
estimadores máximo verosimiJes µ y L están dados por 
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y 

f:=-/;(X-DfiEl'(X-D¡iE), 

donde Xpxt es el vector de medias de las p mediciones en la matriz X. El juego de 
hipó~esis sobre µ está dado por 

vs 

donde B y C son matrices de constantes tales que r(B}=u~q. Como caso particular de 
la hipótesis general antel'"ior, pueden formularse las ase .. ·eraciones de que la ordenada 
al origen del polinomio es igual a un valor detennlnado o que un polinomio de grado 
menor que q-1 es suficiente para describir adecuadamente la información. Las matrices 
asociadas al cálculo de la estadística de prueba para el constraste de hipótesis 
anterior resultan definidas por 

Y21=tnX·Q,. 

y 

Utilizando estas matrices y definiendo C=in(AA')-~C. la estadfstica de prueba puede 
calcularse como 

y sigue una distribución A(u,n-t-p•q,t), siendo la región de rechazo de H
0 

de la fonna 

C={Y2,.Y22.Y,. y Y32 IT<kl. 

7 .2 Modelos de Rango Incompleto (Dlseilos Experimentales) 

En las siguientes secciones se dJ.scuten algunos modelos que resultan de uso común 
en el análisis de observaciones provenientes de disefios experimentales. De.do que este 
tipo de modelos es una ele.se particular del modelo (6.t). en las siguientes secciones 
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se deriva el análisis asociado al proceso de estimación y prueba de hipótesis para 
algunos modelos de este tipo. 

7.2.1 El Modelo Univariado con un Criterio de Clasificación 

Para definir este modelo se consideran X 11 i=t, ....• a. j=1 ..... ,n1 variables aleatorias 
independientes con distribución normal de medias dadas por la relación 

j=1 ••••• n 1 

y varianza comtln o2 • El modelo anterior puede ser escrito en forma matricial 
considerando las matrices 

~ll 

xnx.1 = 
~Ult µ= [::] 
~" 

X 
=r 

y 

1 o o • . o 

l 1 o o . . o 
n

1 
renglones 

1 o o • o 

1 o 1 o • o 

l 1 o 1 o . o 
n

2 
renglones 

D= 
1 o 1 o ... . o 

1 o o o. • 1 

l 1 o o o. . 1 

nr renglones 

1 o o o ... • l 
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de manera que el modelo (7 .2) puede escribirse alternativamente como 

Definiendo p=q=1, g=r ... t y hacienda E=I1, el análisis de este modelo puede derivarse de 
los resultados presentados en la sección 6.3. Dado que en este caso la matriz µ na es 
estimable, debe seleccionarse una reparametrización en base a una descomposición de 
la matriz O de la forma. 

D -p U 
nxCr+I}- tnxr rx<r+tl • 

Para el análisis de este modelo se considera la descomposición de la matriz D definida 
por las matrices 

p = 
1 

n-Jo.,.o 
• 

~-!\~ 
• 

o 
_,. 

"• 
o 

_,. 
"• 

o 

o o 

o o 

o o 

o ...... o o 

o· · · · · · a o 

o. o o 

o. o o 

o. o o 

o · · · · · ·o a 

O• • • • • • o -· "r 

o ..... ·o -· nr 

o ..... ·a n-i..,. 
r 

In. .¡~ o O• • • .. o o 

n
2 

renglones 
y urx<r+tl rn, o f n., o· .• . . o o 

f"-r O• • • • • • • ' ' • O f nr 

] nr renglones 

de manera que la matriz 6rx
1 

que resulta de la anterior descomposición de D está 
definida por 

[

¡-¡;; (µ•ex,)] 
9rx1 =Uµ= 

¡-;;;_ (µ.cxr) 
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El estimador máximo verosímil de e puede obtenerse como 

-~ ~l 
x11 n'> X, n, J"';'1 ' 

-· ~ x21 n, ~ 

S=P'X= 
J•• 

' . = 

-· "r 
n'> xr nr }:; xrj 

J:1 r 

A su vez. el estimador de o2 puede obtenerse como 

r 
}:; 
l=l 

r 

=-!i L 
l:t 

El juego de hipótesis lineal general para esta situación está dado por 

vs 

donde A y C son matrices de constantes tales que r(A)=ttr;r. Para calcular la 
estadística de prueba asociada a este constrate se definen las matrices 

y 

Definiendo W=X'{I-P
1
P¡)X, el numerador de la estadística de prueba puede calcularse 

como 



1 
1 

' 
' 
·• 
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y dado que en este caso Q 2= •1 se tiene que 

A su vez, la matriz \V puede calcularse obsen.-ando que 

de manera que 

W=X'(l-P,P;lX 

=n0 2 

El denominador de la estadlstlca de prueba puede simplificarse considerando 

(Y' Y •Y' Y J-'=Q'S'A'(AA'l-'AeQ .Q'WQ 
21 21 31 31 1 l 1 1 

donde Z= 0°A'(AA')-1A6+W. Observando que 



CQ;zQ
1
i-1 = Q'

1 
Q

1 
( Q;zQ

1
¡-1 Q'1 Q1 

= Q; [z-1-z-1Q,(Q;z-1Q2 )-
1Q; z-•JQ1 

=Q'1 OQ1 

=O 
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dado que en este caso Q
2
= ~l. se sigue que el denominador de la estadística de prueba 

puede obtenerse como 

Y;, Y 
32

- (Y
22

-Cl'(Y 
22

-Cl=W-(Ae-C)'(AA')-'(AS-C) , 

de manera que 1 n estadlstica de prueba está dada por 

T= W 
W • (AS-C)'(AA'l-'(A0-Cl 

ni -
donde w=t E cx,j-XJ) 2

• La reglón de rechazo de Ho es de la forma 
l=l J=l 

y la constante de la región de rechazo se determina utilizando que T-A(1,n-r,t}. Una 
prueba equivalente puede derivarse de la ecuación (s.a) utilizado como estadística de 
prueba la variable. 

r-(-=) 1-T _ (AB-C)'(AA')-1(AS-C) /t 
- t T - W /(n-r) • 

la cual sigue una distribución F(t,n-r) y tiene asociada un región critica de Ja forma 

7.2.2 El Modelo Multivariado con un Criterio de Clasificación 

El modelo multivarlado con un criterio de clasificación está definido por las 
relaciones 

l=t, .... ,r J=l, .• .,n, , 

donde X1J 1=1, ....• r j=t •••• ,nl son variables aleatorias con distribución Independiente y 
matriz de covarianzas común E. En notación matricial, este modelo puede escribirse 
como 
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donde 

X= 
X' . "'• 

y 

1 o o. • o o 

l '· o o. . o o 

o o . o o 

n1 renglones 

o o . o o 

l o o . o o 

Dnx(r+1)= 
o o ••.•. . o o 

n
2 

renglones 

o o o . • o 1 

l o o o . • o 1 

"r renglones 

o o o ..... . o 1 

Definiendo p=q, g=r•1 y hacJendo E=IP, el análisis de este modelo se obtiene- utilizando 
los resultados disuctidos en la sección 6.3. Como la matriz µ no es estimable, resulta 
necesario reparametrizaT el modelo para lo cual se considera la siguiente 
descomposición de la matriz D 

DnxCr+1)= ptnxr Urx<r-1-t> 

donde 



n-~o 
1 

n--io 
1 

n-lir. o 
1 

o -· n, 

o -· n, 

P= 
1 

o -· n, 

o o 

o o 

o o 

o .....• o 

o .•••• o 

o .. • o 

o . o 

o . o 

o ~ _ .. -•• o 

o •••••• o 

o ... o 

o .... o 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-· nr 

-· "r 

-· nr 

l 
l 
l 

nl renglones 

n
2 

renglones 

uftx(a+ll 

nr renglones 

y se define una reparametrización por la relación 

encp= urx(r+l) llcr+tlxp 
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v'~ .f"ñ; O O• • • • •O O 

.f n
2 

O ./ ~2 O• • • • •O O 

/ nd O• O• o. ... o 1-;;,..,., 

Considerando la reparametrizaclón anterior, el estimador de máxima verosimilitud de 
la matriz e está dado por 

donde 

n• 1 X; 



n¡ 

x =-'- ~ 
1 n¡ 1..-1 

i=1 •••••• r. 

El estimador de máxima verosimllitud de L se obtiene como 

A l " /\ 
:!:= n: (X-P, S)'(X-P, e) 

En esta situación, el juego de hipótesis lineal general resulta definido por 

' Ho:Atxr e ncp 8 pxu = Ctxu 
VS 

donde A, B y C son matrices de constantes 

r(A)=t ti:;;r 
y 

r(B)=u U°"P • 

La estadística de prueba puede calcularse. utilizando las matrices 

y 

Y.,= (AAT' Ae Q,, 

Y
22

=(AA')-•AeB, 
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(7 .3) 

Definiendo W=X'(I-P
1
P;)X, el numerador de la esta.cifstica de pruebR resulta definido en 

este ca.so por 

=IB'WBI 
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dado que en este caso puede seleccionarse Q 2=1P. Una manera alternativa de escribir 
la matriz W puede obtenerse considerando que 

por lo que 

X; 

X' . ' 

X' r 

E =X'(l-P,P¡ )X 

n
1 

renglones 

n
2 

renglones 

] nr renglones 

I"' "1 -
=L ¿ x,1(X11 -x,i· 

1:1 j::l 

r "t _ -
= L L (X,J-X,l (X,1-X,l' 

l=l J=l 

=n~. 

Deflniendo Z=8°A'(AA')-1A9 .. w y observando que 

=O 

dado que puede seleccionarse Q
2 

=IP, se sigue que el denominador de la estadística de 
prueba puede escribirse como 

Y;, Y,,.(Y ,,-C)'(Y ;.-e) =W· (AeB-C)'(AA')-'(AeB-C) • 

por lo que la estadística de prueba resulta dada por 
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T=----~'s~·~vr~B~l~-----
1 B'VIB· (AS B-C)' (AA:l-' (ABB-Cl! 

y sigue una distribución A(u.n-r.t). siendo la región de rechazo de H
0 

de la forma 

C=!XIT<kJ. 

Una hipótesis de interés que resulta en este modelo es determinar sl todas las 
observaciones provienen de la misma población; es decir, si poseen el mismo valor 
medio. El juego de hipótesis correspondiente a esta ase ... ·eración puede escribirse como 

VS 

La hipótesis anterior puede plantearse en términos del juego (7.J) definiendo 

-· -· 0 1 • - 0 2 O· . o .. ' o o o 
o -· n, -· • - n3 O· .. o o o 

Acr-llxr= o o -· n, -· - n4 : o. o o 

o o ' o O· o .. -· "r-1 • 

y 

Con estas particulares definiciones de A. B y C se tiene 

' ' 
_,_ -·- -n, "2 n, 

__ ,_ 
-'-·-'-n, "2 "3 

AA'• o ' -n; 

o o 

o o 

--'- o n, 

-'-·-'- ' 
n3 n3 - -n¡ 

o o 

' 

O· ·O o 

O· ·O o 

O· o o 

' _,_ ·-'
. O· · · - "r-t • "r-1 nl"' 

(7 .•) 



cuya inversa está dada por 

(AA')-'= 

n 1(n-n1-n2). (n1+n2Hn-n1-:n2}, (n1+_n~f(n-t'.i~~ri2-:-.~~~--

. r-2 . 
n¡<.n~ L ril) 

..... i=L 
: _ ·-;· ... :<·-... -:r-2 

,_.(n1+.n2Hn-L nl) 
- ' ' .:·.. 1=• 
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:i 3 : ·-·-·- :3·-·:_· .. ·,·.-~-_-,·: 3 ·r-2 3 r-1 
n

1
(n- :E n 1) • (n

1
+n

2
)(n- L n 1 >. (n~·.n~~n3)(n..:.\¿::_n¡~-. ·; __ ._·: ::-. -~ ( ·:E rii') (n-L n 1). ( :E n

1 
)(n-L n

1
l 

l=l l><l . ,:.1=•'·. , ..... -_. .· l=t ' 1=1 1:1 i=l 

!. 
n 

r-2 r-2 r-2 
n

1
(n- E n 1 ). (n

1
•n

2
)(n- :E n 1}, (n1•n2

•n
3
Hn- :E n 1 ), 

l:::t 'l=t 1=1 

Utilizando las matrices anteriores se deduce que 

n-n
1 

n 

("2"1 )~ 
---n-

---n--

y por tanto se tiene que 

(Ae B-C)'(AA')-• (AB B-C) 

= SA'(AA')-• AS 

-~ -~ 
(ni n2) <n 1 n 3 ) -----. n --n--

n-n2 fn 2 n 3 l -~ 

n - --n--

fnr-t"2l 
-~ 

---n-- ' -

. -

r-1 r-1 

• { ~ n1 Hn-L n1 ) 
i=l 1=1 

<n, nr-11 -~ 

n 

(n2 "r-1)-~ 
n 

fn 1 "r) 
-~ 

n 

'"2 "r,-!irt 
n 

n-n r 
---n-
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' .-• 

,; ... ;·,-,:;_.:-··' ¡--' : .•• - -

-n2n1 X2X;_·_.-:) .\~·:_Ct!_~~it~--~~X;-.~~::.-~~ri~--~2-~;·.: .•¡ -;:_·:~:: •. ~- ~~n~~1 ~~1~~-1 
•. --· - ,, ·- . - ' - , ¡', '; ~"·; ,,. .. ' 

-n~c 1 ~1 )C~_ix;J~ ~~--.:~~~~~~~iiftJ;~~"i~i-'. : -nr-i nr-i X~_ 1 X~-• -n,_.nr Xr-i X~ 
-n;n,_x;x; i>~~~ii;'x~t Tll~n.~rx~ . -"r"r-1 x·I x·r-1 • (n-n.JnrxrxrJ 

·:,.-:·~- .. , \.·~:::, .. 
~--·- -_,,' 

= [ f: n,< x, -xl'( x,-Xl'] 
l•I 

por lo que la estadJstica de prueba asociada al juego de hipótesis (7 ,4) puede 
escribirse como 

T= 

y sigue una distribución /\(p,n-r,r-1). Esta forma de la estadística de prueba coincide 
con la presentada en Mardia, Kent & Bibby (1979, Cap. 12). 
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8 Conclusiones 

EJ material presentado en este trabajo permite hacer una serie de consideraciones 
referentes aJ análisis de modelos lineales que pueden sintetizarse de la siguiente 
manera; 

La proposición de un modelo lineal generalizado de análisis de varianza multivariado 
realizada por Potthoff & Roy t1964). ha dado origen a una serie de trabajos en los que 
se discuten diferentes proposiciones y apectos del análisis de este modelo. La 
importancia del modelo de Potthoff y Roy es clara. considerando el hecho de que 
permite englobar una serie de modelos que históricamente han sido discutido por 
separado en la literatura, como es el caso de los modelos de análisis de regresión, los 
modelos de di.seña experimental y algunos modelos de crecimiento entre otros. Sin 
embargo y hasta la fecha. los procedimientos de análisis estadístico que se han 

· sugerido para este modelo generalizado presentan deficiencias, algunas de las cuales 
ya han sido se.ñaJadas en la literatura y otras que se discuten en este trabajo. 

Diferentes ventajas asociadas con detennlnar un esquema de análisis apropiado del 
modelo de Potthoff y Roy pueden señalarse. En el análisis de modelos de diseño 
experimental, no se requiere de la elaboración de un cociente de verosimllitudes para 
cada modelo y para cada hipótesis particular. determinado en cada caso la distribución 
correspondlente de Ja estadística de prueba. Existen proposiciones de reparametrizar 
Jos modelos de diseño experimental y analizar éstos utilizando técnicas de análisis de 
regresión, sin embargo la elección de una particular reparametrización en la mayorla 
de Jos casos no resulta clara. La ventaja de analizar Jos modelos de diseño 
experimental con técnicas de análisis de regresión reside en el hecho de que las 
técnicas de análisis elaboradas para éstos, requieren de procedlmientos matemáticos 
más simples e incluso existe la ventaja de que los supuestos del modelo tales como 
normalidad, independencia y varianza constante de los errores, pueden ser analizados 
mecflante una serie de grafictui de residuos contra diferentes variables como son las 
variables esplicativas, el valor estimado de la variable dependiente, etc. Esta 
verificación de Ja suposición del modelo a través de gráficas de residuos no resulta 
una característica común en los esquemas de aná1lsis de modelos de d.lsefio 
experimental. En los modelos multivariados de análisis de regresión puede señalarse 
que existen diferentes proposiciones de Jo que es una hipótesis lineal general. que en 
algunas situaciones corresponden a casos particulares de la hipótesis lineal general 
propuesta por Potthoff y Roy y en otras coinciden con ésta. 
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Entre las apotaciones de este trabajo pueden señalarse las siguientes: 

-Se elaboran teoremas generales sobre distribución de matrices de formas 
cuadráticas. 

-Se expone una derivación exacta. mediante procedimientos matemáticos simples, 
del cociente de verosimilitudes asociado a una hipótesis lineal general en el 
modelo de Potthoff y Roy. 

-Se propone una manera de analizar el concepto de estimabilidad lineal en el caso 
multivariado, que reproduce como caso particular la definición existente para los 
modelos univariados. 

-Se define el concepto de parametrizaciones analizándose algunas de sus 
propiedades. ~lediante esta definción es posible generar reparametrizaciones de 
manera simple para los modelos de rango incompleto. 

-Se deriva la distribución exacta de la estadística de prueba de cociente de 
verosimilitudes generalizado asociada a una hipótesis lineal general en el modelo 
de Potthoff y Roy. 

Gran parte del análisis de modelo multivariado de Potthoff y Roy asociado con la 
definición de reparametrizaciones y los procesos de estimación y contraste de 
hlpót~sis requiere del cálculo de descomposiciones y productos de matrices. 
Históricamente este tipo de procedimientos no resultaban atractivos dada la 
complejidad de los cálculos Involucrados en una aplicación particular; sin embargo, 
cabe señalar que con los actuales equipos de cómputo. incluyendo los de uso 
personal, es posible manejar con relativa facilidad los aspectos numéricos asociados 
con operaciones matriciales. Resulta oportuno mencionar que una implementación 
adecuada de los procedimientos de análisis de modelos lineales que se discuten en 
este trabajo, resultaría en un paquete de cómputo con una gran versatilidad en 
comparación a la mayoria de los paquetes de cómputo que actualmente circulan en el 
mercado. cuyas capacidades se limitan por ejemplo al análisis de modelos de diseño 
experimental con algunos esquemas predeterminados de diseftos. 

Por último, resulta de interés señalar algunas lineas de Investigación que pueden 
seguirse en el análisis del modelo Potthoff y Roy, entre las cuales se pueden 
mencionar las siguientes: 

-la elaboración de intervalos de confianza con cuantiles obtenidos de manera 
exacta. 
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-Elaboración de propuestas de análisis de los supuestos del modelo a través del 
uso de residuos. 

-Determinar la distribución del estimador de la matriz de parámetros estimables 9 
y la dlstribución del estimador de la matriz de covarianza común a las 

observaciones :E. 

-Determinar la forma del estimador de la matriz de parámetros estimables a bajo 
la hipótesis nula. 

-Determinar el cociente de verosimilitudes para la hipótesis lineal 
función de las estimaciones de Ja matriz e bajo la hipótesis 
restricciones. 

general 
nula y 

en 
sin 

-El11boraclón de rutinas de cómputo que implementen el esquema de análisis 
propuesto en este trabajo. 
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Apendice 

En esta sección se presentan algunos resultados básicos del álgebra de matrices y 
tiene el propósito de servir de referencia a los resultados utilizados en este trabajo. 
Las demostraciones de los teoremas no incluidas aquí pueden consultarse en textos 
como ~lardia et al(l979), Sebert1984). GraybllH1976) ó Rao(1973). La demostración del 
teorema A. puede encontrarse en Deemer & Olkin {1951). 

DEFINICION A.t. Una matriz Anxp es un arreglo de nümeros en n renglones y p 
columnas como sigue 

a,. a., a,p 

Anxp=(alJ)= a,. ª22 ª"' 
ªn• ª""º ªnp 

SI n=p se dice que la matriz es cuadrada. Si Anxn es una matriz con a 11 =1 1=1 •.•.. ,n y 
a11=0 i#j se dice que A es la matriz indentidad y se denota por l. 

Los renglones de la matriz A se denotan por A'1, .... ,A'n y las columnas por A<i>•····•ACpl 
de manera que A puede escribirse como 

DEFINICION A..2. La matriz transpuesta de una matriz Anxp=(a1J) se denota por A' y se 
define como la matriz 

ª1p ª2P .... ªnp 
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DEFINICION A.3. Las matrices de una columna se denominan vector columna y se 
denotan por 

·= [LJ 
Los vectores renglón se denotan por el transpuesto del correspondiente vector 
columna. En este trabajo, la denominación vector corresponde a vector columna. 

DEFJNJCION A..4. El vector de dimensión n con todas sus entradas iguales a la unidad 
se denota por 1

0
• En algunas ocasiones, cuando la dimensión n se sobl"eentlende, este 

vector se denota simplemente por 1. 

DEFINICION A.5. Si A=(a11 J es una matriz de orden nxn, se define el vector columna 
Diag(A) como el vector 

Diag(A)= [f" ] 
•nn 

Se define también la matriz Ding(a) donde a'=(au,. ... ,a
0

n) como 

o 

Diag(A)= O o 

o o 

DEFIZ...1CION A..6. Una matriz A
0

xn=(a11 / es diagonal si a 11 =-0 cuando i;r:.j, 

DEFINICJON A.7. Una rnatriz A es simétrica si A=A'. 

DEFINICION A.8. La traza de una matriz Anxn se denota por tr{A} y se define como 
n 

tr(A)= E a11 . ·-· 
DEFINICION A.9. Una matriz A"KP se denomina part.icionada cuando se escribe en 
términos de submatrlces; es decir 



A ·· 1 C<(n,xp,l 

A 
22(n2X?2) 
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(a.1) 

DEFINICION A.10. Los vectores X 1, .... ,Xn son linealmente dependientes si existen 
números 0

1
, ... .,0

0 
no todos cero tales que 

Si los vectores X 1, ..... Xn no son linealmente dependientes se dice que son linealmente 
independientes. 

DEFINICION A..11. El rango de una matriz Anxp se denota por r(A) y se define como el 
máximo número de renglones linealmente independlentes ó el máximo ntlmero de 
columnas linealmente independientes. Si el rango coincide con n ó p se dice que la 
matriz es de rango completo. Si n=p y r(A)=n se dice que la matriz es no singular. 

DEFINICION A..12. La inversa de una matriz Anxn de rango completo se denota por 
A-1 y satisface las propiedades AA-1=A-1A=I. 

DEFINICION A.13. Una inversa generalizada de una matriz An:-cp es cualquier matriz G 
que satisface AGA=A. 

DEFINICION A.14.. Se dice que una matriz Anxn es idempotente si AA=A. 

DEFINICION A.15. La matriz Anxn es ortogonal si su inversa coincide con su 
transpuesta; es decir, si AA'=l. 

DEFINICION A.16. La matriz Anx.n es definida positiva si para todo vector no nulo 
Xt!Rn, X'AX)O y se denota por A>O. 

DEFINICION A.17. La matriz Anxn es semidefinlda positiva si para todo vecto XEiR", 
X'AX>O y se denota por A>O. 

DEFINICION A.18. El determinante de una matriz cuadrada A de orden n se denota 
por !Al y se define como 
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donde P es el conjunto de todas las posibles permutaciones ( i,j, ....• p) de (1,2 ...... n) y 
O{(t)=l si la permutación es impar y ó(t)=2 si la permutación es par. Si IAI :ie:Q se dice 
que A es no singular. 

DEFINICION A.19. Para una matriz cuadrada Anxn=(a11 ), el cofactor de alJ se denota 
por A 11 y se define por (-t)l+J veces el menor de a 11 , donde el menor de a 11 es el 
determinante de la matriz que resulta al eliminar el renglón i y la columna j de la 
matriz A. 

DEHNICION A.20. Sea Anxn cualquier matriz. El polinomio P(A)=IA-All tiene n raíces 
1.. 1, •••• ,An denominados valores priopios de la matriz A. Los .,·ectores Y1, •••• ,Yn que 
satisfacen AY1=A 1Y1 i=t, .... ,n se denominan vectores propios de la. matriz A. 

DEFINICION A.21. El producto Kronecker de Anxp y Bpxp se denota por A® B y se 
define como la siquiente matriz de dimensión np x nq 

ªu B 8 12 B · · · ª1pB 

AeB= a,,,B a22 B. .,.,e 

""·ª a,.,B. .... 8.npB 

TEOREMA A.1. Sea A una matriz cuadrada de orden n con valores propios A
1 
••••• ,An y 

sean X
1
,X

2
, ••••• XP vectores de dimensión n. Las siguientes relaciones se verifican 

n 
a) tr(A)= E ). 1 ••• 
b) tr(A! B)= tr(A) < tr(Bl 

el tr(aA)=a tr(Al 

d) cr[f x·,Ax1]= tr[A!f x 1x·,>] 
l=I l11:t 

el tr(AB)=tr(BA) para matrices ~xn Y Bnxp• 
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TEOREMA A.2. Sean A y B matrices cuadradas de arden n, e una constante y A
1

, ..... An 
los valores propios de A. La función detemúnante satisface las siguientes propiedades 

n 
al IAI= .1J, l. 1 

dJ iABI= IAI IBI 

e) Definiendo A como en {a.tl se obtiene que 

TEOREMA A.3. Sean Anxn y Bnxn matrices cuadradas de rango n y e una constante. 
Las siguientes propiedades se verifican: 

a) A-'= l~I (A1¡l' 

b) (cA)- 1= c-1 A- 1 

d} Sea A definida como en (a.i). La matriz A-1 en términos de las submatrices de 
A corresponde a 

A"] 
A22 

donde 
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TEOREMA A.4. Si Gpxp es una inversa generalizada de X'X donde X es una matriz de 
dimensión nxp entonces 

a) G' es una inversa generalizada de X'X 

b) XGX'X=X; es decir. GX' es una inversa generalizada de X 

c) XGX' es invariante a G. 

d) XGX' es simétrica lo sea ó no G. 

TEOREMA A.S. Sean Anxp' Bpxq y W pxq matrices y sea W8 el vector de dimensión pq 
definido por 

Las siguientes propiedades se satisfacen: 

a) cx(A0B)= (cxA)0B=A0(cxB) 

b) A0(B0C)=(A0B)0C 

e) (A0 B)'=A'® B' 

d) (A0 B)(F0G)=(AF)0 (BG) 

h) (AWB)4 =(B'0A)W" 

TEOREMA A.6. SI Anxn es ortogonal entonces 

bl AA'= A'A=I 
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e) IAl=<l 

e) aia1=ª'0>'1cn=1 l=t, ....• n 

TEOREMA A.7. Sean Anxp' Bpxq' Cnxn y Dpxp matrices tales que r(C)=n y r(D)=p. La 
función rango satisface las siguientes propiedades: 

a) O'r(A),min(n,p) 

b) r(A)=r(A') 

el r(ABl =mln{ r(Al.r(Bl} 

d) r(A'A)=r(AA')=r(A) 

e) r(CAD)=r(A) 

f) Cuando n=p, r(A)=p <> IAI •O 

TEOREMA A.8. Si A.,,xn )0 y Bnxn ;;aQ entonces 

a) IAl>O 

e) A-'B)Q 

TEOREMA A.9. Anxn es idempotente de rango r si y sólo si A. 1=}. 2= .•.. Ar=l y 
Ar+ 1=, .... ,=An=O donde A1,A 2 , •••• ,An son los valores propios de la matriz A. 

TEOREMA A.10. Todos los valores propios de una matriz simétrica son reales. 

TEOREMA A.11. Si A es una matriz cuadrada de orden n y A
1

, •••• ,A
0 

los valores propios 
de A entonces 

b) A>O ~ >.. 1;.o i=1, •..•• n 
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TEOREMA A.12. El rango de una matriz Anxn es igual al número de valores propios 
distjntos de cero. 

TEOREMA A.13. (Descomposición espectral). Cualquier matriz simétrica Anx.n puede 
escribirse como 

donde A=diag(/1.
1

, •••• ,i..n)' A. 1 ...... An son las valores propios de la matriz A y U es una 
matriz ortogonal cuyas columnas son los Yectores propios estandarizados de A. 

TEOREMA A.14.. Si Anxn)O, existe una matriz slm~trlca y definida positiva A...,_ tal que 
A=A:..,,A1'. 

TEO~ A.15. Si 1\nxx>O y Bnxn>O. los valores propios de s-1A .. '\B-1 y g-lo.i. AB-~ 
son los mismos. 

TEOREMA A.16. Si Anxn es una matriz de rango r, existe una matr-iz Unxr con 
columnas ortonormales tal que U'AU=A, donde A=diag(A 1, .... ,A.J. Los valores ).

1
, •••• ,Ar 

corresponden a los valores propios de A diferentes de cero y las columnas de U son 
los vectores propios correspondientes. 

TEOREMA A.17. (Descomposición en valores singulares ). Si Anxp es una me.trlz de 

rango r, entonces A puede ser escrita como A=UEV donde Unxr' V pxr son matrices 
con columnas ortononnales; es decir, U'U=V'V=I y I: es una matriz dlagonal con 
elementos positivos. 

TEOREMA A.18. Si -\ixp es positiva definida y Bpxp es simétrica entonces existe una 
matriz W pxp de rango completo tal que 

i) W'AW=! 

li) \YB\\r=D 

donde D es una matriz diagonal de los valores propios de BA-'. 

TEOREMA A.19. Sea Amx.n una matriz de rango r donde m.-n. La matriz A puede 
expre.sarse como 

donde U'U=I y r(V)= r. 
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TEOREMA A.20. Sea Amxn una matriz de rango r donde m(n. La matriz A puede 
expresarse como 

Amxn= Umxr(lr Orxcn-r») Vnxn 

donde V'V=I y r(U)=r. 

TEOREMA A.21. Sea Amxn una matriz de rango r donde m;a-n. La matriz A puede 
expresarse como 

( Oir<m-rlxr) 
Amxn= Umxm 

donde U'U=I y r(Vl=r. 

vrxn 

TEORE.MA A.22. Sea Amxn una matriz de rango r donde mc;n. La matriz A puede 
expresarse como 

donde V'V=I y r(U)=r 

TEOREMA A.23. Sea Amxn una matriz de rango r donde m;;an. La matriz A puede 
expresarse como 

A = U (Ir mxn mxm 

0 cm-rh<r 

OrxCn-rl ) V nxn 

O(m-r)x(n-1"'1 

donde U'U=I y r(V)=n. 

TEOREMA A.24. Sea Amxn una matriz de rango r donde m(n. La matriz A puede 
expresarse como 

A = m= U 
(

Ir 
mxm 

O(m-rlxr 

donde \"V=I y r(U}=m. 

Orxln-r) \ 

0 cm-rlxCn-rl) 

V nxn 

TEOREMA A.25. Sea Xnxn una matriz simétrica, W'=(w1, .... ,wP) y matrices de 
constantes Anxn y ªnxi· Los siguiente:; resultados se verifican 

a) d a'W 
~=· 
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l=J 

i;t j 

donde X11 es el cofactor l,J de X. 

d) din IXI = 2x-t-01agx-1 

<lX 

el 
CtrXA = A·A'-Dlag(A) 

dX 

TEOREMA A.26. Sean Apxp • Bnxn' Xnxp y tlnxp matrices, donde las entradas de la 
matriz µ son distintas. Definiendo 

fíµ)=trA(X-µ)' B(X-µl 

se tiene 

-ªl1fil_ = -2B(X-µ) A .iµ 

TEOREMA A.27. Sean ~xn• Bpxq y tLnxp matrices, donde las entradas de la matriz [l 
son distintas, Las siguientes propiedades se satisfacen: 

a) d tr(AµBJ = A'B' 
<l µ 

b) Si L y N son matrices simétricas. 

e) Si n=p y µ es no singular 

TEOREMA A.28. Sea Xnxp una matriz y sea Y nxp una transformación definida por 
Y

0
xp=AXB. El jacobiano de la transformación in\·ersa de Y=AXB está dado por 
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TEOREMA A.29. Sean ).
1
,).

2
, •••• ,AP valores no negativos. La media geométrica de 

A1A
2

, .... ,)...P es menor o Igual a la media aritmética de A1,A 2 , .... ,AP. 

DEMOSTRACION. Sea X=(X,. ..... XP) y sea f(X) definida por 

p 
f(X) = (1IJ1 X,)2 

El máximo de f(X) sujeto a HXll=l puede obtenerseutillzando multiplicadores de lagrange 
y se alcanza en los vectore ix de la. forma 

El valor de f(a) es p-P, por lo que se sigue que para. todo vector unitario 

-- . ~ •2 -1i ( - -,_,_ x,J .x,. ..... XP) 
•=• 

el valor de f(Y) es menor o igual a p-P lo cual se traduce en que 

p p 

( l1, X~)l/J>...; p-1 (1~ X~) 

o equivalentemente para valores A1= X~;;tO 

p p -
< n Al'"'~-'- E A =Al 
l=t l p , .. , l 

lo cual demuestra el teorema. 

TEOREMA A.30. Sea Vpxp una matriz definida positiva y sea <lpxp=(Q
1
,Q2 ) donde las 

matrices Q
1 

y Q
2 

son de rango completo con q y p-q columnas respectlvamente tales 
que Q¡Q2 =0. La siguiente ecuación se satisface 

TEOREMA A.31. Sea tlsxq• Aaxg' Bqxb' Caxg y Dqxb matrices. Si la condición 

AµB=cµo 
se satisface para toda matriz µ. entonces A=C y B=D. 

TEOREMA A.32. Sean !:pxp y -\,xp matrices simétricas y definidas positivas. Sea la 
funcl~n f(l:) definida por 



f(I:)=II:l-n e.'<p(- tr ¡:-•A) 

El supremo de f(I:) sobre !: se alcanza en ~ =n-1 A y está dado por 

f(f:J = 1 n-'A ¡-n exp(- np) 
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