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Prefacio

En afios recientes el desarrollo de técnicas para el anilisis estadistico de modelos
lineales multivariados ha tenido un fuerte impulso. Potthoff & Roy (1964) propusieron
un modelo llneal generai de andlisis de varianza multivariado que comprende los
modelos de regresion lineal multivariada, modelos multivarlados de disefios
experimentales y algunos modelos de crecimiento entre otros, mostrando de esta
manera que dichos modelos no son sino casos particulares de un modelo general. De
esta manera aparece atractivo el desarrollar las técnicas de andlisis estadistico para
este modelo general, permitiendo as{ un andlisis unificado de los modelos lineales que

histdricamente han sido presentados por separado.

Varios autores han considerado el problema de contrastar hipdtesis generales sobre
pardmetros de modelos multivariados de andlisis de varianza, entre los que se pueden
menclonar Bargmann & Posten (1964), Glesser & Olkin (1570), Grizzle & Allen {1969},
Kabe (1975), Lee (1974), Mudholkar, Davidson & Subbaiah (1974), Potthoff & Roy (1964),
Rao (1959), Rao (1966}, Smith, Gnanadesikan & Hughes (1962), Srivastava (1966} y Tubbs,
Lewis & Duran (1975) entre otros. En este trabajo se sefialan incovenientes en algunos
métodos de andlisis propuestos, se presenta una propuesta de andlisis estadistico del
modelo general que involucra como casos particulares a los modelos de rango

incompieto, proponiéndose una manera de identificar las hipotesis contrastables en

este modelo.

El propésito de este estudio es, por una parte, derivar de manera exacta el cociente
de verosimilitudes generalizado asociado a la prueba de una hipdtesis lineal general en
el modelo generalizado de Andlisis de Varianza Multivariado de Potthoff y Roy vy por

otra derivar la distribucion exacta de la estadistica de prueba asoctada al contraste,.
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El contenido de los capftulos estd distribufdo de la manera siguiente:

En el capitulo 1 se sitia el "Andlisis de Modelos Lineales” como una de las diferentes
dreas de estudio del dnalisis multivariado, justificindose el uso de la distribucién
Normal en e! andlisis de este tipo de modelos, Se exponen también en este capitulo

los propdsitos generales de este trabajo.

El capitulo 2 tiene como propdsito la formulaciéon de un modelo generalizado de
andlisis de varianza multivariado, la proposicién de una hipdétesis lineal general sobre
los pardmetros del modela y la presentacién de algunas contribuciones previas ai

andlisis de este tipo de madelas.

En el capftule 3 se formulan y demuestran los teoremas necesarlos tanto para la
obtencién de la estadistlca de prueba de cociente de verosimilitudes asoclada al
contraste de interés en este trabajo, como para la determinacidén de la distribucién
asaciada a esta estadistica de prueba. Cabe sefialar que en la determinacion de la
distribucién asociada a la estadistica de prueba, sdlo se utiliza el teorema 3.17; sin
embargo, para la demostracidn de este teorema se requiri¢ de la elaboracién de los

teoremas 3.1 a 3.16.

En el capitulo 4 se define el concepto de matrices estimables que resuita de utilidad
en la formulacién de hipdtesis en modelos de rango incompleto. Se formula también
una hipdétesis lineal general sobre los pardmetros estimables del modelo y se
determina el cociente de verosimilitudes asociado a esta hipdtesis bajo el modelo de

andlisis de varianza multivariado de Potthoff & Roy.

El capftulo 5 tiene como objeto determinar, mediante la aplicacién del teorema 17 del
capftulo 3, la distribucién de la estadistica de prueba asociada al contraste de la

hipstesis lineal general definida en el capitulo 4,
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En el capitulo 6 se presentan restimenes en los que se expone por separado e] andlisis
del modelo generalizado de Pothoff & Roy dependiendo del rango de las matrices que

definen el modelo.

En el capitulo 7 se desarrolian como casos particulares del modelo de Potthoff & Roy
algunos resultados de uso comiin en modelos de andlisis de regresién, modelos de

crecimiento y modelos de disefio experimental.

Se presentan por dltimo en e! capitulo 8 las conclusiones de este trabajo, asf como ia

propasicion de algunas lineas de investigacién que pueden segulrse de este material.

Comao puede observarse, el material de este trabajo se ha limitado a un nivel tedrico
dado que no se han incluide ejemplos numéricos; sin embargo, se describe

detalladamente el proceso que debe seguirse en una situacidn prdctica.

Se ha hecho un esfuerzo por mantener en las demostraciones de los teoremas
procedimlentos matemdticos simples; sin embargo, 1a lectura del material supone un
buen conocimiento del 4lgebra de matrices, conocimientos bdsicos de estadistica
matemdtica y analisis multivariado. También se ha hecho un esfuerzo por incluir en
este trabajo la demostracién de todos los resultados que se utilizan, dando de esta
manera autocontenlde al material. Este trabajo puede ser utilizado como material de

apoyo en cursos de estadistica tanto a nivel lcenciatura como posgéado.

El método utilizado en este trabajo para realizar el contraste hace uso extensivo de
matrices particlonadas, por le que con cobjeto de facilitar la lectura se han incluido en
la mayorfa de los casos, escritas como subfndlces, las dimensiones de las matrices. La
mayor parte de los resultados sobre dlgebra de matrices utilizados en este trabajo se
incluyen en el dpendice como referencia. Las referencias a los teoremas que aparecen
en el dpendice se anteponen mediante la letra A. Probablemente resulte de utilidad al
lector revisar primero el dpendice con objeto de aclarar cuestiones relacionadas con la

notacidén utilizada en este trabajo.
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1 Introduccién

De la misma manera que occurre con muchas otras disciplinas, la estadistica tiene una
estrecha relacidn con ilo que genéricamente se conogce como computacidn. Una
caracterfstica comtin, aunque no siempre presente, en un problema estadistico es el
grado de complejidad en la estructura de los datos, no solamente por su volumen
sino también por las interrelaciones que comiinmente involucran y la complejidad de
jos cdlculos asoclados a una aplicacion determinada. Esta situacidn hace atractiva la
aparicién del usc de la computadora en el andlisis de este tipo de datos. Sin embargo,
no solamente las aplicaciones a colecciones complejas de datos requieren de un
soporte computacional adecuado. El natural desarrollo de las técnicas estadisticas ha
tenido como consecuencia la aparicidén de procedimientos cada vez mas eficaces y
confiables que, en contrapartida, atin para conjuntos de datos relativamente pequefios
y simples involucran un nivel de dificultad numeérica que solamente se puede abordar
con los instrumentos apropiados de cidlculo,

La consecuencia mds importante de! proceso de desarrollo de las computadoras en el
é¢mbito estadistico, es que cada vez un mayor nimero de investigadores contemplen en
sus proyectos la implementacidén de las técnicas que desarrollan, sin considerar la
dificultad numérica como un obstdculo insalvable, De hecho, existen técnicas de
implementacidn relptivamente reciente que permanecieron sin aplicaciéon durante un

perfiodo importante de tiempo después de haber sido propuestas debido a la falta de
investigadores con esta inclinacidn.

El andlisis estadistico multivariado es un drea de la estadfstica cuyo desarrclio ha
estado estrechamente ligado al uso de las computadoras, debido a la complejidad de
los cdlculos involucrados en una particular aplicacién de cualesquiera de las técnicas
que lo componen. E! andiisls multivariado trata con el andlisis de observaciones en
mds de una variable, las cuales en general presentan un esquema de asocjacién. Sin
embargo y dade que las técnicas estadisticas desarrolladas en esta drea suponen una
dimensién general p de las observaclones, es posible resolver probiemas de aplicacion
univariada substituyendo p=1 en estos procedimientos. Existen diferentes técnicas del
andlisis multivariado que responden a diferentes necesidades de los usuarios, entre las
cuales se pueden mencionar: Econometrfa, Andlisis de Componentes Principales,
Andlisis de Factores, Andllsis de Correlacidn Candnica, Andlisis Discriminante,
Escalamlento Multidimensional, Andlisis de Conglomerados, Andlisis de Regresion,
Andlisis de Disefios Experimentales y Modelos de Crecimiento.



El rdpido avance de la estadfstica multivariada en los tltimos afios ha repercutida en
la continua aparicién de nuevos textos en el drea, cuyo contenido principal se centra
en las técnicas mencionadas anteriormente y mads atin, el amplio desarrollo que en la
actualidad presenta cada una de estas dreas, en ocasiones se traduce en la aparicidn
de libros especializados en una sola de estas dreas.

El contenido de este trabajo se centra en el estudio de los modelos lineales o
modelos de andlisis de varianza. Existen diferentes conceptos de lo que es un modelo
lineal © un modelo de andlisis de vartanza. En un ntimero itmportante de textos, se
asoclan los modelos de andlisis de varianza con el andlisis de modelos de disefio
experimental, en los que Ia caracteristica comuin reside en que existe una matriz
disefio asociada a las observaciones provenientes del experilmento, cuyas entradas son
ceros y unos y resulta de rango incompleto. Ejemplos de estos modelos son el
modelo completamente al azar con un criterio de clasificacién y el modele en bloques
al azar. En otros textaos, el andlisis de modelos que tienen asociada una matriz diseiio
de rango incompleto aparece con el titule simple de modelos lineales. Con este
tltimo titulo algunos textos asacian los modelos que tienen una matriz disefio de
rango completo, mientras que en otros textos estos modelos aparecen con el nombre
de modelos de regresion. Por dltimo, existe otra categoria importante de modelos
iineales que se utilizan para modelar curvas de crecimiento y que aparecen con el
nombre de modelos de crecimiento.

Dado que los modelos de andlisis de regresidn, Jos modelos de disefio experimental y
algunos modelos de crecimiento comparten la caracter{stica de que el valor esperado
de cualquier observacidn es una forma lineal en los pardmetros desconocidos del
modelo, se agrupardn éstos Indistintamente con los nombres de modelos lineales o
modelos de andlisis de varianza.

En algunos textos se sugiere la posibilidad de analizar modelos de disefo
experimental utilizendo las técnicas desarroliadas para el andlisis de modelos de
rango completo, mediante una reparametrizacidn, ya que las técnicas de andllsis para
este tltimo tipo de modelos brindan facilidad en el estudio del modelo, debido a la
simplificacién algebrdica en varios de los cdlculos involucrados y en los que incluso
puede hacerse un diagndstico del modelo, a través de los residuos, situacién que no
resulta comin en el uso de los mcdelos de disefio experimental. Sin embargo y en
general, la eleccién y/o convenlencia de una particular reparametrizacién no siempre
resulta clara, por lo que a la fecha este esquema de andlisis no resulta comiinmente
utilizado. Como se discutird mds adelante, puede definirse de manera simple lo que es
una reparametrizacidén en el caso multivariado, a partir de la cual el andlisis dei
modelo puede manejarse con relativa facilidad utilizando instrumentos apropiados de
cdlculo,



Un drea de particular importancia en la estadistica multivariada estd constituida por
los modelos lineales multivariados. Tradicionalmente tres tipos de modelos lineales
han recibido una amplia atencién en el dmbito estadistico, éstos son los modelos de
regresiéon lineal multivariada, modelos multivariados de disefio experimental y los
modelos de crecimiento. Estas clases de modelos que histdéricamente han sido
presentadas por separado pueden plantearse como casos particulares de una forma
candnica de un modelo simple, a partir del cual problemas como son la estimacién de
pardmetros y prueba de hipétesis puedan ser facilmente manejados. La proposicién de
esta forma candnica puede consultarse en Potthoff & Roy (1964). Cabe sefialar que el
desarrollo aislado que han tenido estas clases de modelos, ha repercutido incluso en
que los paquetes de computc estadistico que existen actualmente contienen rutinas
separadas de andlisls para cada uno de estos modelos, siendo que comparten una serie
de caracter{sticas comunes,

En retacidn a los contrastes de hipdtesis sobre los pardmetros de distribucianes
multivariadas pueden sefialarse dos problemas comunes. El primero se deriva del
extenso nimero de hipétesis que pueden ser formuladas sobre los pardmetros de la
distribucién y el segundo se encuentra relacionado con la seleccién de entre varias
estadfsticas de prueba asociadas a un mismo constraste de hipétesis.

La distribucién Normal Multivariada ha jugado un papel fundamental en el desarrollo
de diferentes técnicas del Andlisis Multivariado. Este hecho se debe por una parte, a
que muchos fendmenos producen observaclones cuyo comportamiento es similar al
que se esperarfia de una variable aleatoria Normal (Unimodalidad, Simetrfa, etc,). Por
otra parte, el modele Norma! resuita atractivo desde un punto de vista técnico, por
que su empieo, a diferencia de lo que ocurre con otras distribuciones, generalmente
requiere de procedimientos matemdticos simples.

En relacién al nimero de hipétesis que pueden ser formuladas sobre los pardmetros
de esta distribucion, Mardia et al (1979, pag 120) sefialan que en los p(p+3a)/z
pardmetros de la distribucién p-variada de esta familia, exIsten 2ptp+:’”2 distintas
hip6tesis que especifican valores para diferentes subconjuntos de los pardmetros. Este
nimero resiulta elevado aiin para valores de p tan pequefios como 3. Por supuesto, en
la prdctica, el numero de hipdtesis en las que el investigador resulta Interesado
resulta ser mucho menor.

Respecto a |la seleccidn de una estadistica de prueba para una hip&tesgis particular,
Plackett (1946) sefiala que, en general, la dificultad no se encuentra en la derivacién
de estadistjcas de prueba, sino en la biisqueda de la distribucién asociada a éstas
cuando |la hipdtesis nula es verdadera y en seleccionar el mejor criterio. El método de
andlisis estadistico asociado a la prueba de la hipdtesis lineal general bajo el modelo



general de andlisis de varianza multivariado resulta confuso, ya gque existe una serle
de estadisticas de prueba propuestas en la literatura, sobre las cuales no resulta claro
cual es la mas conveniente y alin mds, ho se conoce la distribucién de algunas de las
estadisticas de prueba propuestas para realizar el contraste.

De esta manera resulta atractivo, por una parte, desarrollar una hipdétesis lineal
general a partir de ta cuna] diversos contrastes de interés puedan ser planteados como
casos particulares y, por otro ladeo, derivar un criteric de prueba con un método
comlnmente empleado como es el cociente de verosimilitudes generalizado, el cual
poseé una serie de propledades que hacen atractiva su utilizacidén. Cabe menclonar que
en la derivacién de estadisticas de prueba en el andlisis multivariado existen dos
enfoques generales de uso comtin. El primero se basa en la prueba de cociente de
verosimilitudes generalizado y el segundo en la prueba asociada al principlo de unién
e interseccidn (Mardia et af, 1979). En algunas ocasiones, los dos enfoques conducen a

la misma estadistica de prueba pero en otras producen diferentes criterios de
decision,

Dado lo anterior, los propdsitos de este trabajo son proponer una manera de
identificar y manejar las matrices estimables, presentar una derivacién de la prueba de
cociente de verosimilitudes generalizado de una hipétesis lineal general, sobre
pardmetros estimables, bajo el modelo general de andlisis de varianza multivariado de
Potthoff y Roy (1964) y derivar por idltimo la distribucién exacta de la estadfstica de
prueba gbtenida mediante este procedimiento.
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2 Antecedentes

A partir de la proposicién de un modelo generalizado de Andlisis de Varianza
Muitivariado sugerido por Potthoff & Roy {1964) varios autores han realizado trabajos
relacionados con el andlisis de este modelo, entre los cuales pueden mencionarse
Bargmann & Posten {1964), Fujikoshi (1974), Geisser (1980), Gleser & Olkin (1970),
Grizzle & Allen (1969), Kabe (1975}, Kenward (1986), Khatri (1966), Krishnaiah (1969), Lee
J.(1982), Lee Y, (1974}, Mudholkar, Davidson & Subbaiah (1974), Potthoff & Roy (1964),
Rao (1959, 1965, 1966), Smith, Gnanadesikan & Hughes (1962), Srivastava {(1966), Timm
(1980) y Tubbs, Lewis & Duran (1975).

Esta seccidn tlene el propésito de exponer un breve resumen sobre la formulacién de
modelos de Andlisis de Varianza Multivariado planteando una hipotesis lineai general.
Se presentan tambidn algunas de las estadisticas de prueba que han sido propuestas
para realizar el contraste,

2.1. Formulacién de un Modelo Usual de Analisis de Varianza Multivariado

Como sefialan Potthoff y Roy (1964), el meodelo usual de andlisis de wvarianza
multivariado es

E(X,,,p)=D (2.1)

nxg Lap

donde r(D})=r<g<n, los n renglones de X tienen distribucién Independiente y cada
renglén sigue una distribucidn Normal p-variada con matriz de covarianzas £ y
vectores de medias definidos por la relacidn (za). La matriz D es una matriz de
constantes conocidas y || es una matriz de pardmetros desconocidos. Como puede
observarse, este modelo incluye como casos particulares a los modelos multivariados
de Andlisis de Regresién y Disefios Experimentales.

2.2. Formulacién de un Modelo General de Anslisis de Varianza Multivariadao

El modelo usual de Apélisis de Varianza Multivariade (2.1) puede ser generallzado
medlante la adicidén de una matriz post-multiplicando el vaior esperado de la matriz X
y su definiclén es la siguiente:

Sea Xm‘:J una matriz cuyos vectores renglén son independlentes y siguen una
distribucién Normal con matriz de covarianzas ¥ y vectores de medias definidos por la
relacidn

E(xnm)=ang ngq qup ' {2.2)



donde r(D)=r<g<n y r(E)=s<q<p. Las matrices B y E son matrices de constantes
conocidas y U es una matriz de pardmetros desconocidos.

Como puede observarse, el modelo (2.1} se obtiene como casoc particular de ({z.2)
cuando q=p y E=1_. Una de las utilidades de esta generalizacldn, radica en que cierto
tipo de modelos de crecimiento pueden ser analizados con este modelo y no pueden
ser planteados como casos particulares del modelo usual de Andlisis de Varianza
Multivariado {Potthoff y Roy, 1964).

2.3. Formulacién de la Hipdtesis Lineal General

Bajo el modelo (z.1), una hipétesis lineal general sobre la matriz [| de pardmetros
desconocidos del modelo estd dada por

H,: A =C {z.3)

LXE p‘gxp Bpxu Lxu '

donde A, B y C son matrices de constantes conocldas tales que
r{A)= t<r , r{B)= u<p y u<n-r. {z.4)

Bajo el modelo (z.2), una hipdétesis lineal general sobre la matriz de pardmetros
desconacidos del modelo puede definirse como

Hl:l: Ar.xs l'lgququ= Ctxu * (2'5)

donde A, B y C son matrices de constantes conocidas tales que
r{Al=t<r , r{B)= uss y u€n-r-p+s, (2.6)

Las hipdtesis (2.3) y (2.3) no pueden ser contrastadas contra sus correspondientes
negaciones para cualesquier matrices A y B, Este hecho, como se dlscutird mas
adelante, depende de la relacién que guardan las matrices A y B con las matrices que
definen el valor esperado de la matriz X. Esta situacién es andloga a la que se
presenta en los modelos de disefios experimenteles, en Jos cuales sdédlo se pueden
probar hipdtesis sobre funciones lineales de los pardmetros linealmente estimables
{Searle, 1971; Montgomery, 1976).

2.4, Contribuciones Previas

En esta secclén se presenta un breve resumen saobre los métodos de andlisis
propuestos para realizar el constraste de la hipdtesis lineal general bajo los modelos
usual y general de Andlisis de Varianza Multivariado.



241. Contribuciones al Andélisis del Modelo Usual de Andlisis de Varianze
Multivariado

Las contribuciones previas al andlisis del modelo (2.1}, como puede consultarse en
Potthoff ¥y Roy (1964), estan asocladas a la hipdtesis (2.3) en el caso particular C=0 y
pueden resumirse de la manera siguiente:

Sea D, . = 1Dy .. Dz, (g-) donde D, es de rango r: es decir, se supone que las
columnas de D estan ordenadas de tal forma que las primeras r son linealmente
independlentes. Esta suposicidn no es restrictiva, ya que si laes primeras r columnas de
D no son linealmente independientes, se pueden reordenar ios términos del modelo,
de tal formna que D, sea de rango completo.

Definase también

At.x3= (A’:xr Az:x(gur)) *

La hipdtesis (2.3) en el caso particular C=0 ha sido considerada por Potthoff y Roy

{1964). Estos autores sefialan que para que la hipstesis pueda ser contrastada se debe
tener

A=A (D'D)'D D,. (2.7}
de donde se sigue que r{A s J=r{A)=t, Esta condicién, como se discutird mas adelante,
garantiza que !a estimacidén mdximo verosimil de la matriz de pardmetros A|B es
inica, ya que corresponde a una condicién de estimabilidad cuya definicidn se

formaliza en la seccidén 4.1.1. Sean las matrices §, debida a la hipétesis y §_ debida al '
error definidas por

§,=B'X'D, (D', D)7 A\[A,(D", D)~* A", ] A, (D', D} D", XB
y
S.=B'X'[1-D, (D", D} D', |XB

Las 3 pruebas propuestas de la hipdtesis (2.3) en el caso C=0, bajo el modelo (2.t} son:

a) Prueba de Roy. La estadistica de prueba ests dada por el valor propio mayor de
5..5°L.
ha

b) Prueba de Suma de Valores Propios. Esta prueba constituye una extensién de un

concepto desarrollado por Hotelling (1951) y produce una prueba basada en la traza
de S, S°L
h “=-

¢) Criterio A. Esta prueba es una generalizacién de un concepto desarroliado por
Wilks (1932) y utiliza como estadfstica de prucba a
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Cabe seflalar en este punto algunes comentarios en relacién a las suposiciones
realizadas por Potthoff y Roy respecto al rango de la matriz D. Consideran también
las restricciones r&g y r<n, eliminando en las condiclones (z.4) la restriccién usn-r. Un
anallsis de la matriz Se revela que su rango coincide con k=minlu,n-r) y dado que las
condiclones rig y r<n no implican que la matriz 5_ tenga rango u, se tlene por tanto
que suU inversa no siempre existe por lo que en estus casos las estadisticas de prueba
no resultan estar bien definidas. Naturalmente, al agregar la condicién n-reu se tiene
k=u y por tanto la matriz §_, resulta ser de rango completo. Al respecto, Smith,
Gnanadesikan y Hughes (1962) consideran la restriccidn n-rap en lugar de la
restriccién n-r>u sefialada en (z.4). Utilizando esta restriccion se deduce que el rango
de S, es u, ya que n-rap>u; sin embargo, la condicién n-r?u es suficiente y menos
restrictiva que la condicién n-r#p, por lo cual se adoptd en este trabajo. A su vez, el
rango de la matriz 5, coincide con 1=min({r(A).r(B))=min(t,u) y dado que para
cualesquier hipdtesis se tiene I2i, la matriz Sy posee al menos un valor propio
distinto de cero. Cabe sefialar tamblén gque para [=1 los tres criterios coinciden, pero
para |»2 los criterios son distintos y pueden llevar a diferentes conclusiones. La
forma de las regiones de rechazo para cada prueba, as{ como informacién adiclonal
sobre tablas de cuantiles asocjados a estos criterios puede consultarse en Smith,
Gnanadesikan y Hughes (1962).

Potthoff y Roy (1964) sefialan que se conoce muy poco sobre las potencias relativas de
estas pruebas, a excepclén de que ninguna es uniformemente mejor que las otras.
Sefialan también que la prueba de Roy tiene la ventaja de que la distribucidén de la
estadistica de prueba bajo la hipdtesis nula se conoce y se encuentra tabulada (Heck,
1960). Puede demostrarse que las matrices S, y S_ son independientes con
distribuciones Wishart, por lo que la variable A posee distribucidn A de Wilks.
Actualmente existen tablas para la extensién del criterio de Hatelling y la
distribucién A de Wilks {Kress, 1983), por lo que puede decirse que en este sentido,
estos criterios no se encuentran a la fecha en desventaja respecto a la prucha de Roy.

En relaciédn a los tres criterios de prueba definidos anteriormente, Smith,
Gnanadesikan y Hughes (1962} sefalan que los tres criterios de prueba mds comunes
coinciden con los tres anterlores con la sigulente modificacién al inciso a)

a} Prueba de Roy: La estadistica de prueba estd dada por el valor propio mayor de
5, (8 +5 )
h'*a “h .
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Denotando por X el valor propioc mayor de ShSe'l y por & el valor proplo mayor de
5,(5.+5,)7" se sigue que 8=i{l+A)”' de donde se deduce que ambos procedimientos de
prueba son equivalentes.

24.2. Contribuciones al Andlisis del Modelo General de Andlisis de Varlanza
Multivariado

Potthoff v Roy (1964} sefalan que el andlisis de este modelo puede realizarse como
sigue:

En el modele general (2.2}, suponen E de rango completo e indican que esta
suposicidn no es restrictiva, ya que si E no es de rango completo, es posible
reescribir el modelo redefiniendo | y E, de tal forma que la nueva {{ sea de rango
completo, Partiendo de esta suposicién, sea H definida por H=G™! E'(EG™ E')™! donde
G es cualquier matriz de rango completo y sea Y ___ una matriz aleatoria, dada por
Y=XH. La matriz Y satisface la ecuacién

E(Y )=D

Dado que este modelo es andlogo al modelo usual definido en (2.1} se puede utilizar el
andlisis descrito en la seccién anterior para este tipo de modelos. Cuando p=q, la
matriz Y es igual a XE™! y no existe necesidad de escoger la matriz G. Cuando q<p, la
seleccion de la matriz G afecta la potencia de las pruebas, el ancho de los Intervalos
de confilanza y la verianza de los estimadores. Potthoff y Roy sugleren respecto a la
seleccion de la matriz G que cusndo £ sea conocida se seleccione G=X y cuando £ sea
desconocida se reemplaze la matriz G por un estimador de la matriz £ basado en
informacién independiente a X.

a9

nxq nxg ugxq'

Utilizando el método sugerido por Potthoff y Roy, el estimador de la matriz Il puede
derivarse del Andlisis de Regresidn multivariado y estd dado por

i=(D'D)'D'Y
=(D'D)"*D' XGE'(EG™E) . (2.8)

Respecto al proceso de estimacidon sugerido por Potthoff Y Roy cabe seflalar que
cuando ¥ es conoclda y se seleccliona G=X, el estimader || coincide con el mejor
estimador lineal insesgado de . Este hecho puede demostrarse utjlizando el teorema
de Gauss-Merkov y considerando particiones de las matrices X y [l definldas por

x'll {:'.':
xnxp= . y
X

ugxqa B

.

n B
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Definiendo el operador v sobre una matriz A ., de manera que AY sea un vector
columna que resulta de apilar los m renglones de A se obtiene que

xa l.ll
x‘:lpx.l = _: b !"vgq:u:!:l } .
xn us

de donde se sigue que
E(XY)=(DoEM*, VIXV)}=1 eo%

¥y por tanto la matriz Y=(ln@:Z"‘)X" es tal que
E(YV)= (1o *)(DaE|"= (Do T *E)|tv

¢ VY )= (L oS 2N, @), %)= 1 __.

Por una apllcacidn del teorema de Gauss Markov, el estimador lineal insesgado de
varianza minima del vector |¥ estd dado por

I¥= (Do EY(Der*E)T  (Des*E)Y
=[D'DOEX 4L BT (D'eEX %) (lex X"
s[D'DeEI*E' T (D'@EL-1)XY
=[(D'D)"'e(EX™E)'[D'@ EX-1]XY
={[(D'D-)"‘D']@[(EE"’E')“EE"‘J}X"
s[{D'D)'D'XZ-E(ETTE) ],
de donde se deduce qte
fi = (D'D)'DXEE(ESTE) (29
y de aquf que la alternative natural en la seleccidn de la matriz G, en el estimador de

it definido en (z.8), sea & cuando ésta es conocida y una estimacidn de ésta en base a_
informacién independiente cuando sea desconocida.
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Rao (1966) sefiala que el procedimiento de Potthoff ¥ Roy es insatisfactorio por dos
razones. Primero, la matriz G es arbitraria y segundo, la matriz de observacianes X nxp
se reduce a una matriz Ynx y si q<p, existe una pérdida de informacién a menos que
la matriz de covarianzas ¥ sea conocida y se seleccione G=Z. Respecto a la eleccién de

la matriz G, sugerida por Potthoff y Roy, Rao sefiala que también esta sugerencla estd
sujeta a critica.

Respecto a la suposicién de que la matriz E sea de rango completo hecha por
Potthoff y Roy, en efecto, sl E no es de rango q. es posible reparametrizar el modelo
obteniendo matrices 'tlgxr. ¥ E exp tales que E{X)=DU*E"* y o{E*)=t. Cabe sefalar en este
punto, que en la reducclon del modelo general {2.3) a un modelo de la forma
E(Y)=ang [igxq propuesta por Potthoff vy Roy se puede, de manera andloga a la
suposicidén hecha para la matriz E, suponer que D es una matriz de rango completo,
ya que si D no es de rangoc completo, es posible determinar Dmm ¥ u donde
{D*)=u, de manera que E(Y)=D'!" y emplear técnicas de Andlisls de Regresidn
Muitivariado {Mardia et al, 1979} para realizar inferencias sobre U®. En modelos de

disefios experimentales el empleo de esta técnica se conoce como reparametrizacidon
del modela.

Por otra parte, y en relacién al procedimiento de andlisis sugerido por Potthoff y Roy,
no resulta clara la posibilidad de realizar un contraste particular que involucre a la
matriz |l y el procedimiento a seguir en caso de ser una hipdtesis contrastable,

La eleccitn o conveniencia de una particular reparametrizacién del modelo respecto a
la matriz D ¢ E no es clera, por lo que resulta convenlente trabajar el modelo sin ia
suposiciones de que D y E son matrices de rango completo y determinar de manera
general que tipo de hipdtesis son lag que se pueden contrastar.

Otra técnica de andlisis del modelo general de andlisis de varianza se debe a Rao
{1966) y consiste en lo siguiente:

Sea s=r(E), pr_p=(Hx.H2) uns matriz no singuler tal que EH,=0 y las s columnas de H,

forman una base del espacio generado por los renglones E. Postmultiplicande ambos
iados de (2.2) por H se tiene

E(XH,)= DUEH, y E(XH,)=0.

EL rango de EH, es s, de manera que {LEH, puede ser substituida por la matriz [.L;”
de parametros independlentes, por lo que el modelo {2.2) puede escriblrse como

E()=DI* y E(Z)=0,

donde Y=X1 y Z=XH,. La esperanza condicional de Y dada Z est4 dada por
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E(YIZ)= D|t+28,

donde f es una matriz de pardmetros de regresién desconocidos. Con esta
transformacidn del modelo, Rao (1966) propone un andlisis condicional sobre hipétesis
de la forma L({l'.ﬁ)=0. Cuando el rango de E es g, Rao sefiala que puede seleccionarse
H,=G™E'(EG™'E’)™* y H, tal que EH_=0, donde G es cualquier matriz positiva definida.
El modelo condicional en este caso resulta ser

E(Y|Z)=D|l-Zp (2.8)

en el que los pardmetros originales son retenides. Rao sefiala que en el método de
andlisis de Potthoff y Roy la informacién contenida en Z es ignorada.

Un estudio realizado por Lee (1974) revela que el estimador de I obtenido a partir del
modelo condicional {2.10) tomando G=I estd dado por

I=({D'D})T'D'XSTE(ESTE'} !,

donde § es la matriz de residuales de los datos analizados; es decir,

S=X(I-B{D'DIr'D') X

El estimador anterior coincide con el estimador de Potthoff y Roy (2.8} substituyendo
G=S y con el estimador {2.9) substituyendo Z=S, por lo que Lee concluye que el
modelo condicional de Rao es escencialmente el mismo que el de Potthoff y Roy para
propdsitos de estimacidn,

El inconveniente del procedimiento de Rao radica en que las inferencias resultan
obtenidas de un modelo condicional y en que de nuevo, no resulta clara la posibilidad
de realizar un contraste partictiler gue involucre a los pardmetros originales en la
matriz [l y el procedimiento de prueba en caso de ser la hipdtesis contrastable.

Por otro lado, tembién resuita de interés determinar la posibllidad de contrastar
hipdtesis mas generales que las propuestas por Potthoff & Roy (1964) y Rao {1966) que
sean de la forma (2.5}, bajo el modelo general de Andlisis de Varianza Multivariado.

Otra tdécnica de andlisis, basada en el criterio del cociente de veresimijlitudes, es
propuesta por Gleser y Olkin (1970) y puede resumirse de la sigulente manera: Sean
D y E en el modelo (2.2}, matrices de rango completo. $i D y E no son matrices de
rango completo, slempre es posible reparametrizar el modelo de manera que las
nuevas matrices D y E sean de rango completo. De los teoremas A.19 y A.20 se
obtiene que las matrices DD y E pueden escribirse come
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- 1 -
D, e r,nm(os)'r,m Y Eqep® ToqrqMar® Ty

donde T y I, son matrices ortogonales ¥y T, ¥ T, son matrices de rango completo. Sea
X"=f"1}{l"'z y sea unae particién de X* definida por

-
2 {n-glxp

»
-.(4- _(.{lgxp
nxp

Utilizando los teoremas A.20 y A.21 puede escribirse

0
1

+

Ape TS =T, (1,07 y T B rqxq(

LXE lgwg Jdexe T Qgng Zaxg axu’ u) duxu

donde I', y I', son matrices ortogonales y T, y T, son matrices de rango compieto. .
Utilizando estas descomposiciones se definen [as matrices

r
- -
ZS = [‘agxg xl a 4qxq
0 lp-q
Y
r: o r
- & 4
vpxp' 0 axa 1 prp o aa 1 !
P-q p-q

donde $=X%'X*. Particlonando las matrices Z y V como
2 2

Z Z Zz
Z = Bex{g-u) 12 13
BXp Z
2 Zig-tixu 23
Y
v
ul’q-u)x(q—u) 2 3
Vp P Vo 22 s Vas '
V.u Vaz Va:\

el cociente de verosimilitudes pgeneralizado (A) para la hlpétesis {2.5) en el caso
particular C=0, bajo el modelo (2.2}, estd dado por

e I+Z3 Vil Zi!

V Vv,
1z, 2, )(v v“) 2,z )
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y la estadfstica T=A%/" puede ser utilizada para realizar el contraste. Gleser & Olkin
{1970} sefialan que la prueba de cociente de verosimilitudes condicional propuesta por
Rao es también la prueba no condicional.

Con cbjeto de determinar los cuantiles de la distribucién de T, Gleser & Olkin (1970}
seflalan que la distribucién de la varjable T es igual a la distribucién de ‘l'I g, donde
Byrererns By, son variables independientes tales que

B;~Beta[-% (n-g-p+q-u-a-i+1), a,] =12, ,

donde a=minfu,t} y a2=max(u.t.]. Como los momentos de Ia estadistica T son
conocidos puede utilizarse para realizar la prueba la siguiente aproximacion

Sx)r e P(XZ,, Sx}-0(n7%)

o ---- InA<x)= c l:'(X2 (x)<-c f’()‘2 % 148

tu+s

donde
h= n-g-peg+d(t-ue1),

0
- (g - 2

a

ol
8% 5y

3 ot ¥ ht

tuf{if+t3-g)

48 '

& =
2 920

B ra(ut-t4) - 10t2u-s0(u?te159].

Como comentarios generales a la exposicién de Gleser y Olkin puede mencionarse que
no se analiza el hecho de que una particular hipdtesis pueda contrastarse; es declr,
que involucre sdlo funciones lineales estimables de Jos pardmetros, Los. autores
seflalan también que tomar C=0 en la hipdtesis (2.3) no es una pérdida de generalidad:
sin embargo, resulta de interés proporcionar la forma explicita de la estadistica de
prueba cuando C es diferente de cero. Resulta también conveniente, obtener una
expresién general de la estadistica de prueba asociada a una hipdtesis lineal general
sobre los pardmetros linealmente estimables del modelo, es decir, cuando D y E no
necesariamente sean de rango completo, Por-otro lado, aparece atractivo un estudio
mds detallado sobre la distribucién de la estadistica de prueba y realizar pruebas con .
cuantiles obtenidos de manera mds precisa,
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3 Resultados Generales sobre Distribucién de Formas Cuadréticas

Con objeto de presentar de manera simple la obtencién y distribucidn de la estadizstica
de prueba obtenida via coclente de verosimilitudes generalizado asociada a une
hipdtesis lineal general en el modelo generalizado de andlisis de varianza mulitivariado
{z.2), en esta seccién se definen las distribuciones Normal Multivariada, Wishart y A
de Wilks, se presentan resultados sobre estas distribuciones y alglinos teoremas que
resultan de utilidad en ia obtencidn del cociente de verosimilitudes generalizado.

3.1 Definiciones

En esta seccidn se definen densidades que resutltan involucradas en la formulacien de
teoremas sobre distribucién de matrices de formas cuadrdticas y se presenta una
extensidn de la definiclén de funcidn caracteristica al caso de matrices aleatorias.

3.1 Definicidn de las Densidades Normal Multivariada, Wishart y A de Wilks

Las siguientes definiciones proporcionan caracterizaciones de las densidades Normal
Multivariada, Wishart y A de Wilks.

DEFINICION 3.1 Se dice que un vector aleatorio prs tiene distribucién Normal
Multivariada de dimensién p c¢on vector de medias Upxy ¥ matriz de covarianzas T xp

definida positiva, si su funcidén de densidad estd4 dada por
£ (x ¢ Z)= l2r Tl exp{- ;—(x—u)'Z_’(x—u)] ;. xeRF.
Para simplificar se denota por Xﬂ-Np(u,Z}.

DEFINICION 3.2, Se dice que una matriz aleatoria Mp,q__, tiene distribucién Wishart de
dimensidn p con matriz de escala ¥ definida positiva y n grados de libertad 3i se
puede representar como M=X'X donde las columnas de X'=(X...X]) seon
independientes y tienen distribucidn Normal de dimensién p con media cero y matriz
de covarianzas Y. Para simplificar se emplea la notacién M~Wp(£.n). Cuando n#p se
dice que M tiene distribucion no singular Si n{p se dice que M tiene distribucidn
Wishart singular.

El valor esperado de una varlable con distribucién Wp(f..n) es nZ. Esto puede
verificarse tomando X'=(Kl......xn) y observande que

E(xX0= & B, X))
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=1§; .{E(x.l xl’.:?“ﬂ E(Xi;)}: )

DEFINICION 3.3. Sean W, y W, matrices aleatorias con distribuciones independientes
W'p(l.m) y \Vp(l.n) respectivamente con map. Si la variable X puede escribirse como

o W

il gl -1
X= Ty =W Wl

se dice que tiene distribucién A de Wilks con pardmetros p,m y n. Para simplificar se
utiliza la notacidon X~A(p,m,n).

3.1.2 Definicién de la Funcidn Caracterfstica de una Matriz Aleatoria.

o

DEFINICION 3.4. Sea X una matriz aleatoria y 8 una matriz de dimensién pxq. La
funcion caeracteristica de X denotada por @ _(8) se define como '

9.(8)= E[exp{str(&'X}}].

Es interesante sefialar en este punto algunos comentarios en relacién a la definicién
de la funcién caracteristica de una matriz aleatoria. Le traza de la matriz X estd
dada por

q p
eré'X= 23, 2 8, X,

= j,’
de donde puede observarse gue cada elemento de la matriz X se asocia con un
elementg de la matriz 8. Naturalmente esta definicién reproduce como casos
particulares las definiclones de funcién caracterfstica en el caso de variables
aleatorias reales y vectoriales. Los momentos conjuntos de la distribucién pueden
obtenerse mediante la relacidén

k ku’-klz“ -tk

k k 1
El X, 4 X2 ... X 9P |a (1)
[ w Xy Xap ] ik“«kmq-. B . { S8k, ogFan ?x(a)}l

“ o ap e:o.
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Esta igualdad puede demostrarse derivando los miembros de la ecuacién
P, (8)= ‘[:: exp{itro'x}f (x)dx.

Otro aspecto de interés en relacidn a la definicién de la funcién caracteristica
consiste en sefialar que si la matriz X satisface algunas restricciones, como es el caso
en que algunos elementos de ia matriz X son por construccién iguales a algunos
ctros, la matriz ® se puede definir con las correspondlentes restricciones o
equivalentemente haciendo que algunas de sus entradas sean cero, ya que en realidad
en este caso el nimero de variables aleatorias diferentes es menor que pg. Por
ejemplo, si X es una matriz simétrica, la matriz 2 se puede escoger simétrica,
triangular superior & triangular inferior. Particularmente, si se desea determinar
momentos conjuntas de la distribucion de X, es convenlente la eleccién de 8
triangular para que (3.1) sige siendo vdlida, ya que si X es simétrice y se selecciona @
también simétrica, los momentos conjuntos satisfacen la relacién

k.+k _ +...+k
k k i 1 au Tz s
B[ XM X1 XPe )= { e)}
[ 11 12 (2.?11* ku e .. kpp 3 e:;“ ----- ae:gp q}x( ; 6=0
A —_— -

Como tlitimo punto respecto a la definicién de la funcién caracteristica cabe sefialar
que si prq Y Y, ., son matrices aleatorias, la funcidén caracter{stica conjunta de X y
Y estd definida por

Pu,y (8,,8,)= E[exp{atre, Xertrg,Y}],

donde 8, y 8, son matrices de dimensidén pxq y rxs respectivamente. Esta definicidén es
consistente con la definicidn 3.4, ya que si se consideran las matrices

=(5¢) 7 = (3 a)

la funcién caracteristica de Z. que coincide con la funcidn caracteristica conjunta de
X y Y, resulta utilizando la definicion 3.4

P,y (8,.8,)= 9, (8)

Elexp{str8Z}]

E[exp{atrg X+atre,Y}].
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3.2 Teoremas sobre Matrices Aleatorias

En esta seccién se generaliza el teorema de unicidad y el teorema de inversidén para
vectores aleatorios, al caso de matrices aieatorias. Se presenta también un teorema de
utilldad en la caracterizacién de independencia en matrices aleatorias.

3.2.1 El Teorema de Unicidad para Vectores y Matrices Aleatorias,

TEOREMA 3.1, (Teorema de unicidad para vectores aleatorios). Dos vectores aleatorios
tienen la misma funcién caracteristica si y sélo si tienen la misma funcién de
densidad salvo por un conjunto de medida cero.

DEMOSTRACION. Ver Cramér (1946, pdg. 101},

El teorema anterior puede generalizarse fdcilmente el caso de matrices aleatorias. El
resultado se establece en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2, (Tecrema de unicidad para matrices aleatorias). Dos matrices aleatorias

tienen la misma funcién caracterfstica si y sdélo si tlenen la misma funcidn de
densidad.

DEMOSTRACION. Sea Mpxq=(M!l)""'M(q)) una matriz aleatoria y sea
N*=( M'(‘)......M'(q,); es decir, N es un vector de dimensidn pq que se obtlene apilando
las q columnas de matriz M. La funcién caracteristica de M puede expresarse como

Ppy(8)= Elexp{ser (M1
= Elexp{ +5'N}]
= Py, {3),

donde 5 es un vector de dimensidn pq obtenido apilando las columnas de 8; esto es
6‘::(8'“,,....9"‘;,). Del teorema 3.1 se sigue la unicidad de la funcién de densidad asoclada
a lPN(S) ¥ por tanto se sigue la unicidad de la densidad asocieda a @M(S).

3.2.2 El Teorema de Inversién para Vectores y Matrices Aleatorias.

TEOREMA 3.3. (Teorema de inversién para vectores aleatorios). Sea }('Ml un vector

aleatorio. Si la funcidn caracteristica cp‘x(l:) es absolutamente integrable, entonces X
tiene funciéon de densidad dada por

f (x)= (z-rr)'PJ‘_m exp (at'x) Qx(t)dt.

DEMOSTRACION. Ver Cramér (1946, pag. 101},
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TEOREMA 3.4. {Teorema deinversién para matrices aleatorias), Sea prq una matriz
aleatoria. Si la funcién caracteristica P (&) es absolutamente integrable, entonces X

tiene funcidn de densidad dada por
£ (x)= (am)Pa J_Z explitr@'x) (6)d6.
DEMOSTRACION. Ses x=(xm......x(q,) ¥y sea Y un vector aleatorio de dimensién pg

definido por Y'=(X'“,.....X'(q,). Definiendo t'=(5'm,.....9'[q]) donde

Bryyereres Bt )
corresponden a {as columnas de la matriz 9 se obtiene que

g (8)= Efexp {1tr8'X]]

Elexp{st'Y }]

P,(t).
Del teorema 3.3 se sigue que
f (x)= £ (y)

= (21r)-PqJ‘ = exp(xt'y)fpy (t)dt

e

= ()P = explatro'x) @ (9)ds,

lo cual demuestra el resuitado.
- 3.2.3 Una Ceracterizacién de Independencia en Matrices Aleatorias.

Una forma de caracterizar la independencia entre dos matrices alestories se formuls
en el sigulente teorema. ) '

TEOREMA 3.5. Las matrices aleatorias prq ¥ Y _,, son independientes si y sdio si la
funcidn caracterfstica conjunta de X y Y se factoriza como el producto de las
funciones caracteristicas marginales de X vy Y.

DEMOSTRACION. Sean X y Y independientes. La funcidn caracterfstica conjunta de X
y Y estd dada por '

Py (8,A)= E[exp{ratr&@X-atrA'Y]]



R I_':'J'_:éxp {itre’ x;xt( AH Fx'y(x.y)d"dy
= L‘:f_: exp{itrd X+J.-ﬂ'A.y}fx().c) F,(y)dx dy
= 9,(8) @, (A).

La demostracién en sentido inverso resulta de utiiidad para caracterizar la
independencia entre variables. Sean X y Y dos matrices aleatorias tales que (Px'y(G,A)=
B, (8) P_(A), Sean Z y U vectores columna definidos por Z'={X'(;jseiX’tqy0 YigyeeeenYpgy)
¥ W= (8 08y Ko A'igy) donde X=(X X 0y)s Y=Y (e Y (gy) 82(8¢50nnniBigy)
¥ A=(A“,......A(aﬁ. Del teorema 3.3 se obtiene que .

£ (xy)= £z}
= (zm)~ P _[m exp(au'z) g _(u}du

- (zn)-tpq+ﬂ) J.mjm e).'p(*”e'x‘*trf\'y}(px’y {e,A)}dedA

= (zrr)” P J'J'm exp(itr &x+itrA'y} 9, (8) ?, (A) dedA

[z [” explatr 9% 9, 0)de ][r) ™[ explatray) 9 (A)dA]
=f, () £,(y),

lo cual implica la independencia entre X y Y.
3.3 La Funcién Caracterfstica de la Densidad Normal Multivariada

En el siguiente teorema se obtiene la funcién caracter{stica de una variable aleatorin
con distribucién normal multivariada. '

TEOREMA 3.6. §i X~ N p(u,2) ¥ t'=(t1.....tp) entonces
P lt)= exp {at'u- ' Tt}

DEMOSTRACION. Definlendo Y=Z"&(X-u). la funcién caracteristica de X puede
calcularse como

P (e)=E{exp(at' X))}
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=E {explit" [Z* Y ul}
= exp(it'y) .E{ explat El"!’}
= exp{st'y) 'Py(Eat).
La funcién caracter{stica de Y valuada en 5'=(8‘.....5p) puede obtenerse como

P (5= f exp(a8'y) f (y)dy

o

=_|'_m exp(48'y) lznzlﬁb‘exp{-&(zj"ym-u)’z—' (E]’ym-u)}lz%ldy :
= J:m (2m) P Zexp {15y -4 ¥'y}dy

P -% @ 2z
= B[y [~ exp{(adyy,~4 y; }ay,]

= B [oxp{-45} [ Gn* exp{-4(n-15," }dy,]

B exel -4
= exp{--}S'S} .
de donde se sigue finalmente que
@ (t)= exp(.tt'u)tpy(z"t)
= exp{i.t'u-{r t_'Et}.
lo cual demuestra el teorema.

3.4 Resultados sobre la Distribucién Normal Multivariada en el Caso de Vectores,

En esta seccidn se obtiene la densidad de transformaciones lineales de variables
normales multivariadas y se deduce la funcidn caracter(stica de una forma cuadrdtica.
general con distribucién normal multivariada.



3.4.1 Distribucién de Transformaciones Lineales de Variables con Densidad Normal
Multivariada

TEOREMA 3.7. Sea X"-Np(u.E). Y=AX-b donde A xp ©5 Una matriz de constantes con
r{A)=q<p y beRY un vector de constantes. La distribucién de Y es Narmal
Multivariada de media Ay+b y matriz de covarianzas AZ A",

DEMOSTRACION. La funcidén caracteristica de Y puede calcularse como
tpy(t.)r- E{explit'Y)}
= E{explit'(AX+b)]}
= exp(it'b) E{explit'AX)}
=exp(it’b)Q_(A't)

y por una aplicacién del teorema 3.6 se sigue que

P, (t}= explit'b+it’Ap- § AT A'L)

= exp(at’8-4 t'6t),

dande

&= Apr b
Y

8= ATZA".

Como A es de rango completo y I definida positiva, se sigue que 8 es definida

positiva. Del teorema 3.6 se deduce que tpy(t) es la funcién caracteristica de una
variable con distribucién Nq(a.e) y del teorema 3.2 se zlgue el resultado,

3.4.2 La Funcién Caracteristica de una Transformacién Cuadrdtica General de una
Variahle con Distribucién Normal Muitivariada

TEOREMA 3.8. Si )(-‘-Np(u..EJ y Z=X'AX - b'X donde A es simétrica y be RP entonces

1

P, (t) = [1- 21t AE |°% exp{at (W' Aurb'p)-4 £ (2A0 b)Y (Z” -zxtA)"(zAwb}} .
DEMOSTRACION. Como I~ es definida positiva y A es simétrica, del teorema A.18 se
tiene que existe una matriz F =B de rango completo tal que FZ™!'F=] y FAF=D, donde
D =dlag (d, %) Definiendo Y=F'(X-u) se sigue del teocrema 3.7 que Y~Np(0,ll.
Utilizando estas relaciones puede escribirse
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®_(t)= E{exp(stZ)}
= Ef{exp[+t(X'AX+b'X)3}

= oxp{ at(’Au+bu)} E {exprt (Y'DY+m'Y )3}, {3.2)

donde m'= (ml.....mp) = zp'AF+ b'F. Utilizando la independencia de los componentes del
vector Y se sigue que

P
E {exp[+t(Y'DY+m'Y)]} = E{exp[a'.tlg(di \'12+m]‘1’j):|}
=)
= ]1;_{l E {exp [At(dj Yf'- m, YI)]}
- B = ” )"’& (_ d.) 2* d
=f, f_m (2n)"* exp{- 4 (1-2at Y5 :.r.mjyj} ¥y
= lxi exp{-y m] G-aaed) "} [ (zm) ™ exp{- 4 (1-2atd [y ;mstm,(i-2atd 7 F}dy,
=0 ?r? (1-2atd )" P 1-zaed,)
-‘I;I‘exp{-gr. mj (1~2atd, -2 ’
P -k P -
=|:jl;[‘(|—zu.dj) Jexp{-% t.ZJE m?(l—z.n:dj) ’}
=| I-zAtDI_]" exp{..% t2m' (I-zatD)"? m}
=] !-2).1:F’AFI_’" exp {-i,tz(z}\uob)‘ F(1-2it FAF)™ F‘(z::\u‘b)}
2 [(F)™1] [1-2:t FAFI™ [F[™% exp{_y t2(zAprb) [ (FI! (1-2t FAF) F' ]! (2Apsb)
4

=|]-zit AE]"‘5 eap{_it“(zAu*b)'(Z"- 2AtA)" {zAur b)} .
Substituyendo este resultado en (a.2) se obtiene

P (t)={I-zat AXlS exp{;t{ L Au+b'y) _.,l,t?(zA;u b)Y (E™-2itA)" {2Ap. b)} .

lo cual demuestra el tearema.
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COLORARIO 3.8, Si X~ Np( u;E) Y Apxp es una matriz simétrica entonces
Poonx(t)= 11- 2atAT| ™ exp{aty’ (I-2itAX)'Ap).
DEMOSTRACION. Del teorema 3.8, en el caso particular b=0 se tiene que

A ¢ | 2atAT[% exp{ it An-2t® ' AT - 21t A) A}

= [I-2atAZ) ™2 exp{it' [ T-2atA(Z75-2:tA) 1] A}

[I-2atAE|™% exp (it [(Z'-2:tA)+«2atAT (7t zitA) "' Ap}

[l-24tAS] ™ exp {ity THEZ 24t A) " Ayl
= |I-2AtAZI™* exp {aty'( [-2atAD) Ay},

lo que demuestra el corolerio.

3.5 Caracterizacién de la Densidad Wishart y de una Matriz de Datos Normales

El propoésito de este apartado es determinar la funcién caracterfstica de una variable
con distribucién Wishart y de una matriz de observaclones normales independientes.

3.5.1 La Funcién Caracteristica de una Variable con Densidad Wishart

TEOREMA 3.9, Si Mpmn-wp(z.n) y ep,,p={eu} es una matriz slmétrica entonces la
funclén caracteristica de M estd dada por

Par(@)= |I-228%| 742,

DEMOSTRACION. De la definicion 3.2 puede escriblrse M= Z, Y Y donde Y,,. ..Y son

] n

independientes con distribucidn N (0 ¥). Utilizando esta igjualdad se obtiene

Prg(8)= E{exp(atre’ ]);.l Y; Y}
.-.’1='[‘ E{exp(LYj' a Yj)}

=[E{expaY 8} |°,

donde Y~Np(0.£). Utilizando el corolario 3.8 se deduce que



28

Pps@=[0,.q, D] -
T = |[-za8ET)T2,
lo cual demuestra el re#ultado.

3.5.2 La Funclén Caracterfstica de una Metriz de Variables con Distribucién Normal
Multivariada

TEOREMA 3.10. Sea anp una matriz aleatoria donde las columnas de X'=(X1,....Xn)
son independientes y tales que

x,-va(u[.Z) i=1l,...n,
La funcién caracteristica de X estd dada por

P, (6)= exp {str 8'{-}tr8 £ 8"},

donde [1': (¢, ...#t,) ¥ 8 es una matriz de dirensién nxp.

DEMOSTRACION. Definiendo 8°=(8,,....8,) se obtiene que la funcién ceracteristica de
X puede expresarse como

9.48) = E {exp{xtro'X}}
= E {exp (str lg 8, X0}
=E {exp(E 0, X))
= I Efexp (167X ))
=1f:11 'pxif..e,}.

Pof una aplicacidn del teorema 3.6 se obtlene

(PX(B)=§' exp{idju,-48,X8,}

exp{xtrigelul-i-lg 8;z8,}

I¥

exp {Atr gl-4erEZ lg 8,8} }

exp { Atr€lt-%trk & 8}
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= exp{aitré'l-kerafe'},

lo cual finaliza la demostracidn.

3.6 Resultados sobre la Distribucién Normal Multivariada en el Caso de Matrices, la
Distribucién Wishart y la distribucién A de Wilks

Esta seccidn tiene como propdsito establecer una serie de resultados ascciados con
matrices de observaciones normales multivarindas. En estos teoremas se determina la
distribucion de un tipo de transformaciones lineales de variables Wishart y se
establecen las condiciones necesarias y suficientes para que una transformacién linea}
de una matriz de observaciones independientes de la distribucidn normal resulte en
una matriz de observaciones independientes de esta distribucidn. Se determinan
también las condiciones bajo las cuales dos transformaciones lineales de una matriz
de observaciones normales resultan ser independientes obteniéndose la funcidn
caracteristica de una forma cuadrdtica general de una matriz de datos normales y
estableciéndose las condiciones bajo las cuaies esta forma cuadrdtica poseé
distribucién Wishart.

3.6.1 Distribucién de Transformaciones Lineales de Variables Wishart

TEOREMA 3.11. Si Mﬂ-Wp(I.n) ¥y Bpml con q<p es una matriz de entradas reales
entonces B'MB~Wq(B'IB.n).

DEMOSTRACION. Dado que M se puede escribir como X'X donde los renglones de X
son independientes y tienen distribuci¢n NP(O.E), se tlene que
BFMB=B'X'XB=YY,

donde Y'=B'X'=(B'X,.....B'X_} y por ser X,...,X_ independientes se obtiene que
B'X,,....,B'X,, son independientes. Por el teorema 3.7 B'X1~Nq(0,B‘ZB) 3 T R
Utilizando !a definicién 3.2 se conciuye que

B’MB-qu(B'ZB.n).

lo cual demuestra la afirmacian.

3.6.2 Transformaciones Lineales de Matrices de Observaciones Independientes de Ia
Distribucién Normal

Fn esta seccién se determinan las condiclones necesarias y suficientes que se
requleren para que una transformacién lineal de una matriz de observaciones
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independientes de la distribucidn normal multivariada resulte de nuevo en uma matriz
de observaciones independientes de esta distribucidn,

TEOREMA 3.12, Sea xnxp una matriz aleatoria donde las columnas de x-=(x,,.....x“)
son independientes con distribucién Np(p.Z) y sea Y =AXB donde A y B son
matrices de constantes tales que mqgsnp. Las columnas de Y'=(Y.......Ym) son
independientes con distribucion Nq(&B‘u.nB‘EB) sl y sdlo si

a) (Media Comtin) Al=5§1 para algun =R & B'u=0.
b) (Independencin) AA'=nl para algiin neR.
donde | es el vector de dimensién n con todas sus entradas igueles a uno.

DEMOSTRACION. Sea Y::q un vector columna obtenido apilando las columnas de Y,
esto es

a'
Y = (Y e

Y;

(q)) .

Del teorema A.Sh se obtiene que

a L% " a
Yg™ (AXB) = (B'2A)X,
donde @ denota el producto Kronecker.

La distribucién de X® es Normal multivariada de dimensién np. Esto puede
demaostrarse observando que los renglones de X tienen distribucion independlente y
por tanto la distribucién de X puede escribirse como el producto de las densidades de
cada vector X; es decir

n
fx(x; U, X)= ‘[;Il fxl( xl;u,E)’-' Nup(u.al Lo,

de donde se sigue que la distribucidn de X" es an(uat.zsl). 81 mqg<np del tegrema
3.7 se obtiene que

Y‘-uqu(B'u ®Al, FEBRAA'),

Los vectores Ym......Y(m) tienen la misma media si y solo si

BueAl=0
é
BueAl= Met,
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donde M es cualquier vector de dimensién mq. Estas dos condiciones equivalen a
B'y=0 6 Al=81 para algun 3sR. Por otra parte, las variables Y,...... Y SOn
independlentes sl y sdlo si

BTZXBe AA'=Ne@el,

donde N es cualquier matriz definida positiva de dimensién gxq. Esta condicién
equivale a AA'=nl para algin ntimero real n.

3.6.3 Un Teorema sobre Independencia de Transformaciones Lineales de una Matriz de
Datos Normales Multivariados

TEOREMA 3.13. Sea anp una matriz aleatoria donde las columnas de X'= (Xl....,.‘(
son independientes tales que

X~N (. ) I=1,...,n.

)

n

y sean Y= AXB y Z=CXD con Aqxn. Bpxr. Cown ¥ Dpxh matrices de constantes. La

matriz Y tiene distribucién independiente de la matriz Z si y sélo si
B'ZD=0 d CA'=0.

DEMOSTRACION. Sean 8, y 8, matrices de dimensiones qxr y sxt respectivamente. La
funcién caracteristica canjunta de Y y Z puede calcularse como

tpy.z(ei.ez) = E{exp(itré&,Y+atr6; Z}]
= E(exp(atr& AXB+itré, CXD)]
= Elexp{ierB BlAX+atr DG, cxX)]
=E{exp{str{B8 A+D8; C)X}]

=9 (A'8,B+C'0,D")
y del teorema 3.10 se sigue que

tpy,z(evez)= “-'-VP{“TH'H".:U"IX ﬂ'}v . (2.3}

donde =A'6,B+C'9,D’ y [.l'=(u‘,...,un). La funcidn caracteristica de la matriz Y puede
calcularse como funcidn caracteristica marginal de (3.3) y estd& dada por

8= @, (8,.0)

= exp{strB@]A[l-}tra'e BjXBE; A}

= exp{itrBO,All-4tr8 B'EBE,AA'}.
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Analogamente se obtiene que

9.(8,)= exp {1£r DO, Cli-4tr 6,D'TDO,CC'}.

Del teorema 3.5 se tiene que Y y Z son independientes si y sdélo si

P, .(8,.8,)= 0. (819 (&) ve .8,
esto es, si y sdlo si
t{EN)= tr(6, B'TBO,AA’)« tr(8,D'EDE",CC') V8,8,
< trA'6,B'IDE, C=0 YE.6,
@ trCA'8, B'EDE,=0 Ve, e, @

8i CA'=0 6 B'ID=0 la ecuacién (3.4) se verifica, La implicacién inversa ptede.
demostrarse definiendo u= r{CA"') y v=r{B'ZD) y obteniendo del teorema A.17 que

CA'=UAV
y "
B'EZD= 1AV,

donde U, ., gxu, ﬁm. i\'ftm son matrices que satisfacen U U=1, V' V=1, urt =t y
V' V=1 y las matrices A y A son diagonales con elementos positivos definidos por
A=Diag (A....x,) ¥ A= Diag(%,...X,). Definiendo 6= Vi {I' y g,= urpy ¥ donde 1,
¥y 1, son vectores columnas de dimensiénes respectivas u y v con todas sus entradas
iguales a la unidad, del teorema A.l.e se sigue que

tr UAV VL, O AP Vi1, u=0

® er ALY, A1,1,7°0

(3

> U AL, T, K1,=0
13 v o,
= (ZA(Z X =0

y dado que X >0 i=l,..,uy "ii)o i=l,...,v se deduce que A=0 & A=0 de donde se sigue
que CA'=0 & B'ID=0 lo cual finaliza la demostracidn.

3.6.4 La Funci6n Caracterfstica de una Transformacién Cuadritica General de una
Matriz de Datos Normales Multivariados

TEOREMA 3.14. Sea X xp Una matriz aleatoria y [Lm‘p una matrlz de constantes tales
que X'=(X,..,X_ }.y B={(y....1t,) con n3p, donde X,....X_ son vectores independlentes

i18
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tales que
Xlﬂ-NP(urE) i=1..,n,
con prp una matriz definida positiva. Sean A . B xq’ Dqu y C matrices de

mxq
constantes con m%n, g%p tales que r{A)=m, e{B)=q y D es una matriz simétrica.

La matriz “vqxq definida por
W= (AXB-C) D (AXB-.C),
tiene funcidn caracter{stica dada por
(8)=[ I ll-2a»,8B°=B| ™ trE (LB &) (1 ‘TB) e (LB.C
P (8= [ I ll-24%8B°E 1 exp{aenL, (1B, -21A @ B'EB)~' 6 (LB C)x U U},

donde

&a AAANIC

A'DA=UAU ; UU=I
y las matrices U=(U,,....,U ) y A=diag(},....} ) definen la descomposicién espectral de
la matriz A'DA.

DEMOSTRACION. La matriz W puede escribirse como
wW=(AXB+C)'D (AXB+C}
= FA{XB+A{AA)T'CH D [A{XB+A'(AA'}ICYH]
= [XB-A'(AA'Y1C]Y ADA[XB+A'(AA')IC].
Definiendo

€ g™ A(AAY'C

n

y .
D, .= ADA,

se obtiene
W= (XB.&)y D (XB-C).

Sea la descomposicion espectral de la matriz D definida por D=UAUW donde’
U, o*(U,..,U.) es una matriz que satisface U'U=I y A=diag (A,...,7,). Sea Y,xgq una
matriz aleatoria definida por .
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Y

Y

n

Yheq= W(XB-{)=

Los vectores Y,...., Y

o 5on independientes ya que U UW=1. El vector de medias y matriz
de covarianzas de Yj, j=i,...n estan dados por

M, = E(Y,)= @B-C) U,

V(Y= V{(XB) U}

V(B'X'Uj]

v (éiulks'xk}
' U2 B'LB
E:t 12

= B'LB.

Utilizando la descomposicién espectral de la matriz D se tiene

(XB+CY D (XB+E)= (XB+ &Y UAW (XB-C)

= [W({XB:+&)] A{UW(XB-E)]
YAY

={“)\YY'.
[eruin I B |

Con este resultado, la funcién caracteristica de W puede calcularse como

P (8)= E{exp[str8 (XB+C) B (XB+ &)}

E {e.\'p {itr@ ;Z:l llY] Yi)}

I
E{exp (atr j};.l AEY,

Ef{exp (4 lg AY BYI)}
P
=jl;l’ Elexp (A)«jY] :) Yj)}

P
=jl;It qu]' a yj()\l)



as

y del corolario 3.8 se sigue que

P.(0)= T IT-222 BBEBI ™ exp {12 M (1-200 @B'ZB) M }
= [,gn-zmjea'znr’*] exp{i 15:" A0 (B-C) (1-21) 0BT B) o (B-C)' 1, }
n - . . n - ¢ - e ¥
= [ 1-2a% 8B’ E B *] e.\‘p{Atrjg‘([lB»- C) (I-za2 eB'T B e(UB. Sy 2 u U },

lo cual demuestra el teorema.

3.65 Las Condiciones que Deben Ser Impuestas %am mﬁue una Transformacién
Cuadrdtica General de una Matriz de Datos Normales Multivariados Posea
Distribucién Wishart

TEOREMA 3.15, Sea X, matriz aleatorla ¥ Hnxp Una matriz de constantes con
particiones definidas por X'=(X ... X,) ¥ [.!'=(u1....,pn) donde n3p y X,,...,X_ variables
independientes tales que

X1~Np (p.l.E) i=1,....n,

con X, definida positiva. Sean A, By, v Doy ¥ Cpq matrices de constantes
con me&n, q<p tales que r(A)=m, r{B)=q y D es una matriz simétrica. La matriz qu

definida por

qQ

w= (AXB+C) D (AXB+C)

posee distribucidén Wishart con matriz de escala B'XB y d grados de libertad donde
d=r(D) si y sdlo si las sigulentes condiciones se satisfacen

a) ADA es idempotente.
b) A'D(A|IB+C)=0.

DEMOSTRACION. La matriz W puede escribirse como
w= (XB+C) B (XB-C),

donde

‘C= AAA)IC
y bl
D= A'DA.
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Sea la descomposicién espectral de la matriz D definida por B =UAU' donde U U=,
Del teorema 3.I4 se obtiene que la funcién caracteristica de la matriz W estd4 dada por

a - a ~ » - v 1
¢y (8) [[OM-24)6FEB] &e.\'p{xcrIE(QB-C)([—21}1913 TB)'e (UB-Crauuy}, (3.8
donde &, es una matriz simétrica.

Primero se demuestra la suficiencia de las condiciones. Para esto, dade que msn se
tiene

r{B)= r(A'DA)= r(D)=d
y dado que D es idempotente, se signe que d valores proplos deD son fguales a uno y

los m- d restantes son iguales a cero, por lo que la funcidn caracteristica de W puede
escribirse como

P, (8} = [I-2:8B'EB|"V2 exp{itr (iB-C)(I-24 6B'EB}"! 8 (B &) j}l:.lxjuju,'}

il

- 248 B'EBI"Y? exp{str (UB+C)(I-248B'EB)"* 6 (UB- &) B}

lI- 248 B'EBI~9/2 exp {atr (UB-C)(I-248B'TB)~! 6 (UB.C) D B}

]

jI-216 B'TB{~92 exp{itrD (UB+T)(1-2.8B'ZB)~? 6 ({B.C) D'}

L]

[1-248 B'ZBI"9/2 exp{itr[D (UB+&)] (1-246B'ER)t 8[D (UB.C )7},
Utilizando la condicién b) se deduce que
D(pB. )= A'DAJuB. A'(AA)™' C]
= A'D [AuB+C]
=0,
de donde se sigue que
P,,(8)={[-2,6B'EB}~ 92,

Del teorema 3.9 se observa que esta funcidn caracteristice coresponde a la de una
variable con distribucidon Wishart de dimensidn qQ con matriz de escala BIB y d
grados de libertad y por una aplicacion del tecrema 3.2 se sigue que W-Wq( B'IB,d).
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Para la demostracion en sentido inverso, se definen los vectores
M,= (B C)U, j=l....n.

Utilizando estas definiciones y la ecuacidn (3.5} se sigue que la funcién caracterfstica
de W puede escribirse como

n — . . -
P8 = [ -2 8 BE B4 ] e.\'p[Afg: A\ M;(I-2:0, 8B'E B) oM ).

Utilizando la condicidn W"'WP(B'ZB.d) y la unicidad de la funcién caracteristica, se
sigue que la siguiente condicién debe verificarse

L - v * - - 1 -
[ h-203, 085 Bl o e.\'p{Algl \ Mj{I-2:3 BT B)" 6M} = lI-z:0 B'E Bf~92,
¥ § simétrica. (3.6}

Elevando al ctuadrado ambos miembros de (3.5) y reagrupando términos se obtiene

1 8B'% Bi
jr=1: -z;‘.\] X
|i-z48B'Z B4

8B'EB)7'eM;} = ' ¥ 8 simétrica.

I
exp{ 21]§l A Mi(l—znsj

En el caso particular €=t{B'ZH), la ecuacién anterlor Implica la condicién

0 q
]13‘ (1-za%t)

exp{zxjgl Ly t(t-zx)\lt)"‘M}(B‘EB)"MJ}= vteR., (3.7)

(1-:ukjt}qd

Dade que el argumento de la funcién exponencial y el miembro del lado derecho son
funciones racionales, la ecuacién (3.7) puede escribirse como

exp{P(1t}/Qit)}= R(it)/S{ait),

donde P. Q, R ¥ § son polinomios. Utilizando ei heche de que la funcién exponencial
no es racional, se obtiene que P(it)/Q(at} y R{at}/S(it} son constantes, lo cual
implica que

n
TN ?u.’ t( 1-2A)th)“ M'](B'ZB)"M]=cl YteR
J=1

xn
L e t)Fm e (1240 p)9d VeeR.



38

Valuando en t=0 las ecuaciones anteriores se deduce que ¢ =0 y c,=1, de donde se
sigue gue

[2%
ZAJZ ).‘ t{ l-zx)\jt)"M;(B'ZB)"MfO YteR {a.8)
=z

y n
jgl (1-21).,?.)“: {1-zir)ad vezR. (3.9}

La igualdad (3.9) de polinomios en t se verifica si v s6lo si los grados son iguales; es
decir, n-d valores propios de D son iguales a cero. Seleccionando sin perder
generalidad X, =3,  =...=a =0, [a ecuacidn {a.9) implica la condicién

n
s (1-24 )= {(1-zag)ad YteR .
Para que la igualdad anterior de polinomios se verifique, sus raices deben ser iguales,

lo cual ocurre si y. s6lo si A;=1, j=l,.....d. Utilizando este resultado y el teorema A.9 se
deduce que la matriz D es idempotente y dado que ms<n, se tiene

d=er (D)= #(D)=r(A'DA)=r(D),

lo cual implca la condicidén a) del teorema.

Utllizando Ia idempotencia de la matriz D, la ecuacién (a.8) valuada en t={ implica que
d
JE M (B'ZB)™'M;=0. (3.10)
=1

Dado que B'IB es definida positiva, se sigue que (B'ZB)™! es definida positiva por lo
gue

M (B'ZB)™'M, 0. (z.11)
De (3.10) y (3.11) se tiene que

M;(B'EB)'M=0  j=,...d
2 Mi=0 jal..d

y observando que A=0, j=d+1,....n se sigue que
A M) M, =0 [

Haciendo la suma sobre el indice | se tiene que
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o L]
2 MMM, =0

=

o jgt AU (B &) @B. &y Uy =0

& tr(UB.&) (UB. & ?:‘1 AU, W =0

@ tr(B-C) (UB. C) D=0

@ tr[ BB B (B &)=0. o . e (ane)
Definiendo
N by
anq= D (UB*E) = ’
by

la ecuacién (3.12} puede escribirse como
tr HH=0
& tr3 hyhj=0
i=1
1+
® 3 hih =0
I=1

=0

8
b

¢ B (uB.c)=0

< A'D(AUB-C)=0

lo cual finaliza la demostracién.

COROLARIO 3.15. Sea X Una matriz aleatoria donde las columnas de X'=(X,...X))
son independientes tales que

X{\-Np(&. ) i=1,....n
Y sea D una matriz simétrica de rango r. La varlable W=X'DX posee distribucién

Wishart con matriz de escala £ y d grados de libertad si y sdélo si las siguientes
condiclones se satisfacen. '
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a) D es idempotente.
b) &=0 & D=0,
donde 1 es el vector de dimensién n con todas sus entradas iguales a uno.

DEMOSTRACION. Del teorema 3.18, haciendo A=I__ . B=l ... C=0 se obtiene que la
matriz W=X'DX tiene distribucidn Wishart con mactriz de escala £ y r grados de
libertad si y sdlo si las siguientes condiciones se satisfacen

a} D es idempotente;

b) D=0,

donde 1os n renglores de Upyp SON iguales al vector &'. Para demostrar el corolario,
s6lo resta por demostrar que la condicién D=0 es equivalente a la condicidn 5=0 &
Di=0. Para demostrar esto, observamos que DU=D1% de donde se observa que si §=0 ¢
Di=0 se obtiene D{{=0. De manera inversa se tiene que la condicion D15 implica que
(I'D'D1){3'8)=0 lo cual implica que §=0 6 D1=0.

36.6 %istribucién e Independencia de Algunas Funciones de Matrices con Densidad

TEOREMA 3.16. Sea L1~Wp(2,m) V~Wp('£'..n) donde m»p, tales que U y V tienen

distribucldn independiente. Sean particiones de las matrices U, V, £ y T=U+V definidas
por

u = ull ulﬂ v___ v;.l VLZ

T= UsV= Tu Tu y T= z:u :':12 '
T21 Tzz izs 222

donde u,. V“. T“ y Z,, sen matrices de dimensién gxq. Definiendo las rhaf.rlces

= -1
u,, = Un- UmU“ u,.
Tzz.a = Tu‘szTlilTsz ,

Dy = Ty~ Upy s

En_‘=2u- '.':.m'[.l;‘ 212 '
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las siguientes propiedades se satisfacen

a) uzmn.wp_q(znd, m-¢q) ¥ es independiente de (u,,. Uu),

b) Las variables U,, , y D_,, tienen distribucion independiente y
2 D”.tﬂ-—“’p_quud.n).

DEMOSTRACION.

a) Como U"-\Vp(z.m). puede escribirse en términos de una matriz X con observaciones
independientes de una distribucidn NP(O,X) como sigue

- [uu U T v s [x;X. X, X,
u, U, XX XX,
donde X=(X/X,). La matriz U,,, a su vez puede expresarse en términos de las
submatrices de X'X como
Upm XX, XX, (X)X X,
= X;[I—xl(x;xx}_‘ x;]x2
=X,CX,,

donde C=I-X, (X|X)™ X|. El producto X[C es cero y por tanto U, =X, CX, 6 donde

X, =X,-X, I £, La matrices X, y X, , en términos de X pueden escribirse como

X,= XA= (xl,xz)[(l)]

x2.1=XB= (xa'xz) l:_z:: Zm]
4

La matriz A'EB es la matriz nula, ya que

azB= 10 [z, 3,7 [z =,
Ty Iy 1
= (£,.I,) [-z;; 2‘2]
I

=0
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¥ por tanto del teorema 3.13 se deduce que X, y X, , son independientes. Como X es
una meatriz de datos de una distribucién N(0,X), X, es una matriz de datos de una
distribucién Ngi{p,. X)) ¥ utilizando el teorema 3.12 se puede comprobar que X, es una
matriz de datos de una distribucién Np_q(O,En_l). Como X,, es independiente de X se
obtiene que condicionando a X, . X,  es una matriz de datos _de ta distribucién
Np_q(O,Em.’) y ademds dada X, € es una matriz de constantes que satisface C?=C,
C=C' y su rango coincide con r=ranga(C)=¢tr(C }=n-q por lo que utilizando el corolario

3.15 se deduce que dada X,
uzz.1= x'zc XZ'\-WP_q(Eud,n-pl) .

Comao la distribucion de U, , condicionada a X, no depende de X, se sigue que u,,
es independiente de X, y en consecuencia también de U =X|X,. Para demostrar la
independencia entre U, y U, basta utilizar el hecho de que nuevamente

condicionando a X, fija las matrices C y I-C son matrices constantes que satisfacen
C(1-C)=0, por lo que utilizando ¢l teorema 3.13 se obtiene que dada X, las matrices
CX,,y (I-C)X, , tienen distribucidon independiente de donde se sigue que dada X, las
matrices U,, =(CX, ) (CX, ) y (I-C}X, | tienen distribucién independiente. Como u,,,
es independiente de X, se obtiene que U, es independiente de {X‘.(I-C)Xm}. Mas
atn, puesto que U, =X|X, y U =X|[(I-C)X  +X, I}} £ 1=X'X, se obtiene gue u,,, es
independiente de (LI“.UH).

b} La matriz b, puede escribirse como

Dypt™ Ugpr Vo (U w V(U oV ) ™HU Lo V)= [U,- U, U,

22.1

= V,» [.lmu;1 ulz—(um+vm)luu+vu)"(um+vm) .

Del inciso a se obtiene que U, tiene distribucidn independiente de U, y u,..
Utilizando la independencia entre las matrices U y V y observando que U, =U, se
sigue la independencia entre U,, K y D, por ser D funcién de matrices con
distribucién independiente de U, ,

1 22,1

c¢) Como U y V tienen distribuciones Wishart independientes, por una aplicacién del
teorema 2.9 se deduce que la funcidn caracterfstica de la matriz T estd dada por

P (8)= E{exp(ier&'T}

n

E{exp(itr8'U+«atro'v}}

E{exp(itr&'U} E{lexp(itr&V)}
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= “_zlezl—(na'm)lﬂ .

Del teorema 3.9 se obtlene que la funcién caracterfstica de T corresponde a la de una
variable con densidad Wp(E.m-m) y dada la unicidad de la funcién caracteristica se
deduce que T~WP(E.n—m). Por una aplicacidn del inciso a se sigue que

Tzz.nﬂ'wp-q(zzz.l' n.m-q}. (3.13)

Utilizando el inciso b se obtiene

t?-rzm(nh E{explicrn'T, )
= Efexplaitrn' U,, ,+itrn'D,, )}

= Py, (N Pp,, (1),
de donde
Pz s (M= Prpy (M) (Pryge, (M)
Del inciso a y (3.13) se sigue que
Ppgp (W)= H-2anZ  |77/2,

Del r.eorema 3.9 y dada la unicidad de la funcién caracteristica se deduce finalmente
que D,, (‘1_".22 ok

3.6.7 Un Resultado sobre la Distribucidn A de Wilks

TEOREMA 3.17. Sea U~W_(Z.m), V~W_(Z,n) donde m>p, tales que U y V tienen
distribucidn independiente. Sean U, V y T matrices con particiones definidas por

U"' ull ul.2 - vll Vl.2
UZI uzz Vz: v22
Yy
T u v TI.I. T12
th Tn
donde u,, V, vy T,, son matrices de dimensidn qxq. Sean
uzz.s= Uu-UmU;‘ unz
Y

Topa= Tp-To T T,

2171
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La variable

19 P

A= T

21.’.\I

tiene distribucién A de Wilks con pardmetros p-q. m-q y n.

DEMOSTRACION. La variable A puede escribirse como

ALEPRY

As —2L
]un.t’Daz.il

donde D, =T, 6 -U,,,. Por una aplicacién del teorema 3.16b se tiene que las

variables U,, , v B, tienen distribucién independiente. Del teorema 3.16 incisos a y c¢
se deduce que

u v _ (T

22~V p-q*—22.1" m-q)

D W _o{Z,, . 0.

-~
23,1 p-q

Del teorema A.14 se deduce que existe E;:‘_‘ Yy del teorema 3.11 se slgue que

Eat - ‘—h _ .
uzz.a" 222.1 um.l Z:z&.; Wp_q(i.m-q)

Dm.1= z;;.l Dn.t 3-23,. "-Wp_q(l, n),

donde ﬁa_l Yy ﬁ&.‘ son tamblen independientes. Dado que m-q#p-q, de la definicién 3.3

se deduce que la variable
Iuﬂ.l'

quz.:*fju.:l

tiene distribucién A{p-q, m-q, n). Observando que

- -4 =%
luu.l' : ’z'zz.x uzz.: 23,1

’ﬁn.t'su.ll [Zg.l(uu.t‘nn.l) Z_‘j.ll

U, ,f

TTRREI

224

= A,

se sigue el resultado.
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3.7 Teoremas Relacionados con Estimacidn y Pruebas de Hipdtesis en la Densidad
Normal Multivariada

En esta seccidn se presenta un par de teoremas que resultan de utilidad en la
‘estimacién de pardmetros de ia distribucién normal multivariada y en la obtenciédn del
ceclente de verosimilitudes generalizado asociado a la prueba de una hipdtesls lineal
general bajo el modelo generalizado de Potthoff & Ray.

3.71 Un Tecreme sobre Estimacién de Pardmetros en una Generalizacién de la
Densidad Normal Multivariada

TEOREMA 3.18. Sea X una matriz de dimensién nxp y f(X;u.X} definida por
f(X:u,Z)= |T| 2 exp{-ftrE"(X-u}'A(X—u)}.

donde A y I saon matrices definidas postitivas y simétricas. Sean particiones de las
matrices A, X, ¢ ¥ X definidas por

A 0 X X
Anm - 1" ' = 1 1z - (xl' xz) .
0 Azz X X

21 22

ull “12 Eu zlz
u= ={u.u,) ¥y Z= .
Hay Hogy Zz: Zzz

donde A, es una matriz cuadrada de orden m, X, ¥y ¢, son matrices de dimenslén
mxq, X, y ¢, son matrices de dimensién nxq y £, es una matriz cuadrada de orden q.
El supremo de f(X;u,Z) sobre T y it,, estd dado por

sup f(X;u,T)= n"P’2 e.\'p{-— = }l(.‘(;ul)'A(X,-ul)l'“”
Hygr

10X gty A (X gm0 (X150 A L (3 11, Km0 )" A U X 1, VT (K 1, A (X gyt ) 7172
y se alcanza en
T ™ Xygm (Xt YLK 0 A (0, 1,37 X )" A gy (X it )
Y
. [(.‘(,-u,)'A(Xl-u,) (X, ACX,- §,) ] _
LK R A ) OG- R AN - (1y)
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donde {i3= (fi}, W),).

DEMOSTRACION. Sea A=X~!, El doble del logaritmo natural de f{X;:y,I) estd dado
por

hiX:u, AY= 2in f(Xu, E)= ninlAl- erA (X-u Y A X-p).

La derivada de h{X:u,A) respecto a A puede obtenerse del teorema A.25 incisos d y e
y estd dada por
Jh(Xit, A) _ I ., e . .
A = n{zA"-Diag A~} - {2{ X-u ) AL X1} - Diag ( Xru) A X-u)}. {a.14}

La funcién h(X:p.A) puede expresarse particionando A de manera andloga a I
como

i1

A Ay (X))
h(xiuﬂ\) = ﬂlﬂll\l-tr( Am ‘\22 ) [(xz_uz), A[xl'up xz-l‘“zj

21 2

Ay Au (xl-pl)'A(Xi-—ul) (Xl-ul}'A(Xz-pz)
nim|Al-¢tr
A A (X-u) A(X, 1) (X,-1)'A(X p-i,)

nlnlAl-er A (X - AKX e ) - er A (K1, A, ) - 268, (X -1 Y A -1,)

=nl|Al-trA (X -u ) A(X )

- tr AL, (X i)' (X pgmity,)'] (Au 0 )(xm_uu)
0 A,
A
0

=nin|Al-tr A (X1 VAKX -1,)
- t”\zz E(xm'“m).Au(xm'“:z)’(xz:'u'azj .Azz (xzz'un)]
-2tri,, [(xu““u)'Au (xnz'ulz)’(xa"“zx)"\u (xzz"uzz)]'

de manera que la derivada de h{X:u.A) respecto a u, puede obtenerse utilizando las
teoremas A.25 y A.26a y estd dada por
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Jh(Xiu,A) _ : : '
B T 2A (X -1, VA -2A, (X R ) A, _ _ (?.15)

Igualando a cero las ecuaciones (3.18) y (3.15) se obtiene

A A

A'= T =5 (X-RPAX-E) o {ae)
y o L

o) -
X=X, e JESE . _ (3'"),.-
Substituyendo estos valeres en f(X;¢,Z) se tiene que

fX; ﬁu.'ﬁ) = |21 2 exp (-5 trlpxp}

P, - -~ el A_ N - np ] .
= T, TR -2, B 1T exp{-—z- . ' (3.18),

La matriz {X-u)A(X-¢) puede expresarse como

X AKX - X, ) A(X -
(Xot) ALX)= (X, PAX ) (X u YA )
(Xm0 A ) (1, ) A(X )
= _(xu'uu)'Au(xlfuu) (xu_“u)'An(xu'uiz)]

_(xu'uu)'Au(xu"uu) (xtz_uu}'An(xu—uu)

. "(xz:"“za)tAu(xzfl‘m) (Xppmtig Ay (Xoruy,)
_(xzz'uzz)'f\zz(xm_uzx) (xzz'uu)'ﬁzz(xzz'"zz) .

Utilizando (3.16) se sigue que
n% .= (X Ay, (Kl )+ (XKpbe) Ay (X ot
¥y substituyendo el valor de X ; E‘u definido en (3.17} se tiene
“im“ (Xt VA, (X ,) EE’ ﬁxz (Xt A (X )
= [0E, - (Xt A, (Xt ) TE T E L (X ity A g (X i)

= nzm-(xﬂ-pm)wn(xm-gm) EE - (le-pm)'Au(Xu-pn) '
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de donde se sigue que
b il . : :
Ex-:i I~ [(le'um)'Aa(xm_pm) ]—l(xza‘um)'Azz(xzz-pzz) : L (3a9)

A A
Substituyendo £ ;'L , en la ecuacidn (3.17) se tiene

ﬁiz = xu'(xn'uu)[(le"uu)'Azz(xzt'uzt)]-’(xzz'uza).Aa (xzz'“zz) T (3.20)

y substituyendo este valor en (3.15) se sigue que
(Xu)AX,- ) } o lam) -

(X,- 8,V A(X,- 1)

i = _’.n (xl-“il)'ﬁ(xl_ux)
(X,- i) Al )

donde ﬁ2'= ([.nl.;z TR
De {a.16)} se tiene que
“imz (xu'atz)'Au(xm_anz)' (xu'"zz).hzz(xu'uu)

y utilizando (3.17) se deduce que
Pl Y
b A (X TS . (xm-um).hn(xz{uu)

~ fal )
nf =% £1(x
= iza fs_tt I:ni 1o (Xy- “m).Azz(xzz"uzz):l* (Xgp8)'A L, (xu-p'u)
FA (Xt b (Xt A (X ) -

= “221 Z;._ll zl,a" Em Z::l (xzfuz:

De la ecuacién anterior y ia igualdad (2.19) se deduce que
n[£,,- £, 8008 T pmt,,) A, (X 1)
16 SUCIRLV N & SRRTIN 1 0. GHTTIN - WO 6 SHETTINN § uil & SESTIN 1V VRS SRETTI00 |
y substituyendo en (3.18) se deduce flnalmente que

F(X;l, 0 £) = nP2 ez:q:;{--—'%E }l()(‘-p‘)'A()(l-p.l)I'“’2

N o8 A (X ) - (X, Ay (X 10, YLK gy, ) A gy (X511 ) 170 (X ' A (X e, 702
(3.22)
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Para demostrar que los puntos que anulan la primera derivada ﬁu y &£ definidos
respectivamente en (3.z0) y (3.21) son mdximo de f{X:u,Z) basta demostrar que

A A
F(X: Yypo z)

»1 L4 x>0,
F(Xi . 2 e ¥

o equivalentemente
INE(X:i fipo 2)- InE(Xi 2., )30 Yy, y £30,

para lo cual se obtiene

A= f(X: B, £)- 1 FXs Uiz )

1]

-3 InlZl- 5 trZ"(‘{-— )'A(’(-y.)—— !niE| &tri"‘(x-p.} A(X—{.L) '

-2 In IZ“’El—T*? U(E"E)

IR (L er (2718 ) a-dn P}

Denotando por k.,....,)« los valores propios de E"ﬁ se sigue que

A= TR (5 -1-1n3,},
donde
' P
=% E: A
y
P
= ([l;I! AP

es decir, &, y 5, son respectivamente las medlas aritmética y geométrica de Ayress .,)\ .
Observa.ndo que "'>0 del teorema A.15 se obtlene que los. valores propias de £~ ‘Z son
fos mismos que los de W=I" a5 £r% y dado que W es semidefinida positiva se sigue
que X0 i=1,....,p, de donde 8, ¥y &, son meyores o iguales a cero, Por una aplicacién
del teorema A.29 se sigue que '

B2 (5,-1-In,}

y dado que Ia. funcidn fix)=x%-1-Inx»0 ¥x20 se deduce finalmente que A»0 por lo que

los puntos [112 ¥ £ definidos en (3.20) y (3.21) maximizan f{X;u,,.Z)} y su méximo estd
dado en {3,22).



3.7.2 Un Teorema Relativo al Célculo del Cociente de Verosimilitudes Generalizado
para Hipétesis sobre la Media de Observaciones Normales Multivariadas

TEOREMA 3.19. Sea Z una matriz aleatoria con funcién de densidad dada por

fF(Z)=lznZ|~""2[A{P/2 exp{-4 trZ~(Z-pV A(Z-1)},

donde A0, Z30, A y £ simétricas con
Z., 7 o
v lsz,2,), u=( R ER AT

\0

=

(A'“ mxm 0 )
A= .
0 Azz

El cociente de verosimilitudes generalizado para el constraste

H:y sw
a 1
vS.
H,:p, 0
dado por
i slfllop F(2)
- £(Z
A
satisface la lguaidad

sup f(Z))
I A
flz,)'
13:3:-1,( J
DEMOSTRACION. El supremo de f(Z) sobre y, y Z se obtiene utilizando ‘el teorema

3.18 v esta dado por
sup f(Z)= (2rn)""P/2|A|P/2 b2 exp{—%p-}
ALZ -Z AL (Z)

22722 T2t katay

(‘Lulz
(2w ) A(Z e )72 2, ALZ )2 ALZ R,

de manera que

sup sup f(z)
A= HHEW ihye T

sup_ sup_ f(Z

ueCt 5 E @)
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su [ - -n/2
SUP 1 Zpu) AZu 17

sU ~ B _ -nsz "
SUR N Z ) AZp )

La funcién de densidad marginal de Z, puede calcularse de la manera siguiente:
Sea W= A% 7 y 9=A¥‘u. La funcidn de densidad de W estd dada por
- =Y -
F lW)=f_(AT2W)lA| P72
=lanZ- " 2exp{-% crE“(W-B)‘(W-e)}.
la cual corresponde a la densidad de una matriz con renglones independientes de
distribucién Normal. Definiendo W=(W,q.W,p_q) ¥ 8:(8‘.82). se deduce que los
renglones de W, tienen densidad Normal con medias dadas por la relacién E(‘W‘)=el Yy
matriz de covarianzas I, , por lo que la funcién de densidad de W, estd dada por
F(W)= |anE, "7 2 exp{-L trE-(W,-8,)"(W-8)}.
Como ZI=A'&W1, la funcién de densidad de Z, resulta
= L -
£, (Z)= £, (A%Z)|A|-a2

= |z T, T2 AT 2 exp{ -4 tr T HZ u YA(Z -y }

El supremo de *;-_,,(Zx) sobre I, puede obtenerse del teorema A.32 y estd dado por

Sup £(Z )= 1A1"9/2 (ar)~ "2 {5 (Z -y V' A(Z - )72 exp{- 3 ).
=

i1

Observando que

at;pF(Z‘) } £?5%1(2;ul)-ﬁ(2;u1)1-n/2

T ' -
!%!L:)E fl'(,z‘) uuﬁpnl(z'l- l'll) A{Zr ul)l o
=A,

se sigue el resultado.
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4 Lg Prueba de Cociente de Verosimilitudes Bajo el Modelo General de Arélisis de
Varianza Multivariado

En esta seccién se discute el concepto de matrices estirnables, se determina el
estimador mdximo verosimil de una matriz estimable., se plantea una reparametrizacién
del modelo general de Andlisis de Varianza Multivariade (2.2} formulando una
hipdtesis lineal general en términos de la reparametrizacién y finalmente se determina
el cociente de verosimilitudes asociado a una hipdtesis lineal general sobre
pardmetros estimables.

41 Las Matrices Estimahles

El contenido de esta seccldn estd dedicado a presentar una generalizacidén del
concepto de funciones lineales estimables ({Searle, 1971 y Montgomery, 1976) ¥
demostrar algunas de sus propiedades.

Por conveniencia se describe en esta seccidn el modelo general de Andlisis de
Varianza Multivariado descrito en la seccién 2.2. E] valor esperado de la matriz X, con
renglones Independientes de distribucién Normal con matriz de covarlanzas comin X,
estd dado por

E{X)= D {4.1}

nxglgxq Eqxp

donde r{D}=r. r{E)=s, n¥g, qsp y U

4.11 Definicién y Propiedades

es una matriz de pardmetros independientes,

La generalizacién del concepto de funclones lincales astimables que se discute en esta
seccidn resulta de utilidad en el andlisis de modelos de rangec Incompleto y
corresponde 8 una extensién del concepto de funciones estimables de los pardmetros
discutido en Searle {1971) y Montgomery (1976). Como se demostrard en la seccidén
4.1.2, cuando r{g ¢ s{q la matriz [ no posee un estimador de mdxima verosimilitud
unico dado que e] modelo se encuentra sobreparametrizado. De esta manera, resuita
atractivo definir condiciones bajo las cuales a una matriz de pardmetros pueda
asociarsele un estimador mdximo verosimil dnico. En el contexto de pruebes de
hipdtesis el concepto de matrices estimables resulta de utilidad ya que permite
formalizar e! planteamiento de la hipdtesais lineal genera]l scobre transformaciones
lineales estimables de la matriz de pardmetros [{ . .
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En los sigulentes resultados y definiciones se hacen referenciea el modelo generalizado
de Varianza Multivariado (s.1),

DEFINICION 4.1. Una matriz 7}, , de transformaciones lineales de una matriz llsxq se
define como

B

naxbz Aaxg I-J'gm:q gxb’

donde A y B son matrices de constantes conocidas.

DEFINICION 4.2, Una matriz de funciones lineales de los pardmetros se deflne como
estimable si es igual a alguna transfermacién lineal de! valor esperado de la matriz de
observaciones X; es decir, Naxp ©5 estimable si existen rnatrices A y B de constantes
conocidas tales que

r]nxb= Aux.n E(xnxp) Bpxb= Aenc_n ang l‘lgxq qu'p Bpxb'

La definicién 4.2 no impone unicidad a las matrices A y B sino simplemente postula
que existan. Dado que el operador esperanza es lineal, la condicién que se pide para
que una matriz 1T}, , sea estimabie es que exista una transformacién lineal de la
matriz de observaciones X cuyo valor esperado sea 1. El fin que se persigue al definir
la condicidn de estimabilidadA de una matriz ) e5 producir bajo el modelo (4.4) un
estimador méximo verosimil 1| de I} que sea dnico. Esta propiedad de unicidad se
discute en la seccidn +.1.3.

Resulta conveniente en este puntc seflalar algunas propiedades de las matrices
estimables.

a} El wmlor esperado de cualquier observacidn es estimable. Este hecho puede
verificarse particlonando a X en términos de sus observaciones como X'=(X,....,.X )
y observando que E(X )=E(t.'1x) donde t, es un vector columna con la unidad en la
i-¢slma entrada y ceros en las posiciones restantes.

b) Transformaciones lineales de matrices estimables son estimables. Para demostrar
esta propiedad sea T, , una matriz estimable; es decir, existen matrices M y N tales
que 1), "ME(X)N. Sea Y=F1)G una tranformacién lineal de }}. Para demostrer que Y es
estimable observamos que

Y= FiG
FME(XING
E(AXB)

donde A=FM y B=NG, lo que demuestra la propiedad.



c) Diversas combinaciones linealer de matrices estimables son estimables. Para
mostrar este hecho, sean 0, Po.p ¥ Yaxd matrices estimables de la forma

®_.,.= E(AXB).

B..= E(CXB)

y
T, «a= E(AXD).

Las matrices
aexf= Aexn anxh Bbxf‘ Cexc chb Bbxf
Y

g ~J Ay ') -~
ngh = Agxn anxb Bbxh - Agxa Ynxd Ddxh

son estimables ya que

d_.r= E{AA+CC]XBE)
y

~

Boxn= E(CAAX[BE-CCY).

d} Une matrir es estimable si sclo sl cada una de sus entradas es estimahle, Para
demostrar esta afirmaclén sea I, , una matriz estimable. Por la propledad b) se
deduce que para i=l,.....a, j=1,....,b, la combinacién r|u=a'll']uxhb] es estimable donde a,
¥ bJ son vectores columna con la unicidad en las entradas i ¥ | ¥y cero en atro lado. La
Implicacidén inversa puede demostrarse observando que si ny es estimable para todo
valor de i,j entonces

= a'lE(X)b] i=1,.....8, j=1,.....h.
Definlendo A'=(a,....a_) y B={B,.....,b,) se abtiene
= AE(X)B,

lo cual demuestra la afirmacidén.

e) La forma de una matriz eatimable. Para determinar la condicidn algebraica que
satisface una matriz estimable sea N.xp Una matriz de transformaciones lineales de
los pardmetros con la propiedad de ser estimable. Esto significa que existen matrices
A, B, Fy G tales que

[ Agxg U qub= Fo.nE(

Yaxg ax G

anp) pxb*
lo cual ocurre si y solo si

AllB=+ FDUEG. ' (s.2}



Dado que la estimabilidad es un concepte que no depende del particular valor de Y, la
ecuacidn (3.2) debe satisfacerse para tode matriz || por lo que del teorema A.31 se
deduce que

A= FbD (4.3}
b 4

B= EG; (4.4)

es decir, los renglones de la matriz A deben pertenecer al espacio generado por los

renglones de D y las columnas de B deben pertenecer al espacio generado por las
columnas de E.

De manera inversa, si las condiciones (4.3) y {4.4) se satisfacen la deduccién de (s.2} es
inmediata, por lo que la condicién de estimabilidad esti dada en forma equivalente

por las ecuaciones (4.3) y {a.4); es decir, se dice que A|lB es estimable si existen
matrices F y G tales que A=FD y B=EG.

f) Las condiclones de eastimabilidad. El determinar si uma matriz 1, , =AllB es
estimable puede resultar complejo, ya que para A y B conocidas, debe determinarse la
existencia de matrices F, ¥ prb que satisfagan las ecuaciones (4.3) y (4.4}, Esta
tarea puede resultar dificil especialmente cuando X tenga dimensiones grandes.
Resulta de esta manera interesante establecer una forma mas simple para determinar
la estimabilidad de una matriz. Para ésto, sean M y N Inversas generalizadas de D'D y
EE' y sean M=MD'D ¥ N=EE'N. Si las ecuaciones (+.3) y (4.4) se verifican entonces
multiplicando apropiadamente se tiene '

AM= FDM
= FDMD'D
= FD
= A
Y - .
NB = NEG
= EE'NEG
= EG
= B,
de donde se sigue que .
AM= A {.5)
Y Ll
NB= B. {s.6)

De manera inversa, si las ecuaciones (4.5} y (4.6) se satisfacen, se deduce que
A= AMDD= FD

B= EE'NB= EG
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donde F=AMD' y G=FE'NB; es decir, existen matrices F y G tales que las condiciones
(4.3} y (4.4} se verifican. De esta forma puede determinarse con relativa faciiidad si una
matriz de transformaciones lineales !, =AllB es estimable. 51 las ecuaciones (s.5) y
(+.6) se verifican, la matriz I} es estimable y si las condiciones (4.5) y (4.6) no se
satisfacen entones 1] no es estimable,

4.1.2 El Estimador Méximo Verosimil de una Matriz Estimable

Resulta atractivo como primer punto de esta seccidon discutir le utilidad de las
matrices estimables, Como se demostrard en la seccidn 4.1.3, el estimador méximo
verosimil de una matriz estimable es inico, lo cual no ocurre con matrices que no son
ﬁstimables; es decir, cuando una matriz 1] no es estimable existen diferentes matrices
| que maximizan la funcién de verosimilitud de 1. En general, en modelos de
regresion y disefios experimentales, la estadistica de prueba asociada a hipotesis
lineales sobre los parametros del modelo involucra ia estimacion de las restricciones
impuestas por la hipdtesis nula. Esta situacidn, como se discutird mas adelante, se
presenta en el caso del modelo generalizado de Andlisis de Varianza. Cuando las
restricciones impuestas a los pardmetros bajo la hipétesis nula no pueden ser
estimadas de manera nica, el valor de la estadistica de prueba puede alterarse
dependiendo de la particular estimacién de las restricciones seleccionada, lo cual
produciria una prueba con una caracteristica no deseable. Lo que ocurre en esta
situacidn es gque cuando la matriz D 6 la matriz E no poseen rango completo, el
modele se encuentra sobreparametrizado y por esta razdn no es posible construir un
finico estimador mdximo verosimil para cualesquier pardmetro en la matriz {. Es
interesante seBalar que la situacidén anterior no imgplica que una hipétesis que
involucre matrices no estimables no pueda tener una estadistica de cociente de
vergsimilitudes cuyo valor sea inico. Como ejemplo puede mencionarse e] modelo de
disefios experimentales con un criterio de clasificacién dado por

Yy = urreky i=,2 j=12,...,n0,

donde Ei] i=1,2 j=1.2.....0 son variables aleatorias independientes con distribucion
N(D,6%). Definiendo C=(1,-1) y ‘['=(Tl,12), la hipdtesis H,:C7=0 puede ser contrastada con
un valor dnico de la estadistice de prueba mientras que el vector T no es estimable;
sin embargo, la misma hipétesis puede plantearse equivalentemente como H,:C@#=0 con
g'=(ue1,,1-1,) donde B es estimable,

Es interesante tamblén notar que en el modelo generalizado de Andlisis de Varianza
Multivariado s} D 6 E no son de rango completo, la matriz |l no es estimable. Para
demostrar esta afirmacién de las condiciones de estimabilidad (4.3) y {4.4) deben
encontrarse matrices Ay B tales que



AD=1_ (4.7)
Y
EB= lg. (4.8}

Si r{D)=r<{g entonces rlAD)<g para cualquier matriz A y por tanto la condicién (4.7} no
puede verificarse ya que la matriz identidad es de rango completo. De igual manera, sl
r(E)=s<q entonces r{EB){q y por tanto (4.8) no puede verificarse. Naturalmente si D ¥y
E son matrices de rango completo, la matriz ! es estimable, ya que en este caso
basta tomar A=(D'D)"'D' y B=E'(EE')".

En el modelo general de Andlisis de Varianza (4.1}, es posible contrastar hipodtesis
lineales sobre una matriz con a lo mds rxs pardmetros independientes. Este es el caso
de los modelos de diseifios experimentales en los que la matriz E es la identidad, la
matriz D es de rango incompleto y solo se pueden probar hipdtesis sobre un concepto
desarrollado referente a funciones tineales estimables de los pardmetros (Searle, 1971
y Montgomery, 1976). El hecho de sdélo poder contrastar hipdtesis que involucren a lo
mAds a un conjunta de rxs pardmetros independientes radica en que en e! modelo (4.}
a lo mas pueden identificarse rxs parametros. Este hecho puede verificarse de la
siguiente manera.

De los teorema A.23 y A.24 puede escribirse

D =R It‘ orxl'g-—r') s
nxg o nxn o o X
(n—r) xr (n-rixig-m
¥
- (p-a)
qup quq ( (; c;“lc pms )Rpx'p'
{q-alxs (g~arx{p-a)

donde R'R=l, R'R=1, r(S)=g y r{§)=q. Deflniendo Y=R'XK' y Taxg= S 'S se obtiene que Y
es una matriz con renglones independientes de distribucién Normal con matriz de
covarianzas Z_Y=R£R' y medias dadas por la relacidn

=o=( 7 o)a(g o)
0 0 o o

Dado que I} y {{ son funciones uno a uno, constituyen parametrizaciones equivalentes del
modelo. Definiendo la particién de ]} por

(T T )
n (nzz rl"_?z
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donde 1), es una matriz de rxs pardmetros se obtiene que

E(Y)= (Thz 0 ) ;
o 0

es decir, en el valor esperado de Y solo es posible identificar a 1},,: es decir, a una
matriz de rxs pardmetros independientes. Dado que [l y 1 constituyen
parametrizaciones equivalentes, se deduce por tanto que el valor esperado de X
permite identificar el mismo niimero de pardmetros. es decir rxs; entonces cuando las
matrices D 6 E no son de rango completo se deduce que el modelo se encuentra
sobreparametrizado.

De esta manera, resulta conveniente determinar la forma de una matriz 6_ de
transformaciones lineales de la matriz de pardmetros gigxq que sea estimable, a partir
de la cual la estimacidn de cualquier matriz estimable pueda generarse como una
transformacién lineal de ésta. Para ésto, utilizando los teoremas A.19 y A.22 las
matrices D ¥y E pueden expresarse como

Dn‘xg= ann > ur’xg (s.9)
O(n—rlxr
¥
qu-p= vqxa(oax(p-a)' sta) Q'px'p M (‘.ID)

donde PP=lI QQ=I, riU}J=r y r{V)=s. Utllizando estas descomposiciones, la
transformacion lineal de la matriz il se define por

€rxa= Urng Ugxgq Yaxs con  rSg y s<q. (4.11)
Es lmportante mencionar que dado que {{ es una matriz de pardmetros independientes
la matriz 8 es una matriz de pardmetros independientes, yp que ri)=r y r(Vi=s con
r<g y s<q. Dado gque la eleccién de las matrices U ¥y V no es dnica, pueden elegirse
tratando de formar en la matriz § pardmetros de interés. Resulta también interesante

observar que diferentes reparametrizaciones son equivalentes, ya que son funcién uno
a uno como lo demuestra e] siguiente teorema.

TEOREMA 4.1. Sean & y 6, dos reparametrizaciones de la matriz || definidas por

8,= UV
y
8,= Guv,
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donde
D =P Irxr T u = 3 Ir:u'.r i
nxg = nxn reg nxn FXR
o(n-r)xr o(n-r)xr
Y
qu:p= vqxa(oax(p-u" lax:.) Q'px:p = vqxnioaxlp—si' Iaxn) Q'pxp'

La matriz 8, es una transformacidn lineal invertible de la matriz e,.

DEMOSTRACION. Definiendo las particiones P=(P,P,), l‘5=(f"l.lﬁ2). Q=(Q,.Q,) ¥ 6=(€2‘.62)
donde P ¥ F‘ tienen respectivamente r columnas y las matrices Q, y Qz s columnas se
sigue que D=P U y E=VQ,. Utilizando estas descomposiciones se deduce que

U=AU
Y b))
V=VB,
donde A= P P, vy B=Q Q,. Observando que

8,=ULV
=AUyuVs
=A&,B

¥ dado que las matrices A ¥y B son de rango completo, se sigue el resultado.

El teorema anterior resulta de utilidad ya que demuestra que dadas dos
reparametrizaciones 8, vy 6, de la matriz |, es equivalente la estimacion de §, y &2. Ya
que a partir de una se obtiene la otra mediante una transformacién lineal y por tanto

las inferencias pueden obtenerse equivalentemente en términos de cualquier
reparametrizacién,

Es Importante observar que la matriz 8_, definida en (4.11) es estimable, ya que

definiendo P=(P,P,) y Q=(Q,,Q,) donde P, y Q, tienen respectivamente r y p-s columnas
se obtiene

er‘xa= urxg lJ‘gxq qua

= PR, ULV Q,Q,



61

F: ann i U{.IV (oaxlp—.-,-!’ Ia) pr'p Qz
O(n— .

rixe
= P, DUEQ,
= P, E(X)1Q3,
de donde se sigue la estimabilidad de la matriz 8.

El teorema siguiente resulta de utilidad tanto en la estimacidén de matrices estimables
como en la formulacién de hipétesis sobre matrices estimables.

TEOREMA 4.2. Sea 6___ definida como en (4.11). El espacio de matrices estimables es
el espacio de transformaciones lineales de 8.

DEMOSTRACION. Sean particiones de las matrices P y Q definidas por
Prxn=(Pinxr Penxin-r)s Qpsp™ Qipxip-2is Qzpxa )+ S22 Jlaxy, uUna matriz estimable; es
decir, exlsten matrices A y B tales que

naxb= A E(X)nxp pxb

=Aum an:n i urxg ugxq qxa (osx(p—n)' I )prp pxb

donde
L =
Apxr= A‘axn Pinxr
¥ -~
Baxb = Q'hxp Bpxb'

lo cual implica que cualquier matriz estimable es una transformacion lineal de 6. i)e
manera Inversa cualquier transformacién lineal 1| de la matriz 8 es estimable. Para
demostrarlo puede utllizarse el hecho de que P\P=I_y Q,Q, =I, ¥ observar que

nnxb=Anxr Brxa lexb

n

Apsr Yng Uoec Vaxa B

LR gxqg qxa axb

= Anxr P.lmplnxr urxg ugxq qua .Es:q:.} Qi‘pu ‘Baub
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— hd . .
= A pxp’

axn Plnxrurxs Lgxeq Vq,",,’ Q’axb

donde ' ’ '
- -

Aaxn" Aaxl’ P‘I rxn

Y
Bosb = Qopxa Boypy

Considerando que D .=PU ¥ qup"'vQ'a se sigue que T}axb=A'E(X)B‘ lo cual
demuestra el teorema.

La importancia del teorema anterior radica en que el proceso de estimacidn y prueba
de hipdtesis sobre funcicnes estimables de la wmatriz Boxq pueden expresarse
equivalentemente en términos de la matriz Bru cuyas dimensiones son a lo mds gxq.
Esta propiedad resulta interesante dado que, como se discutis, si r{g ¢ 5¢{q el modelo
generalizado de Andlisis de Varianza Multivariado estd sobreparametrizado; es decir,
existen mas perdmetros de los que se pueden estimar de maneraz tnica, lo cual no
ocurre con la matriz & ya que ésta, como se discutird en la seccidn 4.1.3, s{ posee un
Unico estimador de mdxima verosimilitud por ser una matriz estimable.

Para determinar el estimador maximo verosfmil de ia matriz 8., Pteden utilizarse las
descomposiciones de las matrices D y E definidas en (4.9) y (4.0} pera definir la
transformacién Y=P'XQ, donde el valor esperado de la matriz Y estd dado por

N=E(Y)

= E(P'XQ)
0 @

=P'P ™A i0'Q,
(0 e )QQ

de donde se sigue que

rl = { 0 erxu (&.12)
Y0 o
Yy por el teorema de cambio de variable, la densidad de Y estd dada por

f YT, A)= lznAlms2 exp{—ferATU(Y-N" (Y-},

donde A=Q'ZQ. De la densidad anterior se deduce que Y es una matriz aleatoria cuyos

renglones son independientes y tlenen distribucidn Normal con medias dadas por la
relacidn (4.12}) y matriz de covarianzas comtn A. '
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Los estimadores méximo verosimiles de las matrices 8 y A pueden obtenerse a partir
de la densidad de Y, ya que es una transformacién unc a uno de la matriz X.
Definiendo particicones de la matriz Y por

Y =Y Y, Y,

nxp Inx(p-s)' " 2Znxs

donde
\

_ Yllrx(p—:l) - Ylﬂr’xa
Yn t - ¥ Y - *
nx(p-a} Y nxa Y
2tipe-rixip-a) 22 n-rixs
se obtiene por una aplicacién del teorema 3.18 que los estimadores mdximo
verosimiles de las matrices 8 y A estdn dados por

8= Y, -Y, (Y, Yn)" Y, Y, {4.13)
y -~
Y, Y, Y, (Y,-8)
AsL {4.14)
(Y;S)'Yl (Y-8} (Yz-S)
donde
A A~
S;xn= (ex;xr’ onx(n—r))' (4.15)

Definiendo P=(P,P)) y Q=(Q,Q,) donde P, y Q, tienen respectivamente r y .p-s
columnas se obtiene que
1
Y= P'XQ:( P;)X(QI'Q2)

P,XQ, P,XQ,
P,XQ, P,XQ,

=(PXQ, . PXQ,),

de donde

¥,= P, XQ,,
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Y= P, XQ,,

Y,= PXQ,,

Y,.= P,XQ,,

Y= P'XQ,
y

Y= P'XQ,,

por lo que los estimadores maximo verosimiles de & y I pueden escribirse en
términos de la informacidn original X como

§= P} XQ,- P;XQ,(Q; X'P,P; XQ)'Q\X'P,P;XQ,
y L) A

T= QAQ'.
Por una aplicacién del Tecrema A.30 se deduce que el estimador é puede escribirse -
cComo

6=P; XW1Q,[Q, WQ,T™, (4.6}

donde
W=X'P,P,X=X'(I-P,P")X.
La estimacidn de la matriz I puede simplificarse, puesto que
QX' Xq, QX' PLPXQ,-5]

ni = Q ~ A Q.
QX' P-31PXQ, [QX'P-5IPXQ, 5]

=Q,Q,X'XQ,Q, Q,(Q,X'P-51FXQ,Q,
- Q,Q, X'P(F'XQ,-5)Q,-Q,(Q,XP-3)(PXQ,-3)Q,
=(Q,Q,-Q,Q) X'XQ,Q,-Q, 5'P'XQ,Q,
. (Q,0-Q,Q)X'XQ,Q, -Q,Q, X'P3Q,

-Q,Q,X'P5Q,-Q, 5 PXQ,Q, Q,55 Q,
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=X'X(Q, Q)+ Q,Q,) - Q, 3'P'N(Q,Q}- Q,Q})
-(Q,Q- QQ)XP5Q,-Q,55 Q,
=X'X-Q, ¥ PX-X'P5 Q,-Q,5 § Q).

por lo que la matriz E puede escribirse como

EFS

=1 (X- MYIX-MD, (417)

donde la matriz M es el estimador maximo verosimil del valor esperado de la matriz
X: es decir,

M=E(X)=P 8Q,.

El estimador de mdxima verosimilitud de una matriz estimable N=AE(X)B puede
obtenerse en funcién de & como

Naxn=A E(x)mq: pxb

=A P r un‘a u’gxq un (Osx(p—s)' la} Q“;xp Bpxh

= A;m’ erm B:xb
donde
A:,u.= Anxn Pinxr

y .
Buxb Q2uxp Bpxb

Por el principio de invarianza se tiene

n Anxr rxaB:xb' {4.18)

donde 'é se define como en (4.16). Es Importante menclonar que como se discutié con -
anterioridad, la eleccién de las matrices A y B no necesariamente es iinica; es decir,
pueden existir diferentes matrices A y B tales que IléAE()()B. por lo cual podrin
pensarse que la estimacidn ﬁ definida en (4.18) depende de la particular elecciﬁén de las
matrices A y B. En la seccién 4.1.3 se demuestra la unicidad de la matriz 1], lo cual
implica que el estimador méximo verosimil de 1] no depende de la particular elecclén
de las matrices A y B bajo la condicién N=AE(X)B.
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4.1.3. Propiedades del Estimador Méximo Verosimil de una Matriz Estimahle

El valor esperado de 3 puede obtenerse de ({s.1¢). Dado que X es una matriz con
renglones independientes se deduce del teorema 3.13 que las matrices P/X y P;X
tienen distribucién independiente, de donde se sigue la independencia entre P/X
y W=X'P,P_X. Utilizando ésto y las descomposiciones de las matrices D y E definidas
en {4.9) y (4.10) se sigue que

E(8)= B[P;X W™ Q,[QW™Q,]™]

u

ECP X E[W™Q,Q,WQ,1]

i

PDUE E[W™Q,[Q,W™Q,]]

)

PP UIVQ, E[W™QIQ,W"Q,]"!]

BE[QWTQ QW™ Q,]™]

[}

8E[I]
=g,

lo cual demuestra que 3 es un estimador insesgado de 6.
El estimador de la matriz estimable I]=AE(X)B definido en (4.t8) dado por

1=AP &Q,B (4.t9)
es un estimador insesgado de 1), ya que

E(f)=E(A*4B*)=A*9B"*
= AP,UUVQ,B
=ADUEB
=AE(X)B

=n_
Resulta interesante determinar si la metriz 1) no depende de [a particular eleccion de
A y B como padria esperarse, ya que la eleccidn de éstas no es lnica para una matriz
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N determinada. También resulte interesante cuestionarse si al .elegir diferentes
reparametrizaciones de la matriz I en & es decir, diferentes matrices U y V¥V, puede

alterarse la estimacidén de una matriz estimable. El siguiente teorema responde a éstas
preguntas.

TEOREMA 4.3. Sea |=AE(X]}B una matriz estimable. El estimador mdximo verosimil de
1} es tnico.

DEMOSTRACION, De (4.19) se tiene que el estimador mdxima verosfmil de 1 puede
obtenerse mediante una transformacién lineal del estimador mdximo verosimil de la
matriz 8 definida en (s.11}. De (4.16). et estimador de 8 sdlo depende de la informacién

muestral X y de las matrices P, y Q,. Dadas las matrices U y V se define de manera
tinica la matriz 8 y también las matrices P, y Q, dado que

P,=DU (LU
¥
Q,=(VV')"'VE,

de donde se sigue !a unicidad de la matriz 8 definida en {s.16). De esta manera se
deduce que cada reparametrizacién & tiene asociadq‘ un ilnico estimador mdximo
verosimil 8. Otra fuente de no unicidad respecto a & en la estimacién de 7| es la
particular eleccidn de las matrices U y V. Para demostrar primero que la estimacién
de 1| no depende de la reparametrizacién seleccionada, se eligen dos diferentes
reparametrizaciones €, y 8, de la matriz [[. Para ésto, sean

1 ~
D =P d u = P Ir

nxg nxn EXE nxn rxg’

[mt4

ofn-r) xr ofn—r'.‘xr

qup = vqxn (oux(p-u)' Iu) prp s qu(ouxip—a}' lu) Q;DXP'
8= ULV
g,= iy V.

Considérese también las particiones

P= (PP,

Q= (Qsz)i
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5=(6,3,).

donde P'P=l, Q'Q=l, r(UW=c(U)=r, R(V)=r(V)=s, las matrices P,y 1"5l tienen r columnas
¥ las matrices Q, y Q, tienen s columnas. De las igualdades anteriores se sigue que

8,=M8,N,
donde
M=P, P,
y -
N=Q,Q,.
Como
D=P,u=F,U
y M P
E=vQ,=¥3,,
entonces
P =B, uwuuw)
Y e P
Q,=Q, ¥V v(vVv),
de donde
0=P,P,= P, B, Gur(uun-t
y

0=Q,Q,=Q,Q, VV(VV)t,

lo cual implica que P;Flao Yy Q'laz=0 por ser 1U' y V'V matrices de rango completo,
Utilizando este resultado y dado que

I,= PPF= P, P‘.‘P: P,

y .
1,=QQ'=Q,Q+Q,Q;.

se tiene

P, 8,Q,=P,M8,NQ,
= Plp'l Pl BEQ'Z Q2 Q‘z

=(I-p,P}) P, 3,3, (1-Q,Q))
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a P: !’.'2Q'2 ,
lo cual demuestra que
A ~ ~
1=AP, 8,Q;B=AP 8,Q,B,

por lo que la estimacion mdximo verosimil de 1] no depende de la particular
reparametrizacién del modelo seleccionada.

De esta manera, la Unica fuente restante posible de no unicidad de la matriz f] es la
particular eleccién de las matrices A y B. Para demostrar que el estimader de 1 no
depende de la eleccién de A y B bajo la condiciéon IFAE(X)}B considérense dos
representaciones diferentes de la matriz 1) dadas por

N= AE(X)B = AE(X)E,

de donde se sigue que

= ADULEB = ADUEB vit
& N= AP, UUVQ,B=AP UlVQ,E vu
e J= AP,8Q,B=AP08Q,B va (+.20)

A A ~ ~
= 7= AP68Q,B=AP8Q,R,

lo cual demuestra la invarianza de la estimacién de ! respecto a la eleccién de las
matrices A y B y concluye la demostracién del tecrema.

De hecho, por una aplicacidn del teorema A.31 se deduce de (s.z0} que

AP, = AP,
y hand
Q;B =QF;

es decir, los productos AP, y Q,B son invariantes a la particular eleccién de las
matrices A y B bajo la condicison N=AE(X)B.

El material anterior puede llustrarse mediante un ejemplo. Considérese ej modelo de
disefio experimental completamente al azar con un criterio de ciasificacién con dos
niveles definido por

Y"= 54-0:1»51] =L,2 =g, : {4.21)



70

donde Ej f=t2, j=L,....n; son variables aleatorias independientes con distribucidn
N(0,0%). En términos del modelo generalizado de Anilisis de varianza {4.1). el modelo
(s.21) puede escribirse como

Ynm: D

nxap‘:lxi'

donde n=ng+n, y las matrices Y, D ¥y il se definen como

(v, | 11 o ]
’ . 5
Y= Xml , D= 1“: l“: 0“: ¥ it= %, |y
Yo ln,ﬂ 0n.+l lnl-n
. . dz
| anz i i 0 1

donde 0, y 1, denotan el cero y la unidad en el renglén i~é¢simo de la matriz D. Dado
quie el rango de la matriz D es dos, se deduce que a lo mds pueden estimarse dos
pardmatros independientes en forma udnica. Supongase que se estd interesado en
determinar estimaciones de las medias de cada tratamiento y la diferencia de medias
de los tratamientos; esto es, interesa estimar el vector 1] definido por

e,
T=| W,

® ey

Para demostrar que 1] es estimable obsérvese que puede representarse como

1 1 0O 5
1=f1 o t o,
0 l ‘l uz
100...0 0 o0...0\ [ peq, ]
=| 000...0 1, . 0 :
ft00...0-1 ... 0 .
n;+1 (u'axlnl
(u+u2)n|+l
oo,




)

100...0 ¢ 0...0
=} 000...0 1, ,0...0 lEY),
100...0-1,,,0...0

donde 1, denota la unidad en la columna l-ésima y ({l+e}), denota el valor {l.er; en el
i-ésimo rengién. Como se menciond con anterioridad, la reparametrizacidn de la
matriz |l en la matriz & puede elegirse tratando de formar pardmetros de interés; para
lo cual a manera de ejemplo se especifican dos diferentes reparametrizaciones

definidas por
_J_rf( !lu:.lf

g (Lea,)

Y, (ea,) ]

L{_ﬁ;(ﬂ"- 0’.2)-

Asociadas a estas reparametrizaclones se toman dos descomposiclones de la matriz D
defindas por D=P,U y D=P U donde

-
n:% 0
_y in, in, 0
" 4]
p= (™ us=
1 0 n;’i ’ ’
. . v n, 0 o n,
[0 ¥
r'n;& o 1
:_& ) {ni o n, ]
3 = n‘ 0 {i:
i n_;* -n‘& y o f— '
.l .2 ﬂ2 - ﬂz
n:"’ -n;%
L. -
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con las condiciones PP; P P’-I y las matrices U Y U de rango completo. Puede
verificarse que con las elecc:ones de las matrices U y 4 se cumple que 8=Ul y 8 —-U[.l
Es interestante obsgrvar que el estimador de T} puede generarse de manera equivalente
en funcién de 8, y &, ya que

es decir, 8, y 8, son funcién uno a uno. Si se elige la reparametrizacién 8, la matriz T
puede representarse en términos del valor esperado de Y de diferentes maneras, entre
las cuales dos posibles son

1= AE(Y)=AE(Y),

donde
100...0 0 0...0
A=| 000...0 Ly 0---0 .
100...0-1‘11“0...0
000...53, 0 0. o
A=f 000...0 0O ... 1
100...1,00...-1

y 1, representa la umdad en la i-ésima columna de las matrices A y A. Puede
verificarse facilmente que

nl'a 0
AP=AP=| . ngk |

n"'& ._n‘sk

1 2

de donde se tiene la propiedad de invarianze de AP, ante la eleccidn de la matriz A,
bajo la condicién N=AE(Y). De esta manera, se dedu::e gue el estimador mdximo

verosimil de la matriz 7], definlendo 8: =(Bu.9 ), esta dado por

1=AP,6,
n:l" 0 3
= 0 n__& 1t
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LN
= '!]2 .
| e
donde
I]:=é""c‘| .
ﬂ2=6va=
Y
Ny= -0y

~ N
Cabe mencionar que no se ha escrito, por ejemplo, N={l+x, ya que, como puede
verificarse, [l ¥ a, no son estimables.

Como liltimo punto de esta secclén se demuestra que la condiclén indicada en (2.7),
impuesta por Potthoff & Roy para garantizar que la hipdtesis Ho’Ar_xgugxpoxu=o
pueda ser contrastada, no es mds que une condicién de estimabilidad de !a matriz de

pardmetros 7, =AU B ., Para ésto, considérese el modelo correspondiente
definido por

E(anp)=anngsxp.

De las ecuaciones de estimebilidad (4.3) y (4.4) se deduce que para la matriz N sea
estimable deben existir matrices F y G tales que

A=FD
B=IG.

De las ecuaciones anteriores se tiene que basta tomar G=B para que la segunda
igualdad se cumpla, por lo que se deduce que la matriz 1] es estimable para toda

matriz B, De la ecuacidn (2.7) se tiene

AT (Atexr: Azexig-r)

=[Al' Al(DI:Dl)—lD.IDEJ
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= A1(D; Dl)-lD.l[Dl'Dz]
=A (D;D,)"'D, D,

por lo que tomandao F=A, LD;D‘)“D'l se tiene A=FD, de donde se sigue I} es estimable
y por lo tanto la ecuacién (2.7) es una condicién de estimabilidad. Sin embargo, cabe
mencionar que la matriz F que se deriva de la proposicidn de Potthoff & Roy esta
determinada, por lo que no resulta clara la posibitlidad de que la condicién (2.7) pueda
no cumplirse, pero si exista una matriz F, distinta a la propuesta por estos autores,
que satisfaga la condicién de estimabilidad.

4.2. Formulacién de la Hipétesis Lineal General Sobre Matrices Estimables

Dada la generalidad del modelo (4.1}, no es posible contrastar cualquier hipétesis
lineal respecto & la matriz || de pardmetros desconocidos, El hecho de poder realizar
un contraste particular sobre la matriz |l depende, como se discutid en el proceso de
estimacion, de la relacién que guardan las matrices de la hipdtesis con las matrices D
y E.

Con objeto de plantear la hipdtesis lineal general sobre matrices estimables,
primero se define una transformacidn lineal de la matriz |l que involucra a las
matrices D y E, sobre la cual es posible realizar cualquier contraste lineal en las
pardmetros. Con esta reparametrizacién del modelo es posible desarrcllar como caso
particular el contraste asoclado a una hipdtesis lineal general scbre || cuando D y E
sean matrices de rango completo y como se discutird en su oportunidad, puede
contrastarse cualquier hipdtesis que involucre matrices estimables. La transformacién
lineal de la matriz |l estd dada por 6_ , definida en {s.11). Cabe sefialar, como se
discutid en la seccidn 4.12, que la eleccidn de las matrices U y V no es inica, por lo
que pueden elegirse tratando de formar en la matriz & pardmetros de Interés.

En términos de la matriz 8, es posible realizar cualquier contraste de hipétesis sobre
transformaciones lineales de la matriz 8. Como se discutid en la seccion +4.1.2, toda
matriz estimable es una transformacidn lineal de &, asi que establecer una forma de
contrastar una hipdtesis lineal general sobre la matriz € proporciona la solucién al
contraste de la hipdtesis lineal general sobre cualquier matriz estimable. El contraste
lineal general sobre la matriz 8 que se analiza en este trabajo estd definido por

H,: A 8 B,.= C (4,22)

txr rxs axu txu
¥5
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donde A. B ¥y C son matrices de constantes tales que

r(A)=t tsr
Y
r(BlJ=u u<s.

Resulta conveniente en este punto hacer algunos comentarios respecto a las
restricciones t€r y u<s. Si t>r ys/o uss la hipétesis nula establecerfa un mayor nimero
de restricciones lineales que el nimero de renglones y/o ¢l nimero de columnas de la
matriz @ que el posible, sin agregar restricciones redundantes yso inconsistentes. Esta
situacion puede tlustrarse a manera de ejemple suponiendo que A y B son matrices de
rango completo tales que t>r y u>s y obeniendo de los teoremas A.19 y A.20 que las
matrices A y B pueden escribirse como

- ] ’
=
(t—rY%r

Bsxu= Suxs ua' onx(u-a)) Ruxu'

Al’.xr-- R‘-)(t. (
Y

donde R'R=I, R'R-=1 r{S)=r y r(§)=5. La hipdtesis H, puede escribirse equivalentemente
<omo

Ho: SGSm ° =6.
0 4]

donde C=R'CR’. De esta manera se obtiene que algunas submatrices de C son cero en
cuyo caso existen restricciones redundantes o existe una inconsistencia en jas
ecuaciones especificadas en 1a hipdtesis nula.

El hecho de poder realizar el contraste (4.22) para cualesguler matrices A y B estd
garantizado, dado que 8 es una matriz de pardmetros que pueden ser estimados de
manera tinica en base a la informacidn proporcionada por la matriz X. En términos de

la matriz de pardmetros originales {l, el juego de hipdtesis (4.22) estd equivalentemente
dado por

4. «
Ho: Ar.xg y‘gxg quu_ C:xu
¥5.
- -
Hl" Atxg p’gxg quu 2 Cone
donde
- _
A%= AU, (4.23)
B*= VB

y las matrices U y V se definen en (4.9) y (4.10). La hipétesis anterior no puede ser
contrastada para cualesquier par de matrices A® y B* pero sI para cualesquier
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matrices A* y B* de la forma {s.23) donde U y V son cualesquier par de matrices que
satisfacen respectivamente (4.9} y (4.10). Este hecho garantiza que los renglones de A"
y las columnas de B" estén respectivamente, en los espacics generados por los
renglones de D y columnas de E; es decir,

A*= FD
Y

B*= EG,
donde

F= Aur‘ Orx(n-r))ly
Y

G= Q( Q(p—s)xa) B.
I

En otras palabras, la construccidn de las matrices A* y B* garantizan la estimabilidad
de la matriz I]=A'LIB‘. De esta manera y como se discutird en la siguiente seccién, es
posible entonces, realizar contraste sobre | en términos de las matrices A y B, Asl,
dada una reparametrizacion & de la matriz [l, deben determinarse matrices A y B que
satisfagan [a ecuacidn (4.23) para escribir la hipdtesls en términos de la matriz 6 y
utilizar los resultedos presentados en la seccidn 4.3.

Generalmente cuando se plantea una hipdtesis se escribe primero en términos de los
pardmetros originales del modelo; es decir, el contraste se plantea como

vs (4.24)

Para efectos de realizar la prueba, garantizando que la estimacidn de T]=?’-tl1§ sea Unlca,
se reqiereﬂque | sea estimabie con objeto dg_ producir un tnico estimador mdximo
verosimil 1 de 1| y comparario con la matriz C a través de la estadistica de cociente
de verosimilitudes generalizado,

Resulta conveniente para realizar la prueba escribir el juego de hipdtesis (4.24) es la
forma (4.22) con objeto de utilizar los desarrollos presentados en la seccién 4.3. En
algunas ocasjones el modele resulta suficlentemente simple para determinar matrices
A® y B® tales que el juego de hipdtesis pueda plantearse directamente como

H:A*E(X)B*=C
vS
H;: AE(X)B*:C,
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pudiendo escribirse en la forma (4.22) tomando A=A‘P1 y B=Q'ZB‘. En otras ocasiones,
puede recurrirse a las ecuaciones de estimabilidad (4.3) y (4.4) ¥ determinar del juego
de hipdtesis {4.24) matrices F y G tales que

A=FD

B=EgG,
de donde la hipé6tesis puede expresarse en la forma (4.22) tomando A=FP, ¥y B=QG.
Cuando las dimensiones del modelo son lo suficientemente grandes para determinar
con relativa facilidad e! contraste deseado en términos de la matriz 8, pueden
utilizarse inversas generalizadas. Para ésto, tdmese F y G como inversas generalizadas

de las matrices DD’ y EE' para determinar primero matrices A* y B* que satisfacen las
condiciones de estimabllidad; es decir,

A=A'D
y g
B=EB"*.
Si las ecuaciones anteriores se cumplen, entonces
AD'=A‘DD’
y (4.25)
E'B=F'EB*,

de donde una solucidn estd dada por
A*=AD'F
y (4.26)
B*=GE'E,
ya que substituyendo estas matrices en {4.25) se tiene
AD'=ADFDD =AD",
E'B=EEGE'B=-F8
y de esta manera dadas las matrices A* y B* como en (4.25), el contraste (s.23} puede’
escribirse en la forma {s4.22}) tomando A=:\.P1 ¥ B=Q'=,B'.

De cualquier forma, se debe buscar la manera de escribir la hipétesis deseada en
términos de alguna reparametrizacién de la matriz de pardmetros originales |l usando
una matriz 8=UIV donde U y V son matrices que satisfacen (4.9) y (4.10)
respectivamente,
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43. El Coclente de Verosimilitudes Asocado a fa Hipétesis Lineal General Sobre
Matrices Estimables.

Con objeto de obtener et cociente de verosimilitudes generalizado asociado al
contraste (4.22}), se efectiia primero una transformacién lineal de la matriz X que

facilita la obtencién de los supremos de !a funcidén de verosimilitud. La
transformactén se define como sigue

Sean err, 'ﬁ__‘u matrices definidas por
X = Allr-t‘.)xr B =B B*
rxr y axs [ mxnt axis-u)
A’t.xr
donde
A,s (AA) A,
AN =0,
AA=1

1" -t "
B*'B= 0

B B*=[,_ -
Sean las matrices L y N definidas por

o

an_-, (";rxr orxl(n-rﬁ) p'“m

(n-rixr n-r

Yy

Npwp® Qoep ((l)p-’ ?,rp-a)“)‘

lx(p—s) B:x_a

De la definicién de L y N se observa que son matrices de rango completo; es declr,
r{L)=n y r(N}=p. Sea Y una matriz aleatoria definida por

Y,up> LXN.
El valor esperado de Y estd dado por

E(Y)= LE(X}N
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LDREN = = . SALIR  pg IA

Lo rero o retn-r} urxg {0 v ) lp—a O(p—uhu
= Co {‘zgxq qx{p-3) qxs ~

' O._(n_—_ﬂ:_:rr.‘ In—r e oln—r)xg Oux(p—a) Bax.s
_ _Afxr ) prx(ﬁ—r) orx(p-—u) erx:l \ Ip—a Ofp—a)xa

A f_ﬁ.—_ﬂxr In-r Oln-r)x(p-s)‘ Ofn—r‘lxs/ Gsx(p—s) Baxs

_— N
_ (Orx(p-u) Aer:vza (]p-a otp-a)xa

bl
Ofn—rlxlp-s: Ofn—r)xs Y Osr(p-n) Bass
o L)
_ orx(p-m) AeBrx.a
ofn-r)xfp—s) O(n—r)xa

Por su parte, la matriz AeB puede escribirse como

Aﬂr—r,!xr

A6B__ =
X8 =a
Agenr

(B B*

BXL 5x(a-u))

ABBoxu ASBl_uixs-w
A6B, ., A 8B}

tx{a=-u)

~ - b Fand
donde, por ser A y B matrices cuadradas de rango completo, se deduce que AEB es
una matriz de pardmetros independientes dado que & es una matriz de parémetros

independientes. De esta manera, el valor esperado de la matriz 'Y puede expresarse
como

0 My Ny
E(Y)=| o Ny Ny |-
o 0 0

donde
.= A 8B,
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g™ A,8B,

n,,= A,0B*
; .

n,,= A,8B%.

Definiendo 6=(AA’)"’C. el juego de hipdtesis (4.22) es equlvalente a

s

H,: n,=C

vS

- {4.27) -
H': Nyp? C. o

Definiendo M=D{LE y particionando la matriz M como

Mnp™ : ’

la funcién de densidad de la matriz X puede escribirse como

f XM, Z)= lf‘:[‘ [lzn £ exp {-4(X-m) £ 7HX-m ) }]

larn T ™2 exp { -4 lgl (X;-m) Xz -‘(}Ci— m,) }

2w =™ exp { -4 erE ™ & (X,-m (X,-m))

“nrs2

2=l exp { - § £rE T (X-MY(X-M)}.

Del teorema A.28, el Jacobiano de ia transformacidn inversa de Y=LXN estd dado por

la x
I ¥

= |LITP N7,

de manera que fa funcién de densidad de la matriz Y puede escribirse como

£,(Y)= £ (L7 YN-)ILI™P [NI™®

len £l ™% exp{-k &r ETHL T YN -M)(L YN "4-MO}ILIP [NI7R

lexN'EN| ™2 LI P exp(-k er ETY[L7! (Y-LMN)N"]'[L“ {(Y-LMN)N “’]}

l2eN"EN|""2 ILI™P exp{-§ er(N'EN)™ (Y-LMN)' (LL)™* (Y-LMN)}
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= 1 2 S LI exp{-§ £r T {Y-LMNY (LL) (Y-LMN)},

donde ¥=N'TN. Dado que ¥ es una transformacién uno a uno de ¥, se sigue que ¥ es
una matriz de pardametros independientes.

Por su parte, la matriz LL' puede expresarse como

Arxr rx(n rJ I Or‘x(n-r)
LL' = P'P

o(n-rixr (n—r)xr In—r

Ahﬂ‘r rx(n-r)

1

0 (n-rixr n-—r

AA, AN,
T oA,A AIA'

0

1, 0 O
“loe 1,

0 o 1,

=1

nl
de manera que la funcidn de densidad de Y puede escribirse como
£,00= l2n B ™ exp{-4 tr 1 (Y-LMNI(Y-LMN)],

de donde se sigue que los rengiones de Y tienen distribucién Normal independiente
con matriz de covarianzas L y vectores de medias definidos por la relacién E{Y)=LMN.

Definiendo particiones de las matrices Y y E(Y) como

Y .= (Y )

nxp Insip-a+u) Y2nxt=-u3

E(Yﬂxp) = ( nlnx(p—u-ru) Mz nx{s-w )
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se obtiene por el teorema 3.19 que

i fr £, () _ SP F, (Y)
sup f_(Y sup
Houﬂ’y( ) HouH,fy, (Y0

Dado que los renglones de Y, tienen distribucién Normal independiente con matriz de
covarianzas I, y vectores de medias dados por la relacién E(Y))=n,, se sigue que la
densidad de Y estd dada por

fY: (Y, )= |a= f“l_ nsz exp{—} tr;.f"l‘ (Y-, (Y,-n} },

donde
Olr-c)xfp-al nlz(r—r_)xu
n= O‘xfp'ﬂ’ N22gscus
Otn—r)xip-a) O(n-r)xu

Definiendo las matrices ‘?1. ?2. f,, T, por

Y Yiz(o

- Mir-t)x(p-al - tlxt
Y, nxi{p-a) =| Ya txlp-a) ' Y2= Yazeacu .
Yattn-rixip-a) Yaztn-rixu

Otr-vix(p-m M2 rixn

-~
Otx(p-u) b4 "!¢= nﬂ;xu +

=)
-
|

O(n-r)x(p—ul O(n-r)xu

se sigue que Y, ‘-'(?‘ .n‘l’z) ¥y, =8, \%) ¥ el cociente de verosimilitudes generalizado
puede obtenerse mediante dos aplicaciones consecutivas del teorema 3.18. Bajo la
" hipotesis nula, n=C ¥ fl supremo de la verosimilitud bajo H, se obtiene
maximizandola sobre n,, ¥ £, el cual esta dado por

= -nd d nd e -
S;pr fyl(Yi)—(zn) ndsz pndez ayp (- 2E YY) Y1702
[+]

- T <} 4

1Yy, Yaz* (Y"—C ¥ (Yzz'é)—[\"az Y:u‘ (Yzz'é}. Yo d0Y5 Yo 0 Y5, Y, 3-I[Ya’: Yaz'Y'.:: (Yzz'C) Jimmee

donde d=p-s+u. Bajo H uH, las matrices n,_, n,, vy Z, no poseen restricclones y
nuevamente por el teorema 3.18 se tiene que
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sup £, (Y)=(2r)"Pd/2 nads2 oxp (-BR VI Y IT02 YL Y, S Y, Y, DG, Y, 1705, Y100,

32 “az a1 38
Hoqu

de manera que el cociente de verosimilitudes generalizado asociade al contraste {(4,27)
estd dado por

su
A= _Hy N frn )
SUP g ()
HyuH, yooot

= I Y3z Yao* (Yu'é y (Yzz_c) =Y, Y5 (Yn_c)' Y, [Yz:t Y,, ’Y:;lYSAJ-l[Y:; 1 Y:;z*Yn'.n (Yn" C)jl—=/2

tY‘:sz Yaz' Y'az Y:u[Y' Y, 1™ Y::s Yazl-n’z

b St } |
(4.28)

El cociente de verosimilitudes anterior puede escribirse en términos de la informacién
original X, considerando la siguiente particién de la matriz Y

11 12 12
Y= Yn Yzz Y2:! +
Y Y Y

donde Y, es una matriz de dimensién (r-tix(p-s) y Y,, es una matriz de dimensidn
txu. La maetriz L. puede escribirse como

A su vez, la matriz N esta dada por
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-, Q,)(‘ 0 0,)
o B B

=(Q, QB QB

La matriz Y puede escribirse en términos de X utilizando las particiones anteriores de
L y N y estd dada por

Y= LXN

AP

171

AP X (Ql QzB Qzﬂ‘)
1
P

2

AP XQ, AFXQB APXQB*

AEP.l le AZP'I xQzB Azpll xQﬂ B‘ '
P,XQ, P,XQ,B P,XQ,B"

de donde se sigue que

Y, = AP, XQ,=(AA) 2 AP,XQ,,  (a29)

Y,,= AP, XQ,B=(AA) AP XQ_B, (s.30)

Y,,= P,XQ, (£.21)
y : '

Y, = P, XQB. : . R . (4.32).

Substituyendo estas expresiones en (4.28) se obtiene una manera de cdlcule directo del
coclente de verosimilitudes generalizado en términos de la informacién original.



LA DISTRIBUCION DE LA
ESTADISTICA DE PRUEBA




86

5 La Distribucidén de la Estadistica de Prueba

Pel cociente de verosimilitudes (4.28) se deduce que la variable T definida por

Y, Y.,

(Y], Y, 170 Y], Yy,
T= 32 31 3

13!

EY'MYM«(T”-&)'(YH—C} Y, Yo, (Y0 C Y, 3, Yoo ¥

3z 'm"

— (s.1)
:u 313 ![Y's\—:z'YL(Yn‘C)]I
puede utilizarse para realizar el contraste, siendo ia regién de rechazo de la hipdtesis
nula de la forma

C={Y Y,/ T<k},

21’ :u'
donde Y., Y,,, Y,, v Y,, se definen en las ecuaciones {4.29) a (s.32) ¥y k es una
constante apropiada. La distribucién de la estadistica de prueba T, puede determinarse
considerando dos submatrices de la matriz Y definidas por

2 = (Y

lex(p—s+u)

Y )

Zitx(p-a}' " 22tyxu

=(Y Y ).

zztn-rlx(p—sﬂl) I{n-rixip-al* " 32(n-rixu

Dado que Y es una matriz con renglones independientes de distribucidn Normal con
matriz de covarianzas & y vectores de medias dados por E(Y)=LMN se deduce que Z 5
Z, son independientes y que los renglones de las matrices Z, y Z, poseen distribucién
Normal con matriz de covarianzas ¥ y vectores de medias dados por

E(Z,)= (0 )

txip-a) Naze
Y
E(zz)= (O(n—-r)x(p-a) Otn-rixcul-

De la definicién 3.2 se deduce gue
U= [Z-E(Z)] [Z-E(Z)]~W, p_,m(zu. t)

Va Z.' Z ~W (Z“. n'r)v

p-a+u

donde las matrices U y V son independientes por ser Z, y Z, independientes. Por otro
lado, las matrices U y V pueden escrlblrse como '
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a[ U
L Uy, 22
JeYe e
| (pumed) Yoy (Yo o) [
, . o
vo | Voo Ve
L VZI. v
= \"JIY:!I Y.SIYQZ
Y‘;2Y3I Y-'32Y32
Definiendo
We [wu Wo o[V WV |
Wa % Uy v Vy UV,

se obtiene que la estadistica de prueba (5.1) puede expresarse como

Vool _ |Vae-Vyu Vit Vial

T== =
W, ,l | Woo—Way Wii* Wiz |

y por una aplicacién del teorema 3.17 se deduce finalmente que T~A{u, n-r-p+s, t).

Los cuantlles de la distribucién A de Wilks pueden consultarse en Kres {1983). En los
€casos en que u d t tomen el valor 1 6 2, la distribuclén A de Wilks posee algunas
relaciones con la distribucién F que se resumen a continuacidén:

1-Alp.m,1} P

Alp,m) m-p+y Pm-pTi : ~ {s.2)
1-Al1,m.n) n
Tm ' {s.3
A(l.m.n) m “n,m 5 )
1-/Apm.a) p R |
e S o (s.9)
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1"1‘1\(2.]’1’1.“) n
i ™~ “m- an,zrm-n)' {s.5)

YA(z,m.,n)

La demostracidn de estas propiedades puede consultarse en Mendoza (1987).
Utilizando estas relaciones, las constantes de la regidn de rechazo pueden
determinarse alternativamente, utilizando tablas de la distribucién F.



LA TABLA DE ANALIS!IS DE VARIANZA
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6 El Andlisis de Varianza Asociado a la Prueba de la Hipdtesis Lineal General en el
Modelo E(X)=DyE

En este capitulo se expone un resumen sobre la estimacidn de pardmetros y la prueba
de una hipétesis lineal general sobre pardmetros estimables, bajo el maodelo
generalizade de andlisis de varianza de Potthoff y Roy., Dado que dependiendo del
rango de las matrices D y E, el conjunto de pardimetros estimables del modelo resuita
distinto, se tlene que tanto el proceso de estimacidn como el de prueba de hipdtesis
presentan diferencias gue resuitan conveniente discutir por separado. Cabe sefialar que
el esquema de andlisis presentado en este trabajo, permite recuperar coma casos
particulares el andlisis estadistico corrrespondiente a Jos modelos en lo que las
matrices D o E poseen rango completo. De este manera, discutiendo por separado
astos casos del modelo, se facilita ia obtencién de los cdlculos que resultan
necesarjos en una aplicacién particular. En las siguientes 4 secclones se discute cada
una de las situaciones que resuitan de considerar la compietez del rango de las
matrices D y E.

6.1 El Cazo Cuando D y E son de Rango Incompleto

Dada que esta sfjtuacidn es la que se discutid en capitulos anteriores, resulta
conveniente describir en esta secclén el modelo, la hipdtesis y ios cdlculos asociados
con la estimacidén y prueba de hipétesis.

El modelo generalizado de andlisis de varianza multivarindo de Pottoff y Roy
considera una matriz Xnhsp €on renglones independientes de distribucién Normal con
matriz de covarianzas comuin X y vectores de medias definldos por la relacién

E(X__ }=D

nxp nxgu'gquqxp' (6.1)
donde r{D)=r<g<n y r(E)=s<q<p. Para plantear la hipdtesis lineal general sobre los
pardmetros estimables de este modelo, se consideran las descompaosiciones de las

matrices D y E definidas por

ans_ ann e u:—xg
Otn—err
Y
qup= vqxn(oax(p—aJ' Iax.-s} Q.pxp'
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donde P'P=I. Q'Q=I. r(U)=r y r(V}=ss. ltilizando éstas descomposiciones se define la
matriz 8__, por
arxs= urxg [J‘gxq qu.-s r<g, s<q. (6.2)

Como se demostrd en su oportunidad, cualqujer matriz de pardametros estimables se
obtiene mediante una transformacion lineal de 8. Utilizando la transformacién anterior

¥ considerando las particiones P=(P,P,} ¥ Q=(Q‘.Q2) donde P, y Q, tienen

respectivamente r y p-s columnas, se obtiene que el modelo {s.1) puede escribirse
como

E(X )= P,0Q;
y los estimadores de mdxima verosimilitud de las matrices 8 y £ estdn dados por

8=P{XW™Q,[Q; W™'Q,1™

§=%(X-P16Q£ )'(X-PléQ.‘,’)-

donde WaX'(I-P,P/)X. Con estas estimaclones, e| estimador de méxima verosimilitud
de la matriz estimable 1, 4,=F,,,E(X)G_ 4, puede calcularse como

A

Noaat,=FP 8Q G

El juege de hipdtesis lineal general sobre los pardmetros estimables del modelo estd
dado por

vs (6.3}
H: A 8 B 2 C

Lxr “rxa Taxu Txu’
donde A, B y C son matrices de constantes tales que
r{A)=t t&r

r{B)=u uss.

La estadistica de prueba de cociente de verosimilitudes para el juego de hipotesis
anterior, puede calcularse definlendo las matrices

Y, = (AAY AP, XQ,,

Y,,= (AA) ™ AP, XQ,B,
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az 2 tr
Y:m P'z X Q,B

y estd dada por

*Y‘JEYJ 32 al[Y:;IYJ].]-I Y.
O (Y, ) -V, Yoy me—CJ'Yz.JEY *Y;.Y,.J-‘EY;. Y+ Y5 (YO

T=
I Yo, Y5t (Yzz‘
donde E=(M‘)'5C. La regidn de rechazo de la hipdtesis nula es de la forma

C={Y Y, Y,. Y, IT<k}

21° 3
y la constante de la regidn de rechazo puede obtenerse utilizando el hecho de que
T~A{u,.n-r-p-s,t).

6.2 El Caso Cuando D es de Rango Completo

Cuando la matriz D es de rango completo, no existe necesidad de premultiplicar la
matriz {| por la matriz U para obtener pardmetros estimables del modelo. Este hecho
puede demoastrarse considerando las particiones de las matrices D y E definidas por

D_ =P Lo u

nxg nxn BEXE
O(n—s?xg

E vp™ VaxalOsxip-ar !

xa) Qoxp
donde P'P=I, Q'Q=l, r(U)=g y r(V)=s. Dado que cualquier transformacién lineal de la
matriz 8 definida en (s.z) es una matriz de pardmetros estimables ¥y considerando en
este caso que la matriz U™ esta hien definida, en esta seccitn sc consldera la matriz
estimable U~'8, que por simplicidad seguird denotdndose por §, de manera que la
matriz de pardmetros estimabies para esta situacidn resulta definida por

BBX"I= BXq vqxg S‘q - (6.‘}
De esta manera, e]l procedimiento de estimacién y prueba de hipdtesis se obtiene
substituyendo la matriz 6 definida en la seccion 6.1 por U8. Utilizando este
razonamiento y considerando las particiones k(Pl.PzJ ¥ Q=(Q,.Q,) donde P, y Q, tienen
respectivamente r y p-s columnas, se deduce que el estimador de mdxima
verosimilitud de {a matriz & puede obtenerse como



93

B=U~'B;XW™IQ,[Q; WQ, ]~*
=(U'U) ' U'P X W™Q,[Q, W™'Q, ]!
=(D'D)"'D'XW™'Q,[Q;W™'Q, 1" .
A su vez, la matriz W puede escribirse como
W=X'[I-P,P!]X
=XTI-P,U(UUu}-'u'e,Jx
=X'(I-DID'D)'D' X,
de donde se sigue qu‘e los estimadores de 6 y Z estdn dados por

8 =(D'D}'D'XW™'Q [Q'W™Q J~!
Y
£=4(X-DBQ)(X-PEQ;),

con W=X'[I-D(D'D)™'D'JX. Utilizando #stas ecuaciones, el estimador mdximo veros{mil

de una matriz estimable nnxb=annE(x)prb se obtlene como

A )
N.,a,=FDE8Q,G.
-El juego de hipstesis para esta situaecidn corresponde a

) B, =C

ol Atxg EXn  sxu tixux
vs (6.5)
g B 2 C :

1’ Af.xg EXa “axu txu *

donde A, B ¥y C son matrices de constantes tales ﬁue'
r(A)=t tsg

r{B)=u uxs .

Para el cdlculo de la estadistica de prueba, se observa que ¢l juego de hipétesis (s.5)
se obtiene del (s.3) substituyendo la matriz A por AU™Y, por lo que en este caso las
matrices involucradas en el cdlculo de la estadistica de prueba estdén dadas por

Y, = [A(U U)A)] 2 AU~P XQ, = [A(D'D) ' AT *A(D'D)'D'XQ, ,
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L Ye EA(UW)TAN ™ AUTP XQB = [A(D'D)*A]-*A(D'D)*D'XQ,B ,
Y= P, le

y
Y,= F;XQ,B.

Utilizando estas matrices y definiendo E={A(D‘D)"A‘}"”‘ C, la estadfstica de prueba se
obtiene como

T= iY':lz YJZ- Y‘32 Y‘.ﬂ.[ly:;l\;l.]_-l Y-'.;I. Y:lz'
DYy Yo (Y 0= C) (Y 0 C -[Y, Yo o (Y0 € Y, LY, Y, - Y5, Yo I LY, Yapo Y (Yo ©) 1

31 "3t

siendo la regidn de rechaze de la hipdtesis nula de la forma

C={Y

e Yogo Y Yoo IT<CK}

31’

y la constante de la regién de rechezo se obtiene utilizande el hecho de que
Tr~A{u,n-g-prs,t).

6.3 El Caso Cuando E ez de Rango Completo

En esta situacién no resulta necesario reparametrizar el modelo postmultiplicando la
matriz || por ia matriz V, ya que esta uditima resulta de rango completo. En este caso,
las descomposiciones de las matrices D y E estdn dadas por

ang_ ann el urxg
o(n—r)xr
Yy
qup: vqxq(oqxfp-q)’ quq) Qpﬂp *

donde P'P=I, Q'Q=l, r{U)=r y R(V)=q. Considerando que cualquier transformacién lineal "
de la matriz & definida en {s.2) resulta estimable y dado que en este caso existe V™!,
resulta conveniente considerar la matriz estimable 8V~ que por simplicidad seguird
denotdndose de nuevo por 6. De esta manera, la matriz de pardmetros estimables para
esta sltuacidn resulta

=] =

xq Umg uaxq rsg.

El cdlculo de estimadores y ei procedimiento de contraste de hipdtesis se. obtiene
substituyendo la matriz 6 definida en (s.2) por 8V. Considerando las particiones
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P=(P,.P,) ¥ Q=(QI.Q2J donde P, y Q, tienen respectivamente r y p-s columnas, se sigue
que el estimador mdximo verosimil de la matriz § estd dado por

8=PXW-1Q,[Q, W-'Q, ]! V-
= BXW™Q, V(V)TI[QW™iQ, ]t v
=P XW™Q, V' [VQ; W™'Q,V' I
=P/ XWTE[EW™E ]!,
de donde los estimadores de & y £ pueden escribirse como
§= PXWIETEWE ]

y
E=4(X-P,8E)(X-PAE),

con W=X'(I-P{P;})X. Utilizando estas estimaciones, el estimador mdximo verosfmil de
una matriz estimable T]nxb=Faan(X)prh estd dado por

A ~
Nasxp=FP,8 EG .
El juego de hipétesis para esta situacion resulta definido por

Hy: A ) B =

txr rxq oogxu Ctxu

(6.8)
2] B

. -
1° Ar.xr g Caxu "’ Ct.xu '

donde A, B y C son matrices de constantes tales que

r(A)=t t<r
v .

r(B)=u u<qg.

Dade que el juego de hipdtesis (6.6) se obtiene de! (6.3) substituyendo la matriz B por

V!B, la estadistica de prueba ascciada al juego de hipdtesis (s.6)} puede calcularse
utilizando las matrices

Y, = (AA) TP AP XQ, ,
Y,,= (AA) S AP XQ,V'(V)-' VB = (AA) ¥ AP, X E'(EE')™'B ,
Y31= P‘2XQI '

Y,,= P,XQ,V(V)' VB = P,XE'(EE)'B
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y estd dada par

iY’az Yaz' Y5, Y:u[Ya'le]"’ Y:;: Y:z'

T

13, Yag (Y 5~ CY (Y- C) _[Y‘32Ysl* (Yoo CF Y, ILY, Vot Y3, VG 37 EYG, Yoo Yo (Y- OV1L

3173
donde E=(AA')"5C. La regién de rechazo de la hipétesis nula es de la forma

C = {Y,,. Yo, Y, Y, I T<k}

3’

v la constante k se cobtiene utilizando que T~A(u,n-r-p+q,t}.
6.4 El Caso Cuando D y E son de Rango Completo

Este es el caso mds simple de analizar, ya que no se requiere transformar ia matriz |
dado que ésta es estimable. Para el cdlculo de la estadfstica de prueba se utilizan las
descomposiciones siguientes de las matrices D y E

I

Doxg™ Paxn| B*8 Ugg
o(n-g)xg
y
qup: vqxq(oqxfp—q)' Iqxq) prp '

donde P'P=1, Q'Q=I, r{U)=g y r{V)=q. La estimabilidad de la matriz || puede demostrarse
considerando que en este caso las matrices U™ y V™' existen y obtenlendo la
transformacién lineal {{ de la matriz 8 dada en (s.2) definida por {I=U'V!, De esta
manera, la matriz de pardmetros estimables para esta situacién resulta

es:xq= usxq -

En este caso, la estimacién y contraste de hipétesis se obtiene como caso particular
de fos resultados de la seccion 6.2 substituyendou la matriz § por UYV. Utillzando de
nuevo las particlones de las matrices P y Q definldas por P=(P,P,) y Q=(Q,,Q,) donde
P, y Q, tienen respectivemente r y p-s columnas, se tiene que el estimador de mdxima
verosimilitud de la matriz || puede obtenerse como

R=U-tP X W'Q,[Q; W-'Q, ] V-
=(UWWTUPXWTHQ,V(VITQWiQ 1"t v

=(D'D)"'D'XWQ, V' [VQ, W™Q, V' I}
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=(D'DI"'D'XW IE'TEW™E' ]!,

donde W=XTI-D(D'D)"* D'JX, por lo que los estimadores mdximo verosimiles de las
matrices [ ¥ ¥ estdn dados por 3

=(D'D)"'D’XW-'E'[EWE']"! {6.7)

=

>

=L(X-DIE)(X-DiE}. (6.6}

El juego de hipdtesis en este caso puede plantearse directamente en términos de la
matriz |l y estd dado por

HO: Atxg p’gxq quu= Ctxu

Vs {6.9)

IAIl: Atxg ugxq quu = Ctxu *

donde A, B y C son matrices de constantes tales que
r(A)=t tsg

r(B}=u u<q .

Dado que el juego de hipdtesis {6.9) se obtiene del {6.3) substituyendo las matrices A y
B por AU™ y V7'B respectivamente, las matrices que se utilizan en este caso para el
cdlculo de la estadistica de prueba estdn dedas por

Y, = [A{U'U)A)] "2 AUP,XQ, = [A(D'D) A" *A(D'D)'D'XQ, ,
Y,,= [A(U'U)A)] 2 AUTIP,XQ, V(V) "' V-1B
= [A(D'D)" AT A(D'D)~'D' X E'(EE’)"'B ,
Y= FXQ,,
Y,,= P;qudv)*l V!B = P,XE(EE)"'B

¥ utilizando las matrices anteriores, la estadistica de prueba asociada al contraste {s.9)
puede calcularse como

T= IY‘sz Y- Y i[5, Y, 7' Y5, Ysol :
1Y Yo (Vg O (Y ©) [V Yo+ (Vg O Yo, TUYS, Y, Y3 Y TG, Yo Y4, (Y- O

a2 "az a2 "n 31 I




donde 6={A(D‘D)"‘A'}'&C y la regidn de rechazo de la hipdtesis nula es de la forma

C =Y

1"

Y, Y

ar*

Y,, [ T<K} .

La constante de la regidn de rechazo se obtiene utilizando que T~A(u,n-g-p+q, t).

o8
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7 Aplicaciones del Modelo Generalizado de Andlisis de Varianza Multivariado

Como se indicd en el capitulo 1, existen 3 tipos de modelos lineales que han tenide
un amplio desarroilo dada la diversidad de estudios que pueden ser analizados
medlante éstos. Estos son los modelos de regresion lineal, modelos de disefio
experimental y modelos de crecimiento. Dado gque estas 3 clases de modelos resultan
ser casos particulares del modelo generalizado de Potthoff y Roy. en este capitulo se
exponen los cdlculos involucaradas en la estimacidn y pruebas de hipdtesis para
algunos de estos modelos, utilizande los resultados presentados en el capitulo 6.

7.1 Modelos de Rango Completo

Primero se discute el andlisis de algunos modelos en {os que las matrices D y E del
modelo (6.1) son de rango completo. Entre estos modelos se encuentran los de
regresion lineal y los de crecimiento, los cuales se discuten por separado en las
siguientes secciones,

7.1.1 El Modelo Univariado de Regresién Lineal

El andlisis de este modelo puede derivarse de los resultados presentados en la
seccién 6.4, substituyendo p=q=t y las matrices E y B por las matrices identldad de
orden 1. El modelo de regresion lineal multiple en el caso univariado considera un
vector X_ , cuyas entradas son independientes de distribucidn normal con varianza
comtn ¢? y medias definidas por la relacidn
E(xnx:)=angugm'

donde las g celumnas de ia matriz D son linealmente independientes y se denominan
variables explicativas, las entradas de {{ son desconocidas y se denominan coeficientes
de regresidn. El vector de pardmetros estimables para esta situacidn estd dado

directamente por [.lsxl, cuyo estimador de mdximae verosimilitud se obtiene .de la
ecuncién (s.7) y se define por

l=(D'D)'D'X .

El estimador de la varianza comiin o2 se obtiene a su vez de la ecuacidn (s.8) y estd
dado por

d2= L (X-DL)(X-D{L) .

n
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El juego de hipdtesis lineal general para esta situacidn puede definirse como
Hy: A

vs
Ht:At.xg{'[gxlxc

LN u’gxl = Ctxt

txt”

donde A y C son matrices de constantes conocidas tales que r{A)=t<g, La estadistica
de prueba para el juego de hipdtesis anterior puede obtenerse en base a las matrices

Y,,= [A(D'D)'A'T* A(D'D)"'D'X Q,=[A(D'D)'A'T ™% AllQ, ,
Y,, =[A(D'D)'A'T* A(D'D)™' D' X =[A(D'D)'A'T* AL,
Y, =P;XQ,

3

Y, =P X.

32 2

Definiendo W=X'[I-D(D'D)}™*]X, el numerador de la estadistica de prueba puede
calcularse como i

Y;zYaz'Y:;z Y (Y::, Y L Yo Yaz
=W-WQ(Q/WQ)'Q;W
=Q,(Q;W™'Q,)'Q,
y dado que en este caso Q,=*1, se sigue que
Y:'szY:!z"Y:;: Y.".u (Y:l.l Y )-’Yil'l Ysz =W.
El denominador de la estadistica de prueba puede simplificarse observando que
(Y, Y, Y, Y,
={Q,['ATA(D'D} AT AL Q,-Q; W Q,}
={Q;zQ,}™,

donde Z=ﬁ'A'[A(D‘D)"‘A']" AA{.!+W. Utilizando esta expresién se tiene

(Y, Y,+Y,Y,)"=Q;Q{Q;Z2Q,}"'Q; Q,
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=Q{27-27Q,(Q;Z7Q) Q' 2 )Q,
=Q,{0}Q,
=0
dado que'Q2= * 1. De esta manera, se deduce que el denominador de la estadistica de
prueba puede escribirse como
Y3 Yaz"(Yzz' C)'(Yzz'c)
=W.(Al-C){A(D'D) A} HAL-C)
por lo que la estadistica de prueba en este caso estd dada por

T= A4
W-{AL-Cr {A(D'D) A} HAR-C)

¥ tiene distribucion A{l,n-g,t}). siendo la regidn de rechazo de H, de la forma

C={X_,,|T<k} .
La constante de la region de rechazo puede determinarse alternativamente utilizando
tablas de la distribucidén F, para lo cusl puede utilizarse la ecuacién (s.3),

obteniéndose que la variable

T.=(n-g) T _ (ﬁu-C)'{A(D'D)"A’}"l(ﬁg_c)/.»_
t T W/(n-g)

tiene distribucién F(t,n-g) ¥ la regidn de rechazo de la hipétesis nula es de la forma

C={X_,., 1Tk} .

nil

712 El Modelo Multivariado de Regresién Lineal

La estimacién de pardmetros y contraste de hipdtesis para este modelo puede :
obtenerse utilizando los resultados presentados en la seccidén 6.4, substituyendo q=p ¥y
E=l_.

=

El modelo multivariado de regresiéon lineal multiple considera una matriz anp con
renglones independientes de distribucién normal con matriz de covarianzas comtiin I y

vectores de medias definldos por la relacidn

E(xnxp)= angu’gxp '
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donde r(D)=g ¥ Ugup ©s una matriz de coeficientes de regresién desconocidos, La
matriz de pardmetros estimables en esta situacidén corresponde a U.Exp y su estimador
midximao verosimil puede obtenerse de la ecuacién (s.1) y estd dado por

s =(P'DY'D'X

y el estimador de médxima verosimilitud de ¥ resulta

=& (X-DR)'(X-DDL) .

4

El contraste lineal general sobre || puede escribirse comeo :
Hu’ At.xg ugxp Bpxu = Ctxu o

vs {z.1)
Hﬁ Ar_xg u'g'xp Bpxu = C:xu "

donde A, B ¥ C son matrices de constantes con

riA)=t<g
Yy
r(B)=u<p .

Las matrices involucradas en el cdlculo de la estadistica de prueba se definen por
Y,,= [A(D'DYAT 2 AflQ, ,
Y,,=[A(D'D)'A'T AlB ,
Y., = P XQ,
Y,,=P,XB.

Utilizando estas matrices y definiendo W=XTI-D(D'D)'D']X, el numerador de la
estadistica de prueba puede calcularse comn

!Y:;z Yaz_Y:'lz Y::(Y:;me)“lY;:Yazn
=IF'WB-BWQ,(Q;WQ,)"'Q; WEI
=B {W-WQ,(Q;WQ,)"'Q; W}B|

=|B'Q,(Q, WQ,)Q,B| .
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Dado que en este caso puede seieccionarse Q2=lp, se tiene que
Y2, Yo Yo, Yo (Y2, Y, 07 Y, Y, )= IB'WBI .
El denominador de la estadistica de prueba puede simplificarse considerando que
(Y5 Yo Y5, Y53
=[Q; I AA(DD)TAT'ALQ,-Q WQ, ™
={Q{ZQJI™".
con Z=ﬁ.’4"n‘{A(D'D)"l AYt :\[b—\V. De esta manera se deduce que
0¥, Yo Y5, Y17 = QQ[Q2Q,17' Q[ Q,
| =Q{Z™-Z7'Q,(Q,ZQ,)'Q,Z"1Q,
=Q,0Q,
=0

dado que se selecciond Q2=lp. Utilizando este tltimo resultado, se sigue que el
denominador de la estadfstica de prueba resulte

Y, Yapt (Yoo ©) (Y ,,— &)= B'WB- (AlLB-CY [A(D'D) A’ [AllB-C],

por lo que la estadistica de prueba puede escribirse como
{B'WB|
[B*W B-(A[lB-C)'[A(D'D)*A']*(AllB-C)I

T=

y tiene distribucidn Alu,n-g,t). siendo la regién de rechazo de la hipétesis nula de la
forma

C={X, | T<K} .

CaPe sefialar que en el cdlculo de la estadistica de prueba, !a expresién
{AUB-CY[A(D'D)'A']"Y{AlLB-C) resulta mds sencilla de evaluar que la propuesta en
Mardia, Kent & Bibby (1979, pdg. 162). El juego de hipdtesis (7.1) resulta también ser
mds general que los discutidos en Seber (1984, cap. 8).
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7.1.3 Un Modelo de Crecimiento

Existen diversas situaciones en las que pueden modelarse curvas de crecimiento en
base al modelo (s.1), como puede consultarse en Potthoff & Roy (1964). En esta
seccidn, se considera un modelo simple de crecimiento dado que el propdésito es sdélo
ilustar e! procedimiento de andlisis.

La situacién que se ejemplifica en esta seccién considera un grupo de n individuos,
sujetos a las mismas condiciones, los cuales son observados en p puntos en e} tiempo
Ereensbpye Se supone que las p mediciones realizadas en cada uno de los n individuos
siguen una distribucién normal con un esquema de asociaclén modelado por una
matriz de covarianza comin I. Se supone tambidn que la cturva de crecimiento
asociada a un individuo es un polinomic en el tiempo de grado q-i, de manera que
denctado por X, la j-é¢sima medicién en el i-ésimo indlviduo se tiene

E(xu):uu*ultj*ug i.. ..... *U‘q-lt?-: .

El modelo anterior puede escribirse en términos del moedelo (6.1), haciendo g=1 y
definiendo las matrices D, |l y E por

1
D =t =11 '

nxi n

Uy sy = (Bgresnrerllqy)

y
[ 1 - 1
t, S .oty
Eq,q:- 2 2 2
s - I'.p
-1 q-t q-1
L t ... tp i

El andlisis de este modelo puede derivarse utillzando los resultados de la seccion 6.4
comao sigue:

Sea F__. la matriz con todas sus entradas iguales a 1 y sea W=XTTI-F]X. Los
estimadores mdximo verosimiles I y £ estdn dados por
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= £ D'XWHE{EW™IE] = CWIE[EWET"
L=%(X-DEY{X-D{E),

donde X « 5 el vector de medias de las p mediciones en la matriz X. El juego de
hipétesis sobre || estd dado por

H 4, _B

of Fixg Cgqxu

C

1xu
v5

Hl:ulxq quu 2C xu

donde B y C son matrices de constantes tales que r(B)=u<q. Como caso particular de
la hipdtesis general anterior, pueden formularse las aseveraciones de que la ordenada
al origen del polinomio es igual a un velor determinado o que un polinomio de grado
menor que q-1 es suficiente para describir adecuadamente la informacién, Las matrices
asociadas al cdiculo de !a estadistica de pruebas para el constraste de hipdtesis
anterior resultan definidas por

Y,=7n i'Qa *
Y,=/n X E(EE)"'B,

Y, =P XQ,
Y,,=P;XE(EE)'B

Utilizando estas matrices y definiendo E‘:-}n (AA')—"C. la estadistica de prueba puede
calcularse como

lY‘az Yaz' Y.:zYantY:;lY:u]—l Y:; 1 Yazl

T= -~ " P
Ivn: Y:z' (Yzz" cy (Yn' &) I, Yo, (Y”—C)' Yo 10Y, Y, ‘Y:;tyan}-l[Y:;l Yaz*Yél (Yu-C) 1

y sigue una distribucién A{u,n-1-p+q,t), siendo {a regién de rechazo de H  de la forma

C={Y,.Y,,.Y,, ¥ Y, IT<k} .
7.2 Modelos de Rango Incompleto (Disefios Experimentales)

En las siguientes secciones se discuten algunos modelos que resultan de uso comiin '
en el andlisis de observaciones provenientes de disefios experimentales. Dado que este
tipo de modelos es una clase particular del modelo (s.1). en las siguientes secciones
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se deriva el analisis asociado al proceso de estimacién y prueba de hipdtesis para
algunos modelos de este tipo.

721 El Modelo Univariado con un Criterio de Clasificacién

Para definir este modelo se consideran X, i=1,...a. j=t......n, variables aleatorias
independientes con distribucién normal de medias dadas por la relacién

E(X,}J=6+al i=1,..... T, =1y (7.2)

¥ varianza comun o%. El modelo anterior puede ser escrito en forma matricial
considerande las matrices

)_(u
. d
x _ ).cm, _ %y
nx = . . u__
N o
r
Xn
X
L Ty |
Yy
1 1t oo-+++*D ]
t 1 00 0
Tl . n, renglones
1 10 t .0 ]
1 0 1 ' 0 "]
t o1 .0
L . n, renglones
D= Lo
1 0 o - 0 B
1 o N | 7
1 0 o. 1 .
s : n_renglones
1 0o 0O-. 1 i
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de manera que el modeio (7.2) puede escribirse alternativamente como

E(xnx&)=an(rﬂ! p’(rﬂ)xl ‘
Definiendo p=gq=1, g=r+1 y haciendo E=i,, el andlisis de este modelo puede derivarse de
los resultados presentados en la seccién 6.3. Dado que en este caso la matriz !l no es

estimable, debe seleccionarse una reparametrizacién en base a una descomposicidn de
la matriz D de la forma.

D

nxired™ p‘lnxr urx(r+1) -

Para el andlisis de este modelo se considera la descomposicién de la matriz D definida
por las matrices

- - N
nl&u 0 00 7
-%
n, ? a go n, renglones
Ly
nl 0 D . a0 = 0 0 n
0 ﬂ_’!l )] . DD ] — 7
2 Yn, ¥Yn o o -- 0o o
o n;’i Do oo v o0 \
. . n, renglones
. . . 2
Pt = . . . y ur-x.(r«l-ﬂ yn, o an G s 0 o
~% . . :
o n;to 0Q ]
. M : : L{ n, IR . . 0 ,fn
e e e -k
o 0 o . on, 'W
o 0 G--*-*‘0 n;!’
T . n,_renglones
0 0 o . on,

de manera que la matriz &_, que resulta de la anterior descomposi'c'idn de D 'e'_std.
definida por

Y, (fee)
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El estimador mdximo verosimil de & puede obtenerse como

- ¢ A%

n, j§l xu n, xl
% o !
-~ nz J‘:l x2} :
8=p; X= : = :
n M

= 2

l_nr j§| xr] | | ne Xr-‘_J

A su vez, el estimador de a2 puede obtenerse como

3224 (X-P,8)'(X-P8)

-t £ S B oxgr
n 5 i=1 if n, k=i ik
r l'l.i —_
=a & I (X;-X,)2.

-
L]
-
—
;]
-

El juego de hipétesis lineal general para esta situacidn estd dado por

Hy: A ser Ges *Croet
vs

Hi:A, . ©

=
LXr Trxi

C

txl "’

donde A y C son matrices de constantes tafles que r{A)=t€<r. Para calcular la
estadistica de prueba asociada a este constrate se definen las matrices '

Y, =(AA)TEAP!XQ,=(AA)HAGQ, ,
Y,,=(AA)RAPIX=(AA) 2 AT,

Y, =P;XQ,

Y

2= P X

Definiendo W=X'(I-P P/}X, el numerador de la estadistica de prueba puede calcularse
como

Ya'z Yaz-Ya'z Y31(Y.:;1 Y:u) m Y:'uY:u



=W-WQIQ;WQ)™'Q; W
=Q,(Q,W™'Q,)"'Q;
y dado que en este casc Q,= *1 se tiene que
" Yy Yaa- Yo, YJ'(Y;’Y:“)" Yo Y=W.

A su vez, la matriz W puede calcularse observando que

%11
n, renglones
X, |
X,
: n, renglones
PPX= il
X, | ]
. n, renglones

de manera que

W=X"{I-P,P})X

1
P
x
‘-I
kg
“H

El denominador de la estadistica de prueba puede simplificarse considerando
(Y3, Yo Y3, Yo7 =Q 8 ATTAAD1ASQ,- @ W,
=Q,ZQ,.

donde Z=§'A'(AA")"*A8+W. Observando que

110
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(QZQ)™=Q,Q,(QZQ)Q,Q,=Q,[27-ZQ,(Q;Z7'Q,) "'Q,Z]Q,
=Q,0Q, S
=0

dado que en este caso Q.= :1, se sigue que el dencminador de la estad{stica de prueba
puede obtenerse como

Y, Yapr (Y,,- C(Y,,-C)=W-(A3-C) (AAD 1 AB-C) ,
de manera que la estadistica de prueba esta dada por

T= W .

W+ (AB-CY(AA}HAE-C)

n
1 _
donde W=£ 5 (Xu-)(j)z. La reglén de rechazo de H, es de la forma
i=1 |=1

C={X, _,'FT<k}

nxi

y la constante de la regién de rechazo se determina utilizando que T~A(:n-r,t}). Una
prueba equivaiente puede derivarse de la ecuacién {5.3) utilizado como estadistica de
prueba la variable.

() 1T {AB-C)(AA")(AB-C) /t

T=—=) 1= W7 (1) :

la cual sigue una distribucién F{t,n-r} ¥ tiene asoclada un regién critica de la farma

C={X, [Tk} .

nxi

7.2.2 El Modelo Multivariedo con un Criterio de Clasificacién

El modelo multivariado con un criterio de clasificacién estd definido por las
relaciones

E(Xu)—-—‘ dect, I=1,.....r =t |
donde Xu i=l,....,r j=1,....n; son variables aleatorias con distribucidn independiente y

matriz de covarianzas comin I. En notacién matricial, este modelo puede escribirse
como



E(xnxﬁ)=an(r-ﬂ)ullr.-rlh-tié_;' RS
donde
X=
. e e ™
ST ICEERRERT N
11 98- -00
ST e : n, renglones
1 1 00------00 _
f{ 0 10--:--:00 N
f 0 1 0-+->--00
b - -t . n, renglones
nxirs) . .
- 1 0 1 0««:+-100 i
1 0 00--+---01
1 0 e 01
B . n_renglones
|1 000 ... 01

Definiendo p=q, g=r+t ¥ haciendo E=l,, el andlisls de este modelo se obtiene- utilizando
"los resultados disuctidos en la seccidn 6.3. Como la matriz || no es estimable, resulta
necesario reparametrizar el modelo para lo cual se considera la sigulente
‘descompaosicién de la matriz D

D P, U

L]
nxr rx{r+1)

nx(rﬂ):

donde



n‘-!io Qs oo ]
n—&o o oA ow s oa 0 o -
1 _ n, renglones
e :
n o 0 viv Yo 0
0 n;"* ar+<+-- 00 1 B
o n—}ﬁ 0 «r 0o o0
2 n, renglones
B=1.: . = ot Unxta+n
[V n,:""_iu veie g e
V] 1] 0" -:- v+ v . g n;k -
o0 u--'."on;_"i
.. . n_renglones
Lo .—'&
o o 0 ooooo u nr
- P —

y se define una reparametrizacién por la relacién

erxp= urx(ra-n u(ri—l):q;

Jn, (5o}

n_ (3o )

[ TSN

13

Considerando la reparametrizacién anterior, el estimador de mdxima verosimilitud de

la matriz 8 estd dado por

)
e
el

(o

donde




— y
X, =+ ST
I ny ]§l

E] estimador de mdxima verosimilitud de £ se obtiene como

=% (X-PB)(X-P,8&)

r — —
=L ' -
=nZ IO X XX

En esta situacidn, el juego de hipdétesis lineal general resulta definide por

A
HytApr 8 By =C

rxp Opxu” “txu

¥s .
g B #C

txr Trxp Tpxu txu '

H :A
donde A, B y C son matrices de constantes

rlA)=t t&r

r(B)=u u<p.
La estadistica de prueba puede calcularse utilizande las matrices

Y, = (AA)2ABQ,,

Y,,=(AA) S ABR,

Y., =P XQ,

y
Y,,=P;XB

114

(r.3)

Definiendo W=X'{{-P P/)X, el numerador de la estadistica de prueba resulta definide en

este caso por
1Y, Yapm Yo, Yo, (X, Y, YL Y
=|B'WB-B'WQ,(Q; WQ,)"'Q'WB|
= B {W-WQ,(Q; WQ,)Q WiB|
=iB'{Q,(Q; W™ Q,)"'Q, WIBI

=|B " WB|
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dado que en este caso puede seleccionarse Q2=Ip. Una manera alternativa de escribir

la matriz W puede obtenerse considerando que

X |

n, renglones

X |

X

: n, renglones
PP'X= =,

X1

x|

: n, renglones

L %]

por lo que

E=X'(I-P,P;)X

r 0y —
=Z, B XuXy- Xy

r o — —
=i§1 = (xlj_xi) (xij-xl)
=n% .

Definiendo Z=6'A'(M’)“A§rw y observando que
(Y3, Yo Y5, Y )7h= QQQIZQ)7QQ
= Q{27 -271Q,(Q,27'Q,)'QZ™Q,

=Q0Q,
=0

dado que puede seleccienarse Q, =lp. se sigue que el denominador de ia estadistica de

prueba puede escribirse como
Y, Yo (Y0 81X 5,-E) =W (ABB-CI(AAY)(AEB-C) ,

por lo que la estadistica de prueba resulta dada por.
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Ta _|B'WB|
|B'WB- (ABB-C)' (AA)-* (A8B-C)|

y sigue una distribucién A{u.n-r.t), siendo ia regién de rechazo de H, de la forma
C={XiT<k} .

Una hipétesis de interéds que resuita en este modelo es determinar st todas las
observaciones provienen de la misma poblacién: es decir, si peseen el mismo valor
medio. El juego de hipdtesis correspondiente a esta aseveracidn puede escribirse comeo

vs (7.4)
H;: no Ho .

La hipdtesis anterior puede plantearse en términos del juego (7.3) definiendo

nE on%, 0--,:0-,0------.0 , 0

0 . m% inl*. 0. 0. o .0
A(r-l)xrz 9 » 0 * n;% —n;&,o' . (? » 0 !

0 : :

B YUY, YU 2 ok

¢ .06 ,0 , 0-,0 n2 ., -n]

Bop=lp
y

Cexp=Otap

Con estas particulares definiciones de A, B y C se tiene

R T ' T
AR -W .0 L0 s0----0 . 0O

_t 1,1 _1

% WMy . Ay . 0 ,0---.-0 , O

AA'= LI [

0 RS N i P o ., 0

. . . i S T
LO ' 0 . 0 . a ., [4] "'n'__‘, n._, nrd
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cuya inversa estd dada por
{AA") 1=

— o : g .r-é =t
nfn-n) , nin-n-n) . '_HF(P_-fli'-ni_ ) +n (n-z ny ) oy (n—Z ﬂl

r—t

n(n-n-n,), (n‘i-na)(n-—:_il—,r_lz), (-nl%;n;i'tnfnlf_néf_r;é

cznm&-znd :zn nn-zn1

|.=.l

»

=0

r—z ot ; -z . r—2

r=1 r—1 r-2 r-i £—1

Utilizando las matrices anteriores se deduce que

-

% -k — -3 '|
n-n, in nj; % {n, ny! . n,n__) m, n)
n 't n = n - n t- n
& -3 = )
(n,n,} n-n, (n,n,) ln2 n__} in, n)}
» - M - a L S - = r - Yy
A'(AA) A= : : : :
| -% -4 -4 i -
(nr_‘n‘) in —1“2’ ‘nl"-ln-‘l] n-n__, in lnr]
- n ' 3 * - n ' s n v n
(nrnl)% (n,n, "% (n_ny * (n, r_‘)"* n-n,
i "7 n r- n v n ot v n * =T B

¥ por tanto se tiene que
(A8B-C){AA)1(ABB-C)

=8ATAAYAS

n(n—vnl) (n*n)(n—yn) (n*n+n )(n Zn‘ (Zn )(n-Zn) (Tn Hn-Zn)

—1
n(n-En) {n+n,){n- Zn) (n;+n +n3)(n—z ndy. . EnHn-E a0 T nn-3n)
B i=1 i=1 i=1 i=3




- 18

={ £ (% -50X,-Xr ]

por lo que la estadfstica de prueba ascciada al juego de hipétesis (7.4) puede
escribirse como

r o — -
I],Z ng. (xu"xl) (xij"xl) '

15 50, (x - £ n (K- X=Xy

=1 j=1 i

y sigue una distribucidn Al{p,n-r,r-1). Esta forma de la estadistica de prueba colncide
con la presentada en Mardia, Kent & Bibby (1979, Cap. 12).
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8 Conclusiones

E]l material presentado en este trabajo permite hacer una serie de consideracicnes
referentes al andlisis de modelos lineales que pueden sintetizarse de la siguiente
manera;

La proposicién de un modelo lineal generalizado de andlisis de varianza multivariado
realizada por Potthoff & Roy (1964). ha dado origen a una serie de trabajos en los que
se discuten diferentes proposiciones y apectos det analisis de este modelo. La
importancia del modeio de Potthoff y Roy es clara, considerando el hecho de que
permite englobar una serie de modelos que histdricamente han sido discutido por
separado en la literatura, como es el caso de los modelos de andlisis de regresién, los
modelos de diseifio experimental y algunos modelos de crecimiento entre otros. Sin
embargao y hasta la fecha, los procedimientos de andlisis estadistico que se han
" sugerido para este modelo generalizado presentan deficiencias, algunas de las cuales
ya han side sefialadas en la literatura y otras que se discuten en este trabajo.

Diferentes ventajas asociadas con determinar un esquema de anilisis apropiado del
modeio de Potthoff y Roy pueden sefialarse. En el andlisis de modelos de disefio
experimental, no se requijere de la eiaboracién de un cociente de verosimilitudes para
cada modele y para cada hipdtesis particular, determinado en cada caso la distribucidn
correspondiente de la estadistica de prueba. Existen propousiciones de reparametrizar
los modelos de diseio experimental y analizar éstos utilizando técnicas de andlisis de
regresidén, sin embargo |a eleccién de una particular reparametrizacién en la maycria
de los casos no resulta clara. La ventaja de analizar los modelos de disefio
experimental con técnicas de andlisis de regresién reside en el hecho de que las
técnicas de andlisis elaboradas para dstos, requieren de procedimientes matemdticos
mds simples e incluso existe la ventaja de que los supuestos del modelo tales como
normalidad, independencia y varianza constante de los errores, pueden ser analizados
mediante una serie de graficas de residuos contra diferentes variables como scon las
variahles esplicativas, el valor estimado de la variable dependiente, etc. Esta
verificacidn de la suposicién del modelo a través de graficas de residuos no resuita
una caracteristica comin en los esquemas de analisis de modelos de disefio
experimental. En los modeios mulitivariados de andlisis de regresién puede sefialarse
que existen diferentes proposiciones de lo que es una hipdtesis lineal general, que en
algunas situaciones corresponden a casos particulares de la hipdtesis lineal general
propuesta por Potthoff vy Roy y en otras ceinciden con ésta,
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Entre las apotaciones de este trabajo pueden sefialarse las siguientes:

-S5e elaboran teoremas generales scbre distribucion de matricesde formas
cuadrdticas.

-Se expone una derivacién exacta. mediante procedimientos matemdticos simples,
del cociente de verosimilitudes asociado a una hipdtesis lineal general en el
modeio de Potthoff y Roy.

-8e propone una manera de analizar el concepto de estimabilidad lineal en el caso
multivariado, que reproduce comoc caso particular la definicién existente para los
modelos unlvariados.

-Se define el concepto de parametrizaciones analizdndose algunas de sus
propiedades. Mediante esta defincién es posible generar reparametrizaciones de
manera simple para los modelos de rango incompleto.

-8e deriva la distribucién exacta de la estadistica de prueba de cociente de
verosimilitudes generalizado asociada a una hipdtesis lineal general en el modelo
de Potthoff y Roy.

Gran parte del anilisis de modelo multivariado de Potthoff y Roy asociado con la
definicién de reparametrizaciones y los procesos de estimacién y contraste de
hipétesis requiere del cidiculo de descomposiciones y productos de matrices.
Histdricamente este tipo de procedimientos no resuitaban atractivos dada la
complejidad de los cdlculos involucrados en una aplicacién particular; sin embargo,
cabe sefialar que con los actuales equipos de computo, incluyendo los de useo
personal, es posible manejar con relativa facilidad los aspectos numéricos asociados
con operaciones matriciales. Resulta oportuno mencionar que una impiementacién
adecuada de los procedimientos de andlisis de modelos lineales que se discuten en
este trabajo, resultaria en un paquete de cémpute con une gran versatilidad en
comparacién a la mayoria de los paquetes de céomputo que actualmente circulan en el
mercado. cuyas capacidades se limitan por ejemplo al andlisis de modelos de disefio
experimental con algunos esquemas predeterminados de disefios.

Por dltimo, resulta de interés seflalar algunas lineas de Investigacidn que pueden
seguirse en el andlisis del modelo Potthoff y Roy, entre las cuaies se pueden
mencionar las siguientes:

-La elaboracitn de intervalos de confianza con cuantiles obtenidos de manera
exactao.
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-Elaboracién de propuestas de andlisis de los supuestos del modelo a través del
uso de residuos.

-Determinar la distribucién de! estimador de la matriz de parimetros estimables 8
y la distribucion del estimador de !a matriz de covarianza comiin a las
observaciones X.

-Determinar la forma del estimador de la matriz de pardmetros estimables 8 bajo
la hipdtesis nula,

-Determinar el cociente de verosimilitudes para la hipdtesis lineal general en
funcién de las estimaciones de la matriz & bajo la hipdtesis nula y sin
restricciones.

-Elaboracidn de rutinas de cdmputo que implementen e! esquema de andlisis
propuesto en este trabajo.
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Apendice

En esta seccién se presentan algunos resultados bdsicos del dlgebra de matrices y
tiene el propdsito de servir de referencia a los resultados utilizados en este trabajo.
Las demostraciones de los teoremas no inciuidas aquf pueden consultarse en textos
camo Mardia et al{1979), Seberi1981), Graybiil{1976) ¢ Rao(1973). La demostracitén del
teorema A, puede encontrarse en Deemer & Olkin {1951},

DEFINICION A.,l. Una matriz Anx:p es un arreglo de numeros en n renglones y p
columnas como sigue

au 4z 0 . 3“:

= = a [ W a
Anxp'(alj)- o P
2y 8y ¢ b anp

51 n=p se dice que la matriz es cuadrada. 8i A___ es una matriz con au=1 =l,...n ¥y
au=0 i#j se dice que A es la matriz indentidad y se denota por 1.

Los renglones de la matriz A se denotan por A',...,A}, ¥ las columnas por Am..‘...A(p,
de monera que A puede escribirse como

Al

DEFINICION A.2. La matriz transpuesta de una matriz Anxp=(alj) se denota por A' y se
define como la matriz

By By . a_,
L] ey e
Anxp—fa]l)- By gy« -0 a_,
8, a, 3
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DEFINICION A.3. Las matrices de una coiumna se dencminan vector columna y se
denotan por

Los vectores renglén se denotan por el transpuesto del correspondiente vector
columna. En este trabajo, la denominacidn vector corresponde a vector columna.

DEFINICION A.4. El vector de dimensién n con todas sus entradas iguales a la unidad

se dencta por 1. En algunas ocasiones, cuando ia dimensién n se sobreentiende, este
vector se denota simplemente por 1.

DEFINICION A.5. Si A=(auj es una matriz de orden nxn, se define el vector columna
Diag(A} como el vector

%

Diag(A)=

al‘lﬂ

Se define también la matriz Diag(a) donde a'=(a,,....,a, } como

a, 0. 0
Diag(Al= | 0 a,... 0
o 0. 8,0

DETFINICION A.6. Una matriz r‘\nxn={a”} es diagonal si au--O cuando i#j.
DEFINICION A.7. \Una matriz A es simétrica si A=A".

DEFIN'IS[ON A.8. La traza de una matriz A_,_ se denota por tr{A} y se define como
tr(A)=} a; .

L=

DEFINICION A.9. Una matriz Anxp se denomina - particionada cuando se escribe en
términos de submatrices: es decir
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All(nlxp‘] . A1-"(nl7q:2) - .
Anem | S B .- L - {(a.1)

A21(112::1»‘) Aﬂ(nzxpz) :

donde n=ng+n, y p=p,-p,.

DEFINICION A.10. Los vectores X,,...X, son linealmente dependientes si existen
nimeros 3,,....,8, no todos cero tales que

T 5,X=0
- e

51 los vectores X,,....,X_ no son linealmente dependientes se dice que son linealmente
independientes.

DEFINICION A.l. El rango de una matriz Anxp se denota por r{A) ¥y se define como e!
mdximo ntimero de renglones linealmente independientes ¢ el mdximo ntimero de
columnas linealmente independientes. Si el rango coincide con n & p se dice que la
matriz es de rango completo. Si n=p y rlA}=n se dice que la matriz es no singular.

DEFINICION A.12. La inversa de una matriz A, _ de rango completoc se denota por
A™!' y satisface las propiedades AAT'=AT'A=L.

DEFINICION A.3. Una inversa generalizada de una matriz Ay BS cualquier matriz G
que satisface AGA=A.

DEFINICION A.14. Se dice que una matriz A, es idempotente si AA=A,

DEFINICION A.15. La matriz A__
transpuesta; es decir, si AA'=L

n ©s ortogonal si su inversa coincide con su

DEFINICION A.16. la matriz A, es definida positiva si para todo vector no nulo
XzR™, X'AX>0 y se denota por A>0.

DEFINICION A.17. La matriz A, = es semidefinida positiva si para todo vecto Xe¢R"™,
X'AX>0 y se denota por A>0.

DEFINICION A.18. El determinante de una matriz cuadrada A de orden n se denota
por {Al y se define como
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a

JAl= E (-0¥%a a8,

LEpP
donde P es el conjunto de todas las posibles permutaciones (ij......p) de {1,2,.....n) ¥

a{(t)=1 si la permutacion es impar y 5(t)=2 si la permutacién es par. Si !Al=0 se dice
que A es no singular,

DEFINICION A.19. Para una matriz cuadrada A -(au ), el cofactor de a,; se denota
por A, y se define por (- N veces el menor de a; donde el menor de ay es el
determinante de la matriz que resulta al eliminar el rengldn iy la columna j de la
matriz A.

DEFINICION A.20. Sea A_,, cualquier matriz. El polinomio P(a)=lA-21| tiene n rafces
Ay denominados valores priopios de la matriz A. Los vectores Y,....,Y que

satisfacen A=), i=l,....,n se denominan vectores propios de la matriz A,

DEFINICION A.21. El producto Kronecker de Anxp Y Bpxp se denota por A®@B y se
define como le siquiente matriz de dimensién npxnq

a,B a., B..... a'PB
A@B= a, B a,B.... amB
a, B a,B..... aan

TEOREMA A.l. Sea A una matriz cuadrada de orden n con valores propios f P W 4
sean XI.XZ......XP vectores de dimensién n. Las sigulentes relaciones se verifican

a) er(A)= 3 %,
b) er{A: B)=tr(A)ztr(B)
c) tricA)=oatr(A)

d) er ng"AX‘]=tr[A(§lxlx’,)]

el tr(AB)=tr(BA) para matrices A, ¥y B___.
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TEOREMA A.2. Sean A y B matrices cuadradas de arden n, ¢ una constante y ,,....A,,
los valores propios de A. La funcién determinante satisface las siguientes propiedades

n
a) 1Al= 11 &,
b lcAi= cPIAl

c) 1A= |AI™! si JAI#0

d) iAB|=1Ai{|BI

e) Definiendo A como en {a.1} se obtiene que
AL=IA, i [A~A, AT} A i

=1AHA ~A AL A,

12" 22

TEOREMA A.3. Sean A_,_ vy B, matrices cuadradas de rango n y c una constante.

Las siguientes propiedades se verifican:

N \
a) A™i= TAl (Ay)

b) (cA) = ctA™!
c) (AB)"t=B"tA~!

d) Sea A definida como en (a.1). La matriz A™! en términos de las submatrices de
A corresponde a

Al Al2
A=
A:: AZZ
donde

A= (A -ALAZ A, )
A= -ATIA A%
A¥= AL A, AM

A= (An-Aza A;l Alz)-x
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TEOREMA A.4, Si prp es una inversa generalizada de X'X donde X es una matriz de
dimensién nxp entonces

a) G es una inversa generalizada de X'X

b} XGX'X=X; es decir. GX' es una inversa generalizada de X
c) XGX' es invariante a G.

d} XGX' es simétrica lo sea ¢ no G,

TEOREMA A.5. Sean Anxp’ Bpxq ¥ prq matrices y sea W?2 el vector de dimensién pg
definido por

Las siguientes propiedades se satisfacen:
a) a{A®@B)= (tA)@B=A®{aB)
b) Ae(BeC)=(AeBleC
c) (A@B)=A'@aB’
d} (Ae@ B)}(FeG)={AF)@(BG)
e) (A®B)™'= A"'@B™ si r(A)=n=p y r(Bl=p=q
f) (A+B)eC= (A®C)-BaC
g) A®(B-Cl=A®B+A®C
h) (AWB)a=(B'0 AJWR
TEOREMA A.6. 5| A es ortogonai entonces
a) ATl'= A

bl AA'= A'A=]
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c) lAl==1
d} aja;=ay,a.,,=0 17
e) aja;=aj, =t 1=

TEOREMA A7, Sean A, B, . C_ .y D, matrices tales que r(C)=n y r{D)=p. La
funcién rango satisface las siguientes propiedades:

a) 0sr{A)Smin{n.p}

b) r{A)=r(A"}

&) f(AB) =min{r(A).r{B)}
d} rA'A}=r(AA")=r(A)

e) r(CAD)=r{A)

f} Cuando n=p, r(A)=p & |A|=0

TEOREMA A.8. Si A, >0y B >0 entonces
al IA1>0
b} A™1>0

c) ATEBRD
TEOREMA A9 A es idempotente de rango r si y sdlo si A =k =.. =1 ¥y

nxn
Ay Seaon=h =0 donde A ,A,,.....A son los valores prepios de la matriz A.

TEOREMA A.10. Todos los valores propios de uma matriz simétrica son reales.

TEOREMA A.ll Si A es una matriz cuadrada de orden n y x,,....A, los valares propios
de A entonces

8) AD0®A >0 i=...n

b) AZ0® X, 20 i=1,....n
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TEOREMA A.12. El rango de una matriz A
distintos de cero.

o ©5 igual al nimero de valores propios

TEOREMA A.13. (Descomposicién espectral}. Cualquier matriz simétrica A___ puede
escribirse como

uau > u.u

A= UAU'= 2 % )

Pyl S €Ll £}

dende A=diag(kl...‘..kn}, M senh 500 los valores propios de la matriz A y U es una
matriz ortogonal cuyas caolumnas son los vectores propios estandarizados de A.

TEOREMA A4, Si A _ 0, existe una matriz simétrica y definida positiva A% tal que

A=ABAS,

TEOREMA AlS. Si A >0 y B__ >0, los valores proplos de BT A, AB™ y B™® AB™®
son los mismos.

TEOREMA A6. S| A = es una matriz de rango r, existe una matriz U___ con
columnas ortonormales tal que WAU=A, donde A=diag()&1,.....}\r). Los valores LY .
corresponden a los valores propios de A diferentes de cero y las columnas de U son

los vectores propios correspondientes.

TEOREMA A.17. {Descomposicidén en valores singulares }. §i Anxp es una matriz de
rango r, entonces A puede ser escrita como A=UIV donde U___, Vpxr son matrices
con columnas ortonormales; es decir, WU=V'V=] y % es una matriz diagonal con
elementos positivos.

TEOREMA A.18. Si Apxp es positiva definida y Bpxp es simétrica entonces existe una
matriz prp de rango completo tal que

il WAW=]
i) WBw=D

donde D es una matriz diagonal de los valores propios de BA™,

TEOREMA A.19. See A_, ., una matriz de rango r donde man. La matriz A puede
expresarse como

i
r
Amxn™ umxm ( r) vrxn

Olm—rlx

donde U'U=Il y r(V)=r,



TEOREMA A.20. Sea A_, _ una matriz de rango

n
expresarse como

A =Uu

mxn mxr (

1. O

rx(n—r)) an.n

donde V'V=] y r(U}=r.

TEOREMA A2l. Sea A  una matriz de rango

expresarse comno

0

_ (m-rixr
mxn umxm ( [r' ) Vr:m:n

A

donde WU=] y r(V)=r.

TEOREMA A.22, Sea A_, . una matriz de rango

n
expresarse como

Arﬂx.r:= umxr(orx(n-r) lrxr) v:'lxn

donde V'V=I y r(U}=r

TEOREMA. A.23, Sea A, una matriz de rango

n
expresarse como

A__=U Le o

mxn mxm
o(m—

rixr

donde U'U=[ y r(V)=n.

nxn

TEOREMA A.24. Sea A ., una matriz de rango

n
expresarse como

| (o)
o O

rxin-r}
{m-rixr tm-rixin-r!

donde V'V=1 y r(U)=m.

\ v

nxn

r donde

r donde

r donde

r donde

r donde

msen.

msn.

msn,

man.

msn.,

La

La

La

La

TEOREMA A.25. Sea X__ .. una matriz simétrica, W‘=(w,......wp)

constantes Ay a_,

y ca'W

A TIwW

a

- Los siguientes resultados se verifican

matriz

matriz

matriz

matriz

matriz

A

A
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puede

puede

puede

puede

puede

y matrices de
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dWAW _,
b) S 2AW
I S
o 21X -
@y n .
Xy iz}

donde X, es el cefactor i.j de X,

dq) 24miXt J;u\l{)(! = zX -DiagX™
e %’l: A+A'-Diag(A)
TEOREMA. A.26. Sean A . B . X ¥ matrices, donde las entradas de la
pxp nxn' “nxp nxp :

matriz Il son distintas. Definiendo

f‘fgl)=trA(X—ll)' B(X—u)
se tiene

_ ia%&—- = -2B{X-{}A

TEOREMA A.27. Sean Apxn, Bpxq Yy [Im(p matrices, donde las entradas de la matriz {
son distintas, Las siguientes propiedades se satisfacen:

3 tr(A|lB)

a) U

= A.B'

b) Si L y N son matrices simétricas.

otr(|’AllB) _
——au—-— 2A[IB

c} St n=p y |l es no singular

lmiftl .
-a—{l_—w’) 1

TEOREMA A.28. Sea anp una matriz y sea Y una transformacién definida por

n
Y“xp=r\XB. E! jacobiano de la transformacidn inversa de Y=AXB estd dado por

EE SET——
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TEOREMA A.79, Sean A ...,)\p valores no negativos. La media geomsétrica de

2'"
)\1)\2..,..,). es menor o lgual a la media aritmédtica de }\l.}\z,....,k

<] P

DEMOSTRACION., Sea x=(xl......xp) y sea f(X) definida por
)
f(xX)= (lI;Ile)’

El méiximo de f{X) sujeto a {X{l=1 puede obtenerseutilizando multiplicadores de Lagrange
y se alcanza en los vectore o« de la forma

¥=(sp75, ., xp7Y)
El valor de flx) es p™P, por lo que se sigue que para todo vector unitario
Bt o x
Y= Lx's'i x2) \‘\u""':‘p)
el valor de f(Y) es menor o igual a p”P lo cual se traduce en que
i (& xo)
YUIP ¢ -l x
(lgl XyP<p =
o equivalentemente para valores X;= X330
(T 2)7P <t 5 A =%
=1 1 <-E lﬂzl l-l)
lo cual demuestra el teorema.

TEOREMA A _30. Sea Vpxp una matriz definida positiva y sea prp=(Q='Q2) donde las
matrices Q, y Q, son de rango completo con q y p-q columnas respectivamente tales
que Q,;Q_=0. La siguiente ecuacién se satisface

Q(Q,VQ,)"'Q= V™I V1Q,(Q,V'Q,) ' Q, V™!

TEOREMA A.31. Sea | quh' Cm‘8 ¥ Dg.a, matrices. St la condicidn

gxc’ Aﬂxﬂ'
A{B=CiD

se satisface para toda matriz i, entonces A=C y B=D,

TEOREMA A.32, Sean Eop ¥ A,,p matrices simétricas y definidas positivas. Sea la
funcion f(Z) definida por '



flE}={Z]™® exp{-tr TUIA)
E| supremo de f(T) sobre I se alcanza en Fant A y estd dado por .

F(£)=in—*A "™ exp(- np)



BIBLIOGRAFIA




137

Bibliografia

Anderson T. W, (1987). An Introduction to Multivariate Analysis. Wiley, New York.
Cramér H. (1946). Mathematical Methods of Statistics. Princeton University Press.

Deemer W.L. & Olkin 1. (1951). The Jacobians of Certein Matrix Transformations
Useful in Multivariate Analysis. Biometrika 38, 345-367.

Fujikoshi Y. (1974). The Likelihood Ratio Tests for the Dimensionality of Regression
Coefficients. fournal of Multivariate Analysis, Vol. 4, pp. 327-340.

Geisser S. (1980). Growth Curve Analysls. In: Handbook of Statistics, Vol. 1. Edited by
P. R. Krishnaiah, pp. 89-115. North-Holland, New York.

Gleser L.J. and Olkin 1. {1970). Linear Models in Multivariate Analysis. In: Essays in
Probability and Statistics. Edited by Bose R.C., Chakravarti I.M., Mahalanobis P.C.,
Rao C.R. and Smith K.J.C. The University of North Carolina Press.

Graybill F.A. (1976), Theory and Application of the Linear Model. Duxburry Press.

Grizzle J. and Allen D. M. (1969). Analysis of Growth and Dose Response Curves.
Biometrics 25, pp. 357-381,

Heck D.L. (1960). Charts of Some Upper Percentage Points of the Distribution of the
Largest Characteristic Root. Annrals of Mathematical Statistics 31, pp. 625-642,

Hotelling H. (1951}, A generalized T Test and Measure of Multivariate Dispersion.
Proceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical statistics and
Probability. pp. 23-41. Berkeley and los Angeles: University of California Press.

Kabe D. G. (1975). Some Results for the GMANOVA Model. Comunications - in
Statistics 9, pp. 813-820.

Kenward M. G. {1986). The Distribution of a Generalized Least Squares Estimator with
Covariance Adjustment. Journal of Multivariate Analysis, Vol. 20, pp. 244-250,

Kres H. (1983). Statistical Tables for Multivariate Analysis. Springer-Verlag, New
York,



138

Lee ]J. C. (1982). Clasification of Growth Curves. In: Handbook of Statistics, Vol. 2,

pp. 121-137. Edited by P. R. Krishnaiah and L. N. Kanal. North-Holland Publishing
Company.

Lee Y. H. K. (1974). A Note on Rao's Reduction of Potthoff and Roy's Generalized
Linear Model. Biometrika 61, pp. 349-351.

Mardia K.V., Kent J.T. and Bibby J.M. (1979). Multivariate Analysis. Academic Press,
London.

Mendoza J.R. (1987). La Distribucidn Normal Multivariada y su Reélacién con Otras

Distribuciones. Tesls de Licenciatura en Actuarfa, Facultad de Ciencias, UNAM.,
México.

Mendoza J.R. (198B). Algunos Teoremas Generales sobre Distribucidn e Independencia
de Formas Cuadrdticas y Lineales en Matrices de Datos Normales. Reporte stl,
Laboratorio de Estadistica, Facultad de Ciencias, UNAM,

Montgomery D.C, (1976). Design and Analysis of Experiments. Wiley, New York

Mudholkar G.S., Davidson M. L. and Subbaiah P. (1974). Extended Linear Hypotheses

and Simultaneous Tests in Muitivariate Analysis of Variance. Biometrika 61, pp.
457-477.

Posten H. O. and Bargmann R. E. (1964). Power of the Likelihood-Ratio Test of the
General Linear Hypothesis in Multivariate Analysis. Biometrika 51, pp. 467-480.

Potthoff R.F. and roy S.N. (1964). A Generalized Multivariate Analysis- of Variance
Model Useful Especially for Growth Curve Problems, Biometrika 51, pp. 313-326

Rao C. R. (1959). Some Problems Involving Linear Hypothesis in Multivariate Analysis.
Biometrika 46, pp. 49-58.

Rac C. R. (1965)., The Theory of Least Squares When the Parameters are Stochastic
and its Application to the Analysis of Growth Curves. Biometrika 52, pp. 447-458.

Raoc C. R. (1966). Covariance Adjustment and Related Problems in Multivariate
Analysis. In: Multivariate Analysis: Proceedings of an International Sympasium. Edited
by P. R. Krishnalah. Academic Press, New York,

Rao C.R. (1973). Linear Statistical Inference & its Applications. Wlley, New York.



139

Roy S. N. (1953). On a Heuristic Method of Test Construction and its Use in
Multivariate Analysis. Annals of Mathematical Statistics 24, pp. 220-238,

Searle S.R. (1971). Linear Models. Wiley, New York.
Seber G.A.F. (1984). Multivariate Observations. Wiley, New York.

Smith, H., Granadesikan R. and Hughes J. B. (1962). Multivariate Analysis of Variance,
{MANOVA). Biometrics 18, pp. 22-41,

Srivastava J. N, (1966). Some Generalizations of Multivariate Anaelysis of Variance. In:

Muitivariate Analysis: Poceedings of an International! Symposium. Edited by P. R.
Krishnalah. Academic Press, New Yaork.

Timm N. H. (1980) Multivariate Analysis of Repeated Measurements. In: Handbook of
Statistics, Vol. 1, pp. 41-87. Edited by P. R. Krishnaiah. Narth-Holland, New York.

Tubbs J. D, Lewis T. O. and Duran B. 5. (1975). A Note on the Analysis of the
MANOVA model and its Application to Growth Curves, Communications in Statistics
7, pp. 643-653.

Wilks S5.5. (1932). Certain Generalizations in the Analy‘sls of Variance. Blometrika 24,
pp. 471-494. -



	Portada
	Prefacio
	Índice
	1. Introducción
	2. Antecedentes del Análisis Estadístico de Modelos de Análisis de Varianza
	3. Resultados Generales sobre Distribución de Formas Cuadráticas
	4. La Prueba de Conciente de Verosimilitudes Generalizado bajo el Modelo General de Análisis de Varianza Multivariado
	5. La Distribución de la Estadística de Prueba
	6. La Tabla de Análisis de Varianza Asociada a la Hipótesis Lineal General en el Modelo E(X)=D E
	7. Aplicaciones de la Hipótesis Lineal General
	8. Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía



