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INTRODUCCION.

Los politopos convexos son los andlogos n-dimensionales de los poligonos en el

plano y de los poliedros en el espacio tridimensional.

En esta tesis estudiaremos algunas de sus propiedades y trabajaremos con las

caras de las distintas dimensiones de estos conjuntos (vértices, aristas, etc.).

El punto central de esta tesis serd probar que existen dos formas de caracterizar
a los politopos convexos. De hecho, la primera forma de caracterizacién sc desprende
de la definicién de politopo convexo y esti dada en términos de los vértices (o
caras de dimensién minima) del conjunto, la segunda caracterizacién se deriva del
concepto de conjunto poliédrico y estd dada en términos de las facetas (o caras de

dimensién méxima) del conjunto.

Probaremos entonces uno de los resultados mds importantes en la teoria de
politopos, esto es el hecho de que los politopos convexos son precisamente los con-

juntos poliédricos acotados.

Para lograr esto aplicaremos la nocién de polaridad a los politopos convexos

y a los conjuntos poliédricoes, ya que de este modo apreciaremos mds claramente el
papel dual que juegan los vértices y las facetas de estos conjuntos.

En las dos primeras secciones se presentan algunos hechos generales de ta teoria

de convexidad que serdn nccesarios para desarrollar el trabajo que sigue.

En la seccién 3 se introduce el concepto de cara de un conjunto convexo y

en las secciones 4 y 5 se definen los conceptos de politopo convexo y de conjunto



- poliédrico,
Los resultados de polaridad que necesitamos se presentan en la seccién 6 y en

la siguiente seccién se prueba el teorema central de este trabajo.

Para terminar, se habla brevemente del concepto de dualidad y se utilizan los
s6lidos platénicos para ilustrar geométricamente algunos de los resultados obtenidos

en esta tesis.



1. ESPACIOS AFINES

A lo largo de esta tesis nos situaremos en el espacio euclidiano n-dimensional
R™. El marco mas adecuado para estudiar a los conjuntos convexos en general y a los
politopos en particular es la estructura afin de ™. Por lo tanto, en esta seccién se
hara una breve descripcién de esta estructura afin, para lo cual asumiremos la fami-
liaridad del lector con la estructura lineal de B"™, as{ como con su producto interno
canénico, { , ), con la norma definida por este producto, || ||, y con algunos
conceptos clementales de_ topologia tales como el interior int M, la cerradura M y

la. frontera fr M de un conjunto M C R".

Un conjunto A contenido en B™ es llamado un subespacio afin de R" si para
cualesquicra dos puntos z, y € A, A contiene a la recta que pasa por esos dos

puntos, es decir, si z, y € A entonces Az + (1~ A)y € A para todo A € R.

Los subespacios afines que contienen al origen son subespacios vectoriales de

R™. Por un espacio afin se entendera un subespacio afin de algin R".

SiACR"ya€R" el conjunto A+ a:={z+a|z€ A} es llamado la

translacion del conjunto A por el vector a. Todo espacio afin A no vacio es la

translacién de un tdnico subespacio vectorial de R”:

A=L+adondea€AyL={z—a|z€A}.

Una combinacidon lineal de los puntos z,. .., Ty, en R” es una suma de la forma

MIZyi+ o+ ATy, = Z‘";l Aiz;, donde cada A; € R.

Una combinacidn afin de los puntos z,,...,Z, en R” es una combinacién lineal
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en la que )\1+»--+A,,;=1. :

PROPOSICION 1.1. Sca A C R". Entonces A es un subespacio afin de B"

81 y solo st toda combinacidn afin de puntos de A estd nuevamente en A.

Dado que la interseccién de subespacios afines de R™ es también un subespacio
afin, se puede definir la cerradura afin de un cor;junto S en R" como la interseccién
de todos los subcspacios.aﬁ‘nes de R" que contienen a §. af § scrd entonces el
subespacio afin mdis pequerio de R” que contiene a §. Denotaremos a la cerradura

afin de S por af S.

PROPOSICION 1.2. Sea S C R™. La cerradura afin de S es el conjunio de

todas las combinaciones afines de elementos de S.

Un conjunto finito de puntos es linealmente (afinmente) independiente si ningu-
no de sus puntos puede ser expresado como combinacién lineal (afin) de los otros
puntos. En caso contrario se dice que el conjunto es lincalmente (afinmente} de-

pendiente.

PROPOSICION 1.3. El conjunto {zq,...,Zm} €3 linealmente (afinmente) de-
pendiente si y s6lo si el origen puede ser ezpresado en la forma 3w, Aizi con algin

Xi#0 (yeon Y io, A =0 en el caso de dependencia afin).

Un espacio vectorial (afin) es llamado d-dimensional si el méximo nimero de
puntos linealmente (afinmente) independientes en él es d (d + 1). La dimensién de

un espacio A se denotard por dim A.



La dimension de un espacio affn A no vacio es la dimensién del espacio vectorial
L tal que
A=L+a.

Los espacios afines de dimensiones 0, 1 y 2 corresponden a puntos, rectas y

planos, respectivamente. La dimensién del conjunto vacfo se define como

dim@ = —1.

Un subespacio afin H de un espacio afin 4 con dim A = n es llamado un

hiperplano de A sidim H =n - 1.

Todo hiperplano H en R"™ puede representarse por una ecuacién del tipo -
{z,a) = o donde & € B, a cs un vector fijo no nuloen B" y { , ) representa cl

producto interno canénico en B,

Denotaremos al hiperplano H por

H{g,0) ={zeR"|{z,a) = a}.

- El vector a es llamado vector normal de H(a, ).

A los conjuntos

Kle,e) ={z € B" | {z,0) € a}

K(-a,~a)={zcR"|{z,~a) < —a}={zcR" | (z,a) > a}

se les llamard semiespacios cerrados definidos por el hiperplano H(a, @).
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Los semtiespacios abiertos se definen de manera anéloga tomando las desigual-

dades estrictas.

Finalmente, definiremos una transformacidn afin como una funcién v, que va
de un subespacio afin de R™ en B™, que preserva combinaciones afines, es decir, que
k k
w( > A;x.-) =Y \ip(z)
i=1

i=1

donde Zk A =1

i=1
Si A = z+ L, donde L es un subespacio vectorial de R", entonces una funcién
A — R™ es affn si y sélo si existe una transformacién lineal ¢ : L — B™ y un

punto y € R™ tal que p(z + 2) = y + ¢(z) para toda z € L.

Sip: A — R™ es afin, entonces p{A) es un subespacio afin de R™, es dccir,
una transformacién afin conserva la estructura afin de los conjuntos. Ademas, las

transformaciones afines son continuas.

En el caso de que v sea una transformacién afin biyectiva, de un espacio afin
A en un espacio afin Ay, diremos que © es un isomorfismo afiny que A; y A, son
efinmente 1somorjos.

Dos espacios son afinmente isomorfos si y sélo si ticnen la misma dimensién.

En este caso podremos identificar un espacio con el otro como si de hecho fueran

iguales.



‘2. CONVEXIDAD

A gontinuacién intréduciremos el concepto de conjunto convexo y presentare-
mos algunos hechos bdsicos referentes a estos conjuntos. Asi mismo, podremos
observar algunas analogias entre los conceptos de convexidad y los conceptos afines
vistos en la seccién anterior. Al final de esta seccidn mencionaremos tres teoremas
de gran importancia en la tgom’a de convexidad que nos serdn muy utiles a lo largo

de este trabajo.

Se dice que un subconjunto C de R™ es convezo si para cualesquiera dos puntos,
z, y € C, el segmento de recta cerrado que une z con y estd contenido en C, es

decir, si dados z, y € C, entonces

[yl ={2z+(1-Ayj0<Ar<1}CC.

Los segmentos de recta semi-abiertos, (z,3], [z,y) ¥ el segmento abierto (z,y)
se definen de manera andloga tomando desigualdades estrictas. Los subespacios
afines de R", incluyendo a R" y al @), son convexos, lo mismo que todo semiespacio

(abierto o cerrado) de R”,

Una combinacidn conveza de los puntos z,,...,Tm en R” es una combinacién
1, 1

lineal "%, Az, donde Y00 A =1y Ap,.. s 20

PROPOSICION 2.1. Un subconjunto C de R™ es convezo st y sdlo st cualquier

combinacion conveza de puntos de C estd también en C.

Como la interseccién de conjuntos convexos es también convexa, dado un con-

junto M C R" podemos definir el casco convezo de M como la interseccién de todos
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los conjuntos convexos en R” que contienen a M. En otras palabras, la cerradura
convexa de M es el conjunto convexo mds pequeno en B" que conticne a M. La

cerradura convexa de M serid denotada por conv M.

PROPOSICION 2.2. Sea M C B™. El casco convezo de M es el conjunte de

todas las combinaciones convezas de puntos en M.

De hecho, el teorema de Caratheodory nos dice que si M C R" es tal que
dim(af M) = k, entonces conv M es el conjunto de todas las combinaciones convexas

de exactamente k + 1 puntos en M.

PROPOSICION 2.3. Sea M C R™ un conjunto compacto. Entonces conv M

es también compacto.

La dimensién de un conjunto convexo C C R" se define como la dimensién de

la cerradura afin de C.

Ll conjunto de puntos interiores de un conjunto C es llamado el interior de
C. Claramente, si un conjunto convexo C C R™ tiene interior no vacio cn R",
entonces dim C = n. Si dim C < n entonces C no tiene puntos interiores en R, sin
embargo, podemos definir ¢! interior relativo de C como el interior de C en af C.
Denotaremos al interior relativo de € por intrel €. Asi mismo llamaremos frontera

relativa , frel C, a la frontera de C en af C.

Por otro lado, como af C es un conjunto cerrado en B", la cerradura de C en
af C es también cerrado y coincide con la cerradura de C enR". Por lo tanto, no

serd necesario definir la “cerradura relativa” de ¢ y hablaremos simplemente de la
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cerradura'de C, a'la gue,den'ota‘re‘mo‘sxiquf‘ 5 o

PROPOSICION 2.4. SeaC Qﬁ"c’br’zjuntb convezo no vacio contenido en R".

Entonces intrel C # 0.

PROPOSICION 2.5. Sea C un conjunto convezo contenido en R". Entonces

para todo zg € intrel C y todo £, € C con xo # z; se tiene que |0, 21) C intrel C.

Las proposiciones anteriores permiten probar los siguientes hechos con respecto
a la cerradura, la frontera relativa y el interior relativo de un conjunto convexe ¢

contenido en BR".

PROPOSICION 2.6. Sea C C R"™ un conjunto convezo, entonces:
fa) C es convezo.
(b) intrel C es convezo.
(c) T = (C) = intrel C.
(d) intrel C = intrel G = intrel{intrel C).
{e) frel C = frel C = frel(intrel C).

({) af C = af C = af{intrel C).

(g) dim C = dim C = dim(intrel C).

PROPOSICION 2.7. Sea C un conjunto convezo contenido en R" y sea

z € C. Entonces las stquientes afirmaciones son equivalentes:
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fa) z € intrel C.

(b) ST A es una recta en of ¢ #on z € A, entonces ezisten punios yo, y1 € AnC

tales que = € (yo,y1)-
(c) Siy € C con y # z, entonces existe un punio z € C tal que € (y,2).

Se define el casco convezo cerrado de un conjunto M, cconv M, como el con-
- junto convexo cerrado mas pequefio que contiene a M. Es ficil probar que para

todo M C R” se tiene

cconv M = conv M.

Sea C un conjunto convexo cerrado no vacio en 8", Llamaremos semtespacto
soporte de C a un semiespacio cerrado K de R” tal que C C K y HNC 3 @, donde

H denota al hiperplano que determina a X.

Un hiperplano soporte de C seréd un hiperplano H en B" que acote a un semics-
pacio soporte de C. Si H es un hiperplano soporte de C y ¢ ¢ H diremos que H

es un hiperplano soporte propio de C.

Analiticamente, un hiperplano H(a, ), es un hiperplano soporte de C si y sélo
si

a= r;lea.éc(m, a)

o= ;rgg(:z:, a).

Ademss, H(a,a) serd un hiperplano soporte propio de C' si y sélo si H es un
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~hiperplano soporte de C y G

::gg(z,a) <,1zneaéc(z, a).

PROPOSICION 2.8. Sea C un conjunto convezo no vacio en R" y sea H un

hiperplano en R™. Entonces las sigutentes condiciones son equivalentes:
(a) H Nintrel C = 0.

(b} C estd contenido en uno de los dos semiespacios cerrados acotados por H

pero no en H,

De aqui se tiene que un hiperplano soporte £, de un conjunto convexo, cerrado,

no vacfo €, es un hiperplano soporte propio de C si y sélo si H Nintrel C = 8,

Finalmente, enunciaremos tres tcoremas basicos en la teoria de la convexidad:

TEOREMA 2.9. Sean Cy y C, dos conjuntos convezos cerrados contenidos
en R" tales que no tengan puntos en comtin y con al menos uno de cllos acotado.
Entonces eziste un hiperplano H en R™ tal que Cy estd contenido en uno de los
semiespactos abiertos definidos por H y Gy estd contenido en el otro semiespacio

abierto definido por H.

TEOREMA 2.10. Sea C un conjunto convezo cerrado en BR™ y sea z € frel C.

Entonces eziste un hiperplano soporte H de C tal que z € H.

Cabe mencionar que de hecho este teoremea nos sirve para caracterizar a los

conjuntos convexos cerrados. Esto quiere decir que un conjunto cerrado € (con
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intrel C # @) es convexo si y sélo si por cada punto de su frontera relativa pasa un

hiperplano soporte.

TEOREMA 2.11. Sea C un conjunto convezo cerrado no vacio en R". En-

tonces € es la interseccidon de sus semiespacios soporte.

Puede decirse que este tcorema nos da una representacién “externa” de un
conjunto convexo cerrado con base en los hiperplanos soportes del conjunto. Mds a-
delante utilizaremos esta forma de representacién para definir una familia particular

de conjuntos convexos.
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3. LAS CARAS DE UN CONJUNTO CONVEXO

En esta seccién definiremos ciertos subconjuntos “extremoé” de un conjunto
convexo. Dichos subconjuntos formaran la “cdscara” del conjunto convexo y nos
serdn de gran utilidad cuando trabajemos con los conceptos de polaridad y duali-
dad. Ademds, nos servirdn para dar una representacién “interna” de los conjuntos

convexos compactos.

Sea C un conjunto convexo cerrado en R™. Un subconjunto convexo F de G
es llamado cara de C si para cualesquiera dos puntos z, y € C tales que (z,y) N F

sea no vacio, se tiene que [z,y] C F.

Los subconjuntos @ y G de C son caras de C, Uamadas caras impropias; todas

las otras caras de C son llamadas caras propias,

Un punto = € C es llamado punto extremo de C si {z} es una cara de C. Esto
quiere decir que z no estd cn el interior relativo de ningin segmento de recta con
extremos en €, o equivalentemente, que C — {z} es también un conjunte convexo.

El conjunto de puntos exttemos de C se denotara por ext C.

Notemos que la interseceién de cualquier conjunto de caras de C serd nueva-

mente una cara de C.

Una cara F' de C es llamada una d-cara si dim F' = d y llamaremos faceta de

C auna cara F de C tal que dim F =dim C — 1.

Si € es un conjunto convexo cerrado con dim C > 1 y H es un hiperplano

soporte propio de C, entonces H N C es una cara propia de C. A este tipo de caras
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se les llamard caras ezpuestas de C. As{ mismo, se considerara al conjunto vacio y

a C como caras expuestas y diremos ‘que son caras expuestas impropias.

PROPOSICION 3.1. Toda cara F' de un conjunio convezo cerrado €3 un con-

junto cerrado,

DEMOSTRACION. SiF = §o F es unpunto extremo, no hay nada que probar.
Ahora supongamos que dim'F > 1 y sea = un punto en I y zp un punto en intre} F.
Si £ # =g, entonces {zg, z) estd contenido en intrel F. En particular, (zg,z)N.F # 0.

Por la definicién de cara’se tiene que z € F, probando as{ la proposicidén. Inj

PROPOSICION 3.2. Sea F' una cara de un conjunto convezo cerrado C y seq
G un subconjunto de I'. Entonces G ¢3 una cara de C st y s6lo 81 G es una cara

de F'.

DEMOSTRACION. SiG esuna cara de C se sigue directamente de la definicion
de cara que G ¢s también una cara de F'. Reciprocamente, supongamos que G cs
una cara de F y sean z y y puntos de C tales que (z,4) N G # @. Como G C F ¢l
segmento (z,y) también-intersecta a F. Esto implica que [z,y] C F puesto que F
es una cara de C. Por otro lado, como G es una cara de I se ticne que [z,3] C G

y por lo tanto que G es una cara de C. o

PROPOSICION 3.3. Sea F una cara propia de un conjunto convero cerrado

C. Entonces F C frel C.

DEMOSTRACION. Sidim C = —1 00, no hay nada que probar. Supongamos

entonces que dim C > 1. Sea F una cara de C y supongamos que existe un punto
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z en F' que pertenece a intrel C. Se probard que F = C. Seay € C. Siy =1z, ...
entonces y € F como se desca. Si y # z, entonces existe un punto-z € € tal que.::
z € (y,2). Como z € F y F es una cara, se sigue que [y, z] C F. En'par_tigul-ag =

y € F. Con esto se termina la prueba. o

De las dos proposiciones anteriores se obtiene inmediatamente el siguiente:

COROLARIO 3.4. SeAan F y G caras de un conjunto convezo cerrado C tales
que G G F. Entonces G Cfrel F.
COROLARIO 3.5. Sean I' y G caras de un conyunto convezo cerrado, C, en

R" tales que G G F. Entonces dim G < dim I,

DEMOSTRACION, Como G C F, tencmos que af G C af F y por lo tanto
que dim G < dim F. Supongamos que af G = af . G C I’ implica que intrel G C
intrel . Si aplicamos el corolario anterior, obtenemos que intrel G = @. Como ¢l
interior relativo de un conjunto convexo cerrado es no vacio, esto implica que G = 8.

Pero como af F' = af G sc tendria también que F = @ lo cual contradice la hipétesis

G # F'. Se concluye entonces que af G ¢ af I y por lo tanto que dim G < dim F. O

PROPOSICION 3.6. Sea C un conjunto convezo cerrado en B". Sea z € C
y s¢a F una cara de C que contenga a £. Entonces I' es la cara mds pequesia de C

que contiene a T si y sdlo si z € intrel F.
DEMOSTRACION. Siz € intrel F entonces, por el Corolario 3.4, I es la cara
mis pequeia de C que contiene a z.
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Reciprocamenfe, supongamos que I € f;é[ F,fenf;onces éxiste'ﬁn hiperplano
soporte H de F' que contiene a z. Deﬁnimos'G':%'F ﬂ H.. Sabemos que G es una
cara propia (expuesta) de F que conticne a z. De acuerdo con la Proposicidn 3.2,
G es también una cara de C, y por lo tanto, F no es la cara mds pequenia de €' que

contiene a z. Con esto queda probada la proposicién. o

PROPOSICION 3.7. "Sea F una faceta de un conjunto convezo ccrrado’G.

Entonces F ¢3 una cara ezpuesta de C.

DEMOSTRACION, ) Por la definicién de faceta se tiene que dim F > 0 y por
lo tanto que existe un punto z en intrel . De la proposicién anterior se sigue que
F cs la cara mds pequeiia que conticne a z. Como z € frel € existe un hiperplano
soporte propio de C en z, y por lo tanto, una cara expuesta propia G de C que
contiene a . Se tiene entonces que F C G ¢ C. Por el Corolario 3.5, se obtienen

las siguientes desigualdades

dimC - 1=dimF £dim G <dim C

lo que demuestra que dim G = dim F. Aplicando nuevamente el Corolario 3.5,

tenemos que G = F' y por lo tanto que F' es una cara expuesta de C. O

TEOREMA 3.8, {Krein-Milman). Sea C un subconjunto compacto y convezo
de B” y sea M un subcongunto de C. FEntonces las stguientes afirmaciones son

equivalentes:

{a) C = conv M.
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“(b) ext C C M,
Bn particular,
(¢) C = conv(ext C).

DEMOSTRACION. Supongamos queC =convM yquez€extC. Siz¢g M,
entonces M C C — {z} que es un conjunto convexo por la definicién de punto

extremo. Esto nos lleva a una contradiccién pues se tendria que C = conv M C

C ~{z}.

Para demostrar la afirmacién reciproca basta probar que € = conv(ext C},
pues en este caso sc tendrd también que C = conv M para cualquier subconjunto

M de C que contenga a ext C.

La inclusién conv(ext C) C C es obvia. La demostracién de la otra inclusién
se hard por induccién sobre la dimensién de C. Si dim € = —1 0 0 no hay nada
que probar. Si dim C = 1 la afirmacién es claramente vilida. Supongamos ahora
que la afirmacién es védlida para todos los conjuntos compactos y convexos con

dimensién menor que d, donde d > 2; sea C un conjunto compacto y convexo con

dim C =d. Seaz € C. Queremos demostrar que z esti en el casco convexo del
conjunto de puntos cxtremos de C. Si z € ext C, no hay nada que probar. Si
z ¢ ext C, entonees z pertenece al interior relativo de un segmento con extremos en
C. Podemos suponer que los extremos de este segmento estdn en frel C, es decir,
z € (Yo, 1) donde yo, y; € frel C. Sean Fg y Fy las caras més pequefias de C que
contienen a yp y a vy, respectivamente. Entonces Fp y F} son caras propias de C

y por lo tanto son conjuntos convexos compactos con dimensiones menores que d.
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Aplicando la hipétesis de induccién obtenéirio$,c§mqﬁ§p§ a1

extC y {z11,...,%19} C extFy C extOta]es:ng ‘conv: o
conv{zy1,..., 214}, Como z € (yo,41) ¥ (yo, 1) C conv{zor;i. ., Top, T11
se tiene entonces que = € conv{Toy, ..., Zop, F11y. -+, T1q)}, €5 decir, = estd en el casco ™ -

convexo de puntos extremos de C y el teorema estd probado. AR : - D

Esta representacién de ¢ con base en sus puntos extremos C = conv({ext ),

es la representacidn “interna” de la que hablamos al inicio de estd seccidn.
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4. POLITOPOS

Presentaremos en estd seccidn, a los conjuntos convexos para los cuales la
representacién “interna” mencionada en la seccién anterior, es finita. Este hecho
simplificard la estructura del conjunto y nos permitird probar algunas propiedades
de sus caras; propiedades que en general no tienen las caras de cualquier conjunto

convexo.

Llamaremos politopo convezo al casco convexo de un conjunto finito, no vacio,

de puntos en R".

Dado que por definicién, los politopos convexos son conjuntos convexos , en lo

sucesivo se omitird la palabra convexos y se hablard simplemente de politopos.
Diremos que un politopo F es un k-politopo si dim P = k.

Como el casco convexo de un conjunto compacto es también un conjunto com-
pacto, se tiene que los politopos son conjuntos compactos. Podemos entonces aplicar
el Teorema 3.8, para el caso particular en el que el conjunto compacto y convexo C

sca un politopo P, y se tendrd que P = conv(ext P).

PROPOSICION 4.1 Sea P un subconjunto no vacfo de R". Entonces las
siquientes afirmaciones son equivalentes:
{a) P es un politopo.

(b) P es un conjunto convezo compacto con un niimero finito de puntos ez-

tremos.
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probada.

La otra implicacién se sigue directamente:

conv({ext P).
Llamaremos vériices de un po!itopd P a los puntos extremos de P.

Un conjunto finito.de puntos, que genera a un politopo P, no ¢s dnico. Sin
embargo, por ¢l Teorema 3.8, podemos afirmar que existe un conjunto minimo de

puntos que generan a P, a saber, el conjunto de vértices o puntos extremos de P.

PROPOSICION 4.2, Sea P un politopo en R™ y sea I una cara propia de P.

Entonces F es también un politopo y ext F' = F Next P.

DEMOSTRACION, Por la Proposicidén 3.1, sabemos que F' s un subconjunto
cerrado del conjunto compacto P y por lo tanto I es también compacto. Ademids,
por la Proposicién 3.2, sabemos que un punto z € F es un punto extremo de F st

¥ sdlo 51 z es un punto extremo de P, es decir, ext ' = F Next P.

Por la Proposicion 4.1, ext P es finito, lo que implica que ext I también lo es.

Basta ahora aplicar nuevamente la Proposicién 4.1 para completar la prueba. ]

COROLARIO 4.3. Sea P un politopo en R™. Entonces el nimero de caras de
P es fintto.
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DEMOSTRACION. El Teorema 3.8 nos permite afirmar que ext P es un con-
junto finito. Por la Proposicién 4.2 sabemos que cada cara de P es el casco convexo

de un subconjunto de ext P. Esto implica que existe sélo tn mimero finito de caras

de P. 0

A continuacién probaremos que las caras de un politopo P son de la forma
H N P donde H es algiin hiperplano en R", es decir, que todas las caras de P son
expuestas. Cabe mencionar que esto no sucede para cualquier conjunto convexo,

como lo muestra el siguiente ejemplo;

Figura 1. . -

El conjunto C cs convexo y los puntos z, y, z y w son caras de C (puntos

extremos) que no son caras expuestas.

TEOREMA 44. Sea P un politope en R", Entonces toda cara de P es una
cara expuesia.
DEMOSTRACION. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que P es un n-
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politopo en R"™, Usaremos induccién sobre n.
Para n = 0 no hay nada que probar. Los casos n = 1 y n = 2 son obvios.

Supongamos entonces que la afirmacién es vilida para politopos con dimensién
mener que n, donde n > 3. Sea P un n-politopo en R". Las caras impropias de P
son, por convencidn, caras expuestas. Sea F una cara propia de P y sea z € intrel F.
Como z € frel P existe un hiperplano soporte H de P en z tal que H N P es una
cara expuesta propia de P que conticne a z. Dado que F cs la cara mis pequeiia de
P que contiene a z, tenemos que F C HNP. Si HNP = F, entonces I es una cara
expuesta como se desea. Si FP G H N P, entonces por la Proposicién 3.2, F' es una
cara propiz de H NP, Como HN P es una cara propia de P, se tiecne que HN P s
un politopo y que dim(H N P) < n. Si aplicamos la hipétesis de induceién a AN P
podemos afirmar que existe un hiperplano soporte H' de H (1 P en af(H N P) tal

que F'= H' 0 (HNP).

Ahora, extendamos el hiperplano H’ a un hiperplano A en H tal que ANP = F.
Observemos que dim A = n—2 > 1. Sea B un subespacio afin de R" con dim B = 2

ortogonal a 4 y sea 7 la proyeccién ortogonal de R” sobre B.

No es dificil ver que 7w{A) es un punto en B y que x{P) es un 2-politopo en B.
Probaremos que w(4) es un vértice de #(P). En caso contrario existirian puntos y,
z € P tales que w(y) # w(2) y con 7(4) € (x{y),7(z}). Encontramos entonces un
punto 1 € P tal que u € (y,2) y m(u) = 7(4). Ademds, como 7~ !{n(4)) = A se

sigue que v € Ay porlotantou € F=ANP.

Como F' es cara de P se sigue que , 2 € F. Pero F C A y por lo tanto n{v) =
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Figura 2.
7(A) para toda v € F, en particular, 7(y) = 7(2) lo cual ¢s una contradiccién. Con

esto hemos probado que 7(A) es un vértice de x(P).

Aplicando el teorema, que es valido en dimension 2, hallamos una recta L en
B tal que
LN x(P) = =n(4).

Definimos .

Hy :=af(AU L) = 7 1(L).

Entonces H; es un hiperplano soporte de P en R™ con H, N P = I, lo que prueba

que F' ¢s una cara expuesta. o
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5. CONJUNTOS POLIEDRICOS

: Recordemos que al final de la seccién .de convex1dad vxmosquc los conjuntos
convexos cerrados tienen una representacién “externa” dada por las intersecciones
de los semiespacios soportes del conjunto. Asi como hay conjuntos convexos que
tienen una representacién “interna” finita, también existen conjuntos convexos con
una representacidn “externa” finita. En estd scccign se estudiardn estos conjuntos
¥y, como lo hicimos con los politopos, probaremos algunas caracteristicas especiales

de sus caras.

Un subconjunto Q de R es llamado un conjunto poliédrico si @ es la inter-
seceién de un nimero finito de semiespacios cerrados de R". Conviene suponer, por

. n . ciqs
convencién, que R" es un conjunto poliédrico.

Se sigue de la definiciédn que los conjuntos poliédricos son conjuntos convexos

cerrados.

Todo hiperplano H en R™ es la interseccién de los dos semiespacios cerrados
definidos por él mismo. Por lo tanto H es un conjunto poliédrico. Asi mismo, como
todo subespacio afin de ®™ es la interseccién de un niimero finito de hiperplanos en

R™, se tiene que todo subespacio afin de B” es un conjunto poliédrico.

Dado que la estructura de las caras de @ es trivial cuando @ es un espacio afin
(sus dinicas caras son el conjunto vacio y @ mismo) y como todo conjunto poliédrico
@, con dim Q = d, es afinmente isomorfo 2 un conjunto poliédrico Q' en iRd, con
dim Q' = d, en lo sucesivo consideraremos dnicamente conjuntos poliédricos  en
R condim @ =ny Q # R",
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Todo conjunto poliédrico Q, con Q # R", tiene una reﬁreseht,_a'cri‘éh'de la forma - -

m
Q= ﬂK(z;, o)
i=1 . : G :
donde cada K{xz;, o) = {y € R" | {zi,y) € a; } es un semiespacio cerrado.

Se asumird ademids que K (zi,0:) # K(zy,05) parat # 5y i # O para toda

t=1,...,m.

Si @ = R™, @ tiene una representacidn @ = K(O, a) donde a es cualquier
niimero mayor o igual que cero. Por otro lado, si @ # R" existe un nimero infinito
de representaciones de @, ya que siempre podemos agregar semiespacios cerrados

que contengan a .

Diremos que una representacién del tipo

m
Q= K(zi )
i=1
cs irreduciblesin=1on> 1y
m
RG n Kz, o)
i=1
1#y
paratoda j=1,...,m.
En caso contrario diremos que la representacién es reducible. Es claro que de

toda representacién reducible podemos obtener una irreducible omitiendo algunos

de los semiespacios K(z;, cr;).

PROPOSICION 5.1. Sea Q un conjunto poliédrico en R" con dim Q@ =n y
QG #R". Sea
Q = Kz, )

i=1
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una representacion de Q con m > 1.; Entonces la representacidn es irreducible si y

s6lo g1

para cada j = 1,...,m.

DEMOSTRACION. Paracada = 1,.

Entonces Q = K(z;, ;) N Mj. Como d.im‘Q-i n;Se;débg tener que dim M; = n.
Por lo tanto intrel M; = int M; y M; ¢ H(zj, aj).r
Como HNintrel C = @ siy sélo si C estd contenido en alguno de los semiespacios

determinados por H perc no en H, de la observacién hecha arriba se sigue que la

condicidn que se desca probar es equivalente a las siguientes:
M; & K(zj,05), M; ¢ K(-zj,=o;) (%)

Si M; C K(~=z;,—ay), entonces se tendria que @ C K(z;,a;) N K(—z;,—aj) =
H(z;,e;), lo cual es una contradiccién, Por lo tanto la condicién (*) es equivalente

a M; ¢ K{zj, o).

IEsta nueva condicién es claramente equivalente a la condicién de la irreducibi-
lidad de la representacién de @,
m
QG [ (=i, ).

i=1
t#j

Con esto se termina la demostracién. . . o -
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TEOREMA 52.  Sea Q un conjunto |
R". Sea 7 o
Q= ﬂIf(m.,

¥=1

una representacidn de (. Entonces se cumpic"n lqs si'gy{é
m
(o) £ Q@ = U (H{zi, i) N Q).
=
(b) Toda faceta de Q es de la forma H(mJJ,d,‘)‘ﬂ‘Q. i

{¢) Todo conjunto H(z;,a;)NEQ es una faceta‘dé @ st iy sdlo st la representacidn

es trreducthble.

DEMOSTRACION. (a) .

“int Q mt ﬂ K(z‘,a,)

l—l

I _A ‘
Da

int K {z;, o)

W
-

(IC(I:, al) H(I..', ai))

i
T3

|
-

de donde,

0 = Q=i = 0 - ] (e ) - Hlei )
=Qn :l(K(a:‘,al) U Hzi, ) T

( n U K(z, ) ) U (Q N 6 H(z.-,a.-))

U

i=1

(H(z;, o) N Q)
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Por el Corolario 3.5 se infiere que F 5.H"(a:_‘.,-,q:_,‘):ﬁ Qv l(b)'est.z.'a. probado,

(c) Para = = 1 no hay nada que pr(SBaf. Si la representacién es irreducible
entonces cada H(z;, ;) es un hiperplano soporte de @, por lo que H(z;,0;) N Q
¢s una cara propia de @, para § = 1,.,.,m. Se quiere demostrar que H{z;, ;) N Q

tiene interior no vacio en H(z;, o).
Por la Proposicién 5.1 tenemos que
H(zj o) NQ = H(z;,a5) N ﬂ Kz, )
=T
= H(z;, ) N My
D H(z;, aj) Nint M;
#£0,
donde M; esti definido de la misma manera que en la Proposicién 5.1,
Como H (z;, ;) Nint M; es abierto en H(z;, o), entonces H(z;, a;) NQ es de
hecho una faceta, como se queria probar.
Supongamos ahora que la representacion de @ es reducible. Entonces Q@ = My
para alguna j € {1,...,m}.
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Si H(::t:,-r, a_.,-)ln Q fuer_t_a.:fi{i;ét de ﬂ Q4."-P§r lan oo

parte (a) existe £73 ,talfdue ze H pero nt‘dhc'es‘ép_of‘élrCdrbhirio 35 .

se debe tener que

L

lo cual implica que K(z;,a; =K(z,, ;) que és’una contradiccién. Por l(;tt;ntd o

H(zj, ;) N @ no es faceta de Q vy ¢l teorema estd probado. ‘ ‘o

Este teorema implica que la representacion irreducible de un conjunto poliédri-

¢o es unica.

PROPOSICION 5.3. Sea F una cara propia de un conjunto poliédrico Q en

R". Entonces exisie una faceta G de Q que contienc a F.
DEMOSTRACION. Podemos suponer que dim @ = n. Sea

Q = ﬁI{(Ii) C(,')
=1

una representacion irreducible. Sea z un punto en intrel F. Por ¢l teorema anterior
existe § € {1,...,m} tal que £ € H(z;,a;) N Q. Si definimos a G como G :=
H(z,05) N Q, entonces G serd una faceta de @ debido a que la representacién es
irreducible. Dado que ' cs la cara mds pequefia de @ que contiene a = se ticne que

F C Gy la proposicién estd probada. |

COROLARIO 54. Sea @ un conjunto poliédrico en R™. Entonces toda cara

de Q es un conjunto poliédrico.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior sabemos que toda cara propia

de @ es cara de una faceta de . Por el Teorema 5.2, las facetas de @ son conjuntos
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"*“poliédricos. - La_ demostracién se sigue ahora facilmente por-induccién, sobre la -

~ dimensién'de Q. S _ oo

COROLARIO 5.5. - Sea @ un conjunto poffédrico. Entonces el nimero de caras

de Q es findto.

DEMOSTRACION. Por cl Teorema 5.2, el ntimero de facetas de @ es finito y
como toda cara propia de @ es cara de alguna faceta de (), nuevamente se prueba

el resultado por induccién sobre la dimensién de Q. ]

Cabe mencionar que en este momento ya podriamos probar la primera parte del
teorema central de esta tesis. Es decir, que todo conjunto poliédrico acotado es un
politopo. Sin embargo, pospondremos su demostracidn para una seccién posterior,
hasta que desarrollemos la teoria que nos permita probar la proposicién reciproca

del teorema.
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6. POLARIDAD

Con e} propésito de familiarizar al lector con el concepto de polaridad y de
darle una visién geométrica mds clara del mismo, comenzaremos esta scccidn in-
troduciendo las nociones de polos y polares en el plano euclidiano. Tomemos una
circunferencia S de radio r y centro O y sea P un punto del plano distinto de O,
diremos entonces que un punto P’ sobre la recta OP es el inverso de P, con respecto

a la circunferencia S, si sec cumple la siguiente igualdad:
(OF)(OF) = r2.

La circunferencia S serd llamada la circunfereneia de inversién y su centro O serd

Hlamado ¢l centro de tnversion .

La siguiente figura muestra un método para hallar el inverse de un punto con
respecto a una circunferencia con centro 0. Si el punto P cstd dentro del circulo
trazamos por P una perpendicular a la recta OP. Hallamos un punto @@ donde
esta perpendicular corte a la circunferencia. Por {J trazamos una tangente a la
circunferencia, el inverso P’ de P serd el punto donde la tangente corte a la recta
OP. Si el punto P estd fuera de la circunferencia se sigue el mismo proceso en

sentido contrario.

Sia, by r denotan las distancias medidas desde O a P, P'y @, respectivamente,
entonces es facil probar, con base en la semejanza de los tridngulos rectdngulos que
se obtienen al unir P con @, que P/ es el inverso de P respecto a esta circunferencia

siysélosia-b=r?
Es claro que la relacién de ser inverso es una relacién simétrica, es decir, P’ es
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b

— 1)’

Figura 3. -

el inverso de P si y sélo si P es el inverso de P/. Ademds, todo punto distinto del

centro de inversién tiene un inverso.

Si P! cs el inverso de P con respecto a una circunferencia dada, con centro en
O y radio r, definiremos la recte polar de P con respecto a esta circunferencia, como
aquella recta £ que pasa por P! y es perpendicular a la recta OP, Diremos ademas

que P es el polo de la recta £.

Es fécil probar que la recta polar de un punto, con respecto a una circunferencia,
corta a ésta, es tangente a ella en dicho punto o no la corta, segiin que el punto sca

exterior a la circunferencia, esté en ella o sea interior a la misma.

Un resultado bdsico en la teorfa de polos y polares es el siguiente:

TEOREMA 6.1. St respecto a una circunferencia dada, la recta polar de un

punto P pasa por el punto @), entonces la recta polar de @ pasa por P.

Estos mismos conceptos y resultados los podemos extender al espacio tridimen-
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Figura 4.

sional, para lo cual solo tenemos que imaginarnos la primera figura de esta seccién
como si fuera un corte diametral de una esfera en R con P en su interior, P! fuera
de ella, @ sobre su superficie y O como su centro, de tal forma que 0@ sea un radio

de la esfera.

En este caso hablaremos del plano polar de P y éste serd aquel plano que pase

por P’y que sea perpendicular al segmento OP.

\ |

Figura 5.
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Esta misma idea la podemos generalizar para cualquier espacio B" fijAndonos

en la esfera con centro O y radio r.
5(0,r)={ac k" [[jzf=r}

En general para un punto P # @ hablaremos del hiperplano polar de P con respecto
a la esfera $(0,r). Como cn R? y B>, cste hiperplano serd aquel que pase por cl
inverso de P y que tenga como vector normal al vector determinado por ¢l segmento

OPF.

Si utilizamos el producto interno canédnico en BR” entonces el hiperplano polar

de un vector = # O con respecto a la esfera S{0,r) estard dado por el conjunto
H(z,r)={yeR" |(z,y) =r’}

Esto se puede observar ficilmente ya que el inverso de x con respecto a la circunfe-
rencia 8(0,7) es un punto de la forma ez con c € R , ¢ > 0y tal que ||z|] ez = r%
El hiperplano polar de z estard formado por los puntos ¥ € R™ cuya proyeccién
ortogonal sobre x sca precisamente el vector ¢z, La proyeccidon ortogonal de ¥ sobre

z estd dada por el vector
{v, zz) B
=i
y lo que queremos es que
{v,2) _
el
1E

es decir,

(v,2) = ellsff =%

84



Figura 6.
Con esta idea en mente definiremos para un conjunto en B™ su conjunto polar,

tomando como esfera de inversién a la esfera 5{0,1) con centro en O y radio 1.

Sea M C R", sc define el conjunto polar M* de M de la siguiente manera:

M*:={yeR"|Vze M:{z,y) <1}

f

{yeR" | sup(z,y) <1}
TCM

() K(=,1).
zEM
es decir, el conjunto polar de M serd la interseccién de todos los semiespacios

K(x,1), determinados por los hiperplanos polares H{z,1), de puntos £ € M, con

respecto a la esfera §{(0,1).

Como y € K(z,1) si y sélosi £ € K(y,1) sc ticne entonces que y € M* si y

sélosi M C K(y,1).

De la definicién de M* se sigue inmediatamente que M™ es un conjunto convexo

cerrado que contiene al vector O de R". Ademds si My C My, entonces My D M7,

Veamos ahora algunos ejemplos:
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Sia esunpunto en R™ entonces

- {a} = {zeR" [{a,z) <1}
es un semiespacio en R", Veamos que con esta definicién si podemos hablar del
conjunto polar del origen O, cn este caso tenemos {0} = R".

El conjunto polar de un semiespacio K(a,a) = {z € R" | (z,a) < a} esel: .-

segmento

K(a,0)" ={z€R"|z=at : 0S¢t < 1fa}  sia>0

y el rayo

CK(a,a) ={z€R" [z=al : {30} sial0

Para la esfera cerrada S{0,r) de radior y:centro O se tendrd que
5(0,r)* = §(0,1/r)
ya que
sup (z,y) = r|lyll.
z€S(0,r)
PROPOSICION 6.2. Sea M C R". Entonces se cumple lo siguiente:
(a) 8i M es acotado, entonces O € int M*.

(b) 8t O € int M, entonces M* es acotado.

DEMOSTRACION. (a) Si M es acotado, entonces M C S(O, r) para algin real
r > 0. Por las observaciones hechas arriba se tiene entonces que S(0,1/r) C M* lo

cual implica que O € int M* y (a) estd probado.
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~(b)'SU'0 € int M, entonces existe un real r > 0 tal que S(0,r) C M. Esto

imp]ica qu‘é M'c S(O,l/r), es decir, M" esté acotado y con esto se prueba (b) o
La operacién de tomar el conjunto polar de un conjunto M se puede iterar y

por lo tanto podemos hablar del conjunto bipolar M** de M. En este caso, M**

estd definido como M** := (M")".

PROPOSICION 63.  Sea M C R". Entonces
M** = cconv({0} U M),
es dectr , M** es el conjunto convezo cerrado mds pequefio que contiene ¢ {O} y a

M.

DEMOSTRACION. Por definicién
M= () Kw)= (] K.
yeM® MCK(y.1)
Esto implica que M** es un conjunto convexo cerrado que contienca {O}ya My

por lo tanto

cconv({O} UM) C M**,

Ahora, sea 2z € R” tal que z € cconv({0} U M). Queremos probar que existe
un semiespacio cerrado K (u,1) tal que M C K(u,1) y 2z ¢ K(u,1).
Sea K(y,«) un semiespacio soporte de cconv({O} U M) tal que

z ¢ K(y,a).
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‘Tenemos entoncés que
o =max{ {z,y) v|4:z:€”éct‘)fnv({70} U M)}
De aquf se sigue que a < (z,y) y como O¢ ccﬁnv({O} U M) entonces a > 0.

Ahora escojamos 8 > 0 tal que o < # < (z,y). Multiplicando esta expresién

por B! y haciendo u = yfA~! se obtiene
max{{z,v) | z €cconv({O}UM)} <1< (z,u).
Se sigue entonces que M C K(u,1) y = € I{(x,1) con lo cual termina la prucha. O

De las dos proposiciones anteriores sc infiere inmediatamente el siguiente:

COROLARIO 6.4. Sea C un conjunto convezo compacto en R" con O € int C,

Intonces C* es también un conjunto convezo compacto con O cint C y C** = C.

A partir de este corolario se observa que si C es un conjunto convexo compacto
con O € int C, entonces C v C'* juegan papeles totalmente simétricos. Diremos que

dos subconjuntos D y C de R"™ son mutuamente polaressiD*=C y C* = D.

PROPOSICION 6.5. Sea C un conjunto convezo compacio con O € int C y

sea y € R". Entonces las siguienles afirmaciones son equivalentes:
(8) H(y,1) es hiperplano soporte de C.
(b) yetr C*.

Similarmente, sea x € R™ . Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
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(c) H(z, 1) es hiperplano soporte de cr.
(d) zefr C.

DEMOSTRACION. Supongamos que sc cumple (a). Esto implica que G €
K(y,1) v que sup,ce{z,y) = 1. De aqui se sigue quey € C*. Siy € int C*
entonces existe A > 1 tal que Ay € C*. Por la definicién de conjunto polar sc tiene

entonces que

sup{z,Ay) <1
: z‘G‘C

y de aqui se sigue que

sup(z,y) < L 1,
z&C A

lo cual es una contradiccién al hecho de que sup, ¢ (z,y} = 1. Porlo tanto y € fr C*

y la primera implicacién queda probada.

Reciprocamente, supongamos que se cumple (b). Como O € int C* y y €
C* — {O} entonces 0 < supeq{zr,y) < 1. Sise 'tuvieru que sup,cq{z,y) < 1,
entonces existirfa A > 1 tal que sup,¢{z, Ay} = 1. De aqui se siguc que Ay € C".
Como O € int C* y y € (0, Ay}, se tiene que y € int C* contradiciendo nuestra
hipétesis. Por lo tanto sup,cq(z,y) = 1. Como este supremo es de hecho un
méximo, por la compacidad dc € y la continuidad del producto interno, se tiene
que H(y,1) es hiperplano soporte de C y la primera parte de la proposicién estd

probada.

La segunda parte de la proposicién se obtiene de la primera, dada la simetria
deCyC*. ul
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COROLARIO 6. Sea C un conjunto convezo compacto con O € iht C.‘ Pd}q':f - o

z, y € R" son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(a) H(y,1) es hiperplano soporie de C en z.
(b) H(z,1) es hipe‘rplano soporte de C* en y.
(¢) (z,y} = 1, i:efr C, yefrec:.
(d) {z,y) =1, » zeC, yeC*. o

DEMOSTRACION. La cquivalencia de (a) y (c) se sigue de la proposicién
anterior, lo mismo que la equivalencia de (b) y (c).
Por otro lado, la implicacién de (c) a (d) es trivial, por lo que solo faltaria

probar que (d} implica (a).

Como y € C*, por la definicién de C* se tiene que € C K(y,1). Como
{z,y} = 1 se sigue que =z € H(y,1). Ademds, como z € C, se tiene entonces que

H(y,1) es hiperplano soporte de C en z y el resultado estd probado. 0
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7. POLARIDA.D DE POLITOPOS Y CONJUNTOS POLIEDRICOS

Aplicaremos ahora el concepto de polaridad a los politopos y a los conjuntos
poliédricos y probaremos uno de los resultados principales de la teoria de politopos.
Esto es el hecho de que los politopos son precisamente los conjuntos poliédricos
acotados no vacfos. Con esto veremos que los conjuntos convexos compactos no
vacfos con una representacién “externa” finita coinciden con aquellos conjuntos

convexos que tienen una representacién “interna” finita.

TEOREMA 7.1. Sean z1,...,Zy, con m > 1, puntos distintos de R", y sean

P = conv{z),..., 2}

Q= ﬁff(z;,l).

i=1

Fntonces se cumple lo siguiente:
{a) P'=Q.
(t) @* = conv{0,z1,...,zm}.
(¢} P y @ son mutuamente polares si y sélo 3i O € P.

(d) 8i Q es acotado, entonces P y Q son mutuamente polares si y sélo o1

O €int P,

{e) St @ es acotado y P y Q son mutuamente polares, entonces ext P =

m

Tiy...,Zm} St y 30lo st la representacion Q = [} K(z;,1) es trreducible.
) Yy g
=
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DEMOSTRACION. (a) De la definicién de conjunto polar se sigue que

| {zl: ~'ir-;5m}‘r = Q

Dado que {z,.. +Em} CK(y,l)51 y s6lo si conv{zy,...,zm} C K(y,1), se tiene

que {2(,...,z,}"' = (ébnﬂ’{zil;. ,zm})' y por lo tanto

P*=qQ,

{b) Por la Proposicién 6.3 y la parte (a) tenemos que
Ql = P‘.
= cconv{0,zy,...,Tm}

=conv{0,21,...,Zm}
(c) Es consecuencia inmediata de los incisos (a) y (b).
(d) Se sigue del inciso {c) y de la Proposicién 6.2 .

(e) Por hipétesis debe tenerse que m > 2. Para cada j = 1,...,m definimos

Pji=conv{z),..., 2 1, %5415y Zm }

m
Qi=[) K(z:1).
i=1
175
Aplicando la parte (a) a P; y a @ obtenemos P;* = @Q;. Por otro lado, el Teorema
3.8 muestra que extP” C {zj,...,zm}. Si ext P fuera un subconjunto propio de

Tiy...,Zm}, entonces se tendria que P = P; para alguna 7 € {1,...,m}, de donde
7
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ypor

P*=P'ypP = Q;. Pero sabfamos que P* = Q. Esto implica que'_Q"r'-: Q,—

lo tanto la representacién de @ no es irreducible.

Reciprocamente, supongamos que la representacién de’Q Kno"e‘sr irreducible. - .
Entonces existe j € {1,...,m} tal que @ = Q; ¥y consecuenternente Q ='__‘Q,‘.i‘.:‘Si'" :

aplicamos (b) al conjunto {z1,...,2;_1,Zj11,.- s Zm}, vemos que : L
Q;* =conv{0,zy,... ,:z:,-._l,:z:f_*_l,... . ,a:m}
Como @* =Py Q* = Q;" se sigue que
P =conv{0,%1,...,Tj~1,Tj+1, s Tm b
Por el Teorema 3.8, sabemos que cualquier punto del conjunto
{0,.‘121,...,xj_j,IJ'+1,...,Im}

que no sea punto extremo de P puede ser omitido. Como O no es punto extremo,

ya que O € int P, por (d) obtenemos
P=conv{zi,..., 51,5415« 11 Tm}+

Nuevamente el Teorema 3.8 implica que ext P C {zy,...,27 — 1,Zj4(,.., Zm} ¥
por lo tanto ext P es un subconjunto propio de {z,...,Zm}. Con esto sc termina

ia prueba. n|

- TEOREMA 7.2 Sea P un subconjunio no vacio de R®, Entonces P es un

politopo st y sdlo st P es un congunto poliédrico acotado.
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_DEMOSTRACION. Sea P un conjunto poliédrico acotado. Entonces P es un
conjunto convexo compacto. Ademds, por el Corolario 5.5 se tiene que ext P es un
conjunto finito y por la Proposicién 4.1 se siguc- que P es un politopo. Observemos
que en esta primera parte de la demostracién no utilizamos ninguno de los resultados

de polaridad.

Reciprocamente, sea P = conv{z1,...,Zm} un politopo en R". Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que O € int P, Las par;‘,cs (a) ¥ (d) del teorema anterior
muestran que P* = @, donde @ es el conjunto poliédrico acotado definido por

m
Q = [ K(z:,1).
§=1

Ademids, @* = P. La afirmacién reciproca muestra que @ es un politopo, digamos

Q = conv{y,.. -, ¥k}

Si ahora aplicamos la parte (a) del teorema anterior al conjunto {y1,...,yx}, se

tiene que @* = R, donde R es un conjunto poliédrico acotado definido por

k
R=[\K(,1).

i=1
Por otro lado, sabemos que @* = P lo cual implica que

k
P=R={K(w,1),

i=1
es decir, P es un conjunto poliédrico acotado. Con esto se termina la prueba del

Teorema 7.2. O
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8. DUALIDAD

En esta iiltima seccidén introduciremos brevemente un concepto de fundamental
importancia en la Teoria de Politopos, llamado dualidad, Probaremos, utilizando
los resultados de polaridad vistos anteriormente, que todo politopo tiene un politopo
dual y veremos corrllo se relacionan los conjuntos de caras de politopos duales. Al

final de esta seccién utilizaremos los sélidos platénicos (poliedros regulares en B?)

para ilustrar geométricamente algunos de los conceptos vistos en este trabajo.

Diremos que dos politopos P y ) son duales (cada uno de ellos serd dual del
otro) si existe una funcién biyectiva ¢, entre el conjunto de caras de P y el conjunte

de caras de @, con la siguiente propiedad:
[o]
Fy CFy <= dJ(Fl) D ¢(F2),

donde Fy y F; son caras de P,
Una funcién de este tipo serd llamada un anti-fsomorfismo de caras.

Diremos también que dos politopos son equivalentes si existe una funcién biyec-
tiva 9, entre los conjuntos de sus caras de tal forma que, a diferencia de un anti-

isomorfismo, preserve la relacién de contencién entre las caras, es decir, que:

I c Fg = l/)(F]) C 'l!)(Fz)

Dicha funcién serd llamada un isomorfismoe de caras.

Desde el punto de vista de la teoria combinatoria de politopos que se ocupa del

estudio de las caras de un politopo, dos politopos equivalentes podrdn considerarse
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como si de hecho fueran el “mismo”. Es claro que dos politopos afinmente isomorfos

setdn equivalentes.

Probaremos ahora que todo politopo P tiene un politopo dual. Un candidato
serd precisamente su conjunto polar P*. Debemos entonces construir un anti-

isomorfismo de caras entre P y P*.

Lo que haremos serd “restringir” el concepto de polaridad a cada una de las
caras de P para construir la correspondiente cara de P*. Para una cara F de P

definiremos:
$(F) ={yeP' |(z,y) =1 VzeF}

=P'n ()] H(z,1),
zeF
es decir, en lugar de tomar la interseccién de los semiespacios polares de puntos
en F, tomaremos dnicamente la interseccién de los hiperplanos polares de dichos
puntos, para obtener puntos en la frontera de P*. Esto estd motivado por el hecho
de que si I es una cara propia de P entonces un punto y € ¢(F) si y sélo si H(y, 1)
es un hiperplano soporte de P con F C H{y,1). Lo andlogo puede decirse para

una cara G de P* ya que este mismo operador ¢, puede aplicarse a las caras del

politopo P*. Esto se sigue inmediatamente del Corolario 6.6.

PROPOSICION 8.1. Sea ' una cara del politopo P. Entonces ¢(F) es una
cara del politopo P*. De hecho, si F es una cara propta, entonces ¢{F) también lo

es.
DEMOSTRACION. Para las caras impropias P y # de P, la proposicién se
sigue directamente de la definicién ya que ¢(P) =0y ¢(0) = P*.
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. 5i F es una cara propia, entonces cadaz € F eSté.f 3

es un hiperplano soporte de P* (ver Proposicién 6.5). De k’u’qul'(que- caaé'conjﬁnto‘

P*n H(z,1) sea una cara propia de P*. Como

¢(F) = [} (P N H(z,1))

zCF

se tiene entonces que ¢(F) es una interseccién de caras de P* y por lo tanto es una
cara de P*. Mis ain, ¢(F') es una cara propia o es vacia, pero como F es una cara
propia de P existe un hiperplano soporte H(y,1) de P tal que F = PN H(y,1).
Por una observacién hecha anteriormente, tenemos que y € ¢{F) y por lo tanto

¢(F) # 0. o

Probaremos a continuacién que si P es un politopo con O € int P, entonces
la funcién ¢ serd un anti-isomorfismo entre las caras de P y las caras de P*. Por
lo tanto P y P* seran politopos duales. Como de hecho, todo politopo P tiene un
politopo equivalente P’ con O & int P, entonces el conjunto polar de P! serd un
politopo dual de P bajo el anti-isomorfismo que sc obtiene al componer un anti-
isomorfismo de (P')* a P/, con un isomorfismo de P/ a P. Esto probard que todo

politopo tiene un politopo dual (es claro que dicho politopo no serd vdnico).

TEOREMA 8.2. Sea P C R™ un politopo con O € int P. Entonces su conjunto

polar P* es un politopo dual de P.

DEMOSTRACION. Como hemos observado, basta probar que la funcién ¢ es
un anti-isomorfismo. Probaremos primero que la funcién ¢ es su propia inversa
(abusando de la notacién, emplearemos el mismo simbolo ¢ para representar a la

funcidn que va de las caras de P* a aquellas de P), es decir, que ¢(¢(F)) = F.
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Por definicién

HHE) = (s P [ =1 We D).

Como P** = P sc tiene que F C ¢((F)).

Sea H(a,1) un hiperplano soporte de P tal que F = PN H(e,1) y tal que
P C K({a,1). Se tiene entonces que a € ¢(F}. Si zg € P — F entonces (a,z5) < 1
lo cual implica que zo & ¢(¢(F)). Por lo tanto ¢(4(F)) C F.

El hecho de que Fy, C F, <= ¢(Fy) D $(Fy) se sigue directamente a partir de

la definicién de la funcién ¢ y de que ésta es su propia inversa. m}

Finalmente probaremos una interesante relacién entre las dimensiones de F y

#(F) para lo cual emplearemos la siguiente :

PROPOSICION 8.3. Sea P un n-politopo en R". Sean Fy y Fi caras de P
con F,’ Cly
dim Fy = 7, dim F, =k

donde —1<j<j+1<k—-1<k<n,

Entonces existen caras Fy1,...,Fr-1 de P con
Fjgﬂ'.,_l(_;,---,ng_lng v dim F; =1 t=754+1,...,k—-1,

DEMOSTRACION. Supondremos primero que 7 > . Sabemos que F; es una
cara propia de Fr. Por la Proposicién 5.3, sabemos que existe una faceta, Fp_,,

de Fy, con F; G Fi._;. Sij =k — 2, hemos terminado. Si y < k — 2, aplicamos el

48



mismo'axgumentd aF_1yaF; Continué,ndo de esta manera llegaremos a obtener

las caras F; que deseamos.

Si 7 = —1, escogemos a Fy como cualquier vértice de Fi. Si k = 1, habremos

terminado. Si k > 2, aplicamos el argumento anterior a las caras Fy y Fj. a

TEOREMA 84, Sean P y Q politopos duales con dim P = n. Sea ¢ un anti-
tsomorfismo entre las caras de P y las caras de Q). Entonces, para cualguier cara

F de P se tiene:
dim §(F) =n-1-dim F y dim Q = n.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior, cada cara F de P es miembro

de una cadena de caras de P
@=F—1§_¢"'§Fi§."'SFn=P
con dim Iy =1 i:v—l,:..,n.
Como & es un anti-isomorfismo obtenemos la siguicnte cadena:
Q=2(F)2---Po(R)p - 28(F)=0.
De aqui vemos que
dim & (F;) > dim ®(Fi41) +1 i=-1,...,n—1 (*)

y por lo tanto dim @ > n = dim P. Como P y § juegan papeles simétricos,

siguiendo un argumento andlogo para las caras de @, se obtiene la desigualdad
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invertida y por lo tanto tendremos que dim P = diu; Q '
la expresidn (*) se tiene la ig.ualdad para toda t, (ie donde, 5 R 3 i ’
dim @{F)=n—1~1i -
=n—1-dimF {-—ﬁ—;l,.,.,n;

lo cual termina la demostracién, 0

Tiste teorema nos dice que para dos politopos duales, las facetas de uno corres-
ponderdn a los vértices del otro bajo cualquier anti-isomorfismo. Esto remarca el

papel simétrico que juegan los vértices y las facetas de un politopo.

Ya en sccciones anteriores vimos que un politopo estd completamente deter-
minado por sus vértices y también por los hiperplanos soportes generados por sus
facetas. En esta seccién hemos probado que un dual de un politopo podrd ser
obtenido por la interseccidn de un conjunto de semniespacios cerrados cuyos vectores

normales serén precisamente los vértices del primer politopo {ver tecrema 7.1).

Unicamente nos resta ejemplificar geométricamente algunos de estos conceptos,
para lo cual, lo més ilustrativo serd situarnos en el espacio tridimensional ®® donde

podemos trabajar con figuras conocidas e incluso construir niodelos de ellas.

Los cinco sélidos platdnicos (policdros regulares} nos serdn muy dtiles ya que

las nociones de polaridad y dualidad se pueden ilustrar ficilmente con cllos.

Como ahora estamos en un cspacio tridimensional, trabajareros con 3-polito-
pos, los cuales tienen caras propias dnicamente de tres dimensiones distintas: los
vértices con dimensién 0, aristas con dimensién 1 y sus facetas (que comdnmente

se conocen como caras) con dimensién 2.
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Recordemos que los sélidos plraténi'cos son superficies sélidas limitadas por por-
ciones de planos, que tienen la propiedad de que todas sus facetas, aristas y vértices

son iguales entre si. Entendemos que dos vértices serdn iguales si concurren el

mismo nimero de aristas en cada uno de ellos y los angulos entre éstas son iguales.

Existen cinco sélidos platénicos, El tetraedro es el mds sencillo de ellos ya que
tiene solo cuatro facetas, cada una de las cuales es un tridngulo equilitero, Tiene
seis aristas en total y cuatro vértices, en cada uno de los cuales concurren tres

aristas.

Figura 7. Tetraedro

B! hexaedro o cubo tiene seis facetas y cada una de ellas es un cuadrado per-
fecto. Tiene doce aristas y ocho vértices, en cada uno de los cuales concurren tres

aristas.

El octaedro tiene ocho facetas, cada una de las cuales es un tridngulo equildtero.

Tiene doce aristas y seis vértices, en cada uno de los cuales concurren cuatro aristas.

El dodecaedro tiene 12 pentdgonos regulares como facetas, tiene treinta aristas
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Figura 8. Hexaedro

Figura 9. Octacdro -

y veinte vértices, en cada uno de los cuales concurren tres aristas.

TFinalmente, el icosaedro tiene veinte tridngulos equiliteros como facetas, tiene

treinta aristas y 12 vértices, en cada uno de los cuales concurren cinco aristas.

Como sabemos, los vértices de un politopo corresponden bajo un anti-isomorfis-
mo a las facetas de su politopo dual. Como las caras de un 3-politopo pueden ser solo

de tres tipos, se debe tener entonces que las aristas de un 3-politopo corresponderédn
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Figura 10. Do decaedso

Figura 11. Icosacdro

bajo un anti-isomorfimo a las aristas de su dual.

Podemos decir, en términos generales, que el duzal de un 3-politopo serd otro 3-
politopo con el mismo nimero de aristas que el original, pero habrd un intercambio

en el nimero de vértices y de facetas de ambos.

Por las propiedades de un anti-isomorfismo, tendremos ademds que a un poligo-

no de n lados, que sea faceta de uno de los politopos, corresponderd un vértice del
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politopo dual, en el que concurren n aristas. Con estas observaciones en mente y
recordando la descripeién de los sélidos platénicos encontraremos el dual de cada

uno de ellos.

Al tetraedro corresponderd un politopo que tenga tantas facetas como vértices
tiene éste, es decir, cuatro. Asi mismo, el dual tendrd tantos vértices como facetas
tiene el tetracdro, que también son cuatro. Finalmente, tendré ¢l mismo niimero de
aristas que el tetraedro, es decir, seis. Como en cada vértice del tetraedro concurren
tres aristas, las facetas del politopo dual deberdn ser triangulares y como las facetas
del tetraedro son triangulares, en cada vértice del dual concurrirdn tres aristas. De
esta forma vemos que un dual del tetracdro serd otro tetraedro, es decir, el tetraedro

es su propio dual.

Si hacemos un andlisis similar con cada uno de los sélidos platénicos restantes
veremos que el octacdro y el hexaedro son dusles entre si, y de igual forma, el
dodecacdro y el icosaedro seran duales uno del otro, de tal modo que los sélidos
plétonicos tendrin duales dentro del mismo conjunto de sélidos platénicos. Esta

dualidad se aprecia claramente en la siguicnte tabla:

Sélidos Vértices Aristas Facetas
Tetraedro 4 6 4
Hexaedro 8 12 8
Octaedro 6 12 8
Dodecaedro 20 30 ; 12
Icosaedro 12 S 30 L 20



Estos mismos resultados los podemos obtener construyend§ el conjunto pola,;'
de cada uno de los sélidos platénicos, para lo cual recordaremos que cada uno de
estos sélidos puede inscribirse dentro de una esfera (esfera circunscrita) de tal forma
que sus ejes de simetrfa pasen por el centro de la esfera, Ademds, se puede inseribir
una esfera (esfera inscrita) en cada uno de ellos de tal forma que dicha esfera sea
tangente a cada Ul’lill. de las facetas del sédlido y el punto de tangencia sea el incentro
de la faceta (el incentro es el punto de interseccién de las bisectrices de los dngulos

de la faceta).

Cabe mencionar que para cualquicra de estos sélidos los centros de las esferas
inscrita y circunscrita coinciden. A este centro lo tomaremos como centro de in-

versién para encontrar ¢l conjunte polar del sélido.

Recordemos que el conjunto polar de un politopo serd otro politopo cuyas

facetas tendrdn como vectores normales a los vértices del politopo original,

Mostraremos dos procedimientos (dependiendo de cual sea la esfera que tome-
mos como esfera de inversion) para hallar los vértices del conjunto polar de un sélido

platénico.

Si escogemos como csfera de inversion a la esfera inscrita y tomamos su radio
como unidad, bastaré fijarnos en el incentro de cada una de las facetas del sélido.
Como la esfera es tangente al sélido en dicho punto, el vector correspondiente a este
punto serd precisamente el vector normal de la faceta. Por lo tanto los vértices del
conjunto polar serdn los incentros de las facetas del politopo oiriginal. De aqui que

para construir el conjunto polar baste unir los incentros de facetas adyacentes (ver
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figuras al final de la seccién). En este caso la esfera inscrita del primer politopo

serd igual a la esfera circunscrita del conjunto polar.

Si escogemos como esfera de inversidn a la esfera circunscrita y tomamos su
radio como unidad, nuevamentre debemos fijarnos en ¢l incentro de cada faceta
y “moverlo” pcrpendicularmenhe a ésta, hacia afuera del sélido. Esta translacién
eventualmente llevard al punto a coincidir con un vértice del conjunto polar. El
que tan lejos debexﬂos mover ese punto nos lo dice la relacién de polaridad. Si el
incentro estd representado por el vector z, debemos hallar otro vector de la forma
Az con A > 1 de tal forma que (Az,z) = 1. Uniendo los puntos asi obtenidos,
que cerrespondan a facetas adyacentes, podemos construir el conjunto polar (ver
figuras 21 final de la seccidn). En este caso la esfera circunscrita del politopo original

coincidird con la esfera inscrita del conjunto polar.

Es fécil ver que si se repiten estos procedimientos se obtendrin los sélidos
originales aunque en versién mas pequefia para el primer ¢aso y mdas grande para

el segundo.

En las siguientes figuras se pueden apreciar los cinco sélidos platénicos inmersos
dentro de su dual, de tal forma que cada vértice del sélido interior coincide con el
incentro de una faceta de! sélido exterior. Estas figuras sirven para ilustrar los dos

procedimientos anteriores,
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Figuras 12 y 13. Tetraedro dentro de otro tetraedro.



Figuras 14.y 15, Hexaedro dentro de un octaedro.
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Figuras 16 y 17 Octacdro dentro de un hexaedro.




Figuras 18 y 19. Dodecaedro dentro de un icosaedro.
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Figuras 20 y 21. Icosacdro dentro de un dedecaedro.
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