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PROLOGO

El propdsito de este trabajo es presentar, en forma
introductoria algunas teécnicas estadisticas que se utilizan para
analizar resultados provenientes de experimentos del tipo que se

denomina con el nombre generico de biocensayo.

Especificamente, se Lrataré. el caso de bioensayos
cuantales comparativos y se discutirdn algunos procedimientos
estadisticos que se han desarrolladc desde el punto de vista
frecuentista asi comc procedimientos desarrollados dentro del

enfoque bayesiano.

Los elementos bdsicos de un biocensayo asi como las
caracteristicas fundamentales de 1la inferencia bayesiana y
frecuentista se presentan en el Capitulo 1. En el Capitulo 2 se
presentan algunos procedimientos que utilizan el enf oque
frecuentista y en el Capituloc 3, se describen algunas técnicas que

se han propuesto en un contexto bayesiano.

Es importante mencionar que este trabajo no pretende una
revisidn exhaustiva del tema sino mas bien introducir al lector a
una serie de métodos poco usados y que son Utiles en el andlisis

de una gran variedad de experimentos.
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INTRODUCCION

I.1. CONCEPTOS BASICOS.

En el  campoc de la investigacidn cientifica la
Estadistica se ha desarrollado, en muchos casos, respondiendo a
necesidades de diversas ciencias. Su caracter interdisciplinario
ha generadec una gran variedad de técnicas que son udtiles para
analizar y resolver diferentes tipos de problemas especificos. En
particular, en el campo de la experimentacidn bioldgica existe una
amplia gama de métodos; entre ellos, los mas relevantes son los
agrupados bajo el nombre genérico de Disefio de Experimentos. Sin
embargo, existen otros procedimientos no mencos importantes como es

el caso de las técnicas de Biocensayo.

Desde un punto de vista general, el Bicensayo estad
ascciade a experimentos en unidades bioldgicas y puede ser
descrito como el proceso de evaluar la potencia de un estimulo
analizando las respuestas que produce en esas unidades. El
estimule podria ser por ejemplo, un veneno y el experimento
consistiria en aplicar diferentes dosis del veneno a diferentes
sujetos y observar si el sujeto “muere™ o ‘sobrevive”. En otra
variante, se podria tratar de un experimento en el cual el
estimule fuera un cierto tipo de insulina aplicada en' diferentes
dosis a distintos sujetos y en el que, como respuesta, se mida la
cantidad de azlUcar en la sangre de los sujetos después de un

determinado periodo de tiempo.

En el primer casc se podria estar interesado en estimar
la dosis letal o bien la minima dosis con la cual al menos la
mitad de los sujetos mueren {(dosis letal mediana). En el segundo
ejemplo, podria ser de interés estimar la dosis de insulina que

produzca una respuesta (nivel de azucar)} especifica.
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En general, el esquema de Bicensayo involucra un
conjunto de estimulos que se aplica a sujelos experimentales los

cuales generan un conjunto de respuestas (variable de respuesta).

De acuerdo a Finney (1978), un bicensayo posee dos
caracteristicas principales: la variable de respuesta (Y) y 1la
variable “dosis" (X) que mide la intensidad o cantidad en que se

administran los estimulos a los sujetos en el ensayo.

De acuerdo a Mendoza (1986), un biocensayc puede ser
clasificado en dos tipos dependiendo de la naturaleza cualitativa
o cuantitativa de la variable de respuesta. Usualmente, un
bicensayo cualitativo es aquel en el que la variable de respuesta
es cuantal (dicotdmica) mientras que en un bioensayo cuantitativo
la variable de respuesta es continua. También un biocensayoc puede
ser descriptivo si sdlo involucra a un estimulo o comparative si
se ensayan dos © mds estimulos bajo las mismas condiciones para
fijar sus potencias relativas. Ademds, un biocensayc puede ser
“directo” si se selecciona de antemano una respuesta especifica y
se ensayan diversas dosis en el experimento hasta alcanzar por
primera vez esa respuesta seleccionada o bien puede ser
“indirecto™ si las deosis se fijan de antemanc y se aplican a los

sujetos para producir una respuesta aleatoria.

La Estadistica aporta al Biocensayo los principios
estadisticos generales para el método de ensayo, los disefios
experimentales que proporcionen resultados utiles y confiables y
el andlisis de los datos experimentales optimizando el uso de 1la
informacidn proporcionada. Es importante mencionar que las
teécnicas estadisticas de Biocensayo pueden ser utilizadas en otro
tipoe de investigaciones, no bioldgicas, de caracteristicas

similares.




De acuerdo a la tipificacién de bicensayos que se
menciond anteriormente, existen diversas técnicas estadisticas que
se adeclan a cada situacidén. En forma muy general, en el caso de
bicensayos cuantitativos si el estimulo es también cuantitativo,
comunmente se recurre a las técnicas usuales de Andlisis de
Regresidn mientras que si el estimulo es cualitativo pueden
utilizarse las técnicas conocidas como de Disefio de Experimentos.
En el caso de bicensayos cualitativos por otra parte , las
técnicas son variadas y existen diversos trabajos reportados en la

literatura.

En este punto vale la pena recordar que en Estadistica
existen, principalmente, dos maneras de enfocar el planteamiento
de cualquier problema de inferencia. En este tipo de problemas. la
incertidumbre estid presente y es natural entonces recurrir a la
probabilidad como un medio de describirla. Precisamente en la
interpretacién y la forma de asignar probabilidades es que
difieren los dos enfoques que se han mencionado y que se conocen

con el nombre de frecuentista y bayesiano.

Desde un punto de vista matemdtico, la Probabilidad se
define mediante una serie de axiomas establecidos por Kolmogorov
(1933). a partir de los cuales se genera la Teoria Matemdtica de
la Probabilidad. Esta estructura ldgica es independiente de

cualquier interpretacidén que se le dé a la Probabilidad.

Por otra parte, las diversas interpretaciones de 1la
Probabilidad se distinguen particularmente en la forma en como
ésta se asigna. La interpretacidn frecuentista considera que para
poder asignar la probabilidad de ocurrencia de un evento, debe de
ser posible realizar un numero “suficientemente grande”™ de veces,
en forma independiente e idéntica, un experimento, en el cual uno

de sus posibles resultados sea el evento en cuestidn. La




probabilidad bdsicamente se asigna como el cociente entre el
nuimerc de veces que el evento de interés ocurre, noe Yy el numero

total de veces, n, que el experimento se repite. Es decir,

n
A

p(A)= - v donde A es el evento de interés. Esta regla de

asignacidén presupone entre otras cosas que:

i) El limite cuande n tiende a infinito, del cociente
(la “verdadera probabilidad”) existe y es dnico.
ii) La probabilidad de un evento es una caracteristica “objetiva®

es decir, que depende Unicamente del evento en cuestidn.

Esta interpretacion fueé utilizada desde los siglos XVI y
XVII en los problemas que surgen en los Jjuegos de azar. En el
siglo XVII Pierre de Fermat enmarcd el problema en la teoria
general de combinatoria que fué desarrollada tiempeo después, en
los inicios del siglo XVIII, por el matemitico J. Bernoulli. Este
dltimo puede ser considerado como el fundador de la teoria de la
Probabilidad como una rama de las Matemdticas. Su libro pdstumo
“Ars Conjectandi”™ escrito en 1713, puede advertirse como la fusidén
de los métodos combinatorios probabilisticos y los inicios de los
métodos estadisticos. Las investigaciones que se llevaron a cabo
durante el siglo XVIII culminaron en un trabajo de Pierre Simon de

Laplace, cuyas ideas dominaron a lo largoc del siglo XIX.

La teoria estadistica basada en 1la interpretacion
frecuentista de la Probabilidad surge a finales del siglo XIX con
los trabajos de Karl Pearson y recibe un impulso muy importante en
las primeras décadas del siglo XX con la teoria desarrollada por
R. Fisher, J. Neyman y E. S. Pearson. La mayoria de los conceptos

estadisticos relacionados con problemas de estimacidn y pruebas de

i
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hipotesis son fundamentalmente debidos a ellos.

El desarrolleo de la teoria estadistica frecuentista
causd un fuerte impacto en esa €poca condicionando casi en su
totalidad el desarrollo de otras escuelas. AuUn mds, puede decirse
que en los tLiempos actuales la teoria es bdsicamente la misma y

tiene un usc muy generalizado.

Por otra parte, la interpretacidén subjetiva, que
corresponde al enfoque bayesiano, considera a la probabilidad
como el grade de creencia que cada persona tiene sobre una
proposicidén dada y de ahi su cardcter subjetivo o personal. A
diferencia de la escuela frecuentista, en el casoc subjetive no es
necesario suponer que un experimento puede ser repetido, aun mas,
no es necesario experimentar. En contrapartida, no es posible
establecer una regla general que permita asignar probabilidades
como en el caso frecuentista, pues la asignacidn, como se ha

indicado, depende de cada persona.

Les primeros intentos por formalizar estas ideas se
deben a F. P. Ramsey en 1626 y a B. de Finetti en 1837. Fué hasta
1954 que L. J. Savage retoméd las ideas de Ramsey y De Finetti,
generando un sistema consistente de principios que serian la base
de las escuelas probabilistica y estadistica subjetivas. L. J.
Savage desarrolld su trabajo desde la perspectiva de la Teoria de
Decisiones enfatizando el cardcter subjetivo que existe cuando la
persona involucrada en la toma de decisiones cuantifica su
incertidumbre haciendo uso de 1la Probabilidad. La teoria
estadistica que resulta de esta interpretacidn es conocida como
estadistica bayesiana debido al intensiveo y fundamental  uso que
hace del Teorema de Bayes. En forma muy general este tecrema
permite actualizar el conocimiento, descrito mediante una

probabilidad, que una persona posee sobre un fendmeno.




La estadistica bayesiana no tuvo el desarrollo de la
frecuentista pues como ya se menciond fué hasta 1954 que se dieron
las bases sdlidas para su aplicacidn, mientras que el enfoque
frecuentista, para esas fechas, gozaba de gran aceptacién debido a
su fuerte desarrollo tedrico y la gran variedad de situaciones en

las que podia ser aplicado.

El enfoque bayesianoc ha sido criticado debide a su
caracter subjetivo. La mayoria de los estadisticos frecuentistas
opinan que los resultados obtenidos en un andlisis estadistico no
pueden depender de la persona que lo lleve a cabo sino que debe
ser totalmente *“objetivo"”, es decir, que los experimentos deben
proporcionar toda la informacidn relevante teniéndose asi que si
dos personas realizan el mismo experimento deben concluir 1lo
mismo. Esta posicidn genera una controversia pues los estadisticos
bayesi anos argumentan que si se cuenta con informacidn
extra-experimental ésta debe ser incorporada a la estructura del
problema dande como resultade que, atn cuando dos personas
realicen el mismo experimento, al contar con informacidn personal
(extra-experimental) diferente, pueden 1llegar a conclusiones
distintas,

En la actualidad 1la escuela bayesiana ha cobrado
importanci-a debido fundamentalmente a gue cuenta con una serie de
principios normativos que se aplican a teodo problema de inferencia
Y garantizan la coherencia y admisibilidad de los resultados que
produce. Es un hecho que el enfoque frecuentista carece de una
estructura ldgica de este Ltipo. Un creciente numero de
estadisticos desarrollan su trabajo dentro del enfoque bayesiano,
acentuando la controversia puesto que la estadistica frecuentista

también prosigue su desarrollo.

Dadas las dos interpretaciones, las correspondientes



escuelas estadisticas podrian considerarse antagonicas, sin
embargo existen situaciones en las que los resultados numéricos
coinciden y los procedimientos utilizados por ambas son similares.
Mds aun, bajo ciertas condiciones es posible probar que algunos
resultados frecuentistas se pueden considerar casos particulares

de las correspondientes soluciones bayesianas.

Por un lado la estadistica frecuentista, debido a su
gran desarrollo a lo largo de este siglo, cuenta con una variedad
de procedimientos que resuelven una gran gama de problemas en
forma relativamente sencilla; sin embargo no se cuenta con una
teoria formal que proporcione los lineamientos a seguir en la
solucidn de cualquier problema teniéendose asi un conjunto de

técnicas que en algunos casos son contradictorias.

Por otro lado, como ya se indicéd, la estadistica
bayesiana tiene una estructura formal basada en un conjunto de
principios Que norma los pases a seguir en la solucidn de
problemas, sin embargo debido generalmente a las dificultades de
orden técnico, aln no se cuenta con soluciones explicitas para
algunos problemas que frecuentistamente estdn resueltos. Ademas,
las dificultades para expresar el grado subjetivo de creencia
acerca de un fendmeno mediante wuna probabilidad, hacen mds

complicada su aplicacidn.

Independientemente de 1los problemas que cada enfoque
presenta, vale la pena tomar en cuenta lo que cada uno de ellos
ofrece y tomar una posicidn critica y consistente con respecto a

las soluciones que aportan.

Desde luego las teécnicas estadisticas para el andlisis
de Bicensayos no se encuentran al margen de esta controversia por

lo que existen trabajos desarrollados bajo. los dos enfoques.



Debido a la tendencia histdrica, la literatura relativa
al tema es mids extensa en la parte frecuentista que en la
bayesiana, sin embargo en afios recientes se han incrementadoc los

trabajos desde esta Ultima perspectiva.

Este trabajo retoma algunas teécnicas asociadas a
bicensayos cuantales comparativos e indirectos y presenta con
relativo detalle algunos de los trabajos mas representativos de

cada corriente.

I.2. ELEMENTOS DE LOS MODELOS DE BIOENSAYO CUALITATIVO.

Como se menciond en la seccidn 1.1, existen diversocs
tipos de bicensayos. Especificamente, en este trabajo se tratara
el caso particular de biocensayos cuantales comparativos. En este
tipo especifico de biocensayos la situacidn que se tiene es la

siguiente:

Suponga que para una dosis fija X, se calcula la
fraccion de individuos de una poblacidn que presentaron una
respuesta positiva. A esta cantidad se le llama *“potencia®™ de la
dosis X y se denota por P(X). Al graficar diferentes dosis contra
sus potencias se obtiene lo que se conoce come la curva de
respuesta o funcidn potencia. En un experimento disefiado para este
tipo de bicensayo, se selecciona un conjunto de dosis 'X‘.. - .Xm y
cada una de ellas se administra a un conjunto de sujetos
experimentales. Cada dosis Xi se aplica a n, sujetos y los
resultados se miden en respuestas cuantales {dicotdmicas) de tal
forma que las mediciones son justamente el numero de sujetos que
reacciond positivamente en cada dosis, es decir, si Y es la

variable de respuesta entonces

10



{1 reaccion positiva
Y=

O reaccidn negativa
en donde Y es una variable aleatoria tal que

P{Y =11} =P(X) y

P{Y =01} =1-P(X)

con P(X) la funcidn potencia en la dosis X.

Un objetivo usual en este tipo de experimentos es
determinar la dosis X a la cual se obtenga una potencia
especifica. También hay que notar gque la forma de la funciodn
potencia es desconocida, sdélo se estima en los puntos en los
cuales se tomaron observaciones, por lo que resulta interesante
preguntarse por el valor de la funcidn potencia en otra dosis que
no sea alguna de las que ya se aplicaron. En consecuencia, el
problema a resolver es encontrar la dosis tal que su potencia sea
un valor predeterminado y~/c bien dada una dosis, conocer el valor

de su potencia.

Dado que P(X) representa la fraccidén de sujetos en la
poblacidn que presentaron una respuesta positiva, una posible

grafica de P(X) podria ser

11



La funcidn potencia es tipicamente desconocida, peroc en
general tiene las siguientes caracteristicas: es mondtona no

decreciente, su minimo valor es cero y su miaximo es uno.

Si la curva fuese estrictamente creciente, el problema
podria ser visto como uno de calibracidn, sin embargo ese no es el
caso. AUn mds, en términos generales, este problema es similar al
caso tipico de Regresidén. De hecho, P(X) podria considerarse
lineal por pedazos. Sin embargo si sdlo se aplica cada dosis a un
solo sujeto, la distribucion de Y no es razonablemente aproximada
por una distribucidn Normal (para incorporar la suposicidn usual
de normalidad en Regresidén). En cambio si cada dosis se aplica a
un lote de m unidades experimentales y se registra Y', el numero
de éxitos, la distribucidn de Y’' (por dosis) es Binomial y el
problema parece simplificarse. 5Sin embargo, en este caso, se tiene
que E(Y')=mP(X) y Var(Y’')smP(X) [l—P(x)] (por dosis), es decir no
hay igualdad de varianzas Yy habria que recurrir al emplec de
alguna transformacidn para estabilizar varianzas (e.g. Draper &
Smith, 1981. Cap. 5).

De la forma de la curva y de sus propiedades habria
posibilidades de aproximarla mediante una funcidn de distribucién
© bien buscar otro tipc de funciones que cumplan con las
caracteristicas de P(X). El ajustar P(X) mediante una funcidn de
distribucidén puede ser dificil ya que es posible que su grdfica no
sea fdcilmente identificada con las curvas de distribuciones

conocidas.

Un camino que varios autores han explorado es el de
ajustar P(X) mediante la funcidn de distribucidn logistica, que
estd definida por

1 B>0

PO, :

iz




Como se menciond anteriormente, no sdlo se desea ajustar
la curva P(X) sino encontrar la relacidn entre la dosis X y la

respuesta Y. De hecho, es de interéds encontrar Xpe tal que
Xpe = min { X : P(X) 2 ps¢ } con p* un valor predeterminado.

En particular, uno de los casos mas estudiados y reportados en la
literatura es el de p'= 12 en cuyo caso Xp* recibe el nombre de

dosis mediana efectiva.

Estadisticamente, el planteamiento general del problema
se describe a continuacidn:

Si se emplean M dosis (x‘.xz.....x") y cada una de ellas
se aplica a cada uno de n, sujetos (& unidades experimentales) en
forma independiente, se tiene que la informacidn queda modelada

como
i 1Yy
pty 1x)=[Poc)] TH[e - poo)] -
1=4,2,. ., M

entonces, la funcidn de verosimilitud es

n

M t Yis 1=y
Py | 0=TE T [pox)] o - pex))

izt j=1

] s n,‘—si

i [P(x,l)] : [1 - P(x,‘)]

13




Particularmente, si se adopta una estructura especifica
para P(X), el problema se reduce a la determinacidn de un

conjunto de pardmetros. Por ejemplo, si se elige

1

POO=——— 5, (8> 0)
se tiene que
PO con gy = —
1 + e—p Ly =-x) /?

Es interesante notar que en este modelo qu= v» de modo
que la estimacion de la dosis mediana efectiva se reduce a estimar
Y. Mas aun se puede verificar que

»
1 i-p
Xoa= ¥+ Elog( - )
de modo que si 3 es conocida, de nueva cuenta el problema se

limita a estimar p.

Es importante mencionar que el problema de ajustar P(X)
por una determinada funcidn puede evitarse y como alternativa se
puede desarrollar una técnica apropiada sin imponer una estructura
especifica para la funcidn potencia. Pareceria razonhable esperar
una mayor complicacidn si se renuncia a una estructura de P(X),
sin embargo, existen algunos resultados generales en esta linea,
que resultan muy udtiles (cf. Ramsey, 1972)

Antes de presentar con relativo detalle algunas técnicas
particulares, es conveniente recordar los conceptos bisicos de la
Inferencia Estadistica desde los puntos de vista bayesiano y

frecuentista.

14



I.3. CONCEPTOS BASICOS DE LOS ENFOQUES BAYESIANO Y FRECUENTISTA

El enfoque bayesiano en la parte inferencial, consiste
esencialmente en lo siguiente:

Sea € un parametro de jinterés, Esta cantidad es una
constante desconocida. El conccimiento que el investigader posea
scbre € debe describirse mediante una distribucidn de probabilidad
que se denota por p{8). Esta distribucidn representa entonces, el
conocimiento inicial gque el investigador tiene sobre el fendmeno
bajo estudio y comdinmente se le llama distribucién apriori o
inicial.

Por otra parte es usual que el investigador desee contar
con informacidn adicional a la que posee sobre el parametro y que
de esta manera recurrird a la realizacidn de un experimento con el
fin de recolectar nueva informacidn que al combinarse con su
conocimiento inicial, le proporcione un nuevo estado de
conocimiento sobre 8. Si z representa el resultado obtenido en el
experimento, el conocimiento sobre & después de haber obtenido z
quedari descrito en la distribucidn p(6)z) a la que se llama
distribucidn posterior o final. Los términos inicial y final son

relativos a la obtencidn de =z.

La funcidn de verosimilitud p(zle) como funcidén de &,
mide que tan verosimiles son los posibles valeores de €@ para un

conjunto de datos z dado.

La forma natural de incorperar y combinar esta

informacidn coh la inicial p(8) es a través de la expresion

plejz) = p(8iptz|6)/plZ)
que es equivalente a

18



p(8)plz}8)

p(6|2z}) =
{ pte)p(zjo)ae

donde la integral es sobre 2, el espacio parametral.

A esta expresidn se le conoce con el nombre de Teorema

de Bayes debido a que fue T.Bayes quien la introdujo en 1763.
Puede notarse que la expresion del denominador fp[e)p(zle)da no es
mis que una constante de normalizacidn, ésto es, lo uUnico que

asegura es que fp(elz)d9=1. Por esta razdén, el teorema de Bayes

se enuncia frecuentemente como
ple|z) x p(elp(z|o)

de aqui que p(6|z) se interprete como el conocimiento que se

adquiere sobre 6 a partir de los datos =z.

El papel que la distribucidn inicial juega  en los
métodos bayesianos es de vital importancia y su eleccidn debe
realizarse muy cuidadosamente. El problema de asignar . una
distribucidn inicial no es sencille y a menudo se recurre a
métodos sugeridos en la literatura (ver Winkler 1967,1972, De
Finetti 1862, Savage 1971, Lindley 1965,1971,1977). Sin embargo
en diversas situaciones no es posible asignar una distribucidn
inicial que exprese las opiniones del investigador ya sea por
broblemas tdcnicos o porque se considere conveniente introducir
una distribucidén inicial que no involucre un conocimiento

prejuiciado del investigador.

De hecho en algunas occasiones es conveniente realizar el

andlisis con una distribucidn que no necesariamente represente el

16



conocimiente del investigador 6 bien que influya *“poco” en los
datos de forma tal que no los apoye ni tampoco los desmienta.
Ademds, una distribucidn de este tipo puede ser utilizada por
cualquier perscna como un punto de referencia para establecer el
efecto de su informacidn inicial personal en los resul tados del
andlisis. Las distribuciones de este tipo son llamadas de
referencia y se emplean muy a menudo para comparar los enfoques

clasico y bayesiano de la Estadistica.

En el caso de combinar un conjunto de datos z con una
distribucion inicial de referencia via el tecrema de Bayes, a la
distribucidn final que se obtiene se le llama distribucién final

de referencia.

Para construir distribuciones de referencia existen
varios métodos reportados en la literatura, entre los cuales se
encuentran los de Jeffreys (1946), DeGroot (1970) y Bernardo
(1970).

El problema especifico de estimacidn desde un punto de
vista bayesiano puede plantearse en dos niveles: el primero de
ellos dentro del contexto de toma de decisiones y el segundo a un

nivel inferencial.

Desde el punto de vista de la Teoria de Decisiones, el
problema de estimacidén consiste en elegir un valor de 5 para
aproximar el valor desconocido de 8. De acuerde a los fundamentos
de la teoria para tomar una decisién, ademds de asignar una
distribucidn de probabilidad sobre €, debe especificarse una
funcidén (llamada de utilidad) que cuantifique las consecuencias de
tomar una determinada decisidn. Aquella decisidn que maximice la
utilidad esperada serd la decisidn optima (Savage 1854 y Bernardo

1981). En forma equivalente puede definirse una funcidn de
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pérdida para la cual la decisidn oéptima serda la que minimice la

pérdi da esperada.

En el caso de estimacidn, una funcidn de pérdida que se
utiliza con frecuencia es la cuadratica, que mide la diferencia o
-~

discrepancia cuadratica entre 8 y 6, que se define como

L(9.5)=a(e—5]z con a > O

y para la cual es fdcil demostrar que el minimo de la pérdida
esperada, con respecto a la distribucidn en 6, se alcanza en el
correspondiente valor esperadc de la distribucidn (apriori o
posterior, segin sea el caso). Es decir, §=E(9) es el mejor
estimador para 6 en el sentido de que minimiza la peérdida
cuadrdtica esperada. Por supuesto, existen otro tipo de funciones
de perdida pero, c<on frecuencia involucran alguna funcidn de la
diferencia (9-—5). Una discusidn amplia sobre este tema se puede
consul tar en DeGroot (1970).

Ahora bien, cuando el problema de estimacidn se plantea
sélo desde el punto de vista inferencial, esto es, cuando no se
pretende utilizar el valor estimado g Yy por tanto no son claras
las consecuencias, medidas a través de una funcidn de utilidad o
de peérdida, de una seleccidn particular, es comun elegir como
estimador el valor de & mas probable o en su caso, el valor que
maximiza la densidad de 6. Asi, cuando se utiliza la distribucidn

posterior p(elz) el estimador es la moda posterior de 8.

Por otra parte, desde el punto de vista frecuentista, 6
es también el pirametro de interés cuyo valor es desconocido. Sin
embargo en este enfoque no se involucra en ninguna forma el
conocimiente previo que se tenga sobre 6 y se considera que la
tnica manera de obtener informacidén sobre el parametro es en base

a un conjunto de datos z. Existen diversos métodos para obtener,
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como funciodn de los datos 2z, estimadores ?;:8(2) que aproximen en
algiun sentido el valor de 6. Entre ellos destaca el de mixima
verosimilitud gque produce estimadores generalmente razonablies,
dentro del contexto cldsico. Para una discusidon amplia sobre
estimadores miximo verosimiles y sus propiedades puede consultarse

Mood et al. (1974) y Kendall & Stuart (1973).
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CAPITULO 2

ENFOQUE FRECUENTISTA



ENFOQUE FRECUENTISTA

De acuerdo a lo que se menciond en el capitulo anterior,
es de interés estudiar la relacidn dosis-respuesta, cuande la
respuesta es de tipo cuantal. Una descripcidn general para modelar

esta situacidn es la siguiente:

Dada una dosis X aplicada a un grupo de sujetos se
obtiene, para cada sujeto, una respuesta cuantal u (u=1 en casoc de
“éxito® y u=0 en caso de “fracaso”™), de manera que el valor
esperado de u dado X medira la proporcidn de sujetos que
presentaron respuesta positiva (éxito). Si se dencta con U a este

valor esperado, se tiene entonces que
E(u|Xx) = U (2.1)
Mias aun, la relacidn (2.1) puede plantearse como
U = £(X) (2.2)
en donde f es tipicamente, una funcidén mondtona creciente en el
intervalo [0.1]. desconocida. El problema que se plantea para

describir la relacidn dosis-respuesta es elegir una funcidn dentro

de la familia
F = { f: f mondtona creciente en [0.1] }
Seleccionar fe¥ es, desde el punto de vista estadistico,
un problema no paramétrico de dificil solucidn dada 1la

cardinalidad de ¥. Sin embargo, una forma de simplificar esta

situacidn es considerar una familia paramétrica

a1



Fg =4, Ben J f, mondtona creciente en [0.2]}
de tal forma que (2.2) puede reescribirse como
U = re(x) (2.3)
De hecho, en la situacidén de biocensayo planteada en el

capitulo anterior, se tiene que fs()() es la funcidn potencia P(X),

es decir
P(X) = U = re(x)
Un modelo paramétrico utilizado con frecuencia es
Pe(x) = Po()( - 8)
con Po una funcidn conocida y mondtona creciente en el intervalo

[0.1] en donde 6¢R es un pardmetro de localizacidn. Mds atun, Po()()

puede construirse como
Pe()() = Pote‘(x - 92)) (2.4)
con Po una funcion conocida mondtona creciente en el intervalo

[0.1] y 6 = (9‘.92)é}2= con 9‘ un parametro de escala y Gz un

pardmetro de localizacidn.

Utilizando (2.3) y (2.4) se tiene que una funcidn que

modela la relacidn dosis-respuesta esta dada por
P(X) = U = Po(e1(x - QZ)J

Como Po es mondtona creciente se sigue que
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-1 _ | _
Po (v) = e‘(x 62)) (2.8)

con PO_1 la funcidn inversa de Po que existe siempre que Po sea

continua.

La expresiodn (2.8) representa una relacidn

dosis-respuesta lineal, que puede reescribirse como
Y =a + 03X (2.8)

- -1 = - =
con Y Po (U), a 6‘82 vy 6‘

Finney (1978) argumenta que una transformacidén adecuada
de la dosis permite construir una relacién de la forma (2.6). El
autor propone utilizar una transformacidén de la familia generada
por Box & Cox (1964) scobre la dosis, de tal forma que, en general

se considere

v = Po(a + f3Z) (2.7)

donde Z es la transformacidn de la dosis X, llamada metadosis o

dosis metameétrica.

Suponiendo Po mondtona y continua, se obtiene de (2.7)

que
Y = Po“(U) = a + X
con Y la respuesta metamétrica o metarespuesta.

Ahora bien, desde el punto de vista frecuentista, dadas
Po y la transformacidn Z, el problema se reduce a estimar los
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pardmetros o y (3 en la relacidn dosis-respuesta metamétrica.

En este capitulo se describird el andlisis de bioensayos
cuantales bajo diferentes estructuras para modelar Po. suponi endo
que la transformacion € para lograr la linealidad ya esta dada
(debido a lo anterior, se denotard indistintamente por X tanto
a la dosis original como a la dosis transformada). Se dard primero
una breve descripcién de cada uno de los medelos propuestos y

posteriormente se comentaran globalmente.

El primer modelo que se dara como aproximacion a P es la
distribucidén Normal. Bliss (1944) presenta un ejemplo en el cual
suponer que el logaritmoe de la dosis sigue una distribucidn
Normal, describe en forma muy precisa la relacidn dosis-respuesta.
Este ejemplo sugiere que el uso de esta distribucidn para modelar
a P(X) parece razocnable. Por otre lado, el Tecrema Central del
Limite puede justificar el uso de la distribucidn Normal cuando la

variable de respuesta es un promedio.

En esta situacidn ¥y de acuerdo a la ecuacidn (2.7) se
tendrid que

X+ BX
PIX) = I (2r)*? expt- L ¢% ab (z.8)

- @

Denotando por # a la funcion de distribucidén Normal, la
respuesta original U debe transformarse como Y = Q-‘(U). para
obtener la relacidn (2.86).

Bliss (1934a,b) introduce la conocida funcidn Probit que

se define como
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y-s
P(X) = J (2nY*"? expi- 15'.’} dt (2.9)
o ;

con ¥ = a + 3X

La funcidn Probit obliga a que sea poco probable la

obtencidn de valores negativos.

Finney (1978) menciona que en muchos experimentos el usoc
de la ecuacidén (2.9} es preferible a la ecuacidn (2.8). Una
discusidén mds amplia sobre la transformacidén Probit puede verse en
Finney (1971).

Berkson (1944) propone la distribucidn Logistica como
una alternativa a la Normal argumentando que las dos
distribuciones son similares entre si. El autor menciona que la
logistica puede aplicarse a una gran variedad de experimentos
fisico—quimicos.

En teérminos de la distribucidén Logistica, P(X) queda
descrita como

1

P(X} = —/——————— 3> O .
( ) 1 + e-(ou\p)() aﬁ (2 10)

y la correspondiente transformacidn metametrica es

P(X)

Y =ln_I—-:~F[W (2.11)

Berkson llamé a esta transformacidn el Logit de P(X).
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Wilson & Wocester (1943a,b,d) proponen otra
transformacidén para generar la distribucidn Logistica que difiere
de la anterior por un factor de 2. La transformacién es la

siguiente

P(X) = 1 (1 + tanh (a+ax))
que es equivalente a
Y
P(X) = —mm——— (2.12)
1+ %Y
obteniéndose que
. P(X)
Y = > ln (2.13)
1 - P(X)

Finney (1978) menciona que una ventaja de la
transformacidn (2.12) es que resulta muy similar en magnitud a la

ecuacién (2.8) y que entonces podrian hacerse comparaciones con la
transformacidn Probit.

Por su parte, Wilson & Worcester (1943c) introducen una
distribucidn para la cyal
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con ¥ =.a + 3X. De donde

2P(Xx) - 1
Y =
12
2[P(X) (1 - P(X))]
Los autores mencionan que esta funcion es

matemdticamente tratable y fdacilmente comparable con las

transformaciones Normal y Logistica.

Como una alternativa a la distribucidn Normal, Urban
{1909, 1910), basado en un estudio en Psicometria con respuestas

cuantales, propone la siguiente distribucidn

a+ X 1

P(X) = T st
—o n(a + t%)

- )

+ M tan Mo + £X)

i
2

Esta funcion es conocida come distribucidn Cauchy, para
la cual se sabe que no existe la media, la varianza y en general,

ningtn momento.
La respuesta metametrica resulta ser
Y = cot[M(1 - P(X))]

Finney (1978) comenta que esta distribucién es poco
realista ya que asigna probabilidades grandes a valores muy

extremos.
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Por otra parte, Knudsen & Curtis (1947) proponen- una

distribucidn cuya funcidn de densidad estd dada por

sen 2t ostst
plt) =
(o) en otro caso

Yy, entonces

P(X) = sen’Y

con ¥ = a + 3X, de donde

Y = sen ‘v P(X)

Finney (1978) menciona que, especialmente en métodos de
anadlisis de varianza cuya variable de respuesta r, estd expresada

come porcentaje, una transformacidn muy usual de esta variable es

sen-‘V—r-'— . Esta transformacidén tiene la ventaja de que su
varianza es constante. De acuerdo a lo anterior, la respuesta
metameétrica Y tendra varianza constante. Finney (1978) comenta que
esta distribucidén seria una representacidén pobre para cualquier
relacidn dosis-respuesta en el contexto de bjicensayo, pero podria
ser una aproximacidn razonable siempre y cuando los datos evitaran

los valores extremos.

Por dltimo, la aproximacidn mds sencilla que se puede

hacer es suponer que la relacidn con la dosis es lineal, es decir
P(X) =a + X =Y

© equivalentemente, tomar la funcidn de densidad Rectangular
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1 si 05t <1
pl(t) =

o} en otro caso

El hecho de que O < P(X) <1 implica la existencia de
una dosis -a-3 por debajo de la cual ninguin sujeto puede responder

y una dosis (1 - a )/ arriba de la cual todos los sujetos deben
responder.

Una comparacidn somera entre las seis aproximaciones
descritas anteriormente estd dada en Finney (1978) y, en general,

sus comentarios son los siguientes:

El autor hace notar que, salve las distribuciones Normal
y Logistica, las demds tienen poco interés tedrico. A pesar de
eso, al graficar las transformaciones Logistica, Normal ,
Rectangular y la propuesta por Knudsen & Curtis (1947).
estandarizdndolas de manera que cada una de ellas tenga media cero
y varianza uno (razén por la cual las dos restantes no entraron en
este analisis), puede verse que la relacidn entre la dosis X y la
funcién potencia P(X) es muy parecida en los cuatro casos. Aun
mis, para valores de P(X) entre 0.05 y 0.95, las cuatro curvas son
prdcticamente indistinguibles. Sin embargo, menciona que la
distribucion Rectangular no es recomendable pues en el caso de

bicensayos cuantales, esta aproximacidén es poco sostenible.

Si se supone que P(X) es Normal y se wutiliza 1la
transformacidn Probit, la relacién entre X y P(X) es una linea
recta. Si la transformacidn Probit se aplicara sobre las otras
transformaciones, las graficas entre X y P(X) serian dificilmente
distinguibles de la linea recta y por tantoe no seria posible

detectar la no normalidad de la distribucidn.
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Aun mas, podrian sugerirse otras transformaciones que
fueran igualmente dificiles de distinguir. Esta dificultad de
decidir queé transformacidn utilizar en un conjunto de datos es
aparente, pues si los datos no pueden discriminar entre
alternativas, las conclusiones no se veran afectadas por 1la

eleccidn del modelo que aproxime a P(X).

Como un uUltimo comentaric y como se menciond al inicio
de este capitulo, al proponer un modelo paramétrico para aproximar
a P(X), el problema se reduce a estimar los pardmetros
involucrados en la relacion Y = a + X. En general, las
transformaciones que se proponen no cumplen con el supuesto de
homocedasticidad y por tanto el proceso de estimacidn gque se

utiliza es el de Minimos Cuadrados Ponderados.
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CAPITULO 3

ENFOQUE BAYESIANO



ENFOQUE BAYESI ANO

Partiendo de 1la situaciédn general presentada en el
Capitulo 1, en la que se emplean M dosis (X’.Xz... . .X“) cada una
de las cuales se aplica a cada uno de n sujetos, se tiene que la

funcidn de verosimilitud es

M s, n - S,

p(Y|X) = _—i_[P(Xi)] [1 - P(Xi]] (3.1)

iz

3
»

con § =
i yi.j

Desde 1a perspectiva bayesiana es necesaric determinar
la manera en que se ha de describir el conocimiento inicial para
que al combinarse con la informacidn experimental mediante el
teorema de Bayes, se obtenga la distribucidn final que describe el
nuevo estado de conocimiento. Dentro de esta linea se presentardn
tres trabajos, dos de los cuales suponen una estructura logistica
para P(X) -Freeman (1970) y Tsutakawa (1980)- y el de Ramsey
(1972), que no hace uso de esta suposiciodn.

En primer término, Freeman (1970), considera la
verosimilitud (3.1) y el caso en que P(X) puede describirse
mediante una funcidn logistica, es decir

1

P(X) = ————————— com fi> 0O
1 4+ e Y%

Como una limitacidn del tratamiento propuesto por Freeman debe
mencionarse que supone ceonocido al parametro 3. En estas

condiciones, el fendmeno queda totalmente descrito al determinar
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v. Esto es, y es el uUnico pardmetro desconocideo en el problema.
Asi, basta con asignar una distribucidn inicial para y y obtener

la correspondiente distribucidn final.

Fremman considera inicialmente M=1 (es decir sdélo una

dosis X‘) en donde

s n S

1 1 1
a7y = [P o - e

3
-

con s =. y‘j
1=1
pero
P(X,) = [1 . e"’""‘.’]
entonces
- - -5
1 s e fly x’) Py 1

£ S
POY|X . y) = [ - ] [ —— ]
| 1 1 4+ e PCTTxy 1 o+ PR

asi

[ e-—p(y-x‘) ] 1 b ep(y-x‘)s‘
plY|X .B.7) = =
[
(1 +e fly-x o ] 1

n
[ 1+ ep(r—x‘)] )

Esta funcidn de verosimilitud sugiere en forma natural
el empleo de una distribucidn inicial conjugada (Raiffa &
Schlaifer, 1961) para y de la forma

(y-%x 1S
epr 1 =]

plrin_.s_) = Z
°© (-] [ 1+ ep(y x’)]no.
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que equivale a utilizar una Beta con pardmetros so-l. ho‘S°‘1 como
distribucidn inicial para el valor de P(X‘L {recuerdese que 3 es
conocida). Freeman propone el empleo de una funcidn de pérdida
cuadrdtica para estimar » lo cual implica que ; coincide con el
valor esperado posterior de ) que en general debe ser calculado
por meétodos numericos. El autor incluye en el problema la decision
sobre el tamafio de muestra optima suponiende gue cada observacidn
tiene un costo fijo ¢ > O que debe de ser incluideo en la funcidn

de pérdida. Entonces, si L es la funcidn de pérdida se tiene que

N ~ 2
Liy.») = Klr-2)
se transforma en

LGr-r) = K(z-¥) + nc

Freeman demuestra que el problema tiene solucidén para c > O y que
esta se puede obtener resolviendo una ecuacidn de programacidn
dindmica. El autor generaliza el procedimiento propuesto a los
casos de dos y tres dosis los cuales se complican ya que
adicionalmente hay que decidir en qué dosis se debe realizar cada
observacidn. Freeman reconoce que si hay mds de tres dosis el
problema se vuel ve intratable Y finaliza compar ando sus
resultados,mediante una simulacidn con los del meétodo de Dixon y
Mood (1948), concluyendo que ambos métodos son igualmnte efectivos
y que el método frecuentista puede resultar superior si de

antemano se eligen dosis cercanas a p.

Por su parte Tsutakawa (1872), desarrolla un metodo con
el objetive de encontrar disefios experimentales Sptimos.
Considerando que el propdsito del experimento sea la estimacidn de
un pardmetro real, el autor propone como criterio la seleccidn del
experimentco que produzca una varianza posterior minima. En
particular, Tsutakawa también elige una estructura logistica para

PCX) que le permite discutir una variedad de situaciones.
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Como se recordara, cuando se tiene una funcidn de
pérdida cuadratica y se desea estimar el valor de un parametro 6,
el estimador de Bayes, 8. es la esperanza de 6 con respecto a la
distribucidn apriori del parametro (o posterior, dependiendo de si
se toma informacion adicional). En particular, si & tiene asociado
una distribucién apriori A(8)=ﬁ(p,72) y se cuenta con una muestra
de observaciocnes independientes con distribucidn condicional
p(§|e)=A19.r2) con r conocida, entonces la distribucidn
posterior para 6 serid p(8)x)=A(p’.7') donde

2 -2_2
rou + nx"t 2 2.
M= " 2 y '= (177 + nort)
r® + nt

En particular, la varianza posterior de 8 esta dada por
(1/12 + n/rz)-‘ Yy, en caso de utilizar una funcién de pérdida
cuadrdatica para estimar el pardmetro, coincide con el riesgo de

Bayes.

Por otra parte, la informacidn de Fisher que contiene la

muestra respecto a 6 esta dada por (Kendall & Stuart,1973)

1 (8) = ni(e)

' a* -1

-nE [{—_1n p(x|6,r)}]
ae

-1
-n[E {-r"}]
n

2
r

de manera que la varianza posterior de 6 se puede escribir como

1

3.2
1.2 + nI(o)
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En general, encontrar el Riesgo de Bayes es mas
complicado de lo que resulta en el caso particular de Normalidad y
Tsutakawa propone aproximar la varianza posterior de 6 tomando en
cuenta las siguientes propiedades asintdéticas, vdlidas bajo

condiciones de regularidad:

a)si 90 es e} verAdadero valor del pardmetro, el estimador
miximo verosimil de 6, 6, es asintdticamente Normal con media 90 y
varianza [In(')(.e.:,)]"l con In(x.eo) la informacidn contenida en una
muestra cuando se aplica X=(X‘.Xz. e .Xn). el conjunto de dosis
seleccionadas.

b)la distribucidn posterior de €@ puede ser aproximada por la
distribucicdn Normal con media 6 y varianza [Lz(g)]—‘. donde Lz(gl
es el negativo de la segunda derivada (con respecto a €) del
logaritmo de la funcidn de verosimilitud valuada en 8

¢ )Si 60 es el verdadero valor de 8, con probabilidad uno
L,(e)

1 (X,8)
n

Estas propiedades sugieren que, al menos para muestras
grandes, la distribucidn posterior de € estara concentrada
alrededor de eo Yy que [I(X.Q)]-‘ serda una aproximacidn razonable a

la varianza posterior de 6.

Sin embargo, cuando el tamafio de muestra es finito {como
ocurre en la prdctica), el estimador midximo verosimil g puede
distar mucho de 90 (el verdadero valor de &) e [In()(.a)]—* puede
resultar ser una pobre aproximacidn de la varianza posterior de
6. Este problema surge cuando el tamafio de muestra es pequefic como
para que la aproximacidn asintdtica sea apropiada o bien cuando la
distribucidn apriori domina a la verosimilitud. Otro detalle que

conviene notar es que [In(x.eo)]"‘ no depende de la distribucidn
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apriori para €, A(8), y que para cualquier tamafic de muestra fi jo
xn(x.eo) podria ser cercana a cero de manera que [In(X.Bo)]-’
resultaria no acotada, mientras que si A(€) tiene varianza finita,
la wvarianza posterior de &, para cualquier conjunte de

cbservaciones, seria acoctada.

Para evitar estos posibles problemas al usar
[I“()(.Bo)]-1 como estimador de la varianza, Tsutakawa considera
afadir una constante mayor que ceroc (denctada por B(A)) a In(x.ao)
de tal forma que la estimacion de la varianza posterior de € quede
en términos de [I (X.6 MBIA)]™.

Sea de esta forma

H(X.8_.A) = —_—1 e B(A)2 0

I(x.8_) + B()\)

la aproximacidn a la varianza posterior de 6. Notese que H(X.Bo.)\)

estd acotada por el inverso de B(A).

En particular, si A(8) es una distribucidn Normal con
varianza 'rz y se cuenta con una funcidn de verosimilitud Nermal
con varianza [Ih()(.eo)]—‘. la estimacidén de la varianza posterior
de 6 tomando B(A) = 1/12 seria exactamente la misma gque la
obtenida en (3.2). es decir

H(X,6_,A)= 1 n
nI(X.8 )+ =2
o T
Ahora bien, con respecto al problema de disefic optimo,
Tsutakawa define el mejor experimentoc en términos de los valores
de X (el conjunto de niveles o dosis a aplicar) que minimice la
varianza posterior esperada, es decir, el problema se reduce a

enconhtrar X tal que .
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E{H(X.6.))} = [ H(X.0,A)A(6)d6=&(X|\)

sea minima.

Como ya se menciond, el autor elige la estructura
logistica para la distribucidn de tolerancia P(X). La distribucidn

es

P(x)=—-—~l———' —o < X < o

1 + exp(e-X)

2
en particular E(X)=6 y V(X)= g .

Con fines de ilustracidn, utiliza para modelar A(6), la
apriori de 8, una distribucidn M:O.-rz). Tomando una cobservacidn en
cada nivel, la distribucidn posterior de 6 dado ¥=(y‘.yz.... .yh)
es '

n

oy 1-y,
p(alx,Y)zx}\(el 1 P_‘ [1-P,‘] y =0,1 i=1,...,n

i
i1=4

Para esta situacidn el autor sugiere considerar a B(A)

de l;-; forma
1 2
BOV=(37)

con & una constante positiva elegida de tal forma que refleje la
importancia de la distribucidn apriori sobre la distribucidn
posterior. De acuerdo a los resultados asintdticos mencionados
anteriormente, se usaria &=1. El autor hace notar que si &6 < 1,
(6':)z seria menor que la varianza apriori, 2 y entonces se
estaria dando un énfasis, en términos de una mayor precisidén, a la
apriori de 6 que en realidad no tiene. Sin embargo, el autor
indica también que valores de & mayores que uno podrian ser de

intereés para distinguir entre lo que llama, la distribucidn
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apriori para el disefo del experimento de la distribucidn apriori
para inferencia. Con respecto a estas dos distribuciones apriori,
puede comentarse que si se cuenta con una distribucidn muy
informativa, es decir, con varianza pequefia, es de esperarse que
pocos experimentos proporcionen informacién Gtil. Dicheo de otro
modo, si el conocimiento apriori sobre € es muy preciso, se
requeriria de un experimento muy refinado para que pudiera aportar
nueva informacidn. Por otra parte, si el conocimiento apriori
sobre €@ es vago, casi cualquier experimento proporcionaria
informacidn adicional apreciable y ademids permitiria que inclusive
resultados extremos fueran contemplados e incorporados en la

distribucidn posterior,.

Asi, cuando el diseho ha sido seleccionado en base a un
conocimiento apriori vago scbre 6, el autor sugiere utilizar una

distribucidn apriori de inferencia cuya varianza esté “inflada"”.

Con lo anterior, Tsutakawa espera obtener una
distribucidn posterior con suficiente sensibilidad de manera que
si la apriori del disefic contiene informacidn que se contrapone

con la informacidn muestral, ésto se refleje en la posterior.

Ahora bien, si &=w, es decir, B(A)=0, la situacidn se
traduce en una distribucidn apriori difusa. El autor indica que en
este caso, se deben tomar precauciones pues G(XIA) puede ser
infinito cuando A{@) no es Normal. (En particular, para el casc en
el que A{6) es una distribucidén Logistica cuya varianza no es
estrictamente menor que la varianza de P(X), el autor demuestra
que G(X|A) diverge).

Es importante notar que no es posible justificar 1la

dicotomia de las distribuciocnes apriori propuestas por Tsutakawa

pues no hay un proceso de aprendizaje enire ambas. Aparentemente
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se trata del mismo estado de conocimiento sobre 8 modificando la

distribucidn de acuerdo a los intereses que se tengan.

Retomando el problema de minimizar G(xl)\). el autor
menciona que el problema de minimizacidn puede ser numéricamente
intratable. Esto es, hay que encontrar x=(x‘.xz.....xn) tal que
minimice G(X'A) y basta con que n (fijo) sea grande para que el
problema se complique pues, por ejemplo, si el numero de niveles
es del orden de &0, habria que minimizar wuna funcidén de &0

variables.

Tsutakawa propone una simplificacidn gue consiste en
tomar k (fija) observaciones en cada uno de m niveles, igualmente
espaciados de manera que km=n (el total de observaciones). Asi,
dados m,k,7T ¥y & el problema se reduce a minimizar una funcidén de
una sola variable, w, que representa el ancho del intervalo entre

los niveles. Especificamente, el autor propone la minimizacidn de

&(w.7) = mk [M(E)H(X,0,))de

nzmk

= mkfA(8) £ {) I(X.,8) + (67T}
i=a

= mk [x(8) ~ {kEI’(Xi.B) + (S22
1=

= m[x(8) ~ _{Z‘I’(xi.e) + (k&%2%)™

Tsutakawa sehala que G‘ no es otra cosa que G
multiplicada por mk, con el fin de poder comparar disehios con
tamafos de muestra diferentes. En particular, cuando &=m, G‘ no

depende de k.

Ahora bien, debido al hecho de qué los m niveles son
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igualmente espaciados se tLiene que

y dade que m,k,T ¥y A son fijos, la uUnica variable con respecto a
la cual es necesario minimizar es w, lo cual simplifica

enormemente el problema.

El valor w° que minimiza G‘ cuando las otras variables
estdn fijas, es denominado por el autor el intervaleo dptimoc dados

mk,T ¥y XA ¥y denota por G?T) al valor GJVO.TL

El autor especifica que, salvo en el caso en que m=i1 y
w°=0. encontrar w° requiere de evaluar la integral G& por métodos
numéricos con precisidn suficiente de tal suerte que w® pueda ser

determinada por un método iterativo.

Tsutakawa propone un andlisis exploratorio para estudiar
la influencia que los diversos parametros del problema tienen en
la solucidn. Especificamente plantea las siguientes interrogantes:

a)Dados m,k y & scudl es el efecto sobre wo y G: al variar T7?

b)Dado n=mk, el total de observaciones., ;cudl es el efecto de
m sobre Gf?

c);Cudl es el efecto de & scbre wo oy Gf? En particular,
Jscudndo se debe considerar &=m?

d)Dados T.m y & ;cudl es el efecto sobre Gf si se varia k7
El autor reporta valores de w’ y G: considerandc algunos

valores especificos para 7,n,8 y m. Los resultados que reporta

son, en términos generales, los siguientes:
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Cuando 6=1 y n=20 & 40, w® es igual a cero para toda 7
menor o igual que 1.2. Para valores de 7 mayores a 1.2, v’ se
incrementa a medida que m decrece, observindose que el cambio en
w" es brusco para T menor que 2.5 y a partir de este valor w’ se
incrementa practicamente en forma lineal. Por otra parte., los
valeores de G': coinciden parasdiferentes valores de m, variando T
hasta 2.5. Los cambios abruptos en G:’ para diferentes valores de
m, se presentan cuando T es grande. En todos los casos G: va
disminuyendo a medida que m crece. El autor sugiere, para los
tamafios de muestra que considerd en su analisis, que m debe ser al
menos 4 para valores de T entre 2.5 y 4 y debe de ser B8 para

valores de T mayores que 4.

En el caso de &=w, el comportamiento de w’ Y G:J es
similar excepto que ambas variables aumentan su valor mas

rdpidamente que en los otros casos.

El autor indica que que G:J es mondtona creciente con
respecto a k y dque este hecho sugiere que la ganancia por

observacidn es mayor cuando las muestras son pequefas.

Por otra parte, Tsutakawa también analiza la
aproximacidn a la varianza posterior de 6 mediante la funcidén H y
encuentra que el error en la aproximacidn se incrementa si la
varianza apriori, 1%, se incrementa. Ademds, para cada pareja de
valores (m,k) considerados en el andlisis, el error que se comete
al tomar &= es mayor que cuando &=1 y éste aumenta a medida que
el tamafo muestral disminuye. El autor comenta que la aproximacidn
es razonable cuando 7=1 y resulta menos satisfactoria a medida que

T Ccrece.

El autor discute el disefic de un experimento cuya

realizacidn se 1lleve a cabo, secuencialmente, en dos etapas.
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Comenta que en ese caso el disefio de la segunda etapa, no es mis
que un problema de una sola etapa, usando la distribucidn
posterior obtenida en la primera etapa como distribucidn apriori
para la segunda. Tsutakawa considera que en esta situacidn se debe
elegir el disefio de la primera etapa de tal forma que optimice, en

algun sentido, el experimento en forma global.

Ain cuando el autor no lo menciona, es importante
recordar que en un procedimiento bayesiano en el cual se incorpora
informacidn secuencialmente, por ejemplo, en dos etapas, es
equivalente tomar la distribucidon posterior de la primera etapa
come apriori de la segunda, incorporar la informacidn y construir
la posterior final (despues de involucrar las dos etapas), a
trabajar la distribucidn apriori (de la primera etapa)., incorpcrar
(via teorema de Bayes) toda la informacidn y obtener la
distribucidén final correspondiente. Sin embargo, si el objetivo es
minimizar la varianza posterior esperada, ya no necesariamente es
equivalente minimizar en forma secuencial la varianza posterior
que incorporar toda la informacidén (de las dos etapas) y con la

distribucidn resultante minimizar la varianza esperada posterior.

El procedimiento de Tsutakawa noc es estrictamente
bayesiano, ya que sin recurrir al Teorema de Bayes para
encontrar las varianzas posteriores las aproxima. en cada etapa,
mediante la correspondiente funcion H. En cualquier casoc., el
problema de la minimizacidn secuencial aparece. De hecho el autor
ejemplifica su procedimiento con algunos casos particulares
llegando a la conclusidén de que el disefio en dos etapas es mejor

que el disefio equivalente en una etapa.
El autor considera el caso en el cual se tienen dos

disefios igualmente espaciados, cada unoc con m niveles (o dosis) y

k observaciones por nivel, suponiendo que la distribucidn
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posterior obtenida en la primera etapa es aproximadamente Normal
con media B' y varianza v. Mds que encontrar el disefio dptimo

1,2

Cigualmente espaciado) que minimice G:)(v ). Tsutakawa propone,

en primer término, aproximar Vi por

t(w.8,7) = {kz I(x.08)+ N

(m+1)
denctando a v con T° y donde )(i = {i - -—2—~}w. con w el ancho del

intervalo usade en la primera etapa.

En segundo término., propone aproximar la varianza
posterior esperada (al final de las dos etapas) por Gz(w. 7 )/2mk

donde
G, (w.T)= G t(w.8,7))¢6|T)

con ¢(8|'r] la distribucidn posterior de la primera etapa. Por

ultimo encuentra el valor de w tal que Gz(w,'r) es minimo.

En un trabajo posterior, Tsutakawa (1980), considera una
situacidn similar a la anlerior con la variante de que ahora P(X)
se modela mediante una distribucidén Logistica de dos pardmetros
definida por '

1 ) o < X< o
P(X)= -—w < 9‘< ®
1 exp{-(e‘-*ezx)} 0 < 86¢<

con @= (6‘.92) desconocido.
Al igual que en el otro caso, el autor propone el disefio

de experimentos OJptimos, en el sentido de gque produzcan una

varianza posterior minima. Sin embargo, para el caso de esta P(X),
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la distribucidn apriori que se asigne a 8 involucrard, ahora, una
matriz de varianzas y covarianzas. Bajo los mismos argumentos del
trabajo anterior, Tsutakawa propone aproximar la matriz de
varianzas y covarianzas posterior de & mediante una funcidn
matricial H que, en este caso, estara basada en la matriz de
informacion de Fisher y en la matriz de varianzas y covarianzas
apriori de 6. Naturalmente es posible calcular el valor esperado
de la matriz H, pero ya no tiene sentido minimizar esta expresidn.
Alternativamente, el autor considera como objetivo del experimento
la estimacidn de una funcidn real del vector de pardmetros 6. Esta
modificacidn resulta particularmente afortunada en el caso de
bicensayos en donde muy a menudo el pardmetro de interés es, en
realidad, la dosis py-efectiva, Xr. esto es, la minima dosis que
produzca al menos una respuesta esperada de magnitud p.
Especificamente, en el caso de que P(X) sea la Logistica con dos

pardametros, se tiene que

1 -7 1
) ( 6 + &
1 2

X = -ln ( )
r

y puesto que la matriz de informacidn de Fisher se puede calcular
muy facilmente bajo transformaciocnes uno a uno de los parametros y

ya que Xr es tal que P(Xr)=r. el autor reparametriza a P(X) como

sigue
(¢ - 9‘)
- — - a? - R .
Xr = 92 . 62 con ¢ 1n ( > )] logit »
De manera que
1
P (X) =
X, L+ e oexp{-(X - X )n'7%
1-y
con c=
rd
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Debe notarse que para hacer inferencias sobre la dosis

y-letal basta hacer inferencias sobre Xr.

Con esta reparametrizacion, Tsutakawa desarrolla el
siguiente procedimiento:

Tomando N observaciones en un conjunto de niveles
x=(x’.xz,. .. .xm) distribuidas come r_1_=(n‘.nz.. - .nm). con n

observaciones independientes en el i-ésimo nivel; la matriz de

informacidn de Fisher con respecto a (Xr.n) esta dada por

T'E nP.Q _2 (xl._xr n P Q2
A= AX.n.X .n) =
r -2 (X.-X JnPQ.2 2 (X.-X ¥ nPQ ~4n

\Y f + L N 19 r LA N L

en donde Pi. = 1-—Q_t = Px 'n()(). i=l,...,m ¥ zni=N

Suponiendo que la distribucidn apriori de (Xr.n) tiene
matriz de varianzas y covarianzas Y, Tsutakawa considera 1la

matriz

L=+

y propone como criterio de disefio encontrar el punto (X.n) que

minimice la funcidn

&Xx.n) = [f H(X.n.X_.nIP(X_ . n)dX_dn

en donde P()(r.n) es la densidad apriori de (Xr,n) y
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(}\22+ TZZ)

H(X.n.X ,7m) =
. ) - (At 7))

U‘::+ 'r“] “‘zz* T 2 12

22

con KU y Tq los elementos ij-€ésimos de A y L -t respecti vamente,

Es interesante notar que el autor no hace mas que
generalizar el procedimiento planteado en su trabajo anterior
tomando ahora a B(A) como L -1,

Al igual que en el trabajo anterior, obtiene scluciones
numéricas suponiendo que se toman k observaciones en cada uno de m

niveles igualmente espaciados de la forma

(m+1)
X =2 + {i -

. = w i=l,8,....,m

con Z el punto medio del intervalo.

La distribucidn inicial para (xr,n) que considera el

autor esta dada por

P( Xr-n) x exp(—(xr- -u) sz exp(él— vvn) VTP

que coincide con una distribucidn JIH.TZ) para Xr Y una
distribucién Gamma con parametros v/2, vv/2 para 7, sSuponiendo gque

ny Xr son independientes.

De la expresidn para la distribucidn inicial puede
notarse que p es un parametro de localizacidn y v un parametro de
escala. El autor sugiere tomar w=0 y v=1, es decir, el caso

estandar, y dejar a (7.,v) por especificar. En caso de que u=0 y- o

47



v#l, la solucidn optima se puede encontrar determinando 1la
solucion (X‘.Xz... . .Xm) cuando u=0, v=1, =1 v y estableciendo

los niveles Sptimos (X:.X:.. ...)(:‘) mediante las relaciones

- -
X_‘—y+XLVV

La varianza posterior esperada de X‘ resulta ser vG con G 1la

varianza posterior esperada de X.

Como en su trabajo anterior Tsutakawa considera

minimizar la funcidn
G (2,w) = mk &(X,n)

dados m,k,T y v, con el fin de poder comparar disefios con

diferentes tamafios muestrales.

De acuerdo a sus resultados, el autor comenta que para
diferentes valores de y,v,n y k, G:’ se incrementa en forma similar
con respecto a 7, siendo este incremento mds notoric para valores
pequefios de v y valores grandes de ». Si 17 < 2.5 y N esta fi ja, Gf
se compeorta prdcticamente constante con respecto a m. Sin embargo
si 153, a medida que m crece G:’ disminuye. Ademds, Tsutakawa
menciona que el valor &Sptimo de 2 depende principalmente de t y
practicamente no depende de v,m y k. Por otra parte, el valor
optimo de w (wo) depende muy poco de v y » pero si depende de m.
El autor indica que la poca dependecia de Z y w en v se debe a que

Xr Y n se supusieron independientes apriori.
El trabajo de Tsutakawa aunado al de Freeman parecen

sugerir que el problema de analizar resultados de un bicensayo es

complicado atin en el caso de tener una estructura para la funcidn
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P(X). Pareceria razonable esperar una complicacidén adn mayor si se
renuncia a ese elemento estructural. Sin embargo, Ramsey (1972),
ha publicado algunos resultados mids generales gque son muy

interesantes,

Dadas M dosis experimentales ordenadas X‘S X < <X y

2 o ™

n_‘ ensayos independientes en X_L. i=1,2,...,M se tiene que
L
1

— Y. . 1-y. . il

plY|x) = 11 HI P(xA)] " [1 - P(X )] N de M

. . A L I=8,2,. . .,

t=4 =1 19

-

——— S, n - S,
= o] e - ro]

L=1

Si no se adopta una estructura particular para P(X) excepto la
hipdétesis de monotonia (P(X,‘] < P(xj) ifj), el problema consiste

A~
en encontrar una funcidén P(X) no decreciente que aproxime a P(X).

En el caso M=1, si se hace P()(‘) = P, se tiene que

s n-s
plY¥)=pP*@1 -p)* *

Esto es, 1la verosimilitud se reduce a 1la de una
distribucidn Bernoulli c¢on pardmetro P, en donde el problema es
estimar P. Esta situacidn ha sido ampliamente tratada en la
literatura ( DeGroot 1970 y Winkler 1972, por ejemplo ) utilizando

como densidad inicial para P la conjugada natural Beta (a,f3).

El caso M > 1 podria reducirse al anterior si se
efectian las inferencias para cada P( XL) i=1,2,...,M por separadoc
utilizando sdélo la informacidn y‘u'yiz' SRS A para estimar

.

i
P( X,L ).
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Este tratamiento equivale a suponer apriori que P()(_‘) es
independiente de P(xj) si i#j. Sin embargo, esta hipdtesis no es

razonable puesto que se cuenta con la restriccidén estructural

P( )(t_l) =< P(Xi) < P(Xlﬂ] i=l1.2,... M

con P(Xo) =0y P(X.ﬂ) =1

Asi, es necesario considerar una distribucidn inicial
p( P(X‘). ... .P(Xu)) que incorpore esta restriccidn. Puede
verificarse fdcilmente que si P(XL) dados P()(_L_‘). P(xi-z)" Ces
P(Xl) depende sdlo de P(Xt_‘) entonces

PIPOX )L POX)e. . POX) = 11 BUPOX ) |POX_,))

1
151

con P(X,) = O

En estas condiciones, basta con elegir la forma de las
funciones p(P( X_‘ ) |P( X,l_‘ . de manera que describa el
conocimiento sobre P( Xi ) dado que se conoce P( Xt_‘ )
preferentemente a traves de una funcidn que sea matemiticamente

conveniente.

P(xl) es una probabilidad y por tanto O < P(XL) < 1. Si
adicionalmente se conoce el valor de P()(_‘_s). por la restriccidn

estructural se sabe que P(X_Lq) < P(Xi’) <1,

Por otra parte, las ventajas técnicas de utilizar una
densidad Beta para describir el conocimiento sobre una
probabilidad han sido ampliamente establecidas. Resulta entonces
natural la proposiciédn de Ramsey de asignar a P( )(,L ) |P( X,L_‘ ) una

densidad Beta truncada al intervalo [P()(,L ‘).1]; ésto es
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a =}
BPCX J|PIX_)) o [P(Xi)] [1 - P(x_l)] a.b >0

P(X Je [P(X, _ ).1]
de manera que

" a. =]

- L i
P(P(x:)'P(xz)""'P(x.” o:.H [P(x,t)] [1 - P(X_L)]

i=g2

Se puede verificar gque esta densidad conjunta puedek

reexpresarse como

POPOX )L PIX, ). PIX D)= Dlag,og.. . hoy, o)
MM+ 1
& 0
donde D(o .o, ... 0o, ) [ .l_l‘[P(X.l) - P(Xi_i)] i ]

para O = P(Xo) < P(x’) < ... = P()(“) < P(X“ﬂ)

m

1 y l?.o:i > 0
i=1,..,M+1

Esta distribuciédn ha sido estudiada en la literatura
(¥Wilks 1962, por ejempleo) y recibe el nombre de distribucién
Dirichlet (en las diferencias) o Dirichlet ordenada (en 1las
P()(,L)'s ).

Esta distribucidn tiene, entre otras, las siguientes

propiedades:

i) Todas las distribucicnes marginales pertenecen a la misma
familia, en particular p(P(Xt).....P(X.‘_‘)] = D(a;.....a"‘,ﬁ') donde

o =a, i=1,2,....M-1, a"=an+ Reg Y p(P(Xe)) es una Beta con

pardmelros (A,lfi. (1-Ai)ﬂ) en [0,1] donde A1= aj.
i%1

.
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ii}) El punto (At'Az""'Au) es la moda de la distribucidn
conjunta.

iii) A puede considerarse un parametro de precisidén en el
sentido de que si 3 » O la distribucidn tiende a una Uniforme en
[0,1] mientras que si 3 + ® la distribucidén se concentra airededor

de la moda.

Asi, para proceder a la inferencia bayesiana basta
seleccionar los valores de R L WU 4 3. La propiedad ii)
Jjunto con la definicidén de A_L sugiere que si apriori se cree que
el valor mis probable de P(X_‘] es P’(Xi_) i=1,2,...,M entonces se

utilice

_ - _ - » _
a = P (X,L) P()(,L_‘) (P (J(o) =0 . P (X.ﬂ) =1)

-
lo cual garantiza que P (Xi) i= 1,2,...,M es la moda apriori.

3 por su parte, en opinidén de Ramsey debe elegirse de
manera que refleje la credibilidad en la asignacidn de las a;s

(8 + O poca credibilidad, ? + ® alta credibilidad).

En particular, si # »+ o la distribucidn final estara
dominada por la inicial mientras que si  + O lo es por la

verosimilitud.

Asi,
-s.
1

"] s,

BUPCX ). .. . POX DY) o:_l—l—[P()(,L]] [1 - P(X.L)] '
i=g

ue «1?

[P - pox_ 1%

iz=1

Esta distribucién debe ser utilizada para efectuar
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inferencias scbre la funcién P(X). Es importante hacer notar que
en todo el proceso sdlo se ha hecho referencia a P(X‘).....P(X-).
un conjunto de valores de P(X) y no a toda la funcidn.
Adicionalmente, se puede verificar que la distribucidén inicial no
es conjugada, ésto es, la final no pertenece a la familia
Dirichlet.

De cualquier manera, con la final obtenida se puede
utilizar una funcidn de pérdida adecuada para, en particular,

obtener una estimacidn de P(XL) i=1,2,...,M

La eleccion de la funcidn de pérdida depende de los
objetivos especificos del estudio y de las consecuencias que se
esperan al elegir un estimador particular y una opcidn es la
perdida cuadritica. Cuando ‘esta eleccidn no es muy clara una
alternativa para estimar P(X,L) i=1,2,...,M consiste en utilizar
la moda posterior. Ramsey wverifica que el miximo de la
distribucidn final existe, es uUnico y se puede obtener por

diferenciacidn
d(P(X‘)....,P(X“”Y) d M ' S,

{"TT [Poo] [ - pox]
dP(xi) dP(xi‘] L= .

M+ g

—_— Ot o f3
T [eox) - pox 0] }
i=g

S,
i

Derivando e igualando a cero se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones no lineales en P(Xi).t=1.2.. - |
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. * L]
(x,, ) -Px)  PUx) - PYx _ )

+1

POx ) - P(x)  P(x)- Px__))

n.
i

POX) (1 - P(X)) [T

i=1,2,.... M ; P(xo) =0y P(x“*‘) =1

que se puede resolver por métodos numeéricos.

Un punto que falta por considerar es la estimacidn de
P(2) para un valor Z#XLi=1.2.....M.

Si es de interés estimar P(Z2), se debe incluir el

correspondiente conocimiento sobre esta cantidad

en una
distribucidn inicial como (3.3). Con la convencidn on 0oy XM‘EE ®
es claro que Xi = Z < X“" para alguna i=1,28,....M. La

correspondiente inicial queda dada por

p(P(x‘).P(Xz).. .. .P(X,L).P(Z).P(X,L"). .. .P(x.m)) =

j=1

L af3 a3 a
{ T [P(x) - P(x,_ )] [P(2) - P(X )] * [P(X, ) - P(2)] " ‘}

M+ a o ﬁ
e _ i
{ I [Pex ) - POX,, )] }

izi+2
Al combinar esta expresion con la verosimilitud se

obtiene la distribucidn final conjunta para las dosis

experimentales y para la dosis no experimental Z.

Derivando e igualando a cero, de nueve se obtiene la

expresidn para la moda posterior. Es importante notar que dado que
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£ es una dosis no experimental no aparece en la verosimilitud y
por tanto el resultado no es el que ya se habia obtenido en (3.3)

Explicitamente, se tiene

PUx ) - P @ Ph@ - PTx)

(X, ) - P(2) P(Z) - P(X,)
de donde

2 2 . - oy o - -
[Py - POOYPOE, ) - PR@)] = [Px, ) - PP - P'(x)]
- P2P(x_) - P2pT2) - POPT(x )+ POXOPT2) =

P(x, PT(2) - Px, PT(X) - P(2P(2) + P(2)PT(x)
- P2 P'(x_ ) - P(2)] + P [ PT2) - Phix )] =

~ "~ .
P2 PY(x) - P@] + Pix, P2 - Px)]

$

3(2)[P'(xw) - P"(@2)] - E(z)[p"’(x.t) - P'2)] =

Pex [ PT@) - PROx )] - POX ) P(2) - PUX )]

$

P2 PY(x, ) - P(2) - PU(X) + PR2)] =

PUx, [ PP - P )] + PO PRx) - PR @)

n L - ~n - -
P(x., P (2) - P'(x )] + POX[P(X], ) - PU(2)]

P(2) =

P (xi.oi) B P‘(xi)

Este resultade es extremadamente interesante puesto que se puede

interpretar comc una interpolacidén lineal en P(2)

Otro objetivo que se persigue en un problema de
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Bioensayo, como ya se ha mencionado, es la estimacidn de la deosis
X tal que P(X)=y con un valor de p prestablecido. En este punto,
Ramsey se aleja del procedimiento Bayesiano usual que consistiria

en asignar una distribucidn inicial para X y encontrar su

correspondiente distribucidn final, y propone el siguiente
tratamiento:
Si P()(_L )=y para alguna i=1,2,...,M entonces utilicese X

= Xt. en caso contrario, debe ocurrir que X,L< X < X_L“ para alguna
i=1.2,..., M y X puede entonces tratarse como una dosis no

experimental. Asi para X vale la expresiodn

P'(x. ) - F"(x) P (x) - P.(XL)

L+

PCX,, ) - P(X) P(X) - P(X )

Ramsey sugiere que si se busca X tal gque P(X)=y se exija

que E(i)=r de modo que

P (xi.¢1) - P‘(x'\.)

P (X) = P'(X) + [P(x. ) - P(x)]
1 1+4 T

r - B(Xl)

de esta manera X queda estimado por el valor univocamente

definido, X, que satisface esta expresidn.

Finalmente, Ramsey analiza algunos ejemplos simulados
para mostrar el emplec de su métode y obtiene conclusiones
interesantes. Los ejemplos sugieren, en opinidn del autor, que el
mejor disefio para estimar la dosis media es aquel que asigna una
observacidn por dosis (ésto es, n,L=1. i=1,2,...,M) situacidn que

no puede ser tratada por los métodos logit y probit que, desde una
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perspectiva frecuentista, también se han empleado en problemas
relaciocnados. Esta conclusidon la obtiene después de aplicar su
propuesta de andlisis a varios disefilos con distinto numerc de
observaciones por dosis, en los cuales se conccia el verdadero
valor de la dosis media. Analizando el sesgo, la desviacidn
estandar y la raiz cuadrada del error cuadritico medio del
estimador de la dosis media en cada disefio, concluye que entre
menos  observaciones por dosis se tenga, mejores son los

estimadores.

El autor comenta que también se puede usar un método
basado en frecuencias relativas, como regresiodn isotdnica
(Brunk,1970), pero se presenta el incoveniente de que no se
acompafia de un método de interpolacidn. En su opinidn, el
suavizamiento de una curva que estd asociado al valor de 3, y el
enfoque bayesiano del procedimiento de inferencia, parece producir
estimaciones superiores a las de regresion isotdnica aun cuando en

la distribucidn inicial se cuente con poca informaciodn.

Por otra parte, si se cuenta con informacidn previa,
resultado de estudios experimentales anteriores, la eleccidn de
los paridmetros en la distribucidn inicial debe ser consistente con
tal informacidn. Por supuesto, el casc mas simple en el
tratamiento bayesiano se obtiene cuando la distribucidn inicial
pertenece a una familia conjugada. En el procedimiento de Ramsey,
sin embargo, debe notarse que no es ésta la situacidn y por tanto
el autor propone utilizar la siguiente regla: *“Si un experimento
previo basado en n, observaciones por dosis arrojé una moda
posterior de P.(x). entonces addptese P'()() como la moda inicial y
use f3 = no". la cual, dice Ramsey, resulta ser una forma
conservadora pero técnicamente conveniente de incorporar el

conocimiento inicial.
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Una objecidn a este trabajo es que, como ya se indicd,
la distribucidn inicial conjugada no es simplemente gue reduzca
los cdlculos, sino que ella misma es una distribucidn final y por
tanto permite incorporar toda 1la evidencia de experimentos
previos. En un sentido estricto, si todos los resultados de un
experimento previo se conocen, entonces no debe de usarse la
distribucidn inicial propuesta por el autor, sino que deberia de
usarse la distribucidn final de esos experimentos que a sSu vez
conduciria, al combinarse con los nuevos resul tados
é%ﬁerimentales. a la nueva distribucidn final correspondiente. Sin
embarge, la proposicién de Ramsey constituye una alternativa
simple y atractiva que parece proporcionar estimaciones

razonables.

Es importante notar que audn cuando los resultados
obtenidos por Ramsey estdn basados en métodos bayesianos, la forma
de estimar la dosis no observacicnal X y P(X) no es estrictamente

bayesiana sino el resultado de aplicar interpolaciones lineales.
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CONCLUSIONES



CONCLUSIONES

Los métodos presentados en este Lrabajo forman parte de
un conjunto mayor de técnicas para analizar datos experimentales

provenientes de biocensayo.

En los procedimientos que aqui se discuten, vale la pena
mencionar que tanto desde el punte de vista frecuentista como
bayesiano se sugiere modelar la funcidn potencia P(X) mediante
alguna funcidn de distribucidn, exceptuandoe el trabajo de

Ramsey (1972).

En los metodos presentados dentro del enfoque
frecuentista, la mayor parte de ellos tienden a reconstruir la
situacidn que se presenta en Regresidn Lineal, sin embargo, la
naturaleza dicotdmica de la ~variable de respuesta introduce
violaciones especialmente a los supuestos de normalidad y
homocedasticidad. En tales condiciocnes el ajuste de los modelos
suele llevarse a cabo mediante aplicaciones sucesivas del
procedimiento de minimos cuadrados ponderados, lo que en general
implica que se pierda la simplicidad en el ajuste del model o, que

es caracteristica de los modelos lineales de Regresidn.

Caber mencionar que las aproximaciones a P(X) que se
discuten, en su mayoria, surgen a partir de situaciones practicas
Y no de consideraciones tedricas. Por otra parte, en términos
.generales, las aproximaciones producen los mismos resultados por
lo que no existe una regla que especifique cuil transformacidn
usar. Sin embargo, dado el faicil manejo de las distribuciones
Normal y Logistica y la gran variedad de situaciones que

describen, son las que, en la prdctica, mids se recomiendan.
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Desde la perspectiva bayesiana, el procedimiento de
modelado es similar. Sin embargo,la introduccidén de distribuciones
de probabilidad sobre los pardmetros conduce a un andlisis

diferente al de los métodos frecuentistas.

En varios casos el emplec de formas conjugadas tiene
aplicaciones restringidas en el sentido de que la correspondiente
funcidn de distribucidn posterior para el pardametro de interes,

tiene que ser aproximada.

Especificamente, es importante recalcar que en el
procedimiento bayesiano propuesto por Ramsey, la distribucidn
posterior no pertenece a alguna familia conjugada y ademds la
estimacion de una dosis no observacional, ; y de su
correspondiente valor P(;(). no se realiza formalmente utilizando
los principios bayesianes sino recurriendo a interpolaciones
lineales. En cuanto a la propuesta de Freeman, resulta muy
restrictiva pues resuelve casos muy particulares que dificilmente
pueden extenderse. Por otra parte, en los resultados presentados
por Tsutakawa, vale la pena insistir en la dificultad para
justificar la existencia de lo que €l 1llama la distribucién
apriori de inferencia y la apriori del disefio ya que no queda
suficientemente claro el manejo que se hace sobre el conocimiento
de &.

Tsutakawa propone soluciones para casos particulares,
al suponer un numero igual de observaciones en cada unc de los

niveles a los que considera igualmente espaciados.

En cuanto a la funcidn H que propone como aproximacidn a
la wvarianza posterior, seria interesante considerar en ella un
factor que involucre el costo asociado al numero de piezas de
informacidén. Suponiendo que cada pieza de informacidn cuesta lo
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mismo, por ejemplo c, tomar n piezas ‘llevaria .a .un costo final.

igual a nc. Asi, la funcidn H podria plantearse como

1

H(X.eo.k) = + nc B(A} 2 O

1(X,6,) + B(\)
e intentar minimizarla.

Por udltimo, resultaria de interés tratar alguna otra

aproximacidén para P(X) distinta a la distribucidn Logistica.

Aungue el planteamientoc al problema de Bioensayc ha sido
presentado en forma muy general, se dan soluciones a casos muy

particulares y que sélo son tratables por métodos numéricos.
Para finalizar, convendria explorar si esta situacidn

puede resolverse usando otras técnicas estadisticas tales como

Bondad de Ajuste o métodos No Paramétricos.

ca



BIBLIOGRAFIA



BIBLIOGRAFIA

BERKSON, J, (1944). Application of the logistic function to
bio-assay. J. Amer. Stlatist. Assoc. 39, 357-365.

BERNARDO, 3. M. (1979). Reference posterior distributions for
bayesian inference. J. Roy. Statist. Soc. B £1,113-147.
(Con discuysidn).

BERNARDO, J. M. (1981). Bioestadistica. Una Perspectiva
Bayesiana, Barcelona: Vinces-Vives.

BLISS, C. Y. (1934a). The method of probits. Science 79,
38-39.

BLISS, C. I. (1934b). The method of probits - a correction.
Science 79, 408-410.

BLISS, C. I. (1944). The U. S, P. collaborative cat assay for
digitalis. J. Amer. Pharm. A4ssoc. 33, 225-245.

BOX, 6. E. P. & CoOX, D. R. (1884). An  analysis of
transformations. J. Roy. Statist. Soc. B &6, g£11-2B=2.
{Con discusidnd.

BRUNK, H. D. (1970). Estimation of isolonic regressions. En
Nonparametric Technigues in Statistical Inference (Puri
ed, ) 177-194, Cambridge: Cambridge University Press.

De FINETTI, B. (1937). La ;Srévision. ses lois logiques, ses
scurces subjectives. Ann. Inst. K. Poincaré 7, 1-68.
Reeditado en inglés en Studies in Subjecti-ue Probability
(Kyburg & Smokler eds.)} 93-158, New York: Wiley, 19654.

De FINETTI, B. (1962). Does it make sense to speak of good
propability appraisers?. En The scientist speculates: an
anthology of partly baked ideas. {(Good, ed.) 357-364.
New York: Basic Books.

De GROOT, M. (1970). Optimal Statistical Decisions. New York:
McGraw~Hill.

DIXON, W. J. & MOOD, A. M. (1848). A methods of obtaining an

64



analysing sensitivity data. J. Amer. Statistl. Assoc. 43,
108-126.

DRAPER, N. R. & SMITH, H. (1981). Applied Regression
Analysis. New York: Wiley.

FINNEY, D. J. (1965). The meaning of biocassay. Biometrics &f,
785-798.

FINNEY, D. J. (1971). Probit Analystis (3rd. ed.). Cambridge:
The University Press.

FINNEY, D. J. (1978). Statistical Methods itn Biological
Assay. London: Griffin & Company Ltd.

FREEMAN, P. R. (1970). Optimal bayesian sequential estimatiocn
of the median effective dose. Biometrika 57, 79-89.
GREENBERG. B. 6. (1982). Biostatistics. En Encyclopedia of
Statistical Sciences Vol.! (Kotz & Johnson eds.) 251-263

New York: Wiley.

JEFFREYS, H. (1946). An invariant form for the prior
probability in estimation problems. Proc. Roy. Soc.
London A {86, 453-461.

KENDALL, M. G. & STUART, A. (1973). The Adwvanced Theory of
Statistics. Vol.2. London: Griffin & Company Ltd.

KNUDSEN, L. F. & CURTIS, J. M. (1947). The use of the angular
transformation in biological assays. J. Amer. Statist.
Assoc. 42, 282-296.

KOLMOGOROV, A. N. (1933.86). foundations of the Theory of
Probability. 2a. Ed. New York: Chelsea Publishing Co.
LINDLEY, D. V. (1965). 4An Introduction to Probability and
Statistics from a Bayesian Viewpoint. (2 wvol.).

Cambridge: Cambridge University Press.

LINDLEY, D. V. (1871). Bayesian Statistics., a Review. Reg.
Conf. Ser. Appl. Math. 2. Philadelphia: SIAM.

LINDLEY, D. V. (1977). Principitos de la Teoria de la

Decisicon. Barcelona: Vinces-Vives.

65



MENDOZA, M. (1886). On Lhe~stat_istical analysis of biological
assay. Rep. Técnico Depto. Bioestadistica . Universidad
de Valencia.

MIELKE, P. W. (1986). Quantit Analysis. En Encyclopedia of
Statistical Scitences Vol.7 (Kotz & Johnson eds.)
433-435. New York: Wiley.

MOOD, A.G., GRAYBILL, F.A. & BOES, D.C. (1974). Introduction
to the Theory of Statistics. Tokyo: McGraw-Hill.

RAIFFA, H. & SCHLAIFER, R. (19861). Applied Statistical
Decision Theory. Massachusetts: MIT Press.

RAMSEY, F. L. (1972). A bayesian approach to bioassay.
Biometrics 28, 841-858.

RAMSEY, F. P. (1926). Truth and Procbability. Reeditado en
Studies in Subjective Probadbility (Kyburg & Smokler
eds.sd) 61-92, New York: Wiley, 1964.

SAVAGE, L. J. (1954). The Foundations of Statistics. New
York: Wiley.

SAVAGE, L. J. (1971). The elicitation of personal
probabilities and expectations. J. Amer. Statist. Assoc.
66, 783-801.

TSUTAKAWA, R. K. (1972). Design of experiments for biocassay.
J. Amer. Statist. Assoc. 67, 584-890.

TSUTAKAWA, R. K. (1980). Selection of the dose levels for
estimating a percentage point of a logistic quantal
response curve. Appl. Statist. &£9, 25-33.

TSUTAKAWA, R. K. (1982). Statistical methods in bicassay. En
Encyclopedia of Statistical Sciences Vol.! (Kotz &
Johnson eds. ) 236-243. New York: Wiley. '

URBAN, F. M, (1909). Die psychophysischen Massmethoden als
Grundlagen empirischer Messungen. Arch. ges Psychol. (5,
261 -355,

URBAN, F. M. (1910). Die psychophysischen Massmethoden als

[=1=]



ESTA  7Esss By |
BERE
SAIR DF 1 BIBLIOTEC:

Grundl agen empirischer Messungen. (continued) Arch. ges
Psychol. 16, 168-227.

WILKS, S. s. (19862). Mathematical Statistics. New York:
Viley.

WILSON, E. B, & WOCESTER, J. (1943a). The determination of
L.D.50 and its sampling error in bio-assay. Proc. Natn.
Acad. Sci. 29, 79-85.

WILSON, E. B. & WOCESTER, J. (1543b). The determination of
L.D.50 and its sampling error in bio—-assay. II. Proc.
Natn. Acad. Sct. 29, 114-120.

WILSON, E. B. & WOCESTER, J. (1943c). Bio-assay on a general
curve. Proc. Natn. Acad. Sci. 29, 150-154.

WILSON, E. B. & WOCESTER, J. (1943d). The determination of
L.D.BO and its sampling error in bio-assay. III. Proc.
Natn., Acad. Sci. 29, 257-262.

WINKLER, R. L. (1967). The assesment of prior distributions
in Bayesian analysis. J. Amer. Statist. Assoc. 6&,
776-800.

WINKLER, R. L. (1972). Introduction to Bayesian Inference and

Decistion. New York: Holt, Rinehart & Winston.

67



	Portada
	Prólogo 
	Índice
	Capítulo 1. Introducción 
	Capítulo 2. Enfoque Frecuentista
	Capítulo 3. Enfoque Bayesiano 
	Capítulo 4. Conclusiones
	Bibliografía



