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PRESENT ACION 

Ho se ptllil'C!en concebir l.• l.Ógica y 1a f'J.losof'.ía malemát..ica de 
nuestro t.J&Jllip<> sin l.a f"J.gura de KlD"'t. GOdel.,. como iJapOsible es 9enc:ionar 
a este il.ust.re JAateDático sin evocar sus cél.ebres t.aoreaas sobre l.a 
.lnco~let.ud de la ArJ. t.m6t.J.ca. La i.J11pOrt.acJ.a de est.os t.eoremas se aprec:J.a 
no sólo en el. ~S>ilo de J.as -.at.eaiit.icas,. sino en esferas tan dist.ant.es: 
domo 1o son J.a lit.erat.ura o J.a :f'J.loso:f.ía de l.a conc.iencia! No obst.ant.e,. 
a1 recorrer J.a vast.a l.J. t.erat.ura sobre el t.B'.a .llama J.a atención e.1 hecho 
de que ningún aut.or asequibl.e se ocupa por completo de la deMOSt.ración 
de.1 segundo de dichos t.eore.as .. z. El t.rat.o que s9 le da es desigual.,. y 
va d95d_. una breve ~i6n al. equívoco pJ.ant.aaJRient.o sobre el .:>do ce.:> 
se le debe de1110slrar. Tengo .la convicción de que algunos aut.ores ignoran 
en reali-dad COJID se demuest.ra dicho t.eorea:.,. l.iai t.ándose a rapst..J.r y en 
oc:asionos a l.9rsgivarsar J.o .q09 han léido o escuchado sobJ·e el te.a. 
Ent.re ot.ras cosas, est.e trabajo intenta llenar dicho vacío en la 
1it.erat.ura present.ando una de-=>st.ración completa del mislllO. 

L& demost.raci6n del segundo t.eorama de GDdel exige- por part.e del 
sist.eaa f'orma.1 considerado algo más que la siJllPle binum9raci6n de las 
relaciones recursivas priait..ivas. Es necesar.io, adams, probar con 
variabJ.es libres las ecuaciones quo J.as def'"inen. Est.a Rx.igencia J"ue un 
:f'act.or decis.i'V'D al e.legir lD'l sist.ema f'oraa.l que conviniese a ~t.e> 
prop6sit.os e.l sist.emm AR· En ést.e se dispone- de un sí.mbolo para cada 
función recursiva pr.1.ait..iva y. ent.re l.os ax.lomas. J.as ecuaciones que l.as 
def'.inen. Tal poculJ.aridad s.ign..l.~ica un ahorro consJ.derab.le de t.rabajo. 
pose a J.as complicaciones qug induco al arit....,t.izar .lA sintaxis. 

El t.rabajo se divido en seis capít.ulos ... 

El cap.ít.ulo I est.á dodicado a .la arit-St.J.ca racl.D'"s.iva. En 61 se 
def"J.nen los concO"pt.os de :f'unción recursiva y recursiva pr.i-1.t.iv.a,. se 
J.nt.roducen a.lgunos procedilllient.os que perait.en def"J.nir nuevas J"unciones 
recursivas y se demuestra qus varias operaciones conocidas caen en e.l 
ámbit.o de .la racursi6n. 

En el capj.t.ulo IX se derine el sist.ema f'ormal AR y se derivan algu
nos t.eoreaas que serán de util.idad más adelant.e. El. énf'asis se hace en 
las operacionEls y relaciQn&S arit.JDét.icas usuales como .la suma. el pro
duct.o. la divisibilidad o el orden. Por út..imo se de-.est.ra que AR t.iene 
.la capacidad de expresar n~ricament.e cada relación r&PCurslva. 

~ E1 impa.ct..o d• los t...or•mas •n l• rilosof'i• no m6l.o de l.•a mat..•mJ.t..ic••• 
•ino d• la tilCt:11of'~- •n g•r..r•l f'u• •norrrto9. Por •J•mpl.0 1 J.R. Lucaa 
inicia con -•t.as pal.abras un pol4'oai.ico arJ.culo qu• t.J.t.ula Las ment.es:. las 
m!lauinas y GOdel: ••To~o la i'lllprQ>s;:t'.6n ds quo el t90r9JnCJ. dJ9 Gtklel 
dsm.us:r;t.ra quo ol me-canisi.5"1tl0 B'S falso. 96 decir, que las mentes no 
pu9dsn sO'r 9Xpl \cadas como las rR6qut'.7lQ$'1

• 

Z Un• f'or~ aiMpl• d• _..t.om t...ora~s die•: En cualquiar •i•t..•ma f'or~l 
para 1• t.•ca.ri.a da l.oa nóineros qu• no •- d•-•iado r-t.:rinf1ido muc-4.n 
do• ooaa•~ (1) S. pu-.d•n cons~ruir prop.osicion•• arit.m4-t.ic•• P qua •on 
ci•rt..as; mas no d..,...ivabl•c dant..ro del f'ormal.is:mo. C2) El. sist.azna •s 
ineap.A.z d• probar su con.d.st.•ncia Co bi•n, la f'órmula C qu• •XJ:>r••• l.a 
CJOT>•i•t.•ncia d•l •iat.•ina no .- d_.-i~abl• -n 61~. 
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' . ... 

En •l capít.ulo :I:CX se codi.f"J.ca J.a sint.axis de AR en J.a arit.-'t.ic• 
recursiva a t.r•Y'Ps do un.a corrospond•ncia .s:pec:íf'ica. y sg =-=st.rn qt» 
nociones tal.es COJllO .1as de pr"'U.fil'ba o axioma son recursivas priait.J.vas. Se 
J.nt.roduce,, además,, un.a i..mport.ant.e operac.ión de subst.it.uc:J.ón sbCpv.v. t.:> 
que. dados 1os códigos f>'V• v y t., genera el. código pt. co..:> result.ado. 

El cap.f.t.ulo IV est.á dedicado al priM&>r t.aorema de incoH1pl.liPt.ud d• 
GOdel. En la deJ11CJSt.ración del t.eorema se recurra a la hJ.pót.esis especial. 
de que AR es w-consist.ent.e-. Como t.est.11KJ1nio de que l.• hipót..s.is de 
w-consist.enc.ia se pu&de ree.-pla:z:ar por J.a más débil. de C01l$'ist..ncia 
simp1a, a cont.inuaci.6n se de111U&St.ra J.a forma de Ros.ser del. teorema de 
GOdel.. Ac:t.o seguido se incl.uya una exposición in.f'"ormal del t.oorema an l.a 
cual se ¡x>ne de manif'iost.o su seRE"janza con la llamada Parad.oJ·a de 
Richard. Por últ.imo sa exponen condiciones geru;pral.DS para qug, el. t.uorama 
so apliqtis a un sist.ema tormal. arbit.rario y se exploran algunas de sus 
consecuencias. · 

En el capJ.t.ulo V sg. de-J1K,11;PStra el sg.gundo t.eore... de incompJ.et.ud de 
Gt>del. Para ello se int.roducen J.as J.J.amadas condicionas da c:f.9ri"UOCión dJííl 
Hi lbert y Berna))s y se demuestra que el sist.ema AR posee m'1 predicado de 
pr<Ueba T.EOCx) que .las sat.isface. Hay dos de-=>St.racionos del t.eorema. La 
primera de el.las se apoya en dos resultados de 1~rt.ancias el Le
Diagonal. y el Teorema de Lbb .. La segunda dem:>St.ración se hace con el 
propósit.o de exhib1r .la relación entre el. enunciado da Géidel y l.os 
enunciados de consist.ancia. El capít.ulo t.eraina con lDla discusión en 
t..orno al procedilRient.o que se sigue en l.a dem:ist.raci6n del. segundo 
t..eore.a. 

El capít.ulo VI est.li dedicado a la de-~t.rac.ión de q1.19 &l pradlcado 
TE<Xxl que corresponde a .la roción <x es. un tQoor9'1MJ. de AR.> as en 
rea.lidad un predicado da prueba para AR· Para el.lo sa deJ11UeSt.ra que 
sa.t.isface l.as condicionS>s de dsoriua:cíón CÜil- HL Lb9rt y Bernays. A.1 haca-rl.o 
se pone da -.anifiest.o 1a capacidad qU& t.iene el sist.a.a AR para expresar 
J.os conceptos y ra:z:onamient.os a quo da .lugar. Con ello se conc.luye l.• 
de.ost.rac16n del segundo t.eorema de GOdel. y taJllbión est.e t.rabajo .. 

,AGi:l.4DECIMIENTOS.. - A1 doctor Francisco Tomás Pons por .la ent.usiast.a 
acogida que- di6 a 6st.o cu.ando aún era 1.D'l proy&ct.o y por su ayuda en &.l 
dos.arroll.o parcial del. JIÚsJPO .. Al .aest.ro Gonzalo Zub.let.a Russi por haber 
acept.ado la direcc.16n de est.e trabajo cuando el Dr .. To~s debió 
ausent.arse por l.iempo indeí'inido de nuest.ro aedio acadéaico. A 61 y a.l 
maest.ro Alejandro Odg"rs L6pgz ai más sincero agradecí.-i.Dnt.o por J.a 
at.enci6n que brindaron a .la exposicí6n de est.a t.esis y por sus valiosas 
crít..lcas y coa:nlt.arios .. A todos ellos .J. adairac.lón y respeto por qi.» 

con su J.abor y ejemp.lo engrandecen a nuestra Universidad. 

Ciudad UniversJ.t.arJ.a. a 16 de Febrero de 10BS 

• 
4 



CAPITULO I 

ARITMETICA RE~IVA 

En el a& de j 031 Kurt. Gt:J.de.l,. ent.onces un joven mat..,..t.J.co de 23 
aftos de edad. publJca un nova-doso t.rabajo que viene a revoluc.ionar l.a 
Lógica cont.emporanea y a producJ.r un viraje en la dJ.reccJ.ón de sus 
J.nvast.J.gacJ.ones. El t.rabajo l.lWYa por t..ít.ulo .. ~ prW?Q'!Eieion-,; 
formal nmnt.e J. ndeci di bl rrs !!'.!l Pri nci pi .a Mat.hemat.i ea y: si .!;t.crm.as af"i np:s... En 
él. Gtid&l int.rodu=.e un proc&dimient.o original qua J.e perait.e f'J.jar 
l..íaf.t.es a .la capacJ.dad de a.lgt.mos s.ist.maas f'ormales para repres:ent.ar a 
J.a t.eorí.~ que suplant.an. Dicho procadiJlrlent.o se conoce coa:> ,,._todo da la 
a:rL tmetl:za.ct'.6n da La sin.taxis .. ConsJ.st.&, básJ.ca~t.o,. en asociar no:..ros 
ent.eros a los objet.os dol sJsl.eJJm f'or.al considerado.. Con su ayuda es 
posible f'orJDUlar un ext.enso número de enunciados :' ra:z.onamient.os 
JJDt.at.e6rJ.cos en Ja ar.it.•t..ica .. Su apl.icac16n pr.lict.J.ca descan:za en J.a 
t.eoría deo las !'unciones recursivas, por lo que result.a J.nclispensabl.e 
hacer una breve ref"erencia a 6st.as .. 

En J.a Arit.llét.ica Recursiva sólo se ut..il.Jzan mt.odos const.ruct..ivos. 
especJa.l.waent.e dos: .la rect.D'"'sJ.ón Cque le da su nombre a la t.aor!.a> y .la 
J.nducci6n.. En t..irainos más exactos • .la Ari t.mót.ica RecursJ. va es J.a parte 
de .la t.eor.ía de los n<i.eros qt.»- se o::onst.ruyD con basa> on: 

2> Operaciones lógicas olaJDant.alers col!!D la negncJ6n. l• conjunc.lón. la 
disyunción • .1a i.-plicac.ión y la cuantif"J.cac.i6n restringida a doainios 
~.ini tos .. 
2> La relacJ.ón d• .igual.dad y el principio de substitución de .iguales por 
.iguales .. 
3) El prJ.ncJ.pio d& J.nduccJ.6n ~tnit.a y -6todos equiva.lent.aos .. 
4.) Las def" J. ni cienes recursJ. vas~ 

La t.eor.:(a de la divJ.s.ión. la del máximo común div.isor y .la de .la 
descomposic.i6n e-n f'act.ores pri-=-s CJ.ncluyenc:!o a-1 teorema de .la un.Jcidad 
de .la desco-.posici6nl f"oraan parte de la ArJ.t.mét.J.ca Raocursiva .. En -st.e 
capJtulo desarrollamos aquel..las part.es de- la t.eorJa que son rolev:ant.os 
para la comprensión de l.os teoremas deo Gtk:lel .. Ho obst.ant.e. debe-=>s 
s&fialar Q"U9' est.a1 t.eor:ía t.J.Rne- un va1or aut.ónoDD Q"lJl9' va -'is al.lá de .la 
.lnvest.Jgac.i6n de los s.isteaas J'or:ma.les .. Es., en ciert.o sentido. el 
esl.ud.io d& .las f"uncJ.one-s arect.J.va~t.o calculables., los proca-dJ.alent.os 
de decisión y los algor1t.mos. 

Las f"'-D'X::..ionas recursJ.vas 

En esta sttcción dO'Sarro.llamos una t.eoría inf'oraal acerca de ciertas 
f'unc.1 ones ar J. t.-6t.i cas .1.l amadas Recu:rs.1 vas.. En est.a t.eor .í •1 a.l igual que 
9l'l las Jnvest.igacJones ~amat.emáit.icas qU8' .le- sJ.guen. ut.J.liza-=rs sólo 
Elodos const..ruct.vos o ~init.os .. 

La clase de las ~unciones recursJ.vas surge •l precis•r el concepto 
de /unci6n calculable .. Ciertas f'unciones .iniciales -que se aceptan como 
caJculablcaos de J.nmediat.o- son lla1113das r..cursivas .. Para generar n~s 
funciones de est.a clase n p:irt.ir do aquó.ll.as previaMlitnl.e definidas s• 
dispone de t..res reglas.. Cada una de ésl.as ind.ica W'1 aJ.gori ta> para 
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calcular los va.Jorr.s de la rn.va. r'unc16n una vez calculados l.os valor
~ las ;f'unc.lOIWS qi. la def".ln.n. 

C1l Ftmciones iniciales 

a:t La f'tmc16n stx:esor sl DJ ~DJ d• grado 1. 
b> La f"unción const.ant.• C9ro 01 <ID --+DJ d• 
repet.1-=rs. se denot.a Koo• 

grado o•. Est:a ,.tmc16n , 

e) Para cada pareja Cn.kl 
d9f'.lnlda por J.a ecu.e16n 

con SSl:Sn una f'unci6n proyección ~· ¡wn --ol>J 
~<x.s, x 2 ,, ••• , xnl-xk. 

C2l Reglas para g•nerar f'tDlC.lones 

a:t Co~ici6n.- Si g ws W'l.lt f'unci6n de grado a>O y ha, •••• h._ son 

1'unc1on.s d• grado n. 911t..onces J.a .cuacJ.6n 

def".lne lD'\a :f'mxión de grado n. 

b) Recurs16n.. - Si g es una f'uncJ.6n de grado n y h es una f'unción d• 
grado n+2,, ent.onc-s las .cuacJOJ)l9S 

re x.,, ••• ,, xn" 0)-s¡Cxa• ••• ,, xn) 

f'Cxa• ••• • xn" sy) •hCxa• ••• • xn,, y,, f'Cxa• ••• ,, xn• y>> 

def'J.nen una !"unción de grado n+1•. 

e) JU.ni-liza.ci6n Coperador pl.- Si g es una f'unción de grado n+1 con 
l.a propiedad de que para cada n n<í:meros ka•.• .,,kn hay una k t.al ~ 

gCka• • • •,, kn" kl-0,, ent.onces J.a .cuac.16n 

te xa• ••• ,, xn> _,,ye. gC Xs.• ••• ,, xn" y>-<>> 

det'.lne una i"unc16n de grado nr:s. A p se l• llw OPEP4DOR J«HrMAL. 

Una f"tmeión ar.lt.mét.J.ca os RECURSIVA cuando es inicial o se genera • 
part..ir de las f'uncJ.ones J.nicJ.ales apl.icandlo .las reglas de composición. 

•u,.,. l'unoJ&n ar-Jt.in4-t.Jca d• gr-ado n •• un• cor-r .. ponde-noia f':&J~n-J. 

Cu.•ndo n-0 •1 dominio - (N°=<ID. En 1..ü o••o la 'l'uri.ción no - o'\.ra ooma 
QU• 1a •l.co~6n d. un .1.........,\.0 d• ~ con •1 cual •• l• ~d•nt.itioa. En •l 
0&•0 QU• no. OC\.lp& 1a tunoJ.dtn - O(llJ>-0. q1..1• t.allftbi<6n •• d•hOt.a l<oo• 

'S:L n-0,, las •ouaciOJ'>e:gi son d• l.a 1"07'"1n& f'COl•k,, f'Csy)•hCy.,f'Cy>l. con k 
una oon•~an'\.•. S. '\.rat.•• •n -'\.• oa•o• d• una d•tinici6n ain par~met.ro.. 

EIL.a. ~•idtn ~g(ka• ••• ,kn11 y:>-O) d•not.a al. ... nor no ... ro X qu• - un 

o•r-o d• la tunci6n hCy)-gCka•••••kn"y). En oi.ras palabras, 

fl>'CgCka••• •• kn,,y)-0) - el. -S.n.iJnO d•l conjun\.o <ylgCka•••••kn•Y)-0). 
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recur•J.6.n Y-'o aln1-.l.isacJ.6n. Si en •l. proc .. o no •• apl.1ca l.• r.gla d• 
.S.n1-1J.zacJ.6n, .,,t.onces •• die• qtm> J.a l"unc:J.6n es RECURSIVA PRl"JIITI'VA. 

IUna def"J.nlcJ.ón alt.ernat.J.v. es J.a sJ.gu:i•nt.•1 l.a e.las• de J.as :f'unciones 
recursivas es la aínl- clas• que cont.i.,,. a .las t'm'lCJ.onetr inJ.cJ.al- y 
es cerrada bajo .las operacJ.ones de c011pOS.lcJ.6n, rM:ursJ.6n y a:lnJ.-1iza
ci.6n. Si •n .1a d9f'J.nición se oait.• Ja atn.1 .. lJ.zación,. ent.onces J.a clas• 
es .la de .1as 'lDlCiOJ'llll'S recursivas prJ...t.J. vas]. 

Por detinicJ.ón t.oda 'mx:i6n rec'W"'Civa prJ..S.t.i.va es recursiva. 
Aunque aqu:( no lo hmir•mDS, s• Pl»d• d•most.rar que •1 r.ciproco d• .. t.a 
proposición es !'also. 

--
A cont.inuaci6n present.a-=:-.s una .liSt.a de 'lDlciones recurs.l vas 

primit..ivas Junt.o con su def'i.nici.ón. De l.a miniaalizaci.ón nos ocupaS>S al. 
~ormalJ.zar J.a Ari t...St.ica Rec:ursJ. va, aunque est.e recurso es de poca 
J.mport.ancJ.a en nuest.ro est.ud.10. De hecho, el -'t.odo de l.a arit.-t.izacJ.6n 
de Gé:k:S•1 s61o hace uso de l.as f'unc:.ionos recursivas prJ.af.tivas. 

1. - +ex, Ol .P •• cx.l :funcJ.6n suma 
+ex, sy:>-scP.cx. y, +ex. y:l:>l 

2.- seo>. sCsCO:>:>. sCsCsCO:l:l:l ..... 

En e.1 últ.1.o J.nciso escri.~mos O en vez da Koo• En genara.1 cada 
:f'unci6n const.ant.e J<....Cx1, ••• ,,xnl•k se denot.a con .la const.ant.e m.s ... 
aunqt» est.o d• l.ugar a conf'us10n9'S. Mi als.o, en .lo que sigt119 .las 
ec:uacJ.ones que d.t'J.nen cada t"unci.6n se .-scrJ.ben en not.aci.6n ordJ.narJ.a y 
si.n .1nc1.D"'ri.r en det.a.1.les, J.os cual.es debe cubrJ.r el .lect.or. Est.o 
signit'ica qu. al det'J.nlr ~ tuncJ.6n r9Cursiva se oal.t.e la -cr-J.t.ura d• 
al.g\Dlas f't.meJ.o~ J.nic1.ales. algunas recurc1.ones y algunas c0111pOSiclones 
~ en r1.gor se deben poner .. 

Por ejemplo. en V'8% de la escrit.ura ut.J.l.J.zada en .la def'1.nic16n de la 
t"unei.on su.a, si~•-nt.e escrJ.bi-=-s x+o-x y x+sy-sCx+y). 

~uncJ..6n product..o 

4..- K .. .,,.co:>-ac t"unc1.6n const.ante k de grado 1 
,. ~kCsyl•k 

... 

Las t"uncJ.ones const.ant.es k d• grado n>:1 s• def'in1tn induct..t~ ... ~t.• 
como sJ.guou J<:,,.uCX,Ol•K,,.CD; J<:,,.uCX.syl•J<:,,.uCX,y). 

INot..•.- Com> de cost.umbr•, X,.Y,Z denot.an sucesio..-s x 1, ••• ,xn• 
Ys' ••• ,, y~ zs• ••• , z.. de pars..-t.ros. En ad•.lant.•, f'CX, y>. gCY, z> et.e. 
represent.an expresiones de .la f'or- f'Cx1 •••• , xn• yl, gCys, ••• • ym' :z:> et.e. 
para alguna n, 11., y k respect.iva~t.e. J 

:funci.6n expor.ncJ.al 
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, .. 

e.- O!-S 
•Kl -XI "'M 

7.- pdC0)-0 
pdCax)-x 

e. - x""-0-0 
x~symipdC x.a.y) 

·. 

pr9doc:-or d• H 

dif'•renei.a posi t.1 va de x con Y• 
e •i x2:y" •n\.C>l"lo•• x~,,..x_,r.l 

· ~ n<mero de1 conjunt.o <>e. y> 

:Induct.i.va-nt.• se d~ine la f'unci6n m.Jnimo para tm nó:99ro f'J.nit.o 
aunque arb.t.t..rario de argument.os. Sea ~ y supóngase def'inida J.a f'unci6n 
Mln,,.....l) de. . .grado n+i. La f'unci6n m11i.._.., ~e def'ine coao si.guos 

'ld.rt¡,......fx1 , • • •• Xno-r'Xn.zl'• ainCain¡,.._.1fXt' • • ~· X,._..'>,,>C~z:>• 

.. yor n<mero del. conjurrt.o <x,. y> 

En f'oraa an4loga al #Q,. se def'ine 1a f'unc.i6n -xu.,.o induc.t.iva-nt.e 

e~ sl~s -x,n-rf. xs• ••• , x,,.s" xn•Z> -...xe .. xlrw-af x,, • ... ,, x,.....>,. Xn.z) • 

1!1 •• - sg(0)-0 

sg('sx)•1 
si.gno d• x. sgC,0*1 e:;. X1'0 

1<~. - SIJCC 0) "1 
sgcCsx>-O 

si.gno cont..rarlo d• x .. sgcCx)-0 ~ X-O 

:l 3. - l x-y 1 -e x~y> +e ,-x> valor absolut.o de la dit.,-encla de x con y 

Prpposis:ión 1.- Si f'CS.y> 9"S una f'unc16n reetrs1-va pri.t.t.lva, aont.onces 
J.as f'unc:i ones 

cr1c XJI :zl • f:rc s.,, kl 
k•D 

a,cs, o> "'1'CJC, O> 

9,cs. o:> -tes. o> 

'E,c x. szl •!',ex. z:> • f" e s. szl 

y 
s 6 

'!'1• n f'C%, k) son recursi.vas pri.ai.t.ivas • 
k•D 

De.ost.racJ.6n 

su:aa acot.ada de r 

produet.o acot.ado de t • 

En el t.ext..o se utiliza la not.ación ordinaria U y rf para est.as 
~UhCJ.ones. El l.cho de qt.9 .la "var1able'' k D:t f'J.gura •n ninguna CS. sus 

detJ.nlcJ.ones hOS ~t.ra qt.mo la -1.s- -s t.an sólo aparent.e. · 

í j -------------------------------------------------------------

•• 

'"' 
dE:.t. •• f'uncion- •on d• gra.do n+1 al :igual czu• f. Sin -~rgo, d·~nd•n 

d• Z y z, tAJ.•nt..r•• qu• 't d•pend• d• S y y. 

e 



• • Las tune.iones E f'CS:.kl y n f'CX,Jc) son r9Cursivas pri.t.t.ivas para 
k•h k•h 

cada h>O ~ se elija. Sus def'inicJ.ones son .las siguiant.es1 

K 11:.&.h n tc:ic.k)• n tc:ic.h+J) 
k• h Jso 

11: •.a..h 
1 :e f'C:IC. k) • E f'CJC. h+j). 

k-=h J•o 

~s l'uncJones son d• grado n+2. pU9S dependen de Z, z y h. 

Re1•ciorMtS y predicados recursivos 

-· La t.eor.{a de las re.lac:lones recursivas no es dist.J.nt.a d• .la d• las 
f'unciones recursivas. La raducc16n de la primera a la sargunda se .logra a 
t.ravi6s de un art.iticio simples una relación arit..-6t.ica es r.eursíua si 
su f'unci6n caract..er.ísl.ica .lo .s. 

En l.o que rast.a de est.e cap1t.ulo presant.a..os Algunos proeed.J.a:let.os 
que perait.en def'inir e idant.iticar nuevas f'\Dleiones r..c:\D"sivas. Est.o no 
inc.luy. a lai,;; nociones de r~laci6n. decidibl.• y r•laci6n. ~uiniPrabl• qu., 
ac.D'lql.» cent.ra.les en la t.eor.1.a, no s.er.6n c~J.deradas •n nt»St.ro est.udJ.o. 

P.CinJción .. - SJ. RsfMr•, ent.onces se die• qua-Ras una r•lo.ci.ón a:rt.t.,,..ti.ca 
d9 ~ado n y, cuand~ n-2, t.aJlb.l~n ~ R 9'S un pr.clicado a.ri. tÑt ico. 

Sea R tma relación arJ.t.-'t.ica d• gr•do n y s:ea X-Cx.1• ••• ,,xn>•f>J". 

Par• J.ndicar que lC es: un •l.~t.o de R s• escrJ.h. ffCxa• .... ,,xn3" y par• 

.indicar que r no es un e.l•-nt.o de R s• escribe ~RCx .. ,, .... ,,xn3 .. 

0.C..f.nici6n. - Sea R tma re.laci6n ar.1t.9'tica de grado n. Lai funci.ón 

caracterlstl'.ca de Res la f"unción CRzl)J"-....(O.J} det.erm:l.nada por .la 

condición de qu& para todo lltei)J", C,.C:D-0 e=> z:,.fl. 7 

Pef.inici6n.- Una r•laci6n Res r•cursiua C.r•c'W"'siua prim..'Lt"iua..) si su 
f"uncJ.ón caract.er1st.ica CR es rae\D"'s:J.va Cr~'W"'si.ua. primitiva). 

Los s.lgule-nt.8'5 son •Jet11Plos da relacJ.ones r.curs.ivas prJ.alt..ivas. 
Como en el caso de las l'unc.tones recursivas,, las re-lac.iones ar J. t.•t.J.cas 

-----------------------------------------------------------------------
7

1..Jraa derin.J.oi6n a.lt..•rhAt..iva. de u.o C°l'eou•ht..• - ... t..•: ~ r•laoi¿,.., 

arJ.t..-..t..ica. R •• r•cursiva •J. •xi•t.• una l'~ción r-.our•iV"A tR: DJ"--+DJ t.al. 

qu• f"RCX>-0 e=> Z'eR. En oc-J.on- ha.r•mos u.o de .. t.a d•l"i.raJ.oi6n por ••"' 

-.... c6-.oda. A f'R l.• l.l.a-....mom /unción r•pr•s..ntant• d• R. Es l'acil. 

de.IQO.St.rar qu• &mba• derJ.nJcJ.on .. carAct.er-J.aAn la m.l•m.a el.a•• d• 

r•.lacJ.on ... recuraivas: aJ. ~R es un.a l'unci6n. reprecent.ant.• d• R, ..,.t..onc .. 

~CX>•sgCt' RCZl) para. t..odo Z:e()J'"'. 

g 



- -cri.ber.. en not..ac1.6n IDC"di.nar-ia. MS..• por •J..ip.lo. •• -cribe xay en 
'Y9'Z de -ex.y> et.e. 

1&.- xSy 

1!!1.- x<y 

2.15. - X-Y' 

17.- xly 

""" t'unc16n repres•nt.anle 

....... t'une16n repres•nt.ant.• 

ia ~unción caract.erS..st.ica 

un.a ~unción r9p.res•nt.ant.o 

.,. x .. y • .. sx.a..y • 

.,. e.ex, y:>-sg lx--?" 1. 

y 
1 >de-?' 1 . - n 

k•D 

Sean RCx, •••• • xn> y SCY,• •• •• Ym> r•lacJ.o.-s r.-cursivas. Con 

z 1 ...... Zj.; denot.amos una su::es16n de va~.labl.es cuyas n pr1-ras 

componant.es son x, ..... • xn y cuyas úl t.1-.as • co-.pon9nt.ll'S son y, • .. • • • Ym• 

Est.o signif'ica que las variables z1.• .... • :zh est.an J.ndexadas de .:>do que 

• x.mz, •••• • xn-Zn- Y,~,,,.•••• Ym~· 

Dof°in1cién.- Las relacior»S ~R ... R&S y RvS son J.as siguont.esi 

si. y só.l o si 

si y s6.lo si 

s1 y s61o si 

X,off 

X•R y Y•S 

X-Ro Yes. 

Conf'or- al uso est.ablecido •scrbi.mos RCX>&SCY> y RCDvSCY> en v.z 

da CR&:SlCZl y cR .... S>CZ> respect.iva..nt.•. El. grado d• ..,R os n,, aient.r•• 

q<» •l de RIS y RvS es h. P 

Las rolaciones R=>S y Re=o-S s• def'i.nen. respect.iv..nt.•• com::> -aff-..'S Y 
CR=0>S) &eS=O>ff) • 

Proposición 2. Cc•rradura>.- Saan RCD y SCYl rel.aciones racursivas 
Cr..o,ursivas prim.lt.ivas). En lal casos 

1> ,RCD es recursiva Cr.-our•iva priJnit..iv.> 

J.:l) ffCX>&SCY> es recursiva Cr.cur•iva prJ.mit.iva> 

.l.11) RCX>vSCY) es recursiva (recursiva primit..J.va:> .. 

•Si X=-lxa• ••• • xr)- y Y-<Ya• ••• • y.,J. ent.onces .(z1 •••• • z.J-•XlJY. Cu•ndo 
XflVjlllllJ, hay al. ~osa una t..erna de varJ.abl._. ~•Y>c:•'ZJ t..al- que ~=y11:=2J• 

O.. l.o ant..eri.or •• despr•nd• qu• h es nO-ro coznpr•ndido •nt.r• m.a.xCn,m> y 

.... -. 
PUn •Jempl.o. La.a rel.aoion- x<y y ylz •on a~a do "rado 2. No 
obat.•nt..•, la r•l •c.ión Cx<y>8'Cyl:zl es d• gradr- ~:- i:>U•• •l par6.~t.ro <y> 
- ce>MÓn-
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.:l..l La tunc:i6n caract.•r1st.ica de -,R es sgc(CRCD.) 

La ¡::roposicJ.6n 2 aseg\D"'a que •l conjtmt.o d• relaciones recursivas 
Cpriml.t..ivas) es cerrado bajo 1as operaci.ones 16gi.cas ele~t.al.as de 
nogacióñ; conjtD>CJ.6n y disyunc:J.ón. No :p~• decirs• lo aismo da la 
cuant.if"J.cac16n,. sea 6s:La universal o exist.•ne1al. 

Supongase qua la f"unción f"CX,. :z:) es recursiva. Cuant.ff'J.cando s• 
de.ti.ne l.a relacJ.6n PCD co-=> sJ.gi»a PCD~3z(tcx. z>-O). Atmq'-- l.a f"unci6n 
f es calculabl• para val.ores arbit.rarios de Z' y z. •l.lo no •s su::f'.:l.cient.• 
para decidir sJ. PCD es verdadera o f"alsa en t.odos .los casos.so .Por 
ejemplo,. si para una X dada no exist.• una :z t.al. que f'Cr,. z>-<> • .la 
:f"alsed•d de PCD no se podrá det.erainar ~.iant.• lDl c.íllculo. EJ. probl•
radica en que la :falsedad de PCD J.nvolucra •l cilculo de t.odos J.os 
valor•s del conjunt.o {tez. z> l:zef>J} y dicho proceso es J.n.f'J.nit.o. Ht..st.ro 
ejemplo nos -.-st.ra que las relaciones EfzRCX,. z) y ~Z,. zJi no son 
necesar.1ament.o recl.D"'sivas aíin cuando R lo s•a. Est.a limit.ación so 
subsana p.arcial~t.• al. rest.r.:l.ngir Ia CU!_ll.nt.f.ticac16n a doalnlos 
acot.ados. La sigu:lenl• propos.1c.16n nos irdJ.ca có-=.t. 

Proposición 3.- Sea RCZ.z) una relación recursiva Crp> de grado n+1 y 
sea CCYJI una ~t.D"aC.lón recursiva Crp>. En t.al. casoa 

J.:> SCX,. Y:>53z(~f'CY) & RC2:.zJ) es ~ relacJ.ón recus:.lva Crp) •n J.as 
var1abJ.es {xi•.••,. xnAAYs.• • • •,. Ym•• 

.1.l.> TCX,. Y.>e~~rcn => RCX. z..>) es una relacJ.ón rect.u-siva Crp:> en l•s 

variabl.es tx1 •••• • x,)UfYJ.• ••••Y.,)-• u 

DEMOSTRACIOH 

<Y 
J.:> eser,. n-s'1( n ~ex. k.>). Est.a f'unci6n se def'.ine por subst.it.uc::.i.ón y es 

kso 
recursiv• Crp) cuando f' y CR l.o son. 

•OJ...• r•laci6n RCJC. zll!f'CZ,. zl•O •J. •• r.our•J.va. Su f'"unoJ.6n 
c:aract.•ri.at.ic:.a. •e C.Cf'CX,.zl,.O:>. La no r..curaivid•d d• PCD •6l.o pu.et. 
't..en•r por c•ua• la. cuan\.it'ica.ci6n irr•a\.ri.c\.• . .. 

El grado de S o T es .1 gual a.l. cardinal d• del conjunt.o 
.(xi• •••• xnt-l){yf ••• ••Ym> y •• menor qu• n+• cuando l.a int.•r••ooi.6n de 

.l.o• oonjunt.os ..- no vaci.a. 
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:i:. 3. LOS operadOres µ y M acolados y la detlñici6ñ por cacos 

En erst.a seccJ.6n dascrJ.himos t.ras .f'or-s d• del'J.nir 1"mx:.1ones 
rec~s.ivas ·a part.Jr de reJac.iones y 1"1.Dx:Jones recursivas. Las dos 
¡::r.1.-tras t.Jenen cOS> base J.a aplJ.cacJ.ón d• sendos operadores •r.ft.~J.cos 
l.J.aaados m.tnimal Coperador p:l y maximal Co¡:»rad.or M>· La t.erc.ra es l.a 
da-finici6n por CC2$os. 

Los operadores p y M t.ransto.r .. n r•lac.ione-s arit.8't..icas en 
1"unc:J. enes ar J. t..-6t.J cas.. DJ. cha t.rans1"oraacJ. 6n depende de Ja rel. ac.1 ón 
cons.iderada y deo J.a var.Jab.le qU& s• J.Jga con él. l)a.l operador p hay dos 
:ror .. st la l.ibre y .la acot.ada. 

1) FORHA'
0

LrBRE .. - Sea RCZ,z.> una rel.nc.t6n arJ.t.•t.J.ca de grado n+1. Con R 
y el operador p se del'Jne una f'unción de grado n en % -que se denot.a 
pzRC.X. ~- e~ sigueJ" 

pzR<r, z:J •~zo s.l 
· {o s.l -,:!zR<r,z:J. 

El operador µ en su f'orma "J.ibre no sie111pre J.1eva d& r•laciones 
recursivas a ~t.DX:.iones recurs.ivas. Com:> en e.l caso de la cuant.J.~.icacJ.ón 
exist.encial., cuando ""13zRCX. z> es e.l caso,. se- est..afi ant.e un proc&So 
1.nf'1n.it.o de cálculo para det.aratnar el va..IOT de .la :f'tmc:ión .. Es par el.lo 
cru- se 1nt.rodta::e el operador p •n su !"DJ""aa acot.ada. u 

2) FORNA ACOTADA. - Cuando .la r•laci6n RCZ,. z) es recursiva Crp) y s• 
aeot.a el. doainio de .la variable .lig::ada Por el operador,, .la t'tDlC.16n •s.í 
def'.ln.ida &S recursiva Crp:. .. En ast.e caso el valor de J.a f'unc16n no 
sólo d&pende de Z sino de r y el valDJ"" d• J.• cot.a. 

Sea t'CY.l 1.DlA f'unci6n arJ.t..mt.i.ca. Para cada par•J• CZ,. Y) s• d•f'in. 
•1 conjunt.o RF como s:l gae: 

RF•fneDJ 1 nSf'C r> & RCr. n)} 

Propgs..ic:ión 4.- Si ff<lt,,z.l y :f'CY.l son recursJ.vas: Crp:t,, la :f'lD'K:J.ón 

{ 
..tnRf' 

gCX,, Y.l• 
:rcn+i si RF•.e 

es recursiva Crp.l. 

De-=»-s:t.r aci 6n 

<Y k 
gCX,,Y.l• E en e CZ',,j)) es recursJ.va Crp> •n f' y CR. 

k•O J•o R 

El ot.ro operador ya ~J.onado es •l operador ma.xi.ma.t M· Sean :f'CX> 
~ f'unc:i6n arJ.t..-6t.ica y R<Y,,z.l una rel.acJ.ón arJ.t..et.1.ca. J.a expresión 

-----------------------------------------------------------------------
ilCua.ndo para t.oda X ha.y una z t.al qu• ffCX,, z.) y R •» r•oursJ.va Cr. p.:) l.a 
f"'uncJ.ón }JZfiC%,,:z:.) t..-mb.l.én 95 recursiva Cr.p.~: ¡.n:RCX,,ZJ•¡.tzC~CS:,,z.l•O). 
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M><(:z:S"f'ClO & RCY,zl) se 1- "La ~or z -=ro (iru<>! qu. f'CIO )1 tal ~ 
RCY. z>º. Con •l operador M se define m'la f'unción 9'1l S y Y co~ slgt.»1 

Es el.aro que si f y R son recursivas Crp). J.a f'unci6n reciéín do:tJ.nid• 
1:.ambi."n lo es. 

Las siguient.es son al.gun.as f'unciones arit.-6t.icas drd'inidas con 
.st.os operador.s. 

3.8. -

1Q.-

a> -=:..Cx,y>•µz(1:5:z:5xy & xlz & ylz) 
~ .ocdC x, y>-Mz(:z:S"x & z 1 X & z 1 y) -· . 
a:> qCx,y>-Mz(zSx a. yx!Sx) 
b) re x,. y) -x.a..q(x. y). y 

oúnimo ca.ún .-llt.iplo y 
aix.1~ co-6Jl di 'Visor. 

; 

coeient.e y residuo de 
div.idir >< por y. 

La t.ercera foraa de detrinir funci.ones r9Curs1vas ~ procadi.endo por 
casos. En l.a proposici6n slguf.ent.e s& indica cómo. 

ptpposición 5.- Sean R._CD,.._,RkCX> relacioJWs recursivas Crp3 ajenas 
ent.re s1S•y sean g 1CZ> ••••• gkCD,. hCD f'unc:J.ones recursivas Crp>. La 
~unción r definida -por l.as ecuaciones 

f'ClD..g,ClO •.••• si R,cx:. 

f'C:DmgzClO •.•.• si Rz<lO 

f'ClOmg•C:lO ••••• si R.ClO 

~e Z:> •hC D ....•. en el caso rest.ant.e 

.s reclQ"si.va Crp). 

Dea:ist.rac16n 

. .__ e OJllPOS e en act.or-es primos 
y 

def'inic16n por curso de valores 

Al defJ.nlr t.zna f'uncJ.ón por r.cursión puede ocurrir que- el. valor de 
f'CS:. sy:> dependa no s61o de tez:. yl sino de algunos o t.odos los valores 
tez.o). 1cz.1) ••.•• ~cz.y) ~.le preceden. A una def'lniclónd• .st.e t.lpo 
se 1• 11•- r•CUl""síón por curso dtt valor••· En est.a seccl.ón d•-=::ast.ramos 
que al~s f'uncio.r.s def'.lnidas por curso de valor.-s son recurs.lvas. Al 
hacerlo nos apoya-=>s. en •l. Taor•- FUlldi.-nt.al. de J.a Ar.lt.-'t..lcat t.odo 
J'lé'.ime.ro nat.ural mayor qua J.a unidad es igual a un product.o de i'act.or.-s: 
prJ.aos qt»- es 6ntco salvo el orden de dichos f'act.ores. Aunc¡t» no 
de.-:;:.st.ra905 el t.eor•-· si est.ablec&t¡¡¡¡¡¡;:)S' la rl!"Cursivi.dad de las dlv....-sas 
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nocionea qu. •n 4'.l f'.igtD"•n. En ade.l•nt.e .la• propomJ.cio.nes S-C. S• aplican
repet.idas v.ces sin hacer -nc:ión expl1cJ.t.a de e.llo. 

Denot.amos a 1as r•1aei~s y a .los predicados arit.-..t.icos con 
.lelras Jaay0sculas. al.ent.ras; q¡.» a .las l'uncioz.s arit.Mt.icas las 
dDnot.amos con J.•t.ras al.núsculas. 

20.- PRI'MOCO> .s f'also 

PRIMOCsx3E\'ycy.Sx & y lsx- )"'13. •• 

21.- pC03•1 
pCsx:la}JY(y:SpCx:l! +1 & PRJ:M0Cy3 & pCx:l<y) 

Est..e tunci.6n •n~r• los números .pr:l.s::iis 911 orden crecient.es pCS)-2. 
pC2l-a. pC3:>~, pC43•7. pC!3l=.J.S 11 et.e. ·En adelant.e al n-esimo n<m.tro 
primo .lo denot.amos Pn en vez de p(n). 

22. - f'pC o,. x:> -S 
tpCsy,>Ó•Ja('Z:Sx & PRIMOCz:> & zlx & tpCy.x><z) 

f'pCn. xl enu-=rra los f'act.ores pri.os de x en orden crecient.e sin 
repet.ici6n. siendo f'pCn. X) el. ~smo de el.los. Sl x no t.iane n f"act.ores 
pri.:>S dist.int.os, ent.onces f'pCn.xl-s:x. 

a&.. - .co. x)-0 

al. 

.C sn. X) -f.tyC ySx & P~n 1 x) •xpon•n.t..• d• Pn ~ l • d-oompocJ. c.I. 6n de x 

Est.a f'unci6n t.ambién se denot.a Cx)n (de -=>do qu. .Cn11 xl-C>Or). En 
t.axt.o sa ulilizan allbas not.aciones indi.st.int.a .. nt.e. 

En l.a siguient.e proposición se indica tm procedi.tent.o qu. da 
l.ugar. a t.rafts de una def"inic.:l.6n por C\D""SO de valores. a una c.1as• 
especial de f''C.D'leiones recursivas. Dicho proced.i-1.ant.o es un rec1.D""So 
i~rt.ant.D en la arit.aet..izac!ón de l.a s1nt.axis de diversos si:st.e-.s 
f'ormales ca.o el qua present.amos en el capít.ulo X.I. 

Proposición e.- Sea f' la ~unción de~J.nida por curso de valores co-=a 
si.gua: 

y 
f'CZ'11 sy)• TI (f'CS.il+gCX,i)) 

L=O 

Se a.f'iraa Q1.E' si g es recursiva Crp>. ent.cnces 1 es rac.1.D"':s.iva Crp). 

IJEMOSTRACJ:OH 

Vamos a def'J.nir a 1' por compos.:l.ci6n a part..tr de .f'unciones 
recursivas Crp). Para el.l.o s• requiere ~ .f'unc.ión aspecJ.al CI' que 
.l.laaa.as función C't.D""SO de val.ores para ~. Es .la siguient.et 

Cf'-CZ:. y) •p~ •••• 
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Est.• l'unc:ión a es' una espec.f• d• arch.lvo •n •l cual s• oncu=int.ran 
C-3 

lAi ro1•C.l6n •nt.r• ' y Cf' ms obvJ.a1 d•d• .la secu.nc:J.a <•~ d• .1• 
1'uneJ.6n original s• obt.iane ol valor d• C1' a t.ra~ de .la def'J.nicJ.6n 
C-3. R.ecíproc.a-nt.•. dado el nónaro Cf'CE.z.l se puada calcular el val.or 
de 1' en CX. kl para t.ocla kS2: -<?~ sig1.MI 

Ahora d•f"ini~ a C:f' por rec.ur-sJ.6.ns 

c:rcx.ol~ 

y 
con hCX. yl • TI (~sk. Cf'CX. yl)+gCJ::. k)). 

k•O 

Cuando g es rect.D"'siva Crp) Cf' t.amb16n 1o es. Cabe sel'l.a.lar que en J.• 
de.f'.1nicJ.6n de cr el valor de crcx. sy.> sólo depl!l'nde de crcr. y.>. La 
1'une16n r rasult.a rectD""siva Cr~ a.l qtmd.nr de.f'1n1da por COJllPOS1c.16n Al 
part.J.r de cr segdn c...:>.~ 

Una consecU9nCi.a iaiport.ant.e de l. a propos;i ci 6n 6 •n r•l ad_ón • l. os: 
t..or-s de GOda.l 9S qia si. RCx.y) C!tS una re.laci6n r.cu:rsiva .Crp) y PCltl 
ms ura predicado ~ satistace 

PCsx>!!!ly(y.Sx & Rex. ,v)) Cno i!!!pO.t'"t.ando si PCOJ es f'also o verd.llderoJ 

ent.onces Pt:x.l t.ambién os r9Curs.1 vo Crp.) .. La t~ión caract.er.íst.J.ca d• 
PCxl 9S 

La .f"or.-a de asta d~.1n.1c1M es l.a dascrit.a •n .la propcr.ic:I.~.: !!. 

Com:> coapleaer1i:.o de est.e cap.ít.ulo :e ancunt.ra un apénd.i.ce al. tJ.na.l 
del .lJ.bro sobrcto .R&c"UZ'"Si.vi.dad y •1n.r11Wrabi t id.ad .r•cursi1.1a . 

•• Las d•C'inicion•s por curso d• va.l.or .. aon in•vit.abl.•c ..:.. arit. .. t.J.2ar 
l.a aint.axJc d• di~cos cist.•ma• l'ormalos. Ell.o a• d~• a qu• .,,, l.a 
del'irU.ción d• C.i.r'"t.a• nocion- •• ):lrr'oc9cl• d• 3.a R.J.a.ana ~orma. apoy.6.nd09• 
..-a c••os •~t.iar.iorea. V••••• por •J.azplo. l.• de~.inioi<!on d• fórmula qu• •• 
da •n -1 C"'-lc:ulo d• Pr..di-cadoa. 
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CAPITULO II 

FORMALIZACION DE LA ARITlwETICA RE~IVA 

En est.• c•p.ít.ulo pr.s-..nt.a:mos un sJ.st.•mt ror-1 para 1• arJ.t.-'t.ica 
recursiva y est.udiamos al~ do sus propiedades. Entr• ot.ras cosas 
de-=--st.ra-=-s que el s.lst.e- es una t.eorJ'.a d• prJ.~ ordon con igualdad 
y ~ bJ.~ra las r•l.acior.s recta"s.lvas. 

Xi.1.- De1'lniclóñ dol conceplo de f'unci.óñ r..curslva prlalt.lva 

La_..d.et".tnic.161\ d• f'1..U'lCtón ~ur•I'.~ prl'.lll( t t·ua qua- S• cUó •n el 
c•p1t.ulo X atznquao adacuada para t'.lr.s prltct..lcos. no es la .indicada si .lo 
que sa pret..ende .s l'or-.lixar est.& coOCapt.o. Para el.J.o es .lndispensab1e 
...-.dGt:l'J.n1.r.lo d• un moc:lo -6s r.igt.roso como ..,, DSt.a aecc.ión. La d9*'J.nicJ.6n 
~ <>rrece>-=>s• C09:1 se v.r.6,. t.1.,.,._ un enor- paraci.do con l.a d• t•o~ 
en .los sist.e..a:s. l"or .. J.es. 

[)e:.f"J.n.ic16n.- Una f'unc:J.6n ar.it..-"t.ica t" se dice qua- 8S r..eu:r.siva primitivo. 
si •x.lst.e una suc9si6n de f'unci.ones ari.t.mt.i.cas r._.cZ" ••• ,,rn t.al. ~z 

13 c-rn 
2l para cada J.•{1,.2,. ••• ,.n)- s• cl.Dlpl.• alguna d• l.as cond.J.ciones 

si s¡u.t.ent.esz 
al l' l es inici.al. t. 
b) 1' l se def'J.ne por recurs16&1. a ¡:.art.J.r de t' J y f' k y j,. k<J.. 
e:> 'I L se de'IJ.ne por CO-.:x>SJ.ción a part.J.r de t p t kt" • • • 11 r kr y 

k,. k&". •.,. kr<.1. 

AJ.a su::esión ta•••••tn se le l.la- •e-cu.neta da formact6n d. t.a. 

Para de~t.rar que un.a tur.cJ.6n os r.curs.J.vm prJ..S.t.iva s• requiere 
exhibir Ul'lta sec1MnCJ.a de i"or-cJ.Dn d& ella o, al -nos, saber coa> s• 
J..e puede const.ruir .. A aan.ra de ejemplo de-.:ts:t.ramos ~ algtD'lJIS de .las 
tl.UM:J.onas arJ.t..St.icas de capít.ulo ant.erJ.or son recursJ.vas prJ.al.t.J.v.s 
i.ípl.J.cando la nt»va dl!d'J.nición.. 

-----------------------------------------------------------------------~.au.,..ci. •• qu. 1•• t"un.a.lor. .. J.nJ.cia..l•• aon .\•• aigui..r.t.••: 
J.:> La f'ur.cJ.6n •uoeaor •Cx:> d• grado .1 • 
.i J.:> La f'uncJ. 6n conat.ant.• c.,.. o K 00 d• grado O • 
.1.J.J.:> Para c•da Cn,k:> con 1:!:Jc:Sn, una tunoi6n proy-.coJ.6n ~ d• grdo n. 
atN6t..... qu• la d.i'J. nJ. ci 6n ..- •l°.ot.i va .-r. e! n.ant.i do d. qu. ai •• no. 
da una. auc-ión tj• .•. • t n d• tuncion•s .arit...6t.J.c:aa. aJ.•mpr• ••rA. poaibl• 
de.c.idJ..r ai la ln.Íama _. o no - una ae.cuer.oia d• l'or-ción d• l.a Últ.J.aa 
d. -.l.J.aa. Tal cosa d•.Jar1"• d• a..r ci_...t.a ai J.a d..S-J.r.J.cJ.6n •• •xt..•ndi••• 
al. cc:an.c•J:>1..o deo tunción. recursiua. cori. l.a. adición d• l.a. cl.6.uaula 
•igui•nt..•~ 

cD f'L •• d.-l"in• por r..our=aJ.6n a p.art.J.r d• t"J y J<J.. 

Eat.a d•~in.J.cJ.6n d• fun.ctón r•curst~a no ae.r~a er...at.iva. pu .. para 
..... v_...ar qu• J.a cláuaula Cd:> •• ;.plica.bl• •• r.qu.r:ir.S.a d•inoat.rar QU• 
Vx ... ··""'~:h(:f'"J=xf;'' •.• xn.2:>=0) - •l caao. lo cual. no ai•mpr• -
poaJ.b.l •• 
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"1.- x+o-x J 

:1.- sCx_.) • ••• • •••• •• • ............................ J.nicia.J. 
2.- Pucx1) •• •. •. • •••••••••••••••••••••••••••••• J.n.icJ.al. 
3.- P•Cx1.x~·x,,> ............................. :-· •• J.nioJ..al. 
4.- sCP.cx,.x2 ,x_:l> •••••• •••••••••••••••••••••• c:r~J.c:rJ.din J. y 3 

r.cur•i 6n 
e:.- +cx,,O>•P,,cx,> ............................. • } 

..Cx1 , sxz) •s(P .. Cx,. xa• +ex,. xa>)) • • • • • • • • • • • .. d• 2 y .& 

' 
Los pasos 1--'S son J.os als-=as: qia en •1 IJ 

e. - K'oo -;·. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •: • • • • • • • • • J. n.i cJ. .J. 
7. - P 22 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • .in.icJ.al B. -~:::::~:P~~::: ~.~;::~; • · • · • · • • • • .·. • · • · • • · • · • } ~~r;i:" 
Q..- PlliCx1.x2,.x~ •••••••••••••••••"'•••••••••••"' inicial 

10 .. - +(P111Cx1,x~xwl,P-Cx1,,XJt'Xri') ••••••••••• ... c:rampoaiaJ.~ e.o aora 3 

11.-

En nc>t.aci6n com6n la suc.si6n n-a s• escrJ.be 

.:J.- sCO),, ssCO), et.e. 

1.- scx.> ................................. J.n.ia.J.a..1 
2. - Ka.o • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • J. h.i ci al C c::on.st.ant.• O:t 
3. - sC~ • • • • • .. • • • •. •. • •. • ..... • .. • .. • • compooaic:J.~ 2:. con s. CcOl"l.at.ant.• J.:> 
4.- sCsC~) .. • • ••• • .. • •• ••• • • • • ••• • • • a~ic.J.An 3 con 1 Ccora•t..a.nt.• 2) 
e. - se se se Koa'l) :t .. • • • .. .. • • .. • .. .. • • .. • .. .. .. • .. coa.pos! ci 4n "" C::Oh 1 e conat.ant.• '3Ji 
e. - • .. • • • • .. • ...... • ..... • ..... · • .. .. . • .. • . .. • . et.e. 

~uncJ.6n const.ant.• k de grado 1 

s. .. - ...................................... . 

k+3. - k ••••••••••••••••••••••••••••• 

k+...._- P
82

Cx
1

, xr> •••• • ...................... J.nJ.cJ.a..1 

LC>e p.a.•~ d•l 1 a..l 

•• J.ndi.c• •n .i #3 

k+5. - K, •e 0) "1: • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • } 
r-.cur•i 6r.. d• k +1 y k +2 

JC,.~Csx.t. :l .PnCx,,, 1<_.Cx1,:>) • • .. • • • • • .. 

>f9Y~Y.x 
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l Loe .J. a.moa pa•o. que ..n -1 #2 •al. vo loe i ncl. uJ. dom 
,.:.;[~ a.mt.a aorJ.o-. 

1.3. - ·(P .. cx,,.x •• x,?.P.Cx11,,xzax,?) 
14..- •xpCx1,0)•K,,1Cxa> 

expex,,, sx.'••cP.sCx,,x.. expex .. ,. x.,>),. P .. cx,, x2, expCx .. , x.,>)) 

El 1ect.or que .... t.6 r..m.1iarizado con l.a nu.va ddinlci6n d• f'unci6n 
recursiva pri.S.t.iva no t.and.rA cllticult.ades para 9Jlt.ender •l. sJ.gui.nt.e 
art.if'icio cJ.mból.ico. Con su ayu::ja denot.amos a l.as f'unciones r.cursivas 
¡ri.9'11 t.i vas de ~ -=ido unitor-. Se t.rat.a, e~ ver--=rs, de 'lSla 

escrit.~.!1' es~al para est.a c.lase de .f'unciOnltS. 

1) FUNCIONES XJaCIALES.- Las l'unc.Jones inicial.s se denot.an con los 
símbolos s, Koo e Inc Ccon S9Snl respect.iva-nt.a.• 

2l OPERADORES PARA LA RECURSr<ltl. - S'Upóngase que l•s: f'und.onas g y h son 
recursivas priJd.t.iva.s y de grados n y n+2 respect.iva-nt.a. Hay m-.. 
1'unci6n f' que se ded"ine por recursi6n a part.ir de e11as. Para 
represent.arla inlrod~imos un Operador ~· F..n nues:t.ra not.aci6n l.• 
f'unci6n r se escribe 

y su grado ..s n+1. 

3) OPERADOREs PARA LA COMPOSICIOH. - Supóngase que la f'unc~6n g RS 

recursiva pr.imlt.iva y de grado ~. Sup6ngas•, adem6s,. ql9 .las f'unc:J.ones 
h._, ••• • ~ son r..cm-sJ. vas y d• grado Je. 

Hay una _,unción f' que 
represent.ar.la J.nt.roduc.i.:s 
tunc:J.6n t •• .scrJ.be 

y su grado as k. 

e• daf'J.ne cDlllpOJJ.iendo h, ..... •h.. con g .. P•r• 
EDl operador ~ En nt»Stra not.•cJ.ón J.a 

Ejl>Splos 

Escrihi-=-s .las suc..sd.ones n. 12 y #3 en .la nu.va not.acJ.6n. 

##1.- x+o•O : x+s)f'"SC x+y:> 

.. cri<\.ura. de l.a. f'uncJ.ón suma. 

8p.a,..ra la.a proy.ccie>nea •• '\..ienen ahora. d08 r.ot.acion••: ~ • X'*. Eat.a.s 
pi9ol"'-.it.•n dif'-.re.nciar •1 ~v-1 -.i.n\.lac\.ic:o •n qu• •• t.ra..b&JA. LA priD:Cld"'& 
de •11aa corr-pond• a la -.rJ.t.mét.ica J.nror-.1. ai•nt.raa que 1• •-aunda 
corr.-spond• a 1a a.rJ.t. .... \.ica l'or-..li2ada. PodrJ.a hac•r•• 1o mi•ino con la• 
f'unir.;:iones C•ro y .-uc•sor. p.9rO •• caree• d• una. aimabologJ.a adecuada. par• 
-.11 o. 
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1#1!2.. - X• 0-0 : 
a. - ..... 
7.- r 
e.- rfl.1coaTnl. _o,..J.t.....,.. .. d• .la ''""'ºJ.~ x.ocx)-0 
Q.- :r 
:10.- rc..rRzr. rc..sr u:r .. r J 
:t.s.- IR;J'R.k0:1nnC.,~u'~•.l'•JJia:sr•JJ _a,..J.t.ura d• la l"uncJ.ón x·y 

#13.- sCO>,. ssCO>. et.e. 

ccnat.ant.• J. d• cero argum.nt.oa 

1 n.2. 

conat.ant.e ~ d• cero arg~nt.os 
con.t.ant.• 3 d• cero &rgum9nt.o. 

const.a.nt.e .& de cero &J"Qument.os 

Horrología del sJ.st.ema AR 

C:O., pr.i~ pa:ioo D1l la descrJ.pción del sistema AR s• derJ.ne un 
J.enguaj• i"or ... l Lo para J.a arit.Mt.J.ca rec:ursJ.va .. En t61 S• .:lne.luyen los 
síml)Olos y .la not.ación rec:J.en expc.mst.os para l.as Cunciorws r9Ctrsivas 
priait..lv.as,. con .lo cual. se t.J...,,. lDla •><presión :ror.-al para cada un.a de 
•l. las. 

SCMBOLOS.- Los sJ:llbolos se agrupan a-n diversas cat.agor.ías para --Jor 
enlendiaient.o. Ta.I di vJ.sJ.6n sólo concierne • .la -t.at..orJ:a. 

CODll'Ct.i yos 1 6gJ COSI 

si qnes de pyntuac.i 6n1 e 1 ) 

signos de relaci6nr e 

const..ant..-s i ndl vi dual •sr c 0 

~ria.blps individuales;1 x~xs.•Xz.. •t.c 

signos funcionaless J'09 s ; para cada pareja Cn.kl con 1:Sk:Sh tm sJ.QnD :r'* 

operadores func.i cnal as: un Opi9>rador d• recursJ.6n R 
U'l operador de co.-po:sJ.c.:l.6n c.' 

CONSTANTES FUNCIONALES.. - No sól.o cJ.•rt.os s1.mbo1os J.nd.J. vidua1-s d.-not.an 
,,_une.iones. Por el. contrarJ.o,. aJounas ccmt>J.naciones de signos .lo hac•n. 

Cl.6usula J.- Los signos .rO" rM' Ccon :tSkSnl y= :on constan.t•• 
funciona!•6 d• grado o. n y S r-specLJ.~nte. 

•i..o. op.ra.dor•• Rn y e,.. Cuno para ca.da. nef>J y ca.da. 1cen.r:> al igua.l qu• 
l.oa p&r6nt. .. .1a r9Ct.angul.ar._ ''( •• y ''l "' no aon n9C•••r.ios, aunqu• •n 
ocasiones los u~ili~areipo.s por coaioodidad. 
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C16usula 2. - SJ. g y h son const.ant.os t'uncJ.onales de grados n y n+2 
res:pec:t.iva..aont.o, ent.onces J.a expresJ.6n Rgh g.s una constantP fv.ncional de 
grado n+:1. 
Cl.6usula 3. - Si g es una cons:t.ant.e i'uncJ.onal de grado n y h.,, ••• ,, Ji,.. son 
const.ant.as: i'un.cJ.onalas d• grado k,, •nt.onces la •xpresJ.6n egf.a.t •• ·~ ·.s: 
una constant9 1·uncional do grado le.~ 

Cl.áu.sula '· - Una expresJ.6n es una const.ant.e t'tU')C.iona.l sJ. y s6.l.o si se 
de.uest.ra qU9 J.o es a part.ir de .las cl.áusul.as 1, 2 y 3 prec:adnt.es. 

TERJC[HOS 

CI.áusula .1.- El. s11111bo.lo c 0 es ml té:rm.ino. 

Cláusul•··2.- Toda varJ.abl.e J.nclJ.vJ.dual es un tlf.:rmino. 

Cl.tiusula 3. - Si t.1, ••• • t.n son t.érminos y r es una const.ant.e .funcional de 

grado n.. ent.onces .la expresJ.ón f't.s• •• t.n es un tdirm.tno. d 

Cl4usula 4..- Una axpros:i.6n es un término si y c61o si se da~st.ra que 
l.o es a part.J.r de J.as cl6sulas .1,,2,,y 3 precedent.es. 

FORMULAS 

Cláusula .:1.- Si r y t. son t.6rainos:,, ant.onc:es .la expresión (r-t.) es mlA· 

f6ruiula. 7 

Cl6usula 2. - Si A y B son f"ór-.ilas y x .s una variable J.ndividual.,. 
ant.oncas1 

a) l.a expresJ.6n (A.-.B) as ~ f6rmuta. 
bl la expresJ.6n -A es un.a f6rmuta. 
el .la axpres.i6n (X)A es una fór11UJta. 

C16.usula 3.- Una expre-s;ión e-s una fórmula si y sólo si sa d•-..ast.ra qta9 

l.o es a part.ir de l.as c.lúsulas :l y 2 precodent.es. 

1 iI.3.- Hot.ación y abrevJ.at.uras f 

Se ut.J.lJ.:za al signo ••---.•• para J.nt.roduc.i.s- abreviat.uras. ••a........-+b'" 
se l.eo <la expresión .. a .. es una abraviat.'\U'"a de la exprasi.6n' ºb"">. 

Toda abrev.iat.ura se puede re.over. Bast.a escri.b.ir en su l\Jg'ar la 
expresión abrevJ.a~a por al.l.a. 

:D f'(t.,. • • t.,,) --....-..- f't.,. • • t.n : f'(t.,, • • • • t.,,) ..........._ f'(t.• • • • t.,,) 
2) O____. c

0 

!!i 1-a• •xpr••ion•• d• la 'l"OJ""ma lR....ghJ y (C'*°h•· • .~J de~n _,,t..nd•r•• 
COlnO represent..acionea r:r-t..amat..•ln4.t..icaa de ciert..a• cor.nbira&cion-. d., 
aigncws. St..l propóait..o •• hacer int..eligibl._ 1•• •xpre•ion.._ oonaideradaa. 
O Si n=o, la expr•ai6n con•i d•rada •• ai111pl•~nt..• ~. 
? A l.aa ~6r.1:nul •• d .... t.. .. c.l aa• •• l- l.l.aan.. fó:rl1l"ULas atómieas. 



3l Soa kcDJ. IC __.. ·~s::'~::o 
A iC •• J.e 11- n'U17MIPral d• Je. Los n~al.es son expresi6Jw.s id•adas 

para represent.ar ~os nat.aral.es en el sist.e ... Los:: dguient.es son 

al.gunos •J...rpJos1 O---....... o,. 1 __..._... so. 2 ---..... ssO,, 3 _........... ssso • 

., A-B ............... CA-B) 
Bl A...,B ---..+ -A......S 
m ,A.....8 ---..+ ...;,(A-.-B) 
n A-B ............... ·cA-IÍ)..(B ..... A) 
e:> 3xA ....__ -CxrA 
Q> r-t. ....__ (i-•t.)° 
10> rJ11t. -..-....... -Cr•t.) 
:Ul [ R,,.,"l'gJ ~ RJ'g 
:l 2l 1 C,...qh, ••• h,,, J ........._ Cghs ••• J>,. 
:l:D r+t. ----..... 111¿.,1<: .. sr.JJ(r, t.) 

:1c r·t. ........---. lRzlR,r.,r,..HC,..lRziulC,..sr.ur .. r.JJ(r,t.) 

Al .igual qU9 con la suma y el product.o,. convenimos en abreviar 
algunas ll.Uleiones recursivas ~J.ant.e la r.EcrJ.t.ura ~·nos es l'a.tJJar. 
En cada caso se supon. qu. el .lect.o.r dispone de los -d.:los para r•aov.r 
.l.a abrwv.iat.ura •n ctMSl.J6n. Por •J.-plo,. escrJbJ.~ xJ • xY,. x .. y,. lx~I. 
Px etc. .,, Y9Z de l.a expr.sJ6n l"o.r.al qt» danol.a a .la l"uncJ.6n • .A.tmque 
est.a not.acJ.dn caree• d• unJl"o.raddad,. es .. s clara al •nt.and.Jatent.o. 

:19.> r.St. ........---. 3x(r+x-t.) 
:le> r<t. ........---. 3x(r+t."""""°) 
!l.7l r~t. ___... t.Sr 
1Bl r>t. -..-........ t.<r 

Sea A una t'6rmdla,, x tma variable y t. un t.i6ralno. La exprr.si6n 
••.A(x/t.)•• d•not.a a l.a 1'6rmula que seo obt.Jene al rsemplazar en A :L!29.ll l.as 
ccurancias .libr.s de x por t.. Cuando e.1 cont.ext.o .lo peral t.• s• escribe 
A(t.) en vuz de A(x/t). 

La f'ór.-.da A t.aJllbillin s• denot.a A(x. x). 
Si z as una variable indi Vi.dua.l,. A(x,. z) d•not.a una d• .las :l"órau.las 

qi.» s• obt.J emn a.l r .. mp.lax.ar •n A(x,. x) a.1 ounas ocurrenc:J.as l.J.bres d• x 
para J. as cual.es z es l.J.br•. por z. Cabe sel'Sal.ar qu. •n A(x. z) puad• 
ha..beor ocurr•ncJ.as J.J.bres de x,. plM'S .la subst.1 t.u:ión no es l'orzosa en 
caso a.lguno. Varias son J.as 1'6r.ulas qtmo s .. pueden obt.ener de mst.e a:>do. 
En cada s.:ttuac16.n A(x,.z) representa a.l~ de •.llas. 

! ri.L 

AD'OMAS.. - EJ. sist.e::::::a AR t.iene 1.a. grupos de ax1 oaas. Uno de e.ll.os const.a 
de wia s6l.a f'ór-.da,. aient.ras qu. J.os t.rec• rest.ant.•s Mt..611 'lor .. dos 
cada uno d• •ll.os por una J.nf'J.nidad d• t'6r-..J.as. Est.os s• d.Scrit.n de 
...,, modo esqumát.ico con l.a a)ru:ia de varJ.ablll'S sint.4ct.J.cas q19 no 
pert.enecen a.l l.enguaj& 'lorA!ll. s.:tno a.l -t.al•nguaje • .Dichas v.ariables S• 
d1 v.lden en cuat.ro clasas1 

Las var.:tables sJnt.Act.J.cas A,, B y C denot.an 1'6r.Uas de 1-c· 
Las varJ.ables s1nt.áctJcas x. y,. z: y v .. CcDn iel)J> denotan varJ.ab.19S 
.individuales do L..• 
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Laa variab.l- a.1nt.6ct..1cas r y t. ct.not.an t.'6rainos d• La· 
Las varJ.ables sJ.nt.6ct.J.cas g,. h y h,.. Ccon J...f>J> denot.an const.ant.9! 
tunc.l anales de L..• 

CS•) A-CD-A) 

CG,.) CA-CS-C))-C(A-+B)->(A-c)) 

CG,.> C"".A->""'.B)-+(("".A-+B)-A) 

con t. J.ibre para x en A(x) 

cs.,> CxXA-B)-+(A-+(x)B) x una varJ.
0

abl• que no ocarr• lJ.br• .n A 

CS.,) X"X 

cs,> x-y-CA(><, x) ..... A(x, y)) 

ce.> :ro-o 

cs.,> "".(sx-0) 

es.o> sxmsy ...... xay 

cs .. > I,.(v, ••• vk ••• vn>-v1e con :S:skSn 

cs.,) Rgh(v •••• v,,.. 0)-g(v •••• v.) 

CS..,) Rgh(v, ••• v,,.. svg)-h(v •••• v,,.. v<>' Rgh(v •••• v,,.. v.,)) 

cs .. > e~ .•• h,,Cv, ••• v,.>"11Ct..Cv •••• v,.> ••• h,,Cv" •• v,.>> 

En G0 y Gil '1 es una const..ant.e 'uncional d& gr•do n y h .s ~ 
const.ante tuncional de- grado n+2. Cuando n-0, g(v\ ••• vr:J es g. En Gs.c g 
es una constant.e f'tax:J.onal. dll!P grado ~ y h,, ••• ,. son const.ant.es 
:tune.ion.a.les de or•do k. CUando k-<>, ht.Cv, ••• vt:> es par• c•d• J.Sn. 

He.os •gTupado l.os axiomas de AR en cat.orce el.ases de actmordo a su 
:tor.-a. El conjm'lt.o d• axi~s d• AR es por d_,.J.nicJ.dn G,U ••• UGu· 

REGLAS DE .XHF.ERE.HCIA. - Tod• r9Q'1a de J.nf'•rencJ.a es una rel.•ción ent.r• 
:t6r~as. Sin lnlbargo cuando se les describe d• ese modo s• obscur.c• su 
caract.er operat.J.vo. En P8'I"' juic.io del rigor en'lD'lCJ.amos J.•s reglas de 
.inferencia de AR en f'orJiiOa as;qu;n::~t.J.c.:a. t'..o:; valc:::os para ello d• las 
varJ.ables sint.áct.J.cas ut.il.J.:zadas en J.a descrJ.pc.J.6n de J.os axiomas. 

(MP) 

Las regl•s de inf'ln"•ncia del slst.• .. AR son l.as siguient.esz 

A, A ...... B 
B 

(GEN) 

La t.ercera regla de inf'ereneia -PI:- corraspondo a tm is::tdo 
espec.1.tico de razonaail!l'llt.o y no f'orma part.e de J.a lógica general. Ho 



:tor-liza. del. t.odo al. pomt.ulado de Peano. Est.o •• onu:nc.l• •n un .l•JlfifUllJ•· 
de segundo arden asía · 

M"lll est.• •nunci•do l.• var.l•bl• '"P" eos UDa var.labl.• pr.dJ.cat..lva d• sagl.Dldo 
ord•n .. Su ut.J.l.J.:zacJ.6n per-1.t.e enunc:.J.•r J.a propJ.ad•d J.nduct.J.va para t.odos 
J.os subconjunt.os del doainiD de inl.•rpr•l.aCJ.Ól'JI,. CU.ndO e.l doainJ.D 9S l>J 
se t.rat.a da e,)\, subconjunt.os. Sin •mbargo. la cuant.i:f'J.caci.6n .. PARA TODO 
SUBCOHJUHTO DE ..... •• no se pt»d• hacer •n t.m l.engu.je de pri.-r ord•n• 
Por el.l.o es que es necesario a.f'ir-.r PARA CADA COHJ'.UNTO DEFJ:NIBLE EN La. 
qua ñt.e cumpJ.e .la propi.edad induct.iva. Pero en Lo s6l.o hay un m:imero 
nu98rable de 1'6rmul.•s, mient.ras qua ~ t.iene un n6-ro no numarabl.e de 
subconj90t.os. Se si.gue de lo ant.eri.or _que no t...odo subconjunt.o d• bJ es 
def"in.ible •n f-o y qt» J.a r.gl• PX no corresponde por c~et.o a.l 
¡::rincJ.p.io de .inducción. Es. de hecho. una .f'oraa deb.il. de Ht.e .. 

Por ot.ra part.e • .la regJ.a PX se pued• el.imd.nar •n .f'avor d81. grupo de 
axlo-s 

tk> obst.ant.•. dicho camb:lo es J.rrelevant.e en l.a medid• en que con t61 se 
ganara l.a ais .. c.la!ii&1 de t.aore .. s .. 

PRUEBAS, DEDUCCHlHES Y TEOREJIA.S, Las def'iniclonas de est.os t.res 
concept.os son l.as usuales. Hace-=>S not.ar que en las deducciones no sa 
pe-rmit.• Qttl'Ml'ra.liz.ar aquel.l.as variables que ocurren .li.br..s: ian alguna d• 
1a$ hipót.osis .. 

Para indicar ~ A es un t.aor ... de AR se escribe l--A .. En rigor se 
de-t>. escribir 1--ar.A• .. s las cJ.rcunst.ancJ..as perlli.it.en aait..lr l.• 
r~erenc:J.a al s:J.st. ..... 

1 :n. 5. Obs•rvacJ.ones y c~ñtari.os relativos al sisl•- f 

Los grupos de axi.omas G.a• ..... , 6a j\D'lt.O con las reglas de inf"•renc.J.a 
MP y GEN const.it.uyen un c-'lculo de predJ.cados para L• En consec..,.ncJ.•• 
l.as s.iguient.es proposicJ.ones son rilidas respect.o • AR• 

C1) Taor•- de compl•t.uc!i de Gtid.•1 

En part..i.cular si r-e. la propos1c.i6n est.ablace qtM t.oda .f'órmul• 
universala:eni..e vt.lida es t.eor- de A,Rs Si ti=.A. ent.onces l--A· 

C23 Mat.at.eor ... d• l.a deducción 

Si r. Al--B. ant.onces il--A ...... B 

C3l Reg1a E 

Si B no cont.iene .lJ..bre a x. i~!!xA(x) y r.A(K)~B. ent.onees rt-B 

En los t.res casos r reprsent.a tm conjunt..o de 1'6r-.ilas de Lo· 



Tant.o 1a reg1a E co-=:io •1 -i.at.eor- a la dedG:cJ.6n per.S.t..en 
dlt-=iist.rar Cen la _.t..at.eor1a> qt» una l'ór.W.a es deducJ.b.l• d• 1.Dl conjunt.o 
Cqu:lz4 vac1o> de hip6t.es.ls sJ.n t. ..... r qe» .:st.rar una deduce.Ión d• elJ.a. 

Noe1..ra.mos a 1..r•v'- de un •J•mp.l.o J.a u1..J.l.J.waoJ.6n pr.6.01..J.oa d• J.a. regla E· 
0..-::...t.ramoa qu• (x)A(x)- 3:x(.A(x)_.,B(x))t-3xB(x) .. 

L- (x)A(x) hJ.p61..-J.• 
2.- !lx(A(x)-+B(x)) hJ.pót..-is 
3.- (x)A(x)-+A(x) a.xi~ 

4.- A(x) )0>1.3 
e.- A(x)-+B(x) RECJL.A E • 2 
e.- D(x) HP 4-,e 
7.- !lxB(":oé) (3) •e. 

La regl• (3) qu• •• aplica para deduc.lr la lJ.n•• 7 s• •xpl.ic• mA.• 
adelant.•. La •uc .. ión 1-7 no sat.i•l'aoe J.a d•l'J.nici&n d• PRUEBA o 
CEDUOCXOH. El r•nglón e ·- Juw:t.il'J.ca • 1..r•~ d• J.a r-.gla E- s. obt.i.n• 
quit.•ndo •l cuant..if"icador ..xl•t.•ncJ.al a la 1'6raula d• la lin•& 2, con lo 
oua.l •• t.J..-n• una hip6t..95J.s adJ.cJ.ona.l. El procedimi•nt..o •• •nma.rca •n 
las h.ipót.•sic d• la proposición· qu• llamaJnOs RECIJ..A E· En la pr6ct.J.ca l.a 
r•gla E •• apl.ica ""d•rivando .. de una 1'6rmula 3xA(x) la 1'6rmula A(x), l.a 
oua.1 •• J.noluy.. -n la auc-.16n y •• uaa para J.nrerir ot..raa 1'6rmu.laa. Al 
apl J. car J. a r.gl a E no •• t.J. •n• un.a deduccJ. 6n. •f"ect.i va •.1 no •l boaqu•J o 
de una deduccJ. 6n .. 

ot.ro procedi..t.ent.o ri!J.do en •l s.lst.e.a AR es •l d• subst.J. t.uc16n de 
t6r-.ilas por sus equi valent.es .. Est.o t.a.tú.4on se ~unda_,nt.a en el. hecho de 
qt9 l.os axJ.oaas G•- ..... -6::. jant.o con las reglas MP y GEH dan lagar aun 
cilculo d• predicados .. El procedial.nt.o es •l sigui•nt.•t 

C4.> SUbst..1t.uc16n d• equiva.lent..s 

Si t--ArB_Bl y ~s ..... s·- ent.onces t-Ars_s• J 

A[ s_ s• J represent.a una r6r~a que se obt.iene al ree11plazar en A cero o 
ms oc~r•nc.1as d• B por B' .. 

Por ólt.i.mo queremos seftal.ar QU9' .los grupos de axJ.a..s G - .... - G., 
junto con .las reglas MP y GEN peralt.en derivar al~ prJ.nc:rpJ.os de l.• 
.igualdad cuya valJ.dez se acept.a. sin más_ en l.a aat.eMt.ica usuml. Talas 
prJ.ncip.los son los siguient.est 

:1) Todo objet.o es .igual a s1 alsmo .. 
2l Dos cosas J.guales ent.re sJ: t.ie.....n l.as al.s-s propJ.edades. 
3l Si x es J.gual a :z:. ent.oncas z 9S .igual. a x • 
.a> Cosas J.guales a t.Dla t..,-c•ra son igual.es •nt.r• sJ:. 

Ca> 

Al prJ.ncJ.pJ.o C:1.> se .l• J.J.a.-a LEr REFLEXIVA de .la .igualdad. 
Al pr.lncipio C2:> se l• !la.a LEY DE LEIBHIZ.. 

Los grupos de axiomas G
0 

y G7 corresponden a los princJ.pJ.os C:1.> y 
respec~ivament.e .. 



-.. A Loa pr-J.nco.lpJ.CMI Ca3' y C'3i ao J.- J..1- LEYES DE SI'METRJ:A y 
TRAJCSITIVXDAD .. Todas las :tór-.tlas de Lo q1.9 l.es correspond.n son 
t..aor991Zls de ARs 

2l t-x-x 
ali f-x-y-CA(x, x)-A(x, y)) 
3): 1--x-y-y->c 
4> t-x-y-+CY-z-x-z) 

(rel'lexirid•d) 
(iey d• LeJ.bniz) 

(•.1-t.r1oa) 
(t.rans.i t.1 ridad) 

La dem:>st.racJ.6n de qte l:.ales :tór-.das: son en ef'ect.o t.eor.-s de AR se 
dar" ms ad•l.ant.e. Por •l -=--nt.o s6.lo nos r.st..a s•!'lal.ar qt» cuando una 
t.eor!a sat.J.sf'•c• l.os incJ.sos C1>-C•> preeedent..-s s• die• d• el..la que .s 
t.na te-orla el.e primar orden con (tJUQldad. 

-· :Il:. 6. DeduccJ.óñ tormal • 1.nf"ornci.as _,t..at.e&ricas 

Es en J.a _,t.at.eoría del sist.e-.a donde se de-..sst.ra c¡1.» c1ert.•s 
f"6r-.tlas son t.eoremas d• AR· En general l.a demost.racJ.6n consJ.st.• 9h 

inf'arir qua hay una prueba para cada una de •llas, lo que no es .igual a 
.-:»st.rar o exhibir dJ.cha prueba. La cert.eza d• su exist.encia t.J.•ne coJllO 
origen el 93do CDB:ll se argu..tnt:a &n l.a ..,.t..at..eoría. Un procedJ..mient..o de 
uso comlm. as el de bosquaJ·ar l.a prl»'ba de cada una de J.as f'6rmulas de 
cJ.ert.a clase. En ocasiones e.l arguAtnto se co.-pl.et.a con J.nf'er•nc.l•s 
D1tt.at.e6ricas que se apoyan en el conoc:J.-1ent.o que se t.J.ene del sist.ema. 
Ejempl.o d8' al.J.o son J.as J.nf'erencias basadas en el --1.at.eor.-a de la 
dedtx:ci6ns s.1 s• sabe ~ r. Af-B, se J.nf'J.•re en el ¡¡ut..al."nQUaJ• qua 
rt-A ...... B.. En t.al caso J.a dedta:ci.6n r'or-1 de J.a f'"ór-.d.a A-B no se 
.....st.ras s6.lo se asegura su exJ.st.encJ.a .. La tor.a de est.a inf'erenci• se 
represent.a a t.ravés de un diagrama como sigues 

(MTD) 

En general se inc:ilca con ~ dohl• raya el que una .lnf"arencia se 
lleva a cabo en el aa~alenguaje. Observase que esta escrit.ura sólo 
aparece asocJ.ada al signo .. t- ... de deducción. La f'orma general de ast.as 
Jnf'erencias es .la sigulent.er 

r,t-A, 
r .,t-;-A., 

rn...:An 
rt-A 

La 1nt.erpret.cJ.6n del esqua_. es Ht.ar de l.as hipótesis r. t-A... 
rzt-Az- ••• y r nt-""' se lnf'i•r• J.a exist.encia de tD'lll dedw::cJ.6n de Á a 
part..ir de r. 



Algunos •J•llPlos son los sigul.ent.951 

1-A(O) 
1-A(x)-A(sx) f-A~B 

(PI) --- (cont.raposJ.cJ.ón) 
1-A(x) 

Af-C, Bf-C 
- (d.llawa const.rtx:t.ivo) 

A ... Bf-C 

rt-3xA(x) 
r.A(x)f-B 

r1-e 

1-A, 1-B 

(regla E> • 

A, Bt-C. A. ~Bt-C 
(prueba por casos) (conjuncJ.ón) 

Af-C 1-AAB 

Est.os modos de argum¡nt.acJ.ón a:tt.at.aórJ.ca guardan lDl vínculo muy 
as:t.r&eho con algunas reglas de 1nterenc.la der.lvadas de AR· De 16st.as nos 
ocupamos en la sección siguient.a. 

:n:.7. Reglas derivadas de :l.nf"erenci• 

En •l. est.udio del c"-lculo de predicados se est.ab.19C.n al.SltDlaS 
propiedades d1t la deduccJ.ón 1"oraal qt» resultan més f"ac:l.J.es de ut.il.izar 
que J.a det'J.nición d:l.rect.a de pru8'ba o c:lactucción. DJ.chas prop.ledades se 
pr.-sent.an en t'orma de esquemas y se .les ut.il.J.:za para dea>st.rar J.a 
ex.J.st.enc:J.a de deducciones mtn el. sist. ...... El procaodJ.mient.o consist.e en 
exhibir lDl.m list.a de t6r.ulas. cada una d• J.as cuales es: tma hlp6t..-s1s o 
es derivabl.e de ant.eriores mpl.icando al.guno de los esqueila.s .. ést.os se 
apl.lcan igual. que las reglas de Jnf"erencia. Son. de hecho. r•6lCJS 
c:Je.ri'VC:U:la.s da tn/erencia. Todos t.Jenen l.a t'or.-a A, ...... ~t-B que t.ambilin 
reprasent.amos con el diagra-.a 

Algunas de uso f'rec:uent.e en est.e t.rabajo son .las sJ.guient..s1 

A(x/t.) 
!!iCA(x) 

(x)A(x) 
A(t.) 

A_.B. B--C 
A....C 

r•s, sat. 
r•t. 

(3) t. lJ.bre para x en A(.x) 

(ESP) t. .1.lbre para x en A(x) 

(t.rans -+) 
rSs. s!St. 

r:St. 

(t.rans •) 
r-t., A(r.r) 

A(r, t.) 

(t.rans S) 

(sub•) 

-----------------------------------------------------------------------
•En •&t.e ca.ao l• varJ.•bl.• ••x•• no d•be ocurrJ.r lJ.bl"• en B. 



.. 
A,. B x-y 

(co.nm •) (eCU>JuncJ.ón) Y.X AAB 

"""º AAB (separación) A-CB.....C) (int.ercambio de prea:lsas) --;¡;- : ,. Ji-c:A-c> 
A--to(B-...C) 

(haport.aei6n) '""'º2-c (export.acJ.6n) (A-.9)-c A-(B...c) 

Cabe acl.arar q1.19 al.gunas d• las r-alas (por •Jao11Plo t..rans • o sub •) no 
son de valLdez: general y no podrAn ut.J.lizarse hast.a que no s•an 
de-.,st.radas para AR· Las demás se just.J..f"J.can con ol c.6.J.culo d• 
predicados qua nos asegura qU1t t.od!a .ró.r.ula de La, Q\9 es t.aut.oJ.ogía o 
tsúvars•l..nt.• v.6.lida. 9S t.eore .. da AR· 

Es as:í que las pruebas y deducciones se pr&S&nt.an por J.o general en 
foraa abrev:lada. Al hacer.lo las rór-.Jlas se a-scrJ.ben en co.lumna. A su 
derecha se acO:st.Ulllbra .scrJ.bir un -ns•J• just.J..rJ.cando su J.ncl.usJ.6n en 
J.a l.ist.a. Algunos d• Jos -nsajes son .l.os s.igu.ient.ess 

(3). 11: 

TA\ff; UV 

L.eq. k 

GEN k 

TEO N 

Ax 1: 

t.rans 
t.rans 
t.rans 
sub • 

con.• k 

:rns t.--Ax k 

S. a.pl.icó l.a r•gla. derJ.vada d• inf'•rencia (3) a l.a. 
~6ra::iu.l a d•l. r.-gl ón k 

La l"br-111.ula. - con#ecu.ncJ.a l.ógica de l.&e 1"6rmula.a de lo. 
r.-ngl.on .. ks•••kn 

La 1"6rJaula - 1..aut..oJ.og1a; La l"órmul.a ~ Uhiv.r•a.l.--nt..• 
vA.lJ. da 

La r6rmula -· l.6g:J.caJl[!)9nt..• equivalent.e .. l.a S'órmul.a del 
l""en¡rl.6n k 

La ~6.rmula s• inf"i•r• aplicando J.a r.gla (GEH) a J.a 
1'óram.tla d•l. rengl 6n k 

La 1"órmul a •• i nF .i ere a.pl .i cando J. a r-egl. a (MP) a 1 a.a 
f"órmt.ll.~s d• 109 r•nglon._ k 1 Y Kz 
La 1"6rmula •• inf"i•r• aplicando la r.-gla (PI) a laa 
f"6r.u1a.a d• l~ r•nglon•• k 1 Y Kz 

La t"6rmul a - un t.eor•JAA t..a..l. como •• deDle)ISlt..r6 •ra J.a 
pr opc::aoa:J. ci 6n H 

La l'órmula •• inf'.i•r• d• la• propo•.icione• k, ••• kn 
coa.e> •• deJllOmlt..ró •l"ll l.a propCM9ioi6n H 

La 1"6.rmul a •• un a.xi oma d•l gJ"'UJ>O Gk 

La l'órlllula •• J.nf"i•r• aplicando la regla· d.,..J.vada 
d• irarer•ncia t.rans •. t.rans ........ t..rans :S o sub • 
a las ~6rmula.a de los reraglon•• k, y k 2 

La. rórmula •• iral'i•r• aplicando la regla d•,.ivada de 
J.nl"erencia (corua •) a la l'órmula del renglón k 
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Xb9t.-Te-o- N LA l"órmul• .. u.no .. J.n•t..,..oia da..1 t..orema o~J" .. pc>ndi.•nt.• 
• 1• PJ"~.lc:J.6.n N. 

Las i.hSt.anc:ias -ncionadas •l los dos 61t.i.os ejemplos •• obt..ienen 
• t.rav6s d•l. siguient.• procedimdent.os 

Xnst.-Ax k 

A(x) 
(x)A(x) 
(x)A(x)-A(t.) 
A(t.) 

axio-. k 
GEH 
axio.., 4 
MP 

Xnst.-Teo H 

A(x) 
(x)A(x) 
(x)A(x)-A(t.) 
A(t.) 

En a.t>os-· casos t. es un t.t.r.md.no J.ibr-e ~ra x en A(x) .. 

I.I. e .. - Toorema.s rel.ac:ionados con l.a J.guaJ.dad, •l. orden. 
1• f'unci.ón sucesor. l..a s.....-. el product.o. 

la diVisi.bJ.11.dad y la :lnducclón -t.--'t.i.ca 

En~ra-=>s a cont.i.nuaci6n- "Una list.a de proposi.ci.ones relat.lvas • 
los t.eoremas de AR· .El orden en que aparecen corresponde al orden an que 
se da1mU1i!'St..ran.. Est.o sign!:tic• qua- para probar un t.eor•- de l.a l.ist.a se 
¡:>l..M'Clen usar aqr.»llos qu. 1• preceden. O. la list.a deJ110St.ra..os -.1.gunas 
proposiciones a -nera de ejetmpl.o. 

[11 t-x..y-..y.x 
l<~I !-Xsy-o(Y'"%-X"2) 

[31 t-x.,•><tc-...f'Cx, ••• x., ••• x,..)-t'(x._ ••• Xac• •• xr) 
l41 t-r•t.-...sr-st. 

[!51 1-r•t.-CA(r, r)-A(r, t.)) 

l 151 1-r 0 -r • -1.c.-O' r o>-t.Cr O' r ,> 
l71 t--x+f-sx 

[ BI 1-x+(y+:z:)-Cx+y)+:z: 

[ 01 J-sX+.Y-X+sY 

UOJ 1-0+x-

l111 t-x+y'")'+x 

U21 1-y+x-z+x ... y-z 

[131 t-x-0...3y(x•sy) 

[1 .. J 1-xSX 

l15J t-OSx 
[16) t-xSsx 

UTI t-~y ..... ySx ...... xSx 

UBI 1-><Syvsy:Sx 

U91 t-x-tyaO-+x-0 

[201 1-xSy,..ySx _.xay 

(211 1-XSsy-o(X:Syvx-sy) 



l22J t-xSO-x-0 

[231 t-sxSy._..x<y 

[241 t-x<sy-y 

l25J 1-K<y-sx<•y 

1261 t-ySx ..... x<y 

l2TJ a)t-A(o)... ••• AA(k)-CxXx9i"-A(x)) 

b)l-CxXxSy-.1.(x))...A(y+i")-C:x)(xSywd _.A(x)) 

c)t-(x)(xSy-A(x))AZ!SY-C><XxSz-A(x)) 

[281 1-ACk)-CxXi<Sx-!!ly(y.SXAA(y))) 

l 281 t-{xXxSy-A(x))...(x)(y<x-B(x))-C><)(ACx>--B(x)) 

130 1 • >t-C:z:)(>C:Sz!Sy-AC:z:>lAACY+1>-C:z:XxSz:Sy+1 --c:z:» 

b)l-A(O)... ••• AA(k-<l)-Cx)(x<k ..... A(x)) con kE~ 

c)t-A(k)A ••• AA(i<+h)-Cx)(i<s:xsi<+h-.1.(x)) 

131 1 t-x+y-i° -Cx-1 vywi") 

l32J t-x+ysx+z_.y-z: 

t331 t-Z+1..3. t-2+2-Z. •t..e. 

[34J 1-X•>""Y"X 

13!51 t-x ·(Y" z)-Cx ·y)· :z: 

1301 l-x·S-x 
1371 1-"".(x-O)->{x· yw0 ..... yoo0) 

1381 l-"".(x-0)..."".(y-o)-"".(x ·y-o) 
l3111 t-Y"°-Cx· ywO) 

(401 t-x-o-cy)(x·ywO) 

1 ~ J t-x<y~(xmy) 

[421 t-x·yaO-CxaOvy--0) 

[431 t-x·y-d°--Cx-1,.ywi") 

l '4.J 1-"".(x-O)-Cx ·Y"'<· :z:-y-z) 

( 451 t-2 · i" .e. t-2 · 2-4, •t..c 

·t41SJ l-x·2•x+x 

l 471 t-x • (y+:z:)"" · y+x · z 

('81 l-"".(x-O)-Cx-i"v3y(x-ssy)) 

l 491 t-"".(x-sx) 

[!501 t-xSy->(y<:z:-x<:z:) 

("11 t-~1SxSy)..."".(xS1)~(xSy) 

( ~J 1-~(xSy),.,x.Sz......+y<~z 

['!531 a)t-x<y ..... x+:z:<y+:z: 

b)t-xSy-x+zSy+z 

['541 t-xSy-Cx'"}'Vx<y) 



[t!!ll!!IJ 1-x<y...,.x~y<x 

151151 1-XSy-:z: · XS:z: ·y 

1571 a)l-x<u,.....y<w-e.x · y<u · w 
b)t--xSu.-~w-x ·,,Su· w 

c)l-O<xS~y.Sw~x·y<u·w 

d)l-"'.(x-0)-Cy<z-x·y<x·:z:) 

1581 a)t-xsy .... xssy 

b) t-x< y __.sx:Sy 

l5U t-""'.(x<x) 

1'501 t-:k<y--:(y.Sx) 

( B1 J t-x!Sy.....-(y<::r::~x<z) 

16'?1 a)l-O<sx 

b)l-x<sx 

1631 1-""'.(x<O) 

1 D&J t-x:Sy....-ySx 

1851 •)1-XSx+y 

b)l-"'.(y-o) .... x<x+y 

IODJ •)t-x<1--.x-o 

b)t-xsf .... cx-ovx..J) 

1e71 t-x<y-Cxsy ... ""'.(x-y)) 

11581 a)l-"'.(x-<>)-ySy-x 

b)~(x-0)-<Kx 

[1591 1-0<x-CO<y-o<x·y) 

1701 t--.Cx-O)-C1<y-ox<x ·y) 

1711 1-""'.(x-O)-Cx·Y-><·z-y-z) 

1721 t-0<1. 1-1<2. et.e. 

1731 •)1-"'.(x-O)....""'.CY-0)-Cx · ir-z-xS:z:.,.,.yS:z:) 

b)l-"'.(x-0)-Cx • y<_z-yS:z:) 

17'1 a)l-x+ir-z,..""'.(x+ur.z:)-"'.CY-u) 

b)l-XSy+:z:-(XSyvy<XSx+:z:) 

1751 l-""'.CY-0)-3Q3r(x-y·q+r ... r<y) 

(781 a)t-x-Ov ••• vx•k-•»cSk 

b)t-x-0.... ••• vx•k=!-..x<k 
1771 1-xlx P 

1781 1-xly-Cyfz .... xlz) 

con k•w+ 

-----------------------------------------------------------------------
oi..... •xpr••i~ xly •• un.a abr•vj.at.UJ"'a d• Slz(x·z.y). 

30 



1'70J a)~xlo 

b)t-i"lx 

(BOJ t-xlx·y 

UHJ f-Olx-x-0 

(Q2J ~Mly-y\X_,_-Y 

(B3J t-'"'.(x-0)-Cylx-ySx) 

( 84.J t-x 1 z......Sy(y<....z,..x • ymz) 

(B5J 1-xly-xly·z 

(8'1J t-xlynxlz-+xlu·y+w·z 

(B7J t-'-<x-Cxlsir---:Cxly)) 

(BBJ t-xlS....xai° 

(891 t-x 1lfA"'.(z1 Y)-+"".(x"'Z) 

(QOJ ~xly ..... xlsy ...... x-1 

(Q1 J 1-S<xA(y)(S<yAylx-+x:';y)-C:r:X:r: lx-+z-Svz-x) 

( Q2J t-P(a) so 

(lil3J t-P(3) 

( lil4.J 1-"'.P(f;) 

(IJSJ t-3x(x<yAxlynP(x))---:P(y) 

(-J t-((x)(x<y-"(x))-+A(y)) ..... A(y) 

C<>7l t-3yA(y)-+3y(A(y)A(x)(A(x) ..... ySx)) 

e ss1 t-(A(y)_.!!x(x<y,.A(x)))---:ACY> 

~nducci6n compl.•t.a 

d-ca.nao J.nFJ.n.it.o 

1 Eje-1os 1 

:1 .. - x•y ...... (x-x ...... ,.-.x) 
2. - x•x-+(x-y ...... rx) 
3.- x•x 
4.- x-y ...... y.x 

121 ~X•Y-•(y-z: ...... x-z:) 

1. - ir-z-Cx-ir-+x-z) 
2. - x•y~ ...... xsz) 

Ax 7' 
J.nt.•rca.mbJ.o d•. pr•m.isas a J. 
Ax o 
NP 2,3 

Ax 7' 
J. nt.•rcamb.i e d• pr iem.J.aa• a J. 

De .los axiomas &
0 

y G, y J.as propos:J.ciones l:l J y 12J S• sJ.g._ q-.
AR es una t.aor1a de' pria:tr orden con igualdad. 
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Las propos1.c1.ones rs J y (2J dan J.ugar • J.as r.-g.las d•rJ.vadas d• 
J.nf'.renci• (conm •) y (Trans •) respect.iva~t.e • 

. ·· 
13J Si ' es una const.ant.e turx::ional de grado ~ y 1S1Sn. ent.onces 

t-x, •x,,,-rc .. x, •• >-re .• ><,.,• • > 
2. - X" •xx...Cf'( •• X" •• )-t'( •• X¡, •• )-..f'( •• X¡, •• )mf'( •• xk •• )) 

a. - re •• x, •• )ar( •• x, •• )-Cx, ax,,- re .• x, •• )ar( •• "'"º • )) 
3. - f'(. •X¡,• • )91'(. • X¡,• • ) 

4. - X¡, -Xk _,. f'(. •Xi.• • )-f'(. • Xk• •) 

J.nt.. pr.... 1 

l'n•t.-Ax e 

NP ª•" 
Da acuerdo • las abrev:iat.~•s int.roducidas,. los axiomas G0 y G0 

para 1a su.a sa escriben -· 
(60 ,. +) x+o•:I 1(x) . 
(Gu• +) x+sycfc;..sr.l(x, y, x+y) 

S:ln •Jllbargo,. y con base en los axiomas G11 y G:14• se prueba en AR ~ 
[ c.zs:r.,J (x. Y• X+y)ms(x+y). Debido a ell.o l.as f'ór-.il.as para l.a SUIU. se 
escrJ.ben. como es habit.ual,. t.+o-t.. y r+st.-s(r+t.). de modo que los axiomas 
G 0 y e,. sa abrevi..an c,omo sig"lmi 

(G.,.. +) x+o-x 
(G,.. +) x+syas(x+y) 

Un. arguml!mt.o an6logo nos muast.ra que los axiomas Ga y G19 para J.a 
-.ilt.J.plicaci.6n se abrevian co-=a dQUIJJ 

(G0 • ·) x • 0-0 
(G_.. •) x·sy-x•y+x 

En el t.ext.o ut.il.izamos est.as not.ac.iones mlls f'amiliares •n el 
ent.end.iaient.o de ~ sa t.rat.a d• abr•vi.at.uras f'ac.iJ.-nt.• •l..lml.nables. 

[ 7 J t-x+1 asx 

~. - x+syas(x+y) 
a. - CYXx+sycs(x+y)) 
3. - CYXx+syas(x+Y))-Cx+sOas(x+o)) 
o&. - x+sD-s(x+o) 
!5..- x+O-x 
B.- x+sO-sx 

7. - x+1-sx 

[81 1-x+(y+z)-Cx+y)+:z 

~ .13 para + 
OEN ~ -~ HP 2,3 
Ax 12. para + 
•ub = 4.'!I 

&br-ev.iat..ura. de O 

%nduc:cJ.6n sobre J.a var.t.able .. z .. en AR 

:! • - (x+y)+D=x+y 
a.- y+O•y 
3. - (x+y)+Dax+(y+o) 
o&. - x+(y+D)-Cx+y)+o 

A(D)• x+(y+o)a(x+y)+o 

A:x .12 para + 
Ax 12 para + 
Sub= .t.2 
conm = 3 



·. 
1. - x+(y+z)-(x+y)+z 
a. - (x+y)+sz-s((x+y)+z) 
3. - (x+y)+sz-(x+(y+z)) 
'- - s(x+(y-t-z))•x+s(y+z) 
5. - s(y+z)"')"tSz 
8. - (x+y)+sz•x+s(y+z) 
'7. - (x+y)-z-~z) 
e. - x+(y+sz)•(x+y)+sz 

x+(y+z)-Cx+y)+zf-x+(y+sz)-Cx+y)+sz 
~~~~~~~~~~~~~~~~~MTD 

t-x+(y+z)-Cx+y)+z-x+(y+sz)-Cx+y)+sz 
t-x+(y+o}-Cx+y)-0 
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~rx 

1-x+(y+z)-Cx+y)+z 

:1. - >C!Sy .... ySz 
2.- ~y 
3.. - y.Sz 
.&. - Su(x+uay) 
!5. - !lv(y+v-z) 
15. - X+Ully 
7.- y+v-z 
e. - (x+u)+v-z 
g. - (x+u)+v-x+(u+v) 
10. - x+(u+v)-z 
11 • - !!lw(x+..-z) 
:12.- xSz 

h.lp. 
.Ax J. 3 .,.,. ... 
aub e J. ,2 
.Ax J. 3 para 
.Ax J. a .,.,. .. 
aub e ,.,. 
aub e e,e 
conm e 7 

h.lp 
••par.s.eJ. 6n J. 
••par acJ. 6n .1 

+ 

+ 
+ 

et. 21 que .- au abr•vJ.at.ura 
de 3 1 que - •u abre-vi. •t.ura 

rt-sil.a E • ' 
R99la E a !!5 
aub = 0 1 7 
Teo fBl 
•Ub = 8,0 
(3) a J.O 
abr•vi.•t..ura d• 1.1 

Con la proposl.c1.6n 1171 se just.l.f'J.ca la regla derJ.vada d• 
~nf'erencia Trans ~. 

XnduccJ.ón en AR sobr• la variable •-x ... 

A(O)s OSyvsySO 

:1.- OSy T.o C .1 !!Sl 
2. - O:Syvs)'S> C... .1: A/AvB 

La prueba del paso .induct.ivo s& hace por casos. Curiosa-nt.e. en 
1.m0 de ell.os se procede a su vwz por casos. 

CASO a • - sySxl--srlyvsySsx 

1. - sr-;x 
2.- xSsx 

hip. 
Teo l .lOJ 



3.- -~-
.... - s~yvsySsx 

"Tw-ana ~ .t. •Q: -~ 
CI... 3: A/A...,B 

ctc;o 2. - xSyl-sx:S.,..,sySsx 

pubcaco-2.1.- xSy.z•Ol--sxSy.....sySsx 

1. - X:Sy 
2. - ""'° 
3. - Bz(x+z•y) 
4.- x+z•y 
~.- x+o•y 
es. - x+<>-x 
7.- xay 
e. - x-y~sx-sy 
9.- sx-sy 
10. - sy+O-sy 
11. - sx-sy+o 
12.- sy+O-sx 
13. - !h("y+z..,.x) 
14...- sySsx 
15 .. - sxSyvs~sx 

hlp. 
hlp. 
qui t.ando J.a abr•v.i at.ura 1. 
Regla E a 3 
aub = 2:,4 
Ax -J.2 
•ub = !5,e 
t.eo [ 3J 
NP'7,8 
X nst.-Ax .1 '3 
•ub = g,10 
conm = J.1. 
(3) • 12 
abrvia1...ura de 1.3 
CL 1 ... : .A/BvA 

subcaso 2.2.- x:!Sy.~(z-0)1--sxSyvsySsx 

1. - X:Sy 
2. - -C:z:-0) 
3. - Slz(x+z")') 
4..- x+z-y 
B. - -C:z:-0) .... 3w(:zmsw) 
e. - !!w(z-.s w) 
7.- z-sw 
e.- x+s_,, 
g. - x+sw-s(x+w) 
10.- x~+x 
11 • - s(x+w)"Y 
12. - s(w+x)"Y 
13. - s(w+x)aw+sx 
14.- w+sx•y 
1 B. - sx+w-w+sx 
18.- sx+way 
17. - !lw(sx+W")') 
19 .. - sX:Sy 
1 Q. - sxSyvs~sx 

x:Sy.z•Ol-sxSyvs~sx 
x:Sy.~(z-O)~sxSyvsySsx 

X:Syl-sX:Syvsy:Ssx 
sySx~sxSyvsySsx 

t-(X:S)'Ysy.,'!;x)-o(sX:Syvsy.Ssx) 
l--0:'5yvsyS> 

hlp. 
hlp 
qui t.ando J. a abr..v.i at.ura 1 
regla E a 3 
1...eo [J.33 
HP 2,~ 
regla E e 
aub = .&,7 
Aoc ~3 
Teo [.113 
aub = 8,9 
•ub = 1.0,.11 
Aoc ~3 
•ub = .12,.13 
Teo [ J.J. l 
•ub = J. ... ,J.~ 
(3) ~ .. 
abrevJ.a1...ura de J.C. 
CL J.B: A/AvB 

subcaso 2.1 
sube.aso 2.2 
(prtM-ba por casos) 
CASO 2 
CASO 1 
(di.lesa const.rm:::t.J.vo) 

JfTI) 

paso indm:t.J.vo 
base de .la .lnducc.16n 
PI 
1cqd.• 



En est.• caso la d•JK1&t.rac:i6n se hac:• por J.nducci6n sobr• k en 1• 
-t.at.eoría. 

Base de 1a J.nducclóns k-0 

Por- d•m:>st.rarr t-A(o)-CxXX:So-+A(x)) 

1. - A(o) h.lp. 

2. - ><SO h.lp. 

3. - xSD-+x-0 T.-o r 22l 

4. - x-0 >G» 2, 3 -· e. - A(x) au:b = J.; ... 

A(O), xSOl-A(x) 

A(O)l-><SO..-A(x) 
HTD 

A(O)l-(x)(x!SO--.\(x)) 
por GEH ~x no ocurre 1!.bre en 1a hip6t..••i•) 

t-A(o)..-(x)(X:SO..-A(x)) 

Hip6t.esis de J.nduccJ.6n1 1-A(O)A ...... A(k)-CxX~ ..-A(x)) 

Por deJOOSt.rars t-A(O)A ...... A(sk)-CxXX:SsiC-A(x)) u 

1. - A(O)A ...... A(k)-CxXx<i<-"(x)) 

2. - A(o) ......... A(k)AA(si<) 

a. - A(o) ......... A(i<) 

4. - cxxxSiC-A(x)) 

5. - CxXX:Sk..-A(x))-Cxsk-+A(x)) 

8. - xsk ..-A(x) 

7. - x-sk..-(A(sk)..-A(x)) 

e. - A(sk)..-(x-sk--"(x)) 

g.- A(sk) 

10. - x-sk..-A(x) 

11.- ('6kvx-sk)..-A(x) 

!. 2. - x:Ssk--+(X:Skvx-sk) 

13.- xSsk..-A(x) 

14. - (x)(xSsk ..-A(x)) 

Teo pot'" hJ.p6t..e•i• d• J.nducc16n 

hlp 

••pa.raci 6n a 2 

NP 1, 3 

-~ 
NP ... , '!5 

%n•1..-Ax 7 

J.nt.ercamblo d• pre-1••• a 7 

••paJ'"•oihn a 2 

HP 8,9 

dJ.l•.ma oon•1..ruot.J.vo .. e y 10 

:tnat..-T.o r 21 l 

Tran• _,. J.2,1J. 

-----------------------------------------------------------------------
U R.ecordeDOs que f:iT' es por de:t"inJ.cJ.6n sk. Es par •llo qu• A(k+j) •• 

e5cribe A(sk) y ~k+! como x:Ssk. 



Ar~anclo en la -t.•t.eor-S.• t.eor: r • ~ 

1--A(O)A•••AA(k)_.(x)(xSk_.A(x)) 
·. 

(est.o lo acaba-=iis de dMKJSt.rar) 
A(O)A•••AA(sk)t-(x)(xSsk ..... A(x)) 

t-A(O)A•••AA(sk) ..... (x)(X:Ssk--A(x)) 
MTD 

y por inducción en J.a _,t,at.eor.{a ~a de-=:rst.rada la propos:icJ.6n l27J. • 

XX. g. Saíñint.J.cas AR y la arit..mét.ica recursiva 

--Todas 1as proposiciones hast..a aquí .xpuast.as describan propiedades 
sint..Act.:lcas de AR· Ahora est.u::Sia-=-s algunas de sus propiad.adfl'S 
semánt.icas. Nos ocupamos an part.icular de la relación e?Cist.ent.e ent.re •l 
si.st....a tor-l. y la Arit.-'t.:lca Recursiva. Con ello se hace i.nt...rvenir un 
c:loainio de objetos -los Húmeros Hat.ural.es- qta:t se pueden r•pres•nt.ar •n 
e1 sist.e-.a y sirven como base para una int.erpret.ateión del. mis.:>. 

Las propiedades s..mnt.:lcas qua nos int.•r•san son dost para J.as 
1"unciones arit..:m.6t.icas J.a de sar r•p:r•s.-ntbl.•s y para J.as r•laciones 
arit...St.J.cas J.a de s•r •xpr•sabt•s •n •l sist. .... 

DefinicJ.6n. - Una f'uncJ.6n f't &f"-----tof>,J es r•prese-ntabt• en AR si y s6J.o si 
hay 1.SlA f'órmul.a A(x.a• •• • xn• x_> que sat.J.s:f'ace J.as siguient.as conclicionesl 

ilo) YL(A)--lx, •••• , xn• x..,1-. il 

Rz> Para t.odo CJc,, ••• • k,,)Gtlf'• 

Ras> Si :f'(Jc•• ••• • kr)•k. •nt.o.nces t-A.Cks• •••• kn" iC). y 

~ t--a .. x,,..ACks• ••• ,, kn• x~ o 

Si Mu se cambi.a por 

Ra.) t--::lsx,...ACxs• ••• • xn• x,...> 
ent.onces se dice que f' es fuerl•ment• rep:r•s•nlabl• •n AR· 

deTinieión.- Una relación ar~~mé~~ca RSl)f' es •xpr•sabl• •n 'AR si y sólo 
si hay una f'ór-.ila A(xs• ••• xn> que sat.1.sf"ace J.as condiciones sigulent.ess 

E,) YL(.A)--fx, •••• , x,> 

E,,) Para t.odo (!:,, ••• , kn>ei)f'1 

Ez..) Si (J::,.,, ••• • k,,)ER. en~onces t--A(k,. ..... • ky). y 

Eu) Si (k, •••• , k..>-R• •nt.onces t-"'.A(i<,, ••• • k"n>• 

il Por det'1nic16n, YL(p) _.. •1 conjunt..o d• V'Aria.bl- d• La qu• ocurren 
1J.br- •n p .. 
n 

3,xA(x~3xA(x)A(x)(yXA(x)AA(y)--x"Y) 
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Para ct.moet.rar .- t.oda i'unoJ.6n rec:uraJ.v. - f'c.rt.•..-nt.• 
r•present.ab1• M\ AR J.nt.roducimos dos nociones trt.1.les. La pr.l._,..a d• 
e1J.as es l• de n!u.l d• un. f'unc:J.6n recursJ. va. La segunda es J.a d• 
nom.!nactón de una f'unc16n recm-sJ.va prJ.al.t.J.va ~ pr .. ent.a_. a t.rav'lis 
de ID'l -peo .special. 

NIVEL. - U derf'.1nic.16n dada de f'unc:J.6n r.ct.D""siva priait.iva se •xt.i•ndl• de 
~ llOdo nat.ural a J.as: f'unc.l~s: rec~s.lvass 

Una f'unc:l6n ar:lt.-6-t.:lca f' es r.-cursiua si y sólo si exJ.st.• una 
su::.esi6n de f't.DlCiones 1" 1, •• • f' n t.al que- cada una de el.las .s inicial. 
o se def'is. a part.ir de ot.ras, d• índJ.c• -nor •l suyo,. ~.lant.• 
1as regl.as de composicJ.6n, reeurs.:lón u operador p no acot.ado. 

S..--lJ.a ... ni'VQ>l de ur.- f'unc:J.dn r.cursJ.va a J.a J.ongit.ud da- l.a serJ.• 
m6s cort.a de f'tmCiones que es l'J9C1tsar.ia para def'.inirla .. El nivel d• una 
!"unción r1tcurs.lva f' SE!' denot.a N(f") y es: un n6-Pro nat.ura.l mayor o J.gua.l 
.. 1. 

La f'lDlC.lón const.ant.e k
0

o' 1a f'uncJ..6n sucesor y Las proyaccJ.ones ~ 
son de nivel 1 o primero. Son, adeais,. l.as únicas de dicb:> nivel. 

NOJ([HACXOH .. - Las const.ant.es f'mx:.ionalas de Lo sirvan cOJK> JlOJllbres para 
.1as ~unciones recw-sivas pr.1.S.t.J.vas .. Dicha nominación s• precisa a 
t.rav6s de tul .apeo .. _ ... que se def""ine recursivamant.e de acuerdo al. niv.l 
de cada f'W'1CJ.6n coJaO slguei. 

1) lf(f')"1 (f'uneiones 1n1c1al.s) 

1.1) K,,0 •J: 0 

:1. 2) iüC-s S4 

1 • 3) ~. -:r"' 
Z) lf(f')>1 (f'unciones no iniciales) 

2.1) Si. f' se def'ine componiendo hs• ..... ~ con g, ent._onccas laCgfis. • ·~ 
2. 2) Si I" se def'ine por recm-si6n de g y h. ent.oncll'S f-R.gfi 

Con est.o quada daf':i.nido un .. peo --tRP -t>CF del conjunt.o de 

~tmC.lones recursivas prJ.alt.ivas •n el conjtDlt.D de const.ant.es runcionl.s. 

A la const.ant.e f'uncJ..ona1 i" se le 11...., nom.in.a.ción de t. 

Propgs-J cJ ón 7 .. - Si h, ke[)J, ent.onces t-hEDk-h+'°. t.5 

CEJfOSTRACJ:CH 

Xnducci6n sobr• k en J.a ~at.eoría 

------------------------------------------------------------------------
se. Llamamos ""suc .. a la f"unclón en Ve2 d• .. s•• con el f"in do no oonf'"undir 
l.a not.aci6n de l• arit.m6t.ic• f"ormal con J.a d• l• ar.it.in6t.ica .lnf"orJD&l. 

S!I J:O:.l. ai~lo ••ca•• r--.pr .. en\.a • l• •uma d• ""º~""oea r.•\.ul"•l- •n l.a 
arit.zn6t.ica .in1'orsn.a.l, mi•n\..ras QU• •l •imbolo ••+•• •s l.a abr•'VJ.a\.ura de 
una. const..an\..• f'unci ona.l. de- AR. 
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:l. - ¡;~..¡:; :<nat.-Ax .12 

2. - h+G•JiiilJ 1o Mi•-.o que S., pu•• heO•h 

3. - hiiO'-Jl~ oonm = 2. 

Hip6t.es1s de inducción• 1--..Ji+I< 

Por de-.st.rars l-he!Ck"'1l-h+<k"'1) 

:l. - --li+J< 
2. - ""'*"fi+l<-s(ha<)-s(h+I<) 

3. - s(hek)-s(h+I<) 

4. - 6+sl<as(h+I<) 

!3. - s(iiiii<)•h+sl< 

!!l. - h<BC kad) .Ji+< kGd) 

T90 por h.1p6t.-.1• d• .inducción 

Xn•-;Teo [ 3l 

N? .1 .2 

:Xnat.-Ax .13, + 
•ub = 3,4. 

l. o mi amo qu• e Sd 

Proposi ci 6n e. - Si h, k<e[tJ y bifk, ent..onces t---:Ch•IC) 

Demost.raci6n 

n V•c•• 
Int.roducimos l.• s:lgu::lent.e abr.-vi.at..ur•s sno ---..+ s ••••• so 

Suponem;:)S, si.n pM-dida de general.idad, que h<k. 

2.- sho•sko 

3. - sho-s:ko......sMo-slHo 

4. - strlo-slt-lo 

2h+2.- 0-S~ 

2h+3. - "".co-"'<>) 

2h+,f,, - o-s~-:Co-s>Ato) 

hlp 

quit.ando abr•v.iat.ura• d• 1 

J'nat.-Ax 10 

NP 2,3 

Ca• r•pi.'l..• el proc:.diml•n\.o h-1. v.cea> 

NP 2h,2h+.1 

l'nst..-Ax 9 

oonjunoi6n 2h+2,2h+3 

•o Por de1"J.rJ.c.16n, Ckt!lt.:>-slC. Loe reng.lon- 1!::s y e J.nvol.ucr.n l.09 zn.J.mmio. 
1..•rminos. 

~7 Ll.amaa• .. recluccJ.0.n al absurdo" a l.a 11igui•nt.• propoci.c.16n, vil.ida .n 

-1. c.6.l.c.ulo de predicados: Si At-S..-..t;:B• •nt.onc:•• ~~A. 



f'r:ppo!:ici6n Q.- Si r es ~ tuncJ.ón recursJ.va prJ.ail.1va do grAdo n y 

ks• • • • ,_ kneDJ, ent.oncos t--f'(k s• •• kn)•f(k, ••• '.,;>· 
Demost.rac.16n 

Procede.:>s por ::1.nducc::lón sobre N(f') •n .la _.t..at.eol""J:a. 

Base de la i.nducc::l.6nt N(f')•1 

e.aso 1 • - f'~0• Como grO<oc,)-0, J.a proposic.i6n equ1 val• a t-X0 •:I0 • 

caso z. - ~-su::. Com::> suc(k)•kdd. • ent.onces su:(k)•kiid. 

1. - suc(k)•kiiif 

z. - k8i'f •I<+! 
J:n.s-Ax e CaucCk:> y kel aon •l miamo no-ro.:> 

T.-o propoaioión 7 

3. - slC-1<+! 
4. - suc(k)•I<+! 

!3. - suc(k)-sl< 

6. - suc(k)-suc(Í:) 

J:nat.-t.eo [7l 

sub = .1, 2 

•ub = ·3 • .c. 

1o mi•mo qu• e:s-suc 

caso 3.- f'a¡;... ~ ¡;_..(k1 ••• k,.)•k.-a ent.onces J;.rCk 1 ••• kn)•kr• 

Tene-=-s 1a siguiant.a prueba en AR• 

1.- ~r(k,. • .kn),.j¡"r 

Z. - J: ,..ctC, • • • l<.,)-kr 

3..- ~.Ck,. • ·"n)-X,..(I<,. • ·"n> 
4.- ~.C1<, ••• 1<")-l',..Cl<, ... 1<n> 

J:n•t..-Ax a 

1r.at..-.A:Jc __ j,j, 

•ub = .1,2 

lo Jni~ qu• 3: i;,...=:r,.... 

Hipót.esis de ::l.nducc::l.ónt si H(f')S.+1, 

Por dvm::>St.rar 

•n~onc"" t-r(k, ••• kn)-f(l<, ••• l<n> 

.n~onces 1--rc1<, ••• k")-l'Cl<, ••• 1<n> 

Sea f' una f'unci6n r•c'9""s::l.va pri.ait.iva de nivel ..+2. 
como N(f)>1, f' no es i.nici.al y se def'ine por rec.ursi.6n o composición. 

caso 1. - f' se define por compos::ic:i6n de hs• ••• ,_ hJ con g. En est.e caso 
f'•l e,.,¡¡¡;, iiJJ y H(g). ll(h,) ••••• N(h~-1. 

Tena~ la slguient.e prueba en ARz. 

1.- rc1<, •• k")mg(h,Ck, •• k") •• hJCk, •• kn)> 

Z. - g(h, (k,. • kn).. hJ(k • •. kn))-9Ch, (k,. • kn). .hJ(k, • • kn)) 

a. - h, (k • .. kn)•fi,CI<, ••• 1tn> 

J:nat..-Ax a 
T.co HI. 

Teo Jll. 



2j+2. - g(h, (k s • • kn)• • h J (ks • • kn)>..¡¡(h,(IC,. • IC.,)•. fi¡CI<,. • IC,,)) aub= J +2:, 2J +3 

2J+3. - fCli, •• li.,>•iiCh,CI<, •• 1<,,) •• 1>,,CI<, •• 1<,.,>> x~ • .__..._ •• 

2j+4.- f"Ck, •• kn)..¡j(li,Cl<, •• IC,,) •• fi¡CIC, •• I<.,>> •ub= ~.2J+2 

2j+'!I.- f"(k, •• kn)-f(IC, •• IC.,> sub= 2J+3,2:J+4 

caso 2. - f' se d•f'ine por r.-clD"'si6n a part..lr de g y h. En est.e caso 

gr(g)-n, f-1 R....iifiJ y N(g). N(h)S-1 • 

S.Oan J:t•~···.,, k,...eW .. Va.os a de-=st.rar por induc.ci.ón sobre k,_. qucr 

1-f"(k • ••• k..,)•fCIC, ••• IC..,). A est.a segunda inducción J.e J.l.a.a*>S inducción 

an.i.dada para dist.ingtd.rla de aquella dl&I' l.a cual f'orma part.e o prJ.ncipa.l. 

Base de la inducción a.nidadas k,..-0. 

Por -.:.st.rarl 1-f'(k • ••• kn• O)sf(IC,. •. IC,,) 

Tvnem::lS l.a sigulent..e prueba en ARs 

1. - f"(k s ••• kn' O)"'IJ(k s ••• k,,) 

a. - 11c1c,. • ·kn)..¡¡c1<, ••• IC,,) 

3.- f"(k, ••• kn,o)-9Cl<, ••• IC,,) 

4. - l(IC, ••• li.,>•¡j(I(, ••• IC.,> 

I ns'L-Ax O: f'(Jc1,, • •,, kn• 0)-g(ks • • • k,.,) 

t.eo Hl. 

•ub= .1,2 

In•t.-Ax .12 

!5. - f"Ck, ••• kn• O)..f(IC, ••• IC,,) aub= 3,• 

Paso induc:t.i Y01 k,,_.•kml 

Hl.pót.esis d"' inducción (anidada): 1-f"(k • ••• kn• k)-f(IC,. • • l<n• IC) 

Por de.:>st.rars. t-f'(k s ••• kn• Jcs:1 )-fC'.1· ••len, k&!l1) 

Tene.:>s l.a siguient.e prueba en ARs 

S • - f"(k J • • kn' km:l )•h(k t •. kn• Je, f"(k f.•• kn• k)) 
~~--~~. 2. - h(k j •• Jcn, k., f'(k .... kn• Jc))•hCJC .... ""'se. f'(k s •• kn' k)) 

3. - f'(k s •• • kn• k)•ft:Jés•. •En• k) 

.a.. - h(k, •• kn• k. f'(k s •• kn• k))~s·. En• ic. f(~ •••• En.k)) 

!5. - f"(k S. • kn• kml )..fi(J:, •• l(n• IC, f(IC, ••• kn• k)} 

e. - rc1t, ••• 1t,,. k"'1 >-rci<, ••• 1<,,. kf!d > 
7. - ke1 msl: 

B. - f (IC s • • • ¡¡n• kmJ )-f(J:,. • • ¡¡n• si<) 

9. - f(IC, •• , ICn• sli)•hCIC, •• ICn• IC, f(IC,. • • ICn• k)) 

2.0. - f'(k 1 • • kn• kel )-fCE-•• • • E:n• si) 

ll. - f'(k s • • J:n• J:mJ )..f(J:,. • • kn• kf!d) 

:Inc\..-Ax e 
Teo HI. 

Tea HI anJ. dada 

aub = 2,,3 

sub = 1 , ... 

~na\..-Ax O 

Ins\..-Ax: C 

sub ='c,7 

Ins\..-Ax J.3 

•ub = !5,9 

sub = .10,8 

Y con J.a inducción anidada concluye Ullllbién la inducción principal. • 
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Propos1c16n 10.,- SJ. r - una ~uncJ.6n rDCUl"'ll.iVD prJ.Jmit.Jva d• grado n, 
ent.onc:es l.• .rór-.aJ.a f(x1 ...... xr)-x .... J.• represent.• t~t.•-nt• •n AR· 

llll'most.ración 

R,..) Sea t(k1 ••• k,,)•k. Por d...,,.t.rarl 1-fC.IC, ••• fi,,)•li. 

Tane-=-s J.a sigulent.• pri»ba en ARs 

1.- f'(k 1 ...... kn)•k 

a. - t(k1 ••• kn)•fCli, ••• fi,,) 

3. - ''"·· •• "n>·" 

Exist.encia 

1. - f(x, ••• x,,)•fCx, ••• x,,) 

a. - ax ... crcx, ••• xn>""'....> 
Unicl.dad 

:1. - f(x, ••• x,.)•XAf(x, ••• x,,)-Y 

2. - rcx ...... x.,.)-x 

3. - f(x1 ••• x,.)•y 
4.- X•y 

Xn•'\.-Ax e 

Teo por la proposJ.cJ.6n lill 

sub= .1,2 

.l"n•t.-Ax e 

hlp 

••par aci 6n J. 

••par-ación J. 

Tran• = 2,3 

MTI> y GEN dos vaces 
1-(x)(y)f(x, ••• x,,)axAf(x, ••• x,,)sy-+>t=y 
t-!!x..,CfCx, ••• x,,)ax...) 

conjunción 

proP?'Fición J.1.- Se.a g(xs•••••xn•Y) tma 1't.DX:i6n arJ.t.aét.ica y sea 
G(x1 ••• xn• y. x.) una f'6r911.a qU&J 1a rapresent.a f'uert.a-nt.e •n AR· 
S:l g(k ••• kn- lc)-a y a .. b. ent.onces t-~G(~ •••• '°n• ~. b). 

De-=:tSt.r ac.:l 6n 

1. - GCE-s• • • ¡n• ti:,. .i) 
2. - SlzGC><s•. xrttt" z)....,(x)(yXG(x1 •• xn• x,....G(x .... x.,.... y)-1-x-y) 

3. - 3zG(l<1 •• Ji, z)~CxXYXG(I<, •• Ji, x).o.G(l<1 •• Ji, y)-x•y) 

'- - (x)(yXG(l<1 •• Ji, x~G(li, •• I<, y)-x-y) 

B.- GCfi, •• li,i~G(IC, •• .IC,6).....i-1> 
e.- ~Ci•6>~CGC.1C, •• li.i~GC.1C, •• .rc.6>> 
7.- ~i-6).....C~, •• .IC.i)v~G(.IC, •• .IC.6)) 

B. - ~(i•6).....(G(.IC, •• .IC, i) ..... ~GCI<, •• .IC, 6)) 
9. - ~(ia6) 
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T•o 

:Inat..a 

•paracJ. 6n 3 

ESP 4. 

con'\.rapomi'\.iva 7 

L.eq a C 

L.•q a 7 

Too: Prop. B 



:1.0. - GCJC ••• JC, j¡)~IC ••• JC, &> 
:1.1. - ~GCl<a • • ¡¡, &) 

NP a.o 
~ J.,10. 

Las f'unciones recursivas def"inidas a t.r•ris de1 OP9J"•dor p no 
8Cot.ado ca.r.c:•n d• •.ÍJllbo.l.os ecp.cia1os para au repr .. •nt..•ci6n •n AR· Ho 
obst.ant.•. es posJ.ble def'J.n.ir f'6r-.tlas qt.9 l.as repr-sant.an como s• .lndJ.ca 
en la sJ.'1Uient.e proposicJ.ón. 

Proposielón 12.- Sea g(x •••••• xn•Y) una f'unción arJ.t.mt.J.ca t.al quer 

(1) Para t.odo CJc •• • • • • k..)ettJn exist.e k•DJ t.al. qt» g(ks• •. • • kn• k)-0 
(2) La f'ór.ula G(xs• ••• ,. x,,- y,. z:) l.a represent.a f'uart.•~t.• en AR· 

En t.al caso J.a i"uncJ.6n i"(xs• •• ,. x...)•¡.tY(g(xs• ••• ,. xn, y)-0) est.lt J"uer"L•-nt.e 
representada en AR. por .la 1'6rmuÍ.·a . 

F(x1 ••• xn• y)EG(xs• •. xn• y,. lS)A(z:X:z:<y~c;éx1 ••• xn• :z:, 0)). 

De.ast.raci6n 

Rzs> Sean Je:,,. ,. kn• kettJ t.a.les que f'(k•" ••• ,. knl-.k 

Por demost.rart 1-FC's·••~n•'> 

De nuest.ra hi.pót.esis se si.gua que g(ks• ••• , kn• O)litO(a _,nos Q1.W1' k-0), 
•• • g(kJ• • • •,, kn• k-1)3i!O y g(k1,. ••• ,. kn• k)-0. 

Tenemos la siguient.e prUBba en ARs 

:l. - G(IC •••• JC,,, ¡¡, 0) 

2.-~ •••• JC,,,0,0) 

k.-~ •••• E,,,k-J,0) 
k+J. - Cz)(z<l<--o-:GCI< •••• JC,,, z. 11)) 

Teo por hi pót..,.J. a 

T.-::io: pr c::irpoai ci 61":1 11 

k+2. - G(IC, ••• E,,, IC, 11).--(zXz<l<---:G(I< •••• 1<,,. z, 11)) 

k+3. - FCIC •••• 1<,,, IC) 

T-.o: propoai ci 6n 11 

CL. 2,k: prop. [ 30] 

adición 1.k+1 

abr•vi at.ura d• k +2 

Rz.) Por dem:>st.rara t-3.x,...F(x •••• xn• x~. Por cc:asx!idad .scrJbiaos % •n 
v.z. d• x •• • • Xn• C:O.O pr.imsr paso d&-=:ast.ramos qi.- F(I. u). F(Z. w)t-u-w. 

:l. - G(l[, u, 0).--(zXz<u--:G(l[• z, O)) 

2. - G(l[, w, 0).--(z)(z<w---:G(l[• z, O)) 

3. - 0(%'. ••O) 

'- - (z)(z< u---:G(ll:, z, O)) 

!5. - w<u~G(S. ••O) 

D. - w<u 

7.- ~GCX.w.o) 

e. - GCX ••• o)""~GC%. •· o> 

••• F(Z'. u). F(X:. w). w<uJ-G,...~G. 
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hip: F(I, u) 

hip: F(I, w) 

a•p.ar aci 6n a 2 

••par aci On a .1 

ESP • ~ 

hip 

MP !5,0 

adición 3,7 



Por r•duocJ.6n. •l. abcaurdo en AR. F(S', u). F(E, w)~(w<u). 

En ~oram an&loga se demuast.ra que F(X. v),. F(%',. w)t-"'":(u<w). 

Ahora sucede l.o sigui•nt.e •n J¡,,Rs 

:t. - F(Z,. u) 

2. - F(X, w) .... 
h. - "".(w<u) 

k. - "".(u<w) 

k+1. - (ú<w)v(w<u)v(uaw) 

k+2. - "".(w<u)-("".(u<w)-u-w)) 

k+3. - "".(u<w)-....,.) 

k+C.. - usw 

••. F(X, u) ..... F(X, w)t-u-w 

1-(u)(wXF(X. U)AF(X, w)-tJ9'w) 

1-!lyF(X. y) 

t-3,yF(X. y) • 

hJ.p 

hJ.p 

Ded .s..2 
T.0. proposición t~J 

L.~. a k+1 

HP h,k+Z 

HP X,Jc+3 

MTD y GEN 

aclici6n 

Proposición 13.- Si tsWn---+rN es una -runcJ.6n recurs:iva,. ent.onces f' es 
~i.mrt.e:msnt.e represent.able en ~· 

La de-=ast.raci.6n se hace por J.ndg:;.c.i.6n sobre N(f') y es i.nmedi.at.a • 
part.ir de las proposi.ci.ones 10 y 12. Haca90S caso o-1.so de l.a .is ... 

La represent..ab.il.idad de las f'unc.iones rectD"'sivas es garant.ía de que 
t.oda relación rec.ursi va es expresable en AR· Si R(xs ••• x,.;J es un.a 
relación r•cursi va, Cr<xs ••• xr) su f'\D'l1Ci.6n caract.eríst.ica y (ks• • • lc..)EWn,. 
sabe.es ques 

(le, ••• k,,)<=R-Cr(k, ••• k,,)-0 

(le •••• k,.,)>i<R-Cr(lct ••• k,,)"" 

Co8:> Cr es rec~siva. hay una ~órmula A(xs• •• x~ ql.19 la represent.a en AR 
(si ~ •• r•euraiva prisnit.iva l.a ~6rmul.a es Cr(><s• •X.,)~· Sabe-=>S que: 

Si CrCks•••kn)-0, ant.onces t-ACl's···'n•O) Cpreopoaiei6n 1.ro 

Si crc1c1 ••• k,.)CI. ent.onces t-~AC~s ••• '°n• '5) e propomici 6n .1.1:> 

De lo ant.erJ.or se sigue que A(X.s,• •• xn. lS) expresa • R en AR· En ad•lant.e 

dicha f'6r-.ila se denot..a ii()<s• •• x.,.)• Si R es recursiva pri.sl.t..iva. 

ant.onces Rcxs• •• x.,.)!!CrCxs• •• x,)-0. Ahora podetJm>S escrib.lrs 

Si RCI<•• •• k,). ent.onces 1-R<:J: ••• • li,,) 
Si -.R(k•· •• k,,). ent.onces t-"".Rcl<•. • • li,,). 
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Hc:rlese que en la ar.f. t.-.t.J.ca J.nlor-.1 •• •ap.Iéan las at.s-s 
v.arJ.abl.:n QUfl' en AR· Est.o es pos:J.ble en v.irt.l.Xf de que .las var.iables 
arJ.t.-"licas se puad1tn rmtst.rJ.gJ.r a un conjunto predet.eratnado. La 
sial.l.f.t.u::t an la r.:.t.ación no debe l.l.•var .a conf'usJ.orws. 

Ha.os de-=:tst.rado J. a sigui ente 

Proposición 14.- Toda re.laci6n recursiva es expresabla &n AR• 

La proposición 1._ af'.!r.,.s 

Si la re!ación R se verJ.1'.ica para l.os ent.eros ks,. ••• ,. kn" •nt.oncas 
el 8'nuncíado R(.E, ••• En) es deri.vabl• 1tn AR,. y sJ. J.a re.lacJ.612_ R no se 
ve-rJ.f'"J.c,a...para los enteros k, ••• • ,. l:n" ent.onces el aonuncia..do Rc"s·. ¡,) es 
:refutable en AR. ü · 

Lo ant.erJ.or s.ign11'.1ca que la verdad del eonunc.iado ari t.-"t.ico 
R(k1,. •• k,) se re:t!•J• •n el sJ.st.e.a a t.ravés deo J.a derZ:vaci6n. de l.a 
t6r-.lla c1trrada R(JC, ••• ¡,.;J que .lo representa, alant.ras Q1M" J.a fal••dad 
de di.cho enunciado se ref'.leja en AR a través de .la derivación de 
~R(k._ ••• ¡,,) QU1!t es la NPt!'OCión de .la J'órmu.la que lo represant.a. 

Se cene.luye qt.e .la Ar.it.mét.ica Recursiva adlllit.D J'or-..1.ización e-n AR. 
pues a t.odo en.1.0'\.C' iado verd.a.da:ro da dJ cha teor1 a corresponde una J'"órmu.l a 
dsrivable ~n el ~istoma. Cabe- aclarar que- .sta a1'.irmac.ión só.lo obedec•, 
coa> observa J. Ladriera,. a lD'l punto de vJ.st.a heur.(st..lco que puede 
conducir a equívocos. En rigor no s• ptwde •st.ab.lec•r un vinculo •ntre 
un sist.ema termal y una est.ro:::t..ura J.nf"or.-al vagaJ11Dnte def"J.nid•. En est.• 
caso J.a noc.16n d& verdad cons.iderada en la Arit.&t..lca RectD"'s.lva se tija 
por medio de crJ.terJ.os .int.uit.J.vos y, por lo ais*>. no rigurosos. T•les 
cr-it.erJ.os no han d• conf"und.lrs.& con J.a noción c:l.llJt v•rdad d• TarskJ.,. •n J.a 
cua.l sa raJ.acJ.onan J.os l.anguajes J'orma..les: y J.as est.ructuras a.lgebr•icas. 
Pese • •llo .la af'.irmación ~ hacemos al inicio de est..• plarra1'o ptMd• 
just.J.~J.carse de dos ~os dist.J.ntosr pr.i.,.ro. qUIP .la derinicJ.6n d1t 
Tarsk.i se- inspira en .las propi.edades de J.os entDlCiados d9 .la Ar.it.mt.ica 
J.nf'ormal y, segtmdo. que .al J.nt.ar.ior de una -t.at.eor1a adecuada pueda 
detJ.nirse J.a Arit..St.J.ca ReclD"'sJ.v.a como una es:t.ruct.ura a.l1i19br•ic•. 
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CAPITULO III 

ARITK:TIZACION DE LA SINTAXIS DE AR 

Em.mciados com:t <t. •s un tcfrmino dfl'. AR> o <La /órrrrula 6 no •s un 
t•or.ma da AR> no forman part.e de La sino de su met.at.eoria. Para 
expresar t.ales nociones ... t.at.eóri.c•s •n un sist.•- c09:J AR Gtkl•l .id-6 un 
d.isposJ.t..ivo mad.iant.• •l cual J.os enuncJ.ados -t.amat.eút.J.cos se t.radt.x:en 
en enunciados arit.ait.1cos. Dado que el sist.ema formaliza part.e de la 
Arit.-6t.ica, es posible .f'oraali:zar en 16.l part.e de su -t.at.eor1a,. su 
descrJ.pcJ.6n y propi&dades. 

~·· 

Ant.es de Güdel era poco clara la relaci6n ent.re la met.at.eoria y la 
Arit.m!it..lca i.nf'ormal. A t..raWs de un an/r..li.sis de la nat.uraleza de .los 
sist.e.as ~orma..les, Glidel prorundiz6 en •l •nt.endi.miant.o de sus 
relac:.iones -.st.uas. ~ se sabe, un sJ.st.ema f'oraal .s un conjunt.o de 
expresiones ~ormales organizado conf'or- a reglas explíeit..as. De acuerdo 
a l.a c:onc::epc:i6n original de Hilbert., 1a -t.at.eoría de cualquier sist.
se enaarca an el. ~sab.1.t.o do l.a :..rgu::ent.aci.6n int.mt.iva, cont.rast.ando en 
el.l.o con 111 sJ.st.e--. -1.s-=:t .. GOdal dio un paso adelant.e al descubri.r que 
l.a -t.aaat.eút.J.ca es sucept.ible a su vez de t.rat.alaient.o tor--.1.. SU 
merit..o consist.i6 en observar que. desde un punt.o de v:ist.a ~al.. l.a 
nat..uraleza 9Specítica de los signos que S• ut.J.l.izan al const.ru:ir un 
sist..e-.a f"ormal. es i.rrelevant.e.. ..Las fórmulas da un sisteoma /orma.l, en su 
aspecto exteorn.o, son s.cutl'nC(as da sienas prim.itiuos •.. y •s faci t 
establecer con. toda precisión cuó.t•s s.cuencias da si8f10• prim.i. t iuos .s-on 
fórni.uta.s :y c"U6.t•s no. An.ólo8am.Pnt•, tas pruebas, desda un punto d8 vi•ta 
formal, n.o son otra cosa qu• ••cu.ncias finitas ds fórm:uLa.s. Para. tas 
consideracionas metamatmnáti.cas r•sutta indifBrllil'TLteo quá objetos usarnos 
como Si6J\OS primitivos. a.si ~· nosotros utilizaremos números naturales 
para tal fin. En consacuaoncia un.a /ór11l'Ula •S un.a secuencia fin.ita cI. 
n.Úl1\Bros natura.Lets y una prU9ba una. s•cue-ncia /ini ta da s•cuen.cia.s 
finitas da n:úmeros naturales. Asi, tas nociones mtl>tamatemáticas s• 
conuLerten •n n.ocionas relati.uas a tos núm9ros naturtes o sBCuencia5 de 
éstos -y por tanto pu•den Cal msn.os pc.rcial.Jnen.te.> ser eoxpresa.da.s con los 
stvibolos dol sist•ma. /orma.t'" (GOdels S?t?re enunc:i ados f'orma.lment.e 
indecidibles en PRINCIPIA MAilfENATICA Y sist.emas af'ines Part.e X) ... Al. 
reemplazar los síJllbol.os de un sist.e .. f'or-.a.1 con números nat.urales. J.os 
enunciados mat.a..at.amát.icos sa conviert.en en enunciados arit.-6t.icos. Si 
l.a Arit.-6t.ica es lo qua S&i .f'or.ii:::lli:;c.o:. t..ami6n la met.at.eoría s• puada 
-ror-lizar.. •' 

Al procadiaient.o de reempl.azar cada síJllbolo primit.ivo por un n<u.aro 
nat.ural se l.e llalla .Ari.tlnB'ti:zación d.- ta sintaxis .. Dicho procedimi.•nt.o 
sirve co-.-> base para una codi.~icaci6n .. 



111 .. 1. C:Orrespoiidancla a. GBdel~ 

Aplica-=:ios el. procedialent.o de- Gi:k::!e-1 al .l enguaj & L..· Para el.l.o 
det i n.f. -=:as una correspondenc1• 6 co9> se indica en la t.abla s1gul•nleJ 

- e ) R e - íº s x •• in I '*' e 1 !Sk" Sn:> 

r 1 1 

' 
1 

' 
1 1 1 1 

3 5 7 g J1 13 15 17 Hl 21 Z3+4n 17+4.( t.n +k) .. 

A1 núnaro asociado a cada silllbolo S se J.e 11.ama nl'.DJw;tro et. 
correspondencia de S y se l.e denot.a óS. EscrJ.bimosr 

-·· 
~•3, 6-to-S, •• •• óX 0 w.21, c:S'x0 -23, 61"00-25, 6xs-27, óX.ts-2Q• et.e. z 

El. siguient.e diagraaa nos ~t.ra cóao se numeraron J.os símbol.os 
tunc.1 onal gs. 

t. .. 
rnk's l.a pareja (n. Je) est.á en l.a base del t.ri.6ngul.o (equ:il4t.ero) de lado n 
y ocupa e.1 k-si-=:a .lugar en dJ.cha l..inea. Se .le asoc.ia e.I ne.a.a.ro t.n+k. 
Coa:> 2SkSn, se t..iene que t..n<t.n+k<t.'"'1• Se sigu& de l.o ant.eri.or que ningún 
n<naro t.rJ.angular corresponde a a.lguna pareja (n, k). 

x,. 
I2s• r,.. 
:I'•s• x ... :i:.,. -- 7,B.O 

z,.s• r.,. x ... x •• 11.12.13, 14 

No r.iguran en la correspondencia l.os núaeros 1.a.s,,10,1s.~ •••• (nó~roe 
t..r J. aragul ar •m ). 

L:I. corraspondencJ.a de GOdel es t.al que • l.os símbolos de di.st.int.as 
cat.egorías l.es correspondan n6-aros de dist.int.as clases rasidua.lesr 

.. 
~nea •l n-.-sJ.mo n6rn.ro trta7\6Ular: t.n=1+2+ ••• +n. Por oLra par~• 

-crJ.b.imos 7 00 •n v.:r de 7
0 

por qu• asJ nos conv•ndrlt. m.l.Ac ad•lant.•. 
z 

S. pued• d•mo•t.rar que l.a c;:orr•apondenc;:i.a d• ~-1 - una 
oodi~ioación. aunque aqu~ no i- har•-=-•· 
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Sf.mbolos ~unc:J.onales 
V•r i ab.l as J.ndJ. v:l dual. as 

ntim:rros do .l• el.ase rasJ.dua.l [2 J (-.sdulo 4) 
-----+ n6-ros d• .l• e.las• residua.l [ 3J (.sdulo '> 

Hay qlM ac1arar que no t.odo nómero do J.a elasao residual. 11 J es 
J.magan de un s!Jllbolo :t't.me.:1.onal.. xeli J es i .. gen de algún s.fJllbolo :r'* e:::;.. 
~ y q(x.a.17. 4.) no .s t.r .1angul ar. 

En •l •J9mpl<> qy• •i'1U• moa\.r&JDOa a l.a isqui..,..da una suc•sriOn d• 
~órmul.aa y a la d•recha la auc-ión de auo-.ionea de aua n~oc d• 
corresondenc.ia: 

-· Cx,.>--:(sx0 •<>) 

((x,.>--:(sx0 -0)-"'.(s0a0)) 

--:Cs0-0) 

7. 7. 23. º· 3. 7.10. 23.15,.17. o .. s .. 3,. 7.1Q,.17.19,. 
27.0,.Q 

3- 7.1D. 'l 7.15.17• g 

Si ªs• ••• • ªn• es una sucesJ.ón de números nat.urales,. de~.inJ.B:JS un 
n<i.&ro nat.ural <a1 •••• • an> con .la ecuac.ión 

<•1• • • • • •n>-p~• · • • • · P~ 
de S>do que sJ a•<•L• ••• • •n>• ent.onces a 1a(a).,,. ••• • •n-Ca)n• 

.. "-" . <3.e.2.S>-2 ·3 ·:;:¡ •7 -340200,. de modo qu• (3'°200)1 w3,. (340200)2 -S,. 

(34.0200)•-Z y (3'0200),•1. Not..-• qu• (3'0200)1::-0 para t.odo k>&. 

La corra-spondanc1a de Glidal es un pr.i-r paso J.a ar1t._,t.i:zac.i6n d• 
J.a -t.at.eor.fa. de AR· Con su ayt.Jda .s posible as.ignar a cada •xpr••ión E 
de AR l.Dl (mico nlmero ñ co-=i sigt9S a 

Si E-..,• • • ªn" •nt.onc:es ;rE•< ª•• • • •,. •n> 

Al ntímero a-E se le .ll.aaa n:Omero de CH:Sd.el de .la expresión E•' 

Con el ais-=:> recurso podemc::as asJ.gnar a cada secuencJ.a f'J.nit.a S de 
expresiones E1 ••• ••Em un 6nico n~ro r2S como si.guas 

¡4$•<a-E~·····a-En> 

Al nlmaro a"%S se le J.J.a¡¡¡¡a n'ÍUTti9ro eüJ. ~u.ne ia de S· 

En l.as def'i.niciones ant.eri.ores hemos supuast.o que .las 9xpr&SJ.ones 
son sectenc1as f'i.nit.as: de n<naros. Con base en l.a correspondanci.a de 
Gt:kiel es f'act.i.ble hacer di.cha i.d•nt.:if'J.caci6n .. Si. el lect.or l.o pref'i.•r•,. 
puede .t .. ginar qua los signos pri-1.t.:lvos f'ueron reemplazados por 

• Una. •xpr•sión. - un• •uo-i6n 'E'irJ.t..a d• •igno. del al.-rabe'\..o d.• Lo· 
47 



~ros. IJ.go •J.m:l.J.ar •ta::ede con J.om nO-roa d• Otid•J. y l.oc ncm..rom d• 
sect9ne.ia. Aqu6.ll.os se corresponden uno • uno con las •><presior.s d• La 
y nt.os con .las secuencias :f .ini t.as de expres:J.or..s. Ya no carec•n de 
sent..ido expres.iones como <n .s un axtoma. .da AR> o <m. •• una ~ cW n> 
cuando • y n son n6-eros nat.ura.les.. Con base en .lo ant.er.ior t.oma-=-s por 
expresiones de AR a J.os n6-ros de Gék:le.l y por secu.ncias d• 9Xpr.sio.n.s 
• l.os núaaros de .::ecU8ncia .. 

1 ejempl.os y coa;rnt.arios 

(1) Un ntíaero nef)J es d~ corr.spondencia si y s6lo sil 

J. ) "O'. i 10pAr • 
J.J.)-es -yor que 1. 
J.i.J.) si ~7 y r(n. 4-)•3. ent.onces q(n-a-11 • 4) no es t.r.iangular • 
.i.v) si ~zg y r(n.4)s:"J. ent.onces q(,,.....13 • .C.) no es t.r.iangular. 

(2) Un n1'.'ia:rro nefW es de Gtidel s.f. y s6lo sis 

1) si kSn. 1Sh(k y pkln. en~onces phln. 
J.J.) si SSkSn y pkln. ent.onces (n)k es n<nnero de correspondenc:J.a. 

De lo ant.as dJ.cho se siQU& qUD para qim tm número sea de Güdel 9S 
necesar.io que sea par y que al descomponerlo como product.o d• f'act.or•s 
p.-1-=as. cada uno de- dichos ~act.ores: t.enga exponent.e i¡¡¡¡par. 

(3) Un náa:tro ne1>J es de S9Ct.Mnc.ia si y sólo s.i r 

1.) si J:e{J ....... n)-. he-{1 ••••• k-lJ- y pkln, entonces phln 
J..i) para t.odo l:e{J, •••• nJ-. si pkln ent.onces (n)k 9S n6-tro de Gtid•.l• 

~rando (1). (2) y (3) t.........:xso 

(1) v:s (2)&(3). - Ningún número de- correspondencia es de Gé::k:Sel o d• 
secuencia y yi cevarsas aqu{tllos son impares y ést.os pares. 

(2) vs (3). - H.i.ngún nl'.'.'m&ro de GOdel &S de secuunc.la y vi ceoywsar Los 
primeros t.ienen ract.ores pr.imos elevados a pot.encias impares en su 
desco.w¡posic.ión.. aienlras que los segundos t.ienen ~act.ores primos 
elevados a pot.enc.ias pares en su descomposición. 

(4) Se- dispone de t.res cat.egor.ías o niveles Ns• Hz y .K8 de núJReros según 
sean de correspondencia, de Gi:ide1 o de secuencia. Al.gunos objet..os de AR. 
tienen asociados ntía:tros en cada una de alias. 

En la siguienLe t.abla se .11UeSlran J.os nÚllleros asocJ.ados ,¡¡ los 
sía.bol.os •""".' y • _,.• según se- l.es cons.lder& s.lgnos prJ.ai.t.J.vos (N:l) 
expes.:lones CNz) o sucesiones ~init.as de- expresiones (H.,)r 

Sí JllboJ. or ~ .... 
"•' 3 !5 ,, corespondenci• 

Hz• eª- 2~-32 ¡JJt Gt>dal 

H,,• eª-aso 2a:z.-... 294 967 296 ,, secuenc.la. 
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Cuando tma expresi~n const.• de -6& do un sJ.mbo.lo prJ.ait.J.vo, •n •l 
ni. Vliifl H._ se t.J.ene una suc&>SJ.ón de ntiaa>rois •n vez de uno sólo .. 

Por ejemplo, si la expresión 1tS •seco>• t.enemos: 

vxpresiónr s(c.,> 

# correspondenci.a 

# GOdel. 

#secuencia 

(B) Sin tñtt.rar en deot.alles dire-=-s qt.a:t ·el -5t.odo reci6n expU9St.o .s una 
cod.ificcc i6n de .los objet.os de La.• Los" númerois de secuencia son los 
números de código de J.os s.íabol.os. expresiones y sucesiol19S de 
&Xpresiones de AR.· DejalllOS est.a a~iraac16n sin deMOSt.rar. 

('B) No s6lo t.rabajan:>s con nú:Jlleros de secuencia. sino que t.ambJ.én 
hacem:>s uso de l.os números de correspondencia y de GOde1 cuando result.e 
conv.n.J.en~e. No obs~anle. la t.eoría puede desarrollarse por co.plet.o sin 
recW""r1r a es~os úl t.illlOS. 

xx1.2. Transcr:ipción de l.a s..:lnt.axi.s de AR a 1a Ar.it.ial6t.i.ca Recursiva 

Con el. -6t.odo de J.a arit.met.J..zacJ.ón es posibl.e t.radtE1r .las reglas 
de 1"or.-ac16n y deducc16n del si.st.ema AR a .la ArJ.t.mt.ica Rec~sJ..va. pues 

cada relación. propiedad u operación sint.6ct.ica induce una relación. 
propiedad u operación arJ.t.sét.J.ca ent.re los números correspondJ.•nt.es. 
Su rect.D"'sividad t.J.ene por or.1.gen el caráct.er const.ruct.J.vo y/o et"ect.J.vo 
de las nociones consideradas. 

Jlos~ramos a cont.J.nuación que la sint.axis de.l sisto.a AR tor.-a part• 
de la Arit.-6lica Recursiva. Lo hacemos extú.blendo una .list.a de 'une.iones 
y r•lacJ.onas recursJ.vas que Eorman part.a de su d&PScripcJ.ón Jaet.at.eórJ.ca. 

t.Jc - •l k--9imo nóin*ro t.ria.ngula.r 

2"'. - TIUAHG(x)a3k(kSx & x-t..> " X •s un nómero t.riangular 

--------------------------------------------------------------------------
"' La n~ración zs. ze. •t.c. - cont.inuación d• l.a qu• J.nicJ.a •n .1 
ca~ t.ul o :r • 
5 

L.as relacionaos y propi..dad•• arit.m4iot.ica• •• denot.an con l.•t.raa 
inay<iaoulaa y la• !'une.ion- y operacion- arit.m4ot.ica• con l•t.ra.• 
nJ.nóacula.a. El nomhr• ot.orgado a algunas d• •l.la.• •ugi•r• l.a noc:i6n d• 
qu• •• t.ra.1..a. Vgr PJUHO(x) por <x es; prímD). 



'2!7.- J(x)-+b'(y<_x & Pylx) 

Cuando x•rE y E ltS una axpr.s16n dtl' La• J.(x) -s •l ntz.e.ro de 
s1.Jllbo.los que hay en E.. y si X91J'2s y S es una sucesión de i"ór.W.as. 
mnt.onces l.(x) es l• longlt.W de l.a suces:J.6" Q!m:. l.a J.ongit.u:t et. una 
prueba). 

29, - ~'ti> P\.'°• · Ti>~!. 
ks:o k•O 

Sl x•<• •••••• •n> y r<b ... •••• bm>• ent.onces "*Y-<• ...... a • b., •••• bm>· 
Est.a operación es asocJ.at.iva y corresponda a .la operación s~nt.6ct.ica d• 
concatamac,dnt dadas las expresiones E. y E,,. :rE.~z"J'E.Ez• 

29. - pp(,;)-a? *>C.a" 

Poner pardint.r.s:.is a .la expesi6n x. Si x~. ant.onc.s pp(x)C)'"(E). 

HOCIOH DE CONST AHTE F\llfCIOHAL 

Al c.onst.ruir una const.ant.e f'uncional. f' t.J.enen l.ugar dos procesos 
para.lelos. Por una part.e se t.:lene J.a const.ruc:eJ.ón d• J.a expresión f'orma.l 
.. f' .. y por J.a ot.ra J.a det.er.t.nac.16n de su grado gr(f') .. En es:t.a sección 
demost.ramos que la relación 

CFG•{(f',. q) 1 f' es una const.ant.• f'uncJ. cm.al. de grdo q} 

as reeursJ.va primit.iva. 

Toda const.ant.• f'unc.ional f' d• grado q se. f'or .. a t.raV16s do un. 
secuencia (f':&•~) ••••• (f'1n9q,_) de pares ordenados que cat.isf'acen l.as 
s.i.gui.ent.es condicJ.oness 

S) em-t Y qm-q 
2) Para cada ie-11 •••• • ~ se cU11p.le a1g\D'l.a de las siguient.es clf.us:ulass 

a) 
b) 
e) 
d) 

•) 

(f' t• q 4) es (s.1) 
(e t.• q,) es (X 0 0' O) 
(f' l• q,) es (X,...- n) para alguna n y al.~ k t.al.es: que 1SJc:Sn 
(f' L• Q¡,) es (Rgh. n+i) y para al.gW"Jas J. ke.(1 •••• • J.-i • (f' p q,i) es 
(g, n) y (e , q,) es (h, n+Z) 
(f'l.qt) es ~Cghs···hi>• para alguna ke.¡s ••••• J.-i• (f'Jc.qJc) es 
(g.11) y para cada re{S • • •• • ..¡. hay una k(r) t.al. que (f' u- qnl es 
Ch,.. q,). 

A .la secuencia (1" ,_. q,) ..... • (f" In" q,..) ::o .lo .l.l:=::ii ::ocuoncia do 
forma.ctón de :r~. Se el asigna e.l núlliero 

;t'<.3q1. 
En el. f'aet.or Pt el exponent.e f' l es el. n6-!tro de Gtk:Sel de 1Dla 

const.ant.e f'\DlCi.onal y ql es su grado. 
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Para repr-•nt.or en l.a Arit. ... t.J.ca R9Cur•iva •l. enc•d9na.aient.o cS. • 
const.ant.as f'~ionales hJ.• •••• h_ como s• pJ.deo en el J.ncJ.so 2(e), se 
raquier• d• .la sJ.guient.• runc.16il. r..cursJ.va1 

30. - conc(x,. 0)-J 
conc(x,.sn)-.::onc(x,.n).Cx)~ 

conc(x,, n) es J.a expres:l.6n que resul t.a a.l ccm.cat•nar las expres.iones 
codir-J.cadas en .los primeros n 1txponant.es al descomponer x co_,, product.o 
de ~•et.ores prJ.-=iis. 

x es •l !){mero de una secuencia de 1"orar.aci6n de un.a const.ant.e 1"unc:J.onal. 
En la déi'J.nicJ.6n ocm-ren l.os sJ.guient.&s pred.icadosl 

INI ((x)l):(x)t. •<p,. .1 > .... (x)i. •<yl' 0~ O> v3n3k(.1 :Sk!S'mx & (x)¡, •<r.13+« t.n +k),, n>) 

REC((x),)!!3j31::(1SJ,k<i & (x),•<;r114'(x).114'Cx>iu.Cx)Ja+1> & (x).,.-Cx)Ja+1), 6
y 

COMP((x),);:3g31>3n(g. h, n:Sx & .l(h)<i a. (x), •<;r13-onc(h, .l(h), n> & 
'lfk(1Sk!f.l(h)=3no(1Sm<1 & (x)m•<(h)k,n>) & 3J(1SJ<1 & (x)J•<g,.l(h)>). 

La derinición recJ.4n expuest.a es posible en vJ.rt.ud de J.a sigulant.e 
proposición que enunciamos sin dea::.st.rars 

Proposición. - Si ~ es una const..ant.e 1"mx:J.onal.,. ent.oncasl 

1) ;rf">gr(f") 
2) hay una secuencJ.a de 1"ormacJ.6n de f' cuya longit.uc:S es menor o 

J.gua.l quv .l(rf"). •? 

Se si Q'UD' de J. o ant.as di cho que una expresi 6n r es 1.Dla const.ant.e 

tunc.:l.ona1 si y s6J.o si hay ~ secuencia de f'or.ación de f' de longit.u:t 
f" ~ l.(.f) y exponant.as con va1or _,nor o .igual a 2 .3 • 

.. 
(x),.., ___..._..((x).,)J• 

7 
El. J.ncJ•o CJ.:> •• pu..c::le d•mo9t.rar por J.nduoci6n aobre H(t). 

El. J.ncJ.so C2.> •• sigu• del h.-c:ho de que hay una con•t.rucJ.ón d• t •n 
la qu• •n cada paso •• J.nt.roduc• uno de los signos qu• l• J.nt..gra.n. d• 
modo qu• la ccnst.rucci6n t.i•n• t.ant.os pasos como signos r. Eat.• h•cho •• 
t..orna •vid~t.- al consid•rar algunos •J•mplcc como el •iguient.•: 

L - (s,1) 
2. - cr ... 1> 

Dada la •-=u•ncia d• rormación 

s. - o •. 3> 
'· - ces:r •• 3) 

podeJ:nOS obaerv-ar que •n cada paso •• Jnt.roduce un nuevo •igno ••gÓ'n •• 
.indica •n la sigui•nt.• t.ab.la; 

PASO 1 

SIGNO R 



32.- CFG(x.~3y(ySJ.(x)o~f & SECFORMCF(y) & x-(y~1 & n'"(y"-> 

33. - CF(x)53n(nSx & CFG(x. n)) 

x es una const..ant.e f'unc.iona.l. 

34.. - gr(x)-n 
gr(x)-0 

si CF(x) y n•py(y<-->< & CFG(x, y)) 
si -,cr(x) 

grado de l.a const.ant.e f'~J.onal x. 

HOCr Off DE TERICI NO 

-·· 
Todo t.'r-.ino se const.ruye a t.ravós de una s9cuen.cia et. forma.ci6n 

~~···••t.n con 1as caract..er~st.icas sigui.ent.esi 

(1) Para cada i.e{1, ••• , n} alguna de l.•s condici.ones siguient.es sa 
CUJlllpl &1 

•) t.t. as c 0 
b) t.t. -s xk para a1guna kEfÑ 
e) t., es f't.1i:.1•. t.>rr con f' una const.ant.e f'unc.J.onal. da grado r y t.lu, ••• ,, t.Jrl" 

t.érat.nos prevJ.os a t., an l.a sucesi.6n (es dec.J.r,, ks• ••• ,, kr<J.) 

(2) t.-t.n. 

Most.raa'.>S en lo que sJ.gue que la propiedad <x •s •L número de 
.. cuencia d9 una. secu.ncia da formación da un término> es r.c\D"'sJ.va 
pr J. ..S. t.i va. 

35. - VAR(x)!!!~x & x""'3+4y) x •s el n<u:n.ro de corr .. pondencia d• 
un.• varl. a.bl. •· • 

36. - TERMSIKP(x)5<:-MP(pSx & PIUM(x) & p lx) & (VAR((x),) v (x),-.t 7) 

x es el n6-:tro de Gtidal de una variabl.e o de .la const.ant.e c 0 (un t.liral.no 
sJ.-'-e). 

~. - SECFORKTERH(x)5"'.(x-O) & ... i(~SiSi(x)=0>TERMSIKP((x),)vTERMCOMP((x),)) 

donde TERMCOMP((x)'-) es J.a propiedad 

3y3z(y,z<x & CF(y) & i(z)•gr(y) & 'f'J(1Sj:S1(z)=3k(1Sk<i(x) & 
Cx>.•Cz),i) & (x),->'*Conc(z. i(z))). 

x es el número de secuencia de una secuencia de 1'or .. c:i6n de 1Dl t.ór.tno~ 

38. - TERM(x)53y(ySi (x) • ~ & SECFORH(y) & x-Cy~ x .. un t.i6rmJ.no 

• En -~~o ca~o ~rAbajamo~ con $1 nOmoro do corrospcndenci• en Ye% del 
ná._ro d• 08.del por coMOdidad, como in.di..• ad•lant.• •- ver6.. 



La dot'Jn1ci6n ant.erJ.OJi· se •poya en J.a s.!gui*llt• proposición qtM> 
..-auncJ.•.-:>s sin d•*"5:t.rart 

P,-opgsi ci On· - Si t. es un t.6rmi no. ent.onces hay unn sacuncia da f'or-ci6n 
t..s• • • • • t.n do t. t.al quas 

(1) yt.t. :S'1"'t. par• c•da i e{1 ••••• n} 
(2) nS.l (;rt). • 

Se sigt.al' de •st.a propos:ic.ión qt» t.odo t.9rmino t.· t.i•ne una sec:tmonci• 

de t'oraae.i6n •cot.ada por el. n6-oro .l(n)-~,.con n-yt.. 

39. - ruol (O)-z'7 

....Ícsx>-z"'.....icx> 

nml(k) es el núa':tro de GOdel del. numeral de ks nml.(k)-rE. 

H0CJ: OH DE FORMULA 

40. - AT(x)!!Sy3:z(y. z<x & TERM(y) & TERH(z) & x-2:7 *.Y*2'""-.z") 

X es una ~6rJllUJ. a at.6aica. 

41 • - neg(x)-z"- n"mero d• """'•' d• 

42. - gen(x. v)-27*2v.ZP*>c n6Jne.ro d• """'•' d• 

43.- J..-.p(x.y)•27*'<$2G~P nómero d• """'•' d• 

44. - FCRJl(O) es ta.lso 
FCRJl(sx~AT(sx) v 3y(y<sx & ~y) & sx•n9g(y)) v 
3y3v(y, v<sx & FORM(y) & VAR(V) & sxmg•n(y, v)) v 
3y3z(y, z<sx & FORM(y) & FORM(z) & sx•.lmp(y, z)). 

x es una t'ór-.it.a. 

-x 

Cv>x 

Cx-..y> 

45. - AC(v. n. x)eVAR(v) & 3y3z.3w(y. z. w<x & X,.;.y$gen(w. v)*z & (x)n-v & 
.l(y)<nS.l(y)+.l(gen(w, v))) • 

.la variable v ocurre acot.ada en la posic.16n n de J.a expresión x. 

45. - LI'B(v. n. x):eVAR(v) & (x)n•v & ""1AC(v,. n,. x) 

.la variable v ocurre J.J.bro on J.a posici6n n de J.a expresión x. 

•7. - lo.1(0,. v,. x)-0 
l.o.l(sn,. v,. x)•py(y:Sl(x) & LIB(v,. y. x) & J.ol.(n,. v,. x)<y) 

l.o.l(n.v.x) •s la posición de J.a n-esJaa oct.rrencJa libre de v •n x. 



1.1><) 

48. - no1(v, x)• J: sg(1(x)"-1ol(k, v, x)) 
k•i 

49. - seg(O, x)•1 

seg(sn., x)•seg(n, x)*P!:.,. 

seg(n. :x) es eJ. Segm!l'nt.o J.nicial. de x l'ormado por sus pr.1-ros n sJ.gnos. 

reemp(x, ~·y) es la expresión qt.m resul t.a de reeJaplazar en la expresión x 
el n-es1.:> s.í-=>lo por J.a expresJ.6n Y• : 

51 .. - sub(O,. x, v, t.)=x 
sub(sn, x, v, t.)-reemp(sbn(n. x, v, t.), n(J.(t.)&-1 )+lo.l(n+i, v,. x), t.) 

sub(n,. x,. v,. t.) es la l'órmula que rosult.a al subst.it.uir .n x l.as n pri~as 
ocurrenc.ias J.ibres de v por el .t.i&r-1.no t. .. 

BC:. - sb(x, v,, t.)•sub(nol(v, x), x, v, t.) 

sb(x,. v,, t.) .s .la l'ór-.ll.a que resul t.a a1 subs't..1 t.uir •n x t.Ddas .las 
ocurrencias .lJ.bres de v por t. .. 

Relacionada con la operac16n slnt.•ctica d~ sub~tit~ct6n se 
encuent.ra la noción de l ibB>rtad rll'lat iua d. 'Wl tdor.inino r•sp.-cto et. una 
va.riabl9 •n '\Dl.a fórm.'Ula. Las s.lguient.es relaciones la del'J.na:nen .l.a 
Arit...St..1ca Recursiva. 

x es una subf'ór.Ua de y. 

!34. - OC(v, t.):!VAR(v) & TERM(t.) & 31:(1 Sl<:SJ.(t.) & Ct.>.•v) 

.la varJ.abl.e v ocurr:~ en el t.éraino t.. 

195.- LP(t.,v,x)E~3y3w3h3j3k(y,w5x & h,j,l:Sl(x) & h<jSh+k & OC(w,~) • 
FORM(glnl(y. w)) & seg(h+k. x)•seg(h,, x)*g•n(y. w) & 
LrB(v, j, x)) 

El t.9rmino t. es .libreo para l.a variable v •n x. 

HOCXOH DE PRUEBA 

x es un axiona de AR· Cada uno de los predi.cadas A1,, •• •A,._ corr.sponde • 
un grupo de axiomas de AR· Co-=» ejemplos def'J.nimos algunos de •l.lasr 

A,(x)!!53y3v3t.(y, v, t.Sx & FORM(y) & VAR(v) & TERM(t.) & UD(~, v, y) & 
>ewia.p(gen(y,,v),.sb(y,.v,.~)) 



A.,(x)E:lg3h!iz(g.h.~ & CF(g) & CF(h) & x"'2U ... ,.¡ 1 w•D..,_ & 
't'lc:(1 SkSJ.(>c)=o3v(vSz & YAR(v) & (z:)¡.mv)) 

157. - NP(x. •• z)l!!FORll(x) & FORH(w) & FORM(z:) & C-illp(z. x) " z•illp(w. x)) 

x se inf'iere de w y z por --=Sto de l.a regla -(MP). 

138. - GEH(x. z:)EFORM(x) & FORH(z:) 3v(V.Sx & YAR(v) & X"IJ•nCz. v)) 

x se inf'iere da z pc:ar -.c:SJ.o de .l.• regla (GEN). 

BQ.- PX(x.z.w)!:FORll(x) & FORM(z) & FCRM(w) & !!lv(V.SX & YAR(v) & 
:z-sf?(x. v. z":> & w-ii.p(x. sb(x. v. 2t.P*2v))) -· 

x s• int'Jere de z y w por modio de J.a regla (P.I). 

80. - cr(x, z. w)!!JCP(x,. z, w) v GEH(x,. z) v GEH(x, w) "" P.I(x, z. w) 

x es consecuencia J.naec:!J.at.a de z y w. 

m. - PRUEBA(x)!:.l(x)~ & 't'k(1:Sk:S.l(x)=<:AXCCx)¡,) ... 3i3j(1:Si. j<I< & 
CX((x).,. (><),. (x)_¡)))) 

x es una prueba. 

ee. - PR(x. y)5PRUEBA(x) & FORl((Y) & Y-(x~ 

x es una prueba de Y• 

~da demcst.rado que .la rel.ac.ión sint.~ct.1.ca ~la suc•stón Aa•··· .An 
9$ i.ma ~a de la .fór11t.ula A> es recursiva pr.i.tt.J.va. A part..ir d• •.ll.a 
se dD'f" .lne l.a prop.ledad sint..6ct.J.ca <.A •• 1D'\ ta-orfl>ll'ICZ> cos:> sJ.gi.: 

TEO(x)53yPR(y. x) 

En est.a derJ.nic.i6n s• cuant.itJ.ca J.a varJ.abl• •y• •n l'oraa .t.rres
t.rJ.ct.a. Debido a ello f'X) se puede aseverar (aunqe t.ampoc:o nogar) qua J.a 
¡::.-op.ledad es reclD""s.1 va o recursJ. va prJ.ai t.J. va. Ho obst.ant.e,, est.• h9cho 
debe considerarse cOD:I lDl .lndicat.Jvo de t.al. J.a¡posJ.bil..ldad. Par9Ce 
.:l-.:>05.lble que l.as J"ormul.•s de AR port.on en su estruc:t.m-a rasgos que 
J.nd.lque su der.ivahJlJ.dad y dent.ro de qua rango S• ancuent.r• 1D'la de sus 
p:r U&bas. 



EL PRIMER TEOREMA DE GOOEL 

Con e.l •t.odo de .la ar.l t.met.iz.ación se aa:rst.ra que .la sJ.nt..ax.ls de 
di.versos sJ.st.e-as l'ormales es part.eo de l.a Arit...S.t.Jca Recursiva. Est.• 
v1:nculo ent.re dolllfnios d.ist..tnt.os (Met.at.90r1a-Arit.-6t.J.ca RRCursJ.va) es 
siai.lar •1 que ost.abJ.ocJ.6 R.. Descart.es ent.re el Alg&bra y .la Geo-t.r.ía. 
En nuest.ro caso el. hom:>Jogo de.l ..St.odo de J.as coordenadas as .l.a 
correspondanc:Ja de GOde.I. Est.e -6t.odo pone d"' aanif"iest.o una sJ.Jllil.it..ud 
es t.r u:: t. ur.a.J. en t. re calllpOS G>n a par J. enc.1 a d.J. s t.i nt.os. 

A part..ir del trabajo de GOde.l se sabe de enlDlCiados ar J. t.-St.icos que 
dascribfTfi .la est.rix:t.ura de s.ist.e.-.s l'oraal.es. M6s aún. se conocen 
enunciados -.;.tat.eór.icos cuya verdad es" aqu:f..va1ent.e a la de c.i•rt.os 
entDlciados arJt.m6t.icos. Est.a es .la siaf.J.it.W est.ruct.l.D"al. re.ter-ida en e.l 
pasaje ant.er.lor. y const.J.t.uye el. derrotero a nuevas e .insospechadas 
.lnvest.Jgacio.nes met.at.eóricas. 

Coa> pr.i.a-r paso en est.a d.freccJ.ón Gé:k:lel se ocupa de un prob.lema 
pl.ant.eado por Hilbert. en l.a década de los veintes: ~ posible def'inir 
U'l conjunt.o de axiomas para J.a Arit.llét.ica Elemental que sea consist.ent.e 
y co-.:>let.o? s Coa:io varemos dicha .lnt.errogante se responde con Qfla 

negat..ivai ning(m sistema f"or.mal que cont.enga una represent.ac.ión de .Ja 
Ari t.-.tJ.ca Recursiva puede ser a .la vez ax.iomát.J.co,, co.ns.ist.ent.o y 
co-.p.let.o. Cabe seftalar qt» en su demostracJ.ón Gi:idel. se V& f'orzado • 
adopt.ar una hipótesis más poderosa que l.a de consJ.st.encJ.a si-.plel para 

· sus rJ...-s ha de supong.r ~ el. slst.e-.. f'orJaal es (1.)-CDnsist..ent.e. Esto 
const..i tuyo un del'ect.o en su de-=rst.racJ6n que f'US> corregido por ..S. B. 
Rosser en e.l al'So de 1 g35. 

En J.a prJ.-=tra pa.rt.e de este capítulo se define e.l concept.o de 
w-cons.lst.enc.la y se muestra su r&lac.ión con el de consist.encJ.a si.Jllp.).e. 
Act.o segl.d. do se construye e.1 enunc.1 ado de Gé>del y se de9IUllQSt.ra su 
.i.ndec.idib.i.l.idad en AR a partir de .la hipótesis ya .-nlcionada. F.ina.l .... nt.e 
se deal.IB'St.ra el teorema de Gé:Sdel.--Rosser y se plantean algunas 
consideraciones de caracler general en relación a dichos t.eoreaas. 

1 IV.1. La <->-eonsistencia J 

Hay dos de~iniciones de consistencia sintáctica para J.os sist.emas 
f'oraal.es. Son las s.iguient.esi 

(1) Un sist.a.a f'orma.l SF es consistfíl'n.te s.1. y só.lo si hay una ~órJMl.la 
pel.,. que no es derJ. vable en él. 

s. S... N•<ft.J,+, •,s,•,0) y TOO=lf"ELa. 1 Nl==p}. Pod•ino9 r•p.\ant. ... :r -.l. 
~obl.•ma c:cxno sigu•: ¿hay un c:onjunt.o de.ciclibl• de 1"6r111u1a• Ac:La, t.al qu• 
A•TOO? O. heoc:ho Hilbe:rt. c::r•yó qu• ai lo habia y L•nia c:coo bas• la 
f'o:r .... li:aacJ.6n d. los axiomas d• P•ano •n un l•nguaje d• pri_,.. orden. En 
nuea\.:ro ca.•o Di cha l'or.,,.,¡ i 'ZacJ. 6n c:orreaponde a la reducc:i 6n ai gui en't.•: 
l.os grupos d• axiosna& 0 0 y G.18 •• lim.i t.an a las const.an't.es :f'uncional•s 
• +' y • •' y •.1 grupo GJ.C •• exc:l. uye po:r eo.,.p.l •t.o. 

B6 



(2) Un sist.._ f'oraal SF es con.t•t•n.t• •1. y a6lo si no es pasible 
derivar en 16.l una f'ór-.ila y su negacJ.ón. 

Est.as da:t'J.niciones no t.J.enen •l mis-=> alcance. pues es o.bv.lo qt.» .l.a 
segunda de ellas sól.o se apl.J.ca a s.ist. ..... s t'ormales con 0P91""ador de 
7'li!IP.!fac(6n. No obst.ant.•. para J.a .. yor.ia de l.os si.st.emas de 6st.e t.i.Po l.as 
cterJ.ntciones son eqt..d.val.ent..s. Tal. es •l. caso del sist..,.. AR· 

La c.>--consl'.st9nc(a es un tipo part.Jcular d8' consist.•ncJ.a sint.áct.1ca 
Ql9 s6lo es aplJ.cable a si.st.emas con operadores para l.a negacJ.6n. J.a 
cuant.1t'icacJ.6n universal. y que cont.1atle>n expresiones para represM'lt.ar 
~os nat.w-ales. Cuando t.a.l es el caso. hay en el sist. .... const.ant.95 
J.nd.i viduales (o nUJDerales) que denot.aa::>s IS.!,,. 2. et.e. que r1tpresent.an a 
l.os n~:.os nat.ur.a.l es j,,. 2. 3, et.e. 

P.Fini c:J 6n. - Un sJ.st.eaa l'oraa.l SF es: c.-inc07'l..S'iste-nt• s.:l. y s6J.o si hay 
un.a f'órmu.la A(x)eL.,. t.al que: 

.t) para t.odo 1:.,f)J, 1-_.A(l<) 

y 

.t.t) 1-.. "".(x)A(x). 

Un sist.ema. t'orma.1 ~ no es (&)-.incon:sJ.st.ent.e es w--cons!st.•nt.•. La 
w--cons1st.enc.1a se expresa as1i 

Para t.oda A(x)eL_, sJ. 1-_.A(J<) para t.odo 1:el>J. •nt.onces .,..._.ax"'.A(x). • 

He> es di:t.leil. de-=.ist.rar que t.odo s.ist.e .. f'ormal ~ es c.>-consi.st.ent.• 
es consist.ent.a. Empero. al rec1proco de 95t.a enunciado no es ciert.01 hay 
•Jelllplos de s.ist.amas tor.a.Ies. que son consist.ent.es y ~nconsi.st.•nt.es .. 

1 xv • .a. El entnx:J.ado de GOdel 

El enunciado de GOdel rapresent.a una proposición aut.orref"erent.e,, 
se.-.jant.e a l.as que dan l.ugar a .las paradojas del Mant.i.roso y de 
Richard. Su di.f'erenci.a f'rent.e a •ll.as aso que no octD""re en ant..itlCl11da. 
Gtidel considera l.a noción de ser un.a fórmula tndortvablo y const.ruye un 
etnl.D')C.iado que en c.iert.o sant.J.do af'J.raa de sí a.is.a t.al propiedad. Dicha 
const.ru::ci6n t.J.ene co-=.i baso una f'unci.6n -spec.J.al da subst.J.t.ucJ.ón qtm> 
haca posible l.a ••aut.orref'er•nc:J.a•• en J.os l.•nguajes: f'or-19S.. El.lo 
permit.e ••amular•• .las paradojas dando l.ugar • .los .lla .. dos t.ar91na.6 
Limitativos: result.ados que af'J.rma.n que el. sist.ema es .incapaz de 
Bf"ect.uar cJ.ert.as cosas ca.o, por ejemiplo. f'or-.dar su s•-'nt.J.ca o 
der.ivar t.odos los enunciadas Vliiitrdadaros en cJ.ert.a J.nt.erpret.ac.16n. 

La f'unc.i6n de subst.i t.tx:ión que aparee.e en el enunci.ado de Gt>dal. se 
abt.J. ene co-=iio s.1 guet 

La f'unc:.ión sb(x,,. v. nal.(x)). def'.in.ida por COJllPC>Sici6n a part..ir 
de .las f'unc.iones sb(x. v. t.) y nal.(x). es recursiva pr.i-1 t.iva. Como casos 
aspee1.f'.icos de est.a f"unc:J.6n t.enemos l.as l.la .. das funcl'.OnBs di.a.tron.al•sl 

Z Par~ra.ais: Si A(') - d.rivabl• en SF para t.odo kEl>J. •nt.onc- -
i.inpocibl• d•r.ivar -.n SF la l"órznula 3x-A(x). Eat.o en modo alguno 
•ignJ.l'ioa qu• t-_(x)A(x). ' 



El hOJmbre de función d'f.04c:m.al se .xplic• ..,, 1o qU8' si~. s.a. por 
ej9JllPJ.o. As.Cx,) •••• • ~Cx,).... una en~raci.ón d1t las f'ór-.das qt» 
t.ilt1'Mrn l.ibr• a 1a vari•b1• x, y sea g, •••• • gn-'... la_ suc.si6n de sus 
~ros da GCideJ.. Represent.a.os l.a subst.it.uc16n x,/gk •n J.a sigui•nt.• 
t..ablas 

A,Cx,) Az(x,) A.Cx,) 

-· 
g, A, Cii,) 1 AzCii:> AoCii.> 

"'-.. 
9z A,Ciiz) 1 Az(gz) ! A•(gz) ... 

"'-.. 
g. A,Cii9 ) Az(g.> 1 A•(g9 ) ... 

Los •lemant.os A,CQ,). Az(ijz)• A,<9.,>. et.e. de 1• cliagonal. se 
generan con la ~unción d.lag,1 

di ag,Ck)"TA,.Cg,.> 
(procedi.aient.o diagonal de Cant.or) 

En l.a const.ruc:ción del enunciado de Gtidel se ut.il.i:z:.111 1A f'uncl6h 
d.iagz(x)-sb(x. 31..nal()C)) como a cont.inuación sa indicas 

La relación PR(x.sb(y.31.n.J.(y))) es recm-siva primit.iva. La f'6r.ila 

qua l.a represent.a en AR es PR()C,• sb(x2• 31.nat(xz)). cuyas 6n.icas 

V•riables libres son x, y x 2 . Sea G(x2) la f"6r-.ila 

Cx,>-".PRCx,. sb(x,.. 31, ...t(xz>» 

G(xz) cor-responde al enunc:iado -t.at.e6ricot <No •• teor9m0. de AR la 
fó.rnnJta qug s& obti9ne al r•emplazar en x ta 'l>O.J""i.abl.9 x~ por •l n~ral. 
de x>. Se considera. pues., 1a propiedad de no s•r ~ f'or..ula derivable 
en el sist.eaa. B G()Cz) se t.ran.sf'oraa en un en\D\Ctado de La. al. _,...nt..o 
de subst.it.u:lr x 2 por Uh t.éraino const.ant.e ~ por un nu..ral.). 

Sea g•;r-Cx,>-".PR(x,, sb(><z. 31, ...t(xz)) 

3 Cal:>. ••&lar que 1• f'6rmula qu• •• di.e• •• ind•rJ.vabl.• •• •l 
r••u1t.ado d• •f'ect.u•r c:r:i_.t..a.a ope.racion-a ~or.aaal- oc.n lo. •igno. y 
.xpr .. ion•& d• Aft. En modo a.l.guno •• t.rat.a d• una de•cri.pc:J.61"1 ba•ada •n 
r.a•goa oor.t.ing•nt..•• o ...mpirioo• d• l.a• ~6rinu.l.as. 



El enunciado de Gtidel es G(g)!!!(x,>".PRCx,. sb(g, 31, nal(g))) 

G(Q) corresponde al •nunciado -t.at.eórieo <No es un. t•orema de AR 
la f6rm-uta qi.a.9' •• obt i•™" al r .. mpta:zar en G(x~ La variabt• X. por •l 
T\UJl\8ral de rG(xz)>. Not.ase que al af'ac:t.uar l.a operación descri {.a en G(ij) 
se arriba al enunciado G(Q). Es en ..st.a sent.ido que •l enunciado dtt 
Gl:Sdel •0af'irma•• su no der.ivabilidad en ARs .int..erpret.ado en l.a mat.at.eoria 
dice <G(ij) no •• un t..orema. de AR>· 

:i:v. 3. El primer t::eore_. d• Gtidel f 

Pr.i mar- t.eor•sna. de ineqmpl et..ud para AR -· a) Si M es consist.ent.•. .moneas ti-'GCQ). 

b) Si AR es w--cons.i s t.ent.e,. ent.onces ~~G(a) .. 

Da.::>St.raci6n 

(•) Procede-=>.S por cont.raposición an l.a maot.at.eor.ía. 

SUpongas& que t-G(g). (1) 

En t.al caso hay una pruaba A;a• ••• ,. ~ del enunciado en AR· 
Sea k•?A,,. ••• ,, ~ el n<.i.ero de secuenc.ia de la prueba. La r•lac.lón 

ar.it.-'"t.1ca PR(x,.sb(y,.31,.nml(y))) es ciert.a para (k,.g). Dado qt19 la 

f'ór.ula PR(x,,. sb(x2 ,. 31,. nal(x2))) la reprasent.a on AR,, se t..ienes 

t-PRCI<,, sb(g, 31, nal.(g))) 

por la regla (3) 

t-!!x,PR(x,, sb(g, 31, nal(g))) 

y por •qui.val.uncias l.6gicas 

t-"".Cx,>-:PRCx •• sb(g. 31, mal (g))) (2) 

DI> (1) y (2) se si que q,_ t-G(g)~"".G(g) y AR es i nconsi st.ent.e. 

Conclusión'I Si t-G(.6). ent.onces AR es inconsist.ent.a. 
Por cont.raposJ.ci6n en .la _,t.at.eoría queda des>s:t..rado e1 J.nc.i.so (a). 

(b) SUpongas.e que AR es (l)-Con5i st.ent.e. 

De la hipóes:J.s se dgue que M es consist.ent.a. 

DI> la consist.encia d& AR se sigue que l>'G(g) (inciso (a)). 

E$:t.o <ilt.i.~ sJ.gnif'ica que ning6n n<i.ero nat.\D'"'a1 es el n<maro d• 
SlitC\mlnci.a de una prueba de G(ij). Debi.do a •.11o l.os enunciados 
ari t.-6t.J.cos 

.,PR(o, sb(g, as, nal(g))) 

.,PR(1, sb(g, M, nal(g))) 

.,PR(k, sb(g, M, nal (g))) 



son t.odos ......-daderos. En Yirt.u6d de que "'.PRCx,; sb(x,.. 3:1, nal(x.l)) 
raprasent.a a est.a rel.aci6n en Aff, t..,_.as 

1-"'.PR(ll, Sb(¡¡, 31, nal(g))) 

1-"'.PR(I, Sb(¡¡, 31, na1 (g))) 

1-"'.PR(I<, Sb(¡¡, 3:1, nal(g))) 

Como AR es Cl>'-ConsJ. t.ent.e, .-nt.onces ~~(x1~PR(x1, sb(g, 3l, nal (Q))). 

concl. usJ. 6n: boC-"':G(Ü)• 

1 J:V. '-

1.- De J.a hip6t.esJs de qua AR es ~onsJ.st.ente se sigu19 que bi"G(g) y 
b"'-....,G(g). D:icho en olras pal.abras, si AR es (¡)--Consist..-nt.e, 9'1lt.onces G(Q) 
..s 1.ndacJ.c:U.bl• y el s1st.._ es (sJ.nt."ct.J.c-nt.•) .incomipl..t.o. 

2 .. - Un s.ist.eaa i"or.ma.l en e.l cua.l •s pos.ibl.& probar A(l5), A(J),. ••• , ~), •• 
pero no (x)A(x) se di ce que es w--inco.pl et.o.. .El t.eorema de Gt>del deja 
'V9r en su pri1:110Ta part.• que si AR es consist.ent.e, 1n1t.onc.-s es 
w--.lnc~et.o (o .1nc::OJ11Pl&t.o respect.o a .la un.ivars:a.l.ixacJ.ón). 

3. - La J.ndecJ.dJ.b.1.lJ.dad de G(g) (sup~t.a la w-consJ.st.encia del s.lst.-.a) 
-.-st.ra que el c.onjtmt.o de axiomas d• AR es J.ncOJ:plet.o. Tal paree• qt.9 

aste de~ect.o slt p~e corregir aftadJ.•ndo n1-'ltl"DS axJ.o .. s. No obst.ant.•,. 
t.oda ext.llt'nsJ.6n consist..ent.• da- AR QUI" t.enga un conjunt.o recl.D'"si vo dtt 
axio-s será J.ncoJllP,le-t.a. La razón es ~ •l -6t.odo de de90St.racJ.6n 
.plJ.ea.do a AR es J.gual.~t.e apl.J.cabl.e a t.ales sJ.st.e-.s. P.. Jwcho l.• 
1.ncOJllplet.W t.Jene raic~ ..Ss prorundas y no s• debtt a la cm::lsJ6n d• 
algún axioma o conjunt.o d• ax.iOIDllS. L.. J.ncoapl..t..ud .st..ft J.ndisolubl._,,t. • 
.1.igada a la nat.urale:z:a del sistema. Est.e rasgo es a6n wás not.orJ.o a .la 
.l.uz: del t..ora.a de Gt>dal-Rosser. 

4.- El enuncJ.ado GCS) corresponde Jnt.uit.J.va-..nt.e al entnri.ado <La 
fórmula G(Q) es indsrivabl9 Bn AR>· En esle sent.J.do es aut.orreJ'arent.• y 
a'rirma. su J.nder.ivahilidad. Not.a>se que bajo su i.nt.vrprat...aci.ón "canónica .. 
G(Ü) w.s; verdadero .e=;. b'G(Q) e=;,. AR es consist.ent.e. Rosul t..a asi ~ el 
t.eoreaa de Géidel conduce al. prCWJrama de Hilbert. a un callejón sJ.n 
salJ.dat es J..-po:s;J.bl.& recogeor en un sJ.st.esa f'ormal. TODOS .los enunciados 
ari t.'IA6t.1cos verdaderos. El prograaa t.endient.e a rorJU.l.izar por COlllp.l•t.o 
.l.a ar J. t.mát..ica jaMs podrA .ll.evarse a e.abo. El t.eoreaa de Gikf•l. nos 
coloca ant.• un enuncJ.ado J.ndecid..ible Q'- J.a J.nt.uicJ.ón r•co.noc:• ca.o 
verdadero .. En t.odo ca.so .los crJ.t.erJ.os l'ormal..S deo dedm:J.bi.lJ.dad 
~racasan ant.e las proposiciones J.ndecJ.dibles .. Pode-=as decir qt» •n est.a 
el.ase de sJ.st.&Jmas lo deducible no coincido can .lo (J.nt.uit.iva-.nt.•) 
verdad&roi La sint.axJ.s no coJ.ncid• con .la s&aint.J.ca. ' 

' Pa.ra a.lguno. a.ut.or- -1 t.eoor•ln4. d• ~.J. p..rzn.it.• h•b.lar d• una prJ. .... -
c.1• d•l. crJ.t...,.-J.o -...t.•ria.l •obr• ..J. crJ.t.•r.:l.o t'carmA.l d• v.rdad; 1,a J.nd-.c::J.
d.ibil.J.dad d• una propoaJ.cJ.6.n a.rJ.t.ra4ot.ica cont.,..a•t.a con la J>019J.bJ.lJ..dad d• 
r-.ol. v.rl a J.. nt.ui t.i va--nt.•. Lo qu• -. un ..,.cho •• qu• el t..or•ma •l i mi na 
l. .a pr•t.•n•i 6.n d.l t'orm&.1.:1. amo ext.rezoc> qu• pr-.:1. vi 1-sJ a l • •i nt..axi • como 6-
n.i co crJ.t.erJ.o de verdad. A part.ir de QC!.del •ab..mos que ningón E'ormAl.J.amo 
agot.a loa oont.en.ido. d• la Ar.:l.t.m4>t.ioa. •i•ndo ••t.a mAo.a rioa. 



1 xv.5. Teorema de Gt>del-Rosser 

En la d-.ost.racJ.ón dol t.oorema d• GOdel e>s necesario asu.lr 'CD'\A 

hipdt.esis más· poderosa qtm> la de consist.emcia s.lmpler J.a t.o-eons.lst.encia. 
Est.o de suyo plant.•a el probl.ema d• si l.a inco.mplet.ud de .la Arit.-'t.ica 
Formal. se sigue de su sóla consist.encia. tllst.ór.lca.-nt.e. est.e probl•
tue r.suel t.o por .J. B. Ros-ser en 1 g35. cuando de-=>s-t.r6 qug la hip6t.esi.s de 
con:slst.ancia simpl• es suf'iciant.e. Para ello. Rosslil'r considera un caso 
•s CDJmP-lejo de f'"ór.W.a J.ndac.ldible. 

Sea R(x) J.a r6rmula 

Cxs)("".PRl:><,. sb(x2, 3l. nal(x2)))vlV<0Cx,.S><,~1'.°RCx, • .-g(sb(x2, 31, l>Dl(xz)))))) 

Sea r~rR(xz)• El enunciado de Rosser es la f'6rJWUJ.a R(i-)t 

Cxs>C"".PR(x,. sb(r. 31, nal(r)))v3x,Cx_sx.~PR(x,. neg(sb(r. 31, nal(r)))))) 

Desdo l• perspect.iva de l.a aritmet.ización de J.a sint.axis, R(r) se 
.tnt.arpret.a como el enUJ')Ciado que afirma que para cualquier prueba de 
R(i) •n AR hay una p¡-ueba de .... R(r) con un número de s&euencia -nor o 
igual. al de aquéll.a. Dice, en "et.ras palabras, q~ si •lla es dllitrivbl.e, 
t..ambién su negación lo es y t..iene una prueba con -nor n6-ro d• 
sec~1111. 

Hace.os uso d& las siguient.es abreviat.urasl 

P(x, y) --...-...... PR(x, sb(y, 31, "'"1 (y))) 
PH(x. y)------... PR(x. neg(sb(y, 31, n.J.(y)))) 

en conf'oraldad, R(r) y """.R(i=-) se escriben 

RCi=)!!Cx1X~Pcx1• r)-Sx9(x~x1 ..... PH(x9 • r))) 

"".l<ú''5l!x,CPCx., r~Cx.,Xx,.Sx,---:PHCx"' r))) 

Teorema de incomDlet.ud de GOdel-Rosser.- Si AR es consist.ent.e. ent.onces 
R(i-) es un enunciado ind0cidible en el sist.vma.. 

De-JDOst.ración 

La de.ost.ración se divide en dos part.ess 

a) Si AA es c.onsJ.st.ant.e, ent.o.nces l>'RCr> 
b) Si AA - co.nsi.st.ent.e, en t. onces l>'--:RCr) 

an alillbas se procede por reducción al. absurdo. 

(a) Sup6'n'iJ•s• qua AR es consi st.ent.e Y...,.. t-RC<'> 

Ca.o R(i-) es un t..eore..a, exist.e ke:bJ t.al qua P(k. r). 
·eo-=- ...,R(¡:) no es un t.eoreaa (por consist.enc:ia), PH(n, r) es: f'also para 
t.odo rie().J. En consecuencia 1os enunciados arit.-6t.icos 

P(k, r) • ...,pH(o. r). "'1PH(1. r), .... • ...,PH(k. r) 
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son verdaderos. Dado qtm s• t.rat.a de relaciones recursivas. llist.as son ~ 
expesables en AR· Tenemos l.a s.lgulent.• pr...-ba1 

h. - J'CI<. r> 
"".PHCG. r) 

"".PHCI<. r) 

n. - ~PHCO. ¡:.~ ••• A~PH(E. F) 

n+-.- ~PH(O. F)A ••• ,.,~PN(,. i)-+Cx.Xx_.sE~PH(x •• ¡:.)) 

n+•+1 .. --(x.Xx.S' ~PH(x •• ¡:)) 

n+-2. - Ji(!<. r)A(x.,)Cx~---:PHCx .. r)) 
n+•-+3. - 3x .. CPCx.a• r)....Cx.Xx.Sx.a -.."":PH(x8 • ¡:))) 

TBO prop. 1..C. 

"J'EO prop. 1. 4 

TEO prop . .14 

conjuncJ.ón ••• 

Teo t2?J 

HP n.n+m 

conJ unci 6n h • n+m+1 

(3) a n+zn+2: 

Concluimos que si AR es consist..•nt.• y t-R(r). ent.onces t-""':R(r) .. l.o cual. 
as un absurdo. En consec.U9nc.1a. bo'R(¡:) lcqd. 

(b) S'upongamos que AR es consist..ent.e y que t-"":R(r). 

Co.o -R(r) es un t.eora-.a. hay una Jcewf" t.al que PH(k., r). 
Co.o R(r) no 9'S un t.eoreaa (por consist..encia). P(n. r) es tal.so para t.odo 
netJ. En consecuencJ.a J.os enunciados arit.9't.icos 

PN(k., r)., .,P(O,. r)., ..,P(1., r)., ••• ., ..,P(k-1., r) 

son verdaderos. C:O-O se t.rat.a de rel.ac.iones r.c.urs.iv.as. ést.as son 
repr-esent.ables en ARz 

h. - PH(lé, r) 

"":Peo. r> 
~Pck-1. r> 

n. - "":Peo. r, ........ """":Poc-1. r> 
n+-. - ~Peo.¡:) ............. ~P(k-1. r)-+(x .. xxj<k ~~ex ... ¡:.)) 

n+.+1. - cx .. Xx1.<k----:f>Cx1 • r>> 
n+.+2. - PH(.E. ¡:)-+(x,)(IC::Sx1--...3x•(x_sx1 ..... PH(x•,, r))) 

TEO prop. 1 .a. 

TEO prop. 14 

TEO prop. 16-

conJuncJ.6n .... 

TEO [30] 

NP n.n+• 

"IEO [Z8l 

HP h,n+zn+2 n+ .... 3. - (x1XE:s;x1-.3x8Cxa=sx1 ..... PN(x8 ,, r>>> 
n_..~ - C><t>C"".r>Cx,. r)--3><8(><,.SX.~PHC><a• r))) C1. n+..+l. ,n+m+3 y TEO [29) 

Conc.lu:l.-=as que si AR es cons.ist.ent.e y t--R(r). ent.onces t--R(r)., l.o cual. 
const..it..uye lD'l absurdo. En consscuenci.a b'C-~R(r) J.cqd. • 

1 .IV. 6. Comen~ari.os adiciona.les 

1 .. - El. t.eore-.a de inco1111plet.ud de GOde.1--Rosser no se J.i.mit.a al si.st.e.a 
AR· En rea.lJ.dad es apJ.icab.le a un gran núnaro de sist.emas rorma.l.s 



basados en el CAJ.culo d• Pr.-di.cados d• prJ._,- ord1tn. Del :an4.l..ls.ls d• la 
demost.racJ.6n s& concl.uye qua cualquier sJ.st.a..a f'ormal SF qu. sat.J.sf"aga 
J.as sJ.gulentas condiciones ser" oh.Jet.o de su apl.1cacJ.6ns 

24) !As noc::Jones de axioma, consfl'Cu..ncia t.~iata y pruaba. d• SF 
son recursJ. vas. 

2'"') Toda re1acJ.6n recurs.1 va -s expresabl.• en SF y t.oda 'ltnX:J.ón re
cursJ. va es represent.abl.e •n SF (en breves SF cont.J.•ne m'Wl r•presen
t.ación do- J.a Ar.tt.mt.J.ca R.ecurs.iva). 

:r) La operación de substt.tuir toc:ias l.0$ ocurr9ncta.s L'ibr..s et. una 
vartabl• por tm. tl}rmlno es recursJ.va. 

4")-Para t.odas las 1'6r...ias A(x) Y. B(x)et_., y para t.odo kel).J son t.90-
re-aas de SF las sigtd.ent.es '16r.ulas: 

A(O),.. ••• AA(E)--CxXxsl<-A(x)) 

A(l<)-+(x)(Esx-3y(y:Sx~A(y))) 

A(O)~ ••• AA(k-1)-+(xXx<E-A(x)) 

((x)(xSy-+A(x)),..(xXy<x-B(x)))--+(x)(A(x)vB(x)) 

Cosas siailares se puedan af".iTmar en rel ac.ión al t.eorema d• Gtid•l.. Si un 
s.i.st.eaa rorMal SF sat.J.sf'ace est.as cuat.ro condicJ.ones., ent.ances de su 
consist.anc.ia se sigue su .incompl.et.ud. 

2. - Si ol t.eoreaa de GOdel--Ros:ser se aplica • un sist.•ma f'oraal SF., 
t..ambit6n se aplJ.ca a t.odas ext.ensiones recursiv•-nt.e axiomat..tzab1es. 

3.- Hay una vers.16n semánt.ica del Teoreaa de Gtidel. 

Supongase que el sist.ama AR •s corr•cto en el sent.ido de ~ t.odos sus 
t...eore..as son verdaderos en l.a Ari. t.-6t..tca. •. • • • (1) 

G(Q) cOTresponde al enunciado ari t.Mt.ico (xJ.~PR(xJ.. sb(g., 31., ruml(g))) _ 
qua., a su vez., corresponde al enl.D'>Ci ado ._.t.at.e6rico <La fórmula G(g) no 
es deri"Uable •n. AR>. 

En ot.ras palabras., G(g) cor-responde al enunc.iado ..,t.at.eórico <G(Q) no es 
un teor•ma de AR.>. • • • • • (Z) 

Si 1--G(Q). •nt.onces (2) 9S ~al. so., lo cua1 cont.r adi ce (1 ). 

-GC6> corresponde al ununc.i ado ari t.•t.ico 3xPR(x., sb(g, 31., nal(g))) qua., a 
Su vez., corresponde al •n1.D'le:Jado .-=rt.at.e6r.1co <La fórmula G(Q) •s 
deort"Uabl.e •n AR>· 
En ot.r.-.s palabras. -G(g) corresponda al enunc:iado -t.at.eór.ico <G(g) •• 
'\.Dl. t •or•m.a. d. AR> • ~ • · · • (3) 

Si 1--~G(g)., ant.onces (3) es verdadero y 1-G(Q). 

Conclusión: si AR as consist.ent.e y correct.o., entonces G(6) es 
~ ndec.l cli bl e. 
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4..- Si AR escons.ist.ent.a. ent.onces o1 enunc.iado de Rosser R(r) es 
J.ndec1d.ibl•• Ho obst.ant.a. en J.a -.t.at.eor1a se puede d.cidir si R(F) .s 
:talso o verdad•ro (bajo la h1p6t.es.1s de consJ.st.encia R(r) es v.rdad.ro) .. 

Al s...- R(r) ;tndec;td;tbl•. las axt.•ns;t.o.--s AR0 •ARUfRCr>• y AR,•ARUf"".RCr>• 
son consist.ent.es .. Coa:- J.as propJ.edades <s•.r axtoma deo AR,.;> y <••r axtoma. 
dtJ. AR.1> son recursi.vas. ambos s.ist.emas son J.ncomplet.os. Hay un •nunc:J.ado 
Ro i.ndeoci.di.ble en ARo y un •nunc.iado ~ i.ndecidib1e .n AR&• Ahora da 
def'.inan sendas par•Jas de .xt.ansionas co-=ii s.igues 

AR00•AR,)J{Rd 
AR,0 •AR,UlR,. 1 

ARot•ARoUf"".'Y
AR,. •AR,Ul"".Rs• 

De nuavp.-est.os cuat.ro si.st.eaas f'orsa.1es son consJ.st.•nt.as • incoJlllPl•t.os. 
Prosi.gui.endo de la -1.s-.a .anera se ptmden const.ruir un n<a.aro il.i.Et.ado 
de ext..ensiones propias de AR t.odas ellas consist.ent.es • incomplvt..as. E1 
pat.r6n se represent.a en el diagrama siguient.es 

ARooo ,, ' ARoos ,, ' ARoto 
/ ' ARsot ,, ' 

i.) Toda sucesión f'.init.a de ceros y unos r•present.a una ext.ansión d• AR· 
Por ejemplo. 200010 repres:&nt.a a J.a ext.ensi.6n AR,00010• 

J.i) Si. tm.a sucesión de dígit.os ds.• •• d cont.iene un uno. ent.onc:::es en 
ARdi· •• dn hay t.eorm:aas QU9' son ar.it.m1-C1c-nt.e f'alsos .. 

J..ii) Para t.oda sucesión f'init.a de ceros o ••• o, los t.eora-.as d• l.a ex'l.91lSi.6n 
AR00· - 0 son arit.•t..icament.e ciert.os (bajo la supos.i.ción de qua AR es 
correcto). 

J.v) Sea ds.• •• dn una sucesi.6n que cont.iene al. menos un uno. Como ARdf. · • dn 
es consJst..nt.e, t.iene l.Dl modelo. Est.• ..s esenciaJ. .. nt.a d.ist.int.o a la 
Arit.•t.ica usual (os~). Es lo que S9 ,_lJ.awm un WIDd.•lo no •stand.ar. 
Siendo -=delo da ARdJ. · · dn t.amb.ii6n lo es de AR· Est.o de-..rst.ra· que AR no 
es cx--catt166rtco para ningún cardinal ~1'+0• 

e.- La conclusión últ.i- a la qu9' ·se ll.ega .s que la T80rÍa ArJ.t.-'t.ica 
TOO no es axioaát.:l.ca. es decir. no se la puede caract.eri.zar a t.ravés de 
t.m f'oraalJ.smo consi.st.ent.e y eomplet.o. 
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CAPJ:TULO V 

PRUEBAS DE CONSISTENCIA. SEGUNDO TEOREMA DE GODEL 

En est.e cap.it.ulo dll!ta:rst.ramos que ciert.os enunciados qu. a .la luz de 
l.• codJ.f'J.caci6n af'irman l.• consist.encia de AR. son J.nd•rivablas en AR· 
Est.e t.aoreaa. debido a GOdel.. nos -.-.st.ra •n su tor ... gen9ra.l qu. 
nuest.ras t.tt0r1as ~ormales de pri.a:l'r orden suf"ren una S9'V9r• .11-1t.ac.16n 
cuando so t.rat.a de compro.bar su consist.encia. 

Gé>del. al J.gua.l qu& -..chos ot.ros •xposi t.ores. no de-..st.ra su 
segundo t.D'orm:aa. En V&Z de el.10 S• .IJ.mit.a • of'r9C•T a.lgunas .indJ.caeiones 
sobre el a:>do de hacer.lo. AtDX¡ue inexact.o en cuant.o al proced.iaiant.o • 
seguir.-én su relato deja ent.rever la~ consideraciones qu. io 11~ron a 
su hall.azgo .. Son las siguient.esi 

En el prJ...,.r t.ao.rema de GOd&l se est.ablece que. 

Si [ EL SISTEMA ES CONSISTENTE] , &nt.onces [ G(g) ES J:NDEIUVABLE] C•) 

Si una deJIJ"'.'1sf.racJ.6n de la ConsJ.st.encia del sist..-.a nos IU8Se dada. 
pref'ijándola a J.~ ant.erior (es decir. a la de.ost.ración d• (•)) s• 
coJlp.let.ar1a una de-=>St.racJ.6n de la inderivabil.idad de G(g). Después. 
usando la represent.acJ.6n de r6r-.ilas por números de OOdel. podría.:JS 
expresarla coao una daRJ:St.racJ.6n de la ArJ.t.•t.J.ca Informal. ¿s.ría 
¡x>Si.ble tormalJ.:zar di.cha de~t.racJ.6n? Si t.al tuas& •1 caso • .la t6rmula 
G(i;j) ser1a l.a t'orma11z.acJ.6n de l.o qtM se da-..est.rat 

T..or.S.a. AR 
G(g) 

Het.•t....ori.a 
1 G(g) as inclerJ. vab.le en AR t"orma.l J. zaci ón 

Conc.lusi6nt mm d&most.ración t'or-.a.lizada de ( G(Qo) ES %NDEIUVABLE] 
sería una prueba de G(g) .. Como sabemos, t.al prueba no pi.de exist.ir en 
caso de que el sJ.slema sea consist.ent.e (pri111ar t.eorema de GOdel). 

Con base en lo ant.B'S d.lcho podeB:)S decJ.r que si la part.e 

Si [EL SISTEMA ES COHS'.ISTENTE) • .. n~onces [ G(g) ES J:NDEIUVABLE) (•) 

se f'oraaliza en el sist.ema,. ent.onces la parle 

[EL SISTEMA ES COHSJ:STENTE) 

no puada,. a su vez,. ser f"orma.1J.:rada (supuest.a la consist.encJ..a de AR>· 
Est.o da lugar a.1 procedJ..S.ent.o sugerido por Gé>delt •n principio., 
dem>St..rar qu. l.a de-m:>St.racJ.6n de (•) es tor-li.zable en AR· deci.mos: ... n 
prtnci'.pto•• porque en .la pr~ct.ica lo que sucede es algo dist..:l.nt.os: S1 CON 
-s una :fór-.U.a que a l.a l.uz de la codif'J.cación de GOdel expr.sa la 
consist.anc:J.a de AR,. ent.onces se de11U&St.ra qlE' 

Est.o úl.t.i.:ii t.J.ene ce-=> con.secuencia direct.a al Segundo Teorema de GOdel,. 
• saber,. que 

Si AR es cons.lst.enle,. •nlonces b-'CON .. 

es 



En part.J.cular. Gi:Mf91 .seleccJ.ona como -.ntmcJ.•do d• cons1.st.enci• a l.a~ ·~ 
:tórsul.a 

(hay Uh.a f'6r-.U.a que no es t.eorama). Nót.es:e que l• f'6r-..d.a en c .. ) 
expresa al enu:nc.J.ado (•) ·an caso de que CON exprese adacuada-nt.e 1a 
noc.J.6n de consist.encJ.a. 

En la prJ.9&ra part.e de est.e capít.ulo de.:>St.raWDS.que bajo c1.ert.as 
c.ondJ.cJ.ones. aspec.íf'icas (exJ.st.ancJ.a. da un ~di cado ~ pru.t:>a). 1• 
eonsJ.st.encia del. si.st.a.a es inderJ.vabl.•· Est.o se hace de un modo g.,,.ral 
y en relacJ.6n a cua.lquior predicado P(xo> que corresponda a la prop:l.9dad 
sint.6ct.ica <~q •s 'Un teorema). E:n l.a part.e f"inal de-=wst.ra-=>s qu. cJ.ert.o 
predicado TE0t.x.;> (que en bt-eve def°inir.emos) sat.J.sf"ace las condi.cJ.ones 
J.mpuest.as a PCxo> y. en consecuencia. .1• es •pl.J.cabl.• •l segundo t.90r•
de GOdel. 

v.1.- Predicados de prueba 

A t.ra~s de l.a cod.i'f°J.caci6n cada f'ór.W..a A t.iene asociado un 6n.ico 
l'l('mero de GOdel y.A.. Si ahora cons.idera-=>S el ~al -i-A t.•ne-=>S un 
nombre (un c6digo) para 1a f'6rmula en AR· .Est.e t.6r-1no dese111P91'la un 
papal t.an 1.llllpOrt.ant.e en lo que haremos. qUI result.a convanient..e 
danot.ar.lo de un .:>do espec:J.al. 

p.finic:i6n. - S.a E una expresión de Aft .. Se def'ine '!!' (•l. nombr• d• E) a 
t.ravás- de la igualdad 

0.CinicJ.On. - Una f'.6r-.ll.• PCxo> cuya 6n.1ca varJ.abl.e libe -s x 0 s• di.e• 
que 9'S un predicdo d9 ~ba para un. sist.•- SF. si para t.oda pareja d• 
enunciados A y B se c~•n J.as siguient.es condicJ.onest 

O,• - Si 1-.,A. entonces t-.,P('".11). 

Dz• - 1-.,.f'C'-')-+P('P('RJ). 

Da· - 1-.,.cf'Ol-11')...PC'JO>.-P('I!'>. 

A Dt• D 2 y Da se J.es lla'9a condiciones de- d.rivaei6n de Hilb.rt. y 
Bernays. 

Si pensanos qua la f'ór-.Jl.a P('°~ ""dice•• <A es un t.ar•ma. d. SF>. 
ant..onces .las condiciones de derivación adquieren el siguient.e sen~idos 

DJ.· - Cada vex. que una f'6r.-ula A es un t..eore-.a, se prueba en el. sist.•
~oriaal l.a f'6r.ula qtl&' eso Jdir..a. 

Dz• - Foraali:z:ación del enunc.iado -1:.at..eórJ.co Da• 

i. M d.f'ine un ll\&J>90 qu• a e.ad .. expr-~61"11 E l.• ••ocia un t..6rnüno 
c-rrado, aón eu .. ndo E conLenga vari•b.l•s, Si, por ejemplo, una tórWNla 
A(x) c~t...i•n• libre a J.a variabl.• º'xº, ••o no haced• 9'(xj U1"I t.6rmino 
ab.i•rt.o, Al. c.odif"icar, l.a variable ••x•• •n A(x) os rict.a COlhO un obJ•t.o 
•in~~g~ioo, no cOQO un par~ .... ~ro. 



... Da· - ForaalJ.zac.l6n del. enunc:J.•do .. Si f-..,.A ..... e y ~_.A, entonces t-_.B". 

Las cond.lcionas de derJ.vc.ldn son ,...c•sar.l•s (Ms no sut".lc.19nt.es) 
para af'iraar que un pred.J.cado PCx,;> expresa adacuada-nt.• 9n SF l.a 
noción de <ser un teor•ma de SF>. 

En el. caso del sist...,.. AR •l pred.lcado PCxo> es l.• t'6r.W.a 

'IEO(xo>&Elx,PR(x,. x,;J 

Po.r su eonst.ruccJ.ón, PR(x ..... x,,.:> es una t.ranser.lpci6n de l.a def'inicJ.6n d• 
.. prus-ba de . •• 11 al lenguaje efe AR· En consec:U1Etnc.la, TEoCxo> t.ranscr.lbe l.a 
J.dea de que x 0 es el n<mero de GOdiEPl. de una t'dr.ula der.i va.ble (tm 
t.eorema). Como vere-=is -6.s adelant.e, se t.rat.a de tD'l pr•dica.do c19 pru.ba 
para AR:-· Por el mo.aont.o ast.Dll.in:>S est.e. hecho como una h1p6t.esis. 

Hi eét.esis (que d1;1most.rareJllC)s más adel.ant.e): TEOC:xo> s:at..isf'ace las 
cond.J.c.iones de dm-J.vacJ.ón 0 1 ..,Dz y D. de Hil.bert. y Bernays:. 

v.2. Lema di.agonal 

Dem::>s:Lra..:tS en est.a secc.l6n un t.eorema de punt.o f'.ijo (conoc.ido como 
l.Bma. dLC160na.l) que ocupa un lugar de import.ancia el la consecuc.J.ón de 
ot.ros resul t.ados en est.e cap.ít.ulo. 

Pr ºP?'i eJ 6n 1 !5 (1 •m.a d.J..agon..a.1 ). - Si A(x~La y VL(A)•{x¡¡J-- •nt.onces 
19X1st.e un enuncJ.ado (f'órmu1 a sin va.r.i ab1 •• 1.i br._) Be(!

0 
t.al. qtm-

1-B-A('ll'). 

De~t.racJ.6n 

Cons.ld•rase .la J"unción d.iagonal diagk(x)-sb(x, 23+4.k_ nml(x)) de.f'.lni.da •n 
el. cap.ít.ulo .IV. Est.a J"unci.ón es recurs.lva pr.lait.iva y con l.a prop19d•d 
siguient.es sJ. a*)"'A(x.), ent.onces diaglr:(a)-rA(ii). 

Sea (J(xk)•A(dJ.agk(x,)) !" b")'/J(xk). 
Sea, .t'inal.~nt.e. B•(j(b) .. 

Se af'J.raa que B .,..~ J.a .f'órmula buscada.. Veamos: 

dJ. agk(b)'")'/J(S) 

-rA(cli agk(b)) 

")'B 

(por d•f'.in~c:ión d• diagk) 

(por d•f'.i n.i c:i ón d• f3Cxit>> 

(por d•I' i n.i ci ón d• B) 

coao diagk es represent.abJ.e en AR ... t.enemos J.a siguient.e derJ.vacJ.6ns 

1.- d.iagk(b)•'ll' Propomio.ión .10 

2. - cliagk(6)-'ll'-CA(dJ.agk(6)-A(ti')) Teo '"' 

3. - (A(dJ. agk(b)._.A('ll')) HP J. , 2 

S.- conclll)'1> qua t-B-A('ll') (B es un punto fJ.jo d" A(x,)). • 



La propos1c16n 1!5 t.~16n .s l.l.a .. da a. Ja au.torr•/•~ncta. puos B 
rasult.a svr equival•nt.• a una f'órmula que .. habla'" de •lla. Por •J•~o. 
si A(xk) es la t'ór-.tla AX(x~ Cx1c - un a.xJ.oma de AR> y t-B ...... A.lc(1r). 
en;t..onces B es equivalent.e • una f'ór-.da··que a l.a J.uz de l.a cod1f'J.cacJ.6n 
af"i.rma '"B r.s un axioma de AR"'• Es an est.e sent.ido qtm B es aut..~ 
rret'erent.e. 

¿Qué sucede cuando se aplica el lema diagonal • las f'ór.-Jlas 
TEO(xo) y -TEOCxo>? Se d•t.erminan dos anunciados D y G t.ales que 
t-D ..... TEO(V) y !--G..........,TEO(t1). El segundo de ellos corr.sponde al. enunciado 
de GfSdel. aient.ras qlle el pri.1mrro corresponde a tm entD'JCiado qt.W a1":lr
ser tD")O de los t.eore-.as de AR· GSerA en realidad tm t.eor-'? Para 
responder • llist..a y ot.ras i.nt.errogant.es va~ a de.-ost.rar un t.eoreaa 
debJ.do a Lob qU& t.iene com::» consecUEPncJ.a J.a inder.ivabilidad de J.a 
con:sist.eñcia de AR en AA· 

i V. 3. - El t.eoresna de Lob 

Proposición 1e (t..eor•m.a de Lob).- S1 Ael:a y t-TEO("~-t-A. ent.onc.es 1--A. 

· Demost.racJ.6n 

Hace9DS uso da J.a sJ.gu.1.ent..e f'unci6n rO"Cursiva priMlt.iva.J 

spvl(x,. k)-x 

spvl(x.k)•sb(x.h.k) 

si Yv(V:Sx==0>-,3n(1 S~(x) & LXD(v, n, x))) 

s:i h•pv(vSx & 3n(1SnS.l(x) & LXD(v, n, x))) 

spvl(x.k)t sub$t.it.uir la pri_..r var~able l.ibre de x por k. spvl.(x.k) es 
1a f'6r-.üa que s:e obt.~ene al reeJllPl•z.ar en x t.odas J.as ocurrencias 
1:lbres de .la .pri.sra varJ.abl.e de 1a l.ist.a xo" ••• • xn' ••• ~ ocT.D"ra .lJ.br• 
en x por k. Est.a f'uncJ.6n t.J.ene la siguiant.e propimdads 

spv1(rA(x),k)srA(E) 

Sean par( TEO(spvl(x.,. x.,>)-A] 

y B=:TEO(spv.l(p, p))-A. 2 

cuando VL(A)-{x}. 

Por el modo como se deJ'in.16 B. ¡-B•spvl(p,. p). Tenmi::os la siguient.• pr...-ba 
en AR• 

1. - spv.l (p, p)-'1' 

a. - spv1(p, p)mtt-+(( TEO(spv1CP, p)-A] -l TEO('ll')-A] ) 

3. - ( TEO(spv1(j;, p)-A] -e TEO('ll')-A) 

.... - e-e TEOC'"'>-AJ 

!5. - TEO('!l-+(TE0(11')-AY,) 

e.. - TEO('ll......o(TE:0(11')-A:f)-..(TEO(tt)-TEO("rE0(11')-A:)) 

7. - TEO('ll')-TEO("rE0(1!')-A:) 

B. - TEO("rE0(1!')-A:)-cTEO("rEC(VY.)-TEO('"A')) 

9. - TEO('l!')-(TEO("rEO('ll'}')-TEO('"A')) 

2 B ""d.io•••~ Si. B •• un t.~•m.a, ent.ono- A. 

ea 

proposi ci 6n J. O 

proposición '!:S 

ta" J. • 2 

l. o mi amo que 'a 

º• ..... 
º• 
MP !!5. O 

º• 
t..rans __. 7,.S 



:1.0. - TEO('lf)-n:oc"rf:0('1)'). 

:l:l. - TEO('l!'}-TEO('~ 

:l.'2:. - TEOOf:>-A 

:1.3. - TEoeit)-+A 

:l. 4. - TEO(spv.l (P, p)).-A 

:l.!5. - B 

:l. 8. - TEO('\f) 

:1.7.- A 

-·· 

Ds 
CL 0,10: A ....... cs.......co ,A ..... B/A-.C:: 

T'EO Cpor hip¿.'\.. .. ia:» 
'\.rana -+ l.1 ,12 

sub= 1 ,l.3 

l.o aJ.•mo qu• 1" 

D, ª .11?5 

.lcqd. • 

CoJ"'ol ario 2 (segundo t..-.or_... d• G8.d•l)• - Si Ael:..a,,. 1--A y AR es 
c.onsi st.ant.o,. ant.onces ~"":TEOC'"'""'R>· 

Des:>st.rac16n 

Procede~ por reducción al absurdo. 

:l. - --:TEO('-~ 

'2:. - --:TEO('-~-o(TEO('"N~--:A) 

3. - TEO('-~--:A 
4.- .... ,. 

9.- A 

y AR es ihCons:ist.ent.a. a 

TEO e por- hl pót.•si a:> 

TAUT. 

HP l.,2 

Prop<*ici6n 10 a 3 

TEO e por h.i pó\.eai a:> 

La f'6r...Ua -TEOC"-~ af'J.r .. ,. a .la luz de 1• codif'icac16n,. que AR es 
consist.ent.e al "d.ec:ir•• <La. n.tP!fa.ción ds un teorenw:z no •• un. t.or•ma>. Es 
asi que se t.iene qt» ciert.os enunci.ados quet de un -=do nat.~a1 AS'lr-.n 
1a consist.encia de AR no son derivables cuando el sist.ema es 
c.onsist.ent..e. 

Volv.re_,,s a est..e result.ado en l.a si.guient.e secc16n, dando una 
segunda de-=sst.raciM de él en .la que se pone de aanif'i.est.o su r•1ae16n 
con el pri-r t.eore-.a de J.nco111P1•t.ud. 

Cerol .ar .i o 3. - Si DEl.:o, y t--D ...... TEO('tj), ent.onc:.s f--D. 

Por el lema diagonal sabemos qura t.a1 D •xist.e. Est.• •nunciado 
af'irma, a la luz de 1a codif'icaci6n,. ser derivabl.e en AR· ~ si -s ta> 
'l.eorema de AR,. es verdadero. E1 enunciado de GOdal G(Ó) t.aWllbi.~n es 
verdadero (suponiendo que e1 sist.e-. es consist.ent.e),. p.ro a dif'•r•nc:ia 
de ést.• no es derivable. 

EJ.. t.eare-.a de -Lob es.t.6 relacionado no sólo con l.as pruebas de 
consi.st.enc.1a de AA,. sino con las de algunas de sus .xt.MJSiones. Sea A•l:a. 
y SF"•ARU~-A~. • En conexi6n con est.a f'6r-.ila t.eneaos l.a si.guient.• 
caden. de 8Qu:iva1anci.ass 

• SF '\.i •n• cc.mo •xi. omas l. o• de AR DJ..a •l. enunciado -A. Las r•gl •• de 
1-nr•r•noi a •on l •• -.!.•-• Q\l• -o AR. 



C•) 1-~--A - 1-""'.A--'.TEOC'~ - ""'.Al-""'.TEOC'A') - 1-.. "'.~· 
:3 Lob 

e-> 1-A - ARUl""'.A> es J.nconsJ.st.ent.e - SF ttS J.nconsJ.st.ent.e. 

El anunciado -TEO("'k.> af'i.rma. a la luz de la codif'"icaei6n. qi.» A no 
es un t.eorama de AA· Da acuerdo a ( .. ) e.lle equival.e • 1a a.f'ir .. cJ.6n d• 
qua SF .s consist.ent.e. Con bas• en l.o ant.eri.or. es na.t..1.D"'al qt» .l.1-S>S 
a -TEO(S!V la consitencia da SF. Ahora b.ian. al t..eore .. de Lob es e.l 
es1:ab6n que une a .las cadenas C•) y ( .. ). Comparando .l.os ext.r.-os: 
t..enemos el siguient.e 

Corolario 4. - SF es consist.ent.e ~ bo'_.""".:TEO(".(). 
~·· 

Par6f'ras1ss la consist.encia de Sf' as derivable •n SF si y sól.o si SF es 
inconsi.st..ent.e. En est.e cont.ext.o l.a consi st..enci a de AR es un caso 
part.iculars bast.a con t.omar 1.D"l enunciado A cuya negaci.ón sea un t.eorvma 
c1e AR· 

1 v ..... Los t.eore-s de GOdal 

Proposición 17.- Si AR .s w-c.onsist.ant.• y 1-TEO("J:). ent.onces 1-A. 

Da-=ast.rac.J.6n 

SUp6ngase Cl1.» b'A. En t.al caso l.os enlD")Ciados ""1PR(O,. S(),. •• ,. ..,PR(k,, 7:),. et.e. 

son verdaderos. Co-=:> '"':PR(x•" xz> repesent.a a ast.a rel.acJ.ón en AR t.ene-=s 

que 1-""':PR(O. ~ •••• ,. 1-'"':PR(,,. ~. &t.c. Co.-o por hipót..si.s •l sJ.st.e .. .s. 

<..>-eonsJ.st.ant.e, ~3x,aPRCx.a, 5':) (es dec:.ir, b'TEO('.()) .. Por cont.raposJ.cJ.6n en 

1a -t.at.aorí• se obt.iane e1 result.ado esperado .. • 

Propgsici6n 18 (prlmer t.eorema de Gtkl•1) .. - Sea G t.al que t--G~TE~) 4 

•) Si AR es ccnsi. st.ent.e. ent.onces b"G. 
b) Si AR as w--cons.J.st.ent.e. ent.onceso ~~G .. 

De-=-st.racJ.6n 

(a) Procedemos por eont.raposici6n en 1a mat.at.voría. Supóngase qua ~G. 
VaS>S a J.nf"ari.r de e11o ~ AR as J.nc:onsist.ent.a. 

1. - G 

;a. - G--""'.T~ 

3.--.~ 

L-TE~ 

!3. - TEC(t:),..""'.TE0(1:) 

TEO C por hi pót.•s:i s::> 

Por del' i ni c.i 6n de G el •ina dJ. agonal :> 

KP 1 .2 

D, a 1 

adlci6n a 3 y 4. • 

4 La exiat.ancla del ohunclado G •st.A garant.i~ada por •l l•ma diagonal 
Cpropoalci6n 1'!0. G ea •l enunciado d• aad•l, 
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(b) Procede9:>S por redtx:cJ.ón al. abstD"dO en la .. t..t.eor1a. Supongas• qt» 
AR es r.>-eonsist.ent.e y que t-~G. 

:1.- ,...G 

;a. - "'.TEO(tl')-+G 

3. - "'.G-+TEO{f:) 

4.- TEO(tl') 

5.- G 

8.- G,......,.G 

'J'EO e por hJ. pót.-i a:> 

'J'EO Cpor drrinfci6n d• G:> 

CL de 2: -A-+B/-a___.A . . 
HP .1.3 

TEO CproposJ.cJ.ón .17 a 4:> 

ad.! ci 6n .1 •e 

Se conc.luya que AR es inconsist.ent.e. con .lo que se cent.radie• J.a 
hipót.esis de ~onsist.enc.i.a. Por J.o t.ant.o,. bo"--G. 

Sea H una f'6rJAU.1.a cuya negación es un t.eoreaa de AR,, y sea COH J.a 
fóraula -TE0(1f). l"nt.uit.i.va..,nt.e. la 1'"6rmula CON asevera .la consi.st.enc:.ia 
de AR· ". 

Prorwición 1Q.- Si Ges e1 enunciado de GOde.l,, ant.onces t-G.-.CON. 

Da~t.raci6n 

:1.- """ 
2. - "'.ff-+(H-+G) 

3.- H_.G 

4. - TE0(11 ..... S') 

!5. - TEO{'ll~-+(TEO('lf)-+TEO(tl')) 

15. - TEO('lf)-> TEC(t:) 

7. - "'.TEO(tl')~TEO{\f) 

B. - G~TEC(t:) 

Q. - G~TEO(Y) 

:10.- G....COH 

:l • - TEC(t:)-+ TEO("rEO(t.")') 

2. - G~TEO(t:) 

G-.CON 

TEO Cpor hipét.•aJ.a~ 

TAt!T 

D:1. a 3 

º• 
NP '·" 
cont.rapomioi6n a e 

TEO Cpor dr:f"'inici6n d• G:> 

t..ran•_. 7 0 8 

l.o mi•mo qu• O 

CON-+G 

Dz 
TEO e por d•f'i ni ci 6n d• G:> 

3.- 'IEO(t:)_..~G cont.raposici6n a 2 

4. - TEO("rEO(t:)-+"'.S') D1 a 3 

5. - TEO("rEO(tl')-+"'.S'>-+(TEO("rE~-+TEO('"~) D• 

15. - TEO("rEO(t:j) ..... TEO('"~ H? 4-,., 

7.- TE~-+TEO('ÑG') 1..ra.n•-+ .1,e 

" CON •• int.•rpr•t.a corno •l enunciado <H no 95 un t•orema de AR>. Si H 
-.a la r6rmu.la ••J.(;''• •nt.onc•S S• t.rat.a del •nunciado cuya inderivabilJ.
dad Hil.be.r-t. qu•ria d•moat.rar. 
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e. - -:G-CG--8) TA\TT 

Q. - TEo('"-G-CG-+llY> 

10. - TEO('"-G-CG-+111>-+(TEo('"~ ..... TEO(t;-+ll')) 

U • - TEO('°.....;')-+ TEO(t; -+11') 

D, a B 

º· 
HP 9,10 

1a. - n:O(t; .... 11)-+CTEoetr>-+TE0(1f)) 

13. - TEO('".....;')-<TEO(tr)-+TEO('ll')) 

14.. - TE0(1:)-<TE~-+TEO('ll')) 

15.- TE~->TE~) 

HJ.- "".TEO(Y)---'.TE~ 

17. - "".TIOO(t:)-+G 

18. - "".TEO(U)-+G 

10.- COH-+G 

º• 
t.ran•_., J.J. ,12 

t.rans _., 7, 13 

CL 14-: A-.CA-+B:>/A-+B 

ccnt.rapocici6n a J.e 

TEO C por d•f'1 n.J. ci 6n d• G:> 

t.rans-+ 1O,J.7 

lo m.1amo qu• 18. a 

Pro"POSici6n 20 (aagundo t.90r•m.a. de Gt\.d•l).- Si AR es consist.ent.e, 
ent.onces ~CON. 

~ario_§. - l-CON~TEO('totl). 

De~t.racJ.6n 

1.- COH-+G 

a. - G.-.."".TE;O(U) 

3. - COH---'.TEO(t:) 

4. - TEO('!:Off-<r} 

15. - TEO('!:OH~)-+(TEO('totl)-+TE~)) 

6. - TEO('totl)-+TEoetr> 

7.- "".TEO(t:') .... ~TEO('totl') 
e. - COH-+~TEO('totl') 

TEO Cproposición 1~ 

"J'EO Cpor dr~inición d• O> 

t.rans-+ J. ,2 

cont.raposición a O 

t.rans-+ 3,7 • 

EJ. corolario 5 es la f'ormal.izacJ.ón de .la proposici.6n 2'0 (segtDXSo 
t.eorema do J.n::omplet.ud). Según vi-=-s en l.a sección precedent.e,, -TEO('totf) 
as Ja con.sJ.st.encia de- ARUf-COH}. En consecuencia, en AR se prueba f'or
malmant.e que <si AR ett con.s.istent•. 4"ntoru:es ARU<"".COH> 195 consist•nt•>· 

Ant.es de cerrar est.a s&ecJ.ón hare.aos alQUnas observacJ.ones •n t.orno 
a las proposJ.ci ones hast.a aquí expuest.as: 

:t. - En .la de-=ast..raci.6n de1 PrJ.mer Teorema de GOdel no se recurr• a Dz o 
De• Por lo ~anLo. la de-=:ast.rac~6n de que TEO(xo> sa~~sf•c• 0 1 es 
su:f'J.cJ.anLe para est.abecer la valide% de la proposición 1 B .. 

2.- La de-=-st.ración del Segundo Teore.a de GDdel (pr•ct..icaJ111P11te la 
proposición 1Q) deja ver que el. enunciado de Güdel es equivalent.e al 
enunc:J.ado que asevera la consist.1tneia de AR· Dicho •nunciado es único 
(módulo aoquivaLeneta formal) y es correcto hablar de- •L •nunctaclo qu• 
afirma su Z:ndsrivabi L. Z:da.d. 

3.- También en la _,.t..at.eoría son equval•nt..ePS la consist..•nci• y la 
J.nder.ivabJl..idad de G; bo"G C=> AR es consist..&nt.e .. Desde est.e ptmt..o de 
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vis-t.a. la propo:;:ic.l6n 19 nos J11UeSt.ra qui:t la 1"or.aliz..aci6n d• Ht.e 911un
cJ.ado es derJ.vnble en AR· A1gtmOS aut.ores. conf'tmden est.e hecho con •l 
acLo de transcribir la deJKJst.raci6n de .. &-'-G c::;1o- AR •s con.si.st•nt• .. al in
t.erJ.or de- AR. const..ruyendo de est.e R>do una prueba :f'oraal del anunciado 
•-s.......cOH'". ~ as.í que .J. LadrJ.ere y E. Menclelson, ent.re ot.ros. af'J.raans 

•• ••• Los razonamientos Q1.L& ttBUan a ta a/irma.cí6n del enunciado 3CtZ7:J 
6 

66610 hacen intervenir las proposicion•s y proc•dími•ntos deo dainostración 
qus- pgrtens>C9n a las mat9mttticas clásicas. Por tanto, puad.an ••r 
formal izadas e-1 LFG. y l.a. proposición cc ..... J• :J 7 putl'M COn.5ic:lararse 
d!trivabl• en LFG .. (.J. Ladr.iere Umit..aciones int..ernas de lQS forzna1.isznos 
edi~orial Tecnos-Madr.id 1969, pag. 179) 

•• ••• El razonam.í.,.nto metamatamó.t ico -utilizado e-n •l te-orema dt!t CXX1el • 
puede ex-presarse y dDsa:r:rol l.a..rSl!t a.l interior de s. de modo que uno 
obtiene una pr-ueba en S de CON.-.Ctt.)"' P (E. mendelson l"nt..roduet..i on t.o 
Hat.hem.at..ical Loaic Van Host.rand R.ei.nhold .1979., pag. 163). 

Ta1es argu-=int.os son i.nexact.os. De hecho., l.a idea de forma.Li.:&a.r La 
cfe.nostración metamatemática efe •.• no signif'Jca nada en concret.o. 

Pudiera pensarse que se t.rata de un ejercicio de t..raducci6n: el 
¡:roc.ediaient.c j nf'oraal % se traduce en el procedisient.o f'or.al Y. •l Z 
en el. u. et.e. de aedo que el resul t.ado del ejercicio f'uese una prueba 
f'or-.a.l.. Ho obstante., 1as cosas no son asi. Lo que se hace es probar en 
AR ~órmu.las que corresponden. a t.ravés de la codif"Jcaci6n. a enunciados 
aet.•t.eóricos t.eni.dos por cJ.ert.os. Ellparo., cada prueba sigue su propio 
camino. no es la calca de una demostración inf'or .. 1. En particular • .1a 
f'6r-.il. a del segundo t.eoreaa de GOdel no se prueba re>prod:uc í. f!l'Tldo en AR 
demaostración alguna. Una exposición más prec.isa es ttst.a: A ~ravés de 0 2 
(que f'or.aliz.a a D.a> se "Lm.í ta. l.a demost.ración del Primer Teorema de 
Gtide1 en AR. creando con e1lo una pruaba de .1a equ:iva1enci• ~or-.1. 
CON.....G. De este -=>do. e1 segtuldo t.eoreaa se reduce al pri..,ro. En 
arec:t.o. como 1-CON......G. el. enunciado 

Si AR es consi st.enl.e. ent.onces bo'CON 

sa reduce a 

Si AR es consi st.ente. ent.onces """'G 

(2'" teorema) 

(1 er t.eorema. part.a (•)) 

Lo que no es el caso es que .. .,.z. ra.:zon.am.ie-n.to ut i 1 i..:e.ado en •l. t4"0rmna efe. 
~de-l se ha. expesado .y desarrollado a.l i.nteri.or de AR."". La prueba que se 
l.leva a cabo en J.a proposición .!Q est..6. S'U/J•rida. por la de.:»st.racJ.ón de 
.1a proposición 18-a., pero nada Ms. En aquél.la ciert.os r•zonaaient.os 
espec.íricos han cobrado expresión ~ormal. Veamos algunos de ell.os: 

Pru•ha. l"ori:n.a.l d• ••cow.-o•• 
~ D, 'L"orma.lJ.za a 0 4 t-G - t-TEv,.~, (O•) =-_;;.===="--'"--'"--'----.. 1 TE0(11)-TEO("rE~ (02 ) 

pero t-TE~~G ------· ·-------> TEO("rE0(11)-+"'.G') 

------------------------------------------------------------------------
d El. au\.or •• r•f'i•r• al •nunc.ia.do Cx::u·~PRCx,clia.g0CQ):"J). 

# 
7 CC__..J :> •s •l an.4logo d• l.a 1'órmula CON-..G 
D E.l a.u\..or •• r•f:"i•r• a.l. Pri.l!r*r T90t'"•ma d• i.hcompl•twu.d.. 
P CON • ....Ctt.) - el ..nll ogo a COH.......G. 



•. t-G ==<> t--G 

y t-G ==:> t-H (para t.oda JI) 

~~~~~~~~.-. TEO(tr)-+TEO('-<r) 

·~~~~--~---. TE~)-+TE0(1f) 

ColllO se ve. exist.e tm paralelismo ent.re la de.cst.rac16n del PrJmeor 
TeorltJUi de Geidel y J.a prueba f'ormal. que tJ.gura •n el Segundo Teor-. 
Est.a prueba se bosqueja f"or.mal.i:zando .los entmc:J.•dos f'unda_.nt.aJ.es qtJ9 
J.nt.ervienen en dicha demost.racl6n. Con •.l.lo l.• f'rase .. formcr.ltzar La 
demostración del Pri~r T~orema de Gtkú!ot •• adqu.ier9' un sent.ido que quiz.li 
quienes J.a acunaron no l.e quisieron dart J.os pasos de l.a de-=-st..rac16n al 
ser f'ormal.J.zados (es decir. t.raducidos on enunciados f'or .. .les) .indican 
J.os pasos clave de .l.a prueba f'oraal. No obslant.e, Mt.o no es l.o mismo 
que dssar:rol lar el razonamiento al interior c::fal sistmn.a.. En la prueba 
to.rmal J.nt.erv:ienen ~act.ores y procecliaient.os que no provienen de nada 
i.nt.uit.ivo. No es .la expres16n y desarroll.o de un razonamient.o J.nf"oraal,, 
sino que sigue sus propios cauces. Hada hay que garantice a poriori la 
exist.enci.a del t.al prueba. En est.e sent.J.do la f'rase- ant.es cit.ada 
( .. formal izar •• . ••) no expresa sino •l deseo de quJ.en la prof".ter•. 

4.. - La proposición 17 nos -.Je>St..ra qUI!' la w-consist.encJ.a t..tene co-=io 
consecuencia J.a siguent.e condici.6n t::le derivación: .. D:t • - S1 ~TEOC'm. ent.onces t-A. (r•oi proco de D1,)• .. 

El hecho de que la proposición 18-b sólo requiere deo D1. para ser 
demost.rada deja ver que l.a hip6t.~s de c.>-consist.enc:J.a no es ni J.a 
ópt.ima ni la MAs int.uit.iva. que O, es ms débi.1 que l.a c.>-consi.st.enc.ta s• 
sigue hecho de que- se cUlllple en cual.quier sist.eaa J.nconsist.ent.e. Esto 
ref'uerza J.a conjet.ura de que Gtidel. se vi6 f"orzado a asumir dicha 
h:lpót.esJ.s en su argu.ant.o .al. suponer que •1G'' no es tDl t.eorema .,-oraal. 

Para evJ.t.ar la hi~t.es.ls de c.>-consJ.st.encJ.a se neces:J.t.a dea:>st.rar 
que TEoCxo> sat.J.sf'ace D1,• .lo cual. no parece senc.illo. 

. . 
LLamaJDOS ~rfecto a un pred.icado de prueba que sat.istace D • Est.e 

nombre se le ot.orga en vi.rt.ud de que ia sóla sat.isf"ac.ión de o,.02 y o, 
no es garant.1a de que el predicado en cuest..ión representa adecuada .. nt.e 
J.a noción de teoremc:x en AR· Por ejemplo. el predicado FORM(xr;) sat.is~ace 
.ltrS condiciones O,. Dz y D. coJDO el. lect.or puede comprobar. Sin embargo. 
D:t no es sat.isf'e-cha suponiendo qua AR es consist.ent.e,. pues t-FORM(l-<Y) 
pero l:io'l-CS .. ¿Qu6 nos impulsa a sel.eccJ.onar TEO(xr;) CD*> el. predJ.cado de 
prUO'ba da- AR?' El hecho de que es una t.ranscrJ.pci6n de- la d•f"1nic16n d• 
t•orsma en AR· 

5 .. - La demost.ración del Segundo Teorema de GOdel concluye con .la 
dea:>st.rac16n de que el. predi.cado TEOC:xo> sat.isf'ace O,. Dz. y 0 9,. cosa qt» 
harea:ios en el. s.igu.lent.e cap..f.t.ulo .. 
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LAS CONDICIONES DE DERIVACION DE HILBERT Y BERHAYS 

Hos propone-=>$ de.D:J.st.rar l.as condJ.cJ.oJ"W>S de derJ.vacJ.6n de Hi.lbert. y 
Bernays. Dice ºnos proponemos" por que .la demost.racJ.ón s& t.rabaja hast.a 
c.lert.o ptmt.o,. dada .la abUDdarx:ia de pruebas por desarro.l.lar. 

En .la .11 t.erat.ura sobrg. e.1 t.a.a só.lo se CU9nla con e.l t.rabajo de 
Hilbert. y Bernays en su l.J.bro Grundlagen der mat.h11>mat..Jc. ot.ros autores 
se .IJ.ait.an a dar una serJ.e de .indicaciones sobre el .-:>do de .ll.&-varla a 
cabo. Dado que cubrir t.odos .los det.a.ll as es pr.6ct.J.ca-nt.• .i.JlilP()SJ.hle,. 
opt.amos por seguir una JJ.nea int.&r~d.iaf ll.enar algunas .lagunas a.l .lr 
perf.t..lando la deJDOst.racJ.ón,. aunque en Eoraa des.igual.. E.l aayor ahínco .lo 
pone-=:.s en .la deD:J.St.rac.:l.6n da D_. puss ést.a nos peral t.e ahondar en l.a 
f'orma.lJ.zacJ.ón de l.a sJ.nt.axJ.s. En cuanto a 0

2 
om1 t.J.-=rs,. por .larga y por 

no aport.ar nada nuevo nuast.ro análJ.sis,. la demost.racJ.ón de un .lama del 
que se si.gua en Corma J.nmedi.at.a. 

rnvJ.t.a*>S al .lact.or a que nos acompa1'5& en ~or.-a. act.J.va 8'll J.a t.area 
de formal izar la sintaxis ds- AR· .s Trabajar sus para.ano.res result.a 
ent.r&t.enldo y muest.ra por contrast.• al.gunos: el.El'ment.os QU9 .1nt.ervJ.enan 
desapercJ.bida~t.e en J.os argt.U111&ntos de J.a ArJ.t.~t..ica Xnf'or.-a.l. 

IVí.1.- Piepara~.ivos 

Para dea:tSt.rar que TEoCxo> sat.J.sf".aco Dz y 0 9 no 9S suf"J.cJ.ont.e .l• 
ropresenLab111dad do l.~s: f"unc.ionas r9Cursivas en AR· So raqt.d.ere.,. 
ade-'is. expresar y probar en el sJ.st...a diversas tórmulas q'U9 

corresponden a proposJ.cJ.ones sint.áct.ic.as verdaderas. Se raqulere. •n 
ot.ras palabras. qm> la represent.ac16n sea correct.a con varJ.ab.les J..ibres:. 
no só.lo ntimr.ica. Est.o .incorpora J.a nocJ.6n de intencional idad an n..-stro 
análJ.s.is. 

Las t6r-.tlas de AR son cadenas de sJ.gnos: carentes de s.i.gnif"J.cadoa 
pero t.ambJ.én son f"6r-.r.1.as ar J. t.-6ticas que expesan propiedades 
de .los n6-soros y. a t.ravés de .la codJ.f".1cac.16n. def'.inen prop.i9dades 
sJ..nt.:ict.icas de los objet.os de AR co.o sliil'r axioma. ser un.c:i c:Je.riuaci6n, 
et.e. Cuando una derinic.16n es ntDIÉr.icamQont.e corr-.:t.a y sólo .so. se die• 
que es 9Xltntsional. Por el. contrario. sJ. de ella se derJ.van J.as 
propiedades genera.l&s: del concepto def".inido se d.ice que- es int9n5ional. 
En ast.e últ..1-=» caso lo ql»' cuenta es qt» expersa con plenit.u::I l.a noc.16n 
que def'.ine en AR· z 

.S Lo ._Jor - qu• •l lect.or J.:n.t.ent.• por cu•nt.a propia l.l.evar a cabo l.a 
O-..Oat.raci6n. Pue.d• para ell.o conl"ron~ar aus id•a• oon l.a• qu• aqu1 •• _ .... 
a 'int•n.sional y •xt•n.sional no •on cono•p\.oe b.i•n d.l".inido.. H6• hl•n• 
aon cat..gor1aa qu• dirigen l.a a~•nción hacia pun~os d• int.•r•• •n -1 
anA.l.i•.i•. Aquí l.o. .incl.~mc. por .inl"lu•nc.ia d•l ~rabajo d• S. F•l"•rm.an 
Ari t.met.i zat..i on or met.am.at.hom.at.i es: in a genDral s:ot.i ng. F~nta 
Hathema.t iea.& .1 ge(). 



Por ej..pl.o, s.i TEO(x....) cat.J.sf'aco o•. podt:1Ja:lS docir qU9 .. •Xton
s(onatinen.t• corrct.al Para "lodo Ael:o• t-'l e=to t-TEO("~. Sin embargo, l.o 
ant.erJ.or no garant.J.za Ql.X9 en AR sean derivables ot.ras carac:t..r:Cs:t.J.c.as 
J.JllPOrt.ant..s de ..st.a noción. Una de el.J.as es Da• que f'orma.J.iza al. 
sguient.e enunciado -t.at.eóricos Si f-A-+B y t-A, •ntonc•s 1--B. 
Dam:>St.rarJ.a, an est.e sent.;ldo, es f'ort.al.ecer l.a convi.cci6n d• que .s 
~nt•nsLonaLmenl• correct.a. 

Huest.ro t.rabajo requiere demost.rar que en AR son derivabl.es 
r6rmul. as ca.o 

AT(x.,).....3x,3xz(x,, xz<xd" TERM(x,:>--TERMCxz> ... x 0 -2'i>« ~x.*21) 

que corresponden d.lract.a-nt.o a l.a proposición sigulent.e1 A líl'S 'tD'M2 

f6rmula-~rit6aica si y .sólo •i hay dos t•rmi.nos t.t y t..2 tal•s qua 
Aa(t.,-t.z>. . 

La posib.il.idad de probar est.& t.J.po de f'ór-.tlas en AR t..J.ene como 
base un sJ.nnlimero de t.eoramas sJ.mples que .n\D\Cian. prop.ladades de l.as 
operaciones y relaciones arit...St.icas ~unda.:tnt.ales com:> son +,-.•,Et 
(smoat.or.ias), Tif' (product.os), xfy (divisib.ilidad), PJUMO(x) (la propiedad 
d9 ser n6-ero prJ.mo),. et.e. Para prasent.ar una .list.a de él.los dabea:->s 
hcer ci.art.os; p:·eparat.ivoss damost.rar algunas proposiciones út.J.les • 
.t.nlroduc.lr algunas abrev.iat.uras que nos permit.irá:n captar el sent.ido 
maleút.J.co de l.o qua se prueba. 

1 VY.2.- Convenciones y abre~at.uras 

Let.ras Mayúsculas como z. Y y Z denot.an so::as.lones t.lni t.as de 
.,,,.riab.les xJ.• ••• • Xr) y 1 ....... • Ym y zJ.• •• • • Zp• 

Se ut.11.lzn co-=i varJ.ables ar.it.-6t...lcas las aismas variab.les qt.» •n 
AR. es decir. xO" x._. et.e. 

Al. repersenlar y expresar tuncJ.ones y relaciones arJ.t.mt..icas se 
omit.a- e.l t.raxo hor.izont.a.l (la t.ast.a) cuando •.l cont.ext.o .lo per-.lt.e. De 
.igual .-:>do al escribir numRra.les sólo se escri.ba J.a cifra y se o.alt.e el 
~razo h:>rizont.•1. Por •J9111plo. se ascr.lbe 

1-2<3, t-sg(xo>•1 -x~ y l-Cx,-,_).,.8-x,.Cx.,...., 
en vez de. respect.J. vament.e. 

1-~<::i, t-sg(xo>•1-x.¡:1 y 1-Cx,*"z>*"a-x,~x.,*",,) 

En casos especlf'icos se recurre a l.a not.aci6n qua nos es f'aail.iar 
al escribir f"unciones y relac.lones arit.-St.icas. •n •1 ent.endJ.miant.o de 
que út.as se puedan ali-1.nar en f"avor de 1a escritura f'or .. 1. Algunos 
•jallpl.as son l.os s.lgu::lant...sl 

n 
E.t"Ck) ---....+ a,CX. n) (V9••• l.a del"J.n.icJ.ón en la ~gina e) 

flf'(lc) -----... i.r,cx. n> e > 
Cy k -

__........ i:: e n i:Rcx. t » 
k•O \.•O 

ty k -
__........ 1'~ E e n cRCX. f'CY>'-J.» 

k=O \.=O 
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·. tx _..._. t(x). 

Co9D pri.-r paso damost.raS>S una proposlc1.ón ~" ent.r• ot.ras 
cosas,, perait.e derJ.var •n AR J.as d•r.lntcJ.ones recursJ.vas 25--82 d•l. 
cap1t.ulo :u:r (descr.lpc.l6n ar.lt..-H..lc• de Aff). 

Proposi c:ión 21. - Si POO,, S'(%) y T(Z',, z) son relac.lones recursJ.vas pr.lmi
t.ivas,, t'(Y) es una f'unc.l6n r.curs.lva pri.U.t.iva y R(X. Y) es J.a r•l•c.l6n 

•) -iPOO b) POO V S(X) 

e) POO a. sex:> d) 3z(zS1'(Y) & T(X.z)) 

•) ""2(zS1'(Y)-T(X. z)). 

ent.onc~~-Rcx• Y) es l.a f'ór-.lla 

•) --:Pcx> b) i>(X) V S(X) 
C) P(x) A SCQ d) :azc,.:g-CY) A T(X. :z:)) 

•) CzXzSi°(Y)-+TCX.z)) 

En ot.ras palabras,, ""1P(Z)S~J>Cr.),, P(X) v S(X):P(x') v Scz),, ••• y 

Yi:(zSf'(Y)-T(X. z)):KzXzSi'"(Y)-+TCX. z)). 

Damost.raci.6n 

Jfos ocupas:>s únJ.ca-nt.• de .los casos (•) y (d). 

(a) Sea K~t" ... ,. kr). Va~ a demc$t.rar qua si R(K),, ent.onces t-~l>(R) • 
y si. ""1R(K),, ent.onces 1--"":"":f>CR) .. 

Supóngase que 
""IP(K) 
1-"".i;cR) 

En t.a.l casos 
d•1"J.ni.ci6n d• R) 
._.. •xpr-a.bl.• P) 

Ahora supóngse que ""1R(JC). En t.al. casos 
""1-iP(IC) (por def' i rU ci 6n d• R) 

lcqd. 

P(K) (•lim.inaci6n de 1a. dobl• negaoi6n) 
t-li(R) (por a•r •xp.r .. ab1• P) 

y t-~~r>(R) ~cqd. 

(d) Sup6ngas.a que R(H,, 1(). En t.al. casos 
Hay una .,.,bJ t.a1 que nSf"(K) y T(H.n) 
C:O.O S y T son expresabl.es y f' repesent.a.bl.a en AR, ent.onces 
l-ii9(R)Af(R.ñ) 

y l-3z(zSf(R)... 'f(R. z)) 1cqd. 

SUupóngase que -.R(H. K). Va.os a dea=t.rar que t-CzXzSfCR)-T(R. :z:)).' 
Ce.:> "'13:z(~f'(JQ&T(H,. :z)),. ent.onces ..,T(H,. O), ••• • -,T(H,. f'(IC)):I' 

11 R d•n.ot..a a.l. •uo-i6n (JC~ ••• IC.,) d• nu.-ral••· Lo sn.iaa<K> •• oumpl• para 
l.a auo-i 6n H en •l J. noi •o (d). 

' CzXzSf(R)__.'f(R. z))"'--3z(zSf(~'f(R. z)) 
15 Co~ SCX" z) ~. recur~iva prisni\..iva, •n. cada. paso •• puede hac•r 

_,,.-.ct.ivo el cilculo de que C"I'(J(,.J.)-0 para cada i'Sr(JC). 
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1--TC.R. 0), ••• , 1--T(R, l'(R)) CP"'" • .,. ._.....,a..bl• T) 
y 1-CzX:zSl(R)~'t(ll,"z)) (por J. • ..,..opoa<c<6n <27l) .lcqd. • 

Est.• propos:J.cJón nos peralt.• ..,._jar dJ.rect.a:.ent.• •n AR l.as 
del'J.ntc::lones de di V&rsas nocJ.o.nes sJ.nt..Act.J.cas. Pode-=as, por •.Jelllpl.o. 
escrJ.hir 

1-PR(x, y)-PRUEBA(x)...FORM(Y)AY"(x~ 
o 

t-JIP(x, y, :z:)-FORN(x),.FORH(y),..Feml(z),.(ywi..,Cz, x)vz•.l-'Y, x)) 

Vi.a:. Las condicionas de derJ.vaci6ñ 

-· 
La demost.rac.i6n de D,, es asaz sanc.il..la. Sea A..rLo. t.al que ....... A. En 

~l. caso hay una prt.»ba A.t.,. ••• • An d• A. Sea P•a-2At. ••• ~ •l n<a.aro de se

cuencia de .la prueba. Cos:> PR(p.rA)., por .la proposicJ.ón 1C. (cap.i'Lu.lo :r:t) 

f-PR(¡i,. ~. En conslliiPCuencJ.a, f--Elxt.PR(xt." ~ (es dec:lr,. f--TEO('"A")) l.cqd. • 

Enu:.J.raa::>S a continuacJ.6n una l.J.st.a de t.aor•-.as y proposJ.cJ.ones 
re.latJvas a J.os t.eoreaaas de AR· El cr.it.erJ.o de se.leccJ.ón .s que est.Ml 
re.lacJonados con .las pruebas de Dz y 0 8 .. EJ orden en qt» se presentan es 
.lmport.ant.• en .la ~ida en q1» corresponde al de pracedencJ.a f"or-1 u 
orden en qua- se pr1»ban. Co-=> regla, e.l t.aore- f HJ puad• ut...11.J.zarse en 
l.a derivación del. t.eore- fMJ s.1 y s6Jo sJ. H<M. La nu.er•c.16.n prosigue 
.1• 1nJcJ.ada en ol c•P1t.ulo rr. 

ProosJción ??.- S:l ~(>e) es una runc.l6n recursiva. ent.onces .las 
sigu:ient.es t'ór.mlas son t.eoreJU1s d9 ARr 

V •> C><X><Sy-J(x)-.j)-E tCl<)o.y+.t 

V 
b) C><X><Sy-of'Cx>•i>-n r(lc)""3 

'Y " V e) x<y-I:t(lc)•I:t(lc) + E f'(lc) 
"+. 

y " V 
el) >«y-nt(lc>-ntc1<> • n tCk> 

"+. 
b •> CXX~-f'Cx>-<>>-Et(lc)-O 
" b 

f') (xXaS><Sb-f'(x)-.j)-+Of'(k)•i 

V " 
g) hSy-3:<(tf'(k)•f"(h)+z) 

h) hSy--3zCfÍf'(k)af'(h) •Z) 



y 
j_) f"(x)-<>--<YXxSy-nf"(lc)-<>) 

X 

.n rcx>-<>-<Yx·r{ f'(lcl-<>> 
X 

x+y 
k) E f"(Jc)-O-C:z:XzSy ..... f"(x+z)-0) 

X 
K+Y 

1) n f"(Jc)-0-3z(zSyAf'(X+z)-0) 
X y • 

Jlll\} X:SyA¡:f'(lc)-O ..... ¡:f'(k)-0 
y • 

n) xSyATif(k)od -+Tif(Jc)od 
y 

111) (xXfl;!<)""1vf(x)-O)-+(t:f(lc:)sy+1-C:z:Xz:Sy ..... f(:z:)-1) 

Proposición 23 .. - Si. R(Z. y) es una re1aci6n recursiva pr.im:lt.iva,. ent.onces 

1-ySZAR(X. y)----Mu(u,;,.,.R(X, u));oy d 

l100l 1-xlyAxl:z: ..... x¡ay+b:z: 

l102J io-x•y+z-x~y.:z: 

11041 1-:z>O,,.,,x•ysz_.xmy+:z: ? 

11061 1-~y ..... (y ... x•z-Y->C+z) 
(1091 1-(x+y~ysx 

11101 1--zx ... zy-z(x.a.y) 

U12l 1-x•y:Sx 

U14.l 1-x•y-o ..... xSy 

U 115l 1-xSy-..y'"(y•x)-x. 

l101l l-"".(x•1)A><IY--+"'.(xly+1) 

(103) l-(x+1,.....y--x+1-+X""y-2: 

11051 1-x'"(y+:z:)-Cx•y)-:z: 

11071 t-O-x-0 

( 1 OQJ 1-z(x.._1 )-zx ... z: 

1111 l 1-pd(x)Sx 

11131 1--x ... x-O 

11151 1-x<ySx+:z:-cY-x)+xmyA(y-x)S:z: 

Pr!?J??Sición ?+. - Si ~(x) es una -runci6n rtM:.ursiva primit.iva y R(Y., :z:) es 
tma relación recursiva prild.t.iva,. ent.onces son '\..eoreM&s de AR 1as 
si.gui.ent.os ~6raul.as.1 

a) ua+tz(z:St"x...R(Y. :z:))A3Y(v:Sfx-R(Y. v))-u:Sf'XAR(Y. u)A(vX~XAR(Y• v)-.+v:Su) 

b) --:3v(--fXAR(Y. v)) ...... "'.R(Y. O)AMz(z:Sf°xAR(Y • :z:))-0 

e) --:3v(~XAR(Y, v))-f'Z(zSf'x....R(Y. :z:))-f"x+1 

d) USJ'XAR(Y. :z:)--f'Z(zSf"XAR(Y• :z:)):Su 

e) pz(z<JxAR(Y. :z:))srx._.3z(::r::S1"><AR(Y, :z:)) 

f") ua¡.r::r:C:zSf'xAR(Y. :z:))-Cu:Sf'xAR(Y. U)A(VX--f"><AR(Y. v)-ou::Sv)v"".3:z:(z:Sf'x...R(Y. :z:)) 

( 1171 t-xmyq+r-o(:z: l><A:z: ¡y .... :z: ly,.:z: Ir> 111 Bl 1-PRXMO(x)A--:Cx ly)-<(:z: ¡x.-.:z: IY.....,•1) 

l119J 1-'"'.Cxly>--C"'.(x•y)A"".(O•y)) l120l 1-x"·x~-x~m 

l121l t-x~ 1122l l-1<x-xY-1--Y-O 

d Sug•r•ncia: inducción •<>br• ••y•• •n AR. apoyando la demos1..raoi6n •n 
las propocicion-s 22!-c y 22.-d. 
7 Sug•r•ncia.: opr"-un!.dad incoznpa.ra.bl.• pa.ra. •pl.ic.r- d .. c•nso inf"ini."-o a 
1• ne.gaoJ.ón de J..a ~6r-ula. 



[1231 t--1 <X _.,n:Sxn [124.1 f-n<•-+Pn<Pm 
•x 

U2!51 t--s:xl • flk [12151 t-1Sxl 
k• 

[1271 t--x<y_.x <yl 11281 t-n<pn 

UeQI t-t<x..-.x"-xm--.n•a 11301 t-1<x--+(nS•-+Xnlx"'> 

[1311 t-1Sx--+(1Sa-+xlx"'> 11321 t-O< n--+(p;:>n -· 

Proposi ci 6n 29. - Si f'(x) y g(x) son f'unc:.iones rec:urs:J. vas: priml. t.:l v•s• 

ent.onc...., 1-"":(f' x-0).-."'.(gx-0).-.xSy ..... f'x 1 n~"" 

[1331 1-PIUMO(p,.,) 

11351 l-"PIUMO(x) ..... 3n(x•p,.,) 11361 l-P.,,,lp•......sn-

l1371 1-"":(sn-.)----:(p•n IP..,) 11381 l-PIUMO(x)--3y(1 <yAPIUHO(y).-.ylx) 

113QI t-PJUMO(x)-+(y)(ylx-+y-x~ym1) 

[ 1 '°I l-"'.PIUMO(x).-."'.(x-0)-+3y3z(1 <y, z<XAX"Y%) 

114.11 l-1<x--+(yX1<ySx.-.PIUMO(y)-->"'.(ylx! +1)) 

114.21 t-3y(PIUMO{y)Apn<ySpnl +1) 11431 t-xlZAYlz--=-Cx, Y)lz 

U 4.4.1 t-a:m(x, y)lxy 114.51 t-XY"-=-Cx, y)·q--ilY 

11"61 1-PIUMO(p).-.plxy--+Cplx~ply) 114.71 l-x>1APIUMO(x)AXIPJ:-x•PJ. 

U4.81 1-P,.jP!:,-yM 114.01 1-..:d(x,y)-SAxlyz-+xlz: 

Proposición 26.- Si f"(x) y g(x) son !"unciones recurs.ivas pritit.J.vas, 

ent.onces t-ñs{k .. Ji~1c·nF{1c+91c 

11611 1-l(Pi.)•k 11921 1-(p,.),. ""1 

11531 t-xly-+l(x)Sl(y) 1154.1 
y (>Q. 

l--x•nP1c ..... y<z-+(x)z-0 

11 !SSI l-1<h<k-(P¡.),,-O 11561 
V (>011: ª (>Q1c: t-y<__z....x•npk _.x•npk 

11571 t-(xy),,-Cx),, +(y)k 11581 
lb<) l><l• 

t-"'!(x•O)--+X• JiP1c '. 
11!3QI t-x>1 -+l(x)M 11601 t-p,. lx-+(x),.2:1 

11611 t-x-C2">s 11621 t-1(2")•1 

Proposición Z7 .. - Si f"(x) es tttLa f'unc:i6n recm--siva pri..S.t.iva. ent.onces: 

t-x,•fip~J,.....i"ZJllll0_.1(x)-z 

11 *~1 1-z (Y)k s +X lb-01t..X 
~ TIPx.k• n pk 

11651 1-ñp',:"---1 

IU171 1-l(x)+l(y)•l("*Y) 11681 1-1 (x)-<>-+--:PRUEBA(x) 

BO 



(16QJ 

U7SI 

U '731 

l-kS1(x)-(><)¡.-C-Y>. 

1-TEO(x)-FORH(lC) 

11701 1-0<kSl(y)......{y)k-C~~ .. 

U 721 t-TEO(x)-.VAR(y)_.TEO(gen(v, x)) 

Como ej~Jos present~ las dB"rivaciones de las t6rmulas 
corresponcl.ient.es a las proposiciones 11421 (t.~rema d• Eucl.id•s cobr• l.• 
inL"J.nJ.t.ud cfe.l conJunt.c> d• l.oa nómeoros primo•) y 11731 (1"or-mal.1sación d• 
1a propos.ic:i6n aJ.nt..ft.ct..lca ••sí tas suc•sionss A..._. •.•• An y B._, ..• ,Bm son 
~, ...... ntonc&s la S"UC9sión A.,, .•• ,An,Bt.,, .• ,Bm es una PJ""'US'ba'"). a 

:i. - n>o_.pn>o por [ 12•l y l--p0 =.1 

2. - "":(n>O)Ypn>O Ql.li t. ando l. a abrvi at.ura en 1 

3. - n-Ovpn>O d. 2 por [z.2] y [20l 

a part.ir dw- est.e punt.o .la derivaci6n se hace por casos .. 

caso 1 ns:O 

4.1.- n-0 hipót.•sria 

4.2.- PIUM0(2),..1(2g!+1 expr•aabilidad d• ºPIUMO"' •t.c • 

.a. 3. - 3y(PR:rMO(y)AS<r-;1 I +1) (3) a .... 2 

4-. i&. - p 0 -=-1 R•pr•••nt.abil.dad d• p(n) 

4. 5. - 3y(PR:rMO(y)Ap0 <y.Sp0 1 +1) sub= .... 3 y ....... 

4.. 6. - 3y(PRIMO(y) .... p
0 

<y.Spnf +1) sub== 4'. 1 y .&. !5 

caso 2 pn)1 Aquí l.a derivación se dJ.v:Lda an dos subcasos 

5.1. - Pn>1 

5.2.- 3p(PR:rMO(p)APIPnl +1Ap>1) 

5, 3. - PRIHO(p)Ap 1 pnl +SAp>1 

B.~.- ~(pnt+1•0)~PIPnl+1 

hip6t.•cJ.• 

h!p6t.•aJ. • 

r.gla E a '5.2 

d• tcs1.t~ze.1 y e.a 

• .Al av--.n-aar hac..\ a 1aw capa• ...... pro.J"undaa d• la d•rJ. vac.i ón l°Ol"'mal. 1 •• 
pw'"U•ba.a •• hao•n id.a oOMJ>1•J••• .J.a oa.ipl.ioada•. Para h•o•r l'rent.• a 
--t.• aJ.~uaci6n •• n•C•aarJ.o compact.ar el d•s•rrollo d• cada d•rivacJ.6n, 
hool.gando las norsnas que nos heinos impu•st.o para •ll.o. En c:onseeu•nc:J.a, 
JM.Jchos paaos y alguna• juat.i~icacion•• •• oinit.•n. 1-a p4-rdida d•1 d•t.al1• 
•• oo.mpe.naa con una --Jor via16n d• conjunt.o. 



5.5.- pSpnl+1 

5.6.- PRUIO(p)A1 <p:Spn __."".(P 1 Pnl +1) 

5.7.- PRINO(p)ACPIPnl+1)-+"".(1<p:Spn) 

!S. e. - "".(1 <p:Spn) 

5.g. - "".(p:Spn) 

5.10.- Pn<pSpnt +1 

5.11. - PIU NO(p)APn < p:Spn I +1 

5.12.- 3y(PRXNO(y)Apn<y:Spnl +1) 

e.1.- pn>S 

6.2.- (p)"".(PRXNO(p)Ap)1ApJpnl +1) 

6.3.- (p)CPIPnl +1Ap>1-"".PRINO(p)) 

de 

de 

L. 

CL. 

CL. 

por 

CL. 

(3) 

... ' por [ 83] 

... 1 y [140] 

eq . • .. ... 
d• e.a y e.7 

d• e.e y p)1 

e eol de ..... y ..... 
d• e.a y "· 1 o 

• e.11 

hi p6t.esi• 

hi pót.esi • E"":(a. 2) 

L. eq. a O. 2 

B. 4. - Pn 1 +:1 fpn! +1 ...... pn t +:1 >1 --+-:PRIMO(pnl +1) (ESP) a e. 3 

6.5.- Pnl +1 IPnf +1....,pnl +1)1 CL. de 0.1 y C'7"7l 

6.6.- ~PRXMO(pnf +1) HP o."' y e. e 

6.7.- 3y(PRIMO(y)A1<yAYIPnl +1) CL. de e.e y C138l 

6.B.- PRIMO(y) ...... 1<y .... ylpnf+1 r•g1a E a 0.7 

6. Q. - PIUNO(y)A1 <y Ay 1 Pn I +1 --:Cy:Spn) CL. de C. 1 y <141 l 

6.10. - "".(y:Spn) NP C. 8 y C. <> 
8.11.- Pn<y 

6.12.- PIUHO(y)Apn<YAYIPnl +'-AO<y 

6 • .1.3.- O<y .... yfpnl +:l _.yspnl +1. 

6.1~- PIUHO(y)Apn<y:Spn! +1 

6.j.5.- 3y(PRXHO(y)Apn<y:Spnl+'-) 

~ ... - n>O-e.pn>O 

2. - "".(n>D:>--pn>O 

3.. - n•Ovpn>O 

En restl99n 

CL. de 0.10 y ['57J 

cL. de o.e y e.11 
CL. de 0.12 y (831 

CL. de 0.12: y 0.13 

(3) • e.14 

'- - n-<>-+3y(PRIHO(y)Apn<y:Spnl +1) conol. uaJ. 6.n • 

S.- Pn>1A(p)(PRXHO(p)Aplpnl +1Ap>3.)__.3y(PRXHO(y)Apn<y:Spn! +1) 

6.- Pn>1A"".(p)(PRXHO(p)Aplpnl +1Ap>1) ..... 3y(PRXHO(y)Apn<y:Spnl +1) 

pl"'Ueba por caao-. a '5 y 0 

.. .. .. .. 
7.- Pn>1-+3y(PRIHO(y)Apn<y:Spn!+1) 

B. - 3y(PRIMO(y)Apn <y:Spn! +1) CL.. d• 4,7,y 3: A-+C,B--+C,AvB/C • 



1. - PRUEBA(x)...PRUEBA(y) 

a. - PRUEBA(x) 

3. - PRUEBA(y) 

hJ.p&t. .. J.• 

••p.araeión a 1 

••par ae.i 6n a J. 

4. - .l(x~A(h)(1ShSl(x)-o(Ax((x),)v3a3b(1:Sa, b<hAc:I((x)h, (x).,, (x),,)))) 
de 2 por la proposic.i6n 21 

s. - .l(y);01 A(k)(1 Sk:5.l(y)-o(Ax((y)i.)v3c3d(1 Se, d<kAc:I((y),,. (y)G' (y).,)))) 
d• 3 por l.a propo•ic:J.6n 2.1 

6. - .l(..-y)-1 (x)+.1 (y) 

7. - .1 (x),o]. (y)<o1. 

e. - .1(..-y~ 

Q. - 1 S.I. Sl. (x~) 

10. - .lS1(x)v.l(x)<.l 

11. - 1S.l:5.l(x)v.l(x)<i:5.1.("*Y) 

T.o [J.07J 

CL ~- •,e y [~3l 

•ub= 0,7 

hJ. p6t.••1 • 

Teoo [2e.J 

CL 9,10 

En est.e punt.o la der.ivac.i6n se .i.nt..errumpe para considerar dos casost 

caso 1 1:S.iS.1 (x) 

1a.1. - 1S.lS.1 (x) hJ. pót.eai • 

1<!. i!o - (h) ( 1 !9>:$1 (X) - .. (Ax((X) h)v3a3b(1Sa, b<hAc:I((X)h' (><).,, (X)b)))) 

1a. 3. - (1:Si :Sl.(x) ..... , Ax e(><) L)v3a3b(1 Sa, b<.1.Ac:I ((><) •• (x).,. (x)b))) 

1<! • .&. - (Ax( (x)l)v3a3b (1Sa, b<.lACJ:((x)p (x).,, (x)b))) 

1<!. B. - .lS.l ( x) CL d• 12. 1 

12.6., - (x) l. •(x~) t CL de 12. e y 11001 

1<!.7.- (Ax( (x~)L )v3a3b(1Sa, b<.t.Acr(("*Y) L' (x~).,, ("*Y)b))) 

El pasaje de 12.e a 12.7 no se da aplicando t..an solo l.a regla (sub•) 
Hay que cons.:lderar dos casoss A((x)L) y Sa.3b( ••• ). En al SQ>gundo da 
ell.os se apl.ican las reglas E y (3) dos veces .. 

13.1.- .l(x)<.i:Sl.(x•y) h.ipó\.-J.• 

13. a. - l.(x•y)•l.(x) +.l (y) TEO U07l 

13.3.- .l(x)<.i:Sl.(x)+.i (y) 

13 • .4..-1SSoo1ol.(x)Sl(y) CL de J.3.3 y t.11'!5J 

13.B. - (k)(1 SkSl(y) _..(Ax((y).,)v3c3d(1Sc, d<kACJ:((y).,, (y)c• (y)d)))) 

13. 6. - (Ax( (y).>v3c3 d (1Sc, d<kACJ: ((y).,, (Y)c• (y)d)))) 

13. 7. - 0<1 ~.l (x)Sl. (y) CL d• 13. 4 y [723 

13. B. - (y)¡,.IW•Cx•y)M(4.i.c><l 

13.Q.- (.i~.l (x))+l.(x) •.i 

B3 

Cl- de 1 3. 7 y [ .1 701 

CL de 13. 4. y t'.1.10l 



13.10.- Cy)~•C><*.Y>, 

13.11. - Ax( e ><*Y),)v3a3b(1:Sa, b<:l.Ac::l((x*Y)p (><..,..).,. C><*Y)b)) 

El pasaj• de :13.10 • 13.:11 os .s.ial.lar al. del caso 1 ent.re S2.8 y 
12.7. Adeús, en est.e caso se t.oma aac+l(x) y b-d+l(x) .. 

C.Onsiderados 1os casos prec.edent.es podemos cont.i.n1.1ar l.a deri. vación como 
a cont..inuaci6n se .indica, t.omando en cuenta que J.os pasos 12 y 13 
corresponden, respec:t.iva111Snt.e, a l.os casos :l y 2s 

12. - 1 :S.i!S.l (x) ..... (Ax((><*Y),)v3a3b(1 Sa, b<.i ~c:r((><*Y),, (><*Y).,, (><*.Y~)) 

13. - .l(x~.iSl(><*y).....CAxCC><*.Y),)v3a3b(1 Sa, b<iAc:I((><*Y),, (><*.>').,,(><*Y~)) 

14.- Ax((><*.Y),)v3a3b(1Sa,b<:l.Ac:I((><*.Y),,(X*.Y).,,("*Y>,,)) CL U .~z y ~3 

Sea r•{PRUEBA(x:¡,..PRUEBA(y)~. T...,.,_,,. q.-

r, 1 SJ. :S.l (><*Y) l-Ax(("*Y), )v3a3b(1 Sa, b<:l.ACI( ("*Y),, ("*Y).,, ("*Y) b)) 

rt-1:SiS.l(><*.Y) ..... Ax((x*Y),)v3a3b(1:Sa,b<.iACI(("*Y)l,(><*Y).,,(X*.Y)b)) 

rl-(i)(l-1 SiS1(x$y)-Ax((><*.Y),)v3a3b(1 Sa, b<iAO((><*Y),, (><*Y).,, (x$y~)) 

es decir. 

PRUEBA(x)APRUEBA(y)l-PRUEBA(x4')') .1 cqd. • 

Pasa.os ahora a l.a demost.raci6n de 0 9 • 

0,,• - Si A, DEI:.,, ant.onces 1-TEO('~ TEO(?.-ll')-TEO('l1) 

1. - TEO('~ TE0(?.-1!') 

2. - TEO('.R) 

3. - TE0(?.-11') 

4. - 3xsPRCxs• ~) 

s. - 3x.,PRCx,. ~-11') 
e. - PR(x,. m 
7. - PR(x2, ~ ..... !!') 

hipót.-.ia 

r•gla E a 4 
1 

r.g1a E .. e 

KTD 

B. - PRUEBA(x,>--~=Cx,~1 por d•1"'J.nJ.c.i6n d• PR 

9. - PRUEBA(><z}A~ ..... E!'=(xz)u><o> 
10.- PRUEBA(x,-z> 

11. - (x1*'<~-xi)•7t._.,Ef 
12.- cx.-z~)-111 

13. - cr(Y, cx.-z>u.-.)' ex,-~¡) 
'JI' :1•. - 'U'-(2 >. .. 

1 s. - 'll'•C><s *><z+2 ""-->+• 
:IB. - .1(2'Jt)-S 

'JI' 
:17. - 'll'•C><,*><z+2 >u.-, .. "> 

.. .. .. 
Cl.. d• 8 y 9 por [l.73] 

CL d• Sil por [J.?OJ 

CL d• B por. [ 1 !Mill 

'Ili:O [ 1 OOl 

CL de 1• y [170l 

TEO (1C2l 

CL. de 1e,1e y t1e71 



•xpr--ab.ilidad d• FCRM" 

'ZT • - Elx,PR(x,. 'lf) (a) a 2.0 

za. - TE0(11') J. cqd. 

Por el t.eoreaa de 1a deducción. t-TE()('"A"),,,.. TEO(?t.--+11')--+TEOCU'). • 

Para de.ost.rar Dz es necesario "descrJ.bi.r"" en AR. el modo en que los 
signos y las expresiones de ~ se colllbJ.nan para f'ormar t.6rm.nos. rór_,_ 
1as y deducciones. Es por eso que int.roduc:J.-=-s: l.as sJ.guient.es f"~J.ones 
ar1t...St.icass 

Sl •s. 9rªi• &az-r'ºz•... y ak-r•t-• ent.onces co~C•s.• ••• • a.)-res. ••• •>r:• 

.,. e ' ... .. 64. .. - conJ..,.1(x ....... x~ y)-Z ~º~ x ...... ,, xn'*2 ~ 

Si •s.-a-e1 ,, ••• • •n-T&n y a-ye. ent.onces coni~(•'I• .... • ªn- a)SJ"(ea• • • &fi&). 

es. - --ex,, y)•coni z(x. y) 

Si r y t. son t.éraninos. ent.onces -"Crr. :rt.) es el nm.a-ro da GOdeJ. de l.a 
:l'ór-1.a (r•t.). 

Si a-rA. entonces a-en. a)-a"3xnA (es decir. r""-:Cxr)~A). 

A cont.1nuac1ón en~aJK):S algunos t.eora..as que J.nt.ervienen &n .la 
der.ivaci6n d9 Di• Ho son t.odos l.os requer,idos, cOJKJo s• desprende d11t J.os 
co9'tnt.ar1os un torno a la proposición 28. 

l1761 l-nml.(sx)•2'9 .._i.(x) 

B5 



l1 77 J 1-TERJl(nal (x)) U 79J 1-x-y .... nal(><)mnal(y) 

U 7'QJ l-nal(sx)•rs:'*""'1(><) 11 BOJ 1-nal(sx)-co"z{'"s', nal(x)) 

111H J 1-con,,C'"+"'. nal(x). nal(y))•nal(+xy) " 

11821 1-TERM(x) .... TEO("(x. x)) 

C1B3J t-con4(5"". '+'. mal.(x). nm.l(y))='S~on¡.cr+', nal(x), nal(y)) 

1184.1 1-TERM(x) .... TEO(""(con.,c'"+'. x, nal(O)). x)) 1.0 

(1 BSJ t-TERM(x).-.. TER.M(y)--+TEO(_..(coha('"'+', x, 'S"*>r). con4 ('"'S-,. '+.,, x,. y)) 

[1861 i--m!"'(9"!. 'B!)ss'&i1-~ (e1 y ªz expresiones: da LcJ 
[1971 t-..r(co"a(x,. y,. z), w)sconi,(x, y,, z:, w) 

11 BSJ 1-,:rEO(x)-TE0(3"(n, x)) 

11 eg1 1-3"(1, coni ,('!:..;:, nal Cx,), 111:, na1 (O))).;."I"ECCWY 

Proposición 28.- Si f' es una f'unc.J.ón recursiva prJ.mit.iva da grado n,, 
ant.onces 1-TEO(""(con,...('l', nal(x,), ••• • run1 (x,,)), nal(f'x, ••• ><,,))). 

·-

La de.ost.raci6n se hace por inducción sobre N(f') (e.l nival. de f') .. En el 
caso de 1as f'\D'lCiones def'inidas por recursi6n StiJ apl.ica :lnducción Dn AR 
a la variable do la rcx:ursi6n. Most.ra-=>S el procedi:Mi.ent.o con dos: cas.oss 
cuando f' es .la f'unc..i.6n s:"UCesor y cuando f' es .la f'unci6n s'WnCl. 

Pri.....r caso.- r es J.a Eunci6n sucBsor. 
Por de-=:>st..rari ~TEO(_..(corlz('"S1,. rua.1 (xJ.)), nmJ. (sx1))) 

1. - TERM(nal(sx,)) .... TEO(""(n.J.(sx,). nal(sx,))) 

2. - TERM(nal(sx,)) 

3. - TEO(.r(n.1 (sx,), na! (sx,))) 

4. - nal(sx;1)-corlzC°s.,,. n.Jal.(x ... )) 

B. - TEO("'(co1>z{'"S', nal (x,)), nal (sx,))) 

Seg\D'ldo caso. - f' es l. a f'l.DlC.i 6n suma. 

TEO tJ.82l 

"J'EO [ .1 77] 

HP .1 .z 
TEO [.180] 

sub= 3,4-

Por de-=>St..rars 1-TEO(="'(con9('"+'. nml(xJ.)• nal.(x2)),. nnl(+xJ.xz))). La prueba 
sg ha.cg por 1.nducci.6n s.obre ºº><zºº ~n AR· 

A(O)i TEO(a!'(con0 ('"+', ...U(x,), nal(O)), nal(+x,O))) 

1. - TERH(...U (x,))-+ TEO(a!'(con.{'"S', nal (x,), nal (O), nal (x,))) 

2. - TERM(nal(x,)) 

3.- TEO(c"(con,,("S'.nml(x,), nml(O), nal(x,))) 

4.- +xJ.O•xJ. 

B.- .. xJ.O•xs-.nal(+xJ.0)-nal(xs) 

8.- nal.(+x,O)•nnü(x,) 

7. - TEO("'(con,,("+'.nal(x,), nml(O)), nal.(+x,o))) 

TEO [J. 8'J 

TEO [ .177J 

KP 1,2 

Ax 12 

TEO t .17BJ -.... 
aub= "·º 

P A1guno• \.•or•ma• 1:..i•n•n una h•uri•\.iea int.•r••an\.•. La d• [.1B.1J -
M\.a: con.(¡-+. runl(k ),. runl(Jcz))=2,"+JC_.JC2 ,. mi •nt.ras qu• 
nml(Jc,Glikz)sr)"l(Jilk"c=2,"+ic"_.J: 2 oomo a• d•spr•nd• d• l• proposición 7. 
J.O La h•urJ.st.ica •s •n •s\.os casos la aigui•n\.•: .. Si. t. es 'U7\. térmi.no, 
c;1n.tonce.s;; .._t.+O=t.., y "'Si r y t. ~on t4$.rm.in.o.s;;, enton.cQ>~ t-r+st.•s(r+t.)". 

86 

1 
1 
1 

¡ 
' 



:t. - +xsSXz:-S+xsXa: Ax. 1 3 

2. - nal(s:x2 )•'S""*nal (xz) TEO 1: 1 7g3 

3. - TERM(nal(x,))A TERM(nml.Cxit>)-+TEO(_.(co"a('"+', nal(x,), 'S"'*"-1.Cxz)), 
con,(45'. '"+'. naJ.Cxs>• nm.l(><z)J)) TEO l1.8!5J 

4.- TERM(nal(x,)~TERll(Jual(x2)) CL de U77l 

5. - TEO(J(eo'1a('"+'. nal(xs),. 'S'~(xz)),. con,('"5',. '+',. nal(xs>• nml(xz)))) 

8.- nal.(sxz)-.'"s~(x2) "l'EO t17Ql 

7. - con .. {'"S', '+""', nal(x•), ruol.(><z))_..s"'*'=on,,c'+', ruol.(x•), nal(><z)) n;:o 11 B3l 

B. - co"aC:+', nal(x,), nm1(><,.))--1(+x.x2) T'EO 1181 J 

Q. - TEO(J(cona('"+',. n:al(x1),. nal(sx2)),. '"s~f(+xsxz))) CL d• ~.e.7 y e 

:io.- "ii?*1'Ulll(+xsx~•nml(s+xsxz) -ni:O t.179l 

:11. - TEO(.-(con,,c'+,, nal(x.), nal(s><z)), .--l(+x,s><z))) •ub= 9, 10 

He.os deD:ist.rado qua t-A(sxz)• En consecuencia,. t-ACxz)-.A(sx2'• J.cqd.. • 

En 91 caso de las fw-.ciones derini.das por rec:ursi6n la idea es 
d<>JaOst.rar qu<> t-TERJI(~~· •• A TERH(x,,)-oTEO(.r(con,,.zc'f", x., ••• , "n• 'S'\o<y), 
CD.Dzn.+.Cli'• "•• ••• ,. xn• y,, Y-. xs.,. ••• xn• y)). El J.ect.or J.:ma:ginarli J.os pasos 
corraspondient.es a .los n<.J:me.ros :t,. 7,. B,. y 10 d5t nuest.ro segund_o ejemplo • 

• 
Por tí1 t.imc la de-=-st.rac.i6n de Dz• 

Dz• - Si AeL:... ant.onces 1-TEOC'.()-+TEO("'TEO(',cy) 

:t. - PR(x ... m__.c,.cxs,.5f:>-O TAUT A-+A. 

2. - TEO(_.(con,,('!:.;', niol.(x•), W}, na1.cc,.,.x,~'))) prop. 2:8 

3. - c,.cx •• lll)-o ..... na1.cc,..x,~>oonmJ.Co) TEo u?sJ 

4. - PR(xs• ~) ....... nml.(C,.<'1~)s;nmJ.(O) t.rans_. 1,. 3 

5. - PR(x,, ~-+TEO(ol'(co"a('i:.;', nal(x.), lll), nal(O))) CL d• 2 :y • 

6. - J(con.(t~ rual(x1), ~"'). nml.(0))-coni,(t~, nml(x1), W, n-.1(0)) TEO t 1 B7l 

7. - PRC><s• ~ ....... TEO(coni ,('i:~, rual(xs>• ~. nml(O))) •ub= '!5, O 

B. - TEO(coni 4('!:~ niol.(x.l, lli:• nml(O)))-+TE0(3'(1, coni .. ('t.;', nnol.(x,), ~. nm1(0)))) 

Q. - PR(x,, ~-+TE0(3"(1, coni 4('i:.;', nml.Cx,), :.\'., nml(O)))) 

10. - 3"(1, coni 4('t:~ n'Oll(x,), '.ili:, nml(O)))•"'rEO('il}' 

11. - PR(x,, lll) ..... TEO("rEO('Jl:J) 

12. - (x,)(PR(x,, lll)-+TEO("rEO(l()'}) 

13. - 3x•PR(x •• lll)-+TEO("rEO('",cy) 

14.. - TEO('.(}-o TEO("TEO(',cy) 

FIN 

~o t1BS1 

t.ran•_. 7,8 

'ni:O C 1 sg,3 

sub= 9,10 

(GEH) a U 

CL d• .12 

lcqd. • 



APEHDICE A 

RECURSIVIDAD V ENUMERABILIDAD RECURSIVA 

Al considerar conjuntos de números nat.urales a l.a l.uz de las 
f't.DlCiones rec1.D'"sivas aparecen diversas nociones rel.acionadas con J.os 
T~orema.s de GOdel y la invest.igaci6n de 1os sist.emas ~oraales. 

1) Un conjunt.o A de n(Í]Deros nat.ura.les es recursivo si y s6lo si su 
f't.DlCi6n caract..eríst.íca es recursiva. Cuando tDl. conjlDlt.o es r&eursivo es 
posible decidir de un modo ef'ect.ivo si un nt'.'nsaro nat.ural arbi~rario le 
pertenece o no le pert.ence. Basta para el..lo ef'ect.uar m'I cálculo. En t.al 
caso J.a-runc1ón caract.eríst.ica represe.nt.a un algorit..-:> que permit.e 
decJ.dir lft9cánicamant~ l.a pert.onsncia al. conjtmt.o A. 

2) Un conjt.m.t.o A es recursivam&nte enumerable si y s6lo si existe una 
f'unción recm-sJ.va f'i &J --+r>J t.al QU9 t(l)J)=A. La i..port.ancia de es:t.a 
noc.ión radica 9ll qua la f'unción f' proporciona un mt.odo para generar en 
f"or-.a macáanica y sist.e-.át.ica una l.ist.a f'(O),. f'(i) ...... e-t.c. de l.os 
el. &Jmil'nt.os de A. 

3) Se-a K t.m conjunt.o y s0a r:f.i W'la f'unci.ón de K en DJ. rp es una codifi.ca
ci6n si y sólo si sat.J.sf"ac9 las condiciones siguiant.&SJ 

J) ti> es :1-1 (J. ny...ct..i v•)• 
1:1.) Hay un aJgorít.mo para calcular 4' en t.odos sus arg\D!lllB'Jlt.os. 
J.J..1) 4(K) es un conjtmt.o recursivo. 
iv) Hay un algorít.mo para calcular q,-t en t.odos sus argumentos. & 

Si 4'J K --t>l)J es una codi,icación y keK. ent.onces se dice que t/<k) es 
un código (o n6Jna.ro de código) de k. Xdent.if"icando a los ele111Bnt.os de K 
con sus n~ros de código los prob.ie..a.s relat..ivos a K se t.ranstor-.n en 
proble.-as relat.i vos: al conjt.mt.o de nlmeros KfQ. Un ejemplo 9S &l 
sJ.gui.ent..e. En Lógica son de int.erés los problemas de la decisión y Ia 
axiomat tzabi l ida.d. Al invest.igar t.ales cuest.iones s& t.OJ11a co-=:ii base una 
cod.if'icación que asocia a cada expresión de 1.m .lenguaje f'or.al. L un 
único n<Dero nat.ural. Tales codif'icacJ.ones son fáciles de descrJ.bJ.r. 

4) Sea L tm l.enguaja de pri.a-r orda-n y 4' una. codif'icación de L• Un 
conJunt.o rsL es una t9oría si y sól.o :s;.i r es cerrado baJo noc::.ión de 
con.secuencia .lógica. es decir. T-=-fpeL I r~pl-· Por el. t.eoreJIEll de 
COSJPl.et.ud de GOdel para el Cál.culo de Predicados t.eneJDOS que r 9S t.ma 
t.eoría si y sólo si r~1peL 1 rt-f'}. 

Si A es una est.ruct.ura del mis~ t..ipo que L. denot.aJROS TCA> al 
conjunLo {f'EL 1 Al=p~ y le llapaJllOS t<><>rla de A· TCA) es una Leor1a <>n 
el. sent.ido del. párrato ant.erior. 

5) Un conjunt.o .M;L es decidibl9 si y s6J.o si hay una codi,icaci6n l/'~--+DJ 
~al que la ~unción caract.eríst.ica de rf<A) es recursiva. En part.icular. 
una t.eoría TSL es deci'dt:ble si y sólo si hay una codif'icaci6n 4'1 L ----+[)J 
t.al que ol conjunt.o KT> es recl.D"'si vo. 

$ R..cu4.rd ... qu• Dornc/rS-=4<,K). 



6) Un conj'tD'.lto As;t_ .s .NN:"'Ul"'.SivmM>nt&o •n'Uln9.rabl• s.i y sólo s.l hay una 
codif'".icac.16n ~:L--+DJ t.al que r/<A) .s recurs:ivameont& enu.trable. 

7) Una teoría TSL es axi.010C1t i~abl• si y sólo s.1 exist.o un conjlDlto 
deeidibl" de f'ór.W.as A t.al qua T-íf"<'I_ 1 Al=p}. 

Algunos resul t.ados de .1nt.er6s son l.os siguJ.ent.esr 

-El conjunt.o fpel 1 J=f'} es •xio..at.izablo. 
-EJ. conjunt.o ff'EL l=pl- es indecidibl&. 
-El conjunt.o fpeL J=f'} es recursi.vament.e ent1Jm1orable. 
-TOO no es axi.omat.izable. N=<()J,+, ·,s,:S,0,1>. 
-TOO no 9S d&eJ.dibl&. 
-La Teoría Elenent.a.l de los Grupos es .indecid.lbl.e. 
--L1l Teorla Ele~nt.al dD la Geo~t.ría Euc.lJ.deana es decJ.dibl.e. 
~ Teoría EJ.ement.a.l de J.a Grupos Abel".ianos es dec.id.ible. 



·. APEHDICE 9 

TEOREMA DE GtlDEL V TEMAS AFINES 
Probl •Jn•• para •l oapi t..ul o :I:I 

'e e e e e l)()()OOO() o e x e e O<X>OOO<»X>OOQ : e 00<><: e :>O<X>OO'X: o o X>O<>OOO<l : : e e e e : : : e : : : e e ( 

ACBJ-l>J 
ACcc)-o 

AO c)•K,,o 
ACJ:ncl•~ . .,Para cada (n, k)Ew2 t.al qu• 1 :Sk:Sn 

ACs) •• la l"unción suc.sor 

A(Rgh) •a la 1'unci6n f':wn+i.--+W d•f'.i~ida por laa: eeuacion•c 

f(lt, O)•ACg)(X); f(lt. s:y)•A(h)(lt. y, f'CX. y)) 

A(Cg~ ••• !\,.) •• 1 a !"uncl 6n f' S ~ ___., [)J d•í' i ni da por 1 a •c:uaci 6n 

F(:r:)=ACgXACh,)(X), •••• ACh,,,)(:r:)) 

Una r•lación arit.m4ot..ic:a ~r.J" es d.efinibl.e en La ~ •xi•t.• una '1"6rJnula 

A(x.i, .... • , x,.>&La. t.al qu•: 

a) VL(R)•{><1.• ••• , xn} 

b) Para t.odo K-=(k.i, .. • •, Jci)er>J" • KeR ~ At=R(JC-1, • • •, IC-r)• 

lCCX ~CX>OOOCCOC O O::>oo<X>O<XXXX< O 0000< 

1. - Demost.rar que J.a noción si.nt.lir.ct.J.ca <x es un axioma. de srupo J.:> para 
ke ~2.. 3, 5, 6, e, 0, 10, 11,,, 13,14.} es recursiva pri-.it.iva. 

X>OO<>OOC x : e :>000000<: : : : :x>o<>000000000 : e X< o oc o e X>OOOOO<: e e o : : 00<><: e X>OOO<>OO< 

2. - La siqu:ient.e es una variación da l.a prueba heuríst.ica que Güdel. 
expone en su disert.aci6n de 1931. En e.lla se -....es:t.ra la manera en que l.a 
paradoja del .ant.iroso, la paradoja de Richard y el procedi.S.en~o 
diagonal. da Can~or pueden ut.il..izarse para det.erlllinar l.a ex.ist.enc.ia de 
enunciados indecidibles. 

Saa SF un sist.ema f'ormal en cuyo lenguaje son def'.:i.ni.bles 
propiedad&$ de .los H6-aros Nat.urales. Supóngase que .las ~6rmulas de l_r 
que t.ianen una s61a variab1e 1ibra se han ordenado en ~or..a secuencial. 
de a.lg6n. modoi A.a.Cx) •••• "~(y)" et.e. 

Se de~ine .la propiedad G de n<meros nalura1eS como sigues 

------------------------------------------------------------------------
.. ºxeG" •• i- ''x es GOde.liano''• Ect.a d•f".i.nic:.i.6n guarda un •norm-9 
par•c.i. do c:"on la def'i rJ. ci 6n d• n.'ÚJ'ni&'ro Richa.rdiano. 



Supóngase que l.a propJ.edad G as def'J.nible en L_. z De acuerdo • 
nuestra suposición hay mla 1"6rmula con una variable .libre que def".ino a G 
en L.,..• Se g el logar que l.• corresponde- en el orde-n S&el.m'ncJ.a.l. 

Supóngase, por ú1 t.J.-=.t, qua Ag(x) BXprB>sa a G &n SF· Si A es un 
modelo d& SF. entonces el enunciado Ag(g) es indecidible en SF· 

1-Ag(g) -g,.G por d•f"i. ni. c.l ón d• G -Al=AgC9> por qu• Ag(x) d•f' .in• .. G -Al="'.A,,Cii> por d•f' .i n.i ci óra d• verdad y sat ifa.cci.ón 

-~~ 1-"'.Ag(ii) por 9Xpr9~abi,lida.cf. por ••r A mock>lo d• SF. 

concl us.i6ni l-A9(¡j) = 1-"'.A,,Cii) 

Coa> A esun -=>delo de SF. el si.st.e.a es consist.ent.e y A.g(Q) i.ndeci.dibla. 

El objat.o de ast.g. problema as def'inir l.a propiedad G an La y 
deJ110st.rar con ello una variant.e del primer t.eorema de GOdel. 

a) De~st.rese que l.as siguient.es nociones sint.itct.icas son recursJ.vass 

(aJ) spvl.(x, k) 

Si x es una í'6rmula, ent.onc:es spvl.(x. k) es l.a i"ór.ul.a que se 
abt.i.enQ al subst.it.uir la pri1mara variabl.e de la list.a x 07 ••• ,xn 9t.c. que 
oc:.urra libre en x por al. numeral. de k (Ea decir• •i z •• l.a pr.lm.ra 
var.iab1• d- l.a ~.l.~a qu• ocurr- l..lbr• •n. A(z) y x•~A(z). •n~onc .. 
spvl.(x, k)•)"A(le:)). Si x no t.iene variablos l.ibres. ent.onees spvl(x. k)-x. 

El. predicado F,. VL(x) es verdadero <=> x es el núaero de GOdel de l.D'la 

~6r.ula con una sola variabl.e libre. 

f:i(n) es l.a n-esima f'6r-.tla con una variable li.bre de acuerdo al. 
ardan nduc.ido por l.a numeración de GOdel. ent.re las í'6r-.llas de Lo• 
Mol.es.e que f" 1(0)•r(x0 aco>• Est.e hecho se puede ut.iliz:ar en .la def'inición 
de 1"J. 

b) Con las nociones previas de--SSt.rese que la s:igui.ent.e relación es 
recursivas. <x 9s una prueba df9 l.a fórmula qu9 ,;;e obtien.Go al. substituir 
en. ~~k) la. uaríable l.ibre por IC>. Enc~nt.rese l.a f"ór.ula que ia expresa 
an Al'i'• 

z 
(par.a qu• -t..o suc•da •• auf"i.ci•nt..• con qu• J.-.. noci.on- qu• ocurr•n 

en •l derinendis ••an d•Fini.bl•s. Dichas nocion•s •ora las slgu.l•n~es: 

.1. - La r•lac.ión de ord•n •nt.re 1aa S'6rmu1as con. una var.ib1e 1.ibr•. 
2.- La noción d• ser 'U7\C fórmula con un.a. variabl9 libre. 
3.- La relación pes 9l r9sultado da sub5tituir en~ la ilníca ua.riable 

libre por el numeral ~. 
4. - La noc.i 6n d• ser un teorema de SF • 



Negando J.a tórmula y gvnera1J.zando respect.o a .. Xs." se l..199• a una 
f"ór-.ña GD(x2 ) cuya 6nica variable li.bre es "x2 " .. Nót.ese que bajo 
.lnt.erpret.ación GD(x2 ) corresponde a la propiedad <x2 •• Gtx:J..lt'.ano> .. 

e) Co~ GD(xz) es una f'6r.u.la con tma sola var1able .l.ibr• (¿por qu6?),. 
;rGDC'x2 )Gf",Cl>J). Sea ge&J t.a.l que f"s.(g)-rGD(x2 ). l»l'lll»st.rense los inc.isos 
sigu:iant.es en el orden en que aparecens 

(c1) Si AR 8'S consist.ent.e,. entoncos bo'GD(9). 
(c2) Si AR es c.>-consist.ent.e. ent.onces ~"'-:GD(g). 

Concl.úyase que si AR es <..>-eonsi.st.ent.e,. ant.onces G0(9) es indscidible. 
C.Omp.6.rese est.a deJDOst.rac16n con al. argument.o heuríst.ico dado al 
princ:ip~.~-

: e : e : e o : : : : ooo 000000000 ooo ooo e oooc : : : :«-o :>oooooooo<:<>OOOO<:<lOOOOOG : e :>00<:o00< 

3. - El t.eora¡a,a de GOdel est.ablece una propiedad sintáctica. del sist.eJaa 
AR al ~J.jar un límit.e a su capac1dad deduct.J.va~ En su momant.o,. los 
Teore..as timLtatL~os de est.a clase llevaron a explorar las propiedaes da 
.los sistemas f'oraalos en ot.ros niveles. no s6lo el sint.áct.ico. Fue así 
que en :1936 Tarski demuast.r6 un. t.eorema que limit.a la capacidad que 
ciert.os tor111alisnos t.ienen para r9presenta.r su seaánt.ica. Tarski 
consideró en part.icular de la noc16n da verdad º• más bien. la noción de 
<ser un.a fórmula verdad9ra en un.a int&rpretaci6n da.da>. Present.amos su 
t.eore.a en el caso especí~ico del sist.e,,... AR· 

Toorema de Tarski. - Si V&.{rll' 1 Al=9:\,. ent.onces V no es def'i.nible en Lo• 

a) Supóngase que V os da.f'.inible a t.ravés de una f'6rmula vcx ... :>e'-o· Con 
ayuda de la f'unci6n sb(x.v,.t.) const.ruyase tD"la f'ór-.tla wcx ... > qt.19 
corresponda i.nt.uit.J.vaaa-nt.e al enunciado .at.amat.e..t.t.i.co <et enunciado 
W(i) es falso en A> siendo a•rW(x,). 

b) Damuést.resa q09 At=W(8) ~ At=~w(.a),. cont.radicc.i6n qua r5'f'ul.a la 
supuest.a def'inibilidad -de V• 

e) Damuást.rese que si A es un modelo de AR. ent.onces V no es recursivo. 

d) conclúyase que no sólo es ianposible dsmostra..r en AR el que una. 
f'6r111U.la sea verdadera en A bajo la 1nt.arprataci.6n estAndar. sino que es 
.impos.ible encontrar una .f'órsn.tla de AR que de.f'ina dicha noci6n. 

»ex : : e: x: o: :>000:: : :>0<:>00<:<00000<>00000000 000<:< : : :<>00<: : : e c-oooc: ooc 
4.. - El problema de l.a decisión. para un sistema SF consista en determinar 
t.m. procedi-1.ent.o efec t iuo para decidir. dada cualquier f'ór-.s.la de ~ si 
tist.a es o no as un t.eoresaa da SF. 

El problema se resuelve f'avorablement.e en el caso del Cálculo 
Propos:J.ci.onal. y negat.J.vamiaont.e (al menos parcial1m&nt.e) en l.os casos del 
Cilcu1o da Predicados y el sist.ama AR (P•r• •nt.•nd•r -1 ••n~ido d• 1• 
t'r••• 11al menos parcia.lmsnt9•• l••n•• .loa corn9nt.arioa al f'inal d• ••t.• 
prc:>bl.•ma). 
Too.rema da Church.- Si T•.frl.l' 1 ~La. & ~§'). y AR as consist.ent.e,. ant.onces 
T no es recursivo. 

a) Si T es recursivo. ent.onces hay una f'6rJllU.l.a T(x,) que l.o 9XprBsa en 
AR· 



Con 1a f'unc:i6n sb(x, v. t.) y l.a f"6r-.d.a T(xs) const.rúyase una 1"6r-.tla 
UC:xs) t.al. que U(C) corl-esponda J.nt.ui t.J. vaft!'nt.e al. enunciado -t.a .. t.e
&6tico <el enunciado U(C) no es 'Un t9orema de AR>,, sJ.endo c-rUC~s>• 

b) Demuást.rense los siguient.es incisos •n •1 orden •n que apareeens 

(b1 ) Si t-U(C), ent.onces f-~U(C) y,, por consist.encia, bo'U(C) 

Cb2' Por eJ. J.nci.so ant.9Tior, bo'U(C). DeJDl:Jés:t.rese que en t.a.1 caso f-U(C) 

•ug•r•ncia: <í:SI-• d• nu•vo l• expr-ab.il.J.dad de T(xf.). 

e) concláya.se- Jo sigrrlent.er Si AR es consist.&nt.e, ent.oncliiJ'S t-U(C) ~ 
b'U(C). Por reducción al absurdo en J.a' S1&t.at.eor.ía se inf"iere qua T no 
es recursivo. 

Las nociones de calc'tllabi lid.ad 9/ect iua y PT-ocedimiento •f~c t ivo a 
t:..iunen un sent.ido int.uit.ivo y,, por l.o alis.o, J.mprecJ.so. No obst.ant.e, 
Church propuso J.dant.lf'icar la noción de f~ncíón ef&etíi>am9nte calc~tbl9 
con el. concept.o de función recursiva. Est.a ídent.iticación no puede ser 
objelo de una demost.ración rigurosa (aunque- puede ser ref'ut.ada), ya que 
en &l.la inl.grvienen una noción J.~recisa y 1.D'l concepto bien def'.ini.do. Se 
J.e conoce co-=io .la Tesis de Church. En su f'avor se argument.a que t.oda 
fu:ncJ.6n ca.lculable conocJ.da a la .fecha (Enero de 1998) es rect.D""siva. 

Acept.ando .la Tesis da- Church, ol. teorema qu¡;. l.leva su no:=bro so 
puede expesar coJDO s.iguei El conj'l.D'lt.o de t.eoremas de AR no es dacJ.dibla. 

d) De.uést.rese que la f'6rmula 3x1 PR(xs• x 2 ) def'.ine en La. al conjllI'llt.o T· 

: o o :x o o 00000 X>O o o o ooooc o o : :x :>000 e : C<XX>OO<>OC ooooc : o e : o X>O : : X>OOOOOC>OOOOO< 

5. - Sea R(xs• ••• , x,,> una relaci6n arJ.t.lllét.J.ca axpresable en AR· De-..ás
t:..rese l.a siguiente proposicJ.6ni 

AR es consist.ent.e ~ Si f--R(1'1, ••• ,, ~n>• ent.onces R(ks• ••• • kn>• 
X>OOOO<>OOO«: : : e e : : :>000 o o oooc X>OOO<>O<>OO<: e o o <X o e :x>000000<: OO<:l X>OOOOOC>OOOOO< 

B. - En su .-:>nograf'1a de 103.1 GOdel a.f'irma en un pie de P'ígina que cual.
quier ant.J.noaia epist.e..:>16gica es út.i1 para dea>st.rar la exist.encJ.a de 
enunciados indecidi.bles. GOdel. en part.J.cular se vale de l.a paradoja de 
Epi.-6nides (t.ambi6n llama.da ""del mGntiroso") que se pueda entD">C.iar as.ít 
Este s-nuncaido BS /al.so. Caabiando l.a noción de fa.ls9dad por l.a de 
indari-vabilidad const.ruye al enunciado <este enunciado es ind9riubl9>. 

Ccms.ideres:e J.a versión dua1 de J.a paradoja de Ep1Jlánidesf 

Sócrat.es dice:. ,.Lo que dice Platón 9S 'lHil'rdad". 
PJ.at.6n d.icer .. Lo qug. die& Sócrat9s PS falso". 

Con base 6'fl est.os anunciados y cambiando .las nociones re:f'IM"idas, es 
posibl.e const.ruir enunciados qua son verdaderos en l.a Ari.t.mt.J.ca si y 

B Est..a ••gunda. noción •• r•duc• a l.a prJ.rn.r• a t..r .. ~ d• un a.r1..it'J.aio 
qu• a.qui no ver•mo•. 



sólo sJ. son J.nderJ.vables en AR,,. qUlitdando daJAOSt.rada con a.11o l.a J.ncoa
plet.ud sern6ntica de AR en caso de que sea Consist.ent.e u t.>-Consist.ent.e. 

PR(><, sb(sb(y, 31, rual (:z)). 35, rual (y))) ' 

y sGa P(xs,. Xz' x,.> la :f'6rmula de La. que l.a expresa en ARi 

P(x1,. Xz' x.>:=PR(xs, sb(sb(xz, 33,. llllll(x.>>• 35,. nm.l(xz))) 

Obsérvese que en P(x1, Xz• x 8) se hace refB-rencia a l.D'la operacJ.6n 
cruzada con l.as variables ••xz .. y .. x

9 
... En el pr1amor caso ••x .. se 

subst.ít.uye por "nm.l.Cxs> .. ,. mient.eras qu& en el segundo caso !X." se 
subst.ít.U)fe por "nal(x;l-· Est.o corresponc!e a la ref"erencla en cruz de J.a 
paradoja dual de Epi.en.ides. · 

Considérense ahora las f'órmulas ax ... P(xs, Xz, ><a> y c¿.>-:PCxs• Xz, x.> y 
sean s-a-3xsPCxf,. xz, x 8 ) y p•ñxs>--:PCxs• Xz• x 8 ) sus n~ros e Gé>del ( .. p .. 
por P.l at.6n y •s., por S&crat.•s). 

b) Muést.rese que bajo 

S af'irmai 

p af'irmai 

su interpretaci6n usuals 

ªªEl enunciado P es derivable en AR"• 
"9l enunciado S 9s in.deri\Jable en AR"• 

e) Demu6st.rese qua- si AR es con.sJ.st.g.nt.ta,. g.nt.oncss ~p. 

•ug..r•nc.ia: t-P => t-S ~ ,._~p. 

d) De111U6st.rese que sJ. AR es w-cons:ist.&ont.e,. ent.onces P'S· 

•ug..renc.ia.: por •l inciso (c), b-'p. 

e) conclúyase que si AR es consist.ent.e,. ent.oncaos AS=P y ¡,..c.p. 
: e oo o o: o o o e 0<>0<> o »C>OOOO<X>O<: e e e ooooooooc o e oooooc o e 0000 o o o o t>OOOOC e e ~ o e e e oc 



APEHDJ:CE C 

PROPOS~CJONES RELATIVAS A LA ARITMETJCA Y LOS TEOREMAS DE AR. 

Proposición 1.- Si 'ICX,y.) es tu>a f'uncJ.6n rac:m-siva prJ.adtJ.va. ent.onc•s 
l.as runcJ. ones 

z 
af'CX,.zl• E f'CX,.k) 

k=o 
y 

z 
qtf'. TI f'CX,k) son recursivas prillli~ivas. • 

k •O 

Prpposic.ión ª-(cerradura:>.- Sean f\"CD y SCY.) re1aciones recursivas 
Cr.-cur•ivaa priml.~iva•>• En t..al casos 

J.:> ..,RCD''es roc:ursiva Cr.curs.iva prJ.m.it.J.va:> · 
J.J..> RCD&SCY.> es recursiva (recursiva ·prianit.J.va)· 
.i.:l.J.) RCDvSCY.> es recursJ.va Cr•eur-siv• priJ:n.J.t.J.v.a:t. • 

Proposición 3. - Sea ffCX,. zl una relación recursiva Crp> de grado n+1 y 
sea rcn una funci.6n recursiva Crp>. En t..a.1 casos 

J.:> SCX,. n::3:z(:z:::Sf'CY) & RCX, zl) es tD'la relacJ.ón recusiva Crp) en .las 
variabl.os {x-1.., • • •, x >U-fYs• • • • • YmJ.• 
J.:l..> TCX, Yli::V%(:z::Sf'Cg.> ===:;. ffCX, z>) es una rel.ación rucurs.i'Vil Crp:> en J.as 
var .i abl. es {xJ.,. ••• ,. xn>Ufy 1,. ••• ,. y m}• 11 

Proposición 4. - Si RCX, zJi y :f'CY) son recursivas Crp),. l.a f'unción 

{ 
..tnRF 

gCX, Y.>• 
f'CD+1 

si RF"'B 

si RF•.EJ 

es rectu"siva Crp>. • 

Proposición 9.- Sean R .. cD .. _.RkCD re1aciones recursivas Crp> ajenas 
enit.re s1 y sean g:f.t:D, ••• , gkCD, hCD f"uncJ..ones recursJ..vas Crp>. La 
:f'u:nción r derinida por 1as ecuaciones 

f"CDag .. cD ..... si R .. cn 

f'C:C-g:tCD ••••. si R:tCD 

f'C:C-g•CD ..•.• si R.c:c 

:f'CD•hCD ...... on e.l caso rest.ant.e 
as racl.D"s1va Crp>. • 

Proposición B. - Sea f' la f'l.D'>C.i6n dal'inida por curso de va.lores como 
sigues 

:f'CX, 0) ak : 
y 

f'CX,sy)= n (f'CX,i)+gCX,J.>) 
l~o 

Se af:J.rma que si g es recursiva Crpl, ent.onces f' es recursiva Crpl. • 

[1 J f-x•y--..ywx 

C2l l--x•y-1o(ymz-1ox1:1Z) 

[ 31 f-x1,.•~-1of'(X:1,.• •• ><1,.• •• xr)iaf'(xJ ••• xk ••• xn) 

C 4.l t-r•t.-1osrmst. 



[ !51 1-r-t.-(A(r, r)-A(r, t.)) 

(61 t-r 0 -r :1-+t.(r~ r o)-t.(r ~ r ,) 

( 7 J f-=ox+1-sx 

[ BJ 1-x+(y+:z:)s(x+y)+z 

[ .OJ 1--s:x+y--x+sy 

[ 1 0 J 1--0+XSQC 

U 11 1-x+ysy+>< 

[121 f-y+x-z+x ...... y-z 

[131 1-x-OVEly(x•sy) 

U 4.1 1-x<_x 

[15) 1-o<...x 

U 61 1-x;!;sx 

[171 l--x!Sy,...yS:z-1>xS:z: 

[ 1 81 1-x:SY""'slfSx 

[1QJ l--x+y•O-+X-0 

(201 1--~y ..... r-x-+xsy 

[ 21 J t-xSsy--+(x:Sy...,x=sy) 

(22] 1-X~-+x-=0 

C23J 1-s~y.-.x<y 

1241 1-x<sy-+><Sy 

(251 t-x<y.....sx<sy 

[261 1-)'Sxvx<y 

[ 271 a)l-A(O)..o. ••• AA(k)-+CxXx:Sk°-+A(x)) 

b)l-(x)(x:Sy ..... A(x))AA(y+1)-CxXx:Sy-i" ..... A(x)) 

c)t-(x)(>éy-+A(x))-.z:Sy-+(xXx:S:z:-+A(x)) 

[ 281 l-ACk)-Cx)(k:Sx-3y(y:SxAA(y))) 

[2QJ 1-(xXx:Sy-+A(x))..o.(x)(y<x-+B(x))-CxXA(x)vB(x)) 

(301 a)l-(:z:)(x:S:z::Sy ..... A(:z))AA(y+Í)-C:z:Xx:S:z:::Sy+1-A(:z)) 

b)t-A(O)..o. ••• ....A(k-1) ..... (xXx<k-A(x)) 

c)t-A(k)A• •• AACk+h)-(x)(k:Sx:Sk+h-A(x)) 

( 31 J l-x+y=1 --+(xa1 vy=1) 

l 3Zl t-x+y=x+z:..-.ys=z 

(331 t-Z+J-=-3. t-2+2=:¡• et.e. 

[341 t-x·ysy·x 

[ 351 t-x ·(y• :z)•(x ·y)· :z 

1361 t-x·1-x 
1371 1-"".(x=O)-Cx·y=O .... y=O) 

(381 1-"".(x=O)A"".(y=o) .... "".(x·Y"'o) 



[3QI 1-yaO-Cx·yaO) 

[ -&01 1-><-<>--CyXx · y•O) 

[ 41 1 1-x< Y--:Cxooy) 

[ 4.21 1-x· yaO-Cx•OvyaO) 

( 431 1-x • y.J ......Cx•1 .... y--1) 

[ «l l-""'.(x-0)-..(x · y-x · z--..y-z) 

(45] i--2·1-2. 1-2·2•4 .. et.e 

[ 48J 1-x · 2-x+x 

t.C.71 ~x·(y+z)=x·y+x•z 

[ 481 1-"'.(x=<>)--Cx=:i"" v3y(x=ssy)) 

[ ..&g] >--"".Cx•sx) 

[501 1-xSy--Cy<:z:-+x<:z:) 

[ 51 1 1-"':(j" ::Sx::Sy).-."':(x::S:i"")-+"':(xSy) 

t'S2J 1--"".(x:Sy) ..... ><Sz-+y('x:Sz 

(531 a)t--x<y.......x+z<y+z 

b)l-xSy--+x+:r.Sy+z 
( 541 1--XS:y.-..{x-=y.....x<y) 

1551 t-x<yvx•y.....y(x 

[ 561 1-xSy ...... :z. XS::z. y 

[571 a)t-x<u..-..y<w-+x·y<u·w 

b)l-X:SUA.ySW-+X • ySU • W 

c:)f--O(~ySW-+X'y(u· W 

d)l-"'.Cx=O)-+(y<z_.x·y<x·z) 

( 591 a)t-x:Sy ...... x:Ssy 

b)l-x<y ...... sxSy 

[501 1-"':(x<x) 

[601 1-x<y~(y!Sx) 

C61 J 1--xSy-+(y<z--.x<z) 

[ 621 a)l-O<sx 

b)l-x<sx 

[ 631 1-"':(x<O) 

e 6.C.l t-x:Sy...ySx 

t 651 a)l-X:Sx+y 

b)l-"'.CY'"°)-+x<x+y 

[ 861 a)t--x<1 -+><•0 

b)l-x:S:1-11(x•O..,...x-i°) 

[ 671 1-x<y-Cx::sy~"':Cx=y)) 



CBBJ 

(691 

(701 

(71 J 

t7ZJ 

(731 

17·&l 

1751 

(761 

(77J 

17BJ 

1791 

(BOJ 

(81 J 

IBaJ 

1831 

184.J 

'' 1851 

(86J 

'' '. 1871 

ISBJ .. 
1891 

1901 

191 J 

19ZI 

1931 

194.J 

1951 

1961 

[971 

19BJ 

a)t-""'.(x-0)--r-y·x 

b)f-"'-:(x-0) c-+0< x 

t-O<x--Co<y--o<x ·y) 

l-""'.(xmO)--C1<y--x<x·y) 

1-~(x.O)--+(x·y-x•z--+y•z) 

t-0<1. 1--1 <a,. et.e. 

a)l-""'.(x-0),..""'.(ycO)--Cx • ysz--x:s:z:....r-z) 

b)l-""'.(x•O)--Cx·r-z--r-z) 

a)t--x+y~ ..... ~(x+u=z)~(ys=u) 

b)!-"-xSy+z--(xSyvy<xsx+z) 

l-""'.CY-o)--3q3r(xay·q+r~r<y) 

a)f-x~ ••• ~x-=k--x:Sk 
b)t-x-0.... ••• -x•k-1-+x<k 

t-xlx 

t-x 1y--Cy1:z:--x1 :z) 

a)l-xlo 

b)t-11x 

1-xl>c·y 

f--0 J X--+Xs::0 

t-x ly ..... y 1 x-+x-=y 

t-":(x-0)--CY 1 x--ySx) 

1-x 1 :z: .... E!y(yS~x · yc:z) 

1-xly_.xly·z 

t-xly ..... xlz-+xlu·y+w·z 

t-1<x--Cx lsy--""'.(x ly)) 

1-x IT -+Xs;:j 

t-xly~""'.Czly)--""'.(x=z) 

t-xly .... xlsy--+x=i 

con kGl).t 

t-1 <x ..... (y)(1 <y ..... yl ><--+xSy)--+(z)(z 1 x--+z•1-zcx) 

1-PCZ) • 

1-P(3) 

l-":P(4) 

t-3x(x<yAX 1 yAP(x))--:P(y) 

1-(CxXx<y ..... A(x)) ..... A(y))--A(y) 

t-3yA(y)--3y(A(y)A(xXA(x)--y<_x)) 

l-(A(y)--3x(x<y~A(x)))--:A(y) 

inducción compl•~a 



! gg¡ t-A(k)~(x)(A(x)-A(sx))-Cx)(kSx-A(x)). 

Proposición 7. - Si h. kE()..L ent.onces 1-114*-h+SC .. • 

pr oposi ei 6n B. - Si h,, kc;;[)J y h;li!k,. ant.onces 1-~(h=JC). • 

Proposición g. - Si f" es una f'tmc:i6n recursiva primit.iva de grado n y 

kJ." • ... ,, knE~,, ent.onces 1-f"(k i .... • kn)•fCJCs• •. IC:..).. • 

Pro~ición 10. - Si f" es una f'unc:i6n recursiva prJ.ait.iva de grado n,. 
ant.onces Ja f"6r-.da f"(x1 ••• xn>•x,... .la represent.a f"uert.e.-;rnt.e •n AR· • 

Proposici_ón 11. - Sea g(xs• ••• ,, xn" y) tD'la f'unci6n arJ.t.•t.ica y sea 
G(xi .... x;.,• y,.%) una f'órmula que J.a repre;sent..a f"uart.e.-nt.e en AR· 
S:l. Q(ks·. kn• k)=a y a;ll!b,. ent.onces 1-~GCl't.• •• JCn• ~. b). • 

Proposición 12.- Sea g(xs• ...... ,, xn,,y} una f'unción arit..mét..ica t.al. ques 

(1) Para t.odo (kf.,, ..... ,,. k,)EDJn exist.e ke()J t.al. que g(k1 ,. .... ,, kn• k)-0 
(2) La f'6rmula G(x1 ,, ...... ,, xn• y. z) l.a represent.a f'uart.ement.a en AR· 

En t.al caso J.a f'unci6n f(x1,, .... ,, x..)-=py(g(xi,, ..... ,, xn• y)•O) est...6 f'uert..e111Snt.e 
represent.ada en AR por J.a f'6rJnUla 

F(x1 • • • xn• y)EG(x:1• •• xn• Y• (5).....,(:z:X:z<y~G(x1 ••• xn• :z. (5)). • 

Proposición 13. - Si f"tW"-+tt.J es 1.D'la función recursiva. ent.onces f' es 
f~-art.e.ant.e represent.ab1e en AR· • 
Proposición 14..- Toda r&lac.i6n rec1.D'"siva es e.xpresable en AR· • 

Pr oposi ci 6n 1 B (l •m• di •gon•l ). - Si A(xk)e~ y VL(A)•.¡x .. }. ent.onces 
oxist.e un enunciado (1'6rmula sin var.iabl- l.J.br-) Bel:o, t.al que 
~ B -A('l:I'). • 

Proposición 16 (t.~•ina d• Lob) .. - Si Ael!a y 1-TEO('°A")-+A. ent.onces t-A. • 

Corolario 1.- tA. 1 A~La. y 1-A}--{A. 1 AE\.:a. y t-TEO(~)-.+A.}. • 

Corolario 2 c-~undo t..eor•in.a d. Go.d•l).- Si Ael!a.P t-A y AR es 
consi st.ent.e. ent.onc.es ir-~TEoC°...,R). • 

Corolario 3. - Si Del:o y l-D+-1>TEO(t1). ent.onces t-D.. • 

Corolario 4.. - SF es consist.ent.e <=:::;. bo"-.,.""':TEocrA").. • 

Proposición 17. - Si. AR es l.t.)-Consist.ent..e y t-TEO('"A"). ent.onces t-A. • 

a) Si AR es consi st.ent.e. ent.onces "°"G. 
b) Si AR es t.>-Consist.ent.e. ent.onces ""'°~G.. • 

Proposición 1Q. - Si G es el. enunciado de GOdel. ent.onces t-G ........ CON. • 



Proposición 20 (•-.gundo t..or•ma et• 08.del).- Si AR es consist.ent.e. 
ent.oncos lr'CON. • 

Corolario 6.- f-COH~TEO(totf'). • 

Propgsición 21. - Si .P(%). S(X) y T(X • .z) son rQ.lacJ.ones recrn-sivas priJ!d
t.i.vas. f(Y) es una f"unc16n rBCursJ.va prJ.Jllit.iva y R(Z.Y) es la r•l.ación 

a) .,P(X) 

e) P(X) S. S(Z) 

<>) 'lfx(:zSt'(Y)-T(X, :z)), 

ont.onces Rcz. Y) es l.a f'6rJllU1a 

a) ~Poo 
.-·· 

C) Pcx> A SCX> 
e) (:z)(:Z:SfCY)--T(X, :z)) • 

b) P(X) V S(X) 

d) 3:z(:Z:Sf"(Y) & T(X,:z)) 

b) P(x) 

Proosición 22. - Sí ~(><) es una f'unci6n recurs;i.va. ent.onces 1as 
s.1.~ent.es fórmulas son t.eoreaas da ARi 

y 
a) (xXX:Sy-f"(x)~1 )-+E f"(k)"'Y+1 

y b) (x)(X:Sy->f"(x)~ >-n f"(k)"1 
y X y 

e) >«y-+:EfCl<)"'l:1'C1<> + E 1'(1<) 
"+. 

y • y d) >«y-nrCk>=nrc1<> ·TI rck> +• 
b 

e) (x)(aSX:Sb-r(x)..O) ..... :Ef'(k)-0 

b 
f") (x)(a:sxsb-r(x)=1 >-nr(k)=1 

y o 

g) hSy--+3z(:Ef"(k)=f"(h)+:z) 
y 

h) hSy-3z(Tif"(k)m1'(h) •:Z) 
y 

;!.) f(x)•O--+(y)(xSy-+ílf(k)•O) 
X 

x+Y 
j) f"(x)•O--+(y)( TI f"(k)-0) 

" x+y 
k) E f"(k)=O-.(:z)(:z:sy--r(x+:z)..O) 

" x+y 
J.) n f"(Jc)•0 .... 3z(:zSyAf'(><+z)-0) 

K y K 

~ )d;yA¡:f"(k)-0--+J:f"(k)sQ 

y " 
n) X:SyATif"(k)•1 --nr(k)=1 

y 
l'l) (x)(r(x)a1 ~rcx)=O)--+(I:f"(k)my+1-.(:z)(:Z:Sy--+f"(:z)•1) 

Proposición 23. - Si R(S:, y) es tma relación recursiva prindt.iva, ent.onces 

t-r->:zAR(:I:, Y)--+Mu(U:S:zAR(X, u))?:y • 
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11001 1-><IYA><lx ..... x¡ay+bx 11011 l-""'.(x•1)A><IY-+-:C><ly+1) 

11021 t-xsy+z--+x.a.y•z 11031 J--(x+j)-&-y-z+1_,,x.a.ymz 

11041 t--:z.> O.....x.a.y-z-+x•y+z 11051 1-x~+x)=(x•y)-L:z 

11061 t--xSy--+(Y'*"X-Z_.y-x+z) 11071 l-~x-0 

11081 1-(x+y)-L)""X 110QI t--:z(x•1 )-zx.a..z. 

C110l 1--zx .... :z:y•z(x .... y) 1111 l 1-pd(><Y-i>< 

l11Zl t--x.a.ySx 11131 t--x.a.x-o 
[1141 t-x.a.y--O--+xSy 11151 f--x<)"Sx+z....(y.a.x)+x•y ..... (,,....x)Sz 
11161 1-:-..x:Sy--+y.a.(y.&.x)zx. 

• 
Proposición 24.- Si f'(x) es una f'unci6n recW""siva pr.:l.Jllit..iva y R(Y.:z) es 
~ r&l.aci6n recursiva primit.iva, ent.onces son t.aore.as da AR 1as 
siguient.es f'6rmul.ast 

a) u=Mz(z:Sf'x ..... R(Y. z)) ..... 3v(v:S:fx ..... R(Y, v))+-+u:Sf'x ..... R(Y. u).-..CvXv:Sf'x ..... R(Y • v)--+v:Su) 

b) ""'.3v(v:;rxAR(Y, v)) ...... ""'.R(Y• O)AMz(:z::Sf"xAR(Y, :z))..O 

e) ""':3v(v:Sf'x...,,R(Y, v)) ........ ¡.r.z(:z:Sf'x ..... R.(Y, :z))-f'x+1 

d) u:Sf'x .... R(Y,:z)-+pz(zSf'x .... R(Y,z))Su 
u) p:z(:z::Sf"XAR(Y, :z:)):Srx ...... Eb:(:z::Sf'xAR(Y, :z:)) 

f") u-¡r.z:(:z.Sf'x ..... R(Y, :z))+-+(\6.f'x ..... R(Y, u) ..... (v)(V:S:f'x ..... R(Y,. v}-M.l:Sv)-..-""':3:z(zSf"x .... R(Y, z)) 

11171 1-xsyq+r--o(:z: l><AZ IY-X IYAZ Ir> 11181 1-PIU MO(X)A""'.(x 1 y)--o(z 1 XAZ 1 y-..a:•1) 

111Ql 1-""'.(x 1 y)_.(""'.(xmy)A""'.(O=y)) 11201 t:-x" •Xrw-Xn+m 

11Z11 1-x"i!:i 11ZZI t-1<x ..... xY-i _.y-o 

11'231 t-1 <x--+nSx" [1'241 t-n<m-+pn<Pm 
•• 11'251 1-sx! • nk (12;61 t--1Sxf 

11'271 k-f 11ZSI t-n<pn t-x<y-1oX. <yt 
11'291 t-j<x~xn-xm..-+n-in 11301 t-j <x-+(n:Sm-+xn ¡xm) 

11311 1-1 sx ..... (1 s ....... x lx"'> 113'21 t-O<n-+(p~n•x. 

Propcs=ición zs.- Si f"(x) y g(x) son tu:nciones recurs.ivas primitivas. 
y <k> 

ent.onces t-~(f'xsO) .... ""-:(gx-0)..-.x:Sy--+f'x ITIP~ • 

11331 

11351 

11371 

113Sll 

1-PJUMO(pn) 

1-PIUMO(x).-3n(x-p,,) 

1-""'.(sncm)-""'.(P•nlP,.) 
1-PJUMO(x)-->(y)(ylx_.ymx~y•l) 

IJ34J f-pn>o 

( 1 361 t-P1m 1 p•.-.snsJR 

11381 1-PIUMO(x>--3y(1 <y~PRJ:MO(y)Aylx) 

11.WI 1-"".PRJ:MO(x)A"".(x-o)-3y3:z(1 <y, z<xAx~yx) 
114.11 1-1<x ..... {yX1<y:SxAPRJ:MO(y)-+-:CYlx1 +1)) 

l14.ZI l-3y(PRIMO(y)Apn<y:Spnl +l) 11431 1-><IXAYlz--=-Cx,y)lx 

l14.41 1-.c-Cx,y)lxy 114.61 t-xy--=-C><,y)-q-oqly 
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,,,, 

(1-1 1-PRIMO(p)APl><Y-CPlxvply) 

l1481 l-P..,IP-:;,-y;,:1 

l1471 1-x>1 .... PRIMO(><P..xll'J.-""Pk 

(14')1 l-rcd(x,y)•1A><IY2!-><lz 

Proposicién 26. - Si f'(x) y g(x) son f'uncionos recursivas priwd.t.ivas. 

ent.onces t-ñ~k aTiflikan~k+glc • 

l z M• (15011-PRIMO(><)AX npk _.3J<(kSZAX'"J>k) 

l1511 1-1(pk)•k l15ZI l-J,Pk)k-1 

(1531 1-xly-l(x)Sl(y) 

l1551 l-1<h<k-(p~h-o 
.... 

l1571 1-(xy~•(x)k+(y)k 

(15QI 1-x> 1 -1cx'.>"1 

(11511 1-x•C~>. 

(1541 

(1561 

(1681 

l1601 

(1621 

1--x•fip~ic.-y<z-...{x)s.-O 
y (><)te :& (>c)1e 

1--ySz,,...x•npJc -.x•npJc 
l.C><) (><) 

1--~(x-O)-x• nPJc lit 

1-P,.l><-C><),.;,:1 

l-1(2x)•1 

Proposición 2:7.- Si f'(x) es una f'unc:i6n recursiva priwd.t.iva,. ent.onces 
z r<x( 

1--xcrtpJc ..... f'~--+l.(x)•z • 

( 1631 1-
:Z: (Y)ic. Z+X ~k« 
TIPx•lc· n P1c l1641 

Z + >C (>°')te« Z +X ()")11:.« 
1- n Pk • n Pk 

(1651 

l167J 

l11WI 

l1711 

l1731 

l1741 

l1751 

l1771 

[1 'TQI 

um1 

UB21 

(1831 

[1941 

l1S51 

f1861 

l1B71 

l1SSI 

l1991 

1--ñp~)")r;.;.c.3 

1-l(x)+l(y)•l(x>t<y) 

1-k,;;!(x)->(x~=(><*Y)k 

1-TEO(x) .... FORH(X) 

X 0 

(1661 
s +x Mk...X :& +x C>?tc..x 

1-:z>o- n pk • n pk 
a:z: •z 

( 1601 l-l(x)-0-"'.PRUEBA(x) 

l 1701 1-0<kSl(y)->(y)k-C><*Y~,. 

l 1721 1-TEO(><P..VAR(y) .... TEO(g•m(v, x)) 

1-PRUEBA(x)APRUEBA(y)-PRUEBA(><*Y) 

1-><•(y)k-+><-C:z*Y)u,, .. 

l-.,.U(0)•2'' 

1-TERM(runl (x)) ( 1781 1-xsy-nml(><)•runl(y) 

f-nllll(sK)-=-rS'.,.,.i(x) l180J l-nnal(sx)•cor1z{'"S',. nml(x)) 

1-con,,('"~,runl(x),runl(y))•runl(+><y} 

1-TERM(x) .... TEO(J(x,x)) 

f-con,crS',. ... +',. nal(x),. nal(y))='S~onac;+'"',. fUl!(x),. nJDl.(y)) 

1-TERM(><)-+TEO(,...(con,,('"~. x, nJlll(O)). x)) •o 
f-TERM(x)-TERM(y)--+TEO(s"'(con

8
('"+.,,. x,. 'S"'\tcy). con,("'~.'+..,_. x. y)) 

1--"C'é"!. éJ~'Er.=e"! (et. y e 2 expresiones de La.> 
l-_.(co11a(x. Y• z). w)=coni 4 (x. Y• z. w) 

l-TEO(x)-TE0(3"(n, x)) 

1-3"(1, coni .c'C~ rual Cx.>. ~. runl (O)))="rEOC'A')' 

Preposición 28. - Si. f' ..s una f"unci.6n r~ursi.va primit.iva da grado n. 
Ql'l.t.onces t--TEO(s:l'(con,...1<;r. runl(xs>• •••• bJlll(x,)). n.aal(f"x.t ••• xr))). • 
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