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INTRODUCCION 

Exist.en diferentes enroq11es pare. pf'esent.ar el Análisl11 en 

Gomponont..es Principales CACP)." Uno de ellos considera el ACP 

como un procedimiento para determinar 

elipsoide derivado de 11rra disl.ribución 

los mejores ejes da 

norma 1 mu 1 t.. i var lada 

un 

Cun 

problema de opt.imizadón en la varianza) 1 1051' ejes son est.btados 

a partir de la mt1est.ra, Est.e rue el cont..ext.o en el que ltarold 

Hot..elling <1033) originalment..e lo describe y en muchos t.exlos de 

análisis mult.Ívariado clásico usualment.e 

enfoque Cver Anderson, 19501 Kenda 11 

l:shirsog-ar, 1972), 

se present.a bajo este 

St.wart.., Dempst.er 19691 

Hás recient.emcnt.e el Análisis de dat..os proporciona un punt.o 
de vista ent.erament.e dJst.Jnt.o acerca dol ACP. En el Análh1is do 

dat.os no se hacen suPosiciones acerca de dlst.ribucione• o un 

modelo est.adíst.ico subvacent.e. Se propone, el uso de una técnica 

para decrJbJr los datos con alg11nos crit.erios goomét.ricoa y 

algebraicos de opt..imización, La rapidez dal procesamient.o de 

dat.os debido a un desarrollo t.ecn016gico e.n el campo de la 
elect..rónica f"acilit.a los análisis desdo .e1Yt.e punt.o de vist.a, 

El enfoque del Análisis de daLos bajo .. us principio• 

f•.mdament.ales enunciados por Benzécl"i en Hi.•tolre et Préhi.Uo(r• 

do L.' ~!l~ty"e des Donneés sit.tla est.a nueva disciplina en el 

cont.ext.o gener.al de la est.a~U•t.ica v. MlJest.ra su pOt..encia t.edrlca 

para ru~dament.ar· un sinnúmero de mét.odos descript.ivos 

mlllt.ivariados. Dichos principios son : 

i La est.ad~sf1,ca no es pI'obabilidad, En est.e pr-inclpio 110 

resalt.a la ambiguedad impl.!cit.a en las aplicaciones de la 

probabilidad debido al hecho que dicha noción no e11 única. Para 

ello se propone e'l uso de un análisis eiOl.ad!stico indopendienl.e de 

int..erpret.aci~nes part.iculare11 de probabilidad mediant.e el uso del 

álgebra v la geomP.lría, 



ello •e propone el uso de un análisis est.ad!st.ico independiente de 

int.erpret.aciones pal"t.iculares de probabilidad medianle el uso del 

álgebra V la geoMelr!a. 

( l) El ltét.odo debe •eguir a los datos y no al revés. En 

práct.ica exi11t.e una t.endencia d& aJust.ar modelos a los dat.os 

que extraer est.ruct.uras de ellos. 

t ( '' Es conveniente tratar si•ult.an'e-a•ent.e informaciones 

la 

más 

que 

conciernen al Mayor núw.ero posible de d b1ensiones. El est.udio de 

la• rel•cione• ent..re la• "Variables observadas per11it.e proponer 

hipdle•i• ello inplica considerar el '1avor número posible de 

ell••· 
,,; En el análi•i• debe considerarse el uso de la co1nput.adora 

como una herra•ient.a indispensable. El hecho de pret.ender 

analimar una gran cantidad de infor•ación crea la necesidad de 

i•PletMtnt.ar nuevo• wtét.odos de análisis y sfnt.esüt • La rapidez 

en el proce•a•iento de inforfllación per-rnit.e elaborar dichos 

Ol<!t.odo•. 

u j El u•o de la COf.lput.adora i•plica abandonar las t.écnica.s 

concebid•• ha•ta antes de la aparición de la co•put.adora. La 

dtricultad en el cálcUlo frecuent.et1ent.e derivaba en solucionel!I 

empírica• que •uplfan a los argUMent.os 11at.et11át.icos. El Ul!IO de la 

computadora i•pone la l"evisidn de las técnicas usadas hast.a ant.el!I 

de •u apuición. 

El Análi•i• de dato• puede •er entendido COllKJ un conjunto de 

t.o!cnica• runde..,nt.al..,nt.e de•cript.ivas basedas en el álgebra v en 

la 1eoeet.ríe que pel"tlit.en el estudio de grandel!I volú•enes de datos 

•ult.idi-n•ionalea de todo t.ipo Cnurwe'ricos o no) por Medio del uso 

int.•n•ivo de PNICI'•••• de cálculo electrónico. 

tienen caraé:t.er inferencial en el sentido 

.. t.adl•t.ica. 

En eu origen 

clásico de 

no 

la 

De acuerdo a Benzécri. la hist.orla reciente del penstLJnient.o 

e•t.adí•t.ico en ArnHisi• de dat.os l!le puede cara.et.erizar por t.res 

fpoca• claves: 

La bio•et.ría que debe su or-igen a la fu!!li6n de dos corr-ientes 

-
independient.es la ant.ropomet.ría cuyo principal ., exponent.e 

Ouet.elet., habría incorporado el uso del modelo nor111al \y) por las 

t..esios ev.olucionistas de Darwin. Oalton movido por el 

"probar rorrnalrnent.eº ,l~s. teorías evolut.ival!I de•cubre 

empírica la noción de correlación entre dos variables 

deseo de 

de •anera 

biológicas, 

Post.erior11ent.e PeaJ!itson, basado en los desarrollos 

Oickson sobre los descubrimient.os de Oalt.on, 

concept.os de corrélació,n en un cont.exto del 

mult.ivariado. 

•at.e11át.1cos de 

ext.iende lo• 

111odelo hOHIAl 

De Pisher v sus discípulol!I CK.endall ,NeyMan,S. Pearson), 

Benaécl"i ret.iene para el Anéli•i• de dalos, el cara~t.er geoMt.rico 

que la runda .. ent.a. Las t.eOl"Í611 psicológica• Yigent.es hacia 1935 

Cpart.icularment.e las bai1ada.s en las t.el!lis de SpearMan) fundan la 

psicOMet._r{a, la cual heredó al Anélisi• de dat.os el uso de JIH!t.odos 

iault.idimensionalés para el estudio de r-elaciones ent.re variable• 

fÍsica.s de ser-es Vivos. ésla por SU poirt.e P'rtnit.ió do•ar-rollar 

t.écnicas que tratan de explicar dimensiones ocultas que en la 

década de los (0 represent.6 un serio probleina nu11u~rico, COWIO 

consecuencia del int.ent.o de •alvar dicho proble•a se generaron une 

serie d& técnicas alt..ernat.ivas. 

La úll.i•e et.epa flS la relat.ive al análisis de 

correspondencias, Benzécri pre11ent.a en el ColegJ.o de Fr-encia la 

pri•era versión del análisis de cor-respondenci1u1, •o•t.rando •U• 
propiedades geo•tH.rlca11 y algebraicas runda11ent.ales. Dicha 

versicSn permite t.rat.ar t.ablas de contingencias de do• criterio• 

(variable• cualitat.iva•) de Manera t.al que es posible deacribir 

gráficaent.e .las 11proxi11idades" o asociacione• entre lo• niveles 

de criterio• estudiados. 

El Anélisi• de datos f'ué elaboraido en el contexto general 

incluyendo dos grandes grupoo de rriét.odos: lao- t.éc:nica• de 

clasificación auto•álica CRoux¡ 19115) v los enálisi• fact.oriele• 

en donde •e sitúa el an,li•i• de corNt•Pondenci•• y el ACP. 

En est.e t.esis el obJelivo principal es present.er el ACP con 

la rorntalidad ,.at.e•át.ica necesaria dell!lde el punto de vi•t.a del 

m 



análisis de dat.os, algunos eJe•plos clásicos donde se aplica dicho 

análi•i• y finalmente realizar ACP para tablas cl!bicas 1 por 

eje.plo consider-ando la evoluci6n del fenómeno respecto Gl tiempo. 

'111 

INTROOUCCION 

En eat.e capítulo ae expone un conjunt.o de t.'cnic•• 
111port..ant.es basadas en el álgebra lineal conocida como Análi•i• 

Hult.idi11ensional lineal, 
" ~e propor-ciona al iniciar el capítulo un t.rat.a•ient.

1
0. de la• 

nociones de "individuos 11 y de ·•caract.er!st.icasº en el cont.ex:t.o •é• 
general posible. 

En el Marco del análisis .. ult.idiM<msional lineal para 

ror-malizar la present.ación de las nocione• ant.es •encionade• •• 
requiere int.roducir .,u.rica• con la• que aell po11ible Medir le 

pro>cirddad ent.re individuos v ent.re caract.erí•t.icas. 

En' t.6rminos de un esque,.a de dualidad es po.1iible describir 

las relaciones entre lo• diferente• eapacios co·nsiderados, e•t.o 

pef'tdt.et de hecho elaborar un resuMen de dichas re-lacione•." 

Por tllt.imo se presenta un panora"a de Lt!cnicas del análisis 

"'ult.idittensional lineal. adeMá• alguno• prerequi.sit.os para 

desiarrollal" el Análisis en Componentes Principales. 

1 



I: ANAL!SIS LINEAL. 

1/ EsqueMa de dualidad. 

Suponiendo que se cuenta con n observaciones o individuos 

para realizar un estudio sobre p vnriables o cnract.oI"fsticas 

cuant.it.at.ivas. los datos obtenidos de la medición de dichas 

caract.er-íst.icall se resumen en la tabla 

x' XJ xP 
• . • 

x' 
' xt xP 

' 
x' ~~ "~ n 

donde xt es la •edida. de la cairact.erfst.ica J en el individuo 

de aquí Y en adelante se hace la convención en llt1mal' una variable 

cua~t.it.at.iva 

individuo>. 

como caNtct.eríst.ica y a una observación como 

L• •anif'est.ación de- la. car-act.eríst.ica j en el conjunto de 

individuos 11e resume en la columna J de la t.eibh o en la 

representación vectorial ~J. <x! ..... xt .... ,x~J '. de igual manera 

un individuo se puede caracterizar con resp~ct.o a las p 

caracLeríst.icas por sus medidas, esto es, la presencia del 

in~ividuo i se resume en el renglón i de la tabla o en la 

representación vect.orial ~ • <x~ ,, .. ,xt .... ,x~> . 

Un individuo i se puede pensar como un punt.o en el espacio E 

euclidiano de dimensión p C?f.L e E~ i y una ca.ract.eríst.ica J como 

un punto en el espacio P euclid{ano de dimenrdón n c~J e F'), 

En los espacios E y F existen basr.:tt t\ • 

2. 

r. ,. l•l , ... ,n) rettpect.lvarnent.eCno n~ccsa.riamente 

z 
ort.og-onoles) con las cuo.les se escribe 

K • ¿ ak;.lt 
-,, k=t 

XJ = l Y f 
- l::.t l l 

En ambos casos Mediant.e un cambio de base se puede llevar a 

la base canónlcn. respect.o ll la cual se t.iene ; 

-En r. con la bnse canónica 11;•< ok:k•i, ••• ,p) 

~- <K~ , .... x~ ..... xr> -lc¡I x~'\ 
En F con la base canónica ¡l:•< rl;t.•1,.,. ,n> 

?iJ. <x! , .... x{ ,, .. 1x~> • L t, x~r \ 
Est.o eSJ, la dir-ección k del espacio E corresponde e la 

caract.erfst.ica k y le dirección t. del espacio F corresponde al 

individuo t.. ( en ftmbos casos salvo un cambio de base ) • 

El estudio de los espacios E: y P se puede efect..uar a Lravés 

de sus espaci~s duales. 

La derinición de espacio dual se discute en el apéndice t. 
sin embargo es conveniente enunciarla aquí : 

Detlnici6n. : El espacio de los t'uncionnles linetales de E al 

campo escalar IK C IR en est.e caso ) • s& conoce cotno el especia dual 

de E v_ •a denoto. por Eª. 

Esta definición implica que : 

-P.ara cada elemento ºJ de la base canónica f17 de E 

existe un tlnico runcional lineal eo •e Eª t.al que 
• 1 

l!IJ(4t~? - 6Jk 

a est.~ funcional se le llama la represent.ación f'uncional de la 

caracleríst.ica J. 
-Para cada f'L de la base canónica, 11: en F exist.e un llnico 



i 
1 

J 
·l 

J 

funcional lineal r: e r• t.al que 

r:crl' • 6ll 
• es la represent.aci6n funcional del individuo i . 

Observa e ión : 

Se puede int.erpret.ar como la Man ifest.ación de la 

cara.ct.eríst.ica j en el individuo L 

Sin eMba.rgo surge una pregunta. ¿ Cómo saber cuando dos 

individuos o caract.eríst.icAB son próximos '? Lo. respuest..a 

ln•ediat.a ser-í.a :midiendo la "proximidad" ent.re sus 

repre•ent.aciones. 

Para ello es necesario dot..ar de una mét.i-ica a ambos espacios 

E y F • la const.rucción propuesta es : 

-Considerar una fornu:1 bilir1eal simét..rica definida 

po•it.iva f¡ se t.ient!l ent.onces H la snat.riz pxp de entradas t'C•\·"?· 

-El isoMorfismo de E v E• se hace oxplícit.o : 
E __ _.,_ __ ,, E • 

" t------+lY .---.rlx,y)) 

H es así la 1nat.riz de g en las base:!J canónicas. 

Se hace la convención de not.ación en nombrar 

indiferent.e111ent.e a 1 

-la forma r 
-e 1 isornorr ismo g 

por 

-la "1at.riz simét.rica definida posit.iva H 

-Con la Mat.riz H se define un producto int.erno 

(>C .v> M • rcx ,y) Vx .v ,eE 

-Con el product.o lnt.erno es posible derinir una norme 

txl~ • rcx,x> VK•E 

H 

-Con ln normA ft • •., es posible derinir una mdt.rica 

Vx,yeE 

La mllt.riz Hd1 CIJU permit.e- medir las proximidades ent.re lo:t 
P•P 

individuos , conslderodos como element.os de E. 

En r se puede considerar unn const.rucción se..,.ejante que 

permita medir las proximidades ent.re las caract.er {st.icas, 

considerllde.s corno element.os de r, es decir una Malri'Z "<iH CIJO. 
n•n 

Oeneralment.e se t.Jene que ff•D mal..i-iz dia~onal def'!.nida 

posit.iva, donde los element.os diagonales son los pesos que nfect.nn 

a los n :tndivlduos. 

La mat.riz X es cent.rada por D si DXU • O, donde 

R.et.omantio la observación donde 

represent.aciones Yect..orial v funcional. 

- ~;e~> • xf 
r:(~J> ></ 

es posible definh• las aplicaciones lineales 

E"---X---+ t' 

se relaclol\an 

•; x<•;> • e •;<~) .. • • ,•;(~) > • ~J 

cuya niat.riz .o$ociada es la ¡a:enerada POf' la t.nbla X ( Xdtt (IR)) 
n•p 

r•---'x_,_• __ .. E 

cuya mat.rJz asociada es X' ( X '6H (lR)). 
p•n 

la" 

En r-esuMen se ha const.ru{do el siguiente ,diagraMa 

conft\ut.at.lvo : 

5 



E H • E• . O'llx.• ,;(~) X. p!!., -· l 
. 

r• .. ~j 

A!!..J. C>'D~j· g'<!!J) 

~e puede observllr la relación entre las represcmt.aciones 

representación 

individuo i 

caract.eríst.ica 

runcional 

p• 
-t 

A~J 

vectorial 

En los espacios E y P se cuenta con un product.o interno 

propio <.> .. y <.>
0 

respect.ivament.e, que definen una ge:omef.ría en 

ellos, un eje11tplo de est.e comentario es la nocJ6n de ort.og-onaUdad 

PlU!S en E se t. ie11e 

~ ~ r sii 

Interesa saber- si la medida de proximidad en t. re 

repre•ent.aciones f'uncionales es la miMna que Ja establecida entre 

repre•ent.acJ.oM's vect~oriales C en E• y r• aún no ha def'in ldo 

una •ét.r lea), 

Si conaideN\ la aplicación lineal V•X'·D•X :E•-+E con 

••t.rlz a1111ociadc Y < td,,.ét.rica y dttrinida posit.iv"' ), se derine 

una •ét.rica en E• para la cual se sat.isr1tce ; 

'?!t-!!;_)., • n p?t¡,- "!.t·"v· 
Con lo cual se prueba que el isomorrismo ent.r-e E y E" es 

i•Otltét.rico. 

Anelogan.ent.e 

11-X•N•X':F•---.r 

proponer la 

con matriz asociadl'l tf 

aplicaci611 

simétrica y 

po9tLtva ) •e derine una rwét.rica en r• que snt.israce : 

6 

lineal 

derinida 

1 x1-,/M 11 A A · 1 
- - n • ~J - ~r v 

est.o es 1 el isomorf'1smo ent.re F y r• es iso111étrico. 

Se t.iene el esquema sigu1ent.e 

E .'.:=====:::;:::::;H~========~ E" 

x· I n 1x 
... ·======.:;=====~ f' 

Observaciones 

- Si X est.6 cent.rada·, V es la mat.riz de covairianza:s ent.re lfts 

p car-.e:clerfst.icns de la t.nhl.a ~. 

-Se t.iene <~j.?!,J)D .. l?S,jffo ·~Jíll Dos 8 donde e es &l ángulo 

entre xJ y !{r. Cos e el"i ll!i corf"l.dt1ciór1 ent.r-e las cnrncler(sf...icas J 

y j'. 

-El esquema de dualidad es def.erniinado por 

X llli mdt.rtz de dat..0:1 

H Ja métrica en E 

D la métrica e11 r 
por t.ant.o se puede representar- por 18 t.erna CX,H,D). 



2. / Cunt..r•o do m<tSd y mornu11t.o Ju ll1u1·i..:1u. 

2.1./ Igu;.tldad de lh.iyghttri~. 

L.s m<:il1·1z X dú u ru11~lo11es y p coli1mnoJS corresponde tm e a 

LUhl 11utia .. H Jo 111Ji\'ÍdlJo:io ; 

... ti. - < ~: l • t ..... 11 } 

Jo11du ·l c.:td.a u1J1viJuo i so JSOClJ Ufl fll!SO P. ( P.>o St';I 

l<tmbi.én como un porct:1nl.dje dtt 1.:1 ímpupt...:mc1a t.ot.al lltJ los. 

indiYiduos , .::s:to c..·s I: p\.,,. 1 ), 

Durinición : 81 11101111.nil,o tlt.: iht:•r1::l.t I'Ll!:>f.Ju..::t.o .:tl p1111l.o ~"" l.: 

lle ta nubo .,tt ,duno1. ... t10 co1110 1 '1 ( t..1mb l é11 u.1m.;uJo la iuercit1 ¡J~ l; .. 

la ::: L. p L I! ~~ - ~ 11 ~ ' 

Se ab&r~rva Que si -;:, es 11n P\Jlll~o v<.iri.alile, 

m1:H.hdd Je lJ 'Jl'O~imid •. ut do Al .it rmut.o ~ ... C, 

i.!e.>ult..:a f\icil p1•oba1• que 1 a ;; O impUc.:t Qut..· 

E11 el'cclo 

t_'lue 1 • o es eq1Jivalenl.e a que- : 

... 
n ¿ (pL(~• -<?_ ),y~)M 

" 
::: <; \p (X-.;;¡),\' ) L l ·-,. - -,. M 

signiJ' ic.t LJ 
~ 

. ( L"·'- ¿: ... .! 
<f vx-c. .v> L L""\ -- '\ ~· 

p:;l , ••• ,n 

1..0ri ~ • ~L-~ V en .;1.nw1·~•l íhtl',), t.:U.llqu101· 1:omUi11dct611 1U1ot.tl 

do l.:t~ t. 

t. > .. 
tJíi purLlc1tla1• t, 2:0 (1,1,.,, ,t) t;;tlll,01u~t'S 

1:01 

E:!>t.<.t p1·11t::b~1 p1·opvrc.Júfld un nuJt..odo par .. 1 t!'l1r.:011t,rur ol c1.:nt.1·0 <ltt 

g¡•ó;t,\'t.td~ul de l.i nuL& .11 du11ot..h.lú uq111 V 1.:u .1dul,111I.(• pul' ; 

llada 1rn;, llllhtt ~H. .:: IF:'11 (s11~m1>ro es po.\'Oiblv t!UConl1•;Jr ou cu11t.1·u 

dfJ gr.:.ivoc.J..id ri y P·ll'i.l 1;:11u lq111ttf' 9.: .., l.! ~~ l.luJu: 

~-J"'~,-~;+¿-~ 

int'Lt:J•e 

• (~-.; T,; -~ ·?!,-: + ~ - ~> ... 

• <~,-:·~-~>t.t + (~ - ~ ·~ - ~>.i.t 't' 
2 -{'~\ - ~ '~ - .:,)M 

::; ti ?i,. - ::!11 ~ + !I o' - -=.tt ~ t 2 (~ - -=. ·~ - ~.> M 

1.111 tfbl.O~ t."11·1111110&. lu l'ó1·u1ulJ J~ 1 .. ir11:1'ClJ -:n. u .:.idqtJiari: l..- t'o1•m..t: 



- a.u' 
- M 

n 

;:I L p~(U~ - 8lt~ + !ld - '.'! u~ + 2 <~ - d.d - :=>~( 

•'fo p(llx 
L' _,_ 

" 
¿p\U~~ - ~11: + Uo· 

" 
a11"J + \ p2(x - iJ,d - ~> .. - "' L \ --.. .. 

I~_+itt'{-~!I~ 

t:osl...t conclus1üt1 11s cono~1JJ como igualdad do lluvghens v u~-~11:. fHi 

tJ l CIJddratlo J~ t.::, H-d isl•HIGHt di:! ~ ctl C..:tnlN1 d1J gi·aved.:td de lv~ 

Uo c .. \.so p.:1rt. i.c1Jlur ::.e 

l.1uno cuando le~ m.tlr1:.: H t:.-s l.:. m<1t.1·i2 Ldent.id.:icl, 

ObserVd.ClÓll • ! ~;E ____ ,__. [0,.;J·,) 

o------·! 
m1du ld d1&:t..an~J..:i de ~ ·• lit nt1LH.1 dt:l lH1t1Loo ..M. quo sti 

~ 

dui:.cr1bu., l..:'!>l.U ol>lig..t d silUiat•bu ülJ ol f)lmto m..i~ C1J1•r.: •. wo ..-

l'unc.1011 de -=....,C>, H11lo1tCt:'!> Ju t_•~ mfn 1nrn (~11 ::_ • s. 

.. 

f.:o ol'eclo, mi111111iz.:t1• : l :.: l ·t- lid - .-.11:.! 
J ~ - M 

~QUl\'.1lt.:1tl.u 

minimi.Z.:tf' lid - i:.11~ lo ClJ• .. il oc1H'l'ú tJll -=.:::id, 

• 1 ,. 
9 

los punt,os d1;- l: "' J.1 11111••: Al v l.i H-disl ... tn1..:.J.1 rn~is Goi·l.:.i i::s 

10 

1. 
~ 

, 
ii1wsto que ust.ii iguoJl<letd implica nue h: o • o 

..., " v por t..ant.o 

VL•l •••• ,11 • 

Ol.1•a manerJ Uu mt:dil' lJ Li1spc1•sicin ~drudodor del punt.o 4, <lo 

l..t mí.SOld 1'01·111<1 q1ttJ 1,1 Vdí'l~1r1.:~1 mide L.- di6persióri dlrudodor dul 

ceut.ro dtj g'l'o)VUdiid requioNt 1.lo las propic11J,1des dr.? la t1·.:.t~a 

.Jv11dc 

""" ; 

c...ada 

t~I'CAJI) • l.f'CUA) t.r< .A.+lJ) • t.rCA) + t.1•CUJ 

~I 'H ~ 

1\ h 

l = \ p rt(x ,;o..: > ~ \ p h 'M ;o..: 

"1 L l --..·-\_ L · -i _,_ 

. Lt• 

~ ;;; l 

(~ 'H ' ) . tr• (~~ 'Hl ·-· 

= f P, LI' (x >\ 'NJ ........ 
\::;i 

n 

\ l.r Cp X X 'HJ L ,,, 
1::;l 

• lr [ ~,P,~~'11 l 
(.J r ff-, X'] 11 1 

t l ~ .. ·~-, J 

do .cJQUi duduco 

1'01· t. .. 111t.o" o y t..1• (VHJ so11 l.:.s nociones gf;.'11f:rdliZ·Hl..i1> du tnudia 

0Uso1·v..ici onús 



-~L H • O ;z 
1 ~.,; 

unLoncut. J • t.r• (VD .tJ 
:J 1 i,; . " 

• t.1· CD 1 ti 
i-s 

• l.1• CC) • p, 

don<lu C et.. lJ ln.'.lt..l'lZ de COJ'J•i;d.tt.:Jól), 

-Si H os mtit.1•ic.:. arilonct:1D I • Ll· C. V' H Y) 
J. 

n .::. L Vii1•(Y~\), 
, .. , 

l.·2 

D 2) 
1/~ 

P.:tf'd cu.tl<tu lt.~1· m .. 1Lr 1:1. Y .J.~úc J .:11:J;1 .:t lHIJ f.I'<d1sf'orm~•c1ón 

f:f; -- E. 

2. 2 / Homctit .. o de incrc1o.1 en rel<.1ció11 

veclorio.11. 

un sLJbesp<.u::io 

la 

dObGOmpcJsicióu Ju C resµect.o a S, t!~ decu• IJ.:tl'ü c,1du ~~E SO lit:JJu 

~, • ~ + ~ 
.L 

1.J~J'.) .iJgllll ~ .. :..V(!,,""':,; L•1,. •• ,u, 

Ademdo ~\ es l..t nroveccióri H-ort.ogu11ul de ~ J.1 subosJ.•..tcío s, 
Y como 6u viri tJfl lJ sucd.ón procudf;:llil.tt Ja prc•ximid.ad di;, 1-.. nt1Le .. H 

d !) Util."i d"d" µor J 5 ccm l..:t iut.tn•1wot.acüln geomélf'i•.:d ; 

(1) 

A }.t 1:;.:r,1·os1ór1 ( l l ~º • .... UJllf.•r:t: •.:Oluu monwut.o do illul'Cii1 dtt .. tt 

l'u1~1c11'11 .d :..uht•i!t-r•..t'-l" v.:-t.f.<•rL1J :.;, 

All.'~ lü~·ll•H!fllf! : 

ubi ul momunt.u do inuf'Ci~ 
j_ 

mida l<.t pr•ox111dddd ;dL~ l~' nul1u ...rt al &"UlH .. ·SfJ<JCÍo vvct.01·1dl !; • 

En ul'cc;Lo .ti ..: 5 

" 
:;11 '::;'"'[1\ll(!,11~ •O 

-Dtt dCuer·tlo ;:tl t.eo1·~nkt de Pit..isords, 

... f' P 1ix JJJ .. f ;:• llt.A 11.1. + ~ p
1

U1i n.~ Li-\J..t Ll•M L ~" 

u bit.ni : I <J .. / S + J 5.L 

Se observ.,. QLJO s l A 

dbucíudos a lit descornposic1ón 

J _l. • t.p CVHA) 

" 
Eu ~l'u~to : 

Si 

(J-A) <lt11!óigniln lo" µl'Oyoc;Lot•us 

.L 
r 111 s.i.$ unt.onc~s : 

I 
5 

• Lr CVIKl-A)). 

~ '<I-AJ 'HCI-A>~ •L1·C~1 '< l-A) 'HU-A)~' >•t.1·({ [-A>~~ 'CI-Al 'H> 

Y ~~ liuno 

n 

""' \ p «I-AJx ,(J-A)>.: > L ~ ... -.. .., 

x '(l-A>'Mtl-A>x -, -, 



.Z.3 .... Momento de in~rcla cu rclacióu ...i un subusiiacio .1f'ln, 
.:e. 

Sua S un subeopacio vei;torhd Jl'in du . 
voct.ot-ia.1 t..r..tSlC\dado 

c. J llfl 

L L 
Se oLsdl'Vit que si stn 5 (~> doruJu ~-=-5 ent.onct..·s s.:1 

obt.iune un..- '.h:.s.cripción conJUnl~1st.1 d~ 5
1 

$1 • ( ti y • ~ + o ¡ x""'S ) 

• obi ducir s, us un elt!t1u::nt.o du l<.t cJ...i~o cuvo 1·1..""pr•ostmt...iul..o s, 
los ú)emtJnt.os 011 dichJ clasu b'.011 $ s.\lvo t~p.:1sl.:1cioncs iit1d1as 

L 
t.1·.-,vus; <le eltimunt.os ~ en S , 

i. u. s, • ~ + ~ • 

Ce.da ~ .¿f: su usci•ibe de manera lln ica conio 

~~ - ~ + 11,. 

donde ..:. +a..,s+.:-.i•S 
-. - -- 1 

L L 
~ -~.¿$ si $ , como lo muest.r·d la rigura 

C..:011 Vbl 0Jb ulu.urY..i1:Jf1llUt. bo ut.L .. 1Ll11cu ul momonl.rJ Ju il1u1·Clc.t en 

I't:1.u:irin d \ ; 

l,;t 

qlle m1J.c la p1·n:..:1rnid,1t1 Je J-.. 11111iu ,.tt cori t.•1 f:>llht1~ .. 11o1cio dfú1 $
1

: 

l. 
}J cl~:..e i..:u\'v J't>l.Jf'OG1:tnt..:.r1t.e u~ S) )' a¿$ f'ijo, C11t.<..t11cus 

l>u•utJLraai 611 

En ·et'ucto ; 

l'uc-st..o 1:¡uv d • 

... 
~ ::: ' 

J., \ p 11'1 - • .::dí z 
ol L ¡t.;. - M 

1 

ai f ¡:, (1) -",:¡-a> L ¡ l.:\ •• t..:l - M 

\ p(¡J ,a) 
L ~ .__ - "' 

lll;il~ + U~JI~ - 2 ( f pL~,c:_ )J.4 

~ ::: 1 

t.!fll.OOCt'S 

15 



¡ 
,, 

2:>~ ,-,. 
1:;1 .. n 

2>.11, 

·" 
1=l 

" L pl <t~ .~>M 
l=I 

allo permite asttg11r.:n• t..amblrin q1Je 

I $ • 1 S + U~!!~ 
l 

• o 

g_ 

(2) 

Ob.-ervación: u~11., os la dist..:.ncia que se encueut.ran 

Con&"ecuttnCidlíO de la expresión (2) ; 

-Si S u::ii: un !iiUbespacio dl'in y S ul sul.Jt:ispacio VBct.01•t,·tl 

' d.SOCi~do, bajo la suposición du qu1;1 t:il Ct:it1L1•0 J~ t;1•ay1;o1d.¡¡d d ~ U 

o•u•.¡ la nube ~. Ent..onces es inluit.ivdrnunt.e cL:.1ro qut:1 S t:it> m.:is 

cercano a .. ti. que el i,:uhespacio dt' in 5
1

, t.!~Lo os : 

/ $ ~ IS• 

' Est.a desigualdad eb t..1·iv1al de 1..1 uxprvsiór1 CD. 

-La .iot.1;;:i•p1•et.aclón g~omi:il.t•ic;a <t f:st.u hecho es qut:t ol 

sub~spacio .:d'ín de dimeusión k m<t::>: próximo J L.\ rtubt.! .,,tt fMSd pop el 

conLf'O _da gr:<1vudalJ d , e,.;: 11n sul>t7sp.1cio v11ct..01•1al d& L: <e "" ~). 

Cons:t•t:Uf1t1i.::l'1.S Í11111tuJiaL .. 1e:. di.: 1.:t con~t.I'UCdOu y del t..1:::0t·um.t dh' 

P.it...ígol'.l~ &ti: u1 bÍ(Uiont..tJ : 

'J'uorc•a ; St1d :; lUI sub~sp..-ciu Vi:!Cl.Ol'i....tl tlu e t..d <Jl!U -;; ~::. 

16 

•llllM d 1 r•ui:l,J.1 ilu &olll111 .. 11o11, l11i:. 111'l.11~11fht l 1u. ·~ 
1 

J:: t. • l ;;l. t- / ~1 . 

' J 

be.oNt.raoJ on : 

.L J. 
E = 5.¡.5 • ~ t11S .¡,5 

' ' 
po1· t.anl.o ~ .su p11edu escribir· como : 

L 

~ 
. 
~ 

+ C!, con ~.es V C!, .,s ddem.tis 

~ 
. 

r~ + COl1 t, -,. 

1 .. L z: \ p Uu 11 2 
::.:. L L--\ M ... 

dund~ ~ y !2\ son las 

s ,v 
1 ~ " 5 

2 
po1· el teorema 

+ ~ p Uó 11 2 

L i-,. M 

d." -·--- _, 

5<1; l-'01• ello tfo G)) so c1Lt.i~r1e que : 

1
5 

a + 1 _l. 

', 

de f'lL<Í60i'd.li 

~obru 

(4), 

: 

s 
1 

V 

-Uri hecho 1mp(1l't..aut.~ t!S 4u~ dfJ c11co11t.1·.1r 1m suLe~pdcio S t.al 

LIUU / :_;- 1:·~ mfnim.:J t:f1f.C.t1G(;.S h-.1\' llli :>ULu.t.µ.1civ St Ju :; .t...-1 qUu 

t.amt..i-30 1._.. t;tS mínimo. ~1si q11ci eb posible 1·educir 1.1 dimun~ióli 
~. 

<lul ~uLt-bpJdo 111o.ís pr1óximo 11 •. u;;t.J do1tUu t>o dus~u. p.:ir.:a ppoporcioti.:u• 

uri.l 1•opf't:1SHnL<ic16n de 'los i11cJiv1du1:i~ lo m.i~ !i<.tncill(l J.l01>iblo 

i.HllltltlQ o& co1·1·u 111 r•iusi:o du riv uxplic..t.r t.ot.alml.111l.1t la tJjaopo1•i.jón 

de ld 1111bu Jo pu11t .. oi; .. H. 
. ·i·. '¡ •1' . 

'J'uorc•~• ;'/l'mlf.1 VSPJClO \'t:1~l.01•j,1} ~ .: [ de- dinicnti.ÍÓll lctl 
1 

~11tt f _ t:s 1r1iflJ1ll~1 , uulúl1C(1S .,;oxJ~l.e Ufl sub~t..liJClU VtJCLOl'Í\:-1 ~lf1 du. 
~, 

dl.rn1;111sió11 ttl l .. tl quu 1:. t:~ 111i111111<1. 

l•I 

Prucli•• ; 

Se • .1 st de dlllltJll~ión t ' 1:$!!:.11-1, cnLoUCf:~ 



Si St! considera 

----~~---• r. ________,. sl 

ent..011ces pl et> liJttjJ.l y K•r pl • s~ us un r>ubu~rhscio da ¡.; COll 

( .. ' .... ··n~l> tt-ort.ogonal, .·. los. r1o~ililvs s.ube1:>pacios de:t dimons1ón 

t 1"1 que conlion1:H1 .1 5l son prttc1sct01e11t..u 

sJ • s ~ (u) 
l .. l l J 

V J; i' .. ,,,_l 

, .e>in t1mb..argo :;J , .. <le 

inttl'Cia mínima. Dttf llld u l COllJlHlt.O 

e~ { s• 1 ndn 1:;1 } ,., J l•I 

. •1;1 ob11>orv& que 0 tU:> no V<.1CÍO pu1;;1slo que biOlO hdy un númur·o 

finit.o de s: .. , ( exdcl.ament.1:1 r1-t ~ubei;:p.:icios de üimonsión t+l) 

por lo t..M1t..o hav • lo m.:ito: Ull ílÚllltH'O f'init.o de l5J 1.n•t..o US, 3 
\H 

s l•l QUd min I$1 . Is 
'" J , .. \H 

Stt obs~r-v.:. Que tJh ttl c.:t&:>o un quu t•n-1 el t.al .subesp.:tcio de 

dimunaa:ión t+t es: tinico y e& E , en cudlquier ot..l'o ciisO no 

g..trdnt.iza la unicidad de uri t..al ,;ubebpacio, a1mqud tH1 

aplicacionus es poco frecuente enconlr.Jrse t111 t.al caso, 

se 

las 
.,¡ 

procudimitrnt.o Pdl'a vnconl.ritl' los vecL01•us base da s~ es co11ocido 

como p1•octnlimitt11lo do GNsmm Sd1midL, haciundo l<l tialved.:td do la 

1>róximo po&tl.lla a ~+t. re,quiure de Ufli.l sucttsión de "liu
1
sqtwd.:u;:", 

-Irnci«tl' con l.:s bus11uul.IJ de la 1•oct..i <~/ lo m~is próxima ..-. .. ti.. 

-U1JSCJJ' la l'ttCl.l <!.!,/ , H-01•t.ogonJl .:i <~> lo mdo próximd a .M. 

y J.DÍ ::o:ucusivamenlu ltJsla h«ll;.i1• (~t >. H-orlogon.:d a <~ , .. , ·~-t) 
lo m.:is próxim.l a .. -it. 

IB 

2.4. / !1\.1mtJnlo dv 1he1•ciJ un N.l'l.Jción .:s tJn3 l'uct,Lt \' en 

J'lj]dC.ÍÓll J. bU hlP~""'l'Pl¡u¡o tl-m•togOll.:tl. 

Dur·Jnt.e l .. t \a:squeda dt:l t:Ju <~> tu rn..is pl'óx1mo A\ ti>,, 

1•t,quierfJ tonur- co11ocimiunlo J1:1 l.;;1 V..tri.Ación dul momunLo du i11~rciJ 
du la 1n1h1: Al. m1 rul.:1ció11 u cu.itqu1ur· ot.1•.a t•oc.:La <~> gttr1u1•4tJ., 

•U , 

po~~ ol voct.or 11111t.u1·io ~· (11~1~~ • MC~.~) 111 1), 

C:..Lo ts : 

l a f p llu ¡¡2 
~~).l. L \ """\ M 

¡,:;.i .... 

lotP momant..os dt:t h101•ci.:t de la nubo Jtt tHI r·t.d<1ció11 con l.i i:·ect..a 

J ~~J.. dorade ~ 

colineal !!.• es decir, existe ~ ,c¡!R t..al 

s_:uHC~,~)a~•(~) • ~~·,H!!.• 

Observaciones : 

QUI> 

En la últ.ima serio de igU.'.lldades Ei:e t..ie11tm para f1 loti 

stgui1rnt.~s signi!'icJdOi>: 

En t:l segundo t.61·ndno, H ci;,;: form.'.l bilineal. 

E11 el Clt.t.t•t,o término tt 1;:10 m..1t..r1~. 

Ld t'uncic.5n ~· es ttl único. f'1mcion.:•~ linf:l.:tl asociado a 

t:tl isomoJ·J'is.mo out..rtt loD esp.:1c10~ E v E , i:n oi.-t.e cont..uxt..o 

la J'unció11 luw.:.l <IUO <l lodo ?!""E 11:1 d6úCl<t la com•donada 

µrovección H-ort.ogcmdl t>OUr•e1 l.:. r1:1cL<.A <~>. 

ejurnplt:J S11pong.:s ~ • < 1 ,O ,0) <~> <Cx,0,0) ¡x .. -lR) 

out.once:;: 
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u"<»• v'I u.o.o>• (y ,y ,y >[0
1

] • 1· - - -· a t z a 1 
o 

la componont.o de la l-proyección sobrtt <~>. 

HC~.~) • ~·H~ def'ine el lt>ornorfi::.;:1110 enLt•e r. y E• cuando l'ija 

Und do las er1t.raJas de Ja fOl'md bilH1e;,aJ H<~·!!) " HC~) PdSi1 a Stll' 

un f'unciono& 1 11neal. 

H 

...-----• H< •!!) 

v l" formu bi11noal es exact.amont.& i:tl H-r.iroduct.o it1l.01·iof' de 

cle111011t.o~ ""~ y ~k de lét base. 

lfC~·l'.> • 11[ ~:· .... ~1 v' .. ,] • ~,"'v'H< .. , ... ,> ~ f x'v'"'.• 

" 
Notación ¿ cit\. 

'., .. ,. 
-La f'orma Uneal ~·~e· t1• ~ H(, ·~)~olo depunde de ~· 

lo~ 

-El vect.or da caf'act..urísLicas s_~P y por 1...1 dut'JnJ.ción de 

la mét.rica l> 
p 

I (1.,¿)1. R º/Sl .. lls_ll ~ 
- p 

-lJtt la conDLf'ucción dul ósqutrm-.t dt: du~Hdud 

VCc;:_J • 11<!_! .. ) 

Clas t'ormat>: Ctladr.:it.ic.:as V v H>. 

Ad~m.is : 

ve~·) • <V~··~(>¡¡¡ (VMC~),M(~)) .. <HVH<~>.~> 
tl'liOt.O os, al cu11sidurcar JJ dPlic<itción Unttdl 

HVM:E- E• con Jo cual se gunura una l'ormd 

Lil1noéll, una cuatJrát.ica, un i6>omorf'i~mo (los quu se 

denot..an por un símbolo común), 

1. e, HVHC!:!,•} • <HVHC!..!_),!!_) • VC!!_) 

-Donde el prime!' m1embl"o dtt la igtJah:fo.1d es la t'orma 

20 

1~l1t!ld1·dl.!1 ... 1 tJ•v1 .. J1tde.1 11 lu dldJ1,m,)1'111 ~11//1, 

-li:l sogundo ni.iumbro do la igu.:slcJ •. uJ al 1-prodtJcLo 

j11t.ur110 de V<~_l V ~· 

-1-~l t.tjJ•C&J• mi&mlJro dt:r lu igu.dd.:sd eu; l.:s .Col'm.:. cu¿¡drát.1c4 

dt>OCiddd. .:t. V. 

8n r-aslunt:tn 

l 
'"' 

lr CVHJ - ]"::!.'l.' 

~!!.¡l. ;1;;;DPCS,) • ve~·) ~ HYH(!!) • H(~,VH!;!,) 

donde u~u 1111 v s. = X'c~·> • X 1 CH(y_)) • X'HC!!_l. 

- S1 lfutl ,¿ 1 su Li.;,11a : 

• MVH( U) 
H<~·!!r 

- Si .. \l..:::.(!!_)l. +. H<~.\'HC~)) • O tt ~ ~ Kttt•CVH>. 

e5 pos i b 1 t:t duinosl.r.'.lr qtu;, f;r11 ol espacio [! con v l p1•od1~ct.o 

fnt.{jrno gunuJ•.:Jdo 1101• M Uil.:1i mat.1•1z bim6t.r•1c11 det'jnidu íh)t.:il.1va como 

su coru,;t.l'l\~e t:tll he tiJ•imera t>.t:tcción do .,,.ot..o Cdpfl.1Jlo veda lci 

clesiguuld ... vl du $chwu1·~. 

Le~ Pus·.i t.odJ ~.·t er1 1m esp ... 1c.10 con product..o illl.t1T'HO 

(J::,lf). 

L<.i. igtJaldaJ es cit:il't.a sil ~·~( ó ymO, 

J'ruObd : 

S1 !•O. la desigll.:sld.:.:ad es der·t....- t.J•ivialment.o. 

:i.UPOllt:t (.fUtJ .t'¡¿O, 

O~HC~-sr.·:-sy) • H<~.•::) - !i/1(,,,.o.) -~HC~_·!) -t !s\~ ~(i.•t.), 
f~u p.:.1•t.1culal', para s .. H~~·'f.>/H<!.•\)• !:.r.:t LitH1t:t 

OS HC.~J - [ jllC,yJJ~ )/tt(l•!:) 

ó UHC.~,·(.>U !: { HC~·~>HC~·t.J r/ 2 
a; ll~Uu lltHu • 

a 

Un" consec1Jcncia de ast.tt rcDult..ado se enuncia v tiie prueba un 

el oiguümLo : 

1.\ 



A.~O. 

Prueba ; 

De la hipót.ei:;is se siguo que ,..t\/...:/<~>J. y :;iol t>O t.iollt'f1 t:tl1 

CUt;1ULd las igualdades , os cldf'O c¡tio 

1u/ 

de m.1n1:H«l quu ba6t..a an<tliZdf' la J.llttrcia du los comploment.o~ 

ort..o,;on.lle& ; 

De lea apllc.>c1ón dul lem<'f. dfll.et'lOr b"u sigtH::r : 

tHC~J.VMC~)) 2 ! HC~·!!J H<VHC~),\111(~}) C5J 

<.~Vl1<~J ,VHC~J) 2 ~ H\'l1C~.~) MVHCVH<~) ,VHC!!,?) (6) 

Si !;!_...:0 Hnt.oncr:Hi amUos los d1;:h1.,iOJU1<idl'lJ'es son no nulo:;. pueoLo 

QU6 si H tu» dtt1'inid4 positiva ont.uncus LambiOn Jo us· MVH, de 1.i 

ffXPNUHÓfl <SJ su obt.iene : 

H<u,VHCu)> < MVMCVHCul ,VHCu)) !1VHCu,VHí11)) 
llVlí(i¡~ - rfVIITpffé~YY--- ~ -lf<VHq>:"VfffüIT <?> 

(lf1ctloganw11t.u do la exp1•&1sdór1 (6) : 

HVH(VH<11>, VHC11J) 
r!~VH~Y:Vl!l;:i_Y) 

(O) 

da C'l> Y CU), lds ehprt;1Slünt.1:> 011 cocúinl.ot. p~u-•1 lJ ilhH'cia dtt lo6 

espacios Of'Log1..i1Ht lt:-s- y l.:i 0!.Jt>i.:rv ... ció11 i11ü.:i.tl !i>C u1f' ittl'tl el 

p1·imur r"'t.uJ l<:ado, 

S1 ocurr•.: Que • .. mi.unces ; 

(f1(~,VMC~l) 2 = MC~.~_)tl<Vtl(1~).VHC~)J , lu l'orm.:t 

posi t.iva v ;_,.d.:t:rl VM). 

LttOJ't:.•111~1 JJ1t.ttrlo1• ;VNu 1.~,J. 

es do1'1uid<J: 

y .se 

junto con el 

a..: o u 

Obbervación : 

-Si ~ .L " .. --. 
En et'uci,,o 

Por Lant.o 

VHu -. A u ot Vl1~ ..1. !!,. , 
-t l-S M 

si ~ ~ ~ ent.onc&s H<!!,·~) • O. 

O•AO•>d1<.u,u ) 111 HCtJ,),.u ) 
.... -1 - -1 



Ld const.rucc1ón t'orm.:11 de 1u1•1 meLr1ca que f..t:ng-a en CUt:llLd 1.) 

1niport.ancia o r1cso de Jos el~menLos se dcsarrol lard lJdJO JJ 

suposición sin p~rdid,) de gcner .• d11fod q1J1.: ~ • 11 <si esto no ocurre 

, simplemente cons1der-e la LI'<tSldción dt! .A\ dt: tal m<luera que e.sLo 

ocUf'N\, esto es .+t ' ~ >. 
Los valores que c1s.unuH1 las l sort .u·re1;los de ntimeros t'cdles 

t:h esLe caso de Ccil'i1ct.erisl.icas cu.:1nt.1t.o\t.ivus es por esto tllJt: se 

puede co11s1derd.r como un Vr~cl~o1• ale11Lo1•io y su Vd.lor esptH'ddú es 

prec1sa1nent.e ~ 

" 
\ px' L ,, 
c:.1 

n 

s. • \ p xJ 
J L ll 

ul v.alor esperado de la caract.crist.icd J 

L.i construcción rnat.f'1cial ; 

d • 
J f 

x' 
(p •••• ,p ) ~ 

• n 

xi 
- n 

1 . 

r:.on lits ponderaciones p
1

• 

p '· 

Hediant..e una constr-11cc1ón sjmiJnr se obt..11::110 a la covar-ürnza 

r µl º 
J J' l u pl. Cx .... ,x l 
• n 

. o u 

u 

l :~ J . 
() " 

~px1x" 
''' 

L :; J 

"" 
n 

Pt>I' t.. •. wt.o : Val'<· J) • ¿ pLx( 

y t..i.ml.nón ld m .. t.1•i7, de CO\'dl'ldllZ<1S se obf.lc11u t.:umo 

.'C'D X 
f' 

La 111c1t1·i~ D r:omo i:¡e pucd~ oLs~rv.u· dt:t' inH unn. nu5t.1•1i.;"' de. 
I' 

pesos y t.ier1e tJn4 t'orm.:t 1.J1li11eal .H>'OCtdd<t !JP t..11 que : 

- D Cl' ,f' ,) • O Sl t.-!t '. 

p ' ' 
i. e. que ta base U\: t•1, ••• ,n> J.H~f'm<HIC:lCa ort.ogonal. 

- Lt f'ormd cuad1·át..1ca asociada OP 

D cr ) • ll Cl' ,1' ) • 111' 12 • p 
'P l f' L l. L nfl L 

l. e. que le ;;isigne el pt:so que le corresponde cadii individuo, 

por ello es que la m..tl.l'lZ ltSOCÚtda Üp l~H 

o 

o ...... o 

- PueS:t.o qtJe pl>O V t•1, ••• ,n 

D es invel't.ible, con inversa O 

n 
Del D • íl p )0 y por t.4nf..o i 

p l ;;:t l 

l~st.o es, puede hacer el 
p l/p 

an.ilisis con individuos de iglrnl impor-t.ancia Y después Lransrorindir-
1 ... COll Dp. 

- Se N~cuel'da <tl 

ind.it'e1·enf.ement.e Poi" D a: 
p 

lecl.or convención 

-td isomot•l'ismo enL1•e f'" Y P. 

cu denoldl' 

,•.,, 



-1• l'u1·n1~ l;uadl'al.li~n. 
- La l'of'm4 1.:uadr6t.1co pro~orct.onu la norma induci.dd con 

..,L.rlca : 

O c.i,..'¡ • D ( .• 1¡. 11 _1¡2 
p p ºp 

Con est.a norma s,u define la mot.ricd ellt.re caract..eríst.icas 

11otvJc:ro.das por pli: ; 

Ji¡ • lv~1· (._J -
.. IJ 

p 

d
0

2 ( J.J> • var _I) + vat· c.,.) - 2 COY( J, . .J') . 

p 

l'n est..as condiciones el CSQlJt:ma de dua.liddd adquiere la 

!Jilf;UÍt:nt..e represent.acíón 
X' 

E 
r· 

H \\ . 11 

\l 
u 

I' 

X 
t;• . ·-· -----~ I' 

Observaciones : 

- f!l i.somorriumo Je F a r• se tit:SCt"ibt!' eXl>lícit..ament.e pül' 

H <·.>•O(.,)• l.)'ll 
p p p 

-f.:n 14 primer expf'csión DP e:> isomod'ismo, en la segunda 

es 1'01·ma bilinea.l y en l<l1 t.ot•c.-:ra l)P ~::> la mat.riz Je pe!:iOS. 

-Asocia \11\d 4\f1l 11:'"'ci6n lit1t:d1 t.lr. ~· o f~ Uef'ini1ld 

2.6 

o 
p 

1.al qllo ¡ 

Vl ) • ClJY( 

• val" ., 
En l• primCI" expresión V es forma cuadr.ILica en l• segundo V 

es l'orma bi line;sl v en la l.e•"'"ra V es l• matriz' de coVdl'ian:Gi>S 

•lel vector cor1••sr•ondi•nle a un i1uliv1Juo en n t·e•li:Gacioned 

ól'ecl.ada~ pOI· probabilido.\des. 

e sel' i be como : 



LJ. 1·1::tl ... ción d~ t.:orx·el.'jción IJttrmito ju~gar uu quu llltHtillJ. 

pu~dd rec0116t.1'Ull' UllJ. Cdl'<.tCt.111•ihltC<.t C\l.:t(ft.lt.J.Liv.::i.. z. a Po.1rl-il' 

ulli, S.1ú1·mit.u 11n:-.J11· ul gr.u1U Ju J'11u~·.:.1 de 1·t1l~clU11 lilkJl 

z. 

dt1 

1•a1· ... calcul.tr• r:1l indicr-: se 1· ... ·cc..rt. ... t-l ir1t.1.:1·vdlo 1Je ... "r.i.:1c1ú11 

dt2 la.,.: ~\ dll un ntime1·r.,.1 t'in1t..o di:t 111l.:.1·vulos di:>JUnlos , Jig.11111.)s ""'º 
q wt..01· .. ·alolii dlsjtmt.os 

Cu dl prc,.e11t.~ '111.iliiois !lti'' t1t.il1z.i ld noLdciófl a.:ig1J1e-11t..t:' 

$u dttfint:f : 

p a~(¡.) ILcl j • l'Cl,_) 
i. L ... ~ ... 

Y 111; -:- (,c. V ! l.;: l) , I 
l.. '"1.; \ l l. 

Jonde l er:;, ol CC1nj1u,1t..o de 11:..s. i11d1viduus, un s11t.conjunt..o do 

CmliC(jS t'i111t.o,l t:nr1·~:..111111d11~11Le <ll utim~ro du irul1víduu!:>, 

:;Ú lnllt;bl.1"'<1 ""lli .J¡J'J1",IJll..a1.I <JIJO ; 

t l.1111.1 1..1 ta11111J Lut...1 l, 

~) l 
SU11lJ i11t1·J lo.1 .r.Ull\d 

!>t: lt:r C(ll\tJGt_• •~úl!I•) ~11111.J lhl.•.:tr', 

E::11 ol'uCLú ; 

d1:i11dtj 1 • U Ik ~or lo ~u'11 se va1•ll'ic.:a 1.1 igualdJd 
J..=l 

f L { ,.,,cv, - v,)' 1 ... 1,} • f L { P,ci\- v>'l• .. 1,} 
I< = 1 ~ .. := t ~ 

+ 2 f L { p\ (y\ - v .. )(v .. - Y> 1l ... 1k} 
~:,; l \ 

Pu..,i>t.o q1Je 



El conjunt..u ,fo v •. tlori:s que asltme 110 ... C-"I'<1Ct.1~r1st.1c..- puude.• 

01•denado o no ordauddo, uJttmf.ilos dtJ c;1r;:11:;ti.:ribt.1c-.1.s c11Jl 1 t.. 4 t.iv.:ii.. 

cvn conjunto dtt re&p111.u>t.ds : 

Ori.Je11ado : La CJ.1•.:tct.1.1risL1c.:1 r.Lu ... ! ..... .:.;.tui 

p1•jn1<11•1a ( sccu111J;:.1•1J < , • , ( f1oio;g1•.tdo. 

No orde11adfl : t.t car.:tct.~.:1·it.l.1c.1 di uF.:; ¡·...: ......... .d 

ncgx·oídu, 111011g0Joidc, r.:.iuc.:&soil11: , .:H16t.f'.ido1de, 

S1 &:O t.itinuo do~ <..~11·o..1c.Lt11•1bltc.sb .1 \' .-: cuo.1ltL..tt.lvds 

co11Junt.oi:.: du 1·usp11cSL<ts IJO!>thll;'l!> U y W' 110 ordou~Olcs 1nc:lt1so, 

C.:Oll 

t.J.lCtJ 111..10 :..: vs m.i.s l'uw lftJt: ;J bi. t:XJ!>lv l.Hl..i <.11Jl1c.:1c1óu ,,.... du r.1 (fil a· 
t.il quu ,._ • y•"· t,u, qu.: .: • z. 

• J 
L,J'<::l, J,t:, 

Ptit•m1Lu l'ttconst.ruít• exact.dntunte o:1 ~. 

En e!'cct.o : Se,, I ~J co11j1111Lo dtt indivíil1..1os, O y Q' 

COnJt1nL01i IÍ•) J'obr•Uobtds ( l.:.ml1 l l'll l l~un.sd11s d;1 mvdul 1d.:td...:::;. ) Je 

·~Jl'.1ct.u1•isLic<ts ;z y ..:. 

S1 "'\ • .,J -+ \ • :.:
1 

V t ,; .... J l)flt.011c"'s : 

.,-'cq~> .. 2· 1 c~CtJ):;;. ;..·-'c ... cLJJ 

i.o. cada >i..;.;:--'(~(L)) se cumplt: .¡u.:i ,._(k) "" ,._(t), 

Su observa q1111 :.?-
1
(qL J ,,t O \' 11ul!' J,Jdl'a C<ld"' ulument.o >.. tlu l.:i 

1..la.tite da OQUiVdloncia flL) • «..,,""l 1 ..t(k) .. ..?(L) ¡::¡ q~) pooil.tlv 

det'rni1• : 

x0t) a .• ;(.~-t(qL)J ;.:i ;,;(qL) 

obLoniundo con allo un.cr. función 'f' en t.drmínos de a y ;.; t.al ciue ul 

diagrama conmut.a 

l1) 

30 

..... J >. • ,.. • .,,t ' 

elume1tl.<JS ;,i... .. [ t.o.1l•;s· quu ~CL) • .i(J) c1unplo11 t'•..l(L) • t>·"'(J) 

JJül' ollo ..:lt) • :..:(¡). 

Ol.1bt..'l'V•tClÓl1 ;
0 

-SJ ~ v ..:i· :i-'nu t....i l 11> ll•1t1 ~a ... ~Q' ... r, tll.l' l-.1 deri111ció11 du 

s~tlH.· lJUc 'f'(c¡l) t:::. ..C..!-
1
(.¡i\J). J.111•,SLO Qlll) t.QdO!:io Jos. V3lOJ't16 lfu Q' 

~dnpt.<1n flC•t' hu> i11tli\'1duos b<ijo "' so t.1eno t..~1mbióri QUu 

,t(;...(...:-'C•;\)):1~f},,. J ... 1>01• oJlJo t.b 1111e #(~<.·~\) t..;I.l ... r, r•or 

t.Jnl.u ul 11timtt1•0 dl1 lm<1g~111~!:» 111h.~ .n,;11ru1..• li1 l'tH1cid11 ,.::. t.•fi r y ddu111.is 

••• 't" t!:.· IJ i yucción, 

S1 Mlmn·ii:> h~~ cor1j1111t.os d1~ r111:>p11t!1:>L<.1& o y o· 

u11Lo11cut> es 11osihltt J1;1t'1111r l<.i 1•vl,1ció11 de f'1n11~.s 

l..t 1·~l.sció11 d1:1 oNJun : ;..; t:S m.:ia l'i11..t qutt ~ si : 

.ii ~.:: V l ,f,..1 
• J 

ci :..::;..: 
• J 

(IJ•du11.1blnt> 

011 t.1i1·m111ut> Ju 

¡:,osiLh1s 

l'ci;.pu1:rsl.:.s t:S 01•den..-ble q1Ju ddtrm.:it .. es cu..:int.it.~d .. ivo, ctiJnJo ttl!.l.d• 

1H·o1iiod..tJ1::.s M1 l.i.t:11un an J..is c.i1•.:tt:te!r•!t:.t.icati :i y :..· , stt dicu quu 

us m..in riuo cJ1iu ;.: b'i ox1sLc u11d t'u111;ió11 co11Li11ud f' l...,t nuu 

... •J'.;,. , u:.l...ts J'1w.;1011us put;0tl1::u S•:.'I' 11.1 :.ul'li,;l1:111l.tin1t:11Lo l't:tt;ulJ1•i.:toi, 

E11 +;;ii;;.I o ..:011Lti">.::t..o ~e pued1;:1 1Jt;if'inir la. t'ttldclón e.la t.:VJ'J·11ldción 

c11t1•u l..in c<.1.1'<1C.t.01·lst.ic.ss ,.; Y 2 come. : 

_l lr.t ... J' 

f-'":z ~1-:Tr-:i 

~'11"4 lr.tur ..t lr.t1·a v lnlra .Jt O. 

Uo Ja 1·ulación uH~r1'lrilra • Lutal 

con "'mbos blll!1<.1111Jo,; 110 negat.iVo5 : 



Jo ld 11>.:Je.Lu11i.:1d Jb U04 Ldl l'unc1on I' 1¡utt 1-•,,r·mll·t:t rucuµu1·d1· 

Cdl'4C..:LrJl'Ía>Llc..s. a µ.t:U•Llt· dti ld oLr.1. 

... / An.il 1Si61 

Jat..os. 

Comporu~ntes Principales para una mat.ri~ do 

4, 1, / Ejl!s y planos pr1.1cipoles, 

TvJo pu11Lo ~!"-J.: se t.•scrilie 1.fo lll4ht:rQ un1ca como comLi11111cióo 

lir1edl Je los elt!mc11t.os t.;e l<'I Liase iro1~-:.u1tuf'l11.:._ ·-~!~:L•l,,,, ,p} d., 

los eigenvect..ores 1fo VH, dichd l.idse se pueJI! coust.ruir J.IOl"que ln 

m<'llri2 a.socíada a VH t::.i sin11:t.1•icd 

descomposición cspcct.rd l (apéndice ~) se sjguc que : 

VH - rAr' 

donJe h • d1ag0,
1 

,, • , ,A/ y r es un.t lnilLf'iZ: ort..ogo111::&l, 

/\ gcmer4 vet:Loret> ortogonales qutl' se hacen unit.airios 1i11 

... -... -, 

i.e. 

t::l primeJ• eje µ1·1111.:iµul t:S c::l ejr: {'_!) g-r:nera.do J>Dr voct..or 

u111t..1.1;-10 qlJu pror1orcio11o11. ltt maxtma l 1 ~,.L • 

Y l.dmLirfo ; 

r r \--1'. J f ) }(~~ ... - ~lYH .... ) - H tVH l L (..\'·!~ 'L '·\'-\ 
' ; l ~ : 1 

111..ixinta., lfUt.: 1iu1· lJ L1l ioca. l 1ddtl lh: H y ~1 hm::ho que 112 

biJSt' tic los e1gcnvc-cLorcs es tt-orL01101·ma l, 

- fl• di./: • t'"' u.2 • t. 
" l ' \-'I 

E::n ct'ecLo 



J• j• 

1 • ,,_,¡• • Hl \"'.,_.,_, ."'u•1) 
M L ~ lL l l 

Ll:I lJ;l 

H<u ,VH Ll) 
1

<!!_>4- = -"'R"'cc-u-.. ~_,~}- • H [ ~,º.''."VH [t.ª.'\) J 

H [ t,"•"'"t,º,VH ll,) 

Uo est.c 

rest.f'tcciJn 

.. ~ oa6 HC1.1 ,VH li) L IJlJ ., •. J 

~ a. a 6 HC11 , A. q ) L LJLJ .. , J"J 

rcaoult.ado se obt.iene 

QUC e~ 

[ "~. l 

ttrt el 'H·abJema do opt.imización sit;utenle 

equivdlencia Pal'a 

Pl'opo•iaidn Con la rest.ricción anterior- y si A~ •• ,."?:>.. ~O 
' p 

LJ.ehct que 

o 

la 

se 

Uaude ~e 1nd1cu uue I ,~,J. 
~ 

• \~a' A 
L' ' 

rest.r1cc1úu ••.1a.., • t u1 u•u• .•. •a•O 
' • p 

coincide con el p1•imer ejKenvect.or unit.ario de VH coo etgenvalor• 

QfiOClcu.lo >..
1

• 

El problema de 1opt.imi2dcJón t.tene por objeL.ivo exp1Jc4r J¿¡ 

mayo1• puJ>t.e de la joez·ci.n , en ot.Nuil paJolbroli 1 lei disPtH•er!6n do 

la rep1•esent.ación de 'los Jndividuos, n Lf'av6s de e:il't.e reti1ult.t:11Jo aiC 

r;aranl.b.:t. que si toe elige h dirección &c11a1•ddd por u l el primer 

c:ige11Yeclor- de VH se explica la ine1•cia >. 1 , que no es Ja inercia 

t.ot.al, fliguiendo el ntismo procedimient.o Ge encuont.1•a h1 siguient.tt 

dirección coJ•1·c.spondie11t.e a 1A2 que t:xpllr;.:' i..2 , Jirt!cc1on 

H-01't.ogun<1l u <~11 >, se sigue el m.il1imo pr-acttdimient.o husl.ó.. expJ iceir 

eJ t.ot.al de la inercia o un porcenl.aJe que .se con:iliJere 

sut'icitn1t.e, 

El primer eje princillal es el eje <'.J/ g-cmel'ado por v
1 

o1 

oig~nvect.or unit.ario de VH aeociado al oigo11valor- más grande ).
1

, 

i.tt, VH 1! • >.. !.! ent.onces I , ..e.e/ A •A 
(~'1.> ?:, L ~ • 

m<Í>cima inercia, la part.e de la inarcio explicad.a por !J,. 
La inercia que no es expl i.cacJa. por ~. es 

I <~,.!. =- t.r CVH> - A.
1 

l .: o .,. t.rCV.H> •). tt --A'--- Si .A< e: <•!,> tt <!;_' t t.r<YH'> • 1 

es 

en cuyo caso la inercia acumulada. es el 100% en la dirección (!J
1
), 

/ A, 
- Si ...+!..,...e <~ 1 > "' I (~)J.. > o tt t.r <Vff) > >..

1 
frt' t:rfVFO" < 1 

la 

A 
el indice est.llndal'i2ado tre.Vkr es la part.e do 

1 
lo, inercia. 

explicada por el primer ej~ pl'incipd.1 (~ 1 ), 



- en el caque•a do d11~l idat.1 : 

x• l 

u E• IR1' r• o -· 
11 l I H V 1/ p 

X . e• r • °'" l 
u 

' :. 

A '·\ se le lb.nt4 lo primef'a cumponeut.c orincipdl. PcH'a h 

cu.ea.l t:t)l;iBLc tlnico '-': • C)'H i.1, "= t•, pal'a lo C:tJal V«.> 1H 'J,> .... E:. 

Al t)je ririnc:ipd «•,>. sin\bl.)li:.?<tdo tm t Cl)ruo UU<l: nut:v-a 

car-t.ocLoríst.ic.a ( unll nll&Vél c.iu· .... ct.ei ... i:>t.ic.:t que e11 combiuación 

llncbl do la:s ca.1•.act..e.rJsLicc.s or-igh1aks ), est.á asociado ; 

-En t• Un funcional l.inedl principal cohociJo t.:Ottio e! "prlmtH• 

ract.or- pl'incipal". 

u• • C.) '11 ~! • H (u ) 
.. - l ~ ... 

-En r, la "priMera comport~ht.e priocipal" ; 

..:;.' • KC\J•) • X<<.) 'H 1.¡ ) 
l ' 

_donde e:• HC:.l•'.!,> • ·i..\:H u, • )((1_1;>~ • X<C.»tf u,>~ 

e: • "C!~t .i.t,> • u:c.!.~) es par L<tnt.a el valor obtenido Ja 

· prt•el•o co111potu~nt..t'l Pt'inclpal p~ra el l11divühio L. 

Obsct'Yllciones : 

-f.. ple~ - open.~·) .. o donde n - (~) a r indica que la 
\;.l 

pri•ef'A co•Ponent..e principal est.á c:::ent..radi!I eh el ori<en. 

n 

- ~ p (c .. ) 1 • P e~') .. V(':J.•) .. HVH <u,) • >.. e:íiLo es~ h L, 1.. p , ,. 
\=\ 

pri111ttN11 co•ponent.e ~rincipal es >..
1
• 

'lb 

.c,z, / l'lduo pi·ttu.!ipo.l. 

El pl~no rH•inc.ipal P es el :1ubospaci.o princJp.al ~6 el 

Eilllbeeop4cio vecLorlal de 1hmcnslón 2 con momcnt.o de iot:l'CÍ<" minlMo. 

El plano principal ptJedl!- 8et' gutv.11•a. ... to POf' ; 

-t-:1 t:J~ priuc!pal <•1
1
>. 

-V el eje" <•!), i~encrado IJOI" "'l vcc\.or uolldrJ.o \J. Ji-ort..o,;on_al 

¿i¡ '..!, , con moment.o lle inet·Cita mínimo. 

l...<t l;ü~qtiedt\ del pl<lhO principi1l P coincidtt .o.qu! con 14 

HVJ1(<J) l'J\1-\ximot11 1 hdjo las 

Ue este modo la base Ju los ei,;covec::t.ores <~~;(w.1, ••• ,p) es 

ent..once-.s eleg1Ja en E. v se obt.iene fo siguient..e : 

l'ropotatiolóa. Si!.! • ~ <>'J L .. 
[ 

!) ¡ (U>J.. o fa: \ 
i () H<i..1> • fa~ • 1 

l=• 
LLO HtH.V

1
l • Ct, •U. 

Uenot.1t.n1oló1t 

Ut11>1t.a PJ'Obc:ir la. i~uadad l i: i,) , en et'ecl..o : 

Oe donde se ini'iere que l (!:!.~J.S: )...2 y 1 <!:!,.>.).. es 111áxi1110 si a •1 • 
1 0:

2 
•ce 

4 
• ••• •up•O ,í. e. !J coincide con a Lguno dé' los eigenvec:Lo':"es 

unit.al'ios de VH con eir~nvalor >..1• 
-El segundo eje pl'incir.H•l es t!l eje <'J.z) geneJ•"do POl" e-1 

eigenvect.or Ul)il..c>u•.io 1,1
2 

de VH cora eir;envc.lor- X~ : 



A•Í 

1 • t..r CVH> - O. +.\. ), 
p • ' 

>. +). 

- Si kP "' 1 p • u .. V(VH)-· - 1. 

>. +>. 
El índice lrfvH~-- es l<t. parle de la incl'cía expJ ic,,.da 

por el fJlano pr.if1clJ1<tl P. 

AJ eje prinr.:ip.11 <••/· simboJrn.ado en 

c4ract.e1•{S1~Jicn C que que es comtJifldCióu 

C como uoa nueva 

lintMl de J as 

Cdl'aCLeríst.ü::as or.it;llldles), est.a .tsoclddo : 

-Er1 E• un runcion<\l linecd or-incip.,,l C.1 

conoce como "~ef;1m<lo J'dCloP p1•1ncip.'ll"J. 

est.a 1'llnC1ó11 se le 

~: • C. )'H •.i, • Hl\1.1:J. 

-En P, la "segund~ componente pr1nc11Ml ": 

• X(+!:) • ){((. J 'H •1.l). 

'41. :J, / Subespacios principales de dimensión t. 

el subespacJo 

Yecloria.l de E Qlle es mds pr-ó1d1no d la UtJbe .-+!. en ul ~t:nl.ido del 

1110111ent.o de inercia, es el subespacio vúcl.ori1tl generado por lo~ 

1.u·i111eros ejr.s pr-incipaJcs • 

<11,> ••••.• <· 'l> ; 
Uo11dtt el tlje <~~l) es el genet•"do IJUI' el vector un1Lur10 !..•l de 

VH cuyo eigonva1ot> .:isoc.iado es Al ; 

VH '·\ • >\~\ 1 •1 , ••• ,1 

\' es t..\ l que J .. ~ 1 .t. • \ 

l'or ella se i>i~1rn qu~ : 

l•l, ... ,l. 

- -
1 • . ~ 

• Lr(VH> - t ~ .. 

El indir:e -------- e.s l<t pct.rL~ de 1a inerciu 

t..1·<VHJ 

L::.t 

-Bl ~1l c. :.> H J 
5 

• O o -c;:-cyf{j- • 1 

A los t:jcs princip.,le:;: <•.\>. simboU~ados en E! como una 

co.r-cicL~rí:i:Lica ( que es cmhin;:sción 1J11edl de las originales ), 

t.icnt: asar::it.dos ; 

nueva 

que 

- l::n e" un l'uncion<ll linc;,l p1•i11c1pal (a esLa t'u11cián se le 

co11ao: como el "t-ristmo l'.1ctor- principal"). 

'.•• • (. J'f1 '\ • Hü\), 

-Eo f', l.i "t-i;jsimd ~omr11.Jut:11te pr1ncipdl" 

.,_l .. X<,<J .. XfC,)'H ~\), 

dondt: Id comporu:uLe princip,,} '. J ':st •• j Cl:lnlrada Y ai;umu la .iutJrcia >-./ 

E::.oto es : 

\ p c 1 • O (!J ,.)) • O L L• ¡.; 



4 • .f.. / Construcción y dualidad. 

Stta .Al e: Se E. en al esque:ma. 

X' 
~l. I:! 

"l!:_x 
~l: • c. 1•11~ , se t.iene que X<1;() • 1(((.) 'H ~\) • e'-, 

Se considera' l'll E t-:011 la base ort..ouorma.1 

f'ormada. <l parlir de los e.igenvect.ores do VH. 

1) VH !.1 • A \1 • 

' '' 

2> HCc¡ ,Ll > • { 
1 

' J o 

En caso que V sea invert..ible, la base {\!L 

ad&Ml'Í:!f y-•-ol't.Ogon.al : 

v-1cv.,..1J? • 1 ..... ).. 
J 

En erecLo : 

40 

,.· •. ,¡' •• ~· ,~·, .•• ~ 

A los eJes pt•rnclpa!l!'s <•1> e: t: corresponden 

-J.::ri r.• !o:.i t'<.1c~ore.s Princlf>cllo~ u: • (, )'H 1•\• que 8011 

td&u11vect.ort:s du VH con et,;envalor >- .. 1 HV e~ rf y Y s.imél..ric"" V por 

tan l.o <•.! .. o l •1 , ••• ,p} es una bdse de E, H-1-u.r Lonoi•mn 1 

V-orl..Ot;'Olldl, 

Adh mas (1J <2> 

w1 c~t ,•,!~> • o 
' J 

vcv.• .~/l • o 
' J 

-En r las componentes principales : 

lo cual implica : 

W•DP :.:;J • XfJ• 

-En f' }.)a:J componente.s Principales slln eigenvect.ores do 

con elgenvcdor \• por ot.ra part.e 

OPC·~J,.:;_J'> • VCU/!r) 



11
1
,r, 1, I' 1 • { ~I ,.,. 

JtAJ' 

Si Q 011 ol nt..ia1ero de eigenvaloroti1 no nulos >.. do VH (so pu~de 

t..enor t1ue '>-t>..r J•J ') t>e muusit.ra 'l'H' : 

q • rank(X'> • rankCX) • rankCV) • l'ank<W> • rankCYtt> 

• remk<HV> • rank( tfD ) 
p 

(~). 

Dc.aat.raoió" : 

Puc:st.o '1Ut: 1·a11k<L> • J•dnkCL') :oolo !idee fdll.a prol.idr la 

ig:ualdnd para alg-un.,, d~ cst.as mal.rices, ddt.:más VH es H-s-imét..rkd 

ent..onces el ran~o de VH v HV es el mismo, par olrd parle si la 

,.at.ríz VH t.ieno q eigenv11lo1·as nn nulos implica que h tllnn:m•id1 1 

de la imligen de VH (como t.ransl'ormac1ón lind'aD es precisüment.e q, 
f'1nal11ent..e se observA que : 

L) rank<V> • min <r·ank<X'>.r·d11k<Ur),rank(X)} 

• min <rankCXJ ,rdnk(IJ P)} • min lrbnkCX) ,n) 

• rankCX) 

t D rank(\I) • min (rankCX '> ,rank<H> ,raukCXl > 
• min Cl·ankOO ,rankCH)} • niin tru.nk<X> ,p) 

• NsnkCXJ 

l l l) ra11k(\ID ) • min <r•111kC.\t') ,h'llnkCO )) 
p p 

• min <ra.nk<X) ,ul 

• rankCXJ 

tu) rankCY!'f) • min <r.ank(V) ,r;mk<H)) 

• min <r.mkCXl ,p) 

• rankO() 

de donde se concluye inmediat.dment.t!' ni result.ddo. 

81 el nllcleo de VH es de dimensión p-q , c•l.o e•, •1 el 

subol:ipacio proµio de VH do eigeHvalor Asociado >..•O os do db1ensión 

Cp-q), SI! t.itme : 

"" CVH > • f \ 
ta nubd de punt.os .,+l ee¡t.á ent.onces sit.1u1da en el subesp4cio S 

de dimen9ión <I g"t!ntU>11do po1~ 10::1 q primeros ejt!l!iil princi1io.lc~ : 

A 5 se le llama soport.e de la nul.Jo .. ti.. 

Poi• est.c ra~ón Ja imágen eucl!dcana C~ .. ,S,d) dol conjunto da 

los individuos I , dondu d designa 1.a rest.ricción de la métrica .Al 
V ' 

al subospac10 vect.a1•1.u.l ~ C. 'i Is } , us ont.onct2t1 lA J.m.:lgun 

euclid .and más simple t'Quivalenle a la im.ígen euclid a.na of'iginal 

C..At,1:!,dM). EsLo oce.siond una !'educción do dat.os 'al pasa1." de 

(.At,1:!,du) .a C~\l,S,c..l\/), 

En l.: un rtmg-lór1 de dl\Loa )( (un individuo) est.á simbolizado 

por p números (los valores aosciados a las p caracLeríst.icas). 

En S un 1•er1glón de X está simbolizada. por una. Ust.a de q. 

números ( los valores asociados a hs q component.e!i pri11<::ivalu1S1), 

Si la p;,r-t.e 1Je 1;,. inercia explicddd por el JJ!dno pr-i.11cipa.l P, 

t'S lll'ÓXin1a a 1, se puede con ayuda. de las proyecciones 2i de los 



p1ml.n11 
1 

11ntH·u al pJa.rin P r1dlr una lHH10Q c1uwc:.ri1u:11i11 1lt.t Jq n11!Jtt .M, 

•tU• 111·upu1•t..:ltJllA una vl•u11liV1e...:ld11 plena a1J1·uxtm111lló do Al. 

L:n rapre"c11t.oc1ón cart.csi"n"' 

Of't.ogont1les. los vect.oros t,i
1 

y 1_¡
2 

t.it:ru!n rJOt·m~ unil.a1•iu, los 

pur1t.os-individuos se f"ecupel"an con la .-.vuda de las Jos pf'imcN1s 

coaponent.os pr-incip"les, un análisis do la f'ttpre;:senl.1.1ción sobre­

eio:t.c pla.no ser4 sut'icient.o pai•a IMcur el bdlance d~l conjunt.o Je 

proxi•idades entre indi•lliJuos, es<-u1 pro>i:urudadt!s est.ln medid.1s r1or 

las longit.udcs de los segmentos que sefH1r.in los punt.os-ind1vid11os. 

>. + >. 
-El cociente-'--'- es la medida de la "c.--didad glolH'll" 

t.1•CYH) 

de la. f'aJH•ttsent.ucidn de la nubu ...tt en ul plano pr10cJpal f'. 

l." calidad de repre.seut.ación de ur1 punt.o -~ poi' su provección 

~L aiobre el plano 1wincipal ptrnJu ser medida poi' la comparación de 

1o.• nor110.s : 

y con ul índice Cos 
U2L u 

(>•--- (eJ coseno del ángulo que 
u \!I 

t'or111o:n los vect.ores !!\ v ;·,l) , se lnt.erm·eta ,eomoe.tricament.e ; 

t:st.e coseno se af'ect.a en si,;-no por t:tl vaior e: q111-!' asume 1.i. 

l¡t¡ 

1 ~q·1:urn 1:11mj111flnf1! u 1•1'1111:11111 I, 
IH1•t:Jl'VAl!ll\ll ; 

l:l indico c.;0111 u iltrna lci vcml.t1Jt1 quo 1uu•t.tmoca iril 1nt.a1•valo 

ID,11, pt::ro t..Jenc Ja dt.svt.•nt.<ljd QUI! no t!Xf)resd. la prux1m1da.d Jul 

iiJ r1l•'U10 princ.ipt.11 P cuando 

Siu cmb<--1q;o el iud!cc 

.. lltJ u .. o. -· " 

yt1•CVH) - o .. 
1 

+>.,
2

) 

la dist.aoci1.1 dt! .. l .:d plano P co11 Ja disp~1·sión promedio alr~dedor 

del pluno P CCL1·CVHJ - (;>i.
1
+)..:t))vz es andloga a Uh t.1po dd 

desviación ) ; este índice e:!'i similar al coseno, af'ect.1u1o POI" el 

signo que t.ome la t.ercera comporlent.e principal. 

El cxrime11 en el plano principal de la nube de 

proyeccioneti 2~ de 108 puntos .·l , teniendo un cuent.a la calidad 

de l<nil rttPNtsent.ac:iones pe1•mi Le rcagrupdr en clases de individuos 

semeja.nlus, 

CAtln meJOr el plana principal pu<.-de ser "orientado" du Lal 

manaN!I; qtrn t'Jgurun les proyecci.one~ 11-·ort.oguna.leti <Jo lolil ejttiif 

<1sociados a las c1:1ract.eríst..ic1.1s iniciales). 

<• ) 
' 

E:bita repre.1:i1ant.dcJón simultcinca. de los individuos y de loiY 

car<:Sctt:ríst.icas permit.o rwucisar las ~eneralic.ldtlus de 11):. gi•upos 

de ind 1 Y id u os f'ormo.tJos • 

.C.6. / Individuos suplll'nu:nlttrJos. 

Todo ~:.tiE puede p1•oyectarse t1obt•e el phno princip.sl (\J1 .'.ll 
en pdrt.icular, Así que cualquier individuo que se agreG'e <'111 

conJunt.o l puede .ser ident.it'ice1do Pº!" su prov.:ccitSn. 

Descripción de J..-ss c3ract.r.:J•fst.ic.:ss. 

El an<ilisis du component.es Pl'il1cipales se presentó como la 

búsquedü sucesiva de caract..eríst.ícdS ..-.• [)P-unit..arias que maximizan ; 



,~.. • ........ 1 ..... , .. , ¡, .... ... 
'"" '''ºº'"'''"''' .... 

1~1 l:U11ju11Lu i.Ja .la• 1:un111u1uwt.""' 1n·J11ctp"1º* 

l'ur111tu1 una lio•a D
51
-or·t.O(OJH1;l iJol fliUhóiwfJnClu vuclor-iol 

.:anerado por el conJunlo de c"r4Cl.t:."1·f!'jl.11;<'1~ 111ic1.:'llt:s. 

(. 1 ;t•1 ..•. ,l¡J 

xct:•) en 

Ü (,_;,l,f.J) • 0 SI (,.tJ 
p 

flflc;~l) • Upt:._:1, ¡) .. \· 

Por Lanlo t.uda caNtCl.1!l'Íst.ii:u __ J puct1e ="t:'"r reJJJ•csent..ad.i 

coordcndiJas 

ll .<~ .·! 
.,-,.­

J 

en la blllse de las 

CovC,_' .~, J J 

y¡.:-
J • 1,.,. ,c1 

J 

-1-sJ. 
-rr 

J 

A h1 represcnt...:tcu:Sn de los p1mt..os-1ndh' iduos en el 

priocipttl P esl.á tt.sochdn lQ rcpre.scnt.acióu de 

pluno 

los 

La caract.cf'í.st.ict1 .~J int..ervienu Llrnt.o má!:il en Jd descripción 

dtt lG nub~ ..+t por su proyección ttt1 ol pl.nno pr·inciJMl quo , 

e:¡: cerca.no de 

D ( : J .~-;_ l) 

~ 

}'01• ejcmplu l <le.slgflil lJ. PrO'lt:Cción l>p-0J•logo1111l lfu 

c"'ract.er·ist.ic.1 ·.' ~ob1 1c el ril~nu <:::.• ... '>. 
La ínt.er-prel.ución Je .tas cumponeot.es µriuc::ip1:1lc!:> •; 1 V '"'" :rilt: 

hQCO on VJtit.a cfo J1u¡ lH'OXlmidddus Ju t .. n1 proyucciorwti du lau 

C•H'dl~t.1!1•Jst.ic.ls J \' 101!.i cutnf)Ollt;-111.c.s \:tY ~'. en el plhllO «;: 1 ,·~"> 

donde lo~ t;:JC:!ro 0
1
,-orl.ot;Olirdes (~,.1 ,•;/) Son J•epresent.ntfO¡'jl 

orlo&ofla1menl.c. 

En el pll'lno, se h . .--1ce ~,._,¡J~nte s1 la~ r1urm1:1.s e#l..in b1en 

const.ruítlds : 

-ld.s p1·oximid4d6s enl.re lds carl'lct.er-íst..icd.s ·~ J 

cnt.1•e la.s caract.eríst.íci:t.s ::~.~'.·~:.i. 

-las 01•t.ogo11<tUdades ; C!ii SÍf.iUCO sierido ort.ogouuh:s) 

enL1•u caract..erit.1t.ic1:1s ~!J 

ent.t·e c4ract..e1•íst.ic4s 1....J.i;_• ,•:;. 2
, 

C1:1racLor!•t.Jcas auplonioriLt11•ialf. 

1'odo t:hmunt.o del eBpt1cio yoct.oria.l Je 1aB ce1ract.cr!ti1t.icaa1 P 

puede proyectarse en el pierna (,: 1 ";;2>, en J)Qrt.icular, es posible 

que aparezca en dicho plano ft las carACi.eríst.icas que no se t.itrnen 

en ctrnnt.a. en la búsqueda del plano Principal, por ello ba.st.a 

evaluar vü~uohiont.e los pJ•oximida.d~s en t. ro-

''ca.raclel'íst.icas suplement.ari11.s" y las ot.r-.ss Cdl'dCLtH•.ist.1cas. 



" EJEMPLO: 

l..o11 irie du Pisher. 

E:t.it.e eje111plo es clásico en odLa<líat.ica rnult. .. ivariuda 

prat.unde cxhil1ir co11c1·ut.a.munt.u " t.ravé~ de lo!i! dit'c1·tmt.ua 

Lr-a.la•ient..ow que 610 •anojo.\n cua11do au hnco un ACP. 

I. / Objd.ivot.1, 

en el t1JtlMJ1lo cor1wiJerít<lO lllqui, J1u1·.;. uJ cuadro d~ c.b!LuJio 

MOrt'o•1:H.rico da t'lores tm t1iemb1·a u Jos quu ~u muusl..rco' de un 

phnLío conside1·n.ndo 50 olemont.os de c.1Ja t.ipo do irit1 ( tiOn li·us 

l.ipos de írlSl los •anejados "lf\JÍ ) , se de.sea lfor cleruent.os J>iH'•' 

ret1po11dor a. loa r1rug-unlat1 : 

-!'.!n l otit t. res l.1 po!i dtt ir is hay onn n1t1nt!Nt de caracttH" ü~.ar sU!:i 

DM:Jidtui ..orro.ét..ricaN a pai·t.ir Jol p1H.alo v del sépalo? 

-La t.4!llh dul iris dependtt d~l t.ipo do iri!il y de ltt. l'ehclón 

unt.Nt hui Mttdidau .•orf'o•ót.r"icaa onLl'tt ul 11ót.alu y 61 t1ópolo'~ 

El ACP no puede 11e-r conr.1íJtt1••ulo "'•~hl t1uu c0mo un unális1t.1 

pnr•it..ido para explorar loH c!aLo9. 

1, L, ~ Expcl"luncia • 

l~at1 150 rlortts f'uoron 1111ali~a.J.1s ( tilJ du C;11Ja t.ipo ) 

A1 ~ conLicno hs flor-es do 1 ft 50, 

A2 : cont.ieno loe l'lorebl de 5L .a 100, 

A3 : cont.iene lae rLorc8 de 101 a 150. 

Las cttir11ct.oríet.ico.61 tfo t.o.llo. <11rn uo dt1ti1e~n &rutlhtdr aon 

1.-Longit.utJ e6JH1lo. 

2.-Ancho sri1>Alo. 

3.-Longit.ud péLbilo. 

,,-Ancho 1u)t.alo. 

ACP. 

Lcu.i ttiO t'lorelíl son dcr.icrit..a~ con 

CclracLerílilicuu (los dnt.os fueron obterdda~ l>lll'<l Lipot11 ,fo iriti1 

), blU dit.1ponu do ; 

-llnd nube ...K de 150 pu11t.os-i11dividuos en l: • ~". 

-llr111 uuht}' ~-+' de .f. 11unt.os-curact.eríst.icas tiUIJUtu,Loai 

cenLr•uJos en •• • U<~~o, 

Par<J. 1-idr lc'i. mim1m if!lporlnncia a los cdrdCLt:1•íaLicar1 tm el 

cálculo du liH1 tJitjt.dnciau ont.re l'lor•es, ~e l.hmu un prucio lh\Nl la 

mél.ricu un e . lu mót.ricü n, ... 01 do arnt.r-hs 

r 1/az o 
D .,u , 1 ' 

l o 1/u: 

dondo o".l ea la Y~ri1.111:.-:a Je la Cal"dCLerísl.icrt j, 
J 

Auí 1101• ojtunµlo la diulancid. unl.r•tt hH t'lorus 1 Y ~ 

[ o. ~=º-=2 l ')'" 
ó 

La 1'órmuJo : 

~ ~ [ x! = xi. )' L L _ • u5o>' • 22500 
i.. )L ~.;: 1 J 

per11it.e VtH·lfica.r, lati su1Ras de los cuod1•1.uloY de mt::diddS 

doaecha<ion onhro CBd1\ uns dt~ l1ts r:nracLtH•{Ht.tcttt• qUtt 6'011 it;11n las, 

que las ca1•ac:t.urislica.s l.ungdn PUhlOH htént.kutii en ul c.Hculo du 

lau rlit.1l.anc!in~ ent..r·u f'loroH, 

"Roduc:it·" la c1u·aclcr-!~t..ic~ ?!j requiero Je eroct..uar ul cambio 

UÍfi'UÍu11l.u : 



~------~ 

-ld. f'lor "i: 1' aslá ~nt.ur.ct)S reprosenl.nda poi• ul vuct.01· ~ 

CUYAS coordan&tfott son loti l\ÚMoro.e XJ/ • 
l oj 

la ca.racleril!llt.ica. ";" est..á ent.únt:u:.J NtpNtstmt.ada por- el 

V&Cl.OJ" ~ • UOJ ~J 

l..a igualdo.d 

e11uivalont.es 

C.At,r..nv
0
> y co,,...(7c..o.E.I_.). 

El ACP se hi\Cft uie•pritt aobl"tt la" c.u--uct.erI:ii!t.ic11s cent.t•adaa 

X. ddiWi~ntti un lo uuctHilivo la t.üblo cunt.1·adft de tlat.o!:l ; 

Ane.li2<"?" la nubq ..41. en C dotado de lo móLr!ca. .O .i requier~ 

"" 
.ano.li~tir b

1
,..

0
C.Atl , f>d decir la nubu clr:t Jos voct.oreti !!.~ , an R 

Pf'OVí111t.o du la. lltét.rica eucliJ csna cJáaica I ,· 

1 

2 ! D 
"ª X 

•: f: - tR'' ¡.• 

l l l R n.,"11 V 
1 DP•¡f¡-o- I 

"º . 
e• t t• • p • fJ?i.~o 

L_ ll "" x• J 2' 
---~-------

Qlle es el 

couf'ic.ienltt do corrulación t:olre 1att cu1·act.al'ílil.icas !:'!l y ~J' "º 

50 

tUf ull'l'I tJlill !) (_.J,MfJ. 
p - -

L~ ror11:14 c.uAJr~t.ica do lA hi~rch. dn la ntJb" d6 punt.o# !,, 
QUO admit.o pof' rr1ot.1•ía ; 

R • U V D 
1/0 '"ª 

donJ.., R eu lu rrldl.rl~ 1fo cor1·olación asoc1odu. i\l conjunt.o 1fo lnfll" 

Cüru.ct.er-isl.iclltJ ~J. , 

Lüs ejes principales f:tmcr-L1oJos por 109 ei¡envect.ot·es do la 

mat.ri.li\ do coJ•l'f1laciÓll R. 

Ut1 Vif"'ldZO O ld~ 

<.:4J'{:lct..e1'.It:>Lic.:ts ~"y ~· 
(correl~cion~~ dol or-dcn 

c1tiract..ur!ut.ical:J ~1 , >!.."' v ~41 

ruupect.ivaJn~nt.c ) • 

coJ're l<!1cicbc.s muest.rai quu h.s 

e:lllt.án alt.a"'e11t.o corrulacionad~u1 

de O. 9620 ) do igual motlttl'i\ lalil 

c:orrelacionct.1 da O.B?07 y D.Otó2 

LaB ctt.1·&clo1•í"t.1caa de longit..ud de !ilápalo y p¡jt.a.lo usl.án 

alt.air.nnt..e corrcló\cionadas lo cu~l no rusult.a t..an evldc;nl.u ctnLru 

l.s. / CtJl.udio de b1 mut.t'iz t.lu co1•r11la.ción, uígtuive.loru~ v 
ui&envact.orc:1:1. 

Lü 11aC'l.ó Je la. inul'<!ÍI\ oxpliciuta poi' ol primtu:• ejtt apnroco un 

"i.:ont..l"ihución d le varian~a", ou iir-ó>dmo a 12. 96 U • 

l:!L pltrno principal explica 95','/2 ~ de la itu~rcib, la hui"gen 

obt.en.ida t1l1 pC'úyocción Ja !off indlvlJu.ow. on ttl plflnO prlnctpAl 

poJ:r.í bltH• GOn~iduradb globa.1111.uoLe b\Jan.u. 

1,4, / Coseno61 cuadf'cat.los de lo.e1 ángulos ent..Nt Jau 

coract,01•iat.ü:as y uu.1:1 p:royeccione61 lou 

diferent.us sulJespacio~. 

E!ooa CútJanos pur-111ít.ttri üll p1•incif1io MtHHr lo1:1. co.lldad dtt la 

represent.oc1611 Ju ...:dda uni\ de las t'lor~s en al r1l11no 1wilu.;Juz.i 

de~a1'ort.unadm111u11tu cuanJo unit l'lm• ea próx i"'O\ tsl Ct1nLt•o du 

gravcddd • v us él caso e.le lüti i' 1or•efJo1 : 

!062 ,10U9,!UU5 ,!OW,1092 ,Hl6'1!097 o !065, 

est.e indice no t.icric Eilf:nt.ido. 
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CitiN1ct.u• 
ríeLica 

1nodia Li pos cotJf. de 
descnrLa.Jos varhción 

5. 0(60 
3.0573 
3. nmo 
1. j 993 

0,0J'l( 
o.t:1u 
1. 1/59·1 
u. 759'1 

L.ai lla.\.r.ír.1 du cor-rol e.r.ionos ohlru lnr.1 carnct.e1•íaLicafJ os 

!!' 

x' omine---------. 
~;a 2.29 t.ºººº 
!!ª 107 - . tJOt l. 0000 

!!_
4 

163 -. 3661 • 9629 1. ºººº 
La lllU•a de los eigenvalorcs no nuloa t, ~-1060400 

eje cit;en- POl'CtthLb.JU porcentaJe 
valor ü1ercla &CUlll, 

1 • 953(69 n.96 72.96 
2 • 297303 22.76 95.72 
3 , 01 JHE-01 3.76 99. '7 

' • 607!85E-02 .53 !OO. 00 

Los ejgenvect.orca ort.onormo.lu~ t11011 

eje 

-.5J09 

• 3752 

• 2707 . -. 5002 -. 960 

• 9239 • 0267 • 0693 

lalíi coi-relaciones de Lls caracLor.í1:1Licas con los dos 

pf.i•erow ujus ; 

r.u. / ~!t!J,rcsenl.lción de lCJs üu..llvhluoti en el. plono 

principal.. 

Las co11Lrihucil)run:1 abs0Julat:1 de loa i11Jhdduo1:1 aco.r-Judos C.l.llt 

respect.o a los dos primel'OB ujcH aporecem un ln Labla 110. 1, 

Apa1•ocen LamUit5n loti co~600fl c:uadNsc..los du Jos individuott acordadoi.1 

c:on r·espcclo d los dos pdmuros ujer.1 principaleB co .Ju L~hln no. 

2. 
Lo g1•áfic~' de los ind.J.viduos acordados en el pJ4nO 

PJ>ir1cipnJ us gcmer4J.a por lübl r.1!1.;uioot.01:1 cuo.r-duno1dabl que "P"t'ecun 

mt la LabJa no 3. Por- l.flLimo aparece lu &f"•~t'Lca da lou 

individuos en el pluuo principal en lo 1;ráricll no .(. 

Círculo Jo las c:orrtt!ocionoB. 

En lu gráfica no. 5 apur-ece el CÍl'culo de las correladonet1 

de lat1 ceNlct.ur!le't.icas quu inLervienen en el osl..ud.io. 

I.6. / Conclurdón. 

Un anélüi1iu viiYual de la ropresent.ación trárice en el pla110 

principal pef'mit.e awogur-al' quu la nube At de los individuos ttal.4 

co111puest.a por t.res subnuUee corre151pondient.os a los indlviduoti1 de 

los t..res t.ipo.s dist.int.ot1 de flores aru1lbi:adaa y e:it.as nuboa 

púr111ilen dil'&renci&r los 1ndlviduo6J acordl\do61' ent.re loa treo Llpo& 

de flor.:s . 



INTROOUCCION 

f.::11 e•t.e Cdpft.uJo ~& u)l'.pOn•m : 

-U1i.t Lór:.nic ... conoctd..c como Esc.1J .. 1mi•,11Lo 1nult.1d1men~ion.11 c:u11 

1.:. CU.ti i.u nt1Li.e11e un.1 r·1Jf.lf'•)!>Eo"l1L•1c1ó11 t;I'<-1J'lc<t c¡uo <J\'Udu 

111LurpruL<tr t•eJ.1cic.r111s ,..•11t1·t~ Jos ,l<1t.ub, 

-IJ11 p1•üccd.lmlt>lllu dL' Sl·lt.H ... •~J•.ln 

concer·u i""11t.•• J l di;,~.11·1·1.il h• d1~ mui1•11ot.. d•.• J•n·d io:irJu tl!>;tt1c.fu 

lds C.Jl'..-4Cl.t';lrislJ..;;.:is. ·~orr••S[•nudlt'.'/d.•r!> ,1 1111 •-::i:1nJ1rntv .Jo d.,Lr.•S, 

(.,, i11t.111cio11 gu..:i111ctr1c;1 t11·r.ttg.ul..i p1·u1cir;.d11u.mle !oJ 

gcomul.ria u1~cl itJi .:..t11.J J.11;11·111itu u1l.er·f.ll'tc"l..it' rcldr,;io11tts 1:nl1•t:• lün 

tJJlo.,;, 1.tn mut:.hob c • .u;os (Jtcho.1s rt1lo1c1u11tJ~ t.•.• ~uu<lt.•n 1~t.Lt.ddur.r1r •.1 

Ll•d\'~~ dtt J..is 1.h~L<illCldS q11t21 GCP<ll'cHI t'l!Lru :.i .... lús 10djyid110& 

c..oot.ud 10. t.111 omlodt'go no Slf":ntpr·u et;Lv '~s ¡1ot-01JJl~ y 1.-:.i;; 1·01.tc.icriet> 

~iLl.an ld·H• l.lt;tlWll Pl'On it:.·tJ~¡fof. m.it. t1Uh1 lt-b qllo l<l fUllClÓfl d i!>L;:1f¡CJ <lo 

tu C't.lu r.<tpit.1110 Stf axi1011e •m .-:.Jgorit.mo con Bl c11.d !>t: (;ons1g11~ 

twJ.110..:J1••odt;.<:::. Ji.ir,, to Clhll &11 todo eslu .:..:11Jit.uJo t:=.·6 t.f';1L..ij.J 1..011 lo 

111.1LrJ;¿; t.Jt~11Líd.11f como m.11..riz 1.fo 1nt:'t.1•iCd <.11 ... IJ ..i r111:11üf. qtJI;° 

f"bílULtt'l•.IU" ut.r.:1 •.:OSd, 

cou com1-.011e11t.Ht. JJJ•.inci1•Jl1.'l.o p;1f'·' t.1·.11 . ..ii· u! 

jJJ•ohlvm.s ti .... rnt11 t.Jceil luu..- l td.td, su hac1..• /¡ i oc.1p.io 1.•11 1.<J ' c.1r.ict.u1· 

s11bjutt\.·<l Jo 1..1 st•1occion de l..i:> c:nn1po1Joc:11Lc:::. p1·1111;1ri.::.Jo,.. V 

i.1t;:111ru • ..idú dentr·o Uel proLlema, 

f • ..' J;.,,_, 1 J.uu11111I.,. n111Jt.1dl111•J/1 .. l••ll•ll. 

Eeot..1 t..Jco1c.1 uto'~it.11 p.1J'"' IJJ'Vl•le111.1b vu lu:::. llUlJ t>o 1·i.r¡111u1•u 

r:.:const.f'Ull' 1w;:1 c:vnflg•11·.-ció11 dv 11 PllllLU!> Ufl UH U.SlhlC.i.O t:HICI tdÍ rno 

u6.u1dn l<1 iu1'01·m..ac1ri11 ilCt..'!'i:,1 dot }.1s d1st .. o.111ciu:::. .:nt.1·tt Job '' (1l1Jo:lo~ 

d1st..111c1.1. 

Si: µll~·dc 1·ucc111.-..LruJ1- 1.•11 /J.1.!:>e- ..t t.l1st..dw;i.16" ilu ci11J.Hl11 . .,, t.!11 Ufl..t 

6 uL.1 r.l..:: 1;..tr·r·cLut•.::1.s, u11 111.::ipu g1~ogr·jt'ico de' l<l ~r:~1ulil1cu N•:J.:ic.ll1•A. 

d.:t~h:• qlll.• ld di!>L.'.lf~r.i,1 de illhl cit1d.:td " J oLr.1 ; (4 S 1'1 m1 .... md (S~th'IJ 
"ri~•lllc(1;1.-..·• p(•t·l.11rb~1cl¡J111 .. ~~> q11c 1.1 de (ej1:.·n11dc• lJJ.-..Lrtt.o 

l'c::du1·<1l-(li1el't:l .. t1•0), 

1 uUi\'lduu~ t:llLl'c s.i ria ~011 d1:i>l..•.1.11cias c11clitiÍ<..in.u.s. Y pos1bl..:ruu11Lo 

nn se,111 uJ .-..io.1 111~1· .. d1sL<H1Cl'1 ~cg-ü11 lJ d1~finic1ón Jt:l apéndice 1, 

p~1·o JUll t:ll ·=~Lu.s C.<t!!.CJS e!> po.-..1Ll1~ 1·•~ri1·est!lll-.1r Ji.ti. rulacior1tt6 

•:l1l-1•u lu.s JfldivHluos. 

t.1·..1ri~t'u1·111t.1r.:.1.0IH.:s 1· ig id<Hi ( t.r...i!>l.iciuue:<;.., i·ol.<1C1r1nt<b \' 

,_.:::.LrJ e!>, f.JJl'J los. puntos p 
1
,., • • r•,, • <.k111dtJ '\ t.iuut;:i 

s~lvo 

J·ol'luxiorw6"), 

r:ov1•d1.:11<.1d.sta 

C11:
11

, ••• ,x
111

> 1•1, •••• t• p1¡1:duli idout.1ri.-:<1l' 

(\• ... , ,y ) , ;o..J ... , ,11 p1..11· 1w.1 l.!>Omtit.riJ ,¡,e_.) 1111 A.~ + 1. dc:.1tJt: 

Cú(¡ 

•l l¡• 

c:.s. un..i 111.JlJ'iZ or·t.ngor1.1l \" ¡ "'"~·P, 
t.:r1 gcmH·.:tl 6t: L11sc~ ohLt'nut• un<.1 J'(;'prtrs~nt • .Jción gráf' lc;..i que 

uy11tJ1;t a 111t.t:r·Pr·uLar r1;1lucio111o:s unl.ru loi:> d.tl.(JS, (t'--1-o os. uu t>u 

i::ous.ide1"..1n t.Vcu1c.ts: p1·ob..tLil ist.ic.1t.: s1110 sol.:inmr1Lo .. :111•'1i1..icab, 

L...i pro::gl111t..:t obligad ... t:s: ¿Cónr¡;, ~e c.tr~ct.1.n·i2an lus. m.:ttrJ 1:•-'S 

qtl•: d11scrib1~n l't:l..cc100t:~ .1 thJvri::: d~ disL.lucius ·~ 1 1,._. .1ao11 

1:ucl lt.l i•m~t>'i' 



1,1, '¡;,+l·Hl~,¡ 1,;.11.11111 d1• m.1111 .... -. ull• 1111(.111.1:.. 

Dur1nlt>l11n ; U1 ... 111,,,,,.11}..'I '-'• 1111.i 111.11.1·1.: J1J d1.t .. 111•.1.... ,..¡ 

1 J U.• • lV' 

l1) J ~o Vl,J•l,. ••• n. 

Duri r11n1on ~ uti vuc lid i«ra.1 t. i do.• 

Jtbt. .. ucJ..tS du 1111 c.:•11junto dv Pl111l.nt. •Jll o1l¡;1í11 d5¡,,11:i0 •-!111;l1di.111u. 

t.l::t.Lo u~. t.l r•Jr.1 •. dg•.ill µ.,.111 

...... ,,..:.0:1' 
J;¡ ; lJ(. - • ) .. ' 

co11 U 1<1 form.1 cu.nJ1.,it..ic:;.i .1i,.;1:ic1udJ ,, J,, rn.\ll't2 [; 

dufuw 1.:& llHiL.1n;:.ld en !J,f', 

C11 u11 f1rulilt.•m<t lhtrt.icul.:1r es r.nn'i"lll•n1tt• tt.'lll'I' pr·•:S•:ntl.! ~1 !:>e 

t.r .. t..<t 1Je Ufld m .. t.1•iz .. :ucl i•lianJ o I¡,¡,, q1h.' 11.1.:.1...•r c...on.sidt1r·.;:u~1u111~~ 

ci.;:i11:c;i.i lt..•s ¡:.1.ir.i ol.tauur 1111..t 1•ep1•c!>u11l..il: 1ci11 ~r.:it' lt:.:. , t.:11 segu Ld·t ~t' 

lJl'OPOl'CiOlld Ull.J C.J1'.Jt:luJ•l:t.1clÓ11 du dJd1..i!> m.it1·11..:uti (yu¡• l). 

'fuorutlkl : Si a:i ot> u11;.i m.1t.r1z d11 ·.h~t.111ci.1ti- y Jcl'u1o.1 IU•frt1.:.u1 

ct.111 a • - u• J/2 y a1 u I - n-1011 • lll1~ ni..1Lri2 ct:11Lr~d~. 

~nt.once:ii [)es ouclidi..111..i lili !li •.'~ bcmiJ.~1'Jl1lo.lu 1->1.1~•J.t.Jv..i, 
Duaot.il.riioicin ; 

L..i µ1•u11hd no &o ihcltJ\'tt <llllli p1~1·u :.u J:Ollt:<d'J ..::011:,,,ulLJI' .,.11 (2). 

Olist:l'\'i1Giullo6 : 

- l!ui111Jo [• t'S m.1Lriz t;!1Jcl1dio.n.:. tl<J 1l1~t.Jr11.:i.l::. !O'llLl't;o ¡,11.u1t.ub d1~ 

Ufid lllJlit:J or1LóOCt:h b .. (' - 6H' - 8>' 
IJ ·> / 

l,J '""1 ..... 11 

l. c. tH • C01;,~J(l/1~0. 

¡:>1·oduct.us intur1101:> cont.r..ida par•..t ~o. 

En el C'1SO ~ut: :!! ::.1:..i b..,..udt.luf111i.J.1 IJL•:>J.LLYJ Ja J"ttlgo 

unLonca6 la couJ'lt)'Ut'.:lClón COl'T't'SPOllJJt:rl1Lu ü ru Sti! CUObLt·U\'fJ 

11>1gue: 

S~.Ul ~ ••• , , ,\.p los eigeuv.1lores pos i t.ivos 01·Jo11Jdus en J'oJ'/l\J 

Llacr·ucumLó.J Y Y/ la maLri2 CIJY<is r.ol1.1nm~1.s. son los oigun\'t:C.l.OJ•t;J:.t> 

.:&s.uc.iadot>: d los eigenv.:.1ort!'s, con no1•m.:1 l..i rdi~ c11.:&dr;Jd.1 du su 

ujgc:nv .. dot• ... ~oc i..u.lo, 

los 

<ul 

V1•1 .... J,: 

pu11Lns µ 
J 

1-cisimo 1·er1r, lLH1 11~ Y1 ), t.it.mo 

SOll 

dii:;l,..illCÍitS 

11111111biJ/1I ,, ¡., 111•111' );r. du 111·1111111.l 11 111tu1·1111. 

1;11 ''"°'" ,,,,.,,,, .,.., 1111•tl1l11 1.1111 .. t.1·11l1· 1111 . .1 111111.1·11.u l 1·11\•11• 1!.t 

11 i..l.u p1111J111.l.n llll.t>l'flU t.-lt~111u11d1• ol [•f'ul:1nlim1u11l..o du•t.J•ll.u Ull ul 

.,,:.,qi¡o;ftl>l do.: J•h1lido.1J dt;t} 1.....t~l LtJ lu 1. L.'-'ll lo.111> <...IJll~IJí.tJVll~ia.1• 

C11 f•<.1t•t.1c11l .. 1r 

- 8H- - 8J' 

d1.•rtd1! ti 11s. •:1 .in¡.;•d•) •.t11l.1•rJ •
1 

't' 

L11 '2:1 1;.1~o 1:11 q1w .ilt:llH ei¡.)cll\'Jli>I' ::.•:~1 lll'l'í.:d.l\'O 110 sv Loln•I 

c1r,•~nv1JClu1• :u.01:1..i.tlo plJt.<S l..i nr.11·111.J de OJ!>Lc ::.ll'l·Í.:i. IL'-'b.'.ltt\'J t.111'ítln "l 

p1•()1:11d irnL•.·11t . ...,, \>f•I' •: l lo t.•: •;J.>...:l 11yu11 1111.:ho~ '-' Í1jt-:ll\'•1 lor·cs. 

ll.:i.U..t::. 1~1~ d1::.l.d11<~1..i::. eu Id m~1t.r1~ U:. p11ed1J 01;lJ1·ri1· quu no ::.1-•<1 

cur.l1Jv•Jlld o tflit.J l"' drni•.:U.!:>1011 dvl •Jsri.1CH) 1:<11 •:l qu., IHl•:d 11r1 

i·c:¡1rv.slJlit..1d0!> lu::. 111u1l.fJ::. :..u;~ 111..1';01· .1 dú~ o L1·u::. Y 110 IJl'l.•f11J1•i:aonut. 

Uil<I l't'Pl'Ub-1.1111.JCll•ll guumUL1•11.o.1 vxplit.al,,J dtl' lut> d.1L\lb ,. 

J·ul .. .n:lüllt'~. 

\JllJ ¡1u.s1tJ1 l1d.uJ '·'\; L'1Ul)ll' t ~lt111'111t.JüllO!> vs .s11ge1·HIJ puf• 

l.t'l>l'l'Ul..t 1 , pJt•:.t t!I 1'.• J1.1\' lPlc L'lt·gi1· 1111.1 co1d'i~111·.1c1d11 ull 11:" fJfl 

Gll..il 1;.1Jb i..:oot Ju11o.111~t:> l•i.t .. 111 duL1J1·m111-..rl.1~ ¡ .. ::i1· lnb p1·i111r1ro1a 

1.:igt...'fiV1..•i:tu1·c~ 1!1: lil, 1-:l Jl'l)lllHl'lll.t.• 6•!l1mút.1•1•.ü \.llJl.IVO du 

IH'llOL>,1 dul L~·urtJ111.1 1 •Jf, qlll:' ::.i lm, l Pl'lHH.ll'ú:. 1.:il)cflVJJUr1..•::. du 

SOll gr.1nd·~S V pos11.J\'(lb 't' •"!l l'l•St.<:• ~·:>11 C•'l'G.111(•!> o.I Cul'ú, \'J 

ul 

¡,, 

I• 

'" 
pos1tivos o 11eg-.1t1vu::. , ent.i:..11r:1:h· J.ii,. .i1~t.. . .111i.:1-.1s o similit.udus 

~ntrf:' Jos p1111Los do::- est,.;:1 cü11l'Í6lll'1.1c1ón r•111:;-de11 s..,r dr•1·usi1n"'tloto por 

ID, ~~t,v proc1.:Jimio11Lo ~o íJlledu 1!1.:i:.c1·1!J1r .lLiH de ni..t1w1•..i. m~i~ :.implu 

~i .se µit?11!>~1 CC"l/li(I IJll<-' j'oLogr·al'i<t Qlle mBJOt' dt!SC1•il.1<\ ·~ l..i nubu 

cr;mo ¡,1 J'ologl'af'i.1 du la 1111ho dcs.d~J úl ~i11~1Jlo ópt.11110 (1;t:>Lc OJumpJo 

µ..ird h.'.id..i us fúJ'mJI 1a:1•0 bl \.;..i~t....iut.i:: d1:0"scr1pLjvo). Est • .:i 

Cl•lit'1~ 1 u.,lciói 1 t.·~ 1.:1 Il.:irn.::iJ.1 .sül11ció11 c1.:i.s1c.:i dul ~~c.il..imienLo 

m11ll.1JJ.mc11biuf1dl t:ll l dim""11~1vnct> 

t,it'H(l p¡•,,ph:•d.ad,:s óptim<1s, 

U¡ 1;_. µ1·1.:SfJl1l.:1ció11 dol .1lgu1·iL1110 

rusum~ l•i disr:i1~icin rir•ur.ed~11t..u ; 

1111..i ~1;.llKiüh 111~L.1•io.;._. 

Qllfl 



1.z. ,,.. .~lt;ut•llmo, 

l) A part.ir Ju J.:J mdt.r1..: ID con!.lru1-r J.:. m..-.tri-.: 

sim1ldrld<uJeeo t.r••llt>forrnJdJti ~ 

~ .. {-;J:J /2 }, 
t t) Obt.t:nor 1..-. rnJLl'lZ ID cou ult:murilot> 

donde 

b•.:.i-.:;i-.:.¡-a 
l J 1 J ~ • • J 

.:il• • l ªin ; u 
•J 

t t \) Co111;ldt:r..ir 106 l cigt.mv.lh11·uo l•vblliVob ;..t>',, >:o..l du 

Stlf:i eigc:nvccloroi:.: corresrJfJ11di1.:nl.us : Y/ .. C'J'1 •• , , ,i'lJ 

CUdlttti ust.án no1•m<1l1o:ados t101· \'
1 ''t" 

l v) LJs cooNlt!hddas r·~411ur1JJs 

~1·uci1>amu11t.o loti 1•011g lont:ts de V, 

<= X,
1 

VL::.t.,,, .L 

p..ihl lot> punt.os 

lo.s 

Con OtilfJ aJgor·.it.mo bO obsul'VJ ljlltl L<-1bl.~ COll UtlU l'•lLUIJ ÍJJl'd 

cJlculo dt: oit;onvalor•H> v e1genvt;1cto1·1.;1s l"-ll'd JPlii:.:11• ttl mtilotJo. 

Algun<lfi vvcos no os voz,;itJlo vropo1·c1u11J1• UflJ "mudld-.1" llo 

comp.:n•ac1611 on lérmic1os dtt un"* mót.1•1cu ont.r·u u i11d1vhluoo, u11 

c.ii>o bu propontt una J'u11ciór1 t.il": &irnilJr1J .. dv!> i.;011 1r1o1l.1·iz ~H•0c1<td.t s 

Qth.t ...:tJmplt3 1<•&: •iguit:nlt:s ~:.ropü:dJdt!&: 

t) lt • 
•J JL 

Vt ,J 

t l) u ! 1, • 
1J H 

Sl11 emb.af'&O • .nin ttl1 1:st.í..1S i.:..tsoi:>. b~ p111.:du11 sv1• 1•u1hu:1dos u 

t.1•<r.b.-J . .u· cou m.1t.picu"' de d1bt..anc1.1tio ID ..icdic •. uulo J~ Lr.:uii:ol'orm.1c1ó11 

d ::¡ ( t.i - 2 u + u ,1.;' 
q u lJ u 

Su Oltbu1·va QUo i..:t S E:t6 111.;:1t.1•12 de simil.11•iJ.1dub, µor 

l.ii:ml;!o qu~ l.IH - 2 u\J + 1.1Jl es no negjt..ivo r por lo t.u,1li:i et.:Lá 

b1u11 <.lt:!l'lnJda 1<\ l1•a11s;f'or•mac1c'n p1·on1w.sl.ii , JJL·m..i:.. du == O (..011 lu 

~n C"i.150 1fo QUu !d 111.:ilf'i:¿ de ~irnilar•id.ides 

ót·miJurulid.s poi;.it.iv.-

¡¡¿ 

bi &u cu11siduL'ii ,, ¡o 

·~,..!O 

\ x'u +- if,.. ¡.¡ .!O L ¡ .. L ii 
L·"I 

tJl\LCIUCUb' su obLiu11e 

d2 ::.1.1+1"-2u~O 
1.J H JJ q 

bÍU t:lllL.tr¡;o :-. be µ1rnde t.'SCl•iLir COhll"l : 

s ee; blfnilt.1·ii::.- y t>:ttmidol'1111dcl poliit..ivtt poi• ulli:i s116 uitcrnvulore., 

>., J;.1,.,, ,11 5'on no nt:gat..ivo~ v re;.1le5, ademas uxist.a una mat.ri2 

o!·t..ogon~l ir Ldl quo IP t.dl qutt iP':S.O• ... o S • 0,1\IP' ,dando 

A•Ji~1gC\,.., ,)...
11

) , vs d~cir q11tt : 

: .. s, ... ·.'lf'/\!P', • (!P'¿)'¡\(U"'.·). ~(?'.~!!¡\ 

U' Ubl..•i .)~úCl~tdd .:1 tllld t..1•~1nSl'Cll'/ll<.iCJ()J1 l'lgid~I i.~. 

~. '5 • I! ": 11,, • 

;)! .,. .J - :\ 1:nlonc~s .:1~ 1 .. ~ -:l-·}/\ e~ . t!Ucl1d •. 111.:.i. 

i;ouclUblÓll e.:t:T rut.lHlld on 1J s1g11umt.v llf'OP0:>1c1ón. 

Provot>lioión : S1 5 ..,i;; mi\t.1•1:.: du sim1laríd<.tdf:S sumidttfinida 

PObÍll'r'i.l, cnt.oncés ld m~lrl-z tlt:T dlbtanciJto: ID t.l1;:1t'.in1dol POI' la 

t.ran!i.l'c1rm.Aciú11 ll) es 1~1Jclid dllJ, con mutr1z do prod11ct.o· ir1t.ttr110 

l..t:llLhlÜJ 

11! • 111·~01 • 



S1u umLa.1·go un ld Pt•.:.ict.1c"' t>'Olo &e CIJt)nf..u can la m.:.it.1·1;.: ila 

ddLOs !~ y h.t.Y t1Uc h.icor un<.i ulucc1on da lJ t'tJnción d u,.LJ.ndd. 
º'P 

nitJchati> ttluccio11t.•t. bOU pos11Jl1.:s Pt::í'V l~•b m.is comunus bOl1 lJ 

UlJClldedO<l y bUS v.11•.i.:antm;, uf¡ O&~ c.1Sll ol L1·ubdJQ tfoSdl'l'üll·1Jo 

.<rnt.criormljuttJ Sti onc.ut;tllL1•.-t r.orwct.Jdo con tl'l ACP. 

Sou !.t' 
'"''' 

V Sed ).. ~ ••• ?.,<. )11 
' I' 

ttlgenVd lof'o& do f,J IJIJLl"l:Z m..tLt'.tZ 

cova1•ianz.:ieo nllJdi.Lr·~l. 11<a1••1 li;1ce1• mcis simple ul a11.il1,,;1t. touµc..ug .. 

QlJtt lo¡, eigbl1v.1lo1•ob bOll J1~t.i11los unt..rt; ti>!, Los 1•u11~lonub d!J' 

Dli' ai;on Ao• ronglonus LunLt•.tJos du .o.( \.' µor lo Ldl\LO i.'u t.it!'llU QllU 

IU•lttU"lR'IH roPrut.unt.<1 lJ m<.at.1•iz dt1 product.o interno ccrit.r"d<t Y tiu11u 

los mii¡mo6i &lgitnv.:ilor•efi QU'' la mat.r·i'o!. 1Ju COV<tl'i.:JnZil, 

ti "'c .. - 8H.- - 8>'. 
q •\ -J 

Ahord &a oslabJuce l.t d1tJl11lad tUL1·0 ul AGP y ul An.ilt~i,,; du 

Coo1•dunad.is Pl'lni;;ipales par.::. c:illo 

d&t'i111ció11 ¡ 

ni:r:E:s.,.r1a la siguiont..u 

DutinioJón w ., ~¡ con 

ttigdllValor -lSOciado A. , not•mcdizcldO poi· ~:~l a A.l Vt•l, •• ,p. 

Pclr<s L t'1jtl (t:St.!Jd los 1•tmglone~ da 01CD • [':'.",,.., ,·.,.ll 5on 

11.imdl!Ob: l.:J.S i;.001•deJ1<.\d•tt> pr•i11c1p.:duli Je li1 &11 l t.lin11.t1ttil011u~. 

f-'ruµoa;:io.ión Lds; cooi·t.l•mJdóJs pt'iucip.ilubi de l'<! 

tlimeon•1011os est..ari dddas JJor• lc•r> y.,,Jor·e~ c1.~0Lrados d1: los 

i11divhJuos e.:obr·t1 Jds l Pt•1merol5 componenl.f.f& princlP.:Jlcs.. 

Dc.a"1t.raoión : 

En el'act.o, si ~:~ t:t!> l.a 1-cisim.i component.u p1•incipal con 

<':' ··~'> 1 "' 1 

¡_..01• ol t.oorumd t.Ju d1:1:.;:..;:Qrnpm;icicin u~puct.1•..tl C12) se t.hm1.1 qu.., 

~·rH~ • 11J\1f. 

ffor¡d~ tr .:. l~~' ... , ,,~PJ \' A ;;:¡ di.:&b0,
1 
... • ,;\,), 

Por ~l Lt:Ol't::m:J do ·i1uscornpc11Hción un Yalr.11·uis S.llif,Ul<.are6 02) 

su puei1e eh~gtr los s1gllos lftl • r ~~ , l.olit\\Jién llil:~ puede ser 

tl21i1.r.1t...a •·11 t.t:i-1·mi11ob du 1Hoo1:0 uig~11\0<:'CL01•f~S como : 

.1:. 
U\H. ljU'. L··¡.. ~ 1l1111dtt ¡y. (;.¡1"''•\)• 

,., 
Los Vd lvt·r::~ Ju Jo.!. 11 l't>l1g luuub dt1 Ot.~ i>obt•u l.i. L-ti~JmJ 

COfllPOlit:lll.O Pl'lllClP..tl c~t..t11 ¡f,JdOS. ~.hJI' los 11 clo:mt:fll.(ib lJu !)ü{;: 1, h1ia.' 

ru11i;lú111::s d1: ebL..t m<.1Lr•1;:. b(lll i.irut:.ls.1munt.a 1.1 c1J1nfiot1tH1LtJ do 101.0 

re11.;h1nt.s. de &1.:~ 11:n 1.::1 dirt!cció11 d1.• , • E11t.u111:es, u~c1·iblonJo 

l!<U .., L.' .... ,.~ J 

Ul~I ::>lllJUldll•h! <lt• k c~'ilt1mn.1s de l..t 111.-l.t·iz ! , los l'l:'lflbl.l'O& du l"li k 

µr1mvf'<tb comporw11Lv& 111•i11cip,1l•1&: •>bl...-n d..i.Jo1:> flOl' ; 

on<U<~). uu·uc~i. "Í ~'] · "',, 
l'l1u:;.;t..v ..:¡tJu Ja:.- c.:cm1po11~nt."'s 1>1•i11c1p~les :ioon ot•t.vgou..alut·,e:;; uuL1•0 

~·i. til ~ <i-:'1 .••. ·~i..> ~011 p1·ecis~1m•:Hlt' lJs covr11en-.id •. u,; 

IJl'lllcipaJos. 

OLbt:l'VilClón 

-Puest.o q11e l<.1!:. colum1ws du lf(I.:) .EOOll orlogonJleto ent~1·e !SÍ 

11 OU 'lí<k> • lk y ti.~ 1)L~ut'\'<.a 4ui; ~:!'<'UCk) 1•opr,,seut...:i 1u1•1 pl'oyucción 

dtt ~ !>Ohrt: un sul,ti::ip.u:ic.1 IJt: k dimeuslon~s ge111jr.:.1Jo poi• la¡;¡ 

coll.unflJli' ¡Je ITO;J conLenido 011 tr.P, 

- Est.u l'i.1tHÜl..ddo 1:.1s du,d •. d Ju ACP un do11d1t ld ir1&1•ci.:a del 

suLtisP<:tclo g"nor.:1do por hD k primeN16ó componer1t..es prJncipdle.,; ' tt6 

la flliÍt.. grar1d1::? de cualquittr llótlbtibn•lcio da k Jimens;ionoG, 



i. Seh;,cción Jtt cau 

l>t"incip"'le~. 

2., 1. / Comunt..:u·tt:•t.. 

En rt-gres1ón mtilt.1plc, 1111<.1 do l.ti.. rn.1\'ot·~!~ diJ"jcult..1Jus con 

l..is etiil.iltt.\i::1ontts Uti-Uilit:>b dti nu'nímo.1:> 1;t1."1!1.h•t.1•k1to t:tb oJ pr·r:•blcni-1 Jo 

m'Jlt.Jcolín•t.:.lidJd. ~l 1;11.11 1Ji;urJ•1) 1:u...t1Hl1.1 !it' l.1·~1t., úv l'1mc11;111:to 

1 inetalttti CiUil COl\l!:>\..a11t.es d•~ dos o IU.)h d& lot> µru1Ui:tür1..·, 

car.:acLot•ist..ic•1.t1o 1·11gr••S01'Jt.;, 

prohllHYI.:& du JIHJlt.l-COllno •• 11<l.1d t'ué Pl'UPlltHO\..ú t•l)t' Curi.sl. Ci1Jt13), 

Dichas: mult.1c.ollrH.~Jlídade.s b<Jh ...i \'t.:L:t.:b'., i;1.lJ11QU1: 

tndlcdd<ls por 1.ts cor•t•el.\1'.:.loues 6t' .. 1111ks t:11il.rt: :..tJLi.;1..111Jl111l11s <lt: 

Citrdcl.uf'íst.lc.:i~, y :...1 •:).. tbt,l!-11 l...t:,. ntul t..icú 1 inc;tliJ ... 11lüs ..-0Lo11C•:.b; l..o .. 

v.;,ríao2as dtl' J.lg\llh.) Je lü"'° c;1)L·I' idEJot.t'::!~ Ubl,itn.HIOb •lt: l.l 1·~6r·t:~lt)h 

60fl n1uv ,;rJ11des, f}f::!'s.:irlo~ o iut"t>t..-:ihlts duut.1·0 dro-

1>egrebi>ión, Ot,1'06 mó\.o¡fos: 11<111 s1do l.""ll'OfJUu!>'.Lüs. 

~<tlVdf' dicho prohl.::111<1 ~::. sulu 

l..t ti!t::.llúC.H5n d..;: 

Uri.1 m • .1.uf.trd d._. 

~11Lic011j1ml.o dt.: 

~Q1·acL«'t•ist. i.C.ls pruJ ictor.l:>, o..·l·~~ 1Jo tl1: l-·t l 111.w".:t· ... \ •llloJ 110 o.1ot.u11~.:. 

mul\.1coll11uul1dc1tlab'. f.tt 1..t .~ct•i.1l1J • .nl »u c;u.,,.111..- con 1w 

USOlllbl'O::>O <:J.l.i.i logO do met..odoi:. llJ.l'•\ >l• lttt:Ciull<1t' llfl t...1.l 1:>UbCOHjt1Ut.6 

( Ordpt:J" y Smlt.h 19Ul ) , Hllt,r-~ los m•H.1:1drJi.. p1'nµ1J~blo~ }i.1\' Uh.a 

r.J 
lU•O tot! siguu d11 una slitg:und.,1. t:l•lSt:' de .1fil'l:.xir11,1cionos ~l pt·ul.il1.·m;, d1: 

mult.icolHrn-.1liJad corJt:Lt:'t'i':z01Jos r•at· t:l 11bo º"' t:::.t..u11ado1·u.> 

la m.i.s. conaciú..:a rlt!' t.odo:t!i l.:ts r1t•1lv11~sl •• 1!>' et.: t.1 t·,...ert.:!..iDu i;un ACI', 

quu 1:.i1nplt.1111eot..o ~s-l<l.bha .• o.;- vil .-.il U.!>O du l...ii; t.:P deo ¡,,, 
Cdt'<tCLl!J"'í.st.ir.:.:ui vrudit.:t..or.ts t.m li1K.;,r J.,. l..is ~d.t'.scl~r·i:iit.ic.,to 

µr~d tct..or.:u;. 

11111 J !, l<.<• l J 11u.-1 l i1l.1ttu.._ ua. !'.I .Jl•1l11 \"11·1, 11•.1 •• •11 •·••l'I ''K l•l·••· 

loo" ul!mlll•t .~)f;UIM. \lo 1.11~ C¡t du 1.t tti..'.Lhit:t~tll il11 l'ut;t•11;1a.h)J1, lu• 

t::.-LlmJ<loJ·\:~ 01Jl,un1dos p.11·.:.t lo~ cotJJ'ic1to111l.eli c:in l..s ~GIJdCtón 

0:1J'ig1noll du N.tgt·ti~ión ~011 l.lbi.U .... dmL•IJLú SU!:>gado, pt:tt'O l't:Hhh.:un 

ul'vc.;th·.J.mt.!llll!- l.:.s \·,\1·1.1112 .. b de los e~t..\mJdOl't!.S du los· 

1:ot:f'1citmlcti, l.is cua.Lub >tlll ,:~rns.J.ú.u: .. 1,u1• lds multicolhw.-lict..iJ1;t.to:,, 

t:n ,.;::,.L.i bt.:C...:i..)n bt.' tJ ibcl1lc ,,\}g1m..i.s: ~&t.l'<.1LtJglo1S d~ s.e l.;tc:i:idn dt>"' 

c:tr;u:;.1.u1·i.t:.t..1c .. ts pP <.i ul imi1111.r l!ll Jo.:t -ttcuación d~ l'(l61'bSlÓn, 

~u f:iilt:'.IJ~ \l~p!ot.Jndo !,,, hh.1.:t t1.;is:1ca dtl s:elt)ccíriu "' l.r.1vtf1W tht· 

t4~ Cf', u11t..r•u t.-tll:u .. :->(.) pt·oµuuc ur1"" qu~ stJgief't:i l;, nlimlnJ.c.iriu 

[1J.t•C1<11l Je lJll..a CP \.\u }as c •. .tt·.i.c:l-b1'Ít.>LJCé1.li fH•OdiGLOT-'.1.S j1mto ..:..:in ¡,,; 

()) 

iJunll•! y t.'S t¡f¡ vc1:Lor t.•fl [ ( <lt: fl UlJ!lo"t:'J•V.:t<,;: l01t1Jb ) 

úr.1pL•hdJ1:nt.u dt:1 (1 ludi .. ·1tl1J•)loo, t::Oh:l>ldtfl'.'t<ld COll l'Oi!;puCl(J ..... 

do g1 .. 1vud..tt! 't' X d~ un.i. m.11 ri2 hhl~ 1;11y..:t •.'Jll,1'<.t~IJ >.:: u~ vl VJl~JI' dC: 

l.t ; ... o!»JUl..i. c•.1.1•,u::t,1;rJ'J5Ltc~ ~wed1cl1Jt-.1 )><1r,1 1..d 1!1d1ví<l1w ~-0~1mo! 
Jlllli<.1.t> COll ¡ IJ~VtJCl.() ., bU <.,t.:"fll.J•u ~t·,,- t;:l'J.\,'>J~!,1d' (1 t!$ Uh y"'1;Lot• d~ 

co~J.'ic.JQUt,c~ d1:.. },1 1·c¡i;ro:-!>lúlt y ul VL~~trJJ' LltJ Lti1·1ni11or. d~ 
or·i·or, Jos ~1emcut0io. Lit: 

humocud.1st.il'.:n::P i;.:01¡ vat·h111Z..t .j'. 

t-e~J?l;lCt..O .a t>U C~nt..l'O dtt- f:\'JVUi1,-1rl, í•U1.:::.Lu 4u"" ol C.jbl,J f;l:JOür.sl t>l 
ot.Llc11o.1 mutli.:i.nL.:: llll<t t.r.).~l.:1cici11 'r' !.l. g;111.1cj.1 ·~> lll.lt: XX' 

pl'opo1·cio11.tl 

pt•t.11.11.cl.01'~•6, \.' usf...\ conVt..•C1ciJh S-l.· <11lupt~.:i \JH cpt.·~ t.1·J.li~Jo. 

Lot>: v.1 lcir•us du l.:u ... Cf' par·~ C..\1!<1 oh~uf·Voi\.:.ll511 ée>l.~tn d ... ~,.,~ JJCll' ~ 

2; • )( A 

do11Ju 1.1 tJ1ill'.i1I ... z~ Ji;: Z ~~s t-l \'<!lo1· d·~ i.... ,.._ .. t.f~a111a CJ' PJl'<i 

l-ésimo ilulLVJ..<luo , y A U);> IHIJ m.,t.t•iz p>.:11 Cll\',t ,lf-~h•im..a 1;ulum11a u 

t:l k-i;;:;imo ttigcnv~cl,Cll' J•! X'X. 



XAA'(I • '¿t 

donde r • A'(I Y por- ello la. et::IJo).t:ióri <1) ~1d1.JUlvl'i;o 1.1 ~te;u.ic11f.1} 

J'orm<a 

v•2r+ .. ~ (3) 

Ja CUd.} !>implemente un recmpJ,120 de 1~1:;;, 1:,11 .. 1r:l 11ri!:>tic...ts 

~r:gN:~·it511 con 

o Jtd modelü 

predJcl.or01to por sus CP en ~ J modo Jo d~ rt:¡:;i•e!>-ióo. 

CP plJede St!Í' JerJJlido como i:l UbO doJ mOdt:rlO (3) 

1·~d1Jc1do 

donde r n1 OS Ull \'tJCl..01' COll nt t:lt'llltilll.OS QUt> s·on Ull .!i1JIJCOfljtH1l.O ¡J~ 

ttlamentos de r, ~in e~ u11.1 m<ltl'J~ uxm Cll\-'<lS columri .... 1> co1·1·csponJ.:oon ..i 

un subcor1J1Jnto dt: column.:ts Je 2. y .::'" son Jos término~ de t'J'r•or 

corr-otri0pondifJrat.tHi. Por ol us.u dt! 111i111m0i:. o:u...td1· .... .-fob IMl'...t ~~1.1mdt' 

r en C3) u¡¡; posibltt encontr-o..r un oi>l.im<1dor p..ira ¡1 dtt lo.\ ~c::ti.lción : 

L.OU 

En eruct..1l 

{l • A ¡ 

ZA'¡'i' • XAA'¡J • Z; .,. ZCA'(f - rJ w O 

.,. 2'2CA'¡7 - ¡-) • O 

,. A'{í - ; • O 

.,. A; • (1 

-t ¡? • A¡· 

Obsor-\'dCJÓn : 

-Ent.onces es e1pJiv.tlent..e .J. .;:111.::011t.r~11· fi pu1• mínimos 

cua<lrador:; un (1 ). 

-r.<1 lcu lar ; en (:)) t;S 111.4t. bt:IH.:Jl!o quu •.mcont.rar (1 

~11 CU, Ya '.11Jt!' 1.:ts columnas <le- 2 sot1 ortog-onales, 

; "" <2'2)"'2'Y 

;¡; 1>'2 1 v (6J 

l <' o j 
O A~ 2 

L • 

v A,> )._? .•. >~.1.: s1rn 1:1gt":nv •. dül'tts dtt x•x. 

t:!C.U<lG1Ót1 dt.' t'F.'tj'l't:SJÓU t:b Cdh:11l..ido..1 p;.u•..i l<.lS 

Ad~in,is, si J~ 

l11ga1• d~ CI', uu 

h.tcf1rlo IMl'~t ,1Js ~.11•,,cturf.st.lC~1b p1•f.Hlic;tor·•~a. 

cont.1·1laJch•1,11us du c,1c.JJ CI' .:t l•1 t.•i:.tJJi:ióu i.1110Jtt11 

i11tc1·~r&t..:i.d.:ts. cos.:i qu1.J ri<• oi:u1·1·f.:' 

origiri.:&lob, poJ• Ja f' •. dt.t dE: ort.ogutldliJ.id. 

1'1S 

.\sí 

~vi' t'..1cilmu11t.~ 

CdJ•<.11..~.ttr ! ro; Lle"~ 
1H1 ttl Có:i.ióO ll~ 

' t.011u1· J.lt'ttbUUto t11 pro1J1uh1ol ch.r mult.icolineaJic.J~uJ, 1.11 1•ualitu1• tlll< 

rue;l'1:1D1cin cor. CP on luga.1• dtt !.:&s: caraclcH•ísl1cas origlli.tlt1s t.ra~ 

consigu vc:nl.aJ.:tD du c..ilculo u inlerprul.<:tción. Adumji:; u~ P01tibl( 

nota1• <1ctt1·c.1 dt.t lJ iflLt:tl't•l't.:t..ición du lcu1¡; cout.ribuc10111;;1• a>epd.f'<lda1: 

du c .. H.h1 1:a1·..:scl1;;1r-is:t.ic.:t t.r•ansf'orrn.:id.:.t Ob m&jorad.1 .. d 1.umdl' Cf'~ 

<!lllllJlh:ll bU i11!-t.tr·p1·ut.ación •Jll 1J ecu.,.ch:Sn do Nt(r)''ttt> ióu ptu;11le 11~ 

t.uni::r LUI sign.if'icddo muy cl.if'l1, l••J 
-La pri11cip&ol venl..J.J.i t..'11 ll'l us.o d1:1 Cf' ton 1•e&r•usi.)Ji cu.:.ndo i 

muJt.icolinu¡tlid"1de:;: e&:t..i11 pret.ll'J1t.us. ~n l!:.Ol.u l:JbCJ u~ borrcu,do ºI 
i:;.uLr.:vnJUot.o <lú lat> CI', ebJ,1t:!ci.1Jmenl.t< aQtit:lldS v.irL;.r.-.:: .. u.. pequttrl<i~ 

con lo Clldl se oht.itJru:rll os.tin1<.1JoN1s mucho mo.is l::'bt.alJJt;1b p.\ro. ¡1i 
f'..il'<t vurificar vst . .a ol>.st-I'\'.1Ció11 h.:tY (llJú :=-uoLit.uil· ((d 

obt.en.;,r 

ft ~ ACZ'2)-J~, Y <.'!) 

:;; AL-:.t~, y 

.. AL-iA'X'y 

;f \' 1\~1·; X'Y CO) 

),:1 

con AJ. el >t-6s1n10 elemento diJg1Jnal ~te 1 .. -.1 v ui.. es la 

columnd dt.! A. 

C5) par¡ 

! 

J 
>t-t)i.:im{ 

Esld Ult..lma <fCU~c1ó11 JJUtidt:! btH" dl}rivad<t direct..tmtonf.i.r du 

(t ; cx·xr'x•v . 
r;o1• ul 1J.s:o dt: Ja dr:rscorupost1;iór1 l::'SPt-1:t.1•,J.l Jt: loi rn;.¡1.r•iz (X' JO-' 

cuyos ""i.g~11v&Ct.()1·0::.s uJ.. V ""lt)l:!'llV-.llorcs ;..,~t, k:;;1, ••• ,p. 



11·11· 1 .. 11d•• 1.1 ... 111u•• I• !•111 q.,11.1 I 'I'"' 1,,,.. 1• l•·l111·11I ,,. •li• 

(l)J 

ult:me11LOti de ¡l. Sl cXlb"t.e l.llld 1111~lt.icolu1u.:sl1d"'d, enlo111;us 

d¡litrecc como IJJ¡.j.t CP C(lll VJl·l.tllZ<i ¡JUqlJt,:llc•, e~ d~Cll', l<.1S et• flllV 

LltHl~fl i.· • .u•idnZat;; puquer\..ts de ~. ( l.,.1 \'•ll·i.wz-" rfo 1..1 ,1o,-..:~1m.~ t:I' 

A~ /11 > 

, y f•OI' l.dnlo 11.Jl'J \'dlo1·t~.s gr.u1dc::.. lfo A.~ 1 • l:r1t.uncos C9J u1u~st.r.:. 

11110 cu.:dciu1ur c.:1r.:sc:t.er!::..t.1c .... rir·uJjct.ur<1 ld c1Ml LLfc!l11J Cl11:1'1t::Jr:nt.°"s 

(l'd1iduti0 o 1nudi.'.lnos ull c11al1101cr->.1 di.! 1.is CI' JS-oi:i.:11.la:. co11 Jo:.. 

tdt;i.mv.:dtH'ttL"a mds peq11eóos q11u t.1..-ne11 \'~11·1..rn:.-:a gr;:t11du. 

U11 camino ~¡¡rd f'tHJUclP ~t>l.t.• uí'ocl.o, o:.. Lorr•1r los t.o;i1·rn111os. du 

(0) quo corrtH>µonddr1 d Jos ni.:\:.. Pt:1..111 ... 1ios A.~i;; , .t>J. se quodn solo 

con m!k ont.011ct16" .st-1 obt.1~11tt uJ 1~st.1mJlJor: 

(10) 

ali t:ist.u c~so >..n,.1.'",, ,AP son ui,.;c:nv.:iJor•us ni..i~ ¡::1cq1u:r'lot>, 

dQUÍValenLu a que }úii> últ.imüS p-m c-leruf!l¡LOS de ( S+:iGU 

~ero, 

t:st..o 

1gu.des 

l'ulu X'X - ~ ~,·\·\' I"'' 1 .. 111.11 •lu J.. 1iu••·lltHJ•l••J•~h.l11 

'' 
u .. ¡11.,,l.1·111 ,¡,. )(')( 1.1,•m• 

li1.¡' 

J J 
"u' . . •.i u' •• 

f'l•I' vl.1•0 lud,;.o lo.se vecl.t•l·us u~, l • 1,,,, ,JI s-on ort.01HH·mr1l~s. 

Jos tlix-mi11ob uo 11ulub 1;;111 Jo..1 t.r1r1lt• bt~mu oi:urro11 cu¿¡11Ju 1•) .. ,.,,, y 

rJol• uJlu 

<1P 

l-;J1 ul casu un q1Jb 11i11~u110 dr: Joi:> fJl"ln\t.!'J•O::.. m )..,~s 

peq11unos <.:nt.<Jru.:t:b 11ing1111<1 do l.:tti> Vjt·i<111z.,.s JJdds IJO.i' 

ol1~mQmnt.os d1Jgon.11EH• dv Ct1) bC•ll gr"::u1du.':o, 

muy 

los 

tl dt:Cl'l.;RltJllLO t!ÍI Vctl'l·lll~<J dul 1~.sLlntJJt.:1r· o do1JO PtJI' (tU> un 

r·~l.::sc1ón al oLLt-flilJO µ01• miuimos i.:uddr<td1Js Íf, so.:i debo, como •o 

':1s1:..i;.r·JL.l ..- l.'.l ir11,rod•1ccló11 Jul u~L1111o..1Júr .... .n•6•Hlo ~n ol v,.;L.l.ru<AJ01• ¡i. 

Eb Jt:iClP 

{Í'"' (1- t A~'ukt<•'. )('y 

~ "mt 1 

X'y l t 
'°"'" 

=~ ).-1 ,._ u'X'X 1) L l lk , 
~. :i; rn .. 1 

11 
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- IJ ··'¡l. •• 
~ •1nt 1 

E5t..c Lilt..imo t..é1·m1110 us. ur1 t;uru:r.;,.l 110 nulo y por t..;<inLo E<.1D""/f• 

Cuando la mult..icolinealidJ.d us un r.>t:tt·io pr-olJlt:mu. la reduc-ción 

de h varianZJ puede stu• 11>Ust.ancial, v ul sosgo int.1·oducido 

pt1quul)o. Er.;t..a al'ü•mación et:> clarJ cua11do los t:tlemanLos 

corraspondient.e!i a las compouenl..es el lmin.a.d.a.s son nulos, ent.oucai:.; 

u11 . t.dl liilUDgo no e>.:ist.e, 

Adem.ís cuando so oltmin.u· t.órminos ttn <.U) Q•Je co.r1·aa¡i,ivr1~d<ln 

d 105 ei,;env..llorttr.> nhi5 prJqlwt'los, üs uosll.1li:i q1Jo tu;.t.os 0E>Lrl11 

.i.soclados d. Uh ulcn11.1t1t.v du , q11i:< urJ ~ignif'ic.:1t.1v.tm1::nt.P. 

dlt'orente du cero, usl.11 IJroblemJ t!S b ... s1c .. tment.o ol proLlcma de 

iiel"cción de caract..,,1•h;t.ic.:..1>, cvn lab CP t. comhin .. u;io11as: 1111edl~s 

de lds or!g1n.ilu& ) y t:6 un p1•olbern<A do ei:;;t.imo.1Ciór1 ses&ad.:i s,..er·o 

qua pur1n1t.e oµl.imiz.:u• en t..ti1·1111110s 1.h .. ~ t.1)tifJl1.;.ición do l<:t .in~rcid. 

La dut'Hlición do rt:tgresión con CI' prOJ.iOrc1onJd.l tW Lt..:1·minos 

Lle la ecuación <:.n y Coi), os 1:tquiVJlenl.u i.11 111,.v •l1:1l moJolo 1111t:t<.1l 

(1) y ullit.im.:.ndo (1 por 

(12) 

Jondu S..= J(p) • <t,2, •• , ,µ}, 

11art.1cul.1r du !"" <12l un do11da S • J(rr.), u11 go11e1·.·d S p•1•:du 

CudhtUlOI' tillLCOtlJUllLO de J(p), poJ• Olri.1 P•trl.~ dJdO Ull 011tJCOllJUlllO 

dt! ~o~l'iei..,nl.As tlu r, co1•ret.µ•J11d i1,ril.•~b ,, l complt:tnu11lu de S, IJUtit.IU 

oc111·r1r quu c::oLt: bC•t igu.-.l a c~1·1J, L,\ L' luce iou dt' el 

•ul.Jconjunt.o ::> -=~ ur1 p1·olilt1111J i..u~·..i 1·vt>.Plll.'S:t. . .1 ha si1ln 1111 ltima dti 

dl.5Clttoió11. un punt.o Je v1~L.:..i ..:onshlt!ra L..i duscompos1ció11 t!ll 

v.ilorus .t0ingulare¡¡: de la m.:it.1·1z X, y Liijo et supu1:;1slo qu~ 11.!P 

QUO X • ULA' 

doude }.¡s columh.:tti du U sou los,; 01gt:1nvect.()res de XX', los cu"les 

cor·r·u~poudcn 0:1 \<1s t:tigt!llVdloros 111) 111dos, 1101·m<iliza.Jos P•:ir 

V L ~t.t del' i111; como : 

uu • ... r . 
p 

l .• [ '¡, o l 
o ,\l 

ULA' ¡1 • U.! , 

con ó = LA'{1 , tales qne (1 zo AL.'6. 

mini1nos cuaJr•uios para. ·" 1;1S' 

En dQndtJ 

de dondi:; 11otr 0Lt..1u11u 'lU~ h • AL~'&. 
Por t,¡mt.u <1 part.u• do labi rulJclono~ ~nt.re r y 6 tia inl'ioro'' 

ld l~lhtliJ.:td 

r ;:: A'(I • A'CAl.- 16) • <A'A)l.~ 16 111. L· 15 

'r' en lJ cudl ttb posible ob1>urv.i1• qua considu1•a1• un subconjunt.o da 

elemt!'t1t.os dct ó ig:uale6 " cero ~s equivalent.e .a elo(;it• ol miJii1110 

blJl.i•:::onjunlo dt.:: ~ ltrnunitos de y igU4lll':i> t1 Cltl'O, proporcionando ~111<4 

l'ormul<lción •.dt.e1•r1o.1t.iva. d~ h ucuac1ón r.12), Dicha t'ornuJl.-cióu· 

J Lr·avói> da la dutocompo5ic1ó11 on valorE:1t1 ,.;ingt1l.:t1•es Provoo <ltio un<.1 

aproximaclóu .:sllt!t·11aL1va pare. est..irn.lr cor. vcúacion~.- do l't.1gruiiidn 
Lo.1b1J'1Jt:. ...,,, cr. 



1 ,4, ... l:J•.tnlfdfl • 

l_.11 l•I Jll'Hf'-,f•lll.l' 

.ipl1c .. c1ó11 .ju1 Jlr;1.11•lt.mv .J1.1bt.:.f•ll.u ~11 Id 11ot..H:'-l•)l1 .u1Lu1·1~11·, 

tll UO•l reg-ión dul plQllOL.'.1 h.:W twll.11..iClÓll 

r;1:1ogr.:if1cd. ttb l.- t>tg-111u11Lu t 

L~ l't1J du t.r..ini;.port.e Cl'tH•1·ocJ.r1·il) Lom.; -:•11 cuent.<1 uri1c .• u11tJ11t.o 

ol nt.JmtH•o Ju l'1•ont.erJs que dl.l•JVi~s<1 p • .u·.s il• dtl' 011 1.utis. ot.ro, 

riuest.o Que .:d cruz.-r un~• front.er.;1 ent..l'E" dos p.sist-&: se cub1•.;,, un 
df'dflCal os duse.-blu crqzqr e-1 mínimo mímuro dt.t t'1'ont.tw.;.s posil1lí-' 

Cust.o us, litt i:om .. iduN~ qua }..'I tlist.ancj.:i eul.Nt un p.:.tÍ6 \' ot.r•o, 

ol mjn1mo do l'ront.u1•.:as cruznd.16.), 

Es i:l.1ro q111~ la dist.aucfa a~i dtd'ifddd 110 t-s 

t:tJClid un..i, 

El problemct se p\1t1de lJ'<'o>lud..-r .:1 una grjf'1cu 't} clul LirHJ : 

(~11 ui..l.v •·••111.t:•>.l.u • •• 1•!.1 111111•• ,, o.•1l'l 01'"'i"•J1tlv •I 

•111 .. 111 11 1· 1 l·lilll'..,lu!Ud1• •I /.1 r1,qd11J•l IHlt1Hl1 di,¡,..., 

... 
' 

• 1 

L., d1~L.11t1~J,1 1111L.l·•J hn. 111.1.lur. 1~, V 1'J 1lu 1.1 Kl'-•l'lc.1 r; •:01111x.1, 

1~1 lon6" it.tJJ <li:t !J c<i.:Jc1i.1 111<il!r curL~ u11l1•u ¡,~ p/ l~DLra 

Ut!:.l..:tric1.:t tiOt< Uciotgr1•t 6lf\ ,p? y un t:J dlJ611Jii.:.:i: 1 .!:olt demuue.l.1·t.1. q\Ju 

5. uri td'cct.o c;umplt:.• .lé:i Jt:t'i11ic1ó11 de <lle:>L-.111;!~ o mút..ric:J. 

s~ t:Qll!:iol.J•U\'IJ !d mJt1•iz du Jtt:>LanCJ.Ltt.: ' 

p . pl p p. p. p. '" ' 
"· 

6Cp ,p) . '" '" ' J p• 

"• p 
pº 

' 
l.a mat.rlz ... l't;!S.U 1 taoll: o$ 

1 
o -l.•2 -2 - .... 2 -l.-2 

-2 
_, -J..•2 

_,,.;i -2 -·~· 2 ... ~ -id 
_, 

o _,,...¡ -1,;;t 

" .. 1 .. ;r 
o 

l.a m.:af,f•l!i: OJ oLtonhl..t tts 

t. IO:I u ~1 •U, UZll) ·•J. u Ju O, oo" u, uotu 
1, 10'.J 0, !)03 •O, Ulo -u. uaa -.u. uao fJ.1)20 

O, Ool •O. 031) -u, il:io U. ll20 

lll ~ l. .. , (¡, (103 -U, UJO O, o:!U 

" 'º' U,02.tl .. 'º' 1), U2U 

1.10:.i 



11i.1.411 .i 1..011t11111..ic1v11 : 

Conip(11iun f..tt~ 

º· 'O< -IJ. ~0.1 

o. !'ldi -o. <d J 

o. ~"Q o,"'" 
-o. J º" " ~~' Y/ . -o. ~d l u, 1 .JJ 
-o. :J'->d 

-u.ººº o, OOu 

L.:t 1·t-~1·~1>tl'r1Ldci6n vt>t.i:niJ" 

d1mu11stvr11.1S ~a:;; ; 

u 

t:1gunv ... Ju1·i::o:. 

'J. JVVVV:J 

~l. i!J!)l}!J:J 

o. J')<)l)l)f) 

o. Jl}')!)l)I) 

o. uoooou 
-0.1-1.W'.:i~' 

-0, l)!)l)tJV(f 

JUU 

u. ~i'd 
;(dll 

JOU "" "" 
U, ULlU 

16 

IJ,iJ7} 

o. an 
o. an 
tJ.J?"I 
IJ.,j77 

u. J71 

o.Jn 

Jos 

- ~-

EJEMPLO: 

Se pro11onf: recfJnstrufr el m~µa de l.a ¡,:eplibJ ica Hexican•- (de 9 

ciudades dt! tf~x.ico) il pa1·Lir de una m1tt1•iz de dist.anci.u1 por 

Ci\l'l'tl'f.era, NI! olJ~ef'V<l que dichcHI "simi 1t1rÍlfd1fea" (,.;(s QUtt 

dirilLanc.iut> en el .senLidq de Ja dcJ'inicii5n tl'lt el apéndtce ,son 

.sililarid4des peoro 110 distancias ~ucl idtH'lhll:ri), 

ut.ilb:a el alt;orilmo propo1·cio11a<lo ~n este cttpft.ulo. 

Pa1'A el lo 

Se 11ti1i;eó el pror;r-.&m" de computo NATLAll v en la 1ná1p1ina en 

que se t.rdl.i.lj6 solo ac"pt..11bd Yin aparcnt.et1 problt:maB una mnl.ri:t do 

dimensione:"J rul<:.1t.ivament.o puqu~ñe1~. 

En las hojol:ii' SÍ(llient.e~ f:IO prtu.ientbn loa d.tt.t.O!>I •ruu 

int.el'vinieron en el estudio, 

-La mat.riz D Uenu por element.061" los cuadrados de lau 

"di:¡t.anci<:t:::.o" ttnt.re ciudades. 

-La ntd.Lriz l: • - -}-IP, donde IP es la ident.idad do 

or-den 9. 

-J.a JnitL:r.iz A • DE es Ja ntbl.riz de dist.ar1ci.:is t.l'an:.iJ'o1·ma.das 

A•<-+~.> 

-La motriz JI • IP + DD 1 la mat.l'i2: tJs.ada para 

ccnt.i-ar. 

-La ntat.riz 8 • H A H de distancias t.ranQfOrMadas y 

cent.1>adlu!il, 

-LA mat.riz X cuya.:IO columnas .11on Josi eig-erwect.ore~ do 0, 

-L.a ma.t.r.iz T cuya diagonal son loB e icen valore•. de D. 

La calJdad de Ja represent.ació11 se refleja en los aiguient.e• 

pol'cent.njes : 

Eje 

1 

3 

Por-cent.aje expl.icado. 

65.3 " 

º'·º }.: 
ºº·. ~ 
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-Los eigenvect.ores de 9 son unit.nrios. 

-Las chJdades nnali2ad.,s que llp.arecen en el orden de la 

mnt.riz de simUaridade-s 

1. -C.1unpeche 

2, -r-het.umal 

3. -Cl1 ihuahua 

(. -Héridn 

!), -HexicaU 

6. -Hont.errey 

7 .-1'epic 

o. -Tuxt.la autierrez 

9. -L" PllZ 

Tienen por coordenadas eo su represe11lnción 

Ciudad Coordenada:!il 

P, co. 2'/25 ,-o. o:H.6> 
P, <0.3259,0.1963) 

p. <-O. 05iQ,-O. 4650) 

p. (0. 2956 .u. 0552) 

p. e-o. 3540,0. t:J68> 

p. (0. 0157 .-o. 425!)) 

P., CO. Oflt3,-0. 2901> 

p. co. 2353,-0.1310) 

p. e-o. uo.a ,o. 9667) 

l~a represenLac:ión obt.enida lllparece en la hoja 1 de result.aJo.s 

y eobreponiendo un mapa de h. Rep1lblicft Hexic..,na es posible t.razar 

regiones guiándose por la posición g:eográrica de dichas ciudades 

en t..ale9 reriones, post.eriormenlc ele presenl.ft ln 1·epresent.acjón 

de l'féxico 11i hubierA r.l\rr.-.t.r.rh~ T"•!CLl"ls y t.ra11sborJ4Jo1·es cuyo 

curso Lainbién es reclo eu Ja comunicación entre puertos. 

De11p11és se proporciona el mismo mapa r-econst..rt.ddo en donde 

oparecen cuadros regionales C
1

,C
2

,C;¡ v c., que corresponden a las 

r-eglones OM¡r;in·•les de la J.!eptlblicl'I H1~xiceint11, 

Observación ; 

C
1 

: Corre'.91>ondt!- n la peníns11l.i de Uaja Calirornia 11hicad111 

por LI\ paz y Hexical i. (cambio de orient.ación ), 

Ci : Cora·esponde 41 l"egión que ocupan Sonora.Chihuahua 

1B 

Sinnloa, pero bajo una re-rlexión so puede volt.eru• el R1lll>G de 

Héxico de la t.rnnsPArencia y sobreponenrle en el dibuja. 

e,. ; Corres1>onde " lt'I penínsulA de YucAt.án en nl ' s"nl.ido y 

orient.llición 11s1tal. 

C4: Col'responde al resto da h. R·~pública He1dcana en el 

sentidL'l us1MI Csir1 vult.eat' la mica el l'CY~s ) per-o con orienlación 

invert.lda. El nort.e es abajo v el s1.u• "'1rriba.' ( Est..a región 

consto tfe c:..,si lodos. los esLados e-xcepLo los enunciados en C
2 

peq11eiias porciones Je ot.ros, pero de cabeze), 

Conclusi15n : 

La represcrit.eción oblenida es distinta de la ori,Ínl\l ello se 

debe principalment.e a que l4 euclldeanlzación de les "di1!11LancL1ts" 

indíca r¡ue en realidad l.as edmilaridt'ldes poco Llenen qu" V"I' con 

la distancia euclideana us\11.I. 

S~ nb.seJ•Vtt. QllC geogr-6r ica~enf.e dos Ciudades pueden e•f.af" 

cercc!l.llas pero que ent.re ellas puede existir un muro formado por 

mont.~ñus , Jagi':si o bordes CUl'YOS como es el caso del llRmo de 

Tehuanlepec • o brll20s de mar ( o Oolros ) como es el de ílGj.r. 

Cal it'or1a11t. 

Se obse1·v1t Qtae el anhlisis puede ser más exacto con cit1dt1de111 

dent..ro 1fo un mismo eet.ado o ent..idodes cerc"ntse donde no oxi1ri1t1t. 

cst..e t.ipo de def'ormac:iones geogr•áf'icaB. Huy posiblement..e 

puede r@construir una ret;ión ntex:icftna JontJe 110 est..én l!lepnre.dtt11 lal!ll 

cJudodes por rr.ont.AñGs y lll. 1·n~ión sen convexa QUñ el leJ•t>ilorlo 

t.ot.al de Ja RttptlblicA Hexicent., 

Prohlemrti : 

Establece!' un aniilisi3 en términos de convexidad de !As 

regi?t1es, 



EJEMPLO: 

Pf"oducción hllcionnl ftzucarern. 

Ahora se proporcionl!I un ejemplo completo • concerniente a la 

producción nacional azucarera, el cual no ha sido discutido en 

ninglln trabajo hasta el momento , en dicho cjen1plo se nplica la 

discusión ant..eriortnenLe f!Xpuest.a. Los dalos consisten de 10 

caracLcwlst..icas, las cuales son medidas observa.das en (6 ar.os 

desde 1925 hast..a 1970 ). El objetivo es construir una ecuacjón 

de predicción para una de lt!is caract.eríLicas C la producción de 

azucar en Loneladas , y ) usl'lnd" los valores de las otras V 

caracl.erfl!lt.ica.s, l1u1 Ctll'lllel!I son medidos l'!bliCn8. 

Las caracLef'(st..icns c1ue 111Lervieneri en el estudio son ; 

Ct11'aCLll'!'rfst..ica 

Superf'icie de cof'ia Clla.) 

Rendimient.o de cnmpo cal'l.a 

Rendimient.o de azúcar Clll'I.) 

Rendimient.o en l.l'!b, C % ) 

Clave 

xi 

x2 

x3 

x< 
Tonclftdas de car\a por t.one lllidns x5 

de oztlcftt·. 

Co11crclo ext.erior 

ImporLaciones C Ton.) 

Co111e1•cio oxt.erior 

F.:xpo1•t.aciones <. Ton. ) 

x6 

x7 

Consumo nacional ( Ton. ) x8 

Consumo Per-C61>iLa C Kg-. ) x9 

Producción Je uzuc.u.r ( 1'un. ) y, 

Los d!'ll.os l'ilon lisl.ndos en la p&giria d" resultados y la: 

m11t.riz Lle covariahzas v las Je corrchciones en las t.ubl.tt.s 2 y 3 

resJ1cct.ivamonLe. 

Los coel'icient.es de elida una de las com11011ent.es p1•Lncipales 

\\ 7. 

solwe lll:s carai:Lr.r1.sLico5 en proporcionaitn en 1111 tabla .( , para el 

ACP sobre h m<'lt.ri:r. de covari<'lt1Zd y en la t.ahla 

sobro la. m~t..riz de correlRción. 

n1n·a el ACP 

En el caso del ACP !'lobrt~ la mat.rh·. Je COVllif'inn:tl'H'I es f'ÁcU 

inl.e1•prel.1:t.r dichos coet'icient..es, p11es ..:011 ln. f)rimr.1• compo11ento't 

pr-incipa.l sf! t.icnen ex111icnda Y6.75 }! de h. inercia t.ot.,1. lo:ii. 

coeficienl.es r1c en unt11 re~ret1ión de y fi1obre la~ 

principales, y los va lores de 111s 1'-esLad (slicl'IS 

cc1111ponent.P.e 

n1iden la 

importancin ile cada \:omponent.e prLnci11al en b reg-re1d6n. 

Juzgando un1camente el t11mui'lo < porcr.nt..aJe l de le. inerci" 

explicadll debe aparecer que las lllt..imas 7, o posihlr.-mento 

com¡}onenLes principn.les deben :ser eliminndas de la regresión. 

AJemál!I, ohsea•vando los valores de las rk y las correspondient.."" 

T-est.a.d!slic:as, se puede ver t1ue hlllsta r-eLener cuando mucho h 

~eg11n1..fo compononle principal en est..a ecuación d& regore1!fión. 

En el cl!lso de la Matriz de covarianzas el ejemplo es lo 

sul'icier1Le111enle cllllro para lo selección de 

CllNct.eríst.icas con ACP. 



INTRODUCCION 

En est,.e C<apft..ulo se prest.~f¡lit t:!l mút.odo STATIS usd11o t:l"I t.'.!l 

c.ti.Hisi.s dtJ l.o11.Jl<as cúbicas o :J-dimunsior1ules: o sohr-tt 1111 conju11l.1J 

t.lb t.atJlas 2-d.1.n1ens1on.i.los indtt); .. nJ .. ·H,; JJOl' ul Livmpo. C11 t:ibl.t: 

m&t.odo su co11.s.iderJ QlJt:! t:tl orden du J.Jl'Ut'o1·e11ci.l dtt i.::ad.:. .. 11•1&Lt1 dQl 

cubo dtt dalos tJS irr·ttlttv.:i.11Lo y l•or ello su 1•uudt-n l.r..tbdj<ar· 

Cdr.:tct~ríst.1cLt~ Cv<Jr•1ublc.:..), u1J1\'1duut.. u t.lo;om1H.1 dt::' 1g11<1J llldli\!l'J, 

Ld tHi>l.r•alngia os btjp.;i1•ar un f'e11ómu110 do uJ.;-cción du •Jll<1 f.l'Sl.1·u1~LIH'<'.i 

illVo.lri.\Ol.tt ~ohru el L1empo ll ot.1•0 ~..&1-..íniul.1·0, P<tr<• ello ::<;.-: l1<1.si1 eu 

la doscompos1cirin t.lu i., inu1·c1,t r..ot..il c:::11 incr·clo..1 iul.t:r- t: u 1c 1·.;;i,, 

l..:Ull,Jtl11l.ue. du v.1r1o..1!1l1:11> co11J1111l.ü 

ir.v .. ~l'j.u1t•!, 

L•.1 l•l"VbUlil.<tcltSfl <lel mülod1.1 COW:idt-l.u <lt.l t:;tr,.jll>b lCIÓll l'tJl'lll<:\ l 

<lvl t"11rid..imu11t.u Lu(1J•h.:o, ¡;u¡·,; lo cuJl se l'oqu1~.!h;1 du ~dgu11oi.. 

pr·tlJJm1J1a1·cs llub.n·roll.idus e¡¡ Joi, c..tpil,ulos 1 y 11 J1;i U!>I •• , teb'i~. 

Ul1 bJ•t:\'U J•1 • .'p-.1Sü Jel ACf~ pi~l«.1 1111...i l..11.il.t du J~tLús CUYO <.1lij1!LlVO ub 

teue1· IJl't:btJlil.t: l11cl1n <lvs.ll'l'Ollu íJ.11•.t com111·c;-11d•:-1• 1'1 t)"tJUuf'dltz .. tCit~ll 

lll'CllJUtJSl..1 Pdl'd el JlláJls1s CUHJllOl.O do V..lt'iJS IUJl.rict.•S du J.iLofi 

pu!.!Jtt sur· 1íti.l ••1 11..•ct.or. 

p11t1Jt.t11 

11rt.1~e;:11l.«1· c11 uu .111..il 1sis J" \.'t>l.t.1 1.1~·0 .,.,, quLt dt.1 un .. L..ilJl•1 J oLt•d 

110 HlOO::t.'bJl'l..>.UH:l1t.u t.ot' t.leUt:.'U 1.1~ mJti.mdt. C<.1l'~t(;l..tH'l1>1,1C"b" ( llHlividuo.s 

, m"'t.1•iC<ib, cte. ) , de;:sde Ull ¡11111Lo do vi~L" J'o1·m.il 11~tC1 

llll..I"..), Jt:l mJt.nd.;. t!'fl ul . ..&¡MS : 1nto1•1:t;.t..l'11ct.111",, 

El mdl.odo STATIS (li.tl·mtLc t.1XL1·.:w1· 111f'orm•u::1óo c11 t\.H·m .. 1 Ju 

,r.il"i.1::.\li : ree:ouna~ndu g-lob.1lmt:"llt.11, lat> pot:i1cio110G ,,coz•d..&dJ!> di: los 

indi\•id1.10s Em ura ~Jst.cma de ejtts int.tt1·pret..ibli:s e.cm lJ .1yudu do 

ldfi Cdract.orist.ic.'.ls, e:voluc.ió11 Ju 1..;..i.J..& i11J.ivi.J11u d•tl.ot· d1: 

posición .u:ot•dJ.da eri td .mismo si~t. .... mJ de t~j1~s. Si st.• prd'1er-e 

.búguir la evolución de las cardcl.u1·ist.1c.:..s sr.• dl)be us.:.1· ol mcilodo 

dual. 

Rl m61.odo STATJS de H. L'llE~HIE~ OES PI.ANTES v Y.ESCOllPIE~ 

ophcable J V.3rias slt..uacionus •lo~c1•1t. .. s cn t.lct.alle en ul pr·Hsttlll.u 

CJf..lit..ulu en la sección 2 v compleL~1do por el mULodo "STAVA" deo H. 

C. PLACE rlJe originalmcnt.o dcs..l1·1'0Jl..idu .,- pruput;~l.u •:11 Fl'..i111au con 

cor1s:1dorddo por a,;u lm1Jleme11l...t1.:ión comp111.acio11<1l y rll'og1«rn1.:1s comv 

el bof'LW4Nt usLdJi:,;LiCQ .. :ipropi.'.ldo y Jiu.imico en .:m.:illbóis 

m1..1lL1v<.1riado 1.1ur<t dlldlí~<Jr 1m tt'drl niimt.~t·o de si1.11~1ciori(;!.. 

Ex1&Leu otros m~t.odos t.imbiiiin desilrrC1ll.:edos 1311 f'r•eanci.:. : 

-El método de FOUCAkT. 

-El método di:! JAfff.!ENOU. 

lu~ ct.i.1lt"!> puttdun sef' consult..:idos e11 (5) v (6) r-eli"pec.t..ivame-11l.u. 

ST.\TlS puf:rdt! ser• clasH'icado 011 l.l ranaliJ d~ los mótodos 

~r·oput•Joot.obi 1101• J.!. Copµi (19U6), l.i..H;..u.Jos 011 l.:.i;; modldJS de 

ol&"oci..tr.1u11t:-s, cuvo tnl.ur~s pri11ciri.tl o;'.'S t.Ni\.Jt' ldbl.:is •::011 dos 

B1 

I11l.r.Jv:.l1·11i.:Lt1t'<1. 

d1t.t..mc1.1 µ.:ir" 1o~ 

CJl«.tcl1:1·ist.ir.os, un 1·csum1?n dtJ l .is l.J!Jl.is q111;1 :..c.:i 

~l11mu11Los 

lr) m.is 

l'CPl'C'!>t.Hil.Jl.iVO l!ul COllJIJl\l.O t.ol..:..l s~gun ld t.:il.tJJClÓll (!llb 6t: 

prei:>bnl.t1 y une¡ l"t:tf•l'Ut>1:mtdción bÍ11Jt1lt . .f.1u.u du LoJos loe» j11Jtviduot11 o 

de t...odas ló..ts c"'racLerísLicds quu i.111.01·\·hmen er1 ttl ttsl11dio, 

F'inalment.e so p1·oporcion.u un ~jeniplo d~ <splicación del mót.odo 

•i ttn pr1.1blu1na. p<irt..ic:ula1• un 111 .-11.ille,;is t..ltt sect..or&s Jel uequono 

cc.mi.:1,ci.:i cu 1w e;1·up0 dt" GJU~latlt':.. ÚI;' .id kepliblic... Ht11'lC:í111<:a, 

dt.'l cual .se oht.1er1t:tr1 cc.o11clusio11LtS .import.Jnf...:s. 



En ol Ci:H>ilulo I stt duscri!Je el esquernJ do du.:ilidad 

W, • XttX' V • X'DX. 

Con lab N~~Lr1cciones dul Leo1·t.·m<1 dul .;i.péndice ol !io'O tiu111;1 : 

-Las columnas de U 6011 los cigt.•11\.·ec:t.or·us uoJ•m.:tlizados dt V
11
H 

qtio rtta1 l:.?díl , h..ijo las ro!il1· iccio1ws de H-ort.úuot·m•i l 1d..tJ, el 

m.iximo de nXMu.H 2• 
- u 

Seol '{ • AV• • U' t1X' 1 los l't"OI{ lo11t:. de Y ~i:-.11 l,1s 1..omµuut-nt es 

pa•1111:lµJll:'t>, &igt11vttcLol'lts do W
11
D du 111)1°111..t tgll<il l.1 1·aiz 

cu..tdJ•Jdd dttl e1g~nvoct.ur co1·respo111ll1:1111v. 

Se.t /\ • A2 , matriz Ji.ig'o1i..1l cou 1.dgunvt:!clu1·vb Ju W~tl o d1: 

Y "H • y tHgenvalorts X. 1 ... , ,Ar' 

W
11 

du ro.inga s:!;r • till ol se11L1.to du l'-1 mJlr1cJ 

IH)I': 

fyy, 
L ,, 

u.u 
"uu 

ul.it.euitlo 

•IUtt r•oµl•t.•.s.i:flld " 1011> lfld1v1duos d& lo p1•imero~ l't:tnglonus J~ Y, 

t.om.:.ndo e11 CU(;'f1l..s un lJ J.11Lel'µrutación lot> P•'sos QUI? ... d'•:ct..'ln 

l.••• 1·1111,; lul111• 1!0 Y • U• ttJt' 
c.-ract.uri,c,.l.J•;•Jb uu lJ li..i:.u tl-r.·1·t.cmot·m.1l Ju 1.u .. culum11.u• •lo U, 

Un l11d.iv1duo .blli.tlemunl.,lf•1o, \•m;l.or ~..,,l:, bur.i i·tti.irur..eul,.uhJ '-11.>r 

u •11,, 

..::dl'dCLci1•1t>t.ll . ..it> "''1 1<.1. lJ<.1tit: l>-l.l1·t.u1101·m<1l Je lJ.t> colunm.t~ dtt 

vucto1·es dt.> r su vuudl!n repr1::~t11 t,Jf' 1.•11l.u1tC~!> im1• y• D'i 1 i\1.r;¡. 

!:>cJ t.1•J11bl'u1·JUJ ul p1•<.1blt"mJ. "" 1.1110 1;1q1uv..ilu11Ltt q1w to<tl.1.r:.fdi,:.1-J Lu., 

co11tJic1011utoo d1Jl till.lrn() 1·us11lt.Jdo dul .ipt!1nHce b Yi.& que un t:.bl.C-

c.:&so D es di~1~ou;d \' Lis col1111111.i::. de U <iSIHnuu ul m.íx1mú dt:! : 

, li.& 111v1·c.id du l..t fll.lbl:.' di.; los u1div1J11os e11 Nd<.1c16n J h•ti 

~11l.Jt'.lb1J<ic1-:1s M-01'l.1Jg'úJi.d1.n; d btlb ¡.:u1H:r.::idos bllt;c-~l\'..imonto pOl' !~,:,; .::,
1 

; como su 01.J .... u1•yU J1;tt..d L.1d..lt11u11lt.: un ul G-..p1 lulo I l~1too '.:, 61Hlt:l'..tll 

los ujt:i> p1·i11di.to..1lcn du i1101·ci-. dú 1.:1 n1ilm, 

A piil·LiP <lu us.t.d pru¡lJtJdJ.d , todos lm .. rtts11Ll .. :&dot0 do i\GI' 

\'J 11.'!ll .t1i11 c11dt1do O 110 S.tl<t di.tgona 1 , puro qu~ ~e<s llliJ m~l.rlC•t 

soLt·~ f' C(.JmO lo dt:!mUt:t:>lt·.i el t..'~llU11i...1 di: du.iltd..td l.iml.11011 1J<tl'l.1J dol 

c~wit.ulo l. 

twt.. ... u:ao11 

eu 11) insl...tlll" du t..1~mpo N ~V C..:Vllti1t)lh~ d l.J'oH'U~ ljU l 

csqlwm.i de dualidad l.:i l..et•no..1 : 

c:xi.rti...l\> 
u [J.:tt·LU' de l.i CUJ} e~ posil...t.: c;ü11~t.1·uir 

wi.. • X/•~ x~ v ...... x~ oi..xt. . 
U~ ihlll i y ~n ,uf1~!.:u1I.€ d~1101,.;.ir•v111ot> : 

- '\ d l.:..i 111<llt•iz d1..tgo1a.:d de lo!i. t:dgcmvalo1•t:s 

dü W.._ Dio:. o do V kpl.. 01•dunddos 

- Yk es li1 m .. ll.t•iz de d1m~n:!1dont>!> rk'-'.r•k cuvos.: t·uuglc.mes 

son los eig'envecl .. or·t>s de W1.DJ.: , .isoci.ados a las \ con 



D
1 

-11f11•m.s lt"ll<tl " l" r-.ü;z: c11o11tr.1J.1 du ~ 
1

, 

;t,i º• Id. 111<1l.1·lil\ tf11 1llmu11111l11110• l'i."' ~ 1,tl\'•lill 1,1111111111 ,1• 

1>•)U lv"" algttfl\'l;!ClQJ•c.11,; Jo VkMk , dti>úi.:i.:.<.k1t.' .s ll:lb \ 

t...uli ~ -11u1·rnll i'U<.1 l ., 1~1 s· .. d~ .... ui.1d1·.1JJ Jv A\. 

u .. st:t <let"intJ como : Uk • 2k/\~1 "'. 
2.J/ Los CJISO&, 

U1Jii lcibla da dJl.Oi:> X como se ol.iso1·\'Ó t:ll al primur capit..ulo dtt 

ést.a t.eois dt:sc1•il.io <.1.l f'enómono en o6t.udio ol t.ravtis de lalj 

r·t:d<.tciont:s ent.ru los i11dividuos Ccar-<11:Ler!i:>t.ic~sJ en 1m wt0.t..anle 

dl'.11, t.iemµo, en ot.r.:tf> p-lli.1.bs•as tJs Ulld fot..ogra.f'ia dtrl f'enóm.,110, sin 

t:mbargo, <::6 dost::.,11.llu dt:r::.c1·ibJ.1· di"ho l't:tnómuno como un 'woci:u;;o 

evolutivo .i distintos i11sl;:.t11l.es <.iel t.ie111po u ot.1·0 µa.roiimot.1·0, por 

ejemplo ; muJida~ du pa1•<imut1·os l'.isíc:o-quimicos ol dlvera:;;os: gr.uJOti 

de JJl'01'uodidad <' lo l~H·go dt: 1rn l1·anscurso di:!' tiompo, Er1 tJoliQ 

CdSO se dispone Je K t..,1bl.::.is de J.at.os, cu"'ntital..ivos o cuctlil.nt.ivos 

, ofJte11id0~ en tlil'cre-ut.es 1nome11t.as o dlf'ercut.es: oc~siones v que Eiú 

dt!~1.1a11 compal'<H', 

Se pueden p1•vse-nl.dt' los sJg11ie11l..cs casos : 

C<:1::.V.5o 1 : LJi:. K rn.1t.1•1t.eb J...lt: J.Atos cua11t.1t.at.ivos &>cm 

const.r11id.'1S sOLt•!j los mismos twti'r'iduos, ..:011 loti mi&ntOb PdSQS, 

l:s d-:tCiJ• St!' CUt.:nL...i COll (Xli. ,Mk ,DJ, do11dtt Xk tjS un<.i m.tl.riz du 11;\f\, 

ceulrddii pot• D, 'r' H~ uno:.1 mtitric.:i IJaf'd !f,1\ Segün ~l cs:quémi.I Uc 

,Ju.:didJd us ~05>.iLlo conbt.1•u1r !11i. "" XHk.X'. 

C..tso 2 : L"s K. mat.riCt'i>' d~ sirnilJt•idudus, Jisimila1•ilJ.:1dUb 

do lJts:l.aucldS ent..ru los mismos i11divid1ws r:on lns mismos Jl(!bOS 

C.mut.riz ÜJJt)On:.11 P).' Su ~u::.t..it~uvu HJ1Lu11CCJ!> .:-11 •:Jd.:t t.~hlo:t 1111"' 

m...i.l.1·i:.: wl.. s11net..r1t:.:d, St'Ull•Jo.:t'H1ldo.t po15>1LiVd, ce11lt·iuJ..i i•ol' P, de 

111..tnt!f'a que:: &o;i imed<.t11 ~ompdl·•H· !.;.is dtt't:ri·unt.es víriU'11i:tuciouut>. dtt 

los u ir1Ji...-1duos <tf1otli?.~ulos ptil' l~~ K lJbl;:1s, con t."<l r>NHntt<ho dt;! 

Lo:.ts Wk' 

-SI se Lwnc un<> muLri• de •imi!Jrid.uJ•s s.- se• con•'-'""" 

s~. o - Q(I' O)S¡,,(f - D 00'); S:J sk t'S St:ntidHl'irdda poi.>it •. iV•l, 

1\,1 
t.:Ígc11V<11or: m,is fJf:'IUt:'f'iO de Sl, 

<)'l. 

ol 



::;u JiUtrdb nlOl.Ll .. ii· qllu s~ 
1J~ proptt-dJdc!'. 1•1:quar1d..is, 

•umiJuJ'111iJ ... f1u:.1t.1v.t, wi.. t.1v11u 

-S1 !>e L.ít-rtt:ll mal.rices de disimllJJ•idados, de d.i:.t. •. rnc1.JS, 

l:littd Dk l·t m.:aLrJ.z cuyos elt.>mt?nt.os son los ct1<Jdr.1dos de l.t:o 

dhdm11it.udt1s : se const.ru'¡le ; 

Sk a - + <I - 00 • ID t\ U - D 00') 

\' l:liO PN'ICede Gomo s~ Jescl'itia tH1 td .tJgoriLmo d"sc1·it.o ch t.il 

co.1pitulo ll Ue eti>c<tlumlútiLo mult1.Jim1:11s1u11..tl fJJJ'.:l obt.i:Jwf' Wlo.. 

UoliidCI ·• los comonli:!.1•101» dul c.ls-o :.!., M:• co11s1Jor.:. lo 

iio1gtUunt.e llUt' Du llelld UJl.lcam~rit.e (ti'l ,()), dondtJ ti'k t:S Ufl"-' flldl.l•i'.: 

nxn 6lmtH.1·ici1, :.um1dut'1niJ,1 posit .. n·J cu1it.r.ida POI' D. 

CJ.so ~I ; Lds K m.:it..r•.ice.s. C.1Jct11l1l.<1.L1v.:.~ sou res11ltc.do _dt;! l..i 

S.: t.ivncn 

<.X~ ,H._ ,Dk), domfeo X
1 

os un.t matriz 11._x11 1;t-11Lr-..iUu J.•vl' Di.., v H lllhl 

mtil.1•1ca 1>0IH•t1 Qi'.P, 

(.!,u.o ,t : L.:1s K m.lt.rir.:es son las cova1•i.'lnZ.JS e11t.1·tt J.tb ruJsmas 

P Cdf'<tCt.~rist.1c.ts, S~ t.1ene (Vk.H), Jo11dc V
1 

t:t6 IJOJ 111<1t.r1z p>;p, 

~1mc;tri.ca, fiit.-midet'injdd po:.it.iV'1, \' H t.~s 1Jn.1 m~t.ric.i soliri: ¡¡.:f'. 

C.ls:o 5 ;L-.s K m,,t.1•icos do d.1t.os cudnl.it.at..ivos so11 rest1ll..:ido 

du la obstH'VJCión de l..1s mismJs COJl'o1cluri::i;t..1cJt> sob1•u los m1smof> 

i11<..l1v1Juob ; es ducu· sun l'Cgist.ros di.: t..l.lLos 1:1·011ológ1cos., 

Por lo 1..11117 i:o:u v11i:tlVt! .t los C.Jsos 1 y ~. 

1111.(jrtts.ir en las posic1ontts rl:'1..1t.iv.:1s J1.• Jos .111di\'1duo.s, l..i 

'1volución de un i11d1vlduo o de u11..t ca1•,1ct.e1·.ist~h:..i. 

E:n u:!>l.o c~1so .su cuuut.i con K t.ernits e )(l ,HJ.. ,D), do11J1~ Xi.. 

lJfhl m<1t.1•iz nxp, 

c.ua;o 6 : LdD r.. c.Jr-..ct.t-1•ü,;tíc.1s CU<IHLtl.JL.1\'i.JS mt:did..is =:.ubr~ 

lolii misn10& 1nd1v1dtms, ..:on los mlb.mos r.u~sob, 

las ltH'OdS (Xl ,D ,,....P._ .D> doral.Je X;. t:'S 1.1 lrl·.tL1·iz 

St! t.ioneu t:ut.onci:t.s 

de 

la¡¡ mod.:1lidades dtt lJ k-~sim.:. J:.:t1 .. 1cf.uf'i.SLlC..1, O 

"• J1 ... gon.tl d~ los Pe>bos da 1.:is dU'.:.•1•1.:nt..cs mod .. 1 lJt.l:,tdus CD a 

"' V D • o·•. 
''Pi._ P¡,; 

Se obsurv.:t aqui QIJU se 1..1ucd1:11 l'élH·t.:.senlJI' µc11· llfli• r1.:u•t.e l..1;id;.i:.. 

1-..:..: c.i1•act.~1·js:LicJs, por ot..1•a p,u•l.é< t.od • .1t> 1.1~ mod .. d irJadt!!> t..k• las 

dift~re11to.s i.;dt'JCt.1:1•íst.ic.:ts. 

<:<.1a.o ·: : K l.dhl.ii.. ll1' CL•l1t.1ui,1111':t.1, t• di; 1•1·uli"'hilll1JJu.,1,1 Jo 

t.:dmbtoe>, X¡.;. vnt.1·0 Ju& c.:tl'dCl.<:I'ist.icJs cuo.1lit.Jt.ivJa, «.Et..t.a 

s.il.1J.JClÓll es dü StJltld impo1•t..:i11c.iJ Pf"JI' l..1 l'f't-Cuoucia con q1Jt;1 ,.;6 

~l'éSt:nt<¡ eu lits JfJlJc<.tciones), 

P<tra lu º"POe>ic1ór1 se h<t do co11biJet•.ir "' 1.ts tabJüe; Ju DiwL 

' [ o (k) fil .. p 

x, 
X' l ' . 
D <kJ 

" 1londe DPCk) \1 P /k> :i>úll 1..is m<..tlr1cus dfag-onaJus du !01:> 

ftl..il'tPll~ lvs <:le11Jucidos de X._. 

1::11 algunos c.1t>os Su r1ruor:.r¡t .. :.r1 do11t.r·o dul mi&mo ui,¡l.udJo 

c.-o·act.:;1•ist.ic,1s cu ... ritit..:i.Liv<H> y CU<llituf.l.\• •. .11> me-did<is t>0b1·u &l 

mismo conj1mt,o dtt .ind.iv.id•1os. 1111'-t soJ1Jr.ici11 pr .. kticol ttb co1u•.1.dur.'.tf' 

i::oruu c11..i!ttat.1vas J t.oi.J,;¡s J.:ts c ... 1.,ict.er-fttl.ii:.;.s: t-11 t:osos c.=.sos i.:on lo 

Cll.l t se i:.t ... nt.ll 11uevJ.mt:11l.(:r en o! caso <111l.e.rior. 



1111.-. ..... l.t)hJ, 

,.! •./ .¡., ,. ] id'•d•lc1no1 du ,J,,f 11,:.¡· 

f ,,Ji 1 1. 1-k1.l.1I ll ,,, u J.,,¡,~·¡¡i., 
._;.11 .... 1.1n·1 • • ;,; , d.· :·.,f., l.i: .. ,¡, •.. ,.. 1 •.• : 

,¡~l>t•/l<lt.• "" \ .d· 1.i •• 1 •. 1 i·{ .•• ,. ¡ '··~ ... 1¡ 

t.1tJ ....... . .d • f • .; 1 ~ "" .¡., 1 ,_ ... t •1• 1 ••.. 

!•:. 

L:, ¡,.:, c,1 :( ._; 1 ,.: ;·. ·, ,,. ,, 11 ,:111· 

t;1l; "J 

tr¡ t• I c·i.11:111 ,:, ;~•lf'.¡i_ I 1,; ¡ ¡:. 1 1 •':U J,~ ! ,.,.,. ¡ 1o./ 1, .. 

• ~ • .!. • 1 •. ·' ¡ '•: i ; 11 l '· l • 

• • 111~ \ \ ' 1 ~- ••. 

Lt.-1 , ··lt,fl: 1·, 

' ... 11 1 ~ •• 1 ,. l ¡ •. 1 • ' • 

r X .ti f1 • 
' ' 

fl1 • .1 •.• ll•{ill\"l ¡,. 

.J;t,,·/1t> l..a ml~tH-• ·'~l•l'•J~uiil.,. .1,111 •I•! /,.:, i1i.lltl•l•l·-''~ 

,\, " '· ''"'" '" ""'"" ""' .¡, 1 1 " 

t:.11d\ .d.~11;.1.1 , . 1 r~ JI ,!J) 

' ' 
...... ,c..ttJ .>o . 1 ... 1 qt¡v t1

1
n a.. ,.¡1/1. 

l':.t ,, .. 1e,111J'1.._,, qL1i...• •· 1 :_.,~ li.. },1•-.I¡,.. J ,H,I' 
t 1'1 •.•. ,#. l 

,,,,¡ lf•Urlt l"l'J>; L-~ l1L.,.._,¡1.,¡¡t.'t> ,ft· IJhf ¡y¡ ¡,¡., 

y ... ,,1 4 y 

' ' 
\ ._ .\ . 

l :.1 ,1 •'')lll \".ll•·1.,·.1,1 ~1· l•llt;d1:- 1 '~ 1 • : • :I" 1 1 .• ' ,¡ 1 .t •h<+llül .t (,(1/1h.< Jfo 

,j,_.11,qt-'->I 1 ,\ l-1 ~ lf.>: 1 1,tu ; 

1 " 
111.d 1·1~. .¡,. ''1"'' 

'" IJ'lll· .. ,, . 

O&t..wh..i1•<1c 111r, 

:1 ,/ 11\ 

ti" 

.~ ... , 11" 

•lllid1;1.lci1l.,.J 

ti.!. 

r111o1 h1oif l'l~. 1•,,>"'''", tf,··,,¡·I ,,¡" 1J1l,d, 

~: J !>l.:.t•dll-~ tl
1

-u¡·l.<)/IL1 ¡¡,,, / .f" }, ·.-. '• .. l.,.1·•!!> 

11 ;,.p • fl ·-.,¡ t ••lo<•¡ 111.1 l' .,1.1..:111<1.. ,¡._.. 

' ' ' 
.• i1111J.,1, : ... ; .. )' J .. ¡,1,d J'l:/. 1• \.11 ~' -

; 

r¡ 
¡¡·, 

:,1~ L 1 • -¡,. ;(: u \' - .' l.IJ \" 
1 1 ! 

~u 
1 

V 

1 •I "•"~ll•~ lf - lJ U' /1 , \ . '' 
11 'ti 11 ... ti IJ u 'ti 11 u 'ti ... ti u ,, 'f'f 

1 l ' 1 1 1 1 : " J .~ ~ 

x· ... 11 ,. -!r Y 
,' l I ¡¡ 

,¡:,i¡;,1.1 .•. ; 

... ti..:. 

\.1 lHjlli\".d•:1u:.1.1 • t.ll'jll!J"I,.,, •¡·;« J.>:... ,J,1.. 111,111·;;, ;I•· 1"111' •.•: • 

• '•/:¡ 1 \i ,ti,. 111 •!!> -.. ."i / '. " I' • d.<IC 1 i,lp,~; \' ., l '11" 1 1 : · • , ¡_, •¡I¡ l.'o ,; l •."11•. ~ l 

!.1.,,. !:>ÍU11l1!.11de: .. 1k·::.•.1 ll.•1!> •:11 el ..... ¡111111•.J lJ. 

E11 1d 1.•"-'" ij,, 1:~l.1¡<)¡,.!, :;,0l>l'IJ r~J f11il";Jllt1 ,;,·,,..JUf,1.• 

(1 •• 1:..L• l,2 •1,, ~,} 1:1 ¡·.!J.\l.li)ll da lu!> llnll',J.Jll•~» {1J11.>;;, 

. .... L.. L'il 

\ ~t:t.•~1 J ·' l dt• lf- 1', :;.'J.. l{•:nvr.Hh• ¡u~t I ,,~ L·:n .... 1 .. ,. J st ¡ ,_.j~ 

f'<:.!11 Jiu\.," 1.umj1•H"dJ' Jut; 1;,i ... l,.Ut)lú.S í.¡·,·1to1l;•ll•" .!ti 1"!.. 

i'.<'fl 1' ,,.,! '" ',j¡ .¡. 

t"..·J'lll•.lfl 1111 ... 1 .. ,~ .. - 11•: \. 

.1 • .., x~ ·\ - ~: 1\;
1v .. o. 

x
1 
r x: ux .. ,. lx:u. 

11.1 • .J. "' f¡ l ~ . 

.. 111 .• ~..,;1 • ..;.cJ ~· 

! .... !;.•• .. 



¡;,,i11.,. •• J,,11.;1.1 11 11; 'X
1

,PJ y tX
1

,DJ i.1111 <11/lllV•t).,111 .•• ,,;. a.j A,•A, 

f;bl.J tH~UlV.slo11cid ue; inJu~u11J1u11t,o do H
1 

y tt,. L:11c- ~~h.u.Ju 

a.u1• conti>1dorJdo en el c<sso ~ a p.,1·t..1r- du Wl·Y~Y • su cotnl>l.l'•J'fu t..•l 

µ1•uyttct.or : Ak • v:•\'Yl.D. ¡. 

PropulilioiOu : S1 hay mét.rlC<t.s M \' H t..d~s; Qtlt..r <X, ,H
1 

.[I) 

C)(,,f11 ,D) t>On eqUÍV<tltl'nl.~s Cfl al St:llL.;rlo t ',.¡ l t l.]mb1ón lo SOJI 

ul 1iOont.1do lit. rnvttr t x 
oqu1valunles ·.r,;.imun .1~ l ',bl \' (Xl,D) 

t'll al biCJll.ido l l 1, \' .!ool X
1 

l1:.. llv l'Jllf)U µ
1 

\' X
2 
~s du 

1· •. rngo P2 <•u111i t\•P ), •~11l.u11ci:~ (:\.<X,DXl)-',D> 
tX 2 ,(X;DX

1
)•I ,0) ~011 eQUiVJ!:uLcs cll St.:nl,Jtlu t, 

Da.oaH.racidn : 

L11 ut'oct.o ; s1 tf1D •u W..,D , Y
1
•.1' 1y

2 
• j\ .. u.A,. 

A1 "" Y:A~ 1Y1D • u v; 1\:
1 't

2
D 1:11 Al 

~1 .;:al101·d A, 1:11 A,. x,cx;ox,>·1x:11 :>< Xl(X~UX;tl-'X~D. 

.11.Junt.l!i Clldhdo A, • ,\2 • A:'·'2y' A;''"'Y, IJl'Opurc1011..i11 (r,ioJ• 

r~11glo11us) ll.Oti> bnsut:. D-ort.onol·m.-Jt:s dnl misrno s11li0Sli<i1:io vect.oi•i,11 

.Ju ••. unt.oru.:t.rl::i til quu W
1 

• .:.Hl , Ub.:tD bdt>l:D son igu.:iles, 

l..s CJ.t:Oo 6 ldi.1t.oeo: cu .. d1Li.1t.ivo"'l. 

Si XI.. es 1-l La.bla d~ lds cardct.e1•íst.ic..itii iudicaLriccs de 1..ts 

i.<L '111..HJ.di1Jrtd1::1• <l~ ~..,, c<11•.:ict.arist.1c.:t. cu~dit..:it.iv.:i, !ii.. •)s tol couJitnt.o 

Jtt !dti> Cdf·act.eri&LtcJ.s c:u.ant.it...at.iv . .ts 1ll11~ sn r•11cdt_~n r.;ocori::.tr·uil· 

P•lrt.ir dtt la car.Ac1.t!l'i&t..ic .... ClldliL.:it..iva. CJJ,, t:lenrtJulo d(.' "} 

du ¡,, l'orma X~l<:i> , Jondtt a m:i un f•úgb.tr·o du 1<.1 ca 1·;-1ct.~1·!s:t.ic:, 

l..
1 

la l't'-Ct..l 1;lt.• f ger11.~rudu 1-!0í' Q, 

!,'L u §: tJ1 41 

tJond= ·~: es E'l e~t.iacio vector1.:J.J gelltH'<.tdo por lds c.:iracturíst.ic,;:is 

Je XI.: "" x:<I - D DO'). es ducir ttl co11j1111t,o de L.1s caractt:risl.ic.:Js 

'Ji' 

1.11.u11.jl.il.¡\'•lt. 1:u11l.1• ... 1l .. u. 1¡11v toa' p111u.ltJl1 J•t,;1.••l1t.f.r·1111• d jlJl'l.11' du lo.1 

1 .• 11't11.l.u1•1,.l l•.•I Jq.illl11l l\·1 .il 11111.-.j,/,q,11 .. q .. fll•1.f.tll1L1d""'· 

~l tlvt11JL .. 1 t11JI' •\ .._.¡ 1•1·•.1ro1,l.•.•1· c-Hl11·., •; •. A: ul 11111~u1.l.111• •••l•l'n 

lA "' A J ... <A• ,,. A•>. 
' ' 1 l 

En t'.su c.sso, ul hed1u d..: c1111t.1'.]I' o nv l.1s L.:.abl.:tti> 110 iul'luve 
t 

soLr•e la cq11iv.:dc11ci.l, 

Como .\qul s" 1:orisidl•1·ó que las le1•n.Js 

í1li.111do hl!. 1·t:sl! l lJ.J1.1~ s1J11 ol•~Ql'Vd•::irJll~e> dtt 1-.1& mis,m<)a. 

Cd1·.:1ct.erie;.l.i•:.a.s c.omo ocu1·r·t: l;\'rl los casos 3,J. v '5 se 1.•l1t;I;\' como 

dleme-111..•J c.:1h.tcto1•ist1co a t.;i ui..tt..t·iz V da cov<.1ri.a11ZJti' . 
Vi.: • X~PXJ.., 

2.2.:J 0 l,. / l::(flllVdlt:UCl.:iS [J<ll'.:t t:Sl,.t) t:o.lSU, 

C1¡uiv.lle111:i • .t 1l•l : <X
1 

,M,0
1

) y CXl,M,D~l ::>oll l•q1i1VJlt;1t1l.~s :i;J 

V •V • 
• J 

:'::t ::.e hüCe tJI ,\CP de- düs t.•:rli.1:>, !>~ 1ogt·..i l~ rntsmJ 

rüpr1:;11:>u11t..:.aci6n de l.:1::. c.n·.:1ct.e1·it>f.ic.:u; : :l
1
h:l

1
, ·\=1\l. tco11 lds 

11ot..:1c lo11tJs dv 1, 1. > 
EQ1ÚVJltJ11Cl.j uJ : CX

1 
,H,D/ y <X

2
,M,U

2
J ::.on ttt.1uiv~dt:nl.os 

t:)OSl.u t.1.)0 t.~i.l q11~ V
1
•,'JV

2
• 

Aqui se lugf'il. 1·uprusenlciciorws hornot.et.ir.us de 

c.11•.:1ct ~l'i ~t.ic..1b : 

En 1:aso de enco1tt..f'Jl'St.' en t'Jl c.:1!>0 í', sv t.1t:.·111! UflJ 

<le cont.i11gcnciJ, 

•1 

El .:sn~ili~is dr.:.> COl'l'1;"!:>f!Ol1duncia:.. tlt' 1111~1 l,JblJ deo cont.i11g-o;;1nci~s 

'.lll 



dtt ld:; modJ!id<ldus ritt dO.!i CJI'd.Cl.~1·isLt..:~~ Clhi11t.Jl.JV.tb. 

m..it.t'J.Z d(t COYJrio.tnZ<J!i de tf&f,Ef F.tSLUdJ.ú b+;o CUIHJCt! COIOU l.<ibl.1 

Ourt. : 

tJ011tJu D 0;) • X'DX 
p 

b 00 • YDY'. 
q 

x· ] 
p l tk> ,, 

Eq1.uvaloncia ul > : <X
1 

• X.ll ti>.ll C U
1 

• ":l· 
P.st'a compdrar las tablas de 

t.-.Ldit6 de Ourl corro.spondiont.es. 

(!~). 

conlinge11ci._, 

E~t.o t'ué hecho 

comp.Jr.. lil,. 

por F'Ol!CAJ-!O 

2.2.B.-" Si so encuont.1·.:i 011 t:d 1:.)so S. 

Obso1•vaciof1es sobre loti: ndsmoc. COllJllUt.06' du 

car<H:t.uriri.:Lic.u:> e u1dividlJos. 

Se t.iena un conjunto de obsorvilcioues sobre el n1Jliimo r::.onj1mt.o 

Jtt cd.ract.crist..icas y ul mismo conjunt.o do ind.tviduos : StJ pttodo 

comp<arai:- las tf'
1 

, Ai.. y Vk. Oependier11Jo dul oLjtJt.ivo tlel ust.udio 

d. rttalizarso, Partiendo de este p11ede Stn> m.is i:.r•ul'•.H•id.a 1ma 

u ot.1•..i dt) lds uquiva1encJ.ls 
0

co1•r1!:.Jinnd icllLttt:i, 6egliri l.::t evolución 

de los indi\.'J.d1Jvs o Cill'dcteri~t ic<.l~ ,¡U"' bu dus~c i:sludiclr·. 

11uhvirl1Jos \' l.J.s r·"'lac1onas t:flf..l'f:l' car<.tct.1.:rist.icols, L..ist.a CíJ//IPiU'ar 

d1r~cL.:tmunt.~ J.tt» t.llbl<is in1c1.:tlc.s. t.-Sl.<2 1dt-d se pl.:i:.ma fo1·111dlmenlc 

un J4 ~.tguic11Lu ; 

Propo1>icion ; Si:"<1 CX
1

.H.ll> y <Xi.tt.DJ dos ~s.i~udios !:>UIJ1·1; el 

tnlbnlO COUJIJ11t.o da u1di\'J1t•10bó t;;.l ílll~IUU ~:uflJUflt.O du 

C.:tr••1Cl4.H'Ú:>t.icJ&. S1 l;fA;iGLá u>O l,Jl •IUt! X/t,x; ;:¡ .,;¡X/t,x; . \.' ¡i)O 

t..JJ q11d x:ox,•o><;ox, . "'"Louctob : 

D&1•0.1i1Ll"Acilon 

Cu of'ct..:t.o: 

x;• .... ' •x·. 
J 

si w
1 

;;:. h
2 

• r
1
::.1.1'/r

2 

s1 V/"fiV
2 

• Ztf11n22 

¡\=-e.u\ 
• 2 } .. u»¡l. 

Ader11.:i.t0 : X' ... U Y ,. 2 A ~l/2 y 
l 1' ¡ í 1 

a fí'"2z _!_ . ¡\~1 ... ·2u1.·2y 
l tí'"' 2 2 

:;¡ C::41"l221\;•"2y2 

z.2.n.1. ,,. Eq1üvalenci<1s fuertus. 

EquiVJlcjOC.:h ut. L) : xi ~ "2 ( se l.ienu simuit..:uiuclment.t.t 

"r.rtuvalenc.i.:iis 1 y 1 u.). 

Equivaltrnciü vt 1 t) : X
1 

• !. d";rX
2 

Ciill tiene 1ilmult.ane.am111tl~ 
las &quivalanci.'.ls t.l y 1.1), 
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Se plant..ea la uece~idad dr, obtun1o>r rop1•e.t0enl."1r.io11e& 

de las labl.:.6 un CORJl.mt.o, 

glob.:.les 

.:ilt:nu.rnlos 

c.:..r•.u:t.arislicob de cad.i t..-.bl..a, i::.011 lob cuu.lut. rttp1·t1e.v11t.~ 

e;raJ'icament..o u ub..ao; dlsl..a11cJ.ds, rtUdV..anh~hl.eo "'1•1Ul Sé est..l puusdodo 

t'll QUtt se p11cd1..: rcpresent..~1r .:t uri.:1 l..lb lJ en un cit:i•t.o esr,o.1c10 

ouclictaano dt1 d1muns1ón l'i1111,.1 CVer <ttn. 
couocida como /n(..,,..,,,;;trt..<.;tuoa.. 

E:n la µ1·..ic.:l.ica &on Umi linlo!i> los 1·~c11r601:> <.ori qll!o' i:;t! CUt>Hl.a 

al re..tlizdr Gun cst..uc11c1 por• c;>llo be dttst::J ltuubiiiu re:>umir lJs 

l.dl.ilat. tin una sol<t o un lll.Ím..:1·0 r·vd11cti.lo dtJ l..;tbliis, quo c;.:11liq11v td 

comport..i.t.mient.o dol coriJ1111t..o Drltjl11'11 Je t.,1Ll~'s llo..tl'J !idct:r 11o~i!Jle:. 

c&to be re4u1i.>rt.t Ue i:1e1·t.o c1·1tt.!t•1u Ji-.: oplim .. L1d..id, &tfgd11 lot;. 

c.ssos consi1ltJr..-dos. ~1 obju1.1vc1 Jol ~i:.;1,uJt•:J v t.11 i;1·it~1·10 

Jtu.Jucido t>O oLt.uudr..i muchds m<.111t>l'•H:o Je convo1111•. C~L<-1 

COllOCO como úlJD~• de .4 .... U.Yni..:J-IO. 

lll•l1v1duu~. 

o J. t..od.-s )JS c.1rdGLcrisl.ic~t!> util1zadJs, Je m.111.:r..i. •ILJ•-" s~ ... 

rioi..ibltt ol.ito:erv.:ir 011 evolución gr.:i1'1c.1rnl)11tv, ..::;.Ll'..I ~s 1it.il µucst.o 

•tllO rirOPCJl'ClOlh.l 111d1...:10D d~ },'\ lfHHl~llClJ 0::-U lJ cvc.Juc1ón f'ChPOCLO 

u 1111 p..il'dnmt.ro (p11cde bor ~l t.icmpo) de dir.l1ot1 i11div11it11JS (<J 

¡., 

Jr1t1·..i ... .i..tru..: l lu·a. 

1nt..e:r1•vic-nun en ul t.:SLuJio se co11st.1·11ri:.· 1111..1 mJl.1-1z (lr~ µ1·uJ11ctos 

t.'tlC<l}.:tC'~S t: de (xl:. Cll\1•1S tc>fll,f'.:.tdctl> :i<lfl }OS Jl['u1l11Cl.ós (•SCJldl'c::. dt: 

IOl 

111.illlii·• 1 p111 ¡., h.11.I•' 111 Al:I' .,¡, ul •.•11r" •Ir• 1111.1 -.1d.1 l ,1ld 01 d11 11,1l.1u.,, 

Nuu\'JlllL'lll.u tJ 11t1Jl 1d.td .,bt.J ¡11•ubiu11lu l1Jlli0 L1·..1t.o.1n11u11Lua 

.sllv1•1i.1l1Yo~ cvu 111div1.J11ur.. •l cu11 1;,¡¡•,1r;l1Jl'.Ít..l.j;;,,1>, 

:J.2.1. / t:u11st.rucc1ciu du ti, 

Los elcrnenLO!i CJl'<1CLl:'rtst.1c:obi s1)gÚ11 los cae>o.,; conbiidij'J•ados 

: fl1Jl.1•1ccs de lJt•1..1Juct.os u6calo.11·ui:. e11t.re .u1diviJuo.,:, l-.b 

mdl.t•tcus du p1·oy~c.loros, l<1s m.st..1·1c;1;;1s do covariarntu6, l.ui t.'°'bl¡u; 

dt.1 Ourt.. o lus l.::ililas da 1.J;:.iloto inicialeb. En cada Cd11>0 aon 

m.:.tr1cei,; ..t.soc1.:ido.1bi ~ Jpl1caciones li11i;odius Uot'i11ldJl9 onl.rd 1 

esp.1,CJ.os e.JI;! Jime11s1ó11 l'inita Q\le s1n emtwr~o ti.O PUt!dun compar'*r 

<.Vvr Jiot.iudic-: ~) , en C.Jd.1 c<•bO se cons.t,ruYtt l.:t onl.rad<t Ck,D du 

lJ filJLi'l.l. 't.: • 

Cu.::iw.Ju bt: t..1·.:i1.d de uu.- mdll'Í'Z do p1·0Juct..os t1SC•da.t•us eut..1•0 

'-u • lt• CWkDHt DJ. 

l!uan1lu t>e tl'•tl.d Je m.1t.1•1ce-s do Pl'O\'tiCl.ürui:.: 

'*1..t a t.1· CA._Al) 

t.f•Jl.ol Je 111.1t..1•1Ce,, dt:l CO\.'i1í'J•HIZd6 Vk 

-=u. t.1· cvi.H vlm 
t.1·.-l.J. dt.i t..il.il...i::o: du Du;·t. H._ ; 

\1 ... t.1· (Uklll) • 

t"'bl..ts 1111•:ial1::1;; do.: 

.: • t..t· (X'DX m 
~ L k l 

tj,li:;. Pf'io:cis..:1ment.e sr.: t.iuno : 

t.1·<.Wi..lJWllU.:. t1·(XlH~X~ D XlHlX{ Dl 

l"1·oµo&ich'in ~ 1,1•íW;..DWl0}~0 \' 

t.r<W DH o> •O ., X' ll X •O, 011 eJbld t:J:í-0 
l l ~ l 

co..11·.:icl..t'1·i~t.ic.1~ du t.u.: t..JL!J. X._ Y XL sou 

COl'I'e t .1c LOll~~J • .1.s. 

Ot.:saoi.:t..ración 

Do .:iClJQl'do con lil dt!C.:.1mpo151r.;1on 1.Jos.crit...1 e11 111 ..i.pJmlice 

t\ y u
1 

:.-1-.: JHWJi:n ..-s..;t'iLu· U¡,, :..l.._ L~ Ml~l.L 1.; donde 

m-:d,l'lt:.t:~ t., V LL so11 Cl1•1(!r•,0¡d,1s t.h:< 1•.:111gC• 11~ V í\ i•o;isp~d.JVJ!nt.tlll.~. 
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)( l. ,, ! o 
l \ LJ 

y "'e vcu·1.ric.i 1..1uu ts•Of..,DWlDJ •O ""li L: x: DXt l.l • O 

:..·U X~DXl = O. 

Ml2ERE <loparrolla en (11) Jlg:tmos c.:isos 

1mport.an l.trti; 

- Si 1\ -l V t\ -1 e11t..011cl.~~ .. t..iunti 

•• ''l 

Pi., Pi 

... ¿ [ Cov'ccx~>l.cx;l 1>. 
l•lJ"I 

- SI M • P • V 
k iJOlc. 

p.;1rlicula1·ment.o 

lllVttI'SdS <ltt lari mat..ricet> do V..lriauza.s., ent.oncus 

l\ pl 

t.rCtfl DMt D> • l, 2: corzccx:>l .<x: )l) 
l.l:tj-=l 

-t -t 

t.ro . ..,,\' • t.1·<Xk ex; DXk) x¡ DXt ex; D xt) x: D ' 

St no, tle Cl.l...tlqu1er mdne1•c\ 61:1 Ltunu su~mpi·i:: ; 

lrL\At) lil Lr ( Y:l\~ 1 
Yi..DY;.\

1 
YlD), 

J•ro\10 .. ioión : t.r•CAL ~t) !: U y t.1•t.\ •\ J•O r:.;il X~DXl •O, 

Du.a"\..raaión 

En et'ect.o : 

rk rl 

t.rlA..,\> • t..r<A~ 1 Y..,oY; ";'vloY:) =o:¿ L cor11 «Yi.:Jl,CYl> 1). 

~ .. 1 J "l 

h. sum.:.. (le his cuJd1•ados dl3 los cujjl'lclúnl.fJS de correhción entra 

las comporw11Les principales de dos t~st.11dioo. f'or lo L.:i:it.o 

ri:oy: ... o. t.r lAk •\ n:o v t..r(AkAt> "" u 

Ptt1•0 puasLo QU~ x; .. ULYl IMN& la(~.I) v11l.onces s;e t..l~ue 

10"1> 

y u Y' •ll x: X . u, y u y' u: . U, 

' t t • t 

V c...vnni 

y -u' M X' pdf'd l.oe(,l<,i) 

' t ' ' 
X' DX . u ~ Y DY' -U'MX'DXMU -o 

k t k l \. .. io. l l l 

""ot; • o +t x:oxl • o 
lo ci1.:ll s1g1tit'iCd que los r!SlldClOS vect.or•Lales; dtll r . :s.·k V :91 • &011 

o-ort.ogo11..i.lc&' si y solo s:1 i.,s Cdro.1ct.~1·ist.icéu• do lcu• d06 t..Jbl4b' 

sou no correlaciouad.:.i;., 

Stt l.ltHw L.:.rnbidn quo ; 

Lr(VkHVlHl • t.rCX~DkXí..HX;D1 X1 Hl 

rrupu~io1i.:i11 : t.r'lVkt1V1tt) :?: O y t.r<tVkHVlM) • O i:oii Xkttx; • O 

au ol c.:sso de, 102:0 inJividuo&' generados. por los t>t1bua.:pJCiow 

vect.ot•i<&lcs .H-orlogonales tie E. 
SfJ tic11e de l<A mism.:i mariei•a 

t.1•(Di.Yi) ?:. O si Dt-. y Dl so11 t..al.ilas: de Ourt., 

rroporiición : La mJLJ•iz 'e tts- det'inid<l positiva, 

rruul>n : 

St:1a o.., ul objel.o cat•act..erísl.ico dtil l>-ésimo e&t.udio, Y y. 

p1•odu1:t.o tt&Cd l<.1l' e11t.1•e •lbjot.t:.i:> : 

\1 • (Ok,Ol)'t' 

C1l11side1·u w' • ("" 1,. , • ·"'i..' ~ól' lo t.dnt.o 

w 1'ew = ~ ~ w w (0 ,O ) a 

LL 11 1 '"" 
lall"l 

k 

'\ w o i' ~ o. L Ll'f ... 

ol 



Cada ok es unJ mat.l'iz p 1xpi! , .1 la cu.11 

un vect.or Qk or1 [!_/\"P2 obt.en1do \.'UXiaponiundo 

Sa not.a QllO \o' ld mét..i-ic<J e11 H.i""H
1

• doudo Hl 

E;l•líti , PdrU L .. 1,2. 

"s 

l..tt:> 

es 

Uttnot..e por ~I' la lobl• kxp xo ' '!J' • [~'}· 1 l .t. o, 

¡¡,• 

l l .. 
( ¡p,k )------~ 

!jl 

posiLh.• ..:1SOClitr 

cultJmn;,.1::. <l• o,. 
l" ntOl.l'Í•~·• sobt·f~ 

Se t.h111e 'C • !JJ'~, !p • La matriz ~ jueg.:. un papel simiJ.:i.r .d 

CJUH L1entt l.i m.Jt.1•io: do CO\.'<lri.1nzas de las k "car.:icteri!>t.lc;1s" º~ 

cm el ACP par<s una Labl.i <lr: i:Jat.os, St! llene qtJe t' e:: '('(', donde 

Y os IJll<:! matriz k>H· (doridl:I t•• r • .wg(t'J} cuyas colurun"~ so11 

precl!i>.-:.m~nt.u los eígtrnvP-ct.oN1s Je.• t: , .:ou norma 1..1 raíz cuudro.1da 

r"'Dl't"beOt..:ición du lus k t!Sl..udios J.11..tJoso .:. l~s car•1c.t.er•íst.ic.:is en 

td ACP 1 cad<i e.1ilt1dio 1::rst..:i 1·u1H·esi;.nt.. • .ulo por· 1m Vt'Cl.or cuy.:1 normJ 

u:.; nok N \o' , y nucvdmt'nt.e se cu•:nl .. 't CC'f1 1.1 JwrrJn11entJ ueces.lri.-1 

p<a1•a comPJNU' c~tudios comu l"'fl el Ct:t~o de iudi\'Jdui:is 

CJra.:t.""t•ia:t.icas '"' al H6Qlh~m.:t du du.d id.uf Pdt'il •11rn t.:iLl<t J.i•H' !..i 

t.ompJrJGlÓh -.1 tt•<J\.'eb i.Jf•l ..iu~11lo o..:riLNt ~sLob dos Vt>c.Lortib set;tir1 t:.>l 

prodl.lct.o int,1~1·rio i.i. 

Oliserv ... cióra : 

-$1 Ok ~!> Wk O •\ • •lr.J~ \·t,;Cl..o.)1'1:S O._ Y OL S.Oll oH .. ogoua.!os 

t:íl td se11t.1rJo i.le '>ji SJ. !~tS CiH'itCl.t<f'ÍSLÍC·l~ du Xl Y !.:is 
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dv X
1 

bOl1 fl(J l.:.Ul'J•td~1•~lQll..ati.u .. , 

-lJ,)::.; •1SLt1.JJ~)b c~llll\'Jl•!lll.o..!b t:'fl !u.::. bt'tll.Jdub' 11 ,L <· V 

::.u1·..i11 l'f:pr·os1:ml.<.1J1,~ por tJvs vcct.or1Js .;ol.tnu.:.iit.4 b, 

S1 su t.1u11t0·t1 NlPl't:St>nL .. HJos i.le; 111J11c1·~1 1dCnt.1c.:i !us üLJt:Lvs un 

su di.:sgo11 •. dl"Z.:t la cd ~tHllldO de ld~ 1.'Qlll\'.:dtHIC.:Í<1S lt ,lU " 

mJl..t•iz Ju los cos1:11u~ t'Ut.J·t:o ohJ•~t.us ~ 

f1(1r·md!l2..ac1óu dl! l<•I:> (l' .... 1·..ict..or·fbl.J1~Js) ; 

lno ~~ ut.1·a q•rn l.t 

1 ..... JJ1t.1;1J•p1·t'>l.,.tClÓll du 1.:1 l'f:IJ1'!;.S1;tí1LdCÍÓfl q111;1 .. e obt..J.1:1111;1 cou 

u.SLt: i.wocudimient.o es .:in..i!ug ...... la oLLu11ld<.1 en un ACP bOL1•e IJn<i 

mt1Ll'i2: dt: corf'ttLlc1onub Jondu se t:llmi11c.1 el Dt'l•blema de le. tUiC.l.la 

du urdJ..-dtts do !<is cJivt:il's:as C<ll'.:ICler•íst.icas q11e ent.Nu• ut1 ul 

ust.udio, cou 1.:t voul<.ij..i tJu qlH: un purit.o e!> rup1•f)ti:t..H1Lc.1t.ivo r:.1 

próximo •. d cü•t.:u!.:i dú 1• ... 1Jio ur11t..trio t.a11L1¿n cor10c.ido como circulo 

cJe correli11.::ión. Los cosef\os: J<;i lob .:ing11 los: t.•nLre los .,:uct.01·0.s 

.:asoci.ados .:t lúe;; tst.11dios l't:..Pl'1J.,t.Hlt.<.1t.1vos son pr61dmos J los do 

!Jt'H que ser.:iri st"g•hl los c.1s::us considt!'r.:tdo s ,Je la J'oJ•ma sJguitmt.a; 

ULSi;tl'\'JCiór1 : 

- Eu el ca.so ~n que Ok suo.t Jul t.ipo w •• 

t.1·CWl DNl DJ ,,kl ~ ----~~---
(t.rCWk!>J2t.r•(tfl Dl 2J 1" 2 

- En el Cdso en que ok !>.1J'<t (lt.,.l tirio V". 

~ ; ·-~~-M~~-'---·-
u (Lr( V._ MJl t.rCV l Hl 2 J 1.·¿ 

- Eu t-1 c-.so.en lllH: Ok soa {Jt~l t.1po x, 

IOb 



l 
l 

.J 
! 

~~ 1 • ----t~~~;_u_x¿_ __________ ,1·tx;u~---
tlH.x:oxi.. H>'t..1·1 x;v~H>',"' t Ir« x: >J 1.1 x¡ > • t .1 

Jondo I n.<X: > ropr~t1amLJ l., int:1·c..:1J dH t.1 ouLu dr.. ifH! h• l•J1JC•!> cm 

rttl .. c1ón a su cenl.ró Ju gr.avm.1-:tJ ,,-l ~ ). 

Obs:ervac1onf!s : 

- Si O\. es da la forrn.t Wl, u11l-011C1;H,; ., ... D~O. 

- Si Oi.. -.;i> dd la t'or111" A._, r:11Lo11i:.1~s 'f' • 1, 'f o:s µoro 

conti0i,;uionLe una m.Jt.r1z d1.:it;:o11 .. 1 dt~ llt:it••>>. y L:1s. ''c.:i1·dcl.a1·íst.1cas" 

Ol OSL.in Cfmt..radas POI' op lcu.-111110 XI.. usLil Cl.•íilrad.J); 

~f pp( "') ... o. LL, i k<¡ 
,;;13=1 

l'or lo t.<1nl.o r.: c111n1Jlc l.!l flJ.llol 1lc l<t mat.1·1z dv coYJJ·l.:tll~~''º v ~\( la 

mdt.J•iO'. Ju corrdlacion Pdra l<1G ''CJf'JCLu1·í:..l.i ...... u." Ok , 

- L•li: .:.nt.ar1ot•os olJr;;o1•vacio11t3'b t.>011 v..ilhl~u;;; sl O Hi.. Je l"' 

1'01·11t.1 X~ Y ol M • I , tlll cuyo c;.1""0 y.¡"" D•l, ~ 
E11 el mujo.JI' do lO.bi c.uoos Cul 5) dont.!u tiou t.rJlh>iJd !>oli1·0 los 

mismos conJunt.os de individuohi v do car·act.et·íst.icds, d1:1hido .J QUo 

11rose11t.a las mejoreao con<li.cionui; puudon c.omp.u·d.r&tr lob· f)bl11dioh- da 

v.s1•1aao mant1ras ; 

-Con.-t.ruir 1:1
1 

l.:.l que ~u unl.roctd.1 Ck,U bUd : 

t.dW/IV~ tn. 
-Const.rui.r ?Ji t..:11. QUO !..U c-11lr•uJ,\ 0;,1> s.i>d 

t.1•C\tlVlH) , 

:""'Co11st.ruu· t!
3 

t..:ll Qllt:: ~u 1.:n1t.r.:.da (k,D ~ca 

GuJl11u1a1•.:i •le lds rupr1:1bcht.JC1.oll~to obl.l)nidi1~ µ01• lol 

di~'Ondl1z.:ición di~ l<.1s mat.rir.:es 'C~ moe:.otr~1 r;,u,;gos indiv 1dual~s· qu~ 

11:1nt.J>tt la nat..u1•ahlza du lot> to>e>l.ud1u~ , t.:.:.Lu e!::' , r:n g.,,r1er;.1 l t>Oll 

dist.1nt.as estas repr·a~ehlaciont3'r> IJll.J de l.a ut.r·a. 

- Dos esludios son colineales por 'J si lo son pc.r 1 

por 2. 
- S l dos est..udoco z:,;un ort.cigo1hd tJb' por t 

lo~ ao11 por 3. 

-t:, Y t:
2 

lie11en },, mu>m.l dL.1¡;c•11 ... 1 ; 

o por 2 ellos 

lt·(tf¡,,P)"' ;I t.rtXlrNx: o x~ux: Dl'"' t.rtx;uxl.H X~D~H> lt·C\tt>2• 
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·1·19'•'· 

:J. 2.:1. Uc!>•~l'lPCIUf1 1..h:! l•:Ob r:.:.l.ll•llóO. 

' Ld 111Jlr•1z e: lle lo> slr11~t.l·1ct1 ~· bt.:midurlnida pos1t.1v¡, t....i111bhin 

f.JlJtr<ltl sr.r co11btd•:r.,JJ como 1111a m.tLl•i:¿ Je 111·odu...:tos- esc<il.srt.:i;; 1;111t.rtt 

d!>qucmJ J~ d11..il1d.1d b': le ct>nlr<t t-r1 rul,tclt'ifl .1 ld mat..riz diJgOn.al 

J& IJt:!SOi;.:, ºi.. ' QIJÚ IHlt:tl~ sur lll'OlJlW.$LJ ,;i Pl l.:.0 rl ~o CJd.1 UllO tle lO!a.' 

•:st.1uJios. r•nl.oll•~c~ se 1·~lJU1pl.:1;:.1 ,, r: 1•n1· 1.1 ni.1t1·1z 

dvwlc ü r.~ 1111 v1~·clor 1:ol11m11.t cll u-~". cun l.od.1.s lJt;; 1:11t..1·ad..it. i¡r;u.ilua 

J 11110. 

Ol.it.eJ·\'JGlOn : 

l .• 

mat.1•iz t.', (Jtrl'O .itlcm.:is ¡_u.JSet: uu~ rtpl·tj~u11t.-ac1óu 

E11t.onCc::. :>t: L UHIU u l t!SlJU&ma 

lí'PJPJt-·------~---- mk 

"1 
lp " :Y. ¡p ' l_. ________ ir:k 

donde e·c:y'ipJI . donde :y= X.(l - º~UB') A'º····· ,0\-.H.I - DlDU'), 

E:;t.n ~s c:e11Ll'<n• 't: re:Qu i(.·1•u i·~empl.:iz.ir cada objt::l.o Ol ¡:.01· el 

objulo c.t-11t.r ... Ju 
k 

o - ~ .70 
i... L \\ 

dondi:: los cout'1cü•11teb '-'t ~ur. to~ pesos- .1sociaJos al k-esimo 

L·sludio. 

Los primt::l'OS 1.ngonv1.1ct.ort.·s ole t:' d.: norm.1 ig11.'ll " ld raiz 
"1 

10~ 



fJUnloi,; rer.i1·o~unl..ali.vos du l..az. O~ 

vosil>leti du las dibtanc1<is 

1-.tz. muJúl tJl!O dlJf'l>X 1m.u ... J1111ut1o 

:J. 2.... / Construcción d~ los .;i.cuul'dos. 

So vttn rtteio:1Jn11dos los r. obJl.'lOti 0
1 
.•••• ok. poi· unu !:>olo. 

conc>ltieJ•ado como l'cµruseut.Jt..i\'o dul .:onJll11to y µ011do1•...adv DVI 

import....a.nc1a. 

Si los pesos q~ ¡L • 1, .... K . ~011 ot.orgJdos a Jos e!:.t..udlCl!:i. 

t.r.:.vé,;, de 11n conoc1m1er1t..o .:.i f.-Ttvrt i:s posible elegir como .:i.cue1·do 

" ~ • \ qG L ,, 

eli ducir, el est..udio en relación Jl cu.:tl la inercia de l.a riube 

loe;,; 06LUdios cb l..a m.is pttquuñ,t , Cdqui 1.md t....-l.ild o t:1st.ud10 

de 

a.hora cons1doratta. como indiv1d1Jos o cur.:u:l.1:H•lst.icas v s·o le 

a.plicai ol l.rat.amient.o analizado en ol c.:.tpit.ulo I de tlst.a les1s 

no tJli nocasar10 hacur muy explícito lo si,uie11t.a puuslo que 
aplicación du la teoría du&iarrolhda en dicho cap.ilulo ), 

.. 

k 

í'ropiedad : O realiza el mir11mo do \ .:¡110 
L'' 

Pt•ucb4' : 

k k • k 

~ q no - ¿:: 4-\0L~~ D L q' "º - ~112 . uo -L <AO u~ 
' 1 ' ,, L l y ... ,,, ,., 

min1mo P<1r.:s " . , . q,, V '· 
Cn p.u•ticulur cuJndo lo::.. ~StlJdi<.:.10 son tgll•llmunt.a 

imporLant.es al Pt!so .i.s1¡i;t1Jtlo es Ql • 1/~ , V l • por consiguit:rnte 

k 

º - +· Lº· 
~ ::: t 
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td ttJ1jul" d1,! .11.111q 1lo1 r-f 111 llltt!'.1111 ¡(¡. l•1..-

.;...u1•.ict.1:1•1i.LU .. v~ .1., lu11o ce.lui.J lui., 

::)t,1g11111lu .11 ... 1w1·11u : 

Ot.ro QIGUcf'Jo q1Je "'*-' 
' 

Pl'l1PCH1l1 t'S O .., ~lo L ,, ... los 

cot:C!c1cnlcti L ;J•l,.,. ,K. h-Ofl los ~lt.·111011los di:l e!g.,nvuct.01• du 't1 
J 

;:1t>oc1o.ido al 1Jlg1:t11V~lur m..is ~'I' .. tll•h~ 11...
1

, o .su f11Jcdu pern,;dr tamh1é11 

como Ja pru11e1·a compor1cnt.c pr111c1p<tl dul ..irt.ilislti d1.: !J tu1•u.:1 

CJ.'' ,1,y) ar1.:t l iz.,u!tl t:!O 110fl~Otl1611tlltl, 

Pl•opieJ.id f'.\ra todo Vt.>Ct.or ·.i'•L•, .. ,, ,._.~) t..:i1 quu \.1'.:1•1 

se L1t!ne : 

1) 

l;;1 

Pruubi\ : En erecto : 

Con rut'urencia al capitulo l o .:d .:.péndice 6, sa t.0iguu h 

domosl.l'<tC icin : 

-.Si ,_ ;;; U
1
.,,. ,L"-). ent.on•~es roali~a t:l má:1ri:imo de 

co11 vctlo1• m.íximo A1• 

-0/F re.1liza el m.:hamo d~ . 
' \ ,i'- a. _!_, v ol v~1lor-

L t YA 
m.ixjmo es 

l;;¡ 1 

realiza 

A
1

, por 

y &se máximo \'<ile ;i..~. A~ • 

cori 

consiguhmt.e O 

rest.riugido 

L<t co11i:>t.1·ucc1011 of'rece mllChas al.NAS posibl°"s ttltocciu11~11o p..ari.t 

..tCUet•dos por ejemplo be puede Lom'1r 01.1·~"\$ compon.:nt.es princip.:du~ 

de la t..EtI'fl-" CX'.1.-yl. pe1·0 11'1\' que Lcnt:J• p1•ec.J1Jcion .:d moniunt,.o do 

int.t.:N1r~L.Jl' JJU(r.$ mucho& dtJ los <'.\c•wrdo~ •lbt.un1dos Co.l.l't:'C~U do 

\10 



. 
". + L"· 

l.:t 

Obsef'vuc1ón ; En osLe c..11>(1 un plant.e.:.miento m,i:.; gto1 1t'1"d 

donde i.;u cont.emplon pesos d1~t..inLob ont.re loi.: dh't.•J·so:;. o:i,.t.udiu!>-

llev.J a una inconbist.onc1u pucot.o qui_, l..i t.:ü1la 

~ lU 
L '' 
l=t 

110 riuctJs<lf'lamunt.e ei> un.:. t..:1bl.t. do Ourt.., 

H.:is h..111 bldo propuer.-t.os V<trios dCUer·du~ , por ejemplo FOUCA~T 

propuso : 

11 ~ +t ¡ 11 
't 

con 

obser\'<1 que est..:i p1·orn1et;1.a L<i.s1ctm1Gnt.e busca 

conva11ción t>obr11 los r1esos de los ost.udios: Le. 

Q'. '•/f 1,. 
l::1 

Pl'to.Sel·V<lll' 

tanto más De:t<1uol\o i>ea al Pt:so del otol.urJ.io coris1dcr.:idu mer1os su le 

t.omat•d eu cu1:1nt.a. 

' 
L.:ibO posibles propuest.ils on est.o s(:Jnl.ido c.J.:rl tipo L '·\º, 

" l:.t 

\u •1,.:.. .?:O Pdrecen 1.as m.:is f'd<:Ol1<l!Jles p-.1•.:1 sol' <APlic.u.ldbo L' , 

PrOJlOlilicicin : El m.iximo ch~ 

Dcaoslración 

En ere-et.o : 

con 

113 

cou 

como 

V \"- .. o ll' 
u L , ,~,. L> ¿' "" <O .O> r 1 1 ¡, ,,, 

~ ~~-..u J!O R .HO U L L 1 ( t.,., t ~ 
l•l 

"''"''; 
t=l,,,,k. 

t=l, •• ,k. 

no1·m..-. m..íxima. Est..e ~s: un proced inuent.o do selección 

objt:tl.O d1;1 

d!t.err1alivo 

Jl propuu:¡,:f..o por• F'OUCAiW. 

-ta co.1so da !.u: m16m.:.s c.11•act.l;!rú.:t.tc.,.o-mismos 1ndiv1duo,,., 

S~ C00::..1.duN.1 ; 

cuy.,. di<lgon<ilt2ució11 i>r•oduce 

• l V X' VX 
H IJ .. '\"' W D • tJonde V ""' 1 1 ., 

)( L l .. X'DX 
1=t l. l 

x•nx J I • l , 

V' 

I:;Uo CIHt~l~ didgOl1<*llz..ir. P<.ll'd t:ist.udidl' i:rl COl'!.JUl1l.O dt> J ... ,. 

ca1·o:ict..eríi:;,t.1ca::., t!l Jc11e1·do "promedio" eut.rt:i las Nk, 

Se.i X i:i ex: . x; ..... 



.. ulil.ltlu, 

los ºi.• un obJol.o dal mi!:imO Lipa qlltt puedl~ s:er cons1dttr<1do comt.~ ul 

oliJáil.o c:i.r<1ct.orí&:t.1co dtt ur1 tts\.ud10. 

En lo que s1guo su .:in.:1Liz.:m ..i.lgurio~ c<isos p.11·ticulJr111uulo.: 

impCJrLanli::s, 

-t::l r;asCJ do las 1\ l'twst.o qLllJ c<tda ole111e11lo du r: ús 

l.JO~ll.l.\'O , lJb componcut.v!:. dt,: , !>Vil 1Jt:l mi.~111(1 s1gno ; ~111 1uH .JldJ 

du g:cmer.tlidc1d us posUJltt bllPOIH..trl~ii;: <.i l.(.111.u~ t-10bll.1\'.Hit. Di:: u~\.a 

me1uercs O ~ti una coml.linolc1ó11 11110~1 cuyos i.:oe1'1c1t~11t.t":.: t:>on 

(JOti>lLÍVOD do mat1•lCub b< . .'nllduf'H1liJ1.1t> (J<.Jt-ll.l\.'<1b, dbi qtJU lu:.. dub 

4cuardos son bemiduf'inido"" pos1t.ivos v i::ent1·•·vlos. por D, \1 los 

JClJeJ·dos son del mismo t.1po W. 

CJJa elecc1ón de los coel'icienl.uto ~'t ,, .. ,.;..., µosit~1vos, 

p1uuJa hacer co1•raspor1da1• co11s1iJcrJ ~11 los eslud tos 

cx._.Hi. .o>. ül osquum.t de dualid..iJ 

íRr.pk X• 
= e r' 

H l 1 ¡ n 

e' r = "' 
tlonde 

[ ~~ l [ ~. tt, o 
X • M Q O •• 

uf.. Ht.. . f,,w, W•X'llX= ¿ .. x tt x• 
'' ' '' 

La ::i.:~gu11Ja conipu1wul..11 111·111c1ii.1l d1~ (;(' ,l ,,,_,.> os liimb1"n unq 

con1binación lineal de l.:.tE> '\ y c11L1·e sus cotrl'h.iCJflt..i:-s J v.:c:es 

-.f1drecttn algunor1; ·1wg<\Livor. (cOti>'1 ~lle no pas.1ba con ld primer"ª 

pues ul t.eorama de f'roh1:1nius g~n·.111t.iz<01 QU~ an ese c,),SO Lodas son 

Jel mii;.;mo slgno>, esL..i u<J es por t."'nLo sc.·m1d1:d'inid•t pusili\'J, 

-El caso de AJ..: 1~11 r;eucr·Jl 1111J conihh1ación lu11:.:d Je 

provuclor-as no es u11 pr•oyt1clor" µur t.Jnlo los ucu•:rdo& obt.t:J111dos 

lll 

voct..01·i..dt:t!:> gc111n·Jdos µor l..1s i:.oh1rnu-.1s; de l~1s t,.ablols X.._, :oi su 

dl.:igu11-.l1<!..i 

\o>I 

t;ll 111111•* ·)Y •111*111* gun.,r-.ltz..- úl Ari.ilisis C1.1nó11ico Ju doi. L..ablJ.ii quo 

pu~don .si:-1· coflmsidt:I'.td.'u,; como .,1 ACP di: l.:t. t..i;.1•0 .... 

Los t!lg11nV•~cto1·es 

l.X' DX J- 1 .. 
o 

. 
\uxul 
L 'u 

r1::st..r111g.it.10 ..a x 'Dx•l. 

Esta t.ecn1c-. Jpllc.:t.d~1 a el caso 6 produco al Andlir>i& du 

Cor·respoudencias !Nlt.iplos, v JYlldd ü 'Joli.cribir las rul.aciona6 

ent.rú las K c.:i1•act.erisLic.Js cualit.aLiVds mudilJ.¡u¡: sobre los miliOmoo 

1nd i v 1duoi:;, 

Si ~e uL1li2a.ra el segu11L10 acuerdo p1·opucst.o ent..oucus h.:iy QlJü 

¡•o.al.i;.: ... 1· ul A11Jl.ib.ib Ju Cun t.a.~vt1Ju11.:.i.a1oo Ju L.• l..1.1Ll..i 

Cco11sultilr **111*•>'. 
El caso dtf XJ..: [:,t.1: C<;i.SO h..- sido t.1·-.b.:tjJdo por 

P. A, JAPf'RENOU y couside1·J t.od~s 1.:ss compoucrat..es pr.incipalua;: de ld 

t.crna CX' ,l,y); de los ttlement.os ~ttP'"" , úS: decir, obt.+~11u tablas 

del mismo t.1po quu Xk cenl.l'.;,d.:is po1• D. ,qua adeni.:is .son bc.stt dul 

!>ubcspuc.io imátr:n <ltt 1é • IJ<;i.JO vi t'uncion<.il liooal X. 

El c~-,so de las L<;i.bl;Js di) Burt : es pos1blo <lof'i1d.1• iH¡11i u11 

ac1u:rJo como el prc•medio l]1, J~ts L1.1bl.:is de cont...ingenci.:t. : 
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[ 
0 • J • [ "•º x,x;o 

WX .o X'XD 
• 1 

{considt:r..tndo + ap1·ox1m.:nldm~11l.t:o ) eJ .tc11c1•dú 1,rumc:d10 1~11l1·c !JS 

m.1t.ricus de covJ1•1.-111z.:H• V•. 

'· -se'"' X,. ¿x; el ~•ct1ordo "r1romvdio" i:-11L1·tt 

. . . . 
"º • -l:- L L CXkX~lJ) d V"" -J:i ¿¿ex~ DXL>. 

l=&l:o1 l "'Jl.:q 

Los acuer•dot> su propomm Ju olCIJordo j:on los obJet..1vvs Jel 

.m""litils Y un la priict.ic'-1 tH> 1-1osililt.1 conl....i.r con inl'or·m1.1cióJ1 

prtort que le proporciona el sool.ido e11 ..tlt;'111i.1:. ,Jplicac10111:>~. 

Obtol11'Vaciones ; 

-Es posible obse1•va1· L.ts 11o!i1c101ws Je los cst.udi1):. 

sohl'tt uu 1-11.1110 priru.:ipo.11 geuur.:..Jo en ld J Nrt:,":E5TF:UCTLJRA. 

-L<s proyección bObru ol 11l~u1v dol b.lriceut...r•o y loo 
pUULOS t•UIJ1'CSIJ(ll.dl.ÍVOS de los est.UJios, .LlfHCl.JdOS í10r lo!> JJ~SIJS 

"J1 • t.:n eso CJso O se locJliz.nJ un t.d origen dl.)l plano 

µr1nc1p<.d. Y la no1•ma del vact.or ru¡weseriL.:.t...ivo dtt 1m 1ndiviJuo o¡_ 
es •ma aproximación de la disL;.H1cid r1Jid t:1nLrv o- v ok. 

-ta PrimeI'a compon~nt~ p1·1r1,~u1°tl, estd ~rovact.ada sc.L1·"' el 

pr1rn~I' uje v perm1 Le \'~l' ctJc.t tes son l..ts t.abLJ.s lo m.is 

corre1aclonadas posibles con o . en r:l sc11t.1do de 1.J mi!Lt·ic..i ,,... 

Lo.1 di .. 1g:nuul12.;,,,c1ó11 dv lut> .:tCtlut·<lvs µ1•1:idul!tt ttll ul f.,dbll du wlr. 
Al. ll/l<J 1·ep1·1.•scnt.:.~ióu o;o11l 1·c lo:> 111J iv 1d110::. lULeormr:'!J iu ttnf.J•t.1 l.u;; 

411t: se ¡1uud.:i.11 p1·0¡:11J1•c101Mr en c.111.i cst.lldÍC• • Je IA.tllt.11'.i !Jot:llluj.tnl.o 

1::11 t:l C~tSO de l..is nlJt.1·ice:i. d~ CO\'Jl'l<-tliZJS V¡_ &O Jll'OPtH'ClOl\d u11a 

1•uprubf..'Ht.~11.::ió11 fll'0:.1moil1u dt:· l.:tb CJl'o:.U~Let•ist..1cas. 

Cu el C.Jso dt..' l..i.s IJ~ , el Ao.iliblS di.} correspondc111.~ia:; du 

IJl'úPOJ'l~IC.ll..1 1111..t l'tJPt'cbcil1L1.1c1ó11 ~·1·unu:dio 1!0 !Jlll> 111od •. \l1Jc.10Jut> du ldb 

CJJ'dCLe1·it>t1c..11i ( V.;?1· (t~'l ), E11 1·us11m~11 bd pl'a!i>unl<1 "1 prcJLl1;:1m..­

JI) 1•1:1t.oI't:t:.:é11Lar 011 1111 mismo pl.1110 LCtddS l<ls c:Jf'LlCLerÍ6l.i1:as. Lodos 

lob lnd1\liJ\10,; 9 toJ.1s L.:.::. mod.:.lidJcJOb 

cua1iL.:.tt.ivas. Se mastr~rj 130 lo s1gllíonltt un~ posib1lid~td p.:t.f'&A 

resolver ttSL1;:1 ¡_¡roblttmJ, 

:J.3.1. / c •. u;.-o dondt.t se t1e11~ los miDmos individuot>. 

Si .!:>ti pre::.cnL-.11 los C<.ISO!t; 1,2,5 ó 6. ol t'S de l<t l'o1·mJ wk. 
Ak. El t..1•..tt.Jmienlc JQ1Ji ~"-Pll•:H>l.o se J~s:.:.r•roll.:ard 1.0010 pdrca .,1 

1 • t:n donde se t1i=n~ Ol "' Hk , ~nt.oncr.:s si 

W='°'"W L JI 
J"I 

, &li µot>;1blu <tddpl..u• ttl mismo LJ•;:it.amiunt.o ú los dem.:ihi CilliOti' 

P•lf'<'.i Ok • •\• 

$(t ha vü .. t..o qua HJ 1;:1st.11dio du .:.cutrt·Jos llava a co1u,;idaN1r .,j 

USljUt;ilnd ti.e" du•d 1dud : . 
::: p X• 

{kk:;1 k f: t'' 

M 

l. j 1 D 

r i. ir.'' 

dond11 ; 
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X • x: 

x· 
k 

nUmeras po.s1li\'o&. 

lf • 
"lf • 1 

'\ SOll 

Si St.' ot'ecl .. tlJ t<i Al!P lk~ lJ l.t!1•11a CX,f1,0) , lHld. l't'PJ't:S.f . ..UldClÓli 

dtt 1..t!i> c;1r-.u::t.erísLic.1s t-.S t1~1d...i 11dlu1·..&lmuutu po1· : 

2 = x• l'I r• ,\· 1.-
2 

dondt:r r l."S la m.:tt.r1z ..¡u~ cvrit.tío<ne t'll s11s re11gh1111o-~ !..to 

CümiuJflcnLt:s Pf'lOClfJ.llt.•s, \: ¡\ • YO\''. 

21. .a: X:DY'1\-s"l rcpr1:.s~11L~t lilS C..\l'dt:lüt•islicas dt-:"l l~-J!i>Ln!V 

t1t;Ludio, 011 1..i base D-orlono)r111<d JL• Jt;1s 1·t:r11glorws de ¡\-t.•ly. 

E:::n Lt.:i~I! <t c;ob't.o, sv r•Uude represc11lot1r !JJS 

princtp,des de cad.t t:>&l.utl10 1-101· ; 

y = Y1. l>Y',\-1"2 

( Se p11t:rde t:!ll cl'ecto con~1d.:.•r'<H' qui.· W • ~uh' L ,, 
J"'' 

f ~y·y 
L Ji s 

t.ittrie ~ l<ts m1sm.:1s mdlrict:s Y r ,\ ClllO IJdl'J f.·1 J11.:ilis1s di:t : 

r ,.,r 
l ~ I •. 

l't:rlll'Et.titH1ldci611 t)~J.;l.q •lt' t.odJb l..to C"l'JCltH'Í.sliCdti y du t..Otli.tS' l~u• 

l..Ompouunlt:s ~11•111..:.t¡JJJt.·::.., <-1dt.:m.ü. ls cov.Jri .. mzas 011l1·e !Js 

car ... ct.ef'is1.1c; ... ,s bt:! t,.;011se1·\·,1n 

Si e.•.iJu !'>t• b'l·tl·d.~11 l••!i» du:. ¡11·1111u1·:J"" 1·1·11gl1.1Uoa. du '(, l"ll"J 

l.1::111'-'I' Ulla UbPl'UblOll t.il..tf1,1, :.t.• llL"llU 1,1 ntUJül' t'l!llJ'tlti-t:tfll.J..:fciU p}JIJJ 

SlhlUll.)OeJ/IH~llt.t:! dr. t.od.1:, l,1s; CJJ':1clc..4 J•i:.t.1c,""1S ( lJ m~JOI· l'ot.Ogl'Jf'id 

du 1.i 111.11.1.: d~ c<u·...1cl.c1•ib·l.1cJs J. 

Ol.i:.vJ'\'.1ClÓfl : 

-l:t:.t,..J 1·c..·pr·t.·::.c11L...1c1011 r•l .. 111 .. 1 i.:s 1Jltl12..ad~1 en t:il mtÍl.vdo STATIS 

' un dicho PJ'Ofíf'úllhl so obtit.•11e •llhl t"'l l't.1f•f·~sot1t...ac1ón pl.111.t du lol 

nut..o do 1.:;<1l'JCl.t..•ri! .. t.ic...1s ( ind1v1duos 1 clly.:. t1t.il1t.1.:u..I e.o tHJt)dú 

oliscr·v..ir· en 1.d .. dtl)r1lm0 J•::..c1·.ll.o 1..•11 el C.Jpittllo I! p<H'J J'trCllPt'l'dr' 

1·t.·J.ll'c&c11t.~1c to rae::.. ~1·.:d'1c.is i.11..tn.:is " JJJJ'lít· <lo m.11.rlt.t'b d• 

:.un1l.11•i,l .. 1dcs. 

1:t1 "' ..:..1:..u 6 ( x, e~ un.:. t. ... bJ...i du Cdf'd.::l.ut• Í::..t.iCJli 

1 r1J lC..a t.1• j •~t:b ) • bu IJllt'du 

3,3.3. / i.:ep1·t.:sunL.1c1011 d1~ los ir1di\'lduus, 

Et>t.d !>Occ1r..111 l..úMllltljJ lJ 1·o;:pN:~u1il.JCIÓ11 simult.uueJ do los 111: 

111J1\1Jd1ws, v1st.o::. p.:.r.:1 los. K u::.tudiob, da manttru quu ~ti tH1ud.,1 

s1;1gu1r 1 ... o;:vol1Jc1o.:i11 dtJ" lus ila1t\'iduos d t-N1vo::-s tJ~ Jos 1.:&t.11d1oe.:. 

En !.T • .crl;; t.•1 dut.-.:11·1·0!10 dt..t li. L'Uf:RNIEP oc:; Pt.~urc::.. 

JH'usont.<.i J lvs individ•ws poi· IJt.: colu1u1i.si;. du 

Esto "'s just.11'icdd1) p1;.r 1..1 l'.1ll~1 d.,. lo::.. 1·unt)"lon1:s de ,~( 1 " 2 Y 

p.:tra J'Ürm<1r und bust:i D-01·t.011ormcll dt> uu sut11.~spacio vuct.ori.:d du IP- 11 

ger11:f'..1do r..iot• los ri;onglont'.s de Lod.:.s 1...is Y
1

• 

,\-' •:lyoy:.\;, 1" 2 1•i;prest:nl~t tl coseno t."lll..1·1:;1 las citl'JClurí,,.t.ic .. 15 

" d1, 1.1 t..Jbl•.t r" r c::.t . ..as: t ... Ll..a::. d•: Y. Y~ reprf.!fr>t:rtt.4 pür 

1::vnsiguio:11l.o: lJb i..:..it·o..1Cl.t:rist.1c:.aa de Y._ cu 1111 i:spai::io quu u11f:Joh<t. 

t.r;.ddt> l<.to compo11e11l.t-~ ~1·incipJJtts lit! Lc.d•JS los i:.·sludios, 

Si .se: dt-.i;;~a regist.1•ar conjunt..imuulu •t t.oiJos lrJi> J11d1viduos 

l\Ut'VJS c ... r.;1ct.eorísli.cas <componülllt-s ¡i1•ir1ci.pult'sJ JtJ Yl t.fJ 

oblítmtt, p.:1i-.:1. CJdJ t..:obL~. J._.s mism.J.s riu~1ciollt1s rul.iLlV.Jt.; dtt 1Lle. 

<..dr..ictur•i::..t..1c<Js y dt.! los 11tdividuo,._ quo ttqU~l lae.: dlt J.:. 

reprcs~nf.,óJC!rfa <.;OllJUllltt r·esu lt • ..ir1te J~l AC:P du l..- terno:. CXI. •t\ ,0), 
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4 1..1111Jll'..ló11 J~ ,11 .. 1·1J.i1· LuJ .. u .. J.1& •.vm~v11011l.u-" Ju 't. 

Cu.:.ucto l .. ti Cdl'dCLorii>t.lcéiS &m1 d1f'urt.•nl~s du un 1;:"t>t.1JJ10 

ot.ro , p.'.lrucu dit'íc1l de compaN1r, P...tl'<.t iudividuo d<AJO, los 

dif'erent.es valore:> QIJO ...tdopt .. :rn l....t=» Cilh\Cl.r:11•ist ic.1s t.~11 

r.11alQuier ot..1·0 tndivi1tuo, p1J1:st..o QLltl de u11 u6'llldio .:. ut.1·0 rHlt<du 

\'<lriJr l<t pri;tst:11cia o ..iu::>.enc1..:a de l.:a c.tt·act.eríh>t.1c ..... 

C:.,t.e Jli~il i::.1s u~ u 1 0.::JSO 

dudl duJ preccchmLe puos dutJ.ido •. d obi:tuem..i Jo Judlid~1J cou.r>idertJ 

las t.abl.as t.1·M1.t>puest.~~ cou 

D 

como md t.t• iz de peE.Oot>, 

' D , 
o 

o 

-lo:. ind1v1d11ot.0 son reprusont.ados: J)Or : 

-pdl'<t l.t. r•ept•asunt.acJón Ju l•11i c.t.J•<.tct.or·.ít>Lic;,u:;, 6~ t.luru:t J"s 

m1&mas dil'icullados Quu PJr.a la rcpi•c:tbent.c.ción de los Jndivid1JOs 

el caso procedenle, 

3.3.5, / Caso donde se t.1~1ttJl1 lo!:. mismos lrn.lividuos v l.1s 

niism.is car~1ctor•fst.1c.1s, 

S1 so encuonlra en l..:1!. c.1~0~ 5 ó '/. Uua 

1•oprt!'senl.:iic1ón du lollb c,ir.11:l•~r·lboll1~.is: J<:1 l•I'OJ.H)t•c1011..i11 l.1s 2~ 'r' uu.:.i 

1•eprm;ent.ac1ór1 ·J..-: los i11dj\ lll11us ..i..:::t1µt.oible ld 111•op1)rciot1o.1.n Jas :yk. 
No par•ece- 1i.,11t::!f' 1·o•l,1cl•"•11 e11t.1·c: L~1s 111)~ 1·ep1·es1:11l;"JClOncs 

puesto que tlUd dt'1!>C.:r1l11f .11 1-'S.Llli.J io du 

119 

. 
• 1;1 01.r.1 .:d 1.fo : [ X: 

Obstn•v.tciúu : 

Sj o • X' 
k ' 

X' 
l 

X' 
' 

X' l· . ' 
elumaut.o 

caract.urí.r.:.t.ico J"' x: d ell.::a misma, y s1 t>•J Httva a cabo ol csquom<1 

de 1.:J int..er1ti>t.1•uct.1.u•a, . '11.:-)':T-l • D~H 

l?.k ----x---·• i>:P" 

-l<.1 d1<.1gon.:.ilizació11 dd t: d..t la rcprese11t.dció11 do lJo& K 

C<A1•...ict.urislic.:as en la basu de lodos los •• cuurd0s (qlJ& .t.QUi tiOn 

t.odot> en un sentido 1 mas se pucdti ;1J!iÍ rtJpl'Htienl •• u• loto 

.'1individuos", tl'S decit• a la vez lato: ca1•aclaríst.ic...i• y lollii 

.111d.1.viJlcoo• Uw t.oJ .. s luB L..,bl••· co11 l..1 .. y11d<a dt:t lo& ~igeuvac::l.oraw 
du XX'.p, gent11•ilf1do co11 ullo un~1 espucl& dd "t'l)Pl'O"'ülll.ac1ó11" 

"promud10" do las c.:u•aclurist..1c::.::u> \' 1.h.1 lvs i11dividUOti teniendo an 

cuent.a muchos 01cuo1·<los V no i;;ol..imu11t.o el primi:Jr•o. 

-So pu~de ef'ect.u.:.r ol ACP dol pi•imur 01curH•cJo Cprimdf'a 

ci..1n¡pon1:11l-e pr111cipal do .:a:'), provectarnJo l.JS c~r ... clerü•t.icas 

los individuos de todas l.:is t...:..bljs 1~n tdcmc11t.os s11plt:m1ml.:11•icu>. 

-.Cu el c..i:.o de l.:.:. l..1bJ.:1~ de Uu1•t., und "ruµ1•ee;:1mt.ac1ó11" 

p1•omed10 de las modalid.:.dc:s de las c;:ii•.Jct.1..•ríslic'1s cua.lil<llt.iv..is tHi 

i.lf'oporc1onaJ<1 por• él Afüilisls de Cor11 t-sponder.cl~•s l1l:l acutJrdo : 

" IJ:: '\ ulJ. L ,, 

A t..1·..:1Vti& Ju l.1 provucr.:1vo ~l)bl't.t ,_.1umo11Lu:. suplurn1..·11Lo.1.1·ivs, ld:. 

lt:ves co11J1cion.1lcs. de c.1J..t t.~Ll.:1 dt: c.ont.lnt;u1u.:1•1, !'oiU l..itme 

repf·esurit.Jción do l ... s mod...il i.d...i.d..-s t.Jks 1..1uc ell.Js: !:>Oll VÍDt.,,ui PJf'.:J. 
lodos los oolud iob, 
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•• "" Tr•<1l, .. tm1"n1.o .-lt,f.'•1•11o.tt..ivt'.I l>,1r..t r.:.i1•,11:t.t:trist.Jc. •. 1tio 

1;:u .. ,J iLiil.iv.:is. 

Ju1'1niJas fio:Obr•ó IJfl miiPmo tt1>JM.c10 11.., rwot,"liiUdctd 

No~ot.rott: t.J•abaJ.u·~mo:). sc1lir·tt t'tl c11bo •h: co:111l.iug1..~11c1.:t 

x.r 
~ CIJ\'O&" cor1J•mt.oi;: de mC1d.ilidildt>S 1•r.sri•~u::.f.JV(•bo t,J V K son t.. •. 11~s. 

illl'-' t:;-lf'J I • 11, c .. u·d J • fl y c,u•d K • m, do111.lt: 11 u!i l.:. mo<JrJ 1J., ,,, 
,J,, 14 c.t1·dh1.,lid..td J6l r..onj•mt.o 

(w..=_,j / X(w)•i • \'(W.l•j ,2Cwh•IO 

Eh cst.tt ..tl'l.lculo nos prooout-nK•S •. 111.d1z~1· 1..1 t..1bl .. 1 N, 

mvo11ot...J·.-,1•tJfllLlS q11o;> l.:. edticción do la nit\l.f'lc .. 1 .. 1t•r·opi:Jd.:t ptr1·m1t.e n11::rrHr 

110 ti>Ol.:tmeut.e J-' cjependt:>hCict r::t1Lf'1;1 oJutt v,11•t..Ü•lt-s 1:011 la .:iy11di\ d" 

•md labL:1 m>lr-gir1<1l, mas t<i.mbien eral.1•6 l~s t.res, P.)f'a h~1ct-1• .;,s;o 

J,,:aocom¡io11dr·eomos el ClJbo N t'ij,mdo (~1 cc1nJ1H1t.•.:i K •)t1t.e11fond(.) "1si m 

t ... ,Ular> 1·oct.Jng11las·es •fo ct."111L10ge11ci.:1. 

N • cri ) 1.;:l 

li: •Jk'. ¡..::.J 

~.,<J.- u11<1 lit'! l.ts H¡. mhfo i.:.t 1Jor1t-11d<-ttc1;~ <fo X Q Y c11~t111h) Z o:-~ l'iJ0 t.' 

lli:rudmos : 

n 
p . ~ .j•)IJ.jt) "··· -¿ " .,, n 

qk 
,,, 

p~. k ¿ .... ,k 
,, . ? " "' ~ ? ,, 

J 
.,, .,. ,,, 

p .. , ? p ,., o .,. f " ., . " , .. ? p .. , 

IZI 

<•~f. Ut.:N~L.J!k'.1 l1 IJ '-' t:rl .i11o1llt>1t.. c11 c.:u111f11•l10..111Lui. ii1·1111~Jµ.1lvii. <ACl'J 

t.lo..• ld l...tlil...i 1Jti J41,s 11t;\'1·f'il1.':.. ""• 1J1J11d~ J.:.s n.·ct.ur1~~ 1:u1um11..ob 

x•.J ;:: <p / P : J~J> (l~[> 
¡.,- q\.. ··l 

mJ.Jon J-..c l'1·ucuenci.:i ..::c111Jicio11...-l lit.· ocurr~m'.:.l.J dtt l.:1s nroJo.11.1.J .. ulub 

Ycct.ori.:d t.•ucl iJi.• . .tno dtt d1nwnb1ó11 p pu1• 1111 riunt.o, L<t5 

lo c¡IJl:r s~ <t(:CJi;,t11mJ11•.-t ll."11n..i1· 1 .. 1 crnlat du "111dl\"l'h1us" 

·1~ :;: <._i::;l,J. 1'' •k / 1 ..,. ! } r:-: 
los pu::.os ~.:u_ tl1~Pt:l1Je;<n .. 1 Pl'lOt'l tlt:l ir11J1c:u 

P ..... 
l'1·i::.cu1..·nc1..t coud1cl1:>1i.1l d.: l<1 m1Jd<tlid<.1d 1 d~: X p<t1'<1 

Es..- m1b& tlb' centros: dt.! grJv1:J<1ti gu =· ( ~J· J·~JJ 1Zsl..i 

D .. •>. 
t:"ll t'l t:>:ill<.1ClO i,iucl11..h..1 ... 110 

t~ ~ u;:P JflJ 

<Z • t;), 

ct..t11t.u11idu 

El ..t11.:iJ ltiÍ$ du I~t t..:iLl...i xl tthi l'US:lUnidu por• 111 tt.bllllE!m.:t Jt> 

úu.:1lidad ; 

Anal t:z,1r 1.:.s pro;i,;irnületJt;lS o~ 1J l1Ubtt dt:t iruJivtduos 'i1 

uece.sit.u l;:s cle~ción de ; 

u11.:i mét.ric.a soLr·u Ei.. :nos proponemos ut.ilizul' la ~ mét.ric.i 

djJgonal de 1:111 - 2 1.fo11ot..:tda .asi x: y tlet'in1dit por- l.:. m..lt.ri2 

c.fi<tgon•il 

x: ;:: diag l ~-·~ : j .... J> 
.,, 

por const...rucr;ión l<i mJt.J.•iCJ. 1r1:~ dtme111JB .... priori del indice k. · 



u~ .. dJ·•t-: 
,, ,., 
r<-.~ 1 - [ 

i...c h.:1i;o 1111t.oncei; él ,\11...iliblr.. ton Cunlf>ú11.:11t.t<~ l'1·111ctf.i.dt1~ .Ju 

l.cillla. X , D -ct:11l1·.:ul..-. . . 

011 '"1't'ccLo 

(.~)(~) 
P, 'l P, •k 

1~ pttrm1La muthr l<ii dei>tmduncia di) las vu1•i .... t.ilos X 

C...:(1nd1cio11.i.lment.e con l Z • ~ >. 
E11t.011ces cuüudo m St:"a mu\' gr.'.1nde , es !'aslid1oso 1t.acc1• 

.ui.ilisls en Ci;¡mpo11c11t.es Princiµalt:s y la ~int.esís es bJSl.<H1l.e 

•tll'íc:t l ; t•st.u m6t.odo Jú Jf1.ili:.ib 1w i..i1.,:1>t>11l.J ltll 111lt.:r"Js pr~ct..1co, 

llonot.<u·umos l>Ul' r1 u { la.:~J / k ... K,i e U tJ r11... l.:i nube 

glol>.ttl dtt "i11dtv1duos", 

Es.:t Jcsc1•ipción t.íene alguuos. i,irob1em..ts t:n 1.- i;,lecc1ón dt.• IJ 

met.ric.;. Ut- ht.1d10 l~s nuhos !/k º' "' K) S(Jfl di.•.>cril.:is c.adJ UíM •:un 

1.1 dYIJd" dtt m~t.pic:as Uit'vrent.e&. >.:~C.l;~K), Siu 1;irnli..u·go con.!:i.lrulmos 

lJ nube 

1 1 

1111 11111> l.111111>11J'11.11> ,!' ( t .... 1) 1lu 111.1l.1·1z l1lw11w 

),'.tJ ,_ +-- k-~~imo \'uct.01• 

- 111-t.•simo vt:cl.c1r 

la.:\ Obl.:t loc11Jido en el í;'bp .. u:ao vttct.orial G;E 

{(Ju!F~m) QUtt so de,.;:cc1mpon~ t::líl StJOl.;t di1'1;<CI.."' O~E 

ent.ouc ... s oo dt!f'il10 si)!Jl•c- G~C ld mot..1·lca ttk, i.iuo lo'tiC.f'll..ii 

de bloque 

HJ.. • [ ttllr. l~~~s..: 
Se vet·il'ic.:. Ccl', /112El:E [:JJ pp 61) que Sf.t t.1oru.• 

<i...?i' ·1r.~1)H¡. ,1'; \~lJ ·i..~l l)Hi..k 

• i' 
l'ül'Uld 

Jonda l\k e:. llamada la. mét.r1C<i bloq11e intra k. s~ veriJ'lca. 

.:iJem.is q11.., Lls im<tgc:rnes ~uc l ídu.:.no.1s <P.:.gebi (4, J pp 222) 

<.< ,/. ~ )/ i .,, ll, + E • tt,> 
-.- P,,} k k 

({(.kliiJ. :.-~ .1 í..:: l>,C~,MH.> p.:ira f\i.•P,.LX~ .. , 
equn·o.1J1;1nt.cs. 

l." n11Le globill •i =- ~h1l es •m~t rcpresent.ai:1ón auclíiJa~'lnu d& 

1.:is. coll1111n.:ts de 1.:. t.abli1 X di.ilgon<tl ''ºr bloques di;,rini.Ja por 



[ 

·... IJ 

X • Xl, 

u • xm 

doniJ" lo& l'ungloutjD" •ora &lenumt.oti dttl el!ipac10 vect.or•ial eu..:lidedno 

(C"r ,Dk). El anJ.Ut:tis de l<s t..:ibl.:i X so resume en el eoquema úu 

dU·did<.1d 

G~E c·.i.r• 

H . l 1 p" 

'x 
G•11>c• ______... G.i.r 

Ello mucst.ra 1.fU~ Ja d1."sc1•ip1aón d~ Ll 1111Le .-1 _d~por1d& de 

ttlt:cc1ón d~ las mét.rlc;u• tt
11 

y O" : 

11/:!Cr:E: fJI"OPún" 1.tts si&u1enlos 1nt.>Lr1c~s e-11 su .. 1rt.ic11lo 

la 

L' A::.PCCT C.11.JI X DE tlCT.~tr.;.:ul"S D.'411:; L 1 ..iNALY!;C D' un C'Jf1C VE 

((lflT/ NGENCC" 

Elauoicin du la at3t.rioa H,, y D 
11 

t.Oll t:doqu~,.,. J i..agc111odus 

• o D • u ,, p.:J.l'<l ¡.,,~µ_· 

tfLk m p ••LX: 

co11 1.i cuJl l.J H1t:l"l'Cld de la riulw ,, :>t: uscr1Le como 

l .. \ p x' L •aL L 

' 
{e -•1' 

_!_~ '..!...~.:.l.~-- -
(•al 

·pOblhlemttnLe mucho 1nd~ 111ló:."l'l:'t .... wLc Qlh: el ACP de 11, t.abl<&!> X;.. (.lrt.;);) 

rot1oult..'I do un .:málisis gloL .. tl de l.H;. L..ild.ts x,,. Hu;".i t'01·mul .. 1 de 

125 

1·ui..l,it.111..lu11 •ltt J.11,. •l.il .,,. 1,.,,.11Jl1id11 11111•1 1 tlll•·lil •· 111-I 

dt:1acr1t.u t'll 1..<.ll <it·Ltl,Lllu t:1b 

V t., 1ok 

rJondo ª..:¡Ji.. us td t.t>rmino &t.:"nt!t'1co del t-th;imo t'.Jct.or 1tf' dul ACr Jtt 

CX,HM ·º/· En f~l'octo los (•-C~imoti· c)jcs \' f'.,..ct.ortt,.- ~u·incip.Jltti. 

de ust..tl ACf' , dcnololdos rusrwct..1v.:imo.'<nt.a por LfA 
1:scr1bt:n c.:imo mL1l.l·íccs d11 l1loqut" 

l:.El 
los t.~11soi·r::,::,; l~· he 1::sc1·ita.m o.1rd t..1.1Ja 1 \'k rn i.~ l>dS"' •.h: J4s ~ 

(,;.¡mi,,,. ,m¡:;) 

:,; 1 ;;; \ F (k,L) :.F' 
~- L " 

1 

por lo cu..-1 us 110 hucl11:1 U1...~ 1 .... dul'i11ici1lu dt..• M,. que: : 

do -llJll i bot: oLL l~IJU 

;;; \ f,U1,l) _'.'.:..::...J!__ X --
1-- u L ... p~•k P .. ~l ... J .. 

" 

1Z6 



EJEMPLO: 

Hélodos que separan una variación ligada al l.iempo de und 

est.ruct.ura indep~ndient.e dt!-l Liempo. 

Int.roducción : 

~ posible dist.inguir 

(. / El mét.oda se p1.1ede int..e1·prel<lr a 

Jescornposición de la iner-cia t.ot...:s l enll'e inerci..s 

part.i r 

int.er e 

que ffS h manera de r;roctHJer tHI t:l fondo en 

<liscrimin.,,nt.e; 

de la 

1nl.ra, 

analisis 

V • ll + W • 

Ent.onces el coojutit..o J Cel conj•mt..o de 

sir-ve de espacio de re!'erencia v es 

las car<1cl.erísl.icas) 

necesario que las 

Ct\l'act.eríst.ic<\s obtenidas sob1•e el individuo sedn las mismaá a 

cada in61LAT1Lt!', La Ldbla de dus Jinamsiones co11siderad.:1 ..t~1ui 

l.ione :o:us vectores r-er1glón en IR" C CR 1 l asociados d. las pa,l't!'jas 

(L ,t) ((J,t) NUilpt.1ct..ivamenl.tt) co11!lliderado1i1 bajo la 1·oluci611 

ind i Y iduo-inst.aut.e Ccai•act.er ística- inst.dnte), 

El J'oct.or estruct.u1·.)nte en los grupos r.iucdc ser• ent.oncu.s 

I.t. ,.. El factor individuo C ccJract.er-í.st.1ca >. 
Entonces el conjunto 1' p11edu dr:pendel' de I < J (los 

t•egist.ros t.emparalcs i.u1eUcn ser h~chos a inst.ant.cs dif'erent.es paNt 

cado element.o it:I ( i..,,J )) • Un g1·upo G~ (úJ) est..í entonces 

const..it.uído por las par-fl'jas ( L ,tJ ((J ,t )), donde t desc1'íbeel 

t.ie•po er1 que se observó a los individuos C caract.el'íst.icas ), 

Su bariccnlro d~ t.iunu por 

cordct.eríst.icas obt.enídas 

carac:Leríst.ic.za J paN1 CJ. 

coordunadas los p1•omedíos do 

por el individuo (por 

El análisis de la inerciil 111t.~1· <o ACP de un<l nul>u de 

ba .... 1cent.ros t.'J,, LeD Ctr1,J.;J) , h:1lUiHl'C' t.'Oi.011Ces ef'ect..uat• t:l 

nnb.lí~is de l.J.s posicio11cs promudiú de los í11divid11ns 

Ccal'act.erist.ícas) t¡ue t.icneu tllld estruct.uru indcp~1uJh."'llt.c dt:"l 

t.iénii.io, td ctn..il l:.;ilS <le la 111e1•c1., l11t.rd re11tlié1·e Jel est.udio do 

Lcss evolm:iouos lq1w se expone m.is uJel.irnl.eJ y el dll.ili~l:> du Id~ 

Jiferc11cias ent.re va1•ius tdblas de frecuencids, 

1.1.1. / 81 t'act.or Licmpo. 

AquJ puede ocurríl" que.• el coojunt.o l dependd de T (el 

r.onjunt.o de los perimJos en los cuales se realizd t!l est.tidio, m.is 

puede ocurr·ir llUll' lost 111Jiviud11os sean díst.int.os ), Los 

baricent.ros t.ient:fl por coorde11ad<ls los valores prOmeJio 1le lds 

caraclei·ist.ic .... s d Cctda inst.ant.e. E:l c:::oLut.Jio de lol nuit.rka Jtl la 

inürcia 1nt.er permit.e dhdlizar l<l evolucíót1 

malriz int..ra el estudio du 1..ts 

promedio, ~l de la 

relaciones ent.re 

inJivilJuot>-C.u'-"Ct.erít.:t.ic.is Din l.t!ner en cuent..i la inf'luéocla dol 

tiempo. Se husca el doble <tn..ílisis en Component.es PrincJ.palos 

1>ropue.st.o por Bour·oche en 1975, E:slo es t.oddvía el ef.tu1Ho de 

las int.erdccinncs ele primer ú1·dun de T y J en el an.ilisi.s lnlcr, 

de I y J y de !.!Cgu11Jo o.rdeu ent.re 1,J y T en ~l análisis ínt.1•a. 

1.1,2, /La elecc:.iót1 de la mét.rica en IRJ. 

E:n Jos incit>oS precedentes se p1•ecisd. d1~ una m~l.ricct en lR'1 , 

pa1•a el oLjot.ivo dtd est.11dío. f~nt.01lces Ja elección da dicha 

mút.rica dep1rnde del conocimierit.o o11 priori que el invest.ig4dor 

1:onj1ml.dment.e con t!'l interesado tengan del feuómtino, una 

po~ibilida.d es lct de Hahalanobis Cdd'inida po1• lo.1 nldt.riz v-• on la 

lJdse r:.anóoica de IRJ) (adapt.ad<s <sJ objetivo del est.udio> en ese 

i!dSO los a11áli.s1s de la lne1·cia int.er coi11ciden cori los a.ntilisis 

discrimiu;int.es, y los 6rupos qut:dan dcl'inidos como se muesLt'a 4 

cont.inuación ; 

l~ '1 

t~lTi 
l 1 1 

~ 
n~ 

(\ 
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1 

1 
1 
l 
) 
' 
1· 
1 

1 

j 

i 

t.:JioLu 11u Lum.s en cueul<"J. el LamJnu t..lc uua duJ,11.J .al Llempu 1, 

La; ;-Cliim4 coart..lcnaJa dril renglón 'I't.l I!~ entonces 

Y~l • X~l/x:i 
(donde un punt.o reeemplaza a un índíc:c, resumiendo .l lravés tic 

est.a notación la suma sobi-e eslt!' i11dice úe los elementos de l..t 

Labla cúbica X ), Entonces los pesos p do un rent16n C l ,t) 

" pueden ser elegidos proporcionalmente •l la enlri11.fo <lel renglón. 

Si se busca estudiar la ttvolucirin, no solamente P..o:;;t.1·ur.tur.il, 

m.Íti así cuant.it.at..iva del comercio , es necesa1•io h.icer uso del 

l'e,ist..ro en corle de perJ'il hori'zonl<ll ( sin hace"f' desaparecer el 

r~gislro do porcc11tajeti de La f'igura precedent.e > 

Aquí la entrdtJa x!l es dividida por ld suma x: · • l X~l Je 
J;l 

l.is ent.rad,\S de las ciudades observadas '" c."lda re¡;1st.ro comercial 

<. lu suma dd 14 u rebanada." i: dt.~ la L<lbld Y~1 son conducidas como 

una :iiola ). 

En un t.a.1 regist.ro, se e;ua1•Jn ; 

.;. 
Q 

-~ 
-';! 
~ 

~ .. 1 ·: 

ld inf'ormdt.:1ó11 l'ttl4t.iva a. !ati0 va.ria.cioneil do ct'e..-:L.ivo,. o 11umtH'O dtt 

eslablt!cimient.os comerc1'1les de la pobli.\clón ( en est.e Ci\SO es la 

población Jo;: est.ablecimient.os comel"'ciales) de unn citidad al 

t.rauscurso del tiempo.'" 

11,.f.. / keg1slro de renl)lones-perf'iles: : los resultados. 

La t.abla de l.as conll'ibuciones a. la iuerciJ. de las ciud.-.des 

Ind. l'I) ntHI' d 
J 

ejel eju2 ·:./d 

l1 92.U 1 • . mu • 0033 • 0460 11. s 
1i .(, 30 4. 000 • 00.W . 0013 (, <3 
[3 1. 26 37. 00 .54.·ifJ . !)17'/ 34. 9 
u O.IJL 2. Oto • uou~ ,05111 l, IJó 
[5 0.54 º· 200 • 029!1 • 001~1 O. LO 
16 O.JU 1L!JO • 2'/lJU • .t.790 1:1.2 
17 0.1!1 2. 010 . oovs • 00·13 t. 00 
!IJ u. 01) t.o:,w • 0014 • 0001 3. 72 
l9 o.os o. ooo • O~O!J ,0024 u. 00 
110 0.03 2. 600 • 0202 .00:1() 2. "º 
111 0.02 2. 000 ,OIJUt • 0266 2.!.>9 
112 0.01 !. 006 • 0300 • 00'/( 0.9:1 
113 0,01 3. 400 .00\)ll • 0124 3.H 
IU O.Ul 4.620 • 0025 • 0000 t. 30 
116 U.DO ·1.orn • 0076 • 1)()'10 6.51 
116 o. 00 1.000 .o:.H.u • UObl 1.·10 
117 o.oo ·l.lülJ .UUl:J , UU02 :J. UU 

Lus v~•rJ<icioni:s mds dl t.us se r•eg ist.r.-sn en las ciud.tdcs 

l:J Honlerr~v :H. 9 

lb ; Puebl.i 1~. 22 

11 : Cuet'llúY.l.Cd 1 L 5~ 

1·esult.Jdo que e!> 11osible observar ¡;:1•.:i1'1C<\men1.e cu el dibujo de- l<t 

fJ.:igind EIII-1 de 1•0.:mlt.ados tn lHfP.A. En esd gráfica se a¡JI•cci" 

1..1 oposición de ld 11ube de t.:iud<uJcs que excluye a l.:11s t.res 

íhcha gr.ificu <.cil'culo du 

corr~ lacionr.:-s t nt ral mllL"str.i l.:ss gr•mdes V<tridcion~s de J4 



o por los inst.ant.es como se muest.ra 

J 

1 P.=l i 

"' ~ .. ..... 
a 

t . \ i 

't: 

~ 
" ., 

T I lll~ 

Se t.itmu como consecuencia de la r•elación ; 

1 • o v- 1 + w v-• 
el hecho que lu:.; eir;euvecl.oros asociados a las ei¡;envalorús más 

gNlhdea de DV-1, obt.r.:niJo.s eh t-1 dllélliSiti diSCrimlOdnl.es (O 

an41isi,s do ÍJu~rCil& inl.er) soh precls.:.m'-"11t..e las eir;envect.ol'es de 

WV-I &saciados a SlJS ln<ÍS pequeños ~jgenvttlOl'eS obf.enidos en t~i 

análisis de ld inercia int.ra. 

Así los r.act.ores de los análisis jnt.er e int.ra se obt.1enen 

.Por .la diagonalizac.ión de lHI<) sola mat.rh~ y las component.es 

principal~s · asoc.iddas !ilan no correl<.1cionadas. 

Por l'o'l2ones analogas, est.e 1•esullaJo es todavía acept..able 

cuando J es el conjllnt..o de modalidades de llna cat•act.erist.ka 

cual.i.t.4t.1va y .l~ mé~ric4 elegida es J4 de T2 , 

J.nt.eresanle c:omparar con 1112ERE) • ..,.., ... 
(E!sl.e punt..o es 

H.is los objetivos esLdlilcciJos y io:s resultados obt..en1dos a.1 

invt:l't..ir- ld definición de los gupos (f'.:sc:t..us individuo-l'iu.:t..or 

111st.ant.e) .sora direrer.les, 1<.i eslruclt.U'dClón indiv1d1rn1 pone cm 

evidcoci.l hs µaS"iciones pr•omedio de los individuos (int.er) 

pe1•mile ilOñlizar las t..r••wecLorias individuales <inLJ>c•), loJi 

estruct.Urd~~ión tfo lo~,. insL.:inLes pel'mile csl.uc.Jiar la uvolución 

p.romeJio Ju los i111Ji\dduos ( tnt.el' ), y po1um e11 eviJt;111cid sus 

posiciones i·espect.ivds """ t.iempos const..ant.es", 



JI / An .. \lisi.s evolutivo v clasif'icacüin de Lravect.orias. 

Para tlustr •. 1.1· el niét.otlo STAT/S ~e pr·esent.a un ejemplo del 

A11dlisis du las t:ovoluciones de una dolsiJ'i.cac1ón de Lt·dyect.ori,),s. 

Para s1mpliricar, en el caso donde este .an.:ilisis se reduce a uu 

<t'1Álisis Jo la 1riercia inLra. los gruµos est..in divididos pol"' los 

rndividuos, CJ. l,. l. 

Cu uu IJJ·lm~r paso se presc11L.sn los d<tt.os J an;:lli:l<ir, .,~u1 ldS 

medidas son sincroni;rn:das y s~ tr.:tbaJa sobre los mismos 

i11d1viduod pues &l p1·ogl'amc. inir•one 1tSLd rest.ri.c.c:ión, 1..is 

observaciones son hechas <1 los m1~mos instantes, l..i est..ruct.ura de 

dichos datos es un caso de un cubo de J.,t.as como eJ la t'igura 1. 

ll"lhl~o"- ' T~----. 
t • 

1··" --i----r 

'(, 

l•" )'" J 

xt, es el 1•egisLro c;:omcrdal al al\a t de lu cuidad 

la l"<lMdi de a.c:tivüJad comercial J. 

E!st.e cubo Je cont..ingencia t.rhhmensional está fo1·mddo par<1 17 

ciudildes de la l!r;:ptiblica Hexican4 Cc.onj1mt.o de los i11<lividuos 

1•<1, •.•• t7)) cuyas f',1mas de activíd<ld comercial Cen art.ículos de 

necesidad Pf'irn<:iria) se repa:-t.~n c11 10 C<11'dCl.erist.icas Co 

131 

J•U ,. , • ,10>) para los rt!g-jsl.ros de comercio .inlJ..1l~s en ·los dños 

190J,19H• y 1005 CesLo es, T~u.2,:n 6 rn3,U,,05ll. 

Las cttract.críst.icas son : 

Rt,hti"t 1 : AbüJ•r·oLes y miscel.uieas. 

RdmJ 2 : Carnicerí.as y salchichonerias. 

Rama U : F'.irrnilci.:is. 

J..'.am,, 4. ; Peri•ef..erias Y t.lapa)erÍdS, 

J.!ama !5 : /1<:\f..t~riaJes para const.1•1Jcc~ón. 

lfonu1 6 ; /1uebles en geheral. 

Rilma 7 : 1~..u1adi:1·f4s, 

i:<1ma O : 1'it!-ntlas de: ro1>a. 

Ram..i C) : Vrnos y licores. 

Ra.rnd 10 : 2ap<'lt.o::rf.1s, 

La 1•._md J se obs~l'Vit poi• l'•\mJ dentro del 1 ist.~Ja de 

1•es111t.ado~ Ju STA1'JS, 

De modo que X~t desiGllil 1'1 c<sul.id<ld de- est.abh:dmient.os 

dedicadas a la ramd comerci.11 ; en lii ciud.\d l durant.e el año r, 

Un corle ho1•izonLaJ en l.:\ tilblol ctlbica de J.at.o.s X generu Ul\d. 

t.al>la Jo l'<11t1as comt:rcüdc-s y reg-ist.ros "'nuales para urM ciudad 1 

Cadd laL!a X
1 

rcprc:ocnl.d el aumcnt.o o disminución del 

rergisLro comer·cial por i•amus d~ act.1vid<Jd, en la cio'dad t. 

El objet.ivo del andlisis es estudiar la evolución tft: las 

ciud<1Lles por rama comercietl de 1003 a 1985. 



11.1. / An.!ihsis de las evolucioneos. 

Observ.lc.h:in : 

d(c, 1cz) • 13. 527 dCc1 ,c,l • 13. 527 

La t.abla anulizada Y~l es la correspondienLe a los años 03, 

U' V 05 en las ramas comerciales para el individuo l Cuernavac.l 

11orttlos ) 

••o 
" " " 

11.1. · / Nol.tciones. 

El ant'ilisis de ld labl.~ <Y:t) es obLcraido por el re,ist.ro dt.! 

los cort.es de un cubo <X~ll • X y sl'! present.a en la fígura 3 de la 

J.nt.roducción. Los indict!s de las columnas csl.án asoci."dos d los 

i (Je.J) , los dtt los ren,;lones a lclfi "'ediciones del individuo i 

lo:!iii t.ie•pos t, (L,t)t!h:T Los renGlones <unirlades 

tt5le.d!st.icas) tlcnot..ados por- Y~ t , son !Ocal izados en el esp(\cio Qe 

ret'et'enc1a (RJ < • !Rto en esle t:aso >. En lo si,uienll! 

inleresa.remos en la evolución t!e las dit'ere11t.es ciudades , a 

t.rovés de anaJ i:t.:ar ::;:us pus1cJ011es promedio. 

11. 2, / 1::1 d11.i. l 1s1s ti~ la inerdol int.r.:i <evolución por 

in1l1v11luu >. 

Se der1ul.d 111Jr· tl
1 

lid bdriceril.ro del g1·upf) l\ donde los 

elemc:nt.os son los individuos < 11:1i: to.:.1'.> • e11 el t:jemµli:> c:l 

GH 1,1'6. 3 ,'/U, 3 ,5!::i, 3 .'/H .~:J. :J,2:.l ,26. 6 .29. :J,60. 6J&10 
(• O<J) 

Ja 1-es1md coot·denada dt.!nol<tJ<l por tr~ es el promudio de l.t 

Cdr<u.:ler.íst.ica yl en el grupo 1. 

En ge1u::rJ. l, l<1 J-fisima coo1•dc11ada 

' 
Jenot.add por 6: ul 

promedio de la caract..erist.ica yl en el g:rt1po i, Se denot.a 

siguiendo la mi.sma not..dci6n a ~ t:omo ei La1·icr:11t.ro g:ener..sl Y po1• 

er ld J-t!t>Jhll\ coo1·1le1lddd de i:slt: h.ar1cent.ro t;t.:llt:l'dl t!.• 
El .io<tliz<it• las evoluciones dt! los indivhh.ios < o nn.ilish• 

int.rd-individu<ll> requiere ret'!mpl.:tzar ld not.ación usual da 

cavar• ianza : 

po1• h. notación de coval'ian2a int.ra. def'inid<1 por : 

La correlación int.ra <Jr.t'i11ido d Jlart.ir Je esl.<1 coval'i<lr1za se 

int.erpret.ci como lo mues:t.ra Ja fir;urd 

r<x ,vl • -o.'( 
COl'l'tda.ción t.OLdl 

r
1
(x,v> •O.O 

COl'l't!ldCÍÓll irilr.) 



'""' t;o.rai;lt!l'l11t.1ca .. , 11u liit: i11Lr:l'cJ1od 1::11 111l¡ti1 \ldl'ldl.:iulle:. ol 111!.er•lut· drt 

la• •Uhnulio• i111JlviJualn1i1, .. 1u1ulu l.ud•1Yí.1 "lu lt11·gu" tlu ,.ll?io 

l..1•.it.yeclorias ( ver figur.,, 3 de l.i int.rod11cción>. 

De esle modo el <in<ilisis de 1.~ inerci.l i11l.1·d 

ACI-' por lo cual ló mat.riz 1le coviu·ian~•t. t.ol..il V 

reempl.izada por la mat.r•iz d1: coYdt•iJri:l.i 1nt.ra 

Old•dnlo Ci,J •) cs Jt!'f'inido en (l). Los ejes 

inercia son del'inidos por los eigcnvcct.ores tfo tfH. 

el capít.ulo n. 

es lotJavíc.1 Uh 

L1c11c que sc:l• 

donde el 

p1·u1cipa les d., 

(Como se Y1Ó er1 

U.3. ¡1 t~lección de uri .:Hst.em<.1 de ponder.sció11 y elección de 

h mét.r-ica. 

Co•o on ul Andliais de Co1•rt:tripOllllu11ciu6 uti potiiblrt dfu)yu1•z:oe 

propiedades oaturales pllra lc.1 c lcccit511 de mét.1•ic"'s 

po1uJcracio11es ; las propiedades litl equiv<t.lcru::i..\ 

clásica en Análisis de Correspondcnc1ds. En el 

sigrtit'ica ; 

J isll•lblH~i Olld 1 

CJemplo l!Sto 

Las ciudades son muy difere11les en cUd11ln ,, ldi aclivitJa.d 

comurcial, las hJ.y pequei'ias y grandes urbes, el clima, la <lerishlat..I 

du Población, ulc... por lo cual parect! 1101·m•Ü a.si¡;nar púSOs 

Ji~t..inLos. L<l pNipi.edad de equivalencia Jisl.ri.bucional implica 

que una mexcla de una ciudad en dos ciudades del mismo 

co•port.amienl.o ( mismo porceht.aje de 1.-s ramas comt!rciales en cada 

ciudad a cada instant.e ) no cdmbia el análisis mürnl'lS 

covo.ri<t.n2as int.ra, mismas inercias ..• >. E:st.a. prop iuJ.:td acarran 

14• rcst.riccioncs en la elocción de los Pt:sos. 

L>e igu11.l mudo p;,1•a lcss rdmns cumerciale:i ; cit:1•L..i~ 1·<.1m..i.s 

co•ercia\es reagrupan m.ís individuos qtle en ot.rds ( hit.Y muchos más 

mi:icelaneas V abarrot.es que P•lltddcrías u vinalerias). 

Esas mexclas son arbit.ritrias y no inf'luycn mucho e11 r:l 

andlit»is. P4l'~ hacCr ~sle análisi~ sl11 cml>.;.rgo es necesario que 

1.,, prupiudad tlu uquivalencia dislrilJUcional .sea IHICVdmr:nl.e 

sat.ist'ei.::ha , est.o t!S : set t.iunc mezcld.da o recorl.adcl una 

en dos subcale~1.rias que tienen el mismo comporlc.lmiento 
ca.t.ego1•ía 

( mismo 
porcentaje en cad<.1 ciu1lad a Cd.da itist.a11Le > los ri::-sul t.aJos deben 

\35 

Ld t:lccch)n t.1t: uu s1slcni.' 1h~ ponde1·.it::H111 V 1lc t"' 1t•l!l.r1c.-. ell 

O.:J dclmu :11t..•r hcc.:!1<1 de" m<'11t:t•lil qu~ satlsl'aga e~'-'=' ¡11·u1i1eJ.ulct.1. ::i~ 

nniesl.r'1 q1w Id m<lt.ricd eucl 1dt:.111J. es t.oddVi.i •m•• Lur~lh1 m~L1·1c\\, 

ni.is huy ot.r"'s, 'i' en lMt·t.icutar la metrica dt.>l'in1d•1 por la ttidlri:t : 

•tt - ct1.16 < 1,...0
11

1 ; ... J > 

llo11Je a
11 

es la d.e~VldCión l.ípic.:i. Jt/fP.A dl!' lc.1 t:dract.críst.ic:d 

11,.f.. / L..t elección liel rugist.ro. 

Cst.a se h.:scf;!' en función de los objct.1vos J~l C!1l.udio ; si 

t..lcsca 1Jescutirir <11 eslu1Uar la evolución dt.!' ld estructura de 

rumds comcrcii..dus de ldS ciuda1tcs - estudio du la óVolución Je la 

repart.ición lle 11..1s ramds de .J.Ct.iv idad comercial, puede 

Cdract.erizar 

repart..ición. 

l~ndría : 

un.:i ciuJ.u.t ul tiempo por al peri' U dt: 

E::u el ejt::mplo Lle ld ciudad d~ C11erna.vaca C 1 ) 



c•L1·m;Lu1•a Je lu• lnJ l v lJou:.; ~<11-,, l.:i:!6' ..:iutladc~ 

concent.ración de pobhción o cercarM.s dl Of'. 

E:n segundo uivcl se puede considet>al' J 

J.t ; ÜO.XdCéi 

111: Culiacán 

co.pit.ales dtt lol!i esl.ddos de Oai<aca y Sinuloa respect..iv.101ent.c en 

donde la V4riación de dichas c.iuJdde.s es olpenas percept.ibJe. 

En tercer nivel se observa una t.ende11cio del rest.o de Jas 

ciudades analizadas a estar en un puquel\o globo donde lds ccrc..iuas 

"' la rrootera son : 

IU Los Hochis 

117 llermosillo 

lU 

17 : Tehuac.in 

ciudades con conctttit.racioni:s Je población en credmitrnLo o 

desGrrollo indust.ridl eu desarrollo. 

Sobre el plano Pf'incipal (f'igura 1 de TR.AZA • entr-e inicio 

pá,;. CIU-1), se presentan las trayector1ds con erecto 

"spaighet.t.i "• L..ls ciudades a grand~s rasgos siguen un..i eYolución 

parllllela except.uilndo 4 Hontera•ey (C), Puebla CF> y Cuerna vaca (A), 

t:n ·las cuales el nUmero de est.ablec1m1ent.os comerciales (o nUmero 

Je et'ecLivos) t :!.1Ugiere una tendencia dccrec1ent.e, mientras que 

parG el resto Je }.l.s ciudades se yi:iririca una t.enJencia dl 

crecimiunt.o en número de establecimientos comerciales <las C<tUSüs 

poslbles se discut.en dmpliament.e en el .sndlisis conjunto de tablas 

do dct.t.os , eJemplo 3), Ld evolución de estas ult.imas J'ué 

paralela pe1•0 co11 menor intcnsiddd par-a Quel'eotaro, H~w;aL!dJl, 

Oa>.:a.ca ,Lo~ HDdai.s 'r' lle.r·musil lu, t:ll l.i:> cuHl•utes menc1or1<:ldas aqut 

cont.i111ian sus acl.ivid.a.des l.t·a1.hcionales se observ11 poco 

dusarrollo industrial v mayor dl.enc1ú11 •l c.tcl.ivid.:sdes t.uristiCJS 

(Aun,111e tal vez exist.a un n1ercado f'anL.:tsma o ::>ubi:n1pleol. 

L"'s dit'erencias ent.re .:iudddc.s dqui riv t..onstit.uye:n ~1 p1·in1c1• 

obJel.ivo del cst.ud io pero pu~de-n scJ· e-stt11.Ji.1dds con l.'! .:iyudo de 

lds corr-el..lciones Lcit.a les, e-nt.onccs e 1 pf' im~r· eje se interpr-et.a 

como un eje de oposíción e11tre Cl'ecim1enLo de 1::staLlecimii:11tos 

comerciales C r-'!ll 1ufo1t"?l'O ) en la:s d1l'ere11t1.:s rctm<.1s coinerci.1lcs y 

el segundo comlJ un eje ,fo, oposie!ión rcspect.o dl volumen Je 

población y ldS o11ctivid.:tJes predomin<111t.l'!S tdes..lrrollo indust..1•i.:tl). 

13~ 

ll.B, ,1 i!t.'f;'l.sLro del c.:01·tc de per-l'il ; los resulL~'\dos. 

El est.1~dio <le las co1·relóciones muesLr<• qoc sigue v1genlu el 

dH.il is is p1·cccdcnte mds un !'actor económico puede est.ar ligado , 
las ciudttdes del 1ilt.1mo ,;rupo menc1onado en el inciso .anLcrio1· 

l..ls ciudades contenidas en el globo más peq11etio de ld grcir.ica 1 en 

I HTR.A ) C<ll'aclerizadas por unJ tr~"1lfición en las dctividades 

comerciales f'undamentalment.e rur•a!es y son t'e!at.iv.lment.t~ recientes 

los est<iblecim1entos conwrci..iles debido .i est., tr.idición. o lúen 

esl,,án localizad<t:; en zoo.is del J.li1Ífi in1portant.1Hil como zonn!j 

crecimiento e11 el ntimero de csl.ablt:dmientos es notorio .:sunqllU con 

distinta rnt.ensiJad tal vez tlchitlo .11 tamal'\o Jel mcrct1Ju al cual 

satit:if'accn su 'tlc:mclnda. 

Puebla y Hontet'l'ey observan un decremento b1·usco en su numef'o de 

ef'ect.ivos. 

La vis11alización de 17 l.1·11yt:ct.orías µropot·ciona un<J idea 

clnr-<l par.e. un tomador de decisior1es en el Cc\SO en que 6tJ objutivo 

montar un negocio en alguna d~ est.as ciuda1fos C Y dentro de 

!.\s rumos comerciad es consider.iJas f!n el est.udio), 

Il.6. / Chsif'.icación de las: t1•.wectori<Js, 

Se int1·oduce un método de clasiricación de las tr.:syect.orias, 

Qllc VQ a permitir resolve1• el problem.:i d~ l<l representación de lds 

1.r¡wcct.orii\S , 'r' f,:¡ciliL-l su iritcn:.1·cL>Jcii='11. 

II,61 1 1 ,1 [Jct'ulición Je dist1111c1;1s entre Lraycctori .. s. 

l.dvit en C ) 1H·opo11e tl'eS disLanciJs i1 el~g:ir ; 

conocida como 1.1 dist.dncia in$t..lrita11cd r1romed10. 

HO 



Coflccida como Ll <list.dUCl<l de las ttil'et'enci.as. 

tla(t,l') "'"(},dz(l,t'J 2 + ¡1
2 

dlCt,t'l"' 

conocida como 1.l J.tst.anci~ mii.:t.a. 

r~o l6s exprt:siones de esa!> dist.~nca.ss, los coet'icienLes ¡1
1 

saon POS"il.ivos y ule&"idos pa1·a ::>dl.ist'act!t' la proµiut.lad dt! 

equlvdlencia db1t.ribucion4l sobre J. U~ igudl méllnera, eo la 

det'inic.i.Oo de la diat.anc10. d
3 

• los coet'ic~1.rnt..c.s fli., <~ • 1,2) 

.,Jeghlo:i1 P&ra hotnog-entüza.r las cont.ribuciorws de las d1st.a11ciJs 

V d2 ~ 

Nole que d
2 

no depende de la pendiente de las curv~s 

l--'t~l V f!Ue , 

dJCt,i') •O sil <Yil ,tlli1'l Y ( Y~,t i"'-T} 

"'ª" corl't~spol\1Sie11Les s<tlvo una t.r<l.sl-.\ció11 . 

son 

Se pf'e.sent..a aquí los l"t!-sult.ndo::o obtenidos po1• la ()lección de 

lai l..orcef' métrica. En c!'ect.o Ja p1•iml}r eJ.ección t.iend~ a 

clasific<ll' ttl conjunto du l.t9 t.l•aycctor.i<t:!i coN·espondieht.es a los 

perfiles V«tcinos, m.ís puedfl'n evoluciothU" en el s~nt..i.J.o cont.r<trio y 

en est.e sent.ido ld ses\lodc.t clasifica an cont..r.:sl'io las ciuitades que 

d trc1·ent.~s evolucionar 
P<lt·alela.mente. 

Hd.Y 11ue h.acei- 110a 1:1.asit'ii:ación pal'd con:;:liLuir las 

pr-uvecciOhtl'S sobN~ dl plc.tno princi;l-.l 

s~ lecc i.onad.is. 

\~\ 

!:le cut!'ut.d COll '/ clds1l'u::.ic1onc~ h.Sstt:<J.S 

Cl : 'l'l'ay~c.l..uf'ia de C. 

C2 : T1·av~ct..01•ia de f. 

C3 • 1'c-..:iyt~ct.01·ia d\} A. 

Ci : T1-.w~1:t.est•ia Je 11 v U. 

C5 ; Tr"ivcct.or ioJ d& H, l ,J y tJ. 

CÓ : 'fod<ás t~,s dcm~s. 
t!uJudo se t.on1.:t11 dos cl<l~~s C5 'J' C6 se t.1e-u~ u11 crecLnur..-tiLo en 

el n11mera d1.~ efr:ct.ivos ( nlinu!l'O Je esl4lblccimienl.o.s comc1•ci11les 't' 

una relación Je b~Ju <lt:sur1•ollo inúusl..rJ.31 1 predonlirHi11cl4. en 

laboreg ~grícol4s en 1.:i h~g'ión o actividad t.uríst.ica Ot.I.J y 0) 

(Hazat.láo, CheLum"'l, Cd. V<lllt:S y 'l'ehuac:án). Cl'et:imit:mt.o 

lenLo en el ntimcrn de· ttf'ect.1vos C O.;.x:uc: .. , Ouasave. At.Hxco y 

Culiucán), 

C\Hrndo se cqusidc-r.tn 3 clJses :>e afjregdn ciudade~ COh 

t.endeucio.s al Cf'r!Cimitmto ioduat..rial y con aumi:!nLo en s~ nüm1tro de 

est.ablecimitl'nt..o.s comerciales ( las ciudades que s~ &gr-er;an son 

<)Uet'eL..iro y 1'et>ic). 

Conclusión : 

El método cons:idet·.Jdo .-.qu( es una. opción descr1vt.iv"' .., lo~ 

rnét..odos tfo seric.Hi de tiempo. Su cohl.1•iLución principal i:onsíst.u 

~n la &PS'OXimación global Je t.odos lo::> individuos estando 

prcsent.es las caract.er{st.fo.i.s C aquí !cJ evoluciór1 do las ciudadei:1 

t.lcsde el punt.o de vista del conjunt.o de bs t<amas C1ln11~rci.:iiJos 

RAHt .... , ,RAMO l. La iht.erprelación es simlll.'lr .l<1. de un 

Análisis Fact..oriAl J> d~ uu Atialisis Cluster. 

uv 1dencia las c:lases homogen~os eh ovoluc1ón 

ult.:el'íores d~l modelo pueden ser explor-ada.s, 

\' pon& en 

lds et.apas 



lnlroducción ; 

Lo• dalo• •e pt-oa1enlan en for-mo. do tJn conjunt..o do t.t11blas 

;individttott x caract.crJ'.•t.ice.s ctJ1u1t.it..at.i.Yt1'l:I, el ftlét.odo STATIS 

pcf'ait.e ext.t>aer infor•"'ción ~n f'ot•aia gNificlll : un t·esú111.en ,;lobal 

de 1•• po•lcione• acot>dadas dtt loti1 indivict1JoN en un stsLensa de 

eje• inlcf'P'ret.ables c:onst.r-uidos con lei ayuda de las 

carac:t.eríst.ica•. cvolltción de coda individuo a Lra.vés de ti1us 

•<:uardoe en el •Í••O viet.0111" d11t ejes. S.i. we pl"crJ.el'& .wo1Jro 1e. 

evolución de la• caract.or.h1Lica.s , stt uso. al ai6Lodo dual. 

I. / Breve preMcnLa<:.i.ón dol mót.odo. 

Se parte do un conjlJnLo tle K. t..abh1s de i.ndividuos 

c.i•acLerí•t.ic.t:t.a "!...' ,. ~. •?f.k concer-nient.et1 i;ll los rni!Smos indivitJuosi 

pond1u•edo• por los elenient.os diago11ales Je una m~t.t'i:ll de pel!llOS D, 

#obrl'! 101111 cuales imn 11u&didatJ o pondt1rad~s en irnpof'l.anc:i.a tas 

c4r.a.ct.er.í•t.ica51 cuont.it.a.t..ivas. Es~s Cl)f'acler1st.lca.s pueden st:r 

dlt'ef'ent.e• de una t.abla a oLf'a, 

Para •eguit' la evolucLón de los individuo:ii se t.r.t:t.ba.ja sobi•e 

que .axi•ice 

So supondrá como aclJerdo8 la t.~bl41 

" 
Lc\WtP ,., 

" " L <Wko,¿ oLWtD>J 

k::r:i l~t 

dond• •1 C>f'oduct.o tt•c•l•r ant.r.e 11u.t.:rica11ii1 eti el operedol" t..ra.zb.. 

Sl l•• caract.~u·í•t.ica• son diret>ent..e,.. ent.re los t.nblas <:1nt.oncer11 

h•V qua t.l'a.bejar en 149 t.o.bhu:• nor,.o.li:r.e.Jes 

Lo• coeficien\.ttll de la co•bihación lineal que dan el acue1•do 

•on pr-eci•••cnt.e lo• elentent.oe del pr-iMel' eigenvect.or de ,la ft'lat..l'iz 

.11 •I• 11r111l11nl 11• •••••l•r·•• •11H·• I•• Wf P. ~. 1111.,fu i••ll•~I' •I 
•tZU•t'du i.u"'u •l rtt•LltHn glul.J•l do lu• t:. wal.ulJ1u•, 

Al efectuar lb diogonalh:oción 

malri:r. "e se proporciona una 1•epre~enl.a.ción de lall t.ablo.111 de 

mu.nera que se ha<:e i>~l'a las cart1.cl.eríst.icas en el ACP, 

Jo la 

iJU4l 

Si lav 

ca.N,ct.erísl...i.cas est.án cent.rada.!i (o cent.radas y r-eJucldaai) p.o.re 

cada Ull$ de las t.a.blo.s. h BUftlA de lot1 covo.riamt4.llf (o lalf 

col"rela.cione::iiJ est.A dada por el proctuct..o esc.1tilar cnl.re WkD y lf1Jl. 

de lOdftS !as Ci'lt"a.ct.er!sLicas de la Labia. xk con t.oi.IAS los 

caract.erísl.icas de h tabla X:l. La nor•111a y las proxim.idadca de 

los punt.otar sobr~ la grb.fica Be lnterpret..e.11 en térMino8 do eiu~ 

covarianzav C o correlocio1u!sJ ent..l'tt coract.el'Ít1t..icas Je 

inall'lC::e:íl' de dat.mi. 

An-'lhtis lndlvidlla.l ; ~l ACP de l<l l.obl.:. 

>< • ( a'," l( . • 1' 

pr-opordont\ lrt t'CJ.ll'Cl:iOtlt.acaóo de lollll .individuo" 

t'bpreaent.ación d~ lati ci:riracteríutictu1 de las dLfel'eriti:t61 t.abla.oi. 

llll4 

El t'eslo es, proporcion~r unu reprc:1ent.0;ción gr.Jrica. quo 

µef'mit.a cot11Plllf'ar lau posicioneB rcsp~ct.ival!:I de lo:i ludividuos 

t..a.les t:orno a;ion de"'Jcrit..oo por las dif'er-e-nt.as Labla.• o db co111pArar 

sus evolucionóil. Par• ttllo stt r43pl't161ont.o • lot1 individuo11i1 on un 

si1:1t.e1111a do ejes comunear C en los ejeo do! acuerdo WD • XX'D quo 

~on 108 ejes pr-incipale~ dol ACP do la m~t.ri~ )() de 14 r.dg:uinnt.o 

considere la mat.riz Y cuyas ca.luinein:i Bon Jos 

ttignnvect.ol'es del acuerdo. normali:tadüs ,:un td. eigenv(llor, v A 

lto\ mnl.riz dia,onal con los ei,;en\'alol"e~ ol"Jouados 

decrecient..ement.e, h.lii coordenadtiis do los individuos desci-it.o6f por 

16 t.abh. k 5on precisament.e loiv Nmglone.s de 14 mat.r-i-z 

ttkoy-1" . 
Pal'.a un individuo fijo, se obt.iene una. posición a.co1•do.do. en 

el bu•icent..ro ( :sujet.o. a los pesos '\) .J~ los puf\t.os de su 

t.r<b.yed. .. oria ya que tfDYA-1 
• Y, el ACP de ~ que permit.e explicar 

la pó:dción Je los puntos bajo acutwdo con ayud4 de sus 

cer.act.eríst..icaa. E$l..a l!lit.lla al individuo. 



La t.l"avect.oria que se obt.iene puede ser co11pareda con sus 

de•cvi•ciones del promtedio : est.o es , para un individuo fijo, 

c•d• punt.o k de la t.rayect.oria sit.úe est.e individuo en rehción t1l 

"individuo" promedio de la t.abla xk. con las ids1nos reghs que 

para los individuo• acordados, y el segment.o que une ent.r-e dos 

punt.o• euce•ivos de la t.rayect.oria r-erleja en dirección y 

.. cnit.ud, la variación del individuo ent.re el eslado k y el 

-t.ado k+l con respect.o a la t.endencia general, i. e. en r-ehción 

la de•vi•ción del individuo pro11edio de la t.abla xk y el individuo 

pra.edio dela t.abla X1i:u' Co110 en Lodo plano prjncipal, las 

varJ.acione• se t.raducen •ejor sobre las t.rayeclorias de la gráfica 

que con repect.o a la• t.ravect.orias "prol'ledio'' del cent.ro. 

ConaiderareltOa la• ciudades como los individuos, las ramas de 

act.ividad co.ercial coJtO las caf'acleríst.icas y los regist.ros 

co.erciales c090 la• t.ablas. 

. El Mt.odo STATIS debe ser aplicado sobre los perfiles de las 

ciudadee, i.e, las f'racciones en porcentaje de las divet'sas ramas 

c~rciale• por ciudad. 

Se t.rabaJa con caract.eríst.icas reducidas por t.abla, ( en 

STATIS e• posible incluso nor•aUzar las t.ablas tfk:D >. 

II. / An,lisis global. 

Co•o se puede observar en 1 NITR en la página 2 

111> • , 33,J W D + • 3318 W D + • 33(6 H D . ' ' l.o• punt.o• •e suceden en orden cronológico paro los 

priMl"09 hacia arriba del grérico y después para ª' y 85 ocurre un 

ret.ra•o not.able. Con•iderando la dist.ancia del conjunt.o con 

r1t•p&et.o al origen 1011 t.res punt.os son cercanos, Aunque 85 est.á 

rel•Lv1va9ent.e •epal"ado de B3 Y ª' ello sig-nifica que los 

perriln de la• ciudadea ca•bian not.ablement.e ent.re 198' y 1985 

eet.o poeible.ent.e se debe al recrudeci111ient.o de b crisis 

econdtlica predot1inant..e en lo• tllt.imo1.1 lll\o• e inclu1to a la 

aplicación de inedidas por parle de ln administ.raci6n guberna~nt.al 

ent.rant.e ( después de un al'io se resient.e la aplicación de sus 

medidos economices> posible111ent.e se cerraron algunos 

est.ableci1dent.os de las ro11ta& de coinercio o hubo ca111bio de giro en 

rr.lgunos est.nblecimientos. como lo muest.f'a la t.abla de 

inauguración-quiebra, en general de 81 a 85 se regist.raron 601 

quiebras y 335 inauguraciones dondt! las ramas comerciales con 

mayor número de quiebra son : 

ramt ,ram2,ram4, ra"'6. ram.8, ram9 

y sólo se reg-ist..ró ciert.a t.endencia 

est..ablecimient.osde las ramas ra.m.5 y ramO 

mal.eriales para const.rucci6n y zapat.erías. 

la apert.ura 

col'respondient.es 

do 

Para las ramas rom.7 y rain.3 se puede considerl!lr casi en igual 

proporción de quiebras y apert.uras t est.as corresponden 

panaderías y farmacias respect.ivament.e Cést.o solo vale para las 

ciudades 11 , ••• ,117 no es un análisis de las ciudades de México). 

Hat.riz de inauguración-quiebra 

indiv(d1JO t 2 

I1 -2 -2 
12 3 2 
13 65 -106 
u -1 10 
15 o o 
!6 -se -18 
17 -6 -1 
IB -12 2 
!9 -1 1 
110 1 3 
111 -2 ' !12 2 o 
!13 -4 2 
IH 1 12 
!15 -6 2 
!16 ' 2 
117 -6 3 

Du(ehra.s º' 127 
n.aUtJUTOC LOn•s 7 ., 

Quiebras • 601 
Inauguraciones • 335. 

ramas 
3 • 
-9 _, 

3 3 
-10 -¿7 

6 10 
o o 
6 -16 

' o _, 
9 

o o 
3 ' ~) 2 
o -1 

-5 -e 
o 3 

-11 -10 
1 -1 
1 e 

39 ll7 
00 00 

-¡¡ -., -, -8 

-9 -7 o o 
1' -5 o 3 

9 -71 -7 -20 
3 -2 -2 -3 
1 o o 1 _, 

13 3 
_, 

-2 1 1 -7 
-5 -6 

_, -2 
o o o 1 
2 -2 o 2 
6 -u o 2 
2 -1 o -1 
2 .1 2 2 
o -2 o 2 

-2 -e 1 1 
o -6 o -2 
o 3 3 1 

:2Z121 TI :JIT 
39 1B TO 15 

Q 

-.:¡ -o 

1 -5 38 1 
o 1 5 29 

-15 u 276 BB 
-7 6 15 35 
o o o 1 

-2 9 102 31 
-1 1 17 7 
-5 7 38 1B 
o -1 2 2 

-1 1 3 16 
1 7 13 27 
o ' 3 B· 

-5 
_, 

26 9 
2 5 2 25 

-1 -1 39 ' o -7 16 7 
o 7 6 26 

3•¡ 1 

• -6; 



Las ciudades en donde se registran Mayor número de 

en re laci6n a inauguraciones son 

13 ; f'fonterrey 

16 : Puebla 

113: Cuernavaca 

17 : f'faaat.lán 

116: Guav•a• 

quiebras 

l..a• ciudades con •avor nllmero de inauguraciones en rel.aci6n a 

quiebras son : 
IJ ; Tepic 

IU: Los Hochis 

117: Her•osillo 

IU: Culiacán 

110: Cd. Valles 

La• causas posibles ; 

-Cri,.is e-conómica aguda conforme t.ranscurre el 

t.iempo, posiblHtent.e por alguna polít.ica económica implant.ada por 

la ad•ini•t.raci6n ent.rent.e. 

-Diiniinuciqn en la demanda de los artículos que 

9xpenden, debido a una pérdida del poder adquisit.ivo de la 

Jl()blación de las ciudades anelizadas y en general de la población 

.exicana. 

-Se regist.ra menor cantidad de quiebras en ciudades 

de la región norocst.e del país. 

-Se regist.ra 111ayor cant.idad de quiebras en las 

ra•a• comerciahts : 

ramtS : Muebles en general 

ram2 Carnicerías y salchichoner-ías 

rc:llf\.4 : Ferret.eríe.s y t.lape.lerías, 

Si que la población de esas ciudades pueden dejar de 

con•t.ruir y reparar o a•ueblar su vivienda y evit.ar la carne en la 

diet.a aU.ent.icia. 

El afio comercial que más asemeja al promedio corresponde al 

arío B3. 

Después de esta visión general de los registros comerciales 

es convenienl.e ent.rar en det.a.lles. 

III / Análisis de rineza. 

Sobre l.is grár kas proporcionadas por el ACP de 

~ • [ c{nx, 1 • • • l a~nXal 
se explica la repartición de las ciuda.des acordados por ·sus 

categorías en ramas comerciales do111inantes. 

a) Repartición de las eluda.des acordadas. 

En INTRA C página 1 ) se observa la gráfica de ciudades 

(individuos) bajo acuerdos. 

primeros ejes acumulan : 

1er. eje 

2do. eje 

En est.a representación, los dos 

92. '' ?. inercia 

'. 30 % inercia 
esto es, 96.74. ~ de la. inef'cia do la nube JI. de las ciudades, por 

lo cual la grárica es una excelente representación de dicha nube 

Cla "mejor" t'ot..ograría de dicha nube fué bien t.0111ada). 

El primer eje opone las ciudades : Hont..errey, Puebla y 

Cuernavaca principalment.e, además de Tehuacán y Oaxacll con el 

rest.o de las ciudades anali2adas, est.o se debe quizás al gran 

número de est.ablecimient.os. puest..o que son grandes núcleos de 

población comparada.os con el rest.o de las ciudades que son 

ciudades pequet'ias, se not.a que Queret..aro est.ft un poco abajo del 

eje horizont.al. 

Así las ciudades, Kont.errey. Puebla y Cuerna.vaca se localizan 

en el lado positivo del primer eje, cabe hacer not.ar que por la 

proKimidad de Cuernavaca. a la ciudad capit..al (lo ciudad •ás 

poblada de H~xico) es posible suponer una inrluencia de la 

población del Dist.rit.o Pederal en la existencia de la cant.idad de 

establecimientos comerciales para las diversas rattas de act.ividad 1 

est.a ciudad C Cuernavaca ) aparte de ser capit.al del Est.ado de 

Morelos es un cent.ro recreat.ivo y vacacional de ciert.os sectores 

de la población capil.alina. Puede penioarse que las ciudades 

separadas por el eje vert.ical son separadas según el desarrollo 



indu•t.ri•l que •u•t.ftnt.a una orert.a de t.rabajo y consecuent.ement.e 

.. vor concentración det est.ableci•ienLos coinerciales. 

por •í •ola no se caract.criza por un alt.o 

indu•t.riaUaación •in e•brago por la ..... corCanía 

Mt.ropolit.ana cu"nt.&. con un 11ercado Yigoroso. 

Cuerno.vaca 

grado de 

lo 

La tendencia de est.as ciudades es clarament.e hacia el Il 

cuadrante y la de las ciudades rest.ant.es hacia el IV cuadrante: 

t..e• ciudade• : Hont.errev, Puebla y Cuernavaca llean una 

Lrayect.orh de descenso en el ndmero de est.eblecimient..os en las 

diY•ra•• r•••• coaerciales. Mient.ras que el rest.o de las 
ciudade• registran pequerios increment.os en su número de 

ramas 

raml 
rwn2 
ram.3 

'"""" ram5 
rcunll 
rarn7 
raml/ 
ram9 
rwnD 

1983 1984 1985 

196,1176 192, 2353 100. 7059 
70.529, 7'. 76,7 69. 9235 
73, 9235 7'. 3529 73. 76'7 
66.3529 6'- 2353 61. '119 
61. 29'1 59.0000 60.0000 
60,9235 5,,0509 ,9,0000 
19.1176 19. ºººº 19. 0235 
30. 76'7 29, 9235 20. '119 
21.29'1 21. 6,71 19. 7059 
,2, 9'12 ,6, 0500 'º· 0500 

e.t.abl&ei•ient.os. Se regist.ra sensible baja en las ramas : 

IV ,, Travect..orias de las ciudades. 

Un •ecundo nivel de análisis en det.alle es atender a la 

repre .. nt.acidn de cada ciudad de 1983 a 1985 en el sist.ema de ejes 

que pereit.a' de9cubrir las ciudades bajo acuerdo. Una vez que se 

ha dado un nombre a cada uno de los ejes <en t..érminos de 

cat.ecoría• o raaa• coeercialesJ la lect..ura de uan t.ravecl.oria es 

r'cil. La• C9rect.erí•t.icas est..án reducidas para cada t..abla, 

e•Lo H. 1&9 de•viaciones son usadas para proporcionar una 

"ciudad" promedio que se t..raza sobre una Lravect.oi-ia. 

La t.abla •iguient.e proporcione la evolucidn de perfil de la 

"ciudad .. pr099dio : 

y en menor escala 

ram6 : Muebles en general 

ram.t Hisce hrneas v abarrotes 

rarn4 : Ferret.erías v t.lapalerías 

ram.2 : Carnicerías y salchichonerías 

ram.3 : Farmacias 

ra.m5 : Hat.eriales para con:st..rucci6n 

rcunB : Tiendas de ropa 

ram.9 : Vinos y licores 

raJnlJ : Zapat.erías 

con pequeJ'ío aUl'llent.o solo en ram.7 : Panaderías. 

Nuevament..e se puede pensar coino causa al recrudeci1dent..o de 

la crisis econ6mic& con c:onsecuent.e b:ija en el poder adquisitivo 

y disminución en la demanda ocasionando el cierre de 

est.ablecimient.os C posibloMent.e de los est.ableci1dent..0S pequer\os. 

incapaces de sost.ener una ley cie ofert..a-de"landa cont.ra grandes 

almacenes dent.ro de una misma r-ama comercial>. En panaderías 

ocurre que e9l.e es un product..o ali111ent.icio de primera n~cesidad, 

Las t.rayeclorias de las ciudades <gráficas 2 y 3 de la TRAZA) 

C1;rárica 2 en la página 1 de TRAZA y gr~fica 3 e11pieza en la 

página BJ :son de t.res t..ipos. 

Las que se alejan del eje horizont..al y corresponden por esl.e 

criterio a : Hont.errev ce> 
Puebla (f') 

y en menor grt11do Cuernavt11co CA.), 



Lee que •e aglut.inan cerca de dicho eje pueden 

considef'aree por subgrupos ; 

Gl ; O•xaca < 0) y Cu Hacán 

G2 : Queret.aro (ff). Hermosillo 

G3 : Tepic CB> y Cd. Obregón 

ª' : Tehuacán (0) y l'tazat.1án 

(J(), 

CQ) y Los Hochis <N>. 

co>. 
CH>. 

Las que est.án baJo el eje horizont.al y est.án relat.iva.ment.e 

separadas de la clasif'icación ant.erior : 

GSl : OuayMaS CP) y Cd. Valles CJ). 

GS2 : At.lixco <E>, Ouasave CL) y Chet.umal CD. 

Eat.as relaciones describen un comport.amient.o dist.int.o ent.re 

l'l:oht.errey y Puebla aeperados del rest.o posiblemente por el 

voluaehde e•t.ableci•ient.os activos en dichas ciudades, el caso 

•i•il•f' e• Cuernavaca aunque con ftllenos import.ancie en el número de 

~•t.able<:i•ient.oe co.erciales. 

En la •egunda clasif'icaci6n aparecen ciudades con n•lcleos de 

poblacidn i•port..nt.e• auhque sin llegar a ser comperables con los 

de la Pf'iaera cla•if'icicacidn, dichas ciudodes se caracterizan por 

••r cent.roe t.urJ:et.ico11 o ciud111des con un desarrollo indust.rial 

ttedio. 

En la tercera clasif'icaci6n predominan ciudl!lldes con 

Poblacione• pequeftas por Jo cual su evolucidn en cturnt.o a ramas 

co.ef'ciaJee es •ÍJIUar. 

En la gr,f"ica. 3 se pueden apreciar las evoluciones 

pl"onunciadas que •urren las grandes ciudades como l'font.erl"ey y 

P\lebla. Ciert.a• ciudades ca•bil!lln co•plet.a111ent.e de perfil v sus 

t.rayect.orias eon bast.ant.e largas est.e es el caso de l.ais grandes 

ciudad•• con concentraciones elevadas de población. Las 

ciudade• 11eno• indu•t.riaUmadl!lls poseen t.l"ayect.orias más semeJl!llnt.es 

y .. noe 09CUant.e• ( o -'• est.ables ) cuvos cambios son más 

.uevee >. Eet.o •e debe a que 11!11 Cl!llnt.idl!lld de- est.ablecimient.os en 

l•• ra• .. c01terci•l•• varía •egún el poder l!lldquisit.ivo de la 

poblacidn • que depende de ot.l"as leyes econo1dcas. 
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APENDICE O. 

En est.e l!llpéndice se discute el concepto de runcional lineal, 

espacio dutsl v base dual. 

El concepto de funcional lineal es import.~nle Pl!llr.a el estudio 

de Jos espacios vec:tori.ales Cde dimensión f'init.a. en est.a t.esür>. 

pues ayuda present.ar un est.udio prof'undo de 

subespacios, ecuaciones lineales v coordenadas. 

Derinioi6fl : Sel!ll V un espl!llcio vect.ol"ial sobre un campo 

escalar lK • una t.ransf'ormaci6n lineal con do.inio V y codOMinio J:; 

se denomina un f'uncional linel!lll sobre V. 

Eje•plo 1 : Sobre el espacio !Rn un f'uncionl!lll lineal puede ser 

expresado en la f"orma 

rCx) • f T/k{k , para X• C{ ,,{
2 

••• • .{n) 

l.=t 
donde 71J j•1, ••• ,n son escalares riJoa:. Se puede ver que t.Gles 

f'unciona les son lineftles 

f'Cxl • r( f {ti) 
l•t 

• t {/C•/ 

. t { ¡71¡ donde ~J • r<•¡> 1•1, .••. n 
l::s 

f' es el runcional representado por la Matriz 

respect.o t't la base canónico de lkn y a la base <1> de °'· AdeM's 

se puede ve.riricar que todos los runcionales lineales son de esta 

fol"iS\a. 

EJe-.plo 2 ; Sea 1Hn
11
n(!R) el conjunt.o de 11at.rices de nxn con 

element.os en IR, si se def"ine par4 A6Hn
11
nCIR) 

M·I 



1 
l ¡ 

.J 

J. 

n 

t.r CA) • \a 
L" 

l• t.r••a de A ent.once-9 t.r : u;:nxn - IR y es lineal pues 

c9R 

t.r CcA + O)• f Cea +b ) • e~ a L Lt ti. L lL 
\:t L=t 

Sea CC0,11 • <l' J l' 

t bü• e t.rCA> + t.rCB). 

l=• 
continua en l0.1 J> Y 

detine el funcional r<x> • xC1/2) ent.onces f así definido 

tuncion•l lineal. 
l': C0,11 ---~IR 

y e9 Une•l pues •i caR 

si 

se 

• r<cx+v> • Ccx+v>C1/2) • cx<v2> + v<t..12> • cr<x> + rcv>. 
hflaiaid• : Sea 'I un e91>acio vectorial, el conjunto de 

lo. runcion•le. •obre Y roraan un nuevo espacio vectorial • 
eepacio LCY ~) y •e le deaigna t.a•bién por v•, se le llama 

dual de Y. 

t.odos 

el 
espacio 

EJn1Plo t: En el espacio IR,.. cada vect.or es: una n-ada de 

con noMlla lxl 

Cada funcional r de la f'ONllA r<x> - r=.11l{l con ce.da 'lte(R 

claraaent.e lineal. Ta•bién de la desigualdad de Caiuchy-Schwarz 

P«I"• su-• r1nu. .•• : 

Jrc.>J•II ll,{,¡~ ( f 11: )'" ( f {: )'"· 
l=t l=• l=t 

ai define 1r1 • •up 1r<x> 1 
IJi:l:St. 

( f ]'" ¿T1: lxl (1) 

L::1 

Además par.a x 

(71
1

, ••• ,71n) 1• icualdad •e asume en la expresión (1) Y de hecho se 

t.lene lrl • ( í: 11: r''. 
Ahora sea r cualquier funcional line41 acotado sobre IR". 

Derine los vectores base •l •<O ••• ,0,1,0, •• ,~> con la í-ési•• 

componente 1 y el resto o. Sea 1')L• X Ce\>• Un vector 

x•C{, •• , .{ n) puede ser expresado en est.os t.értdnos. en la base por 

X• f {ld'L ,., 
por lo t.ant.o r es lineal y se t.iene : 

rCxJ • l {,rc .. ,i • l {111,· 

Entonces el dual de [Rn es IR" misno en el sentido de qúe el 

especia CIR">• consist.e de t.odos los funcionales de la fol"tlla 

f'Cx> • l 11L{L Y la norma sobre <IR">• es lfl • ( Í: 71~ ) 1,..2• 

EJeaplo 2 : El dual de ~o. 

El espacio ~o es def'inido corito el espacio de t.odas 

sucesiones x • C( L> dCP ml111eros reali!!'s convergen Les a cero, 

norma dObre 'eo es lxl - mrx f{L 1 C'eo es un subespacio de La?• 

las 

La 

el 

dual de ~º es precisaaent.c h en el sentido usual de los 

f'uncionales lineales representados co11to : 

V ll'I • lyi. 

.. 
rcxJ • L {¡ll, ,., 

Eje•plo 9 : Sobr-e un espacio 

f"uncional f(x) • B<x.v> <donde-
con un producto int.erior el 

B es una f'unci6n billneal 
siméLr-ica def'inida posit.iva) para un y fijo es un runcional lineal 
en la variable x. 

La de:!!li,;ueldlld de C1rnchv-Schwarz : 

¡ecx.v> 1 :s •x•. •v•. 
es posible most.rar que el f"uncional f' es acot.Gdo con 

1r1 :S •v•. 



C•olo hay que t.oaar x/lxl
11 

en lugar de x>. La rel.ación 

r<v>•B<v.v> •uest.r• que en erect.o lfl • lyt. Obviament..e vect..ores 

dUlt.int.09 producen funcionales dist.int.os, est..o es. en un espacio 

con pr<xtuct.o int..erior lo• funcionales lineales son generados por 

el ... nt.o• del e•p•cio •i.-o. Para lograr ciert..o grado de 

ro .... lidad h•v que probar Que t..odos los f'uncionales lineales 11!1100 

de eet.. ror11a. 
En part..icular para En y una ('unción bilineal con mat..riz 

eaociede 

IB • [ :/2 t:z :;: ] 
1.-z 1.n: 1 

def"ina el pf'Oduct..o int..erior de o e 't.. como : 

BC::!:S. ,Jl.) • ?<JBt., • <~.Y.> 
9 

así que para un vect..or ~·<v 
1

,y
2 

.v 
1 

>eR.3 f'ijo 

f('?5:) • BC!S,.:t) 

se t.iene 

[ 
v,• ,,. v, • ,,. v,) 

= ll S/ZVI+ Vz• l/Z y:¡ 

l/Z V 
1 

t i/Z Y Z + V 
1 

a x,Cv/vz v.,,•1nv.> + x.,,<1/ZY
1
+ v

2
+ v2 Y3 > + xªCvzv,unv.,,•va? 

con :-:. co.o variable r e• un funcional lineal sobre IRª. Por 

8jnlplo •i '!t. • C1 J.,l> •e t.iene que f(?::'.,)•2Cx1•xtxa> es el 

funcional aeociado • ~-u .1.U. •i ahora •e tiene que Y~•U ,O,O> se 

obt.ien~ el f"uncion•l lineal r<~>·x,• l/Z xz +vz x •• 
Lo. elewent.ott de la ba•e canónica con sus respect..ivos 

tunctonale. ••ociados : 

Vect.or 
(1,0,0) 

COJ.,O> 

(0,0J.) 

Funcional lineal 

· f 
1 
(~)•x1+1.1zX/1/VC'l 

f 'l. (~)•v2x1+x2 +1,...ZXJ 

f J (~)•t/2Xl +1.12x
2
+x

3 

Puest..o que c11alquier vector :tGR3 es c0111binaci6n lineal de 

<",••z,9:1) ent..onces Y. • a
1
• 1-+a

2
•

2
+a

1
•:a con a"EIP. í•1,2,3. 

el funcional lineal asociado 'a :t. es : 

r Ye~> • 
•x1Ca1+vz a

2
+tn a

3
)+x

2
Cvz a

1
+a

2
+s/l: a,>+x/v:z a,+1.12 a

2
+a

1
) 

•a1Cx1-+vz x
2
+1n xa)+a

2
Cu:i x

1
+x

2
+uz x

1
)+a

1
C1.12 >,<,+1.-z x

2
+x

1
) 

• ª/1<lS.> + ªzrzC!i> + ªota<;:s.> 
Por lo t.ant.o es suficient.e conocer " los funcionales 

asociados a los elcment.os de l.a base para encont.rar los 

runcionnles asociados a cada eleent.o del espacio. 

Si se requiere del procedhlient.o inverso, es decir, si se 

t.iene un funcional lineal sobre IR31 e!I posible hallar un vect.or 
asociado a est.e funcional : 

Por ejemplo 

re~) • 7x +2x +nx 
• 2 • 

y fC:-.:.> • ª/,C2S.)+a2f2(~)+al,.C~> 
entonces bast.a igualar los coericient..es de ambas expresionel!I 

7 • a +1/2 a + 1/2 a 
• 2 • .. 2 • 1/2 a + a + 1/2 a • z • 

n • 1/2 a + 1/2 a + a 
• z • 

resolviendo el sistema de ecuaciones se obt.iene el vect..or 

Y.. • 'ª1 •ªz•ª,> 

del cual proviene bajo el isomorfiS110 ent.rc [R11 y <IR1)• definido 
por la mat.riz IB. 

La conclusión en el caso en que V es de di•ensidn finit.a 

que se puede obt.ener una descripción expl.ícit..a del espacio dual 
.. .. 

Pues el •ig:uient.e result..ado, enunciado sin prueba g:arant.iza 

que di11 y - dill v•. 

"~ 

Teore ... : Sea V espacio vect.orial de di•esión finita n •obre 

el ca111po escalar 1K Y W un espacio v&ct.orial det dimensión finit..a • 
sobre oc. Ent.onces el espacio LCV ,Wl es de di•ensión f'irÍlt..a y 



t.iene dimensión n•. <Para h. prueba consult.e (3)). 

Si ¡l-<•, ..•. ,•n> e11 bal!le de V ent.oncos exisle para cada ''\ 

funcional lineal llnico r~ en v· t.al que : 

fl(•/ • ÓLJ 

De e•t.e .-odo obt..ione n funcionale:!I dist.int..os <r, ,, •• ,f' n) 

•obr-e Y que •on t.aabi4fn UnealMent.e .independient.es, ya que 1'1i 

f • 'f!' e r entonces : 
L..:l l l 

re~) • ~e r (e) - f c.6 
J L L1. J L LLJ 

" e • 
J 

L:l 

En part.Jcular si r es el f'uncional lineal cero, f'Ce/•O para 

cad• j v por t.ant.o los escalare:s e j son t.odo~ cero. 

lincalment.e Entone~ los f', , ••• ,f'n s~n n funcionales 
independient.es, v co.o se sabe V t.iene di11ensión n, deben ser 

t.•1~ que fl••<f'
1

, •••• r,..> es una base de v•. 
htiaicióa : Si Y es un espacio vect.orial de dimensión f'init..a 

con ba99 /?-<•,,,, .• •,..> y fl es el funcional lineal asociado, 

ent.onces (t••(f' 
1

, ••• ,f' n> es una base de v• y es llamada la base 

dual de fl· 
EJ-lo: 

rijo se t. iene 

Vector FtJncional line~l 

Y.• UJ.> f't<~>·3x1+3x2 
w • cl.-1> r 2(~)·x,-x2 

L.0:1 vector~ y y ~ son UnealNent..e independient..es 

t.•nt.o •on ba•e de ~, i. e. (J-C~.!.~> es base con 

(t··<t,.t/· 

, por lo 

b.e.se dual 

APENOICE t 

En esle .e.péndice se t.ral.e.n lo.s concepl~s de Hét.rica, 

product.o escalar. rora.a bilineal, rorml!ll cuadrática, isotmrf'iSfltO y 

norma. 

Deriniaión : Una mét.rica o runción de distancia en 

conjunto dado E es una función re~'1 d sobre E"'E t.al que para 

cualesquiera x,y,z pert.enecient.es a E se verif'ice 

O dCx,x> • O 

< iJ X~Y -+ dCx ,y) • d(y ,x))O. 

((0 dCx,y) + dCy,z) ~ d<x.z>. 

La condición L L L se conoce como la desigualdad del t.ri~ngulo 

Cal espacio E con una funci61\ de distancia se le!' lla•a espacio 

métrico). 

Eje•plos : 

l. -E de dimensión n , r:•<x
1 

, ••• ,xn) 

de E , se define la distancia 

dp - {~.ex, - v,>• r· 
es conocida como la p-dist.ancia de E. 

:r.•<v 
1 

, ••• ,y 
0
> elementos 

2, -E de dimensión n. ?:! e ~ como en ejertplo ant.erior y lD la 

matriz asociada a la ro11na bilineal B definida positiva, entonces 

d
8 

(:$. - t:)IBC~ - Y.)' 

es conocida como la distancia elípt.icll de E. 

3. -Se prueba que si en 1. considera 

~!~ rlP<~:.Y.> • d<~~) • •rx { Jxl - vll:l•l, ... ,n } 

resulta eier una nueva dist.ancia. <Para detalles consulte (7)). 

Al-1 



1 
\ 

'·-Se define la disLancia entre dos nodos ·Pl Y P
1 

de 

sráfica '$ conexa, como la lonrit.ud de la cadena Más cort.a ent.re 

y pJ. Est.a diat.ancia se desirna por 6CpL ·PJ'· Por ejemplo 

1• rl.ura •iguient.e ; 6CD.G> • 2 ,· 6CO,J> • 3 

Se prueba que en ef'ect.o es dist.ancia: 

-b...,ióa: 

S.a J una •r4f'1ca conexa y pi ,p
1 

y Pi.: nodos dist.int.os. 

La• condicione• ( y ( r: son inmediat.as. Para probar t ( t : 

6Cpl .pl + 6CpJ,p•=' ~ ó(pl .Pi.? 

una 

.. conaidera Cu
1

, ••• ,1..1
9

) y Ct..1
1
,,., •''\' las cadenas más corlas 

ent.r-e lo• nodos pi , pJ y· pJ , pk respect.ivament.e. 

~···~~.p-.® 
De ho ocurrir la desigualdad a probar se veririca que 

rt.<6Cpl. .p1i:' y por t.ant.o la ca~ena de rdniMa longit.ud ent.r-e Pl Y 

p11 H -YOI' • .+t1 •in e-.bar-so al considerar la cadena : 

(l.I' ••••• \.1. ·"", •••• •""i.' 
de pi. a Pllr: de loncitud s+t. se verifica una cont.rdiccidn. 

o 
htiaiaicSa -: Un pÍ-oduct.o escalar o función product.o int.erno 

en un con Junto E e. una función real < ,> sobre ExE t.al qu~ para 

c:ualeaquiel'• x,y ... eE Y a9R, •e verif'ice ~ 

1\\-2 

() <x,v> • <y,x>. 
U) (CtX,y) • a<x,y> • (x,av>. 

i: i l) <x+y ,z> • <x .z> + (y ,z> 
<x,y+z> • <x,y> + <x,z>. 

iu) <x,x)?::O y (x,x> • O ~ x • O, 
Ejeooplo. 

1. - E de dimensidn n y IB derinide posit.ive y •i111ét.rice 

(:;:_,z:.). - ~Wt,'. 

-En parLicular si [8 • In se tiehe : 

~.~)l • ~J~' • ~· • r=lXL"\º 
el producto inlerno usual. 

2, - IPL • <PIP es polinomio en t.> 

6 Cla,b1 • <rjf' es cont.inua en Ca.bJ>, 

Se define el producto : 

b 

<>i.~> • L xCt>vCt>dt 

aquí es evidente que se curaplen i ,i i: Y i i i Y para Lu suponga que ' 

Q!,!!> • O y suponga t.a11bi1fo que xCt.))!!() 1. e. 3 toaCa. bl t.al que 

xzct.0 ))0 por- la cont.inuidad de X 3 V c<t.o> abierto contenido en 

la,bl t.al que x1Ct})O V t.~V cCt.o) por ello : 

J x1 (t.)dt. • J x 2 Ct.)dt. + J xz(t)dt. ~ J x2Ct.)dt. > O 

IG,bJ 1a,bJ'vc11.01 vcc~o> Vello> 

,•, <:t!.Z'..> > O _ lo cual evident.ement.e es una cont.radiccidn. 

Detinioidn. : Una función bilineal en un conjunt.o dado E es 

una función real D sobre ExE t.al que para cualesquiera x.v,zeE y 

o.EIR se t.iene : 

AH 



O BCx+v.z> • BCx,z> • B<v.z> 
BCx.v+z> • B<x,y) + B<x.a> 

LO BCax,y) • oB<x,y) 
BCx,ay) • aBCx,y) 

htiaioióa : A la 't>cpresic.in de una runción bilineal en 

En una ba•e (l • <•,·· .. ,•
2
> de E 

n 

BC!!.z:> • .Lblkxi.xk 
l=• 

donde lo• coericient.e. blk • ec.l ,.k) que dependi:on solo de h 

y no de ~ e ~ , •e 11••• f'or•• bilineaJ. 
COb9erve que e. una función bilineal con una base fija), 

EJ_l .. : 

base 

t. - Si <. ,. >
1 

es un product.o int.erior ent.onces es una función 

biUn.,.1. 
:z. - Si tf CIJO entonces el dl!t.er•inant.e es una forma bilineal ... 

BC>;.¡o) • 1 '" " I· 
hf'iaiaióa ; Una runci6n cuadrát.ica en un conjunt.o dedo E es 

una función r-eel no nec•t.iva sobre ExE t.al que para 2ieE. 

C• <:!> • B<!S~l-. 
donde B e11 una función bilineal siin6t.rica. 

1. - C. (?:!) • ~ X~ 
'"' hf'iaioida : Un Jsoaorfist110 ent.re E V r una 

correspondencia biyect.iva ent.re los ele111ent.os de E y F que 

.corwerv• lu operaciones definidas en ~· Le. x,.v,e.E y x
2

,Y
2

EF 

Y x1 ...,___.... V 
1 

•~ .___..... Y z se t.enga ; 

l. - ·El conJunt.o de f'uerzas coplanares y el de n-adas 

· ol'den•d•• de ndael"09 Hales para n•2 V que las operaciones ~e 
· adición y wlt.iPlicaci6n por un escal¿,~ ·se preservan , por lo 

1\1-4 

tant.o ambos conjunt.os son isomorfos. 

2. - Ot.ro ejemplo conocido es el isomorriSllto ent..re 1P n URJ los 

polinomios de grado :S n de coeficient..es reo.les y variable real t., 

y el conjunt.o CRnt
1 dada por ia correspondencia : 

x • Cx
1

, ••• .xnu) ...___ x
1
+ x

2
t. + ••• •xnHt..n. 

3.- Si D es una forma biUneal simrH.rica definida posit.iva 

ent.onces la sig-uient.e relación es i:sottorrismo 

E___!:___. E• 
~ i----+ y¡<~> - n1' - ac~ •• > • ~IB<_>' 

donde la mat.riz asociada es la mat..riz siJnét.l'ica tB &:1ociada a la 
rorma bi lineal D. 

Detiftioi6n : Una nor-ma def'inida en un conjunt.o E es una 

f'unción no neg-et.iva real l•I t.al que para cualesquiera x,yd y oelR 

se verif'ica : 

O lx• ~o . 
.: O lxl • O sii x • O. 

'(() laxl • !al lxl. 

i:v) fx+yl S lxl • lyl. 

(Un espacio vect.orial E con una tal nornia recibe el nombre de 
espacio normado). 

Ejr•plos : 

1. - Normas elípt.icas. Si B es una función bHineal 
simét.rica definida posit.iva se define la nor111a 

{ }"'. ll:fl• • B<ü~) 

para :!!d, Y B det'inidft sobre E. 

2, - N'ortnas p 

Se def'ine en E de dintensidn n la no:Nlla : 

l;;lp • { f 1x,JP r~ 
l=• 



3.- Sea CCa.bl el espacio de las funciones cont.inua.s sobre 

[a ,bl •e define una nonra COMO : 

11·1 • .... 1 rcL> I • 
l4!la, bl . 

'·-Sea LPco..i). { rt { JorPCt.)dt. r/p< col Se derine 

'"' . { 1· o 
}

l/p 

¡rcL> l"dL 

APENO!CE 2. 

En est.e apéndice se analiza el concepl.o de t.ransfor19ación 

lbrt.ogonal. 

Defl•ioión : Una aplicación lineal L de un espacio euclidean·o 

E se llama ort.ogonal si 

BCL.!i.L.~) • ve~ .. ~) Y-:.~e.E. 

En ot.ros palabras t.oda aplicación ortogonal conserva el 

product.o escalar v. por consiguient.e, conserva lu longit.udes de 

los vect.ores y los ángulos ent.re est.os. 

Bast.a exigir sin embargo, que la t.ransfonnación lineal 

conserve las longit.udcs de loa vect.ores para que 

ort.ogonal. 

En efect.o, si se supone que IL~;I• • lt..lv V~d:. 

En ese caso ILC!!:+:i.H
11 

• l;::¡_+:t,lv• va que : 

donde t..a.mbién ; 

ILC?!~>I: • BCLCi:s+:z:>.L<~.Y.l> 

• BCL<\+L'.i ,!.,i+L'.i> 

• BCL.;:; .~> + 2 BCL.~,L't) + BCL:i.L:t> 

• IL.'.!1: + ll.~1: + 2 DC~,l.)!.) 

I!;~·! • ve~+~.~~) • WC!i.-!!> + 2\ICi:s~) + IJ(~.Y.> 

• l~I! + h:.I~ + 2WC~~) 
pero t.o"'nndo en consideración las igualdades 

result.e 

11.~!~1: • l~I! ; IL~I: • l~I~ ; ILCt:_+~H! • I~ + ~·~ 
se obt.iene \IC~+-.r'...r..:.+~) • BCLC!í:+~) ,L<::s.+:t)). 

L.a ot.ra implic.a.ción es clara. 

Es t.ambién claro que t.oda aplicación ort.ogonal t.ransfor11a 

bases ort.ono1·males en bases ort.onormales. 

A'l-1 



Aún •ás si se tiene una aplicación lineal L que- transrornia al 

twnos un• h••e ort.onoMtal en una base ort.onoNnal entonces L es 

ort.ocon•J. 

En er~t.o._•ea <•,···· ·•n> una base ort.onormal Y <•:•··. ,r.~} 
base ort.onol"SaJ t..J que : 

L•l • •¡ 'P'(•1 , ••• ,n. 
En cuvo· ca•o ~.~d se escriben co•o : 

y ta•bit!n 

n 

BCl.~.L~) • L xlylbH • W'C!'...Y.>• 
l:t 

. Si adettá• L • e• •Q apUcacidn conjugada se t.iene 

\l<l<,ll> • BCl.li,Ll:'.> • \IC!i.LºCL):'.» • \IC,¡,CL
0

Lll:'.l 1111.>!d 

•" L•L • I y •• •icu• que L• •L-'. 
Y .. obt.Jene un• condición necesaria v suf'icient.e para que la 

. epUcectda L _. ort.osonol. 
c:o-aciaa: 

-L H bo depnerada. 
·,_·~-t .. t.ambilfn ortogonal CL.'>• • CL•>-1• CL~',-1• L. 

-Si L . y T •on aplicaciones lineales ortogonales 

ent.once. L·T es ort.oconal, sean IL v 1T las 11atrices 
•soctadu, entonces ca.. u>· -u•a.. • • u·ln_-• • cn..ur•. 

Paz-a loe det.e.llet1 cona1.1tt.ar (3). 

R1.·l 

APENOICE 3. 

En el present.e apéndice se analiza el concepto de isa.et.ría. 

Sean E y F dos e•pacio• ettclidee:nos d& di11eo•i6n p y 

respect.Jva•ent.e v H y N foNtas bilineales ·def'inidas posit.ive:11. 
Denote por LCE,F> e-1 conjunto d& las funcione-s lineales de E a F. 

Si Lti(_CE,P> ent.onces la condición 

Iso .. 
L 

E----- F 

l . ..___L' l. IsoN 

Isow(~)(~) • ( Clsow·L>C~))CLC~)) ;C~~>dxE. 

explica que se conservan los ángulos al pasar de E a F l>QI" la 

aplicación lineal L. Pero est.a condición es equivalent.e a 

( Iso.,<;;>)Cl!.> • ( L'•!so"•L<11>)Cl!.> 

se escr-ibe ent.onces IsoN • L'·lsoN•L. puesto que- Isow es un 
isoaorfiS1210 0 la aplicación L es invectiva; es aquí necesario 
exigir n)p, 

Observaci6n : -En el caso en que E y F sean espacios 
euclideanos de la •iS111Ja diunsión finita, se 

Liene ent.onces at1to•"t.ice.11ent.& que L es un 
ison1orr1-Mo y se ver-ii'ica la ir1.1alded. 

Iso.,.·L·' :: L'•IsoN • ClsoN•L>'. 

-S:i adetn's E y F así coet0 Isow e IsoN 
c·.:.inciden. esa ig"ualded se reescribe ca.a 

Iso,..L-l • L'•lsow • Clsow·L>' 
el i•OMOrfisMo L es ad& as tt-ortogonal 1 esto 
es. conserva los ft-ángulos. 

- -· 
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- --

-Pero si E• • F y L • Isow se t.iene el diagrama 

Iso., 

===:!.E• E 
Is01 .. 

de donde se obt.ienen las igualdades 

Iso .L-1 
• L'•Iso 

M N 

se escribe : IP • Iso .. ·IsoN .·. Iso·., • Isó~ 

Si E e• euclideano con i.ét.rica inducida por la bilineal H 

·induce un i•omorf"i.-o Iso
11 

el cual a su vez produce en E• la 

, Mt.r ica inducida por l•o w -1 o por K-•. 
-Se ob•erva que si di•E • dimF entonces la 

Mt.l'i• a90Ciada a la fortM biliheal N e• preci•a•ent.e la 11at.riz 

ldenLldad I • 
p 

L 

+ ~ ,; _ff aquí ae obt.iene que : Iaow • L'. IsoH .L, i. e.. existe una 

.. -;,_ _-COll~icidn d& t.o.ortU.O. que perait.e pasar de _f'f o IP. 

--icldn propia : 

Sl 1t .. la -t.l'h -ociada a Iso,. entonces IH se puede 

HCI' lbiJ' "°'"." 

O! • l'D11. 1 • CD,¡¡;: 1) 'CD,¡¡;: U) • 

Donde 1- coluanu d~ la aat..riz 1 son precisaaent.e 

eic•nvec:t.ol'tt9 de.-~ y •>.. a& define COMO la •at.riz diagonal 

dia¡IX •<~1 .>.1 ..... .>..P> Y XL aon los eigenvalores en est.e 

-">-•¡ 

los 

con 

caso 

númei-os posit.ivos. 

CVer (3) para detalles). 

Descotnposiclón de Doolit.le-Choleski. 

CDoolit.le) • -Toda 11atriz sbtét.rica puede sei- escrita CONO un 
producto de dos •at.rices triangulares. pero si ade.é• Ot es 
positiva ent.onces la escritura de IH en ese producto es llnica. 

IM•lT 'V CCholeskD. 

y U es una 11at.riz triangular. 

En nivel mat.ricial hay asociad09 do• . de•cot1po11iciones del 
isol90rti-o Isow , la de Choleski' es eficaz en la préct.ica y es la 

•'• u•ada. 

-
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APE/DICE4. 

En e•t.e •tH!ndice se expone el t.oorema de descomposició11 

.... ,lllAdos preli•inares en el análisis de matrices 

, t.ridiMn•ion•le• expuest.o en el capítulo 111 de est.a Lesis. 

Teor ... de deeaoapo•i ci<Srt : 
Se• E

1 
un e•pacio vect.orial euclideano real. de dimensión p

1 

_d• -ift.rlca "•· y sea E
2 

un espacio vect.orial real 1 do dimensión 

pi ,; de IMft.rlca "z· Sea X' la Mat.l"iz de la aplicación lineal de 

E
1 

•n E
1 

• de rango s. 
~-: - XJl,1•11

1 
es "

2
-sitnét.rica. posit.lva v a sus eigenvalores 

' PQ9it.lv08 H lH denot.a por A .?: ••• ~ >>.. •· , , •>.. • O Sea 
t • ••t p

2 
. (\lt•' •• ,up

2

> un sist.e11a Kz-ort..onorrnal de eigenvect.ores asociados, 

•• t.iene : 

•• detine 
dent.ro del ••Q\ae•a 

"· 

ID • 

El' 

E" • 

[ <" X:" o l 
.,, 

o i... 

OJ • X'H
2
vco-• 

' X 

X' 

T•of'e..a : X' • vmv• • t.al qua '1.J'H
1

11J • 1
9

, V'H
2
V • i.. ID es 

una mBLriz dingonal posif..iva. 

D•.O•t.raoión : 

Defina w • <V, •••• V
8 

••• ,VP
2
> , W' es ent.onces una mat..riz 

cuadrada t.a.l quo W'H W • I • H W es p1•ecisan1&nt.e la 
Z p

2 
:1 

.inversa de 

W' donde H W' • I • 
Z Pz 

Por ot.ra part.e , para t.oda L). , XH,x•H2Vl • o • con 

1x•112v~n~ • o • Y X'H
2
Vl •o. 

Pz 

Con X' • X'I • X't1 ww' • X'H' V V.' • X'H
2 
~V Y.' 

p 2 z z(--;, \. ~ {:-:, l \. 

•X'tt YV' • V!DV' 
2 

y V'H V • II>-•v·n XM X'H VID·' • ID·•v·H V!D:rto•l • I 
' z ' 2 2 • 

Corolario : Las columnas de V : u, •..• ,0
8

, forman un sist.e•a 

t1
1
-ort.onormal de eigenvect.ores de X'M

2
XH

1
, con eigenvalores 

asociados >..
1 

,, • , .X.
8 

V Y • XH
1
0J!D·•, 

De1MJ11t.raaión : 

En efect.o • X'MXH< - 1-X'11Y.> ª' ~ .l\. 

• - 1-X'H C~ V) 
~ 2 ll 

• ~ C _1_ X'f11U!P-t 
l ~ t 

• vtDOJ't1 v ur' • v • 

. A~-'1. 



APEN>ICE !5. 

En ••t.• •Mndice -.e discut.e liJI cons-t.rucción de un 
••c.tlu ent.s-e Mt.r!c:ee. 

producto 

Sea <E, .M
1
> V <E, ·"l dos espacio• euclideano¡¡; definldoii como 

•A el •P4ndice t. Sea lt Cp1 .p2> el espacio vect.or.lal de las 

~t.rice• D1a:p3 isOllOl'fo al l!!'spacio vectorial de las aplicaciones 

1'1Jllealea d.e Q(Pa• 9":J JltP~. 
ho-ialóa i 1.1 aplicación 

. ·" : S<P¡ .p.)- X lll(p 1 ,p~ IR 
. CA,I) trCA'll

1
Blt,) 

. · - bUia•al, •iMtl'ica. derinlda l'QSitiva. 
-baaióa: 
La btlineelid•d Y l• si•et.ría result.an de la& pl"Opiedades de 

la ti' .... 

S.• A .. <o,.pz) : .,.,,, ... l<A.A) • t.rCA'N,JJt2) • 

. , . Si N, • L
1
L

1
' • donde L

1 
es una Ma.t.l'iz p

1
xp

1 
de rango p

1 
.... l\•L2L; •. doh~ L2 ~· una Rt.1'111 P:z"'Pz de rango P2 , so tiene : 

y 

- .. t.l'CA'llAll) • tl'<A'L L'AL L'> 
· t z 1 ' a z 

P, Pz 

• t.l'<L;4L2L;A'L,> • LL <L:.u.2>~J ~ O 
l•tJ•t 

'.· .: y·· - \.f'(A 'N All > • !J • L' AL • O 4't 4 • O. 

·I~.//:· ·;"· ~ ... ~: .: . d~tinido 
1 

po:itivo. 

-::-.:~.:.:¡ ·=..:.·:· hP coutcuiellt.e Del"• t.od.eri elección de •ét.ricaa; K
1 

sobre E,. 

··~:~~; .. v ·11, ~N 11 ,: .'!"' ,pt&ed• def'inil" un product.o ei;:calar 'l'w.twz que 

.;·,·.PINi\.ir• 4efJntr le noNN de un11.·<11plicaci6n lineilll de una milt.riz, 

... 

a5Í como una dli;:t.crncia ouclideana. En ol cap! t.ulo 111 como so 

ut.iliza ese pl"oduct.o escalar. según los espacios y la5 Métricas 

consideradas. 

Ob.-:ervac:ión : 

por el Jsontorfi5110 que 

t.oda matriz 
A, A• [ :J obt.enida poi' la vuxt.aposición de las 

columnas de la mat..riz A., 

'l'uu 1. puede generar una mét..rica sobro rJl1.,,,P2• con 111at.r.tz 

Ctfz)ul'f, <H,?nK, (11) 11 
.Z 'P2 l. 

Cll > 11 
2 u' <H,:';,z.zK, (11) 11 ª, 2p2 l 

<11 ) 11 
2 p

2
t l <K,? p

2
2Ht CH) lt 

2 P2P2' 

<mejor conocido como el pl'oduct.o deo '1-oneckef' de les mat.ricee ", y 
H

2
• (par.a detalle5 consult.e C2)l~ 

-



APEN>ICE 6. 

Se exponen los t.eore•&s necttliarios en la discusión d& la 

conat.rucccidn del ltét.odo de•arrollado en el capítulo III. 

Teor•- : Se• CE,IO un espacio vect.orial euclideano real, de 

- . diMnaidn d Y ••• L un• •Plicación lineal de E• en E, si111dt.rica, 

.S..iderinid• ~it.iva. Sea <•, .... ·•i una base or-t.onormal de 

. •.lc•?vect.orea de· VII. con eigenvalot-eli asociados X.,:?: ••• 2:X.d>o. 
d 

S. t.i•n• L • L X~·~·i Ent.onces, para t.odo k:Sd ent.re ... 
l•• •Plic.cion•• line&les de t• en E, simét.rkas, semidefinidas 

.... 'P<l9itiv••· d• i-an¡o • lo aás k , el •ínicno de Mk- 81 2 se a1>ui:ne 
l'ww 

.y 

• d 

en 1 • L ). .. • .. •¡ , con va.lor •íniino L ).,:. 
~ .. ' .. 

· TH••- Z • definido COllO ant.erior•ent.e , r-ea.Uee. el máximo 
(A,I) 
. ,, ..... 

111 ..... l con Valor Mínimo {),,1+ • 

fear- S ; Sea A una aplicación lineal de E; en Es. 

<E
1 

.11
1
> y <E1Jl1> .on do• ••P•cioa vectoriales euclideanos. 

k el ranco de A. Se. t.iene según el t.eore•a del ap.S:ndice 5 

• 
A • llllI>V' • '\' -r;;:: V V'. L L ii. ... 

Entonce• l• •1>Uc11ción lineal B de E; en E,. derinida por 

' T.• [n:; •,•; r••lia el •íni.a de IA - 81 2 

••• \l'w,wz 
c:oui¡uient.e lu .•Plic.ciones lineales, de rango :St.<k. 

A4-I 

donde 

Sea 

que : 

por 

Ese 

f 
m1l1.lmo va.lo L ).\ ,., 

Teoreaa ' : Sea X'•VIDV' • ont.oncos u, o.o ol voct.or nor•al do 

E
1 

realiza el máximo do IXH 11 2 
• y ese. má:cimo vale A , 

1 N¡ 1 

Para J:Sk , U J es el vect.or normal de E
1

• tt
1
-ort.oronal a 

u,.uz•••, v Uj-t , realiza el máximo de 1Xtt,ul!
2 

y ea.e •áxi110 vale 

\· 
Des.o11t.raoiólll ; 

En efect.o : 

IXH,ul~z • u'<tt,X'H¡Xf'l,)u o¡:: máximo, con la rost.ricción 

u'tlu•l , para tt,X'K2XPl
1
u • h tt,u dando X'K2XH1u • hu, con h 

máximo 1 con u•U, eigenvect.or normalizado do X'"2xn1 ,asociado al 

más grande eigenvalor. Por ei&:t.o •isnw XM ulª es 111áxi•o con 
1 .. , 

las rost.I"icciones : 

u'tt,u • 1 , u'H
1
U

1 
• u'tt,u

2 
• , •• • u'tt1U~t • O para u • u, 

IXM1u•~z • I~ V\1~1 • Ai.. 

Observación : 

-cuando ":.: e11 diagonal, Con •'1e•ent.os diasonales q1 ..... qPz 

IXll ul~ . ~ I: q¡<•. ,u>: 
' z l=f. '""\. ' 

donde ~ es el ren¡16n ' de X. 
La.5 u, r-ealizan on cada caso el rnáxiiao de 

•2 . 
L ql()( .u>~ 
1.:it -\. ' 

-Analogament.e 110 verif'ica: que las v, realizan el !"4ixi•o do 

IX'H V1 2 . ... 
, bajo las rost.ricciones de ort.onormalidad de las soluciones V. 

De igllal manera si ", es diasonal • de elementos diagonales 

Q: ,, .. ,q;t , las Vl realizan el •'XiMO de : 

ft(,-2. 



.. donde '!.J es la f-ésiaa columna de X. 

!_.1:. 

.. 

,. 
í\ s-- ' i 

: ' 

_.. ·:-

·.' ,..:._.,.,,.. 
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