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INTRODUCCION

Existen diferentes enfoques para presentar el Andlisls en

Componentes Principales (ACP),” Uno de ellos considera el ACP
comd un procedimiento para determinar los mejores eojes de un
ellpsoide derivado de una distribucidén normal multivariada’ {un

problema de optimizacidn en la varianza) ; loy ejes son estimados-
a partir de la muestra. Este fue el contexto on el que Harold
Hotelling (19333 originalmente lo describe v en muchos textos de
andlisis multivariado clisico usualmente se presenta bajo este
enfoque {ver Anderson, 19058, Kendall y Stwart; Dempster 1069,
Kshirsagar, 1972),

Mds recientemente el Andlisis de datos proporciona un  punto
de vista enteramenie distinto acerca del ACP, En el Andlisis = de
datos no se hacen suboslciones' acerca de distribuciones o un

modelo estadistico subyacente, " Se propone, e} uso de una - Lécnica
para decribir los dates con algunos criterlos geomélrices 'y
algebraicos de optimizacidn, La rapidez .del procesamiento de

datos debido a un desarrollo tecnolégico en el campo de  la
electrdnica facilita los andlisis desde este punto de vista.

El. .enfoque del Andlisis de datos bajo sus principios
fundamentales enunciados por Benzdcri -en Histoire et Préhistolre

de L'Analyse  des Donneds gitda  esta nueva disciﬁ!lna en. el

conlexto general de la estadfetica y.muestra su potencla tedrica
para fundamentar un - sinndmero de  métodos descriptivos
multivariados, Dichos principios son ; o
' U La estad{stica no es probabilidad. En este principio * se
resalta  la ambiglvjedad implicita en las aplicaciunes de li ’
probabllidad debldo ul hecho que dicha nocidn no es dnlca. Pu'u ;
ello se propone el uso de un andlists estadfstico 1ndapond1ente du"'
interpretaciones particulares de probabuidad mediante el uso del
4lgebra v la geometrfa,

ey



ello se propone el uso de un anélisis estadistico independiente de
1n!.erpx-et.acibnes particulares de probabilidad mediante el uso del
dlgebra vy la geometria.

ti) El wétodo debe meguir a los datos y no al revés. En la
préctica existe una tendencia de ajustar modelos a los datos més
que extraer estructuras de ellos.

¢¢¢) Es conveniente Lratar siuultar:eunenf.c informaciones que
conciernen al mayor niwmero posible de dimensiones. El estudic de
las relaciones entre las “variables observadas permite proponer
hipdtesis ello inplica considerar el mayor nimero posible de
ellas,

v En el andlimie debe considerarse el uso de la computadora

como. una herramienta indispensable. El thecho de pretender
analigar una gran cantidad de informacién crea la neceasidad de
implementar nuevos métodos de andlisis y sintesis . La rapidez
en el oprocesamiento de informacién permite elaborar dichos
wétodos, .

v El umo de la couputadora implica abandonar las técnicas
concebidas hasta antes de la aparicién de la computadora. La

dificultad en el célculo frecuentemente derivaba en soluciones
espi{ricas que suplfan a los argumentos matemdticos. El uso de la

. computadora impone la revisién de las técnicas usadas hasta antes
de sy aparicidn.

El Anélisis de datos puede ser entendido como un conjunto de
técnicas fundamentalmente descriptivas basadas en el dlgebra y en
la geomstrfs que permiten el estudio de grandes volumenes de datos
sultidimensionales de todo Lipo (numericos o nod por medio del uso
inteneivo de praogramas de cédlculo electrénico. En su origen no
tienen caracter inferencial en el  sentido clésico de 1a
estad(stica.

De acuerdo a Benzécri, la historia reciente del pensamiento
estadfstico en Andlisis de dalos se puede caracterizar por tres
épocas claves; '

La biometrfa gque debe su origen a la fusidn de dos corrientes

112

independientes ; la antropometria cuyo  principal  exponente
Quetelet, habria incorporado el uso del modelo normal iy} por las
tesios evolucionistas de Darwin, Galton movido por el deseo de

“protiar formalmente” lag teorfas evolutivas descubra de wmanera
empirica la noclén de correlacidn entre dos variables biocldgicas,
Posteriormente Peawson, basado en los desarrollos wmatemélicos de
Dickson wsobre los descubrimientos de Qalton, exliende lom
conceptos de con-e'.lacidln en un contexto del modelo normal
multivariado,

De Fisher y sus discfpulos (Kendall NeymanS, Pearson),
Benadcrl retiene para el Andlisis de datos, el caracter goométrico
que la fundamenta. Loz teorfas psicoldgicas vigentes hacia 1995
(particularmente las basadas en las Lesis de Spearmand fundan la
psicometrfa, la cual hereds al Andlisis de datos el uso de métodos
nultidimensionales para el estudio de relaciones entre variables
I‘l.(uicas de meres vivos, €sta por au parte parmitid desarrollarp
técnicas que tratan de explicar dimensiones ocultas que en la
década de los (0 representd un seric problema numérico, como
consecuencia del intento de salvaer dicho problema se generaron una
serie de técnicas alternativas. '

La dltima etapa es la relativa al anélisis de
correspondencias. Benzécri presenta en el Colegio de Francia la -
primera versién del anélisis de correspondencias, wmostrando sus
propledades geométricas y algebraicas fundamentales. Dicha
versién permite tratar tablas de contingencias de dom criterioms
(variables cualitativas) de manera tal que es posible dn-crlf:lr
graficamente las "proximidades" o asociaciones entre los niveles
de criterios estudiados.

. El Anélisis de datos fué slaborado en el contexto general
incluyendo dos grandes grupos de métodos ; las técnicas de
clasificacidn automdtica (Roux; 1985) 'y los andlisis factorisles
en donde me sitda el andliwie de correspondencias y el ACP,

En esta Lesis el objetivo principal es presentar el ACP.  con
la formalidad matemética necesaria deade o1 punto de vista del

Yii
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andlisis de datos, algunos ejemplos clisicos donde se aplica dicho
andlisia v finalmente realizar ACP para tablas cubicas, por

) ejemplo considerando la evolucidn del fendémenc respecto al tiempo.

w

~ multidimensional lineal, ademis algunos

INTRODUCCION

En - este t_:np(t.uio ae expone un conjunto de técnicas
important.es basadas en el dlgebra lineal conocida como Andiisis

- Multidimensional lineal,

« Se proporciona al iniciar el capftulo un Lr.ban!ehl.p_ de las
nociones de “individuos" y de “caracterfsticas" en el contexto més
general posible, - '

En el marco del anélisis multidimensional lineal - para
formalizar la presentacidn de las nociones antes mencionades e
requiere introducir méiricas con. lam que wmea posible medir la
proximidad entre individuos y entre caracterfaticas.

En términos de un esquema de dualidad es pomible describir
las relaciones entre lom diferentes espacios considerados; esto
permite de hecho elaborar un resumen de dichas relaciones.’

Por ltimo se presenta un panorama de técnicas del andlisis
prerequisitos ‘para
desarrollar el Andlisis en Componentes Principales.



¢ caracterist.icas se resumen en la Labla ;

I: ANALJISIS LINEAL.
1/ Esquema de dualidad.

Suponiendo que se cuenta con n abservaciones o individuos
para realizar un estudio =sobre p variables o caracteristicas
cuantitativas, los datos obtenidos de 1la medicidn de dichas

x' eee oxd ee yP
1 1 1
... 1 e xP
X‘ Xi x‘
H : B
xt aen x! ces xP
n n n

donde xf es la medida de la caracteristica j en el individuo i (
de aquf ¥ en adelante se hace la convencién en llamar una variable
cuantitativa como caracteristica y a una observacién como
individuo),

La manifestacidn de la caracterfstica j en el conjunto de
individuos se resume en la columna J de 1a tabla o en la
representacién vectorial )_c_"- (xi.. .. ‘xf.. . .xi)'. de igual manera
un individuo me puede caracterizar con respscto a las p
caracteristicas por sus medidas, esto es, la presencia del
individuo { se resume en el renglén {1 de la tabla o en la
representacidn vectorial X= (x:.. e .xf.. N .x':) .

“Un individuo i se pueds pensar como un punto en el espacic E
euclldf«mo de dimensién p & e E} ; vy una  caracterfstica j como

I3
un punto en el espacio F euclideano de dimensidn n (?_(_J « F),

En los espacios Ey F existen bases ﬂl- < ;k:k-1 wreapt ¥

2

1 = F y twt,...,n) reapectivamente(no

. necesariamente

z
ortogonales) con las cuales se escribe ;

En ambos casos mediante un camblio de base se puede llevar a
1a base candnica respecto a la cual se tiene ;

-En £ con la base canénica ﬁ:-( "k;k-""" »

- Ot i Py 3 k
% (xt.....xt,....xt) p: x‘nk
=1
En F con la base candnica ﬁ;-( fit=1,....n}
xhe Gl L ) - S:x’(‘
- 1 i n A [N

Eslo es, la direccién %k del espacio E corresponde a la
garacteristica k v la direccién t del espacio F  corresponde al
individuo L ( en ambos casos salve un cambio de base J.

El estudio de los espacios E y F se puede efectuar a Lravés
de sus cspnclt;s duales.

La definicién de espacio dual se discute en el apéndice 1,
sin embargo es conveniente enunciarla aquf :

Definialdn : E) espacio de los funcionales lineales de E  al
campo escalar K { R en este caso ), se conoce como el espacio dual
de E v se denota por E".

Fsta definicidn implica que : "

=Para cada elementc ¢ de la base candnica (7: de E
existe un unico funcional lineal o e E* tal que
a%Cs ) w 5 '
PR i
a este funciocnal se le llama la representacién funcional de la
caracterfistica f.

-Para cada £, de la base candnica ﬁ: en F existe un \Jnico

3




funcional lineal (‘Ie r* tal que
.
!‘\(l‘l) =5,

. es la representacidén funcional del individuo i .

Obmervacidn ;
- o" - LA - )
’j(’-‘-‘\; S:x‘ oj(ek) !
k=q
- exd Lp® o
f‘th) - S:xll'&u“) x
=1
Se. puede interpretar como la  manifestacién de la

. caracterf{stica’j en el individuo i.

Sin embargo surge una pregunta. ¢ Céma saber cuando dos

‘indlviduos o - caracter{sticas son préximos 7 La respuesta
., inmediata . serfa midiendo 1a “proximidad” entre sus
. representaciones,

i
3
}
i
i
i
!

" Para ello es necesario dotar de una métrica a ambos espaclos
E vy F , la construccién propuesta s ;
definida

positiva f; me tien: entonces M la matriz pxp de entradas P(QL,aj).

~Considerar una forma bilineal  simétrica

~El isomorfismo de E v E° se hace explicito ;
E—%& ., g"
N X Cy v £Ox,y3)
M es as{ la matriz de £ en las bases candnicas.

Se hace la convencidén de notacién en nombrar por H
indiferentemente a
' -1la forma f

S ~el isomorfismo g

~ia matriz gimétrica definida positiva M
-Con la matriz M se define un producto interno

(’"”u - %,y wx,y.,eF
~Con el productoe interno es posible definir una norma
Ixk? = 00 %) YxuE
4

~Con la norma n-lu es posible definir una mdtrica
du(x.v) - !lx—v!u ¥x,yeb
La matriz MP*P(R) permite medir las proximidades entre los

individuos , considerados como elementas de E.

En F se puede considerar una construccidn semejante que
permita medir las proximidades entre las caracter{sticas,
conzideradas como elementos de F, és decir una malriz Ndﬁmn(ﬂé).

Generalmente se tiene que HwD | mairiz diagonal def'inida
positiva, donde los elementos diagonales son low pesos que afectan

a los n‘individuos. s

La matriz X ea cenirada por D si DXI = 0, donde

0 - ¢ .
1
Retomando 1a observacidn donde se relacionan law

representaciones vectorial v funcional.

es posible definir las aplicaciones lineales ;
e—Fr

e xCe™) = C &

i | i
cuya matriz asociada es la generada por la tabla X € XdHMP(lR))

R TR By
=1 i =
[ AR -
L] I L) w.p s
T s 0T . NG TP D = x
cuya matriz asociada es X' ( X’dﬂpm(lﬂ)).

En- resumen se  ha construido .el sigulente . diagrama
conmutativo ;



-

v E p’.‘.‘. ()'Pb_ci- £(x)

F— O F §j

Ada ¢30xim g rcxd

Se puede observar la relacién entre lasms representacionhes ;

representacién
funcionai vectorial
individuo i e, X
ER
caracterfstica j Al x!

“En los espacios E y ¥ se cuenta con un producto - interno

. propio ('>u y <.)D respectivamente, que definen una gqomctr[n en

ellos, un ejemplo de este comenbtario es la nocién de ortogonalidad
pues ¢n E ze Liene ;
) X t y sii <yd 0.

Interesa saber 8i la medida de proximidad entre
representaciones funcionales es la misma que la establecida entre
representaciones vecloriales € en £ v F* adn no se ha definido
una ‘nél.rjca).

Si considera la aplicacidn lineal VYaX’:D+X E"——sp con
wmatriz asociada V ( simétrica y definida positiva J, se define
una métrica en E' para la cual se satisface ;

i hﬁt-?&."u -0 pli- pi{’lv.

Con lo cual se prueba que el isomorfismo entre E y [
isométrico.

knalognnente al
w-x-ri-x';r'——ar con matriz asociada ¥ ( simétrica y ~ definida
‘Positiva ) ¢ define una métrica en F* que satisface ;

proponer 1a

[

aplicacidn lineal

noxt

[y - - “
N VR

esto ex, el isomorf'ismo enire F y F* e isométrico.
Se tiene ¢l esguema siguiente :

*

E H E*
v
X’ X
. D
¥ W F
Observaciones ;

~ 8i X estd centrada, V es la matriz de covarianzas entre. las
p caracter{sticas de la tabla X,

-Se tiene (5",.&]'}0- lgjﬂn !§j‘ln Jos & - donde @ es al dngulo

entre :ﬁj Y 3(_", Cos © es la correlacién entre las caracter{sticas J

Ty 3.

=El esquema de dualidad es delerminado por
X la matriz de datos
H la métrica en E
P la métprica en F
por tanto se puede representar por la terna (X,M,D),




2./ Cuntro do masa vy momonto dv ttwruia.
2.1.7 Igualdad de Huyghens,

La matriz X do n renglones y p columnas corrvesponde en L. a
una nube M de individuos |

Mw Ex 1 m L, )
=
dondy a cada individuo i s¢ wsocla un puse p € g0 se  interpreta
- . 8
Lambién como un  porcentuje de la  importancia  total  de los
individuos |, esto es L p=1 ).
‘
Detinicidn ¢ El momento de  inercie respecto al punto ¢ «

de’ la nube .4 denotado como I C tambidny llamado la inercia de  la
a

nube M respecto wl centro de gravedad o ) se delerming por

Se observa gue si @ es un  punto  variable, lu significa la

modida de la wroximidad de M ol punto aak,

Resulta facil probar gque Ia = 0 implica que

En efecto ;

Que 1 =0 es equivalente a que
a

2
= pU N = a = 5 X —a X =a>
0 Z't R " TR = R R
et v=t
n

= YA e ae,

[ 3]
n

= px =a dy,
Z it '5‘- - !\>u
[ '

[

= 2 (x =)y
EL )R B2,

®

" Z"‘ ) Z_' n
oy [l =~y M
i1 (S |

n

(53 WORNIN]

a4 v oen general  para cualguier  combinacidn  lineal

won Yy =
b

e

de las y. |
=

Vel -
Estu prucba proporciona un ndtado para encontrar ol eentro de »

gravedad de la nuobe A denotado aquf v en adelanle par

(O}
cuya J-€sima compononle ¢n la buse candnica

JJHpri TS

es ol pronedio ponderado de to caraclkeristica J,

Dada una nube 4 o B™ (siempro os posible eucontrar su cenlro,

des gravedad & v para cualauier @ o B se Licne

ma R w gt g ou
27K «

X
X
de- aqui se int'iere

Bx —all = AN =2 GX
oM T

= (x -y ty (s Yo = a)
- _ - M

» KX
-

R S R O - B LIV - S - S g 1]
TR = = 2
slixy —al®* g - aut b2 AN - a8~ oad

x 7 ahy A X ER—-gY)

o -eslos terminos la férmula de la ipercla en g adquiere la torma;




I

! = sk~ alt?
£ a Zpké" 2y

L=
n
< 2
= Ix = & + g = 2 AX = g4 =
Zp‘( x i"“ If ERLNEL S ff £
vEk
n ! "
@ F
Ix - + Ny - il + ¢ - -
- ZP«UE\ n_z_n“ Ii glu) Zp?(h‘ f'f f‘->u
vag V=1
n
2
+ g - o+ 2 5 - -
T NAET) NEEPE

N P
g TR

esbla conclusian es concecide como igualdad de Huvgheas v nd—guf‘ a5
el chadrado de la M-distancia de 2 al centro de  gravedad de  los
puntos en K € la distancia de 2 a M. Un  caso particular se

tigne cuando la matriz M es la matriz identidad,

— [0,

Observacidén ; ! E
a

g - i ! = Epllx -ap?
- “w 5 [ U )

I midye la distancia de a a la nubv de puntos M que s¢ dosea
a a2

duscribir, vstu obliga a situarse en ol punto  nds carcano  a K .

£,

es aleulir, se requiers minimizar
a

Paria ¢llo denota por s el centro Jde gravedad de 1o nube  a e

I dencti el momento de inereia de # de oun punto oL O ubs  Aa
o N - 1

ffuncion de wwb), sntonces ! es mining en 2 o= &
_ a =

En efectd, minimizar ;I =1 + g - -11):‘ s equivalenbty | a
= Kl - -

minimizar ts - -}_II:‘ lo cual occurre en a=g,
Por tanto min ! = [ Vv ¢ es el punto mas cerceno Je Lodos
<3

aef 2 s -

los puptos o la opube oy la Hedistanzia mds corta wes

10

precisamente
Y

La nube M eésta concentrada en g si

"
! ix 1 =0
DR U

L4
puesle que uvsta igualdad iaplica aque il§1llu * 0 vy por tanto

5‘-{1-5' Visl,. ...n .

OLi'a manera. de medir la dispersicn alrededor del punte g, de

la misma forma gue la varianza mide la dispersidn - alrededop del

centro de gravedad requisere de las propiedades de la traza
LRCABRY = LrCBAD ¢ trdA+D) = LpCAd + LeClD
"

ZP XM N
[t -

LAt

donde cada x 'M 8 = tr (x'H x ) = Lp (xx 'MW de aqui se deduce
-t - - = Ea X

que ;

n

! =Zp tr (x 8 'M)
y 3 et

Poi tauto’ o ¥y tr (VH) son las nociones generalizadas do media
Y varianza.
Observacionus
o

“8i M= 1 entonces I = bLp V) = Zvar x.2,
9 N

BA)




=51 H= D 2 wentonces [ = Lr (YD 2
tok 4 Y

4 102

.-
» tp (B 2M D 2
1-5 175

a Lp (€Y = p,
donde € es la matriz de correlacicn.
=81 M es métrica entonces ! = tr (Y’ M Y)

n

=Z varCYa 3.
X

[y

para cudlauisr matriz Y asoctada @ una

b —— B,

transtormacicn

n R

1L - Z*‘. TN
w UM

Ry

us &l pomento do inercia en relacion al  subespacieo  veclorial 5,

mide la proximidad 'de la nube # al gubespacio vectorial

~H < 3 sl /,_; - 0,
En efecto 4 o S sii Vi X ooy @\"U
= =
n
s1i 1~=‘§:,—,u’yn1 =0,
B ]
Let

-l acuerdo.al teorema de Pltdgoras.

n

n f

y
!o= ix u¥ ol 1t 30l
‘g Zp‘ui‘uN = Z'lt"i"u P‘Dg‘ "
t

- 331 L= [
2.2 ~# Momento de inercia en relacidn @ un  subespacio u bien : L A R
voctorial, 3
Se  ohserva que sl A vy (I-A) designan los wproveclorus
L asuciados o la descomposicicon E = SaS  entonces
vectorial de E ¢ Sea Sas la

Ssa £ un suhbespacio
descomposicicn Jde € respecto a S

.
e YA

—t
L
para algun avs v [_Z\el; LD RPIFUNIN T
Ademds o, oS la proveccién H-ortogonal de X al subespacio

¥ coma se vid on la seccidn precedente la proximidad de la nube

a 5 ostd dada por J con la interprotacids geométrice

e
By
/ A
y 7 h
——
T A -
i —
f
n
1)
1 - PR e 2
L Y
A da exprosion (1) ss e conucr colio momenlo de o inercia de

en relaclon al subespacio vectarial L,
. e
ANAlCgamenite

12.

S, e decir para cada 5\:—1‘2 s Liene

I.Lo= L (YMAY vy [ o= Lp (YMOI=ADD,

En efecto
Si
s, i"(I—A)'H(I—A),_\:\-Ll-(:_a:"(I-A)'H(I-A)):'k)-lm(l_[-A);i\);‘(l-A)‘H)
M y se Liene ;
: 0 n .
~Ax 4% = 5 CCI=AdN ((I=AdX >
TR NI CT) Wty
Lat vt
s
Y
- = Z.P X CCL=A) ' MCT=A0X
[ v
1 ¥h
n
= Zp LECCE=A0% x *(I=AD'HD
\ AN
(S}
N
= Ll-u Z 2 ‘lT-A\.\'\x‘(.I-,\)'}H ]
s B ¥
" (R Y



w b (YOL=AIM) = LpdYMUI~A D)

2.3~ Momento de inercia en relacidu a4 un subespacio af'in,
.

Swa S‘ un subespacio -vectorial al'in de B,/ un subespacio

vectorial trasladado

Se abserva que si S‘n SL = (ay , donde 3.;51' entonces sa
obtiene una deseripcidn conjuntista de s
Somtyly=xta gxs3)
. us decir S wus un elemento de la  Gluse Guvo representunle es 5,

los elementos en dicha clase son % salve traslaciones hechas d

’ +
travdis de elementos a en 5,
i.w, S‘ -t oa,
Cada _)51&8 se escribe de manera dnica como

w oo+
L B L\ .
Para a<t f'ijo se escribe
+ a +3 -a

243, -2

Viml,, .. .0,

L
con ueS v S
s al

X =
>

4 4L
v &-g-ﬁ = :-‘I , Gomo lo muestra la figura ;

Con uslas Glservasionus se ustablocy @l moments de fonurcla on

relacion a :;‘

n
e = s g mar?
Dt z'dt K
2t
que mide la proximidad de o nubue ot con el subespacio af'in 51:
Proposicidn 1 Sea ::‘ un subespadcio afftn de K (S alomonto e
' .

lu clase cuye reuresentante es ) y asS lijo, Entonces

ros ol

0 oa et
" T

Demostracidn

En efecto

=) e, wuie,

ot
"
s + -~
- Zp‘(%,@.‘ Camd, ~ 240wy
vy
n n
= 3 n? 4 oqup? - 2
- Z‘“@‘"“' fak 5.: A48 E>u
L=t 131

n
y 2 2 - _
= II@‘.l“ + tak 2 < ZF‘E\'E )u

4=
Puesto gque o« = 0 entonces
" nv 1
= x = Rk =
RN SRS NI Y
L =1 L e L=t




(R}
. :
NI

131

L} "
f 0 m MO M (Z b @ = ¢ Zp@.g)u
vEL L=t
”n

- Z Pl<ﬁ_‘.g>M

[}
vllo permite asegurar también que :

!5. = I+ tavl @

Observacidn: Hgﬂu s la distancia que se encuentpan separados

§h=5)

Consecuencias de la expresion (2>

-1 S‘ e un subespacio aftin vy 5 vl subegpacio vegtopial

Casociado, bajo ‘la suposicidn de que. el cenlro de  gravedad. g = o

para la nube M, Entonces es intuitivamente claro que S es mas
cercano a M que el subespacio at'in 51' esto o5
< Tgo
: : 1
Esta desigualdad es trivial de la expresion (22,
=~La  interpretacidn geomélrica - a este hecho es que el
‘subespacio at'in de dimensidn k mas préximo u la nube M pasa por el
conLro _da gx::wudad & . o5 un subespaclo vectorial de E (g = a>.
Consecusncias tmediatas du la constpuccién y del Ledrema de
Pitdgoras es ¢l siguiente ;

Teorema ; Sea $ un subespacio veclorial de £ tal que 3 es

16

i bpoecta o sl bas Gelogotaloe vy -;l .ol ohiies
i

PR S B X
3 o

1 2

Demostragion :

Si & 245 8 1 e &L
Si - LdAZbe Liene que i

A

y por Lanto.; - : =

L L i
' E = 245 au £ @3 a8 o
12 :
por tanto X se pugde escribir como B
T
L i
: L+ I st ds 4
Mo a con u&s ¥ @‘c; . ademds ) » g
X i
R R - con ;. & 5 W « 5, por el teorema de Pitdgoras ; H
= o = < 1" z i
i
” n " H
F 2z o
1.1 P PR 150 <)
‘agzpn‘—"«uu PRy PRy '
V2L 1=l V24

Ny
donde p v g son lag proyecciones M=ortogonales de X sobre - S

Cv

: Por elio de (3) so obliene que

Io= 14 o+ 1. L [N
s s 5
1 2
a
~lin hecho iaportante es gue de encontrar un subespacio S5 tal
que 1, esominino entouces tiuy  un sulbuspacio 5‘ do 30 tal que

tambidn I. ss minimo, asi que es’ posible reducir " la Cdimension

del suhubn:acio mds prdaximu hasta donde se deseo, para prouurclqnqr
una i-unresuntamc‘m de "los  individuos 1o mias sencilla  nosible
aungue se corre ol riesgo dv no explicar totalmonts ta dispursion .
de la nube de ”“J"“,?Lﬂ I:n.

i

Teorema ;

- . . - . .
Todn espacio vectorial ::‘ =z L de dimensidén U Lal

une L. es minima , untonces existe un subespacio vectorial 5“" do
= !
t .

dimensicon t+1 Lal que. I 6 MIfLmG.
=
tet
Prucba

Sea 5‘ de dimensidn | 18tan~1, entond

15




Si se considera ;

[ B S‘

. . L .
entonces P es linewal v Ker o 5\ us un subespacio de E con  base

(51..,. - k) M~onrlogonal, - los nosibles subespacios de dimensisn

tr1l que contienen a S\ son precisamento

gl ws e (u‘)

Pt PN
et L donde uJ =7 (-,)

,:1,.V. et

, sin embargo. o5 necesario seleccionar el subespacio 5:.. de

inercta minima, Defina el coujunto

[ {S:n | min 15, }
M Lot
, sv obsorve que & os no vacio puestlo  ue sulc‘ hay un ndmers
finita de S:ﬂ { exactamente n—t subespacios de dimensidn t+1) |
par lo tanto hay a Jo mds un pdmero finita de IS‘ , osto @s, 3

Ler

S“‘ tal que mjn IS‘ - IS .
et Lot

Se¢ ubserva que on el caso un quo t=n-i el tal subespacio de
dimunsion t+1 es linico v es E | en cualquier otro caso no se
garantiga la unicidad de un  tal subvspacio, aunque en las
aplicacionus es poco frecuente encontrarse en Lal casa, el

. L
procedimiento para gpncontrar los veclLeres base de Sl as conacido

como procedimiento de Gramm Schmidt, haclendo la salvedad de la

motrica con le que se Lrabaja..

La b\{squsd-’: de un subespacio veclorial de dimensidn L lo  mds
proximo posible a A requiere de una sucesion de "bu’sauedas".

~Iniciar con la \'nlnsuuud¢ de la recta <‘.1.,) lo mas préxima a M

=Buscar la recta <\_£1) . M~ortogonul a (21) lo mas prdxima a M
vy asi suycesivamente hasta hallar (23. M-ortogonal a (l_l_‘.. ...l_l{_‘>
lo mds prdxima a A,

16

2.4, # Homento de ipelcia vn  relacion a  una ructa ¥ - en

pelacidn o su hiperplane M-ortogonal.

z i . P .

Durante la busqueda del &g (x_11> lo mds oppdximo & M s
conocimivnto de la variacién del momunto de inercia

requiere teoer
gunarada

i de la hube 4 en relacidn o cualguier olta recla <u>

LR ) .
por ol vector unitario u. (Ihill:. » MCua) & 1),

Lslo €5
o

n
2 s Na 52
DU BT WX

(I [ X1
los momentos de inercia de la nube 4 en relacidn con la zecta dud
v #l hiperplanc suplomentario M-ortogonal (t_a.)LA
1
Por esta razdén : £ o= (uwdadud

wscribe de  manera dnica

L
X o=u con g adud (3, wu?
U
Sabamos aue 1‘3 = Lp (YH) = I(w + ‘«y_al' , donde g es
colineal & u, es dacir, existe c_":,lk tal que oec donde

o sHOx .n)-u'(x ) = x Hu.
- i Sl ] =t

Observaciones

En la dltima serie de igualdades se tienen para M los
siguinntes significados;

En &l segundo Lérmino, H ¢s forma bilineal,

En €l cuarto término H es mabric.

La funcidn u® es el dnico funcionsl lineal asociado a u bajo
vl isomorfismo z‘n-xu‘u lns espacios E vy E* , #n e¢ste canbexto _'
la funcién lineal que a todo x<E le asocia la coordenada das su

proveccion H-ortogonal sobre la recta ud, !
Ejomple : Suponga u = €100 > = (0,0.0 |xeR) oy H'I;

entonces

19
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. N . i .
G = 110000 - (vl.yz.,a)lol -y,
0
la ceomponente de la I-proyeccidn sobre <ud,
H{x,u) = x'Mu define el isomorfismo entre F v £* cuando fija
una do las entradas de. la forma biliheal MCx,ud » H(X) pasa a ser
un funcional lineal.

U s MC u)
v la forma bilineal es exactamente @l M-producto inlerior de los

olementos ° Voo, de la base.

n " n n
k. K L . i,k
Hlx,y) = H[ zx ﬁk.Zv ~k} = Zx vice o 3 = Zx vim
L [

[N NCEY

m- H(ﬁ‘_bl).
Notacion ; ¢ = XCu™) = XC(_)'Mu) = Zc r »
- - st 1

-La forma linsal u't® , u® = MC, u)s0lo depende do u.
~El vector de caracturisticas c<F vy por la definicidn de
la métrica DP :
I = D)= ign?.
(398 po= -0
= 3
~De la construccidn del eésquema de duslidad
Vee) = Heu™
Clas formas cuadratlicas V v M),
Adends :
VEu® m V> m (VHMCW MCud3 v CHVMGWD ud
esto . os, al cunsiderar la  aplicacidn lineal
HVH:E—— E* copn 1o cual se genera una forma
bilineal, una cuadrdtica, un isomorfismo Clos  que, se
denotan “por un eimbolo cominl.

© leey MVHCUE®) = cHVMOD u> = VO
~Donde el primer miembro de  la  fgualdad es la forma

20

Ll lue asuclwle w Laoapd luas)on HYH,

~E] segundo mismbro de la igualdud es el [-preducte
interno de VQu) v u. .
=F] tercer miembro de la igualdad es la forma cuadrdtica
asociada a V.

En resumen :

- 1‘2‘ = tr (YHD ~ I‘:,.L'
y ademds;

I, 8D €e) = VEu®) = HYMCW = MEu,VMu)
L p = d - -

dopde ful =1y ¢ = X'Cu") = X'CHCWD = X'HCud,
~ Si fuh <1 se tiene ;

oo o= HCu VHCu3)  m HVMCud
wwt TR R Heiur
- 81 sedwdh o HQUEWVHGU) = 0 o b & KendVHD,

Es posible demostrar que e el espacio E con wl  producto
interno generado por M una matriz simétrica definida positiva como
s consLx-L\\aé en lu primera seccidn de wste  capftulo . vale .lu
desigualdad de Schwaru.

Lema : Para toda <.y en un espagio con producto interno

(M, TSNP NUNE I T3 IR T
La, igualdad es Gierta sii gmsy 6 y=0,
Pruoba : .
$1 ym0, la desigusldad es cisrta trivialmente, Por tante s
supone uije y=0. Pare todos los escalures ¥, se tiene

0SHC g5 yapmsyd & Hix2d = sHCy D =EHGL )+ 5] 400,
En particular, para sullx,y) M0 3, se Liens

05 MCasd - [ s 12 }/ﬁcy_}p

1,2 .
S aMGOH € {ncf.—ﬁmq_i; } b Mg,
. a
Una consecuencia de este resultado se enuncia y se prueba ‘en

wl sigulente

24




Teoruma ; Si .n/.;/«l)‘- +
=1 e VHu =y a0,

Prueba
De la hipStesis se sigue que .M/:/(y)l Yy si se Ltienen en

cuenta las 1gualdades |, 65 claro que :

! x> 7 i < 1
Wk wet Whtun )

de manera que bastla apalizar la inercia de los canplementos
MCu VHCud)

ortogunales ro = “THG S

wr
MCVHL VMVML )

LY T

. HVMCVMG, VM)

LTRe VRw

De la aplicocidn del lema anterior su sigue

CHOW VHCUDI? € MCu ., ud HCVHCU) VHGD) <3}
CHVHOW) VHEUDD2S MVHCu ) MVHOVHCWD VHGuD>  (8)

Si uxU entonces ambos los denominadores son no nulos  puesto
que i H es del'inida positiva entunces también lo es MVM, de la
expresién (5) sv obtiene
HCu VHCUID . HVHCYMLU)  VH(ud)
THUNCLTD = TTHVHTLTVHCGY)

‘analogamantu de la expresidn (6

o o HMVYMCu YHCudD o
HCVH TS, VHTLYY

HVMCu VHCWDD . _HVHCHVHOW) . MVMEVHCW VHGD) gy
HTu ) £ THVAGE W THLUHCES VAT S

de (7 v (8), las expresionss ol cocientes para la inercia de los

espacios ortogenales v la ohscervacldon  inicral se  infiere el

primer resultado.

$i ocurre que enbonces

7 !
«vu(in Lus
Ca ¥ ? = N wHIVIGD VIO | lu Parsa M es
positiva v yumkertVi),

definida

2 : B a1 = . ;e
En ofecto ’\vuuu " - I‘v“m“_l_ ! wk v se
obhserva que :VH(u) = Ay A=0 (n_hzkux-\'h). Y Jjunto con el
TS P L MOy VMG .
Leorema anterior ;VHu 2 Au o l‘i‘i = MGG con

22

Hiu sul .
v - O L]
ol (U MOTuY A

El resuliado muestra aue /  os minimo cuando u  pertenvce
vub 4
un subsspacio propic asociado al mds grande sigenvalor de VH.
L]
Observacidn ;

—Mﬂtp—‘ v VHu =Au . VH\_J_:E_‘.

En efecto : si u , u entonces M{uu ) = 0.
vl | =1

Por tanto ; O0=pAU=xM(uuy ) = H(lx.xy_l)

p-Ab- 3 =

- ”(E'V”ﬂ‘)' HVN(E.E‘) - ﬁ(V.‘hi.li’) + VHu & .

23
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2, 7/ Consiruccion do la moteica do powuw,
La construccidn formal de una metrica que tenga en Cuento la
tmpoprtancis o peso de  los  elementos se  desarrollara  baje la

suposicidn sin pérdida de generalidad que g = 0 (si esto no  ocurre

. simplemente considere la traslacidn de M de tal manera que  esbo
ocurra, esto es H N\ g ),
Los valores que asumen las

. son arreglos de nmineros  reales

en este caso de caracteristicas cuantitativas es por esto que  se

puede considerar como un vechor aleatorio y su valor esperado  es

precisamente

donde la y-ésima coordenada de g

J
URDNE
[S=¥%
es vl valor esperado de la caracteristica J

con las ponderaciones .
La construccidn matricial

x
. - pl
\xJ
n
Por tanto ;
e oxd oL xP
1 1 )
. e
X v A - p R
i L
X e ®P
n n

Medianle una construccidn similar se oblLiene a- la covarianza

24.

entre las

{;J‘ ] e a x!
g p LU M ! )
et xi . . - pr’x‘
1 ., x! (SN
n L&t

n

2
Var(: ) = ) px
[ 3

wEy

Popr tanto

y Lambién la matriz de covarianzas se obtiene como :

X'p X .
P

La matriz B romo se pucilde observar def'ine una - métvica  de.

N
pesos y Liene una forma bilineal asociada lJp tal quue

~ D) -0 s1 1=,
Pt

i.e, que la base (£ ;u=1,...,nr permanezca ortagonal.
13
~ La forma cuadratica asociada Dp
) m P -
Dp(l") - I)P(li‘,l‘) (Fl‘ 0 )

P
i.e. que le asigne el peso gue le corresponde a cada individuo,

L

por e!lo es que la malriz asociada i)p ey

n
Det Dp -‘U‘pt)() Yy  por l.an!.o’

~ Plesto que p‘)ﬂ Vi=i,...n

>,

B es invertible, con inversa D o Esto es, puede hacer el
I3

17
analisis con individuos de igual importancia y despuds
con D .

- Se al
indiferentemente por DP a:

Lransformar’ -

recuerda lector la convencidn en denotar

. . *
el isomoprtismo entre F oy F.
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“hu s

~la farma

nul,:;lcn :

ponderadas por P i

a ¢l -
15

ZAsocia tha apli

- La forma cuadral.ica propor

p b D Gh =iy -
P P o,

Con esta norma s8 define la

‘. es forma tilineal y em 1

it insat.

cuadrabtlua,

™

=t

motrica

W= m var -
i

sacidn lineal de |5

26

ciona la nor

a Lercera D
P

2
) - R
X Py var(..

entre capacter{sticas

Ly e

a kb definida

ma inducida con

P
n
: 1V ] 1742
- -
~ - dn(,,_ Zpk(xk xk)
L3 (R §
d“’(_‘ Sy w yar €0 * var ¥y - 2 cove .
3
£n estas condiciones el esquema  de dualidad adguiers
siguiente representucio’n 3
X!
B g P
H v v
. P
. X
g ¥
Observaciones
- =Bl isomorfismo de f a §¥* sec describe explicitamente por
Ii(‘_)-D(..)-L.)’h .
P ® P
“gn 'la primer expresion l)P es isomorfismo, en la segunda

esta
y¢

Lal yue

Vi \) - VC o

En la primer c:zpresidn

es forma
de)l vector o correspondign
af‘ect.adas

escribe como 3

la

D
P

es la matriz de pesos.

Y- K"lll'l

D ow ()Y = var ¢
1) . 13 R
V es rorma cuadrdtica en

pilineal vy en 1a Lercera ¥V

te a un

por urobabilidades. En

21

" individuo

Ly e tovl L)
19 [ 1 v

1S

la segunda V
matriz de covarianzas
en n pealizaciones

es  la

otrad palabras 1a matriz \J se



! } .
' . - 1) - X - -
: 1y -‘-.‘|Hn->‘ ;«,.ey _v,:l,._],.§ RETREI
; o A AR [ 1 AU R
. - e R}
dutele Ja suma ):(P y -~ v Ilul‘l me Alama lu suma Lutal,
J, 4 Kelscton de correlacicn. vt
" - 2 : .
lu suwma Z E {t sty -~ vk) Iﬂmlk, suma  inhre vl sume
‘o T
. i6 corralacid — et i . “a ..
La relacidén de correlacidn permite juxgar en que medids suo Z‘ r"&‘Vk"\"l e le conucs como suma inler.
puede reconstrull una caracteristica cuvantitativa 2, & partir  de 51
una carasCteristice Guantitativa x, ¢ ncluse cuaditativa D> usta En ol'velo

o8, permite medir ol grado de 'toevsa de 8 en relacion lineal  can

& z { v - [P L } P Z { S A ;TL + )_-k - Vel }

Para calcular <1 indice se rvcorte vl intervaleo de  vapiacidan
de law r, el un Rumero rinito de intervalos disjuntos | digamos  en

i 7 9y G - o Bly - TUT =T :
a turvatos disjuntos = Z { ,’,‘(y\ - vk)’ + P‘(yl - %2 ,“(\,‘ - \y“vk ¥ n..l}

0
1 "—t'( t * donde 1 =U [ por lo cual se verifica la igualdad ;

- S o2y
S fae -t ) oYY (a6 Bt
k=t & .

i
e e 3 o ~
E + 2 E {p‘ (v‘ - vty - v ltdk}

a, by
bas
£n el presente andlisis so utiliza la notacidn wiguiente 4 :
3 i 7 - b tiu
Sa define - zz { p‘(y‘ - ¥ qu[k } + i(vk V) Z (p\ ilurk)
: Rl Kt 8
: - <l < i
| Lm ot besloa sxcn) Puesto aque : i
Ve Z Coy | vel) . S . - _
) Z Pl =¥y -y = &y, - v? {z AR 2 A :
: k=3 ¢ k=g vary (L%
P"Z(Plkul}-l'(l> :
' . » 3 . ¢

- 1 W .
v, — z'(‘ra‘vl Jore 12
k
donde 1 &5 «! conjunteo de les  individuws, un - subgonjunto. de
AIndices Tinita correspondiente al mimero de individuos.,

Sa mueslra min hrtsuliad que donde Y= X

[}

3

18 S . 29




3
v

CLal quw = pes, lie que AL T R v

El conjuntu do valores que asume una caracteristics puuvde  ser
ordenada o no ordenado, ejemplos de caracLeristicas csalitativas
cun conjunto de respuyestas

Ordenado : La caracteristica nivet wscolar

primarta ¢ secundaria € .., < posgrado.

No ordenado : La caractesristica oiupe ruciul

negroide, mengolaide, caucasoide |, australoide,

Si se tienon dos Gabdtberisllicas 3y o cualiLativas con
conjuntos de Fespuestas posibles @ v O° no ordenables  1ncluso, se
dice quer x ¢s mas Ping gue 3 i exisle una aplicagicn ¢ de O en Q°
\ ) Lel, d.e. ~
bermite reconstrair exactamunt.e a z,

En effveto ; Sea I el conjunto de individuos, @ y @ los
conjuntos do rusbiestas C tambren llamados de modulidades 3 Jde las
curacteristicas a vy <

St a‘ - x) - x‘ = ;.-J Vot ul entongoes ;

z"(q‘) @ 27 aed) g wNaCd)

iou. cada kex"'(2(1)) se cumple que alk) = A1),

Su observa qui x™Mq 3 # 0 v que para dads clemento k de . la
tlase de equivaloncia I(i) » (Ral | (M) = 2€1) = @) an. posible
detwnip ; '

XD = .»c—.-“cq\)) 2 pla)
obteniendo con ello una funcicn g en términos de 2 y « tal que el
diagrama conmuta ;

(S8}

B ooteilo | () = .(.:"(‘;‘)) gt ptsOo) e et
Ml o Aom e X, .
mversanente s1 el diagrama (1) conmuta , todos  los  pares de
elomentos J ool tales que =012 = a()) cumplen peali) = pua(yy v
popr wllo <) = w3,

Observacidn

=51 QY 2 son Lyles due FO 8 F0 a2 r, de Lo delrintcidn de ¥

su sabe que (g ) = 2N ). punsto que todos los valares de Q'
. '

su adoptan par los dondivideos 1 bajo x so tlene tambidn guo

Atz a 2r0<I) = r |, por elle s yue #plad s s r, por
1) 13

tanto ol ndawero do dwagenes que asune la funcide g es 1y adomis

s GO AQ oo ey bilyseeidn,

31 ademis los conjunlos de rospuestas Q y O° 0 son ordopablos
enLonces ¢s posible definr la relucion de finoga  on  términos  deo
la relacidn de oprden ; x s mis Ping que 2 i

Vi, Fal

Hay Lambien caracteristicas cnvo conjunto do
respuestas es opdenable yye ademds ¢s cuaptitativo, cuando usbldse
vropiedades. s&¢ Licnon en las caracter{sticas s y « , so dice gqus &
s mds £ine que x i exisbte una  funcion  continua I tal aue
amf'ix o, wslas uncloies pusden ser o sul'lclontomente umgulhrusr

En wste conlekto se puzde dotinie la pelacidn de  corpuwlacidn
entry las caracteristicas » v 2 como

N _ AAter
Fuz T TRITA
para inter « tnira o wnira # 0,

De la polacidn wntersintra s total

por taito :

+

tnier intra n
total tatal

con ambus stimandos ho negativos

posiblus.

3




papmiia ol Te culacany du fas « o partir do lam 4 o Lraves  de
\ \

dia "unuiui. tusmishy sl valor ve Colvanse o | e Lisips ol Tik i

Cde la sristoncia de una tal funcion ' que  pormtbe  Peclbwlais  Uha

caraGluristica a partlr de ls otra.

30

4, # Andligis en Componenies Principales para una  matpiz de

datos, »
4,1, 7 Ejes v planos priacipates,

Todo puilo ekl se escribe de manera dnica .cumo combinacidn
lincal de los eilementos de la base forionormsl -‘.{.fl;t-l,....p) de .
1os eligenvectores Jde VM, dicha base se puede construir porque la
matriz asociada a VM es simdlrica y por los teoremas  de
descomposicidn especltral (apéndice 3) se sigue gue

YH = A

donde A = dxa;()\‘,...,kp) y I' e¢s una mabtriz ortogonal, 1i.e.

A genera vectores ortogonales gque se hacen unitarios si1

£l  primer eje¢ principel es el eje 4> generado por  yector

unilarico que proporciona la maxima I‘ L.
N M

L., Ugkd = HGi) = H[ E au .E a.t)] - 1
L LY i
L33 LIt .
' Cons [ £ 4
. - . m R
1“:’& MY U I\‘Vl‘l L ) u‘,e‘] .2 ul_,.)

S VTR 921 : .
mdxina, . dur por  la  bLilinealidad  de M v el hecho que la

v también ;

base de los eigenvectores es M-orlonormal, se deduce

3
- fall - E LR
u 8

En eftecta ;
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1= I-_elt‘ - Hl \ o, uV!J

Vi (o
tey
-iu‘n [ﬁ“'i iuué iuz .
(V] L
(91} L=t
My VM 1
e S (Lo (50
tag

=M {iau .iu YH u]
LY L L

L=t =1 .
'-iaaé LIGIR J, V)
[V Y] t 1

L=
- i aad MG, Aw)d
L U} . 7t
Tz
. 2
in‘a.‘duklncu‘.u‘) L] i n‘kt
i=s L=e
o .
Do este resultado se obliene una equivalencia para " la
- restricaidn lulz -1 que es
! 3
of « 1t
1
(=1

an ol problems de opLimizacidn siguiente ;

Froposicida : Con la restriccidn anterior y si A Z...2\ 20  se
D P

iu’,x £ N
13 13 t

Liene que

Demostiracidn n

Puesto que ; Yiml,....p

cnfifesfoe |

34

bonde se indica aque 7 lu‘ A es mdximo  bajo  la

restriccidn l'_.u“ = 1 g5 a = a, M. “p -0 L eNlo oy, 1L oy

coincide con ¢l primer cigenvector unitario de YM . con  eigenvalor
asoclado )\IA

El problema de;optimizacidn Liene por objetivo explicar. la
mayor parte de la ipercia ., en otrus palabras ; la dispsreién. de
la representacién de ‘los individuos, a Lravés de este resulLado wse
garantiza que si se elige la direccidn generada por i, el pprimer

_eigenvector de ¥YM se explica la inercia }\1. que no e&s la inercia

total, wiguiendo ¢! mismo procedimiento se encuontra la sigulente
direceidon corpespondiente a u, que explica Az. direccion
MH-ortogunal a <ga.>‘ s sigus ¢l mismo procvdimiento hasta explicar
el tolal de la (nercia o un porcentaje que se - considere
suljciente,

El primer eje principal es el eje <u‘) generada por Ho ol
eigenvector 9n1Lnx~io de ¥YM asociado al eigenvalor mds grande )\'.

entonces ? B ia: A‘ a k‘ es la
Y
mdxima inercia, la parte de la inercia explicada por Y-

i.e, YHuy = X

La inercia que no es explicada por b, es
I, 0% te (VHY =)
=3
A

St M >l 20 ¢ LPCVM) = A g ———te m
1 ‘E" [ LrCYHD B

en cuyo caso la imercia acumulada es el 100% en la dirececidn <ul>.

Wy

A
~ 5L <4>.,r 20w Lo (VDD N« —rrbry S

N A
el fpdice estandarizado TT"ZVFI{YA es la parte de "la’  inercia -

explicada por el primer eje principal- (u).
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- EBn &l esguema de duslidad ;

X i
Ew R e p* “
o, !
N v W l |
. X
B s P ow @7
“w l:\
N 3
A u  se le Llama le primera componeunbe principal, Para la

aual existe idnico u: - (.)'H b, £%, para lo cual V<G DO'M u‘)nﬂ.
Al sje principal (r_ll). simbolizado en E como una
cartacteri{stica { una nueva caracteristica que es

nué&va
combinacidn
lineal de las caracteristicss originales ), estd asaciado g

H

~En EY un funcional lineal principal conocido como el “primer
Cactor principal’,

u .- [SP M, ] Lo M (E"L) .
~En ¥, la “primera componente principal® ;

g m XCuD ~ RCCOH )

donde c* w B0 wi) o« M ow ow Xey"™) = KCGOH oy v
- 1Y 1 + L | IS 1
1)

c_‘ - ﬂ['ﬂ“l.q‘) L] u:(,\.‘) es -por tantoc el valor oblenida por 1a
'prl-crn compoheénta principal pare el individuo .
Dhservaciones
. h "
- pr“ SRS donde T = U « P indica aque la
iz

primera componente principal estd centrada en el origen.
n :
- Zp‘:cp’ - Dp(g‘) - vcu:> =~ HVM a3y om A esto es, . la
L[R2 ] . :
primsra componente ,qrinmpnl s )\‘.'

3b

4;2, 7 Plano principasl,

gl plano pripcipal P es el subesvacio principal es el
subespacio vectorial de dimensicn 2 con momento de inercia minkmo,

£]1 plano principal puede ser generade por ;

~f1 eje principal (r;‘).

~Y el eje 013, generado por wl vector unitario y, Hrortogonal

a e . con momeatn de inercis minimo.

fa L:i.s‘quedn del plano  princlpal P colncide aquf con la
busqueda del vje <> produciends (w»L s HVHCW) maxima, bajo lag

restricaiones
Fegt m M) = g
-

MGy i3 = O
3

Ve este modo la Lase de  los elgenvectores {4 ;ixi....p e
entonces elegida en E, v se obtiene la sigulente ;

2
R i"

i
L0 HCyd = az -

L=

A
L
1

Proposicida t Siy = i”&’t -

CEY) My e I mp w U
3 1
Demontrackidn :
Bagta probar la iguadad (vi) , en efeclo

u‘ - n‘H(uJJ‘) - ia‘}!(u‘a') - M {iu‘uié!‘] - H(‘,l.u“) - 0 i

L=t [ TN L
. &
int'lere . 5 miximo s o=i
le donde se inf'iere que 1‘2)_,} A.z ¥ 1‘94_ @ maxi R
, a_%a ., .mn =0 ,i.e. u: coincide con alguno de los eigenvectares -
z 4 P N B

unitarios de VH con eigenvalor kz. s
-El segundo eje principal es el eje (n,A,R) generado  por el
eigenvector unilario Ly de YW con eigenvalor Ay

W



’P‘L : IL-_J1)J~ ' I(\A,z»‘- A hy

1w L (VM) ~ (0 43D,
P 1 2

)\ "?\
—Siwnl =0 Lx'(vﬂﬁ -1,
FNRPN
El fndice —?‘-F%v”i

por el plano principal P,

es la parte de la  inercia  e¢xplicada

Al e je principal < >, gimbolizado en E como una uueva
camcterfs‘;iu.n ¢ que que es combinacidn lineal de las

caracteristicas origindales), esta asocilado ;

—En E* an funcional lineal principat (@ esta funcidn se e
‘conoce como “segundo factor principal™.

u, - ' u, H(\_I‘).
=En P, 1a “segunda componente principal”;

oF m KG) e XCCOM G,
2 F's

4.3, 7 Subespacios principales de dimensidn t.

El subespacio principat de dimengion ! es el subespacio
vectorial de E que es mds proxima a la nube 4 en el sentido del
momento de inercia, es el subespacio vectorial generada por low 1
primeros ejes principales ;

Codiee e s
) Donde el e je (‘_._il) es el generado pur el yveclLop unilario 0 de
VM cuyo sigenvalor asociado s )\‘ ;
. YM t.nk - )\I.L‘; L3 IR

S ue [ - tml L., L.
Y es tal que ‘E"J_ A g

FPor ¢llo se sigue que :

3%

1 1

D NAPED RS
= =
131

Nk
L
Por tanto - Lo(VYMY = Z)\‘.
t
. Z N .
=1 . n
Bl indice — ! e — es la parte de la  inercla
LrCYH)

explicada por el subespacin .

L
Y
L
L
=1
SiMe s el =00 ot
A los ejes praincipales i3, simbelizados en E como una nueva
caracteristica { que es cmhm.scuin tineal de las or:gmnles ), que
tiene asociadoy i
- En l:‘ un Puncional lineal principal (a esta  funcidn se le
conoce como el "i=désimo lactor principat*s.
T e (MM m MG D,
S L ot
—En P, la "i-dyima componente principal” :
IR TSI (TSN RUB N
- L
dende la componenle principal v estd centrada y agumitla jnercia AJ.

Esto es ¢

n
" 4 2h =g
2‘ pc. = [)P(U ]

iEt

1

donde 4 '- [ . }

n

2 - 1) - .
v }:p‘Cc‘) b, =,

1
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4.4, ~ Construccidn vy dualidad.

Sea M c & ¢ E, en al esquema

X’ .
Y E ——m— e p
M v D W
. P
X
I s T
u

RO (.)'u_.‘ ., se tiene gque x(u:) - XCCO'H L) = et
Se considera’

a E con la base ortonormal
formada a partir de los eigenvectores de YM.

1) L2 KT N N YR
i [

1 imy
D

HCOy ) =
vt 0 ixy

En caso que V sea invertible, la base (LQ‘
ademdis V'~ortogonal

-t 1 -2 o
v (UL.'_[I) - /N v (U‘n"‘gj) - 0

En el‘éc!.o .

(e F)

(-,z,l simi L)

iy L,p) Qs

- -1 1 ' 4 - -1 : L, ’ -
1 vy L-‘.;!J) v (VL{l. ud VCA‘uL‘uL)

- LLV_‘(l_g‘,ui) .

4

wi Aln()

A los ejes principales <) « E corresponden ;

~&n E"

tanto

V-orLogonal.

1 .
- A" VI(”U"".)'

[

=]

los  ractores principales o' = G)’H u, que  san

eigenvectores dev YH con eigenvalar AiHY es HyV simétrica’'y por
LCTRELY SR 2}
4

es yna base de E,

H™'~urtonornal y

Adn mids €1) ¢ (22

HY o7 - ay®
1 [N

vH Mo AL

é
Y

~En F las componentes principales ;

i
LT

1o cual implica ;

~En F las componenles principales son eigénvectores do
con elgenvalor At por otra parte :

I
M (ui.

. n"m'_’ .

V(e':.\,,':) - ; VCt.e:u:J -0

Mo HYM o A‘H U ow MY l_q: -
w MCyowe) o~ MCEy Dop ) m MCHTMM u MOAH )

[S] ¢ J v 1
= HTUHCH u M uj)

R W Mo

- -4 [}
H (Lu‘.uJ)

f_-'-k'xf.'-a‘ﬂu‘-
1

. JHeKAD - * u*
LRy «  XeHeX DP Xu = aXuy

Wb ot om oy,
P I

Dty w Ve
1 I

i



. 3 » !
V'"r l’,'pi by “"ﬁ Il,l. " [ | =
Observaciones sobro low rangos ;

" 81 q e ol ndwero de eigenvalores no nulos A de YK (se puede

tener gue kj-)\r LY 58 mJestra que
q = rank(X’) = pank(X) = rankdV) = pank(¥> = pank(YH)
= rank{(M¥) = papk( m\p) i),

Demoswtracicn :

. Puesto que rank(lL) = rank(L’) so0lo hace falla probar la
igualdad "para alguna de estas matrices, ademds YH ey H-simétrica
entonces el rango de YH v MV es el mismo, por oOLra parte sij la
malriz YN Liene q eigenvalores un nulos implica que la  dimensidn
de la imdgen de VM (como transtormacién lipeal) es precisamente g,
f'inalmente 8¢ observa que ;

[B] rank(V) = min (l'unk()(').r-.ank(Dp).runk(X))

= min (rank()(),rank(l)p)} = min {(rank{X) ,n}

© = pank(X)

1) rank€V) = min (rank(X’'},rank(H) rank(X)}
m min (rank(X),rank(H3} = min rank(Xd.pd
= rank(X)

[AE®] l'unk(VDP) = min {rank<{¥) rankiD )}

= min (rank(X),n)
= prank(X)
tu) rank(VH)  » min (rank{V) ,cank(H>)
= min {rank{X> p}
= rank(X?
“de donde se concluye inmediataments el resultadao.

o

47

4.8, # Dowcripeion de la nube de lotividuos,

51 el micleo de VM es de dimensidn p-g -, eslo ou, ol el
subespacio propio de VM de eigenvalor asociado A=0 ss de dimensidn .-

va(VH)-ik“ .

iz

(p=q), se tiene ; ]

La nube de puntos M estd entonces situada en el subespacio 5
de dimensidn q generado por los g primeros ejes principales ;-

A S se le llama soportke de la nubo . .

Por este ravén la imégen suclideana (.M,S.ﬁv) del conjunto dg N
loa individuos I |, donde d, designa la restriccidn de la métrica A

v
al subespacio vectarial 5 ( M 3 , e entonces la. imdgen

Is
euclid ana mds simple equivalente a la imdgen euclid ana original. -

LAk d ). Esto ocasiona uns reduccidn de ' datos al pamu-_' de - °

1
CAHEd > a (NS,
M v

En E un rengldn de dalos X Cun individuo) estd. simbolizado
por n nimeros (los valores aosciados a las p caracterf{sticas).

En 5 un rengldn de X estd simbolizada por una lista de”
ndmeros ( log valores asociados a lus  componentes principales), .

81 la parte de la inercia explicada por el plano principal P,
es proxima a .1, se puede con ayuda de las proyecciones a de . los
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Jraploe . wabroe ol plann P dar une huana descpipsidn du la nule A,

sus prruoporciona una visuallueacldn plana aproximads Jde 4,

Ln representacidn cartesiana ( loy ejes principales won
'orhogunnles. log vectores EA 4 u, Lienen norma unilarias, los
puntos~individuos se recuperan con la ayuda de las dJos primeras
componentes principales, un andlisis de la representacidn  sobre
esle plano serd suficiente para hacer el halance del conjunto de
proximidades entre individuos, esay proximidades estan medidas por
las longitudes de los segmentos gue separan los puntos—individuos,

+
)\l )\I

Lr (VMY
de -la representacidn de la nubs M en el plano principal P.

=El cociente

es la medida de la “galidad globai"

La calidad de representacidn de un punto . por su . proyeccidn

1

g mobre el plano principal puede ser medida por la comparacidén de

law normas
Nk E s L E iyt
l,‘llM - L] (n"u) - (Ll)

T e

y con el fndice Cos a = (el coseno del dngulo que

formen los vectores a v ;v:‘) . se interprela geometricamente ;

Esle coseno se afecta en signo por oi valor ¢ que  asume . la
. 1

44

Iprrmgra somponotite (it lcipal,

Uheotvacion ;

£l fndice Uow u Liene la ventaja que portopace al intetrvalo
{0,1), pero tiens la desventaja que no expresa la  proximidad dol

punlo al plano principal P cuando . tatd demasiodo alejado de
1
P v
Wiys -l oo B .
Le.l v [ 02. " 0
o s Ml
[

Sin embargs ¢l indice parmile comparar

Lr{YNY - (2\1 "').z)

la distancia de N al plana P con la dispersidn promedio alrededar

del plano P ({Lr(VH) "= cxﬁx_})"’ es andloga a un Lipo de
desviacidn ) ; este Indice es similar al coseno, afectado por el
signo que tome la tercera componente principal.

El exdmen en el plano principal de la nube de lag
proyecciones a de los puntos i teniendo vh cuenta la calidad
de las representaciones permite reagrupar en clases de  individuos
seme janlos,

CAdn mejor ¢l plano principal puede ser ‘'orientado"” de tal
manera que figuran bas provecciones M-orblogonales de los & jes (»‘)
asociados s las caracteristicaw iniciales).

Esta represcntacidén simultdnea de los  individuos y de low
caracterfsticas permite precisar las generalidades de los Vgrupns o
de individuos formados. '

4.6, / Individuos suplementarjos,

Todo eE puede proyectarse sobre el plano principal (\,;iu?
¢n particular, Asf que cualquier individuo que =se  agrege - al-
conjunto 1 puede ser identif'icado por su_provéccldn. o -

Descripeidn de las caracteristicas.

El apalisis de comﬁonwnl.es prihcipales se preseptd como la

"~ bisqueda sucesiva de caraclterfsticas o, Dp-uniLurins‘ que maximizan ;

ii m D (e e
iy op 14

FEITREYY
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bas  wdjaclal jal fias O homnd ol fun " Frame Lok gl e

Jrinsipaion puesta quo swop coplracoiopos Xpanslones,

il conjuntu de lam coumponenlows [T B )

XL en P

principatons
furman una bawe Dp-orbo;onnl del wsubeapacio voctorial

generado por el conjunto de caracteristicas tniciales,

(D w0 Ny my

HIN S BN I SR NELS NI
[ [ 8
Por tanLo Loda caracter{stica _! puede ser representada en
enan coordenadas
LIRS Cove ' xhy
£, - J= 1,4
4 A ¥ xJ
’ L _
a s =
en la base de lag frj-«

A la representacion de los puntos-individuos en ¢l plana
principal P estd asociada la representaciony de log
nuntog-caracteristicas en el plano <z'.c%>.

La caracterfstica ;' interviens Lanto mas en la descripcidn

de la nube A por su proyeccidn en e! plano principal que ;

2 -
4t - b e
M P
1=4
es cercano de ;

For ejemplu t designa  la  proyeccidn I)p-—urtosonul de s
2
w5

caracteristica ;' sobre el plano

La interpretacidn de las componentes principales o!

hace en vista de las  proximidadus de law  proyvcciones  de laa

caracteristicas ! y las componentes ! en el plano <
donde lox € Jun U”—urLugonaJeS son representados
artogonalmenple.

En el plano, se hace evidente =i las npormas  eslLdn bten

construfdas :

~las proximidades entre las capacter{sticss !

3 )
entre las caracleristicas .,

—tas ortogonalidades ; (51 siguen siendo ortagonales)

enlre caracteristicas /!
entre caracterfsticas

Caracter{slicas auplementarias.

Todo elemento del espacio vectorial de las caracteristicas F

puede proyectarse en el plano &%, en particular, es posible
que aparezca en dicho plano a las caraclerfsticas que no se tisnen
en cuenla en la bisqueda del plano principal, por ello  basta
evaluar visualmente las proximidades entre esay

"caracteristicas suplementarias” ¢ las otras caracteristicas.
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7/ EJEMPLO ;

Log iris de Figher,

Eate ejemplo es clésico en estadfstica multivariada y
pretende  exhibir concrelamente a travéu de los diferentes
Lratamienton que ge mane jan cuando ge hace un ACP.

I, 7 Objetivos,

En &l ojemplo considerado aqui, para el cuadro de  estudio
morfométrico de f'lores en sivmbra o los que se muusLren’ de  un
plank{c considerando 50 clemenlos de cada tipo de iris € son  tLres
tipoy de iris log manejados agqul ), se desea dar elementos  para
responder a las preguntase ;

=En los Lres Lipos de iris hay una manera de caracherizar sus
wediday morfoméiricas a partir del pdtale y del sdpalo?

-La talla del iris depende del Lipo de iris v de la yelacidn
ontre las medidag morfomdéiricas entre vl ndétalo y el sdpalo?

21 ACP no puede smer considerado mds (ue como  un andl iuis
parmitido para explorar los dalos.

I.1, # Experiencia .

l.ag 150 flores fueron analivadas ( 50 de cada Lipo )

Al ; contiene las flores do 1 a 50.

A2 : contiene las f'lores de 51 & 100,

A3 ; contiene las flores de 104 a 150,

Lag caractorf{sticas do talla que w» dowean analizar son

1.~-Longitud sépalo.
2.-Ancho sdpalo,
‘9. ~Longilud pdlalo.
i.~-Ancho pétalo,

((%

ACY,

Las 140 flores son despcritas con  la  ayuda  de [}
caracteristicans (logs datos tueron obtenfdes patra 3 tipoa de iris
3, se dispone de

-tlna nube 4 de 150 puntos-individuos en B = ®*,
-lina nube’ & de 4 puntos-caracteristicas supuesblos
cenlrados en F w K79,

Para dar la mioma importancia & loas caracter{stican en el
cdlculo de iss distancias entre [lores, se tiene un precio para la

métrica on L, la métrica D“az de malris

[ lfa: 0

donde a: ed la varjanza Jde la caracterislica j,

Apf por ojomplo la dithncia enbre lan flopes 1 vy 2

z 2 Y12
d = 8.0-4.9 1 4 + 0.2-0.2
12 o ttt 22

+ +

-] o= x D2 U= x ),
12 et T 1 ¥4 b 8 -

La férmula ;

2 x! = ! z
Z Z {———:;--—] - C150)% = 32500

. ]
[ DY |
permite verificar, las sumas de los c¢uadrados de medidas

desachadan sobro cadn unn de law caracloristican qua  #on  igunlas,
que las caracterfsticas Lengen pesos idénbicos en el cdleulo’ de
lan distancias entre f'lores.

“"Reducir® la caraclerfstica lj requiere de efectuar ol camblo
sigtiente ;
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X € = X
= = wo &
~ia flor "i" esld entonces representada por el vector 2z

cuyas coordanadon son los ndémerosg x'/ .
i O'j
la caracteristica 'J" esld ohtonces representads por el
vaclor & = wo !
~ f) -
La igualdad ;

: xb =) aa s .
PR g SRR
1w ) DJ -4 -4

dst fELY

mungbra aue las dos  imagenes ouclid anas  san equivalentes

CHEDB Dy (D (BT,
El ACP se hace wiempre sobre las coracterfeticas cenlradas
X designn en lo sucesivo la tabla centrada de datos ;

Analizar la nube A en E dolado de ls métrica n“az requiers

analiasr D”D(.AO , ep decir la nube de log voclores & . &8 E

provisto de la métrica suclid ana cldsica l..

It

En F el coseno del dngulo entee, _2_1 Y . qite  es el

n

cosliciente do correlacidn entre lan caracteristicas :_g' Y f' . to

50

wa ubira gus B (5‘.!'11.
L forma cuadrédtica de la inercla de la nube de puntos _z_‘
que admite por matriz ;

R= ul/U A nuo

donde R es to mateis de correlacidn asoclada  al cgonjunto de las

caracteristicas xh

Lwus ejeg principales geunerados por log  eigenvectores de  Ja
matria de correlacidn R.

iin viglazo a las correlaciones muest.ra que las
caracteristicas ¥ §‘ evtdn altamente correlacionadas
{correlaciones del orden de 10,9628 ) de igual mahera law

caracloristicas ¥', x' v x' € correlaciones de 0.8707 y 0.0162
respectivamente J.

Les carvecteristicas de longitud de wmépale y pdtalo vslén
altamente correlacionadas lo cuel po pesulta  tLan  evidents  enire
lag caracteristicas de anche de aépalo vy pélLalo,

1.8, ~ Estudio de la motriz de correlacidn, digenvaloves v
eigenvactares,

ta parte de la inercia wuplicade por el pprimer #js aparece en
“uwantribucidn 2 la varianza™, ¢g préximo a 72,96 % .

El plano principsl explica 95.Y2 % de la iusrcia, la  imdgen
oblenida en proyeccién de los fndividuos on el pleno  principal’
podrd ser conwiderada globalmoate buena.

X.4. 4 Gosenos  cuadrados de los dngulos entre las
caraclerfsticas y suy proyscciones en toy
diferantes subespacios.

Esos cosenos permitan eh principio medir la calidad de la
representacidn de cseda una de las flores en al  plano priucival
degafortunadament.t cuande wyns lor es préxima al cenlro  do
gravedad | vy es el caso de las Llores

1062 1060 TOH5 1006 ,1002 10671007 « 1063,
este {ndice no Liene sentido,

)|



Pod, J HowttlLndin v ermenlalon,

I1.2,8, 7 Andlinle de law capecborist)iaw,

Caracte= media Lipos coef.de
rigtica descartlados variacidn
1 5.08460 0.8374
2 3.0573 0. 44944
3 3, 7560 1,74594
4 1.19093 U, 7597

La matris de correlacionos entre las caractervistices ea ;

]X. it lx“l*’

X‘

12

2 4

X X

EESL

~.1229 1.0000
L0707 ~.4304 1.0000
168 -, 3661

L9629 1.0000

Lo wuma de los eigenvalores no nulos 1,3060480 ;

eje eigen— porcenta j» porcenta jo
valor inercia acum,
1 . 953469 73.96 7a.96
a- -« 297303 22.76 05.72
a L 42124 6E~02 3.76 29,47
il . 687185E-02 .53 100,00
- Los eigenvectores ortonormales son ;
oo % . x* »? ’.E‘
1 -.5209 L2707 |-=.5802] -, 0644
2 . 3752 .9239 . 0367 . 0693
- Las correlaciones de las caracterisbticas con

primeros: o jos ;
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I.4, # Represenlacion de  los  individuos en el plano
principal.

Las conlribuciones absolulas de los individuos acordudes  con
respecte a los dos primeros vjes aparecen en  la  tabla no. 1.
Aparecen Lambidn los cossnos cuadpsdos de les individuos acordados
con respeclo a los dos primeros sjes principales en la  tabla no.

S 2

lLa gréfica de los individuos acordados en el nlano
priuncipal ep generads por law slgulentes coordenasdasn que © aparecen
en la tabla no 3. Por ilLimo aparece la grdf'ica- de  loo

individuos en el plano principsl en la grdfics no 4.

Cfrculo da las correlaciones.

En lo grdfica no. S5 aparece el circule de las correlagionss
de law caracterf{sticas que intervienen en el estudia. :

1,6, ~» Conclusidn.

Un onélisis visual de la representacisn grdfica en - el " plano

'_priqclrial permite awegurar que la nube M.de los individuos = ssld

compuesta por Lres subnubes correspondiéntoa a los individuos de
los tres Lipos distintos de -flores analizades v estas  nubes
permiten diferenciar log individuos acordados entre los tres tipos

de lores.



INTRODUCCION

En esLe capltule se uxponen

~Una tdenica conocida como Escalamionto multidimensional  con
la cual se ohtiene una reprosentacion grat'ica que  avude a
interpretar relacionss enblre los dutos,

-Un procedlinlentbo der selecaldn o caructaristicas
cancernictte ol dosarrallo de modelos de prediceion usitidu

las caracteristicas correspondientss o un congunto de datos,

La  diglulcican geomdirtca arraigads  principalmente en la
geomotrfa enclidiand  permite  interpretar  relacionss  entre las
dutos, vn muchon casos dichas relaciones e puoden  establecer a
Lraves de Jas distanclas que separan entre si a los individuos an
estudio, sl embarge No s1enprie ostu es posible vy las  rolaciones
abtenidas vLienun propiedadus mas dobiles que ta funcidn  distancia,
En eante capitulo se expone un algoritmo con el cual  se Lonsgue
A Pupludvhileasini geOMULride win wh wbhos CdoGs, Popr dilimo se
entablece la  dualidad entre ACP ¥ ol mdtodo Je  conrdenadas

prindipales para 1o cual en todo este

epitulo se¢  Lrabaja con  la
matpiz tdealidad como matriz de métrica (B a I 4 menos  ue se
espucitigue obtra Cosa,

Sa presehiba on éste capitulo un procedimichto de Selocelon de
culacleristlicas con  campopentiss principales  para tratar wl
problema de pultjcolioeaildad, se  hace bhincapic  en el cur‘u’t:l.ul'
subjutiva de la seleccion de  las  cosponcnles principales v su
signifivado dentro del problema.

ik

e~ Ledabamionbe mualtplimohe boi .

Esta tdenice us tital para probllemas on lus  que so O tofiiloba
eCORSLOUIE unla CoRP'igutacidn Jde 1 punLos en un espacio wucl il o
usande la inforaucion acerca de las distancivs wintle Jow o objetos
€ 1udividuos ). Previameiity se han cabservadg u  punLos  en- uh

espacie de dimensidn po los dutos Pueron oxtrafdos dirautensite  do

s e unha fupeion . o oxle Cano o

los n puntos comos  valore
distencio.

Re phuede reconsbrutr en base a distancias de ciudados et Una
guia do carrelioras, un maps geogpdlico de la Kepublica Mexicana
dade que la disl.m-mm de ung ciudad . o otra ¢ &5 la misma (salve
Taeguelias’ perturbaciopes) que o de o a4 o (ejemnlo Distrito
Fedaeral~Ouyeretarol,

By gencral lus matrices de  mimeros que  relacienan o los
individuos entre si no son distancias ouclidiunds v nosiblenente
na seah i sigwisra distancila segin la detinicidn del apéndice 1,
pepo ain en esLos casos  es  posible  pepresentar las relacionues
sttre lus tndividuos,

S¢  wbserva gue la salucidt  obtenida 24 dnica salve
Lrapstormaciones rlgidas (braslaciones. roLaciones v roflexiones),
esto es, bara 165 puntos LT "'.. . donde 2] Livne  coordenadas
(8 oeu X D B LR E PP . et pusden wlentiticanr col

¥ 3

,

{y ... Y i asl ., 0 port UNag Isemetrfa ¢ ) = A, + o donde A
(R} i - . z

es Una matriz ortogonal v i <P,

Ln general se busca obhitener una representacidn  grdal'tca  que
ayude 4 inLerprutar relaciones entre los  datos, osto  os. #u &9
consideran Lécnicas probabilisticas sine solaments analiticas,

La pregunta obligads es:; éComo se  caracterizan lus matpices
quir  duscriben pelacidnes o Lravés  de distancias que &0

. .
uclidbanas?
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Vody * Fioetaar Vask et boit the gl £ dease ot D10 Catin.

Dufintsion 3 @« 1 GK) o H flala e dus el tas »~l
o
L) owm D
(R dLEO Viasl,. ...
. . )
Pefinicion : © us euclid inrm Y wes Ta matyts du

distancies de un conjunto de puntos cn alglin espacio t:m;luji.mu.
LEsL us, 51 para algpin po
RN
) L2
Y & DO, o~ o)
- t
con D la forma cuadrdbtica asoclada a la matriz & con  la cual  se

detfine 1a distancia en &P,

Cn ut problema particular es cogvenienle tener presente sio se
Lrata de upne matyriz uuc]i«liunu o hay que  hacer consideraciones
esPreiales para obtener une represeataocidn grafica | en seguida  se
proporciana ung caracberitacién de dichas mabrices {ver 2,

‘Teordma : 51 L o5 una matriz de distancias vy Jdef'inae H={lH
cona == atie2 oy Hoa I = 570 uga matriz centrada.

Entonces © es ouclidling sii 1 us semidelinide posibiva.

Dumastragicn :

f.a prusba no se incluye agui pero sw pueds consultar en €2,

Observaciuhes
.
= Cuando © s malriz euclidiana do distancias eptre puyntos de
uns nube entences b o= (= EIC. = 5 L= la..
4 - 1
1.e, H = (HAHK) v H20, (Observacidn, B es o malriz de
productus interhos centrada para X3,

En el caso que P svu sewidelinida  pusitive de  rango p

entonces la conf'lguracidn correspobddenty o B - se construye  como
[FT{H

Sean ).‘... los eigenvalores positivos ordenadus en  forma

decraciento ¥ ¥ la matriz cuyas  columnas son  los  elgenvectores
asuciados 4 los eigenvalores. con natma la  pafx  cuadrada
wigenvalor asociado,

dee su

vyl = A VyEl... k

Entonces los  punhtos p) PTTI cuvas coordenadas son
i

p'-(y",...,vﬂ) tel )-~ésimo englon de ¥ ), ticne distancias

&0

wiiba pptibom thasda el WL aduiede bloie vt s the g aveibed am y W
pepevsant o baomal iz e pradieba inturiee,

i srteir v ok piamdbrbu comsteaghe wna o meleban a0 Lravde e

by prodnctn interng sigotande ol profadimiunte duscreita wn )
soimeita de  dualidad  del capttulo 10 con lus LulsucuenGlan
SonwG idas, En parlicular
S P S
(9] ' Fl
a0, = gl . o~ zi Gos ©
.
= st 2 0ons
11

datde 6 es =) dngndo antre sY oy

Ln el caso wn gue algun exgc‘nvqlm' sizd HEEat1vo 410 su Loma su
cigenvector asogiado pues Lo noroa e oste seria negativa segin ool
procudimivnte, bor cllo s uxcluyen dichos eigenvalores.

Badas las distancias  en b matris & pucde ocurrir due o sca
encliduana © que la dimension del wspacio e vl que  pueden sur
represuillbados los punlos sua mayol o dus o Lraés ¥ na prapopsionus
Wiig 1-e‘|u'ubunl.a-;wn geonitrica  explicita  de lus  dutos vy nus
rulaviones,

Yno postbilidad ws clegle Uodipensiunes s sugeride  por al

i . 4 o,
Lebpems 1, pata ello hay uue clegie ung configuracidn en 8% en la

el sus  coordenadas  estan  dutorminedes  por los  primeros L

vigenvectores th: B, El argumenty geomdlhrico wnitivo  de  la

praeba del Leorana 1 o6 que si los U praneros cigenvalores do 0

50 gr.mrln;-s y postlivos ¥ el resto soil Corcanos o cel'd, Ya b

positivos 0 negativos . entonces  Jas distancias o similitadus
ehtre los puntos de esta coptiguracién nmiteden sor aptuximados por
b, -:;:;t,..; procudimiﬂntorb‘u pucdo desaribie adn Jde manera mis sinple
$i we piensa como uhe Potograflia gue mejor describa a Ja nube o
como la PolograPia de la nube desde ol dngulo dptimg Custle o jumplo
para noda ws  foupmal  pero si bustante descriptival, Esta
conl'tguracidn es  la  llamadia  solucidn clisica dol escalamiento
pnlbidimensional et ¢ dliflelsiches o @s  Uld solucion  mébrica. ¥
tLieno proptedades dptimas,

Uha presentacidn del  algaritmo  os conveniette puesto  que

resume ta discusidn precedente
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1.2. 7/ Algoriimo,
3 A partir de la matriz @ construir la matriz de

similaridades transformadas .

n 2
Aom el s )
1t} Obtenor la motriz B con elemchios

L oma - - - a
Y] 1) [ e
donde
3,=Ya & =Ya A =Ya .
(R4 wn “] my .. £ nm
n i min

t41) Uopslderar los U eigunvalores pesitivos ‘A‘)...))\‘ e W,
cun  sus  eigenvectores correspondicntes . ¥ = (Y., X los

cualus estdn normalizados wor Y'Y e A Vemtaolt
) 1v) - Las  coordenadas regquuridus para los PUnLOS (=7
precisaments los renglones de v,
<]
Con oste algoritme su oObserva die basta con uta  rutina  pura
Cadlculo de eigenvalorss v eigenveclores para aplicar al mitode,
Algunas vecess no os  posible proporcionar  une  medide”  de
comparacion on Lérminos de una mdétrica ontruw n individuos, vn  9su
CA0 e Propont una funcion de similariduadys con malpiz asociada S
Que cumple las siguientes propicdades

1) U m oy Vi
v n

L) u £,
i 11Y

Sin embargo adn en estos casos se pueden ser roeducidos o

Lpabajar con matricus de distancias © aplicando la
slguienle

Lraast'ormacidn

d = (u =2 u +u'd
Ly w ¥ m

S¢ obsdiva que 51 5 es matriz de  stmilaridades, por (v se
Liene que \Au -2 u‘J + u 8 no negativo ¥y por lo taplu estd
bilen det'inida lg Lransformacidn propuvsta , ademds d = 0 con lo
D cual Boes una matvie de distancias. "
En  caso de que la matriz de similaridades sea  ademds
semidelinida positiva

572

(4]
.
.
sl Su Cohsidura , & |-1 . enbtonces so obtivne
"y s
H
(2]
: )
Q

B mutu =2u 20
Y] I u L3

sin embargo x se puede escribir comno

o

]

u .

] 18

(<) a

S o5 simdtl'ica v semideliuida positlva por vllo sus  eolgenvalorew

N =l,,...n son no hegativos v reales, ademds existe una matriz

artogonal F tal que P tal que PSP @« A 0 5 = PAP O donde
A-dx’ug('/“.. e .7\' ), evs docir que :

oW x"IPAIF“‘ ] (G“_,;)‘.\(!F‘":) - kP

P ustd asociada a upa Leanstormacldn rigida i.e.

MmN

3o kb .

S . = . = s watonces o = 4. -, I, es euclid ana. Esta
- ] Y . -y

conglusidn se residme en la sigilente proposxicidn.
Proposicidn : Si 5 es malriz de  similaridades sumiderinida

posibiva, entonces la matriz de  distangiss D def'inida por la

Lpansf'ormacidn 1) es euclid and, con malriz de  producto- lan'n_o_

cenlpada
' & om BOGG

%]

?




1,8, 7 Duslidad ontes ACGE v A de courdsiinles principoles,

Sin vmbarge on la practica so0le &0 cuonta con la matriz e

datos :zn v hay que hacer una wleccion de la  runclén  distancia,
x

muchas elecciones son  posihles pera  lus mds  comunus  son la

vuclideana v sus variantes, en ese  coasao ol Lrabajo  desarrollude

anteriormenite se gncuentra coneclado con el ACH,

Sea R una  matriz de datos y sea k‘l...z;.llm los

iy
elgenvalores de  la maetedz R'HRRTY La  matriz matpaz de
covarianzas mussblral, para hacep mas  simple ol andlisis  supofiga
que los sigotivalores son distintos ontre sf. Los ronglonus  de

0 son los renglones centrados de A v por lo Lanto se  Liene  gue
L=iRR M representa la malriz de producto interno centrada v Lisnhe
los mismos eigenvalores gue la matriz e covarianza,

bu ® Oy 3“5,' 3’ )

Ahora se ostablece la dualidad entre ol ACP v sl Andlisis  de
Coordenadas  Principales para elle es necesaria la siguionte
S definicidn .

Derinicicn : Nea v el 1-ésimo  vigenvector de B con
eiganvalor asociade L normalizado por Wl o= A VimlL.on,
Para 1 tijo (151<p) los renglones de HCID = [g].... ,‘«t] son
1tumados }as coordenadas pringipalus de R en ! Jdimensionus,
fropesiaidn 1  Las coordenadas principalus de X an ]
dimensiones estan dadas por los valores <entrados de los o
individuos sobre las ! prameras componentes principales,
Demostracidn
En efecta, si < svs la 1-dslma componente principal cen
[S ] 1
RS
por bl teorema de descomposicidn espoctral (123 se ticne que
’ ®HA = TAU?
donde U = [5:....

Plv A= mli.xg(}‘l.... .AP).
- Por el-teorens de descomposicidn on valores ‘sibgulares 123

su puede elegir lus sighos de ' v w . tambidn MR puede sepr

. 1)
oscrita vn Ltéerminos de esos vigenveclores come .

A

Yt - YU - }_,,‘
L)

Way

dunle ¥ = (wl..--n‘).

Los valotes de Jos n prepglones de 02 sobre  la

compouente priucipal estin dudos por  los n elementos de H:Y,  los

L=dsima -

resglones de esta malriz son precisamente  la  compouente de  las -

s . :
renglones de B2 en la direccicn dw L) Entunces, vscribiondo

Yegy = (00 M)

T

g submatriz de K cdlumnas de la matrjz T, los registros de las k.

primeras componentes principolss ostun dudos pobr |

1
FRUCKY = VETTCK) & ¥ oL .

Pusstlo que las componentes principales san ox'l-c-gonulurrs wnlpe

s Y, ® Lo d son precigmmente | las

principales,

Ubservacion

-Fuesto aque las columpas de ¥(K) mon ortogonales entre - $f '

TEKI'UCKY = Ik y ke obyurva que V;‘.!U(k) represenba una
de #® sobpe  uh subespacio de K dimensiones  gensrado por las

columnas de TCk) contenide on P,

= Este resultado ws dual al do ACP en donde  la  inercia ' dal
subespaclo genorads por las k primeras componenbes principelow ' o
la mds grande de cualquier subespacio de k dimensionos, ’ .
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Sl

2, 7 Seleccidn dJe caracteristicas  can CONRODURLEE
principales.

2,8, 7 Conmvntarias,

En regresidu miltaple, wna de  lus Mavotes dificallades cow
las esLimacionss Usuvales de minimos cosdrados me  of prabloemg do
muiticolinealidod, el cusel ocurre  cuaudo  se  Lrate  de Pubciones

‘ lineales cosi constuntes de dos o mds de  los  pruedictors, 0
CAPACLOLISLICAS PHEPasOTan. Hoctutitohvibe (b3 previsiou al
problems de multicolinwvalidad $ud propussto oor  Gunsh JL983),
Dichas mullicolinealidades son o veces, Anndgie no Slumprne
tndicadas per bas correlaciones grandes  shlve  subcan juntos de
caracteristicas, v a1 exlsten las malticolinealidales satonces Lus
varianzas de alguno de los eocticientes estimados de la  regresion
s0n muy grondes, pesados a inestables dentro de 1o ecascion e
regresidn,  Dhros mdtodos han stdo propuestos, Yria manera  de
salvar  dichu proablema ¢5  usuar solu un sSHbCOh junto du
caracteristicas predictoras, elegido de tal mepera que no  coptenga

mitlticolinsalidaden, Eu la acboalided s0¢ cdenta  cob wo,

usombroso catidlogo de métodos puard svleccivear un bal subcon jutte
{ Druaper y Smith 1981 3 | entre  los wétodos  propuyestas  hay  una
clase que mebecy particular stengide, los basados en ACE, [
uso se sigue do una segunds clase de aproximaciones ol problema e
multicolinealidad caracterizados por ot iso e est isadoires
SESEAdOs oft regresion, Esta cluse lucluye a los sslamadurves  de
contraccldn vy Lambidy son una aproxismagidn basada on AGE, Peron
1a mds conocida de todas las propuestas es la represidn con  ACP,
que  simplemento  establuce en @l uso  de fus - CF du tas
caracteristicas wrodictoras en  lugar  de las capscteristicas
m-edicu"xras. Puesto dite las GP san po  cortelacicnadas no hay
multicolinealidades sntre wltas, v los calculos eu la regresién  se
simplifican, Si tadas las UF son  incloidas en la pregresidn,
whtonces ¢l modela posuftante o5 equivalente al  oblenide  pop

minimus cuadrados, en  cuva  caso la hercls  causade o por las

66 .

mult ot gnual ilalus e grately gl et casrd g didaas Adiras  »d :
we oltming alguna do las G de 1o slustidin v Fugrus fon, lu-‘é
esbimudores  oblunldos para  los coel'icientes en ls acuacuﬁni
original de  regresidn  soh  usualmente saesgadn, pera l'odus:r:n;‘.
ofectivamente  las  varianzas da fos astimadores  de los*

cooficientes, las Guales son cassadas bur las  sulticolinsalidades, :
En esba seccidh se discute algunas  estrateglas  de seleccidn du:
capagturislices i a elisinar en la gouacion de vegrusion. !

Sy sigue wxplotando la idua hisics de selectidn o Lraves du;
los CFf, enbru ellas so  prapess una aque sugiere la  sliminacicn:

parcial de una CF de las curecteristicas prodistorus junto  can La;
caracter{stica dependientu, Esas OF pueden ser usades  en M:

conaliuceidn de estinedores sesgados,
2.2, ~ Nogresidy con Copponentes Principatos. -

fonsidete ol module de  regresldn, come so  dofine ou ]",
wClacion ¢ ) It
y = X 7t & ) :

donde vy s un vecter en b U de n observacionis ¥ o o8 fo  medids -

dependients do o tsdividuos, considerada con respeclo o BU - Canblid

do gravedad vy X a5 ung watpiz txp suya enbiads ,\'“ os ol yalor de

Lt J~dsimg caracteprdstica predictors  para elﬂ individuo (~aximol
afibab Con PesSPealo 4 0 cenbpo die gravedad, F ed 4 Vedtor dg

coeliciontes de la peglesian v & vs el yvectop de  términon «l;

ereor, los  elemeutos e s s SR Independientes !

homoceddsbicos cal varienza o', ) :
Conviene presviobar (13 cenbrada para les caruacteristices r:ns
respeclko a su centro de gravedard, uesto que 2l cusk gaumml - ﬂ:
oblivhe mediante wna  tpaslacise v la ganacia @5 que  XX* u
proporaional “@ La corpeiacion wentre las caractertsticat
predicloras, ¥ ¢sta conveoncidy s¢ adopla en enta Lrabajo.
Las Valores de las CF para cada obseprvecidn estan duaday por ¢

28 X A (&3] ;

domde la anteada 2° de 2 v el valor de lu Asdsama- UF pura 6
t=dgimo indiyidun l v A as ina matplz pRY cuyd M=dsine  columnas o

el kedsima eigenvector de XX,



el e A wme nlln,.u“.ql, Ml papaider wot povise o con

XAA*p = 2,

donde p = A’} v por ello la ccuacidn (13 adquiere la  siguients
forma

ya 2y to. £}
la cual es simplemente un  reemplaoZe do las caracleristicas
predictoras por sus CP en el modelo de regresion, Regresidn con
CP puede ser definido como ¢l uso del modelo (B o del  wmodelo
reduycido

y = Zm te + ‘< 2
donde ¥y, ¢ un yvectot toh m elementos que son  un subconjunto e
elementos de ), ’Zm &% Una matrlz nxm cuyas columnas colresponden o
un suhconjunto de columnas de 2. ¥ €, son los términos de . error
correspondientes. Por el uso de minimos cuadrados para estimar
+ en (1) us posible encontrar un eslimador pars 7 de 13 ecuacidn

n= Ay 53,

En efovcto .
: A’ m XAA' (I m 2y o LA - 2 =0
w2203 = pI w0
wA'i-, =0
» Ar =}

N EEYS

Observacidn |
-Entonces es. equivalenle a encontrar i por ninimos
cuadrados en (1),

=Calcular p en (3> uvs ads sencillo gue encontrap r

en (13, va que las columnas de 2 son  ortogonales,
tambign ; e obLiene ;
yo= ey

= |73y : (&3

con

e

O H

L : Q B
: 12

0 J\n H

VoA 'ﬁ.‘> < e . 2 son eigenvaloles de X'X, Ademis, si 413;
cciaGish de regresién | es  calculada  pura  las  CF, en  lugar d¢-
hacerle para lus  caractepisticas pradicloras, SBLONEES lad
n:mnl.mhuci(imu:; dy cada CF a  ta ecuacicu  pueden  ser !‘m:llumur.n_i
interpretadas, cosa qQue R ocureés con las camctup[sucué
originales, por la ralta de ortogonalidad. AsL en el caso d%
teper presunte el probluma de multicelinealidad, el poalizer i
regresicn con CH en lugar de las caracter{sticas oariginales Lra{
consigo ventajas de cdleulo o interpretacidn. Aduinds us pm:lhh'l1
notar acerca de la interpretacion de las contribuciones  separadad
de cadu caracloristica trapsformada es mejopada 4l Lomar 3 C!f;‘_
aunyue su ipterpretacidn wn la  ecuacidn  du  regresidn  plisde nkf
tener un sighificado muy claro. - ;

-La principal ventaja ¢n el uso de CF en regresion cuando l,n"
multicalinealidades estdn presenteas, En esto caso vs borrando ui
subcongunto de las CF, especialmente aduellas variancus peuueﬂaq
con lo cual se obLignen estimadores mucho mis estables para ﬁ‘
Para verilicar esta observacidn hay que sustituir (43 en ) par|

ubtensr
A= aczyiery %2} i
= AL™%20y ' : ;
= ALAXCy
,"u"k' X'y RN}
)
con A, el k-gsimo elementu diggoral de Ly u e la »h-e’sim-;

columna de A. o : i
Esta ultima ecnucidn puede ser derivada directamente de :

fs x0Ty

por el usa de la descomposicicn  espectial- de  la matriz 1338 0

v eigenvalores A, k=t .6,

Cuyas eigelveclores u X

3
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Mo bl ba mitpese by fon it d ouie lom o btite-pd om ohie p i e

cuprrelacionados, tumucudastivue (1o, wwvly) = UL ), do wiul qua
"
o malr b dee v Lonnaec e 3 o

YV A ANV AP PP YR SRR TPV IR

e

< Pl r
= K oL N vy
v E o w

A=y
" Esta dltima expresidn proporcioba obra forma  de identitlcar

mullicolinealidades ~que produzca  vaPlalzgas  grandes D los

»
elementos de ¥1 exlste una wwlticolinealidad, entonces usta
aparece como ung CP con varienza poquena, es dJdecipy, las OF que

Liehen varianzas peguetas de & € la valianza do la d=¢ésima UF ce
&

‘Al\ /n ’

, Y por Lanto para valores grandes de J\;'. Entuopnces  (9)  guestra
due cualguler caradteristica prodictors la cual L'Lene cuel'icicnbes
grahdes o medianos en cualguiera de  las  CF  ssociadas con los
gigenvalnres mds pequefos gue Lienen varianzia grande,

Un camino para reducir esbe ovfecto, us barrar los Lerminos de
(B> que correspondani a los mas pequenios Al:s . 51 se queda solo
con mEk eptonces sv obtiene vl estimador:

m

~
~1 + [}
u
= ):Ak LY X'y (SUE
k=ak
L wn esta casa AL rere ok SOR eigenvalopres mas pequenos, Esto es
n

vquivalente a que los dltimos p-m elementos de } s#an iguales a

T nern,

-~

~La mabrie de coavartanza Y(3) , pata i os

m L .
-2 A BTV -t ’
u' X*'X u u
¢ Z\J “ Z'\k W
ket

IRa)

shoaatiti)ad rm b bl

Poto K'X = L,.. ot fantes e a
S

vl o XX wv Ll

pomon

Y = ot lz}_fa

A WIS

¥
Por obLbu lado los vecLores w, L™ 1 ,..4 son  oruotormales,
'
los torminos po nulos en la traple suma  sourrod  cuando = sk, y

por ulle

V(i) = Z ‘«;‘..Lukf 13
kal

En e} casu en que ningino de  los  primercs m xl:s Had - IMY
pequuecs  watonces ninguna  de las  vavianzas  dadas por los

ulememntos diugonales do (11) son grandes,

-

Bl decremente en variahza del estimador g dado  por (10 en

relacidén al obtenido por minimes cuadrados 3, se dobe, como se

syperaba o la introduccidn duel estimador sesgade en el ostimadar (i,
Es decir ;

N i A;'uhu; X'y y B¢ = g
ksme
¥
A shy ur Xt - N B iyt
,h i L,u);!uxy i _L(«kukuh)(yr)
kzmrl - - kzmet
P IAYERTY,
ﬁi L Lhukx X1
hzmsy

- ————

e e e e e e,




-2— v l."ﬂ.

Samet

Esto dltimo térmlno es, en general no nulo y por tanto EGD#p3,
.- Cuando la multicolinealidad s un serio problems la  reduccidn
~de la varianza puede ser sustancial, v &l sesge Introducide es
pequeio, Esta atirmacidén es clara cuandoe los welementos
‘cavruspandienws a las componentes eliminadas son nulos, enLonces
~untal sesgo no existe,
Ademds cuando so oliminar términos en (4 que - correspondadn
‘4 los eigenvalores mds pegquenos, os posible gque estos esbtdn
asociados a un elements dv ;  aue nu o es  significativamente
" diferente de cero, wste problems es  bastcamente el problema  de
saloccidn de caracteristicas, con las CF € combinaciones lineales
de las originales ) vy es un prolbems do  estimacicdn sesgada pero
que permite opLimizar en tdrmipos de explicacidn de la fnercia,
La derinicidn de regresidn con G proporcionsda  en términos
de la secuacidn (I v (), bs eaquivalente al uso del madolo lineal
() y ustimando 1 por

- - -t Loy s
f Z AN X'y QL
=
donde 8 . JCp) = (12.....pH Asi  uue (10> us  un Cano
particular de la (12) en donde § = J{w), on general §

Sl

cualyuier subcongunto de J(p), por olra parte dado un  subcobjunto
de coericientas de p. correspondicnles al complemento de X, puede
QLuUIrIr gue eske bea  igual a  cuerw, La  elvccion dé el
subconjunto 5 es uf problems cuye tuspuesta ha  side un Lema de
discusidn., un  punto de vista copsidera la  descomposiclon  en
valores singulares de la matriz X, v bajo el supuesto que u2p v

que . . X = ULA'
dopde las columnas de U son los eigenvect.ores de XX', los cuales
“cortesponden a los eigenvalores nho nulos, normalizados por Uﬂ'alp.

" v L se define como

2

Entonces X7 puede ser levscrito como
ULAY ;3 = U5 |

cun & = LA'A , tales ame (1 = AL™'6. En dondo
minimos cuadrados para § es

&= Uy A Uty

) -
de donde se obtieue que (7 = AL™'E,

Por tanto o partir do las relaclones entre p y &' se intiere
tu aguatldad v

o= AN m ATCALTIS) = AL = LTS R
Y eb la cual es posible observar que considerar un subconjunto. -~ de
glementos de & iguales a cero es equivalente a  elagir ol mpismo
subcon junto de elementos de p iguales o cero, propor;:ion.:mdo una
fopmulacion alternativa de la ecuacidn (12), Dicha l'urmuvlacidu'
a través de la descomposicidn en valores singulares proves de  una
aproximacidn allernaliva para esbtimar con eclaciones dp regrusidn
busadas en CP. :
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1od, 7 Ljomplo
L la progsenle  sewcion s RN e Jentn lus i

aplicacion dul ulguriting descrito en Ly soccron antupior,

1.4,1, 7 Mabtpicos nu euclideanas.

En una region del planeta hay ¥ palsos  anya siluyacion

goeogralica es lu stguiente ¢

La red de transporte (Pegrrocarril) toms en cuenta wplcanehle
el ndmero Jdu fronterds que atluviesa pard 11 de un  pais o otro,

puesta que al cruzar una’ frontera enire dos paises se cobra- un
arancel es deseable sruzar el minimo mimero dis  tronteras posible
{eslo os, s8¢ consldora que la iistancia eulrs un pais y obtro, os
el minimo de fronteras cruzadas).

‘Es ‘clarc que la distancia asi  delinida uo  es una méLrica
zuclid ana.

El problema se puede traslaodae o una grdrica § del tipo :

74

Lt wlebu rariibedbos atda b g0 wabdemieaiicbe @ UG feite ¥ weiida
f
wp fatae E e Vg pesptihe o b Prond o vomin sl o poninge oo
L}
o
1 N
La disLuncio snt
os la longitud de la Sadena mds corla enlre poY p‘. sta

tos tanlun 4 ¥ ¢ de la gralica 8 qonsxa,
'

distancila se desigha Stg p) v on ¢l apépdice 1 se  demuustia  que
13

5, en electo cumple la delinicidn de distancla o mitrics.
[
Se construye la matriz du distancius

PR, By PL AL Py A
& i) 1 & 2 [} i
) p; o 1 z z 1 &
Slp ) o= pa 1 F .2 1
vl P o ( 2 L.
ot 0 : n
i) .
P O 1
- "o o
e

La matriz & resultante es

0 -tr2 -2 -2 -2 -1.2 -12
<] ez -2 -2 -2 “ts2 .
u -te2 -2 ~2 -1:2
A= : u wdel -2 1,2
Q “ied AR
(3 -4
0

La matpiz ¥ cbtenida a5 ;

1. 102 (L% ¥] -0.ute RN FTS ), ulo 0, 004 U, u2u

10189 Q. ood -0, 430 At Bla  <u.u3o . 020

1. 10d 0. 0a3 «G.030 " ~u.R3s 0,020

B = 1. 10 0, 083 -G U326 0 0020
1, 104 u. ool U, 02U

- ETNLT! u. v20

L)

H
t
i
i
¢




Ioim u)“m”v,llnl‘ln. ats |Casfns o fas domponegtos
listal o conbinacion

Companuntes Eigonvalores

1 a4, qpuvoy
2 3499903
K U, 49009y
4 0. 49909y
5 . Q0o
-3 =0, 142057
7

~{), BYVLIY

La matriec do componentes artonurmules obtenida

L4

U104 RI-1) . dui -~J. 40y G, av?

G, hdt ~{, 1d D u.3?d ~u.uzd o377

v, Iba G, 41u -0, tou 0.811 0.277

-0, 504 0,853 -, 0¥ -0 408 UL 4y

Y= -0, 541 2,133 0.970  ~u.UZa 0. 377
-u.dpa RCTRETY -1, 200 [TH ¥ IR I P

=4, o0G 0,004 u.unu 0. yLy 0. a7

La  representacicn  obternida en uh  subespacio

dimensiches vs ;

1.

IR IR TS

L2

EJEMPLO :

Se propong reconstruir el mapa de la Repiblica Hexicana (de 9
ciudades de Heéxico) a partir de una matriz de distancias por
carretera, s¢ observa que dichas “wimilaridadesa™ (mds que
distancias en el sentidg de la delinicidn en el apdndice {  ,son
gilitaridades pero no distancias euclideanas), Para " ello  ae
ul.iliza el algoritmo proporcionado en este capftulo.

Se ulilizé el programa de compulo MATLAS vy en la mdguina  en
gue se tLrabajd solo aceptabe win aparentes problemas una matriz  de
dinecnslones relativamente pequenas. ’ .

Ex  lag hojes siguienles se  presentan log datos ue
intervinieron en el estudio, '

~La matriz D tiens por elementos los cuadrados de las

“distancias” entre ciudades.

D= (~4/2 a* )}
rs

~La matriz K = - -—i——ID. donde Ip es la  identidad de

orden 9, .
-l.a matriz A = DL es la matlriz de distanclas transformadas

- 1 1£r w20
Am g d)

. 1 P
-La malriz H = I, -5~ 00’ la. matriz. usada pars

centrar.
~La matriz B wm #f A H de distancias transformadas vy
centradas, C
;-La matriz X cuyas columnas son los eigenvectores de 8.
_ =La matriz T cuya diegonal son los ulsenvalore-.&a n.
La calidad de la representacidn se refleja en los  siguienles
porcentajes ; '

E je Porcentaje explicado.
1 65.3 % '
2 04,0 =
3 ] 88.4
i



~Los eigenvectores de B son unitarios.
~Lag ciudades analizadas que aparecen en el orden de la

matpriz de similaridades ;

1.~Campeche
2.=Chetumal

3, =Chihuahua

4. -Mérida
§.-Mexicali

6. -Monterrey
7.~Teple

8. -Tuxtla Qutierrez

9.-La paz
- Tienen por coordenadas en su represenlacidn ;
’ Cliudad Coordenadas
e, 0. 27Y25,-0.0046>
fy 0. 9259 0.1963)
e, (-0,0549,~0, 46503
P, €0, 29560, 0552)
Py (~0. 3540,0. 1368
f’u 0. U157 ,~0. 4255)
. p? €0.0043,-0. 29012
Py €0, 2353,-0, 1318
e, -0, 7404 ,0.9667)

La rthésentuclén obtenida aparece en la hoja 1 de resultados
vy mobreponiendo un mapa de la Remiblica Mexicana es posible
reglones guidndose por la posicidn geogrdlica de
en tales regiones,

Lrazar
dichag ciudades

posteriormente se presenta la representacidn

de México 'si hubiera . carreterns rectas y  transbordadores cuyo
~ enyrso Lambién es reclo en la comunicacisén entre puertos.
Después se proporcicna e} mismo mapsa reconstruido en donde

aparecen cuadros regionales C.‘Cz'ca ¥ C. que corresponden a las

regiones originales de ls Repdblica Hexicana,
Observacidn

C“ ; Corresponde a la penfnsula de Baja California ubicada

por LA paz v Hexicali. (cambio de orientacidén ).
: C, : Gorreaponde al acupan

regidn qué Sonora Chikuahua v

s

A < et ey e Lammr:

Sinsloa, perc bajo una reflexidn se puedes voltear ol
Héxico de. la trausparencia y sobreponenrle en el dibujo.

napa de

Ci ;: Corresponde a la penfinsula de Yucatdn en el seniido vy

orientacidn usual.

C‘: Correaponda al resto de la Rapiblica Hexicana en el
sentido usual (sin voltear la mica al revés ) pero con orlentacidn
invertida. El norte es abajo v el sur arriba, ¢ Esta’ regldn

consta e casi Lodos los estados exceplo los eaunclados en Cz ¥

pequsfias porciones de olros, pero de cabeza)d,

Conclusivn ; .

La representacidn obtenida es distinta de la original ello se
debe principalmente a que la euclideanizacidn de lax "dist_.anclqa“
ind{ca que en realidad las similaridades poco Lienen gue ver con
la distancla euclideana usual.

Se observa que geogréficamenle dos ciudades

cercanas pero que entre ellas puede exisiir un

pueden ' estar
muro Formado . por

montanas , lagoy o hordeg curves como es e! caso del LLemo e
Tehuantepec , o brazos de mar ( o Uolfos ) como es el de Raja
Califoruia.

Se observa que el andlisis puede ser més exaclo con - cindades
dentro do un mismo estado o entidades cercanas donds no  oxista
este tipo de deformaclones geogréficas. Huy posiblemente =mo

piuede reconstruir una regidn mexicana donde no estdén meparadas las’
cludades por montenas v la regién sea convexa gque el Lcrrltor-.lo
total de la Repiblica Mexicana, ‘
Problemn ;
Establecer un andlisis en tLérminvs de

regiones,

convexidad. de las

e A i e

Al A e s ama .



EJEMPLO :

Produccidn nacional azucarerna.

Ahora se proporciona un ejemplo completo , concerniente a la
praoduccidn nacional azucarera, el cual ao ha sido discutido en
ningun trabajo hasta el momento , en dicho ejemplo se aplica la
discusidn anteriormente expuesta. Los datos consisten de $0
caracterfsticas, las cuales son medidas vhuervadas en &6 afios
desde 1925 hasta 19070 ).
de prediccidn pars una de las caractepfticas ¢ 1la produccidn de

El ohjetivo es construir una ecuacién

azucar en toneladas ,y ) usando los valores de las otras ¢
caracteristices, las cuales son medidas {'{aicas.

Las caracterf(sticas que intervienen en e! estudio son ;

Caracler{stica Clave
Superficie de cafia (ila.> x1
Rendimiento de campo caha x&
Rendimiento de azdcar (Ha.D x3
Rendimiento en Lab., C % ) x4
Toneladas de caka por toneladas x5

de azdcar.

Comerclo exterior x8
Importaciones ( Ton,)

Comercio exterior x7
Exportaciones ¢ Ton. )

Consumo nacional ¢ Ton, D =8
Consumo Per-Cdpita ¢ Kg. 2 pli]
Produceidn de uzucar ¢ Toun. ¥ A

Log dalos mon listados en la pégina - 1 de resultados y la
matriz de cavarianzas y las Jde correlaciones en las tablas 2 vy 2
respectivamente.

Los coelicientes de cada una de las  componentes principales

LY

sobre las carvaclerfisticas es proporcionada en la tabla 4 | para el
ACP sobre 1a matriz de covarianza y en la tabla § para el . ACP
sobre la matriz de cotrrelacidn.

En el caso del ACP sobre la malris Jde covarfanzns es Al
interpretar dichos coet’'icientes, pues con la  primer compouentas
principal se tienen explicada 96,75 % de la inercia tLotal, los
coeficientes y, en una regresidén de y sobre las  componentes
principales, y los valores de las T-estadfsticas nmiden 1a
importancia de cada componente principal en la regresidn,

Juzgando unicamente el tamaho ¢ porcentaje ) de la inercia
explicada debe aparecer que las dltimas 7, o posiblemente ©
componentes principales deben ser eliminadaz de la regresidn,
Ademds, ohsepvando los valores de las e y las correspondientos
T~estadisticas, se puede ver que basta retensr cuando mucho Ia
segunda componente principal en esta ecuacidn de regrewidn,

En el caso de la matriz de covarlanzas e! efemplo es lo
sulicientemente claro para mostrar 1a seleccidn de
caracterfsticas con ACP,
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INTRODUCCION

En este capftulo se presenta el método STATIS usadse en el
andlisis deo Lablas cibicas o Y~dimunsionales o sobre - un - conjunto
de Lablas Z~dimensionales 1ndexadas par ¢l  tiempo. £n este
método se consideras que ¢l orden de prufvrencia de cada arista del
cubo du datas ¢s  irrelevante vy por ello se pueden  trabajar
caracturisticas (variables), individuos u Liewpo de  igual  Mabela,
La esirategia os separar un fendmeno de elsccidn de una esbructura
invariante sobre el tiempo u otre patdnullo, para ello se basa en
la descomposicidn de la dnercia total en inercia  inLter e luercia
iLra,

El métodu STATIS permtte  wxtraer intormacicn  en Poriss  du
graficas ; resumiendo globalmente, las posiciones acordasdas de los
wndividuos en un sistema de e jes interpretables con  la ayvwla de
las caracturisticas, evolucidn de guda individue autor de  su
posicidn acordada en el mismo sistems de ejes. Si se preftere
saguir la evolucidn de ins caracteristicas se debe usar ol métoda
- dual,

El método STATIS de H.L'NERMIER DES FLANTES v Y.ESCOUFIER
aplicable a varias sltuaciones deseriLas en detalle en vl presente
capitulo en la seccidn 2 v completude por el mdétodo "STAVA™Y de M,
C. PLACE Pué originalmente desarrolladu v propuesto e Francia con
Locnicas  propias . del  Andlisis de datos y actualmente ©s
considerado por su implementacicn computacional v programus LOmD
el software westadistico apropiadec vy  dindmice  en analisis
multivariado paba analizoer un gran mimetro de situaciones,

Existen olros métodos tambidn desarrcliados en Francia

=B} mdétodo de FOUCAKRT.
~El método de JAFFRENOU.
los cuales puyeden ser consultados en (5) y (8) respectivamente.

STATIS puede ser clasificado on la familia  de  los  métodos
propuestos  por K. Coppi  (19U6), basados en las  modidas de

AFOGLIANIUNeS, CUVO LRLerés - principal e@s  tratar - tablas con  dos

81

cuntguntios  de variabies  cao funcian de un Lurcel Cash Junilo
invarianta,

La prescitacidn del melodo consisty do uha expusicidn formal

“del fumdamento  tuediice, pars 10 cual  se requiere  de  olgunos

preliminares desarrellodus en los capitulos 1 v 1l de osba  tesis,
un brevo repaso del AP pard tna tabla de datus cuyo objelivo  us
tener presonte dicha desarrollu para compremder la generalizacidn
propussty para el analisis conjunto de varias  mabtrices de datos
puedys Ser bkl al lector.

Ovre punto lmportante  son lay situaciones due  se pueden
prusental en Un andlisis do esly Libo ya gque de  una tabla o obia
HG Bectbel lalivhle se Lleneh lus fHsmas Caracteristicas  (amlividuos
Lmetricas, cte, 3, desds un puhlo do visla  formal  nalo e
presant.a o Lravds de equivalencies entriu siluaciones,

Se preschla posterlorionte en la seccidn U el esdgioms genaral
del métade en clapas @ Intorestouctara
Acuepdos
Intraustruclulig,

Con las cuales se obtisne una prepluesontacicon global  de las
Lublaus a  Lravds de  upa distancia para tos elemunt.os
caracteristicas, un  resumen de lag  Lablas  que  sea Lo mds
represenfutive del  canguhto total segin la  sitdacidn  que se
presente ¥ una reprosentacidn similtdieas de todes los individuos o
de Lodas lus caraclerisLicas que intervienen en el estudio,

Finalmente se propovrcicna un ejenple de aplicacidn del mdtodo
& un prablema particular wn el andlisis de sectopes del  pequeno
comereio  en . oan grupo de  cludades de  la Kepliblica - Hexicana,

Jel cual se abtienen conclusiones importantes.
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HEL
1.4 /7 Rocapibulacion de ACE,

En el capitulo I se describe el esquema de dualidad

W= XHXC v = X'DX.
» "
Con las restricclones del teorema del apéndice § so Livne
~Las columnas de U son los eigenvectores normelizados de V’(H
, qu¢ realizan , bajo las restricciones de M=ortonormalidad, el
miximo de nxngu:.
Sea ¥ w p¥? = U'HX’ ; los venglones de Y son las  componentes
principales, eigenvestorss de h‘ND de  norme tgual’ oa le raiz
cuadrada del eilgenvector correspondiento.

Sea A = A’ |, matriz diagonal con wigenvectures do N_H o de

VnH . ¥ elgenvalores x'.....xr.

Sa tiene .
. r
X' w UaY' =YY = ZH‘Y"' Y ex el i=dsimo venglon e ¥
L=y
Segin los resultdados del apdndice & la aproximacion apt.imge  de

¥ due rango sir . en ¢l sentido du la mdirica .0 es  oblenido
» #,
ub

B

iYY?
. [
Vel

que representa o Jlos individuos de lo primeros renglonus Jde Y.
tomando en cuehitia en la interpretacion los . pasos. que - afectan @

8

Gada fe de Jos ipslividuoe,

Lo tonglunes do ¥ = UWHEY son las asgdoelas o law
CaracLuristicas vin ld buase M-ortonormal  de  fes columbas Je U,
Un individue  suplementapio, veclor X<k, serd  tepresenbada por
UM

Sy roprosenta  gnalogamente las  caructeristicas de las
primeras columnas de 2 5 A7 = X'DY'A'?. coordenadas de  las

Cdaryacleristivas oh lda  base  D=-ortunormal  de lus_ columyas de
(EI AT SR Y en este caso las  caracteristicas suplemettarias. v
vectores de F so pusden representar entances por y’bY /A2,

S Lransforma el problema a uno equivalenite que satisface lan
condiciones del dltine resultado del apéndice 6 va Que en este
caso D ées diagoual v las columnas de ¥ asumen vl miximo de

n
2
Zpt<1u"—i >:l
Y
o la inercia de Ja nube de los  individuos en relacidn o los

subespacios M-ortogonalus o sus generados sucesivamonte por los o

¢ Coma 5w observd detallodamente v ¢l capitalo I las o geuelan
los vjes principales de .inm;ci-‘: de 1a pubie,

A partir de ¢sta propledad | Lodas los resultados do AGE ag
valen win cuando D no sva diagonal | pere que  ses  ugna melrica

sobre P como lo demuestia el esaums de dualidad también parts  del

capitulo I.

Notacion
En o} instante de tiempo M o cunslgue o traves o doel

esduema de dualidad  la terna

(Xk.llk.bk)
a partir de lu cual es posjble construir ;
» )
L xu"xxL ¥ v, = Xk ukxk .

De aquni ¥ en wdelante denotaremas ;

— AL A la matyiz diagonal de los eigenvalores ' no - yulos
de l'fhl)‘L o de kaL
decrs

urdenados Gl f'orma

ierle

- Yk s la matriz de  dimensiones TURn cuyes | renglones
son los eigenveclores de Nka . asociados a las )\ con



D‘ ~herme jgnal a la ralz cuadrada de » .
)
?’x o la malria du linupeiohss (TN

son  los migenvectores de vn"k v asoclados

vul B-norme dgual o Lo rate cuadrada due A
.

U se¢ def'ite como ; U = ricd
N ' LN Nalr

GUyae

R

24 Cumus iy so plusiitban en fos ostudlos,

2.1~ Lus cusos,
) ¥

Una tabla de datos X como se observd en el primer capitulo. de
é5la Ltesis describe . al fendmeno. en estudio a través de  las
relaciones entre -los individues (caraclterf{sticus) en un 1nstanta’
del Liempo, en otras palabpas eos una fotografia del fendmeno, sin
emb‘argo, es doscabley  describir dicho fendmenc como un  process
svolutlvo a distintos instantes del Liempo u otro pardmetro, por
ejenple ; medidas de pardmetros {isico-quimices a diversos grados
de protupndidad a lo largo de un transcursce de iLiempo. En  eso
caso e dispone de K tublas de Jdatos, cuuntitatives o cualitativos

. obtenidus en diferentes momentos o dif'erentes ucasiones v que so

desvan comparar.

Se pueden prusentar los siguientes casos
Cases 1 @ Lus K matrices de  Jalos cuahtitativos son
copstriidas sobpre los mismos Individuos, con  los  mismos  pesos.

Es dacir se cuenta cob (xh'"k'D)' donde Xh s uba  malriz  de nxp'k,

centrada por D, v l‘ih una nétrica para 55P“. Segun el  esguena de
dualidad es posible construir H‘ - )(ka‘. :

Caso 2 : Las K matrices de similaridades, disimilaridades o
de distancias entre los mismos individuos con los mismos poesos
Cmatriv diagonal D)) Su sustituve entunces  en cada - Labla upa
malriz H}. simetrica, semdet'inida posxl:tve. centrada por B, de:
manera due se puadoen comparar lus  dif'srentes  visualizaciones  de
los n individuos analizados por tas K tablas, con el promedio’ ‘de
Las "k'

=35} se tiepe una metriz de similaridades Sk' Su construve

ék w ([ - 047 D)SI(I - D 90*; s §k &5  semidet'inida positiva, B8

hace ¥ = 8 |, i no, sea ST = 8+ [X| I . donde A .- ws el
k 13 k b m e
wigenvalor mis peauenio de S‘. Se hace entunces

Moo= Ll u>§:c1 -0 800,
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Sv puode moslial gue é: on  somidef'lpida  pusitiva, N‘ Liuho
fas propiedades requeridas,

-Si se Lienen matrices de disimilaridades, de  distuncliuas,
sva Bk la matriz cuyoes elementos son los cuadrados de lus

disimilitudes ; se construye ;

g 1 , B - ,
Skﬁ-T(I oo D)Dk(l [ IES ]

v s procede como se describe en el algoritmo descrito en el
capitulo Il de escalamiente mullidimensional para obtener “L'

Debido « los comentapries ddul caso 2, sv  conshdera on  lo
slguiete que so Lxene. unlicament.e (H..D), donde Hk s uha matriz
ORn s1matrica, semidetinida posiliva contrada por D,

Caso O ; Las K matrices cuantitabivas son  pesyltade de  la
cbservacidn de las mismas variahbles, Se ticnen K ternas
LX‘ ,Hl.Dk). donde Xl @8 una malpiz n;‘xn centradae  por Dk' y H  una
mdtrica sohro ®F,

Cuso 4 ; Lis K matrices son las covarlanzas eptre - lus  mismas
P caracteristicas, Se Liene (Vk.ﬂ), dande Vl &5 "Uha  matriz  pxp,
simotrica, semiderinida pusitiva, v M es una métrica sobre wF,

Caso 5 ;Las K matrices de datos cuanlitativos son resultado
de la observacion de las mismas curacteristicas sobrs los mismos
individuos ; evs decir son registros de datos cronoldgicos.

Por lo wue se vuelve a los casos |y 4. S puede vulver a
Literesar eh las poasicjones relat.ivas de  Jos individuos, en lu
avalucion de un individuo o de una caructeristica.

En este caso sy cuenta con K terpas (XL.ML,!)). donde XL es
uba matrdz nx,

Caso & ¢ Las X caractepfisticas cuantilativas nedidas solire
los mismos individuos, con los miswmos pesos. Se  Lionen  enLonces
las Lernu; ()(l.l!‘/PL B donde x'. es 1o matriz  de  indicaduras de

lag modalidades de ' la k=dsima caracteristica, DP fa  matriz
diagenal de los pesos de las diferchtes modalidudes (I)P a )(I"DXI‘)v
. s
vb o= [ R
Py Py

Se observa agufl que se& puelden prepresentar polr una parte Lodas
las caracteristicas, par otra parte todas las modalidades de  las
Cdiferentes caracteristicas.

ay

s

"

Caso ¥ 1 K tablas do contingensta, 0 dy  probabitldades s de

canbtos, X,‘. entre  dos caracteristicas cnalitativas, (Esta
situacion ¢s de sume importancia por la Precuyencia con gue se
presents en las aplicaciones),
Para la exposicidn se ha de considersr a las tablas de Burt
¢ b k) ’
(rL = P k xl.

Xk Dq(kJ

donde Dp(k) y D (k) son  las mulpices diagonales de  Jos pesos

marginales deducidos de X, -

En algupos casos  se  presentan  dentro dul mismo  estudio
Caracbelristicas cuantitativas vy  cualitutavas medides  sobire el
mismo conjunto de sndividues, uns solucisdn prdclica es. considerar
comu GualiLativas o todas las caracterislicas en es0s casos z.:on' lo

cual se pluanta nuevamente en el case anterior.

3
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AdA Mot it by bt Fove b Tau it oo Pt s

Euivaloniia iy (X Dy oy lx D) ot eunivalontes si A "A

Ebta equivalencle ws mdupundwn!o de H ¥ H Lllo plludu

sur considorado en e} caso 2 a partir do W -Y;Y . B8 Conslruye el
pruyeclor ;4 = Y':\_'Y D, ) *
Propowicidén bt Iuv métricas H v M tales aue (X MDYy
2 1"
()( H DY son wquivalentes en el SuuleO ¢ A vt tambidn lo mon h
ul n.unl.xdu i, 5 + -
8 Inversamonte . w1 (xt D)ooy (xz.l)) *=0u

vquivalenles en e 3 i Y]
n el sentido i, y &) X‘ s e rango by X es de

rango P Canquy ul-pl'). et ulicyy (X 4x0xX )y ¥
ot . 1 [RAY v
(Xl.(X;DX:) D2 son eguivalentes en sentide o,
PDumastiracion ;

E o - - 12
fn efocto ; .s1 N'D u "zb . \"'u Y2 . A‘ = uA‘.

= Pa-l - - ry-t
Al Y‘A‘ Y’D v yz(\i '(2[) = A.‘
£1 alar ' -1 -1
aliara A‘ = AJ. Xl(X(DX‘) X:Il = XR(X;DXZ) X;D

. 15 S0kl =-1.-2 “i-2
1doemis cuando A=A, oA Y, v A, - Y, preporcionan  Cpop
venglones) os bnbub D-ortonormales dwl mismo subospacio  vectorial

dy F, untances si que N - ‘,.N2 . Beas buses son iguales.

La caso 6 (datos cualiLatives).

Si Xh es la tabla de las caracteristicas indicabrices de las
by modalidados de la caracteristica cuslitativa, yk #s ol  conjunto
de las caracteristicas cuantitalivas que so pueden  peoonstruir “
partir 'de la caracteristica cualitativa. Cada elemento de b+ es
du la forma X:(a) . donite a us un ragistro dv la caractel-IsLicz.

L

) 1
Si Xk no estd centrada, se¢ Licle slempre 1 v oeny
: ) ) 1
Sea t.‘ la pecta de F generada por B,
¢

Jonde y es. el espacio vecLorial generado por las caracteristicas

-
a .
N /R

de’ )( = X'(l = D D', es decir ¢l conjunto de las  caraclerisLicas

ki

Lapt bbal dvas GontPadas e so pllsden PeconsLEgal o partir de la

vapi gt B con L Ebat iy ol comsdaditar st ponka sl

SUdutiuba buls Al prsyechor sulita G ,\: at provueclor sobiva

X7 N
Yo
k L} L
A & A A = A,
L 2 1 P
En ese Case, ol hecho de contrar o no las  Lablas ko anf'luye
sobre la equivalencia,
Como aqul s¢ considerd que las Lermas (Xx.ﬂl/P B3 donde
k

D, = DX 3 lus wquiveloncias Ly 1oy L wotnciden,
. '

2.2,8,7 Bl caso de lay mabrices de Covarianzaes,

uando  los. resylladus  son  obsepvaciones de  las nismas
caradteristicas como ocurre vn los casus 34 v 9 se  wlige como
alements caracteristico a la matriz Vl de covarianzas ;
Vk - X;DXL.
2,2.9,1, 7 Eguivalenciay para esbe caso,
Ciuivalencia cud (XL.H.DI) ¥ (X‘.H.D‘) =01l eguivaleptes &)
V‘-Vl.
81 se hace el ACP de dos  twppas, se logra la misma
represputacién de las  caracteristicas Z‘=ZH. .‘\",\‘. {eon las
notaciohes de 1,1.0
Equivalencia v TKLMBD v €D son squivalentes w1
existe Ol tal gus V‘-avz.
Aqui se logra reprosentaciones homoléticas de law
caracteristicas : ’ )

2=ty . A

2,2,4, 7 Tablas de Burt,

En caso de encontrarse en el caso 7, s Llene ulia tabla
de conbtingencia, ’
El andlisis d¢ correspondencias de una tubla de  contingencias

es equivalente a realizar el ACP de la Labla

8



xl
Y
L wbtunida al yustaponer las Lablas do  caractepristicas  tadicelrices
de las modalidades de dos caracteristicas cualitativas, La
malriz de covarianzas de este esstudio se culvce  Comu tabla de
Burt
D (k> X’
p X
[§°9]
Xh lZ’\»l k

dohde Dp(k) = X'DX
nqu:) = YbY',
Equivatencia vid ; (X = X)) sii C U = ul).
Para comparar las tablas de conlingencla, se¢. compara *lag

tablas de Buri correspondientes. Este P'ué hecho por FOUCARD
- (14,

2.2,8.,7 Si s6 encusntra en sl caso 5,
’ Observaciones sobre los mismos cou juntos du

caracteristicas e tndividuos.

Se tiene un conjunto de observaciones sobre el misme conjunto
Jde cara:tepistlcas ¥ ol mismo conjunto de individuos ; se puede
"eomparar - las W LA v V. Dependiendo dwl objotive del estudio
4 realizarso, partiendo de este puede ser mis preferida una  y
u otra de las equivalencias correspondientes, segin  la  evolucidn
dé los individuas o caracteristicas iue se desee estudiar.

St se quiere wstudiar & la vez las relacjuhes wuLTE
Tindividuos ¥ las relaciones chtre caracteristicas, busta  comparar
directamente lLas tablas inictrales. esta tdea s¢ plasma  rormalmente

en la siguiente ;

'roposician - Sea l.X‘.H.U) ¥ (XJ.H.D) dos estudios subrme el
mismo - coh Junlo do individuos y el mismo coijunto du
Vcar.'act.upisl.ic.as. 51 existe «0 Lal que ",",",' = ;,)(2“‘)(; .oy O

L - ’ 0
tal que XLDX' nxznxz . enLonces

99

[}
o=y v Xi=a ‘X;.

Demgulracion ;
Eu ufecto:

i - L b
si N‘ h] . Y‘ :; Yz ¥ A:lm\z - unfh
&1V =av L 2 e ?2 voA R,

dg - ' poabo?
Ademds : X‘ U'Y' = z‘,\‘ )fl

32 1 “sR A2
=R Ay e

it

12 sz
5
a zzAz Yz

. X = a(/! X
1 z

“2.2.3,1, ~ Eguivalencias {'uertes.

fquivalencia vitd x. = Xz { se tiene simultaheamente - las .

aquivalencias 1y tu), ;
*+

Equivalencia viued ; x‘ - - a"’x; ‘(se tiene s!plulpaneuMulnte‘

lag squivalencias ti y w),

10D
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3. 7 Inver-Intra sstructuras v acuerdos.

3. 1./ Descripcidn del problema,

Se plantea la necesidad de obluner representaticnss globales
de  las  tablas wen  congunto. a@ patir de los elementos
caractorislicos de cada tabla, con los cualus se  represuite
gral'icamenle a vsas distancias, pBuevamenle adul se  estd srensando
en que se puede representar a4 upna Ltabla en un  clerte  espaclo
ouclideano de dimensidn Pinata (Ver 113D, Esta  etapa  es
conocida como Intersstructura.

En la practica son limitados los recursos con que  se cuenta
al realizar cun estudio per elle se desea también  resumir  las K
tablas en una sola o un mimera reducido de tablas, que expliyuv el
comportamiento del conjunto original de tublas parda  hacer posible
¢sbko se requiere de  cierto criterio de oplimalidad, segin  los
casos  considerados, el objotivae dei  estudio ¥y ol criterio
daducido se obtendrd muchas maneras de convenitv, Esta wlapy  sa
Conoce Como wblapa de Acusrdos.

Se busca prepresenlar simulbansamvnte a todos los thdividuos,
0 A todas  las  caracteristices utilizadas, de  manepra  gue sea
posible observar su evolucidn grdficamenta, eslo  es itil  puesto
que properciona indicios de la tendencia en la evolucidn  respecto

a uh pardnstro (puede ser el ticmpod) de dichos  individoos ta

Caracterislicas), Esta clapa a5 cineoc iia o ta
Intraestrustura.

2.2 Interestructura,

Con objets die  comparar globalmente lus K tublas uye

tnteprvienen en ol estudio se construye una  matriz  de prodJuclos
eacalares £ de Kxk, cuvas entradas son los productos  escalares  de
los elementos capracteristicos de las Lablas, Los  vigenveclores

de ¥ proporcionan untonces una representacion global, de  la misma

10¢

eatsu i o bor bacta o ALE ot o] cama ol ol miila Lalila o daloa,
Nuevdamuetite lu  dudlidad  wvsia presente el lus Liratantentos

altvrpatives cup thdividuos o curi caracturislicas,
4,2,1, 7 Lonslruccion du ¥,

Lus elemenLoy Garactepisticos sogin  Los  casos considurados
son  : matrices de  productos wscalares entre individuos, las
matrices de proysctores, las malpices de covarianess, las tablas
de Burt o las tablas de datos iniciales. £n  gada caso son
malrices asociladds o aplicaciones lincalus dot'inidas enLre
sspacios de dimension l'inita que sin embarga  se pueden  comparab
(Vor apsndice 53 . en cada caso se construve la entrada (k1) de
la mabiia ©

Cuaudo se Lrata de una matriz de  producltos  escalates  entre
individuoe seo tioha o |

te (W DH D).
TR RSN
Cuando se tLrata de salrlces de proveclores se tlene
w L LA AD .
Cuande se Lrata de matrices de covarianzas 'Ik :
c L (Y HY M .
YRR Y
Cuande se trabks de tablus de Buet HL
, e ¢ BY
"M [, koL
Cuando su trata de tablas ipiciales de dates

> . 1DX M) N
4" LT (Xk X‘

His precisomente se Liene
3 3 a . g * Dy
l,llNLquD) = l.zE)(LHk)()l D XlHlXL
Proposicion l.x-(w‘DHlD)?_O ¥
S

LpCH DH D) ®0  « X; v X‘-O. ¢n wele caso  los
[

caracteristicas du lay tubla )(‘ ¥ )(L son Do

correlactonadas,

Dewostracion

Do acusrdo con la decomposicion doscrita en ol apéndice 3,

[N

tk % Hi w2 pueden  escribie  womne '-l.LLLf ¥ "L=l'|"l. donde ]::sr

matrices Lo v Loson cuadpradas de rango uov R respeclivamente,
) 5 3

Ademas l.r(HLDN‘D) = le(_[,: Xl' D lelLl. X{ D ";"H

o2



l‘h "
o X’ N LI
"ZZ L‘ anx«l\., 3
vetyeg
. P s L i LY oX*
y se verifica gue ; L1 (NLDHlD) =0 s1i L\ )(k Dxll.l- 43
sid X‘:DXL = 0.
a
MIZERE desarrolla en €i1) algunos casos  parlicularmente
importantes;

~- 8i nk =1 vy M = 1 entonces se Livne
! 3 ¥,

s v
Py Py
LP(HLD“lD) = Z ZCDV‘((X; )‘.(XL')').

Lrty 3y

- 81 L Dua: ¥ H‘ - D.,u: . malrices  diugonales
inversas de las mabrices do varlanzas, entonces

. Py By

trCw D¥ D> = chor‘(()(‘:)‘.(x:)')

vaggag

Si Xk u6 de rango L 4 XL as du rango b, . s tiene
. -1 - -t
L:-(ALAlJ - t.r(Xk (Xk' nxk) X/ nxl(x( ] Xl) XL’ [ ]
S1 po, Je gualquier manera se Llene siempre ;
teta Al = tp ¢ Y:AL_' Yﬂ”f“;’ YB3,
Proposicisn ”'“nf‘l’ 20y u-(.\k,\l)-o sil x;Dxluo.

Demostracion :

fn efecto ;
"k "y
. -4 s vt - t 1 I
LrtAAd . = treAl YhDYx A Y‘DYK) VZZCOP «y ) ).
[ESNLTY

1a suma de los cuadrados de los cooticlentes de correlacién  enbre
las componenles principales de dos ostudios. Par. lo tanto

tr (AkA‘)'aU ¥ Lr(Ak"L’ = 0 YhDYl' =0,

Peroc puesto que X“ = IJLYl para Lalx, 1) entonces se tlene !

103

"o ¢ - Y -
Y, [ Y= -~ X. b X‘ UL'I‘D Yl v u,

Y womg

Y e U’ HX
L t [ Y
= ' + ' -
X0DX = 04 Y OYD = UK DXHY =0
. ,
YkDYl 0 ka)(x L]

lo cual siguifica que los espacios vecloriales de F !',‘k ¥ y‘. son

para Lelik, l}
[

D-ortogonales st v s0lo si las caracteristicas de las dos tablas
son ho corralacionadas.
Se Liene tambidn que |
f )
Lr(VkHVLH) - LI‘(X\‘DLXKHX‘DLX‘H)
Proposicldn i LrLYkHVEM) 20y Lr(VLHVlH) = 0 wii XkHXl‘ - 00,

on el caso de, los individuos generados por los subespaciow

vectoriales M-ortogonales de E. ‘
e Liene de la misma manera ;

u-(nku‘) 2 0 si [lb v [l\ son tablas de Burt,

Proposicidn : La matriz € es def'inida positiva,

Prueba :

Sea o, el objeto caracteristico dol k-ésimo estuqio. y ‘yoel
proeducto escaler entre objetos ; :

G <0k .01>V

Considery w' = (v'.....uh) por ‘1o tanto ;

S & 2 .
[ . >
w'tw = ZZu‘ulCDI.ORP = u Zulolgw 2 0.'

(YT Tamg .
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3,2.2, < Descripcion de los estudias para caracteristicas,

Cada 0, ©5 una matriz pER, LA la cual s posible asociar
" RN )

un vector o, en ® obtepido yuxtaponiendo las columnas de Ok.

Sa nota qua g la métrica en "xa":' donde H‘ es  la meLpica  sobre

P, .
E =R * | para a2,
13

5
1
Denote por Y La tablia kxpap, o ' o= 0 L De donde  se
A
O
tieno 8] esguoma
P P xp L]
»* h.-uuu__...___[m t 3]
I Z ¥
o
P P,
[ LI Y——— — 2

P
Se tiene ¥ = Py, La mutriz 2 juega un papel similar al
que Liene la matrie de covarianzas de las Kk "caracteristicas” o,
en el ACP para una tabla de datos, Se Liehe qdé € & YY', donde
Y ¢es una matpiz ki (donde vre  pangl¥d?  cuyas columnas  son
precisamente los‘eigunvectcres de ¥, con noerma  la ralz  cuadrada
de su eilgenvalor asocjiado, Los renglones de Y proporcivnat  una
representacidn dv lus k estudios anadlogo o las caracteristicas en
ol ACP ; cada estudio esld representado por yp vecter cuya fnorma
oy ﬂokhw « ¥ nugvamente se cuenla con la herramienta  necesaria
para compatar estudios coms en el caso e individuos Q
caracteristicas en el ssquema do dualidad para nna  tabla por la
compuracion a través del anguloe enlre estos dos veclorss segin el
producto interno u,
Observacion ;
-51 0, us W5 AL des veclores O v 0 son  ortogonales
en el sentule u‘le w 51 lag caracteristicas de X, v las

195

du X sou no corpulwiionadas,
~bus estudios cquivelentes en los senlidos (0 Lo ¥y vl
serdn reproseitados por dos veclores colineales,
$1 sue tienen representados de manera rdentica los objetos  un
el mentido de las equivalencias vi,ty ¥ vt se disgonuliza la
matriz de los cosecpus  entre  objelos W e es ubtira gue  la

normalizacign de fas eapractorfistjcas)

la interprotaciin de la representacién  giue se¢  obtiovne  con
uste progedimiento es andluge w la obtenida en un ACP sobre  una
matriz de correlaciones donde se elimina el problema de la escala
do unldedes de las diversas caracteristicas que entran en el
estudio, con la ventaja de que un puntto es m‘:pr-nsr:nl.u;.i\’u sl us
proximo al circule de radio unitario tanbién conocido como  circule
de correlacidn, Los cosepos de los  dngulos entre los  vectores
asociados a los estudios represenlubtivos son proximes a  los  de
:)ckl que serdn segidn los casoes considerado sudde la l'orma  siguiente;

Ubsetvacidn

~ En el caso en yue Ok sou del tipo Hk.

l.r(HLDHLD)

R a = R CW.D.WD,
b urcukn)’u-(n‘n)’ﬂ” Mo

= [n el case en que Oksed del tipo Ak'

> 3 . 3
- LI(AHA‘ Li(’\k»‘l
B e pH R TR

para r, ¥y D

. L los rangos de Xk ¥ Xl respectivamento.

- En el caso en que 0'; yoa del tipe Vk.

trl \’l ?‘EVl M

R UIA o.x-cvlmz)"""

~ En el caso.en que Ok sea del tipo l(l '
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Jonde ln(X:) representy la lpercia do la oube de  individuos en
relacidn a su centro de gravedad sCcd.

Observaciones

- S l!ll es de la forma “;' ahtonces = Dab.

- 8i Ok ¢ de la  forma Ah‘ entonces ¢y % 1, w es  por

consiguiente una matriz diagonal de pesos, v las  “caracteristicas

t)L ostan centradas por w Louando X‘ usta cuntradal;

AT
For lo tanto ¢ cumple ¢l papel de la matriz de covariansas v K la
matriz de corralacion para las "caracteristicas” Ok .

= Las anteriotos obsorvaciohes son vdlidas si 0 s de ta

tforma Xi y 61 M = I | en cuys cako ¢ » D31, )

En el mojor de los casos (el 9) donde se  trabaja  sobre los
mismos conjuntos de individuos y de caracteristicas, debido a que
prosenta las me jores condiciones pueden compararse los estudios de
varlas maneras ;

1  ~Copstruir L’. tal que su eptrada (k.13 sca
t.r(NkﬂVLH).

2 «Constpuip ‘L'J Lal gua su entrada (K1) sea
Ll'l'VkMVlH) .

1 =Construrr €, tal que su entrada (k1) sea ;
t.r(xxvka.

Cualquiera de las rgprescnlacglonegs obtenidas vor la
diasgonalizacidn dn las matpices ‘8‘ muestra rasgos individuales  gue
entie la paturaleza do los estudios | walo es | en  general son
‘distintas eslas representaciones una de la otra. .

= Dot estudios son colineales por Y si 1o son por 1 ¥

por o,
= 51 dos estudos son ortogonsles por i o por 2, vellos

los son por 3.
AR A tienen la misma diagonal

. 2 ) » = LplX . = L 2
I.H.Nkl)) @ Lv(XkHX‘ D )(Ll‘l)(l [1D] L}(XLUXLH Xkl‘l(H) L U’\H) .

toi

R

9, 2,8, - Descripcion de loas estudios,

?

La matriz € de los simetrica v semidefinida positiva  tambidgo
puedy ser considerada como una mateiz de productos eccalares eohtre
tudividuos, Para poder establucer un simil ¢on la matriz. W . del
asquema de dualidad se¢ le centra en relacion o la mabriz diasgonal
de pesoes, Dk L que puede sel probuesta @ preart en cadae uno de low

cstudios, eptohces se reouplaza o £ por la matriz
et o= (] - Uitp oetl - BB,
donde 0 es un veclor columiie en B, con todus las wnbradas igualus
G Hno,
Obséervacion
- goeners las mismas distancias eutre estudios dgue la
ntrada,

matriz ¥, perc ademds  poswee una replresenLaAcion

Entonces se tieno el esyuema

b4 [

donde ¢ =y'py . donde ¥ = N(L = DUI') = (O .., .0CF ~ D'y,
Esto es centprar € requicre reemplazay cada objelo OL par el

objoto centrada

donde los cosficientes g =oh loy pesos  asociados al  kedsimg
estudio. ’

Los primeros elgenvectores e r:; Jde norms  igual 4 la rafz
&

0%



suadiia adel slguhpalon coprmspndlenle, Blrusen e i
regrosontanion de los K ostudius., Lual e las  disbunclus  chlpe
puntos representativos due lus Oi son lus  mujores aprux lpciones

posibles de las distancilas

o a0 -0’
cok.olJ 0L ol,v
J.2,4, 7 Construccion de los acuurdos.

Se ven resumidos los K objetos 0‘.... ‘Ok por unw  solo,
constderado como representative del conjunto v ponderado por su
importancia.

J . son otorgados a  los  estudios a

5i los pesos Q‘;l =1,

Lravds de un conocimienlo a gricri es posible elegir como acuerdo

152
es docir, el estudio en relacién ul cual la inercia de la nube de
los estudios s la mas peguela , laqui una tabla o estudic  es
ahora. considerada como individucs o carsclterigticas y se le
apllica el Lratamiento analizado en ol capitulo I de osta tesis
no vs necesario hacer muy explicito lo siguiente puesto que es 1a
aplicacidn de la teoria desarraollada en dicho capituls ). =

N k
Propiedad ; O realiza ¢l minimo de qullll)l - Zaloln’ .

2
VT 151
Pruecha ; En efecto
1y Ly [ ~ - h
8 -~ ) w042 a Y g |40 - o012 + yo - Y o04f
[ [ " 1 3 I [ "2
t=yg L=y L=y 1Y

s minimo para o=, ¥,

En  particuler cuande todos los estudios son igualnente

lmportantes ol peso-asignado es @ = 1sx , ¥ L . por consigulonte

" L3
o:-‘-Zo :
'S v
L=

109

s wl o obgelo del actnilo e prnteates e los ol gt e
Caractoristlive do lus cabudlos,
segundo avuuplo g
L
—_
Otro acuerdo gne se  propone es 0. = 2- l‘ﬂ( . dondy los
’

L=
Goefliclentes t st .. K, son los elementos del  elgenvector de 1A

asoclado al elgenvalor mds grande k., 0o se puede pensar tambidn
como. la primera componente principal del analisis de la  terna
(1 o) analizada un WHRKEwW,

Propiedad @ Para todo vector o'=Go .. w2 tal quu alasl

se tiene

P
N i 1
v Zulolﬂ‘,‘ £ 0060 w A

1=1

K K S )
2 2 a2
) Zc Zuto‘.og" s ) ol =l
(-2

L3 L=k *
Prueba : En efeclo ;
Con ref'erencia al capitulo I o al apéndice &, seo siguo . la
demastracion
=8i o= QL ), entones ¢ reallza el mdximo de I*x'Iuli;

cay valor miximo 'A‘.
[ N
- S5 s . 2
-o/ﬁ-‘- realiza el max imo de Z CZ u‘0\.01>p. con

=—1—-. y ¢l valor miximo es Ao poT consiguiente 0
o’ )

t I3 k

realiza el mdximo de

™1

w00 >1_ restringido a
LY J v

. Jai =4

. I ¥
qu =1, v ese miximo vale Al A:. '
{31

La construccién ofrece muchas olras posibles eleccivhus  para
acuerdos por ejempla se puede Lomar oLras comporwhtes  principales
de la terna €X' ,.3, pero hay que  teper precaucion al monento do

interpretar pues mushos de  los  acuerdos  obtenidos  carecan  do
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L3
. Lo
I« - u
Y t
Ly
Observacidn ; En aste cuso un  planteamiente mis  general

donde se contemplen pesos distintes entre  loy  diversos estudius
lleva a una jnconsistencia puvsto que la tabla

Ly
L
Z ‘H‘
tsl
no necesartamente es una Labla de Durt,

Hds han sido propuestos varios acuerdos , por ejemplo FOUCART
PEODUSC

h
1
o= - z ltll‘ con c = .
L=

s¢ ohserve que esta propuesta basicamente busca preseryvar
convencidn sobre los pesos de los esludios j.e.

fl LY
Qi = l//zlh )

b=y B
Latto mis pequeiio sea ol peso del estudio considerado menos sv  le

tomard en cuenta.

o
Las posibles propuestas en este sentido del tipo Zu B
e

con
. )
- Y 3 . i o . a i
Zu‘-x .\..J_O parecen las mds ruzonables pariy  ser aplicadas  como
11
acuelrdos.,
1S 2 =
Proposicién ; El miximo de U I =
b on x ‘ d\_. 1 L'\Ox!p' con u|20 v u(—l
N Luf L=t

B¢ asuing por 0‘~La1 que

Ho
t

= max (10 1% 1=1,,,,.K)
g (7

.Demostracidn :

En efeclo

* [ Y
yoe— P} —
ﬁl..og a e 400>
fotay- (] [ Y
Lt te1 et

LS

<

~1-

au B0 d 4O ¥
LR O A

L=

W
{ (113N wo u? }Z
[EN SRR 8 L
N .
- 2 - :
= { max no‘u, } { Zu‘}
t=1,,..K v

14

= max u()‘uz .
t=b,. .,k

De ayul "se observa (ue eb heGesario conssrvar el ab jutd - de

nerma mdxima. Este ¢s un procedimiento de seleccidn alternalive

al propuesto por FOUCARD. .

=Bl caso de lar mismas caracteristicas—mismos individuos.
Se considera ;

cuya diagonalizacidn produce ;
L3 vxiex, .. o Xmx
HD-ZHD.dondeV= Lt t .
¥ ¢ " x1DX, .. v

,

Ello cuesta disgonalizar, pare estudiar el congunto de las
caracteristicas, el acverde "promedio" eatre las Hk

W .
Ses X = (X Xj... X1, con diagonalizacion VX-ZV",V

t51

114



el idu, Lu wuatey contextu ve prolvrible Lenur como  acuespdo ale

las Ok. un objeto del mismo Lipo aque puede ser constderado coma el
objeto caracteristico de un estudio.

£n lo que s1guo su  analizan  algunos cases  particularmunts:
importantes,

~El casu de las Nl : Puusto que cada  alementa de v o
positivo |, lus componentes de o son del mismo signe  sin paerdidae

de generalidad vs posible suponerlas a todus positivas. fe oata
~

maners 0 os una combinacion  lineal cuyas coet'iciehles son
positivos do matrices semidefinldes  posilivaes, asi quu  los  Jdos
acuerdos son semidelfinidos positivos vy cepLpados por D, y  los
_ acuerdos son del mismo tipo W.

Cada eleccidn de los coetlicientes ERTRERTN positivos, se
puwde hacer corresponder ., si  se considers en  los estudios

(Xk.Hk.DJ. ol esquema de dualidad

£p X
R a2 P e p*
. 1 o |lo
X .
) i F=0
donde
X! a M (o]
4 [
X s . M= .
'l . o
o] URHL
I h
l’!ﬂX'MX=ZuXHX'=ZuH.
(3RS k LY
a1 . L3

La segunda conpodeinte principel de 01,0 es  tambidn  una
combinacidn lineal de las "k vy entie sus cosficiontes a  veces
aparecen algunos 'megativos (cosa Jue po pasaba copn la  primera |
pues el teorema de Frobenius garanlize que en ese casoe todas  son
del mismo signol. esta no es por tanto semidelinida posiliva.

=El casg de A En  general una  combinacion  limeal Jde

. S
proyecLorss ho es un provoctor, por Luanto los  acuepdos obtenidos

(]

o usby Coaso no son arsrartamnehte del tipo A pueslo o gue foden
sor W, Ln vl caso  de  Andlisis  Lanonleo  generalizado  esly
cohduce a caracterizar las posiciones rulattvas de los K uspacios

voctoliales geterados por las columnas de  las  tablas )(k. s$i  su

: S

R : 421
e WK Ly genwpaliza wl Analisis Candnico de dos Lablus gue

diagonaliza

puedon ser conmsideradas como &1 ACP de la terna ;

» ‘. -1
X . X . b )(l 3 [s]
44 . , -1 :
2 0 X M l))(z)
[N
Loy eigunyectores nopmalizados iy z Al realizan
1=t

LS
sucesivamente ol miximo de Z iMlel; . restringids o x'Dx=l.
L=
Esta técnica aplicada a el case & produce el Andlisie de
Correspondencias Milliples, v avuda « 'describic las relaciones
entre las K caracterislicas cualitativas medidas sobre los mismos
individuos, '
Si we utilizara el segundo acuerdo propuesto entouces hay uyue

rualicar el Andlisis de Curcespundoncias do lua Lubla

Yu X!
[
o=yt
4y Xk_
CConsultap wawkw))
El caso de X Oste caso ha  sido  trabajado = pop

Iy
P.A JAFFRENOU v considera todas las componentes principales de  la

terna (X' X.); de 1os elementos A " . &5 decir, obtiens tablas
pxn '

dal mismo tipo que )(k centradas nor D, gue  ademds son  hase del

.
subespacio imdgen de ek bago vl funcional lineal X
El caso de las tablas de Burt ; es posible definir agui un

acuerdo como el promedio di las tablas . de contingencia

"t



B D X X'p . . . XX'D

dande W [ L J L) ' 1 L.
X * X'X b .o ¥ B

h 1 k

esto requiere estudiar el conjunto de individuos | de  diagonal igar

tconsiderando —ir— aproximadamente ) o] acuerdd promedio entre  las
tatrices de covarianzas Vh.
v
-Sea X = ZXL' . el wcuorde  “promedic” entre  la Lablas

L=

iniciales mediante vl cual se debes liagunalizar ;

Ls‘ L [ LY
w o e lszkx;w 5V e ZZm; DX >
Latlsy p=21lzy

Los acuerdos s proponen de acuerdo con los objetives del
andlisis v un la prdctica es posible contar con  infermacién a
Ariori gue le praporciona el sentido en algunas anlicaclones.

Observaciones ;

~Es posible observar lus posiciones de los estudios
sobre un plano principal genorado en la INTERESTREUCTURA,

~La proyeccidn sobre el planu del barlcentro vy los
puntos representativos de los estudios, af'vclados por los  pesos
R En ese casae 0 se localizard wen el origen  dol plano
principal, v la aerma del vector representativo de un tndividuo !!l
@6 una aproximacidn de la distancia resl entre 0 vy Ok.

=la primera componente princlial, estd wproyectada sobre el
primer eje vy permite ver cuales. son  las tablas lo miis
correlacionadas posibles con 0 . en el sentado de la métrica .

Yoo~ L Inbtraestreuctupa,

La diagsnalizacion de Jos scusrdos produce en el caso de W|i v
,\L Ulka rupm-.-se:ntm_'idu enlre los individuos  intermedia satre las
que se puedan proporéionar en cadu estudio | de  mansta
en el casn de lus matrices de coversaunzas Vk se praperciond  una
representacion promedio de las cabacteristicas.

En el caso de las llL .ol Andlisis de  correspondencias de D
LrOROPCIGRY Uha peprescitacion promedio de las modalidodes de tas
curacteristicas (Ver (12713, En resumen se presonta sl problema
de preppesentar en un mismo plane Ltodas las earaclerisbicas, Lodos
los individuos ¢ todas las modalidados do  las  caracteristicas
cualitativas,
resolver wsle problena,

3.3,1. 7 Cuso donde se tiene los mismos individuos,

Si se presentan los casos 1,29 & 6. Ok es de la farma "k )

A El tratamiento aqul expumssto se desarrollard soloc para ol
caso 1 | en donde se tienm OL = "k . entonces si
h
W= zg L]
I
JZ1
. &#5 posible adaptar el mismo Lratamiente & los demds casos v

para °|. - Ak.
Se ha visto que e} estudio de acuerdos lleva a considerar vl

wsquema Jde dualidad

X’

donde

16

soms Jutite

Sv mastrara an lo siguiente una posibilidad para




. H = - . las a4, son

nimeros positivos.
3.3.2, 7/ Representacidn de las caractelisticas.

Si se efeclia vl ACP de la terna (X.M.D) | una representaci1on

de las caracteristicas es dada paturalmente por ;
Z=xrpy i
donde ¥ o5 la matpiz que contiene en  sus  renglones 4 las

componenles principales, v A & YDY'.

2k = X"DY';\"’2 represenla - las  caracteristicas  del k=dsimo
wstudio, vn la base D-ortonormal de los renglencs de A%y,

En  base a esto, s¢ puede represcihtar  las ComponeLes

principales de cada wstudio vor

Y- Y byrattd
( Se puede en ¢ffocto consliderar que W =

tiene u las mismas matrices Y ¥y A gue para ol andlisis de

Y ' (l.I

,{ '..' . b 2,
3 X .

8 ]

R

L
¥i se guarda la matriz ¥ complota, se tiene se Liene asi una

roprésantacidon éxacta de todas las coracteristicas y de Lodas las

womponentles  berincilpdales, ademds Is covarianzas = entre las

caracteristicas se conservan ;

zlr:z;-v y

X Y DY, = A,

\d

Si sttu s gnatdan bos dos prameros resglotics o ¥, Pl a
Lolul Uhae wsbLlusldal plana, s¢ Lienu la mejor vepresehbacion  plana
sinultoneamsnte de Lodas las caracteristicas ( la mejor lolograf'ia
du la nube de capactoristicas ).

OUservacidn

~Esta represenbacion plang es ntilizada en el mgtoda STATIS
’

v dicho programs se obtivoe una Lal representacién . plana de - la
nube de carecteristicas jndividuos 1 cuya utilidad se pusdy

Glisetyar en el algoritoo desclrito on ¢l capituio 11 papra  recuperar

representaclones  grhat'tcas  planas  a  partir de mat.gloes de
similaridades. :
En ¢l wuse & ( XL 25 uha tabla du caracterislicas

indicatrjces 3, bo pusde aml represuhtar simultaneamente todas las

modalidades de las curacteristicss cualitativas consideradas,
3,3.9, 7 Kepresenvecion de los individuos,

Enta seccioh bosdueja la represehtacion similtanea do los  uk
wndividuos, vistos para los K estudios, de manera que s¢  puwds
seguir la evolucicy de los individuos & traves de lox vstudlos,

BEn sTarts vl desarrollo de #,  L'HERMISE LES PLANTES, s
presunla a los individuos por las columpas de

~

oAty 802
Yl\ {A YDY;": '”k .

Esto ws justilicadu por la falla de los' renglones  de ATty

para rormar una base D=ortonormal de un subespacio vectorial de &°

generado por los repglones de todas las YF

.\""YDY:A;"Z representas el coseno entre las  curacteristicas

do la tabla Y‘ ¥ estas  Lablas  de Y.
cupsiguiente las Garacteristicas de Yi e un espacio  que  engloba
todas las componentes princinales de todos los estudios,

81 se desea pegistrar conjuntamente o todos los individuos v

nuévas caracler{sticas (componénles principales) de YL " Y

obtieny, para cada tabla, las mismas pusiciones relelivas de o las’

caracteristicas y de los  ipdividuos qua
representacitn Gonjunta resultunte del ACGP de la  terna (XL.rik.D).

e

&
Yl represenla por”

aquel las.  do l-‘n’ ’

ERC RO S P




a Lvindiclon do guatdar Ludus las cumputwstilbos de Y,

Cuande lus caracleristicas son dif'vrentes de un estudio g
olro , parece dit'icil de comparar, para un iundividuo dado, las
dif'erentes  valores que  adoptan las  caracteristicas en
cualquier oblro 1ndividuo, puesto gue de un sstudio & obbo pusde
vartar la presencia o susenciae de la caracteristica,

d.U.40 7/ Caso donde se Lichen lus nismas Coracter{sticas.
S1 esta en los casos 9.4 6 9, Este atdlisis us el caso

dual del precedente puos debido ol esaquema Jo  dudlidad  considere
fas tablas transpuestas con

como mabkriz de pesos,
~los individuos soh representados por

[
¥~ A“"z'nx; , donde 2 &5 tal que V = Zvl =2z oy 2'M2 = 4,
t=q

apara la representacidn de las caracteristicas, se tlleng las
"mismas dificultades gue para la representacicn de los [ndividuos
an el caso procedente,

3,3.8, 7 Caso donde se tienosn los mismos individuos v las

mismas caracteristicas,

S1 s¢ encusntra en las casos 5 6 Y. Uua Luena
T representacion de lis caracteristicas la proporcionan las 'Zh ¥ una

‘representacidn ‘de los individuus wceptable la proporcienan las “‘Uk'
No parece hatber. retlecion entre  las  dos representaclones
puesto gue una describe ) estudio de

{15:]

B
, la otra al de ; [X: Coe . .Xi].

Ubservacidn ;
3i Ol L= X; ., us decir si so cohsidera  como  elemento
caracteristico de X: a ella misma, vy si se lleva & cabo »l esquema

de la intepestpructura,

.
®R o, - @R
1 } 11 = DM
.
®* —_— - PP

=l¢ diagonalizacidn de ¢ da la represeéntacion de las X
caracteristicas en la base de todos los ucuerdos {(que  aqui son

Lados en un Senbido 1 mas se puede aasi  represenbar los

Mindividuos”, es  decir a la wvez las cavacteristicas v los

individuow du todes lus tublas, con lua ayuds deo  los  wsigenveclLores
de Xx'p, gensrande con wlle una especie de  "resresentacidn”
“promedio” de las caracteristicas vy do los individuos teniendo en
cuenta muchos acuerdos y no soluamente el prinera,

-S56 puede efoctuar ol ACP del primer acuordo {(primera
componeute principal de  2°) provecLande las  caracteristicas vy
los individuos de todas las tablas ch elemeptos suplemnenlarios, .

~En ¢l caso  de  las  tablas de Burty, una  repressntacion®
promedio de las modalidades de las caracterisbicas cualitativas  es
proporcionada por &l Andlisis de Correspondenclas del acuerdo

K
n o= Zalll‘.
1a1
A través de fa provecoion  sebre  clumealos  suplemeularios, las
leves condictonales de cada tabla de r.onLlnguhcxa.: sue  Liene  uha

representacion do las modulidades Lules que ellas son vistas  papa
todos los estudios, '
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L2

4, 7 Tratamlonlo  albeppative  para caracteristlcas

cualitativas,

Consideraremos tres vapiables  alealorias  cualitativas XY 2

dulinidas sobre un mismo espvacio  de pobabilidad ﬁ'a,a.l‘).

_Nosotros trabajarepos sobpre ol cubo de conlingenscia

vl
Nmtn 3 e
Lk

oustrulda con la avada de esas tres varlables cualitativas XY v

Az

2 cuvos conjuntos de modallidades prespisctivos [0 v K son bales

Cdue gard T e, card J o= poy card K= m, donds L v la madida
Iy .

e 1a cardinalidad del conjunt.o
(ol 7 X(ydei | YOwdmj ZOwluk}
En este  articulo nos proponemss analizar 1y tabla N.

‘mosLIAlumos quo la eleccidn do la mébnles wpropiada permite - medip
. no solamente la dependencia enlre dos variables con la  avuda  de

una“ tabla marginal, mas también entre las tres, Para hacer oso
descompondremos gl cubo N Pijando el congunto K abteniende asi m
Lablas rectangulares de conlingencia.

Nk w {n D vl
i¥LS 1ed
cada una de las N‘ mide la dependencia de X » Y cuando 2 ex 'iJo o

“1gual a k. Definimos

R noo
[ donde  n__ =) ‘n
3Ty A, Tt vk

El andlisis de corrospondencias de Ia tabla NL ws  sanivatents

124

of, BENZLEURD 11D o el analisie on composvnbus  principales (AL

du la tabila de los petPiles A donde los veclures columnpas

WX = (nm L Jsd ) Crald

mrden lac Precuencia condiclonal de ocurrencis e las  modalidades

J de ¥ haciendo (X=1) 4 {2 = k), Cada  uno  de  esos  purliles

Liene un peso ‘_’_.‘_-_n_ Ciwl) v puede sep preprasentadoe  en sl BEPHSI0
‘e

veclopial cuclidvano de dimensidn p pur an punto, Las (k§“/i~.1)

1o quer se acostambra Hanal Lla fubie do “individoos®

= ( .LJ' i

ity A s 7/ 1< L}

P

n

los pusos

<k dwpenden o prioeri  del indice Kk v miden la
pa-k :
frecuencia condicional de la modalidad § de X para 42 = k),

Fsa nube de cenlros de gravedad g“ =Pl Jud) esta cuntunida

L

el el espacio vuclideano
. L
} Li = ([ '"L)
El andlisis de la tablu J(L es  resumido  por el esquema do
dualidad ;

£ ob k P

nk I)k
lx‘u ; n

. Y

I:l ! .

“Analizar las proximidades de s nubs  de  individuos

!"l
necesita lu eleccién de ; .
una métrica sabre Es MmOs proponemos utilizar la Mk métrica

diagonal de KHI = 2 Jenotada asi x: y detinida por la  matriz
diagonal
x: = diag ¢ Paey Jed 2
P .
por construccidn la métrice x° depende o priori del indice k. .

k

12



Wna ot Fiea subproe I ll‘ la moebpelow dlagonal du pusus

Do diag |

N P |

pe hace entopces el Analisis  en  Uomponentes Principales e la
tabla X , B‘-cr.-ntradu.
. a

La inerciu de la nube 7, €8ta dada por

v 3 I 2
{ L L W Y SR LY )]
o, H.. b,
(> [ = Z S : b
Y | L. B,
. V) ¢k oy SlAE
T e

o) el'eclo

[+

(= b g
.z Poa o Pl
P, b,

(B_‘_.L)(.__.L':.)

ey D.-‘

]\ permite mudar La dependencia e las  variablos X v Y

condticionalmente con 2 = K 3,
Entonces cuando m sea muy grande , o5 tfastidioso hacer m
snidlisis en Componentes Principales vy la  sintesis es  bastante

sdittfenl | este méLodo do andlisis no preseuata un interss practico,

£ 1 =~ Andlisls de la nuhe glabal,

Denotarumos pup n = ( LEN/ kwKielr=Ug u la nube

global de “individuos',

Esa descripcion Liene algunos problemas en la eleccidn  du la
méLricy de hecho las nuhos w, ko= K) soun descritas  cada una o
la ayuda de metricas diferentes x:l.!.'..;lC). Sin embargo consbruimos
L4 nubs

TESS

dy los tensares A" Clel) do mabeiz blogue
JA

' T Q 1 e primer vector
Q
Xt o= v . :
b L= . k-=ésimo vector
| Q —  pedsimo vector
l.g esta ipciuido eh el espacio vectorial GsE
(Gal™) que se descompone  en suma direcla GgE = # L‘k
entonces @ del'ine sobre GSE lo meétrica M, duo esehita on 1'OMMa

K
de bloque
Joah
Mo» O T
Se veririca Cer, MIZERE {3) pp 61) naue s« tiene

KN Ly
S, o= ¢ xtoxth
H“ 13 MLk
donde Mkk es llamada ‘la métrica bloque inlpa K. Se veril'ica

ademds gue las imagenes euclideanos (Pages [4} pp 222)

I

7
t [ :
b, e ) < I ' b
o, R iDL E LM v
i °h - 3 - 4
C“Lh . " O 1)'['1'““’ para "LL’D"L"L

son equivalentes,

La nube global 5 = 1:}:,k es una representacion euclideana  de

las columnas de la Labla X diagonal por bloques definida por

12y



donde 108 rungloties son elemenlos del espacio veclorial euclideano

(GH‘.DRJ. El andlisis de la tabla X se resume en &l esquema de
dualidad

»

X G eF

Gal

‘X
Gof

[
Ello muestra que la descripaion de la uubg i depende de  la
eleccidn de las métricas 4 y D ¢ ’
] “

HIZERE  propons las siguientes métricas en su  articulo "
LYASPECT CHAIX DE  METRIQUES DANS L' AMALYSE DUl CUBE LE
CONTINGENCE"

Elevcion de ta métlrica : H vy D" son bloguws dliagonales

HLL -0 N D“l R
M, o=z b
8 sk *
cun la cual la inercis de la nube , se escribe como

a U para

N

"

L

7 La estadistica J propopdions uba medida de la dependencia de
. las caracleristicas X ¢ Y contlictotalmenle a 2, Ese resultado
(Rek)

. busnhlémunbe mucha mds 1uterssante que el ACGHK de o tablas )()L
rosulta de un andlisis global de las Labilas )(J . na rormula de

125

rosbitacion de dos dalus  Tesulladn et weate bl

deser ity en Lal articulo s

ICIE]

Vik e =..._'_"__j_J‘_[1+ZPnna ] )
R P S |
» &i ek
dande a, . uy el Lépmine gensrico del 1—dgimo factor 20 dol ACP de
Tk
principsles

)
oM D, En efeclo los armésimos eojes vy factores
L - .
de este AUP |, denotados respectivamente por l_{"

sseriben come matrices de blogue

-1‘Ju
. X 1~
Za N T vooout e ]
: | k=
L L
™= T
los tensores LJ:" s¢ escriben para toda ¥k en la base  Je las
Cmy o, . B2
‘- . -
5) x' o= )_ Fore) U ot oa put
i o - [ind
: L
por lo cual es un hecho de la dellpicion de Hh que
_oud - 2 l.f,l.l
N
i -.\ll.lli se obtlenu
= s < c
o L ik
’ “o
(9 U 2 emnnde B
gk It Lok
wsk
la relacion (52 lmplica la igualdad
& o &, o
SESPE- NN N T S Z R X —he all
oo [P [ s vak R St
) .

y 56 asegula lu rormula "G,
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tas trayectorias individuales, Se busca electuar un analisis  de
EJEMPLO : las evoluciones (que se expone mds adelante) v el andlisin de  law
diferencias entre varias tablas de f'recuencias,
I.i.1, # El Pactor Liempo.

Aqui puede ocurpir que el conjunto 1 dependa de T (el

Hétodos que separan una variacidn ligada al tLiempo de  una

estructura independiente del tiempo. .

conjunto de los periodos en los cuales se realiza el estudio, mds
. t - eyt .

Introduceisn puede ocurrir gque los indiviuduos sean dlSLInLOS‘ 3, . Los

baricentros Lienen por coordenadas los valores promedio dJde  las

: - aracteristicas o co instante. st fLric

Es posible distinguir ; caracteristicas o cada instante El estudio de la métrica du la

. . ereie L it iz 1 cid i 1 d la
I, » El método se puede interpretar a partir de la inercia inter permite analizar la  evalycidn  promedio, o o

. - . R . matriz intra el estudio de las relaciones entre
descompogicidn de la inercia Lotal enlre inercia inter e  intra, :

i individuos-caracteristicas sin tener en cuenta la  influencia  del
que es la  manera de proceder en el fondo an analisis

. - Liempo, Se busca el doble andlisis en Componentes Principales
discriminante; ;
Veau+n propuesito por Bouroche en 1975, Esto es todavia el estudio de

. las interacciones de primer orden de T v J en el andlisis  inter
Entonces ¢l conjunto J (el conjunte de las caracterfsticas) = srase te p ! v ¢ ¥ b

de Ty J vy de segunde orden entre 1.J v T en el anilizis intra,

sirve de espacieo de referencia y es necesario  que las

coracterfsticas obtenidas sobre el individuo seap las mismas a 1.1,2, / La eleccidn de la métrica en &7,

cada inslante, La tabla de dous dJdimensiones counsiderada agqul En las incisos precedentes se precisa de una méLrica en {R"_
Liene sus veclores rengldn en & ¢ ®' ) asociados a las  parejas para el objetivo del estudio, Entonces la eleccidn de dicha
TCu,ed (U1 respectivaments) consideradas bajo  la relacién métrica depende dol conocimiento a priori que el investigador
individuo-instante (capacteristica-instante), conjuntamente con el interesado tengan del fendmeno, una

El factor estructurante en los grupos puede Ser cnlopces

I,i. ~ E) factor individuo ¢ caracter{stica ),

Entonces el conjunto T puede depender de I ¢ J > d(los
registros temporales pueden ser hechos a instantes dif'erentes para

posibilidad es la de Nahalanobis (definida por la matriz v'en la
base candpica de &) {adaptada al objetivo " del estudio) en ese
caso los andlisis de la lnercia inter colnciden con los  andlisis
discriminanles, y los grupos quedan definidos como. se muestra a-

cada elemento tel ¢ Jed 33 . Un grupe G ¢ty esld  enLonces continuacidn :
constituido por las parejas (1,0 ((4,t)), donde t describeel ’J'
Liempo en que se observd a los individuos ( caracterfsticas ). { “l 1
; 1
Su_baricentro 3, Lisvne por coordenadas los promedios .de las . In{:.rr_q_
caracteristicas  obtenidas ‘por el individuo (par la H '
. ) ) 3
caracterfstica ) para gi). X § + T
El andlisis de la inercia inter (o ACP de una nube de o
~
. . . b |
baricentros LR ield (gged) |, reguiere  cntonces efectuar el c | |
A . . . [N
andlisis  de las posicionus promedio de los individuax .
Cearacterfsticas) que  tLienen upa  estpuctupa  independiente del n Tn . .
Liempo, el andlisis de la inercia intra vequiere del  estudic  de Inten’
127 - .
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Lstu nu Luma en cuenla e! tamaho de una cludad al  Liempu o,
La j=¢sima coordenada del rengldn Y‘l es entonces

Yl - xf'/x::
(donde un. punto reeemplaza a un {ndice, resumiendo a través e
esta notacidn la suma sobre este indice de los elementos de la
‘Labla cdbica X 3. Enlonces los pesos p de  un . renglén (L 1)

pueden ser elegidos proporcionalmente a luuenLradn del rengldn,

Si se busca estudiar la evnlucidn, no  anlamente  estructural,
mas asl cuantitatiiva del comercio , es necesario hacer useo del
registro en corte de perfil horlzoatal € sin hacer desaparecer el
regislro de porcentajes de la figura precedente )

[ '
Y‘\ Ly XE

Agui la entrada xi: es dividida por la  suma x‘ - EK:I de
17t
las entradas de las ciudades observadas a cada registre  comercial
¢ la suma de la " pebanada”™ ¢ de la Labla Y:l son conducidas  como
una sola J.

En un tal registro, se guarda ;

F
z a
(J:-‘ 3 w o
hl =]
T N v
YTYEFeEEEE 2an AN “’.—H S
) = H
Sprepgve s sl RRs -
' ] o T U, O S I g
HERE!
o g ¥ ! 3
n By a 2
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la informacidn relativa a las variaciones de ef'ectivos o pumsro. do
establecimient.os comerciales de la poblacidn ¢ en este caso es ia
poblacidén Jde establecimientos comerciales) de  una uiydad al
transcurso del !.iemno.’

11,4, ~ Registro de renglones-perfiles : los resultados.

La tabla de las contribuciones a la inercia de las ciudades

Ind. rL; newx d & jet e joR ol

I1 92,44 7.400 . 0093 .0468 11.95
12 4.00 1.000 L0048 L0013 4.43
£y 1,26 y7.80 5446 T H.Y
i1 6. 01 - 2.0$10 Luoo2 <1358 1. Hé
15 Q.54 0, 200 L0291 . 003 9.18
16 .10 14.30 L2rue A708 19,2
17 0.13 2,010 Al ., 0073 1.686
18 0.0v 4.020 L0014 . No0 $.72
o 0.05 0. 000 . DBoY 024 U, 00
Ito 0.04 2.600 . 0202 . 003 2,40
It 0,02 2.800 . 0001 L U266 2.59
112 0,01 1,006 . 0301 L0074 (y. 99
113 0,01 3,400 LOu08 L0124 J,14
114 0.01 4.620 ToL0n2% . oono 1.90
s 0.00 T.040 L0076 Jnro . 6.51
116 1,00 1,800 D248 L0061 170
117 0,00 1.100 SO0ty ooz J.80

Las variaciones mds altas se registran en las ciudades

13 ; Honterrvey 4.0

I ; Puebla 14,22

i1 ; Cuernavaca 11.59%
resultado que ¢s posible observar graficamente en el dibujo de  la
pdgina EIIl-1 de resultados en INTRA, En esa grafica se  aprecia
la oposicidn de la nube de ciudades que excluye a los  Lres .’
mencionadas en la lista precedeote, Dicha grarica <Ceircule do-

covrelaciones  tntrad muestra  las  grandes variaciones de 1a

13%



o por los instantes como se muestra

T
1
v 1
g :
~ % il
£
H
J
T I R

Se tiene como consecuencia de la relacidn

I =Byt + wy!
el hecho que lusreisenvect.ores asociados a los 'eigenvalores mas

grandes -de ' BY, obtenidos en el andlisis discriminantes Co
-andlisis do ipercia inter) son precisamente los eigenvectores de
WV asociados a sus mds pequenos  weigenvalores obtenidos en . el
andlisis de la inercia intra.

AsS l_os lfactores de los andlisis inter e intra se obtienen
por la diagonalizacién de una sola matriz vy las componentes
principalés’ asociadas son no correlacionadas.

' Par razones analoga®, este resultado es todavfa  aceptable
cuando J es @l conjunte de modalidades de una caracteristica
cualitativa v la n'n.‘tfrica elegida ex la de TF, (Bste punto es

interesante cpniparar con MIZERE), wwm

1729

Hiés los objetivos establecidos y los resultados obtenidos . al

invertir la defipicidén de los gupos (factos

individua=factor

nstante) son diferentes, la  estructuracién individual pane en

evidencia las posiciones promedio de los individuos Cinter) ¥

permite analizar las LrayeclLorias individuales
estructuracion de los instantes permite esludlar
promedio de los individuos C inter ), vy popen en

posiciones respectivas '"a tiempos constantes',

t10°

Cintral, la
la  evolucidn
evidencia =sus




II ~ Andlisis evolulivo v clasificacidn de trayectorias.

Para ilustrar el método STAT!S se presenta un  ejemplo del
Andlisis de las evolucienes de una clasiflicacidn de trayectorias.
Para simplificar, en el caso donde este andlisis se¢ reduce a  un
andlisis de la inercia intra, los grupos estdn divididos pur los
individuos, (1.1,

) En un primer paso se presentan los datos a analizar, agut  las
medidas  son  sincronizadas y se Lrabaja sobre los mismos

individuos puss &1 programa inpong vSta restrincidn, las
obsérvaciones son hechas a los mismos instantes, la - estructura de

dichos datos es un caxo de un cubo de datos como el la tigura f.

Reglst T
g o0 o

at ‘
e )
L % .
: ; T x3
tvade 3 17
!

fues 3-‘- J

Romoas de ostiuidud comadal

~xhes el registro comercial al afio t de lu ciudad [ dedicada a
Ia rama de actividad gomercial 4.

. Este cube de contingencia tridimensional estd formado para 17
‘cludades ‘de la Repiblica Mexicana (cenjunto de los. individuos
I=(i... 171) cuyas ramas de actividad comercial (en artfeulos :de

necesidad primaria) se reparten en 10 caracterislicas (o .
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Jel,. .. 104> para los registros de comercio anuales en - los  anos

1983,1984 y 1905 (esto es, Tm(1,2 9} & (B3,04,85)),
Las caracteristicas son ;

Rama 1 ; Abarrotes y miscelaneas,
Rama 2 Carnicerias v salchichonerias.,

Rama 9 ; Farmacias.

Rama 4 ; FPerreterias y tlapaler{as,
Rama § ; Maleriales para construccién,
Kame & ; Muebles en general.

Rama 7 ; Panadcrias.

Rama i ; Tiendas de ropa.

Rama 9 ; Vipos y licores.
Rama 14 : Zapaterfas,

La rama j se observa por  ramj dentro de]l listado
resultados de STATIS ’

de

De modo que x:« designa  la cantidad de  establecimientos

dedicados a la rama comercial J en la ciudad i durante sl afo t.
Un corte horizontal en la tabla cdbica de datos X genera
tabla de ramas comerciales v registros anuales para una ciudad

una

Cada tabla x} representa el aumenleo o di;minucidn
rergistro comercial por ramas de actividad, en la ciudad .

El objetivo del andlisis es estudiar la: evolucidn' de
ciudades por roma comercial de 1983 a ;DHSA

132,
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11,4, 7 Andlisis de las evoluciones,

Observacidn ;
dlc © ) = 13,527 dle, ¢ ) = 13.527 dle_,c 3 » 16,1554
- 1'72 z'2
lj\l.
o
w (=)
aily

1P
7

La tabla analizada Y;‘\ es la correspondiente a losy ahos §Y,
B vy U5 en las ramas comerclales para 2! individuo 1 ¢ Cuernavaca
, Horelos )

KRAML HAMZ HAMI HAMe HAMD RAMO HAM? MAME RAMU HAMO

1 ass 141 a0 94 ax 83 22 aa 20 a?
Y:L 2 a12 130 uz L1 LN} a7 2z a7 a8 as
3 110 148 13 o4 72 30 27 L ¥4 0 Q0

11,1,/ Notaciones,
El andlisis de ls tabla (Y{t) ¢s obtenido por el registro  de

los cortes de un cubo (X:t) = X v se presenta en la figura 3 de la
introduccidn, Los indices de las tolumnas eslin asociados a  los
J €Cjadd | los de los renglones a las mediciones del individuo t  en
los  tiempos ¢, o )elxt Los renglones {unidades
estad{sticas) denotados por V.u ., son localizados en el espacio de

referencia R’ ( = R' en este caso ). En 1o siguiente nos

interesaremos en la evolucién de las diferentes ciudades |, a
Lravés de analizar sus pusiclones promedio.

IT.2, ¢ El andlisis de la inercia intra {evoluzion por
individuo. ),

Se denuta por 8 el Dbaricentros del  grupe A donde  los

elementos son los individuos  ( x’t: taTy o oen el ejemplo el
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bartcentry de Lueppavaca ex
311,140, 9,70, 9 55, 9,90 53.9,22,26. 6,29, 8,00, 6)ek' (= &)
la J~désima coordenada denotada por g: es el promedivo de la
caracteristica Y en el grupo 1.
En gencral, la _};-(-jsima coordenada denotada por g: es el
promedio de 1la caracterfstica Y en ¢l grupe i, Se  denota

sigulendo la misma notacidn a g como el baricentro general vy por

& la j~ésimn coordensda Jde estz barlcenbtro generval D) i

£1 analizar las evoluciones de los individuos ( o andlisis
intra~individual) requiere reemplazar 1la  notacidn usual de
covarianza ;

Cov(yd ¥y = z Cp vyl - ehavh - gD > eI X T
por la notacidn de covarianza intra del'inida por
Gov (YY) = Z { Z Co (i = g - 2 | teTd el }
1 LU L 13 [

La correlactdn intra det'inido a partir de esta covarisnza se
interprets como lo muestra la figura

rixy) = ~0.7
‘eorrelacidn total
r»l(x‘v) = 0.8

coreelacidn iotra
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L bigea b dnbervan L v bl geageral b e
vataiterfsticas , hu we lhLetesa en sus vartautunes al ibertur de
las  subnubow judividuales, wivndu todavia "o large” o sus
Lravectorias ( ver figura 3 de la introduccidn),

De este modo el analisis de la ipercia intra es todavia un
ACP por lo cual la matriz de covarianza total ¥ tLicne que  sar
reemplazada por la matriz de cevarianza iptra ¥ . donde el
olemanto (f,J)') es definido en (1), Los ejes principales  de
inercia son definidos por los eigenvectores de WH, (Como se vid en
el capitulo I,

1,3, 7 Eleccion de un sistema de ponderacion y eleccidn de
1a métrica.

ﬂono‘ en ¢l Analisie de Correspondencius uvs posible apoyurse
en . propiedades nunaturales para la eleccidn de meELlicas ¥
ponderaciones ; las propledades de equivalencia  distribucional
clasica en Andlisis de Correspondencias, En el ejemplo esto
sighifica ;

Las ciudades son muy diferentes en cnantoe o la  actividad
comercial, las hay pequefias v grandes urbes, el clima, la densidad
de poblacién, ete.,. por lo cual parece normal asignar pesos
distintos, La propiedad de equivalencia distribucienal implica
que. una mexcla de una ciudad en dos ciudades del mismo
gn-portamienho C mismo porcenLaje de las ramas comerciales en  cada
ciudad 'a cada- instante ) po cambia el andlisis mismas
covarianzas intra, mismas inercias ...). Esta propiedad acarrea
las restricciones en la elaccidn de los pesas,

De 1gual mudo para jas ramas  comerciales ; ciertas ranas
comerciales reagrupan mds individuos que en obras € hay muchos  mas
miscelanzas v abarrotes que panaderias o vinaterfas).
) Egas mexclas son arbitrarias y no  influyen mucho en el
andlisis, Para hacer este andlisis sin embargo es necesario  que
la. propledad de  equivaléncia  distribucional  sea nuevamente
satislfecha , esto es ; se Licne mezclada o recortada una  calegoria
eni: dos subcalegurias que tienen el mismo comporlamiento € mismo
;_mrceht.b.ie en cada ciudad a cada instante > los resuitados  deben
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mish i g oifion,

La elecciin de un sistema de pondevacion vy e la melrica  en
W deben ser hecha de manera que satisl'aga esay propledades. Ne
muestra gue la mdétrica euclideana es todavia una  bLueha métiica,
mds hay otras, v en particular la métrica definida por la matriz ;
H o= diag ( l/o”| Jud ¥

donde o, es la desviscion Lipica INTRA de la  caracteristica Y.
11,4, 7 Lo eleccidn del registro,

Esta se hace en fupcidny de los objetivos del estudio ; si
se desea descobrir ol estudiar la evolucidn de la  estructuva de

ramas comepciales de las ciudades - estudio de la evelucidén de la

reparticién de las ramas de actividad comercial, s buede
caraclterizar una cindad al tiempo ¢ por el perlil de BuU
reparticidn. £n el ejemplo de la ciudad de Cuernavaca C 1) se
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estructure de  los  Individuus  para  las viudades Lun gran
concentracidn de poblacidn o cercanas al DF.

En segundo nivel se puede considerar a :

1L ; Oaxaca
. I11: Culiacdn
capitales de low estados de Oaxaca v Sinaloa respecLivamente en
donde la variacidn de dichas ciudades es apenas perceptible,

En tercer nivel se observa una tendencia del resto de las
ciudades analizadas a estar en up pequeio globo donde las cercanas
a la frontera son ;

Itd ; Los Mochis

117 : llermosillo

I8 ; Queretaro

17 ; Tehuacdn
ciudades con  concentraciones d¢ poblacidn  en crecimiento o
desarrollo indusirial en desarroilo,

Sobre el plano principal (f'igura { de TRAZA , eptre inicio vy
pdg. EIIl-«1), se presentan las - trayectorias con  efecto
“spaghett.i”, Las ciudades a grandes rasgos siguen una  evopluycidn
paralela exceptuando a Monterrey €(C), Pusbla C(F) y Cuernavaca CA),
en las cuales el nimero de establecimientos comerciales (o mimero
de ef'ectivos) ¢ sugiere una Lendencia decreciente, mientras que
para el resto de las ciudades se verifica uha tendencia al
crecimiento en numere de establecimientos comerciales (las causas
posibles se discuten ampliaments en el andlisis conjunto de  tablas
de datos | ejemplo 33, La evolucidén de estas ultimas ['ué
paralela pero coh nmenor intensidad para Queretaro, Mazatldn,
Oaxaca Los Mochis vy Hermusillo, en las ciadades mencionadas agqul
contimian sus actividades Lradicionales s& observa poco
dusarrolle industrial vy maver atencidn o aclividades Luristicas
Caungue tal vez exista un mercado fapLasma o subemple),

Las dit'erencias entre ciudades aqui nu consbituyen ¢l primer
obtetivo del estudio pero pueden ser estudiadas con  la  ayuda de
las correlaciones tdtales. entonces el primer eje se  interprela
como un e je de oposicién entre crecimienlo de establecimientos
comeérciales - ( en timero ) en las dif'erentes  pamas  comerciales y
el segundo como un eje de oposicidn  respecto  al  valumen  de

'pul.)lnf-‘io‘n vy las actividades predominantes C(desarrolle industrial).

199

1.5, / Kegistro del corte de perfil ; los resullados,

El estudio de las correlaciones muestra que sigue vigente el
andlisis precedente mds un factor econdmico puede estar ligado - a
las ciudades del lill.x’mo grupo mencionado en el inciso anterior [4
1as ciudades contenidas en el globo mds pequefio de la grdfica i en
iNTRA ) carvacterizadas por una tradicidn en las actividades
comerciales fundomentalmente rurales vy son relativamente recientes
los establecimientos comerciales debido o esta tradicidén, o bien
estdn Jocalizadas en 2zonas del pafs importanLes comd  2onas
tur{sticas vy poco industrializadas, En  esas <ciudades el
crecimiento en el nimero de establecimienlos es notoric aunque con
dist.inla intensidad tal vez debido al tamafio del mercade al cual
satisfacen su demanda. Contrariamente las grandes Ciudades como
Puebla y Honterrey observan un decremento brusco en su  mimero  de
efectivos,

La visualizacién de 17 trayectorias proporciona  uns  idea
clara para un tomador de decisiones en el camo en que su objobivoe
sea montar un negocio en alguna de estas ciudades ( v dentro  de

las ramas comerciales consideradas en ol estudiol,
I1.6, 7 Clasif'icacién de las trayectorias.
Se introduce un métedo de elasificacién de las trayecltorias,

aue va a permitir resolver el wproblema de la representacidn de - lag
trayectorias , v facilita su interprelucidn. ,

IT,6.4, 7 Definicidn de distancias entre trayeclorias,

Lavit en () propone tres distancies a elegir ;

Yy - 1 yly? e
d (1) Z( H‘(Yl‘ Y;!) | €2.8)edxT )

conocida como la distancia instanLanva promedio.
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Lienen  estructuras

" pruyecciones sobre al planc principal a

Aty = Z« S = YR = QY = ¥R )
2 3 L 3 [ i

conocida como la distancia de las dil'erencias.

d L) w o gdee, e god et
a 12 2 2

conocida coma lo distancia minta.

in las expresiones de esas  distancias, los coef’icientes 4
son  posilives v elegidos para satisfacer 1la propicdad de
equivalencia distribucional sobre J. D¢ igual manera, en  la
definiclon de la diatancia d] , los coeficientes (?l {x = 1,2} son
vlegldos para homogensizar las contribuciones de las distancias d‘
¥ dz.

NoLe que dz no depende de la pendiente de las curvas

[ th [V S Y:" y aue |
d‘(t.LW = U il Yo=Yy Y

dz(t.t‘) = 0 sit (Y‘L JaT) oy o Y(,\ i T )
s&an correéspondichles salvo una Lraslacion
11.7. » Los resuliados obLenidos.

Se presenta aqui los resultados obtenidos por la eleccion de
la Lercer métrica. En efecto la primer efeccidn tiende a

‘clasificar el conjunko de lag trayectorias correspondientes a  los

parfiles vecinos, mds pueden evolucionar en el sentido contrario ¥
en este sentido la segunda clasifica an contrario las ciudades que
diferentes mas pueden evalucionar
paralelamente.

Hay «aue hacer wuna clasificagidn  para  constiluir  las

Lrayeclorias

‘seleccionadas,

14t

Se cuenta con 7 clasif'icaciones bdsicas |
Gl ; Trayeatoria de C.
G2 ; Trayectoria de f.
C3 ; Travectoria de A,
Gl ; Trayeotoria de H v b,
C5 ; Trayectoris de H,IJ vy W4,

L‘:ﬁ 1 Todas las demds,

Couanda se tonan dos clases G5 y U6 se btienhe un cgrecimienbo eh
el nimera de efectivos ( ndaers de establecimientons comerciales v
uia relacidn de bajJo desarrolle industrial, predominancia en
Laboreg agricolas en la regidn o actividad turistica HIJ y G
(Hazatldn, Chelumal, Gd. Valles y Tehuacdn)d. ¥ crecimiento
fento en el nimero de efecbivas ¢ Daxada, Ouasave, Atlixco v
Culiacamd,

Cuande  se causideran 3 clases wse agregan  cludades con
tendencias al crecimiento industrial v con sumenio en su mimero de
establecimientos comerciales ( las ciudades que seé  agregan  son
QuereLaro y Tepic).

Conclusidn

El método considerado aquf{ es una opeidn descripltiva o loy
métodos de series de Liempo. Su contribucidn principal cansiste
en  la  aproximagidn global de todos los  individuos estando
presentes las caracteristicas € aguf la evolucidn de las ciudades
desde el punto de vista del conjunto de las ramas comesrcialos
RAML,. ... KAMD ), 1A  interpretacidn es sgimllar o le de un
Analisis Factorial o de un Analisis Cluster. Y pone en
evidencia las clases homogeneas en  avolucidn las etapas
ulteriores del modele pueden ser exploradas, Lot

Y



Introduceidn

_ Los datom se presentan on forma de un conjunio de tablasg
;individuos x caracter(sticas cuantitativss, &} método STATIS
parmite extraer informacitn en forma grdfica : un resdimen global
de law posiciones acordadas de low individuos en un wistema de
e jem interpretables construidos con ia ayuda de las
caracter(sticas, evolucidn de cada individuo a Lravés de susg
acuardos en ol miwmo wistems de e jes, $i we nprafiere sobre la
evolucidn de law caracteristicas , se usa el mdtodo dual,

I, 7 Breve presentacidn del mdiodo,
Se parte de un conjunto de K tLablas de individuos x

caracter{sticas g“,... ,3"‘ concernientes o 1los mismos individuow
ponderados por logs eiementos disgonales de una matriz de pesos B,
wohre low cuales son medidas o ponderadss en importancia fas
caracter{sticas cuantitalivas,

diferentes de una tabla a otra.

Esas caeracteristicas pueden sep

Para seguir ls evolucidn do los individuos se trabaja  sobre

las Lablaa Ikb w XtdaXikD. Se supondré como acuerdos la tabla

K
Z alﬂ{u
LETY
wue maximice ;
®x K
2
Z oD z o 4,55
k=i L=y

‘donde a1 producto escalar sntre matrices ee sl operador Lraze.
“Si las caracterfsticas son diferentce entre las tLablas entonces

hay que trabajar en lag tablas n})rnulizadas :

nkn

!Hxnn

. Lom coeficientes de la combinacidn lineal que dan el acuerdo

) ion'nrnclsnlant.n lom elementos del primer eigenvector de la matriz
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Xodle proaliilue anisiares enlea faw Kbi)- He  pusile  penwar e}

acusrde cumu el resdmen global de loe K ewtudios,

Andllsis global ; Al efectuar la disgonalicaclda - de la
matriz € se proporciuona una representacidn de lag tablag de  jgual
manera yue se hace pyra las caracleristicas en el ACP, S1° law
caracterislicas estdn centradas (o centradas vy reducidas) para
cada una de las tablag, la suma de les covarianzas (o law
carrelaciones) esta dada por el producto escalar entre Nlﬁ y HLD,

‘de todas las caracter{siicas de la, tabla Xk con todas les

caracter{sticas de la tahla Xk, La norma y las proximidades ds

los puntow sobre la grifica se Intecrpretan en términos de wsuw
covariapzay o correlaciones) entre caracterfsticas de la

matrices de datos,

Andlisiy individual ; £1 ACP de la tabla
tsT N 4,2
)%--[a:l Kl|...}n‘ Xu]
proporciona  la representacion de los individuos y Uha

repreasentacicn de les caracterfstican de las diferentes tablas.

El resto =28, proporcionhar una representacidén gréfica que
permita comparar laa posiciohes reapectivas de Jloz individuos
tales tomo son dedcritos por las diferentes Lablas o do  comparar
sua evoelucionae, Para ello a¢ roprasenta a laa individuos en un

- gistema de o jos comunes ( en los ejes del acuerdo WD = XX’D que

son los ejes principales del ACP de la matriz X de la  sigufente
mahera ; considere la matriz Y cuvas columans son  los
vigenvectores del acuerdo, normalizados con el elgenvalor, ¢ ° A
diagonal Con los
decrecientemente, las coordenadas de los individuos descrivlos por

1a makriz eigenvalores ordenados

la Labla k son precisamente low renglones de la matriz
®OY"A .
Para un individuo fijo, se obLiene una posicidn acordads en
el baricentro ( sujeta a los .pesos ak) de  los  puntlos de  su
trayectoria ya que ¥DYA™ = ¥, el ACP de ¥ que permite explicar

la posicién de los puntos bajo acuerdo con  ayuda  de sus .
caracteristicaa, Esta aitda al individue.

1y




La trayectoria que se obtLiene puede s8er comparada con sus

[S——

descviaciones del promedio ; esto es , para un individuo fijo.
cada punto k de la Lrayectoria sitda este individuo en relacidn al
"individuo" promedio de la tabla Xk. con las mismas reglas que
para los individuos acordados, v el segmentc que une entre dos
puntos sucesivos de la trayectoria refleja en direccidn ¥
magnitud, la variacién del individuo entre el estado k vy el
estado k+1 con respecto a la tendencia genheral, i.e. en relacién a
la desviacién del individuo promedioc de la tabla xk y el individue
promsedic dela tabla xk".
varliaciones se traducen mejor sobre las trayectorias de la gréfica

Como en todo plano principal, las

que con repecto a las trayectorias "promedio® del centro.

Consideraremos las ciudades como los individuos, las ramas de
sctividad comercial como las caracterfsticas y los registros
comerciales como las tablas.

. El método STATIS debe ser aplicado sobre los perfiles de las
ciudadem, f.e, las fraccioches en porcentaje de las  diversas ramas
comerciales por ciudad.

Se trabaja con caracter{sticas reducidas por tabla, ( en
STAT!S es posible incluso normalizar las tablas Nkb 3.

1I, /  Anélisis global.
Como se puede observar en INMNIER en la pégina 2

. WD - 3342 'ID + .3318 IfxD + 3346 NjD

Los puntos se suceden en orden. cronolégico para los 2
primsros hacia arriba del gréfico vy después para Bé y 85 ocurre un
retraso notable, Considerando la distancia del conjunto con
respecto al orlgbn los tres pdnbos S0Nn cercanos, Aunque 85 esté
relatyivamente separado de B3 y 81 ello <ignifica que los
perfiles de las ciudades cambian notablemente entre 198( y 1085
esto posiblemente se debe .al recrudecimiento de la crisis
econdémica predominanie en . los dltimos aflos e incluso a 1a
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aplicacién de medidas por parte de la adminisiracién gubernamental
entrante ( despuds de un alo se regiente la aplicacién de sus
medidag economicas) posiblemente se cerraron algunos
establecimientos de las reamas de comercio o hubo cambio de giro en
algunos establecimientos, como lo muestra la tabla de
inauguracién-quiebra, en general de Bi a B85 se registraron 601
quiebras v 333 inauguraciones donde las ramas comerciales con
mayor numeroc de guiebra son : ’
ramf , ram2, ram4, rams, rang, ram3
y &8lo se registré clerta tendencia a la apertura de
establecimientosde las ramas ram5 y ram0 correspondientes :a
materiales para construccidn v zapaterfas.
Para las ramas ram? y ram3 se puede considerar casi en {gual
proporcidén de quiebras y aperturas | estas corresponden a
panaderf{as y farmacias respectivamente (ésto solo vale para Ias

ciudades I1,...,I17 no es un anédlisis de las ciudades de México).

Matriz de inauguracidén-gquiebra

ranas Q 7
tndivtduo 1 2 3 < 5 -] ki 2] ] [
I1 -2 -2 | -9 ~4| 9| -7} 00}t -5} 38| 4
12 3 2 9] 3} 14| ~57 01 3]0 1 5| 29
13 65|-106 [-10§-47} 9[-71] -7|-20{~15]| 14]276| B0
I -1 10 6| 10 3| -2| -2 -9| -7} 67 15| 35
15 0 Q 0] o] ¢ 0} o) 1| o] 0| o] ¢
16 -58|-18 6|~-16| =-4| 13; 3} -4| =2| ¢|t02} 31
17 -6 ~1 4 of =2] 1 1 -7| -2 117} 7
I8 -12 2| -4 9| -5 -6| -4¢] -2y -5] 7| 38| 8
19 -1 1| o} of of o] oOof | Of -4 2] 2
110 1 3l At 41 21 ~21 o} 2| -1 i 3} L6
111 -2 4 B 2| &|-11 of 2| 1t 71 13§ 27
112 2 o] O} -4y 27 -t of -4{ O| 4§ -3] 8
It3 -4 2] -5} -8 27 4| 2] 2| =5| =4} 26} .9
114 11 127y O0f 3; Of =2} o0} 2| 2 5! 2125
I15 -8 21-111=-10] -2| -8 1 i =1 -1} 39} -4
116 4 27 L] -1 O] -6| Of -2} o| ~7| 16} 7
17 =6 ] 1 8] o) 3| 3] v} of -7 6] 26
Guiebras 08 127 30 87 22 121 13 3¢ av 1im
Inouguraciones| 76 43 20 30 i

Quiebras = 801
Inaugyraciones = 335,
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Las ciudades en donde se registran mayor nimero de quiebras
en relacién a inauguraciones son ;
I3 ; Nonterrey
I6 ; Puebla
I13; Cuernavaca
I7 ; Mazatlén
I116; Guaymas
Las ciudades con mayor numero de inauguraciones en relacién a
quiebras son ;
I2 ; Tepia
It4: Los Mochis
I17;: Hermosillo
I11; Culiacén
I£0: Cd. Valles
Las causas posjibles ;
-Orimis econdmica aguda conforme transcurre el
Liempo, posiblemente por alguna politica ecandmica implantada por
la adeinistracién entrante.
=Disminucign en la demanda de los articulos que se
expenden, debido & una pérdida del poder adquisitivo - de la
poblacién de las ciudades analizadas v en general de la poblacidn
mexicana.
’ =Se registra menor cantidad de quiebras en ciudades
de la regidén norooste del pafs.
=Se registra mayor cantidad de quiebras en las
ramas comerciales ;
ramf ; Muebles e¢n general
ram2 ; Carnicer{as y salchichonerias
ram4 ; Ferreterias v tlapalerhs.

Si que la poblacidn de esas ciudades pueden dejar de
construir y reparar o amueblar su vivienda y evitar la carne en la
dieta alimenticia. ’
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El afio comercial gue mis asemeja al promedio corresponde - al
alo B83.

Después de esta visidn general de los registros comerciales
es conveniente entrar en detalles,

11X 7’ Andlisis de fineza,

Sobre las gréficas proporcionadas por el ACP de
e Latx] . . . Jalx)
se explica la reparticidn de las ciudades acordadas por ‘sus
categorias en ramas comerciales dominantes.

a) Repariicidn de las ciudades acordadas.

En INTRA € pégina 1 ) se observa la gréfica de ciudades
Cindividuos) bajo acuerdos. En esta representacidn, los dos
primeros e jes acumulan :

ier. eje 92.44 % inercia

2do. eje 4.30 % inercia
esto es, 96.74 % de la inercia de la nube A de las cludades, por
lo cual la grdfica es una excelenle representacién de dicha nube
(1a "mejor™ folograffa de dicha nube fué bien Lomadad,

El primer eje opone las ciudades ; ‘Monterrey, Puebla vy
Cuernavaca principalmente, ademds de Tehuacdn y Oaxaca con el
resto de las ciudades analizadas, esto se debe quizds al gran -
ndmero de establecimientos, puesto que son grandes ndcleos de
poblacidn comparadaocs con el resto de las ciudades que son
ciudades pequefizas, se nota que Queretaroc estd un poco abajo del
e je horizontal.

Asf las ciudades, Monterrey, Puebla y Cuernavaca se localizan
en el lado positivo del primer &je, cabe hacer notar que por la
proximidad de . Cuernavaca, a la ciudad capital (la ciudad m4és
poblada de MHéxicod es posible suponer una -int'luencia_ de 1a
poblacién del Distrito Federal en la existencia de la can“dad de -
establecimientos comerciales para las diversas rnvnasb de actividad,
esta ciudad ( Cuernavaca ) aparte de ser capital del Estado de

Morelos es un centro recreativo vy vacacional de clertos sectores
de la poblacién capitalina. Puede penuarse gque ‘las ciudades
separadas por el eje vertical son separadas segin el desarrollo
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indugtriasl que sustenta una oferta de trabajo y consecuentemente
mayor concentracidén de establecimientos comerciales. Cuernavaca
por sf wsola no se alto
industrializacidn ~cercanfa a la
wetropolitana cuenta con un mercado vigoroso.

La tendencia de estas ciudades es claramente hacia el II

caracteriza por un grado de

sin embrago por la zona

cuadrante v la de las ciudades restantes hacia el IV cuadrante;

L.em ciudades ; Monterrey, Pucbla una
trayectoria de descenso en el nimero de establecimientos en las
Mientras que el reato de las

y Cuernavaca ilean

diversas ramas comerciales.

ciudades registran pequekos incrementogz en su  nimero de
“Lnbleg:inientol‘
) & B Trayectorias de las ciudades.

Un segundo nivel de andlisis en detalle ex atender a la
representacién de cada ciudad de 1983 a 1985 en el sistema de ejes
. que perwmita descubrir las ciudades bsjo acuerdo. Una vez que se

ha dado un nombre a ‘cada uno de los ejes (en términoa de
categorfas o ramas comerciales) la lectura de uan travectoria es
récil. Las caracteristicas estdn reducidas para cada tabla,

esto es, las desviaciones son usadas

"ciudad" promsedio que se traza sobre una trayectoria.

para proporcionar una

La tabla siguiente proporciona la evolucién de
"cludad” promedio :

perfil de la

14
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Se registra sensible bajs en las ramas :

ram$ : Huebles en general
ramf ; Miscelaneas v abarrotes
ramd ; Ferreterfias y tlapalerias

y en menor escala ;
ram@ ; Carnicerfas y salchichonerfas
ram3
remS : Hateriales para construccidn
ram8 ; Tiendag de ropa
ram9
ram
conh pequelio aumento sclo en ram7 ; Panaderias.

: Farmacias

: Vinos y licores
; Zapaterfas

recrudecimiento de
adquisitivo
‘cierre de

Nuevament.e ge puede pensar como causa al
la crisis econdmica con consecuente baja en el podér
y disminucién - en ia demanda  ocasionando el
establecimientos ( posiblemente de log

incapaces de sostener una ley de

pequelios,
grandes
panader{as

establecimientos
oferta~demanda contra
almacenes dentro de una misma rama comercial). En
ocurre que este es un producto alimenticio de primera necesidad,

Las trayectorias de las ciudades (gréfices 2 v 3 de‘ la TRAZA)
(grérica 2 en la pégina 1 de TRAZA vy gréfica 3 enpie'zn en” la
pdgina B) son de tres tipos, ’

Las que se alejan del eje horizontal y corresponden por este.

criterio a ; Honterrey (93]
: Puebla [
¥ en menor grado Cuernavaca (A},

50

ramas 1983 1984 1965

ramf 1B6,1176 | 182.2353 | 100.7059
ram2 70.5204 T4, 7647 69,8235
ram3 73,8235 74,3529 73.7647
ramd 66.3529 64.2353 61.4118
ram5 61,2041 59.0000 60. 0300
ramg 60,8235 54.0508 48,0000
ram? 18,1176 19,0000 18,9235
ram8 30.7647 29.98235 20,4118
ram8 21.2048 21.6471 19.7059
ramQ 42,9412 46,0588 48.0508



' Las que =me aglutinan cerca de dicho eje pueden ser
considerarse por subgrupos ;
61 ; Oaxaca (D) y Culiacén - €.
G2 : Queretaro (H), Hermosillo (@) vy Los Hochis (N3.
G3 ; Tepic (B) y Cd. Obregdén €0d,
64 ; Tehuacdn (G) y Mazatlén (M),
Las que estdn bajo el ¢ je horizontal y estdn relativamente
separadas de la clasificacién anterior ;
G51 ; GQuaymas (P} y Cd. Valles J).
G52 : Atlixco (E), Guasave (L) y Chetumal D,
Estas relaciones describen un comportamiento distinto

resto posiblemente por el

entre
Monterrey y Puebla separados del
volumende establecimientos activos en dichas ciudades, el caso
wimilar es Cuernavaca aunque con menos importancia en el nimero de
establecimientos comerciales.

En la segunda clasificacién aparecen ciudades con nicleos de
poblacidn importantes aunque sin llegar a ser comparables con lea
de la primera clamificicacidn, dichas ciudades se caracterizan por
ser centros turisticom o ciudades coh un desarrollo industrial
medlio,

En la
- poblaciones pequelias por lo cual su evolucidn en
coserciales es similar.

En la griéfica 3 se

tercera clasificacidn predominan ciudades con

cuanto a ramas

pueden apreciar lag evolucionesg

pronunciadas que suf'ren las grandes ciudades como Monterrey vy

Puebla. Ciertas ciudades cambian completamente de perfil v sus
trayectorias son bastante largas este es el case de las grandes
ciudades con concentraciones elevadas de  poblacidn. Las

cludades menos industrializadas poseen trayectorias mds semejantes
y menos oscilantes ( o més estables )
suaves . Esto se debe a que la cantidad de establecimientos en
el poder adquisitive de 1la
poblacién |, que depende de otras leyves ecohomicas.

cuyes cambios son més

las ramas cowerciales varfa segin
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APENDICE O,

En este apéndice se discute el concepto de funcional lineal,
espacio dual vy base dual.

El concepto de funcional lineal es importante para el estudio-
de los espacios vectoriales (de dimensién finita en esta tesis),
pues ayuda a presentar un estudio profundo de
sybespacios, ecuaciones lineales y coordenadas,

Definicidn : Sea ¥ un espacio veclorial sobre un campo

escalar K , una transformacidén lineal con dominio V¥ y -codeminio K
se denomina un funcional lineal sobre V,

Ejemplo 1 : Sobre el espacio R" un funcional lineal puede ser
expresado en la forma

n
fix) = Zr’k{k , para x = (:‘l,{=.....¢’n)
izt

donde Ui Jei,. ...n son ezcalares ffjos. Se puede ver que tales

funcionales son lineeles

rCx) = f‘[ Zn(‘joj]'

121
n
- Z:’)l‘(aj)
- h— ! : . e
- Z:fnl donde KA - I‘(o,) F L WO ]
is

f es el funcional representado por la matriz fnt.nz.....nnl

Ademss
se puede verilicar que lodos los funcionales linecales son de esta
forma.

respecto u la base candnica de X" y a la base (1)} de K,

Ejemplo 2 1 Sea Dlmm(lk) el conjunto de matrices de nxmn con

elementos en R, si se define para Ade (R .
n




n
tr (A) = Zn
"

L=t
‘la trama de A entonces tr ; R™" —— v R y es lineal pues si
cel®
: ™ n n
tr CcA + B)= Z(cn“‘b“) - cz . + Zb“- c LrCA) + tr(B).
izs t=g [

Ejemplo : Sea C{01) w {f| £ es continva en 04D vy  se
define el funcional f{x)> = x(1/2) entonces f as{ definidc es
funcional lineal.

. E | A 01) —m R
y es lineal pues »i ceR
¢ Plexty) = CoxdydCi,2) = exis2) + y(1r2) = cf(x) + [(y).

Definioién ¢ Sea ¥ un espacio vectlorial, el conjunto de todoes
los funcionales sobre ¥ forman un huevo espacio vectorial , es el
espacio L{VR) v se le designa también por ¥v", se le llama espacio
dual de V. ' ’

Ejemplo 1: En el espacio R" cada vector es una n-ada de
escalares reales x-((l.....{n) con norma Ix! = (i:.(t}"z.
Cada funcional f de la forma f(x) = X‘“ntz‘ coh cada n‘dR es
claramente lineal. También de la desigualdad de- Cauchy-Schwarz

para sumas finitas ;

n

.|r(x)|-|‘2:‘n‘g‘|s [;Z:.n: ]m [ng ]m- [Zlnf ]mlxl 178}

izt
~ . ®i define It = sup [fx)|
Exlsy

H - - 172 .
i se ve que T es acotada con I!‘Is[z nf] . Ademés para x =

- ('n‘.....nn) .1a igualdad se asume en la expresidn (1) v de hecho se

fs-2

w2
tiene Ir1 = [Enf] .
it

Ahora sea f' cualquier funcional lineal acotado wsobre  R".
Define los vectores base o =€0,...0,4.0,..,0) con la (-fsima
Sea p= x'Ce). Un  vector
x-({"‘...{n) puede ser expresado en estos términos en la base por

componente 1 y ¢l resto 0.

n
X = {i.,t
is1
por lo tanto f es lineal y se tLiene ;
£00 = 3 f flo) = PER N

Entonces el dual de R™ es R" mismo en el sentido de quie el
espacio (R™" consiste de todos los funcionales de la forma
£Cx> = Z"tzt v la norms sobre (X% es Iff = [zn: 3R

Ejemplo 2 : El dual de fa.
[J El espacio €s es definido como el espacio de. todas las
sucesiones x = (:k) de nimeros reales convergenles a cero. La .~
norma scbre ¥o es Ixl = max [g,! <o es un subespacio de 1), el

dual de ¥%¥o es precisamente 1 en el sentido usual -de los
funcionales lineales representados como :

e
f'(x) = Z {i‘rri

b=

v-(nt.nz.. .. )qll

v If1 = ¥yi.

Ejemplo 3 : Sobre un espacio con un producto fnterior el
funcional f{x) = Bix,y) (donde B ew una funcién bilineal
simélrica definida positiva) para un v fijo es un funcional lineal
en la varviable .

La desigualdad de Cauchy-Schwarz ;

- |BCx¥O} < Ixt . vl
es posible mostirar que el funcional f es acotado con
Iy < Iyl.

PO f'b



(solo hay que tomar x/lxln en lugar de x). La relacidn
f(y)eB(y,y) muestra que en efecto Iff = Iyl, Obviamente vactores
distintos producen funcionales distintos, esto ¢s, en un espacio
con producto interior los funcionales lineales son generados por
elementos del espacic miema. Para lograr cierto grado de
formalidad hay que probar gue Lodos los fupcionales lineales son
de esta forma.
" En particular para E" y una (uncidén bilineal con matriz

asociada

1 412 /2

B w {1/1 1 11 ]

trr 12 1
defina el producto interior de x e y como
’ b BCxy> = xPBy’ = <uad

as{ que para un vector )L-(v‘.\lz .va)éﬁa fijo se Liene ;
: fixd = BCx¥)

i 171 /2
> M
- (x XX 19 B, 12 ¥
123 2 /2 1 Y:
y‘. ts2 yz + 1,2 Ya
=2 :/z\'l4 Vzo (V4 '/i
) , 2V, ¢ A2 Y, 4 va
= Xy fua v tuay )+ X Gyt vz v ) b x Gy sy ey )
.con ) como variable f' es un funcional 1lineal mobre R, Por
ijb-plo oi vy = (1141) se tiene que f(z_)-ztx‘*xz*xa) es el
funcional -.och'do_ a y=(11,1), »i ahora se tiene que y=(1.,0,00 se
" obtiene el funcional lineal FOORX + 12 Xtz K,
Low elementos de la base candnica con sus respectivos
'funcionales asociades :

Vector Funcicnal lineal
@, ) | P Gomx bk K
04,00 . l‘z(s_)-uzx‘*x:h/zxa
€0.0.1> P’C.ﬁ)-:/le*ulxl"x: .

Puesto que cualquier vector ydR® es combinacién lineal de
('.'.;";) entonces y = ul.t+az.2+ai.l con aidﬁ {wg 2.3,
el funcional lineal asociado a y es ; .

 (g) =
-xl(a.h/z czﬁ/z aa)*x2(1/z aﬁaz-hn a')"xz(u: n"“u: ata)
-ul(x‘ﬂ/z xzﬂ/z xi)*azhz: x‘*xzﬁ/z x:)*a,(ux ’_cl"u: xl"x,)
" G‘Pl(é) + azl‘z('ﬁ) + aﬂfaté)

Por 1o tanto es suficiente conocer a los funcicnales
asociados & los elementos de la bhase para encontrar los
funcionales asociados a cada elemento del espacio.

Si se requiere del procedimiento inverso, es decir, sl se

tiene un funcional lineal sobre R es posible hallar. up  vector
asociado a este funcicnal . -
Por ejemplo ; - )
f(x) = Txt*zx;nx. ’
+ + ;
Y f(rd = a‘f“(ac_) a!l‘z(g) u'f'(;\,)

entonces basta igualar los coeficientes de ambas expresiones

7ma *¥/2a +1/2a
1 2 2
- +* +
-+ 2 1/2:1‘ cz 1/2:1,_
nwi/2a +1/2 a_ +a
1 2 2

resolviendo el sistema de scuaciones se obtiene el vecter

y - (a‘ @,a.2

del cual proviene bajo el isomorfismo entre R? v (R*)™ definido
por la matriz B, S

La conclusidn en el caso en que ¥ es de dimensidén finita es ;

que se puede obtener una descripcidén explfcita del espacio dual v?
Pues el siguiepte resultado, enunciado sin prueba garantiza
que dim ¥ = dim ¥", o
T_-arun : Sea VY espacio vectorial de dime#idn finita n '-ob:—'e

el campo escalar X y W un espacio vectorial de dimensiép Tinita  m"
sobre kK. Entonces el espacio LCYM) es de dimensidn i‘irilta_ Y



Liene dimensidn nm, (Para la prueba consulte (3)).

Si n-(-‘..‘..-n) es bama de ¥ entonces existe para cada e, un

funcional lineal unico (‘L en ¥° tal que ;
f‘(ﬂj) - z!'>u .
De este modo obliene n funcionales distintos (f“....,f'n)
sobre ¥ que mon también linealmente independientes, ya que si

= }f cf entonces ;
= L

n n
f(e) = Zc,f(a) - Zc,é. L -
F) [ Y] ]
[ Y 12t
En particular si f es el funcional lineal cero, l‘(ej)-u para
cada s y por tanto los escalares c; son todos cero,

Entonces los f‘,...,l'" son n funcionales linealmente
independientes, vy como se sabe ¥° tLiene dimensién n, deben ser
tales gue n'-((‘..... .r“) 23 una baze de V'.

Defimnicidén : Si V es un espacio vectorial de dimensidn finita
con base ﬂ-(o......-“) Y f‘L es el funcional 1lineal asociado,

entonces n'-(f“.... .l’n) es una base de ¥* vy es llamada la  base
dual de 2.
"Ejemplo :

Sea Ve R v B = [2 . Para yeR® fijo se Liene ;
- 1

1
2

’ 2y *v,] - + * +
fyf'_c) - (x‘.x!)[ 1 z] x‘CZV‘ v=) xz(y‘ 2vz)

Yl‘-zvl
Yector Funcional lineal
u = {15 f‘l(l)-ﬂx’*axz
w w11 l‘zbg)-x;-xz

Los vectores y v w son linealmente independientes , por lo

taniec son base de D?’. i.e. {m{uN) es base con base dual
pletr £

APENDICE 1

En este apéndice se tratan los conceptos de ; Hétrica,
product.o escalar, forma bilineal, forma cuadritica, isomorfismo vy
norma.

Definiaidn : Una métrica o funcidn de distancia en un
conjunto dado E es una funcién real d sobre ExE tal que para
cualesquiera x,y,Z2 pertenecientes a E se verifica

1) dixx) = 0
(1) oy «» dlx,y) w dCy %20,
(il) d¥x,y) + dlyz) 2 ddx,2).

La condicién tfii se cohoce como la desigualdad del tridngulo
(al espacio F con una funcidn de distancia se le llama espacio
mét.ricol.

Ejemploas : ’

1.~E de dimensién n , :-(xl.. ...x“) y_-(y‘.... ,vn) eclementos
de E , se define la distancia

n p
) - P
dP - Z()c_L v‘) px1
i=1
es conocida tomo la p-distancia de E,
2,-E de dimengidn n, x ¢ ¥ como en ejemplo anterior y B 1a
matriz asociada a la forma bilineal B definida positiva, entonces
d.(i = yIBG - ¥)?
ez conocida como la distancia el{ptica de E.
3. ~Se prueba que =i en 1. conwidera

,%1'!.% dp(:;.y,) = dOy) = max { }x‘ i A B SPR }

resulla ser una nueva distancia. (Para detalles consulté .



¢.-Se define la distancia entre dos nodos Py ‘”f de una
grifica ¥ conexa, como la longitud de la cadena mis corta entre s,

¥ P ‘ Esta distancia se designa por 6(p .pl) Por ejemplo en
ia N‘urn siguiente ; 6(DG) w2 . S(DJY =3
h] € ®
q
B "
1 J

Se prueba que en efecto es distancia;
Demostiracidna :
Ses ¥ una gréfica conexa y P, .P. Y P, nodos distintos.

Las condiciones ¢ y (¢ son inmediatas, Para probar t(tv ;

7 on\.ro los nodos p , p

&Cp, .PJ) + é(pJ.Pk) 2 6lp wp)

‘se conmidera (u sy ) vy (w A > las cadenas mas cortas

©
O,

[TTY

L i Y i:*J . Py respectlvumente.

e e S i i

De no ocurrir la desigualdad a probar se verifica que
- lﬂ.(é(p‘.p.) y por tanto 1la cufiena de minima longitud entre Py
#, ®9 mayor a o*t; min embargo al considerar la cadena :
.',‘ : : (u.....u.W.....u)
do p a p de longitud sﬂ. se veri(‘icu una contrdiccidn.
o
lofiuuldu' 3. Un pi‘oducto escalar o funcién producto interno
en.un conjunto E es una funcidn real ¢<,> sobre ExE tal que  para
qﬁnlmul-ta x,v.5,af ¥ oaR, #e verifica :

Al-2

i) x,¢> m Ly x>,

1) Lax,y> = alx,yd> = {x,ayv’.

(iE) Cxty,z) = {x,2> + {yz

Kx,y+zd » 0y + dxzd.

tu) Cxx020 y (x> w0 9x =0
Ejemplos :
1.,=- E de dimensidn n v B definida positiva v siméirica

(Z_N;.y_). - Byt

~En particular si B = I“ seo tLiene ;

Ctpd o= nly’ =yt o= Z‘

=1 \vt
el producto inlerno usual.
2,-F = {p|p es polinomio en t}
S Cla,bl = (f|f es continua en [a.bl}.

Se define el producto :
b
Ciyd = J- xCLI)y(LddL
f =
agqui es evidente que se cumplen {,Vf y ({{ y para {v suponga que’
x> = 0 y suponga también que x(1)#0 i.e. 3 toela.b) tal = que
R ('Lc))O por la continuidad de x 3 V (t.o) abierto contenidn en

fa,b]l tal que x*(L)>0 V taV _(to) por ello ;

Ix'(L)dL - Ixz(t)dt + I x*ctidt 2 J- xLdL > 0
ta,b3 Labisv tio) ' SVgtion v ol
o Std > 0, lo cual evidentemente es una contradiccidn.
a
Definicidn : Una funcién bilineal en un conjunto ~dado E ‘es ..
una funcién real D sobre ExE tal que para cualesqguiera x.,yzeE vy
aelR 8o tiene ; ’ :

Ri-3



) Blx+y.2) = B(x,2) + B(y.z2)
Blx.y+a) = BOx.y) + Blx.®)
() Blax,y) = aBlx.v)
Bix,ay) = aB(x,y)
Definicidn ¢ A
. coordenadas. - En una base 3 = (o ..,.,0 ) de E

la expresién de una funcidn bilineal en

n
Blx y) = Zbuxixk
. [y
donde los coeficientes b“‘ - BCot.a-R que dependen sclo de la base
y no de x ¢ ¥, se llama forma bilineal.

. CObserve que es una funcidn bilineal con uyna base Fija),
Ejenplos :
) 1.- 81 &, 3, ©% un producto interior entonces es una
bilineal.
) 2.-sim

funcidn

(R) entonces el determinante es una forma bilineal
Bz = | x v |.
’.‘.flliﬂiﬁl s Una funcidn cuadrdtica en un conjunto dado E es
. una funcidén real no negativa sobre ExE tal que para xek,
: €, G = Blxx
donde B‘n una funcidn bilineal simétrica.
Ejesaplo :
.- C.‘(5) - 2 x?
' (=1 .
Petinioldn tlUn ilsomorfismo entre E yv F es una
- corrolpondench biyectiva entre lox elementos de Ey F que
) mn.crve las operaciones definidas en E. i.e. x‘.vlelt y xz,vzef‘
Y x - V-, »xz ‘Yz se tenga ;
e X 0¥, X o V.

-~

!!Jmlu H

1.~ El conJunt.o de fuerzas copianares y el de
"_ordcnadlt de nimeros reales para n=2 y que las operaciones de
- adicidn y multiplicacién por un  escals™ sé preservan ; por lo

n-adas

Al-4

tanto ambos conjuntos son  isomorfos.
2.~ Otro ejemplo conocido es el isomorfismo entre IPnl‘Rl los
polinomios de grado £ n de coeficientes reales y varjable real ¢,

v el conjunto R™' dada por la correspondencia ;

x L& SN
TS *no

3.~ 81 B es una forma

Do x bl b L L
n

bilineal simdélrica

entonces la siguiente relacidn es isomorfismo

1
definida positiva

E—o0 4+ E*

X p——— gy - lin - HCx, > = xBC 3*
donde la matriz asociada es la matriz simétrica B asociada a la
forma bilineal B,

Definicidn : Una norma definida en un conjunto E es unn‘
funcidén no negativa real f.4 tal que para cualesquiera x,yeE y  ceR
se verifica :

) Ixk 2 0.

tid Ix{ = 0 gii x = 0,
1) lax¥ = |a] ¥x1.
tv) Ixtyl < Axd + Ayh.

(Un espacio vectorial E con una tal norma recibe el nombre de
espacio normado).

Ejemplos :
1.~ Normas elipticas. Si B es una

simétrica definida positiva se define la norma

/2
{ Bt oed }

para xeE, v B definida aobre E.
2.~ Normas p
Se define en E de dimensidn n la norma

{Z'* ¥

i=t

funcidn . bilineal




3.- Sea Clabl el espacic de las funciones continuas sobre )
[in.b] se define una norma como : APENDICE 2.
101 = max  |fCL)].

teta, bl En este apéndice se analiza el concepto de . transformacién

i
. t/p |
4. Sea LP10A) = { £l { J' rPeLIdL } L™ } Se define lortogonal. )
© Pefinioidn : Una aplicacidn lineal L de un espacio euclideano

1 1p E se llama ortogonal si
il - {J' JPCL) §PdL } : BlLu,Lx) = WCxad  ¥aweE. _
° En otras palabras toda aplicacién ortogonal copserva el
como la norma en L.PCO1D. ' producto escalar y, por consiguiente, conserva las longitudes de

los vectores v los 4ngulos entre estos.
Basta exigir sin embargo, que la transformacién lineal
conserve las longitudes de los vectores para que resulte
" ortogonal.
En efecto, si se supone que l.L:;I‘ = el YxeE,

En ese caso ll.(_»g‘y_)l‘ - lﬁ*zlv, ya que ;

lL()_«_"i_)l: = BCLOx+yY LOx,w))
= B(lx+Ly Lx+Ly)
w B(Lx, L) + 2 BCLx,Ly) + BCLy,Ly)
- u.gu: + Myl + 2 BlLxly)
donde también ;
Lity1? w Wty o) = WOoa) + 2W0ew) + Wlyryd
Ll EURAR N P Gl 1 LS F 3 )
pero tomando en conaideracidn las igualdades
ll..'zgl: - |>;|:' : |L.g|: - Ix.I: : Il..()i*z)l: LR SR Y
se obtiene V(b_;h{_‘_r_."'z) w BCLOx+p) LCs4yd).
La otra implicacidén es clara.
=1

Es Lambién claro que toda aplicscién ortogonal transforma
‘bases ortonormales en bases ortonormales.

-5 ' | o : AL-A
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Aun més si se tiene una aplicacidn lineal L que transforma al
®enos una base ortonormal en una base ortonormal entonces L es

ortogonal.
APENDICE 3.
En efecto, sea {e.... @) una bage ortonormal y {e /..., .
" 'base ortonormal tal que ; En el presente apéndice se analiza el conceplo de isowetria,
: ) Lo‘ - .L' Yisi,, .. 0. Sean E v F dos espacios euclidesnos de  dimensién p y n
:  En cuyo caso x.,vef se escriben como ; respectivamente vy M ¥y N formas  bllineales ‘definidas. positivas,
. h n Denote por LE,F) el conjunto de las funciones lineales de £ a P
x - le.l' Y y = Zy‘,‘ Si Lel (E,F) entonces la condicidn ;
ist i=t ' L
y también E . P
o n n n
Lx = Z:I.:«Lst - ZxLLe - thot Iso Iso
t=1 i=1 t= . L2 - o
. . n . P e P
. analogamente . Ly = v.el gue cumplen ; Iso (x3Cy) = { (Iso"-L)(&)](L(y_)) (5 y)eExE,
e =1 explica que se conservan los dngulos al pasar de E a F por la
ul ) . aplicacién lineal L. Pero esta condicidén es equivalente a
Bl = ) xyoy = Ve ‘ ( Iso GYx> = { LeeTso, +LGd)ed

Ci=t "] - "
: hd . se escribe entonces Iso" - L'-IsoN-L. puesto que I’Ou es .un
L. Si adewds L® es au aplicacién conjugada se tiene : isomorfismo, la aplicacién L .ex inyectiva; es agquf{ necesario

VGra) = Bllxlyd ® Wk L®(Lyd) = Vix (L"Ly)  Vsxel . . exigir nip.

Observacidn ; -En el caso en que E y F sean espacios
euclideancs de la misma dimensién finita, se’
tiene entonces autométicamente que L es un

e "L =T y- e migue que LY L7,
Y e ‘obLiene una condicidén necesaria y suficiente para que la
‘aplicacidn L wea ortogonal. :

isomor{ismo y se verifica la igualdad. :
Consecusncias ; . ) » L . - L
- S e o dq;anai-nd.. . . - - l'so“-l.. = L'vIsoN - (IsoN.L)'. )
e T 1T em tasbién orbtogonal (L7HT m (L7)7'a (L) ta L. ' . - -Si ademés E v F as{ como Iso, e Iso
e ; -Si L.y T wson aplicaciones lineales ortogonales : cainciden, esa igualdad se reescribe como ;

. entonces LeT es ortogonal, sean L vy U las matrices
asociadas, entonces . (LUD® «T*L* =7 "0~ = 0T,
Para los detalles consultar (3). ’

Iso L™ = L'dso, = (Iso -L>’
el isomorfismo L cs ade as M-ortogonal; esto
es, conserva los M-dngulos.

s e Lo IR M-
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—Pero si E* = Fy L = Iso, se tiene el diagrama

i
i

I

!

t

!

de donde se obLienen las igualdades ;
I.so"-L" = L’+Is0,

. ~t
oY - .
Iso“ IsoN

Ia bilineal M

se escribe ; Ip - Isco“-Ist)N

S1 £ es euclideano con métrica -inducida por

el cual a su 1a

A‘lnduce'un isomorfismo !so vez produce en E

,-ﬂrlc- inducida por 1so -1 o por N .,
: -Se ob-ervu que si dimE =
ntrll --ochd. . ia forsa bilineal N
identidad IF'

dimF entonces la

o8 precisamente la matriz

" de .nquI se obt.iene que ; Ilol = L’ Iso L, j.e. existe una

compoeicidn de ilogorflno. que permite pasar de M a Ip_

. Descosposicién. propia ;
T st e la matris . uociadn a Iso
‘etcﬂbu- coRO ;. k

entonces M se puede

o= I'D l - (Dﬂ U)'(Dﬂ .

Donde lu columnas de la matriz ¥ son precisamente los
eigenvectores de M y l -e define  como la matriz. diagonal - con
i dlqlx-(x‘.k..... .).')_ v L L los elgenvalores en este - caso

An-2

nimeros positivos.

~(Ve_r €3) para detalles).

Descomposicidn de Doolitle~Choleski.

(Doolitle) .-~Toda watriz simétrica puede ser escrita como
_ademés . M
positiva entonces la escritura de M en ese producto es dnica.

Ml T (Choleski).
¥y T es una matriz triangular.

producto de dos @ matrices triangulares, pero- =i

un
es

En nivel matricial hay  asociadas dos -de-co-'poslcloneu del

imomorrismo Iso" , 1a de Choleski es eficaz en la préctics vy es

wém usada.
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R En este apéndice se expone el tecrema de descomposicidn .
" pesultados andlisis = de
. tridisensionales expuesto en el capftulo III de esta Lesis,

preliminares en el matrices

Teorema de descomposicidn :

dimensidn P,

..de métrica H‘. v sea Ez un espacic vectorial real, de dimensidn

- L. Ses l:l un espacio vectorial euclideano real, de

p. . de métrica . Sea X' la matriz de la aplicacidn lineal de
E‘ on Il + de rango s,
nl‘X'H' on sz-simét,rlca. popitiva ¥ a sus eligenvalores
~ " positivos se les denota por x‘z ce e DADA .-kp - 0 . Sea
ST 2
- {u‘.. e .up ) tun sistena Plz—orLonormal de eigenvectores asoclados,

se tiene :

Ve (u‘., e .u')

1/2
t 1s2 o
D = )\1 )
‘e w2
. [+] A

se define ; - .
dentro del esquema

Teorema : X' w VDY* | tal que ‘u'rl‘lu “I.¥YHV = I. D es
una matriz diagonal positiva,
Demostracién :

Def'ina ¥ = (V‘....V'....VP > . W' es entonces una malriz’
z

cuadrada tal que W'MNW = I
2 P:

W? dopde M Ww! = Y
2 Py

Por otra parte , para toda s XH‘X'HIV‘ = 0 , con

v 2
X szkﬂu =0 ,Y X'szt -0,

P2 .
Con X = X'T_ = X'Mune’ = "'";Z AL &) Zv‘v;
ist L=

" - -‘VHZWI - wvl
v UMY w DV XMXH VD = DUVHYDIDTt W T,

1 27" e 2 [
forman

Corolario : Las columnas de U : U‘.... .ll.. un sistema

Ht-ortonomal de welgenvectores de X'HIXH‘. con eigenvalores °
asociados A .. A ¥ ¥V m XH‘W".
Demostracidn :
. i
En efecto : X'H!XH‘VL - X'Hzxﬂi( X'HZV,‘)
‘
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. le o5 precisamsnte la inversa do |



as{ como una distancia ouclideana. En el capfiuloe IlII como se
utiiiza ese producto escalar, sagdn los espacios v las métricas

ce ' ) ) consideradas,
... APENDICE 5. : Observacién
: PP ) -
T . -m(b‘.pz) es isomorfa a R ' * | por el isomorfisme qua &
Producto escalar de matrices. A
] toda matriz A, K = . obtenida por la vuxtaposicidén de las
En este apéndice se discute la construccidn de un  producte i AP
escalar entre matrices. 2
Sea CE MD> v (E.M> dos espacios euclideancs definidos como. columnas de la matriz A.
P AP
on ol uo‘fldlco 4. Sea® (p.p> el espacio vectorial de las ¥, buedo generar una méirica sobre ® Y2 con matriz :
" watrices p‘xnarilo-orru al espacio vectorial de las aplicaciones L ’
Y P,* »
: *I{I.ll.tl de ®F3" en RFy, G M M) K e CHZ)'P n,
- homlcid: i La aplicacién My n MO M . @My n
L. ’(D -D 3-x WMip .pg m 2 122 2 22 1 2 lpz 1
wp LICA’Y B> . . .
. n Munon simdétrica, definida positiva, . * . *
: Bemgatraaidn (Hl)pzlul (H2)p L c“z)p p?
Le btlincnlidld ¥y Ia simetria bosultan de las propiedades de
la tl‘lu. . (me jor conocido como e} producto de Kronecker de las matrices H‘ Y
: . - M.. (para detalles consulte (2)).
Sea Ad(n‘.nz) i V“. .uf"‘) tr(A'H‘AHz) . 2 . )
X <84 M = LL", donde L es una matriz p xp, de rango P, . ¥
L‘L;.:fOF? F’ ,- una watrig 927“:2 de rango pz . 8¢ tiene
v._rtr‘(A'll‘A!l? = trlA’L LoAL LD
T Py Pa
» 2ar 2
= CPQUALLIAL) ZZ Wi 2 0
PR Lagjui
: u-t'n'nm;-p.pl.;uz-on.«-o. "
", . ¥* definida positiva. ,
4 N )
Por comuulonu para toda eleccién de métricas H sobre B‘. .
v l! wobre E,, #e pusde definir un producto escalar p" ", que §
unu.ir‘ doﬂau- 1a norma de una _aplicacién uneal de una matria, 'AS" 2.' '
et i e el et e e RSN weed L L
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" APENDICE 6.

.. Se exponen los Leoremas necesarlos en  la discusidn de la
construcccidn de) método desarrollado en el capftulo III.

Teorema : Sea (E.M) un espacio vectorial euclideano real, de

‘dimension d vy sea L. una aplicacidn lineal de E* en E simdtrica.

;iﬁiﬁif&nlda positiva. una base ortonormal de
uonv'octox"o- de’ YM, con eigenvalores asociados ).‘2. B .de>0.

Sea (o‘,. . ,od)

d
Se tiene L = ZhOO' .
v L

Entonces. para todo k<d | entre
Y i
-las aplicaciones lineales de E' en E, siméiricas. semidefinidas
,msuv-s. d-yrwgo a lo mds k , el mi{nimo de 1A - BiZ se asume
N
" fcn B ZA-- ., con valor minimo Zx f
: : te1 i1
. ancn 2: l definido como anteriormente . realiza el méximo
RN I )
My t con valor minimo (x:+ .es +1:)"".
(1 18 .
Yaiu
Tecrssa 9 .: Sea A una aplicacién lineal de E:: ‘en E. donde
(l:I .lll)_ vy CE..H‘) son dos espacios vectoriales euclideanos. Sea

Se Liene segun ol teorema del apéndice 5 que
k
Z-/T. AR

[ SRS N §

(%1}

kel rango de A.-

A= UDY' =

_Entonces la dplicacidn lineal B de l'.‘; en !Z‘, definida por
L

T. Zi X, YV realiza el minimo de WA - B8 . por
T Wu‘nz
couuuhnto lu .aplicaciones uneales de  rango st<k, Ese

A | S LT S L et -

e

4
“ minime vale Z‘).‘ .

i=1

Tecrema 4 ; Sea X'=UDY’ | ontonceu U o8 ol vector normal de

E‘ realiza el mdximo de nm "z . ¥ ese-mixime vale A N

Para jsk . ll as el voctor normal ‘de B‘, H‘«-orta‘onul' a
LU ... v | realiza e.l méximo de BXMul® v ese mdximo vale
12 it 1N,
kt.

Demosiraocida :

En ef'ecto ;

l)m‘ul: L] u’(H‘X'HzX.H‘)u es mdximo, con la restriccidn

2

u'Mu={ , para H‘X'Hzxrl‘u-h H‘u . donde x'nzxulu = hu, con h
méximo ; con u-Ul eigenvector normalizado de x'nzxn‘ asociado al

mds grande eigenvalor. Por esto mismo 1 XﬂluI: e miximo = con
2z

las restricciones ;
’ H
uH‘u-i .uH‘Ul
IXM up
oM,

- u'H‘Uz AT u’H‘Uj_l

N ]
=R vl'uz

-O.Darau-U‘

a )‘L'

Observacidn H

~Cuando H‘ es diagonal, con alouenl.us diagonales é“....q .
2
P2

|xn‘u1’ .. quh .u)
=1
donde x, e% ¢l renglén ( de X.
Las U roalizan en cada caso el mSumo de
Py
z
Z ? (;.u)n
Lal ‘
~Analogamente se verifica que las V realizan el nixho de

’ 2 -
X "a"ut

. bajo las restricciones de ortonormallaad de las soluciones V.

De fgual manera si !I‘ es diagonal ., de elementos diagonales

Q:.. . ..q'; , las VL realizan ¢l wméximo . de :

A6-1

P B o
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Lase= TN
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