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THTRODUCCION.

Bl "desaveallo™ s la mabemdlice dnveluora dos  procesos  gue  ao

momrthos disbint

general se presentian on dos .o Un praimer proceso
dee descubrimiento (oreatived  gque, “avendado” hasta  clerbo punto
eHe proceso  se haue hecesario o un o segundo proceso, el de
sistemabizar o creado,

A veces enbre los dos procesos pasa macho Gienpo ojemplo; Puclides
Caistemabiza varios siglos de Geometarda), Peano (dos i lenios de

usar los ndmeros notuvalesd ) Doedelind vy otvos Csirlos dn wsar los

reales ¥ oconceptos coi Lo continuidad de el los),

En los dos procesos cwoaay distinto @l mdLbodo, wen el prinero se
Usia | plimordiadpente ol wmdébode nductiave, mienbras  gue  en el
sesundo el mdbodo deduativo.,

En o ensenanza, en genepral, se ha

hincapie en lo segundo, Se
presenba o ta maboemibica como aleyo consteaido, pracbhicamente

acabado, sistoenatizado yo el pro previo de creacidn es casi

shenpre olvidodo.

En la ensenanza de la Geometria este {fenomeno se presenta may
agudamente, o pesar de que Lodoe muando habla de Lo Ceometlria cono
HlA mataia e desarrolla la intuiciong =u prasenbacion
Lradicional parte de Lo sistematizacion euclidiana vy del wétodo

deduct.ivo euclidiano.

Esta presentocion Caxiomabica vy deduchivid)  indudablemnente Llene un

-t

sran valor puss la €

somelia viehe o sepr para el alupno el primer
ejemplo de una Teoria aniomabico,

Sin embargo esta preseptacidon de la Geometaia Liene, a mi modo de
ver, Lambien groaondes desvenbajas, pues el alanno se enfrenta a un
mebodo (el duductivo) LY Pl il partiendo e la
slistemabizacion e conpceplbos gue o conoe,

Para llegar o maneju esbe mdtodo deductive es necesario haber

300 e

pasado  Coome 1o huwanidad  en la hisboplad  por el prc

creacion de  resulbtado gue una vez enbtendidos  son viables de

3

slemabizarse v, entonc

s, regresar a  sisbematizarlos oy
dempstrarlos partiendo de ciertos principlos Caxiomas) y usando el
metodo deduclive.

i

La idea de este Lrabajo es hacer hincapid en el primer proceso, en



RN CEE D T e

el creablve,  fminctive, Buscar  que s el adumng =

CeometrLa,  entembieonds v Cpor  gue nod redescubridndo algunos
conceplos goomdbricos sencillos o poartie de ma inbuicidn,. De modo
que ol llegar b hora  de sistemalizar,  sistenallos cosas  gque
conece Y moane Jooo v hasbha clerbo puntos Oue aprenda el mdlodao
deduchive Cun Do el COSams S v Goneice,

Lia parbe deductiava de 1o Qeometa o esta yva may Leatada de aqul gque
eh el presionbe Leabojo no se e de Gupacio o esbe aogundo prooeso,
Me centro eo ol preimero pues es ahtl dondes creo s oxiste un gran
hueco.

Desde  luego gue s ko segunda parte un curse de Goeounetala se
gquedaria a medlos pero para esto ay machisimo peteriol esorilo,

La Torma e ogue =cointenta desarvevollar en el alumno Lo inbuiaicn,
1 ;Zl‘c:m:h"rn e Geomobrya,  es o porbicmle Jde algunos problemas
sencillos  usadus come protexto para gue los pesuaelva con la
hhoerramienta Gue Liene de sus cuesos anberiores, sin Jecivle gque
caming  debe sepuir para bacerio, gungpie cuando Llega a
resalverios, Lo mayorra oJe las  veoes lo hawie  Con resultados

aprendidoes de weiioria e s cnesos anbee ko =it sabeer

avgumentar Lo gac hooe,
En el desareellsa de Jos problemas se von abpeiendo "pardéntesis" con
el fFin Jde e resolviendo los problemas geondbricos gon bos gque  se

Slver el problema propuesblo (Lales

va a  enconbrar para e
pardntesis se distinguirin con wmalgenes diferenbes del Lexbo para

que vaya gquedando clioo Lo gue se va haciendo),

EL malerial os una propuesta para un cueso propedéutico para los

cursos de Geomcbria impartidos en la Facullbad ¢ para los cursos de

bachillerabto.

L mabazrial no que sieva como TRL GURSOY mino

La finalidad de
gque sivtva de copsulta al maesteo para ddardle una manera Jiforente

de explicar las construcoiongs ¥ conceplos geomdlricos v para que

el alumno pueda entender los argunentos para Lo axiomabizacion de

la Qeometr]

-
-



CAPITULD 1,

TEATRECTE NOMOR [N - s s e

A partir del desareollo de e mabemibica del siglo pasadn, we sabe

aque puede establecorse una relacidn biunivoon entiee Los  mimeros
peades oy los punbos de Ta recta. Asimismo, se sabe e no beodos
Tos mimeros peales puoden consbaagjrase con Pegla yocompass sobee ba
recta,

En este capitanlo, apoyados en diversos rosalbados e la geomedafag,

consbauivenos  geometricamenbe diversos conjunbos e mbinoros sobese

ta yoeta e, Lo Cope fos T AT fnalatta Josr, chlaeros,
racionaless v .!I\:_;\IIMIH Preacionales . para olblo o neosaario sabwep

Y T L e N ¢ X -3 AR CE VIR NN T

Yl pr el lems by connbeoe e p Lot eoo dde Lo nlgndend s owane: ac

e va eyt e aledes et an s meegneenbon . poaec .
ool phl by oLt s Al [SEISR VT 1az

=i gulent voeegl n

d Lamanb e crent homown T troeppentos btan obey
12> Sl Ear ol
=] i riae o e pwpnsr o finilar

Ld PECLA Y EL CoMPAZ

tan

ol DS

b SéE e ran

L. Puen ey paea o ok Ij’.ln'\' vow b e,

coth Thunusonh s e und

R ST Ao Pintbn proeds prodondar

Lt

dezeribieze  tomsndo cualguier

A, "Upa wirount o el

sbro vy Coualouuierd

Consiruzcion con regla v conoas

mte en una fUcesidn de

"Cada conslruscclon con e TeoomphaT. oG

eaptimet a s e e Lyl One ‘ .

A Ac L onems
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42 Hallar e IR A T PO TERE SO
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CON OLra CLreunter engt s o o LR NI

Un elemento Cpuanto,  roe crrennlorancial) g
conocido s 11 T gy £ Jritertpeder o omi
menEbr o erc alaning page paees]

Lo e Bavemos: ol e

tesolyver o] swiguiepte problomn, onn baso
on o] RIRY] W Lt e e desartol lare altrunos conceplos

romel ricos,

FRORL LA

S ousmeros podemns conslrulr con

aryoury

Linse recta?

aremos ubicands en la rects un ordosn v sliglends una und dad,

Empes

5 cirv, ubicaremes =n 1o recta oo panto
papel  de origen o A0 P bir e

Sefiald areamor o

deuier punto Lal que =u o distanaia al ovigen sopd In

].l}ll{.",‘j"ltl] de nuestra unidad, o ssle by e Tlamaremos uno. Una
]

cleha unild.

ey i procdreemos A asladarla haocl o Ia

Lzgquierda Lan

come gpperaaees Cpara ellao baslara

omareds come relerencia Ly ounbdad elagidad; wediante este

precess podemes eblener cualguier mimero natural n, b

Lo unidad,

=l compas en el punto n-{ v

consbruccicn simdlrica oo

4 | ! =

Figuro /

Lo gus se ha hemos hecho ws adar la unidad Ca la derecha o

lzguierda del  origeny Lanbaz v sy en

comey 500 i u

consecuencia los ainicos mimoros que we puerdon consbigir b esba
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AS L, par s cenebroegip o '!,T”.,,. PR e G el Py men RPN Bk

e hAater uns consbeanced G cdi forer o, T e d

ntpchies s rigme

AU ne hewss conshrarcba, peor e emn b b primespee o meeds o
Fara consteouir el mimepo Soan o T Lemeis sy iy o panho

inescli o 1 soneant o el

cfl by e g b g,

Vamoas a plant e

Poouna TONnThrpTe bain ofriee 5 cornnaeidda por Lo masveor fa

de  los L dlnnh

1 perm o

SB RN I

Broptnent

Justilicacion es elds per cagy Lodos.

Harcmes la conzmtruccidn para un

st AR e Toregi el arhilearin

Cpara =]

der dengi Vel oun e wa A Zerssle La o omisma
consbruucion v oen ecle axio halbremss encontrads ol panbo an o medio

que s el punba que spneremss oo ontb e s sen Lk

Ceonsdpac o Yy sl Lar Aen ceca s

Tonprmass =l cogpanta: AR

frealess ol ol s poedl e, ciy metibyn

obra con cantyo on B ods Lal manera gree

SEulos e con bt en odos puntos Oy D

e 0y P

2 Tracenns la recta

El punto dopds s corban ants pad umenits AR
e el punto eedio del zegwent o AR

Antes  de Justificar ol porgue de exta conzbrucci on,

Al eftens et oL e e bardh e

Y s

FEmpecemos porp

analizar el rvadio de log ofronlos construldos,

wviable Lo consirrercion 21 elegimos arbabravianante

clerta greoe,  al tomar

AN

ey ol punt fex iy e Ler

tra consbrucaeldn.

~hbinger s

El  priwsser aquel o el e

que wamon o analizar

igual a la longitud del

el radio de los circulos

Aguil 1wz wireules se cortan en los punkes (

v D, por tanto, pozible continuar la construccidn.




Fero, dgud suceds 5 Lomsmes ol radie nds pecpuefio, < mans

grande oue 1a Dorngibacl ART

S el radio e

cicdls resulbta maz pequeiio gque 1a nltad de
la longitael  del  seawento AR, los  oirculos ne se

inters

clhan  Of i, 30, prear Lex cual  no  es  posible

conbinuar con 1o conntrues

NAN

Figuro 3

S el radic ez tal mue lozs circulos s cortan en un
tnice punte Cfig. 40, habrewmss encontrado 2l punto medio
del  segments AR, al  que  lamaremos M, pues AN = B,
MB = B » por Lanto AM = HB. Fero eslo <3 wuy peeo
probable Ces decir, la probabilidad de abrir e! compas
con una  longitud exactamente igual a la mitad de i:

longitud del segmento AB es cerod,



TP el radio =3 iz e la langitud del segmento,

afreulos

mort an e ddars a los o Plamaraemos €

v D Cfig. S, odbra oven Laamon Da rechta gus Lo tine v

@l peunbo oba ety g a oo el sramenla s 0l

punto medie (),

G

Asi pu=s, [NER)! raddia o prede ser Lan

arbilraria. it ot 1o doz ciroulos
fntarsacton i a bl 23 un wgquisi be gua Los v

sean de Longitud e cpas Lo omblbad de la distancia A

Tomamos  enboncss  uan tadio maver  que la mitad de La

distancia AR v menor que dsla. La construzeion 3 igual *

a la hecha para las (igur I v O by, B

83}



Figuro6

Ahora wveansen ped pasa ey 0 Cianr o Ty B

it S

las figuw s donds aftemeanes gae Diemos struido el

punto media el o nt o

En cada una oo ootas tiguess hewesn Deazads Los padios
AC. BC. Bh v Ab.
Leos trdangdlos ARG -+ BAD. Uiensn por lados los radioz

e i amadeoan ot Lok crame Sl s ooament o ARY Lo

ey ety Lo gt AR o DR,

Lespyedes eo] 1

=

21 Socmento Ch.

Tenamozs en laz e

arormn punto Mogque proponsm

sttt ABD S Par Lanto ahoroa

comes ol punbo meadio
habra que vor oque AR = IR
1o

SHCOmo haa

Gomo  los segmentos AN v B son Tados e Letiinguios 1o
e haremos sory ver ogie Iong Tados corvespomdientes e

los Lridngulos AHG v BHO =son iguales,

Dreanee gquasr s b s

ol wobramnnesy Ung on el los
Aviernlos Coor e e e e (g, . DEEd B e IIE

“definicion intuiliva'™ gque asarvemos dopante una papte

del Liabajo,  no e la delinicidn iz Lridnguloes

congruent.es.

&
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A 8

Figuro7

En las figeens 2, C v 6 podeiames wverificar si los

triangules son “lLguales" zobreponiends Lo i b jors

pondient o, pero el ne constibuys LIRS
demostracion de @gte heeciin,
Flezeen b0 e e | e Y] e b e fon pata

weary A f:‘l]._',] rsay

aatopmlnar wunnds d Ledbanaulan dadd

Comenzarehes  anslizands o problemns precios a0 s

Loonas ds

<r ks i und

Dl arewss o los wéarbi.

dee un Lridngulo con Jelras
mayviisciloes A, L G, Tos Ladss con Iebras mimisculag a,
b, . o hien como AR, BOC, CA: los anaalos con bebras
w3, o, enlisbandolos de Lol manera gque sean

el

gl i

racorridos en senlido conlpeassio a0 las manecilla

reloj.

El trianguls sera depolbado por: Gridngalo ABC o bien
simplemente comno AARG.

El dngule o Lambicn o denotaremos como CAB, el dngulo

comn el dugnlo ARC v ool Gugunlo 3 ocomo BCA,

o g
¢ B
Figura 8

-3



Un dato.

1y 21 el dato dado es e Dado el bridngalo, hay  una

intinidad Jde triangalos gue Lionen oome Jado el dado.

g - 4
Figura 9

dato oo ernoun anoula dhel o L danoal e, Lambién

Lay una Infinidad de fo fangulos que Lisnen como nno

de sus angulos el dado.

A 8 A 8
Figura 1O

II.Dos dalos.

g tos dan soen dos lados, digamezs bov

Eridnaglos podemes construir?

G, drctliand
Chenotaremss con b v ¢ o los lados v con b v oo a las
FLomgibades de axos Jacdos),

Trazamos <l lado ¢ v sobre uno de sus exbremos, didgamos

@] exiremo jooulerdo Ay Lrazanos el ojredlo de radie b.

(laramente cualguier punto sobes este circulo eshba a una

cdistancia b odel verbiice A Ba Jdecly, dados los lax

a e=x posible construir una  infinidad de {rianguloes,

entre los que se encuentran loz tridngulos ABCy, ABCz,

ABCy, eteo, de la Cig. 12,



Figurall Figura 2

2L owmdle noz

1 jamos o b Temia el caneer oy, Mrae et

e texedos Peon b dogeabas conatoaides Ton i slintos,

Auncie atin es bemomss formn da

sy ar e, 3o obsorva

—por ejemplas cae los o trianoulos ABG v ARGy no =e

pueden sobroroner o eeda gque colncicdan S 13D

S 39 2

G
A |
A B\B

Figural3

&) i oahora nos dan como ddabos un la ¢ youan aangules o

adyacente ES el dcnrand

= triangulas podemos

construir?

Figurol 4

Teniendo como uno de los datos un a@ngulo necesitareno

copiar en obro plano un angulo igual a une dado, nos

detendraemnoss agqus para decir coms hacerlo,
Agui  se puede dar un espacio paea discubir con los

alumuns &1 coneepto de Angulo v legar o una definicion



parecida-a la gue daremos e,

Definicton de=

it
&

Loy b laneeznorvg e s aonnr pog tos s A namrien un
origen comen”. Egbe punto e denomina vértice del dnguln
v law semirrecbas pecibhen ol ponbre de o bados ded

angnlo.

S00me copiar nn angielo dgual ooune doale'?
Ten oo w2l oaremlo dedo oy 7 upa o semirrecha disla o con o oun
punbo 0 comg origen,

Hna mannra corescicdby de e To ss ba siopaiont o

1 Troacemoz un areo cosboguior sy con cenbeo on ol vephi

A

der ] dnand o claddo, | LI C 1o punt os des

Interspworcion del aeoo v e

2 Tr:

Laddos el il o dado,

cEmo T o artco b addia AR con o contro s ol punt o 0,

Iy poor By ol punten ol Intercscoion Jde

Aarco ode La memipres

3 Trazemsz: un arco de tsulio BC o con ceontoeo Byl Llamonos
Cy nl punito de infevscocion de log arcos,
Al wnir les punbos 0 0y U oblengo el angule pedido,
(Lo ademostracion de eslba consbruccion  se hara mas
adelanle) Crig. 1o,
[
A ol 8 L \
~ o ]B/
Figural6
Fegresemos  onblonces & consbruaic el o triangulos,

dados los dalos antariors
Copiemos <l dngulo o

Sobre uno de los ladosn del dngulo o tracemos con el
compasz  la distancla <o, desde el punto A (Igual  que
Lragladibamos La unidad), simplenente abriendo el compas

con abertura izual o la disboncin oo Llamemos B oal olro



oxbremo del sweemenbo e Foopitaed o BL Lo oot vl b
!

[EIATE TR | R ‘I'E'” et IR TS AN Y | (L IR YR TS PN P | ‘i]“]r_:"l]i [

ke sonvas e o intfinidsd de L Lol s
N T AN

coms punbos how e ol Dado dlod Seeest o

Figurail7

Al sobreponer ol Leldnguln ABCz 2n =1 ARCa Cfia. (1),

“"se we " ogque no colnctden los olbeos dos odngalos il Loz

otros dos | achss,

Ca

A 8 4 8
Figurolg

FoeocanThruir

b

decir. @stoz datos o son oufjc

7]
[l

un dndco btridngulo,

3 S los datos dados son un laxdo ¢ v oun anulla gy no

podemos

adyacente a a1 doiant.os tridangul

const.ruir?

11



Figurao /!9

Copiemas el dngilo

L Sobre uano e 3 del dngule Lomemes un punta
arbibrarico. digamas Ay,

2 Sobre el obro Lado, sea By ol pinbo en 6l e esbs o
una alistancia o del punbo Ay

3 WUniendo los puntosn Ay v e obbensnes el Lrg anaul o
CArBy. Bt posdewon Boesrdo aoh onndloauier punbe,
'.'Ji’:'I:Hl\i Ax, (1(~ ARERES) lﬁﬂ hv-‘.‘ l.ulnr% (]l-] ;;;n;_/;\l(n,

4 Trecomon aveos de roadlo o0 con centeo e A 1L amaneda
B &l punba o storeac bt chrl o apen L L I R R S |
Fara cada punto Ar Loer un pombe B end on hray
briongule CAGBD para cnda puante A,y hay  ura
infinidad da pantes e paedan 25 Lew AL bonemns goa

e Lrdangualoz Orfige 200, Foer Lante cen Loz

Aadas nn podencs ot un

Bz

Un Hm o b ;?;!'\(_; ale.

el Az

A

Figuro 20

En la
diferent
CABy v

212,

figura 20 "se ve

51 guisidrames

CAzB2 vo podr fames

glle

todos los
sobreponer

hacerlos gue

Lriangulos

los

S0N
Lridangulos

Seoiieridan

Cfig.



Figura2! Figurag 2|

43 =i les dolos dados son dbes dndulos oo (fo deumdnt oz

tridnoulos podenss constroapp?

e
o £

= 7
Figura 22

Come demostraremss mds ad=lant e, la suma de 1oz dangulos

interiores  de I Lriangulo ©1 1207, es  decir.

oy = A .
o+ F o s LBROT, por lo gue podanos eneonbrar ba medida

el Lercer aAnguls Cfig. 200,

3 f ol

Figura 23

Esto o3 como fLener tres datos, asi que e2sbte caso lo.
considerarsmos cuando veamos los cases 2n gue nos dan

tres condiclones para la conztruzeion de Leliangulos,

ITI. Tres dalos.

1D Supengamos gun los datos e bren sogmentag,

13



[REXI O

circulos, wno con aanbio oo A v oradio by

voml b

ooy o ol oy,

ok v 2w cortan,  de modo e s

Podamos wer gue

podemnos construie e danogul o slones,

Figuradb

Ezto oz, 31 uno de Lo tadkes del Srddngabs LGSt S A ()

1a =uma ode Loz obros dos, coms on osbe ogjenplo, enlonce
) N .

ne podemss oonstroair brd dregale al vne Hevs progunt anenss
Ui el aeidn deben berr Lan Longitades e

an i L angul o’

Lres segmenbos poar s cae hotored

Analicemas ;’11;‘,‘”“1“&‘ [

1o

{gual a la longitud del

Qi la suma o

tercer lado, édpodirencs consivdir algiin teianauloe?

Figura 26

14



e cTomeames Dt vamant e ol c. v Mlawemos Ay B oo

Iovs evbvomes e ote ]y

£ Tra

eirole

Ly ey Canny b ey ,\ o radio b =

el obro con

ntro o en By vadio o,
EL punbo de dnterscaciin esta sobee ol seemento AR, P

vsbe camo ddecinos e el Leidnsale '

[RESS "l|n'-_'::n~tu'-|-.'nlu'

e hecho o henos conshraido Grianeato algvnd,

-
oL

Fig uraﬂ\—’/

amos  ahara qud suaeede =i la osuma de s

Ve los segmentos

cualesquiera es mayor oue 1a longlbud

Clig. &,

del olro segmento

Figura28 '

1 Sobre leos extremos del lado ¢, tracemos circulos de
radio a v b respectivamente.

2 Tracemos laz recLas gque unen los exiremos de ¢ con el
punto de interseceidn de los ciraulos (fig. 200,

i

S e

trn construir dos Lridugulos, aungue

el que nos querda hacia abajo en  la figura 20 es el

15



simalbeico del Lridngulo ARG 0 Pee Lanto, ol Lridnguln os

unico.

Figural29

De 1o anterior podemnes concluir gus:

“. o opara conztruair o oun ainico

Ti o onmon dan bres

et
Lridogulo debe courrir opoe L4 SUNA DE LAS LONSITLDES
PE CUALESCUIERA DOT LADCT S50 HAYGE QUE LA LONGITUR DEL
TERCEE LALD. A st copdl ol

DESTGUALDAD DEL TEIAMLO.

mer o Le G ey L

Regresemos al problema de constreninr Gridngulos con tpes

datos H

E) Supongamos alvwra gue Loz datos dadoes son dos lados a
v b oy un dngule o opuesto a unoe de los lados dados a.s

deuantos Lriangul oz podemss conztbraie?

/

Figuro 30

Copiemos =1 anguloe o ¥ sea A s0 vértice.
1 Tracemons  Ta disltancia b osohes une ade sus lados,

sea G el panbo gque cample que AG = h,

16



cerbr o sy O b e el e Uy

Sioa ee moper e b megpore ague iy atbapa g,

Foor g
del virtice €, entonoes ol

cirenlo o intersocta at

oten Tado ded deea o por famto con podemos consstagie

/

/ Figura 31

Livamgule adgunn,

o

Qi a es mener que boe izual oo la altburn gae baga del
vérbice €, entonces ol crironlo corla al obro lado e}
dpgulo en un dinicn punlo, o= decie hemos construido un

dinico Leidangnlo con los dabos divlos,

_

Figuvr a 32

7

Qi a es menor que b oy mayor que la altura dque baja del
vértice €, el circule intersecta al atro lado en dos
puntos distinbos, gue sirven como el bLevcer verbioe
del  trisngulo buscado, sean Be vy Bz los punteos de
inberseccicn.  Por 1o Lanto, hay  dos Leidgnlos, el

Lirdingolo AILC vy ol tridngulo  AB2U aue cumplen las

17



vondiciones pedidos,

Figura 33

S sobreponemnos los Lrevangules ARG vy AB2C no
coinciden Lodos s Tados ot bodos sus dngulos, por

‘.«ﬂ:l.() ey <Sa)y ig‘ll:\lc\ﬂ.

A ¢ bz
Filgura 34
9i a es mavor que b oentonees el cirvenlo  trazado

intersecta al otro lado del angulo en un solo punlo

rgue es el Levrcer varbics glel teidngule solucion.



Figura 35

Todo 1o anbterior se concluyd fomando un angulo gue wmide

menos gque un recto. Veamos que ocurre sioel angalo es

recto.

loplenos el angnlo dode.,

I Tracemos la distancia Losobeo ano de los lados del
Aangulo vy oa este panto Te amoaos €,

2 Considerenns el civaulo de radio a con cenbvo en C.

Ci a es menor gque b oo hay inlersecaion enloe el ciroulo

y el obro Lo del angulo, Por 1o que no podemos

isharnie Lribngulo alguno con Yas condiciones pedidas,

”/ T

e

™~

~__ 1

F/g_ufa Je

19



Si-a es mavor gque b, solo bay un punbo de dnbersooation
ded ctvanlo con el segando Lado del dngulo. Por Lo tanto,
solo  es posible | constonin o tinico L dngulo e

F.‘—!‘.iQ":\S“\ oo g sriees dondonse

. A
-
Figura 37
Qud ocnrree i ol cdnenlo dode g owayor e uan pect.o®?

Copienos el dangulo o

1 Tracemos 1a distoncia b osobre ano de los lados e
angnlo vy a esbe punbo e Tiamamos G,

2 Tracemos un circulo de padio a con cenboeo Cl

Si a eg menot que b, el oireulo no inlersecta al obro
Lade del anguleo. No hay tridngulo alguno gue sabisfaga

las condiciones dadas,

\‘

AN
Figurae 38

20



solos hay e puntode inbersoosicn,

Por’ tanbo, exisbe un ainico GLreidngulo gue shbisface las

condiniones dadas,

Figuru39

NDe Jo anterior podemos conelair e
Dados dos lados a v b oy oun dngulo o opuesto a uno de los
lados  dados a podeemos comstanie un ddndeo Lridngulo
siempre gue el dongonlbo oo mea mayer o dgual o gque un dngule
recto vy oa mavor que be O Lijon, =1 g es menor que un
dngulo recbe yvoa o maver gne by tanbidn w1 a es menor

quees b opero ,igl].ll Ao albnra que Ir.gJ.] el vortgoe G

con dosn Angulos

ciateorn ladl

ahora opre

33 Supssngaon

trianoiios

y ¥y oun L acly @, densrindy

oL X

Figurao 40




L20mD i jimean g+ R 15'_«‘(.‘\,“, por. Lo que It

Lambidn conocido. Fodomss not o gue on real dad Ceremes

oualro daltos, o [SES angul es voun oo, 4,Came
consbyalmegs el Lrisingulos  dque saliisfaran T
= r A te
compdicionss dadas?
/ -
! e
! e
/ e
BT
X -

Figura 44

Llamemes A v R oA

1 Con A como origen aopiemes o angulo o,

& Con B vomo orvigen copiemos ol Gnogulo b

b Loy ladas no conunes: de los

Bl punto donede:

angulos o 5 L wed punbe QL For tanto, henos

constbrulde un unico Lrianaule CCig, 423,

&
A ¢ ]

Figura 42

Sl construlmes obro triangule con las mismas condiciones

vmo construido, aoincidiran los

i
=
o
—

vy lo aschrepensmes
lados vy los dngulos correspeondientes (esto no es una

demosberacidn pero sivve como §lasbracidn al alumno),

22



A 8
Figura 43

45 ZTL los s

davben zon dos lados b oy oo v el anoulo
aoenbre ellns. doninto:

Lrrananlos podepos constpaagie?

Figqura 49

1 Sobre los lades del dongulo bracemes laz distanciaz b oy

sctivamente v Ilameonoes a los extremos de estos
segmentos By C,

2 Unsnmos Loz puntos B oy O

Hemos conshoaicds un 500w trdangalo Uiy, 452

3
A s &8

Flgura 45

g
W



s e T e T e T

L sobraponamnes a1 on con@tyaido,  cobnerid

v los angulos corveopondiontes C0ig. (6D,

N\

Flgura 46

5y Dados los tres angules. dcuantozs trinngulos podemos

ke ~ ¥
‘4____——“ -

Figura 47~

Comn no tenmnos Loados doaddos. podemnos sncoger eual opad ar
longitud para uno de ellos, por oejemplo, paa e) Jado a,
Jomn en el caso R0 podenos oscogaer los dngulos oo oy
Cal angulo ¢ oya esba deberminadod ) vy entonces habvremos
constayuido un dnico Lridagulo, pero dsto es habiendo

tomadn Ta longitud para el lade o (g, 48D,

y

Figura 48

&Qud ocurre =i bomamos otra longitud?
Podemns tomar por ejenplo ona Tongibad mavor, usamos los

mismos augulos ooy L hacemns 1o consbruadion como en 33

21



y nuevamanbe LonemosTan dnico Leidngule (fig. 403,

.

N

Figurag 48

8

Asl, podemos Lomae obea Tomsilad mavor o menor para el
mismo lado o, Lomemcs noevamente una longitad mas grande
cue 1o de Lo Piguea A0 v Los angulos oy 3 dados v
hagamos  1a conshiruccion como en D)) oblenemos  asi un

unice Lriangulo (Cig. 50,

a _ ) Figura 50

Al decir que tsanemes un anitese Leddngale on o realidad 1o

[ ST

quey estanmos diclends ez un tinice btrianguleo

25

dades los angulos v oun Lade [jo. Como pockemss

seaoger la longitud para =1 1ode de manses

arbitraria lo

1

gue Lebemos onboncos

e il inbdad e Lriangulos gue

mi #

se  consbiruyen  con

A3 angulos pero con la

longitud del lade escogide diferente.

Los trianguloes construides (en el aaso 5) aon parecides
pero ne dguales, poraque aungue 31z aogulos son ldguales
sus lados nn lo son.

Tin embavae podomos obsepvar anae propibodod imporbanbe de

erbos Lpeidngulos, gae consiste en gue si Leasamos unen das

Fovs Tadess e un Lpedsaneulo mvor gquee ol el anberiop, Fos,

AR



ol

5 dos Tados son mas grandes Lambidn,

heeras de =

toc propiedied okt coremos man Loy e,

D fowdo Lo ant e

|“ﬂ‘-'.‘!"’."'s!.'\; eyl i dftlen st Ly b en ):,;‘ljl 0

son iguales o congruenbes si;

Ligrdms 3 ave parsm L {00 Vgl ez

v ol wensuls comerendids entre eollos

e AR N R ST N T A TR S P AP RPN

Z Theonen o sarvenitoes g e e or ey ok w] Ty
oA b e rnaan fas {wesper Y
Rewcordemes g asianels Lonemesn ocmd dabosn b rpul os

cualoesquieta v uan 1ade ) Lol

un dindee e Gingulo peren
Lea v bo dncdhnimos comn an criterio de congruencia de

Ledeegrhaos

Pt e e el e

civae al wamo an e

[l ¢ 1ol VU

gl os e el Lads comprendudo enbie wllos

Yao e

atwgrd Jredest

deduoir deld

{.ercera,

Cuando Lenemess olo

Iados v an dongnlo, no comprewdido
enbre ellos. vimes  que podemos constiruir un daian
Lyiangalo como on Les fiearas G20 30y O7 o bien, dos

Lriangulos no ceonmentoes come en ba Pigura 83

. bBsto
dllimo nos Jupide abibizor dichos datbos como un crilerio

de congruencia,

Veamoz nuevamsnbe oo

s ez own angula Tewsl oo une

el € sl

Lo cemnsbl el on que ya egsbamos on

condiciones de demoshirav),

el angulo dade vy 1 ouna semirrecta con oun panbo 0

GOm0 Igel.




L Tracomss an apao ospadguiera con contpo on el vlpbaoee

. A del  dugnleo dadel sy oy O Lo prunbos e
intersecaidn el aeeo o Toer Pados de b S to,

2 Tracemos un aven de vaelio AR aon conbao v ol panto 0,
Fndiquemas por B o punbo e inbopseceiong de eotas

oy ban memirrectly doela,

are
3 Tracemos un areo e poadio (0 oo contea By,
Llamemos G ol proanlo de dinberseceicn de los arcos. Al
unirv Jos puntos 0y G oblengo o] dngalo pedido.
Ciounimos ol panbo B oocon oo} G oy ool punbto By ocon el Gy

ablenemos dos Ledanguios gore son congpueniseg,

70/ ‘B, L

Figura 52

El laclo AC o=l fridngule ARG <n doual 2l lado 00y ded
Lriangule OB paes son vivlios de areos Leazados con el
mismo vadio.

Leos Lados AR v OBy Lambien con dgualeon, por la misma

razaon gque Lo son los anleriores,

oz lades BC v BeCo Loambisin senn tavralas Lambidon son

N

radios de arcos construaidos con ol mismo prolio,

Enbonaces ) por el primer criferio de conoruencia, Lonemoz

tw]

gue Jos Lrijdngulos son congruentes,  FPoro Lo Lanto, el

Angulo BAC es igual al angulo B0Ch.

Cervemos por ahora esbe gran pardobesis vy regresenos o naesbeo

problema inicial que era demostezar gue M oez el punto medis del
segmento AB ({ig. 2).

Alli Lternenos Lriangulos con

tados dguales, a saber, CA y BC

Cson radios del ocirculad. B

Lrilanogrdos son I CELES pues los

s tlenen dos lados {puales) YVeamos oo Sson sus

triangulos isos
angulos. Para ello, wraremos Do bisecty o deoun gl oy Orecta que

cdivide a2l Angula e .

angulos Lobes

Sy

i



SComn hisac o

S

La

wre crne il e

a ool dAngulo daskha oon e Clcos @i Al

T~

Figuro 53

Consicderamon a1 wdr i ioe A ced apnepale A b

‘racemas o iroul o e oaddlia o

BTN IS A

1
los punto:s e inber snooccion de este cirenlo con los

lados del angulo.

Tracemos olyroms ocjroulos ol miome radio con centro =n

loa puntos B v (. Fslos civoulos julersect.aran  en

dos punbos Cune de los cuales padiera ser A), Bl jamos
who de esos puanbos de inboersecoidn y Hlamémosle DB
no debe ser A,

angulos igualas.

/ '

semirract . AD Jdivide 2l dnaulo gooen

Figura 54 ; N
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Veamos por oiae;

Sionos 9 jamos en Tog Lydaneotlos gue ze
los punblaos AR BD, AD. AC v CD. & =ad
ADB v ACD Lenemos epoe:

o e

Lons Ve tanmpal e

Lz ladez AD v AL zon fgunles  puss con radios  de
cirenlos trazoados con poalios deuades,
leas lados BB v DO tambidn son radiezs de oireules

Lravados con radios iguades,

El ladas AR e

somainn pear e sy

L dangul s,

ol

[RTRIN RS T5 P'S RELES

@l primer
criterino  de cen uenclae de brianomlon, y o por tanta
AADB = AACD.

For 1o tanto  todos los dngualos correspondientes del
Lriangulo son iguales, on poaticolar los angulos DAB v
CAD rmteneszs ol cogmento AD divide  en dos dngulos
ignales al dngulo -« y por Lanto, el segmonto AD ww o

bisectris del  Angulo o

Figuro 55

Veamos  ahora  gue un bocidngolo dsosceles Llene dos
angulos iguales;

Sea w«l trianguleo ABC un  triangule igdareles; que Se
construye Lomando el lado AR vy trazandeo en cada uno de

sus exbtremos un arco, ambos del mismo radio (Figura 563,

20



Nt

P

1 Lez lados CA - UB oo U

feoyan e
arcos trazados con radios jeaales,

[ S0 N LS CRINY | [ DAL 1Y

o Lera el ACD o BUD = 0 s

o biceotio sl Gpenet o AU

FPor Uanto onmaen oless Peagerale s gus bl

] angrl o [SRRUTTRS IR TS PR I TR oo [ AE TR IR T YR P
] 1 - ! +

: ABC

fguales, AsT que i el
Ny aanl o,

Entb one 1

ananloos DAC v DBC e Lgn

Argpad e e ez i e L

particalar, |

C

Lin triansualo =5 s a1 los
Ladog tguales son @ SR Gaodpes gt

U B}

NERC LN




T A ST pora Lo dae
demagtrar que ol panto U es ol punto medio ded
AR

sergmen L

NN

—p—

Figura 58

o Lan fLres fiopmnras tenomst rpangul,ms iz0noslaz

Ppiles
Lo Leldngulos ABC, APD de oo Piguea G0 tienen dos  lados
iguales que =on ;o CA = O v ) = DAL

Ty sbeajor @mos con La Chaur s 2 (59 aumpte Loz

2P guneent o
gue w2 daran son walicbes

e b tdgaran Gow 8

Figura 59

El Lriangulo ABC =¢ izdscalos, pues asi Lo canstruimos,
antonoces los Angalos BAC v CBA zon igual =s.

Renombrémosl oz cons o (g, 60D,

34



Figura 60

S abora nes 0 jamen en el trianoute ABD, Cfig. 51D
e ope Lambven v dsdsealoz, enbonoes oo singulos BAD

¥ DBA zon fguales, repocmbrdecslon como (5

Ny
D\
Figurg 61

El tridngule DCA o5 iz

iy 132D enlonces los

angules CPA v ACD son bgusles. les llamaremos 6.

Figura 62

De igual mansra e ve qus =l bridngulo DOR 235 izdsceles
Cfig. 63D por 1o que los angulos CDB y BCD son iguales,

llamémozles .

Figura 63

.

H2



Figuro 64

Dl tridnauls ABC ¢ mneme e

@S s Voot
Dal tridngula ABD tonowss oo

.. . ]
v+ S ¥ 3 (v 1 vus

—_

s to

]

entonces Lons

wopear Lanto

Haclerneds ol ndzmoe razonaniento para los bridngulos DCA

PUB con Los aogules osperctives Lononsn o

th
1
-~

Tenmsmoz anboncoes oue =l segenta O bis
ACB del triangulo ABC v =l segmento M bisecta al idngulo

ADB del trianuaulo ABD,

»oba o al angulo

Quetr-neos demozt rar gue @l pembo Moes =1 punto medio ded
zegments AR L opre harvamos mer s wor gue Lo

MR e 1oz bridanouloz AHC v BHEO son fguales

=\

A B8
Figura 65

De los Lridngules AMC v BHC Lenemos gus:
1 Leos ladeos CGA v OB son bgunles,

20EL lade MO oz —omin,




Figura 64

CDel Lriangulo ARC Lonen

L= B - I S TN S SR S

Del triangulo ABD tonemecs e

(? + & o+ yohqr el

Bsto oz

antonces bonomes ue:

¥ por banto

Hacienadn ol mizms o

pars los briangulos DCA v

DEB —an 1oz -’;l'll:!lll QR PR e b Lenesmos [ AR

Tenenos enfoncos gue o] o
ACB <ol tridngulo ARC 0 el
ADB « trianoud o ARD.

guento OGN bizesta al angule

!

monba MDY bisecta al dngulo

et oo e brar gy ol et e

<l punte modio del

gmento ABL Lo gpue fon o mer s gpre Lo lados AN

MB oex Jexz b Laingud oz ANMC o BHOC con dguales Cf bg. GAD

3
A-(zM g

Figure 65

De los Lridncaulos AMC v BHO tenomnes gue:
1 Los lados CA v OB won dgusles,

2 El lado MC e comin.



R OEY gl o S e Loaasbsidn el miome oncoambens

Entonces por tener dos badoe® v ol angulea oaaspw erd

e R I R R
BHeC

o e ey g o

Lransente Lguajes Tos by Sqngna oo AMOC

cat e e Poy Lanta Y Lados

AN

s MB o omon fguales, g tant o M oen el poahe mwedie el

vodeprealeen, e poay Lyl b

secento AR Lamess ohe

PR Prnoequees !

Ohsepryemos gue poara haoer Ly cdemoshraci on no

heclvy de que ol raliao el afreula faeen rna cierta

o= AR, e Lo e el saaln

ol badn mirve poara

ol ros oo

Lovs

e Dot wodde bwecier siree papoa
cualoaier vownvor gues oo mibacl sde o i stansia Al

Ahova bien, cows o1 soomentos MO poos peor ol pamts medi o
del Tade AB o1 trianoelo ARG w por b ody Liae opiento

al lado, onbopeen este soopento en una medl ana de dialho

Lrzee b, depad

Criangulo vy, ademds, a0 e

Popnesn b e

ahra e Lo gl GHA v (OHBE de

ANG oy BHOC T Pig. G000 vormmbaedrmozlaos coma g0

donenn derc iy oospresa b oozt

FL jeSmona

L iangale

'

£

Sabomos que:

a log sngulons o oy o7 owo Jew Jlama dngulos suplementarios

POYIE  SU STHR 6 100", AT R O Arieal e

ponai enbes s Lo Ui dngales ANC v BMC por 1o ques

COr Y

& - K
entona
o o= ot 0= 0% = o recto

asi gue =l

e

al lado AR v

et tanbto s o L n o
alas ABDR b

Ltambién son ¢

del trianguloe ABD.

triangnlo ARG .
e Los angules BMA v DHB

vopor Lanto el zegnenio M) o3 altura

En 2l btrian

e




A Mo
\Gia

LD
Figuro 66

s e )

Como AN = MDD v Lanto AN como D son alboaes

Leisngulos BCA v DCR porpestivapent e, podemos entones

cope i ques Lol torees dle prorvaneulos w

conruenter won v les,
Nobese  ue heenes conctoaids wna pecpondicnl sy 00 rm

secppernd s il g pootae g s punto mesedi o, vennon ahiorn

eome ge conshetye unn perpondisalor aonsa vee o dada wies

cade o ena boier panton en el Cdaded.
¥ 1 { 1

s bl Dl g pey e fCooalar o arux 1 e U oedoacder gue

o omedipe lo ractoa 1

pasa por un @iste G

I Tracomss dn o ciroals o rodio cualaguisra con centro en

T0. oue aor b o Pt o doz puntos, nosaber o Ay B

2 Tracemss ehes aircaloas de podhio AR v ocon cenbros oen oz

puntens A v B Ton G ouuo e los puntos ey inberses

e Lz omi-swnn,

La racta puntoz 0y G




Venamne,
Tracomss Lon gt on o et Lo panstos Aoy G0 C v B

Crig. 672,

Vanns enboneses 3 (1 jarnos oas e

..

Ly ianaal s AGC + BOC.
Lo Los ladesn CA » CB zon fondes por oor padios e Los

ciroulos.,

O ol punle medio

feal,

et Al

3 EL 1a e,
Coom>  Los ddos e Laregitbos Lieyeen O [Rr= Iarlos

goprrespolviiontes doieaz, enbonces los Lriangulos  Gon
LN TE IR LAY e Flestuv evmy mnm il ceerv e penalontes ooy
igualsy. L angulo DAL scra denotado coms 30 el angalo
ORC =vra denobade come 30 o] angulo ACO come 5y el
angulo BCD coma .

Asf e

n
e donele

(3= oy &= g pero 54y ® LT

4 ! .
Porr Loy Lanto baopoct o QO o5 porporedicool o o .
Tawmbien pocdenes ooesieain o ana vect o pervendiaual sy a0 una

recta Uodbacha ape pean peer ot e ) P a0 ddey b Lo

Ceonslyruscion oo vupse oot garaondtonlar o v e ta

cirizela e paseo f

| LY e £ 0 s wes o=l

1 Tracasmos wan cfireal o con cordra e v opres corte a la
reclia 1 oen i de !nngl.-» Teanmd Ay Rowrem pumt e cde

interseorian con b e ba 1

po
s

LI e A v el otro

con centro e By el omisma o 0; uno de los
prantos e inberaeccion de lon cireulos, (S Q4

coincidicoea con 0 poy haber Lomado elroeulos cenbrados

en A v B odde pandin OA = OO tomamos ol obyo-punbod.

buscada es la que pazas por 1oz puntez 0 0y 04

A6



Figura 68

L menbar el

Obsdryese gque par eerih s AR hicimos  unbs

constiuceidn similar,  desde A v B constiruiamos  dos

efroulos Jdel o omimmes radlio oy ouanfames loan pauantosn de

interzeccidn obs dndas:s cprenlos, alat o Tuponeme op
Poacdo poera clicheosn o oo wn Do Lo e

roooedl seegament o B0y Licscla Al wesmentos AR, ¢
Lenemos entonces oues:
Loz Lridngulos AHOr v BHOy =on concruentes

1 Loz ladon OA 2 4B

Lrgrgad

[N LES
civeulos jpnados,

o L

Lackos AN« MR Lombidsn oon iguales
seazpmerila AR
El lado [0 o= comin.

punto we

1Y)

Luego enbonros Sis Lados covpes snedient 23 on dguales, v

por Lanto =i Llamomos p ot dugalo OHAL 37 al dugulo
O;M“ (_.t-“luh‘f'hnv; ALITAN

Y =00 = s g ec o,

roE oy g sy .

it

Tenemos entoncesn e 1o recta que pasa por oz puntos 0
y Of es perpernviicular a la recta 1 dada.
Regresemos al problema inicial de encontrar el punte “un medio” de
la resta donde estamos consbruyends  los odmeros, Toneswos el

segmento de longitud la unidad gue o=

Jimes; bisectdmoslo con al

mat oo

ado para la Lo o

HOD |

Uomegmonbo AB w o vnbote proclem

pintar el Mun medio’™ O

v



>1</—

o |y

Figura 69

Alora veamos  dgue olron ntines

ceanpz by i usanlo estn

ms e

3

misma constiegooion?

Bl mdblode sivve para encontirar Codos puntos medios . ez dectr,

Los puntos weedios de Tos sooguentons de Longtboud unes G0y, 700,

-

e AT B U

Figura 70

Esla es una forma e sncombear los puanbeos medios  aundgtis, oope va

2

Pongl tud e

conocemns ol urne meddo, pesdemen abvie el oo

3

IRESAYEEEY

ir

(2 l 2 treset g vooale patar obeo monde

ancont rames Tovs b o medion O0dey T

1\ ' { ) by { ' )_,_} . ) }
Ty -3 K 2 oyt A 0 g 7 é w3
v Figura 71

EQUE obroz nineros podenss crnshiulr con este mebodoe?

Pues lozs medios de los mediosn, es deciv, les cuarios, ya (ue

sabemos bizsctar cualquier segmsnto no importands sa lengltud,

wcataren, pooes aon laz mitades de los

También podenss construir 1

vartos,

[y]

scn oonTieule Lodor Loz mibueros ouae

Asi, con At e ban e

1

Liermn oomd deveapinacdkoe tnae pend ane s e slnm o v e e

o
e



B eata 'orma

dividiendo los segmentos  weo o dow partes dogasls

hemos construldo tma ot inmidad ols b,

Faltan siin. nimeros  por st ruie o et e femplao ol s Larcio™ e

no Liens denond nador una poetencia de o don dedms o ooonnteaDmens?
Construcrey o ol numero e ders o,

b Tracomss s e a0 w0 ot [FTEIRITIORES Vo and olad

2 Trac A el g s e bes o 1o
3 Tracenos bres unicladss sobaes sl ) a.
4 Unaomees oy s e to 10, b e o freen el

tha rect oot o abe by o 0T e pacne por el uno e

5 Tracem

>

;o el punto deonde se intersechbon @ vy 1 e el un Lepeio,

Figurg 72

Aqui tenemoz un problema Jedmo constroimes una reo

una recta dada v ogue g

ot un punto dado’?
Primero habra e ver ppl es o paralelismn, L idea de -

paralelismo que "Ill;‘nn‘;‘,j\c" e A humno

1 OQue dos rechas son pavalelas =i la distancia enbree ellas es
sicmpre 1o misma,

2 Gue dox recbas son paralelas @i no ose cgorban,
BEsto Liene un problema, para la primeca ddea lo gque ocurre es gque
es complicado definir Ia disbancia enbre dos reclas y pava ja
segunda, es difficil de verificar gque en efecto dadas dogs reclLas
(pintadas en el cuaderne o bien en el pizaveon) noe se cortan,
piieslen no corlarse al dibujdeseles poro podefa ocurredir gue st las

prolongaramos Cen caso de poder pintao-lod =i se inlerseclaran. Lo

a0



T “haremos centeor

paralelas dar propicdodes nas monee jab e

Vieamos enlonees algunas conesstounaiones,

Crnsdruccion. de upe pee o poe

oy gt ey frid,

Sma LA reota cdeds o Pood b peor o opser sy

pase la parabel s,

I Conzbteubmees roa rect o g peppay clioabar a Lo pona pen
r.

S Tomysbruimes dna reo

P.

La pecta paralels o D O, 70D,

aon parpencdioular aom o gue pase

Figura 73

Obseérvese gqua para constraie la paralela ubilizamos dos
varns o] mebodo pava comsbealr perpendicalares. Pero

Lambida podemos hacor olbpra copsbpucaion,

b B O N T N PR S 3 PP L MU S e pardos Poyogus
ecorls a0 la raocla i, lamwamoz 0 4l punte e

intseraeccion Jde amb

2 Con ana distancia avbitearia,  Lracemos an arco o
cenbero en 0, tal que By € sean los puntos donde el
arco corba a 1y oa respectivamenbe.

4 Traslademos el dogulo BOC, al que pepombrapemos  como
L, oal punto PoGpmie sera ol vérbice dde dwted, vocon o om

e Pade corraspondionte a 00,

40
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1 Tracemns Vun avan oon centeo on P .y vadio O e miewdn
e facinforrgeacian b detie con nomea Ry

O . Con cenbro en B Lracemess oteo aroo de radio BO, Sea §

el punbo . gne s peesalbo cde s inbepseceloas a0 dos u.l'!?l‘\.‘s',

Foneambaromos poe 07 o o bo QPR

Rpang

B’ un puanto <obre L Lal gue VD = DI

3V oun punbao o sobre o Lol ogue 070 = 00

@’ un punbeo sobpye s Lol que Q7 = [K$)

R un pantao sobee o Lol gue R = PR,

[
gt Ky

Figura 74

Al irmamos gque 1o rech s cpes o por los puntos Py Q@ ez

paralela a Lo ped Poifig. 74, Demos pnombres a o los
angulos Cormados en esta figura,

Tenemos:;

El dwgulo ROC serd §lamado Lambidn o, el dugnle COB /Y,
el dngulo BTOCT A, el angulo OB q, ol angulo QPR 2

el dnguls  R'PO ), el angulo QPR’ o’ vy el dngulo RPQ’

R R puos HO0 anguios suplementarios
o vy = 120y ot = oot puos 1o consirul mos
entoncas (3 = 3 .
Del mismes meocdes Lanemes ope:

. e Y . P
&+ o= =R et SRS S S R A enlonees & 0% oo

v oadeanas

41



ot o= 100" ok gy = 10 por. 1o gne 77;-,-‘ [‘ R

Esto  gquiere docic gue Al o opaestan paeT el

vértice son dgualen,

Los angulos o g o7 w3 3o Hloman dn LN L e rhos )
los angulos 30 &, 372w o daraonles sxternos

Fomexdoes  an oy e 0w gl yoe o me Do Anguios
el by s an e oy T S e el ey nos pxlernos. gy
ey 2y oy T AL oy ) s prndlen e

De In anterioe podemos concinir e,

N PN )
Lo 4w = 1en K TR BRI S VoCmien o F ot aenbopmsn
gy
R . R s gD P . ey b .
oo & o= RS g oy e gy s 3t enlonows:
& = oot
, . oy O .
ERVCEEE AR S Y b Yoo s 0 ot enbone

/'! =\,

Con esta informacion  podemoss dar algunas propiedids
para gue dos rechns sean paralolas,

PROPLEDAD (.

el s FEOFAS

TFA?

EETAL A

DHTER JGUALER,

BECIA

SN FATALEL 4
Tambsien Lecnas,
.

1 = por sere opuestos por el virtice v como sabemos

3=y s baonees

Ty
2 ot o= 77 porosor opuestos por el ovirbice yoao= 2’ por
coustrucaion, por Lanla o0 o= 07,
PROPIEDAD 2.
vEl DOS PAFALLELAS 0N COFTALAT
AMGLILOS ALTER NS THTIENG

= o por ser opuesbos por o] verlice,
o = o0 por aonstracoidn, por Lanto & = 207,
3= o por ser opuesbos popr el vérbios,

7 = ' por ser correspomliente

,opor tanba (3= a7,

PROPIEDAD 3.




&Y

[ASNESFES LN
Sea L la recta dadda v PGl Punta peor nloguee guersmos g
la paralels.
Tracemos un civeualo con wentio on Py oaue onrle a1
Tomi A v B o peanton e oo suidae bl vl e
precha L.
hames A con Py B ooom [0 Dy esbe mndo hewes
ceysmbrgi el oty brdarerstl o § o edmee]les s Graeegees Ja allaea
que baga el vdrbioee Doy T Tamemos C Al g e
inborgecoicon o Ta recta 7 oaon eaba allorn 2ria, 75
Dol bty s bademos Lo b ey Cean ATy B Los

exlremos del segmenbo de

Al
ATBTQ
sl e ba ja alel

Tongitad

g iy e <]

AR

Yy aeatloe
trbangalo Tor
Q¥

altura.

Loneemoes

Ilamemos CF ol punto de

Ty cemn s

abvora Lo pects o pasoa pror
Lo Copma un pectangulo v por Lantas Ia
por los pupteos € v CF ea pavalela a
por los puntos PPy Q.

o

inlersecaion

1

rectha

Iix

AT

e breasladamos,

I RS TR NS S

al
vl e

die Uocon esta

punbos

Py Q.

AR RREN P

recha que pasa

ah
A

A € __—BA
Figura 75

cl



Los punbos PO 00 €0 vy 0 Forman un recbangulo, slste
fLiene  sos  Lados  denales paralelos ontpee i, por
fanto, 1o vecba apee poviae por o panbess PPy Q0 ew
patalela o Dy gque poasa ey Gy 07,
l;-n‘ liu!—.‘ |\]'H[~lc'{i.'n‘f‘f-’-’ [t i|lh'|'-l*-€, il lll-‘i“\' n).tln\.‘j.-ll“'*f:. [ ALS £ A
e Pt ) o veriCicar vgue o veact o doaloes o cnmplen Lales

]»l't'yli"'l[v!"c'%-' Il«\"j"l!'!!‘ Fos "‘lht'«".!‘!h'n-inh«‘-s"“.

Ahera ya benemos herramientsy sulicienbe papa ofams ) oy

eprre Loy omrpnsy cdes bt St o bt oy ey

B IRTRR VI RS SYMTS § INb

s poenal et NI R R A I IR A IR it et

prar alesl o s e \ whecmnsn Fae ot Lol el

fvremos agquy 1o dbpostoraeion,

e ARC un i e errad e

BERE-TRE ST e pesesta et siaba Ll Ladhn AR epn s o ool
artdess O Vs vecrlas apee paran pear Tos o pant o A 00O

v B osionn Lrancroprsalens o Dvs papadelas CRig. 700,

Fras Loz

tEEednn e ferss Lenemon o

Figura 76

s albernes - intarnoms v

L Los angulos v oty g3 o 1570,

e Lantm Aot k4 I.‘ - /. :
2 Los dngulos oty 3 v 17 suman dos reclon por Lanbo
I

AL

o ko (} = ]8R0 = dos

resuelbo el problems  de paralelismo podemos aboydane

nuevamente o propiedoad o gue vimes de beidngalos e Ljonpen sas

Lres dngulos copraesporeliontees ievales, i osabeyr =i Lamames s

44



de Tos Tados ded Lriangulo mavor gue o1 b agno aopsbaenidon  anhos

Los

olins

dos Lambicdn pesnlian mas candew o Fnbonees yvopemos of

signienle concepta,

LE TP ANGDLGE
Chendoy o d ooz T posibilishad dee consbaruir an
Lridngulo  doados aus Lpess dneados vimos gque pod fames
vonshenir una inf inddad de ellos variado Lan sdle Ta
Jongitanl de Jos Ludos voen ese momento seina Lamos unn

propiedad e los Lridngoios asi consbeuaidos, a0 fa gue

Llamavemons  SEMDZANZA, 2dor frvwaoanlon ao Cesesyoomlog =1

Sus  anet Lener ey prencipene 4 gopenmanyad o 4 erigegdoon T, iy e momet o

no estibamos en posibithlad de estuadiar ema propiedod.
Poro alora, con ba o herrvanienta desoprol Lada,  vamos o
hacev Lo,

2 mebreporrsmoer ool U danaud o de la s Cigura 40 e s
Figura S50 hacdendo coincidie b Gngulo v el wveiriice @

Lepomnz Lo figara 770 1 owavenos ARG a2l i

figura 50 v A'BC ob teyiavgudo ade ba i s

enbonces Los swdrbices 0 0 codnclden, ol punt o AT =ota

e ol 1 odo CA v el panto B osota en ol ade BEL

Comer Loz dngidas o0y o8 sons fouaies v bos Grepalos ooy g8
Lambien son 1ygaslor | ey gpne lesr o Desgmeenhors

AR v AR son parslolosn,

c=¢'

Figura 77

Tracemos &l =egmento que: une los puntos A v B v
fijémonos  en =l Lridngules ATBBT, a0 su altuara, o

Llamaremos v Cfiga. 700



Ahora fLracspos o) Feegmeonte o tnves fom gt o A It e
fijomonos e el b Lavwial e AR AT L s Slir 4 s £ oambg edp, 1A

cil =t mia b Ofig. 7O,

™~

~
~.

Bl

Z - \\
A/ | B

Figura 79

Coma Loz Lridngaboe ATBRT v ABYAY Lienen sn | acksy gz
mide la mizme, o saber . ol Ladoe A'RS ¥ la altura para
este lado @ 1o micma gndoneres wetos (4 anepd os o L epeen

la misma dros,

Asi. Ios Leidnardes ACRO - ARQ Dol Sied i e,
Veamos  1a  proporeian e haec enbers Las dreans de les

trlangulc

ARG w ATRC . ARG v ARCC.

L Tracemss la aliura correspondiente al 1o B G del
tridngule A'B'QY v Lliowemes X oal punte donde e
intersecta I allinra con =l Dada GCon nnesbio oase el
punto es exberior al tridneulo). -

2 Tracemos Lambidn 1a altora cor raspoieiiente 3l Lade

C'A vy Llamewas Y al punto de  inlersecclon  de 25l a
altura con el lade Cfig, 807 (Lambidn en asle cago el

mmbo ses exlberior al Lejdngn o),

40



Figura 80

't .
Como;

AaCAART QDY = 0= aRTODOATD
at AN BC) = Ty CROTIATND Y

ACAABICTY = = CATCTOR YD

SCAABTCY = ~Le cAthCR VY

Lomando el cociente e las dos  primeras  ecuaciones,

Lenemos:

v ocomn alAATBCY = o ARG enbhaonees

Ad D

al AN “(” o

5

Ch e
Al

AT

2L AAE

TalAA T

AT AC BC
Es decle, F T yesto a3, Ao T ogre

Esbo significa que 2l punto A' divide al zeumento AC sn

la misma proporcidn que @l puntao B

BC.

seegment o



P PO TR S St PSR TR PRI T B A IR SRV TR S IR FRUN I figura IR ol gne

Flamareanos A7 B0 porin que no bava conlasion con la

RS S S T R R T L AN AR FYITY CFTNS oY § IRRR RN RICY ICRU P

R Lean A AT,

ozt Lediv e oo syt o correspo brntos i aslos

Pigaea 77, ool

Hamaremos ARC; ol lower emgneidie |

verbfees, abbenomss aaf 1o oy o 3,

As, Ar“ B: J:]
Figura 81

Uzancls Lo

mimeas arnime b oD e 1

Zamos para La Digura

ey
i

. podemo

ey IS LRI RS IS ETH

I8

come AT = A Lendaos que

paern AT = A0 poy o

t{('
AT
L T A S LS R § weant o AR en la

e i on tpen ol G0 ol zeagmento AL

Do Lo anborior cone Latmoas o

fsbo significa guae:

AB AT

ABY T oA T ORTC S

i, puess, ner ol

i

frbanngnslon

aoe o ke

crtinr by boaoy

31



U S CevaTo 0000 D4 brapur i dn Se eud dados, En oeste

Lo trlandg pes Jant = Chielen s

im0 S

I actos

angulos corprespondientes  lguales)  Lieten

puUntG un terclo
L aregiil e

A, oy Q.

e la hrpastenusa obel L

Sl it e

Tracemss Lo altura g
deciv, el scgmento perpendicular ol Tado AR que passa por

Pado

C oy 41 ame I al punto donde s o

woloo =lnuira,

hiemos

e pezlidi el ar il

{ionio La alturs

cunsteaido dos nueves Lriangulos reclangulos,

Figura 82

JQue relacidn hay entre los tridangulos construldos?

l.es  nuevos triangul el wrrangule ADC v el
Lriangule CDR. '

Dt triangule original ABC tenomos gue:

Oy .



donde o es el dngulo DAC vy 11 ew el dngule CBD.

e

Ll trddngulo ADG ten

donde ¥ es el angulo ACh.
Asl que

1

Por  Lanto, Loz triansgulo:  sot Zoemejantes, pues Liehen

sns Lees angulos correspondientes iguales,

[RYCI lados de los

Siosuponemos qus Laz

b argul

heYall o 9
tenamos

a]
ronalidad de los triangulos es:

_ bk
@
]

Fi jémon lws trianguloz ABC

Del triangula COB tenenos gu

. o - -
by I AL
=

domde o’ wes el dogulo BCD.

Per lo que

Y o tanto los  tridngules ABC vy CODB también  son

proporcional ydad

=3 BN ¥ osu

ey e =
-

b L=
&Y r

50



Do agqul podemcs consluir gue Loz trrangules ABC,  ADC vy

CDB son some jantes entre =1,

o2 trianguios ADC w CHB =w» wencuertran en La proporcldn:

oy
T
= T »

OB

Lo gue esquivale o woocribie:
1 i

|
1

Regresemos o La conitruccidn del punto un tercio (fig., 8D

argument$ines por qud asl encontrames ¢l punto.

c'y

o "
VYA
Figura 8.3

Llamemos B oal pode s dds 1a racta by O al punto tres de la recla

ectan las rectas & ¥ wm’, 0 al .

e, BYoal punio
punto une de la recta oy A al origen. Llamemos x a la longitud

del segmesnto ALY,
ARG v ARG son senejantes pues tignen sus angulos

Los triangul
iguales (recudrdese que we y nd gon paralelas),

cor P esndi e

per lo que sus ladoes son proporcicnales, @

pero AB = 1,

=y, AC = 3y Al =1, entonces




Degp,v:_)ando Lehenos gus ¥ = _l:; gue el punto B! es el

UL U LerCio e Dillwesbla el

LU chil COMpas,  poddnoi: construlr toados los tercios.

conm esta

colocando <l cowmpas  después del un Lercro Lantas  veces como

250 dooun o metodo para canstrutrlos adn cuands no

CJUET O n

podanos plntarloes toda

Con AL Sina rL sl 0N, dple GLros Nneel ©5 PBocdonos consbrud e

= tomnnes el LN Lelrelo cono uni dad Y Fsoainos la 1L Sina

construccicn, ahbora el punto B ssra el punto un noveno.

Lo

i

U

OLrs vez tenenos fue 1ot segmentos BO v B0 son paralelosn, e

qui=ere decir gue los trrdngulos ABC v AB(C' con zenejontes vy

Son proporailanal

“ntoncs

1 - Ca e 1
pero ahora AB = -:—' VAR = x, AC = Ly ATCY = '1;" .

FPorr lo que

) =L
3
v asi despejando tenemos:
1. b1
o= 3 e 5 )= o

Tomando esta abzriura, podemos construir todos loz novenos, aungque
no podamcs pintarlos todos con nuesiro compas.
con la misma censtruccelon vy lendremcs los

Py

Podemos

SRR

nlimares  gues  bis come  denominador  una poloencia de tres, No

haremos mds construcoiongs pues cada vez los segmentos obl.enidos

son mds pequelios vy ésbo no nos permibe seguir dibujando come  lo

hemos hecho hasba alwora.

Heros, tados los

Veamos, Hasta agui, ya construim tedoz lon e

medios ¥y les nuimero: con denominador una potencia de dos, todos



GRTEESE TUNY Tpulencia de

ltoss Lercios "y Lo N meres I

E

tres, vy todos los oderos  de La Porma -
gk g4

M o3 emos cublerto btoda la recua’

con a, by

enleros, dcon ezt No, pues
al menos nos V'allan aquellos con denominador distinto de polenclas
do t,l(;n:v Y [PETIOY=IN

Sin embargo esta mismg construesion nos va a Sepvir para construir

cualyguier ndisers do la Forma corn poun pabural,

Hagamos Lo construccion coms  ant

sabre ella la distancia ung con

L Tracemos urns rectba by marquens
el compaz, renombremncs como Boal punto uno.

2 Tracemcs otlva racla, Jdigamnos me que paze por =l origen de la

FECla Lo ankropeinesa sobre wlla loz distanclas unoe ¥y on.
Fonombrenes como € Wl punts noy como € ol punto unoe de la
recta e
3 Tracemes una recta ' gqus una los puntos B v (.
4 Tracemes una recta om’ paralela a 1 gue pases por el puntoe G,

Laz

Llamemos  §° 41 punto donde se inter:
i,

Los triangulcecs ABC » AR

encuentran en li proporael dn:

oHB

aB? AC?

Si llamamos x a la distancia AB’ entonces
AB =1, AC = n y al’ = |

or lo tanto e g e
P - M4 i
- . 1
asi que, despejands tenemos: ®o=
i

. - i 1
cualguier numere de la {orma *“‘“n ¥y con esta

o~

Construines  a

abertura del compds podencs construir  todoz los mimseros de  la

. 1" . . .
forma T con m cualquier mimero enltero ¥y o cualquier natural,

e3t0s son los numeroE gue COnSCEmcs oS nimsros racionales, Igual

que antes, podemoz construir todoz los nudmeres cuyo denond nador

53




wmos, pintarios te

SEA Una potencla de nooaungue Lanp ,. Ya

que son una infinidad,

) :
/ [} 1

Figura 8 4

bahora s hemos terminade? Ya construimos una infinidad de puntos
correspondientes o los ndueros reclonales,

De alguna manera, en el deswarrolle hemos operado con racionales,
hagdamoslo explicito.

Empecenns sumando dos racicnzles cualesquiera:

dos raclronales.

I

Para sumarlog, lo que hay que hacer es Lomar la abertura del compds

m

con longitud —:— y trasladarla a partir del punto Jacia la
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derech:

o izauicrda, dependiendo de

9i ambos son posilivos Lenemos;

e

O ﬁ i
9 T
Figura 85

—y m P
i ahora tomamos la abertura T, sen el compas la Lrasladamos a

N 13 . . » i . .
partir del punto ”* o la disblancia “ii— + o goincide con la
1
. : . 1t 0 .
distancia o + ";“I"‘ coeslbo es, la suma es conmibalilve,

oL
]

{ |
ju |

Fof

Figura 86

Podemos usalr esto para convencer al alumno de algunas propledades
de los numeros, btales como  conmubtatividad, asocialividad, eteo.
inmistidndole Cal alunnod gque eésto no es un demostracidn sino una
iluslracidn.

LQué ocurre si alguno de los dos es negalivo?

. M tn - &)
No resulbta ¢l mismo punto al tomar primero Y después “‘{‘1"' VIV

. 2} m o) . .
Lomar primeroe =77y " el punto " + L?- no coincide non
] m
el punto Jf‘ + o
¥ 1




ElE -

| !

1
0 pm le
«'n
Figura 87

Veamas ashora odmo mulbiplicar oon regla v aopis Ins  mtimeros
racionales,

1 Tracemos s recla L) Lomemns un otigen A sobre elts y =l punto
. 5

m

" Crenombrémaoslo cono B,

2 Tracemns obra pachu s que pase por A v maroquencs

Lrer e2lla 1o

I s
sk os uno Yy T . Renombrepos come § al punto anoy o como ©F
I \ - ¥

A
al punto =7 .

I Upanas By G ocon ounas peesta o ptov o beacomas ana rees

a 17 poaralels
a n', gua pume perooel pembe GO0 Llamemos BT al  punbto de

interseccion de las rectas 2y 77

] g &
Figura 88

Los tridngulos ABC y AB'C’ son mene janles, entonces:

LB AS

IN R Yol
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sabemss que

AT =1, AR = T s o
n

por tanlo, tenemos que

si despejamos, obleonemos =

N m -

que es el producto de == ¢ —F-
n q

Obsdrvese que esbte nminero s

Ldn ez un racional puss mp es  un

enlero ¥y ng Lambidn lao

al hacer las operaciones anbeviores,

Lanlo no hewos agregads mas  mimerne

Por fltimo veamos come oo i vidon oo vacionnles,

{1 Tracemos una recha

U, sobre olla Comemnes dos puntos, un punko A

. H
cons origen ¥ oun punto B oGal que AR = T
1
2 Por el origen de 1 bLyscome: una re ¥omarguemes solbre  ella
los punbos € v €7 tales gque AC = '“;] oA = o
3 Unames loz puntos B v € con una recla L' v fpracenss la recls

w’ paralela a 17, gue pase por ool opunto 7 ¢ al punba donde

corte a U le llamarcmos B'.

Q-
7

2
.U

A

o

r B I
Figura 8 9

Los  Uridnguloz  ABC v AB O¢ zon semejantes,  cont razén de

proporcional idad:




-

1 llamamos x a la disbanscia AR

o

AQ = —f;— . AR = vy oALT = g

Lenemos que:

m
despejando:
i
AR & WY .15 W
. np

Es decir, el segmento de longitud x es el cocienle Je =0 B
n 8]
Vemos gque  al oper ar cen o 1oz racionales bt svrsames R N1 ot )

racinnales; de esta Corma ne pedencos  crnstraies aneg dgue na 1o oo

Con estos mimeros, doubrimog Ledos 1o puantos ce Lo et

Y

Mo, faltan les mimeros que s zon racionales, Vamos oo e

que nos faltan punbos por constanir, Por ejenplo,  si Lomamos un
Lridngulo rectdngnlo Lal que ambos catelos miden une, dowinto mide

au hipolenusa’?

A B
Figura 90

Hay un resultado de Geomelria Tlamodo ol Teorvema de Pitdgoras gue
dice;

"El cuadrade constiuido sobre Lo hipolepusa de s tridagulo, es
equivalente a la suma de losx cuadrades constraides  sobre los
caletos".

Bsto es, el dArea del ouadrado que se puede construir sobre  la

hipotenusa del tridngulo de o Pigura 90 s L+ 1 = 2 enlonaes el

2

[0



tado de dicho cuadrade mide 72 o : T

' .

hai cans L eulmes f}

St st A b peodemes pintarls e

nudstra recta vy tambidn podemos pintar 1l /):mﬁ Coi 1y L
entaro cualguiera,

| | ¢ |
-oF N ! |
o ° = oz
Figura 91
Veamns (e 1/-’ no es o ouap humero racional;

Ny ) . .
Cupungamos que si 1o es, 0s deair,  que oxisben

N

mooy B nlimerns

m

naturales Lales gue

if

Cdende o moy ononn Liencn Paclorss

. - m » 2 - 2
comunes, Asi, 2 0= ("‘;““) ,opor banto me = 2n” oy por ello o moes
1

Hn
mimere par de la Torma dp, enfonces fln? = gn%. Si dividimos enlre
dos, tenemns gque 2;»7' = n71 por 1o que n Lambisn o5 un mimevo pat,
lo que conbpadice b heecho de que s owmo Y o tienon aclores

Cconnnes,

S usamns =l omisms Loopoms prody sttt raiees cuadradas de

cualesquiera enberon posibiooes, Voo,

{ Tracemos un Lridngualo poctangulo euyos cabebos midan uno Yo osean

A, B, ¥ G sus vidrlLice

2 Traecemss un  segqnento obe Lennygd boupedanen peorpendioulara La
hipolenusa desl Lrianaule anboricr nwona e b amaddo.

3 Unamoz =! wdrtice B oon w1 e beens del gmento e amada on el
21 Lriangile BDED

£l BOY, pee lo oaue La

-

punto dosbenomss asi o e Lrid

cryos cabtoloz  mydon une Cel G

hipotenusa mid

A 1 B3
Figura 92

oo




Podemos  asi seguit  consteuaverde |

Pafees  auacdran

ey los

mineros enteros pasitivos e e saneper osba cons WO
i i i Ao ames o sanepes oaha consbeaceion

Lieno dos defectos:

1) Ezs muyw larga v congliosda AT mie ey el

S Eolamsg ooy ]en o Tesrytoer s . e
21 Estamos usande ol Teoremns de Pitagoras, an result oo e

no hewos demost

roacka,

dlabra obra Lorma de consbruir 1a iz cdeadn de cua Lo i
natural sin usar este resalbado oy e ne sen Lo Farga parsa n
grande?

Jommeas el wiagiertb e peenigb b ogeden it nen avielarag « la
r‘.r)llH'.l‘illfl:‘,i':-ll LN RAREE N R ERE ALY M TR l|;!v'.‘\l‘,

A e wun bl e prre b cinsn pasge 1l b oA st e e
AT afranla vl Gl cdr Lo el medbe el a{regle
tamiri en™

L Llawsmos AR oL lads ol teidnaulo aps es ol didmeb; o

deel etveuta vosen O ol punlo medio de AR,

3

rtdies,

& Llamamas O a1 mbee sy

3 Traceswss L orsdie 00,

b

0
Figura 93

Tensmns el SR ] ,gr_]] €y AQC r ] :‘1‘.1.‘. o ORC H ambes

triangulos son isasceies pues dos de sus lados, o saber
DA v OU en uno v OBy 00 en el obro, son radios «del

1o que cada tnn o ellos Liene dos Anauloes

angulos 0AC v ACO =an iguales, denolémoslos

por o Zppaales OCR v BCO =on iguales | denolémaslos
por 3 Cfig. 935,
<

Del Lrisngulo ARG Lenemoz que:




por. Lanfo

De aqui, concluimes R el e

Lingulo comatruicds oo un

Lridngmlo rect Sngnd o

N a1 V.G N
Fs deciv, todo Lrddngulo gque Liene por Tado ol dicmelyos deun

ctrenlo v el odaeo varbioe Lambicn en

-

sobre ol efronbn, oo
rect.anguln.
Huestro prabloms oo constrgipe el

wimero ¥ L es alecit, encenbeoar

- “ A - » - - 2
un numers 2o bal ogque 0= on, esho es, o0 = oo, o e o puede

replantear como

BN
Veamas un resul bado que resuelve un prolilona mas general;
Se lama wadra proporcional  #e dos segmenl.os a vy b oal

segment.o X bal gque;

AUomo consbruimos 1 con regla v compas?
Ern el ejemple qgue vimes on semsjanza de Leidngulos
Lenfamos  gue La proporcion de Lo Jados de lns
Lriangulos ARC ¢ DRC es i =

porporcianal de los seoagmenlor e oy 2w d, esto se hizo

Jle aqui, la nedia

con  Lrigngules  rectingalo:, wamos a0 hacer  nuestra
consbrucoldn oo manera sinl ) e,
LI Tracemos ol segmento AB de longitud a + b, donde a y b

sun las Tong itudos e los gegmoutb.os Y Y b

respechbivanmente, Sea D el punto Lal que AD = .
2 For el punto D otracenos una perpendicualar al segmento
AR,
. - s a + b 5
3 Tracemos un senicircule de radio =  con centao
[oN

en el punto medio del segmonto AR, Sea € el punto de

intersecsidn del sewmicirenlo con la perpendicular,
4 Unamos los puntoz A v B oon w1l punto C.
EL  Lriangule  azi  consbyuide  ee  recldngulo vy Jos
Lridngulos ADO v DRC sun =emejanbes (por el ejemplo de

seme janza visbo antesd por tanto

At



donde xoes La Jongitamd ddel segmente G

'
.
) — ~
. X
.‘

0 2] b B
Figura 94

F;‘@g]' L ) e 1 A sl RS [T % R RET TTTONY encohlt ar 1 a necli a

propotecional e onoyv 1orpim poa s baoo st ae i e Y
Tr aemennos o) segment e e Teaegb e o 41w hiaganoes 1o aonstruooa on

anferior,

A [ D y 8
Figura 95

En este caso ol sogmento AB tiens por longitbad no+ 1o el sedamento

AD Liene por longilud vy el seamentoe DB Lioene por Lesnirgd el 1.

Si nos fijamos en los Lridngulos ABC vy CPB de la  figura 95, que

son semejantes, tenemos gque:

n X
bls 1

esto es,

(2



clozpe jando Lanemos

Lo | S |
i } i {
Jn V7

y Figuro 28

L1

Y o0 k4

'
Con esta miocma conzliuecidn podomos enconbear '

-~

Lodas la

i

. . n
rajoes oon rardiansl &2

Faltan por conttraic taoda

wrieclhyece o

AU OD L 20T e

3
puntos de la recta, enbre ellos por ojemplo se enonentia ¥ 2

cuya consbruccisn con pegln g compds o impnsibie.
Be hecho 1o consteuceninn con regla v compas de osbe mimero cs wn
e Jos peoldemas g se phanbearon bos geiegos hago Ia siguienbe
forma; sabiomle qne o1 vodlamen e un cnbo o onva avisbiae mide noa
unidad (lineald, s una anddind Gle volumen ) enconbear Ta long itad
de Ja aristco & de an cubo onyvo voluwen sen exactamente ol doble
del  cubo unitario. Bichs avista sabis{acd la sencilla eoacion
ctibicn;

W d =0
Toncluimos esbe capitulo diciendo, atngue no o bemos  demostoado
ni lo demosbraremos, que  jos ndmeros  constenibles con vegla oy
compds son log raciconales y las rafors coun padical 27 v tosdos  los
numeros que se pueden consbialr a parvtiv de operar con ellos,
Pste problema puede  verse  on 3D pag. 138, aungue esbta

desarrollado de manera diferento,
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CAP TG 2,

LA CHADRATURA

.
En' esbe capibanlo nes planbeaponos. o) proablema de encontrar dreas

¢de poligonos, partiende del conocimiento del drea de un cuadpade

linfcamenle,

El problema so aborda de manera similar a comwo lo hacian Lo
griegos, coensbravendo un enadeade con Ta miswa drea gue la del
poligone dador a este procedimiontn e Thmnrenos coadeatara, pava
ello Usarentoss (--'Hl s | l‘cj‘y“]._'v Y (jﬂll]'\ii*{.

Enlonces el problema sera

FEOILENAS:

Cwgedrar o gl lemmnen digdo,

Gomencemos con Ciguras sencillos, ol pechingulo por e jemplo.
Ard +.

Figura |

Davemos dos  consbrucciones e servivin para resolver nnesbro

problema.

.o primer construccion es similar o bo consbrae

vn de la media

proporaichal enbre dos segmentos,

Llamemos  ABCD  al rechangelo,

e ooy bodas longitades de los

lados del reclangulo, siendo a la longitud del lado mavor y b la

del menor,

1 Prolonguemos uno de los lados del rveclangalo, por ejemplo el
lado AD y sobre esta recta marquemos con el compds La longitud

del ladeo AB, Pijandolo en el vdrbice D del rectingulo,  llammemos

64



B’ al punto gque cample gue A = o 4+ ],

g * v . . PR i
2 Tracemos un semiciyonto de oo [ vy owon cenhbro el puntao

mesd o el sepmento AR

3 PMralopguenos el Lado G del rectasido hasta gie corte o
semiaivenlao v Tlememos Booal papbe sde inleprsoceion det Tade
prolongado v el semicivonlo,

4 Unamos Jos puntos A v B con ol panto E.
Hemos construido dos Leidngulos  recliagulos ¢ sene janles,  a

saber los Leidngulos EDBT vy ADE.

A T

s ™~
VR RN

4 g’
a b D a
a
8 ¢ Fiqura 2

‘e L,
Por tanto sus lados se encaenlran en la proporeion ——— =

decir, ab = x% y esta es el drea del rectangulo, por tanbo, hemos

encontradeo el lado del cwadradeo que Liene por drea la  del
recltangulo dado.

Veamos ahora la segunda conslruccion que nos servira fLambién para

65



dar ot.ros pesuloados R e e e e

1 Prolonguenns el Tadn A divd peecbidngulo oy osobre  osha | procla
"marquencs con el ocompas Ta longibawd a0 P gandolo on el ydrbice A
del rectiangalo. Llawemos AR al seemmento asi conshenido,

A "l'l-:\t:mm\.u.'_ un o semiciremlo ot centaen en el pnbo mcabie el

soemeplo ART vy radio ,

3 Prolonguemos ol Ll G del rechangnalo hoste gue coptsy ol
semicirculo en un punbo, ol cual Hamarvemos 1,
4 Tracemos  los  segmentos AL v KR de longitades vy

respoctivamenbe,

7
//
Al ] '
a D ¢ 8
8 c
Figura 3

Los tridngules AB'E vy AED son genme jjanles pues el teiangalo AR'E es

un triangnlo rechangulo inzerito”  en un o semiciroulo Cla
demogstiracion de esbo la vimos on el capitulo unod, por lo gque

Lenemos las siguienbes relaciones

™

AB' _ _ _EA
TA T AD

Como lag longitudes de log lados de los Lridngnlos son:

AB? = a, AD = b v BEA = x, enlonces Lenemos que;

Oh



I)iz.-s:;,\e‘j:nuh) N de osba sonacidng, Lenvmees gue
2
aly =0y i 1
vy por Lanlo ya lenemos el lado del ooadrado  busecadn, Tenemos el

v siguiente ouadpada,

Figura <4

De esta constraceion podemos conclnir cosas lonberesantes,  por
e jomplo;

Los Lriaugulos ADE y EDB” sho=us Jados miden AR = o, EB7 = y ¥

R'D = ¢ |, enlonces Lepemos In pelaciin,

-

Despejando a v de la ecnacidn anberior, Lenemas e
:)
ano= oyt
De las relaciones (1) vy (2D Lenemos gque:

2

T s GL e = a b F ) = oa (a) = a7

GCon lo aque Lenemos un inpovbantae resulbaordo dde Geomebada, conocide
como el Teovema de Pilidgoras que se ennnpoia ensegaidag

EL CUADRADO CONSTEUIDO SORFE LA HIPQTENUSA DE UN TFEIANGULO, EZ
EQUIVALENTE A LA SUMA DE LOS CHADEADOS CONSTFOIDOS  SCBRE LOS
CATETOS.

Y



xe

Figura 5

Asi pues, ahora gque ya sabemnos cuadvar recbangulos | preguntémones
51 podemos bhacer  lo equivalenbe  con un Lelangulo;  es o decis,
tratemos de eucontyar Lo auadeabura ded Lriangulo,

Considevemos un Lriangnla ARG,

Figura 6

sea el

Construyamns un: recbangulo de Lal modo que uno de sus lados

lado  de  mayor del tlridongulo v el olro  seca’ la  altura

correspondiente,
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A S

-

Figura 7 Figura 8

El prectingalo asi consteaddo Givne o dobile del Grea dded Lejangulo
dado, dPor qud®? Veamos, wi Lraviacas 1o albura aorrospondicntae ol
ladkr AR del Lriangulo de 1o Pigura 8 "seove™ gue Tos Leddngulos en
los que gueda dividido el Leidngnlo ARG solo ormpan 1o milaud del
aren bolal del rechongulo. Bxstol aunpee no lo demnesben . de o ver
pov qué ta formala pava encontrar el drea de un Leddsgalo es Lopar

o) area del rectanginto vy odividicla entre dos,

£ D
G

F 8
Figura 9

Vamos ahora a demosbaear que efectivamenbe el Area del
Lridngulo es la milad del drea del recbangulo:;

Llamemos ABRDE al prectangalo de 1o Ciguea 3y F ool punto
Jonde  la attaes del Leiaugulo corba al  Lado AR deld
rectdangulo. Fijcmonos peimero en dos Lediangulos AFC v
CEA; ésbos Lienen un dado comin g Tow  dos  lados
corrvespondientos Fzan ftest,  por lo apus =son Lridngulos
congruentes y o entonces Liencn Lo mismes deeas Gomo las
arens de Jos bLeiangolos son igvades vy la sama de ellas
oo ol Area Jdel I'Q(:‘..;ngllh)‘ cnbonoes o] seen e nendn
Lridngulo es la milad del avea del vactangulos Lo mismo
pcurre con Los Lridngulos CFR oy el BB De aqui conaluimes
que el Area del trisangule ABC eg la milad del drea el

rectangulo ABDE.

o



Y por tanto eobF drea deoun breidnealo b enconleamos dividicndn
enbree dos el eea ded rectanenlo apee Lione por hoawe an dado el
f.l"i.illg;\ll-.> y o por albara, o albiea correspondionte o owe Tado, AsT
el probdema de cnoedpar an bedongulo we pendnee ol probloma de
cuadrar, un rectanzalo,

Rigamos con puestrea consbreaceion, )

Heondo i vectangulo que Benga Lo mivma Seea que ol Lisidneals
podveenns . consbyair ol ocudeode coprivalentbe ol Lasiangalo ARG,

nhilizando Ja consbGirucoion anberionr,

Figura 10

Hagamos 1o mismo porvo ahora con pol fgonos convexos coa oo,

Congidaremos un poligono convexo arbileario.

T

I
Figuro 1l

Tracemos diagonales desde un vérlice cualquiera del poligonoe hacia
los demds vértices (exceplo los adyacentes); de esle modo, el

poligono queda dividido en tridangulos ajenos. (Si el poligono no
f'uera convexu Lal vez searia un poco complicado el dividirlo en

tLridngulos ajenos, aungque es posible hacerlo)d.

T 0



Figura 12

Can civda Ledangulo podemos vonsbruie an reclangulo, como o
hicimos anfess, v asi consbruic tos coadrados corrospondientos,
Tendiremos pues, tanbos cuadeados comn Lriabgulos ajonos haya,

Sin embargo no habremos cncontrado un andco cuadruado onyan dven soa
la del poligono oviginal, Lo aue habpremos consesaido eog un
conjunbo de cmdeados cuvas aveas ol oser sumidas, nos don ol ares
del  poligono, Asi pries . ahorn nuesbro problema consisbe on
consbruir un solo cuadeado ouya deea sea 1o misma que Ta del
poligono dado.

Hagamos  un ejemplo mis gencillo, con un poligono  gue podanos

dividir en sdle dos Lrisongulos,

Figura 13

1 Tracemos la diagonal gue divide al poligonn en dog tridngulos,

=3

[



4
Figurg 14
2 Gonstruyamos  Ios rectingnlos corvespondientos pava coda
Lridngulo.
Figura 15
A Cuadremos esbos vecbingnlos,
Figura 16

Ahora nuestro problema es encontrar un cuadrado cuya darea sea la
suma de las dreas de los cuadrados obtenidos previamente.

Sean x, v vy los lados de Jos cuadrados,



Figura 17

“+
Fiooconstruimos  un GLridngulo reclangule cuyos catebos  Lengan
Tongitudes v

18.

vy por el Teorema de Piligoras fenomos  1a figura

Figura 18

Como el dAngulo es recto v conocemns los caletos, ol Lridngulo que

podemos construir  esx ipico. Lo demostracion so hizo eon ol
capifalo 1),

Agi, el cuadrado conslbenido sobre 1o hipotenusa del Lriangale
t.endra porv dren la suma de Jos coadrados consbruidos sobre cada
cateto, con lo que gieedda pesne tho nuesben probloma,

Ahora bien, =i al bLriangular ol poligona obbenemos nds  de dos
Lridngulos, repetbimnos ol procedimicenbo anberior Lanbas veoss como
sea necesario y de este mode obbenemos an dndco cnadprado cuya drea
eg preacisamenlte el dvea del poligono original.

FL problema de encontiar el drea de Ciguras planas e lados no

rectos no se  rpresuelve en easte capilulo pues =e regquiere  de

—

(xS




hervamienta gue o Lealaremes oo csb e agesn, oo e Tosg e
problemas ;:,‘l'il'g;uté.' Leata procisamento oo vpermboear ., eon e la v
dompas. ol Grea del oarenio, Fesioe probitema s conocido eomn oo
problema o Lo canaderatoea ded corontn,

Como un cireulo e pradia o Licme  irea ar’ el prabilomna e
constanie un amedeado do A dgnal a Ta sle oan cieenlo de padio
inddod, eguivale o a consbenceidn e an segmenbo de one i s
Pado del emadeade pedido, Patee commen o s consbiaihle sy wilo
s1, ol pimero o eor con=tenibbe con resla v compas, et vaoen ol
capfbalo 1 dijimos one esbe namero no podia ser consbeaido y o pore
tanto  no  podemos  consboenie sl caaddeado pedide hacimelo oso
solomente de Ja regla vy el compeis, B problema de o cnoedeatasa

del circule punsi, jrresoluble de owbe modo,

-
Qi e desea ver la demosbreacion do osto se pueden consalfar (3)

pag. TV y (5) pig. 152,

rEs



CAPITULO 3,

B PENTAGOND 21U AL.

i Lenemos un pentdzono

resular sabomes gue sus Ginen fades

Lienen Ia misma lomgitad, digames 70 v sne cineo dineonales Lienen
Fiag L.

Lmnhu‘f,-n una  misma longitud, digamos  d: enbonces  Lohemos I
. “

. o
razen Ty Iamemes 4 o esta rason,

1
Figura |

(Nisbese gne en ol pentdgono de Do Pizora 1 los Lridngulos ABD v
BGA son semejonbes e isosceles de donde el lade GA ded Leiangulto

BGA mide { y ndtese Lambidn qoe los Leidngalos ARG v COB tambivin

. P [ L - .
son seme janltes ¢ isdsceles de donde A R e B dex g ol

lecbor verificar los delalles),

Supongamos que ! = 1y veamos ananlo mids do Tomemos Ta relacion

para  enconblrar  Ja  longitud buscada,

De Ja igualdad anterior se tiene gue d (4 - 13 = 1, €5t es,
d® = d = 1. Por Jo tanlo, 0% - d =1 =0 1)

Asi oblenemos una ecuacidn de scgumuedo zrado que poademos pesolver
con la férmila general para la resolucion de ecnaciones de wegando

grado de la forma;

Dicha {drmala eg:

x = (%3,

n estei caso parbicular Lenemos;



RIS - A R S

4 '
como  estamos  Lomando disbaneias 3 Por convencion dalag e
consideran possiLivae, st onapomroe: & AT Yauoque e bomamog w7
obLenenos una hegabiviag, puaess V0 o YO (e
Az, [E '
Fste minero es Thmado LA PAZON BORADA O PROPORCTON BIVINA.
Nueslro  interds  en este capibulo s pesolvier ol signinnbae

PEORLEMA:

Lanslraty con pregloa v copedis un peartdgones el oy

P

grado  con vegla v cempads, Cen pavbionlar ba CENAT IO que

o ello serd necesario maber resolves upa ecnacion e see o
)

resolvimes al principio oaanda bomamos o) Lado del ponbarono de
Iongitad uned por lo que abordaromos aqui o] probiems de posolyor
ectaciones de segundo grado con tegla v compein, .Fe‘i el Tee L Eomennes
N Lo ecuncicn (8) 1a podemogs paossoribineg como;

,\'2 - x = =10 [

es declr, x (8 = 1) = L = 0, vrslo es, § (x - 410 =1 entbonees

SN S
1T N~

Resolver osta ecuaacicn con regla y aolpas eguivale o saeonbaear 1a

media proporcional entee Jos sesmentos x vy o x - 1 amo 1o hiaimos

para dos segmenbos a vy b et el capitulo 1.

1 Trazamos un segmenbo de longitbud o+ by Llamames AD al sepgmento
de Jongitud o,

2 Por el punto B Lrazomes unn perpendicular ol sepmento AR,

y con oenbro oen el

3 Trazamos un somicieenlo ado pnlio
punto medio del segmento AL Sea € el pnnbo de inbevseceion ddel
semicirculo cun la perpendicutar,

4 Unimos los punbos A y B con el punta G,
Ldngulo v los Lreiangulos  ADGC v

Bl tridngulo asi construide es r
(<]

DBC szon semejantes. Por lo tanto,

Y I
X Iy )
.



Primero vamos a suponer gone conocemns 1o Tongitad o, v Lralaremos

de encontean Ta media proporcional onbpes o v o

1 " Tememas un segnanbo AN de Joneitud 4 (x - 1) = L H

< (I

2 Tomemoss an punbo B oswobeo AR Lo vpee AB mido

3 Tracemos I perpemndicanlar o AR quo pase por DL
4 Tomemas ol punba medio del sepmenbo AR v Thamomosto O,
b Tracemos un seniciroulo con conbao 0 v pradio A0, Sea Pl phanbo

de tnberseccion de 1ocon ol somierrondo,

o~ F
A 0 D B 4
D S <
Figura 2

Bl tridnegulo ADF es semejonbe al Lreinagulo FOB

- A R
de aul. "l"‘h— = OB

i S, S wouv o= F
sustitbuyendo = i L odonde g FD.

N -

Sabemos que AU

Tuego, OD = AD - A0 = x - (= 70

8i wes fijamos en el Lreilingulo Crevctaingulod  ODFL v usamos el

Teorema de Pitagoras Lenemos D+ DET = 0 snstitayendo
Ly’ 7= g Ly C o= A0 (por ser radios
l "2‘“‘] + pPFT o= fx - "",T)“'] Loy oF = por sel i .

del mismo semicironlod,

Despe jando Lenemos que

NP = /x?‘ - x = /: =1 por la ecnacidon 2.

fato, lo hicimes sapeniende gque conoe famna la longitwl w, ahova
vamns a hacerlo al reves, es desir, Lreatando de constbinir x con
regla y compas, sabiemdo que Ia media proporcional es uno,

1 Tracemos una recla . Fobre ol1la Lracomms un punbo O que Sera



nestgo Origen,

ZoTomemes an punto b G 7 e e e OB mida e,

e s . ’ ~ . .
I Consbruyvamos una resctg o pevpeadivular a0 que o poar I,

U Tomemos un panbao ooy o 6] due DI wmida aneg,

)
i

> Tomemos ol punte medio del Segnetibo O ol que lamaponns 0,

O Tracemns nn o semiciron o von contaen O v padio 1o disbancin Of,
Sean Ay B Los punbaos oo interscorion del somiopoglo aon

Figura 3

De esta manera hemos obLenide x que es la longitud del sopnent.o
AD.
5i nos Pijamos en el Lridngulo vecldngulo ODF, podemas conocer  Ia
magnitud de OF, veamos

OF? = op® + pp?

sust.ifuyende

5
OF* = —-f-l— 1= e

por 1o tanto

y A0 = OF

par ser anbos radios del mismo cironlo.
Asi que

AD = A0 + 0D =T 4 e s SV R o

Que es la  razdn dovada.

Si usamos la {demula ¢y we Lisne que Jags dnieas soluciones  son

i



Ny o= o v Ny =

N -

neat, . - e “ T ~ ey

Fsito e LAY e la Y CON {)l\‘-(‘lll‘"!!‘}- < ln L1 3] LIRS T i!‘ll In
» S B N i

posiliva,

oo A TE IR 10 AR L] 2y .\ oy = L ‘ or
BY:) R . Cpa . Sre P . i vy
100 L LR i, Y )y vofihAa Ao e &gty o

plondos St o e et e pendemoss tesolver geande et
Lerramien tas’ :
Veamoa Ta siguicnbe oounainn,

2

N = hy - e =0 (82 D)

rsha eonaaion zo puede pessoribie de o Cormas
2 . - 2
N = by - (Yo T =)

asi la ecuacion es de la forma

2
- :
= (?{—l»)ﬂ"/(“; \
despe jando  Lenemos
R M
Cesuponionde que x - b = 0 v ¢ eslryiclamenbe posibivo).,
En este caso benemos gue [y omedia proporcional es ¥V o o Entonces

podemos pregunbarnos ciinbao mide x.

Tenemos  una  eauacion parectda a0 o anlerioe, por lo que  para

resolverla con regla v compas usimos Ta misma consbryceion qun

antes,

1 Tracemos una vrecla 1. Sobre e#1la trocemos un punto € que  sera
nuesbro origen.

2 Tomemos mn punto D oen Lode modo gue O mida b,

3 ConsLruyamos una vrecta »n perpowdiculae o bogque paaa por 1),

1 Tomemos an punlo F en om bal gque DE mida VAP

5 Tomemos el punlo medio del segnento CD al gque lamsgemos 0

6 Tracemos un semicireulo con cenlaoo en 0 v radio la distancia

OF. Sean A vy B los puntes de inlerseccion Jdel semicitoulo gon L,

ESTA TESS @ RURR
" SHIR BEOA mouulelk



Nl
.
r Ve
n
| £
o D 8

X5 )
A 4

\ A‘—‘A"—‘“\/‘—I
X X-b
Figura 4
Considerenos ol Leddnguls peclingnlo OB, Por el Teorema de

Pilagoras

OF? = op® oF pEt o
y por consbeioesion

aooo= abh = -

Asi, se Liene gque

L2 e 2
OF* = Ji’-- + /0wy =

Es decir,

Gome OF vy AD son vadios bl mismo o semicirealo s Licenen Ta misma

tongitud enbonnes

- e I S >/hz i an]
E] + = Lo+ = e RN SR -
AD AD on Of On 5 5 5 .

Isando la {fformuala O8) e Licne gue

es una de las soluciones de la ecuyacidon (3D, De esta forma hemos
resuelbo con regla vy compds Lal ecuacion.
Observemos gque AQ = AD - QD = < - ) = DA,
Para la ecuacion
.\’2 by == 0 1)

20



) 2
Coama NOk hw - G om o (e ]y - (%

: ~onsheueeing - Tirey . i . .
Ly consbruceion de unn e sus smofucionts os Aaatoga a Lo dada para

Ya conacion () COMO S Ny Ly conb inuae oy,

o

De la ecuncicon () e Liene gaye

X Ax + b o= (/G

Ne donde

f

5

i x + b
Cauponiendn gue w kLo ) oy esbiricbamente posibivo).

*or Lo anterior ¥ i es fa media proporcional enbee x yox o+ Dby

ConsLiruyamos oon rerla ¢ compis a v,

1

fracemos wna vecols 1, Sobee el oonside remos un punto € gne

S|OPa nuevamenbes wee by Gy,

Z Considerenos un punbo P osobrie {a rechn Lal gue CF mida b,

4 Gonglruyamos una recla o perpemdicylar a 1 Que pasies por P,

4 Tomemos un punto Foen om bal gue el segmenbo DF mida 7 o

6 Tracemos un senicirenlo con conbro 0y radio la disbancia

3 Tomemos el punto medio del segmento GD al gue Hamavemns 0.
OF.

Sean A y B los puntos de inborsccaion del semiciroulo con !,

"

—m

- T~
/ - *\\
/ i

/

A ¢ ] 2]
Figura 5

ot

Gonsideremos el Lridngulo reclingwio  ODF. Por  el. Teorema de

Pitdgoras,
or? = op® + uF?,

y por conshbruccidn

21,



' 0 = oy = -
2
A’;“‘“ e Lioene  gue i
2 p ,
2 A - 1
I o L ,,
B depir,
OF = _
Pero
OF = AD = AL+ (0 = A 4 =D
4

Mo Jo Lanto

- 1y 4+ Ao
M SRS ¥ Lt SXh PO S S S
AL 2 A 2 :

Fw Pacil verificar que

es una de fas soluciones de la couacion (4. De esla Forma
resuelto con regla vy ocompas Lol eonacion.
Ohservemos gque

AC = AD - (D |
de donde

AD = AC + QD = x + b
Para la ecuacidn )

- bx F e =0 83

Como

N - bhx Y= x (x - b (,}/—(;.-)2 .

De la ecuacion (5) se Liene gue

Kk = by = - Fed? .

hemos



De  donde

e drnie,

Cgupopiendo gque I -5 # 0y ¢ oxlricbomente posibivo).,

1] ~ . e - M H
Por 1o antepior ¥ & es L meslia prapnecional de x oy L -y
(_30nsl,|‘ny;.nm.c. (M3} |-r*(n-;!:n VOoCOmMpEaS v
L Tracemos una recta 1 Sobee olla Leasemos un sogmenton AR dde

tongitud Lo Llamemos 0 o poanbo medio del segmon o,

2 Tracemos un somicirenlo can aonben 0 v padio -

rel
3 Tracemos  una 1ecba o perpendiondar a7 que nog corte Al
semiciveulo, sobre ella tracemos 1a distancia 7 c . Llamesmos N
al punto de ipterseceion e 8oy s D mea Toel panbey gque cumple

qee HT = v @ .

4 Tracemos una rechta »n parvalela a Ia vecta L, de tal manera gque Ix

rect.a n pase por ol panto I,

Tenemos Lres casos:

D One la vecla noinbersecle ol semicirenle en dos pintos (6 v F),
es deair, que la longitud del vadio del semiciproulo sea mayor

e o R

L v ST

-y - -~ i,
™
1 G F n
T

A
H A_C 0 D B
%
Figura 6



Tracenos una recta perependicalar o 2 que pase por oy Llomemos B
al punto de intorseccion de dsla con el sezmento ABL Tambicn
N .
conshderemos una recta perpendicnlar a2 oo pasee por G0 L amianoss
O oal punbo e inbepaeccion enla e andois vecboee,
Considercomos ol Lriangalo  vectingalo ODF, Popr el Teorema de
Pitagoras,
" 2 ¥
oF* = op? + pe?
entbonoes
2 2 =z
Ob* = oF? — pi? .

Dado que

o - a0 = b e
Lenemos que
’ ? Y4 - 57 7 whr,
oh = '_51“ - {7/ u )2 = "%E‘“ -0 = —-————-»b ,i'_.}»:“—

de donde

1

On

Coma
A0 = A+ GO = AC 4 0D .

Entonces

—5« = AU+

por lo tanto

AC = e o

No es dilficil verificar que

AT
2

X1

es una de las soluciones de la ecuacion {5).
Para hallar la olra solucidn considepremos el segmenbo  ADD Por

const.ruccidn AD = A0 + 0D . Por 1o e

HE



Al = =+

.
S Lomamns vz ocomn eato il ime mimegen ) wee iepe e o sabjslace

Ta ccuacion (5. :

AsT, hemos construido Tas dos soluciones posibles oo ba eonacion

(5Y con regla v compas,

‘v. Al . - - . -~
ITY Que la interseccion de Ia vecta o con el semicirenlo sea an

solo punbo, al qoe denolaremos poe T

Tracemos ol seemento OF que es perpendiontor o 1o recha 1.
[ | 1 I

1t

- .. 1. - .
Por consbruccion AQ = T v 51 Lnamnes

cale valor sabimiooe T conasidn €9, Fao

ol benemos tha
tinica solucion pava (53,

H A
....T._...O g

Figura 7

TIT) Que la inbLerseccidn de la rechta » con el cemiciraulo sen

vacia.



MH A Q 8
h ]
Figura 8
N I - ..
En esle caso "',j- < Ve o Por fo fanbo, no hay solucion, ya que
2

B - de 8
y por ello no es posible sacar raiz anadeoeda,

Finalmente, considerenos 1o eounanion

REa! hy 4 o = 1) {5 !
Comn R T TV R YR S PR vV e »*f .
enlonces w (x + o= - ( »yoo,

Por lo Lanlo,

Bs decir, = .

Pgla ecnacidn no se puede resolver asamdo el mdbodo anlerior. ya
que Ia consh.rucaidn soe haria anoan segimenbo de longitad
x F (=x =~ I = =b , ¢ hemos consideradn gque by son numeros
positivos ontonces  soria necesario  un segmento  de longitad
negativa, lo cual imposibilita 1a consbruccion.

ton la Pérmula Ok oblenemos dos soluciones, que son oo wmismas

1
e

que las de la ecuacidn (8) pero con signa enantrario.

Hasta aqui hemos dado solucidn a lodas Jas ecuaciones de segundo

. F s .. ..
grado donde el coeliciente de X° es uno. Si tuvidramos Ia ecnacion

axs + hx + o =0

3199



lo gue hariomos

davie  aoluicidn

erfa dividir simp lemente
entre el eoelicinnte (oo Loda ol conmsiin, o

ohboniendo

y las construcciones se harvian de manera some janto,

Ahéra ;:»odemr?e'r_:r_mf»fz»mz L IR RN P T TN 2

1 Tracemos mna vecta 10 Sabree olba crmaideromne Tos panlos A v T
de moda gque b seement ol AL wi by o, .

2 Coty cenbro e A Leacemoss dos semicieoutos, ol primero deo radio

nho y ] .-«u*;:;mnh) dev radito o o raren doradad,

3 Oon cenbro on B Leacemos dos avcos, o) primero de vodio ano Lal

e corte al semiaieondo de peudio v 0 ol segundo de vadio o Cla

ravion «I(Jl‘m].’\)‘ bl e ottt al

semiciranlo de padio ano.,

Llamemos € al punto e jnlersecaion del semicitonlo de pradio

con el avrco de oradio o ano, v BEooab punbo de interseccion del
semiciranlo de radio uno vy ol aoeen de radijo

4 U cenlro en € Leacemos un aveo de eradio ane Gal gque corte al
.

semciroulo de radio w, Llamemos Boad

panto deomude se corban
est.c arco v ol semicivoalo doe o padia

2
7
// >N

Figuro 9

Veamog que efeclivamentn ol penlagono o=t copstnido os pregulae,

Para ello debemos ver que Lodos sus Loodos widen Lo miswo y ogue sus

angulos Lambidn.

Los  Lridangulos  ABC v BAE  son congruenles o isdsceles,  popr

conslrucaion sus lados corvespondientes son jguales Cenlonces  los
angulos BAC, ACB, ABE, BEA miden To mismo, digamos oo

Tracemns las alluras de ambos Leiddngalos corpespoudiontes al lado
AR Couer em gomind, liamemos RE o Ta albura del Lridongale BAR v 8C

a la altura del Lridnggule ABC.

07 '



.

Tracemos el segmenbo CE) Ssbo v parabedo a0 e rocla 1) paess las

disbannias 'Eoyv 8000 <o

Pptto b Coanp altnras de feiangabos

congruenbes) . o conatonocion Losbes fos Lados del penbagons miden
uno, por Jo gque sdlo Palla demostears gue Tos cineo Gdngulos widoen
todos, lo mismo, Fntonces podemes preesuntarnes =ioel Letdanegulo DR
e congruento o los Leidngnlos ARC « RAK de wer asd, ol dogulo
EDC medira Jo mi=mo gque los angulos FAR v CBAL Come Tos Tades O v
bE del tridngalo CDE. ambos miden uno, Calba entonees  demosteon-
que el Iado EC mide x Cla rozdn dorada) v oenboneos sora congruente
A los breiangulos antos mencionados,

Llamemns F ol punto donde s dnborsoctam Jow sewmonton CA y ER,
Los  Lriangulos  ADBC v BPFA son seme janlbes | paess sas dngulos
correspondienles son iguales, Simuln an pazon de poeoporecional Tdad

AR
nr

Si Hamamos vy a0 o magnitad  del segmento BE Lendpemos gque

y de la ecuacidn (2) Lenemos la redacian

Tomamos la raiz positiva para esta  ecuacion, por 1o gue podemos
asegurar que y = X - 1 y por tanlo el segmenla CF  wide uno  (CA
mide x).

Entonces los Lrisngulos se encuenbran en proporcidn la razdn
dorada.

l.og triangnlos BUA vy EFC son some jantos pues;

a9



i FL segmento AR cs paeaTolo al seewenlo GFL

i R dingulo RAE cw doual o) Ginpeato BOF o ser albornos. inbernos
Coniden v,

11 Bl dngulo FRA os gual af angulo FPEC s scr albornos inbernns

Amiden ),

v, . Bl oaongulo ATR es dgaal o) At CFF o sier opiestos por o0l
vertioe,

Entoneces su ranon de proporaionabidod o

k]
[ OO O

AT e

=i Jlamamog 2 a la longitad de) sepmento CF Lenemes 1a relacion

des Toe eemacion €2 Lomemos ba polacion

podenos asegurar nuevamenle que 2 = x (ya que 2 es posilive y 8 es

la rafz positiva de Ta conacidn 20 v por bo Lanto el segmento GO

mide ¢ {da razdn dovadad, Ji abora nos Fijaos en el Leidangale TGD

tenemons que es congrucule o los drbingunlos ABC v BAE pues sus

lados correspondienbes son dguales, por Lanbo el dngulo EPC s

igual al dngnlo EAR,

Hasta agui hewos demosteado gue ol pentidgeno Liene Lres dngulos

iguales, falta por demostrar gue log dngulos DCB y AED tambidn son

igunales a los tres anboriores,

i El dngulo BOR mide v purs es o suma de los dngulos BAG, FCF
y DBCE v cada uno de ellos mide /o,

ii Bl dngulo AED Lambidn mide Qo pies o Ia suma de Tos dngulos
ARB, FEC v CED v cada uano de el los mide o

Habra enbonces que demostrar que  los dngulos CBA, BAE vy EDC

también miden 3a,

Fijémonos en el triangulo ACE, esbe Lriangulo es  isdsceles pues
sus lados CE y AC miden ambos x, por 1o que Ins dngulos CAE v AEC
son iguales. Sabemos que el dngulo AEC es la sums de los dngulos
AEB v FEC v cada wno de ellos mide o, por b que el dngalo ABC

mide 2o v por banbo el dnealo CAD fembivn middee 2o

]y



De lo anberior se doeduce guecelecngufe-BAR wide 1 Cos Ta sama e

los angulos BAC vy CAR) . como ol angulo BAEL es dgual ol angnlo CRA

$]
entonces ol dngulo CBA fombicn mide Beer poro el dngnlo FEC Lambidn
"2'*1 i{.’,"l-"ll al -‘fllg’,‘ll](! CBA, por to Lanto Lambicn mides 30,

B todo 1o antevior podemoss decire e caeda ano de Tos Tados del

Sl por fa Lanbo

penbamono mide voes v endy e e Foss o b e

Ced p,-\“!_,i;;x.u.\ coompee sty ey |>:-;'Ju|-n~.
Todos Jos Let el oo cpee s pageeleqy b v s odeead oy Arrah
ddemostrames e o Podaaneb s eapmoedoes [ RIGT SN Tl Laddos el

penbagons v una diageons b sen oonaraent ez Clor aoeenbes Lo Lriangnl s
formados por dos diagonzles v oan Loado son conce uentes entre i, He
deja al lector verifigque lo anbtepior,

Construyamnos an rectangnlo Lol gque sos lados se encuenbren en la
razon ¢, =i constraimos un onadreaddo de bade 1) oblenenos  dos

rectdingulos que son seme jantes v ose coctnenbran velacionados  en la

razon dorada, esto es, Lonemos gue e relacion enbre sus lados

1 ‘e

e

como AC = d, CD = 1 y DE = = L entopcos Lonemos gque

T atT
Inego, podemos coustrair ahora un anadrado de lado d - U Cdenbaro
del pecltangnlo FCDEY ¢ Lonemos dos recldngulos seme jantes Lambidn
v por Lanto Ja evazdn de proporcionalidad  entee gus Iadogs es
nuevamente la  razon Jorada,  asi, podemos  consbrair un nuevao
cuadrado  de lado 20 - & Cdentro del rectangalo GDEHY ¢ oslos
recldngulos fambidn son semejantes, su razdn de proporcionalidod
es  bLambién  la vazdn  dorada. 831 con nuesbra ovegla oy compas
pudiéramos seguir construvepdo onndvados denlbro del rectansilo gque
nos  va  quedando  de  Ia vez  smberior, oblendeiamos  oada Ve,
rectiangulos  semejanbes con razin de proporvcionalidad  1a razon
dorada. Eg por esto, gque a este  vecbdogulo =se e Hama el

rectangulo dorado,

A £ +f O

F F
Figura I

30
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