
25 ' 2y. 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

,•, 

FACUL TAO DE Ofi'.NCIAS 

ALGUNAS APLICACIONES 
DE LA VARIABLE COMPLEJA 

T E s s 
Que para obtener el Título de 

MATEMATICO 

presenta 

LUIS RAMIREZ FLORES 

- . 
e¡ 

México, D.F. 1988 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



\N\)\CE. 

P~ú\NA 

c~?\.\.u\o L t.cuoc.\ones C\ladt-ó\:.ic()S ' C.vbi-
cas y C\)ol'\:.tc:os.... . • • . • . . •... '2. 

M9o'nos ap\-1c.ctc\ones de \os 
\'\<imeros comp\e3os en \o Geo­
l'Yletr\c1 ~no.\{\~¡ ca y en e\ C.ó\c\J-
\,o 'Di.f e"Ce'l"IC:io\ e Inte<:j'to\ •••.•.•..•.• . \l. 

. •.. 2.0 Cap\t\)\o :3. 0"C'oitos c:\e soté\ites ... 

Cop\b\o l.\. \Jec.\:.o\"eS C.o\Y'lp\ejos en \o C.ine.· 
mÓ~IC:d • • ••••.•••• • • ••.•• • • • • • · 3\ 

C!:.1p\t1J\o G. \.a \:Y-ans~onnada de to\J'Cier .......... 10 

Capí t\J\o 1-. \..\ i dro chnó rni ca .•................. 'l'3 

e apít\l\o e. C.irc.vitos Shnp\e.s c.ovno ejem· 
p\os de s\ste"'1d5 osc.\\on\:.es, 
osci\ctc\ones \¡'b'Ce5 en \ln Cir-
cuito ideo\ simp\e ............... \'l6 

Co?í\:.u\o C\. lo t'Cons\o'CmCict~ de lop\eic.e 
y \os Ci\"C\.útos e\échicos ..... · · . \~q 

Capí.\:.u\o 10. Potenc\a\ E\echo5\:.blic:o ...... · ... lq1 

C<:jp\tu\o \\. ~rob\e'O'IOS cl\"er50S ..•........... 2\q 



PAú \NI\ 

Cap\\..~\o \'2.. Supe'"~lc\~5 de Rie.Tr'lo"ñn .•..•.•..• Z.~'::> 

Cop\\:\l \o 1'3. CoY'lc\v s\é'"' • . . . . . ............. 2.5\ 

C.o~\t\l\o \4. ~¡ \,\\09'"0~\c:i •••••.....•...•.. 2.53 



PROLOGO 

Este. h<:l\,('ljO consta de. I~ opcn·tQdoS, inc.\uyenc\o una 

\ista de Yetel"enc.\aS. m(n\ma ~ con \o ·1Jco de mo~ha,- con 

é\ °¡UC \a \lcnia\:i\e Com~\ejo / \cjos de 5CI" uno. inve,-,c.iÓn 

Je\ e:.r\YÜ.u puyo I C5tq e.o.no dc:b(a e:~pe,-orse ,..,~,..e5ncsdo 
Je \"Qmi~icoci0<1eS hac.io co~.\ -\:odas \os Yamos Je\ ConM.\­

m•cn\.-o cie,..\.( f;c.o , do"Je se Y\\.ltrc y a \o l/ez. arroja \llz. 

5o'bre nuevos mode\os ma\:c ..... óhc:..os que oyud<1n a ,-cs.o\\le,­

f'"ºb\c..--as pn.{chc.o"S \os cuo\es se f>\<:iioteon po'< nece-::.\da­

Jes co11c,-etas. 

'5e re c.on-en Óreo5 de\ t.o>'locimiento cien\:~ tic.o '\ve \/~" 
desde e\ · fl..\~e'ora , host0< ~n0b\e"moi.So sohrc d•~·b··, \::.u c.id.., Je 
cd\or en uno \á""''"'º posando. por 5->fNes\:o po,.. e\ di~eño 
de\ o\o Je un oviÓn, Je\ C\.la\ se '-'cic.e ún cx\:cns.o ~'f'll.­
\is¡~. 

la ídco Je\ ln:abc:.jo C::S CT'l ~n·\ ..... c.\fúo / obtcl'\Cr e\ \~ \u\o 
Je t-'1 o\ eméi \.·1(.0 / \ue.90 \o mds ¡""'\'º"' ~a,,..\:e , e.\ a."'º""'.. jun\:o 

Con m\S chn~c\:o,-es de té5·,5 , \JY\c:A5 \'lota:-. Je c.\cose fº"'ª 
\a 01Si_9nahifo de \Jc:tv\ob\e Comr\eja I. te..\:o ...,a·h:•io se 
ímro,-te eri \o Foc.u\\:oá cie C.icnc.\as Je: \o. IJ.N.f:\.t-\. 

E'(\ dic.'na tc:H.1.1\~Qd Se \:. ... obajo I sd'l:.odo '°" s&\:.C:ldo, 
en un Se..,·1no..-ic de Eo~eñonr.o y T¡.\-1,1\aüó" / en donde $1! 

ho disc.1,1 ti do \o 'rlC:Le<i>\da.d de IJnc<.s "'º~°'°"' áe c:.\C:l<;;C a.ue 
sa\.9ª" de \o::. C.o'<'<l\Y\OS \:.,.;\\q do'5 1 ?ue:s. \o C\"e se desea, 

es o¡\le cadc:1 c.apítu\o de \c.s vnismos inic.\e. C.OY\ bos<=>¡1,1c­
Íº~ 'n;s\:ó..-\c.os de\ temci en C.\le-:.\:ión, as( e.orno \a:s a.~\¡­
t.ac.ione:S 9-ie é5.\:e \='1.1Jiese lc:neY en \a pYÓc:hc.C\ , y des­
pués y só\c desp1,1és / ho\;~,.. de "~ot"ma\\r.c:t.,." \os c.on­

cepto::. o\.i( inhod\l CidOS ~ rue.S <::l\ Y't\l?nOS fª"'°' m( CS \..c­
ma \o dccL:,.,.oc.id" de\ erninen\e 'Me1\e ..... &\\c.c Fehx \<.\eio¡ 

'
1 sicmp,.e hay ~ente °¡-.le o!!'>eV"nej&"'Jose a \os ~:sc.o\ós\.\­

(.05 med\e"º \es, CY"?i.e~a \o cf\:s.C Víanr.o c.on \o& ¡J..:d:s w.ó-s 

'3ene,..o\es de ~endiendo e".:>te W\<f to do e.orno "51 ~.ie,.a Úni e.ti -



mente tientítico
11

• E.,...\.,..c. ~on\:o c:s~o Sll';'!C'I'" encía to""\>ºc:.o 

es Cle.-to., piles enscl'lo.- c.icn\::~ic.arnc"ltc s\9ni~ic.o i>'ls.\:~\liY 

a "'" ser h\J""º"º o. pe" sor c\cn\: ~\e.amente y no oi\\J.-J.· • .-\o 

desde e\ mismo pv\ni..i p\o con uno sis.\.e ..... o.\:it:oc;.iC::n ~'l'"\a 
auoC\ue ~llvie.-o éo;,\:a 1 e\ ClS\"ec..\:o cien~~ ~ic.o. 

fi\'\ohnente, °ivio;.\e..-o dejo~ c.\avo c¡ve l'\O f'""e\:cl\d(a c."\,y¡.­

loJos \os cornpo s donde \'"e de c:t p\i cor se \o \Ja.-; o \,le Co-m-

r\ej a 1 ~\)CS ha \'Y\Cdido °¡VC $C riro~\J<\di-r.a Ct\ c\\o / '<l"lc:ÍS Y 
mcl.s rerspcc\..i"O.S '5c obre" de i'f'\ves\\50 C.iQV)CS y C.orno 

Consecuencia de c\\o mÓs dcsc.u\:..--.-mie,.,\os _ ()e hcc;.ho, 

SÓ\o 511: toca Uno Mh·\1rnct f'C:hte I ªC\"C \\os °l\IC O mi )uic.\o 

{lleroo \os. 'n'\Ó.S 'rC\lrc SC'c'\\:o\ivo-:. , s\o 0¡.ie c:\\o i1"1dic¡uc '(\C­

cesa'l'"io.wic-<1tc C\"c: ~can \os de \'Y\o.yo,.. l""f'º".\:cu\<:.io.. Tom­
b;e',., e5 opo'r~ uno 'r<'le.nc;.iona'\" q1Je no ~,.e ~<::odo '5C,. O'ri ~¡,..o\ 
eV1 Cuanto o \Q sc\ecc\o'" y so\ut.\Ó\'\ cic: \os f"o\:>\emC1'5 1 

piles no e::. e\ objeto de es\os notas. Lo~ er('"oYeS 'S01l 

m·, 'l'"C?$Pº"sa\:.i\ic:\od clln?c.~aW>cntc / Yl'.:\s \q cdt"1c.o co,...~-
t('"l.lc.~i'ICl e.'!:> s·1c-r.nf>te b•envc"\dOl. 
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INIBOD})C.C:.lON 

lq -\.eoría d.e func.iones d.e ~ariob\ e lo""'p\ej Q sl.lr<)iÓ en re-
1 a c.í Ón c.on e\ prob\emQ de reso\uc.iÓ" de ecuc.c.lones d\_se'oraít.Qs; 

pe""o a mectídci C\"e fue c!es~rro\\~nd0'5C se rc\ac.íon6 1.onstan­

-\:e""e"'te C.O<\ e.a d. a vez. más n1.1eva '5 .-amas de \as n'l<:!.terr11:~.\:.¡ u:is, 

arrojó \uz sc:1bre \as c\CI ::.es fundC1rnenta\es de func.íor\eS de\ 

Anc'.t\ísís, \a l->iec.ón·1c.a y \a ffsic."' 1-.\a\cmci·bc.<1. M1.1t'no'5 de \os 

hec.hos c.entr-a\es de\ Anú\í<.:.'i5 pud'ierM ac\orC1rse el'l úl.\:imo 

tér.,..\no pci5anclo a\ p\QnO Co<"'p\ejo ¡ \os func."1one::. <:!f'IQ\~lic.cis 
1-ec.'i\:i1eron llnct iotcrpretci c.iÓn tís"1c.a Ínmdinta en \os írnrorton­

tes CCtn1f10S vector'1a\es de la l-\;c\rochnc'.rn·1c.a y \a E\eckrodi­

n~míc.a, proporc.íooc¡ron une1 nota\:>\e \,erro.mien-\:CA parC1 \d 5C­
\uc.íÓn de \os pro\:>\ernas 91.1e sur~efl en es\:os \"amos de \CI 

C'1<:nc.ía ¡ 5e desc.ubr'1CrOf'I re\ac.iO\'lCS e.,he \a te.or~a de hm· 

C.ioncs y \o::, prob\ernas Je \C\ teor\a de proftt_9ttc.'1Óo Je\ 
ca\o.- e.\:c. 

Los C.lle.stiones ~eoero\es de \a teoríC> de Ecuuc.io~("s. D·,_ 
.fe .. enC.io\cs y métodos e:.rc:c.\o\es porn :su re~o\llc.lén, se \ioo 

ba:=.ado s·1emfre en ~ron po..-1te sobre \q \:eorfci de tune.iones 

Je Ver¡ :sb\e to""p\eja . Los. tunc.ione:-. onu\(\:¡ LCI~ se il"ltrod.uje-

1-o" cie uno rnanerCl naturo\ E::l'l la ·tcor~o Je Ec.voC.:1one!:> In-\e­

<3ra\es y en \a teor~" ':)cnera\ c:\e Ope ... qdores. L-.nea\es, c¡c\.a­

llló's :se d.e::.c.v'oriero" es\:rec.\ias rc\ac.\one5 entre \o ~eor(C\ 
de f1Jnüones C1Yla\{ \.ic.C\s y \a Geor'1e. \:r~o . Toc\as e.s\:C\s l..0-

necc.iooes e.ocio vez. mc:ís qmp\·,as J.c \o -l:eor(a áe f.,¡.,t.\ones 

<:.oo nuel/C\5 árc.as ele \Cis l"na\:emtit·1cC\s y otras c.ícnc.\as.,l'Yl\JC!>­

tron \OI VÍta\ídud cle \!::\ ·teoría y e\ C.Ont:nuo crir\o¡ve.C..Í'rnien­

to de s1.1 ;\C\'IYlCI de f ro\:,\e'l"<\oS· 

I.,\:entc:1remos deir uno \c\eo c\e \C\ n<:1\\lr04\ez:d. óurnomen· 

te VllriC:\da. de SUS pro\::.\elYlaS,1 Índíc.onáa \os hCC.hos b~~ic.os 
de \cis J.¡s.\io\:as á·1yc e.e.iones 1undo.T'1cn\.o\es c'1 \as <..vu\es 

se muCl/C \o haría• \Jias I (!SrCTQrf10$ °IJ(! e.s\e \-m'oajo ~Or¿ Q\ 
\ec:.~or uno idea genero\ de\ cumc.\er y si~ní~ 1:..<>.do de \ca Teo.,.(a. 

de tunc.\o"flc:. de \Jeir\~~\e C.om'?\ejo. 



Í..< t\ \'\Ütne.-o J. es tan impor~cinte que no debemos des­
f>erc\icíar C.llantei oportunidad hnc;.amos de l.l:.><:>r\o y ver c.Ómo 

pode"'os opcrtlr c.on é\ ·». 

Si t e.s un po\·,V'lomio de ~rodo \'1~1 Con C.oetic:1entcs 

C.omr\ejos ~ \a e.cuo. c.\d., f le) :::Q S'o9n\ ~ila (!nC.o...tra'<' todo~ \os 

l"\~Meros t.omp\ejo& e to\c::::. ~ue t(~)== o. E!>o:> .... ~.,.,,eros i!: SO<l 

\\etl"TIC1clos \as raíc.es o (.eros de \o. e,,11uc.íón tlc)=o 
C.oris·,Jc.-cse \C\ C(uac.'1Ó"" 

Qo e" + o.,? n-I + a. 2. c.''-z + ... ·\; Qn-1 e + ~" -:: o 
donde o-t- O..o, U.1' • - •• , Un Son nvmero5 c.o""f\e_)os dados y (n\es 
vn e.n\:ero posit'1vo . 'i:n-\-o.,ces {n) e~ \\amOldo e\ orden Je \a ec.1Jaciót1. 

'Un teore"'a t-nvy imporl-o.nh \\o.modo e\ TcarCmQ fundo.mc-nta.\ 

de\ M~c:br(\ ( ?robudo por Ga11ss en Sil \:ésíS doctora\ en \"lqci), 

es.\:Qb\e e.e °i"e C.110\"'"ier p o\",no"'io di! <jrodo (n\ tiene o\ "Me nos 

Uno. raíz. C.ott1p\eja • ~c. e.:.to 'Se; $Í~"e cn\:o,.-,c.es 0¡ve C.llci\'11.1\e'<' 

po\ino'<'<"li o de ~rado (vi) tíenc <!,l(ac.\;o..,.,...en\:e (h\ Yciic.cs Q\~ll­

~<:lS Je \ci$ C.110.\e s f\lCd en 5e1" re pe hc:\ci.s o '"".J\tip\e s.\...,. 
demo:.trac.íÓn la hore,,...os pos~eriormen\-e. 

En e.~ta 5ec.c.ión re::.o\vel"C<Ylos los <:.e.va e.iones o.\c;ie\:.ru\<oS 

dC ~roda 2., 3 y ~ (\as l!C.UOCIO"C.5 Óe 9rado 1. SO" ~Ócí\menk 
So\ub\es Cn t.11Q\~1..1·1er C.a'""fº'). C.uci\"\uic..- m<ftoÓo ~ue reduce \a. 
so\11c.io'n de \Jnq CC.1JO.c.io'" o\~e\:irc¡ÍC.<1 Q \Jno S\lc.es'1Ón Je º\'en:.1.­

t.'1ones rodc:.t1ales (Sumo., re:.-\:e>, m1..1\~·,\'\ic..uc..ió" y c:\-.v·1s\Ón) y \a 

extn1ccíc{., de l'"a\CC:5 e_.,ési,.....os c:\e: Cont'1do.Óes C:onoc.\daS, 

e:; \\a..-odC> \.)'(\0, so\-.c.'1Ó" ?º .. "'ª~" C.C>\e s. 

Lo l'"Cl"Z:o'ri po.ra 0¡oe nos res\;.-·, rijomo s c:1 Yeso\\ler e wa. c.\o"es 

J.e c:irodo s ~ I es C\v(? \aS (!C.UOC.ÍOneS ch ':)rC>do ~5 Cn je­

hCrct.\ no so" so\\lb\e s por r~c\ic.C>\es ¡ es\o file froboáo o. 

rrinc.'ipios ele\ Si9\o m Pº" /\\,e\ y Go\0"1s { w.e\s \\eo~il( 
A'be\, \80Z.-IS2G, norue30 y Évor'1ste GQ\ois,ISll-\832.,frcanc.e's). 

Lo. so\uc..\Óo cie Cc.\lo.c.\o"es C.ocu!r&. t'i c.c.5 l"e so\..,\,\e s e.n e\ t:Anipo 



de los números reQ\es / foe LOnoc.idQ Pº" \o:. h'•n~~ee. y \o:. ~ ... ie-

13os. La ec.uo.c:io'n c.ó'bic.o tue ref>\.le\~º ~º" 5c.•pione Je\ ferro 

(l'i&S - 1546, ita\ic. .... o) en \515 ¡ n"los no fue Co"loc.\do. s·1V\O ~­

to \ca ir...ibhc.ac.\Ón 6c \.,. J\.rs \.\o~na (\s~s) de be<Ón\ ....... c Ccu­

ÓGno (1501 -15}6, itu\\ono J (.O...., \c. f'f"OmeS.C> de 'jUardo.f' e\ 
Secre\-o. <:.a•OC>no \:o.-m'oic

1

n r-ub\ic.t> eo e\ l\ ... s ~ª"3'"'ª \a e.o­
luc.iÓn de \a ec\IQC:10" C\.lciY\ic.o I \a C.úo\ {ue c11c.ontf'aclo ?º" 
Su Q\u......,no luciov-.c.o fe ... .-con" (152'2.- \565 1 ·,\a\iano ) .. 

C.onSiderese \c. CC.\lo.C.\Ón Cuud.-Ó~íc.o. 
o.. e'Z ,. 'o r +c. = o ( o.. i"- o l 1 o. 1 b ~ ( CoM~\(jOS 

mu\l·ip\1 c.o.ndo O.\"l'\'oos m\embYoS fº"' l.\a., o'o\:e .... e,.....os: 

~Qzez + ~a.'oc :: -~o.e. 
Coynp\c\ando e\ CuuÓ'l"a.do, 51).-nO.Y\dO b2 a 0.Tn\:,os n'\

01em\HoS 

~ ui ;:t + ~a.b~ t \,i::: V- "fue. 

e::. dcc.'1r', 

(2Q.~!tb)'l. ::\,'Z-'i4C 

toMo...,áo re1\c.es C.u<lá.-c.1dC\S o ci."'\:ios m\em'-o ... os 

2. o :C -T b :: \) b 'Z - 'i Q..C \ 

(e\ do\,\e s·1~no ± on\.es. de \a t"aÍ'Z. es 
0

1'<'\nec.c. S<::l"río, p\le:>­

.\:o °¡\Je e .... \o. roih C\lo.chad<l Je\ "~"""e.-o C.OM~\ep b'l.- 'itl.C 

~\ene Jos voi\o.-es), fo.- \;-o.ntc: 

PY"o°b\emQ l.\ Rc~o\ver Y'C 2 +~ (2-i)c t (C\-12..r) =O 

So\oc.1cl": IJ~·, \i-ca.ndo \c.. t~rmu\C\ / Con Q. ='l, lo= ~(2.-1) y <.= 9-izi 

~= -~(2-1)-t \Í('-1(2.-.i))?._ ~('i) ( '\- 1 :d.)\ 

2C'i) 

_ -i¡(¡-i)tV16(<J-'i.i-1)-l6(ci-12l)' 
e 
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-e--~(2-.i)t\ÍJ-lli-C\-12.< .::. -(2-;.)+ 0-6t'irl 
'i! 2. 

A\Mfo b\e<'I fª"ª ob\:c"cr \a ra~-z., seo. o.+;.\:>-::. J-6+ '6). \ > 

Qi-bi + 2ClbÁ-:: -6 + 8'i ~ et?·-b2 ::-6 , 2.ú.b =8' , \ue90 \a~ y-a\· 

ces son Q = ± \JZ.'I y b :: :t 2. \[i\. 

As{ r~es \o sc\"c'ci"' en ách"it'"º es·. 

"l = - (:i.-i) :t Vi' ( ltd) 
2. 

EC.\ll\C.\OWE5 C\.\13\(fl.S. 

Co"'-:.iderese \c::i ec.\l<H.íÓ" 

Q-z3 +b~7.Hei-d..::o (~:¡:0) •••.••••••••• (1) 

la t'C'an'iformut\Ón r. = \,¡)- 3t l"cc:\u<.e \e> ec. .. a.c.\ti'<'I (\) t\ \Ji10. e­

C\lO.t\ÓV\ Óc \Cl terma'. 

\>.13-t ?l.ll -f ~=o .•••..•.• - ••.••. (2.) 

y c\ar"!.,me"~e, es 5ut\c.ie"\:e con rc5<>\-Jer (z.~ Co<\ rc~pcc.\.-o a 

\¡J. Po.-o. c\\o i"\,.odl.lt.\mos dos ínlÓ~ó1\.-c:>s \.L y \f C.Of\ \o p<o· 

ríec\c:id d.e C\"e 
U.+ \f:: w y LL \f = - t ................. (3) 

e.n\.-o"leS, J 
3 J fl 

~tv-3 = (LltV-)J-Ju.v-(ll+v-)=\\ltpw=-st y U:v-=-n, 
de. e::..\:o se: S\~\le °)1Je u.3 y V-

31 
son ...-o.íc.es de \o ec...,o.c.\Ó" <:.uaó..,¿-

e·+ '.ft - I-t3 

:O ......•... ···-······· (4) 

Si ·L y ll. denotan \as ra\tes de ( ~). Si V~+ t;. de()o\c:i 
Uno de \os l'a'ic.es C.UCldr¿bc.dS Je\ nÚme:.-o Co'""p\ejo l;\2 f 

\ 'í;. 21 , 
ef\"\:o"c.es: 

y 
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A'norQ Sin pérÓíde1 de ~enera\idad -\:el'lemo:.~ 
u.3 = b y \[3::: h. 

SÍ w. J~nota Una de \as fQÍCe s c.Úbí e.as dC \:., I cntonc.es 

los hes "º\ore:> de U. "'ª" ·. 

\..l = w <r0 

donde \>J "° - l \- .t '13' 
'2. • Re1.a.-dc:mdo de: \a CC.\luc .. -.én (3) C\"e 

lt:V= -,f y J Cnoto.,Jo po.- ?{Q \a \"et. {'l.. cúb", e.o. de .\:t , \o. C.uo\ 

\a '!'e\o.c.iÓ'fl p 
VDifR=-3 

so.·hs fa e.e 

e.s \.íci\ ~eri~ica ... °i"e. \os \:re.$ raíces c:\e \a ec11ac.iÓn (z.) es­

ton el a el o S por: 

e.stus ex~re-:.'1ones fara \CI:. raÍC.CS dC \lnel CtllciC.\Ó'I\ c..'.Jbic.o 

Son tonoc.\tlus co,,..o \a~ ~Órm<.1\Q5 de \.G .... dano. 

C.on~i de re se \a ec.vac.\Ón C.u~...\:ic.es 
. Z. '1 + <l.(. 3 -t b ~ z. -T C.?: -\- d ::: O • • • • • • • • • • • • • • • (1) 

o\ 5esundo l"lÍCmbro \o$ \i\t\mOS he:> té'l'11'Ú""OS Y 
C1 om\oo,;; miem\:..-o':> (~)', o\.tcner<1D5: 

(cz.+ ~ t:)z.=(~l.-\,)~l.-1:.~-J ............... (2.) 

'5i e\ se;¡vndo \'l'\Íe"rObro de \o ecua.c.·.a'" (2.). es \Jn CIJcll'.ho.~o 

pe ... fec\:o, pode.nos ex.\:.-c:ie.- 'l'a~t. C.\lad,..Clda Q Umb05 Ynie-m\:r<os 

de (2.) y \a so\vc.ic'n de (1) se 'l'Cdl.lc.e o re<>o\11e,- c:\o:; e.cuo..­

C:.iones CuGdrcthc.os. 5·, no, 5\lrt'lc.ndo o. a.""'\,o5 rniem\:i·..-os óe (2.) 

e\ téY"mino 
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pa.-o '°c~o\l/c< (3) es :suhc.·1cntC c\eg·,,.. \J.) to\ °¡1JC e\ SC?~\J<H:.\o 
W\ie"'bro de (3) seo un cuu.dro.c\o pcr~Ctto. (\oro.""c"tc. este 

es e\ Ce\"'º t. 

( a..w - e)' - ~ ( ~ - b ·I :i. w) ( \!,} z._ j ) = o ............. M 

\a ec. .. JC ... l..io'" ('t) e.s \l!\a CC\lC\C.iÓ" c.ubiL"4 en ui, )' c.s \\o,..,..Q~<\ 
la 1-e:-:.o\vcn-\:e de. \<I e.C.\lctC.ié" cu.3.-LcQ (1\ . E 1 Í<;)\Cndo C110\"\uie..­

t<:%\Z. de (~) y Su~tituycndc e.n (3) . E\ $e:i1..1"do m\crn'o...-o de 

(3) es et'no.-a Uf\ (1J01cho.do ?e.-tec.to . E.-.:-1:.-ayeV\dO l"o.Í~ C.IJa­
dr~Ja et ombos loJo::. de (3) fcHo. o'btcnc..- Jos <!C.\Jc.c.io­

nc s CV<1d<~ \;¡ C.C\S ~ue dt\n \as Cuo tro raíc..cs d.~ (\). 

Prob\e.....,,;t_l.2. l<.l cooYi"-to de un c.ubo d.e 5 e.ni. , se dczco 

i~c..<ementav pe.re¡ 1)1..1 e e\ "ºlumen de\ C..:>bo 'Seo. de 11iz. c.w?. 

~ Cll~nto c:lebc se.- d\c.\-..o inc..<cmen\o? 

5oluc.iÓn: Sea X e\ inc.Yemen~o c\e<;;Codo / enlorn.e~ (5+x)
3

:: 1'14 

luc90 exhaye ... .!o ro.(z. cú6·1c..C\ oh\:c"c"'a-:-. 5-T.X :: 5. 2.171 o3'i, de 

donde: )( = O. :l.lf\03'1 ~W"I-

Prob\e_~~!.:__3. Lct$ climens\ones de uno e.o.Je' rec.h:i'.,..~u\o.,. 
son de g ?º'" 10 por \'l. ~'""· ¿Qué C::Mtidct.cl C.on·cc.to. 'no.~h, 
tY-eS \1..1.;id."re::. dec.\mo.\es, de6c. ·1<\t:remcn\.arse. to.e!"' o...-i~tOI, 

por~ '11..1e. e\ 110\u"'evi ::;e ín c..-eMe'l"\te en 30C CW\3 ? 
So\u c.ió" ~ e\ 110h1mC-() OY-·13i<10\ e5 de. 8· ID- 1 z. = 960 C:rr.3. 

A'nof"t:l Como CC\clú a...-·,1;.\-a se. deS<!ct ínu·e.....,en~O'<" e.n c.\e.r\-o 

tant\J~á X tcf"lernos: 

X
3 + 30Xz + 1.% X -300 =o 
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tomcu•do \j::: ~ - 3pc "' L: + ~ , n<>s \\e~Q d 2.1 e-¡¡- 3't02.0??t 6'\ =O¡ 

toMonÓo r 3
.: -t 1 Obtenemos '2."H1.- 3'10 2.0t + 6'1 =O, \a. c.Uo\ t\c­

ne lo:> Ycl°IC.C!;: 

-b=-12.5'1,C\'l'il )' l2..::.0.00l'l8 

\:om~mos c3 =- ~' (\a oha do.-ó e.\ rT\""''""º rc.'5v\tuáoL 
e =10. 'OOO~l'O / corno ~-=-e+~ rc"'1.1\\.á '-!-=- \O.C\'1.'2.; ~;,.o\­
me"-te X::. \O. C\'2.2. - \0 ::: O.C\22. c.rn. ~or \-.,, ... 'ro ' C.üclO. O.Y\s\.o 

de\,e inc..-cmen\:a.,.se <!.n o. C\'.l.'l. c. ...... 

.' Pv-ob\c\"l\C\ \.~ Po.- 1Jne1 fUC.\'"to \'"Cc.\o."'9"\a.,. de:: 3m. por s,,.., 
se de se a \n.\-ro J\lc.\i- IJ'l'I <.\e ... ~o O'Oa.C\vc\ / c:.o,.,.,o '<>C mues­

hCl CI'\ \a tí5un>. Í f\ICd~ cl1::TY10!'>t1'~YSC °¡\lC \a ~\\.IJTCI. )(. 

de díc.ho cina.~ve\ SQ\i5fuc.c \'4 e.cvu<.iÓn x'1-3<>x1.+60X-33 :::o. 
E--c.1.1entTc. \C\ o\tvn .. >'. C.CT!ec.\o. ho.$~a do'=> dcc.\..,...o\e.s. 

~IY\ 

So\ución: )(~= 3GX2.-60X+33, 5\1.-nundo 

miem'b.-os: 2. ·¿ 

( y.2 t- ~) :: ( 3 6 t K \ 1(2- 6 O X + ~ + 3 3 

\llc'3º \o T"e ~o\ ven\ e. de e ~\Q C.C.\lo.c.\Ón e.s: 

1<3 +361(1.+132.'I< t \\'52. =o 

-~·· 



SÍ 

51 

5i 

\<: ~- 12. / 
100 

~= ;!+ T 
i!J = t 

-~-

~3 - 300~ t 302.'i =o 
2 6 t302.'fc 3 t IO'=o 

p t 302'i-\:. + IO' :O 

e= -t.22C\~ , ':! = - l.1.06 I< = -33.0' 

(xt-IG.s3t= ?..'\'fx?.-f>OX+ 306.2.'I::. (\.11~GX- lr.'lci~)'l. 
de ªC\u~ 'l"e~uHon \o.s e cue>c\ones 

x2 - 16. s 3 = :: ( 1. 11'l6 x - 11 . wn 
Con e\ ::.i9no 1- \o'!> ra\c.e-.:. son c.ornp\ejos, tomemos ?uc:s e\ 

5\~no (-) de donde obrenemos: 

X 2 + 1-ll'ibX- 3'1.02.'\.::.0 

X= -vH :t '1c1.11)'-'H1) (-J~.o"J.'l)' = -1.1 1 .:t~'l·'ll'{1t-1%.116 
2 2. 

= -1.11!~1:;'\.0'i 1 

2 

~o"'ondo \a fº5'1 ti va 

-1.11.t \\.1"115 
2. 

X = 5. O'\O 7 6 3 3 ""· 

P.-o\,\ema ___ \:_'q \.~ ci\stnnL-.1:1 en\rc Óo!> \11en\e:; c.o.\o.-~hc.o~ 
A y e' C.on in\c.,s\aoóes (\y b 'res~ec.h'1omcn\e I es ~. Lo. intell­

Sidod ro\a\ de co.\or en \)n \'un\o r entre f\ y B es.\:ó. dado 

donde X e:; \a distctnc.ia de~ o. I\. \)e\e.-m\11e \o \oc.o.\i::o.c.\dn 

óe\ ~un\o ~ ~ora I =2. / 0.."'lO, b=30 y R=10. 

So\udón: Sl.ls\--.\uyendo \os dotes 1 Obtene..-oS \o ec.1Jac.\Ó<i ·• 

\0 .!L--
0 see1 \=xi+c10-x)' 

·;'!:... 
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X~ -:i.ox3 + 15 x'+ 2oox - 1000 = (X-5) ( .x 3- 15 x2 t ioo\ =o 
\ue.;¡o bos\a C.on re:;o\11er \a et11ct.c..\Ón: 

')(
3

- \5X1 + '2.00 -=O 

~oto: \10 es Y"e<.o....,cnc1o'o\e usar fón"t\u\os de C.on~ª"º· 
la ta(-z. ap,..olli"1o.da C<::i )(:: <i.:H.C\5 ; \e1-;. o\:ros áo!:. <;;on )','=·\'3.91 

y .X"' - 3. 30!:> \ue30 \a:s \if"li<.a5 at.ep\o\,\cs son: 
X -=-5 y X= '1 •. 32°t5 

E.t.Qb\e.mg_!.:_i"' tn \C\ t\s~~º"°"'~ª C.Y.\Stc \ln f'"º\,\ema fo­
t<\oSO °i"e re.C\\liCre e\ uso no tri.,,ia\ de \"f\é\oáos """'e'r\c.os, 

e.n é\ apcH·ec.e la ecuac.io'n: 

l J + p:c + 2. "'" o 
donde P e-z. rea\ Muestre 0¡11e es.ta c.c.uac.ión t'1ene tYe::. YQi<.e::. 

Yeo\e 5 Cuando y so\o cua\"\do ~ ~ -3 , 

~()\\l<.\Ón: 5Í p:: -3 1 e"<ltOn(.(!5 ·b :: h: -1 y por \as tÓ.-m\l· 

\os ele (ordono 

w, :: ?.í-0 + if:i' :: - {. 2 
3 .)~ -\+fil (•\j:lV31) \.i.h::W'if[;'_+IJJ"l.Vh'= 2 t-\)t ~2. (-1)=-\.1.13 :: 1 

'5•1 I' f.. - 3 ¡ en~ onC.l!S \:.¡ y \-.¡_ Son Cornp\e_j OS ¡ e\ uno C.On_)IJ • 

<ja c:\o <le\ otro 1 puesto <\ue \a ·ecua cío',... Cuochá tí e.o C\ue de­

terrt1\n a ~ \:, y h. e_<;, co" coet\c.ie<1tes Ye.oles, y 5"1 

'<f0::o.t¡\, / en\.onc.e<.:. fü-=-c..-.i\:. 1 \ue~o W1"2.<l, Y 
~1. ~ w (o.-\- i..\:i) t- uit (o.- Á.b) = -CI. -b@ y l.03 -:. -o..+ 'o\J31 
tomo 5e ?'"e~e ..... aca demo-;,.\;l"a.,.. 

Ye e.e \o -:!>í5vi en \:e ec1.101<.\Ón: 

i:on e + s tan
3

e = t (e y t 5on nÍ.lh'le1"05 rea\es) 

muestre C\ue C.5tC4 ec\laCío'n he.ne so\omenle Ufla roÍ"t. oreo\. 

So\uc..ión ~ tornemos c=-t<ln e I s115.\:i\:1.1yc"'Jº en \a ec.uo.c.ío'"' 

ob \:e ne toi os • 
2.'3-\- 3c-3-\:.=o 

•} t.! Ptob\emo. Je \o~ Ttes c.ue:r po~. 
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el'\ tone.es 

Son Yeo\es. 

5; lf'0 y ~ deoo-\:<.,, \a-::. roí e.es reo\es dC! h y ·\-:i. \"C.5-

pec.\iva ..... en\.c 1 e"'\º"' c. es, 

W1 = m 1- ~ es 'rec>\ I en \.o ... ~O ~\IC 
\J.lz. : \.U m + \..llt lfQ = YE' t \fTI \- ..Í.\Gl ~\. ?J0 ;:: \Jl3 / 

2. 2. 

PYob\ema l. 'i! •. JL.I~.c:>.1'...~~ .. ~':l.1'.~º-~l'.~-~a\_A<Z\ _.f.\~9e\.ra. 
E5le rcsu\tC\clo famo:o;o, ~ve f'l"irnCl"O e"vM.lado po.- tl'Man'oeyt 

e.n 11 'ic>, pero dcmos\,..odo fO'l"c.ia\"'e"te . la p..-i"'e.-o de\'Ylo-:.\..,.c.iÓ<1 

rísu,.0:;<1 f"e daóa en l'IC\9 por Go.u->s, C\lando \enío 2.1 aY\os, C"I 

su dise.-tócio',, doc.\:ora\ <.<.. \)emos·\.,..~\.io nove.. teore.Moti-:. om"e11-

fuod:ionen o\~e\:m~ iCom ro\ioY\o\e......, íotc.'?ram l.lnios l/ario'o\ \¡s 

in fodorcs Yeales pri"'º 11e\ -:.ecunti 1:3rnd11'!> re::.o\vé_po.sso>) 

( \.\e\m5taedt 1 1:¡qq). ?o~teriormen-\.e., Go\1~5 ctiÓ oho'!> he:. de­

h'lo:.\..-(jcione5 de este tczoremo ¡ \o::. C1.1oho :>e pueden ~ncontra'f' 
eri el buce< volumen de s..i~ ha'ciajos / cow.o tom'o'1~ en e\ 110\11-

men \~del Kla5~ÍKC?Y Óe< exa1<\:e ... 1.1Ji5SCl'\.5C.hat\:e .... Je o~\:­

wa\J . Otro~ autores de~p..ié~ de Go.\JS':> I '1nc.\1.1yel\dO, A.-_gaf\d I 

CCluthy 1 U\lherl"' / Wei~rrs·ho55 y l<Y"ol"lec1<eY, \:oi .... 'oie'n d\eron 

dewio:.ttac.\ol"le s de\ Teo'e'""a fu,..áo.""e-<1\.a\. 
5u Cnllntluclo Qs: 

\.>n po\\no..,'io P de ~10.do_?i_b_~!'~-.o\ meno:s u"'a. ro{t.. 

Demo~~~~~i".1.: ?ar contradicc.iÓ"' 

5; f'C'z)-== Q" l"' ·l-O.n-1 -C"-'+ ..••.. 1" Q.,c ta.o , O.nto 

e~ Uf\ \'º\\"º"'"º de _gw.d.o t~) \='º"ª C?\ C\.)u\ e\ T(!orema e:S 
tu\~o . E .... \:ol"ICl'~ ?C.'l.) :f:o pC1ro. -\-odu i! , fº,.. C.Of'ls•3uleo .\:e 
\Cl tl.lntiOn F de h ..... ¡ do. por f( ?) :: rt:) e~ \,)f'\Ú. Fu .... c:.lo'n er.\e<o., 
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(a~11c\\Q C\\le es o~Cl\ltic..Cl en tocla e\ p\aY'IO , ª"ª\lhc..Q fª"º 
caoo. va\or Finito d.e ? ). Pro\QcneMoS ci't'la'fa <\lle F es ac.o­

tadQ el'I el Ccimpo Comf\ejo ¡ pa'fu f"o'bci.- es~o / o'c5C1!'1'Vc.se 

que: 
P ) n ( (l 1'1-1 .L .9:..!... .\oo 0.o \ ( ~ = Z Un + 7'" \- ..... T ¡:n-1 z" 1 

pora \?. \ 

\~ + ..... -\- .s1.L + ~ \ <. \('}n\ 
2 ?n•I i!" l. 

\o. + S!!:J_ + -to..\!.!... t- h\ > \ r. \-\~-\-.··+O.o\ > \Q \- \O.Y\\ _ \ O.n\ 
n ~ • • • '2''"' 'Z" r "'" e i!" Y\ 2. - 2. 

po.- t01n~o, \ F ( i!) \ < I< Si 
2. I<. =-""--- en e\ C.onjvn\:o C.om~~(­

\Q"\ Y"" 

h \i!\~r ¡,as~ pves \F(;!)\ e~ c:lc.oto.áa. f.º'" \Jí\Cl c..o .... ::.tc.1.0-

\:e L. 5; !'-\ = m~x ( i<, 1...) se -s;;¡ve °ive \ rlc)\ l. t-\ pCl-rc:i. 

-\-oc:k. i! cornr\ej~. 
El\tot'\CCS F e5 \l(\U ~\l1't.iÓ" e"-te("a }' °'c.otoÓa. Po .. e\ 

Teot"e.mo de UO\\VÍ \\e (Una ~\lnc.io'(\ l!t'\\e..-o. y oc.a'tcu:\o ne­
ceso.YÍOYnente es uno. f1.1<"ia~ con5~an'tc) , F(c) = c.\:e. 
Po ... \un\.-o r e.s c.oo~ \:a..,\:e.:. es-tu c.a ... -'t.-a.d.1c.t.i~ p.,.\leb~ 
e\ Yesv\\;acto dC!5eClclo. 
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'2.. A.LGUNJl..5 ~Pl\C~t\ONtS DE LOS N\lt-\E.'?-.Cl'5 COt-\\'.>\..E­
JOS, EN U\ GEOl-\E\R\fl.. P..~l\\..\\\Cf\ Y EN E\.. C.l\\_C\lLO 

{}\fE REN<:.\ ~\.. E INTE Gtl.~L. 

Sean i!,:: Q, .\-1'o1 y "l2= Qz.+ ..t\n dos n\imero'5 coro­
p\elo'=> , como se sa'oe , é'.:i \:.os henen uno representa­
C\Ól'l hi9onomé-hic.Ci, seo p1Jes 2,: 'r1(cos e, +.tsen e,) 
y Z2.= rz(c.o'!d;h .\- .isen €h.), mu\hphc.ando l1·'l2, o'o\::e­
nemos: i,· li:: 'r1'f1 ( Cos (e, -\-9:a) + Á5en (e,+0a.)) ¡e<.:. de­
cir, 5\ niu\bp\\carnos do~ Y\Úmeros comp\ejoS, de­
bemo'5 'Mu\\:.¡p\\c:or \o'5 vnóc\u\os y 51Jmar \o~ C\tS}l.l­

roentos. 
Esto ú\bmo pen"'i\:.e simp\i\'ic.aY có\c1J\os en9cno­

sos eo c;)eorne\:.da ano\í.\:ic.o, veamos \os s\9u\en\::es 
e~em?\os. 

Pro\:>\ema 2.\ 5eon A"' (o,o) y S= ( a,b) , \Cjs coortieno­
dcis de do$ \J ér \:.ices de 1Jn h\án9u\o eq\l\\ó\:.ero, se 
p\de eY'\<.Ont:ro\" \05 coon:lel"\odos Óe~ te\"Ce'< \H~r\;.ice. 

Sc\1JciÓn-. c.cmo '5e sabe, e\ de~ano\\o con \os mé­
todos coY'l\lenc\oV"ia\es no"' \\e"c:1 a c6\cv\05 eY\9ono­
sos , 9\le no es opo'r.\:.ul"lo \\c:H.e'r a9u\ , y \o C\\le se 
deseo es USC1r n\irne-ros Comp\ejcs f'O"<Cl reso\\Jev 
e\ f>'<ob\emo. Tome'('(\os plJe'=>·. 

i!,= o+ o.l y 1!2:: a.t.i.'o 
f>O'<Ci co\c\.\\ar \eis coo'<clena.deis de\ \:.evc.e,.- vérbc.e, 
seo· C.:3 = X + .i..~ ¡ a'nora c.omo c.acb \.lno de \os 6'n91J­
\0'5 \n tev-\ores de\ h;.án9u\o es de lí./3 o 60° , ~3 
se c'w:>bene YY'lu\bp\i.c.ando ~'2. poY e\ ~oc.\:o'< 'l= e.os ti13 
t.t<:>eY"l'"h = (~2 +.i.. \f3'/2); c'o5er\lese <=\\le le\-=\ y 
1:1v~(z)='ii/3, \ue90-. 

l3= l·2z=(~ +.l ~)(o.+1\:>)=(~Q-~b+l(~'o.\-~Q) 



1 

son·. 

?\.t>..,O ~ofo\p\_E.:Jc 

It" 

X 
-f."""-·--'--"--~~~--> . 

:¿,:o lle 
¡: 1 (D. \"1.11) 

Como se sa'oe t\lo\C\l.l\e"t" ?o\í9ono \'"e<3u\oy, se ~\Jede 
ÍVl'O c.vi.'oiv en \J'(\0 c\YC.<.)n teveY'lc.\o ,; S\..lf>Cl'"lgo~os C\\le e\ 
cenho de dic.'na C.\'t"C\ln~ereV'\c.ió sea e\ CY\~en y i:\,=(a.,b) 
\JYIO Je \os 'IJé\'t\cer:;, poóernos Cei\c1J\eir c.on bCise o \o 
Ol''\'letiO\" \o<:> <:.coYdenoJas Je \os \'"es\:cm\:.es IJéY\:.ic.es 

de\ po\\'9ono re9\.l\o\' , paya e\\o bos \:ei C.C\"\ ob5e't""º" 
q\le e\ Ól1c;¡\l\c A0\3 , donde B es e\ ses\lndo \lé-'t'bce, 
es ~cí do~o por ?..'ií./Y\ , doY'lde Y\ es e\ Yl..'.>me:o c\e \ci­
Óo~ de\ po\(~ono en C.\lestiÓV'I, ('léose ~\'3\l-..a (2.~'2.)). 

x fllc.\.7..\2.) i,::.o 

E\ mis!Y)o método puede \.l<;,oTse payo \'"oteiv CÓY'l\c.os 

c.on-10 se mue5trd en \05 si:ll..l\en\:.et::> ejemf\os: 
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P\'o'=>\emo 2.\"5 5eCi \ct ecu<:ic.ión "'2. - ':,2. = \6 , s\lpon9c:;­

'""ºs C\\le. ~i\'"dt-nOS \os e)es cooYdeoóÓ.os ~5°. tC\ló\ es 

\o ecuocién e\'1 e\ \"\ue'1o 5is\:.emo? 

Sc\uciÓn: se. so'oe °'\Je X= si_'~ y ~-:.e;! , Cuonclo 
z:: ><-T .i.~ , \\le90: 

'";. ;.. 
se a e'= X' ti~· y tomaroos C. = e. ~ e' , su sh \:.1Jy en d.o 
en \o ec.1JoCIÓn i! 2

-\- ~2. o'ote\"\e\'Y\o"O: 

'.il.i. 'l.. • ilj.. '2. 

e~ c.' + e 2 ~· = 32. 

,i. -1'2.. e ;. - -e >. = 32. 

f>O'<" tan to X
1 ';31 + 8 : O e. 5 \o ec1Joc.iÓn bú 5C.ci dd , CO':"'O 

e5 tóci\ \JeYi~\Ccn con \os mé\:oo\os C.omJenC\ono \es. 

P.yo\:i\emo 2..\l\ Seo \Ci ec.\lo.c.\Ón l6X2.+ 2.'fX~ +C\1::!2 t60)( 

-Se~= o ,• <J'.YoY \os ejes \..ln ch19\J\o ·19\JC\\ ct orce.os 'Vs 
y ob\:eneY \o ecuo.c.\ón e:n e\ n\Je"o sis\:emo. 

So\\Jc.iÓn: Corno e\ ÓV\<j\l\o es (;.irc.cos L\/5, e(ltonc.es 
kmemo"=> Z= Y5(1.!t'3i)w,donde W=-X'+.i.~' '5on \as 
cooYde"'odas de\ punto P en e\ -:iis·hrno ~íYodo. \>ti­
Me'<"o obse'<11emo5 que·. 
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\6X.2 t2. 1H.~ tC\lj2 -\-GOX-SO~ ::o 

(4xt3~)2 +2ohx-~'j) =o 

\ue90 S\l5tit\lyendo c\,\:enemos: 
'2. (l\ -Et4+"3¡)W~l('i-3i)Gl + "3 ]-(4t3l.)\.l.l;t(~-3l.)w) + 

~(2(1\+3.t)IJ.) +2<1.t-3.i..)w -~.t(ttt3.i.)w + tlt~-3i)wY + 

~ ( i- (l\+ 3l)w + 1- (l\-31)\jj + 21. (l.\ t3i..)w - 21 (i¡ -3.i.)Ui) =o 

~ ( (i¡+3¡)(i.-!i)w + (t¡-3.i.)(z.+-íi)w)i + ~(<ttt3.t)(;;.ú.)w 

+Ctt-3¡)(f-2i)üi)=o 

'~º ( (l.\+3i)(~-3l)w + (l.\.:.3i)(14t3.t)wY
2
·t 2(('i-\-'3.i.)(31-1.ü.)w 

+(~-3i)(3- 1H.)ül) =O 

J.. ( -)2 1 • • -) 62.S _ )'2. /uJ-iij)-o 
\00 2.S \)J + 2.5 \ll + 2. \ 2. '5 A\JJ - 2.5 J..\.l.l :: iOO ( w-\: \» - \OO\~ -

2<5X'2. - \(}O~· =O 

tn e\ có\c\l\c d\te'°enc\a\ , p1.1ede oyucta'< \o IJO'<\C\­

\,\e comp\ejc.1 Pª'°º 5\~\\~iccn cci\c\l\os. 
P\"ob\emo 2..\5 5eon ~' = eCl.)( CCSbX y \j2.= eo..xse11'ox , 

se pide encont"ra'I- lj~"'l y '.;i"1 \Cis de\'·wada'5 n-és\mos. 

~--
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5 \ I ll . • a.X 1 • a.X 1 . 

o uc\on·. sea e= ::11+.l':h =e. cos~x +""e senox ~es 
c\eci'<" ·. 

seo ~=l(at>..\:i~ y </> = m~ (~ .\->.'b) ; \\leso-. 

lnl ( • )'"' (a.+.i.b)')( e. :: \'" ( (05 <I> + J. sen et> e 

=. rn ( C.osn<t> t-.i.SeY'I ncjl) e_o..x ( COS bll. \-l.Sen 'ox) 

ln) 1'\ O.X ( . ( ) • / ) e: = ~ e. ces ncp .\-'ox +A.Sen ,nq¡ -t'ox 

~o'<" \o \:an\:o: 
~~n)_= r"'eo..x cos(n</i-\-'ox) 

\j~1 
::. 'r" eo.x se"' ( n<j> +'bx) 

debe enteY'lclerse \o simp\ific.ociÓ"' de \os cc)\c.\.l\os. 

P'"ob\emo '2..\6 \)e maneYo anc:Ho9CA 5i se no-:. pic\e 
. enc:onhoY \as in.\:e<3yo\es S(eo.x cos\:il',)dx y S(eo.x sen'o'l<)dx 

SohlciÓY1º. poYo e\\o ·. 

S(e.C..\os\:ix + 1eo..xsen\:ixl dx = s ¿a.ub)l(dx :: e::1:~'X +t1+C2. 

Q - ;. ti e<o. t.i.'o) ~ c. . c. = + ,+>..2. 
Q2. \. 'o2 

.:;: 
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• s eo..x e.o 5 bX c:\x ~ Q Cos'ox .\-'o sen\:>x + C. 1 

o..2 +bi 

S e.o.V. Se Y\ bX ch -:. o.. sen bx - 'ocos'ox +· C.i 
o..2 + 'o2. 

resu\tod.o ~1JY conoc\d.o. 
Aunc:\'.>e despues se..-ó omp\iac\o , "'ª~º~ o dect\l­

Cl'< unC\ fó'"wi\.l\o pa're1. ca\c\l\a.,.. \a C1J'n10.\:.\.l'fO de \roo 

C\lY\I Cl dad d. el"\ tO'f'IY\Ci paYomé.\. 'f \C.o \.\ 5~ n do \lor\Q­

'o\ e C0'"'1~\ejc::A. 

Pro\:>\emo 2..\1 5 eon l'.C-t) , ~O:) \05 eC\.leic.\oncs paYa· 

mé .\:yic.os de uno CIJ'f\IO en e\ p\oY'lo X.~ ; e.orno se: 

sa'oe de\ céA\cu\o Óite'fencia\ \o cur.10\:u..-o \<. esta 

do do f>º": 

1<- \\j" x' -x"\l\ = 
- [><:2 + ~·213/2 

\~x -x~\ 
( 1' 2. + \! 2 }3h 

Sea ~(-\:):: X(-t)+A.~(t) , '2C1:.) = X(-\:)-.L~(\:.) 
~<t):: x(t) + ¡ ~ <-1:) , ~ Ct) = x(\:) -¡ ~ (t) 
~ ( -t) = s< cu + l \3 e\:) , ~ e le.) :: x <-t.) -.i. ~ ( t) 

iq:\ - ~ (t) 
' 'j(-\:) = '2.i 

(l) 

·l::. 
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son dos \,lec es chte'fencio.\i\es. 
Sus\:.i\:.uyendo en (\) : . .. 

= (~)l4i)-\V!)l~) 
[(i;íY- +li;j.~rJ

3

h 

\i'i-i~\ _\ImC:kif)\ 
2 < 2. ~ Y'h. - < ?! )3 

Co'rrlo e~emp\os de: º?he.oc.iones·. 

Pro'o\emo 2.\8 Sean X(\:)= Q(.\:.- <:>en\:) , \j(-\:):: 0..(\-C.ost.) 
\ds et\.lac\ones fdYO.YV\é hicas de \o cic\o\d.e j se óeseo 
de.\:eym\noY \o C\lY\Jo \:.uY~ e"' cuo\C\\.l\e'" -\: . 

'50\uc.\Ón ~ 
i!(\:.)= QL(t-5eY1\:)t.t(\-c.osi:D 

l(t.) = o..[(1-c.05\;) t.tsen\.J 

~ (.\:.) = Q[ sen-\: - .te.os-\:. "1 

~U::) = Q [sen t .\- .te.os-\] 

\ Im C°i :¿) \ -= \ Q2 
( cos.\:.-\) \ 

· \i\ = \Q\~'2.(\-c.os\:)' 

\(.:: \n..2. (c.05-\:,-1)\ - 1 

\a.\3 2.\12'(~ 1-cost.')"3- 4Q\sen-\\ 

PYob\emo i. \C\ C.a\c.u\o'f \o C.\.lr-Joturc:i d.e \o C.u'f"ª 
X(-\:.):"3\:.2 , ';!(-\:)='3t-l3 en t-=\. 
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:e ( \.) :: 3 \:4 + ¡ ( 3 \: - \:.3) 

~ ( \:. )-= 6 t + i ( '3 - 3 \:~) 

~ (-\:)-= 6- .i(c) 

• \<. = \Im(:k ~)\ _ \"Im 6(6-6.t)\ = ,.li_ = l 
.• \;!(~)\ - \6\3 \6\3 6 
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J. ORSITAS D'é Sl\TEL1TES. 

Covno '5e s°''be -~odo r.~mero C:Ol"l"l~\cjo 2: \o poác~s 
l"efre~et"l\;O .... C.0"10 e = Y"e,-"9 • Si Clt) 1 r(-\:) 'i 6(:\:) soo 

~l.lnLiot'le5 de\ ticmfo 1t, hne.mo:) C\ue ·. 

_ d~ _e!.- lo • ..l.o dG _ [M-i ... ºªl .ie 
\f - d t. - c:l1c e + "> e. d \: - º t )..1" º -t e.. . • • • . • . • . ( \) 

el'-! ·[.ck . óe] .L& ~ [ói.r . ¿ze • il!. c\e] 4e 
Y Q::. dli =J. o\+ ..L'< dt e. o\: t dll. +.t.r"Jli +J. dt • dtJ e 

- r 01
r - (dª)"l. . sk .&.. . ¿te l ¡a 

- L o\t. '<' ,H t V el\. o\ t H c:H .... j e. ...•...•• (2.) 

A'ooro \C1 Yc.i.pídet., 9ve "'º 12 & o\:.-u c.o5a.. 'l\JC \a. '""'0.5-
ni Le\ de \a ve\oc.i cL::ld 1 e.~ c\e L\r: 

\'[ \ = \j (~~y· + \_r *Y' • - •• - • • • .• (3) 

pue6to 9ue \e.¡ª\-= i 

Obsen1u.c..\Ón: <=\1.1"1C1'\e:> e::.ten tam·, \to.vi-cado~ co.-i e\ f\­
r.ti\it.\~ Vec\oda\, poJ,..¿n o'o:.e..-11a....- ~ue o;,í e, y e2. reyre­
sco\an \05 \lec:\:are5 \Jt"\

0

1 tcn·\os O'l"to5oou\e-:, en \o.s 5e.n­

l-¡ cto~ ro~\\.i11os de \os eje 5 X e ~ I fº,. \o '1uc poáe­
rno::, esc....-\\:,¡y\a ~Ó'C'ml)\a c==Y'e 46 c.onio :C:=(tt_o~e)e,t" 
(rse'<le)éi.. Qoe deri'1ó.nd.o\ei da. ~cml.l\o.-:. e.'\l,)\vu.\en­

te$ a. \as l1) y (i.) 1 pc..-o \"fll)c.ho YY\d:; c.ovnp\i c.a.~o.s. P\ 
\'1'\edldo.. 9uc \o.· ~·1eV\c.0\Cl se d.esdrro\\o, íY19enieY-0$1 

f(5ic.o'!I y 'fnd~c:mQ.\.¡ e.os eiprenden rú?\clu..men\:e °¡l.le. mll­

c.'no::i ~Hob\emaS Se. 5ÍMf\; tiC.C\'O <jY'O.\"IJl!Y"'ll?Yl te 1.)50.'0dO 

e.l(~onen c\a\e s c:.o...-ny>\ ejct. s. 
C.o\"\ e!>te es~\le'C'no es·b:~v-nos en tooclí c·1ones Óc po­

dev- otnc.o...- e\ prob\e'rnd de \as ÓYbi to-e. de \oe. so.\:é­
\¡ tes. 

'5uf'ºº9º"''005 .,~e e 1 """y Q 501'"1 e\ de~r-\o:t.U.W\\ento' \el 
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\J~\oc.'1dad y \a C\C.c \eyoc\Ó<\ áe\ 5a~é\;\:e. YC.':.fe.c:.\:; vo.""c."'\.e, tuyo. 

mcis~ es tT\ 1 tOt"I re\Clc;ó., o. ll<'\ Clle'"\'º °i"c. tiene \.J(\Q maso.. 

PI, \oc.o\;t.o.do en e\ oyt9en. Dc.sf'rcc.ía,....áo tod.o.s \o$ t\lCY­

"l.a<;;, c.xc.erto \ad.e Neui\:on, \o fucrt.a E-==-\<:.VV°l'r-'Z.e¡e 

de h'\a9n>tud l<m Y"-z 1 °¡\lC ahac. ~\ So té \'.\:e 'noc'•ct c.\ 
Ori!3en 1 e...-. c.ontro,......os ~Ónnu\o::, <!n 9\lc. ·,n\:e.-v\enc \c. ó..-\:i·,. 

\:c. ole\ Sc.té\itc. - l>e Q.t\le.-dc o \e¡ \ey de \a ':'.lrn11i to.c.\o'n 

\)n\-Jef"Sa\ de. t\Jc.w\:of\ C\\JC ar\f"rt\Cl: c\o-;, C\le.-po~ e.5téYÍC.05 

de Y..-.osas m y t"\ se atraen ton \lno. fuc·n:.c:. de. Y<\as,­

ní\\ld 1 Gml'-\'1"-z., donde. Y c.~ \a J·.s~anc.'10 °¡1JC sc.?~'fct o. 

SIJS Cen\:.-os y G C";; \a c.oostante IJni"e<,;,.:.\ de ';¡l"u."\\:.c.. 

ció" 1 c.uyo \/o\or só\o depende de. \o.~ u ... 'idotles ~m~\ea­
Óas. \1erno$ VÍ!>~o °¡ve. \o ~\lC.«l.o. he.ne l.lna mo~n\tuct 
I< 'M r-¡ ( = GI-\ nn-z.) . C\l.,.nclo r e.-::. c.\ ro.Ó.\o R de. \o. he...-'fú, 

le... Nlo..9"; luci ele \u \'.JC."r't:O. e.s e.\ \'e-=-o 'r<\3 c\e\ 5c..té\\\;e, 

<\SÍ '\l.le rnc:i = \<. ~ y ~ :: <j R?. / ~··e."d.o '.) \a o.c.e\en:>.-

c.\o'n de \u 5rnvcdo.d.. 

ljt',\·1't.o."do \a 5e_900Óo \ey de l\Jew~on r;:,-nu te(\C'N'\0':>: 

c\1 c: _ -l. .í.e 
d't~ - -\<,.'( e. • - ... - - - . - l4) 

e'5to Y \o. ec.\lot\Óo (2.) \'\O~ \\c°'c. O.'. 

c:\'Z.~ Jr Je (da\?. . ir_e -<. 
ó-\.'Z. t'?.i df ~ -t" ~J T..L'C c\l¡ = -\<.'('. - - - • (5) 

EstC1 ~~ \o.. ecuuc.\o'..-. J·,\e<e.nc.ío\ 9ue rí_ge. e.\ movimien­

to de e.ste Sdté \¡\:e J C.on \o C\lo\, \Q prirne.-a fa'!le de nu~­
h-o \:l"a'o~o , esto e.s ?l~tMr e\ "rnoóe\o / está .\:.en"<llnod.o.. E\ 
paso si5u\~n.\:e. tonsl5\.e l!:n ex tre\C\" ínronoo.c.\Ón de e.\\a. 

T9\la\ci.._Jo \o.s pc:\r\es \.Orl"espoodie"\cs de e::.to. e.cuQ.c.\o'" 

obtenemos : 

y 
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l"rlu \ ~¡ p\; e.ando \Q 5e'3uoda e.cua c.'1óo pe..- \' , te"'emos ·. 

2- ( ri de) 'Z. ~ + d" de ( ) d-\- cH = '( ¿-t;i 2x d\ · ¿ \ . . . . . . . . . . . . 6 

poY \o c¡ue fCl'<"a a.\~una c.o"s\:a .... te Yea\ 1 c., 

.,.i d<:l = I' (1) \ d \: '-.\ . . . - . . . . . . . . . . . . . ' 

E-:. fc{c¡\ ve .. ~\le é5~e. l!.'5 uo c"'unc.\o.do Cl.oG\í he.o de la. 
to.mes.a Ley de Kep\e...- (1s11 - l63C), 9ue c:i~\..-mci. ~ue. e\ 
sa-l-é\ite. SIC. mue\/e. ~·191.1\e"do una. óá.>íto \:Cl\, c:¡\le e\ vec­
to..- 91Je vo. de.s.Óe e.\ c.ue.<po c:.ent<al ~ti..5tt.\. e\ so.té\¡ te, 
btH'(e 'fe.~ÍOf\CS de. ~H!aS \~Ua\cs C.'1'1 ÍIYtC<va\os \ suC1\eS de. 

t·•empo· 
En efec..\-o, IJ¿a.-:.e la 5igu'•e."\:e ~i9\l<ot ·. 

El c\1'ee\ de\ se.e.to .. c\n.u\o...- es d5 = t'f2 da , e-s~o es 

~~=t .... ,* 
A\..o .. a co..,...~<::it'o.ndo to"' \C\ e.cuo.c.io'n (l-) \Jeme'!> pues '1\le 1 

~\ C.O.mbio ev-¡ e\ che.el ~ 12.'5 \)('\Q. (..ons\o.ote y de a.'vi~ e\ 
re.su\ ta do. 

Übo.;.en10.c.\Ó"' 

di - J. ,,.z. de - .L" = ~ d-t - 2. 1 dt - 2. '-1 2. 

5e Conoc.e C.omo Ve\oc.ídnd O..Yco\o..-. 
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( on S Id en-e 1'1'\0S sÓ\o e\ taso 

n~fíc.a 9ue e\ sa~é\¡\:c. 9ire1 
la ecuaciÓv. (1) fClro C:anc.e\or 

en e\ Cuo\ e, >O I \o °'lle s•s­
e.n e\ Sentido pcs"1l\llo ; U~C.MC5 
la VOi ri o \:i\ e r Je la ~c.uoc.lt\., ( '1) 

c:l d d .... -~ ..l. de 
e on e 1 = e, c:\t , 9\le 55

1.1,1 ¿ii!" ___ K .. ·?.e.ie 
\1 1'.•'tVldd en IB • 

l"lo:; 1 le11a c.. •• 

d'l.i!'. = - ~ e .ie Je 
d 'la. c., d-\: • • . - . . • • . - • • • • • • . (i) 

9ue fº.,. inte.src.cio',.. , Conduce q: 

d~ ..lK ¡e . e__¡ªº .. 
dt :. C.- e. + H.z. (9) 

donde C¡ y 9u '5~n Constante s. reC1\e s )' (7. ~ 0 . \-lay vor\~s 
morteras fª'"ª COrnbín<:!r \°'s tó.-mv\e1os o<Jtedore:; ~ ob.\:el'le.­

oho.s. Por cjemplu, podc ...... os i9vo\c:,. \o:; 'Se.911...,c\o:;, mi.e.o~ 
bYot5 de (j_) Y('\) vnu\.\:<f\-.<.c...ndo e\ Y'es~\'tado por e-.(.G, 
pa Ya obte"c .-: 

es dec.· . .-

í9uo\ando \os po.-tes C.oY'.,.esfonchentes obtenemos, lo.s 

doS ecuc.H.\One.S: 

Jh. = C. l. Sen ( 8 - 90) • - . . . . - . . . . . . . • - .. (11) 
dl 

'( sk 
dt 

= ..!S.. + t-z. e os e e - eº) . _ . . . . . . . _ _ . _ . . . (l z.) 
C.1 

·~:;.. 



'trl'J \\.1y\ it.CAndo 
tel"ICW\OS 0¡ue: 

, de 
(\'l.) flOT" \" Y Y(! COrdof\dO C\llC r ar:: (¡ / 

= c.~ • • • • • • .. • • • ( 13) \" = ____ t~·---­
.!S... te~ c.os(e-eo) 
C.1 

!(.. t C.,l-i to1:>(e-e.) 

Sc5Ún \a \le\oc:idad y \a po::.iciÓf\ c\e\ soté\1\:e. en u., ·,":;,­

h.n\:c. ?c:n-\:; cu\ ar, ch9o""os t =O, \o. ~Ybi to d.c\ soté\-..\:e es 
toda o porte. Je \°' 9rúh Lo ele. esto e.luo.c.íÓn orÓ"noriQ en 

Cooroe"adoS pc\o.'("C!S • Supon_gomos pc:wo =>•mp\•hc..o.,. '\uc: 
los ejes es.\:ó., oríe"\oáo::. en \o\ formo. °¡\lC 6o=O. fodernos 

fº"er esta ecuo.c.iÓn e,-¡ lo formo: 

2. 

"'::S...>o 
'"' I< y 

'f .::--~f\"'----
1. '\- E. to~ e 

E = 

• . .. • ............. ( 1 'I) 

Cuando E =o , \o ~.,.\:,¡to es \Jfla c.'1rc.unfen?i\c.\o. to etec.\o, 

de\o ec"oi:.·.o'n (l'i) h"e...,as '<=A, e.~ óec.ír xªt~ 1 =Az. 
Cuundo E >o , \Q 3"áhc.c. de (l'l) e~ \a ~rM•c.o de \05 pun­

to:;, P, ( 11éa5e F¡_s"ro) C.Oo toordeoodu-;, tec\.a,,..~u\ores (X,~) 
A 

y e" tocrdeno.tio.~ po\ores (e,r) ta\eb '1"e l<<e y CP=t.·PD, 

donde OP <!5 \o ch~~c""-'º r desd.e e\ o.-·. 9cn o P y Pt> 

e.~ \c. cL5\onc.io ~ - r lO:> e , de \'.' o \a re e.to X= ~ . 

A.,,: p\les C.\Ju"\do E >o, \a 9rúhLu de (l'l) e~ uou c..óoit.a 

de exc.c:n.\:r; <.ldod E, e5to.f'ld0 U<"IO de lo::. ~OC.05 e.n e\ ori-

9ef'I y \o \(neo re e.tu X= + Lomo J·,rc~.\.-·-i:. 
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- - - D 

o 

Lo C.Óo
0

1C.Q es \loo e.\ipse C.11o"c\º O< E <.\ í \)'00 ?c:..-u'bo\~ 
Cuand.o \:. = l. y Vr\o retomo el.e \rno \.,-,? ér\:.o\o t\loncto C: >1.. 

\Jorios de \as tót"m\l\as C\todo.S a.n\:cs ';)o" Útí\cs fªr<:\ 
c1·1ve.-sos proró-.:,·,\:os. Po..- ejem?\o, 5; se c.o ..... oc.c,.., \o~ va\o.-cs 

l'hlmél"-\c.os de \as C.o('IStontes C., y C.-i y 80 en (-=J) y (11), ~ 

Si CiclC,...~S ?e C.OnoC.C'"' .\:o,...\,·,é" \os vo\orcs de 0 y 'r peno. 

uo t:icr to ~-.c...,..po \:.., / cn\:ot'le s C.o'""putodo.-o5 e\ct.hóo\C.t"lS 

fUl!dCO 1.)$0,.. (:¡..) "f (\\) ~OYG C.ncontroY- Qfl'"CXimot.\QOC.!> Mf""é'ñ­

C.ClS de e y y- Co \:.icm~05 pos t-e.¡o..-cs. Se. re"\...i·.c..-Cf"\ .-né-to­

dos numé ric.os, Pº'"°luc exc.cp\:o e"' \o:o. e.osos e..-. ~\lC l~s 
Ó'rbí.\:-o'S SOO \l'f'la C.\n:.\l"tCl"CM.ÍO O \lOo porCÍ'oo\Ci ¡ e y 'f 

l'lo "!>O" h.1nc.ione s c\emc.,..\-o\es de t. 
Todo!> debcr(o'N'IO!> sobe..- o\_:io ch Mís~ov-\<:1. l\.,..\:cs de. 

\a é?oc.o Je ~ewton / l<e..r\cr desc.\lbríÓ 5~5 to.-no5o.$ 

leyes \Jo.\'.éY>do!:>C \'ª""ª e\\o Óe noto\,\e::. ob5e.r~ac.io1'\e5 
de \os ?lane.\:.Qs ( -:i"'-\:é \í \es de\ 5o\ J, '11.le 'na\.( u.,.. 5;¡ <:\o 

- hec:'nci::. ?ºr Tyc.'no \?:.ta'ne (IS't6 - \GOi). 

la ?riMern ley de l<e.plcr die.e.: 
11 

la':> Órbitos de \05 f\~net~s SOfl e\ir-:;cs Coo e\ 5o\ eo 
\lnocl.e S\15 foc.os.

11 

La se ~l.lf\da. 1 ey d\c.e ·. 
\1 

Los C\lc:i.dro. d.os de \os pe..-íodos 5on \'io~orc.íon o\es o \o-:. 
C.l.lbOS de \o-:. ch5tu"'l'º'-" meJ'\ci5 :

1 
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f:: __ ..... P-i_._ __ 
\ t t: e.o:; e 

'( 2. ~~ = c.. 1 • • • • • • • • • • • (1 s) 

~ \'ar\.·,r de \!\\as , Nel.llto" dcd\l~o \a \i:~ de. \os hwer50!> 

de \os Cuadrados ~lle de"-C.rlbC \as focn.dS D¡l.IC e._)c.-c.~ e\ 

so\ sobre. sus so\:. é \1 t c. '5 • E\ re su\ ta á o e.o" ~u_)o a N c.\llton 

Q dar noc..ímicn\:-o a. su ley de \a Gravi.\:. 0 c.iÓ" IJn\vc.rsd\. 

P\'norc:i nue s\:.-a tarea toos i s\:.e. en ve.- C.Ó""O es °i"e 

\\:lc\JJ.\:oo \>udo ex\:.<a~r inton<"\dC.ÍÓf'I o port\r de \o e.l..io.c.iÓn (\!'>) 

eo to-..o de <\ºe ~u'b\c,-a tcn\o\o C.onoc."•rn~en\o de e.xporieoc.i<1-

\e5 Cornr\e,:ias. Empecc ..... o5 :º" Z= re'" 9
, e toni\,\~.., 'OC p\lc­

de ex pre Sar Como l -::. A e ... 6 /1 + E tos e y C.01"0 e'·~ e.os a + 
.i5en e I te'l'\C,..,,OS 0¡\JC.: 

to:;. e + ¡ C,:,en e 
\ t E e.o-:. e 

:f\ i.(co"'a + Á5en1H-E) dB 
( 1 +E c.o-.:.e)2 d\: 

i. de \' ~:<:., 



es Óec.i"" 
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ü ( .i.e.'º \f= ot"' -;;::- + 
Ej..) -¡;:,- e., ............ (lli) 

C.1 e, .io t,' 1 .í.e 
--;;::· r<- e.= - -¡;:·ya.e. ..••. Ol) 

fº'" tMto, e\ su~~\\ \:-e 5e a.e.e \e<"o 'nc..c.\o e\ o<"i_5eo , y \a 

Moi~o•t1Jd óe C:f>~°' ac.e\enu.\Óo e!> ÍO\/C'~º""cn~e. f 1"ºfº'"" 
Ci O'Oa\ o\ c.iad<ado de: \Q J.¡i;.\-ooc.lo de\ or'i~en ~\ Sd\é­

\;.\.c. '5c ci·,c.c '11Je. [\)cu.1\:c .... rel-ru~ó \o p1J'o\ic.uc.·10°0 de su 

Íeor(o. de. A.tro.c.c.\o" (o de \u. :\'u"'i ta..c.\Ó11) l.O u<:o~ co vi~·\a. 
Je 9-.ie s..i profío tcor(u no le -::,c¡{;~hz:.o C.omp\etumetlte 1 

'nc.i.f.tc.. C\"e ti.le e.upen. de demosi:.ro., e\ 'ncc.'no S\_91Jicn \:e·. 
Dos e:.te.-os _roJ•o\Wlel"\te "1omo.9é"cas en e\ -s.c."tido Je 

91.1c \o.<;; den5'1Óadcs \'.<\ e\\ os, ctep cnde-n so\t1men\:e. óe. \os 

d \5 tc:t.nc..ia S 0.. 5\) 5 (el'\ \ro':J ¡ 5C o-\:'oC n (.O<Y\0 5\ 5\l':> 'mO.~':> 
toto\e~ es\u11"1cn:"1'\ <:.o"c.cn-\:ro.dQ".:> e"' S\l$ <.entro-.;,. 

lJsoM:l.o \.,,.-:, ec.uo.~\ooe'5. K =g?.L 1 y-i~~ :C, 1 N =C.t.5co(G-0o) 

y Y 1t = ~1 -\- C.·t C.O":> (El- Elo) ; se f'-ICÓc:n de\:c,."'"•"º,. \e>1s. C.ons­

to.\"\te"5 C.., t.L y e"' . (..io ... Jo ".:>e. \..-o\:-a de \lY\ $u.\:éh-\.e. 1:\"e 

"5e de~rre .... Je e ..... e\ .. ..,~\o.-.'te -\:::o, e.o(\ eo~o, r=\"o, 

@ ::: Ulo y .ÓL :: Jlo 
c:H: dt 

Eri ~f e.c.~o 

\ 
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y en e\ c.a:;o de. C\"e C.t :fo , 90 5C. el.e tan·"""º a ?ª...\:·,.- Óe 

\a!:> do5 fón ..... v\os 

11.o 
Sen Ela -::: - e:;- e.os 90 

:: t"oWu - <3'?-.
2/r:w. 

c. "l. 

En C.a5o de C\"e C.z. =o, \o ór'oito e_5 ""º l\rc.\ln\ere.,..c.\o, 

y 00 1!5 hO só\o i11of\ic.oble, sí"º \:o.,.....6"1e'" indeterM\<"lado. 

la Órb\ ta 5c ,.¿ \Jno C.í -<e.unte ren <:.\o s'1 y sc\o ~·, Jl.o "-O 

y Y-;w: = 9P-.2 • 

(O SO por l;cu\cn· ·. t_ n~cn\raT" e\ n~me. ro de rn"1"V to5 ~e C.e• 

Sat"ios fª'"ª C\llC lll\ '50\.é.\í\.c. c.omp\e\-e \In c.'1rc.u·,.\:o C.e'l"rado 

s\9uicnc\o una órbita C::.i'("c;u\ar (o e.o•!>. C.irc:u\o...-~ d.e <Jl!O 1<;..,... 

pal" Cntima de \o supc..-hc.·1c de \a 1-iC'l"<"C\. 

So \u C..\Ó'il •• ~abe"'º~ C\\lC ·d w~ = q R4 
I ele. s?e.jandO o.. ulo 

o\:i\:e ..... e'""o,;; 

Tarnonc\o Cj = q.'il 'm/se.g"I. , R = G~ 1' id' m y Y-o= 6Si-)( \O~ '""·i 
tener'ilOS Wo ==\.\X 10"

3 \o C.110\ e.'1u"111"\e. CI q10 '5C<j\J"dº"" fº'" 
raJ\c\n, o 5eon 5100 sc._:iu.--dos fº'" .,.-e110\uc.i.;" C.omp\e.\:o, 

O \o ~lle es lo 1n\::.mo: C\ S '"11in.i\os fºr t"C.110\...1c.\Ón • La ~i:;to­

't-ic. V\OS áíc.e '\llC. e\ primC'r '5a~é\i·\:e. \an-z.ado ?ºr e\ 
"º""bre' en IC\51 I e\ \\ 5\'uln•r..'' sov"1éhc..o' Comf'\e-\:ó \Jn 
CÍ"f"C.uí\:o Óe 5u ÓrbÍtd e\í fti e.o / f'ero e.así c.\rc.u\d~, e.n C\G 

wúnulo<;;. 

l\'nora \'\os proronemos ciec\uc.\r \a Te.re.ere\ Le.y de. Ke­

p\e ... , \a C.\lCl\ da e\ per"10~0 T de un ::.a\:é \¡\:c. <:.uyQ ó.-\:iit<1 

e.:. l.lno e.\·,psc. '=>upon·1endo que o<. C..C'L <( K y ~~e. e\ si5-

tel'il<1 de e.cor c\e.--c.daS se. cn~ucnt<"o orie .... \:o~o en to\ to.-­

\"fl~ C\\Je e.,=o' pciro dcduc:, .... 9ue e.n etc.e.to se. l.-o\:.C\ de \.)1'Q 

~\tl'sc. 



c.omo \e1 ec.1Joc:.;ón se enc.1.1e,.\:ra en coo.,.de"'aÓos po\o'<e'S>, 

Y:\ÍX 2 +~i.' y cose::. X C>.\lC a\ s..is\:-.\:..,;~ o\:>\:e"'e""'os 
~l('I. t~t.I I 1 

t (x+ h) + 
l1'l. 
:i - 1 

e~ \<2 
( ~i -e~ e:~)< 

\o e.t\l<:lc.io'n se red\lte se"c.i\\ome-nte. 

~..,e. V'IO e!> o.\:.-e1 eoso. C\IJe l.lna E.\ip5e. 

2. C.4 v'l. 
y b = ---=~' ....;":.,:_ __ 

l<'l.(K'I.- C~ C.~) 

o. (i-tn)2 t L = l , 
Q.2. b'L 



A'nora 

'c<'(K'--C°!'Ci) 

c.~ 1\1 
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y Como hemos Sup\)e s\:-o °'\le o (e, c .. t.. t< I esto Si~n'i\1c..a 
C\"e o< b <. ~, o.sí pue:> o.. e5 \c. \o"_gi t1.1J de\ senii cj~ ma­

yot: / en \anta 9\le 'o es \e. \on<j"-t" d ele\ se""' e.je. '"'e.no..-. 
Veomos, fOlt"Cl \:c. ... fY'\iocn es-\.o se c.c.',Ón 1 \oi Ter C.C<'"O ley ele 

Kcp\er. So\,erne>S °i"e e\ qreo Je Un.a c.\ipsc e:; 'tt~'b l Q5: 

C~ K /i. ::. li n.b : 'ií ---­
t< .. -C~ c.¡ 

Corno d tad\o 11ec\or de\ o.-·,'3e" o\ Satt\·,\-e harre lln ó .. ca 
o ve\oc.".dad CQr\-;.{°'n\;e c.,12. ( rz * = C, 113 ~~ = .st) 

\o tons.\an\:e \~ ~ó\o depende de \o w.o'<>a de\ C.11eq:10 e.en­

tra\ y Je lc:.s IJnictade!> l.lSo.daS e"' \a5 rneá" c:.·1ones. 
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P\"o\:.\ema 4.\ Lo <:n'10\11en~e de "" c.ínu\o c\e Y'ad\o Q, es 

ha1"c:iJ.Cl f'O'r e\ ex.\.,.e ...... o d.e \Jno C..ie~Óo, \a Cuo\ tto '5°•dD 

\:en'<>ado solo"e é~te. y desp1.1e'o;. se c.\e5envuc\ue ele\ c\n\J\o. 

t-\ue:s.he '1"e \o Ct..iuc.\Ón de \o en>Jo\"e.n~e es'té. el.oda. f'º'°: 

Q lO ( • ) :e ::: e. 1 - A.0 

donde 0 C$ 'tCo.\. 

5o\u<..ién·. ónte.s Je c\esen"o\11e ... \o. cuen~a / 5\l ex\.'r'emo es 

Un p\.ln.\:o A. o;,o'o,.e e\ c.(T cu\ o Je e.entro O, '-º"'º !'>~ ve ~"' \a 

f.¡ 9.,..a. s\~u·. cn-\:e. 

Oesp\l¿S de C\1.1e \o C\lerda ha s"1do de<;;enno\\ada sc:.\,'r'e 

e\ Circo AS c\e\ c:\Y-c.\l\o, e\ exherno P e5\Ci.-Ó. o u""' di!:.-

t01nt.iC\ B f = As = Q9 de5de e\ r..iv..~o Je .\:o.Y"l~C'f'\c\O 6.. 
E\ 1 o - - - .o.e rcaÓio IJec:to• o r es :Z :: 01' -::: oe + 6P, JonÓe 08:: Qe ; 

f>°''<ª Cf\lon.\:n:H BP J Mte,.-.o-:. '1ue é:s.~e tiene ma~V'lituó o...e 
1 , • , - • ..ie 1 • 1: 1 • a 0• y 9ve es-tCl CI. 90 oe OB ¡ peyo .t.. e e;-tu · etmioien o 1 

de. OB ¡ \ue_so 6P be.,e lo direc.L\¿" -ie'ª. E:;tc es·. 

l3 P = o..e ( - J.e'ªl 
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l = 06 + aP I ob\:encWloS ~ue·. 

·o ie) le e" Qe4 + Qe (-.te. = Qe. ( 1-.Á.e) 

a.ue es \ C1 ecuoc.\Ó"' de \et envo\!Jente. • La Ctlla c. ión ú \~¡""º 
da 1 C1 loc.Q\i~o<.iÓn de \Jl'l punto P, pal"O cuo\9 uie.- án~u\ o 

espe c.í f¡ rn +. los portes rea\ e inio9ino..-i d de e son: 

X=Q(cose +e sene) '::\ = Q ( ~en G - e ces 9) 

Prob\enici ~.2. lo potcntio de un n..Smem C.ompl ejo en C.:1nc­
mcO:ic.a, Se usa pon" demo~\:ror el teorema ele. C.liebys\..ev -
Roberts' el c.uo\ e:-:.ta\ilece ~ue tl"eS bovro¡5 d\tercntc.s 1 

ewl:lcu\C\d ns CI'\ ~ pJnto"=> / tra"Zarc'n Curvas de ClCopl e id~-
h CQ.S. 

~ 1-
1 
1 

! 
1 

\.....-----·-

' 
' 

' ' 
r. -~· 14 ).l"'! - ...... , ' 

)---- ~: 

I 
I 

: 



El"\ \a ~¡9ura. C1 ... \e.-·1or se muestran -\:res .borro5 .,,.bc1.1\oóos 

co 4 \luo\o5, A6CD ca" u" pun~o P d9•áamcn\e -=>u_¡c.\:o o\ cs­

\abó'(\ ac.op\Cldor 'D<:. lo \.,.oyectoriQ tro-Zodo po.- e\ pu,...\:o 

CiCop\oÓo'" C.~ \\orno do \)(\e cun10 de oc.o\"\e. ~cmo:i>tro,.c?"'os 

'\ve ex;s\en dos bar.-os de .\:.-es \,.orno::. cu·\"1c.v\c:tdos en lj 

punto-;, ( AE GI-\ y BF\iM) 0¡uc tro.-c.on \o rn>s""'º Curvo Óe a­

Cop\ e. 

PoYa emoVl\,.or \o-:. os', \\otYlod.os mcc.o.n·,:;,mo::. onQ\03os, -:,~­
'rnCW\05 \05 c::.\o\iMcs PE y \:.f\ o. \o$ cs\o\::.onc-:. dodo:;. to\cs 

°¡üC />.'i)?E to<<nC Uf\ pc:Ha\c\o~rorno . Dc::.?vé'$ ::;"''"'º""º"" \o::. 

e:s\o'bonc5 PF y fS tal °¡llC PFBC. Seo\)("\ poro\c\c2''"°'"'º· 
Loe~o, \os \,.\án~v\os E PE. y f'rl\ 0¡ve sc.n se ...... cjoo\-es 

Cj\ triQV\~...i\o dado De P / es\~" tijo"6 e1. \es c:s\o'o<:>...c:~s 
E? y ?¡::, 'rcspec.tivomc"\c. ( o'b.-,,er-Jc»c e\ o•cteo e" \os 

án3v\os o< I ¡3 I t C<I (.aclo. \ ... ~"':::I"'º ). r; ... n\mcn\e \os e:;­

lo'ool"ICS Gl-\ y \-\\'\ se s-imo..-. porC\ c.om?\e\:a,. e\ po•<a\e\o -

~YOW\ o G ? \-\ M . 
P1.1ede \Jerse 'mtu\ \-1,Jamc.-..,\e 9ue d -'.i<iiLo _gro.do c:\rz. \-.-_ 

\::ie.-\:cd c:k•\ 5¡,;,\:ema "'º se o\'terc:\ ?º• \Q fon<ia c:.1d.., óe 

\os .\:n?S po<o \e\03 .... OT<"\0°5 • Evi C.Ol'l se CvC<'\C'iO e::1pc.-o.rnos C\"'C 

C\lOV\dC e\ r1..1nto p clesc..-\be \o Cu.-vo 6e CI C.o?\e de-\.e..-­
IYlinodo po... e\ me ca 1"\\Smo P..~ C. D , e.\ p...io\.o l.\ \:.-cn:."1 0\31.l­

no cur\ld. bie<i c\.eh'"'\cta. No cb-:.tat'\\e, tomo Óef'1'o~\,,.ove­

rno5 e.\ ~\ln'to M p e.-""ª"'e (C it'\e1 \\:e..-c.do ;; \ue50 e\ s'is.tcmo 

/\E GM C.oo~\-,\uye uo 5\-;,\:e«ia de 3 bn...-os c.on 'i ª'"~'cu -
\at\o't\C5 í y e\ 5is'tcmc:\ BF"l-\1"\ tom'b\e'n (O<is\:·.\:uye \ll'I 'Z>i~­

tel"'Q de 3 ba•rctS Con 'i a.-hc.u\c:.c.i ones. t\ ?unto P f>t.1ede 
se..- visto como u" ?u".\:º cie oc.op\e. ya <;;ect de esos 'me-

C.a'l"li"Sl""'O'S o de\ '!>\e C.C\1'1\5"''º ori~ina\ ~'CC. D. 

Poro de""o::.tvo.- C\"c e\ f ,,.,\:-o \V\ pe<'fV'ClV\ e te e 5tci C\oo<:J. · 

'"'º / de...-.ost•a.-e-"'os ~ue e\ \Jec.\:o.- c_o~f \eje: 

t:111=AE+t:GtGM 
no 5<Jtre vo..-ia c.\ones co..10..-.d.o \o \..oc.e e\ p•Joto \>. 



- ¡e, 
AO = Q, e. 

de °''\": se 
to11 ÓctÓos 

'5'_9uc:: 9"e \o:> -1ec.~ores comr\ejos áe:seados e.e.­
fo..-: 

- - 11 J. <a .. \-o<.) 
AE -=OP ""'rQte 

¡(e,+ ti(') 
EG = .. Ao., e 

do"de \os qn.9..i\o:!. de e.o.da 11ec.~or CM re.sf ce.to o.\ e,)e re.a\, 
\-io.n 5\do usado:. (On'IO t:1r_g..irnc<'\~Ol!. de \o:; c.orrcsfº"'Ói e"­

h-o ri.'.i"'e.-os c.o,...r\ejos. 
Üe5pv;s de s-i::.t• 't.Jir cs\:a.~ 'l'e\o'-iOn<!::> en \Ci exf'"C5\ o:.. 

pc:u·a. C. t-\ e:"'to" t<o.-no:S C\"e 

hO ob5~an.\:e I \Q {Ot'\ ~iclod '°)"e. apo..-ec.e. C.t\ es.\.c. po.-éntc '5\5 

e::. \o 5umo vec:\:-o~ia\ 

tn~s A 13 

co..,plejo 

De t-AD t e.e= AB 

e!>""º tonstonte l/ec.~o ... ia\ 1 c..:iyr:i. 'l'epn:~'::>en\.QciÓ'll 
e!> ·,~,H .. \ u\ n~maro \"e.a\ t , 'j l/CtVl05 9ue ·. 

Zlo\ -:: /{ f e.i~ = cte. 
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lue90 re\ ~l..ll"ltO t-\ pc.-moneCe e<?>toc.-.onc:n·\O, C.Ot'l\O \>Te-

\:end(OMOS dCf'\o-:.tro.- Y c\ teore"'o. hca 1:>\cÁo dc"'o-:.\ro.do. 

E.1-1 e\ oirartad.o (3) \-ie""º~ vic;,\o, '\l..le \a po~-.c.\Ó ... de 

Uno f><::l'fttc.u\o. I Se: ex~l"e.~o IY!Cdio ... \.c \)"' nÚMe .... o Com-

p\ejo c.o .... o 
.i..e 

'l-=-Y'e 

donde r ~ E) 50n \o~ (OO't" dCnC4tloS po\a'f'e~ de \et \°'º .. -
\:i c.u\a. Tornb"• e'.,.. 11irno'5 C\..ie de .. -.~etndo e:::.\:a expre-s\o'.,, 

enl.On~•c:un0'$ \c. 'lc\oc.1a\o.d \1 de C~to po..\~c.u\o. ¡ C:~ dC!-
e: • .,.: 

\J = ( 1~ + lr ~~ ) e .te 

\l 
iG : e. I 

. U. . ¡e ;. =-te 

~e Uo ~un~o en \os J·,re cdone~ 'C'oá\°'' y to"'3enc.\o.\ 
(Qft\Q se Yn1Jes.\:..-o ~" \Cl ~l_sura 

e 

""'I 

11e1110:;, '11J<: \o exf>res'1ón ~<Ha \J \:a""\:.-.én p-iec\c se.- e.xrre­

~odo en tot"mo po\c:A.- c.omo 

\J"' '<'U.+ re' ( iu..) 
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De. monc..-o. COt'r\0 

es~., \,\\if'<'O. CCl.lo.C.IO'<'\ / mues\:.-o c.\o.-oW'le<'\~C el.o~ CO•""f'o-

~e ... te.s, \05 C"o\cs Co.-.::.~\\:uyc" \o o.c.e\crc;.c.1ón ..-oÓ\ci.\ (a.,..) 
y \o oc.e \cn::1.c.io<1 \:..-a'f\s11e.....:;.o\ (Qal e.o <.oo.-J.cno.áo.5 ?º\Cl­

\"eS. 

Con e.::.l<! rio.no,..ama, ?ª~amo.,; o rc11\<;;.or \ln pro'o\e..,..o 

(.onc.re~o donde s.e \.a~o. l.l"=>o de: \o on\::c.-·.cr. 

Pra'c\ ema ~. ·~ Ce,\:o de~ó::.-. to áe ª~"ª e~ Jcs cc.,. 9 o-
Jo C.01"1 ""°'\'\dC:L c.onsto.ntc VR re\0-\-1"º o \os o.5\"º"" áe 
U1lo bo.-n~ Ce<1t<'>~l.l;:¡o Je dc:sa'.3úc. '0<10. ospa \;p¡co. 1 
e~ \)n o.<c.o C.\<eu\ov de 'roJ;o Q y c.c .... ho en c. , \o c.o\i -z:.o-

Jo O.u<1a d1"'to .... do. Q des.le c.\ e.je. O de:\ Ceo\:..i~".Sº~o ... 
lOls o.s fº<E> estó,.-, so\ dadas o \o Ns¡: d. a c.e"~.;~.,go.ÓorOl, 
\o C.\Ja\ ~\ro C.on ve\o'-\dod an~u\o..- (O'l"IS~o".\:e l.JJ. Se. f'­
d.e e.nc.on\:.-o...- \o vcloc»Óod ab::.o\u~(j y otc\c-n: .. c.\Ón d.e 

\)na pe1.r~(c.u\a e.n un f\Jn\o r' / \o<.o\\7:-odo por \os clV\31.1\os 

y, Y 0 C.O><'IO 5C 'MvCS \:,-o C:n \O. ~\ 5)-'VCL 
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E\ ve.c.\.oY de po:»ciÓo de \o \'º"'tk\l\a ? e.s~a dado fºY 

z =oc. -t tP .:: a.e1 ~- o...e.i.Ct\>te) 

y Q.k .:: \.f ~ 
o\: 

~emes °l"e. e\ \lec.~of" \Je\oc.•á.o.J p->e.de ex~~eso...-se. c.omo 

. \J = 1 l.ü.w e.11\1 - Ca..~ -\- \[i\) e.¡(~'"ª)] 

5¡ de '!>eomoS fode..- e\"\l.On\:f".,..,. \o"5 CO"""fOnen\:es de 

\o dc.e\e.-oc.\Ón Ci \o \~Y,30 de. \Jo..-·10.'5 d\'t'eCC:..i.OnC.5. ~Ol" e­

~e~f\c. f \0~ C..0<'\~Qf\Cl"\\:es e Q~ I QY\.) 0 \.Y'Ci\I é 5 de \os 

eje5 ~¡Y\_ \o:> Cuo\e:. ~\'C"C:U'I C.Oo \o. "n.ledo. / f'JC~Ó':n tc~c.\\­
\"r\er\ te Co\c.u\~.-Se I Y\o tondo °'<Je e.A.e ::. \]"~ y 1 e.A.ql::: \.ln 

so" vec.tores \ll'úto.,.\os fch·0t,\e\o-:. a '$ y "\., "<c~pec.'1:-"'a­
men\e • \7or e~o 1 fodcmoS usaY \°' ~ó..-mu\o. de E.\l\e..-. 

.i.0 ' e. ::. C.o5 e -\- .1. 5en e 



i ( "~ )2. QS = -a.u..i t- o. ui+ o:- e.osa· 

Q'\. ::. Q ( 'vJ + '!&- )'2. SC.f'\ 0 

Si \o 0¡\Je. dca7eamo~ ~\Je.Se" \o.~ C.oM~o"cn\:es Óe. \<::i o..­

ce\e ra.c.io'" (o.. ... ,Q'J) o \t> \arc;u Je \o<$ ejes hjo!:> Xe. '3, 
e."'<.oob·amos tt ex~c.\:c:o .... en\e \o,;, fe:., .. \:~::. ree1\ e '~°'~'"º"'º 
de a., deSp\Jcs de sust•\:uir c:os<¡l+ A'5Cnt¡l por e. ... ~ E:i\ \a 

el( pre S\Ón 

Ú..x = Re (Q) = Q5 <.os <P - Q'r\. se" qi 

Q~ = J:..,.. (Q) -:: Q ~ Se." q1 + QI'\. <.o!'> q> 

Prnblem~ .. :.~t. \Jeo.MQ':> ohora e\ 5\~l)\e.-.\:c pro'b\CmQ I 

dcnÓe OT'la.\;i:.a""os la -s15~c.-. \:e 5• tuo.c..'•Ó" •. lo-;:. "<Z"'o\1"'º~ 
p'<"odl.lC.en h.1erz.as. 5; \a tven:o ne\:a ~\/e o.c.\:.Jo -..o\::. .. e 

º"°' portíc.ulo de. \"f'\Q$d. m f'>ede se..- ex1ne:so.dd c.omo 
\.)O Vec. ter Co""f'\ ejo 

F = fx t .t f'3 = \=(c., c.') 

\<:\ (-.\C1\ e~ IJOO t\l'H.\Ó" dC \o ?O?iC.íÓn e y \Cj. Vc:\oc.ido.~ C1
1 

\a ac.e\e..-ac.\Ó" P"ede se.- ex\'resodc:i. e" b f.o.-..-no 
r ( ') " r- c:,c: =me 

esto C<.1.>o.c.io'n es 1J"ct t::c.1.10.t.iÓn d-.\'.-e.-enc.\o\ ordino.-ío I!\'\ \a 

\Ja.y\ab\e <..o....,p\eja r:. 
Suf""'~º""ºs 9'H! u<10. ro. .... ~\c.u\ct Je rnCf.$ci '°° e.,,.\:~ s'-'jeb>. 

Q una h1en:.t1 Je mct~l"li tuJ l<rn V ( doodc \<. e~ con~\:on· 
te y V es \Cj. vc\oc.\ddd Je \o rcit·\~c:"\º) J;.,..¡3\d"' qoº 
el'l Sen t\do ant'1\.torario Je\ vec~o ... ve\ooáa.á. E .. n.on\.f'cu· 

lo -\: .. c.1yec..torio. de. \a pct..-t(c.o\e1, si éslo. \"'\c..\<i dc:=..de 
e\ or\.9en e.en ve\oc..ido.d il"lic.•o\ U. / d·.r"':f\(:!o. o. \o \0..,..90 áe\ 
eje X. 



y 

11 J.. ') • 1 r = m F(~,c =..tKl. 

c'(o) = 1'.~ -= U. 
Z (o) = ~o = O 

d ~ = c.' = u. t ¡ \< l. = ;. I< ( l. - '\';) 
K 

es\a e~ \lnc:t ecucu.1ó ... chtcrenc:.\o\ del t\¡>o IJay\alo\c:s. 

'"'era.,..a\o\es / <=\"e y>1.1ede ser expn:·sadc:A c:.omo: 

\Q C\.lc:t\ 'w1~eg .. .,;'(\Jo\o ~os. dc:t 

\a COn$bu1~c 
\ue_go 

t:. _ ~~ = (. eÁKt 

C. , se e~\ c:.\.l\o so\o·, et\clo °i...ie i! (o)= o ;. 

"7 ~ - - ~ e.:Í.I(~ 
i;.. - i< - 1< 

Es~o ú\hmo el..ioc.\o'ri no=- die.e q..,e \a fºYt(c.1.1\a de5-
c..r\ be un c.( rc....i\o Óe rod\o U./1<.. / e;o e\ se.-. \;"áo on~i \-lo~ 
l'Gi•O o\re~eJo.,. cte \ln C.en~ro \oc.o.\'.t:udo f!"() U./K / LOMO 

se mues\:..CA eV\ \e;. s·1g1.1i en \.c. ~'.9'"''ª. 



-'lo-

'x 

En \:b...,inos rca\es, \o ú\hmo e.c.1.10.ti¿"' de \c:1os c.oo.-dena­

clos de \o (urvo : 

\l. 
X = Relc) = k" Sen K t 
'::\ : Im l~) = ~ ( \ - e.o:> I< \:) 

la5 re5u\to.clo.> º"\:e.-\cres YI05 C(yúdº" o exp\ic.d..- \c:1. 
Cciu5d. de '1 

"'101/\Y'Yli e~\:0$ en 'frz 'fY\c\\no" / e.n \l'1c:A pe\( c.ú\ o. de 
~\u~áo qúe rodea Ci \l"' e.je. (-\n.;\·1s\5 h\drod\l'\Ó.m\t..oS de 
\u'o~'\c.on \:es, mue.s\:ron 9ue C\lóndo en un eje se. m\leve 

'fod"tc:i\\'neh\:c \.)(le) re\( c.v\o de t\uído C\l.)e \o rodeo 1 ~\ 
Huídu e~en.e uoc:l COM\'onente de ~uerz.o 9ue d.C.~Jo. 
e" cÍn.91..1\0 Y"ec.\:o d \o direc.C:.iÓn d('\ YTIOV\mien\:o. La 

• ..,. ~ ÁU. e.i.K\: • d \ C • • 
ecucit\on c. - ~ = K '" ícc:t 9ue e eje su1.-1ro un 1no-
vimiento c\,-luloy de o.-bi\:oc\Ón . Es\:o 5i5nihc.o '\"e Ut'lc:i 

perturbcH•o'n \"1Ston\:O..ieo Corno un _90\pe o\ eje / sacar~ de 

su pc~i c.iÓ" de ec¡1..1'1\ibr'10 y \:e" den:~ <:!. p.-oduc..ir u.-. re.,..o\\.-.o 

i.-ide seo\e.\e en e\ ce..,\:ro ele\ e~e / o mMoS 9Je s...,hc.:1 ente C.un· 

hóod de tlu(do pre:ie"te / l'lloje fdrn C.011.\ro\ar \a i:¡.m~\i\:..id de 
lo5 re\'l\c\i.-.oS. los l'erno\ino5 produc.e.-. f..1e.-~o.s ( norrno\cs 

a \a ve\oc.iclc:id). E'f>tos apt1rec.en e.n Uflo. ~ro.o ~one.ood tie 

me <.O.'<ÚS mo s. 



C.ot\11·1ene f ,.eNeo\eMen\e, hobojo.- con un \'.Ot'l}ul'lto Óe eje5 

Coo.-Óe"odo:'i> mó"; \es, orie<>~ oido-:. e:i \o \ 01"50 de le.< ton5e'I\• 

te y \a nonno.\ o \a t'l'C:a~c:c.\:o,.\co J~ u"º rcu-\::C.1.1\a \1\Ó\1'1\¡ 

la\es e_ies dehnen IJn e,i.,\.cmo coo.-denQdo ·,nlcf:n-:.e e.o . \..os 

P'ºf\edodes ~eo,...é ~ .. ¡e.as y c.·1nemé..\.-.c.0"1 Je to\ sis\ema 
'ó<UdV\ o..'noro e<0t\ldiodoS. 

Pc:uo. e stuJio. .. \a 1.1e\oc:·1C:\0J. <l." -\:é,.m:..-.os ¿.e c:oorJcano­
Jc:as ·,nh~ .... se e.os / o'l:>servemos ác: \o \¡~'-'"e> 9..ic c.vo'<\do 

""ª ~CA ... \:~c.\J\o Se YflUe\IC Je: \o. yosic.\Ón r o P' I '211 un 
he'""Pº 6-\: / ésta 'rec.on-e u11 o.'l"C.o /)S, y sv vec.\:o"" de. 
posic.iÓV\ cambia de 2 o l.-\ll.c. 

Por de~i .... ic.;~ ..... , e\ \/ec.~or l/e\oc.\dod es-. 

\J '::: c.' 
1.:m óc . ~ _ de d5 

= c)t~o bS ó-\: - ds ~ 

de le:t tl_9v<ó vemos 91.1c-. 

ch _ 1.:"" ót =T- e.í.lf 
dS - 6':>-.o t::.s -



~ = 0.fg r.': ClT_9 ( X'(t_) + Á ':!' (-t)) 

la .fon'l'\O io\.r{>'\Sec.a oe\ ~ec.\:o.- CiC.e\e..-o.c.\Ón 5C2 C..iCl.)C!1'1t1"C1 

dcn'1ondo \o ex~Tes\Ón po..-o V , eo \o fo.,,'l'IC1: 

• • .L'I' 
N=..c.T=,<.e. 

e\ C.uó\ o\:.v\c:1.men\e tie"'c \cn_gitvc\. Uni\o,.io y ¡:iun~os el 9a° 
en e?\ 5ent\do on't-1\.-oro.,.io Je T ¡ C.<>fl es~cs no\.-csc.io'" \Cl O• 

ce\e,.od0:.. ser~ 

d\ s1.á ~ N 
O.._= d·P T + cH. d'\:. 

A ~ \ 1 'novo . eX\>TesemoS \~ 'le\ocido.d a.l'\3u\0Y' d\: de VeC.tOY" 

ton9ente \.)V\\.\:o.-\o e" \o "º"""ª: 

donde 

ll- d'P ~_.,.ch 
cH - dS dt - "' o\: 

1-<. :: J~ 
clS 

define \et C.u..-"a.\.uTct de \a C.url/o en un punto ~. 
De ac.uerdo a \o o ... \er\o<, \a oc.e\e.,.oc.iÓn es·. 

~=\~\=\*'\ 
es \\o.1nl.'l.dO e\ (ClJio de Cvn/otu<C1 Je \ct t<Gyec.toY\O. en \ll'l r1.1nto P. 



l'"<l"Z.ÓYl 

e\ C\)o\ Co.-rio Se l'Yl\lest,.o en la ti_9U(0 I es e\ \(m\ \e e\.~\ 
ro.dio d.~\ dYcu\c 9\lc es \cin'.:.\C'" ~e a \o lmyectov-·,o en 

~y 9"e ~u5ci Pº' \IV'lo vec.i<1dad de\ pun.\:o ?' sc\o.,.c \a 
ho.yec.tov-\a. C.vuY'ldo P' se ap,.ox·1.-ni:> a ~, e\ C.Íl"{.\l\o 0<1-

tes descr'1\:o se o~,.oXil""la a 1.1<1 cÍT1...u\o \ívni'te , \\o ..... acio C.ír­

cu\o de CUT"\ICltllT"O o c(v-c.v\o 05c.u\o.doY I e\ Ccnho d~\ C.\lo\ 

C5 \\owiodo cco~•o de: Cufl/u \u,.d. 

Ü'bse ... vesc °¡ve S, es t>º< d.eho\c.iti,.. posd:\vo y \o a­

Ce\e Ya c\0
1
"' pue Óe ex p.,.e sa..-sc en \a far"'ª·. 

Q _ Ó2s T t(\~)1-\ t.\ 
- ó\.~ - ~ } \\1 

1 \ ( 1 ft oonJe C S'1_snc -\-) O (-) Se "tOmCI. de OtllC'l'Jo C.0"'10 d.t 
e~ pos·1~ivo o V\e_gC1 h~o. E\ primer .\:érmioo d~ \o. \i\bW\ a _ 

ecua<.\ÓI'\ e-:, n~.,·tH~c.\o '°' oc..e\e'f'o{.\Ó,., td<1~C\'lt'1a\ ¡ en \;ó,,tO 

que e\ se_5undo té-rmi .... o es \\uwiodo \o <::1ce\eroc.\~ Ce't'l­

l'<Cpe ta / por9ue é~~o. s\emflre es.\:á di,.í~\dó hociu e\ 
te .... tro de CUY'\lo \:1.1.,.a. 

Rec.on:iQY'f\os 91..le \a. d»<ecc.io'n de\ vecto ... to'fl,9et1te T (!fl 

\)VI p\ln\-o r, es Q.'\\le\\o. \(!'leo \im\te PQ I ~ue rio5c\ f'ºf 
dos puotos t«HC.o'C'los f'~ Q de \q C\l,.Vo. lve90 1 e\ c..\r<..u­

\o de cuvveitvfei 0V1tes cte~i..,\do, puede sev- de!:>c.,.\\-o Como 

e\ l<m\te de\ c.('((1.1\0 d hCIVéS de he;; \'.'u..,.\os C.€f<..O'"'O$ 

(P / Q y R) sobe Ul"lci cuvvó 1 c..uo.rido Q y R c.o<ivef~evi a. 

P¡ \os hes punto::. se muestra" en \o S'i5:)uie .. \:e fi9~ro. 
fa,.\: o det¡..,¡ c\o'"' C.OVI hes ?"n\-os c:k\ d"<c.\l\o de C.llNotul"a / p-ie~ 
de ve...-sc ~ue es ~oh~\l'V'len\:-e CC)u\vo.\en \:-e "' \o de~i'(l\c.\o',... Ó~­
da. aY1te..,.\ormeote. 
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Este r~5ú\~ado I es d\91.h'ld? lle Ce~ 'l"t\C'f'lt.\onodo por e\ :SIS"'e"­

\:e CY'l\l(\(\od.o: E\ c.írc.u\o de. Cl.lrl/atura es e\ \(y"'-.\:e de \o"<> c.h·­

\:u\os o \.<o\lc's de he!> pu"~os rn\ly ce.-c.u"os el'\ una cur110.. LCI 

f19u<o (o.) m1.H?s\<o 9ve es l"\eC.e:>ar\o paro un c\orcu\o e.orlen 
Ci \o C.U'rlld dadci. en Q / si é :5 ~c::1 poso f'º"" hes furi\:o~ 
cer-c.o.r\OS. \'.:" e\ \Cmi~e C\JClndo Q y ~ c.onlle<~e"' o \> 1 \\e­

'3º""ºs et. C\_úe e\ tcon:!rno. ~eo.,....~\:..-\c.o de '\"e \o c.u<l/o <.or­
to. a 5\.1 drcu\o de cur11otun:. el'\ e\ pun\:-o de \:a"5:1e"c.io.. 

Qbserva.c\~ri. ~ E s\:e \:eoYemo 110 se C.l..lmf'\e e11 f..:>ntos a\s­

\o.Jos de \a Cú'r\lel ~o\ COY>'O Sl.ILCdC Co \os Vérhc.es de 
l.ma e.h?5e o md.s 3eoe<a\mcnte cuu11do \o C.IJrl/Q es C.ortc:\­

da Pº" Ufl eje. de. s\met.-~a . De Vlec.'no e\ teo<c<ña "'º "ª\e 
s• \<!i l"..IJr\/O dodo e::. \lo c.:rcu\c I pl..leS (ua\"\\J\Cr- llOf"Y"'d\ de\ 
e( rcu\o es IJ<\ eje Je s\"'e \;,.(o. 

Este teon""'°" se. °1\11,;,.\:,.1:1 e .... \.!l ~i9 1..1ra l'o) \~ cuo\ su­

~icre .to.mbié11 tOrt"lO C.onc.\us\o'o verific.o\:.\e, 9ue todos \os 

drcu\os taV'l_se"tes (Con ce-n~'<"OS e:r. \Q fct<te tcmc.c:wo. de 

\~ C.Uf"l/O.) en Uf\ funto de \Q C.u1""0. I ct91.1e \\o~ 9...ie ti ef\Cl'l l'fle-
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l'lor ~odio "\Je e\ áe\ drc.\.l\o el.e C:\.l'f\lal\l(Q , eo;,\:o ... ~o ínsc.y\.\p:; 

E!Y\ \a C\JC\/Q en \a \/CC.Í1'1áocl de\ ruo te de C.O(ltoc.\-o ¡ Y aciue­
\\o5 c:'.\\.le \o tc"-9ª"' mo.yo..-, e$\o ... ~" e" \e1 po...-te ex\:c.-.·'o 
de \~ CIJ>r\/o C1'1 \a IJ<?C.iodo.d Je\ f"l"to Je C.Ol'ltc>c:\:o. 

Pcm:t ex f>'resa.- \Q (UYl/a-tu.-o d.e \Jf'\O c.u..-..io. l::Y\ tl)nc.id\'\ de 

c.o""fº"'<:?"~cs co.,..\c:s\one\s ele ve\oc.\dod y ac.e\e't"ac.iÓ", F­
d~mo::. USoy \a e C.l.ltH\Ón •• 

USo.ndo \o. res\o pan::!. der\-lo.Y cm.\:o.n y feC..<:>1'do.<1do C\.JC 

s / :: \ \J \ -= ( x' 2. t ':!' ~ ) Yz \ \ e .9 "'m o ::> ci \ Ye ~u Vt el e:\ o 

Esto e.cuoc\o'n / nos da \l"I \'1'\ccho fci.<"c> tC\\t.u\a< \o cu,.110\:u<a 

de. uno C.uYvo cua..,áo X c. '1 son fuf'\t.\o,.,es. ó.e\ "cie"'fº· 

fl.nQ \o_gamcn\:c. / si \Jl\OI e.u""º se dd. e<i \c. ~º""""º '3-= ~ C.x) 

e(\~Q\'\C.CS / es~o imr\ic.a ( \.omcu,do -\_:')() C\UC: 

5 í \o Cuvvo 

e'l\tonle s 
i ( l' (e))2 ~He) ( f''ca)) + 1 \e) 

[Pea) -+ (f'(e))i]'h. 
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luol'ldo \as cocrcle'l\odo.<;, corte•>10"'º"' de U!\ ?ºº~º so\,..-e 

llf\o C\1'1"110 Son tu<HiOl'leS dodoS de U<l ¡:>orÓ.\'Yletro t 1 \os llecto­

'rC5 \Jn\ 'co ... i os \:o\"'l~C'I\ \:e y nor"'o\ p...ic de" co\c....i\o,.o;;c sc.90,.. 

\as eé...io.c.io"cs 

Fretue<llCr•H•nle ¡ "º o\:.~\:o.ntc ¡e\ Ya~\o ~ de \J<l ?Unto e::. \l'(\0 

~c.lcin do do Je\ Ó."'g"\º ?º\en qi de \a for<Y'O-. 

\' :: f ( qi) 
t.~\o n~rresen ~oc.\Ó,., po\~ ... , c.'$ esrec\ct.\W\en\e C.oo\/enicnte 1 

poro des.c. ... ib\" e\ C.011 \:on'lO de úl'I d1sc.o de \evo 1 Como -;;e 

ilus ho en \a 5 \~,i\ Cn .\:e ~\ .9""ª I dO'f\dC q> Se .,...,\áe Ó rort\.­

dc u11 eje X h)o. 

No 

\Jerernos Como e.Y"\C..0<1tra,. expresio11eS porOI e\ vec.\:o.- U<\Í\:C1r .. o 

ton.9en\:~ T ¡ e\ "ec..\:or \m\\.o..--.o Y\Of'r'f\0\ 'noc.\Q o fuero No y e\ 
cÍY1.9u\o V entre e\ ro.dio vec:\:or y ~º. 

5·, 1 rc.preo;;eota un vcc\or to"9entc, desc:ri \:o fº<" \l'i\ pun­

to ? I 9ue es \a ·ho?..Cl de\ fev-h\ dado CY1 \o di rece.·,¿.., lo­
mada \'YleJ\onte. e\ \olrcmen\:o tle. \o. \o..,~í\ud de. orlo 5. t\ 
\"od'•o lle<. tor <:ornp\ejo OP 5e da Como 
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5; \l(\ o\o5er..,ado.- víojooJo 'noc.ia P \IÍc'l'o.. e.\ mo.\:c.,;a\ de \e1 
\el/Q (O e\ ÍY'\\.er\Or de \Jf\Q CUl'"\/C\ o.-\>\·\:.·(lt-\O C.Crn:t.do) O. SU \-z.-

9uicrda , come et'\ \Q f1.s\Jro anterior, \a no.-.... o\ e xtev-ior No 
9uedor(4_ et Sil cle.-echol ¡ Y e\ l/ecto'I" UY'\Í lc:ario ~on9cr,te pue­
Je ~epYc5en~orse como~ 

T :: d~ : ch Jqi = (ór + . .u=) eiqi J<0 
dS dq> d~ O~ ds 

donde 
De 

d?/ J<p se Cv\Lue ... tH.~ d.e \Q ex f'es·1ó11 l = Ye.í.~"" f«!l)e 4~ 
\o ti_sun:;. Qn~CriO'I' / Vemos C\\JC 1 \o \'lCrmC\\ \Jn'it11.-»o e)(· 

tcrior es\:ci da.Ja por No ::: -2.T, \uc90 

N -(-º dF -tc)t:)..iqift _ e_'i.<P( f ~ • Jr Jqi\ 
" - .l dqi r '- ds - ds - ;. dq> ds J 

Sí a\,oy-; inlrodoc"1mo5 e\ il'ld\c.ador clc: 5·,~.-.0 lí c\efi"lido 
Como: 

Si -. d<P ~>o 1 
ds <'.o 
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'51.l~on_g e1mos '\..ie U1'1 f\ln to P mo""'en\ ci.n comente. O <:ll~Ci uno 

f05\C.\Ón con C.OO'fdcnctd.o.s (~ I \'\_\ en l.l'l'I sis\:emo de '("e• 

te.'l"cnt.io V\, e\ c.uo\ o Su -Jez., se es\;~ movie"'c:ia cc-mo uil 
Clle.-~o 'f"\ .9\do C.oil res~ec.to c:1. \)C\ s\-:.\:emo c\c 'l"e fcrc-nc.'1ct fr­
lº f, C.Ol'f\O se mue<>ho. en \a f.1~\lt'o si_s1.1'1en\:e. \'.:.\ mov·,­

IY'l"tento Je\ SiS~crna de -retercnc.\c::. mÓv\\, e5-hi C.omp\~'tonien­
te de~'-nidc ?º" e.\ vector de pos\c.\Óo ZQ Je \.lfl pvolo Q 
~\jo eo tJ\ y fº'< e\ Qn~u\o q e.otre e\ e.je mó,,t,\ ~ 'I e\ 
e.je f-.jo Y.. en e\ 5\5.\:cmo f. 

---------) 
S15T'i.MA.~E.iE.I". X 

FljD ¡: 

u~ Ob5CnJCldOY es\:ClC. 0

\01'\0.dO e.n e\ Sí5tC<""IC1 móv'1\ de\:ic­

\"Ó Cl(f'l"CSdY e\ vec.tor Je. fº"'ic.iÓ"' c.omf\ejo. ) de\"' po..-\:í­
c.u\Ol P t'º'" '. 

\\aW10Yemos 

Ye fe n~nc.I Cl 

\o·b.10. 

C\ J e\ vec.\:.o .. c\e fos\c."1Ón re\o\:\vo do\ S\$temo de 
\"l'\Óvi\ / O ':>Cl'\c.\\\o.mente ¡Ve.e.to ... de posidÓo 'f'e· 



\JI'\ Oh5e'rl/Gdor e!:>lac.io"ado E!'f\ UI\ :»ste1"1c:t r.~o de\,e Yepre­

Seri~a.- a\ \lec~o.- de po~\c.\o:., ab:so\utcs oP como·. 

l = OP : oG. t Q.? 

oca = ~Q 
'\ ¡ e.;.qi ') lq> 

QP ::: ~e_ t.<P t ::: e. 

\ve.so e\ \lector de poo;,ic.\Ó<l CA \:.~o\uto es: 

t: = Z.q + 1 e tcv 

Pl"oble .... a ~.5 lino bt:mQ rÍ~'1dC> rc:-z.\:io\o sobre \.l'f\ c:.\'l"c..u\o 

fijo de roÓio O.... lo dís\:onc.ío desde 1,1rtc> P""\:c.1 de \.,, bo­

\"ro \..os\.o el ?un\:o de con\:<1c.tc Q, e'.S> Jcnoto.\o por 5 1 

y \o bor<o. "1ci,e 1>1'1 ÚYl~u\o <p con ¡;>\ eje X ~i}O. 'Se ?;Je enc..M· 

ben \o~ CO<nf><~nC'lte& de \o a(.e\e.-oc.<Ón (Qx / (l~) de\ p..into r 
ton 're~pecto o\ sb~ewna de rehrcl'lcia fijo (X,';), T"m'bie'., 

eocontro< \~s Cow>p1.>net1\.cs (Q5 , Cltt) de \C\ C1.ce\eYo<.io~ e"' la 

Ó•recciÓn de lo~ ejes móv-.\c-:. q ,\'\_). 

y._ _ _,,,') 

;;:.:~ \1 
.:/6 

/::--·¡' 

·~ 

,,,/" "ll= e¡'i' 

\ 
' 

,. (l. 
·/ 

/ ,,..,:;·-) .. --J-·-~ 

. ./ 
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So\uc.iÓn: e\ \le<.~o'" co"'p\ejo de po5\c.\ci,, ele\ pu ... to P es: 

z-..oQ tQP = Qe!CH"'h.) + Se!qi=- ( s+.to..)etqi 

Podemos, s• \o d.esco1Mos, e.n~o"hª'< \os ~º"'f'º"'et\\:es de. 
b oc.e\e,o.dC:Í" e"' di11e<so-s ch.-ecc:· .. ,,,.es. Por ejemp\o / \os. \JC?c.­

tores l..h'l\to.y\os tl \o lor.90 de \o:. e.jc::s 5 , "\.. , reo:. pe e bvo'r"en\c; 

es Jec.··r: 

St desea.....,os e.V\co"t:rov \os co""?º"'"'"te::. de \o oc.clel'Gc\01n 
en \as ch\"ec.c"•ones X e ~ , ba::..\o con ~"ta"trav \os pal'\es -reo\ 
e. Íma9inc .... ia de Q • t:;.-b es {óc.·,\ s·, rec..o..-ádmos C\uc: 

e.¡~ = cos CD+ 1 se" <Q y rce::.c.•'•\.,ie .... d.o \a ec.u~t\dn (*) en \a 

fon"ª 

Q: Q S ( C.o'5 q> -t 1se" <Q) \- QY\. (!(OS <\) - Sen (\> J 

por \o to"lc 

Qx-= R.c (Q) = Q~ c.asq¡ - Q\ se"'~ 

Q'j = IM (QJ = U.5 seo~ + QY\. e.os cp 
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\JV\ teoremQ ~omoso sobre mov'1m\ento re\a.\:,vo, es áe\:»Jo 

a G. G. de C.o ... io\·,s / 9v'1e" \o desciJ\:.,·,¿ (en '\.éYl'flinos \/<.?\ocios) 

eri 'SU '1m1es\\~at'1tin SobYC la teo,-(a de \o vo.\aciQ... de\ O.S\lct 

en 183'i.. En \o secc.iÓn an\e .. .;ov v'1mo'i> 0¡ve c.\ Vec\.o,.. de 

ros\c.'1~n dbso\\l\_q ¡ CS.\.aba clc.do Como'. 

l. -= z q + 'S e. tq> 

deT\VQndO ésta / e'<lC.O'ltYcuno,;. \a 1Je\o(.'1dctd en \a tOT"W\0 

_ de = 1 + º , .,. i~ 1p 1 l qi 
\f - d-t z Q Á. qi ) e. + ) e ......... -. <~) 

e\ li\l"""º tén .. -.1'10 

te o.\ mov\mie,...\:o 

mos en \\o.mo.r\o 

eV\ \ci ecllac.\Ón (-!) e-s dc\:>•~o es~•~c.\:om""'­

de\ punto P en e\ s1s..\:-c,.,.,o móv·,\ y oc.o•dn­

vc\oc..\ d.oc! ve\a~iva. 

'r'' ¡~ 
Vrc1 =- ) e 

Pciro '1nterr'<e\:av e\ ""'~oífíc.ado de los otvo.:. \:énn\,...os 

e11 \o ecuació" (*) supond•emos ~º' e\ 'tnoW'lento °ive <!\ fu"­

to? es\d',?ermt1ne ... tcW1entc S'[¡e\:o a\ Sistema rnlv1\ M 
(es dec.ír ~=o) tei\ \'unto se..-.;. refe,;Óo C.OMO \li\ punto lo~s\.co, 

y su \/<2\oc.· .. ~ad es'tci dodu f'º~: 

\Í 1 o 'f 1 ¡~ 
'lbn'i> = lq +J...)~ e. 

ts\-a ve\oc11!0J. bÚ'5\C.C\ C!S tct....,'.:)1e'., tonoc.\d.a. en\~ \\.\:.eva\\lrc:t. 

ce., '"'Ornbres c..omo; ve\ocJ dad de hº""'l'º'-\:.e / ve\oc.:.cl.acl. res­

tvir. g\dct ¡ IJe\oc.\do.d de OYroS t.-e / Ve\oc.\dod \/ehícu\ar / etc:.. 

Brevl<!mel'\te / '"~""'º~ °i"e \Q vc\oc.\do.d e1\o;,c::.\u\:a c.ons.\:o. da 

dos \:-énniY\O s 
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Para eot.o"trciY \a. oce\eyclt°•Ó" ob50\uto Q / deY\'1omo~ l'll:) y 
obte"Oemo!> 

J .. o ( " '2.) 1~ • 'f'' 1 r.qi lp" .\:qi a. = v = "! q + Á) ~ -t-1 CQ e t 2 1 J cp e. + J e .. _ .. -l"' -.) 

donde 

'i' " ;:.iq 
QYe\. = J e. 

e? \o O.(.('\l?ro.L\cl,.. Ye\a\-1'10 I Y 

.. 1 ' Át{I o ' 
Q(.OY, :: Á Z q> 5 e. : .Á t_ CQ \f 'I"(!\, 

• 
e~ la c.:u.e\ero.dÓo d~ C:oy\o\¡-¡,, 

En ve sume", \o. oc.e\eyo C.\d"' 'db::.o\utc:t. de \lr\ 

\l<I si.s.teWla de vetere,...c.\oi. Wl.Óv"\, e~ \e¡ Sumo. 

c1c l°' c:t.ce\eroc.io'n \::>Ü-;,'1cC\ / c¡c.e\e..-o.cciÓ" 'f'e\obl/o. 

n:tc.'1o'<1 de Co ... io\':.s. 

p.i,, to s obre 

\lec.\o...-\o\ 

y \o. oce\e-

Observese 90e s» <.{l
1 

es· fº"'•t\vo \o e1.c.derc1.<..\Ó.... c\e 
\o'l"\o\\~ C!StÓ. 0. 9 Qº I?\'\ 5el'I \:-. cto ci<"l\lhoT"O'f"iO de\ Vec.\.o..-

\Jye\. C.cmo 5<2 '""'ue.stro. e"' \o h~ura. lo..). 

51 ~· es ne.9º \:•110, aca..-. e .s.\.J. di<i~ido a. <\0° e"' e~ 
'5erihdo hoto<"io o\e \Jrcz\. COtl\o se w.ue.s..\. ... a en lu \-1~\lro. (b). 

Ül'lo '<e;¡\o. 'l>\...-nf\e 9.ie LO<iv\e\'\e ve <..o<dc:>r e.~ '\'-"? \o di· 
'<t.?cc.id.-. de Qc.o..-. / se o\,heoe ~\'<o"dt> e\ \J('c~or \he\. qo• 
e .... \o d'•<ecc.\do de ~·. 
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lc?s p'l"ob\emos en do1'de -:>e 111c.hiyel'l 5\s~ema'!> de n~terct'\­
c\a WIÓVÜC S / puedeo 5(?Y '(l?!>IJe\\os 5ÍCMfYC C..Ot'\ ci.ylJdei J~\ 
tco.,.e""ó. de to,.io\\ 5. ~o o\:.~~o.,\.e / \ll'lo ~"º" \JC1'taja C.on 

\a Vloto.c.\oo \Jec~orio\ C:O<'<\p\ejct ob\c•H"""ºs povc.t "'l"esa\\Jev 
\:o.\e::. ~,,ob\emas d\re cto.W\C'l'\te, 5\n hac.er ,.l!fere'l'\c;..\a o. e:;\:c 

\:c:oY<:TY'a, C.0VY10 ~\le 'nec.ho e"' \Cl '1'.le cción. 



-s~-

la5 ec.uac·1onc5 ctifcre\'"\c.ia\e::., apa.,.e ce"' en \lna VYl\l\\;¡\\ld 

de . c:heo s e.amo en Fí Sic.a, en porb t\l\Clr en \~ Teo,.\<1 óc 

C:írcu\to~ 'é \ éc. t<.c .. o<.;. / e., Me1;¿.,¡ e.a óe\ \-\<?dí() C:()...,\;("\lº , e..-i 

Teorlo (..,á ... \:ica / e" \:iío\09ÍCl / e.te.. 
Mechan te a\5\lno s \:é c.ní C.d ~ / mue.\.,"' s de esa!:» e<.ua.cio -

nes cl•fel"t>nc.ia\c-::. pueden se.,. \"Cd\Jc.\do.S a ecuoc.ioY1e-;. J-.te­
~enc.ia\es Je SC9úndo CYden / de \a ~OrW\o: 

....... ti) 

donde P y c:t' son ~une.iones ona\íhc.o5 en \.In<:\ (po~'>\:.\c..nen· 
te 09ujel"adaJ vcdvidad ele\ o.-·,~cn. 

\lria tunc.\Ó" W °iue so\.i ó>\·a ce (\) Cl'l \lo d orn\Vli o \) e .s 

\\orno.da unct. •,;;o\uc.\Ó" de ( 1) en O . IJ()s so\uc.lo'<le::. \J.l, y 
\.t.Jt. de \o ecuo.e.\¿.,.. (1) CY'I \l<'I Jo.....,·•"''º \), son \\umodos 

l"neo\vn~nt-c dcpe....chcntes en O s·, ex·,s\;c"' c.o"~\:o."'\;es 

1', y Az. c.o....,f'\cjas, no ce .... o omba~ \:"'\es. <=\\lC ·. 

fº"ª ~ocle. e en D . 
Üe oho fo,ma \o':> dos so\\lc.\ones SO'l \~o.w.o.da.s l".Ma\­

\'"t'IC'n\;e Í'f\clerend\CYltCs • S·, W1 y \Ui. 50'fl do:::. so\\lc.\oVleS 

\iY1eo\Wle~\:e iY1depe"d°ilaY1te-;; de \Q ecuudÓrt (1) / e>'l\:o .... tes 

<:uo\'l\lie,. so\\lc.\ó"I Je (\) e::. ele \u \·ormo )\,\lJ, t f..2.\.J.h =o 
po..-ci Q\~\lYloS co,-,s.\;o"\;e-:. '>'i1 y '>li <.OMp\ejas. 

C.ucu'láo \o.s coe~ic.\en\:e::> P y <f de \a e.cua.c'lo'V\ (1) ':SO'l 

L>'lciones Cl'r'Hl\( ti e.os e.n \l'flei 11ec.\nJaJ Óe\ c.e.,.o y por c.on-

5\9uie"\:.e tiel"len l.lVI de 5oY'l'o\\o ~Y\ ~e,.·1e de Toy\oy o.\..-eáe­

do,.. el.e\ Ce.,.o ton Yc:id(o í~\o ¡ \>uedc. se.- de'('tlos\n:1.do 

vnedíd.nte sus\;·,lcuc\ti., dí<ec.ta 9ue (\) heY'lc dos so\uc.iones 

linco.\"11ente í'.'def'e"'iícn\.c s \l..11 y \J..h / .\.e11íer1do desQ'fl"o\\os 

t\) 0( (.oV\\1!.'l"~Q.V\C.lc... 
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e~ SeY"1e. Je Tciy\o,. C1\rededo.,. de\ cero t01\ radio de conveY'!¡en­

c.".a ~ sue1.\ et R / esto e.s ·• 

00 "° 
\1), ( 1.) = '[ Ú.n C11 

n:O 
y \.l..h(c) = L bn en I Pc:lt"a \ ~\ 4 R 

Y\ =O \ 

Pl"o~~~~-~ \:. \ \"'l\c1/1"Y"n\ento de. \lo féYláu\o 6ifl"lf\e de 
lon~í.\:1.1J \la.-;a\:.\e • t' f''°P~ !!;•to de es.\e ejerc:.-.c.io C!i ddt' \lr\ 

ejemp\o I e'(l\te otr05 I de \)(\Q o.p\ic..oc . ."\Ón de \a°!> ~\lnt.\OCIC?!) de 
Be.s::1e\ d U1' p.-ob\en'lo. de 1-\ec.qnº•c.a. t\ r•o\:.\e.-ne1 '1'-'C de-::.e.omo~ 
tr(jtcn es C.01"\ Un réodu\o / Cuya \on9 .. t.id \JC\t":a f"ºfº'"'-"Ona\• 
\'Y\en te e.o" e\ bc""Pº. No e.s d; ~:c.i\ enC..Of\tro.- C.I'\ \Cl f'"ác..ti­
C.a .\:.ci\ pénclu\d: y d~5C.omos enccn\:.<or \as c5c.\\oc.\one5 C.\lyo 

rerÍodo y d.l'l'lf\·1\\lc\ "lOf'~<>n C.omo Uf\a \o.:>nt\o'" de \o \cn'.:)\\:u~ 
de\ pé<1du\o / e.s\o e5 como \lt\a ~\lf\t.\Ór. de\ \:.\em{Xl. 

'{)e \o C\ue 5C ~rCl ta , C'!> ctc uo ?~nc\u\o 0¡ue C.on? \:a Óe uno 

l't'IOISOI \ll"ú\:.or\a / 5u.)e ta. \>º'" l.l" Cl<t•ctrno 2.e uno. c.1.1c..-~o. de 
rne1°"'a desp'!'CC.\a\:.\c f,C'fO t\ex»b\c de \o'('l!1\\;úcl ~.\..o.~ l.IY\\• 

do.Óes e\c~\clo5 _:;en tct.\e$ ~\le \a. °'"e\o.c.-.ón C"n\:'fe ~ y -\: es: 

~ = ~\ 
dooJe S e.s \a ace\e,..oc.íó"' de \a ~'<a'leáoá. \.\c5\:ycuemo5 

~ue \ct ecuo.L'1Ór1 ó·,~e ... en<\a\ fª"'o. pe°i"e.i'°\~'=> o-:,c:::.\a<..."'o"' e-:. 

puede ser ese. ... "\.ª C.omo·. 

1_ c\
1

e + 2.. de + e "' o ) 
\: cH.1 ci\ • • · · - - • - · - • . li 

dOY\ Je 9 e~ e\ ~l'\~u\o 91Je \o C.\lerJa \\e~,\,\e. ~oc.e C.o<"I \o 
\Je'<'\;¡ e.o\ , oJ e n-.Ó s 1Je 'fe'n"\ os ~ue l.lno so\<.1c.\Ón ?ª" \\c.\.l\o." 
de. este1. ec.ue1.L°IÓ<1 es·. 

• • • • . . . • • - - ••. ( 2.) 

don de J1 e.,;, \JM .. tuol',a'" de \3 e.s ::,e\ Óe. º"d.ef'I i. . C.ono c·1endo 
e-5.\c:i So\1.1c.:,c{n e, ¡ deSC::dl'Y\O'.O> tc:n-n\,\én e'X?"'it 50'f \C\ 50\1.1-

'4.) toMt> \lot l~i1."'"f•\o, ¡>_\ co-~o 6c. "'l\o.. J-'1.Cll ~Óo,•o.. ct<1.. 'oto..~ ''-\'1\J.tl 
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C\Ó\'\ <:3e.l\(afQ\ de \a e.c.uO.C. .. ÓY\ chh.ve,-,C\o\ el"\ (.uadYQ\l)'f05 / 
'.11.lC? éstct es ~eo.\aáa en u"º \Jec.·1,.,ctocl áe t .so y ~i"o\mel\­
te °'\le e5 e\ ?Yoclut..tO de <::!1 fOY \)1\0 C.QM,\:an~e. 

So\ucic>n ~ ?a ... ~ Obtene-c \o. ec.\)aC.iÓl'I fc:1YO e\ Yl"\O'limie"'tº 

de\ pun~o \>\, nec.es\\:orno'!> ~nicome.<"lte ~<;;,c.r·,\:,'1'(' 'º ec.\loC:.iÓn 

f u"c\c:i l'l\e1'\:o\ de \et C.\le-..d.a t \el\.\ \:.\e. La te'°':;,\c(n 5o'o..-e \o. 
c:kre cc.i°'1 de. \o. C..\11!'<'~ª t\c>.i\:i\c óeloe<Ó. do,,. \~ \enc.;.ión !:>C­

bT"e é5~oi. 
La proye.ccié" de \a OLe\emC:1Ót"1 de\ fl.lnto \'\ 

e\~ 
~~ 

es·. 

l~ ecuac.iÓn poro peC\ue.;:\oc;. 05c.'1\oc:,o"'e.5 (esto es, c.a"' v~­
\ores peD¡llei'IO~ de e) I se. obl\ene. teem\>\o-z:.ondo sen~ Pº'"ª 

-\: ~:L + 2 ~ -\- (? := Q 

p\lesto 0\11e -\: es no n~_gdt'>'lo / e\ C.om\:iio de \lei'ñ ci\:.\e \.l= 2.\fl\ 
Y'I05 d et 

·:J;. 
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y \q ecuoc\Óri se \"educe a 

a'le * i ~ + e =o 
d\l1. ll d\l 

ó 

g 

\[ z 11 + u. r..' t ( \l' - 1) ~ = o 

Unc:1 50\uc.1o..i rmbc.u\o..- de esto. ec.\lac.io'Y'\ es \o ~\lY'IC:•CV'\ áe 
Besse\ J, (-l), \ue5o \o. so\\lc.io'n po·A·:1c.ll\cn- de \et e.c.1.1d.c.\é" di­
f e ... enc.io\ ti) es .. 

E\ descn·yo\\o Cfl 5<?rie de po\:cnc.i ctS de T, (-\:) , nos \\evCl­
~C: a haC.er- rncÍs ~fC?C"•::.aS e1\~\l<1dS f"ºf'\eÓ.o.clc::. cie 9,(.\:.) 

e, lt) '"~ ( w) G- (.JJ'Y- ,_. --· -r ~~~~:,)~ ( '-IT)2\ ... .] 

= \ - ±._ + .... -\- (-\)'n tn -T- ••• 
2 n\ (YIH)\ 
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La fu1'ciÓn e,(l) es llt'\CI \u'('\c.iÓn en\:e ... a i en po..-\:ic.11\0..­
e,(\:) escon\::nuo en ~=o y e,(o)=l. 

Po.-a o'btene'< \o so\uc."Ón 9e"e..,.ct\ de \c:t CC.\lo.c.\o'n ó·.~e.'ren-

e (l) = wt\.) e,(\:) , e'l\:) = w'a, t we~ , e"cl:).,. w"e, t 2w·e:-\- 'Ve:· 

C.uondo 511st'1t~Í'rnoS \a~ 'Jo\o'<CS de 9 y 5\lS de.:,11adOS en(\), 

'r('C.ordondo 9ue 91 es uno 5o\ui;.iÓn de (1) obtc'l'lemo':.> 

o Sea·. 
Uj" = _ 2. e, t t. e: 
Uj' \:e, 

2 2e: = - t - e, 

tenemos·. 

Cuando \: t\e"de Cl CeYO ' e,(-\:) 'be<1de Ci ~ • Pl.)es\:o ~\JC \a 

in\e9ro\ diver~e / po~a 'Jo\on?.S no c.e(o de C. / \o so\ui;.iÓ"' 

(3) de \o ec.uc:H.i¿"' ch h 'feocio\ es no o.c.o\c:i~c:i en una 

vec.iodod c\e\ ,C.~'fO. Ll.le~o \os ~Y1·1c.0S so\\lc.\onc5 c:1.c.o-
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et-t.1 = f\e,lt) 
e\\o~ Son Co'C\\\Mo<> Y 6lo)::: P., 

C.on \Ol ºY"dº de \:.o\,\oc;;, de \\lV\ÜOY\CS / poáevno-:. tó.c.\\­
mente C005~1\l\Y" \o C.\l'(l/O pon:i 1:)\-\:) / e:>~O \:\t:"Oe \o c:l?O'<iet\­

C.\c:I de unci '5c"<10°1dC chno.,.-\:\9uoda. 

En pov\ic..u\o.y / '5\ X e? S\l\"c.\12"'\:.e.mcl"l\.e ~~o,., Je. \os. 
cero5 de 3"1 lx) est~n nwy C.evc.oY\o'!> ci ?\l'l'lto!> de \o 'º""""'º 
~+ níí (n en\e"<o). L1Je90, \o!:> ccrn-;, de T;. (iv:\:') e.-;.\.J..., o­

P"oxi-...nodoft'lc'l'l\:e en \os f>\l"tos *(~-rY\íí)~ 
La ctis\:o'f'lc.\ó entre. dos C.e"<o-::> c.oosec.u\:.i110<::. \Jo,.~o \_;. 

nea\h'leo\..e Coo e\ ordc; .. n c\e n . De elc¡u\ se ~"•3ue ')"e , \o 

\on9\t11á de\ pé"<ldl.l\o se ac.oy\:a, e\ pe,.íodo de o~c\\ct­
CioY1es se º1ncremen\..a \incó\mc'flte e.o"' e\ 't"iempo / C'5to es, 

de \o \on~i t\ld ; es ~o re,5 \el C!:> '"'"'d.s y '11ds ce1c.ono o\ pn:.­
b\el'Oa 'rea\ €:'1'1 \o med\da 9-ie \d. \0"<19itud de\ péYló'-'\º e-::. 
\1\oyoY. 

\Je:omos rocis de e.en.o \o ec..iac.-.tin dífe1e"c.ia\ de. Beseie\ 
y e::.t11ÓieW\OS C.on mcls áe't.o\\e, 5\ls fYop\eáadeS .Díc.'vio e· 

. , 
Cl.IOl·c..1on e S •• \ ( f :i.. ) 

, .. " + - 1"' + \ - - u.i - a ( ) UJ =c. 'V zz. - •........ \ 

Se die.e 91.le cht'no (!C\10.C..\Ó" t\e'<\e \lV\O 5\t\~u\o..,.\Óoá de 
pri~eTd c.\a5e eri e\ orí~eY\ y es de oTdeo ~-

P ... opon30ln"\0S Como so\1.1c."•Ón de \d ec.i<:j.c.\o'" (\) \~ ~l.l'l\c.\ÓY\ 
?.. 00 

-:: l: L O..n 'lYI • - ••.•.•••••. (2.) 

"A e.f\\o3e donde C. :::. / pcm:l Ci\_gunc.1 '<amo de\ \o~cn"1 ~bno • 

P~iWle.-o obs.en1omos 91..1e e'l'I \o cc.uoc.\Ón c\ire,.e"c..\c:i\: 
u.i" t- Pt'l) W' t 9íC:c.)\lJ =o , e\ mé\:oc\o Óe se.-\e de ?ote"'­

C.\cts 1 chec.e \l\"10 .\:éC.Y\\C..O eo\entC ?01'CI. enCOl'\t."(OY \os 

so\uc.\ones \·,V\ee1.\mcV\\e \<1dc.fe.V\dien\c'5 / C.\lanc\o \os c.oe-

·~. 



Ficien~es p y q- son Je \ci ~ot"mo·. 

PCl-) = 
p-1 t 
~ + Po + p, ~ t p'1 e T •••• 

En \Jna "1Cc·1.,Jocl ª'::\1..1)Cradc:1 N11.lO) - Í_o1 de\ o..-\gcn ¡ c.u .. n· 
Jo \os c.oefic.ien 'tes antes ment'•onodos c.""'rlen to.-i \ \'.,\ t 

\ 'l'-1 \*o' dcc:i ..... o:> c¡1..1e o e:s l.)no 5·,,,.,~..,\ov1claá Je rv\ ...... evo 

c.\ose. 

lue.so A de \o ec.uac.\6.., (2.) dc'bc sati?~Q ce,- \a 1: c.\laC.\Ón 

C:uad-ró.hca 

'A ( ti t P., - 1.) t ºi--z. =o 

\o C\lo\ es c.oooc.-.áa C.omo \o. ec.uoLiÓn •nc:hc.at\.io Co <:.a.-ac.· 

te.-($t 01C:o \ de \c. ec110.c..-.ón (1) • Sí )i, y A'l.. son \.,.> vaíc.c~ 

~e. \°' ec.uac.-.a',... inÓicQI.\:¡"°' ; \o> si9>0\c11\:c-s resu\\:.,.d.os 

Jelocn se,- _o'o:;.c.,\lodo<:.: 

0..) S; '>., ·/.i. 110 e!> ul'\ entc.-o, l!l'\to"c.es \a ec.1..1ac.ió" U) 
tiene Jo:s so\oc.iones \;\'\ea\v-nente º1ndc?endie.-ites "c.c ... c.ct." 

de\ CCYO ( don~e "ten.a" -si9ni f; ~ cl"\ e\ dom",<i\o Je\ \o~Cl­
rí tMo ) de \a fo.-..._ o: 

b) 'Si A1 = /¡L 
1 

C!l"\tonlC!S \a (!C\Jc:H.\Ón ll) .\:.'11?<1<?. dos So\llc.\o• 

ne s \ine o\mente h1derc.nd\en\.e s c.11:n.a de\ ov-igen / de \c. 
fo.-rna: 

y 

c.) 5; A1" )¡,_ \-TI"\ 1 do"de m e,; \1'1 enteY-o fº~'h"º' en.\-on­

C.es \oi cc1..1ac.io'n (1) .\:.ie>'le dos so\,1e.:,ones. \;.,ea\vneo~e \nde­

fend\e>'lte~, de \a ~ov-'r<la.·. 

" ~l. 



( ) "111 ~ ... 
W1\'l =e ... '-;º 0.n e y 

f\5( ?lle s, ~o'l'a e\ c.o5o °\\.le no-.. i.-i ~c. ... es o / \ Cl e evo c.\ o'n 

indic.o\:ivot. de (\) es: 

entonces 'A1"? y /11.. = - P. 5upof\'3c""ºs. '1"e \os. 'l'aic.es 

ho.-i ~ido orde ... o.JC\o;. de ~C'frna °iuc Re /11 >;o • C)e \c:i.s 

ob::.ervo.c..iones (a.), (b\ y (e) veme~ "l\.le \C\ ec...ic:.c.\Ó" ch­

ferenc.\o\ ( 1) deber~ ten CY uS.a so\uc.io'" de \e1 to•""ª·. 

o.> 

\JJ, ("l.) = 'lr L O.n c." 
't'\:O 

n=o 

co n~i'-1 

\.U,
1 

(z} -:: L. (ntl') G.n e 
c0 ntl'·i. w': (~) "'-r_ ('<'llP) (nt?-1)Q" 'C 
n= 1 

\ve90 S\l5 \:¡ ~uyeo?ndo eV'I (1) , tcl'lemo.,. ~"e de::.?ll~$ de \"tlv\\.1-

p\ic.or pe< "Z'l. : 

Sí c.o,...veni""'o::. en "lle Qn =o , Cllando n e:::. ne;¡o-\.i11a, tene"1o~ 

°t"e \o úl·hmC\ i,91.10\ dc:i.o\ se .. eJ-ice e1. •• 



y "51mp\\ficando 
Qn [ (n+P)

1 
- P~] + U .... -1 =O 

é5ta ú\hma e:; vá\1Óc::o fº"º tode» V\. ~º"ª n ncga\i..¡d. 
\ci, (,\Jcl'Mo. l.91.ld\ dod e5> \JÓ\idca Q1Jtom"h<..c:n,..1e't'\tC1 Cn .,,¡.,.. 
tuJ d• '1"e Qn =O. E.\ ~Yimcr <..c..sa "º h·,";o\ e.!> \\o-mo~o 
\a e(.\)(St,\Ón \nch<..io\ Í e ~to SC o6t\Cl'\C eo e\ C.o!>O '1"C: 
tene'""o:;, c...iondo \1'º"cmo5 n-::o y to,.,...o \o ~º'""'c::a ·. 

\a e\ecc,tin d(? \1:"\ / do Q,=Q ; \1Jc90 0..n=O ~C:UO toÓo. 

n im~a,,. , s\ 'n = 2. , 

Q., 
Q1"' -(l.+P)-¡-P2 

De c:-.\.QI l"nane'l"o 

poncheote. °' p e~; 

Lú, ('!) = O.o "l..í' [\-

eh .. 

2. (tP tt.) 

C\Jondo f' e5 Uf'\ Cn~el"o V\O YIC_9ot-,.,,o / \o CX?\"es\Ó.., f\lecl~ 
5~1' ~'""?'°' f\t.cadQ C.on e:\ u~o Óe toc:.\o.,.\a\e:;. , <..º""º 5\~uc ~ 
tot. \o.,.\-C.omOS 2. ele to.do téYm\'t'\O Je\ tlC:1"10m\f'\odot' y co­

\oc;.~.,.....oS \°' ~ en el nvme1'c.clo'I" / ob-\:en\c:ndo ~ 

(tt (ff 
W, (e) ""' Qº i! i' [ 1 - ) + ) - · · J 1· \P+1 1·2. (P+1 (fH) 

7 p -- /) I' ( ~ )11 , Y \luesto <i"e i::: ... ... e-=.\:o nos do: 
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\o f..inc.\~n TP Ce.) es \\o,.,.aács \e:. fuv·"\~n de ~e -sse.\ de. o.-­

de... f'. la~ ~n~ ~\ 1-os de: Jo(~) y :f1 ( "t) se 'tYlues\Yo'<\ e." \o 

~\9u .. a S\~u\e,...\:e ·. 

-N 

-C'( 

A\90 soh'<e e\ CCl'l'~C. ~e.- o"' e:\ \e.torio d.e \~'.">. _s_:>.\u~-~ 
~e \as e cuoiZÍ~~~-~ . d~---S~s~e\ ..... 

-ne~~~-;-~~C:l\\r.~'r -~\"-~:~01-\-c.- o~c·,\o\:o .. io de \a e-

Cuac."1Ót1 de Besse\·. 

X 
1 

'j 
11 + X ';¡

1 + ( )( 2 
- {l •) 'j = O fa< CA X > O • • • • - • • • • ( \) 

py\rric~·.-o \\evé""º""'ª 
~O'rrna.c.·,ón: 

. . • • . • • • . •.... ( 2) 



!!' ~) ~"+- -x+ (1- ~~ ~=o 

n.horo 

o ~eo ~ 

3/¿ ,, Yt 1 2. - 'h \12 1 -Yz 3/a a. - 'lz 
X c. - X z + ~ X e t X 2

1 
- z: X e + X ~ - p X e : 

t f'1.,. 
- -:z." + - ..... :z ~ - '-- lfx2 ' c.. - 7 

:: -c" +( 1 + lf xi - pi) e ::. o 
t.¡ x2 

t..'' + ( - .r.:J¡_) -\ x:i. 'l - o ... ___ . _ . (3) 

A'ho<o Y°' podewio$ chio\\-z.m· e\ coroc.~er- o::.c.\\e<.tor-\o Óe 

(t) / pero o pc.r~i.- d<..> \et. ec.\lutiÓo (3) / p\le5 e\ C..oe ~1c.1eo\e 
d.~ C: / de J,c.\-.d ecuo.c·1ón ·. 



{ 

) \ I SÍ p" <(. v"t 
"' 1 , st p:r. = '141 

¿_ \ / 5\ (>' > 'l'i 

Po(' \o C.\la\ \"C&\l\to l"lo\11.-0\ C.OM?O<OIY COI" \o el.\loc.\O'I\ COY'I c.oe.· 

t\c,\c¡>.-..\.e e.-. l. i91lo\ o 1, es óec\.- e.o.-.·. 
;:" 1- e= o . . . . . . . .(~) 

cuya disto'l\l.\o. e.-.he do!:> ce.-0$ con:>ec\lb...,os de c..uo\9v\e.-a. 

de \ca-::. so\.ic.iO'l'\e-s. no .\: ... ivio\e.s. e-:. 'lí. 
En etec.to, flll?~ \c:11s so\uc\one.s Son 2_,-::; c.osx I Zz.-=&en'X/ 

0\,0Y'Cll C1=0 (l.londO ){ " - 'ii/'J. Ó ){: ÍÍ/2. ~O< e_)e't"ilr\o I 11.'I\ 

t\lyo C.o&o 'iÍ/i.-(·'i•/'2.)::: 'lí ¡ onó\o~a"Me-ote "l:z.=O t-.>oY'ldO 

por e3emp\o l( =o 1 X= lí , eo c:..iyo co5o íi - o = 'ií 
lue~o \o dis.\-c:t<"c.\oo. e.n~<e do'!':> CC'l"os de \ca~ h.1 ... c.ione5 

de 8esse\ ~s ·. 

c:hs\:o.-.c.ia { 
> ÍÍ , Si \ I'\ ~ t 
::- '\i I S\ \\'\:: 1f2. 

l.. '\í I Si \f'\ >Y2 

{

>li ,si -
1/2. .t...P l.. 'h 

O <Soe«» / \o ch~'tof"ICict = 11 , si P = :!: '12. 
4. ¡, / 5 Í ? > ~1_ Ó f> l. 0 '/'J. 

E 1 \ \ p-__ +''/2 l \ o pa.-~i cu oY e Cei~O / es oec.i.- e Cei°"'º e"' 

9"e. \a ec.uoc.lo~ on 0 \it<:j.do ('3) C.oinc.\de e.o.-. ('i) ; \c::1 di~ -
.\:cH•c.i.o C'i\he dos Cc<o> COV1sec.u \\..¡os de \a t\lVlC.io~ de 
6e5o:.e\ de pnvnen;i. c. \o.se ( so\\lc.1C::..-. de ('-\) e:> e XClcto~­
l-e 'ii). E.~\:e. 'l"ef.1.1 \.\.-odo es e-1i d.en-\:e is.\ teto~dQYY'lo~ 9~e 
\e1s. :So\uc.\oV\es. \iY1eo.\\'Y\en\.e °'"'Óepend\en\:es de \o e.c\Jocion 

(i.¡) ( tuflti.OV\C!i> de Bes::.c\ de pri\'Y\ero. c.\o&e) heneo lo fo~­
'n'I a: 

Jya. (><) = \[R '5e<1 X , T-y2 (X) :: W <.os x ••••••• (S) 



- 1/2 
':.\=X i! se Yechl<.R o·. 

c"tl.:O 

~ d Oldo C\l.le es~o ec..iat.·,o'... he"<? \00$ so\v c.·.on C$ •. 

2 1 " co 5 X y °l :i. "'- S c.-. X 

lve~o entonces / los so\<..1c.\on es \-."co\•»cn\:c. \V"1Ó.ef c.-.d:•et1tes 

sc.-ó.", ''/ 
- ¡ 

~1:: X cc::.x 
- Yz ( 

1 l::l <1. "' X -;.c.-. X don Ó e 1::1. l ¡¡) _. O:I C.Vond.o 

'l( -,10). 

t~t .. s so\1wonC'°i> 5i.9VC'1 Si~ndo\o s• m0\\:¡V\ic.c.twio':>. por 

\JY\o C.ons..\.-o,.,te / seo ·~ d'•t.ho <.ons.\o-n\:e , obtcne'<"'os así \J"f," 
lo:s 'UMione!> Óe Scs ... c\ dodo,; por ls) 

P... cs~e Yesy\\.oáo se \\e.so. parci \a5 tvnliones de 6e'5sc\ 
de fl"\rnero c\osc, C.uondO e\ vo.\o• el.< t' no es entero. 51 se 

bus.'on \e<s So\uc.lonC$ Cuondo fl: t 1/2. (.O<'n\) ""'e•\CS Óe ro-

con S\J'l> deYiv01das e..-.·. 

xz.~" t x~' + (xi- t)'::\ -:: o 

Pena °l"e es ta íden~iclod se CU<"'f\d es nCc.esoyio y 5\l\ic.i en\e. 

911e \o5 coehcicrites cu,.,,plon \o. tcnd\c.iÓn de sc-r <.ero, es deür·. 



C.0'1\0 U.o ?ºJe,....os c.onsidero.-\o =Fo , \:c..e ..... o!!. °'l'": I<.,. ~ 'h; 

C.ott e\ ~In de Fija" ideos 1 COY\5\derc..,...os e\ Co~o K= 1h .. \::.,,­

toY\C.e'5. Q, [CYit1) 1 -Y-.]=o o seo lCl,=o, C5 dctir 0. 1-;o, 

h'\of:. por \o Fof'YnO '1"e \ienen \005 fórm-s\os dC YCt.\IYYenc.\o, 

O.zl'+I =o, los c.ocfic.ien~cs c.on (ndic.es ?º"es nos 9"cdcn' 

dc:acJos ro'I': 

O. • - O..• - - Qo ., 
"(Yi+z.)'l-y,. - i\C 'l1t1) 

eh. 

00 (-1)" -x¡l'~'/2. 
\j 1 ( ><) -=- O.o t-

0 
-2.....,1 ¡;,..(_Y_1_t~I )_(.._Y_1 _.t l._)-.-.-. . -(-'1-i -\" P-)-P! 

lo"'ondo 

Qº :: , I 
Z~' P('l1tl) 

co 

[ e_-X..,,.l'-1 'v 
, da"de r(P)-= j " o,.. 

o 

e,-¡, \a ~\Jntio'o sornca I ?º('Cl P>o to\ "'"e 
\1Jc90 \o ~\lnc.\Ón ~.lx} °¡"e 5~ .Jeno'tc.. 

P<Pr1)"' Pre~). , 
"'~vo\..-.en\:c po.-: 

00 (-1/ ( ~)ll'+'h 
J._ ex) = L. r i r e + -H' -\-1) 

l I' .::o -

9ue. tf'onsformodo °' ~ ... avés de \o ~\Jnc.•tin 
f'"e!:u:u·sc 'º""º Cn (5) . An~\09011"1cnte s<: 

00 I' (~)11'- '17. ¿:_ t-1) z_ 
J-¡tx): \'::.o p~ r(-ttn1) 

go'l'Ylo / r\ICde 
o'ot\ Cf\C 

ex-



la \ndcpcodcnt;a \\"'ca\ de T';¿(i<) ~ T- 11¿ (X) 5 ~ _i1J:!.­

~if1c.a de 9Jc: sus ele~o'N'O\\os en scñe , c.o,...,;en~on c.on po­

te ... c.1os el; s.\.;n\:o.s. 

tlT'lo\..,.enie olr:>sc:r"ct"'o!> C\"c en \o C:Cúoc.;ón \: .. o.,sfonn.ado 

Z"+ (1- p~a't:t..)2~0 
' 

nª· 'f'f e\ C.oe ~\C.'ien.\:e ale: C 
0

• \ - --;¡;--- I hcnÓC Q. i $"• l( -+Q) 

y C.onse c...Je<'\ \:e,,, en te \o ÓI s. ~onc.\o e., ~fC dos C.e"'OS Can 9.C­

cu h .. os, d.c: c"º\C\...,;e.. func.to':-. Óc Bc:.::>sc.\ Je ~'""e"o es­

pec.ie , \¡e,.J.: o. .se.- " C\londo X e.rece ;.-.Je\'.-\,,\ do""c"\:.e. 
E'(\ cf~c.~o I ~ora \> Cnte.-o I hoy "JC: \:. USC..or oha ~o­

\uc.ia',. .J_ p Cx) 9"c Seo \·,n ca\ '°"e.n\e \ndc: fC:'"'clic:n\:e de 

J¡> (~) ·, dóc.'na f.,nc.\o'n puede obtenerse de. 'r'l"lonc:ras óts.­
\:; .. \.as; por cje<"p\"o yo C.oc'\oc.·.cn.do. l).,o so\1.1c.;ó., porh­

'"\ª" Tr ()() o .. ech1c..\r e:\ orden ~e \a e!C.\.lo.C.\Ó" ("3) 'ft\c-

d\on~e \o .\.rans.fo .. ~oc.i¿.,: ... 

"2(>1) -= TP (¡e} S \.l..Ú).d.x (l r )' \ 
do\'\dC \.l. (ic) e~ \o n.IC'IQ funtl o'n inc.ógni ~o Tf' :: ll.) i ó 

toYnb°le~ b .... sc.ar lo so\.,c.\ti..., co"'º e\ ~ro~uc.~o Óe 'mx, 
Pº" \ca serie d..: ro\:<:nc.\o."S 9ene .. o.\li:.ct.da. A e~\.o "'"e­

VC\ f.\lnc.;o'., Je Bes~e\ se. \e \\omo de: Se.9""J"" es.pc­

cie y IJSua\mente se c::\e..-.o\:a ?º"" '1n Ll(); ot•ao. ~º'"'ª 
Je o'otc'l'le,. ~nlic) C.ons.\s.\.e C"I C..On~idc-ro...- o ~ ""º oi:n-

~c.-o / o\::.teniénÓo po.n:a tao.\ I<. ot J~C.x) y ]"_K. (;(), Con 

e\\ OS. Se to•rno \o. Co...,'oi~oc.iÓn hneo\ : 

J\( (x) e.os.'!(.)( - J.K (x) 

Sen'( X 

;. 



las so\u Cione::. 9ene.-o\c:s son·. 

~(lt) = C, Jn(x) + Ci .Jnl.ll) , Si n no e:; en\-cro 

\l(JC) = C.1 Jn(t) +- (¡ J'..,(.-) I !)¡ t1 C:, cn\.erO 

E 5~e \"C5\l \\. .. do 'Se C.O..,fº,9ino e.o" \o ~Ó.-m\l\o ei.p'"º ¡c\,....e1dc.i, 

cs.mp\ion'lcn~c: C.o"oc.idc::i, fº'°' )<. rositi"º"' sut-lc.\en\.c ..... ente ~'l'On• 
de:>: 

Jn(>C)"' {E\ C.~s ( :<~ ".Z' - ~) (X>o\ 

1 + ~ 
a Cuo\ e:~ excu:..\.a ?º'"º 'r'I = - 2 

Obs.eY'lot\o~: la ec. ... oc.;J,.. (\\ conoc.id<> C.omo ec.voc.10~ de: 

Be~se\ de: on:l.e'"l p e ~o) I es \lf\Q de \o<;. l?.C.-ioc.loo«?S mós. 

i""fº .. .\:"' ... ~es de \as 'r"v\o\:c"'é.hc.o'!> º?\\e.odas. \);c.'nc:. CC.\lo.• 

Cidri ~ue es\:..1dladc::t inlc.ia\"'c<l\:e ?º .. Tc.c.ab Sc:•no\l\\; c ... 

1?03 ¡ en .-e\cac.1o'n e.o,, e\ movi""ie..,\.o osc..\\ei\año de uno 

coclC?nCl co\.9c.,,\:e 1 y mJ'.!> .\:.ewde F ... ;cc.\.-;c.\\ Ul;\'ncl"" 'óc::>5e\ 

eW'\ Sil.$ e~t..idlo.s Je.-\ ""1<:>,¡\rn\c:nto rlonct<=l•io. Pc:sdcz Cn• 

lene.es \c::o~ t\lnc.10 ... es de 6es::>c\ ~e: hon \15o.Jo a\ \n\les.· 

~\.9CJI' ¡ \a e\a5~ic.1Jo.J, e\ ""º"'''~;~..,\o dt' \o:> \\uídos / \~ 
\:eodo Je\ rotc.--~ic;t\, \o c\i~usio'.-. 't \.,. f .. ºfº.3""'-'o' ... ele: 

ond<:"S. 
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E m¡> ~ 1:.0YCMO:!> c:.on 5<.lf'º"e... ~\le \"105 es d.:.áo llnc:o ~1Jnt\Ó1\ 
no pc.-(oÓ\c:.o f(t) , -<:n ¿_t .t.. o:> , \o. c...io\ e~ dl_$\<hno5, 

Cont\n\Jome....,\.c d"1 fe<rent\o\:.\e • E'1\:o"tcs 5o\o.,..e \l'<'I \nte<vc:i\o Je 

\o h.-.-nCl (-¡ 1 t) I podemo~ refl'C:Scn\o, o r(\-) ""edlan­

le IJ'ila ~edc cl.e fo\l.-\e.. f>º.-o \: ~"' c.!.\:e. -,,., t~.,.va\o 

( tp o, t 1, ± 2, • .• ) ••• (a) 

De \..e,\io la S<H\C en \o¡ ec<1oc..\ Ón (1) , de t;Y)(! \,)-(\~ ~\Jnt\Ón 
pe.,:oJic:.o F1. U:) 1 -en< 1: l.. Q;) .; \_o. tua\ C:oiM\de ton f(\:) 
en (-'-h. , 1.¡~) 1 \/<!'< ~1;i1.11'a (1) • [Obs~'t'l/e&c. 9\le. f1.<t) 

f1.1eJe Ser discont(nllo , 01M9"e F ( ~) S<?o ~\la.,,tj. 

~(1\ 

L 

l1Je50 .\:cnit'"'os. .ma Y'Cf"C sento.c\Ó., 5\1\llSO\~o\ Óc f C\:~ 
en \)n \V\\Crva\o de \on~\\.-.lc:l L • S-. a'-10.-ca hotcn'\OS <=\"'e 

L-.. co , \/emos ""e es V-QZ:O'"'o'o\e \o fº~,;\>,háad de dcSca­
~t'o\\cn a f(t) tn IJnQ "terrcsen\c:.c.\ci., 5\nllSo\da\, ..,&hclci 
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peno todo \: I exp\ovC'n\O:S pves. e~t.o f105ih1\·,Joc:L 
Inic.\oremos reesc:.--.loic"do \os ec. ... oc.iot1eS y temo \ICYE?mos 

en f<it'\Cr \v_gor éSt"' C:I. a\~o burda / md!> C!.to no:;, ety\ldU• 

\-Q C\ \n te.- f"'C \.o.- \a 5 C\Jondo L -> CO • \)e ~inlmo:::. ':\n tomo 

c. ... Ya¡. , e introdv<.i\"Y\oS e\ toc:\or [ (nt•)-nl.:; i en \o 

'S<?rie (\) • l.J C_!sO te"emos 

F ... cu::: I_ <1'r\ e_."2.\itfi.. C<"~~'·"l ............. (3) 
ns·oO 

• • • • • • • • • • • • • • •••. (t.¡) 

"º"' dQ: 

G\.. (\,U) 1 p-.i~Ó~ Se<' de~¡,..¡c\o 
\"o'\ed• a¡,.. \:e ·. 

'-lt 
..L ( ..:~\: 
2r..)fl't)e. J \: . . . . . . . . . - . . . . . (s) 

- LJi. 

Cvondo l C.ouc °' io \; ... ;to , Gt. (i.u\ '5e °'f"'ºX\vno no:hs· 

\-o\..,ewi te <\. \lnQ. f~nc.IÓ"' G (w) , \o t1.1col es Lo"oc.ido <.omo 

lo han5fo.-rnoclo. de four·,c..- Je F . 
.., 

' t -.iUJ\: 
Ci <w\ ~ ¡.;¡ ) Hl) e <=H ..•••••••••... (') 

•Q;) 

AJ.em.Ós 1 p\Jesto ci¡ve ~l..Üo -::. \,¡j.,., - UJ., , heoJc ot tero Cvoi ... Jo 

l 40) y daJo 9ve Uln (.Q«e Je -c:s> o +co / \o cwc...c.•ón (3) 9 ... cu-Jo. 
mue.ha Sernc_loot.o C.~n \J(lQ s ... md Je R1emonn I ro<o \o '\nte~ta\·. 

S Gclü)e.4wlc\t 
-co 



pa.-o. uooi fun1..\o'n F 
po'f" \Q CC.\IOC.io'n (J;) 

óe Fau .. i<? ... 
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"º f>C\'Íod\ e.o 1 C-.1..:a .... Jo ~ cs\.ó Jchnldcs 

es \\a,..,~da \o -\:.ro.,tS ~Or,,.,..ad.o \r'll/(;!r$o 

la& ec.uuc.1on<?> (¡;)y ti-) so ... esenc\a\eo:. poivc:1 la -\.c.o-

ríct ele \c::r. -\...-c...-.s. for ..... odc\ c:le fo1Jt\C'C", Como ~e S\l~\erc de 

es la .:11::.cus\o'n, <?!> ,,.,¡:\.,, ú\;;\ t rcl\.len \e ..... ~o\c accede'< a 
COI f'"'' c\..os y p eV'ISOY" ~" lo \"'·~e~ .. .,.\ (-,.) 'º'""º un<::l \\ S1Jma" 

9etiero\l"t:odo c!c Scno'\cte:s / ~ue se =>'-''""º" so'orc "" c.on­

t(ouo de tf'C'-\leoi;ias. lo .,e\oi(.io',... (s) oo~ do c:ri\:onc.c:s 

\o~ 11 Coet1i;1cnte:s' GCw) / en\"' 5"""'<::1.· 

A tnonero de ~ljor id.éas / C<lC.Ot'l\:n:......,os la -\:.ra"s~orMa­
da de fovrier y veri~lc.or \o fór..,..J\o f'º"º \o. ln\le•s.o de 

f ( 1:) :: 

f(l)-:: (l\-H)l\:-3..í.) 

S\ \.11 :;:.o, e"c.e .. ra'"'o$ e:\ <.on\:o.-"o C.on un Scrt\1c.:.,,v\o e" e\ 
sc..,1p\ono ln~crior 1 entonhondo: 

, ( e.-.iwt ) 
Ge~)"' líi (-:Zíi.i)Res t¿t'l • -3.L 
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- ..Lw\:. -;iw 

GCwl = -.Á ltm 
.\:~ -31 

e = e t -3,4 -6-- (w ~o) 

ancl.\o_soMcn-\:e, poco l.l.l<:O 

perior y l?<'\c;.Q"trornoS' 

G Cw)-= 2
1

" (ilí.1) Re~ ( 

-311.111 

GCwl=~ 
6 

Para Ve<i ~¡ c.or \a fc~., .... ..i\o de iYl\Jcr .,·,ó" de tou,icr / C.Cl\ c..i\c­

l'nOS: 

lw-t e 

Pº' \a S'1me\:'l'~O / \o ~o.,.\:c iMu~.inovio se ao.i\a 

9'1'0l\ C!.5 l_g\Ja\ a 

y es.~º \o \:e-

e.(-3 t ¡ \:)ll) \
00 

-3 1-¡-\: o 

f -JIUll .lw-t r e-JVJ .i.w\: 1 
Re ~~ e. cil.ll = 2. Re .l-6- e áw = zRe. 

-~ o 

= 

Co'rt\O 

teoremas 

bojo \o$ 

vá\;c1os • 

~\)<1C.lo"·es 

\ri\:er11a\o 

í 

00 -31\JJI 

= \-=-eG_ 
-oo 

en e\ e.ose de sc'l'i es de fo.ir•e•, uno. vi'\.iei:a óe 

'no. s'iJo Óesc...ibiC'l'to / ernpei:.ondo Cotl Co"clic.looes 

c.vo\es \c:as ,.,_\:e.9"°'\c:s de fo\Jrie.- (6) y (}) Son 

Es 'muy ~\;¡\ evi \os o~\ic.C1 e.iones , 't.-oba.joi.- co" 
f( ~) '!>1Jo11es a pecioz.os ¡ esto es, eo C.Uci\9vie .. 

c::lC.o~odo f'(-\:) es C.On~Í(\\IQ\"r\ef\.\:e di~eVe'1C.\Clb\e 

~¡ oi to ~e \l o\o~e s óe ~ 



-7'1-

= 'b, 1 ?; ... , ....... 1 0,.., y~" C.taÓa ~;. \<l:) \fmi\:c-s \otc.1-0.\cs 

Je F(+.) y f'(t) debe" exlstt1-. 

51.1'o$>ste e\ s•9u\e.,\:e T~o..-ert'IC\~ 5u?on~amo5 ~ue \'(.\;\ 

es 5Uo.Ve O. \leJ.o-z.oS Cn C1.10.\9v\e~ IV\tevva\o CH.o.\:ocl.o 1 

y C\\lC ; 
OC> 

S \ nn\ c:H: 
-<>:> ' 

IJl'I ejemr\ o 

fourie-.. c:h \a 
J.e \o ontcrl<:w-1 ento.,\-ro< \o -\:""º";;. ~O«ncu:\d 
Fu""'ó" ·. 

f{\\~ eº 
IJéc.sc \a tl9<Jra (z). Expvesc 

Tene"'os °iue: 
a:> 

1 t -lwl-
G (w) = 2í1) {i\e. el!:-= 

-co 

1 
<>---

Flt\ 

o 

c\e 



\.lt'I eje""p\o 

e\ e o Con \:ror 
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m~s c.omr\-. c. od,o <=\\Je e\ """\et-"1or 

\e;. hon~\o.""°do de tc.ur-. er Je 

~
S C'l -\: , \ t \ {. b iÍ 

F et)= 
O , de o\.ro tormo 

no~ \o ofrece 

\o Fun<.IÓn ·. 

Véase ~l_gura (3) / y C)(frC:SC \a 
f('!>ito~ \\o.,...on 0 esta .func:\o:.. 

tó.,,..,,\o de in-1erS\Ó" (\os 

1.10 '' hen tlni to de cnc\q
1
'). 

Tene.,....os: 

~ r- Lr) 

(.¡; 

~ ) ('<>e"~) e,¡1.11-t d \: = 
_.,¡, 

.i sen 6'iíW 

íi ( 1- \O~) 

f l-\:) 

la hon-:.~ormoda de fo\Jr>e..- / :Se \ISo '3\Jo\ ci\le \a5 

~e.-ies de fourie,. / fº'ª Yesoh1e..- SH:..\emci.S de ec<.1ac.\owu:S 

difen:rtCia\es linea\es¡ COl'llC> \Jno i\..1=-~'ª'"'~ <:ons•cle..-e e\ 5\-
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'31.1ie"'\e ej e"'r\o. 
Enc.onhor \o f\)ntioÓ C\"e so\·,5.focc \e:. el"º"""' 

c;o\: f Sen t / \t\<'.6'ii 
d2 rrn + 2. Qiill + 2 Hü = 

d-\" cH \_ 0 / dC 

Sea '3llc):: P..eZllllc / \l>'lo so\ .. 1<.io'n de \o 

\'e•><.id\ / \ci c ... o.\ o\ s..:.:.\i\.u\r "º~ J.d: 

¡ui\. iuit .411lt luit 
- w• A e + 2.¡w !\e.. + 2f>.e. = e 

/l. - 1 
-VJ'L \11UJ .y?. 

l1..1e_so 1 l.lno ~o\..,c.\o;., \='º"º \q ec.uuc.\o~ 

- e lwt 
<j l \:) - - \)l' + 2 Ál.ll +1. 

/'.\~oro, e\ mie"'bYo derec.ho Je \o <;?L.iac.iÓn J·,{cYe<u.ic1\ e::. 
lo fo.1nc.1o'.... r(i:) en i;:>\ ejemr\o C:hº'l\.erio.- y·. 

\ • 1 1 1 \\ ... /1 \ r..iec.e '5e.- IV\terf<E'taoo ¡ C.o.,..,o \.lno Supe•ro&ic:.\o.,, oe 

Senoide:> el~ \c:o forV>'\d e1
"'\ I de \c. tunc.\Ó\'\ f (\). l\le-

9º f'ºfoinerno5 Cjo..>C \o$ s..ipe.-fo::;\c.io"e::. co ... c-e:sfo .... Ó\e<'l­
le:::. de \u::. so\..i c.\o'l'le5 



Poáe"'o'!> l¡ey °¡llC es\:a 
11c:1se dos vec.e"ii bajo 
~ue osando YC'!)idoos 

o 

f (-1:) = 

-77-

in.\-~3yo\ 
e\ -::.igno 

c.on•er'3e, '\l.le 

de ¡,..\:e~yo\ 
?uede der\­

Y c:u:~ e wu:~· s 

( 'r.' -6íi ) -\: ( <! 1 .l. ) - e - e e S to 5 \: t 5 Sen.\. 

fOllR \E R. 

"" 
~ (1.U) = ~ G Cl\ e1w~ c:H: -... 

y Sil 

E\'\ gencircA, GCUI) es 

p-ieJe f'º" CoY"t:.i~ui e"\'-' 

-1. (\l(IU) 
GCl.ll) = \"'(W) e. 

comr\eja de \>J y 
~Orrna fo\o..- C.O"Y\O 

do"de \"(~) = \ G(l.U)\ y Qltw) = -org [GCw)l son ~u"''º"es 
reo\e~ de ~. 

Sufº".5QW106 ~IJe t rerYescnto e\ be""fº y \l.) Ul'\a he­
CIJenc.io an,5u\or UJ= 2.'i'if. Si trC>'l':o.mos Ul'\Cl 5ráf1c.o c.on 

\a omph\:u~ \"'(W) Como orJenodo. 1 y \o fvecl.lenc.io an~u­
\0, e.o"'º absc•SQ, en-tonces \a <:uNa. 'l'es..,\\:csn\.c es. \\Q"'a-



-78-

Ja e\ 11 e~rec.b·o Je amp\.\\)á" de GlH. En se".: .. a\, 
~(W\ e:;, \Jna func.iÓn C.on\(n1.1a de \ll ¡ Y en ~on-::.e t.IJCn<.ia e\ 

e-;:,f>e<.\10 de oto~\;\:vd de uno tlJN\Ón dc~IV\ida !>Ob'fe \Jt\ 

¡....,\:e.-11a\o i" h"1~0 -ce ~ \: ~ i' co \Jn 11 e:.red;ro c.on~f11..io" 

Ut\cs 9 .. ó~\c.a de (Q(141) C.ont.-oo \.U C$ \\a""csJo u..., "e:.red:ro 

de ~o-:.c" de G<.t.) • E:s\c \.o. •• \'o\c'n e-s 1.1n e::.?c<.\:.Yo. 

La -lron!>tormodo Í"vC'ft>Q puede se..- C5<.r
01.\:a c.o""o·. 

-'- r .t i:......,-t - ~tw\) 
G U:\ = i 'ii j Y ( \ll) e. chu ....•. (O.\ 

-co 

\o C\lo\ no5 m.Jc~\.ro 0¡->e Gü) e~ llna s1.1perfO'Sic.i¿, de 
O~C.\ \oc;iOWIC"!> Of"mÓ>'li Lo$ :Sil'f'\p\c.>5 ele o..,....p\'1 \..Jd lio .. io\::.\ C 

\"(.w) , ta$e C{>Cw\ ~ f 11~c.J<.>nc.\a º"'.9"\º,. 1..1). 

5upo"'_9omo5 °t"c \c. e"e"5;0 \:o~a\ Je \o se<ia\ (, l\:) 

e:> 151.Jet\ a : 00 

5 \ G t-\) \
2 

c:H: 
-co 

ele. Ot.Úerdo a \a \denhc\od dc Parse11oi\ ¡ \:e(\c"l"loS 
.,., CI) 

~ \GC-1:)\:z. dt-= 2~ ) '< 2 (1.o.>\ J..u ••.... .lb) 
-Q) -q, 

lc:i e cuca C.\~n (a.) Ye p..-e Scnto o G (\:) C.OY'tlO \CA s..ipe.--
posic.io~ Je o5c.i\oc.io11es ª"""'Ó"'\t.clS C.ont('f"l\Jo5, ~n \.an~o 

~\JC (b) e!>tCl\.\e ce 9ve "" os c.·,\ odov ~v ...... Ón\ e.o de ~re -
to.JC1"1.\o o.n~\J\ci.- UJ y <:>n-ir\·,b.1ó Vlw\ C.o>'lhi'ouycz c..on ""'ª 
CGr1t\de1d ele ener_s(o 'rz.Cw\dw o \o Ct"ICr!)Cº total\ d.c 

\°' <Seña\ GC\:). 
Lo t\'Oll 5 forn\oda de f O\l~IC1' e:, """' de \o.~ \i<irre1m\en ~ 

-'co5 ..-nti-;. podero!>o'!> Je \a mo~emábt.ó / C5e(l<.\ci\..,,e.-.\:-e / 

Pº'"l\)e n:dl.IC..C \oi5 ore'f"O.C.iones de ÓCn./OC.\~ e 111t-e21ró­
clÓn o "'11.l\~ip\-.coc.lo<H"S. y d1..i1~1on~s re~\'cc:\:1-1a"""C!n'te. 
\Jeor1105- o\~ut"lo5 ele..,..f>\o-s C.oncreto!:> de °'f\' e.oc.lo~ de \ci. 
.\:.fClf\ s ~c. rrna.Óo de FoH\ e r. 



Prob\ema 6.\ Circ.uilo e\éc.\rlc.o C'fl 5erie, Cot1 resonc.nc.\a. 

Cot15\dere UtlC> Corricn\:c :r. °l"e t\\lyc en \In C\rc.uito e\ec­

bico el'\ 5et-\e CO<\ '°C~º"º"'"º I cernpue:;\:o oc Una lnduc.ton­

Cia l, uno rcbi5tenc\a R y U<\o co~o<c.i\:o"c.io C., todos e:" 

5e,.ie con Uo ~cncrodor cuyo vol ~aje e '5 \1 lÜ , \..a c.oni('ntc 

I(-t\ 5oh~tou~ les Sl.5u·,cn\:c ecuoc.io',,.. difc.,.cnc.\a\ c,.dlnuylQ~ 

R h + i = k .......... <e) 
d t C. de 

I (-\:);: I~ l-t\ t Ip (-\:\ 

L e ~ 

C:J 
V ll:) 

C.1RC\JITO ().-C. SE.Q.1\:. QESC'~~Nil:. 

d1I. t R ..sil. + ..J:.. = º l cH.. d\: c. 
• • . • . . • . (e:\) 

y e\ Se9undu ~.; ........ n.;, sco\..-=-~o<e (e\. la Sumo I U:\ 5a\.i:;­

f.,.c;e (1) 9ue e~ l.HlO Clua<.io'n di~CYC'n(.\a\ \Inca\ I def-,ntrnOS 

un opef'or.do,. G po .. , 

I 
ecuac•o., (c.) se.-ó 

L,R,C. c\:es. 

G ( I\ = 

ESTA TESIS NO DEBE 
SAUI DE L\ ftiááJDTECA 



y 

pe.-o G ( r\,\ =o c:::.to es·. 

G ( I)-; = sh 
clt 

t\ \c{.-rn··no In l\:\ '\"e so\.;:;~o(c: Id C•v•HiÓn ho""'o~enc:ca 
(d\ e:. \\u""ado \a 11 func.ioi'I c.ornp\e,.,_e.,.,~o .. .,a'' . E :;.\oo Y"C:­

p•e:>e<1ta la C.on-icn\:c t•o"s•\:orlo 0¡..ic ~\\lyc C'i'I e\ dY­

c...sít_? desf'.ie's Je ob•i< o ceno .. u" lnte•f'l.l\I.\:º,._ 

t\ \:é ......... ;no IP <..~\ e~ l\c.;.nc;>do \JY\o ,,,\-e~ .... .,.\ roA1c.u\a ... 

de \.,. ecuotic.~ (c.) ; ~"~"' .-e l'"'c scn\-a \o Co«icntc: C.onSton-

le 9Je fluye en e\ C.ÍflU\ ~O ; es dc<1 .. , le1 Cu«\ ente O¡vC: Hu-
ye en \)Y'\ \1e..npo , Je,.p..ic'.:s. de 9vc: e\ c.1.-cu\ \:o "'º $\do ce-

1"roc:\o. 

Lo C.o•rien.\:c Irt1:) :.e hc:Hc C::l<(u\o,. CA\..-c:óeá<Y ele\ c..iYCu\to 

Y'nechonte \o ac.c.10:-- d'1\ ~e"c .. oÓo•. (~eso\vcrnos fº"º Ip l\:\ 
\)5ondo \o tronsfon"'odo de rouMC'• de \o1s J.c.1v0Jo:s.. 

Seo G Ci<) uno fu.HIÓn, d~,,o\:e.nos C.on: 

GI - 'f -l.,;x 
\- ( G ( x) \ = G ( 1<) = j G lx \ e.. c:\x 

ec::uoc.i tio Q) 

s 
-oo 

-coo 

y sí J.h ... Glx\=o 
\X\~ co 

0 ..lKX 

G lxl e. 

-<» 

.,., 
Á I< } Glx\ é.l'.11'.x c:\x 

-co 



-'i!I-

en~on te",; 

(
'dl: ) _¡u¡-\: 

De Cl~..,: f'"es 9-•e \.e"'.3°'"'º" 'l"e el(o""i"º"' C>t t' .i'.111\: e. 
Y'I(.'-)e--'"'t 1 1_ + \ , " / c..,ono.o ~ ~ - ce ¡ e:;, 1"' \'o .. i;on"t;C o\o 6-c:?Na.'<" 0¡~e 

es to$ · do> .J \h...,, .. s ex~res\one- » no se c:<n->\o" C-> o.ndo 

-\: ...... "! <X> / C.\JonJ.:. \.O e.!. ..-ed\ f'\J<O • lo. l.on-·1entc tO">S \:<:Ante )' 

sus deri"CAÓco:> no se ªf'º Xirnon °' C.C?<o / Cuondo \:--+! oo / 

e ... \-,...nl-o 91.1e e\ 9et"lcrod.o.- (0<1t·,...,J'e trol...,.jo,..Jo ch!!.de. 

e\ \'(\\"º 'nusto e\ tina\. \}"'º \"t\one.-o de \i'oro..- este di-
\ema. e s. s"ponc-.- °l"e e\ Cl<c.u-.to f.., e ce .. ..-oJo eV\ uo \:\e....,-

Pº ~o.sodo / d•5omos \:-:: - T , y 911e éste 1 e:e. ol:.ie..-to 

oh-a vez eo ...,.,.. \;:;ernpo posle.-io.- / d1~aMoS '\:=+T. E"' 
e~te Cc:lSO, lo~ci. \°' co .. r\cnte \:..-°'""'·,\orio 5er~ owior\·,-

91.10 dot fº'"ª t ')) T y 110 \-.o.b,-c(, <:.oni Ct"I \:-e. p o."ra t << -T. 
Como Yesvltado ·. 

y I (1:) é ;IJ)\: 



e" consecuenc.ia \Q ec11ociÓn te.\ sc"ó 

donde .., 
I(IJ.J)"= s It\.)é.t..i\:Jt 

•ao y 

= \¡ (w\ 
R t .i(W1. -~\ 

Si X1.::. \.óL y Xc .,. ~e I en\.once:. CY\ f.o,...- o ro\o'I' ~ 

• ( ) • J -:. -:. ' eªº"-1 

( X1.. - Y.c.)/p. 
R-t..L XvXc. ""''JR \-(X1.-Xc.' 

Se.YÓ 

I. (IJ.l) 

donde 

O\:.ser\loc.iC:n i °l:(llJ) 5e conoc.e tomo \o. Ím~edand6a Je lln 

C.\rc.u\to en se..,.\e / en \:on\:o 91.1e X1. y Xc son conoddo~ 

corno \ds ~eocto.nc.\c,.s :ndl.)c.~\>1os y Ca~o.c.•h11"'s, ..-est'ec.ti­

llornen~e. E\ Cambio Je fose en e\ Circ.oito e5lá dado fº'" 
qlllll\. lo resruesta constante. en e\ he<npo , se obtiene 'me­

Ó•onte \a t<anS~Of'Mada de fou.,.\e'I' / ap\lCt:ldo d: 



es: 

De. a~uí ve.mes Como e\ espec.\:ro 9enerodor V (\..11) se 'º"'" 
bino C:on \a 1 m fe done.-. a y C.o."'\,io de fas.e Je\ c.irc.u\\:o / 
pare:. dc::unos \)f\OI C.oYr\ en\.c Co"s \:ante Ip <.\:). 

5\ ~raÍ-lcamos G(w\ e.orno uno ~lln<..io~ Je ui, veme:> 9..ie 

Glw) tie"e una c.i"'"' de vo.\or T centrado en UJ=O • E:sta 

Cimel Cenha\ C.ru"La e\ eje Ul e" w::. :! 2.'ii/T í C.\JClndo T 
cree.e sin co\:a e\ pu\ so C"ece, \nc..-ernentá.,dose c.on e\ 
hernpo / en Co11 se C.llCnc.ia / \o. C..h'rla cent<o\ en e\ C$pec.tro 

( p\Jbo - omp\i \:uJ) C~ece c... a\biro y se ensanc.'via • ~.-ori 
r~,.\:e de \a ener9ía de\ f'\J\So esl~ e'l \o C.\YOQ tC.'1-

ha\ ¡ f'º" ~an\:o a 1'1'\edida '1\le e\ f\l\so duro m~s / es 

mcis es\:rc: c..'na \o banda espec tn:i\ y su ener~(a '512 C..oY\­
Cen\..a Ci'nl (véase f15\lra M). 51 e\e.9¡,...,os \a \:.anda Aui 
de\ pu\so, dond.e e\ ·,"'\:en10\o separa \a hec.1.1en<.."1a Cl~\l­
\a.- m<lx\VY10 ert Ul =o / desde e\ p"imer cero \\a~\a w= ";' • 
eril-onc.e5, Aw = 2.íi/T. De C\la\'\..iier vnodo I T 'fCfHCSC?nta 

\o. dl.lrc::iclÓh tle\ fl.l\ SO Ct\ e\ tie m f O / Y ef\ C.On 5C C.\lCnc.la, 

esc. ... ·,\:llW"105 A 'G =T en L1W = 2 ÍÍ/T / obteniéndo5e 61.\l·C:.i; =2.ií 

O sea Ót • {).1; ~ 1 / \a.s Ú \\imQS ecuo.c.\o1'e::> 1105 don Unel 



vc\ac.iÓ>'I C.\'\~TC e\ \..ieMfO de duTQC.\d,.. de\ P"\so 'I \a f .. eCllC?<'l­

C\C\ c.o.-i 9..ie apovece \a \:io"'do; 'l:a\e:!> ~CO?\oiclo<1C$ Ct'\he \o 

~v .. c&c.lo'" de\ p..i\so y \o. fn?c.uc"c.\o Óc \.,. ba .... óo 1 exp,..esa 

Je tnoi"e""e1 ge"'c<o\ e\ '1cc.\..o de <=>¡ve \o fo .. r<10 de UI'\ pu\­
so e"' e\ \.ic""f'º y \a toYmo de su c:.pcc.~ro Je º""'f\itvd 

"º 501'1 indc pc1'\die" \:e~. 

"li[_J 
T 

El'\ "'e c.dni.c.o c\l~n~ic.o ' \ ... ..:. 're\a.c.lone-:. to\e~ C.On'\O M· ~ °G=I, 
forma>'\ \a base Je \os \\cnnQdos f"i"ciplo!> de \ocer\1 dl3n'\ -

bre. Lo W\a.9"'hsJ de \o C.ons.~o."\:e en e\ "=>e5u,..J.o m\em\,,.., 

de d.1c.V.a c:cuoc.io;, / depende de: \o:s de?tct\\es. p.-ecisos de 
COn'IO \o bando dC Ut'\ r\l\So \ic. Sido definida. 

~UC!IJClmen.\:e C.onside re""os \o lro.n~Jonnoda de fo11,.\e~: 

y su \:cons.forrnoda ioversa 
CI) 

G (~) = s GtU)) d\ll 
-oo 



-ss-

G(l) 9\le sab&~ac.m \c. condic.lÓn; 
.., 

O'-~ \C:i<n\J\: ~ M l. oo 
-oo 

' .Zw\:. \ en e.e.sos tan Simp\e.s 'º"'º G(l)=i o G(i):: e I o. inte-

9rei\ c:m~e .. ior no C..onvcr9e / C.ont:.e c1..1e<i te""enle ho.y ~une.io­
nes o¡1..1e no tiet"l<'n \:,.cin5{o,.""'ado de fovrie,- en e\ SCV'\ -

tldo c\Qs\c.o • 'De '1echo podew>o-s dr::c.ir 91..1e-. 

i 1i s < ~) = T e. tui 1: d \:-
- c:o 

el;¡ \a \:,.cmsfo,.mctda ele Fo\l,.ier de G(-t\=I. No olo5ton­

\:e, Un 't"esul\ado formo\ \:Q\ co.-no \a t<on~toY'vnado de 
GCH=I , de'be dQY5e\e muc~o otenciÓn 11nah ...... dhca an­

tes de dc:u·\e 1m sl5ni ~\c..ado f'"ec.i~o. ?\cep~o,.""""' o.s \a 

ideo. de '1ue \~ .\:,.ansfo.-ma.dc:t de f"outier c\.i5ic.o, 
estq de,lnida só\o C.\lculdo \Q inte_gYci\ °tuc \o. de,ivH?. 

C5 c.on11e..-~eV\ te , con \o e.u"'\ fo demos. ch ~pone.- de 
CuQ\9viC'<" C.ont.-achc.c.io'n áSOciodo. C.on \o. CC.\lac.io'n 9\le 
cle~lne \a han~~ormatld de G(.\;)=1. 

E\ fY-Db\erM:~ de c:¡ué hoc.e.- c.on GU:\=I y G(\:\ = e.turt 

puede Se\" ...-e.~ue\l-o ele \o. '5\.5"ie .... \:e 'n\O't\Ct"O. • En r .. ·,..-.er 
\u_gCl'<"i rodC?m05 ob~e.-11ar '1"e \o. mc:t.yor(o. de \os f"O­
CeSoS fCs\c.o::., se io1ci040 en "'\~u'n bcmro dehn1c\0 1 

e\ CIJQI\ podemos S\lflOO er es t"'O C<\tO\'\C.e:=. <;:\ Í<\\;e .. -

IJd\o de -\:ielf'lpo en t\le~hori se .. ~ o S \: '!: co en \v~c:t..,. 
Je -o:> !: t <E: ex> / \a f1Jnc.1.;n G(t) es\:~ d<O?hn1Óo ~6\o 
rani OSt ~Q) I 5\ Cl'noro C\UC'(ernoS c.a\c.u\c:t..- \o. tYO.\'\S­

tOrn\OLda de ro\l,-\e.,.. de G(t) J pero no fºJ.e ..... o'!> hc:t.c.e..-­
\o a 'meno5 q->e sepamos 9->iéri es G<.-t), paro vc\\ores 

he.9ab"os de\ bernpo defl,..iendo GCt) paro t"-0, e...,\onc..es: 

<:t(-l)=fGt
0

t\, os-\:~co 
l \:¿,o 



\ue~o \a tron:;formoda de four\er Seyá: 

y 

G (\ll) ::. s GCi) e.·1'"\: e\\: 
o 

f \ I 

Lº . t LO 

r eºÁul\: 
G<l\ = l 

CY\ l11_9ay de 
e"~e .. o de 

'o~t~co 

t (0 

c.onside.-av­

~\11'\ c.ioo es 

donde. e.\ porárrieho rec:l\ lf loma todo._ \o~ va\ores lf),'fo)O, 

\Q hco-.s.formoc!ci Je fouder ¡>C:Arel \a {1Jr.~Jo'n r (l\ ser&.·. 

Gr(w\-:o 1 e.twt [éít GC.l~cH: •...... te) 
o 

en \c. ecuacio'n (e\ e\ sul.\., dl<e (f en G..,(ui) "\ndic.a C\ue 
es lea tTa"s. for ...... c:ido de four\e..- defende ~on\o d.e IÍ co..-o 

d~ \IJ. Anoro \<=A ec.uac.io'n (e\ C.onver.3e. pan:>1 

Ga) =(~ Of-\: ~ex> c~:wt o~t ~oa 

-\:<:o y GCI:)-=- -\;1.0 

para e\ f'r\•'M•r e.a SO~ 

f -((f+1.l.ll\'t 
Gir<\U\= le tH. = o 

'\;.,. (1) 

- e.-(Q"'+1..i\t \ -:::.---
lf + 1 w lf t .tw 

-t;=.o 



e" lonlo C\UC \a segundo 
\•a> 

Gi (w\ 
S -r-t 1 -r-t \ ..L 

= e. el\:. ~ - ~ e. ::: 
lf o 1:-=o 

tJiós 9eoero\rnen\:e / \o t.c\Jo\.iÓ" 

~IJ•'Hio'n °¡1JC de rendo de\ \:ic,·"f'l:l 
h\ch f'Q fido'l"(l<?Ott' evi \::ic...,po 9uc 

te\ to.-.\Jc .. ~e 

G (t) \o tuo\ 
e.o.\: 1 a. )0 

pcr su pues~o s\e"'f'"'e 9..ie 
lf~ ~>U. >O 

poya C.\lcs\<\uler 
'v'lo c.resc.o 

tuando \-.ai, 

En este e.aso, 911e llercrno.::. C.On"IO s\;¡ue. Supon_go'""o:;, 
9ue GU) e'!) c.on\:: .... ua o pcc!oz.os en tu1:1\,vief ínteYv.,.\o 

finito y ~ue. \G<.t)\ ~ !--\ e_ol / poro a\5:11.1f10S to".:.\:anhs 

¡.\ Y a_ t entone.e S ~ 

\fé 1uit[e:nG<.t~\ci\: ¿_ Sén\Gcn\ó\: ¿_ 
o o 

1 -(q--o.)t t ((f o..)\: _t-\ 
J He. cH: ~ ) M é - e\\: -= o ~-a.. o . -...... -m 

5\emrre 9ue lf- <l. )o / 
11ó\ida fOYO cuo\"\uiet" 

fucsto '1"c ésto Óesi;¡.ia\dad es 
·bo y 

\ ~ ttui\ [é\ft GttD \ dt 
o 

Conc.\ulmo'!) '1\JC \a ec.1JaciÓ<"1 (e) Conver9e 1 oóe,...,ás dh::.o\u­

tamen'te.. Ta...-.bie'" f\Jec!~ df'VY'IOS\:.-ot"Se '\IJC \a C.Ol'lvcY"9en­

cia de (e' es un\~onne fº'l'o c.uo\°luieY 'ifo \1ja \:.o\ 'l\le 

~ ~ \Ío )<>... 

U sondo (e) y (0 lenerno::. ciue ·. 

f1..,.. G<¡"(UI) ::o 
'!"-+ co 

\o cuo\ e5 cierto 5ie.-nrre C\\le (e) seo c.om1eY'3e"\:e. \>Q"ª 
cua\ 91Ji Ct" q-::: \fo ti"i.\:o I aún 5·, \a de~i~00.\Jad lGl-\)\ ~ M ea.l: 



1\0 es Qplicab\e. Retordemo5 ciue G(l)-:: o Pº"º \:too y 
\IJ 

- r -iwt [ -lrt :1 
G1í <w) ::: J e. e. GC-l:)J d\: 

o 

o I tL() 

-n e GCt) I 5\ GCi\ e~ Co1'1\:~ .. \\lC\ C:YI t. .... ('3) 

1 - \f\: ( . 
2:" e. GU:to)+GC\·oÜ GC1.) he"'e d•5-

'"" ~ .. ,vi J Cl d ~\ni ta en \:. 

rodemos tambie'n e5c.y\bi< \a~ ecllocio1'1CS {e) 'J (9) \\9e.-o W\~­
te diteven~e , 'º""º -::.\9..ie: 

co 
- t -(~tlw)\: 
Gq-Cw)=Je. Gtnd-1:: .••••.••••••. (\\) 

o 

Q / t <:.O 

t ( GCHo) t G (t-o)) 5i GC-Ü hene 

d•~t.0'1 ~in,i1dad floi \.o e" t 

Lo too·hJaJ 'ft .tw q..ie apo...-ec;e e\"\ cu·nbo5 ec\lac.\onc:s, 

e5 parbtu\a.- apore"'tª 9ue G(t) no deirende de \f y \IJ 

e" focmo c:nbi\YaY·1a / roa~ -só\o e"' 5Umd 

5 = 1f t .ÁVJ - • - - . . - . . . . . . (j) 

es-b 5\~n\fica 9"e \o 5\lc.e.s\o
1
1'1 de º""'f\\lwJe .. espec.-

ho\e s .G<r (w) que C.Offe.s.po<\de a. diferentes ve1\oree. de. \I" 

·?':-. 



Se. \lf\en de -\:a\ mol'\eYo "1.1e 
todas C.Ol"<'IO unQ f.Jndón de 

e\\Qs puede" SeY v-cryese"'­

\lo•io\,\e (Om¡>\ejó • tY'lto\'\C.CS 

G..-<\U) = "G e~+¡~¡ = Ges) 
Se 5\~ue de \o deS.·1~1.10 \dad 'f ~ "fo ) 0. / 'l\.lC poc.\ernos 

tomo Y" q- = 'ifo = c. te. 't de \o e (.\)Cl c.iÓn (j) 91.1c ·. 
d-;, = .A. du.J 

el'I ~º"'\:º C\ú<:' \os. \:miles Óe i<'l.\:e~Yoc.iÓ" \.ll-:: -coy Ul"-CO 

Corre~f'º"dcn et 5 = IJ""- .Zw y s = \I" -T¡\U , l'espec:t\vomen­

te . \.:."' \:é"'""'-."º~ de \o Vo.-i ab\e S , \Q s ecuo c.\oncs (\.\) y 

U) tom.on \o. .fon"'d 
00 - 5 -:>\: Ges¡= e. G(t.)JL ................... l\<.) 
o 

lf+ico 
1 ~ - <::.t 

f(\;)=2'iil.) GCs)e: Js ............... U.~ 
lf·..tQ) 

donJe f (\:)=o , lt..o y f (l) = G (\) c:uo""do G (-\;) es t.o,...\\"'..iº 
e,.., ~, y fO:)= Y2 ( Gl\:+oH G(\:-o)) tuondo GC-\:\ liene 

d\!>c.on\:l.,uictad f1ni\:o en t . la troye d:ol"io de Íl'\.\:e.9..-ac.\C:n 

pc:ua \o ec.uc:tc.io'.-. U\ e" e\ p\aoo Co«1p\ejo 5 C.:5 uno \{neo 

\/<?Ytic.o\ C.on dbSc.\<:.o ij°".:. l\Jo ; \a iflte_s.-a\ ll<\ e'S \\o.moda 
\es TYon:-:.\ormodo de láp\gce de G (-\;) y \a ínte_sro\ U.) 
Su iYwe,.-~a c.one::.pon dien'te. 

El'\ términos tísic.os , lo \..n:rn<.:>\ormoda de. Laflace. 

G Cs) = Gu- (w) = G Cir t lw'\ 

es \a a\'Y\p\i l\IJ espei:.ho\. a f..-ec..ue,..c..ia W de \11\o se<ia\ 

ChY\or .\;~l.lódd e-n. G(-l) I \o CUd\ se inic.\ó en \)ti \:.¡e,.....po t=o. 
y Jec.ae o Ye de 5\l va\or ini c.i a\ en Un be""Fº \: = Yir. 
la han5tormacla inl/ersQ Je laf'\ctce , yepre sE'Ota esta 

seña\ amoy \\.s1.1add tOY"llO una superrosic.\Ón Óe o'=>ci\oc.io<1eS 



armónicos de trec.uet"I c:.\o lll y O\"l'\fhtud Gr(w\ . \>or ot.-o 

\aclo \a -l.ral'\stor.,...ada °ln>1e..-sc::t l"epre scnto ÚY'l\C.amcnte. \a 

f1.1nc;Ó., GC.l) COmo uoa Sup1:rf'osic.iér. de osci\ac..\o'l'les Clrmó.,·1-

cas de d\~erente5 hecuencioS. L.,. omp\•\:.icl. ele Coda una 

de esa-::. osci\o.c.\ones c:i•mÓniLa s crece- e:xponer'IC.\á\ .... ente. 

con el be ..... po . Loi .... dto'" de C~C:iYTlicnto es \:a\ 0¡ue C.c>dd 

ª"'f\¡~1.1J es mú\\:ip\ic.oda pcn· \.Jn Í-c:H.~or de e., det'>fHl~s 
c:1e \Jn i'l'lt<:>rva\o de \:.ieW\po t.= Ycr. 

la tron:.For....,ada Je LQ?\<\c.e C.OrYlpc:u\c con \"" t.-an:.­
formoida de fourier , \o fropiec\acl de Yedúc.\,.- \c::1 deri­
llacioñ e i"lteg.-ac"1Ó.1 o rr11.i\·hp\ic.acio<leS y divisio1\e5 en 

e\ Cspocio tral'\Sformado. P..J.ernd-s \a traV1StOrY"C1da de 
LQp\c1ce I es fª'"hc.uL:"n-.... e ... \.-c ddecuadcl f'º'"ª Qp\icc:o·\a o 

\lna func\Ón 9"e se oinu\a pcs..-a .\:"-O y \as Cúo\e.,. ccn-

ju'"'~º""e"te Col"'\ S1.1.::. d~rivad<:>"- Jebe.-. c.ump\I.,.. c:l\~unas 
condiLlo.,!?s inic.\Q\es en t=o. 

Problema 6.2. Osc."1\ac:ior1e'& rorz.adois Cf'I \)\'l reso.-te. 
ConG\dere l.ln Ye::.o..-le , cuyo cie::.f'\c:q::dm"1erito ·1.,íc.ia\ 

de::.dc \JY'la posic.iÓn estable de e9uih6rio es XCo)-::. X en 

t =O , y cuya ve\or.ídad está clada por: 

(k) = x\o) 
cH X'~o 

fue.-z:a actúa sobre uno Unidad de t"r'lo Sel 

Ye°"'orte , \a ec.uac.id.. ele\ mov¡m\CV\to ~era·. 

d2X 
d \: 2 + \.ü1 X := F ( l) . . . . . . . . . ... ( '11:) 

Si mú\\¡p\ica\'"l'\05 ll) por 
Con Yespec.\:o o\ \:·1ernpo 
d~emo::. 9ue ana\i z:a..-. 

-s\: e ~ º1.-.tC.-~YC1WIOS fº'" poirtes 

desde t""O '-'astu \ .. en / tevi-



\ VIL)\ ,, ue_dtl 
5\ S\lf º" e...,,o'!I Cl\ue ""..:; ._ n rº'º 

exf,-e~tó" e"' tes t1\ y a , CY\t°"c.e ~ \"' 

\Cl.-c;; , y \o. \. Yo"s{ º"""'°do áe lor\C\c.e 

OC) - ~-\: 
= xts) = s 1.(\;) e. J\: 

o 

o\5u"os c.o"s\:.,...,. 
e\ \:""''te -=-c. <:>"<.>· 

5e.-d C:<>""C!"'?e"'\:c. s'•e-pve 
'!>O rode,.....o::;, U'=>dr o.\.~unoS 
d~duc:'"' pava \\e~cu· a 

~\Je Re(S) '>o... E" este C.C\­
fór,.......i\os °¡1Je fc~c:i\men~c :se 

s"" X(5) - s )l.(o) - x'<o) t 1..1}1. X(S) == f <.s\ 

co 
- ( -s-t 
'f C. s l " .l F C. t) e. ti.le. 

o 

X(s)_ = S X(o)-t- x'Co) + 
s" t w 1 

1 o \.r CAi\ s f º'"'" c:u~ a '1 n" e y!> a 

tC:l\c.u\cu· Xl\) d.e V'l\JC!>\:..a 

c\e Lor\""c.e , "'º"' re.,..'""-.\;e 
XC.s) Conoc.ldC1 1 Cr'ltonc.es •. 

'fo "t" }.c:e. 

X (l):: 
\ 

2. í'i' ¡ 
\ '5 X(o\ t ><.'Co) t fC.s} ,.,.-s\:. 1 ) 
) 5 .. \-~1. "- os ... - ..... (~~ 

Óot>de Ir.. es C.\lo\'1"' e~ reo\ , \:a\ °11Je ~e (s) ~ \fo > ~ . 
E.s C.05tu .... bre e.5<.Y'1\oir \o eC\lOlC:io'o {Jt lf) C.Omo \c. 51.l· 

ma de una turH .. iÓ11 c.omp\eme"tor'ia Xn ti:) , \a c.uo\ So· 

b~ {oce (~) C.Uof\dO f(-\:): 0 C int.\\Jye \o:> C.Ol'\Ó\C.ioneS 

Ínlc.i.,.\e s y Una in \e13ro\ ro.- ti c.u\cn ( 5o\..idÓn C.01'\::,tante) 

Xr<t) . \a cua\ l"e ¡>Ye. -:;en\:a \o::. efecto~ de \o r..ierz:.o 

f(.l) so\a.,...ente. 



plle5: 
Xli) = X11 l-\.)-\- XrU:) 

'fot.1u1 

Y Xr<l) = 2~¡ \ J~s~~ e:-~ Js 
q-.-1..., 

e~d:c:>1:> inte~ra\ ctS f'l.le tlel'\ euo\uc:>1rSC direc.tQ\'Y\'2nte / 'M<?­

dia"te re:.;Juos. Doclo C\IJC \as transformados J.e laf \ace 
5o"' de 9ron u~i\;clacl conv•ene tcne..- una ta\:>\a. de c\\as. 
Nos da: 

Q() 

r e.-5t se~ \Jlt dt 1 
J ::. s.i+wi y 

CI() 

~ -st 5 .) e. ~os w\: ót:: ~ 
o o 

X (1-) ) 1 , senuit n ' = XCo CO$\Jl"t t X(o) -w-

y u5ondo el teorema de ton110\ur.;ó.., , \o fu,...c\Ó" cuya. \:..-ons­

f o\-V'<\ada de Lo1r\ate es f (s) / s .. to.~ es" 

T 

Xr><t) = ~ r(?:i} se,,~--r;) d-c; 
o 

entonces \a so\ 1.1c..ioñ 3e\'\ero\ Je \o ecuo.c.\o'n c\ife.-ent\a\ / 
Con \c:i.s Condit\ones i"ici~\e s seña\adas es: 

T 

XC\:):: X(o)cosui\. +x'<o) senv,¡\: + J_ ~ f(Tii} sen \U (t.-"G) cH .• 
\U Ul J 

o 



- <\3-

1.\ Mo"im\e"'\:o de sóh~~_:; ____ en \í<=\vidos y 9ase.s. 
Ou.-o,.._\c e\ movirnie"lo Je \l>"I ..::.ó\\do en l.ln \rc:¡v\do ó \JV\ 

~osª, oc~úo" f\Jerz:o~ cuyco YcsuH:an~e Vawio-:.. o Óesl~"ª'" 
e.o" \a \el.o R, hs (l.\\l. lo fvcrz.a R f'"'C áe 5cr d.cs­
C.OW'f>\lesta e" dos c.ompo"cntc~ , u""' de lo!> cuo.\es es 

~' e!>td d\ri,!::)\dc:t e"' se"\:-;o\o orucsto o.\ movim\c.-.-\:o 

de\ só\lc:\o (o bil"!YI Cn c:l\rccc\Óo de\ "'OV\,.,,\cnto J.c\ \\vja 
C\VC ..-o Jea ~\ só\ \do) / m\entre1-s o¡vc la sc~u<1do \> es 

fC'"flen c:l-.c.ula'<' OI chc\.oo di< e cciÓn. Las '-º'"'poncnh!> Q )' ~ 
Y'CcibCO COHCSf>Oncticn\:em('ntC e\ Y'ID...,b<re cle \"eo;.\:;.tc"c:.ict 

f..-o"to\ y ruen:.o de S\l5~e"to1c.lo;, (osc.cnc:;io"o\), 

p 
"----- ~ 1 

Q 

~ ~--~---

Es evide" 'te, °\ue sob'<e \lo só \ido s•métr\c;.o ...-c5rec. \o de 

\a. J;.-e cc\Ó.-. de\ ~ovi,.,.,\c"\o, .,,ólo t>"ede e1c.·h1cs<r \o v-e~\s­
~en c.\a f.-on\:-.,,.\ ¡ co \o °l"e se v-c~ie.-e c:11. \a flle.-z:c:t 5us\:eo­

totdorcs; e" es.\;e c.a5o és.to sen~ nv\o. 
t coloe !':>e;:\a\o.- °i"e "' 11c\o,idac:l cons\.,."'te Je\ ..-noviMiC<1to Je\ 
5ó\1ci0 rc:>pec.\:o J~\ \(°\"ido,·\<\ Fucn:a 9uc ac;.\Ja sobre e\ c.ue~­

po ::;e.-é..¡ áe ClC.uerJo e.o" e\ p•i"c.i\'io de \co Yelah.,·,Jacl Je Ga­
\;\eo / \o mis~ c.u.,.ndo e\ \:9..,¡do 5e mue~e C.0'1 rc\o.c.\~ es Uf\ 

5,;\1áo \n""Óvi\ "" \co ...,i5rno ve\oc.\dc:oc:l. lOl f1;!u.-o (?,\\} c.o,-re5pondc 

o c~\:e -l\h .... o C:OLso. 



C.o""o n'luest.-o" \os có\cu\os, e\ rncvi.....,iento \J'l·'~º"""e de 
só\ido-:. en un \iC\uido ?e.-\ec.to debe tron:;.cuni,.. Sin .-e~i5-
tenc\a honto\ . C.omo e\ \í°'uido pe.-~ec.to c.a.-cc:.c c!c vi~c.o­
Sidod , dc'bc Jcs hzd.-sc \\\:..-emcnte fº"' \o supe .... \-\<.\e óe\ 
só\ido rodeÓ>'\do\o fº1" 'º'""f\eto. En \a fi~\Jt'O C-t.12.) se 
l"rl\JCstnm \os \("cos de co,..-ie.,t:c o\ \'oisoY \11'1 \í')vióo 

pe,fe.:to o\.-cJ.cáo~ áe un c.i\indro l'<luy \orl)o (inhnito), 

ti.. C.o\JSa ch '\..ic e\ \í'1ui do '<ocho f°" t.o'""l'\c\:c o\ só\¡. 

do , e\ lueidro de \o.-.. \(neos Óc con\c"'\e 't'csu\\:a se.,. 
sim~tri'o C'1 abso\u\.o / to'l'lto l'C!>fCc.~o de una '<"C<.:\:o °i\IC 

fdSo fº'" \os \'untos /\ y \3 1 co"'o con "<"e\oc\ti" ci \o "<"ec.­

.\:-a C\1.Je fd.'=>a ~o.- \os run\:.os c. y D. ?or cs\:Q Yo:U.ÓV\ I \o 
presión en \a vec.indad Je \os funto<;; /\y {) scró i~uo\, 
(y VTloyo.- que en un t\ujo no perturl,,odo / ya C\uc \ci \Jc­

\ocidcl d )unto a di<:ho5 puntos ~5 \'"f\Cno.-) ¡ Je\ 't'n\5Wlo 

Moda j1m\:. 0 o \os ~un\:os C. y \) \a p,-cs\Ó" se ... é. \:o'""\»é" 
í9ua\, (y Y'l'ICY\or '\\Je e\ t\vjo "'º pe ... \:.\J,.\:.ado, yo ~ue. \o 

ve\oc1J.ad ~\Jn-to a e5to5 p\Jn.\:os e.~ moyoT l. fo,- consi~uiCn· 
te I \oi 'l"C:;>\J\-lantC dC \as ~\Jl?TZ.05 Je ft"C5ÍÓ\"I CO \Q 
supe .... ~it\e Je\ có\iric:h·o ( ciue a\ "'º 'no'oe.,. vísco:-.idad 

podT(o condicienor \a l"C5\s.\.encio tl"oo-\:a\) / <:.on evíÓe'f\­

C.ÓQ, e5 i'3uo\ <:l cero. 

Pol"o ~6\1 cloo:. de otras fon-nos ob \:cndY'CM05 e\ l"'>\5mo 

te.sv\te1.clo. De .formo c:.onip\e\:.o....,e.,.\;c di~e,...ente tvonscurrt'l"I 

\o~ fenómeV'lo~ Ju .... onte e\ '""º"'""\ente de ll'f\ s~\iJo eo un \C-

9uido 9ue posee visc.o:sidoc:l.. Eri to\ coso, U"º t"'fa rt\uy 
f¡"°' Je\ \("\uido ~e aJniere o \o :s1.1pe...-~\de de\ cue .... po, 

\a ve\o<.idoJ o\e \os c°'?ºs ci1s....,·1nuye y / fº"' ~in, lA to.-\:a 

dio:.\:anc:•o de \a S\Jpe.,.~ic\e e\ \:9u•do resu\to estor 

p.-dctic.o""c-"te no pe.-\:u,boc:\o \(º' e\ r<'ovi ...... iento de\ 
~ó\ido, de modo 'l\le e\ sóhdo se Ct'\c.Uentro '<odeci.do 

po.... \Jt'\Ci C.ctpc:t Je\ \C9u1do e.n \o 9"c h<>y un '3rod\en­

\:e de ve\oc.lclad ¡ ésto c.af'C\ ~e denornlY\a \\rni~e • tvi 
ella ac.t~CW\ \o.s fuer-z:o-:O Je '<OZ:o.,,,.,¡e.-.to "'\\IC ¡o\ ~In de 



Cuento.-:. / 'resu\tan º!'\\c.oÓctS o\ ::.ó\1Jo y pYovoc.an e\ :;ur­

c:3'•,.,ien~o de \o res\s\:e,...c.\o ho"ltd\. 
Pero \.,. CO:>c:t "'º tcr ....... 0

1Y\Cl °'°l"í. lo f...ec\JeY'IC.\a de \a ca­

pa \(M\tc, Vor:o YodicC'l\.,...c..,\:c el c.aroc.\e ... d.e \o CoY.,.ientc 

dt>I l<e.i1..1•d.o q\ .. cdc dor c!t"\ só\;do ; el ...-odco c.o....,ple\:o ~e 

\ioc.e 1....,po::.",\,\e . lo Ct<C<i¿,., de le. \ ucr-z.o ole vtn.a..,..;e.,\:o 

sobre \a Co.f"' 'Supcr;o.-, cond1Jc.c °' C\uc el Flvjo se sepo· 

l"C de \a 5uper ~\(.¡(;' de\ sÓ\\clO / Como vesu\to.do, por \a 

por.\-C' pos\:-crior de\ só\ido ~e C•co'"I torbellino.::. o vÓr· 

he.es (véase \o ~i;ivrci t¡.13) 1 e" ICl '1"c estó Mo:>t<on­

do c.Ómo un \:9vido visco:>o rodeo u,., cilí"1dro). lo:::. ~o.-bC· 

\\¡no:<. Son C\'rra~trodo!. po..- e>\ f \ujo y Se ext1n9ucn '.3...-odoo\. 
mcn.\:-f' o Cot<.>:>o. de\ roz:omiló»ito¡ <.on es.to, \c. ener~ía de 

lo~ torloe\\inoS Se (0.,5Uh'l€' ra.-o co\e,.,\:a.- e\ \("\vido. 

Lo r·~siÓn Cn la Z0"10 de ~ork."l\;nos I C•eotdCl has el 
sólido,. e:; reduc.ido / por lo 9uc \a resul\ovttc de \os 
fueti::.as de f"e:s.iÓ<1 ser~ di~c,,.cn\e de Cero Condic.io· 

... OlnJo QI SN VCZ. \o 're'Si!otCnc.\o fronto\. 

As1 rues, \ª 're~•stenci.:. f,.o..,\:-a\ se c.o ...... f'º"e .!e \.,,. 're­

siste"'''°' de 'roZ.amie..,\;o ¡· de \c:a res\stencict de f'"esioV.. 

C.on los dlme.,sione-::. \.-an ... ver~a\es d.:.das J.e\ s6\¡Jo, la 
're,;,\stenc.la Je ¡:nes\o~ depende en o\\.o '::)r~do de \o 



(o.-m01 Je\ :.ó\tc:lo . Por e:r.tet. cau!>o , éstoi \;-.,.'""\:>ié.,. .-ecibe 

e\ V\Omb .. ~ de 1-e sis,.\:encia de \o ~o ....... o • Tie"e""' \o 'l'Csis-

te•Hia d<! r,-e SiÓV\ mÍnlMCS ¡ \05> só\¡J.o~ bien tvse\c:ado5, 

en fo,......o ele 9o~c1 tl<j ("f. l't) ; de to.-....,c:a 'Scrnc_)o,...tC 5C 

~icndc e:. dar o\ f.isc\ajc. y o \0<-:, o\as d<!' oviof\C'S / 

CI \o Cc:i.-\"o cc.-:o. d.c \os o.utomÓvi\cs Cte.. 

lo C.c,.rc\oc.iÓ<1 Cn~rc \a rc:;.\:.tc"c.ic:i de .-oz.carn;cnto y 

lo \"e5isle<H.iC>1 de p.-cs1én se de\:c.-""'"'º ?º'" e\ vo\o.-
dc\ ..,.,5,.,.,e,.o de Rcy<10\J5. E..., ~\ co.-.o dct.do / .Q es c.>cr-

ta J1..,..cn5\Ó" <:orc:ac.~c .. :s~ico ele\ só\;J.o (f'or c)e""f>\0 1 

e\ t"odio de u" cuerpo esfé.-it.o), V \o vcloc•dácl de\ 
Cve"fº re.&pecb de\ \:.,v·,Jo. 

E\ c.icn\:t~ic.o 1.,9\és Rcyno\Js 

roc~e .. de \o. ccHic"\:e dcfende 

r.it..id c:aJ\.-,,cnsionQ\. 

Re =-1..U 
r\ 

li!5 tab\cciC: "\"e e\ c.a­

dc\ Vo\o.- di! Uf\OI mos· 

donó e ) es \.,,. d.esidád d.e\ \í9uido (o d.c\ g"'sl, V la 

ve\o,ldód meclic> de\ f\ujo (fº" \~ sec.c.iÓ" de\ \\J\.o), 
I'\ e\ toe~ic.\C?ro\.e de vi>lO~\dod Je\ \(°ividc. 1 .Q. Ufla Ji,,...co­

SiÓn c.o,-o.c.\:erí:S.~\c.a fcHo \o. Sec<io'" .\.:..-oofl~l/ersC>\. 
C()t'\ \'e~..ieño:. Re , dese""fe'°'º '?\ pe.re\ t..i.-.áCl""'c"~º\ 

\o 1-ei;;-s,\:c:ocia de roz;aW\i en \.o / de fon"''º "\"e \o .-e::;.'1:::.\1?n­

Cio de presión poeJ.e '"'º \:orno<se e.-. cosiáe ... ocio\,. ~\ 
c::tvmen\.a,. Re e\ fºfc\ de \.,_. YCsiste"c.\a de \'.><es\Ón 

e.rece e11 ""'°')'O• <)""ctdO • Con ~ra.-.des va\o.-e.s. de ~e C'1 

lo resis~en4ict ~ron.\a\ ~re J 0 ...... 1no" \a-;, ~vcn:os d.e presio'"· 
A\ detc.?n-ninca e\ Ca<"ac.\:e.- de \o$ fueu:os °l"e oc..\:Jan 

sobYe d sólido en e\ tlt>jo / e\ V>.J,..,..e<o de Rey.,o\J-s .\:a...,. 

bie~ p.iec\e ser en c::;.\.e cct.50 c1-i \:edo Je semejaV\Z.o de 
loo;. fenÓW'enos. t:;.\;oo¡ ci,.tun::.~ontio se u~\\iz.o Ju.-on\:-e \a 

""ode\od~ ; por eje'""f\º / e\ MoJ.e\o de u" oviM se co..-.. 

por\:Clrc.Í el\ Un f \uj o Óe .90I. S. cle \o mi $fY\Q Y"'Cl'l'\C'Y d C\'1C 

~::·. 



Su f'"o\ot\po.1 si Qde ..... ~s de \°' scmcjo'tlt:.a ~co,.,....éb-;c.ca e<\l..-e. 

moáe\o y avió.., , en e\\os tombic'n =ie ob~en1a \a i;¡!Jo\­
dc:\d Je \os l'\Ómeros ele Rc.y..,o\ds. 

fón"'v\a de Slc~c.s. Co..., pe9"cños Re. / o sea co ... 'j'"°'n­

des ve\c<.idocles. de. movi>nie.-.to (y pc9ucña$ 1\ \a ,. .. .,,;s­

tcnt\o de\ med;o estÓ só\o C.Ondi<:ionoda / ~rt~<..\-i C.omco\c., 

fº" \os tueq::o5 de roz:am·1cnto. 5lo1Cc."" c:sto\:,\ec.\ó qúe 

\a {1Jen:c:::l ch n::sis~c'<'l<.io es pToporc.ío<\a\, en to\ e.oso, 

o\ Coeflc.le,...\:c de visC.o":>idad d\f'\Q«1iC.ct "\ i a \c:::l vc\o<.\dcsd 

V ele\ V'10vi,...ie,..\::o de\ sé\;Jo '<1.-:sfe<-to de\ \{C)uldo y a 

\o J1.....,4ln'S'\Ón coroc..\:c..-í~;,\:'.c.o ~ Je\ s.;\\Jo: f"-IY\1.V- (!'>e. 

Supone °l\JC \o chs.\:onc\o desde e\ s6\ido hasta e\ \írt'li­

tc. de\ \('luido , Pº" ejcrnp\o \.icis.\-c. \ecs fCl.,.cde.s de\ rcc.ipil?fl­

te / e::. muc;.ho mo.yor Cj"C \c.s dirn<?ni:.ionc.!. cie\ só\1Jo). E\ 
coettclc.n~e. de p..-oporc.iof'lo\•Jac\ depende. de \o tormo 

J~\ c.11e"flº. Porc:i uno es~er<:> / S\ se. torno e'l Co\lóoJ de 
Í e\ 1-od\o '<' 1 e\ C.OC~lcie"te. Óe f'"º\"º'"tio""'\1áod Se..-Ó 6íí. 
Pe .. ton1'>\'3"'e"'te f \o r\JeY'Ld de ..-c~i5tC"<..'•o ol \'V\OViT't\\co\:o 

O pe9uefi'a'S \/C\o<.\dodc5 de \a es~era en \os \í'\ú\doS, 

en Concsronde'1cio e.o" \a 'ºT,.,,u\a de 5\:01<es / será. \~\lo\ .,. •. 

Fuen.a áe 5\IS 'ten\:o.c.ión. P.,~ª e\ 511r9itY\icn\:o el.e \c:::l f\Jer-
-Z.a Je sus~entoc.\o~ / \.,. v·1sto~iolool Je\ \í'\v\do "º \:¡cu1c 

<)r0t1 ir'<'lpor\:o..,,\Q. En \o f;_gurc" (t. is) se "'1-.iest.-an \os 

\Cneos de Conicn~e o\ se.- Yodeddo \HI semíc.i \\n,ho por un 

lc1_,¡Jo pe,.fccto • A C.a\ISo Je\ .,..oJeo tomf\do , \os \C.,.,cc:1s 

de teniente sc·n{., Sirnéhícas Con 1-ela<.iÓn Q \Q Yecta CO. 

Mo obslonte Yesrec.\:o de \Q Yech:t AB,. e\ '"ºci.-o sev-.; a· 
5im6h1co • las \loeas Je C.Orrlente se Condensa" jun\:-o o\ 

punto t / por \o 9vc aeiuí \a p..-es'1ón Se«~ meno'< a¡ue jUn­

.\:o o\ ?""lo \) y Súf'9e \o fucn.a de s1.1s-\:entoc.•o' .... P. De 
~orma c:iná \o.sa Sur3e chc.\ia fuerza <!o \ln \:"l"ldo v\sc.o~o. 



. ~' 

.. ,_ --·--···-···-·~ -----~ -~ ··-· ·-·· --·-·-
;: J r. .... ''. 

~"· .. ' . -

La fuc-.-r.a "\Je Sú5~cn~oo \Jn av\d.., en e\ caín:• es \QI 
fúen::a de 5\JS. ten \:a,IC:.. 9ve Q(. b.ía 5 obve sv::. a\os • Du..-on· 
te e\ vue\o de\ av\Ón \et ,.es\s\.cn,\a f,o..,ta\ desem\>ertd 

Uo pare\ nOC.\VO ;. rol' cs\:o 'rcu.Ó" / \as o\os y e\ ~vse\oje 
Je\ avió., hene-n ton·"'º fusc\odct. A\ mismo tiC""f'º,, e\ 
perfi\ ch•\ ct\a Óe\:ie ase9u<01v 111'\o f..scr-r:a c\e s1Js.\e"tct­

tlÓn Je s..sfíc.ie..,.\:e oia3ni·h.1J. E\ fC<~¡\ éptiñ'lo de\ a\cr 

Se M\lf'St't'o C<"I \et f1_9úta (1. \6) / el '"ª' fvC. C.t•eado por 

e\ eminl."nte C:ien\:(fít.O l"ú50 N.E. Il-\1Ji'\OVSl\\Í (IGH-19ZI). 

los -b·abcsjos Je ZHu11:ovsK\'1 y de 5v alumno S.A. C"P..\>h9vio: 

fuerOl"> \°' base ch \a Qe.-oJ\...,Ómi e.a Co" te.-n fOYQnecs. 

1-. 'l. Hovlm~C~~ _ \.1 d\m~n :>ion_~\_: __ ~~~.'::~=-~~-~--~-~~:-~~::~~­
~ -

E\ mov•ml en to áe un ~\1.1\do se di e.e °i"e e::. bt J·,mcns\o-
n~\ / C\,IOll'ldo le1 VC:-locldOld Cr\ Cuo\c¡uiev fUrltO es pan,\e\cs á 

Uf\ f\amo ~ijo J Y e:; \et 'tn'1S1"1d en C.vo\ "\u;e.- punto d l..IYIO 

YIOrf\'\CS\ ál'bi hca ria Ó\ r\a.-.o • 
En ravtlc.v\Qlv Cooside't'ci.re ..... os e\ l"l\0\1\-m\en\;o \;.¡d,· ...... ens.\o­

na\ Je olre / ~ev>::.ci.,Jo ~ve e~ u" t \v~do ;Jea\ <no v•::.(.o~o, 
cvy"' COMf>Ye-.:.ibi\idCld e.$ de$ f"<?ciab\e ¡ Cl \re inc0m~re5\-

lole. t::> úl•\ f.-ec.<1cnl.ernenle formOIYGe UnCl Ideo. '.3eoméhi­

~ óe\ fenó""'e"º' y suponer <=\"e e\ nü{do ::>e rnue"e en-

1c.re. d05 f'\QYIOS fOYo\e\os d\ p\ono dL.\ mov\Mi en\-oJ 



la fuC'n:.a 9ve svs ~ Ct\to 1rn avidr1 en e\ o.i,-e es \a 

f ue-w-~o de ~us. ten 'tac.1ti,, 91.1e oc. \;J"' s ob ... e SIJ!:. o\a'!> . \)IJ'<on­

te e\ vue\o Je\ ov\Ón \q '<esi-s\enüa f,.o,..\:a\ dcscmfeño 

Uf\ flªf'e\ Vloc.•vo ; fº" esl-o \'"cuó" , \os o\as y e\ ~use\"'je 
Je\ c.t11íÓn henen fo'"""º fuse\odti. A\ ...,.1smo tie""'f'º, ~\ 
pe• f¡\ cie\ a\~ de'oc osc3u'ª"' uno fue..-.:°' de :.us.\c.,\:d­

ciÓn de Sutic.icnte mo5111tvd. El f'C'~¡\ óptimo de\ ala· 
'Se m\lesho. Cn la fi~ura (1. \6) / el tuol f1.1c · CY"Cado fº" 
e\ e\"t\inen~c c:1c, .. \(fic.o ruso N.E. lH1J~ovs1(,\\ (1an-19z1); 

lo.s habcsjos de Z.H1JKOV5l<
0

\

0

1 y de 51J Q\umno S.A. C"1>.~h9uifl, 
fUCY"Of\ lo& base de \o dCYod\<'áf'liCo Cc,.,-l-CtnfOyQ<ICO. 

1'.'2. t-\011\t'W\\Cnto bíchrn~n~lon0<\. t-\o"ím\e'f\to en dos d\rncn-.... ~ --·. ~ . 
~-

E\ mov• ..... 1e,..,\:o Je oo flv~do se Óíc.e C\"e es bid"1rnt?nsio-

nc:&\, Cuando \.,. Vc-\oc.lJaJ. en C.uo\o¡uie~ ~Uf'lto es ?<>Yo\e\c:1 CI 

IJfl {>\~VIO ~\jo / Y es lo "tnÍSm<:s en (.Uo\ "\uier puoto á \)"10 

na ....... a\ d'°bi hes Y\CA .;\ r\oinO. 

E., ra.-\\c.u\a.. c.onsid.e.-cire""º"' el movimiento 'b\J.• ..... en ... io­

"'ª' ele ctlYe , f'~5ctnclo ~\le es un f\v~d.o \el.ea\ no v•::.c.o~o, 
Cuya C.OMfY'eo;.\\,\\\da.d es Oe$ rrec\db\e Í áÍY'C \nC.0'1\f'res\­

\o\e. Es óh\ ·hecvenl-e.-.,ente tonn<::' .. se uno Idea. 9eo"'Hri­

c.Q óe\ fe.,..ÓN\e.-.o, y svpone.- °i...ie e\ ~\v;c!o se m<.1eve en­

\:.re '1os ?\a.nos po..-a\e\os a\ r'º"º del moviwlien't-oJ 



Sepct\'"ados a Vna vn\Jod cle disto\"lc.-.a.1 e\ f\u(do Se. Su­

pone., °lue con·e hb..-e \'Y\Cl"lte enl•e esos p\anos , sin · encon­

·ha'" resi::.te"cla de nolu.-ale-z..a f.;c.ciond\. 

L
--------------- -- . ··-···---

·. 

ú:'?~') 1/ 
~ 

·---·-~- -··-· -- ··-- --- 1 -.-

L
¡ 

; 1 / 

t;' 
--------------~ 

E. sta idea corre5ponde, e.en e\ e.aso de un tuY\e\ de 
Vi e.,.\: o biÓimen5ionc.\ . Ac¡u: e\ pe..-h\ sob.-e e\ cuo.\ ex pe-

\'"i ... en \:omos es un ci\(11cho 9ue se es-t..-ec.ha desde 
\JV\d poil""ed 01 \a S\5u'1e.nte. 1 f,5Jra (1.21) ¡ reno C.Om­

r.\e.\:eu- e\ cl\\oujo e.\e~;,.,...os c.o ..... o p\ono ""ef''<"e5e.,to.\:ivo 
de\ mov'1rnicn\:.o, e\ p\ono raro\e\o '\ue e5\;á e.n.\:re 

'º~ f\ClnOS hlpo~ébc.oS. Ua,....OYemo? O C5~C p\cmO ¡ e\ 
p\ano X~ I y \a sec.c.•o'n de\ o\o. c.o..-\:o.cia Pº'" este r\a­
no Se..-ó. e\ \>e..-~¡\ , f•9uro (1.22) . 

PoJe,....os uso\'" en\.o,...c..es e\ \cn~"aje de \o ~eo.-ne-
t...Ca r'º"'ª y hab\o~ óe\ flujo 9ue t.in.unác:t. C1 \a 
C.ul""va. En e\ u5o de C5to 'te.-,..,,1no\o.5ía. e\ c.~\:oáo 
de hechos C.Onvenc.\o-nc.\...,e .... \:e d\b\.ljodos. en \.,. ~l~u­

~c:l (1.22) debe~á 5¡e'""f'"'e ?ºJe.-.,,e ye~e.-i"" c1 é\, Lo­

mo e\ de \a ti<;)'-'"'º (1.21). 
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t.'3 f'\Jnc.\Ón de c.m·..-iente. E"' e\ movin"\lento \:,;J-.""e"­
Siono\ de oi\re (Te e.verde se tOY"n<;l __ 11~- t\u\Óo i"<'lc.om~~s\b\c). 

s·1 J).. C'S UV\ \'UV'lto tijO en e\ plc:iT\o de\ Ynov°l'rn\en\.:o, 

y. ASP / ~C.P dos. cv..-vas totn'bie'n e"<\ e\ p\OlnO 9oe 

\Jnen e\ ?unto P... e.en e\ ? cnb; \:,.o_.·, o. Sut'ondremo~ 'luc 

e\ ol,.e no e.o;, c;.reodo o de~truído Óen\:ro Je \o '"e<jiÓl'I 

R \·,....,·,\ocio fº"" \os c.u ... voS; entonC.e9 \a c.ondíc.IÓ.- Óe 

C.Ontiou\do.á puede cxpresa1-sc. de lo si';}uiente mane­

ra: la Yo'Z.Ó" en \ca evo\ e\ aire t\uye dent..-o de \c::1 
rc~ió" R de Je .. echa o \'Z.c¡vierda , o havés de \a c.uY­

Va A6P es í3uo\ a \o '"oz.ó.., en\°' e.vea\ este f\uye 

hoc.la atvc..-a de de.,..ec'no ot i'Z.~uienJo, e trnvcis de 

la cu,.va P-.C. P. U'!>c:ncrno:=. e\ téY..-n'•nO ~o.-sto , Pª"'ª de­
no.\:e1T rci -z.ó...., Je \\ujo. 

_/ 
. {\ ""'_.., .... / 

FH ... ll. °!>'2 \ 

E\ lérmlno de deYec\,a o iz..9uie\'"da e~ Ye\a\:-ivo d 

\Jt\ c:ibse...-va do..-, 9uien 5e desp\Clza o \o \0,.50 de \o 

CU\'"vó desde e\ pvnto tljo P., e~ \o ch.-ec.c.lo'o e.-. \a 

cua\ e\ ano S de \o C.1.1\""vG\ se l'nide de :s.Óe ~ ¡.,_ 

c...-e""1m tánJose. 

En\onc.es e\ '.:}"'s~o de dc..-ec.ho c::1. iz..0¡vie ... do o h11-
vés Je Ac.P , es i~va\ o\ 9osto Je Je,.-ec.\.iCj. o 11:.-

~vieYdd ei l ... c:.vés de cua\°'\vie.r cu,.vo C\ve uno a 

P.. con ? . 50\0.....,ente e\ f"".\: o 1\ 1 ho 9ved ado fijo, 
e\ <:Jo Sto por C.onsi5ui e .... \: e de pe"'de ÚV"llCc:imente de 



-\()\-

lcll po:.ic.\Ón de P y e.\ lie'""I'º l . 
por 'll, é.,;,\:o se .... .,; \Jno f1Jnc.iÓn 

5 i e i o'n d e P y d e\ \:; e rn f'º . E " 
no-.;., pe.... eje""p\o 

~ = \¡J(l(' \j) 

Si denotamos e\ 9osto 

C\"e dc.pe .... d e de. \o Po­
<.oo .... Jcnodos co.-tc sio-

lo LJn c. i o'n 

lo ex i"=> .\:e't'\c.\o 

d•ob de \a 
5ib\e. 

~¡ es \\o ........ oÓa lo r u .... c.;ó.., de c.o.-..-ien\:~. 
de c,;,\:o funciO:, I?':> c.c .... sc.cucnc.io '"'"H.·­

Co<ilifluide.J Je\ ~i.-e C\\JC. es inc.ompre-

'Si oho..-c:l .\:ornol"l"loS do:> ¡:>unto:=. f? y Pz., y si '-\', y ~z. 
Son \os va\o.-c5 Cor.-e~pond\c:"tes de \o fuoc.IÓn de 
c.or.-ie."te; e"'to.-.LeS del mismo p..-i(lc.lpio / e\ '_3osto o 

trovés de /\ fz es 19\Ja\ a\ '.:)os.\:o a tn:ave's de f\f. 
mtis el 50·.:»lo et ln:.11vés de f, f'2 . l...ie_go e\ ':!ª sto o 
través de P, P2 de devec.ha a iz.9uicda = l.\':i. - \J, , ~i­
'3"'ro (=f. '32). 'Se 5\_:}JC. Je C Sto '\UC Si .\:omcn•'IO::> lJy'l 

punto base di ~e .. co\:c a A. ¡ d150...,o-:., \a func.iÓ.-¡ Je 
Corrieo\:e Comb10~ C.on la l'Y10_9nltvcl de\ ~as.\:-o de de­
'<ec.ha °' \z.9uierclo o travc!s de A.A'. Má-.:. aún 1 5Í 

P, y P2 son f''-'"to:::. Je \a YY'l\Sl'"<'la \(ncd de C.oYrie<ite, 

el ~a5to de de·q~cha Q iz:.c¡uic,dd d \:..-ove's de 
P, Pz. es i5ua\ a\ 9tlsto de deYec'->o a iz~\l·,e .. da o 

lrcs\/c'~ de \a farte de \a \(nea de CoYY"ie"'.\:.e 

eY1tre Pi y Pz. ¡ \ue'.3º Vi - '\12 =O / fº' ·b,. .... \:o: t..< Lo 
fu>'\C.\Ó>"I de C.oni en\:e e~ C.on$ \:on\:e C1 \o \o.-_90 de 
uno \(.-.e d de con·\ e" ~e )>. 

la.5 e cuociones de \e1. s \íne as Je C.on·\ente , se: 
o'bbene.-. e"' consec\.le>"l(.\a de \\!-:::cte. , claV'ldo \/d-

\ores dYbi-\:ror•rioS ci \c:i Con~\:-dV'\.\:e ; C...io...,c\o e\ roov\ ~ 
mie>"lto es Consta't'\\:e I e\ fª\. ... bn áe \\V'le.Cl.S de co­

\'tiente. 1!'5 f-ijo. Cucando e\ NIOVll'Yliento "'º es C.on5taY1-

te / e\ \'ª\:..-6n CQ.......,b\C\ de in':> \:aV'\ \:.e en \vv~.\:o.n\.e. las 
áimensiones de \a f\Jnt.iÓ.., d.e C.on·ie..,\:.e 5o" lz. T-1 . 
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f..~ la deducciÓn Je \o _vc\o_:idaá~_Eª""\:.;r Je lo \11,.,­
c'1Ó.-. de coniente. 

S; P, P1. = c;;,s es v.., aYc.o in\ini \:cs\n'\a\ de <.1.h·va, pve­
de muy bien se.- <.o"~ide Yeida e.orno \J<'lo 'rec.\:o. lo 

\Je\oc.i ~o.el cie\ F\u: Jo a -1:.-c.vés óe es\. e d..-c.o, puede 
5C:!y des <.ornpucs\;o C:!n C.oW\ponC'f"l\:es a \o \o..-<jO Y 

perpe"dicu\o.,..es o ~S ¡ \C1 cº"""Pº"ente a \o \o..-.so de 
'ás / Con.\:...-;6uye Pº'º d\ flujo .\:..,.cm-:.ve..--:..a\. la c.ompo­

ne ... ~e ve.-bco\ e"' án5ulo recto a ~5 = c;:iosto t1'on'.:>­

\leYsa\, dividido poY So;,= ('t':i. - \¡),') / Ss, Jo..,áe \V, y 

'\'-z. son \os vo\o.-es de \os t\.\..,c.looe::. de c.o.,.Yi<?.-.\:e 

e.n \\y \'i. 'rC5peclivaY't'len~C, e1'1.\:onC.C5 \o \le\oc.ldod 

Je de Ye cho d í z.9ui enja o l ... ovés de 5 s seró en 

e\ \(mi.\:e o'\I / dS . 

~"' 

¡·~ \)"" 

'/ L 
" o:,$) \l. 

~. ··> o X 
F 1 <o. l7.'\ 1) F1Co.l7.'\'I.) 

En coonhtlodáS CartesioY'\aS , 

l'llentos intlni \:es'1mo\es 'áX / '5'3 
\.!..,\/" de \o. ve\oc.\o\aJ pora\e\as 
da dos 

tonsiden:~ndo incYe­

' \os co.,.....\>onen\es 
a \o~ ejes. es.tÓVl 
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poTa \os COl"(\fO\'\C'ntes YOdioi\ y l,..Q'f'\SV<?Y"so\, .f1.5uro á.~3). 
yo <\ve '5s ciebe se,.- is.,.. y .... ~e po,..a \os inc,..el't\e,...-

~os ,..aJ•o\ y \..-.:msverso .-esfect\vomen\:e. 

!!l.í!.· 

Sv?on9co'tl os e.u a\ '1v\ e r f CiY tí e.u lo de o\re 
ve con ve\oc.ido.cl Co<\'5~oi"'\:-e \.l, po.ro\e\a 

~--=~~~~~~_,__~-> "' )( 

0¡ue se m\le· 

a\ eje X • 

Si P es e\ f\Jnto (X,~) / e\ '3º5to Je Óerecho et 

íz.'lu"1erdd Q .\:.-ovés Je Of> / es e\ mi~""º 9ue el 9as­
~o de derecho d. i-z.9u\e,.-cla Ci tn::wé-:. de PM / donde 
P~ es \Q pe.-pend\cu\c:ay o\ eje X, entovnes e:\ '.30.s· 

to e-s - U.!i / y e o C.oo'5ec.ueoc.\ o. 

\\) = - u.~ 

e-.:. \~ fu.-.c:lC:n de Cordente feivoi este Mov\Mie.-ito. 

En c.oo..-de\'"\euáas fº\o.yes, 
\\' = - lJ...,..se-oe 

cinQ\05awten~e / f°',..ª un v\eoto Un\ ~ovme e<1 \a dh·ec:.­
ticSn e Y de Ve\oc;.ld Cl d 'f 1 ob\:en CW"\O S: 

"\' = V"X = '{Y cos e 
5 '\ 5\lf'e'"fº"eW'loS \os do S vi en \:o '5 / ob.\:e ne m o5 \J'(l ViO'l­

lo de \"QfÍ Je"'" V u.i.-t V''
1 in ch.--add o\ eje X I c.-. \JI'\ 
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\l( = - U.~ + 'f Xo 

Esc..-\\:>\endo U.-=- Qco~o<. , V= Q-;.eV\ o<. 
1 

o'b\:e.-.emo'!:> \°' 
tunc.\C:.., de con·¡e.-.\:e pa. .. o. vn vie,..\:o \hii~o .... .....,e. ~ 1 C\ue 

hale un éw1~..i\o o( C.on e.\ eje X / a 5obc1-

o 
_.,. 
X 

O CV\ coo'l"denc=-.dc:>1.s fº\°'"es ~-= - Qvse.n (0-oe.) 

y e.n todo~ \o5 ca-;;os \a"'- \íYICo.5 de C.on-ien\:e "!>on 

vec.\:os / \o cuc:t.\ es c.en-.f\el.::amente obvio . Lo \(,..cct. de 

Con-ien\:e 9\.le fei.5d fº.. e\ o..-i~e" cor..-e~po"de et. ~::o 
Y C5 Cn ConSeC.\JCn~ici \a \í<1Cd 6:: e<. 

'1.6 <:·,hnc! .. o C.\Hu\a ... 

Consldeve \~ Si~uie"'~e t\lnc.lo~ de c.c·Hien\::e , \<::l c.ucs\ 

de:' e\ f\újo de un vienl.::o unitovme 0¡ue c.i..- cundo o 

\ln c.\\:ncho c.\..-c.\l\cn 1 e.amo fJ.c.1\mente. ~uede ve.,\ \=1 c.o.v­

se ~ova '\'::o e.o e.\ drc.v\o Y=Cli e\ .,.....o,frm\ento e.o:. 

ino \:cae.ion°'\. 

donde 
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e<;,lo eS \05 \ínca'.:> °¡\H? C.O'rY-CSf>Onde't'I O. "t, y ~1. 1 50n 

~ec.\;c:os fei..-c.\e\o:; o\ eje X y c.\n.v\o::. C\"e toc.a1'\ 

o\ cje. X CY"I e\ od9cn. 
lo~ \<"ea5 áe e.o.-.-¡ c..,\e son 5¡.,.,...~ \:.-~c.o5 e.o"' 'l'"C$f'Cc.­

to C\\ e.je ~ , pv es \o 'l\le L º""b1 c.n do e\ 5¡ ')"º de \"'\, 
no se o\.\:e..-a \C\ Ctuac.·,ó"'. Las \(nco.s d.e C.onicn~e. 
ct'rriba de\ Cjc '!- , so.-. \o rc~\o,;ó,.. e"' este e.Je de 
\05 \íncas de C.On-icn\:c obojo de é-::.te , carric 're· 

51.l\to L:!.c;\ de o\o:>c.r"º'" Je \o S\W\c.t.-ío ¡ 5\ \o IJc· 

\oc.icL:<J \f se inv"1c.-.\:c , e\ yio\,¿,.. de \;"ea::. d.c. c.ov-.-¡c..,­
~e V\o 5c o\\:cra. 

E.':>c..-·1'bicndo iJ-:.: \'\\TO., \o, C.llJcniÓn de \e<~ \:oe<:ls de 

es~o e:; Cua .... do \'-+ Q;) I ~ __..KG.. y fº ... C.Oñ$\ ':)l..l•cn\:c 

':\=\\~ eo;. \o ª""'"'\:o\:a de lct \(flea de Con-ieY\\:e. 

T ª"'\:.\e'.., 
\a \(nea 

desde 

si l~>o , C'1tontc5 ':l > i<o.. y e" c.o,..secuenc.\a 

de ccn·icnte '5e ""'\'rox\mo a s..i as\Y"1.\:óbc.o 

1.1 la hnea de C.onicY'l\:c ~ ... º"'\:e..-a. 

E"' e\ t\ujo C\l.lC -~\~~~,;;-.f~--wd; 'i'""c~ c:i\ inÓro , e\ con­
tort"\o Je\ c·,\~"'d..-o debe ~onna.,. por..-te de: Uf\Ci \ínea 

de con-\e...,\.e , pues\o '1...ie \a tunc.\ÓYI de CoyYie.-.\;e 
c}e\ c.i\i'l"ld..-o c\..-c.u\a...- (7.r.) es: 

Y rues~o °\"C Sob.-e 
~\.le '1\)e e\ e.en \:o.-no 

~Y"ien~e \\':O. 

e\ c·,\("d.-o 
es fªr\.e 

ten emes 'r =a 1 se 5\­

J.e \o \:,..,ea de co-

Lo \(nea 

c.onsecue"'c..\a 

de 
de\ 

c:.o...- .... i en \:e 
cúcu\o 

c.on'\p\ e \:d ~=o con 5 to en 

r= o, y de. \a par\:e ~-=O 
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Et'llonces las COl"rientes ovoni.an 'nacía e\ c:.i\i"cho 

Q \o \c:n90 de\ eje X ' ho-s\:o alc.an~a't" e\ pu'ltO A. ch-:.­

pué'i se dividen y i-e9resan en scntiÓo opuesto Yodeán­

clo e\ c·,\¡"d.-o / \\e~ando oha vez. a 1-1 y "01011ié.ndo::-:.e ha­
cia afueYo a \o lar.90 cie\ eje X.. Esta \ínea de C.Ol"l"ic<\­

te que divide e\ CO>'ltorno e,;. l\aroada '°' \(neo de Co­

n·ien te ~Yon\.era. 
La \~neQ fron.\:er"a es i\"Y\po.-.\:clT1te 1 pves \lr"I (Onoc.il"nlen­

.\.:o de '5U posic.iÓVI nos da una idea de. c.o ....... o d·,\,"_!jaY \a 

forma 9ene.-a\ de\ pat ... Ón de flujo í para \os \(neo.s 

Sucesivas, eo pl"inc.1pio cerc.o. de ésla, y Óe::.p,lC!o;. a­
lejdn do"Se infhienciaddS meno-:. y 'NH.'n05 po...- 51.1 forma. 

"f.~ C.iYcu\a c\Ón. 

Cons\ Je Ye uf\a CuYva cevn:tda C. , 5\l'('(I e .,..:'.l;J.o tota\­
ment e e" e\ f \u(do . Obs hve se C\ºe .\:-oi\ e.u""ª Cerreiáa, 
o chcui\:o / es un C.OY1c.ep\:o puYa\"<"\ente ~eomét .... ico; 

é-.;,t<:i \'lo es una. b01YreYa "ºe in.\:eYhe .... a e.en e\ f\ujo. 
5·, {::.. es un runto \i)o 5obre \ci Cun/Cl I y s• p es 

cuo\9uie~ ot.-o puo\:.o Je C.. lo posiclo
1n de f' es-

lQ de tennlnadd si Conoc.emoS \a \on_s\tud c:\e\ arco 

f\P el'\ e\ ::.entidc d\90.tv"105 Contra - hora 1 e~ e\ c.uo\ 

es\:e º"'º' es medido. la 'le\oc.idod de\ t\uido ~ 
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e"" p debeYQ hQC.CY UI'\ c:ln!3o\o O( I di9omo~, Ccn \o ton -

~e .... te Cn P, dibvj o do en e\ :se" lid o en e\ coa\ S C'<e­

c e. 1 e '(\.\:en C.<e s 
S\'s = Sf coso<. 

\Í ¡. 
1 

5el'"C:- \o c:omponcl'\.\:e o \o \º"9º de \a ~c:1n9cnte de \a 
ve\ocic:\ad ~· 

ObseyvOlc.1&: La Ci.-co\c:1c.lo'n e,, el Cil"c.ví\o c.ev;-adoo e, 
e~ \a \nte!3"ª\ de \inca., de \a 'º""f'º"'ente. .\:o.n!:!>enc.lc:.\ 
Je \o ve\oc.ldQd lomadd rodeQndo e\ c.\...-c..uito / en 

e\ 'Seotl clo en e\ cua\ e\ <:neo 5 cxe e.e . 

Enlonc.e5 pode ...... os esc..,.\bl'<: 

circ (e)::: s <it'cos"" ds ~ ~ 1{5 ds = ~ ~. dr ....... .ü.a1) 
le) te.) lt) 

\o úlhW'lo, e-s 
5¡ \et C.U'l'\10 

tan~encooi\ de 

\ca fo..-.,...... Cl V e<. \::o..-i o\ 
e-::.td e.-i e-\ \l \o¡ vio 

\q 11e\oc.\dad es~ 

el.e so c:n1.11"\C.ic.do. 

X~ , \a c.onipo'fle.ite 
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Sj eY\ paylicu\.:i'r / tomamos ~ClYQ C. un Yec.\ón13v\o .. ,,_ 

f¡n\.\.es'u ... ,o\ l\SC.O 1 cuyo cen.\:,..o es e\ pvnto )(..',i, y 

cuyos lados AS I \3C. son pal'"o\e\os o \os e.je.5 y be­
'ne11 \o.,~itvJcs ~X, 'a~ respec.\:.i110YY"1cntc, 

donde U.A~, 5i9Y1i ~¡e.o c.\ va\o...- pyomc die de \.l.. '::>o'.:n·e 1\6, 
oná\o.9ClmeY1te \os demás / Cn~onc.cs 

t\'noro, e\ f1Y\me"< S\lmcmclo, por el leo...-cma de Toy\o .... 

pord dos VC1Yic\'o\cs: 

puesto '1"'C, en c.uo\9\JiCr pun\::o (X+~~~, ';lt't\.\ de \3C, 

\a componente V- es \[+~~X~ + t\. ~ 1 y e\ 110\ol'" p'l'"o­
m c dio Je\ úl~imo térmi...,o es ce,.o / cuondo 1\ va de 
-t 'a':j o i" 'á::i • l"c5)o poc\e""os e.sc..-\bl...- ~ 

( a.... -au. \ ( ()lf" 'C)l.l.) 
C.iYc (/\se.o)= ~x~':I ax - <HJ J"' f:l.'ót\) ~ - a~ •... tr.s1) 

As( pvc -;., \o c.\,-c.v\ci.c.\Ón C\'\ \1'1 Y"C e \:c;;-'5u\o \<1~lY1\ \:es\...,... o\ 
debe SC'I'" fYOfOYC 'º"'º' Ci 5\.1 che<:l. 

Ahoyo C.ua\ "\u\er Círc.\J\ \:.o 5imf \e C. e~1 un p\ono , 

p1Jede c\iv\c~irse e ..... \íneos ~ov-a\c\os o \os e.)e?, \'º'~ 
fo...-moY" 'rec~án5u\os intin\tes\~o\es / y \o C.\rcv\ac.\o'n 

91Je roded. C. / es c\o.,.amente, \o 5vma ele \as C.iv-­

c.u\oc.º•oncs en \as ma\\as de \a 'red as( o\,\:enida, \o 

c.irc.v\ac.\ÓVI en \o fronte.ve1 c:..omÚn en he dos ma \\os 1 

'5(? Conc.e\Ci'<~n, \ue~o\ 



F'•<..(7.'i'~) 

Circ (c.)= S ~ (* -~~) dxd~ 

~ 

c~.J 

, 
o 

------e 
l'1fo. ll. 't.S\ 

S (u.ax +\f cl':i) = ~ H~~ - ~~) ci)(ci~ 
(<:.) 

........... (~.83) 

la inte~..-o\ de !3uf'e"f;.:.\c se. ca\c.u\o sob'l'c todo \a 'Y'e­

<jiÓl'I ene.en-oda Pº"" C.. t~ opo..-\:.1.mo ob'!>e .. vo'<", °llJC \a 
e1nteTior demo-:.lroc.iÓn 5\Jpof'le q\Je. e\ \(c¡uido eslá cl"s­

~ .. -.\.u(do so'b'<e todo \o ..-e~iÓn ·,n\:c.,.\o'I' de\ c.i.-c.u\\:.o 

C.. 5·, f'º,.. eje""p\o , e\ cin.uito C. debe eo1..eno'I' \ln c.\­

\~ncho o \JO o\o C..' / \a demo-;.\:...-oc.\Óon o't"lte..-\o'I" / .\:.-.e­
ne C\"e ionc.\uil" \a demo~\:.roc.ió.., Je 

ci.-c Ce) - c.·,"c: (e'): 5 S (~~ - ~~) Jx d~ 

\o inte9ra\ debe 'tomc:H·se. 50bl"e \o. re<;jiÓ ... enhe C. yC.'. 

Tco·n'b·,én ob:.e"<vc~e qve sí P y q ~oo do-.:. hioc.lo-

nes COV'lt(onuoo:. y di\eTeV\ciob\es de X e ':l / so\.,,"<e 

\o 't'e<jiÓ-n en e er .. odo f º" C. , Un ª"~v.,...,ento aná \o .9º 
\'lll.lC5~ro °¡\Je·. 
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y C.amb\otido - Q fº"' P y P Pº" Q. l'lO:> "ueclo C\\le·. 

~ (Pd~ - Qcix) =SS(~~+;~) clxd~ .......... (t.?>G) 
(e) 

e '5~ o::. 'res 1..1 \\:o dos c:.on~~ \ \.uy e"' la t º,."'ª \:i·, di me n s·.c:1n 0 \ 

ele\ ~eorema Je Stol(c:s. 

1. C\ \Jo .. b c:uÍo cl . 
\.\e"'os v\ sto e't'l \a se e.ció"' onte .. io"', "ve \a C.IT'c.1.1\a -

c\Ón en \Jn C\,.cuito r'º""'º intiri\\:e5'1i-no\ es P"'ºl'º"'c.lona\ 
a\ Ól'"eo de\ circ.11i~o. 

O\:>servac.ió.,: En un l'T'lov'1r....ic-n.\:o bidimensiol"lo\, e\ vec.­

tol" e., un pul'lto P o¡11e es pe.-pe"d\cu\a.. a\ p\ono óe\ 
mov'1Mien~o, y e.u ya ma9ni\:ud e.s i9uo\ a\ \(Mi.\:e de \a 
'ra?.Ón el.e 51.l CiHu\ac.iÓn e\'1 \Jn C.iYC.Uito in~l"ltCS\mo\ 
~ue enc.-.erra P / o\ Ón!o de\ c.\Yc.u-.\:o, es \\o""odo \o vo,.. 

k1c\dod en P. 
s·, denoto"'º"' \a rno_g.-ú\:ud de'"' \/oybc.1dod f'º'r \.1..1, 

Ve"mo5 <>¡ue de \o ec\Jo.ciÓn (?.caz.\ '\ue.·. 

o'f ou. 
\),)-=~- ~'3 

en \:an\:o a.1Je \o \IO,.t1c.1dad es e\ veclo,. IJl\< , donde 

K es u., 11 ec. to,. un\\: a .... io p e'<'p e'<I d·, e.u\ o1Y d\ p\ ano . tn e\ 
caso <;¡enero\ Je un movimien\:o trichrnen slona\ , \a VO'l"­

b e.Ida d , e:; e\ ve c.~o... e.u y d5 compo'flenle s , ( ~, W\., '$) 
paro\e\as a \05 ejes X,~' e, e-;,~c:a'ri dctd ClS po,.: 

'e dUJ E:!.. "dU. C)\J.J 
'J"'~-'CH 11.=a?-~ 

en e\ Co!>o bicbmensioriol Ul:O y u. y \{ son Pº ... Je-

t'111ic.ión indepeYlchen.\:es Je ~~ \ve.90: 

S=O 
I 

'l =o 
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1-. \O tv\ovil"Ylic"to de un e\ e mento áe f\\J~do. 
Consid~l"e \Jno ~o~a c.'1rc.\J\o'" de f\\J{do Je 1-aÓ"•o ·,n~i­

nitesi-mo\, cvyo cen h·o e.s.\:.ó. en e\ ?unto (~,~) y tieV1e 
\o \le\otidad (U., \J") • '5; l U:, \f') es \a 'le\oc.\c\ od Je 
Cl.lo\9\Jiet- pul'lto P Je \e> 90.\.c:1., cuyos Coo1- Óenódds so"' 

(x tx' ~ ~ +~·) ;, pues-6 9vc ><'. ~' 50" iY'ltind:e si'mc:i\es, e\ 
-\:eo1-ert1C11 Je Tay\o'" -no-;, do: 

l.l .-: U. + X, ; ~ -\- ';' ;u~ 

\{ ' - \r .L , ~ + 11' E.Y.. 
- 'I T )( Gl')I. :J d~ 

1 d l.L 1 2 \ ( 'C)ll ()V \ 1 ( íJV ) 2. 
sí -x. = -2 ax: "/;. - T ~ + ~ 1 ""'-;' - 2 ª'i ~· 

\c:i ~ortic\c\.dd en e\ Cen\.ro Je \o ?iola es Je l'na9nitud 

Jv ciu. 
LU = dx - ó':i 

v' = \J' - ó '1- + ..!.. )'.:u.i 
di;' '2. 

Esto wiues\ra 9ve \.,. 30\c:1 se mueve C.omo un C.\Jerf'o 

1-l~ido / con ve\ocldod de -\:.rons\oc\Ón de su C.en-'cl"o 

(1.1,V), y velociddJ on~v\c:n de ro.\:oclón tUJ a\reáe-

do'" de Un eje rerp en di cu\ en d SU p\ano I ~ 9uc SO-

bre este wiovh·-."li ento / '5e sl.lperpc:n•\e UY\a ve\oc\dod de 

el e ~º""'""c\Ó., c:n e\ ~ue e\ punto (X', ~') 5e mueve re-
lc:d:ivameV1te o\ Centro / COYl \ll'\a ve\oc.idd.d cuyus c.or11-

fOY\en\:es SOn - a7../()X 1 
/ - oA/°0~1 

• 

E\ res.., \.\:<='.do c:i".\.e..-·,or, es (onecido c:o...,o e\ f\·irne..-

horemd He\r-.,'ho\ h: ; este es vó.\1áa i'.3ua\mente p~ra 
movl...-.\entcs tridirn~"SIOY\a \es c\e Ul'\Q 90.\.a est<i!rica y 

e\ o.nó.\is\s es Qn&\º.9º. 
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----+ 11. 

--f----+---+--·--> =vooo_oo 
\\ 

fl c.. t 1. 101) 

E.s p"ccisamente estct vc\oc:ideid de detonnoc\Ón \a 

'\ue es C.aYc;ilcte.-(5.\:ic.Cl de la 11 f\uldet" c\el mecho; si 
\OI ~ata fuese repentiVlomen\:e con':3e\ac\d se,.Ca u11 só­

lido sin Cambio e11 el \'nomenlo on')u\oy , y así empe­
Za\"Íd <:I ~iro ... Con vcloc.idad Cll'l<jl.llaY' tw . Ta1"0bié"' 

poed e obse,.var'5e 'lue "'°' \a VOY tic.íctdd es C.CYo, la ~o-
ta COn~e\aclo Se MOl/Cl'"Ó Con 'llC\oc.íclad de t.-ans\Q-

C.iÓn ~n\c.a.mente. En un fluído ideo\, \a p.-es\Ón Yca\ e.n 
\a ho11\:e ... a de una <)otci CÍ"rc.u\av e.s VIOvma\ Cl la f,.on-

.\:en:i1 y en canse c.ue"c:\a paso poy e\ centro ¡ esta 

f're 5\Ól'I t'IO ruede 'IVlC.\"Cmenta,- ni c:h?\'nil1UÍY e\ momen.\:o 

Cln,u\aY de la 9otci. 
Obse ... vac.ió., ·. el "10virniento en e\ 91.1e \a Vol"hc.ld<ld 

~ es Ce Yo , es \\oMct do Yo~ac.ionol. · 

En \JI"\ f\uído idea\' el Yl'IOV
0

ll'"níento \"o\:c:t.c.ionct\ pe .... -
si-:=.te po ... 9ue su CC\r01cte .. 'l"ot01c.\ona\ YIO se. a\te.,,.~ 

Fº ... \Q presión í en Consecuencia e\ flvíJ.o <=\"e inic.ia 

su Ynov\mi e'1to l"'Otct.c.iono\ cont\n\larcÍ é'5te te\i z;men .\:e 

en '5 u e omino. 

En la f"¡ ~ura 
he dos planos 

(i'. 101) '5(! \'Y'IUC:; t.-ct. \o VO\" \:ic.i JoJ 

para\e\os o \"' d'1re c.cio'n c:\e U.. 

1. 11 1-\ovimí eoto Irro~aciona\. 

en-

lln movlWY1i~ .... ~:-J-9-:;-\;- vo ... ~ic.\dod es c.e ... o, 
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5e \\otma \notct.c:\ono\. tn un f \u{do no vi5C.o"'o e\ M0-

\1\l"f'l\cn\:o i..-.-o\::oc:\o"'o\ e.5 pe..-'mct.nente , en e\ ~en\ldo de 

0¡ue e\ f\u~c:\o , o¡ue en CuQ\"\v\ev \n-;,ta.nte no \:.\ene 

"º'" hc: \do d , no pue Je Y'\ une.o ad ,,..,,.,..,,.\ct ; n\ -\:: a.W\ro e.o 

pue áe \:ene• meno..- \IOyt\c\c\dd C'I'\ un ~le""f>º ~Ycv\o. 
~11cs~o '\lle IJn Hu:do C\'\ n:po<;,o ~o \:-.ene vortlc..\dod, 

de Q~\J' Se 'i:>i';)\JC 'l"e Un ~\u~do no vi-:.c..o<:>o rue-:.\::o 

en movimien\:o de5de e\ YCfº""º <:>e 'movc..-c\ \~Yo\::ca-
c.ion~mente. \.o M\smo es \ló..hdo para. e\ Y'l'\Ov\""'ien­

to \nic.id\ de v\sc.os\c~od pcC\'11:l'o., lo\ torno ai.-e o 
09uo ; eotonces \'º'" cjc..,..r\o , en e\ e.oso de \lno. \~­
neo de co.,. .. iente C\"e c\rc."nd"' un C:.i\{nd.-o clrc..u\o .. ; 

un d fo\:o~,.o~(o mue <i:>.\:.,.a °¡l.lC: \os e stodos \nic.\o\es 

c:ie\ mov'1w.iento , con~01'Y'\'\Cl'(\ e\ f a\ro'n J.e n\.ljo d.c 

\Jn f\\l~clo no viSloSo. 

la Yo-r.Ón pon,. csl:.e \..ce.he , e~ "\"e \'ºY \e> teov\a 

ele \os COlpc:os \:mites , e\ ~nito f\uído O¡l.lC sut .. c cfec.­

to a{>rec.lob\e ?º,. \°' vise.o 5\dad , es oc:¡ue\ '\"e fOl~d 
C.cn:e1 de\ 'bo.,.J.c de\ c.-.\ÍY\cho ¡ y C.vol"\do e.\ e.o e~\ e.len-

te de visc.o~•do.J e~ pc9l.leño C.orrespond\eY\temcote 

un '3"0lY\ vo\l.l<ne"' de f\uído dcbcrci fº'='OI" f'º" e\ \:io...-­

de crn~es de ~ve: U'l"I C~ec.to v\-:.i\:.\e ~"edei o'ose ... -

\lo'rse. 

1. \2 Po\:enc.\a\ de \lc\oc.ido.d. 

Retil'"\éndooos d \o li~vv-o (1..31) -:,·, <óupont>mos 

C\l.le f\BP, Ac.P son do$ Cu'rvos '1"e u>"len a ~ C:on t', 
estOIS Cuyvos y \01 \'"C~iÓn entre el\ os / f \"ye \Jn 

f\\J(do CVI e:\ 'lue \o 110.-hcidad e5 en \:oJ.o-;. pcn· 

tes C(;.-.·o, es c\ec.h ... 

de con 

'dLL 
ª'1 

::: o 

(T. S3) , '5e ':li~ve 91.1e c.iv < A e {l t.A) ==o, 
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d s = S st's ds 
(P..C. f') 

e.s Je.e;;.,., \oi íote~ ... o\ de \;,,ea Óe A a P, C!> ·.,.,Jcre"'­

dien\:.e dC \a t..-ay ecto.-¡a \>cntic.\.l\cn C\"C! -;.e. to1ñC de 

/}.. o f> ; e.5.\:o e":>, ~· f\ es un f"º~º fijo , e\ vo\o.,. de 
\o i.ntcc:iyo\ dcpc"de de P 50\a...,,e.,te. Si e~c.v\b\rno~" 

r/> = r/J P = - S ~e;, Ós 
(A~) 

\a fut'\clÓn ~ es llamada po~e ... c.lcA\ de vc\ociáod. Si 

ele se a......,05 enfoti z.a..- e\ fU"to pa..-bcu\a..- P en e\ C.ua\ 

el po\::cn(lo\ de ve\oc;\dad vo a SeY C:"o\uado , IJ':>ove-

\'YIOS \a no.\:ct.c.iÓn ~f' e..-i \u90Y de rp • P..-:.{ \"<l\!:>V'r\O, 

50bYC \a f,mc.IÓn de c.onicntc, e\ po\:cr1c.io\ Jc vc\o­

cidad es en ~enc'l"o\ uoa func.iÓn de (X,~ 1 \:). Cuo."-
do e\ movimiento es c.oos.\:or-.,\:c e\ po\:.e..,c.la\ de \IC-

\ocldc:Ad es uno func.IÓn de (>C ,~) ún•c.ome.,\:.e. 

'5\ ~'y P2. son puntos oclyoc.e.,\:es F'<:l'm:s (r.l\I), 
~c11e....,o::." 

~Pt. - r:/Jp, = -S ~e.d5 ::. -\>,\>4 c.\'s (apYoX'1madamc.,\:e) 
(I'. t\) 

e.n~onc.es, \o co,..,f one ... .\:e de \a ve\ocidc1.d en \a cti.-ec:c.iÓn 

P, ?z. es: 

e\ si9no ne9ot\vo / no tiene ur1 si9nif\c0Óo e.senc.1a\, 

e:. \Jno odopc1Ón Canvcn~\ono\ 1 O°¡v( Sl~":'i~lc..o °¡VC: e\ 

t\u(do se mueve en \<:i d\,..e c.ciÓn en \ci. c1.10\ e\ fº" 
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b~nc:tct\ de ve\oc.ldad de e ye e e, y adeWlá"" <.01'1 \o Co't't­

venc.\Ón adop\:cida poY"a \o dec:h.1c.c:iÓ" de oha~ c:on­

bdade~ dc~de f1>ntior\es de potel'lc:ia\ en ~(~le.a y 

Con YC~e\"enda Q \et-:. t\~uY"aS (1.~'2.) y (1.1./3) / .\:cncmo~ 
Cn (00Y"dCnado&S Cd'r \; C S\ctnoS : 

09> U.=- a¡ 

u. - - ?Jr/> 
y- -

º'" 

\[ ;; - 'd9l o'j ........• ("t.12.\) 

••• . (1. 'it) 

e5 \mpov~an~c Ob~C'<"VO'f 91.1e, <:.\empl'"e 9uc e\ ~vimien­
to 5ea \vro~a.c.iona\ U<l ~o\enc.10\ de ve\oc.ldCld ex\c..­

.\:-e , ~eo e\ f\1.1;Jo C.Cl""'f' .-e s•b\c o no. f>oy oho \ado1 

la func.\Ón Je <.oHie"'\:.e eld!:>~C Único~·yH?n.\.c Cuat1.io 

\~ c.omp.-esi'bihdCld es desr'rec.lab\c , y "'º cones­
pon Je á\ caso C:1>dndo e\ rnovi-miento es "rotac:lona\ 

o ino\:o. el ono\. 

En el cae.o de l.>V'I rt'IOvi W1\c:.,\::o i vro\:o <:.ion a\ de un 

f\1.1(do iwitompY"eSi'o\c I tanto rp e.orno \¡J exi.,..\:.en , y 
5¡ ¡~ua\camos \o!> vo\oYes de las C.ovnponeV'l\es de 
\o ve\oc.1daci ( ll, V") ded1><.1dos c:\e e\\as, obte'l'le­
"°"ºs \°'s re\ac.iones: 

= .•..•.. (1.1n) 

E\ potencia\ de ve\oc.idod C.l.lando es 1.Jo\..¡a\uado, ·he­
ne l.lt\O inte.-p.-e.\:c:H.iÓo f(s·1c.c:t inteyes~n-'te. S1.1poo~amos 
\a ex•::.~eM.\a de un \'YIOv\vn i en to \\"'YO \:e> c.\ono\ Je l.>n 

flu(do incompYes•lo\e / c¡ue es ~eY'le ... odo if''StantG\Y>eca­

~en\:e de:.de e:\ '<Cf'o'5.o, O\C'd\ante \a Clf.\ic.ac.IÓn de 
Uf\a fYCS\Ón impu\.,;·,va ü:i 1 entcY'lc:.es \a \ey de \et 
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dt"lám\c.a de\ imp\J\so , aphc.ado o \In peC\ueño vo\urnen 
c\'b no~ da: 

e\ miem\:..,.º de \C\ i~c¡u·.e.,.Jc:1 J.º \a res1ón 'resuHcm\.e. 

i-ca\ \vv.\3\J\ slvo e"' \a d i'"e cc1o'n de d.s ¡ y e\ nilemb'<"o 

de \a dei-ec\io do e\ mQmento CJC'"H!'<"ado. luc'3o-. 

ó(¡¡j) 
<;\'s : - -as\ T 

es.\:o e~, e\ fº~enc10\ de ve\oc.ic\ad es w/~ . E".\:on­

c:es ~ tp es \a pYesiÓn ·,mfu\slva re'\uc.-1 do, fª.,..ª <JC· 
neYc:&r e\ movi"''•ento '•l"'IS~antd"'co de~J.e e\ '"e: roso. 

Invevsa\'rten~e / un ~ov\.,...,\cn.\:o ~ene ... ado desde e\ Yepo­

so pov una p.,.esiÓ.-. ·1rnp"\..,¡va ex cluslvovnentc e5 \'º.,. 
nec.e5\dad inotaclonal ¡ e\ fotenc.1a\ de v~\oc.tdad es 

w/f. lo hro..\:.,.c:ionohcL:sd es \o Cd'roc.~e\"l5t\c.a dC Cuo\-

9uier '""º"'n""\en\:o C\ue se inlc.ia de-o.de e\ 'rC?º""º / e: orno 

rcn· e_jemp\o cuando \JV'I C1creo p\a\""\o 'm\c.IC\ 51..1 Vue\o 

en e\ dl're ¡ e\ a...-.9u'""en\:o es v.;\1do aún \>ª'"º t\IJ(dos 

v·,~c.o-:.os C.ucmdo Se o\:>sevva e\ movivnie"\:o \nic.\a\; 

fCYO \ln VÓl"\:ic.e ~vede tQr""º'" \Jno \~""'""d Oll\'\ en 

e\ oh-e' debido o \oo ~encl"o.C.\o'n d~ C.on\e.ntes de 

áÍl"e , ~ue f'"ev\<:lme..-\:e fueYon se.pa...-ados y \as c.vci\es 

se 'Nlveven c.on d\~e.,.en~es ve\ocidC'ldes. la f""e'5enc:la 

0.'->" de m(n\ma \1°1':>CO ':>i dad Fue de. CC'll.ISOI>' 9ue \os 
\ti.m\nas '5e C.\"\l"<"o\\ en y ~o...-Men vó.,.~i e.es C.oV\C.e"·h·aáos. 

1-. 1 ~ l <::l ecvac.l~" de la p\ a ce. 
En e\ caso de \In l"nOvimie".\:.o 

de (1.123) 9ue: 
"aii> .::. 
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é-s~ct C.S \a Cono<.\Jd CC::uo <.IÓl"I de lc:ip\cH.I? (el'\ S\I ~º"" 
ma bic:hlr'ltn~iono\ ), pode""os demo-:>hOl,. ovici \05a.me-.,\c 
'\IJC ~ .\:.Q...,.,bién 6C1-\:isto~e chcha CC\JoclÓf\. EV\ he:" '1;-
men s\01'\e!">, \o ecvaclo" es 'iltr/J =o es dec.1 ... : 

1. l'f Movimle..,to tíc.hco. 
la C!JC\stenc.\a c!e VI'\ polenc\o\ de ve\oc\clQd l'\O es írt­

compa~i ble con \a COCJ(\S~cnc. io de lo CÍ'r(ulc:sciÓl"I • Obs ~ ... -
vandC> \a f•9uro (7.85) / si e\ ai,.e en.\:re e\ cir.;.ui\:o t 
y e\ a\a e: se Jebe °" \a vo .. .\:i c.idctd 1 er1\:onc.es hay 
vn po.\:enc.iC1\ el.e 11e\ocidc:td 1' , y: 

e¡.. e ( e) = S - ~~ d s = [- i6 J c.' 
(<.) 

donde. \es notCll~iÓn :si~ni~ica e\ c::o.,.....\:.lo e'l'l - </J ¡e~ de-
c:..\"r1 e\ dec:.-e.-oen\:o en </> , <:uando 'T'OdC<iWIOS 1.1!'10 Ve?. 

el ClHui.\:o C. • Po.,. oho \oJo, de (7. S't) , ve ....... os C\ve: 

c.·,.,.c (c.)::: e,;.,.c. (e') 

e~ ~o es, !/> de crece Cf'I \a mlsma f'"ºfº.,.ció,.. cu°'" Jo 
'T'odeoMoS sobre C.uc<\ciuie'I" ~irc;u'1to C\"e et'lcie.,..,..e a\ Cl\Q 

\lno \11!?... En esle Ce<$a 1> es uoQ tu>'lciÓ.-. mo\ti\la\uaÓct. 

Por ~)ern¡:i\a, 5..iron~ol"<\05 'luc-. 
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y 
av _ :2.Y. _ 

0 -ax a~ -

\11d5 Si Y'Ode.omOS 50bYe e\ c·1\"C.UÍtO L, 9\le enc.iet"Y'e. 

e\ o\"i~en una ve.i. / e :;e íncYen1e11to en '2.Ta y ~ 
decyec.e en 2. 11 K ¡ es.\:o es, '-'oiy uria circ:u\odón Je es­

td ce1n~idad en el Circuito. 

1. 15 E\ Potencia\ C.0111plejo. 
Si ~ y l./' 501'1 e) pohnci~ de velocidad y \a fun-

ción de COY"l"iente. I de U'10 COY"l"ietite de OÍ\"C biclimens"10-

11a\ c.onside"" o do in e.o"' f Ye. s ib \e ; ·,~u al ando \as comp o -
11en\:es de \a ve\ocidael I -\:enel"OoS: 

...•..•• ('t. 1s 1) 

definimos e\ potencia\ compl:j~ J~\ niovimiento med'•an­

h \a \'"e\oción~ 
lu ( l) :=. lU = ~ + Á '{.I 

como veremos pos.\:e""ior\"r"lente. , \.IJ e.s Uno tonc.iÓn \io\or110Y· 

fa ele \a Val'"ia\:>\e. c:omp\eja l = X+ l':l , en c.11al9uie" Ye­

gíón / donde r/i y lfl son Vni11e1\uc:H~d5. InllCYsconel'lte, 

si suponemos C\ue \.U es uno func.lo'n '10\omoyta de e, 
las pattes ConesponchenteS l'"Cd\ e ima~lnaYÍO / dan 
e\ potenciQ\ de \le\oc.idod Y \o func.iÓn de C.Ol'rien-

t e de Un \'Y'IOvimiento bichmensiond\ ÍHotoc.\ona\ / 
poY9ue éstos 5e1t"1stac.en Ff.\51) y \a CC.IJQC.ÍÓn de 
\.ap\ac.e. ¡ 5\ fº'" ejemp\o \JJ = ~z / e'1tonc.es rp"' xi-~-i. 
y l\J = lX~ . Poes\:o '\ue. lw es \:a""b\én una tunc.ión de. 
e , lue90 - l\l y cfo son el po.\:.e11c.\o\ de ve\oc\dad 
y \a tunc.\Ón de Col'"ri en\ e de otYO movº1mi coto , en e\ 

9ue \a~ líneas Je COYriente de '13ud\ rohncio\ de. 
ve\oc.\dad sori \n\el'"combic:iáas. 
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Los dimensiones c\e\ potet'\c\a\ Corn~\ejo son \o;, de 
\c:i ve\oc·1dod mu\\:.;p\¡ codos fº" uno \ot"\~\\:.uJ ; es de-

L2 T.1. CÍ'1'1 

I\us.\:.Ya\""e1"<"105 \o ª'"'te'r\or- c.on \05 e_lemr\os si91.1íen­
\:es: 

lo< Prob\emo 1. \'=>\ W-:: \Je. i! . 

• 1 

V 
F•'<>.l7· :s;. ') 

Ao¡uí '\1=\l(~c.osO(+Xsenl>() y \o<;, \íY1eos de. C.C\""y\ente 

son en consecuencia 'l'eC.~os. Tenernos \.lo viento un·,\o'l'­
mc V, ql.le \nc\Je bojo l.lfl áY"'l9u\o o<. c.on e\ e)e X. 

Prob\erno 1. \52 W-::. - m\os'l , rp ""-111\ocyr , '\!::-me 
las \íneo5 Je C..O'<Yieo\:.e son rectas y Só\en \""ac:hct\­
\""f'leo~e de\ 0'<'"1'3e11. E5.\:e 'l'V'lovim'1ento es debido o \.IV'I 

mcmonhá\ '5\rnp'e, o puoto dende e:\ f\u(do e.me.,.~e 
Yodio\men~e '-'c:H.ia ofue\""O ¡ el'l e.l Ol'i5en to\ mcvi­
\"l'lien\:o es e\ 'f"esu\\:.~cio ql.le se o\:.\\ene de Ul'I ci­
\:V\JYo C\l..)e se eX?einde unitcvmern~n\:e e"' ai're. tyon-
9ui\o . l\ná\oljO'f'f"ICYlte W" h'l\09 e e.5 e\ potencio\ (Om-

p\ejO pa'<c:t un 5um\deYo o pul'lto doV\de e\ t\uído 
o;;e sume""<Je 'rocho\ mente. 

PYob\emc.1 t. \5'3 W-= .i..K \ og ~ , ~ ; -1<e , V= K \og" 
Los \(neas de c.onie'1tC 500 C.('t"C.\J\o-:. conc.éntvítO? 

c.011 e.entro en e\ C'l'"'•'.:}en. Este mov'1mie"to es debido 
~ un vó\'-bc.e. Yecb\{neo en e\ O'l'i9en. 
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Prob\emc:a 1. IS~. 

FHo.t7.IS~) 

Las \eneas de c.01-rieY'ltc '!>on d'rcv\os C\ºe tocan a\ 
eje. X, e.\ mov'1Y'f'l\en.\:o e-;:. debido a uo do'o\e.\:.e e11 e\ 
or·,~en chri13ido d \o \c:h·50 de\ eje X; \:e1\ Jo\:i\e\:.e 
5\Jl'~e c.omo Caso \(m·,\:e cie \o supeYposkioo c:\e un 
moV'lantio\ i dénlic.o c:1 \Jn :>um·,Jero. 

1.16 Ve\oc:.idaá C~~-~ .. 
De\ rotenc.io\ <:.omp\cjo UJ-= "' .¡-¡ 'P ObteV1eW10S'. 

u_- J..\f .:: . . (1. \61) 

\\amaremos et U.- ,1\1"' \a \/e\oc.iÓod C.omp\ejd y notQ· 
mos C\l.le é5t~ 5e o'bbenc diYe<:.\:omer1te de\ potenc.'1a\ 
c.omp\cjo Co'IYIO '3e mostró en (1.\61). Gró~íc.c:hnentc e\ 
\lec.~oY 9\)c '"epresen-\:a \a vc\oc.idaci c.omrlejc:t C':I \<=' 
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re.~\exión, en \Q \ínea <=\ºe ~asa poy e\ pun\:o c.on5\de­
Yado pc::m:i\c\o al c_¡e. X / ele\ vec.\:or <>¡ue Y"e.pYeSeV'lta 

\Q vc\oc"\(:lad U.+.l\I'. 

o X 

F1<c.l7. 11.1) 

L°' Y"e\ac.íón se muesho en \a fi9ura ('f. \61). Es muy 
impo'l"\:ante obse'l"VCi'I" ~ue - ClUJ/d1: dQ U.-J.V- y no lltl'f; 
ento\"lc.es 5i ?º'I"' ejemp\o lJ.J:: 1:e2 

/ tenetnos \l-..tV" = -'2.l.c, 
U.t1V= '21~, en csni\,os lle5e1toos a Ll"'2Y ,V"=2X. 

En un punto de estcmcClrniento la ve\oc.ide1.d es ce'fo ¡ 

es.\:o e-:., ll=o V-=O, l\Je~o \os pu<1tos c\e estctncdmien­

to se dan Pº" 'dw/ 'de= o; 5\ fºY ejemp\o: 
lij : \fa + 'Y...º1: • . • • • • • ••••• (t. 16 2) 

~ 

0..2. 
\05 puntos de eS~cincoro\el"lto se clan poY \- h_z =O; 

e.~ c1ec'i'f, e=Q y l= -o. . A\ioya, (1.\t>i) es e\ roten­
cia\ camp\cjo de uo ci\ind'ro ciYc.u\ot'r en un viel'l\o uni­

forme ( véa'be ti~un:i (1. -r1) . Los yun~o-:. áe esteinco­

º'"'en.\:o Son en consecuencia, ª°111e\\os donáe e\ Vien­

~o c.'noc.a c:\írectcunente con e\ c.í\«1cho y e\ runto 

diame tn::t\meote ºf>l.J es to. 
Pa\'a calc.u\e1'I" \a ~apide-z. de:\ aíre ~ en cua\9uie\' 

punto tenemos: 

••... - ..•.. (l.\() "3) 

- 1 
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C.omo un c_¡emf\o .\:cmeW'lo5 (1. 16~) 

~=(v- ~)(v- ~~i) = vi0- üi~:¡ª)(\ _ ~t~i.Áº) 

= vi( 1 - 2.0.\o5z.a + ~) 
'<' y-'I 

1.11 lJntt ap\\coc\Ón Je\ h'lapco Con~orme.. 
C.on5idC'rC una Qp\ic.oc\cm ch\ p\ano ~ e.n 

dada po\'": 
w :: t ( l) - . . . . . . . . . . . . . . (1. ll I) 

td\ C\UC \a Y-e9iól'\ R ex~e .... \oy o e en e\ plano e se 
mareo C\"\ la \'"c5ión 5 e.x~eYiOY o A en e\ p\a'C'IO u.>. 
Entone.es e\ Con torno C. se. ma.pc c:1. en e\ C.onton"\o f:l.. 

5\ 1Jn t \ IJ~do en rnov'1 mi ente en la 're5ión R e\~\ p\0-
110 e e-:i.\:d daJo po,.. e\ po.\:e"'c.ia\ c.omp\ejo: 

\.IJ('!) = w =? +t'P ........... (1.\T2) 

entonces en \os runtos conesfº" d'1e"Ote? -2 y IJ.I dodoc;, 
fº'r (1.111) ¡ \..IJ y en consec.\le\'\c.ic:i f1S y lfl .\:ornc:An \o~ 
1T1iS1Y105 va\o'l"e5. A\.ioya Si C. es un boYde / *.cn1i'biéY\ \Jno 

\(oea de conien\:e ¡ lue~o ~ = K vno C.ons.\:"'Yl\:c en 
-l:odo-s los pllnto~ de C., pue5to 9ue A c.onesponde 
pon.\:o po'I" ponto e.en C. , '11:: K e.n todo-:. \o5 punto<:> 
A; \ue.9º /\ es una \(nea de CO\'"Yie1'1\:.e de\ mov1m1e"'­
to dado poY' (1.111) y (1-.\1"2.) C.OY\jl.lfltnrneo~e en e\ 

f\aM \.u. 



la \ onna de\ potel'\c\a\ c.om\l\ e.jo C11 ténoíVIO~ de Ul , 

debeyÓ Ob~C_,CYSC e\h'ninonclo e e'n\:.ve ('=f.111) y (1-.\"H)¡ 

h°ld':> es pre~e .... ;\:.\e o'bservay a e como un parÓffie\:vo y 
tYO"l.0\" \a ehmtnClCiÓn j el"ltOt"'IC.e5 ?OYCI e.nC.ontYOY \o \/C­

\oc\do.d en Q en e\ p\ono \.IJ / COYvespot"'ld\er.te O ~ 
en e\ p\ono '2: , tenemos: 

A\.io'ra / \lomos a con$'1devov \as f'"ºf'\edC1des de lJna 

C.OYrien\:e Je ahe b\dimensionct\, C\..ie circunda a un c.i\(n· 

dro c:.ivcu\ctY; se considercn·c:\ ""e e\ Clíve es no vis­
e.oso e. Íl'\C.OYofTCSÜ:.\c: ¡ tct<"l"lbiél"I 9ue \Jl'l Ci\íncho C\t'­

cu\cn es de torl'Y\o Qdecvadc:l pare1 \JI'\ o\a , mas e'5 

fóci\ h·ansto'l'Yl'\O'<" \JI'\ c.{rcu\o e.n un per~í\ de. a\d, 

Con e\ mo\leo <:.on~orme y de.\ t\ujo 9"e CÍ'l'C.u'(ldo el 

IJl'I c\\(l'ldro / puede de.duc.hse e\ c.ov .... espol"ld°lente 
flujo 90e pasa pcv una a\o . ?oY esta yei1-z.Ón, Ul"la 

CuídadoSCA Con sí de ración de\ per ~¡ \ C.\yc.IJ\av e-;, un ú\:i\ 
re9uisi~o. 

:e y 

1 

/"P ·. 
/ ' 

--+--.....,..[--,,,--t----~ 

e 
Í-1(o.~7.181\ 

X 
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5¡ C. es un círc.u\o \~\=o.. , en 
C5 e\ p\lnto ~=Ye:~ª, enlo"'c.es 

a."/t. , .\:e"Oemo5·. 

e\ p\ono e ; ;.i ~ 
:>• Q C5 e\ ?unto 

Si \"Oo.Yc.cuno S e\ f\ln\:o 5 , SObYe OP / CV1 he Q y f de 
tá\ tOYY<iQI °¡\.IC 05=0~:: 0.~/'r', IJCW\OS °¡l.IC~ 

05 • OP :: cf ...•.. (t.\ 'iH) 

es\o es, 5 y p 50n fl.lr\~05 \v\\ICYSOS. C.On 'resrec.to a\ 
C(rc.u\o C. 1 y e\ p\Jn\:o O. es \d ~e~\exión ó~\:.ic.d Je 

5 en e\ c)e Y. / f'Cn-& Ó.ndo\o C.o'l"l'lo un \?.'5~ejo • ~"" c:\a­
\"o de (1. \ ~\) °lue 5í P es ~<:4 fu e"º c:l2\ c.hcu\o (.O{> ')O.), 

en.\:oYIC.es 5 y en COV15ec.uenc.\o <a. es.\:c.-.·ÓYI de.-i tro áe\ 
círcu\o ¡ vio obs ~cu"'\.e, Si \' es\:ó eYi \el Ci'tC..IJ1'l\.e ... enc.\d 

de\ dYc.v\o, 5 C.o\nc.\Je C.OYI \'.>, y ~ td't'C\bie'n es~á 
5o\,ye \o C.irC1.11'\feYenc.\Cl í es.\:o es, s·, ~ C5t6. so\:.'rc: 

\a c.ircunfeyenc.\o: 

• • ••••. (1-. \ '3 2.) 

5\ f(:e) es \Jno tunc.iÓn di? ~ / \o c.uo\ C<;;. ~o\o..,orlá 
eYI toclo e\ f \C\YIO excer\o CY\ C.ÍCY ~O~ ~\ln.\o5 5 \l'\~ll\á• 
res cfr:.\acios , todo5 e\\os e-:=..\:cin a l.lY'\d dis.\.c:o,c.\d 

l"f'lc=-yoy 9ve o. de~de e\ o-ri5c:."' ¡ podemos <::l'noYct ~OY­
md-.. \a fu .... c\Ón f(c) o.c;,o<::icidd J rd'(d e:\\o cons\deve 

\a povejo de fundol'les 

f (-e) f (~i) 
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lüuy~ndo a..¡e en \u9a~ Je e . 5·, e\ runto . e es­
~á t\Jeya de\ Chcu\o e J e\ punlo C17./e ~'.St<.:1\-Ó den• 
tro d_: C. / de ª<ju: '\ue .\:.odo,,; \os p\Jn los 5io9u\aYeS 
de f ( 0 '2/i!:) eslC:n dentY'o Je: C., pues~o <=\"e pot­
hipótesis todo5 \os Je H'f) es~cí ..... fuevo c::\e C.; 
tamb·1e'n 5·, C es\~ en t, es-b C5 l = a..1./:z. 1 \11e~o 
\a f uoc.\Ó"' 

f (e)+ f ( a.i'c) 
es la\ <=\ue todas \as Sin5u\a\-"\dcidCS 
fueY'o Je\ c~ycu\o C. son \os m\smos 

tC1..,lo °tue ~ este '::>ObYe e\ dn::u\o 
\a. función SeYÓ; 

~ (e) + f (~) 

~ue están 
de He.) , en 
e\ va\o" Óe 

lti e.va\ como es \OI 51.lmd de Jos v.Úmeros c.onj1.19a­
dos be-ne Sú Pª'"le iW1a9inaYia i~\la\ a cero. 

1. 1q E.\ Teo'r'ema el~\ C:.~rcu\o. 
A\ion:A rrobaY'emos un leov-emo °i"e sen:, de Vi­

tal lmpo'" tdl'IC.ia en \o sucesivo. 
Teorenlo de\ e,, ... cv\o: Sea un nujo \c:oninCl'r ino\..a­

c.ionOI\ de un f\u\ do iYicompyes\'b\e no vi-;, e.oso en 
e\ f\qno C. 1 Si YlO \,ay bc:m~es 'r'Í9idos y Si e\ poteYl­
C.ia\ COMp\ejo ch\ f\ujo 

1

es t(c) , donde \o1s s\n';)IJ­

\avido.Jes Je f(e) estan áctclcts d \.lnd J·,s\:ant.\d 

mayor 91Je Q des de e\ ori ~ey¡ • S\ úo c:·,\(Ylcl'f'O Ci'C"Cl.l­

let.,.. de 5eCc"1Ón -\:YOOS\lCYSQ\ (e\ C.(Yc.v\o ~.e\:: Q.) I Sl?. ·\n­

trodlJC.e eY'I e\ co"'Pº de t\ujo e\ potencia\ Comp\ejo 
es: 

w = f( c.) + ~ ( a.i't.) . . ... - ... ('t.\C\\) 

Oemos\:-.,.ac.ién: puesto ~\Je '<lo hay boYdes \-(~idos, 
e\ tlujo dado po\' f(~) está definido en C.uc:i\91J\ey 
punto Je\ p\ano e ' excepto r,osi b\emente eo las <:>•n­
'Jl.l\cwi dade s de f(c.) / \os c.uei\es sur~e"' de VÓYti e.es, 



-11,-

manonlia\es, Job\e\.es, c.o,..,..·,enles , e\:c. a \o:, c.uc:.1-
\es se debe e\ f\ u;o. 

Antes de in~..-oduc·,,.. e\ c.í\ínJ,..o / t debe 5eY \Jfld 
\íneo ~e Con\eflte ~:: c\:.e. / y sin pénl>cio de '3e­

ne'l'<:a\idod pode'rl\o5 5\Jf>oncy Cj\le é'5tct es \o \<"'eº 

de con"•en't.e 't'=o . \/emos 9\le \o-;, Sin':Ju\o.,..idad~s 
Je W C:n \o Ye9ión extc:mo a C. Son \as m'10:,'r"f\o 5 

'lue \e1s de fC. e.) / oi?: pue<.:> 110 se íntv·odu c.cY' n\le­

Vo5 5·,09u\oy<do des e" esto ye~··Ó<I • ti'\ pa,..bcu\o.,. 
pue?\:o '1\J<:.. F.ºi" \,¡póte5iS f(.~) no \;"lene ?ir'l3u\cn\doc\ 

e"' 'l.::o / f (O./c:) no \:.ie"e ~».n91..1\ov\ddd en e\ \n~\­
n\to. f\'novo W es flJY~YYlefl\.:e 't'cct.\ en e\ ci\íl"ld'<o, 
fºY''l\le ohÍ W ::: f ('z.) + f ( z) y C:Y\ cense:. cuenc\C1 ~-=o 
en ( / en\:once5 (. C5 \.J'flo \ínc:a de CO'l"f"Íl:?Y\\:e Y 

todos \o'S Cond\Ciones se Sot·1stoc.el"'1. 

~f-h e oc ion e 5: 

(a.) Un \/ien.\:.o \.l'Y\ 01~orme Cn \o c:Lyec:.c\d1'1 'Y\C<;:)O\:.¡\ICi 

Óe~ e)e ~. A9"": ~(11:);::. ~'l:. / cuando e\ c·,\\Y\cho es 
ÍYI ?eY'\:.odo lJJ :: \Je + \J % 

( b) \J11 Viento Uf\i ~or.-ne Íl'lc.ídie('ldO bojo U\'l án:3\l\o 
o<. cor'. e\ eje X •• f(c) = Ve 4o<.:e. y en c.oni;.e.c\lel"lcío 
w = e•"' .z. -r \J a.7.. e·"'"' /c. . 

(e) E\ Ci\(ndvo e.<5 h,hoduc.icto en e\ mi~mo \l\eV'l­

to unifo,..rne ('o) pero e\ c.en\:.vo cie\ c•\tnd'fo e.s e\ 
r\)'() ~0 ~::: Co I e(\ tOY\ (.e,'?>: 

• -..Í.D<. 
ID!. o.1-\J e-.i.~ 1"' a.-Z·\J e .\:. w = V e ( l - C.o ) + ~ - Zo ::: \J e. ~ -\- '2. - -a o -\- e:. e. 

y \o cons~oV'l~e f"ede 5eY' orni~ido, fue~ .. \:.o 'lue. é-:,-
toi no COl'l h; buy e 5U5.\::ao e\ C1\ "°"e n.\:e. C1 \o ''e\ oc.id e1od 
- dw/J;:. 

(d) Un VóYbce de in~efl-::.iáaó \(,e."' e\ puob lo. 
E.\ c.entvo de\ c\\<"d"o e5tÓ ef\ e\ OY'i';jen • Ao¡..i: Hi) 
=.i.K\o~ (i-co) y Cfl c.on?e0Je<1~\o si leo\')a.. / e1'1lonc.es; 
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IJJ = 11<.\09 (e-e.o) - ¡~\oc:/ Q1./-:c. - Z.o), 

\1Je90: W = ÁK \09 "l - .i..K \09 le -1.ol -¡l'-.\03 (~ - °'/ªº\ + e.te. 

e\ fºf'\tc 0..
1

/ '20 es e\ Ín\/erso Je 'lo c.cr. \'e5pec\:o 
a\ drc.u\o. 

(e) \Jn FºY de vórlicec:. K c:n lo , - K en l~ 1 on-1-
bos fueyo ch\ c.\\~ndrn cuyo cen\:..,.o es e\ OY

01'.jen. 
Uc:.onÓo (d} Qi ?.) 
UJ:: Á.K \e~ ( l - eo )- .Í.K \o~ (?:-e'")- Á.\<. \09 (c. -2°

0
) -\- i..i<-\°'('l -~ 

(f) Peo· Je vóv\:.\c.e5 en e\ º111te"1oy de\ c.\\{"'d..-o. Lci 
so\uc.\Ón es \o miS\T\o 9..ie en (e) ¡ en e\ec:\.o ::,·, 'lo, 

'l~ estón en el ·m.\:e..-ior de\ c.i\{nd'l"o a.¡~ 1 a.~/=l" 
estó"' fve.,.a y e\ c\\(oJ,..o es uno \(ned de Ccv..-ie<1-

te. 

1-. 20 C.irco\dciÓn ~\le C.iYcunda o IJ<l c.\\(ncho circ1..1\dr. 

E\ polencia\ c0r.-ip\ejo de un vó~T.~-~--de-\n~~~·.:>•-:::­
doc:l K en e\ o'l"i:Jen es: 

\JJ-::. ¡~ \09 e == ¡"\°3 't" - Ke 

en~onces ~ :: - Ke , 'V:: K\09"' 
5e s15ue ~ve ~ª"" \íneos de con·\e.n\:.e '\'::e.te. 

son \es c\rcv\os 'r:: cte., cua\ 9uie..-ct de e.sos d'Ctl)­

\05, di9amos Q"''<' puede ~c..- tomCidO c.omCI Ufl bmcic 
'í9ido . Ahora 1 tomcin-ios \Jn ci~Cl.l°i \:o 9ue. "rodee e\ 
. 'Y'CIJ\0 IJ\'10 Vez I S\ rodeorrio5 este C.\Y-C.V\to E:) -:,e, 

Í\'\CYe'me'rlto en 21i y 8 de C.YcC.e e<l 2..íi \(, j \o (.\Jo\ 
Si~nitic~ 9\le 'n~y unó c.'iYC.u\acid" '2.li'c<.. e.l'\ c.ua\1\.liev 
c:i,-c\JÍ to ~l.le enc.ie·ne Ci\ c.ír<.\l\o, e.n\:cnce-:. W e.'=> e\ 
potent:iQ\ C.omp\ejo de un mcv'1rn"i en\:o ÍtYotcic'10V"10\ 

circ.u\aY 9\)e c.\vcufldo o\ c.\\(ncho de radio O.... 



1. 2 \ \.\r¡ c.i\índ~o c·,!~\a -r _ -~-~~-~--y_ien~_?_c:_cn --~T'C~~Cl~_i_o'n. 
C.on ..si d e~e \)Y'I vi e oto \mi ~on·n e e: u yo potenc.\o\ c.om· 

p\ejo es \le ; ~;, ínsey\.cnoos e\ c-,\\ndYo c.i-rc.u\o...- \:.:,-

f\~icod.o ~O'< e\ CÍYCIJ\o \'l\-=o... I e\ fº.\:enc.\ó\ comr\e-

jO sev-¿: 2 

'Je. + V S&. i!. 

poYO 

'mino 

·1nc.\uiT' \o Ci'fcu \c:aciÓn 2íi \<.. 1 <:t<JYe c;:icwoos 

¡~\o~~ , e\ 1..\lo\ no-:. Jo hno\ 'rn<?n~e: 

.•.•. (1.'2.\\) 

Es tóc.i\ \lev·1hco'< C\..ie e\ c(rc.0\0 es ~Jn une1 \{ne o 

de C.oniel"l\:e , pve'5 tomando e:: Qe ... 6 , 06\:enemo'S: 

~"" V-\690. 
'\..ie e.s \Jl'\a Co'f'lsto.nte. 

Pc:n·e1 eV'lcoo\:l"o'< \os p\ll'l ~os 
\ómos ówj d ~ et ce YO , poY~ 

de e?~cmc.aYr1·1el'l\:o ' ·,CJ~· 
Joy: 

:O 

·- ·----···· ·--· -·----""'" ... 
--------·---------·-·- ····-·--<·-

Fl (J.~1.L.11) 
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reso\viendo e.c:..\:.ct ecuación paya e 1 obte'l"le.moc:.-. 

Z = Q [ ¡ 2~V d \ -~~;) 
\-\ay hes COSOS °'\JC Se debCY\ C.Ons·,J.e:yo'I"" 

'!<, <( 2.0.\J ' \<. = 2Q\1 \<.) 2..0..V 
e\ Úl1Í(0 C.050 de in\eYéS CieYod·•ncSm\C:O es e\ pyí• 
l"nel"O 1 tomon do 

.J5_ 
2.QV 

.(7-. 2.\ 2) 

obtenemos pc:i,..o \os puntos de es\o.YlcaMie'<lto: 

• Á(3 
e= a..t± C.o5(3-1.sen(3) =- Qé.Á{J - Qe.. 

en~On(.e':> \os f\.)V'\~05 de eslc:tnC.O\Y1Íeo~o 1 eS~ÓYl $0bYe 

e\ cí \(l"ldYo y _ sobYe Un<:l Y-ec ~o pal"a\c\a a \a Col"Yien­

te de oí1-e no \:úr'bada. ( el"I este C.0$0 pan~\e\o a\ 
e~e. ~). lt\ ti<jl.lY-0 (1. 2.1\) \'Y\l.le5tra \os run\:os de es­

ton Conü en to A. y H , \a inte ~yre\.ac.í oo de\ á n~u\o (3 

y lo disposición de \os \íncas c:\e c.o ....... ien.\:-e. E\ ehc.­
\:o 5enCYa\ clC \Ol CÍYCU\c:tcíÓn es Ít1Cl"C\"r\Cl"l~OI" \a Ve\o­

Ciclod de\ a·1re e"' \os puntos Je\ enea mr:l.yoy P..\-\ 
Y di 5lY'IÍnUÍ'í \a Ve\oc.\dact en \os puntos de\ O.YCO 

meno'" /\\\; \ue90 pcr- e\ .\:.~o...-emd de \3eynou\\¡, \a 

f'"esión orr·1'oo d'ism·\l"l\Jye y \a \:>YesiÓn obajo e.re­
ce i es.\:o es, \,ab..-d uno f ue .... z.o re s1..1\ \:ante. sa'ore e\ 
c:·1\Cnd1"0 pe..-pencl\c\J\ar a\ viento / en ohas pa\o\:,yas 

\Jl1 \evonl01mientc. 
De (7. 2.11) ObteYie\'noS \a ful'lc\Ó11 de corr-.evrte 

~ = \J ~ ( \ - ~:) -\- K\og r .•... _ . _ t 1. 2\ 3) 

·~-



\a Coá\ no se á\te...-Q e\) ando - X se S\ls.\::, tuye pe,- X, 

Y f>01" tanto \os \íneas de C.On-Í ente Son 5írnéhic.CAS 

con Yco;.?c:c.\:.o o\ eje '3 ¡ esto es, \'\O \,a'by-á Yl'!'5u\­

ta.-.~e en \C\ c:h.,..eccióo de\ \JieYl\:o. 

Debe obSe\'"voY-se <=\ue (r.212) da \Ol C\'(cu\ocíÓn, \a 
C.oct\ fonno. UY\ rl.)Y1\0 Je es.\:.aY\CO.'<'nÍCY\to <:.o'oYe e\ 
ci\(ndY"o ¡ tambien -se rn1Je5\:.Y'o q0~ C.llando no hOly 
Chcu\cu\Ón \os ?u(\\os Je e.s.\:anc.amíc:.,,\:.o es.\:á"' c:n 

\os exhemos de uvi c:hámclYo '/ (1·.213) Yn\lcStY'a '\\.IC 

en e5.\:.e e.oso \os \íneas de: c.o"<"Y\c:."'\:e son \:om· 
b\e'n s·m,éh-ícClS, f191.JT"a (1.2\ l. t\hc:.Jedo"r Je\ 
eje Y.. dicho \evon.\:oim\en.\:o deso\ldYec.e. 

Sí tomamos e\ Cey¡t.-o de\ c.i \índ...-o e"' e:\ p\Jnto 
e: 5 1 Y e\ Vienlo íncid\endo bojo \JI'\ Ón.,u\o ()(.. / e\ 
poteocid\ comp\elo (?-. 2_11\ _es S\Jstit1J\do po"r: 

• V t -.t~ 
\.)J:: \l~e~-\- O.: e -\- '2.0:>..\I se.n¡l\ou ('l.-S) ... lr.21'i) t: - 5 ,.J 

- - -(­

V 

En \Cl ti<)1J'<O (°7. '2.\ '2.) e\ punlo de estaV"IC.amien\:o \-\ 

pos~e 'r\OY" se mlle s ln:=- Sob"re e\ e}e 'l"ea\. t.~~ª es 
\a di5 posi c.ién uc::.1.1a\ / pe'<o es\c l'"IO afee la \o. fon-na 
de (7. 2\~) ¡ de 'nec\.io e~ pal...-ón de t\1.1jo es índe pen-
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die"le ele \a e\ec.ciÓn de \o::. 

1.22 D~Jo un ~1.1n\:o de estancamiento 

Pat-a enc.on\:.t-a'° 'º c.·1'C"cv\ac.IÓn ~\Je harÓ Ul"I ~unto 
i!o 1 dado l.)n r\JYI .\:o de es tone.ami en\:.o de\ c.Ülnclro C.Í\'"C\J• 

\o"". 
\JscnemoS e.\ teoreYY'la de\ C~rcu\o i 5í t( l) 

tencla\ Co~p\ejo , ante::. de °'¡úe e\ c\\l.-.dvo 

Sea ínse\'"tado , de-:.r\.ll<;; de C\l.le e\ c.í\(nJ,..o 

todo C.on C.i.-c.11\0.c.\Ón 2íí\<. , tenemos·. 

e.o;; \n se..--

y rues\:.o "uc 
k =o C.\.londo 
de 

eo 1:'5 IJn pvnto de estanc.am\ ento 

e: i!.o J \ue"o: 

Aho'<"o. 1 pue:s.\:o C\ue '2'.o 

luec;)o·. 

e.s.\:á sob'"e e.\ c.\\~ndrn &- = Ío 
:Zo 

K = Á~o f'Ceo) -).~0 f 1 
(l.) = Re. (-ú ~º l \l.o - Á \Jo)) 
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dcndc ll.o-l'Jo = -f'(z .. ) e~ \Q '4e\ocidad Co""'p\ejo en lo 

en e\ f\vjo hon°lui\o; es Jec.í,-, Cuondo e\ cí\{nJ,..o y \d 
Círcu\Qc\Ón es.\:ór. ou5e.ntes. 

5¡ i!o = Qe19
1 l.lo-J..\Ja = ~e1?<, en\:oric.e:s·. 

a ( ª :. e e- x) cv ( ) \1\:: r\e 2.i.. Q ~e : 2.Q-i 5en e-X = 2.QV 

donde '\J = t sen ( ~ - -X.) es \1:1 comronente en 'l-o de \a 
t.onientc \:...a.,C\uí\o a \o \cn-5o de. \o ton~ente. o\ 
círcv\o . Obse""ve cp.le. K y 1.í es tcin e.n senbdo opúes­
to. 

1.2.'3 ~r<?:S\Ón sclore. e\ c:1\(nch·o. 
En puntos so6v-e. e.\ e·,\' ncho ( r. 211) 

dw ::: 'J ( \ - e-¿¡e) + ¡K. ~;.e= e;.e [2iVse.n e+ ~l 
d1! Q 

2. ( 1<)'2. - ?. loe~o : ~ = 2\1 c;;en e + Q = ~V2. (sen e -t- s e:vl(s) 

F1 ~.(7.131 \ 

y por con s·151J\ente s·, 1f es \oi pre siÓn a una 9"º" 
chs.\:oncio de\ c·,\(ndrn, e.\ teorema de Bernou\h da-. 

f + 2.V'l(sene +sen¡s)ª=t-+ íV2 
........ (t.Z31) 

·.i·:-. 



_e_ :L + \ - ~(sene+senp..) · ···· .... (t.2'32) 
t~\li ~~\12. 

En \~ ti91J'(Q a. 231) tenemos U"\ 1haC)·n:1mo ro\ a'< 

en e\ "IJ<: e\ Yad\o vec.toY OQ. representa \Q presión 
en e\ punto P c\e\ c.í\íncho . PaY'a chbvjc:AY' .\:oi\ c:he)9,.o· 
mes debemos c.onoce:r \os \I01\ores de lf./.¡.~v?.. y 
sen~ ¡ OQ es dhora chb1.1jc:1Jo fº'""ª "ue '<e.p"esen­
h. P/t~v2 . 

'f. 2.4 t11en.a SobYe e\ c:,\í11clY"o. 
5¡ X e Y denotcsn \ac;:, rHl\i\teintes rea\es, en 

direcciones posít\IJCA5 de \os ejes X e. \j , deb°1do 
f'<e 61 Ón de\ a\\'"e hne mes·. 

2ll 

X ~ - S Pe.es ea. da 
o 

ahora, de Cf.23)\le.mos '\\le·. 

2 íi 

Y= - ~ Psen ea. da 
o 

P ~ ?, - ~ ~ 'J2 sen¡3 sene, 

donde 

y es c\ol"o ~\le \a presio'n "<ea\ "<e:su\bmh debide1 ct 

P. se onu\a, puesto 9ve Sí. P1 pennoinece ·ma\te"<ádd 
(;;onda e Se '(eemp\o-z.d f>OY" 6 + íi j eStO es I \o presiÓo 
real debido::. d P. en purilos didme.\:n:;1\"n'len\:-e opues­
tos se conce\on, \ue50: 

2'ii 

X=~~ O..V 1sen (3 ) sen GI c.os0 Je 

2ií 

1 
Y= ~j'a.v~en¡s) seniede 

o o 

os( pve5: 

x=o 
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L.i.\:onces. \a fuev-z.a oe,.ochnómic.a 5obre e\ ci\fodro es 
\>n \e"on\:.a~·rúento \9ua\ a: 

E\ có\c\l\o onleríor es 5imp\e / debido o \d foYmo 
de\ borde del c·,\ínc:h·o • tn el c.ctso 9enen:~\ de Un 

o\o de sección ci.-cu\c:tY dísbntet, \o ·rn~e~vo.ciÓn d·,­
\"ecla de \as componentes Je \d presió., '°e:oc\1 fuede 
hac.erse excesivamente dí~~c;\ ; \'\o obs ton te , \1oy \ln 
~é~oclo Simp\ e, e\ c0a\ puede U$OY5e Ct1 .\:o Jos. \os 
Casos , lo5 C.úo\es tov...-.o.n ~\ SúS\:'r(:Ao Óc \d "5i<,3uient~ 
se.cc.i6n. 

1. 2.5 E\ Teorema de 8\os'il>S. 

C.onsiJere \Jn ci\(ndro d~ C1.1ol91Jier secc'IÓn tYan-:.VeY­

sal, Co\oc.odo en Unc:A COYri en\: e de oh· e Co'l'ls.\:onte ~ 
irro.\:oc.ion'=!.\ • Si el º' .. '':len o se tomo e.orno puf'l~O t\ln• 
dcnnen.\:o\ , \o fuev-z.o ac:yoclinómica ( Pº" un·,Jac:\ de 
\on<jl.\:uJ Je\ c.\\(flcho) puede reduc.:irse o Unet h1eyz.o 
{x,Y), y un 'moMento ses3ddo M olrededov- drt\ O· 

y 
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Si W es e\ potencio\ C.OW\p\e)o , e\ teoyeWla de B\a­
s¡us es como 5\<j\lC: 

X-1 y: t ~ ~ S(~~ rd? ' M = Rctt ~ s ~(~Y clcJ ..... \1.l':>\) 

do'"'de \_os in\:e3v-o\e s ~c .\:ornol"I \'o dc~ndo e\ c.on\:otno 

de\ pe'°'~¡\ Ó bol"JeonJo Cuo\c¡viev C.O<\\ov-no ~ec~ihco'o\e, 
COn C. fue ta de Uno 5inC)'-'\cn·i Jod de \05 \n\:c~v-andos. 

Oe.rrio5.\.roción ~ \a prc5ión "real so'on? \.\n e\emento 
ds Je\ Con~omo da uoa e\evoc\Ón a\ -s·,s\emo tie tuey­
zas (d><,dY) y d\ moYncn~o di-\, donde: 

donde 
tan\:c 

y 

entone.es: 

d Y =-- Pdx 

no5 da', 

pTe ::.iÓn c.onstontc y ef e.fec~o yesu\­
e::. C.e"ro, \ueCJo podemos despyeciaY ?o 

d~ + .ÁdX = .Íd""'i I XdX .\- ~ d~ = R~ (~e\~) 

0-i - c:\UJ • d'üi° 
,, - de d°i ...... - ... ( r.2s2) 

d(x-iy)= ~ ~1 ~ d~ , c:\t-\=R~(·t~:e~ dw) 

AhoYo 1 sob'<'e e\ c.i\(ndYo \o f\J<H.\Ófl de c.onien~e. '\l 
ec:i constan te y Pº"" h::h''lto d '11 =O , ó~ ( f úes: 

d üí ,. d ( 9' - 1. 'P) = J ( <fa + ¡ 'I' ) = d \l) :: ~~ d ~ 



y lambién: 

tHx-¡y)=r)t(~~Yd~ , dt11 =Re(-t~r:(~~)\h) 

in\:-cc:lrando SOb're C. , el te.o.,..e\'Y'\C1 se 5i9ue C.l.lo11do C. 

e'S C\ C.ontQY1)Q de ín\e<3rac.•,& Y por e\ .\:eoremo d(! 
Lauc.'ny ·. E\ Col'"l .\:.orno f"e de ser Cl~rol'ldodo o CiCor\:odo 
Siemp,.e ~\Je nin<Jl.locs 5\n9v\aridad de:\ ínte:3YoY1do sea 
<:tu~csdcL 

O'bse·nicscietne.s de:. cs.\:e ·tc.oremC1: 

{Q) la'5 s·m9u\oricl~cl;s en cucs\:•ó"', s0r9c..-i C'fl ac¡ue-
1\os pul"\tos donde dui/ de Se hoc.c ·1ntin-.\:ci y en nin-

9una po:rte rnos . En to\ 5in~u\csr\cldd 'noy e"' (Oi'\­
se.c.l.lcnc.\a , \Jn Y'1anan\:-.a\ o VÓ\"\:-.c.e ó l.Jna C.Omkfrna­

CiÓn de e\\os. 
(b) lds s\n9u\oridacles t\e IJ.l no 50n P'"º\,\ema ¡ es 

e\ compoY\:am\en.\:o de dw/ de e.\ 9\)c ·1n-\:eye5d, y aun 

d pesd'c" de 9ue l..U .\:e"'.9ª 5i113\J\ct..,.\ddde:5 C.Y'I \o$ "mis­

mos yuo~os '.1ue d1JJ/ de , esto e.orno ve,-emos dcsru~s 
es \o 9\)e de ~ervn\.-.Cj \a tuerza aerod\Y'IÓmica. 

(c.) Es Ventajoso frec.uen \:.evnente tomo\" e.amo hct­
yec~orio de ·,n-\:e~rClc.\Ón un d.-c\l\o de ':)'<"cm 'rc:tdío, inc.\11-

yeY'ldo d\ o,-í9e"' • Es to sie.mp,-e rue c\e "1ác.erse c:.uc::m­
do no hay fuentes o \/Órlices en e\ t\uído. 

(d) El c¿\cu\o de \el fuerzd de..-odinb.mic.d se. l"educ.e 

al cá\c...i\o de 'res"ich1os. 

].2.6 El Tec,.ey,,o de B\asi1.1s en \:énniY'lcS de \o 
tuoc.ic:1n de co,-riente. -----

E\ te.cremo de 8\oSí\,15 'Se orhco sé\o o Y'10\/irnien­

tos it.-o.\:ocionct.\ec;;, cthoro. o'bte..-.d.,..emos \JY\O fo"<Y1'0 en 
tél"rni"'os de \o funcio'n Je c.on'1e..-.-\:e, pües.\:o 9ue 
en dos di1nens\oneS ~l'\Cl fof\c.iÓl'1 de COr"<ien\:e siernfYe 

existe:, \a nuevo fo'fr<10 \o. ap\ic.~Yernos tornbie~ ct mo-
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Vimic11.\:o \'"o\.Qc.ior1a\. 

\haremos \05 notocionee. de ('.f.2.s\ y \ti ~í3uva 0·.25\) 

de l1.251) 

d(x-¡y)-=t~<;f.ld:c, cf-=- \?+V 2 = (U.-Tt1r)(u..-¡v) 

\ue90 usando tooY-de"'ódd5 co~u~odos ·. 

• º P o'Y. ~ d-d(x -.-1. y)= 2.J..) ce -aª i 

. . fo't' )z 
d ( x - 1. Y) -=- - ú ~ \n ch 

donde \a ÍntCC)'íO\ Se torno 'l""Odeando e\ borde Ó C.1.)0\-

9\J\t~'( c.on~on10 \"ec~·,hc.ab\e . Anó\03ornente, ?"°obcn·e -
mos <::t\le peno e\ momento \.-\ e1\'re Óedov Je\ 0Y"\9en 

M.,. Re ( 2 ~) l (~':s· ch l . . . . ..... ( r. 262) 

Ob':>eYV(! 

C.iÓn de 
luadCl5 

lcim biéYI 91.1e sobYe 'e..\ bo..-d.e , ~ e5 

e y \.cn·n")1én \as irlh_9'1'ci\es f ueden 
por e\ teorema de\ res\d\lo. 

tun-

1-2t f.\ Teo"<emQ de \<,IJTlf\ y C.l-\l.)\'.0\J5_~\'1 
Un o\Ci en \'"eposo e11 Vn v·1ento UYlíto'<"rne de ve\o­

Cidad V / co~ C.ircu\ou:.ic'Y1 \(,. bordeaY1do e\ o\CA, su-
·~ \"e \IV"l \eucmtarn\ en-\:o K~V pexpertchc.u\av a\ Viento. 
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la direcc.íón de\ vector \evontarniento / se Obtiene. 
'°º~anclo e\ vec.t.o-r ve\ocidod Je viento \Jn án~\l \o red:o, 
en e\ senl'ido op1Jesto et \a c.irc.1J\ac\Ón. 

Demoshock~n: puesto 9ue hay \ll'l v·1el'1-\:o \.ln\foyroe, 

\Q ve\oc.\dad d O<\O ~TOO cl is.\:.ane,io de\ a\a de\,e te'°l­
dCY Simp\e\"nen~~ a Id ve\oc.\do.d de\ víewto , y f º,... 
consi91Jiente s• \l:\ es suhcientc.'IY\cntc. ~\"o.nde. ~o­
de""os esc.r\bh: 

• o( 

= -Ve" + A.. -t Ji. + · · · e z·:. 
\1'. 211) 

doodC o( e5 e\ dn9u\o de inc.idenc.\o, CY\~OV'\l.eS: 
¡O( 

w -=- V e. i: -. A \03 l + } "'° ... 

y pues-lo °¡\le hay ti<c.u\ac.ión ~ tene.moS'. 

- A::. ÁK 
2. 'ii 

. 't Á 
K\V 

(r. 2T z) 



c.omo lo9 e se Íf\C\'"em en~o en 2. 'ií ¡ cvando bol"dea­
mos una vez. e\ o\a en sen~\do posi\::11.10. De. ('t.2.'ll) 

y (1-. 2H) obtene""os: 

Si ahora in.\:e3ramos sob're e\ c.írc.u\o c.uyo Yc:td\o es 
5UtiC.ientCW\ente <jTOY\dC I fClYct 9!J\! el deSOl"Y°O\\o (f'.2.f3) 

Sea vó\ic:lo, e\ teore'N\a de S\asiu-:. da: 

1 • P [ ( LK\J e.
1oc.)1 .!ti. )(-.tY=aJ..l ?..'iíl 'ii =.tK~\Je. 

\1Je90 / Catnhiando e\ Si9no de ¡ 
• . -1or. t(\:'ii -ix) 

~ + Á y = .t \<. ~ \J e. = \<. ~ \Je ..... {'t. n'i) 

tompc:nando ton \a f¡~y.Jra (::¡. 2.11), muc.Stl"<:l ~\Je e<E>.\:a 
fue\"~¿ tiene todc:ts \o$ ?"opie.dcides e.s.\:o'D\eciclos en 
e\ enun<:.ic:ado. 

Übo;,e '°"OlC.icme 5 •. 

(a.) E\ teorema \\le desc1J'o\e".\:º indepeochenh\'l"len\e 
por K\lTTPi (\C\OZ) y por C:.t\IJ\<OIJSK\i (\q06). 

(b) E\ \evanto1Y1ie11to es inde pendie"'\:e Je \a to1"""'d 
c:\e\ pe'"f¡\. 

(e) \)e'be c'osev'leiYSe 9\Je ,'=l\ op\ic.a,. \o Te<;:)\ª paYd 
encon.\:.'(or \a d\recc\Ón de\ \e van tcn·n'1e'°'\:º 1 e\ \Jec.~oY 
ve\ocidad debe chb~oYSe desde e\ o"t"\~ef\, en d;­
r-ecciÓn de \o ve\oc.\dad 

(d) S\ e\ o\a $e cb5en1~ como mov·, é~do-::.e eVl e\ 
d°lre, CCnl"et"t"io d\ 'reroso, e\ \evon~c:on'1ento se obhene 
~otc::mdo e\ vector \le\oc.\dod de\ a\o o. i..>n ém.9\l\o rec­
to / en e\ mis,.mo sentido ~ue \C\ Ci't"cu\o.c."iéo. 

{e) 5·, el teorema de B \a'5i\J'5 "=>e d p\i e.a o (1. 2.'t 3), 
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!"') M = Re ( 2.íil ~ sve ........ (1.ns) 

1.2.<J E\ se3uncio .\::eoy-ema de\_ C.trC\J\o. 
E-:.\:.e teoYernct C\\lC emh'\C.ió'rC:rf\oS se ophc.a o mo­

vim\en\:os en \es cua\es \a 1Jorhc.iclod es cons\:o,...te. 
Sv enunt.ia.do e~.-. 

Si \ln f\ujo bic:Lmensiol"lo\ ton vortc.idad C.ons.\.ao­
te w, en e~ p\ano .:C.,e-:. dado fº"' \a f1Jnc.iÓn de 
CC>'r't"\ente: 

't'o (e,~)= f(c) t °fa)+twli ..... (7.2lh) 

Si \'\o 'nei~ bordes rí~¡~os / sí ~otldS \C\5 5in':)\J\aYidó-
Jes de r ('l) esta'(\ ot ulio cho:..\:C1Y\C.\C1 Y<IC1yov d Q 

de\ OYi9eo I y Si l.)t"I c·\\(l"ldro C)V'Cl.lle\Y hpiti C.adO 

por U't"\ CÍ't"c.u\o ((amo 5ecc.iÓ,, \:.'l'on~\Jerso\) \~\=a. .1 

es ·1ntrod1.1t.ido en e\ C.eimf.O de\ f\ujo , en.\.ol"I e.es \a 
función de COY"rief"l~e ele\ th1jo pe'l'~ú'f'bddo 5e'<Ó ·. 

'lJ (~, i) = F(l) - F (~) + f {l) - f (~) +~ Wei .... (l?:aZ) 

DemoStYdciÓn: puesto 91Jc sobn:! C.., l ~ = cf 7 \Cl tuo-
CiÓn de C.orYiel"lte '\'(e,~)=Y'f\>JQ.z eV'I C., \o C.\Jd\ es 

cons~an\:c ¡ esto es / C. es ,unct \(ne.a de c.onieYlte 
pore1 e\ mov'irn\en\:0 áodo poY (i1.2.Bz.) • Pue!>-\:o 9\)e 
~ad_as \01s Sin.9\l\oy·1dodes de FCe) y .\:om'b·1én de 
F( ~) es.\:tin fu ero de \a c.i rc.1..1nf.eYeY'\c.ia C. , todQS 
\05 Sin9u\ciridades de F ( a.i¡ ~) y Je F ( Q'ii) es­

toÍn den .\:ro de e ; e Sto e 5 I '('\\Je vas Sin~\ O'ri Jo Jes 
\"la seYÓn ínhod0cld.as en e\ 'mtivúto / y e\ movi -
W1"1en\:o clddo po., (:¡.282) en e\ \flhnito es e-\ mis­
mo 9ue e\ deiclo pC)y ('f.2.~1). 
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LQ vor\:.ic.\Jcsci de\ f\ujo dado por (1. 2 i2) es: 

~ =W ~ -az a~ 

\uc90 (1.HZ) sohsfac.e todos \as c.ondic.io'rles y en 
c.onsecuentia \et \ut1c.\Ón de coniel'\te de\ l"rlOviroiento 

pey~,n·baclo. 
Como Un C.Oro\ayio: 5, en (1. ze1) Yeemp \c::l'Z:.ClY'nO s ~ Wc~ 

por Y1t UJ e~ + Y2 \o':3 ( z ~) obtenemoc.:. paYQ e\ \\vjo rey­
lu\"bado: 

r. 2q F\1.1¡0 uni~o'c"'me cortcmte.. 
Si e\ eje X. es 'nor·,zontci\ , dic_ja'mos Ol n\ve\ de 

piso, y e\ eje ~ ve..-\::ic.o.\ hoc.\a onibo; \a disty·,­
buc.iÓn de ve\oc.ida.d 

\1.=-UJ'::I , \f=o \.IJ- <.onstante ... (1. '2.'\I) 

es ~9ue\\o. en \a 'Cuo\ \a ve\ocidad es prnpo..-cio­
na\ Q \o distancio desJe e\ risc, y dec.rec.e C4 

C.eYo cuo11do e\ piso es af:.eYcado . Ec.:.h. tipo c\e 
chs b·ibuc.iÓn de ve\oc.idad es free.u en teYnen \:.e 
obsel'vodo en un viento notura\, y es e.onecido 
C.O\'YIO Un fh.ijo un\ forme co·A.crn~e. 

tv\eis precisomente; ,, \Jn nujo b'1dimensiona\ en 
e\ 9ue. \o. ve\oc.\deicl en \.ln puV"l~c es pon:~\e\a a 
\Jno \(nea t>ja 1 y p'ropoYc.iono\ c::l \a distc:t.nc'1ct 
de\ p\.lntc o \o \(nea ecs \\amado \Jn f\ujD uni~o"<­
me coy~c:m\:e'~ 
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la func.ión de CorYiente pena e\ t\u30 (l. 2.'l\) C!:> · . 

..L. i .L 'Z. 
2\.1.J'::\ =-gW(~-~) 

\ue90, median~c: una Sirnp\e \"otac'1Ón de \os eles, 
un án<31.1\o f3, enc.on.\:.,.omos 91Je si \o ve\oc.idad óe 
CO'r~e ele\ f\ujo es pon:1\e\a et \a rec\:o ~ c.05 (3 -
xsen(.3 =e, \a ful"lc.iÓn de con\en\:e e.o;,·. 

\il - _.l.. ( -i..(3 - 1(3 )2. 
Yo - 8 ~ te - C. e ......... (1·. 2.C\2) 

4~ = \.U ••••••••••• {1.2<!3) 
() ~ ()~ 

esto es, \a vor\:ic:idc.id en un f\ujo uniton·ne C.o't'\.on­

\:e C5 Conston\.e. 
la fl)ncion de C:On·iente. 'Vo de (1. 2.Cl'l) ?uede \:am­

bie'n esc'"¡'o¡,.5e; Como: 

\l) \ - 2Í~ j_ ·2. 'Z..tA ..L 
ia=·s w:z 2 e. - eW'l e ,.t 'i \J.l'ü .... {r.'l9'4) 

C001pcn·e1ndo ésla C.Ol"l (1. 2'\I), po,. e\ .\:eore'rt\o de\ se-
9ur.do · C.(l"c.u\o \Jemos C\Ve: 

• l?-.295) 

Si el"'I adición / para flujos CO'l'~OY\~es C\IJe~emos tener 

C.iycu \Cic.ión tD1mbi e'Y\ / e5CYibimos Y, e" \uc;io.,. de \\lo 
en (7. '.l 'I 4 \ d o"' do ·. 

l¡J, = - ~ w ~2 
{

2l/3_ ~ w i 2
e:i.i.6 -t ~ \1..l'e~ + t ido~ {e i) ... (1. ?.%) 

·:.::. 
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f. 30 \}n c·,\,nch·o CiYCu\ar e.n l.lYI n\JjO \Jn\fonY"le. COY­

h:xn\:e. 
Cons1deYemos \)Y\ nvjo 9ue tons~d ele \JnCA con'1e'O­

te un·,forme V inc·'<:iienJo a un Ón<;3\J\o O<. / y Ul'l flujo 
un\toyme tot-tan.\:e poro\e\o a ~c.os(3 - xsen(3 =O de 
Circv\ c:.c.<én Z.'lí K ; \o fu..-.c.iÓn de con\ e:"'t e para e\ 
fh.ijo no pertúl"bodo es: 

't'o = -t ¡V e e>Q(. + t .l 'I/ ~ e_;.O( - ~ w c.'le-zl/3 - k w t· e21
P + 

J_ - + .L v\ ( -) ( ) ~ w 2 e z "' 09 e -e • • • • • • • • . • • • "f. 301 

fª'"ª esto, c.p\i0¡uemos e.\ Se.<jundo teoYema de\ drcu­
\0 I COn: 

j_ • . ;C(.. ..!.. 2 -21¡3 
F(l-):: - z. A.Ve e · - 8 wc e ..••... (1.aoz> 

de niodo 9ue \a -~\.inc.iÓn de C.orr\en\:e. ?aro e\ rnovim\en-
to perlur bada es" · 

• 1 ·p 1 oc 1 O! z'(J 'tJ = -t Á.Vc e ... o< _ 8 Wc?.e·z ... - 2 l\J~ + 8 W az. e ... + 

1 ' 
if W ~ a + 1- K \o~ (-e ~) - - . - - • ("f. 30 3) 

l°'otemo6 9ue é5ta cump\e t~das \os condiC.\ones y 
se. reduce o (1.301) cuqnJo :c-oo . PaYo e.nc..ontl"oY \o 

fuerz.c:t sobye e\ cí\¡ndY-o, IJS<:ireY'noS e.\ .\:..e.ore.roo c\e. 
\3\osiUS en \Cll tonr11:1 dado C.011')0 Se 'Je en (r. '2.6\) ; 

entonces encontYoindo 'd~ /'Je de ("T. 303) y des pues to­
mando l = Q~/r / Obteviem0$ 50b"e c. •. 
ai.v 1 • fJ 1 • z , • va.'L e.-1

0(, .l. el! w e21~ ~ ::: -'"f w e-z..i. :e - 2 lve-""\ g;~~ 2.~ + -z >- :cz - 'I r;l 
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lue90 Je (1.261), 1J?cu1do e\ teorema ele\ 'residuo-. 

x-J.y -=-íi~v.A.t2Kl"'+cfw(e1oc-z.lp+ ¿0()1 .... ("t.3o<f) 

es lo dQ el \evan~01rniento Je Kutta - ~h\Jl<.O\lst<.\\ 
C.udnclo \JJ =O , pern note mes ciho'l"o 91.H~ 0\111 C.l.lol'ldO 
I< =O , \.iay \Jnd tueyza so\:. re e\ c.i\ h1cho. 

Sí el eje X es pciYo\e\o a\ piso y o<. 1 (3 50h 

cero, \a tuel"Zd. doda ?º'!'" (1.'30'1) es e.\ \evQn\:a­
h"li en to : 

Y= 2.íi~V ( K+ Q'w) 

lue30, e\ flujo cortante inc.n::ment.:=- o dec.YemeY1\:.a 
e\ \c\lan~oil'Y'lien.\:.o 2.'li~\/'1<. de: ctC.\JCnjo a (O'(VIO W 

See1 posit\vo o nec:la\:.\vo ¡ oclem~s ':>\ \>J = -K/ a.2 

el levantctmientQ desapcnece J '(eve\a't'\dQ \JY\ f05i­

b\e. pe\i'?Tº en e\ a\:.e·n-·,z.aje de 1J11 :_¡eyto t•1po 
c:l e ~ \ Uj o car.\: a n te. 

Con lodo \o c:tnte'l"io'I'", f?5erno5 o t'l'a~av 1Jno 
de. \os f.un~o'5 F'l"incifa\es de es.\:.e \:.yobajo ¡ siV'I 
d1.1cl01 ~\c3una en \a 'n'layo'l"Ío de \os C.uY-50'5 
sobre \Joria\:.\e Com~\eja, e.n e\ -\:.emo de c:lf\i<.~­
C.iones, \es pe'l"fi\es de Z'nl.l"ovs'l<.\i - C.hof\\'ju\(l, 

Sen \o l"nÓs pre re'l"i do ; as( pi.Je? ent"emos e11 'ma­
\:.eYid. 

bene una serie de r~oeiedades \\'\\:e'l"e'5cw'ltes, 
Veamos d\9unos de e\\as. 
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~demós: 

~ = \ - ~ 
d~ i! 

se Oln\J\o C.uc:lndo 2. = :!~ 1 \os ?º"\:os ~ = !~ l\ll!.Cjº"' 
IJn "ºpe\ t Uncla'n"len.\:.o\ el'l es\:a. tro.nsfo,."'"'oción; 
o'oseyvese .\:ombie'n ~\le \C\ esca\c:i 

\~\- l C.udndo e -oo 

h.ie90 uno fi9uYa \ejes áe\ 0Y\9e11 el"\ e\ p\o\"\o ~, 
es hdnstonndda en cas·1 \loo t«3UY'c:i ·16ént'1c.a en 
e\ p\aY10 \JJ. Sus\:.\t\lycY1do 2' fº'< ~ en (1. 311), 

obtenemos: 

o"l. . lz. ) 
i -\- ~ ::. (°'i! +-¡- ::: w 

tsl:o nos \\e'Jc:. et \a s\91.f1en.\:.e c.onc~u~iÓY"I: ?~ \.ll'l 

pun~o e es trnnstoymado en un punto \U / ento'fl­
c.es ~ es tYansto'<Y'l"\odo en w ;, es\:o e<.:>, puntos 
CO\"\j \.l 9ados son b-on5ton·riadoS f!'(l p\.lnto-5 c.011-

ju9ocfos ¡ por c.onsi~1.f1en\:.e , s·1 (O\'\ocemos \a \Y"l'la­
c:len Je\ semíp\c:rno S\.lfeYioY d.e\ p\ctoo t poóemo5 
ob\:ene..- \a ímct<jen de\ semiF\ano íY1teYio,- C.. ~­
dem~s 5'1 5\l-;,.\:¡-\:u\i'~5 ~2;~_ por 1: en l1."3\\) olra 
ve-z. ob.\:eneynos 9./e. +e -= w ; es dec.iy 1 s• e se 
banstorma C:n \)J I 5U ·1n\leY'SO '{}./e con 're-:. pecto 
ci\ c.\n:u\o \e\ = 1 ese. hdYl s \onY'º e11 w ; che.no 
c.on o.\:Yo5 pa\obYd5, p\.Jl"ltos °IYl\leYsos se tYáVIS -

tOYY'l"\OY'I el'\ pu(\\:05 C.Ol'lj\J 3odos I \ue90 'Si C.Onoc.erno5 
\o \rna 9en de:\ ex teYiOY a\ chc.1J\o \ 'l\ = i .\:.o\"t'l -

biéY'l e.once.e mos \a i mc;.~eYI de:\ intey\o"' óe\ C.~YC.ú­
\o 1-c\=.Q.. 

Tamb\é\"I 5'1 5ust'i\:uÍY'l"\OS - g poY' e e'() (1. 3\1) I . 

-·._; 



o\:,\:enemos - VJ , esto nos \\eva a \o si '31.l'iente ~~un­
~o5 C\ve son sim é tYi e.os c.on re5?ec.\:.o a\ eje. ~ se 
\:.yClYIStoYTnCH'I en ?l.)f\t05 C\IJC 50"1 5imétYÍC.OS COYl 

resrec~o d\ eje '\f ( l.lJ -:: \}...1- ¡'\f :: ~ + J..."lc. i 1. >DI 
z. :: X+¡~). 

A'noYa, Tr\OS~YoY'emos qúe e\ cenj\.lvrto 1\c., °tl.)e 

Cons.\:o de \os pvntos en e\ ~rimeY C.\ladrCln \:.e de\ 
r,\ano e, exteYioYes a\ c.h·c.u\o \e..\-=1 son t'f'eiY'IS­

tormados Ó~ maY'ICYa '1nyec\:·1va ~º" \o Qp\icociÓn 
(¡c. 311) en e\ C.onjut'l.\:o q-ie cons\:c:i de \os p1Jntos en 
e\ p'f'ime'I" C.uaÓV"a'O~e Je\ r\ol'"IO ~. 

ConsldeYemos e\ pun\:o·. 

:z = re19 
, 'r)'o •••••... (1.3\2) 

en~onces sv il"l"lc:t9en b~o (1. 311) es.\:.:i dado fº"' ~ 

·e O.'- _·e ( 1 1 a_i) 
LO= U.+ .11.f = Ye.4. + Te. ... :: Y+ -y)c.ose + l('f--r sene 

U.-= Q e.os a , \.f = 'osene ........ ('t.313) 

donde i n z. 
Q

_YtJL 
- y • • • • . • • (1. 3 \ '1) 

'5·, R1 y Ri. son dos n~me'l"oS 'rec:l\es fOSi \:ivos 
~a\es ~ue .Q. < R, < R, , 5·, 'r = Ri. y e C'f'eC.e óe 

ce"º a l!h ; en tone.es e\ punto e reC.oY'f"e en d·,_ 
recc'IÓn contra - \"e\oj \lt'l C\JClthan.\:e Je\ C\YC\J\o 
\'!\= fh , inic.lo.ndo en /\ (l= R1.) y \:enn'n'\aY'l~o en 

S (i!:.l.fh), en tch'l~o 91.1e \a imo9en W de:sc.i1\:ie 
CoY\ha- 're\oj e\ c.uoc:h·ante P.:, \3' Je \a e\¡~se (1-.313) 

con o.. y 'b dado'S ~o..-: 
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y 

Ve.'< ti<:\vra (r. 31\) 

Si ahoYo tilamos e\ va\oy de. e e.n e:. 'tt!z. y Si 
y decrece. de '< = Rz a... 'f = R1 , 'le.mos C\ue \a \vYld -

9en de\ puo ~O e : \'"e A.e de. SC't'°lbe hac:id dbd)O e\ 
5C '3rnen \:.o S' C..' 1 donde 

A'noYo 1 si '< = R, y e d ec "<e ce de 'ií!z.. Q O , e\ ~\ln· 
to e '<~tone eY'I e\ Sentido \"e\oj e\ cuac:ha"'te t.~ 
ele\ cív-c.v\o l:e\ = R, 1 e:Yl ta.,..to 9ue e\ ~\IY\to ívna~en 
w, dese y\ be e" e\ se..., \:·,Jo de\ Ye\oj e\ CoachaY1te 
C.'t>' Je \et e\i~'5e c~.313) e.en Q yb dado5 fº""· 
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Vernos <\l.le ~ vlaj~ por e\ segmento D P., cte. ít.9oie\'­

da Ci de\'"ec'na , a sí pues \e1 írno<;;)en \>J YetoYre. e\ 

se9"'en ~o \Y!>: de ·,z.'\u\erda a c:\cYe.c'no. 
5, \oc;, co11\:0YV'\O':> A6C.'üA y pi:. s' c.' o· p\ ' son de­

l'"lo~ados n~5fec.t\vomcnte. ?º'( r y {''. Üe. \ct dis­
cus\Ón csnte'<"ior \leme~ o¡oc \a \rna~eYI de\ c.on\:o..--
1"'\o C.eyrado 5imp\e r > betjO \a -h

1

aY1S\O\'"Y't'IOC\Ó11 (=f.31\) 

es e\ C.o'itoYno C.erYCldO Shnp\e r ; fl.les\:o ~\)e 
w ':. e: + t. / -z: es \lno tunc.íón al'1a \; t\c.a de"'hº y 
5o\ore r ' hnerno5 ~\.le \a re~\Ón acotddc:i ?º" e\ 
C.on.\:omo \"', es -b-cmsto ... mCldo e": \a Ye~\Ón aco-

. tou::i\o ror e\ Con ton')() C:e YV'cidO f' de r<JOVle'l"Ci 'm· 
yec\:·\\Jcs. 

Es c\aro de (1.232.),(}.Z:B) y l1-23<t) C\\lC bojo \ó 
t'l"an5foYN'\OcíÓn (1.2.31) C.ado ~onto Je\ CO"'J'.r"'to ~"?., 
C\Ue COl\Sta de \os pul'\tOS \¡;\ > _Q E!n ~\ prímey C:'JO-
dron \:e , e-;, hons torm ado en \l(\ punto de\ pñrnc'<' 
Cuadvcm\:e de Aw e" e\ p\aY\O \>J .Den'\OS~Yo'<ernos 
OlhOYCl ~Ue e<;,~OI tvan5tOY'mOCiÓ<I es Sl.lf>Yoyec\:'...,/cL 

5i Ulo es Cl..lo\'1uier f\J<1to en t\1.JJ, en~o"lces f>o...-o 
R, sutic.\en\:eme(lte c.ercovio o .Q. , >' R:z. sut-1c.•en"te-
me" ~e ~(OY'lde, Wo e.s~c:i en e\ il'1~e.vio...- o r',\uego 
Wo es \a irt\o .9CI'\ de ó\3ún pun-\:o ~. '1<1te.vioY a {l. 

Es.\:o nos h\uesbo 9'-'e C1Jo\'1vie.- tiu'"'\.c e'fl P\IJJ 
es \o \me19cn de a\.sún pun-\:0 e...-. ~e y (:r-.z31) es 
5\Jf'l"O)'ec~i\/a. , 

Anoro derno:..\:rc:n-e-mos 9uc \o boY1Sfo .. vnC\cion de 
Aa ef'I A\JJ docio po'I" (1.31\) es l>'lyec.bvo; sl.)pon~Ci­
rt'\oS puesJ C\ue no es e\ coso,, y 0¡ve exi~\:\eyon 
Jos ~u<1tos e, y lz. chs\:\(lto$ e-n ~e. , cuyo i..-no· 
~e"' tuera l.Uo en A.w ¡ entoYlces 5\ e\e_'.:}imos \\, 
5u\ic.\e"'tevnente te'<cuno a .Q. y Ra suhc.\eo-\:eme\"l­
\::e '3YanÓe, i!, y i!z. SeY-Ón ínte.-ioYes Q \'; en \:o\'\­
to 9ve 51..l \roa~en VJo 5eYd \Y\teY\OY Cl fl' / peYO es\:o 



conlrachce e.\ hecho de que e\ ír.~e ... ior de r es han5-

fm·rnodo en e\ inteyiOr de f'' de rocmeYO i'1yec li\Ja. 
Resumiendo, bajo \o tyonstonnoc.\Ón (1.3\I) \05 \'e-

'3iofles ex ~e ... iores a\ C.~tc.v\o 1Z\=1 U:anb Sl>pev\oy 
Como ín~evio"), 'Son .\: ... c:o''IS toYmadas re-.;:,pect\vamente 
50bYe t"e9ioneS eXteviores ( tc:mtc Super·10YeS (Orno 
inferiores) . En tonto 91.1e re9ioV'leS in \:e1·i ores o\ 
drc.u\o le\=1 (tanto superic""e$ como in\=-e.-\oyes) 
son tvonstcrmodciS en 're9iooes íntet\oYes (-\:o,..,~o 
5upevior corcio inferionoen\:.e ). 

Ob5ervácion: Es fóc:i\ ve ... 91Jc \o::; ejes pos·1.\.:\\los 
X e ~ ex\.ev\oyes o\ c~rcu\o li\-::Q 1 son lransforma­
dos rc:srecbvcunen'te sob""~ \as Semi "'ec.\:os V= o, 
lt.>2.Q. y U.=o ,V<c. 

Pal"Cll ver cómo e\ C.Í<c.1.1\0 1 cl=i es troY1StonnaJo-
por (1.311); pon'1éndo '<"=Í en (7.31'1) C>btenemos Q~21. 
y b =o .1 entone.e 5 w = 21 cose . Como e\ pl.)f'lto 2 vi~­
jo en J·,yecc.iÓn C.OY1tYc::n·\o o\ y¡~\oj 1 el 5Cmidn.u\o 

supe ... ior de \~\::l. lo e vav(o c:\e o a tí i \o ima­

~eo w 'f'econe e\ se9mento - 2 .Q < U. < 2.Q. e11 e\ eje 
\.l de derecha a izc¡uie.v-c~oi 1 C.omo se mues\:...o en 
\á fi49uyo (7. 312) 

P\.ú.'<\O ! 

\r 

( 
-l . 

.t 
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De. 'Y\cmeYa ané.\090 , C.ucmdo e '<e<..one e\ semi­
d .. cu\o in~e'l"ior l~\=1 en d\'C'ecc.'iÓn on\:-.\,oYc::H·io, 
9 '10IYtCAY'Ó de 'iÍ CA 2. tt Y llJ deSc'°·,\:,·1YÓ e\ 'rn\5mO 

se9meY1\:o de r-ec~e1 ele iz.C)uie'!'cta ó c\e..-ec.'no. 
TaYnbie'\"\ observese 9ue i! =o , 'l::: ro , c.acló uno 
Se ·honS tonno en W::: CO ; \u C 'jO (7·. 3\1) lyon-:. to Y· 

l'nOI e\ p\o'l'\O ctmp\¡odo e eY'l e\ p\c:..\'lo \l.l omp\·1C\dO. 
VeaWlOS o'noro un poc.o más de to\\ 01domeY'l\.e \o 
hcinsforYY'loc.\ó., (1. 311). 

1.'32. Geomel.-ía de 
Como hemos vi-::.\.o 

de Z huKo\151~• \ e-;," 

\o ·bo'l"IS~o .. rnoc.iÓn de Z.tiul'>OVSK\i. 

en (r.31) \a ·trctn.S toY,.....a c.\Ón 

w ~ z. + 12. 
i!: 

donde Q. e5 \>no. c.o'flst:i.,...\:.e n:a\. McJia"'\:e 
podemo5 trans~o·r"mc:n- C.ua\ 9u\C\' 't'C':}iéf'\ de\ 
efl e\ p\o.no w. 

E._n_p_e.r.c.~_p:ró c. \:ica \c:1 re9íón \:<a'(l5 ~O'l'Y'l\a­
do es ~ene\'d\men~e e\ cxte't'io..,. oi U'fl c.\Yc1J\o en 
e\ p\c:mo c. 

p~ 1-'-lC l ?\_P,N() W 

Ar\ t. \f 

/í ? 

<:/, X 

11, o S, ';\ s \.\. 

l=tc..l7.3'Z.l) 



.... 

·IS\-

Si denotamos \os p\lnlos conesponchente.s en 
\os f>\onos :a y UJ Con \ci mismo \e ha , c.on y sin 
ivl(:lic.e i. En poYhc.\.l\ov \os p\lntos S.1. y \h. dc:idos 
CIJoV\clo ~-=J. y l-:: -.Q. serón ~Yons~oYmaclos en \os 

punl-os 5 y H , Con cciovde Y\ odas W = 2 i y W = -2 g_ / 

~n ehc.\.-o' w = i + 1/t = 2Q ; C.\.IC\ndo ~=.2. y \.l.)= 

-1 + ~/-1. :: - 2 Q ; C.1Jcrndo l" -i . E-.:..\:os ?\l.,,\::os ~úe· 
e;}º" \Jn pope\ impor-\:c:mte ey¡ \e1 9eom e \..-(o de\ 
\."t\ct~eo. 

De {t.321) roJe.,.,.,os 06.\:eVleY Y-es tcw-.da zl 

w-2~::: l-2.Q.+ !z. =i·-~~+.e::. (r.;il' ...... {r.'322) 

de º'\IJ~ q1Je A'fc:, (w-d.) = 2~v~(;:-1) -Ay<)(i) y 
lw-2.1 l = \ l.-J..fj~ 1 de \o evo\, con \a Y'lo.\:ac.\ó., de 
\o ti9\.lya ('f.3:Z.I) -:;,'19n>hca 9ue'. 

t 

X = z. -x, - e, , s r = s~~ •...... n·. 323> 

entone es, s·1 A., y e, e vecen de o o 2. 'ii , lom \,¡en 
'X ·heYie i':l1Ja\ \/o'<\Clc.iÓVI. A.nó\o~cnne"'\:.e, s\ S\lmo· 

\'005 2.Í Q c:nnbos m\ernbYO'.:. de (1.321) ob-\:cne'r1'1CS'. 

::. ~2 +H.Q. +f· _ (¡: -1-.Q.)2° 
;; - e 

y c.onse Cúen~eme.,,~c 

o(::: 2.<X,- e, I H p = ~r ...... (1.32'1) 

De \c:::.s '<e\e1c.\one s (1-. 3.D) y (1. 32~) tenemos 9ue: 

4 s P H = 'X - o( = 2. ('X. 1 - ex , ) :: 2 ~ '51 ?, \.\ 1 • • • • • • (1. 3 2 5) 
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poY e\ .\:.eoYe'(f'lo de Apo\onio , pucs\:o '\ue Of, e"=> \'l'\e­
diano de\ h"ián9u\o s,~\ \.\, 

Úb-.>e'fvemos taynbié"' °¡1Je ?ª""ª \la\ons ~Ydndes 
de \e\, tenernos lll=C. ªP""ºx·1YY1adct.men.\:e;. esto e'5,, 
\CA:5 poY~es di5ton\:es Je \os p\a"'os no son de ~oY­
mc:Ados fº"" \o º?\icociÓn. E-:.\a pYop\edad es \m­
eoY\::CiV1 te, por9\.le esto imp\"1<:.0, 9uc \JYl Viento 1Jn·1-
tO"rMe en Uf\ p\o\'\O CAFYecevél C.OY'l'IQ vien~Q \)Y\·,\c:n·­
me en e\ otro. 

Ld e5 co\o de \a hans~oYmctc.iÓn e"Stá dodo po,.: 

\o euo\ se Ql'\u\o C.\leindo l = .Q. ó 'l.= -i ; es~o e 5,, 

\05 punbs 5, y \.\, son p\ln~os donde e\ V'l\a~eo 
dejo de 5CY <:onfon"'e , e slo es, no ap\i e.a c.uo\ -
9u\e" 're 9ió11 pe.no \o cua\ \os plJn.\:os <;.ean in\e­
r"•t>Y"e'S / o pesaY cle °iue e.\\ os es~e'n en \o \yon.\.e­
~d. 



l. 33 C.í't'c.ll\os con e.entro en e\ or'1<;>e11. 
Si º\>\¡comos \a trc1ns\6, .. mddd de Z\iu M"JS'l<.'1i cA 

drcu\05 cuyo cen\:ro e-e. e\ OYi'3eri , efl e\ p\c:mo 't . C.on-
5ideyc:n·eY"os ~n\ ccn"lente d rc\J \os f>dYO \os cu.o\ es 

\05 ~ut'lt05 '51, \\, 110 Sort ex\reYOos. 
5i ~ estó en 1Jno de \os CÍYC:u\os , J¡9omos en 

f, , ten eYl"loS Je (1. 32.61 

pue5~0 C\\le OP, e5 C.OV\stdn~e, cnto'f'lces desc:r .. 1be \lY'let 

e\¡ ~se ,,. cuyos toe.os son 5 y \\ • A"'ét\o~omen\:e s·, P, 
d.escr'1'oe un círc\J\o moyo...- to\ c.omo G, , P desc.Yibc 
1.>l'\o ehpse mayo'!' G ¡ con \o cuo\ te'()eYl"IOS '\ue ?1JY1-

~os eX'teYiores C1 f, Se bons~orrnon C'I'\ f\lr'ltOS ex-

\:e .. ·1ore5 o f. 
?o'(' \o tcmto, \a hans~orvnoc.i~n de Z'nv ~011-5~\ i, 

traY1sforrna d'fc.v\os e., e\ p\ovrn l! cuyo cent.e-o es e\ 
ovi9el'l, e<1 ehpses C.On~Oc.d\es en e\ p\0Y10 W. Como 

Cc;t.50 poYt°lc\J\a'< e\ c(rc.v\o E1 C.on d'1ómetro 5,\\, , 

se \vQnsto'fY'flO en \a "rectó 5\\ , 'º""º \iemos \:enl­
do oc.o-s\Óvi de Jemostn::A'r' ) ddem~s / Je º~"º fo ... 
rno I ?\leS ~o 9ue \e1 ecuac.'1Ón (1. '32.S) fciréi e::.\:e Cd-

50 4's,?,\-\,:ü/i. y po ... ·\.o"'to 4'.sP\\:ií; es~o es, 
? '5e Yrl\leve ?ob.,-e \a reclei 5\\. 

· :¡.. 3~ A\o.s, .\:imo"'es y '<r'lOl'l~ontes Óe Z\iui<ovS\<.\i · 

't.o \u<3ay de hons toYrndY c.írc.v\os cuyo ce11\:"<o 

es e\ OY'i5e'I'\, to'f"I\ emos IJ'() drc.\J\o .cuyo centYo es C., 
efl e\ eje 'fec::i\ , ~e corlo o\ eje. '(ea\ e:11 \.\, y '\\le 
Ci't'Cundci a 51 ¡ de::ipué5 50Y'I \:va-zodo5 \os c(yc..u\os 
l:1 y G, CoVl ce11\.Yo en e-\ ori9en, \.oc.o'fldo á\ d'<c.\J\o 

R1 e"' \\, y eo A1 e\ ":)e<j-.>Y'lc\o ?'>"'\.º ÓonÓe R, C.o'<.\.o 

~\ e_)e r~ e;.\. 
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?\.1'.~\ÓW 

Übv\omente \a hansfo'<rnociÓl"I de R1 , debe.YÓ q\le­
doy eY1he \os hcrnsfor moc.ionei::. de E1 y G1 ; en­
torices ~\ C.Í'l"c.u\o ~" '5e tvc:msfonno e:n \h1 pey f¡\ 
csimé b\c.o , C.ol'l bo,..c:\ e de otc:t.~ue e"' P.. y bo..-d e 
de Sóhdo en \-\ . T o\es pev~i~es so't"I ddec.\Joclos 
pon:a di señei'I' o\as / \.irnones y montoY'lte.s, d.0Y1de 

\e) <;i\me.\:'l'\o es deseab\e.. 

'1. '35 Pev~i\es a'l'c.o- c.\rc.1.>\o'\"es. 
S l \.Yoos ~ormo'rl"IOS un CÍ'('c.u\o C.\lyo Y'eid\o e 5 Q 

y c.e.<1bo eo C. eo e\ eje ima9in0Yio , y 91.1e paso 
P.º'( \os pun\:os 51 y \.\, . s·, inhodvc.imos \o pv~c.­
tic.o l'.J\;¡\ de moYc.oY \o tYoY1S~OYW'loc.iÓY1 en e\ ms­

W"IO d\c•'3"º"""º c.oo'("de<1odo ¡ esto es, \a ~\'3uv-o 
mos\:YoYá chn'oos p\anos e y Ul - S• 4 C.S,\.\1 : t., 
teYlemos de (t-.32s); <\'.. '5~\\ = 2.4. 51~1~1-:. '\t - at:, 
puesto °'¡l.le 4.S1t\.\, es dn9u\o c.enhc:t.\ y e:si<J>lt\\ 
et 2. <J. 51P1"1 en \d Cit· C.IJO te YeY1Cic::A, · 1 

lue~o cuoY1do P, desc.v-ibe e\ ~"<e.o moyo~ •:a\3,\\,, 
t\~u'to ('f. 351) , e\ <): 5P t\ penl'\one e.e C.onstonte, de 
09u~ 9ue f> deSC.'t~\oe \.ll'\ OY'C.O C\YC.u\oY 56\\. 
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B, 
I .... -· ····--._ ,1 /,,,....- ' 

Cuan~o ~. describe e\ <:Arco 'meno,. de \.\, ci 51, 
P 5e '""'..1cve o\:.,-c=- ve-z: o \o \ar50 de \-\ fi 5 • De. e~td 
mcinera obtenemos \)n· pe,.t1\ / e\ c.ua\ <:.ovista de Ut'\ 
dtc.o c.irc.1.1\0\" · s B\\ des cYi\:o dos veces . Üe \el \9\.10\­
dod de ó~91J\os / es obvio Je \o f1~ur0 9ue C"' es 
pa.,.a\e\a a B\\. 

5¡ '-' es e\ centYo Je\ cav-c.o 50" 

la combo' de este pe" ti\ es: 

Q 6 = _i ~ ::. _L ~ctYI t. : ..L ~ 
~l 2. º" 2. .ª J.. 

ee\o es, ~dYo \lnó Combe;) pe°iueñcs / E e~ ~e0¡..,eño, 
\o C.ú~\ 5\~vi iti ca °t"e OC. e5 pc9\Jet\o c.o"""fdYa do con .Q.; 
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es decit, t se: hons\ormCI CeYCCl de o. 

* C.onsideve ul'\ perti\ y '5\l cuerda, 
Si '3u.. , ~L SO\"\ \os ordenados Je. 
\os puolos so\:,..-e \oG par hs su­

per\or e iofeYiO'r de\ f e..-t\\ Ye 5 -

pec..\:ivomente, pe1ro e\ 'rni~mo l/o­
\oy de X , y ~• C. es \o cueu:\o 
\:0W'le1Óa como eje: X , Jehn\.-nos·. 

Combo 5\lp. ::: (~ u.l máx /C. 
CCm ba int. ::- (':h) YOIÍX / C 

donde \a l'loloc.ióo se re~i ere d 

esa ordeno cid ~\le es tl\l"t'Y\ch·i ca -
mente rnoyor. lo combc:i \::,e,...e si~no pos\~ivo ó Vle­

<jolivo de a'-1.lerdo a\ s\Slno de l'::lu.)mck o (~L)Wl<lx. 
Ob-:.eYvemos tomk.iéYl que ·\a ob5Cl50l de \o:s ?uo\..os 
~1.1e eones ponde'l'l q l~u. \ l"t'IÚ><. y (~h.\ 'rnÓ.l(. pv e Je se'<" 
dº1tereote. 

1.36 E\ per\i\ 9enero\ de c'n\l KOVSK\i. 

Es~e :se ob~\ene havis\on·ocmdo \ln C(Ycv\o de Yo­

dio Q que fº5o Pº" e\ punlo \\, , pero cuyo C.eYJ~ro 
C. 1"10 es\:a ni e.-i e\ eje X, .,...¡ e,, e\ ~. 

Si C \.\, CoYlo o\ eje imei~ir10Y\o el'\ c.' , e\ drcv\o 
cuyo Centro c.' y Ycid\O e'\\,,' 'Sen~ tYCiYlStormotlo eo 
un arco CiYcu\o,.. como "512 .mues\:.rd eri \c:l f1~uYCA 
(1. "361) • Es te -ar-e.o c:ircu\a.,. f onYio e\ e5~úe \e\:o de\ 
pe .. f1\, éste se ob'tieY1e de\ c{ycu\o co"' C.eolro e'1 
C; 5i C está cevcáno o c.' / es~e pe,..~i\ eoce.­

'l"roYÓ ~\ Cj'((O 5\\ / y no se sef.óYór-ct de éste 

en Cuct\91Jier- i11Stcin\.e / dic'-'o ?.e"~¡\ 5evá Je\gddo; 

eid.e""cÍS , 5\ moyoY es \ei chs tcMC:ICA te.' , vnós 
~nieso e5 e\ pe:Yh\. 
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Para excuninoY \ca no\.\l,.o\e~a de.\ pe,.{\\ e(\ \\ , 
obsé~11cse. '\\Je \a .\:.,.º".,; \o'(...,..oc.ié1"1 pve óe. se Y esc..,-i~a: 

W-\'d. = 
\>J -d .. 

e e~c.c; de \-\1 y \-\ podemos esc'(ib'\'(: 

·e ..t 'X 
~ + .Q. :: "e."" ~ w t 2 .Q. = R e 

' 

. (1.36\) 

donde R y \" SO(l inh.-\:.\:.e '5"1mei\es y (1-. 361\ vio:. Óa: 

.tx 
-R~ = 

'X+ í\ = '2.9 ..•..... ("t.J,2) 



Si chbu~cnl\OS un sem\CÍrc.u\o c.on centro en \\, 
y \'"odio r, sob\'"e \~ ton~en\:.e d\ c.írcu\o e"' \11 
y tucn:1 Je\ c\rcu\o / poáetflos '"odeov \\, sobYe es­
\:e sewf1c\rc.u\o de M1 a N, en \a ~i91.:1ta (1. 361). 

En e5te pc:tseo e e.rece hasta íí , y en c.onse­
c.uencio X se ínctel'Y"lento en 2.'il ; entonces hoy 
Un 'borde de fu9a en t\, y dos ramos toc~ndo 
la misn-ia ton 9 ente ; 1:cnn bie~ en M, e= íí!z. +E 
y pot'" c.ons19uiente de (1. 3G2) 7<:: 2. €. , 9\.le 'nO 

es CtYa C05d C\Ue \o ínc \in~c.iÓn de \a ton9en-
te en e\ 'borde d 'r\151. 

1. 31 C.on5t\'"UCCiÓh 

l~ lYoYIS orma ciÓY1 

eométYico. 

Je Z\iu K.O'IS 1<H 

. A'l. 
1- ·...b,_ 

~ . . . . . . • (1. '3"tl) 

p,uede sev \\evado d e.abo mechonte \as trons­
+ormac iones 5uce:>was ~ 

dibujemos 
do o Ot>, 

' 
UJ = i! t w. 

Cov t<:in-



y paYd o'bteneY" \',' p'l"im~-ro enc.ontY-omos e\ punto 
irwe".so P," y cle5pues Y-enejc:imos. oP.'' eYl e\ eje 
~ed\. E\ punto P se obtiene en~onc.es comp\e­
tondo e\ paY"o\e\09Y"~\1'~0 oP,'PP. i Ob5eY'1emos 
\:.omb\~n °tue S\ \os chci5orH~\es 5e COyton en Q., 

en\:on e.es O~ = t oP ; esto es, e\ \u9oy ~eorné­
h·tc.o de \os pün.\:os _Q. es 5erne~on\:e 1 y e5tá 
5emejónte""en~e 5ituodo o\ \u9c:lY 9eorr1étYic.o 
de \os puntos ? ~ so\o 're c\u e.ido o \o Yt'l\tod. 

E\'\ \a moyorto de \ds ophcaciones , e\ pun\o 
f'.

1 
se hdYÓ °tue clescY"ibct un círcu\o ; e\ pun\:o 

P,' desc.Y"ibin:~ en\:onc.es . e\ inve-rso cie un c.\"C"­
cu\o , e\ C.\.la\ como deY"Oos\:.YoYemos ense~vida 
5eYó tOW\b\én 1Jn chcu\o , ).' H' deS>c."'·1\oirct un 
c<rcu\o 'lue se cb\:.iene ,\"e~\e)~ndo \d <3""Ó~ic.c:A 
de P." en e\ eje yea\. 

De (1.311) tenemos, fº"'º \e1 esc.o\o de \o 
bdnS~onoac\Ón: 

.•. (:¡. 312) 



- l {.o. 

'°e~iÓn R ~ue \"odeo o P , debeYÓ SeY" \"rl veces 
\ds \on9i \:.ucie:s Co\'"respon clien\:e5 en \d re91ón R, 
91.1e ro deo oi P, , de \o Cúo\ R e:'!> \o \tno9en. 

V~dM05 pues, C.0'\"110 Se tl"O\"\S~OYMO \JI') C.Í'rCU\o. 

C.on·5¡ deYe e\ c.ín:u\o de cen\:.ro en C. y rodio Q, 

e\ cuo\ coyta a\ e_le red\ e.., \\1 y /\1 , ~'9· (t.3'12) 
lomando .Q.-= O\-\, ; si P,'' es e\ \n\leYso de f>, en 

. die.he chcu\o I td\ 9\Je OP.'' • OP. = º"~ = 12. I s\ oP, 
e.o,.. ta d\ dn::u\o K eo Q otYo vez. , y ch buj amos 
P."c.' fª"'o\e\a o C.~ , pd'<O CoY.\:or a \a pro\oo- · 
<jc:iC\Ón de c:o el'"l e• . ~º" \a. f"ºP' edad Yectan-
C}-1'ª" . de\ ch·cu\o , tenem~-;, o?, • OQ,,-= 0\-\1 • O 1\1 , 
poY tanto e\ coc.iente: 

OP," - º"' -
o~ o 1\1 

es constoote . Pue5lo °iue \os -\:;r\ á Y'\~\)\ os oP,"c', 
OQC. son sem_e~ante s , 



o c.' - c.' P." ._ -----oc CQ 

- IGI • 

OP." = 
OQ. 

E.n "is~ot cie '\"'e OC/ oc' es constan\:. e , e' es 
un r,uo.\:o ~\'.lo ;. y tomh1én como C,?.'1 /Ce:\ es 
CO\"ls.\.:csri.\:e , C • .' ?t tiene. \on9\tud cons.\:o'n\:.e , \ue90 

.R'' desc'"i'be \ln ch·cu\o K," cuyo centro es C.' • 

E\ runto \-\, es 51.l P""ºf\C iYWe'l'"SO ' puesto '\lle 
0\-\, ·OH,= 9_2

, y en c.on-secúenc.>a' \a 3..,él~ic.a de: 
P," posa pov \-\, • P\Je'('"(lás como oc'/oc = 0\-\1 /ot..., 
\o~ tr\ón9u\os OC'H, , OC.A1 son 5e.toejantes y 
están seWle_lon\:emente s·, h.1~c:\o-e. 1 \oep C.P..1 e5 
ráYa\e\o a C'\.\1 y 

-}:: c.\-\ ,o ::: ~ <;. P\1 \\, = ~C.' \-\1 o 

Se dec:\uc.e Óe \o Clnter\c-r 9ue e\ e \ve u \o I<.~ , C\l.le 
es \"ene xién Je \a 9"¿~\cct de Pi" en e\ eje 
teci\ , tendYá su centvo \) en C.\\1 y pa·5oYÓ fº'° 
\.\, . ts.\:o e5,. \os c\v ,..,\os '1<1 y 1<.: '5e. \:ce.cm eo e\ 
p\lnto \\, . 
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es \a '"ene x\Ón de p,". ?1Jesto °¡1Je o~ e5 \d re -
f\exi.ón Je OC.1 1 ele ª'1\JÍ 91Je O\) y OC e5tén 
\~oa\rnente inchnddos re~pecto ó\ eje "/... Lci 
C01"15.\_yocc\on Comr\e\:a '5C muestn:i en \o \i~l.IYd 
(1. '313) . Empezando c.on e\ c\\·cu\o t<,, , e\ C\.lc:1\ ?ª­
Sd fº"' \-\,, e11con\:.yomos e:\ pu11to D e.n t.\-\,, 
lo\ 9oe OC., OD es.\:dn i~\la\mc::nte \nc..\inados 
d\ eje \mo9\noY\o • E\ CÍ'fc.1J\o i<: c.on cenho en 

D es c:hb.1jodo i ~oro hanstonnáT e\ punlo ~,., 
de ~\ I \JY\iW'I05 o?, y eYIC.Ontvomos e\ punto p, 
en K; , td\ 91.)e o\', / OW es.\:á"' \9\.la\me:n.\:e ·1Y\­

c\\nocios Yesp ec. \:.o d\ e.je:. X ¡ c.omp \e tanda e\ 
po'fa\e \ 09ro'l't'O O?~~ P, , e\ pi.loto U e5 \Cl ima9en 
de P1. la f1~\.l"t"o (7.31'1) rn1Je5ho \o~ deto\\es 
de \o consh\.lcc.\Ón. . 



E\ pe'rf¡\ se ha bosque~c:tdo c.on P.untos °iue -:.e 
ob heóen di bú) ando \os reichos IJ e e te yes a iYlter -

lld\o~ de 3d' i \05 r'-'r.\:oe. C.0\"f'espondientes en e\ 
c\rcu\o y en e\ pe"~¡\ Son e\i'lue\.ados con e\ m;s­
mo nume.-a\. E.\ oYc.o C\\'"C.IJ\o" ponteado, muesha 
e\ esc¡ue\e\:o c.on·e~iJo mechante \o tYo'l"IS~aYmá­
Ción de\ C~Ycu\o a trdvés de 1 , tuyo C.enho es 
e\ punto donde C.() c.or\:d d\ eje Y , é5\:e Con 

hecuenc.io puede '°eemf L::n:ctY \a \~nea Je C.om­
boJuyci , e\'\ \:.rabOljD teoY\C.O. 

1. 38 Lo hans~o .... moc.iÓn inver5CI de l.'1u1~ovS\'.i~. 
Poro encontYaY e\ pu1T\:o P, de\ p\ono e , 9ue. 

Cone5ponde con un punto P óe\ p\ono W , c.ons\­
de't"emos \a1 tune.Ión osocioda ·. 

W: 1:w ·= i: (~ t- ~
1

) •••••• (1.381) 

Ret\y\éndonos o \d ~1'3uro (1. 31'1) , W es e\ ?"n -
.\:o mecho Q. de P, f\' en \c:1 \¡~urn (7-. 38\) . 'Si 

P.O C.oYta o\ C\Yc.u\o K , 0¡ue poso Pº"' 5, , ?i; t\, 
en R; e"'\.o.-ices P,' es \ 0 ima~en de R eY1 e\ 
eje \mcH~inaYiO , pl.leS~O C\\le OP1. oP, = g_':: º"· . os, 
= OP, • OR. 

Oho "e:z ~ec;3Ye5arno:i a \a ti9u'"C1 {t'.351) / éuon­
do P1 ; es dec.\Y :e , e5 \:.ó en e\ o..-co 5, \3, \.\, ; e\ 
punte P, es e:\ e c..\ Y w , es \:d so\:.Ye e\ aYco t3 H 
Y C.005 e C\.lente\'Y\en\:.e. Q. / e'5 deC\Y W / e5\;é_t en 
e\ arco Je\ círcu\o <=\\le: poso por '51 / C.,, \-\1 ; 
pues\:o "\le oc= ÍOt3 y 'W:: tw. 

A5t ~es en \a f\9ura C:f. 38\) , C\J<:indo Pi des· 
c:.y\be e\ cn·c.a <5upei-iOY de\ c.írc\J\o K, e\ punto 
Q desc\'"ibh·Ó e\ ore.o supeyio-r de\ d"cu\o JL 
9\le posa f>ºY 5,, t.i\, \-\, ; donde V\ es e\ e.en-
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ho de\ chcu\o \<. • ~hoya \-\Q. es mecf1a~·r"iz. de ?,?,', 
esh es, s\ ?,?.' C.OYta a\ e1e ima~·\\"\m·io en N, ~MQ~ 
es un Ól'l<ju\o 'Ce.e \:o , hle 9o e\ punto N e$\:á en e\ 
c<,.-cu\o i eY\ e\ ot'<o exhe'<'no de\ diámetro q-ve 
pos('j po'< t-1\. 

De e5\cs 
ConslYuc:.c\ón 
ciclo: 

\"esu\.\:oJos drc:-duc·1\"1'10S \o si9uien\:e 
paro eY\con tvay P, c.uonclo P es cono-

Enc.ontYQY G. , e\ ?1Jn\:o ~echo Je O? y d·, 'bujoY 
e\ cí'<c.u\o '5, Q ~. ; esle dete\"rrl11'\0 M y N , \.-\ es-
.\:ó en e\ \y·•1-:.h'lo \ocio de s, 'rl1 y Q • \::\ C.Í'l"cu\o ~. 
Ce:n\:Yci1do en M y rocho t-\51 puede e1h0Yo ci"1'bu-
javse . loi rec\:.o NQ c.ortoi Cl K en ?, y ~· ; 
Je eslcs Cons tn.>cc.'1Ón, su ce deY<~ 9\le de \os dos 
puntos P. y H' , uo-. e om en\: e \.)ne e:. \:á e"' e\ \'Y\\s­
Yno \dcio Je '51 \.\, y P, y \a e\ec.ciÓn c\e \>no de 
e\\os de\.e\"mino l.)V\o f\lY'IC.\Ón b\vah.lctdá. 



Eh \o honS~OY'ITIOC\Ón I \o \"e9ión ex.\:.emo Cl c.uo\­
C\U01ey ch·c\J\o C\ue e'rlciene a S1 y pe1.se o enc.ieYYe 

a \-\, , no es c::l\·nbi9va ¡ p\.les 1Jno Óe \os ?\J'('\tos 
P. , "?.' estoYÓ '5\evnpte e"' e\ c\vcu\o y "'º .\:ene\,.¿ 
erob\ernoS de ddin\c.iÓo \o ~e5io'l'I paYC:l SCY ~YcmS· 
~O'rV'nO d O • 

1.:3(\ ld c.o'nicn~e de ctiYe . 

. \.\e.mes c.onsidevCldo Ccm Jeta\\e \c::l CO'rlS \.vu c.c.iD<i 
seométYiC.d Óe \Ci \:.YonS~OY'r\'IOC.\Ón Je Í!.\-ll,) \<.OIJS'l<-\i, 

e1hon:A ond\i'l:.oYemos 5\l ap\\c.oc.iÓn o. \JV\O C.onien-

~e cle 0·1re 9uc: C.iYC\lV"ldd d un pe ... ~i\ de "l..'ni.>Kcll~· 

.. ~-----·--. ----

5¡ e\ peY \, \ Je \o f1~\Jro (1. 3q1) 

lvon5tonnóndo e\ C(Yc.\J\o \e -e:.\-= Q, 
1 

se. ob.\.\ene 
median\:e \o 

·l..ronstonnoc\én de ~h\l'l<ovs"i\ 

Si odev-nós 1JnCl 

IJ'f\ Ón~ \J\o e>( ton 

leY'\c.io\ comp\ ejo 

CoYYÍeY'lte de a\ye \J iY'\clde bojo 

e\ e)e Ye.o\, en e\ p\dno l. , e\ po­
es-. 



eslo nos el e~ine 
\.IJ / en e\ p\ono 
\os cantidades 
de (1.3C\2.): 

un potencia\ comt'\ejo 
de\ peyti\. Qb-;,év11ese 

Sori dadC1S I exc.epl:o 

:: d.w 
de 

e11 e\ p\dno 
?¡\)e .\:.ocias 

e.\ éln';\\J\o (3, 

•.. (1.39'#) 

pve5~o 9ue t..2.-J..
2 

se o.'r'lu\o en é-=-J.. (y lam'bie'n 
en -Z::i 1 e\ cud\ está C'<I e\ dYc\l\o y CV'\ c.ovisc­
CueY\c.io no es t'<ons~oY-mcido) 1 \JeYemos 9ue \o \le­

\oc.\ dod en e\ bovde Je t\.\90 \-\., sen:I en 'jeV'le­
Yó\ in~ini.\-.ci • \..lo o'bs\ante, 5\ nos \os cq·ye:i\cl­
rno5 fª"º 9\.)e \-\, (t: = -1) seo \.>Y\ pun.\:o c\e es-
tdnc.c:1'rnie11\;o en e\ c:hc.u\o ~ d1.JJ/ dw• / en \-\ .\:o\'V\a-

"°¿ un.o tt>rroci in de te.Yvnil"lc:'do Je\ bpo 0 /o , y 
17vo'oovemos 9ue es\o rios cio uno 'Ve\oc.idod fln\­

la en \-\ . f>d'rO hc.tteY 9\Je \-\, 5e:C1 un p\Jnto de 
es.\:.anccuni~nlo ., vevnos de \ci \¡9\lYd l 1. 3C\2.) ~\le 
<}:C.\\,S, =(!>-o<. y en consecuenc.io: 

n -.l(13-<><l ;.{J lo<. 
- J.. = s - Q e o a. e = e ( l t s) ... (1. 3c¡s) 
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es\:.a ecuac\Ón deteYmino (3 y e\'\\:onc:es: 

e1ot..+ a. el(J = e.j.o<. (1 + Q..+'5) = ej.Q(. et i 
l-s J..-s e:-.1'. 

es.\:o es, de (:¡.. 3'13) , (f. 3~"1) dca'f'\, des?ues de a\­
'3VY\as '<ed\Jc.C:\on es: 

e.\ tCtc~oY 9"e Cin\J\c:t E+~ ho 5ido Cctnc.e\dcio. 
Tomando z::-.2. I obteY\erno5 d~ ('f.3q6) 

u. ·\J (dw) _ 2.a.\Je
1 co5t3 _ 2.\Jc.o5/.3 

" - ). '"" :: dw' e=--i -. (.Q.ts)2. (-ii) - - Qe21 <~-"'\ 

i:1<O.(7. :3'12) 



Ahor-o de \o f¡~\lra (r.'3'1\), \a ta119cnte. en e\ 
bot-de de so\ ido 'nace un ón9u\o 2.(3- 2. O( con e\ 
eje \-ea\, y en consecuer1c·1a \o corriente de aiYe 

po~a s1.1ove1"nente por es\:e borde, c.on \/e\oc.i-
dad 1.vcos(3/a.. 

E\ otro punto de es.\:anca'rt"lien.\:o {\, sob"e e\ 
e (rcu\o , 5e tran s ~orrna en e\ punto de es.\:an­
camien.\:o A de\ pe..-fi\, conio se \le Je (-:¡. 39'f). 'Je­
mes \:owibién de (1. 393) 9ue o :p·cmdes d.is\:cm-
cios / C\laY1do \e\ es 9ronde dw/d:c :. Ve~ aproxi-
ma.do-mente / y enlences de (1.39'f) dui/dc.-= dw¡ dUl'= 
VeAP'..; esto e5, e\ m·1smo vien.\:.o un·1fonne \J, inci­
chendo \~vo\ en ombo5 ejes '<eo\es , de \os dos 
p\ e&l"IOS • La to'l'mo 9ene "º\ de e1\3unos \{neos 
de can·1ente, se 'rrlues~\:x.an en \o fi"9\l'"ª (1. 2.11) • 

. Obs e..-vaclones ·. e\ f'"ºb\emo de e\ e9 iY un ?e""­
f¡\ de Zl1u~cvsl'\-.'i es P.urarnente ~eorriétrico, cua\-
91Jie'r c\rc1J\o se t'ronstonno en ó\~~n pe ... \·,\ . lo 
C\l es \:io'n de\ f hljc de o\n~ no ev-i\::ra en eslci 
di5cusión. Nohn:~\IY'len\:e:, no o'os\:.cmte, \a e\ecc\dn 
SeYÓ _9uioda por e\ c.onocirni en to de \as fon·nas 9\le 
han s·1do dernoslY-ados, son \os m~'5 adecuados. 

lo e\ecc\Ón de \a 'rapidez. e \ncidev"IC°lcl de\ \lien­
to, en \os C\lo\es e\ ?e'rti\ se'rd usado , es \;\:, ... e 
y "'º se mod\~\c.c:i con \o tYans~onnociÓn . Toman­

do en cuento \o 011 terior / en el m\ smo O'rd en, 
5\ se '<"eC\uiere In ves li9e1" . rno.\:.etv"\Ó \:\comente: e\ 
CdSO de \.ln f\ujo 5\)aVe: , °iue Yodea e\ borde:. 
de sa\idd ~ es riecesario. cnn~~\ay e:\ án9u\o (3 
poya ~ue \a Ci'rc\l\ación sed .\.a\, °iue e\ pun\:o \-\, 
e\ cuo\ Se\-Ó .\:ran'Stoy rnocto en e\ ba ... de, seo un 
p\.)n.\:o de e:5.\:.an corn\ento en e\ chcu\o. 

Fi11d\ rnente, lcame:rnos e\ Ynismo \liento un'1to\"me 
en e\ ~n\inito de c:imbos p\011os, esto -re:a\mente 



e.et> COVl'5ecúe\'\cio °lnTI'le d"1ola de\ Sí~\J\ente. ~ec.ho'. 
c.uanclo \~\ es ~YoYlcle , (1. '3'\\) no$ da q~e \ll = ~ 
esto e~, e\ po.\:et"lc\o\ com~\ejo en e\ in.tirl\\o es 
e\ mi':>mo e"' o..-n'oos p\ano5. 

1. % \..a fuert.o aeYodincimic.o. 
la fuena deYod·mÓrn\co en e\ ?er\"i\ / e:. debi­

da o \o \''"eslón á~roÓ\nÓmicc:s reo\ so'bre \o:. e\e­
menlos de su ~eyi~e'"·,a. Es so'oiclo °¡úe: un 5;,:,­
.\:e'l"l'la de fue'rt.a5 °l\le oc.túon so\::»re \ll"I cue'"?º YÍ-

1"3\do (y 51.lfonch·ernos 9\le nuesho fey{¡\ aeYochnó­
"'ico es d9ic\0L riede 5eY ree'rllf\cn.ddo e:n cuci\-
9u\ey punto básico e\e9ido, f>ºY \.mo -\1JeYi:.d li!Yl 
e\ punlo bác.:.ico, \o 1nisrno 1.m par; o.de'Mós, \a 
mo9nilud y d\recciÓYI . d.e \a \ue'r'Z.ó , es \o n¡ismo 
fiº"º todos \os pun\.os · ''bctsicos, en tal"llo 9\le 
\os paYes, dependen de \a e:\ecc.iÓV'I t'ªY\:.ic.u\d\" 
de \os p\.ln'tos bÓ5ic.os. 

f'ct\"O ~O rre5en.\:.e \mes~i9ocio'n lomc:AYemoS 
Corno punlo bósic.o e\ cen\:.ro C. de\ chcu\o; es­
te ~\Jnto es \\a'rnodo e\ centro cie\ peyf¡\ ¡\o po­
sic\Ón 91Je és\:..e. ocupo con res\'e:c.\:o o\ f>erti\, 
5e W\1Jes\.,.a CUeindo \os pu"'\:.os de\ CÍ'l"cu\o y 
\os punlos correspoodienl:es de\ pe,.~i\ son rno'l'­

cados e"' e\ mismo sis\:.emo coon;~enodo . En es­
te caso .\:.omctYemo5 e\ or,i9en et"I e\ c.enho de 
ambos d\agramdS t\.,l.l'l'Cl ("t.1.fCI). . 

5¡ e\ Viento V Incide bajo 1.)0 Ó\'l~u\o O( I e\ eo­
tenc.ia\ ccmp\ejo para e\ \\ujo 91.le C\Y-c.1.mdct e\ 
C(Ycu\o e'5: . . 

\/ eJ.o{ l. t O: 'J e- j.rJ. /:e 
Si ade\YIÓS .\:.enemos una Ci'rc.v\ac.i~ 2.ííV. Je 

ivt~enc.\dCld ~' o'bteY1emos: 
\)j:::\Je 4o<~-\- cr\J~.i.o1.-\- .i.1<\o<J& ...... (=f.~01) 

i! . 
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· Para va\ores suf:.cienlernenle ~Yondes c\e \e\, 
tcncmoo;,·. 

w= ve4.c<( l - 'i' - ... ) + v_¡i.°' ( \- ~~ - ···)+1"\_\o~i-t\o~t\-~---~ 
=Ve.ll>(=t.+ .iK\o~i! + \Jéi.o1._ie-l.o<o.., + ... (t. ~O'l.) 

Co\'v\po'faY'ldo con (f. 21) \\e9 omc5 d '\\le·. 

y de 

\·\ipótes\s de Zhu\<..0\15~\\. 5• \\, ( 'lléase .\\<juro 
~- c.io1\ ~ e'5 e\ pu.,\:o c;\1Je se -ha\'\5faYl'"tlOYcÍ e"' e\ boY­
de de 5ohda H de~ pevfi\ ; si Sf, es \Q 'raf>\dez. 
Je\ \J\entc en \-\, en d p\ ano de\ d rc.u\o ( p\ª"'º 
z), y 5¡ ~ es \a '"ºf\d ez. de\ · \Jiento eV'I \.\ en 
e\ f>\c:lY\O de\ peyf¡\ ( p\a(IO UJ) / .\:enem05: 
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A"nota , en un 'oord e de 5 ah da ch/ dUl' =O . Ue. es­
to se Slc;3ue que si 'i\1 es f-m\to, debc:mos .\:.eVleY 
% =o ;. en otn:~s pa\csbrn5 , \.\, de'oe ser \l'I'\ punto 
de estancamiento fOt°Q e\ f\ujO ~\Je CÍrC.Ur'ldO a\ 
dY"c1J\o · la hifÓ~esi5 de lhvKO\/Sr..ii e-;:, '\ve \a 
Ci rcu\ o c.ión ,, eo e\ ca so de U'fl pe\""\-;\ pro\>¡ omente 
dise~ado en su ran90 de 'maniobro , siern?re 
se ajl.l~ta a sí mismo , .\:a\ 9\.le: \a t°Qpidez. de\ 
cl\''e en el borde de SC\\id o es ~\n\to. 

Acioptc:mc:lo este ~n~o _de v'1s\:o , debemos 
e\e9ir \a Cil'cu\ociÓn de fo""'º '\uc \-\, se.o un 
¡?unto de e.stonco'rn\cn\:o . Si (3 es e\ ón9\.l\o e.n­
lre \o notmd\ en \-\1 o\· c.írc.u\o y \c:l c:\i,-ecc.iÓ"l 
de \/ ~ de ct9u~ / '\1..1e \a cirtu\ac.\Ón de'be -lene Y 

O.na "il"l\:enc.\cldd K = 2QV sen (3 . 

1.'tl E\ Levo~lam\en~o. ¡('\vi -o<) 
D~ \o \"e\oc.\on X-\- ";.y= f·2'i\·\<.. '.Je. ; des-

pl"endernos \a s\~\J\en-\:e C.Q\'lc.\\Js\ón: \a h1ey-z.a, cv­
YQS componen~es son (x,Y) ttene ma~o\.\:.ucL 

(Dcns\dac:l de a\Ye) X ( c."irc.l.l\a.c.\Ón) X ( '<eip\clez. l. 

y es perpenchco\C1 ... ci \~ 'J\recc\Ón d.e\ movim\en­
~ de\ ó~a (o a \a \le\ocidCld ~sin~6-hc.a , s\ 
e\ o\a. se torna en repo-so), y \:.iene e\'\ (On­
sec.uenc.\o un \evontam\ en to. Es \:e e5 e\ \:.eovema 
de '1<1..1\.\:a - l.h1..1Kol/5\<.ii • lo::> de\d\\ e5 se "i\us~'<OY'I 
en \a f\~uta (1. 1/01). 

la \'e\a.c\Ón entre \o di'<ecc\~ de\ \e'Jantdrn\~­
~o, e\ Vien\:.o re\o\:ivo y e\ sen.\:ido Je: \a Cirt1J-
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\ación, esta ciado por \a si91..1ie~te re9\a·. 
Peno ob-\:ener \o dit"ecci óo de\ \ e110·1,.\:cn·"1\ en to, 

'retomo~ e\ \Jec tor ve\ocictod de\ vieob re\otivo 
U\"\ Ól"l<ju\o rec.\:o , en e\ Se\"\bdo º?uesto ó\ de 
\o C.ircu\oc.ién . La mct9ni~ud de\ \evan't.01·.-úen..\:o 
e'5 independiente de \o tOYT'f'\ct de\ o\o / 'm05 p:i­
'ro llnd \J cleicla , dec.'"ece , con \JY'I inCt"etne\"\.\:o de 
\a o\'turo, mas J deoece. 

Lo me1.9n1 'tuci de\ \evanta\'Yl\ento es hJen;:o po ... 
llnidac:l de J; \o ~ación;, pe'<o óhcrd 'Y'lemos hato­
do so\c con mcvim'1ento \:,¡d;mens\ono\, y en c.on­
secuenc:,o , so\o Y\OS re~e"\re'nioS e.en i.>no po"Y"te 
de \Jn c.i\(nc.ho inf\n\tomen~e \º"'9º (.Orno c\\o, y 
éste está \·1VV\\~odo enhe do'5 p\onoS pdYa\e.­
\os 5eforctdos uno unid.~d de distancio. 5i \o 
di5tonc.io en he \os p\anoe. fu e se h , e\ \ e-Jon­
tomi ento debe ser ~ (2.ííK)\J\-i; e5te es e\ 
Casa , Cuondo e\ o\a e5 un .\.une\ de \lieY\\:o 
"6\dimensiono\ '' ;, es decir, C\londo e\ o\o es l.ll'"I 

ci\ínclro O\ue se ex\:\ende -recto.men\:e o .\.va\/és 
de\ tvne\ , desde uno po-red Ci \o ohd po"red 
pora\e\d. 

t. ~2.. E\ cce~\ c·1ente de \evan.\::dm\ento. 
Si chbujo\"<\os e\ chcu\c y e\ peT\-,\ en el rt'lis­

mo did9'<c:n·na como se "!! e"' \o h9uYC1 (1-li2.1), 
\o te eta 9ue une e\ e.entro Je\ ?.ev ~¡\ , d\ puf'l­
\:o pos \:e'l"1or de es ldnc.o\"'f\\ento cie\ ~\vc.u\o,.. es 
\\omaclo e\ pyimer eje . de\ pev~i\ o eJe I. Con"l­
fª"º"'do \as ti9uras (1.2.1\) c.on (1.1./2.l) / \levoos 
Cjlle \o \ntensidcid de \a Ci'rc.u\dc.iÓn e.amo se 
co\c.u\ó ~n (':¡. 2.1) es: 

K=2.QVsen(3 
donde (3 es e\ án9u\o ent,.e e\ eje I. y \d dí-



rección de\ movimiento. 

fl(o, \7.41.1) 

O'c~e\"11ac.\ón: e.\ án~u\o f3 es \\orno.do inciá~c.\ d 

Clbso\uto ¡ \ue~o \d \nc.i~e ncid o'csoh>\:.o es \o 
inc.idenc.id Cl.lando \o Cue..-Jo cte\ pey~¡\ es Con­
S\de'roÓo d \o \cn90 de\ eje I. / y e\ \e"º"'to­
M·,ento e5 ·. 

\_:: l/íi ~0..\12 5en(3 
E\ núrneYo od\n"\ens\ono\' 

donde 
te de 

L 
C.l = .¡ ~\12C. 

C.. e5 \o cuerdo , e-::. \\ oY"nodo e.\ e.o e~i c.ien­
\evontom\en\: o c\e\ y>ey~¡\, \\le90: 

C.. l = ca~ Q 5 en f.o 

\o <j"'~~ico de C.L, c.ont:<a \a \l"lc.idencio obso\uto 
es par ton~o , \a C.\.l"'"º seoo. 

E\ '<on90 f Y cí c. tic.o Ó e inc. id ene.\ o (3 es su~¡ c.\en­
\:.e~el"lt e pe:';\\.leY\o , esto \\evo a \a ap'('O)(\ma~ióo 
s~nf3=(3 y \a 9n:~fic.o en consec.uencio es Uno 
rec..\:a , c.l)yo ~Y'o.d\en\:e. convenc.\o'(\d\mente es de-
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no\:ado poy- Qo , \1.1e90 C.L =- Qo(3. E\ \/o\cv- teÓ'r0

1-

co de a... es 8ííQ /c. J y en 9ene..-d\ C.=ttQ. ei-

proxirnacla'f'<\ente es \:o es , Qo = Zíi . 

- ---~·-·-··- -~~ 

- "<o O( 

F I~. \7.'1'2.7..) Fl(o.{7.L¡n) 

Si en \u90" de i'l"\c:..idenc.io obso\\l.\:o uSo\"'t'\o5 

'1nc.idenc.ia 9eornét:ric.a <X , mec:hcld c:\e5de \o 
c1..1e'((:lo, .\:enchemos (J= ·cxo +o< J do.,ele c<o es 
\lno constante. Lo 9'<á~ic.o C c.L, o<) e5 IJnd 

n~c.to S\loVe de \o \·v\\5mo ?end\ente Qo, y 
c.\o'<ornen\:.e C\lonclo \o 9"<l>hc.a e-:i di 'oujod o, 
o<o r\lede medirse J y entone.es \o chyecc.i~ 
de\ eje I , p\.lede ser cied\lc.ido. 

Tarnb\én resu\.\:a de \as c.cnsideroc.iones on­
.\:eY"iOres , °¡<Je e\ \evontomiento y C.L, o..-nbc5 
se onu\on c.uc::mdo f.>=-0 ; es dec.·, .... , cuo..,Jo \ct 
div-ec.c.idn de\ "1'\QviY't"\\en.\:o es pa ..... o\e\o o\ eje I. 
Lue90 in fo 'c'iroos °llJe e\ ,eje 'I. do \o c:h'l'ec.ciÓn 
J~\ movimiento , e\ C\la\ VlO ~e'f'edo \evanta­
m'1en\:o ; fºY esto Y"c:n:ó11, e\ eje I ?ueóe .\:am­
b\én \\oTI'lovse eje de \eva..,\:omie:n.\:o C~Y'O. 

Conside-'<o ºf.ºY tuY10 e.e'"'"ª.... e'=>tei d·,scus\Ón, 
eue~ \o "\Je deb\Cl '.5e>~<Ji'f' / Sey(a oho:;, pe'("­
\i\es como \os de Kormón -T'c'eH·b. / \Jc.n ~ises 
Ca_.ofo\i / ele. ; ddemás de c:hsc.us·1on e-:. téc.n\c.as 
más ?"<ofunJos so'o .... e diseYíos de aviones, e-\:c. 
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t5pern hayo 5ido Sl..l~iciente \o ·m{c'rvnc::lción 
ve ... \.\da , p,úeS ~\ obj~.\:o Je estos Y\otas no 
e5 1Jn estucho exou5t\'IO de \os .\:.e\"\'"los hc:t­
todos, sino de da'I'" 1Jno \cleei 5ene'fo\ de 
dó"'de es pos;\:,\e etp\·1c.m- \ci VaY\ob\e e.am­
e\ ejo . Aciemás ex"is \:e"("\ OtYa'5 ón: ClS qlJe Y'IOS 

to\~a c.ons\dero'f. ?Clra \'Y\Ós Je-\.a\\es CC't"IS1.i\­

tese \ci bib\ic9'faf \e~ in d\ c.c:idei o\ t\l"ICl\ de 
es ~e \::robo jo. 



8. CH~C\.l\"\OS 5\MPLE5 COMO t.:rE.t-\PL0'5 DE 515\E· 

t\f\S OSC\L1'NTES. 05C\L}'-CION\::5 LH3RE'5 EN \.)~ C.\R-
C\JliO lt>El>.L ~\ Mf'LE.. 

IniciaYernos con un ci..-cu\to e\éclyic.o \o mÓ.s SiW\­

p\e posib\e 1 pc:na analizay \as osci\aciones e\échi­
cos, dtc\10 frrcui to consta de un capoc.itoY ideo\ 
en Se'f'ie, con uno bobil"lca idea\. Con-=-•dérese pt-i­
mero csc\\ac.iol'leS \ibres , supon~a ':)Ue uno Canti­
dad de ene!r3ío "10 s•do ddmini5trcidcs o \o 
Comblnac.i~ en 0\9\Ín instante (pe'( eje\"('\p\o, c.o\o­
cc;;nJo uno Cor90 en e\ capaci \:.O\'") , y des p\lés de 
es~e \ns~onte / no hoy conecc.\Ón con e\ e-x-\:ev-io'('. 
lo ener.9<º p\Jede ser o\mocenctda eo e\ si~te­
md de dos móne'('as: 

a) Lo eney9ío mC\.s~éhco en \o bobina, puede. 
ser- consicle..-c:tda a 5\.l an~\º'.3º , de ene'('(3ka Ciné­

tic.a e.n b"'\ec.dnic:.a / y \:;.ene su \Ja\ov 

U.e. ";;.ec. t m'J" 2 , UL ~9· ± L f 

donde I e5 \a con-\~n~e 
b) lo en er9ía e\ é e tri Cd 

puede 5 ev c.ons\ deradd 
ro~enc.\a\ roe: c:.Ón\CO: 

91.)e H\Jye por- \d bob\no. 
en e\ c.apoc'1tor ) ésto 

a 5\) ~ná\090 / eneY'~'ª 

\le = -[ c.v 2 
· 

do<ide \J es e\ voÜaje, a ho\Jés Je\ capac.i\:o'(' C. 
la presencia de eneY9\o en e\ c.apac.ii:or, 

il"r'lp\ic.a Unei caído de: \Jo\taj e et. havés Je\ 
Cdpac.itoY, y en consecuenc\Cl f\uye c.onien \:e y 
se a\moceV\o ener9(0 mQ9né\:ic.o en \a bo\:.\\io. 
t\"'ó\o_3arnen.\.e, \a fYe"5enc..\c; de eneY"9to rno9Ylé-
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be.o, rec;\uie're de \lno C.Ol"l"iente. e\éc.t""ic.a, °iue Hu­
ya fº"' \o bobi\'\o, \!na consecuente C.aída de po­
\:encíal y UV"IO enen3ío e\éc.txic.a ei\rnocenado en 
e\ C.opc:tci.\:o"". t5pe.n:srrios en pY\me't \u90Y-, oóc.i­

\oc.io"e<:>, puesto 9ue \o presencie de: e.nel"9ío, cte 
Q\9uno torrna re9uiel"e un c.c:1mbio de. e.neY~Ía 
de\ otro ; to"'b¡é., es nece !;lario q\.le. \o eneY-~\a 
lola\ en e-\ Sis te\"'('\o seo CMstonte. , \o mi-smd 
en todo l"Y'lome:n.\:o , fl.le-sto 9ue no "10.y C.OY'IC:CC.ión 
Coy¡ e\ exte:Y-ior y \a Conchc.lc'n de Y\O chs\pac.\Ón 
se ho supues\:o. 

An\.es de \'f"\\c.iol" \os l"a'Z.Cno.\"Y"Ú en~os puYame.nte. 

f(stc.os, escYibiYe\'Y'\o5 ~na ec.\.loC.\Ón pon:t \a c.cnien­
te \nstan\..áneo en e\ C..\Yc.ui to. 'Por \o \e.y de: 
KiY'ChoH, \o suma Je\ \lo\~o)e. induc.ido L ~~ 
y e\ \lo\.\:oje e11 e\ <.apacitol" ~,fe_ debe 5eY Ceyo·. 

L * + ¿ S ;I ci\: = o 

5\ de Yhta mo5 esto 
~\ empo , \:endY e mes 

ó 

ec.uac.\Ón c.on \"esp ecto a\ 
\Cl ec.uac.\Ón di ~e'reYlc.iaL 

. . . . . . . . . (B.\) 
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Esto ú\·bt"<la ec\)ac.\én e-::. \\omoclo \et ec\la­
ciÓr\ de\ moví miento oYmó"'i<.o si\"(\p\e . Esto es 
\>no de \a5 ec\)ClCione s ,h~e Yenc.ia\es m6s C01\o­
Cidc:iS. 

ld ecvac.\Ón d•~e Yencia.\ a ntexio,- es de se91.m­
do OYclen y es h""co\, en e\ 5en\:.ido de. '1\.)e \o 
~\nv1a de dos so\\lc..io"'es es lcn·o'bién \>no so­
luc.iÓn ; este se si~\le d.e\ '-'ec.ho .de 9ue Único· 
rne-n\:e \o f'rimCY'd po\:e\"\ c.ia de. I y 51.l de.,.·,­
\lada aparecen en dic. 'na ec\lac.ión ; \o ec\Ja c.\ÓY'I 

\:.~mb•én es 'notf'\O<jéneo e-::,\:o ?.ºYC\\le todos \os 
teYminoS c.o"'benen a \o \Ja~iab\e. I o 5ú5 de­
Yivadas. Es.\:.a ecuoc.iÓn ee, cle <.oehc.ien.\:e~ 
c.ons\::al'lte:-:. , p..ie$to Cl¡\..lC \os mú\tip\os de "!. y 
Sus devivadas hO son fuoc\ones c\e: \a \Jo..-io­

b\e \\'\dependiente. t ~ \os mé-todos 9-Je. '=>e 
í \us-\:.xdYCÍn / ?C daYÓn svponienc\o \)l'\d ton'<lá 

fun c\ono\ como so\ú ción , \Je..-i \1 e.ando y eva \1Jondo­
Cons tontes , 5ust\\:.uy ende el'"l \a ecüación .1 ta\ 
método es \\omoc\o h~\.lY(s\:.icc. 

5o\uc.\Ón: fCY e\ método OC ~e..-\e5. ?dmeYO 

5Up::>ndYemos 9ue \Ci ecuocio'n {a.1) t\ene \lY'IO se· 

\ucio~, 9ue vieoe eX?'<"e5oda e.n se..-\e de ?oten­
c\ as rc::;pec.to o \:.. 

I = Qo + Q, t. + Cl.:z. t. i t . . . 

óo:=. ve.e.es : 

Q.1 - :z. \2. dt - a.\'\- '2.Qi\:: + 3Q3\;.-\- ••• 

diI = 2.·\0.-i. + 3·2.Q3\: + l.f·'3Q~-\:i-\- .•. 
dtz 



Es-los Ye\oc·\ones puedeY'l sus·btúi-rse en (8.\) 
flº"º Je.\:e.nn\ncn \os coe.~\cientes, de ºC\uí pues·. 

1 ( 2. ~ \ 
2..·I0..1+ 3·20.."3 + ~-3Q'I+ ••• = Lt 0.o+O.,t.-\-Qit -\-Q.3\:t ... 1 

un pe.90eño onó\ ís.ís no-:. niues\:.ro '\úC s\ \e1o ec.uó­
c\Ón on .\:e'°io-r es 'llci\ido paro todos \os ~o\o\'es 
de t, \os c.oe·ttc.\en\:e5 de po'tc11cia5 i~uo\e!:> de 
t, deben 5e-r \3ua\es; es\:o es, 

Qo 
Q2. =-~ 

a.in = -

Qit"lt\ - -

() - _Jhl._ :: 
u.e;; - 5·'iLC. 

C..2n-2 = (2n) (2.n-1)\...C. (2Y1)\ (LC)VI 

0.1n-1 = (-\ t 0.1 
( w t \ )( 1n-\) L C. _(_2_n~.._1....:) '--~ (_\.:_C.,..,\.,-:-

ob5év11ese. que \os c.oe~'c.\enle.s Óe.penden Ún\c.omen­
te de Qo y Óe Q, / e.s.\:.o nos \\e'lla a dos sc­
\oc\oncs, c.0Y<10 se '{'e~uieYe, f.d"ª una ec.uociÓn de 
5e91..1ndo ayde"' ; a'1oro ese.y'\ b\mos \a so\\J c.ión 9e­
'1ev-a\ pm·a I 

[ ·\:.2- tlj l' 1 
I = Qo ' - 2! \.C. + 'il (lt)'l. - 6! (LC.\3 ;- • • • 

, r.-::t [ -t -\:3 -\:..s J + Q, v LC. (Lc)Y2. - 3 ~ (LC ) 312 -\- s l \LC.)512 • • • 

C.Ompo\-cmdo co'1 tab\as de sev·1e'5, nos rn\le.s\.va 
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9ue e\ pr\meY ?ºl"énlesis , corresponde. o\ deso'l"Yo­

\\o en 5hie ·Je Tay\o..- P.ºY'o \o función c.oseno, 
en tonto C\ue e\ se 5"mdo 'po\"én\.es\'5 c.o..- ... espon­
c!e Cl \o funCiÓn Seno; esto e5: 

sen 

puesto 11ue Q, e<;, cn·'b·,tY'o'l"ia / \o Ceint\dod o..,\[fi; 
puede esc"ib\Yse senc\\\oT'('ien.\:e e.amo (-z." os\ 
tni~mo Qo corno C.1 / }' de~in",éndo Wo = \j fü · 
\:.enernos: 

I = C.1C0'5Wot + (2. Se'f"l\>jo\:.. 

E5 tc:i cxpl"e-::.\Ón q\.\e es .. \o 5o\\)c.\ÓY'l de \o CC\lc::i -

CiÓn (S.\), lieY"le dos 5o\uc.ion~s intiependien­
.\:es y dos con?\:o.ntes oy6¡.\:,-0Y·1QS ; e-;,.\:.os c.ons­
.\:.o"' \:es \"\Q fUC!'den SeY de.\:.eYrn\nodc::iS / 0 menOS 
~ue ten9ci'IY'IO'S in\onooci6n ace ... co de \o mc::me­
\"a en Como \nkion \o5 osci\ocione5 en e\ C\y. 
cui\:o ( conchcione s inic.i.o\es ). 

5 o\uciÓn 5u_r-oni en do _,?!~.?..?.._Y. e.os e.nos. 
Con a\9\.\<105 conoc.\Ynien ~o'5 t( c.:.\ e.os, pue.de 

5upo"'e~se. qúe \o sohic.iÓn es osci\ ª"~e , en­
tonces \:.ene'"'"'os c\e .... echo o su?o'ne\' °i\.\e 

I =c., tos Wo\: + C.'l. -;,e,, v.iot\: 
es Uno ~oo;.i \:.\e so\uc.\Ón ~e \o ec.uocióo (S.\). ~e­
bemo5 conoc~Y °lue seno y coseno 5on \\Y"le.o\­
'n\e:nte \ndepend\entes, y en.\.onces debe:n se.Y 
\'\\.les tyos candidatos Co\'t'\o ::io\ucione5 hned\­
men\:e in de pen d\en.\:es de (9. \) . lo deY'illoC\Ó" 

de I y \o sustítuc.\Ón en (9.\) debe ve..-•\tcoy 
\o 0¡\le \,e;'MOS supuesto¡ o::>\ ~\-Stno, \o f ye c..ien· 
Cia IJ.lo ?uede· \óc.\\men\:.e \Jey-i~\ca,-se.. 
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5o\uciÓn '!l\.lf-Oniendo ·exp.onencio\es e.o" ex~oV'let1-
.\:es c.ow'..p\ejos. 

Eshec.ho~ente Y-e\~c\onado con e\ on\:.e..-ioY' ~ e\ 
más \mfloYtc:mte es 51.l extensi.Ón o \o fo'N'no 

comr.\e:jo 1 pc:Ho Ye presento'!' senos y Co$eno'5 e.o­
rno hiF,ótes\s de so\\lc.ión e\'1 téY-Y'n\no5 óe exfo­
nenci o\es, e\ (\Jo\ es u-n mé.\:oc\o esto~e1Y, po'rc:i 
ecvoc.iones ch~en!ocico\es \\"'ea\es, e.o"" (oc:tic.ien~es 
C.OnStontes ; S\l\>on9omcs C.\e,...\:o: 

H -pt 
I.= /!\,e -\- 1\2 e ...... (e.2) 

entonces 

Sus\:itvyendo en (8.\) 

~\ /\: el't -\- f\2 é I'\:) = - te_ ( 1\, ~\ + ~'"e: r\) 
o'l. 1 
T :: •Le 

o sea p = ). {E :: ¡ \llo 

Esto. 5us\.it\lc.\Ón \Y1d\c.o °iue. (8.2.) e.s unct. so\uc.iÓn 

de \o ecuación óe\ rnc.v\'rfllento ovmÓn\c.c. 51Mf3\e, 
'5\ e..-npye '\ue . P = ;.. Wo 

ÁWot ·..lll.)ot r = A, e + t\i e ....... (8.3) 

\ \ \ \ \ 1 \ L \ e1.')( • Usonoo o '1oeni:.\ctoo oe 1::.1.ne'<, = c.oc:i~+.A.StnX, 
o.. ·lX__ \\ .._. c.osx-..tse"'x ¡YloS e110 o: 



euesto C\l..le p.., y A2. 50'0 COn<o~arrte.s CiY\:i,t.,.a\"·10"5. 
haciel'ldo e,= ~1-+ p..-¡ y L:L = Á (A,- ~2L ohteneW\OS 
roeVCAmen\:e.: 

$; \JO 

ci'fcuito 
bob\na 

9"e se 

I = C., (OSWo-\: -\- Cz. '5en \.\lo-\:. 

"Vo\.toje \J cos \JJt se op\·1c.o ahoyo d \ln 
c¡ue contiene una re.sistencio R, \.l'l'lo 

L y un copa c·1~0Y C.. en seYie, \o ecvocién 
rec:\'JieYe Yesolve" ec.;,: 

. (B.'I) 

como se sa'oe . .i.1.JJt .;.un: 
c.o5 \lj t. =. e + e. 

2. 

a\ sus\;.¡ tui" en \a e C\lac.ión (B. lt) tenemos 

iwL (f\e4Ul't -Bé.4.1.11t.) t R(A.e.tlJJt + se.-i.w\.) + 

Á~C l A e:lUJ\_ B e¡u¡l) = \J~. ( e..4wt + e.tui\) 

S\~uiendo · \os 'ro?.onomientos onteYiOYes, esta 
ec.uac.iÓn f'·lE~:d e '5CY cH~Yta para .\:.odos \os 
\lo.\oye"=> de\ ~¡ empo , Úoi c.c:onenle 5i \os c.oetic.ieo­

tcc:, ctC e¡UI\;. '5Qn \05 miSm05 en arnbO':> nüem-

bt0'5 de \a ec.uo.c.iÓn, y onó\o.9omente ?ª"ª 
e-..é.wt. 



\a Conl\c~ad c.omp\e:jo en e\ paréntesis , puede. 
Sel" \\omadd ~ y es cri b·1r: 

e= R+l(wL-~) = \"l\e.¡"' 

donde \~\ =V R2. + (wL - ~e.Y-' ; 
anó\09ciroe11 \:e R-¡ (\JJL - '/\>)t) 
entonces: 

y 

\Jm 
2 \i\· 

-Á~ e 

\Jm ¡ 'i' 
~-= 2:\"i\· e. 

'P= to~' (wL-m)/R.; 
=lcle·.t'I' 

C.ompa'rCl\'H~O CC:m 

tene:mo'5 

il.IJt -.A.l.llt 

(05 \.Ut = e. + e. 
'2... 

1: = ..Ym.- e.os {u.i-\: - '41) 
\~\ 

Este 're:,1.1\lc:Ado til1a\ del \ci ma~n•-tud Jese.ddc::A 
y e\ án~u\o base de \a. con\ ente c.on "respec­
to a\ '10\toje op\icado . De: este modo \a ·"''º'"" 
h1oc.\Ón es.\:ó conten\da ~n \a conston\:e A 



e e"' \d CO\'\S td"'t e B, y 'nin91Jno ·,n~º''"'nociÓn estéa 
en Una C\úe '"'º esté en \o otY-o . Lo c.onstonte 
8 e'5 Pº'" n~c.e5\dad \o COn_)l.l~ddO de 'J:\ I ya 9\le 
es \:o es \o Único manera el"I \o cuci\ \os dos 
pueden SeY 5\.l'rnodo5 I fd'<O darnos Und co-rden­
te reo\, y \ci res p\lcs ta t\l'\o\ ex de to po...-a \a 
conie.n~e, e5 9\le de'be ser reel\; \\le90 pues 

·\es n·l\~ad Je\ \:.rdbojo f\l~ ~nnec.~so-rio. Podemos 
'1niC.iOY' Únicomen \:.e COn 'J'm. e"Ult e.1"1 \u901- de \!no 
expre5iÓn Con do:. bfrmino5 , \o 9ue e.orno sobe­
mo"5 es e')\li'llo \ente o . \Jm C.05\llt , ?c:i"ª \o co­
rri en \:e tenemos f'Ue-;,, so\omen\:e: 

\I • i..(w.\:- "fl) 
I= ...un- e 

1 'l \ 

Aun~\le e5~o exp"re-s\Óo nos da \a con\el"l\:.e, 
pues .\:.o c::\ue es \):1 númeYo comp\ ejo y >no uno 
Cein bdod .-e~\ , es3c.o contiene todo \d \\"lfo'fma­

CiÓn c¡ve deseamo~ COl"lo<.e"; Lo mo5n'itvd de 
la coniente V/ 1 l.\ y su bé::lse con 'f"e5~ec. lo o\ 
\Jo\~oje dphc.odo ~. E.s.\:e pYocec:hl"l·úento, file~ 
de \..:;oc.eyse e X <::4.c .\:.c:nnente e5cv·,'t,¡ en do" 

A CcH>~~ de \a 'mc.on\Jenienc\o de U5oY es~a 
\'lo~ac.i<;Ín / es comJn Y"IO escyibir\o exp\íc.i\:coY1ente 
paro CI"\ ten de\" \o ; es-to es, Cua\ '1ui e Y t"re cvencio 
5\mp\e: 5in1Jsoida\ f(t)_, se expve5a poy su WlCA,9-
~\ ~ud y s1..1 bc:i5e Me""ª, o pcY Re e °Ih'l de 
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A+.tS (en ClSe) y (t\le.Yo de. ose) -respec.bvomen­
\:.e, \d exp're5iÓn ins \:.oi:táned ,, puec\e enc.on\.'l"oY· 
se: rt'\u \.\:ip\\c.óndo fºY' e"'\ll\: " y tornonJo \o pot"te 
\'ea\~ 

f(t.)= Re[Me;.cw-tte)] = Re[u~,+;.B) e.i.\lltj 

E\ uso de exrioneY'\ C.\Ci\es ccmp\ejos ?cHO co\cu­
lo"" \o potencio. 

Dado un \/o\.\:.oje senoiJd\ o lrovés de IJl'\o 'oo­
bind 

\)(.\:.)= \Jrti Co'5 (uil-lr cp,) 
y \.loo CO'fl"iente SeV'loic:L:t\ 9\le Huye: o t:rovés 
de \a \'Y'\i'=>\VIOI bcbinct 

I(\:) = IV'1"1 to5 (wlc t 'I>?.) 
\o expn: siÓn pch·a c.c\\c::u\dr- \o ?o\:eV'lcio \n~\:an­
tón eo, es.\:.á Jodo a\ mu\bphc.ci'f entYe s\ 
'Ht)· I (-l) ; es dec\Y: 

W(l) = \Jtl)· I (l) = \Jm I'"" tos (~\..t cf.,) cos ( IJ.lt-\- ~'L) 

mós 1 cos~co-5~= t[ccs (P..-S) + cos(M~)1 ¡esto es 

~ l Ü :: \Jm¡m e.os ( 4>1 - <Pi) + \J'¡"I"" e.os ( cp, + <I>:¡) 

E slo \.¡ene uno Pº""\:.e 9u,e. es ~YOM eó·,o de\ se.· 
l'Y'liprod\Jc to de \os arnp hluci es \'YIÓ~·nY'\oS y e\ CO"-

seno de \a di\erel"c.ic;. de \os cín.9u\o-;, oo;:,e, y 
li ene una paY\.e 90e e.s de. do'o \e. hec.1Jencio 
5enoida\ de COni eY\\:.~ o\ \:erna ( C.t-.) , doáo pcy 
e.\ se;,uodo .\:.hrn\no . . 

IJnci exr,YesiÓn \dént\c.o,, de 'necho 5e. obtiene 
5-\ uno IJ \::,h ~o \o no.\:~ción ~OW\~\e~ e"' \d ~OY­
\'nei Cc:m'p \e \a H t.) = R ~ [ M e. ... C1.1Jt +a) J ya. 9ve son 



exóc.tol"l'H~nte e°¡\livo\ente.'5 ', 

Wll) = {Re [ \Jm eA.(Wt + cp,)]} t Re (Irn e¡ (w-\: +<Pi)J1 

La exp'"es'ión exocto pava \a potenc.io ·mston­
tóneo ~ p\Jede .\.:o'rnbién se Y es c,y·, to en no.\:.ac:1Ón 
c.orop \ejc.1 ;, poY'a e5to ob:.er.ieMos: 

R~ f!\ = t l P.. + ~) 

(ReP>-)(ReS)= f (fl.\-/\)(Bt6)=tlMt¡~)+t(~~t-~~) 
= t Re: Lt\~ + p..i) 

Enlonc.e-5, 5\ \Je I ~o:., C.ons\deYodos ahoyo c.o­
mo fac toYe'5 Cornp\e_loS de: ei..\ll\.,; \.l.)(.~) ?\.lC de '5CY 
esc..yi ta COMO'. 

j_ [ - Úv.Jtl 
W = 2 Re '.J1. + \J!. e. J 
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q, lf\ TR~\llSfORt-\/\t>t\ DE L~PU\C.E Y LOS t1RC\H­
íC>s f\..E.C TR\COS. 

la ec\loC.iÓn d\.ll(°lho'f" Pº"'ª \Jn C:iYC.\J'1to L, !<.,e. 
Ccns\dé'<ese e\ ciyc\li\:o de \o f\9""ª (q.\), e\ cuci\ 

COn5tOI de: una bobind \.., \.lná tes\steV'\c.iO R y 
l.>o capac.i \:.o'< C. e1'1 5e"t'i e. ~ c.on \.In ve\ \:aje. \1 <.-\:.) 
cip\icc:tdo a 51.)'5 te"Tmh"\ci\es A. y '3, pcH'<:i t>O. 

P110,(q.\) 

·s1 I es \a co-r,..\ente e'(\ e\ C.l'<cvito / y Q. e<.:> \o 
Có'r9d en e\ c.ondeY\50 do\' 1 esto es: 

~ 
I = o-\: . (C\.\) 

la ec...,c:ic.\Ón fundamen~04\ pov-o e\ C:ivc.uilc, se cb· 
·\:\ene \~\la\o'l"lclo d\ 'lo\ \:.oje. \J, \o 5\lma de \as 
e.oíd.os de \os vo\~C*_}e-s en \a bob\na, \o t"e~\s-len· 
cia y e\ copClci toY ¡ es dec.iY'. 

L &!. + R 1 -\. 9.. ::: V I t '>O • • • . •• ('l. 2) 
d\: c. 

E.\ t>vob\emo es tesoh1ey lC\.\) y (9.'2) <:en <:cY'ldic.io'f'les 
íniC.iei\ es 

I = 'Io y Q = Go C.1Jando t=O ...... l9.3) 
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E 5 bie11 im?oY tal'\ te ob5 eYva't" que \Ci conv en c.ión 
de\ si<3no es\:á imp\lcitei en (C\.2) y en (q.3): \.lnCi 
de \os te-Y-mit"lo\es /:>..,e ¿ di9dm05 ~ se se\eccio­
na con si~no posi\:.\vo y e\ \lo\.\:.aje ap\ic.ado \JJ 
es COnS\derc:ido po5i\:.ivo C.\lctt"lclo A. está Ci mÓ'5 
pote.,c.ia\ '\ue B ; \o CO'l'riente I. es ~os\.\:\vo 
cuonc:lo f\uye a poY ti'r de \c:i teYrnind\ posi \:i'l/a 
/\; finct\mente pov (C\.2) c.1.)(:mdo I e5 posibveiJ \o 
ccir90 Q se \nc.<re mento ; es .\:o e:5,, \d di l"ecc.\ón 
pos\bvd de: \d conie:nte 5e d\vi~e hac.io \Ci 
p\ac.o posi bva de\ condensado". C\lcrndo estos 
c.onchc.\ol'le5 'nón s\clo dce~ ~ad as , Io, Qo , de'oen . 
tet'le'r \os sic;iY\Os de ctcue ... do con \o ante'YioY, 
y e\'\ con~ecueY"lcio \os \lo\o.,.es \"esu\~cintes 
c\e. I y de G.. / debe.,-ón seY \n\:eYp"<e \:ocios 
de oc\Jeydo c.oYl es\:.o. 

f"o'rtnel"no5 plJes \et ec\JaciÓn 
\a tYoY\sf ormada de Leip\oc.e 

cwxi \"i en· / \.15ondo 
J en \o ecuctc\Ón 

{q.2.) 
(Ls+R)Í + Q. :: LTo +v e 

. . . . . . (q. Lt} 

G. - ! + ~ \J • • • • • • • . (9. s) 

\o 5U5ti t\)c.ión de Q en (q.~) Vi0-5 dd: 

( l 5 t R -T ~s) 1: = V + L T.º - ~º 

esto nos dd I., y de'oe s ~Y Y-ec.o.,.Jada 
\5i ec:uCición func\d noe'<\b:i\ po-ro un C.iYC.\lilo 
Q si es \"ecy-.ier\da 5e ~nc.\lenhct de lC\.'5) 
~.6). 

•. (9.<;) 

e.amo 
L,R,C.. 
\lSct'<ldO 

PctYa \.)fl circu\~o °¡\le c.oris.\:.o de IJl'\<:1 resiste"'c.ie\ 



( l '5 + R) To = V + l Io . . . (9:~} 

t5tQ c.onti ene Ú'n\c.omente \o conch cidn iníc.\d\ Io,, 
puesto 'lue. és \:a vi e11e. de \Jnc:i. ec.\lac.\Ó\"I ck~e.,-en­
c.ia\ de primer OY-den poY"a \o CO'r'f"°lente. /.\Yló\o-
~amente., Pº"º \Jn ,c.iYC.\Jito °iue. c.ontie'f'le. ~e.sisteo­
c.ia y Cc:ipaci.tor unic.amen\:.e.,, \Ci ecuación oui<.\\-.or 
es: 

( R + cls) i = \; - ~ . . . . . . . . ('l. 8) 

· Tonto (q.1) como (<1. 8) estQn inc.\uí das en (C\.6L 
() puede'f'I ser deducidas d1'rec.tamente. Parn \:.er­
m•no"", e.xis\:e. una ex 'ten-::.ión ú.\:.\\ de (q,5) y (C\.6); 
Sea una re5is\:enc.ía induc.t\\la L, R, eY'l se·6e 
Ccn un canden sador pe.,..rne o'b\e de copac\dad 
C y ton duc \:.anc.ia p e:.,.t'(l ea6\e 1/ G ,, \as ec.uo­
Cion es c:nlx i ha res SOY\~ 

( L5 + R + - 1 _ \I- =V-+ LI _Jk_ · · · .(9.q) 
G +c.s) º G+C.5 

f\e.<3re5at'ldO a \a eC.\.lacíÓn (q.6) ob s er\JcHY'IO s 
~\Je ésta inc \uy e \a corri en ~e. inicia\ et'I \o bo· 
bino, y \a C.ct\"90 ·1nic.ia\ e.Y\ e\ Cande.T'l5odo'<' (es­
tos se re\C( cionaTi co"' \a eneY9\a ch1ébc..o y po­
tencio\ \'e:spect\\lctmen\:.e., d~ \o C.OY\"iev .... t.e). 



Pv-ob\emq 9.\ Un vo\tQ~e. c.onc:itante E,, se oph­
C.Q en .\:.=o ,, a un cív-C\flto l, C., Po., c.on c.or90 y 
C.on-\er-i\:e Ce"ro \Y"1iC'1a\mente.. 

So\uc.ión: ClC\o( \o ecuación aux\ho'I" (~.6\ e.s: 

(ls -\- R + de;,) I :: ~ 

en1c.on c. e e:, 

donde - R 
)J..- 2.l 

Y12 ...!.. - AJ'l. - _l - p_'l. 
I "L = Lt /' - LC. "IL1 

usando c:om10\1Jción ( hansto'l"madei iYl\/e"(Sct de la­
p\ace) 1 en con t:<c)mos: 

E -..Mt 
Y\,Le :ienYL-\:., 5¡ ~>o 

I= E -At - \:. e. 
L 

, Si 
'l. 'l. 
~::-K ¿_O 

Pro\:>\ema 9.2. \)n c.ondensodo'r de capoc.\deid C.. 
car9odo e.en 1J<1 vo\.\:..aje: E., e'5 desC.d'r<jado en t=o,, 
C.On una 'l"e5is~enc'1a ·1nd1Jc. \:.\\Jo l t<. 

So\1.Jc\Ón: o~\JÍ ~o=CE, I.o=O, \J=O y (9.6) será: 

( L s + R + _\ .) i = - ~ . . . . . . . (9. H) 
C.5 5 
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\o cua\ e'=> \a misma C\ue en e\ e_le.mp\o i ,, excep­
to po'r e\ 5i9no ne9ott\lo. E:s.\:.o \mf.\\co °¡\Je \a 
c.on\ ente ín\ c'\c:s\ t\uye ciescle \a p\aco P,O'Oitiva 
de\ C.onden5c:idor. \Jsondo (9.5) y (<J.11) \a tyons -
foYmoc.\dn ele: \a ca .... '3º 5o'bre e\ conden5 odoY. 
5e en c:\lenha · °¡\.le eco·. 

Q= tE -- CE. :: 
5 - S(LCS2 +R(St\). 

C.E ( ":>+ 2}() 

( 5 +_µ.)1. t Y(. 

dondé ~emos 1.>S~do \a \"\otaciÓn de\ p'<cb\ e:ma q.\, 
en ~\ CCl~O Óe '1ue. '1_2 >0 tenernos: 

A.t µ. Q = e E e: ( tos rt.t + Yl'\.. sen \'\_\.) 

Pro'b\e\'T\a q.3 \J11a CO\-Yien.\:.e: constante E/R,, 
f\uye desc\e \.ln<:i bQ\:~no de. vo\toje E / a ha\Jés 
d~. una comb\nctc\Ón l:n FTd\e\o de. un c.onden­
sodo\" C. y Ul1d t"e.~is-tencia \nducti\JO LR (f¡131J­
ta C\.t L cuando \:.::o e\ in\..e.n1Jp to'c" 5 es c:ibieYto. 
Se \-'e9uie"re e\'"\con\:.YaY e\ ro-\:enc.\a\ et txei\/éS de 
\as \:.ennioo\e:s óe\ condenseidor. 

5o\uc\Ón: De~rue'-s de <=t1Je e\ i\'\\:e'rruf>\:.º" '5,s1:a 
ob\erlCOo~ e.\ c.hcu\\:.o c.ons\ste de l.RC. en '5ey\e; 
\a ca"".9ª \nic\.o.\ Q.o en e\ conden:sadcy es CE, 
y \o Conie-nte inicia\ Io en b bobina es - E /R,, 
e\ S\9no \"OE!:'nOS ha 5ido tomo.do CiS\ d~ \ds 
Conc:hc.\o'f\es de\ prob\emd ; l!"=>to es, r\1..1ye desde 
\a f'\()c.d pa;:,i t\v d d~\ C.CW'lde"nseidov- . C.on esos 
\Ja\o..-es \n\c\a\es (<t6) seró: 

( L 5 -\- R + ¿s) Í = - if - ~ 



i=- t.(s+2;t) 
R [(s+µ)'l. + "(] 

lue90, C.On5icle:rando Únicamente. e\ C050 Óe. ~\Je ~1 >0 

I= - ~ e.At: ( cos l'\.t + Jt¡'l <:>en itt l 

5i \J = Q;c. e~ e\ \lo\ ~djl:: a ha1.1é'=> óe. \os -le.y'((li'f\ct· 
\es de\ Conden5adoY, c\e aq\.l~ 9ue u5óV'ldo (C\.s) 

v = g__ e 
::. _g_ _ E ( LS + R) _ 

s Rs( LC.51 + Rts+1)I-
E ( s + ( o/J - ( YRc) 

Cs+;~Y· + vr 

\J = E é.M.t. {e.os '1.t + ~ ( 2RL - ~e:.} sen yt_\: 1 
E s.\:.e e5 e\ \::,~o más Si\'1"\?.\e de \ln c:irc.ui.\:.o 

d·,syl.)ntOY J re5.\:_y-\n9ido O IJY1 rrob\ema ~ en •e\ ~Oe 
se re9uieye e"'c.on"l::.rar e\ \lo\b::cje. a ha1Je5 cie 
\;i~ c.ontoc\:.os de \JY'I 'mte"rruptor despues óe °¡\le 
este "1a s·,Jo abie-rto ; en esle c°'so e\ 'IJo\taje 
~ tv-avés de\ ·w,teYn.1p.\:.oy- 5 . es E- \J. 

Pro\:,\emo 9.~ \jn -Jo\toje o\\:.erno Esen(wt.+cl>) 
es op\ic.ocio en .\:.=o J a un ci~cui\:.o L RC. ; C.oY\ comen- -
te y C.a~o G. c.er-o J inic.io\. 



So\oción: Pue'5to ~l.le sen (wt. +~) = se.nwl cos el>+ 
cos wl Sel'I ~ , su -\:. 't"ansfovmadd es: 

5 sen~+ wc.osp 
si + w1 

\1Je~o, \lSondo \05 notCldones, \a ec.\loc.ión Cl\l)(.\ho'< 

es en este caso: 

Í = J;_ • 5
1 

sen p ~ ws co'f>W 
L (si+wt)( ( S-Tfl)2.-\- ~1) 

Considera'remos so\amen.\:.e , e\ caso \nte'"eso'l"lte. 
\'('>O . ?oro e.nCol"'ltroY I. poJe..mo5 eXp're5aY (q,6) en 
TYácc.\ooes fªYCiales, con der'\om\noc\oye.S Cl.)dcln:l­
bc.os \"ea\ es, u ob5er\londo ~\Je 51.l ctenominodo't" 
es (s-1.w)(s+;.w)(stfa-.t\'\_) (s+jl+..t\'\_), ~5í pi.les·. 

I = _g_ f .-uleien e/> .+ ).l.ll'l. e.os w ~1JJ.\:. t c.on'u ~ado1 + 
L \_ 1.LUJ L(;.ttJ.w)?.-\-r(1 '..\ ...J 'J 
E f (-A+.i.YL)\enci: + w(-fl+..tl\) cosi,6 
L L 2~~ct-.).l+¡~f+~J 

-,M:\:+..twt e + 

PCl-ra reduc.\'( º 5\.) to'<rnd Y-e.a\, nCl 9a\'flos \05 s\ -
~\.\\entes comb\os: 

~ ['~JA w -\- ¡ ( \JJ1-fl1- \'( ~ = 1:. re ¡S 

(w'l..+ µ.i-t() + '2.. ¡ Jltt. ::: "i, e;.~, 



entone.es I es·. 
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\C. POTENC.\t\L (LEt.1R05TP..T\CO. 

10.\ runc.\c:nies p.ot~nC.io\es ~ora f?'<Ob\emo5 e\ec­
t\"OS táhcos b\d \mens\ona\es. 

Recordel1'lo5 \os cov'\C:\iciones cie \)' i\\arnbe\"'t -E\l\er 
( to\lc\iy - R•ernan ): 

éHi = 'd" . . . . . . . .(10.\\) - ~ a X 

~ :: - ~ . .. . . . . .(\0.\2) 
a X º~ 

S\ \a ec\locicín (10.\\) es Jey\vadd COY\ \"especto o 
'/.. / \d ec\loción (\0.12) e~ respec.\:.o a ';I / Y \as 
etUOICiOn es re5u\.\:.ante5 Se 51.Jmol'\1 v-esu\to: 

a"u. + -azu. ::: o ......... (\0.13) 
-ax2 -a~t 

oná\09amen.\:.e·, si e\ orde·11 de derivo.c.\ÓY"l es i"O· 

\Je:rbóo, Ye.s\J\.\:.a· . 

. iJJ._ -\- ()2·y =O ..••••..•. (\O. l'i) 
cix-z. o°'j1. 

Estaco ecua e.iones' son conoc.\dáS e.amo ec.uoc\o­
Yles de \.op\~c.e en doó dim ensicn es; entc'<\c.e.s 
tanto \o Pº".\:.e 'rea\ e.orno \o f>º"\:e. ·1rno9ino-rio 
de. una ~i.H1cio'"" on01\í\:.ic..a de \Jaria'o\e C.omp\e._)o, 

.. coahsfaceY1 \o ecuac\Ó"' de \.ap\ac.e. , y de'oen 
· '3ev- adecuadas Pº"º uso\'\os como ~1Jnc.iones 
po\:.eY'lc\a\es) pon:i pro'o\e'n'\a5 e\echos.\:.c:í\:..ic.o5 bi·. 
d\mC'<\5iona\es. la \ovma en °¡1Je e:c::.to se 'nace, 



en prob\eh"las espedficos 1 y \as hmJ:ocione5 de . 
su u\:i\idad, 5eYal'l mostn::\ctas con eje-mp\os . 

• Er1 \Jn ptob\erno ~ri e\ ~ue un~ 
1 

de \as parte.s 
\.lo V, es e\ec~;1do como \o .\0nc.1on potenc·10\ .1 \a 
oho se"ó eoporc\ono\ o \Q tunción de f\ujo: 
fiª""º demosho'l" esto J su?on9~mos °i\le IJ... es 
\a función de potel"lcio\ en vo\.\:.ios) faro Uf\ pro­
b\e""'a pa't"ticu\d\"', t\ COY11f:O e\éctriC.o ~\.IC se. 
cb.\:iene corno e::\ c:JYCichente. ne~cthvo Je. \l.. no'=> 
da: . 

E)( = - ;~ E~ :: - ~; 

X 
FICo.~10,\1) 

la di fe"encia\ totQ\ de \o f\lnción V (e\ cambio 
de V '1\Je Corresponde a c~mbios en \cis coorc\eno­
deis X e ~ de ch y d~) es: 

d\J ::: a\J "dx ;. ~ a~ 
-ax o~ 

mct5 .1 de ~cue'l"do a \as conchc.\o'fles de D' ~\ambe'rt 
- Eu\e-r : 

ó - t. o V = - D~ d ')( -\- \)X d ~ 



Anoh?.ando \a f¡9uro (\o.\\) rec.onoc.e.mo5 ~u5td·­
men\:e. e\ nujo e\éc.tvico d'fJ entxe \as cu'""ªs " 
y \J + dv , c.on \a c:hrección posítí\Já como \o rnúes­
tt"a \o. \\echa, entone.es~ 

- d 'P = E dv 
Y excepto f°" \)no con slonte. , \a cua\ puede lo­
h'\orse i5ua~ a Ce'<o , e\i9iendo e\ 5\sterno de \'e­
fet encia de moneY'a 91Je e\ ~h.1jo \J =o • 

- 'P = t. V CO)J\ol'n'oi9s 
'meho 

~nó\090\"0eV'lle. , 5·, V se e\¡ <je. c.omo \o func\Óh 

ele polencio\ en \Jo\bos, ?ª'"ª á\9ún pvo'o\emo, E: U. 
e~ ~o func.iÓn fh>jo e.n cou\ombios ?ºv met-ro, to'('I 
uno ~\ec.1:'1ón cipvop'1ada de \o cliY"ec.c\Ó"' ~oYa <=\\Je. 

e\ f\~o Sea f05i tiVO. 

Hemo5 visto '\\.le \1 o V , pi.le.de. se.y \..)Sedo co­
mo \o. tUl"\CÍÓn de nujO / yo e¡ue CH'1bO.S 5áh '=>~a· 
e.en \a ec.1.1ación de Lap\oce. . lo ulihciaJ óe-\ 
conc.eplo, \'\o obstante., \o impo\'\.an\:.e. es '11.le. sea­
mos c.a?oces de. enc.on\:'<a'< \o .\unc.ión OY'"l~\í\;\co 
W = fC:e.) J .\:.o\ O¡l.le \.l y \J tomb\én "5ó\:.i 5 ta9on 
\o'5 COndic:.\one5 en rroYlte.,.a, f>cm~ e:\ f'rob\e.m~ 
e\'\ co"nside"Clc.\ón. 

C.omo un e.jemr-\o, 51.lfOY'19omos °¡\.le se de:~eon 
\os patenc\a\e 5 de: dis.\::ri'bl.lc.iÓn en e\ p\Qno ~ , 
C\.londo \as conchc\o'<\e5 en \a fyonteva son: 

\J = '1-..'i/3 ~::o 

lome mor::. W = r.. V3 

Es c\oyo q\,)e poyo ~=o ~ \o pcwt~ '<e:o\ de W ~~ 
\J.:)('V3 

; odernás \Jemos '1\,)e d.w/d'! ex\s~e y es 
Únic.o, e.xceplo e"' l=O; e"<lto'(\ces \.l es \lno f\.ln-



C.\Ón de po~encic:.\ odec.uadd poya e<:>te p'f"ob\emd. 
Es mcis CCn\le~·úe.n\:.e pa"<a e5ta fu"'c.ión paY.\:.\c\l­
\a'(, expYeSa't' ~ en c.oorJenCidas po\a'res 

4¡3 .t'ij39 
\ll:: U.-t..i.V =y e. 

entonces \l.,,,.'('V3 c.ose , \J= '(413 sene 
los \íneas e9\.lipotenc.io\es, se eYic.ue~tYon \o· 

mando \.l i~\lo\ a unCi c.ons\:.an\:.e., e.amo 5e. m\le.5· 

h·c:l en \o ~i9\.l'l"C1 (10.12) po..-o \i::o y U.=\ . Es ín­
t~'r,esan~e .. Ob5e'fVO\' •°'\.le \o r\'OV"lteYc:t

1 

de \o f\.ln­
C.\QI"\ U.::Xh,, ';:\::o~ ·bene to'<mo a\"\a\o<_3a o \c:l 
de Un d\odo, Con 5\l c.ó\:odo e.n ~-::O • \)sondo 
e.s.\:as k\eos, un diodo p\ano puede 5e\' tYu\'"\­
c.odo, y~ \os \eneas po\:e ... c.io \es C.O'rrec.~o.5 p'l"o· 
\on~odos sobYe \o º"¡ s to \-.\:,ye , c.o\ocondo e.­
\ec.tvoc\os Q \o \ar90 de \as \~Y\eos e.'1v\pc te'I"\· 
C\o\es Como se mues bo en \o ~i9ure1 l \o. \3). 

tl(o,l..\O.ll) 

')\ 

/ 
O,vomcs 

1J.-= 'X 'V~ 
1.0 VolTIOS 

C.~10 DO· ;·; Í ::. °> . 't ~~Ctl"' \ 
0 :. ' -'¡ ~ . ,'•·:•e V 

"' ... ·' •• r. \.e 
VOITIOS) ,.,,•:'_,',"."~ Vo\llCS 

1 t: :, ,· .'' '·~. ~:~ ·' :~ 
fl"-\ 10.1:,) 

Este proc:ed'im\e""\..o e.s muy iYl"lpov-·tc1'nte. en e\· 
diseño Óe taño\"\eS e\ e.e txÓnH.os COn n\.ljO 'fe:~u\a'°. 
y e\ resu \todo es C.OY\O e ido como ca11ÓYl de Pie'<ce.. 

\O. 2. Map~o C.crtfo'f'me 
\Jn punto de vis.\:..o \.ll'\ poc.o d°i~ere...-Ae el\ em-



p\eado chite~iOYrnen.\:.e, se si91Je <:>\ nos \'ete.timos 
CI \05 e\a\"\OS i!! y W ; puesto C\\le. \o re\dciÓn fun­
CíOna\ ~\}o un vo\oy de w, CO\-'("espo"'c:\iendo Ci un 
\IQ\Qy de C I f0'<0 \,)1'\Ci tUnC:\Ón dddc:i 

\J.l = H:e) 
Cua\9uieY punto (x,~) e\"\ e\ p\aY\O i::, \e COY\"espon­
de al9J'n punto (IJ..,\I) e\"\ e\ p\oY"o \.lJ; C\Jondo es­
te pun\:o se. mueve o \o \c:i..-90 de d\9\lnCi C..\lYllc:i 
X= fC~) en e\ p\ono e , e\ punto co·n·es~ond\en.\:.e. 
en e\ p\ano w ho?.a uno U.== t\ (\1) .. 'Sí este se. 
mueve en uno '<e9t.óY1 e\"\ e\ f \cmo e ,; e\ funto co­
he spond i en te el'\ 1.>J, 5e moveY"a Ci l\'o\le.s de 
01l9una \"e9ióY1 en e\ p\oro \JJ • EY\ 'je'\"'leYa\, \ln ~IJn­
to en e\ f \ano ese .\:.,.o.ns tonna e.'(\ \..)(\ p\.)nto e'<I 
e.\ p\CAY\0 U! , \.)Oa C\lY\10 en e\ p\c::mo C se tro\"'1"5-

fonnc:i ~"' \Jn~ C.\J\'Vo t:-<I e\ p\ano Ll.J ; y \J'f\Cl '<e9\ Ón 
en e\ p\o"'o ~ 'óe .\:.voYl"=>tottv\a en \l'(lo '<e9\éo en 
e\ e\a\"'lo \>J. 

L1Jando \ot fünc.\Ón H=!.) es d"'o\í \:.\co ,, \o. de'ñva­
do dw/ de: en un pu<lto es \Vlde?enc:\\ente. de \a 
di Ye c.c..ión de c.arnb\o d.~ de\ f\J'(lto. \..o defr.io.da 
puede 5e\" e:sc..,..\to en .\:.é'<"Yn\nos de 51.) rnei~Y\\t1.>c\ 
y tose·. 

\a mog\"l\tud d\ú e<:> "°' \J~c.es \d vno~n\tud de ch ... 
y el ém91J\o de. dl.I..) es o<. , mas e\ áY'l_sl.)\o ch. etc.~ 
y~ 'nemas len\do OCCiSiÓn de \tob\c:i\'" de \a or­
.\.:o~onct \\dad de \OS -tlJY\C.\Q'(\e'S \.l Y \J 1 e\le5t0 ' 
c;:\ue \as \\neos \J::c.\:.e. ce.ion \íneo.s de f\ujo,C.1Jc:i0· 
do \o.s \("'eels ll= cte. '5on \\neos de \~\Jo\ ?oten-



Ci<> 1 y vic•v e ••a. Desde esl:e pu.-.to de Vi sla la 
hansfo•tn<>cí o'n tonfo,me f"ede enlende•se tomo 
ª9"• 11 a c¡ue loma \Jn Ce•,.,, po Un\ f O•m e en el pi ano 
\4J ( •ep•esenlado por la conslan\:e U., •9ualmen-
l:e e sp" ci<•da y 1 r ne as V= <le.) y l:,ons f º'""ª a­
c;iu e 1\ as •e 9ion es co., servando 1 as p '°P 1 edades del c""'po el e e l:ms lá b co. 

F,ecuen1:eme,,le I" l.ansformac;o;, se hace P"­
so a paso; esto es, e\ C<>meo Un\fo•roe es hans. 
fo,.nado f>hnero en al9ún pl<>no cempl"-10 1.,1:.,......,_ 
dio, "1ed1anle 2o= f(w), después en un se9undo 
piº"º· lnlermedio z, = 9, (2,) , y f''"'I mente en 
un plano O,~ \.¡ (2,) , en el Cua\ las co.,,l\c1ones en le. ftonlera se sa-bstc.cen. 

, 1 - r.; 
~- --- U< 

"J +··---__,___. u;. 
t-¡.-+--1-, -+---1--¡ 1Jj 

--! . .._.__,_...._ __ t 

10.3 ~~-ca.,,~ ~~.~ 
Como~ •je 1nplo . tonsidetemos 

p 
lJJ = = 

<'5 Con1>en\en l:e Uscir la fo..,, a pela• para ~ 
lU=<re.te)P= rpe..tPe 
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\l.= rp cos Pe, V= rP sen pe 

Oesc:le e\ p\lnto de vis\:.a de.\ niapeo· <:.on~o\"me, 
e\ <:.ampo e.11 e\ p\ano w es Uhi fo~rne; \as \(neos de 
i9ua\ po\:.enc.ia\ ( c::h'3omo5 \J:c.\:.e.) e.Y\ e.\ f\ano IJJ 

P,ued en Se'r trans fonnados e."' e\ p\aY'IO · ~ .. toman­
do \J =cte. en \J:; rt>sel"lf'€1 . De oc.1Je..-do C.OV'I \o on­

\:.es e>1.p1Jes\:.o, no tornal'Y\o5 cons'idere1c.ione.s e.x-
p\ e ci \:.os de \o ex i stel"lcia de\ p\ano W, 5\no 5\m­
p\ emen\:.e re<.o'í\oc.emos q1Je. \J e 5 1Jno so\1Jc.iÓn de 
lo e.c.\Jac.ión de LaP.\ace , y hotcn· de o)usto'r \os 
c.ans\:o.n\:.es, de ~\ fo..-ma 91Je \} sea \'31..lo\ ó uno 
consto11\:.e, \as \íneas e°iuipatenc.ia\es de. o\:c:H\\le 
de\ pro'o\ ema. 

5i \J 5e e h9e cerno \Ci ~uY1c\Ón de po~enc:,a\, \o 
fo'rvnc.4 de \o C\lYllct \l=ch. (i<Jua\ potenc\c,\) e:i l!\/i­

dente pe .... inspecciól'l, Pº"'°iue \J e'5 c.e"<'o e.11 0:0 y 
\:omb'1én en e= 'i\ I P ~ \ue~o si dos p\ onos coerniín­
f1ni tos C.onclüc.toYes con po.\:enc.\a\ ce..-o ínteysec.án­

dose ci. un án9u\o o<., donde 

o - íi 
í - °" 

Coinciden con 5U e9\.i1potencia\ y \as ccnd\C:,ones 
en f.l"ontevo 5e sa\:.i5,aCen. Lo forma de \Cis cur­
\Jos U= cte. y \J= c.\:e. dentro de\ 6Y\9u\o , nos don 
entonces \o C.onfi9uraóón terco de una esC\l..lino 
tonduc. \:ora , \cts tueYI \:.es presumib\ernen~e emer9en 
5iempre 9\le no se pe..-\:.\l.,..'oe e\ C.Cirnpo. · 

Los \(neas e9uipotencia\es en \a vecindad e\~ 
\a es°¡u\no pueden 5e"r ch'ol.ijadas e\i9i endo \Ja­
\oreco cie. \J y <j"<ª \ i con do \a ec\lacién po\ay de 'r 

con ha e, con P= lí/oc. /.\nó\09arne:n~e e\ t\ujo 
o \íneas de: Campo,. puede:n se.,.. \:xaz.ddas dan­
do d\1Jersos \la\or es de ll y <jmti ccmdo IJ..= yi'c.o:ie. 
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lo fon'l"la d~\ C.OYnfO q\'o~i conde de es\:.ct maneYci, 
poY-o .es<J\l\nas con o<.= 'ií/q, 'ií/z.. y 3/2"ii se muesh~n 
en \o'ó ~i9\lY05 (10.?d, \0.32, \0.33) '<e-:.pec.h\Jomen· 
te. Esto'ó e5°i\lemos '5on de c.onsiÓey-ob\e oyuda 
poro op\noy sobre \a fon·no C.or'<ec.to de\ cam­
po, e:'rl U'f\ mopo de e.ampo 9\.le \:\ene \l'l'\O o más 
t\"Or'\'\:.eyos COY'I Juc.to\-os. 

E"=>.\:.e: es \>no de pee.os e) emp\os / e.n \os C.\)ci\e s 
\o formo ~Of.-\c:i de la f uoc.\Ón Ci u5aY deb( a C.()n­
cebh·se I peno \\e5a\" CltOYde 5\ \ct.'5 fvonteyoS 
t\ievon dC1 das os( corno . e\ punto \ "'"\ C:\ci\; f.º"9\)e 
s\ e es e\e"odo o \a poteY\c.\o 'lí/ o< , todo~ 
\os ÓV\9\.l\os son m\J\tip\\c.aóos por este ~oc.to'f, 
y \a c:cnchciéV'\ e'fl \o ho"'\:e'<a se ex .\:·\l~nde foe­
\-ei de \o \"ec.\.ei \J=o, e"' e\ f\ono IJJ; h.1e~o \J 
5o\:i5f oc.e \a ec.\lo.c.\ÓY'"I de lop\C\ce eY"I ~ e: ~ ~ 
y \a ~OY'lchc.\Ón de po-\:.enc.\c:t\ sobve \o t\"onte.ro, 
es to es \a so\\lc.\ én ()n\c.o porCi e\ f>otenc..\o\ ·m­
\:e~"'º. 

. . 
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10.4 La tYons~OY\"l'laCiÓn \o'jor\ toiicct. 
Co\"lsidere \a f unc.iÓn: 

\o fu\'\c.iÓI'\ \o<Jari.\:mo de \ln l'\Úmeto comp\ejo es ~á­
c\\ de ca\c\J\ar, sí e\ 'r"l\ime:ro comp\ejo s~ expreso 
en fotma po\a'f: 

\n l. = \n ( "<e..t
9

) = \n Y+ le 

es\:.o es W:: Ci (\nr +;.s) +ti 

tomando \os constantes e, )' Ci C0\'\10 'reo\es) entcm-
e.es 

Si l.l se toma como \o func.iÓn potencia\, recono<:e:re-
1'1\()S \'c:i to'frnCl de\ potencia\ \09a'f~.\:rn:. e.o, enc.onhon· 
do pre>.Jiomente e\ po\:el"c.ici\ ah·ededoY- de IJnd \\­

'1ed de car9d, un c.i~(n d·m C.an:f:Hjo , o entr-e dos 
ci\\ndros cooX\ei\es. lci tunc.iÓn de fh1jo , 1.\1= - f.V, 
es en\:on e.es proporc.iono\ ci\ Ón<Ju\o 0 , Corno \o es 
f.ª'"º \)n pro\:i\erne1. de \<neos poro \l11 campo e\ éc.­
trico Yadi<:l\. 

Poro ·cct\cu\or \as con5tcin.\:.es en un p'ro~\e.rr-ici 
P,drbc.1J\oy- tome.\"'c'\o5 unct \\nea c.ooXia\ con \}n Con­
éiuc..\:o'I" \ntetnoº de Yad'io Q I a eo.\:.encio\ C.e'rO , 
y \ln C:ondvcto"" eld:.eYno d~ '<ocho \:::>, a ?otenc.iei\ 
"º j 51J5tÜ.uye:nJo e\"'\ \..l: <:1hn t C.i te'l"'lemos·. 

O=Ci\na.+C.i. 

\Jo= C.\ \n'b + C.i 



esto e5 w: e, \n 'l. + tz. puede sel"' ese.rite tomo 

_ \J Gn (:1aJ. l 
w - º L \"' e 'o/a..) J 

,1. _ _ [ \n (z/<t) l 
'f' - \l.- \Jo L \11 ('o/aSJ vo\~io5 

Cou\om't>\os 
melero 

\Q.'5 la tYons~O\'rnocién coseno ·,n"e"so. 
Cons\de.re: \o función~ 

_, . 
w:: ~os ~ · 

X = C.05 U. C.C!:> 'n V 

~ = - sen \.l.. sen\.\ v 
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LQ p\'"·1me:"ro ecuaciÓl"l , C.Ueincto V e<:> con~\.onte. 
es \Jn co~unto de e\·1pses cori\oco\e.":> C<:>n tocos en 
! 1 ; y \Cl s~9unda, cuando U. es ccins \:ante \'"ep\"e­
sen.\:oi \Jn CO\"\jünto de h1pér-'oo\as tonfoco\es od:o­
<jona\es o bs e\'ipses, ~i9ura (1<).s1). 

Co"' una 5e\ecc. iÓn opro~\odct de \d \"e9ión , y \a 
func.i'*1 (y sea \ló'i) ~ve sir-vo como \a func.\Ón po­
tencio\, tn:ms~onv,o.cion an~erior- , p\)ede ay ucto.,. CA 
do.,. sc\l.lc..ión d \o-::i si.ci1J\en\:es prob\emo.s: 

(1) E\ Can"lpc eihec\ecfo'" de 1Jn c.i\(ncho e\\p\.ic.o 
CC1r9ad.o, h1c~1Jyendo e\ Caso \\rrúte: de un~ 'bonda 
p\cmCi. 

('2.) E.\ C.am?o e'(\he dos c:i\índros 'ni?e"\:Jóhc.o'5 con­
foca\es, o enhe \Jn ci\í1·dro e\íphc.o y una banda 
de\~odo conducto'f"o °¡\.le se extiende e'(\he \os 
toe.os. 



(3) Campo entre dos c.Ütnchos hipe"rbó\ic.os C.cnfo­
Cei\es, o enhe un ci\(nc.\ro hipeYbó\\co y un condlJc.­
toY' ~\ano q\le se ex \:iencie desde e\ toe.o 'v-.os\.a 
e\ .in~\rúto. 

(Lt) Campo enhe dos p\Cic.os <:ond\Jc. \:.o-ro.5 semi in­
~i~i\:as cop\ano.'res, y con uno '<"On\JY'Cl q0e \os se­
f>dre ( es\:.e e:s e\ caso \~mite de (.;3)). 

(5) C.ompo enhe: \J'('\ C.oV'\d\lc.loY p\a~·.c \nh1"'1ito y 
un p\ono pe'rpe.ndicu\o'r sern\in\wü\:.o, sepc:no.do<S 
entYe s{ po'< una '("O\"l\J'rc:L 

1 ' u. =o • I 

. -f- - - I 
1 : ;1-

- -' I 
1 - t ..... I 

r j ' ¡''. 

j '"""-. I '\ 

' ,, ' ', 'll.'=Vo H.__,_o.. ........ ~•µ,_ __ _,__ ___ .1_ __ 

1 j I J 

1 .1 }• 1 
• - \ I 

1 ' 
' 1 )/ 
'T" - ~ \ 

\ ' ~- ...... ' 
--·,·- 1 

1 \ 

1 . 1 \ 

FIC..\IQ.S"l.) 

1 

/ 

' 

Po\"a demostxo'r Como o'q\:enemos e\ resu\\:.odo po­
\-a \JY'IO de e\\os e:n payhc.\l\oy, c:on5idé'l"ese e\ ·e1em -
p\o (5), °¡\le 5e '1\vst"<a ~n \a t\':j\J'l"c.t (\Q.1:52). t:\ p\a­
YIO in~\n\to se loma Como po\:.enc\a\ Ce\'0 1 y e\ p\ci­
nc <oemiiY'lfiníto pe'rpendiC\J\o'<" a un potencio\ \Jo; 

· poro \os '<es\J\\:aóos de \a heiY'l5~o·n1\0.c.ión gene'ra\ 
Onte..-\or, de\:>1?:mOS poneY' f octo\"e5 de esc.o\o pó­
'(a ev\toy- C.onf\Jsione-s, con \o onte'f'\C\' denotemos 
\ó.? \Jayio.'o\e s po'fo. este. pYo'o\emo e'5f>ec~ ~¡e.o c.on 
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P"imds: 
w' = C.1 CoS

1 
K 1:.

1 + C.i 

\a C.Onstonte (i, es puesta pa'<O fija'< \a e5C.a\a f>YO­
pia de\ potencia\, \o CCYnS~on \:.e \<. pcn·a ~\jo'< \a 
esca\o de\ -\:c:ivnaYío , y \o constaY'lte ctdit\VOI C.2 po­
ro (\ictr \o 're ~e Y"encia de:\ potentia\ ; CC'l'Y'lf>O'<ClndO 
con · UJ:: cos-''l # ~:: Ke', w'= (,u,+ C.i 1 \as constan­
tes C., y Ci puede\'\ tomarse tO\'YIO reo\ es pCiYei es­
te prob\emo, entol"lces: 

u.' = c., u 1- C.z. 
.Cotnpcnando \os f¡ 9urc.ls (\O.'\\) y (\O . .\2) 91Jevemos 
9\Je e' 5ec:l Q c.uando ?! es \a \Jr\\ctod ; es\:.o es, 
k = 'lo.. ; tom't>ién C.\JC:h'1do 11;=0 C\~e'<emos U'.= 'Jo ; y 
C\Jc:mdo U.-= 'lí/i , u..'=o . S\Js l::1tv1

ye:ndo es\:o5 \JO­
\c'f'eS e't'\ u.' o'otenc'IY"los-. 

r - - ~ \...\- ~ 11 

\uc9ó, \~ t'<an'.5~ormaCiÓY'I C.CYJ toc.\::ol"es de. escct­
\a propic::s pa'<~ este prob\em<:i e."=>·. 

w' = L[ + 1 \J' = "º [1 -~ e.os'(~)) 
donde u.' es la Func.\Ón de po\:enc.ia\ en ve\ \:ic5, y 
év' e<:> \a función f\ujo en cou\ombios pe'< meho, 
o\9vnas \eneas de t\ujo y o\c:.\lno-::i \~neo'2> de \13uo\ 
polenc."io\ se. 'l\1Jsbon en \a \\~uYo (10.si); c.~11 
S\l s (O'n'esponch entes f~c \:.oyes de es c.o\o. 

lo. 6 (¡\~11ch_os c6nd\lc.\:o"<es I:\'\ pav·Ci\e:\o. 
Consideres e \o 5iCj\.li en.\:e. ~unt'\ofi ·. 



éi:i\:o, p\)ede set ecoc.y-\td en \a f o'<MO 

w= c[\n(~-o.)-\n {:tto.)\ 

Coh'\paYÓndo\o COY"I \o l'<on~~o·r"r<\aCiÓn \09a'r~t~ico, 
\o C\.la\ enhe o\:...,..o.s e.oso.<:>, '<ep'<eSentCl'<Ó e\ C.ómpo 
ahededo'< de uno \~Vleo. 5\""p\e C.a'<9oda , de ci0¡u\ 
°iue es\:.a exp't"es\Ón p\lede Y-epYesentei'< e\ e.ampo 
dh·ededO'< d~ doS \\o e as Co'<9acias, \Jno. en "l.: Q. 

y \a otyo de °'9\ld\ po\:e.nc\c1 pew de 6i 500 opl.les­
to en ?.::-Q ; "'º ob~.\:.ante, es Yncis inte'<e<5ante \11os­

hoy q\le esto tOYl'Y'\O f'led.e \:amb\é"' \\e\lcn o\ Ca'rtl­
fº o\Yeclo'< de do5 e\ \t_n~.'fos poyo\e\os de. C.\lct\qu·1et 
~acho . Tomando C. e.orno 'fe:á\ : 

. . . . . . . (\O. 6\) 

V-=- e lt.añ' ~ - -\:.oñ' )('!o..J · · · · · · (\o. 62
) 

en tone.es \as \ íneo s po'<o \.l:: e.te. se obtienen de 
(10.61), tO\"l'\ándo e\ oy- 9 umen\:.o. de\ \o~orítrno i9l.lo\ a 
\.lVia c.ons.\:e1nte : 

·2:'. 

(·t,'-Q)2+1l = \< 

(xtQ)1 t~1 



\as cur11as pata U.= cte. sen c\\·cu\os con cenho en 
X:: a. { \H~) /\- \<. y Yac!\ o ('2. a.'-R / 1-'f..) . 5; se toma co­
mo \a func\Ón potencies\ ... cua\q\Jie'l"o de \o5 c\rc.\J\05 
~uar.do U..=c.te., puede reemp1i.o~atse pct un c·,\~n­
cho COY\d\lcto"' de \9\Jo\ .f>P.tel"lciei\; en.\:ol"cesJ sí R 
e5 e\ ~adio de ta\ ccndu e to\' c.oY'I ce"' b·o en )(=d~ 
f1<3ora (\0.61)_, \os \'a\ores de a.. y e\ \Ja\or peirt\tu­
\a.., de K ( denotodo como 't<o) puecie o\:>\:e..,erse 5o-
"'ª"'do 

\- "º 

\a constcn·,-\:.e C. en \a .\:.ranstormoc..iÓn, depende de\ 
potenc.\o\ de\ ti\(nc:ho" cond\lc.tor ; s\ ec:ite e~ Vo /?.. , 
entone.es se9\Jn \o detiníci~ de \( : 

~º :: t \n 'ÍKo' = e \n ( ~ +~ ~: - \ ~ 
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, 
o 

Su5bt\lyendo e"' u.= ~ \Y\nx-0..)
2 +~21 , e\ oolenc:.\o\ en 

2. l(')(.+Q) +'f 1 

cua\°iuier fH.in\.o (X,~) e.s: 

$ZÍ=ll= "º \rJY<-a.).\!J21 
~tos\,-' ( ~) liY.ta.Y·-\- ~2 

y \~ función de t\\.ljo E\I es·. 

\u - E. V :: EVº [teiñ' -~- t _, y 1 
r- 2.c:c-:,\\'(~) .. x-a. - ªº xto.. 

Auri<i\Je: 'f'IO hemos p\lesto atención en e\ c.'1 \{nc.h·o 
iz.q\JieYdo exp~ícitc:imen.\:e, \o Símeh(d '1mpoy de\ po­
tencia\ de if, causm-á esta conÓ\ciÓn de \Y"onte'l't:l, 
q\Je de'oe tornb"1~n sat\s\acer si e\ c.í\Íncho de \ei 

.í-z:C\uie"tci~ de rodio R c:on ~e:n.\:.rc e11 X::-d está 
Q \JYI pcte:Y'lcio\ - \Jo/i. . 

51 de seDmos usar es-\:e: \"esu\-\:..eido, pctrq obtener 
\a capací.\:..011c\o ?º"' \.l\"l\ ddd de \on<3itu d de o \am­
bres en rima\e.\o, 'casta e.cm o'o\..ener \o c.ar90 so­
bre e\ C.O'<'lchK \:o\" de \ei de':"ec.'na ; 0coemos \ci \ey de 
Gal.lss pch·ct e:ncoY1hei'< e\ r\l.ljo teta\ en e\ extYemo 
de és.\:.e. A\ pasa'r' \a CO\"Yi ente \.l'<lo \Jez:.. ?º'<" e\ c.on­
dud:.o'r J e\ p'l'ímeY té'l'mino cie '11 c.orr-ib\o o '2.\í y e\ 
se9\.lnd.o C) e.e:'"º , esto es·. 

<:ou\om'nio 
'metYO 



, 
o C=j:_= ííE: 

Vo Co<:i \.i- 1 (i) 

10.1 Lei hanstoYmac.iÓ1'1 de Sc.'nwa'C":C pc:f~·a po\(90-
nos e:Yl 9ene'ra\. 

En todos \os eje\"1lp\os anke'ríO"re5 \as funciones 
~spec\ficos 'ncn1 sido dodCis, y \os prn\,\ernas e\ec­
hostátic.os se 'nan -resue\\:o ?.º"" ded0cc.iÓn, de\ c.o­
YIOCi\"l'liento de SIJS p"ropU~dodes. En \Jn pYo\:>\e\"nd 
P"ác.\:ico, IJ5ud\n"lel'lte se \-ecp.Jie:Ye e\ P"oc.echm\e""'to 
iV'lvev-so, pav-a \JI'\ co11duc.\:o-r e'5pec.í\:ico de potencio\ 
\os ~YOnte'<oS de'oe'(\ seY.dodc:ls,y se. desc;:d encon­
ho'r e\ potenc.id\ tomp\ejO ú\:.¡\ pc:1v-o '<"eso\-Je"'" e\ ~\'O­
b\emo. 

Pa"C"o a\91Jnos de, \os p'rob\e\"<las oY"lte:°""io'("eS, es 
\l¿.\iclo '1\le \o ~~nc\on de pode'" 'iloya Sido c\ect1.H:"idc:i 
como si uno 'nu'b1ese dado e\ prnb\emo pYin"leYo > y 
\l'=>o~os un bue"" chb.ijo ttsíc.o CO'rnbi'llClclo can una 
pi-zca de h19enu·1c\oc\ . \..a 9YaY1 \¡rn·, .\:.oc."1Ó11 de este 
método de ·hans ~onnoc.\OY"'\eS C.on~oYmes , no c\:,c:,­
ton\:e, e'5 °¡\le paY"a \yonteYCiS bien detin\ddS,Y\0 
hoy \Jn pYoc.ed\miento di ~ed:o po'< e\ c.ue1\ poctdmos 
\\e9oy ó \o t'<onsfmrnoc.ión deseada, sí e\ prn­
b\ema t( S\c.o bich men'5\0'0o\ es dodo; heiy sin em­
ba'<90 IJ() tei\ pYocechrn\e"'~º, rio obsta'f\te, C\la'(\do 
\os tYon.\:eyos son re:ctos con ¡,.,-\:.ev sec.cione5 eY1 
án91.J\o, deseamos descy-·1b\'< e<:>to bYeverne'f'\te: 

Supon9arnos 9\)e \.JI"\ po\~9ono es dac\o eY"I e\ f>\a­
\'\O :c., fi<;)\.l"<O (\0.71), Con véd::."ice.s en P,, Pi. ....... , f'Y\; 

y C.on cin9u\os it'l-\:eYV\0'5 o<,, c<2 1 ••• • , c<n conest'on­
d ie\"\tes • Supon9arnos °¡"Ve se d.ese:d t'fO'<'l5~0'(rnei'< 
eslo tYonte'<"a en \.lncj '("ecto ~·=o , en a\<::)un o.\::Yo 
p\0110 C. , c.on ?, yendo c:1\ pul'\to l'= X.~ , g_ C1 X~ e.h. 
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La ·hons~o.,..\'OoC\Ón de Schwa\'"~ , e<otob\ec.e q\.le \a 
f 1Jnc·1cín pyopio poe.de. o\:>te.\'"le'fse in \:.e9rdndo \Ci de­
\'iVCida: 

d (~-\) ~~-\) (~-\) 
d:. = K(:c.'-)(~r (r:·-x~f' · · -Ct-x~)'' . _ .. (\0.1-1) 

P\l\NO \Ú 

x: 

P, 

FIG.U0.71) 

No es e.\ tno\'O~n.\:.c de deter'lerse. en ?'ro'bo'C" esto~ 
(véase t:u1), pe'fo cac;lo foc.\:.o'<" en (\0.11) p1.1ede en­
tende'C"se C.O\'l'\O o\<30 91..ie endeYe"Z.Cl \o f ronteYo en 
c.add \Jé'rtic.e , co~o e"' e\ caso 9ue ono \·,-z.omo s 
Cuando teY"l{ctrnos un campo ql..)e mded o uno es-
9uiY'\CA; esto es, 5i d:c' es.\:a c.c:hnb\d\'"ldo 5\em?'Ce 
en \a miSmCA di're c.c\Ón a, \o \m~o de \o rec.\:ci 
~·=o j d~ pe'C"oroord~ce e"' \a m\'::imd Ó\'<"ecc.iÓY\ (fd­
se), exc.e~to C.\.lcrnc:\~ · posC'- '«"los poY 1.1~ pul""lto, ~\.le 
conespo"'c\e a un \Je'C"tic.e / d\9amos Xm • f\c\'J' e\ foc.­
~O'f (~·-x~) tombio 5\l fa.se po'( e\ {ac..\:o'<" í\, y_ e\ 
fa.cto'r ( 'i,.1

- x:..-)°'"'1" -l. C.omb\o '51..1 ~ase e.cm e\ ~ac.­
to'r oém- íi ; es.\:o e<:>, \a diY-ec.c\Ón de d:c C.a\"l\\o\a con 
o<m - lí y fd5o o\ si9~\eY1\:e \eido óe\ po\(9ono. 
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Au'f'\0i.ue hemos hab\odo de \o ti9\JrO que seréA ha'11S­
tormod-ci (corno \.In ~o\í9ol"'IO en \as ap\i c~c\ones próc­
l-1 cos c!e.\ mé\:odo),\Jno o rnós de \os \Jé:yt\c.es es.\:.án 
hecuel"lteme:n\:.e el'\ e\ in~in'ito, y parte de \Ci f.<on~ 
tev-a puede estor d ch te re'l"ltes po.\:evic\o\es de \a 
parte res\:.c:m.\:e, entonces \a recto ~'==O·e'l1 e\p\o­
no e' C.onsto de d.os pm.\:es a d\~eren\:.es \'.'otenc.io­
\es. 'Si este \J\tiYY'IO p'ro'b\eMo e\ec.ho5\:.ót\co 'no <:>\­

do ~esue\.\:.o, puede c.onside\'"ó'l"se 9ue "'º \,ei\:iido \j\'\o 
txOV\S~OYr<ldC\Ón de\ ?\ol'lO l. e11 e\ f\oY"IC \lJ , Y en.\:cn· 
Ces \Cl hans\orMoCIÓn de l. en \.1J es.\:ó dódO con 
e\ p\ono• 'l..' e.orno paso ·lnten·nec\io. 
. 0-\:xo prob \ emo breve en e\ cuo\ e\ m é:todo es 
uh\, e'5 ª°¡\le\ en e\ C\lo\ IJl"l o\aY'l1\:.Yre. de\9odo CC1'1"­
gctdo, está eV't e\ 'm tey'1o'f de un f o\í 9ono c.om~\lc.­
to'f para\e\o a \os e\e:YY'\c:"''t.os de\ ~o\í90'(\o. t-\ectian­
\:e \a tYCil"\S~o'rmOCiÓn de Shwarz. 1 \c::i honteYO oe\ 
po\í<3ono se tYonsfoyrno en \a Yec.to ~·=o, y e\ 
d\a~bre (OYre-spcnclercÍ entone.es , Ci d\9~1'1 punto 
de\ sem·1 p\ciY\O supeY'iOY cie\ p\cY'lo e . E.ste pro -
b\en'lct e\ec.tYost6t'1co puede se'(' resue\.\:o 'ffiedidn­
t.e e\ método de imó9eY1e5 , y ás(,, e\ prn'b\ema o­
~19\na\ poede. ser resuelto tom'o\ e'(\ ~n eo::i\:e e.oso. 

Pena ac\ct't"O'í un poc.o \os enunciados <jeneva\es, 
Consideremos uno de \os · ejemp\os es\.é:in da"f 'fnÓs 
'5h·op\ es perra \a han s t()~ma c\Ón de 5h\.\la"f-Z.; es­
te e.s, e\ prnb\emd de\ efecto de \a oristo ~a­
~(l \Jn tondeYI sa clo'f p\ano po'<a\ e\o , y es uno de \os 
eYivnerOS ·\:ipo5 de5CY'Í~OS en e_\ feiYOS'<OtO dnte . ..-i~\'", 
e\ prob\emCi ICS idecA-z.c:ido lomando e\ p\aViO \(\t1-

n\to ':\::o Ci \J\1 pote'(\c.\o\ \Jo, y a po.\:enc:10\ C:eY-o 
un p\ano semi\nfin\to pa\"'a\e\o extenc::hénc\ose ) 
de5de )(=O , ~ = n O X= co, ~ = h ( \J éo 5e t\9\.)Y'Ci (IC>.12) ; 

ey¡ este ej ernp\o, \05 véx-.\:i e.es (dos de \05 c.uei\ es 
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estan e" e\ infin\.\:o) be.nen ón9u\os o(, =-o, O(z. = ·2'ii 1 

0(3 = í1. E s,09emos f.º'"ct transfo'<".,,ctr e\ P'""°"e'"" "é'r\:.i­
ce en e\ ori9en de\ p\a<\o c.', con \OI ober\un~ 9\le. 
sepº"ª o \os dos ccnduc.to'<"es 1 iY\iC.iondo con uvto 
ab~"r\:.\J'<"d intin\tesimo\ e.n e\ º'"°'C_jen. E\ Se<j1Jndo vé--r­
bc.e es lrans to'<"modo en x',_ , y e\ tcY-C.é '( \lé-rtice 
en X

1
3 = CO ¡ e\ tac.\:or que tran5tormct e\ P,U1'to 6\ in· 

tinilo no es.\:..ó. ·1nc. \\.líctc en \o ec.\lac.iÓn (\O."l\), \1.>eso: 

0L - \ 2\í/-1 - \ 

..1 - r1\ ' ~· 1 ( ) 2.!:. = K ('i.'-o) (i-\) = 1<. ___:¡.. •••• - • \0.12 
dr.' i!:· 

"G e o E. 
o X(:\ 

iA 

fl6.t10.72) 

Poro e1Jo\1.1a-r \os constantes ~ y C. not.emos ~Y\mevo 
q\le C.= o +-'.'n t.uondo c.'=I 

l.\,::: \<.tC.. 
"l = K (:c.'-\-\n~·) +;.~ .......... (1o:t~) 

En Se<:}IJ\dd, menos ch-reclo, Uno c.011dic.ión puede h·npo­
ne"<"se pom ín.\:e9'far enhe 6 y C., ap'<o><.\mandase. d\ 
int\Y"lito eY'I e\ p~ano :c. y a cero el'\ e\ P'º""º i!': 



t e 

S de::~* d~' 
a a 

(\O. l'S) 

1 ( d ' d~ -- ~ peyo oe I0.1Z. , C.IJon o l -o , ¿e' i!.' 

s\ e\ mie"1bY-o de. \o. de'fec:ha de (\o.1s) es \n-\:e<j'ro­
do ah· e-doy de IJY\ et YC\J \o de 'rod \o r' : 

o 

Y \Cl t\"ClnStOYMClCiÓn es: .. 

:Z = ~ (e.'-\ - \n~'+.i.!ií) . . . . . . . (\O.""t6) 

y puede demo'StYetl"Se q\le e\ pro\::i\e:mo trc::ins{o\"YY"IC1-
do en e\ p\ano :z.', e\ cua\ c.ons\:.o de\ sernip\dno 
i-z:.qu\enio o UY\ poten c.k1\ Vo, y eY\ e\ semip\ano de­
'"ec\o Q un pote"' C.\C\\ e.e""º , puede Se\" reis\le\to poY 
\o tuY\c.ión : . 

, 
o 

· Vo 
W= U.t.tV = - \\'\~' 'ii ' 

En \o anter\O'r V 'represe~tCl \a ~u'(lt\Ó'(\ de po­
\:el'lc.\d\ y \o '<"eterenc.iQ ~oya lJnd {onc.iÓn de f\ujo 
tero, '5e \:.oVYla en e\ punto ü ('r'::\), Su":>\::\\:oyel'ldo 
eY1 ( IC.16) teY\emos: 



E.std ú\hr.'\d ecuo.c\ÓY"t es \d so\uciÓYl Ci\ r'fob\e­
ma, e\'\ e\ '\\le e.i::i dada \a h.1nc.\Ón de po.\:.enc.\o\ 
y fluio , CO\'flo tu11c\ones \mp\~ c\~o.s de \as (OOX"de­

nodC1s 'X e~ ; usando es.\:d m\5'ma téc.Yl\c.a e.n c::i\91J­
nos pro\::i\emas hnpor-\:.crntes, ob\:.enemo5: 

Z=')(.-\-Á.\j; w-:.llt).'J, do'f'ld.e U. e.s \a \unc.ioÍ') de t\ujo, 
\J -= potenc.\c:i\. 

W.f'/rlltU!«!ll!v:'"'"f ª"' 
b ~' '"") ( c.os\l1 o< H- 2

o( e -o<c.os\\1 
"l: 'ií \ - C>('l 

,,~.L.~ ... '.,L, 2 e"'"- (o<'t1)) ; cX - a. \< - '.i1 
1- o(2. -b - "º 

-

~'!"' 
:z-::. 1?_ E~(lli.)- 2o< tañ1 (.§..)] 

~ 1-5 ~ 

eKW+ o( ' o.. 
~ ci= b 5= el<.«-_ 1 
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\\. PROBLEt-4\f:\5 U\\JE~SOS. 

\\.\ (s.\:1.1d\o't" e\ mo'1iY'f\i el'\\:o \o·r··únO'I" de \ln \\u\do 
ideo\ en \.JI'\ conCi\ de secc\én .\:.y-ons\leY"5o\ \JO\"iei­

'o\e, Como se Yf'l\Je5tY'Cl en \a ~\9\.l'l"O (\\.\) 

5\lponieYlclO que en e\ ín~irt\'\:c \o di't' eCCiÓn de\ n1.1jo 
Coincide con e\ eje y,, y \:\ene \os \Jo\o't'e~•· 

\lx = 'Ja.. cuonclc x-+ - co 
\J'l(:\J'o C\JOndO x-+oo (O..\Jo..-:.b\lt>) 

se t'rolo de e(ICOY"ltro'< \a \Je\oc.\deid óe dish\'bu­
ciÓ\"\ Ci \o \ar90 de\ e)e de S\metYÍd de\ n\Jio. 

Soh>c.ión·. e\ p\"o'o\e'f\"lo se 'red\.lc.e o dete'rrn\no'r e\ 
· potenc.ia\ co""p\ eje W -= r/J t ¡ '!> , C.\.lya ?,ct'l"\:.e \mo ~'l'c'\Cl.­

\"ia e5 l.lno ~u(\c.\Ón ct't'mÓní e~, \a cuó\ tiende et ce­
to sc'ore e\ e)e de si.~e \:.;(a y .\:omct e:\ \Jo\oY '\! = ·\Jo..Q 

SOb'l"e \os po'redes de\ cana\ . ?o'l"Cl de.\:.e'rm\no'r ulJ 

necesitarnos enc.on\:n:n· únic.ch"f\en\:e \.ln mapeo Con­
foá'<le de \Ci -re9\ón ~'3 C. OE SOb't' e e\ sern\p \a"<\c S\l­

f eYior de \o \la..-\ o 'o\e ~ = ~ -\-).. '<\.. ;; usonc:\c paYCi e\\o 
\a hons~oYmoción '5d11A.1a't''Z - CY"\stot~e\ , cte moneY"o 
C\\)e \os puntos e,, C. y \) se hons\a'f"men en \e~ plJn­
\:os 'S = -\ , ~ = - f.- y ~ =o, donde os f..~ \, e\ C.\.le1\ ~os-
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te'rior~e"'~e 'JeY-e~os q\le es \9\la\ o 
As\ pues \o '("e\ación en\:.v-e :e y ~ 

inte9-rondo \a etuac\Ón 

.1.. Yi - Y2 -1 
~=M(~·H) ('!,+/-) '5 
d'S 

'o/?. a . 
se o'o\:.iene 

donde t>i es \>na con'ótcm\:.e q\Je coe de.\:.erroinoYÓ 
ecste'<lOrmente, ten\éncto eY'I mente C\\le e: lb s\ 
'S ::.-\ / entonho.mos 9\le ·. 

'S Y: 
l = M ~(~ T\ ) 

2 
d.~ + 1. 'o 

-1 ~t?-- ~ 

doncte \o txayect<Yr\Ci de:. \n~e';¡yc;C.iÓn es Cirbi \:.'<o't"iei~ 
y d.e'oe un\r ó\ pun\:o -\ con \In ?\.lY\\:o dad.o~ ~ 
e\ se~\f \dno 5\lp e\"iD"t". De \o con di c\Ón · . 

.Q. í \'Y\ rt'S:·E. .- ~~-=-E J ::: Á.0... 
E-.º L 

se si9ue 9\le t-\:: Q~/ 'iT , y en cense c.uenc\o so\o 
nos 'fe5to deteYminoY e\ \Jo\ov- d.e\ pc:i-róme.\:xo f..; 

esto \o \\o.ce\Y\oS usonóo \o COYV"es~ondenc\a enhe 
\os ~Uí\tOS ~,;.lQ. y '$: - A·' puesto C\IJe e\ICi\\lonÓo 
\o \n.\:e9ra\ con 's=-'A tomo su \(m\\:e 5\.l?ey\O'f, 

podernos ínte9'<Cl'r d \o \ov-90 de \a rect.o ~ue 
\me \os pu'fltos ~ ~ -\ y ~ =.-)... solo Ye \os C\.lo\ es 

'5+\= \-s, '5+:A::.. e1
" (s~r..) ~=-5 ("A~S!:\) 



2cl S=I+ 2' '5 + 
ds = -'2. u. ( /\-\)du. 

(u~ +1)i. 

s \ '5 = \ , U."" co s \ 5 ~ ?. , U.= o \u e ~o ·. 
1 '/z 00 CO OO. 

s(;·-~) ds = i<\-'h)S (ll2+)\~(u.1."'"') = 2 ~u.~~ - 2~ u.~~ 
~ o o o 

- 3- ( 'ii ) - 2. íi - ~ ( J... - \) 
- ~ 2 . . . 2. - \\ {X 

\ 
·'-"' \J.\ b 

u- "'i" - Q- - -1Je90 I"\ - ~ tt - Q..'lf - 'ii 

Ast p1Jes en d.e~iY'li\:.\\Jo. e\ poteY'lc.\a\ tornp\ejo en 
e\ p \Cinc ~ es: 

IJJ ::. - '1a. Q \n 'S 
'\\ 

.\d C\.)o\ c.an)\.ll'\tomente: e.en \o ha'<ls\ol'~o.c\ÓV'\ ~= 
~('S) Yec.ién deduc.ida, V'IO'"=> do \a so\uc.ié-n pc:h·oVV\é~ 

· hica de\ fl·'<"ob\ eh'\d. 
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Pa\-a ca\cu\ar \a \le\ocidad a \o \or90 de\ ej~ 
de 5hnehía (~ ~o , \'\.=o), .\::enemo5 que ú$C1'1" \o fó'l"­
mu\o 

donde \a 'f"e\oc\Ór'\ entre X y S de\:ie'fÓ es\:.o'h\eC.e'r­
se '-l~ando \o ha~s~or\'Y\oc.\Ón i!= ?!('S). E\\9:.endo 
\c:i trayec .\:ot-id de: ¡.,.\:e9roc\Ón tomo \a C.\.ln/o que 
coristd de\ '5e9mento (-\, -R) de\ eje 'feo\~ \Jl"I 

circe de circuntete't"lc\ct. de 'radio ~ y e\ se9rnen­
to (R, '5) >y tomC\ndo e\ \\\-rú~e C.\.la\"lclc t<. 4 cc , en­
~cnhdmo"ó que: 

L
R ~ 

X= Q~ 1~m 5r.s-\) 2 ci.2 
'i\ ~-HO I \S-7\ - 5 

con cá \c.u\os cH16 \09os a \os ct<lctc5 crn~e\'"i.onnen\:e, 
t\OS \\e 'Jon Q ~ 

Si c:ihO\'"CI introducimos e\ paráme:ho -\::, detin\éndo\o 
corno: 

t = ~ J ~ :~ \ (1 ~ t ~ ~ ) 
se tec\uce \a expye:sión a: 

2S. = .l[\ -l:-\ + Q \ . l +(*)t 1 
O.. 'ii n -\:·H O.. \'\ 1 -(*)t 
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. 11. 2. Inves\:.i?iar e\ f\ujo en chc'r\'O de un \í9uido d 

hovécz, de una 'ranura de \on9\ :X:ud ~Q , el"\ uno ~o­
~\ovio ( \ler f¡~IJ!.Q__.0l:__~,)), su.ponienóo Ru_e___lg_ 
conbdad de- fh)jo ~ue f\uye et ha\Jés de \Ci YeiYl\.IYa 

eor \ln\dad de tie:m_eo > (el'\ \.lnO L2jo.. de Unidad de 
~eSO'r 2-a-ra\e\a o\ e\anc X e~ es ~\)a\ a Q,, ~ e\'\­
c:uentre \a-toYmg __ Sie\ --chon-g_. -~---· -·· 

\ \l 1! / J,/ __ tl-x 

. 1 ~r-
!="IG.(11.21) 

Este pro'b\ema pertenece a una <::ote9o'r(a, e\ c:ua\ 
es de 9""º'"' iriteY"eS materná.\:1co y de Muc.'-'a lmpO\-­
tcmc\a en \as ophcac\ones , dicho de o·bo rncme,-d, 
p'ro'o\el"flas 9ue ínc\uyen \o formación de un c.'nono 
er'l \a trc11.\:eyo de un obs.\:6cu\o, c.o\ocado eY'I un ~\\l­
jo estac\oho'rio p\ano para \e\o de un \í'luk:\o \deo\. 
EY'I -b:1\es p'rob\err'lá s, \o fonnd de\ chono no es co­
Yloc\do de on.\:.emano , pev-o puede 5ev de\:.ev-1Y\\fld­
do de \a cotK~\ciÓY\ de q0e. e\ \Jec to'<" 1Je\oc\doc\ tie­
ne 1.Jn \/a\o'< Constan\:e sob're \d '5\)pe'r~ic.ie \i\:»re c\e\ 
c.'nono. Pa .... a e\ e.oso donde \os pcnedes de\ 065-

téicu\o \mp\cten e\ fhijo son se9men\:.os c\.e \-ec\:ct, 
un 'rflé\:odo eted:.\\lo Piº'(ª reso\\le"l'" e\ p\'"ob\ICvYld, se 
boso scb\'"e \a pc-:,\61\ldoc\ de estc:1b~ece,- \JY\Cl co­
ne c:c.ión eY\he e\ ?ohocia\ ccmp\e_)o w y \o. devi\la?ct 
dw/ dr. ' po'r\:.\endo cie\ exámeY1 de\ bos~\)ejo c.\nemá­
hc.o de\ tt\ov\ '('('úento cie\ nu( do. 
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A.st pues , conc:.ideYa'< \a pcw.\:.e de \a '<'e9iÓY\ otupa­
do por e\ f\ujo e\ C\Ja\ es\:.6 \imi~odo ?O'< e\ eje de 
s\meh(a AS, e\ 60..-de \\\:>..-e de\ fhijo ac. y \~ pa -
\:ed e.o. Las dire e.cienes de \c:is COMt>OY\en'tes oe. 
\o "e\oc.\do.d \J)I.. y \J~ a \o \cn·90 de\ 6ov-de de e.es­
to Ye9"1Ón, se de.\:.e..-h"linon pol" \os Si<jl.lieY'ltes '<e­
\aciones (donde \J\:i:: <lh.b y 2b es e\ ant'no de\ 
c.hOYY'O a. UY\Cl Cj'<OYI dista'<iC\d de \d 'f"OY'IU''rO t>..~) : 

en AS , \J x = o , -\j '=> ~ \l ~ !: O 
en se , \JJ * 'lt = \J! 
en C.D , ·\J'o ~ 'h. 5: O , \l~=O 

In-\:Yoduc.h'í'IOS \a \Joda6\e tomp\eja 01J'l.Úk1Y ~ = dw/d-=é. 
y .\:orrionc:\o e:\"\ C\l en\:Ci \o fón·o\l\a: 

ericon\:.'<omos 506..-e \a 60 se de\ es°t~ema on te'<\O'< 
de\ f \ujo , ql.le \o '<eC)íÓn A B C. D e.s mop e C1tl d c.onto'<-
meW'len.\:.e sob"re el ín \:.e..-i C'f" de\ sec.\:m· tlr<.u\o'I' 

l ~ 1 ~ \jb , - '\ih ~ Ch"9 ~ ~ 0 

en e\ p\ano 's , Con e\ 6oyde de\ cho'<ro, yendo d\ º'°e.o 
de\ <::úc.\l\o, bo)o \o hanst9\"'f<\O ción~: 

~ = \J ti ( \J1' - '-JTI) 

* Parn o'oteYle'< estd ex~nesiÓn es con\Jeniente py\mero 
hansfoYYl'\Q~ e.\ 5ectDT eY\ IJM se.mi bch'ldO, \l5einclo \a heins­
fonnocióo 5= 'i\h..-J..\Y\(~/Vib) ton \a hans~oYmC1C.iÓo de 
Sc\-.woy-z.- Cvisto~~e\ op\ic.odo o \as pan~des 'mteTiore5: 

-~:-. 
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este sector es h'\apeado en e\ semip\ono supe'<' .. 10'< 
de \a vm-iob\e cornp\eja t, con \as cotvas l\B, \3C 
y CD en e\ p\cano O'<i9ina\ , o\ eje reo\ ne~a.\:1110> 
e\ se9mento (0,1) y e\ Se<jmento (1,00). En e\ p\a· 
ho ~ , e\ cá\c1J\o de\ poleY'lcio\ c.amp\ejo se. '<educe 
o \a ConslnJcc.iÓn de \JY'IO función ano\ \\:.\co en e\ 
se.mip\ano sope~\or , C\.lya po'<te ·1ma3·1na"ria tema 
e.\ vd\oy Ce'<o '5obte e\ eje tea\ ne9ativo, y e\ 'IJCl­

lor ·constante - Q/'2. sobve e\ eje 'rea\ posit\vc. 
Es ~óc\\ \le'<' que \a so\...1c.iÓ\"\ ele. es.\:e pro'b\ernci 

es: G. Ql. 
W-: 2fi \n t - T 

e\ cua\ conjuntarneV\te ton e\ \'"esu\tacto encoYlha­
do onte r\onnen.\:e ne-o ~a: 

d~ = _I ~ =. __.@:._ ~ +~ ..... (\\.11) 
d\:. ~ dt 2ííVb l 

in\:.e'3rC1ndo, y \:.e.niendo en l'nente q\le. e\ ?unto c=Q 
debe corresponder a\ p\.l1•y\:o t"'\ , o'ote"<lernos·. 

't = ,_ Q. Ífl -1 + {H -\- a'<d:an ~\:-\~+a. ~ · · · (\\. '2.'2.) 
11Vb L J 

donde <::>e \to. e\ e9ido \et '"qma c\e:\ tire. \:ein , \ Ci cu a\ 
<:>e onu\ o Cuando t -. 1 . 

Las tun c.\on es U>-= w (e) y 'l = e.(\:) • es..\:.a\:,\e cen 
la conec.c.\Ól"I \"eque:rida eY1he \a \Jc:iYiab\e comp\eja 
w y \a \Ja-rio'c\e ~ en to'<YT'la ftª'<amétxica . Para 
detenn\ncn \o .foymo de:\ bC\'~e óe\ c'novrn nece.:. 
coitort,os sepoyov \eis paYtes \-eCi\es e imOCj\no'i',a 

en (1\. ) , supon\endo q\le \ct VO.Yio'c\e t pe-rtene­
ce o\ intevva\o (o, 1). E.c:..\:.o da \o si9\Jien.\:.e "e~\-e-
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Se-n~ociÓn po'raméh\ca de \a Cu'fva que bo"rcleo ó\ 
c\.\orro: 

E\ anc.'no ib de\ c'nono a vno ~Y"o'l"I dls.\:.onc.\ct de 
la ~anurc;j, y e\ \Jo\o .... c.on"eS?Of\diente de \o \Je\ocidad 
\Jo = G../2.'o , se c.Q\c.u\on de \o. conc:bc.\Ó\"\ X-::: 'e \>OYCi t=o 
\o cua\ imp \ico: 

b- Q \J1) :: (\ + ~,,) G..20.. 

As~ ?ºes en 

2a. 
2.'b-=,+~ 

'il 

-'+ '2.h 

1:: ~~1-t' - l \n 1 +{\:""f' J 
a. I+!.!. 2 1-~ 

2 

o~t.~\ 

l\.'3 E.ncon\:._.o'r \o dish\b\Jc\Ón de\ t\u~o de tempe­
~a.\:.u"Cj , en \a e'ª'ª 91..)e se mue.st'"Ci en \o t191.rro 
(\\.3l), C\.lc:indo \Os tem~eró\.\.IYCA5 ex\:emo e ínte't'\O\" 

5on diferen\:.es y 5e monben<!V"I <:on5tdntes. 

o o( oO 
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So~uciÓn: de'oemos mopeo't" e\ ?o\\9ono ~\~21\-a~liÍ\1 
Con "e .\:ice5 en A.1.= O , P..2:: oo , 1\3 = \-\ + .i.\i , /i.q:: CD , y 
án9u\05 corresponchentes o(,= 'lí/2. , el(¡: O, o(.3 :317.íi 
o(1¡ =o ,, usando poro e\\o \o fÓ'l"ffi\l \o d.e '5'nwo'1"?.. 
Por con'1eniencia \05 ctei.\:.os 5e \i5\..on en \o ~~,"1'3\lien­
t~ tob\a, en \C4 C\Ja\ hes de \os C\Jotro f\H'"rlos sc­
\,y-e e\ eje rea\ 5ón cleidos OYbitrn-rio'men\.e. 

\'\ /:\ 'f'I o(..., O..n 
1 o "h. o 
2. 00 o \ 
3 \-\+l'n 3h. ií a.. 
~ 00 o 00 

eYl.\:.onc:es \o tónn\l\o de. 5c.nl.l)o-r? seyÓ·. 
i! 

~ :[kQ' d c. 
w = K ~& (-c-1) ~ + ' . . . . ••••• (\\. 31) 

paro enconhcn· \os constantes K, C.1 y Q , 50n ne­
ce~c:i-r\ci'5 hes ec.\loc..\ones, do'5 de \os C\lo\es se. 
o'o·benen de ,\as con·e:sponctie\"\te'3 tO'<\dic..\ones de 
\'"es tY\ c.c.\Ón. Q, -+ P. 1 , <l..:?> -+ P..?. , ~u e'=> \:.o C\\le: 

\.IJ = 2. \<. ~ Q-1
1 

\:.

0

oñJ i! ca.-1.> + \:<:in 'ñ J :z: q +c., L -c-Q 2-0.. J 

en ~on e e s (, = O ; l.\ + i \, = K r¡¡ (-fcl-1' - 1) . 
Poro e.nc.ontvoy \a teYC.e"<d. e.c.1Jo.c.\Ón helremos 

lJso de \o s\9u\ente Con"=>\de,-ac.iÓY'\ •• Cuando pascirncs 
<:.OY'I un \"~yo de. A, t\2. o... f\.i ~ 3 ~n e\ ~\ano '! , \a ~1.1n­
C.iÓn w se i~c."<erne'('l\:a e.n ti.w = J.n +O ('5), donde 
o('5) e.15 unCl func.iÓYl c.omp\elct que es i"'~iY'l\te coime\ 



c.uondo 'S -o. Es.\:.o c.onesponde o. boY-d~o'I' un sewü­
C\Y-cu\o cle racho int\n\tesimo\ <:on CeY'lho en e\ pun­
~o O en e\ p\ono w; '5\l5t\t\Jyendo ~= \t'Sei..e e.n 
(\\.3\) y e\ c6\<:\J\o 50b're e\ semic.\Yc\l\o <:uondo 
'S -+O \'\OS da·. 

D. W :: - K í\ \.fQ"=\' 
peYo l:l.\JJ : ¡\\+o(~) , \u e9o: 

l~-:: - -1.h.... 
. "~0..-1' 

despues de que \os COn!:>.\:aY"\tes ~cm ~ido C.<::i\c.u\ü­
dos, \a expresión tina\ fdYd \d hon5toYmet<:.ién 
de\ sem'1p\ono en e\ po\C~onc A1P...if:\31\'iA1 <;,e o\:..\.\e­
ne co""o·. 

• • ( \\. "?. 2} 

E'5 fóci\ obse'rvei\" de \a exp'res\Ó"' an\:.e"r\O't' , '\\le 
e\ barde inte'C''f'\0 d.e\ "'po\(9onÓ

1 

A1A.3 p..'i se'('ó \a paY-
. te ne9ohvct de\ e~e 'reó\, e<e> e\ boYde exleY-no A~f\,P-.-z 
la paY-te positiva. Aho'{"o 5e;\ec.c\0Y'IC1'remos Uha f1Jn­
CiÓn onci\C\::\c.o e.n e\ <Sernip\ono 'ó\l~eY\CY, CIJyo paY'\:.e 
ima'3.°'ºªYkl en e\ ·\V\teYva\o (-co, o) hene \l\'\ 'Ja\o"r U.?>; 

en e\ \oter.10\c (o,\), IJ..1 y hno.\mente en (1 ,co) Uz. 
Ta\ f ufl c\ÓYl ti en e: \a fc"mo: 

\.l:= Ct m-9(-e.) t Cz. ar'3(-c-1) +(3 

done\ e CiY9C~n =o s¡ ':f>o , ª'<'9 {~) = '\í si ~<o ; bs 
CO\'\S to"'\; es \os dete"rm\Y\amos 'naciendo \'eteren· 
C:.\a a l~s CoY\d\c.\ones e.n hon\:erct c::m\:.eYiO\"es: 
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e - \.)..,- \b 
1 -

'\¡ 
c. 3 = \b - \J., + \h 

\ve90~ 

A'norei una función ano\ í .\:ita con ?arte \Y'l'la9"incn·\o 

U.., puede e\eC)irse rior e~eynf \o \o 5i'3\lie:n te ~\lntión, 
p\lede tomarse 

'l'Cl)= U.i;_U.2 \n (-e) t \l.i~~ h1C~-1) + \l.3 -\l, + \li 
ll 11 

La sohición tino\ Je\ prob\ ema tomará \Ci torm(l: 

u..=Im-;:::- n(-l + ,,.,.. l"\('l-\ -\-\.l3-\l..1t\l.i " tl..l, -lb \ ) Ll, - Ui \ ~ . 
11 . ,, . 

do11de Z eie expresa en \:.érm\nos de \lJ \lº'" \a e-
Cuc:ic.\Óo (\\. '32.). -

PLANO W 

·b o 1 



So\uc\Ón: como eYl e\ e)e~p\o p\"e11\o , rept-ese'l'\to­
re-mos contormemente e\ sem\?\ono s\jperior con con­
f \~\l\'c:tC\Ón /\, ~2 P.,.3 ~t.i ~s ~1 , \.lsondo \o hoY1s\orn-.oc\Ón 
de Sch~o\'"'Z.., \os dct tos como on\:.ei:, se don en \o · 
tob\o S\i:Juien\:e·, 

n A.'n o<n Q"' 
1 o 3f2. íí o 
2. 00 o \ 

3 00 o Q 
4 -'n3 -).(hi·'n,) 312 '\í 00 

5 co o -b 

en \a to\:i\a> \os ~ul'\to~ °':n 50V\ ~om'oién do.de~, hes 
de \os c.ua\e s foeron .\:omo.dos Cl'(b\ ha..-\o mente > a 
sabeY o..,::o , 0.'2. ~ 1 , Q'i = oo ; \es res\:ctn\:.es Q..3-= Q.. 

Q~ = -b sobYe: e\ eje '<ea\ SOY'\ \ncó9'(\\.\:.as, y \Cis en­
con .\:.raremos de-spuecs ; en es\:e CC1SC \o hons\or­
'""ª'iÓn de SC..'nwc:iY"Z. ·tomo \o formo: 

e 
\).)= \<s m d=!, ••..... (\l.41) 

o (~1-l)(-c,-Q)(c.,-ti) 

Pdra en c.cnhctY \os Conston~es \<,o.., 'o , e\~ bemos tc­
tncn· eY1 C\len \:.a \o csi~\l\en\:.~ ~ c.uoV"\dO pc:\samos can 
Un ""ºYº de ~1 ~?. en e\ ?\ono e resu\tct \.ln incre­
mel'\to e11 \o t\.)nc\Óo w. 

~ w. = .th, + o (S} 
donde o(is) es una . func\dn tOY'<'lf \e~C1 \:.a\ que W es 
inf\ni \:e sima\ cuC:lndo ~ _.O . E. s \:o ton~onna \ . .Ir\ Yodeo 
scb"e On Sem\c:~Yc.u\o de '<odio '1n{iV'\\\.es\rnCl\, C.OY"I 
cenho en e\ \'l.}ntc 1. en e\ p\C1Y'IO w • '5\)sh.\:.u yendo 
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.te 
~ = \ t 'Se en (\\. 41) , y ca\cu\ondo \Ci \n\:.e<;lYó\ so-
bYe e\ semic.\Ycl.l\o Cl.lóndo '$-+o , nos dei ~ 

~" n\:: (\-0.)(H·b) 

Anó \o <)cimente , ?º'5ondo c.on '<c:iyos ~n e\ p\aY'lo 
e de A2f:..?i y P\"\I\'!> Cl ~"?.(\~y t\sf\\ Ye~?.ec.~i\JCi-
Yne\"\te, (\os cuo\es con~oYmon \.)n Yodeo Cle \ll'\ se­
\'Y\ídvcu\o de Yodio Íl'\t\nitesh·oei\, C1\.,.edec:\o'I' de \os 
pun\:.os Q y ~6 Yespec ti;Jan'\en\;.e en e\ p\óno w) . 
Yes\l \\:o en: · 

cct\c.\J\cindo \a \'fltec:iyo\ (\\. ) nos \\e"º a·. 

W(e)= 2.\<.. \_'10: \n f-i'--fü' - \[\;' -\:oñ\ n1 
Q-\ b \_2<0..-\) @+~ \+b {\;' 

+ o.-Tb \n fi -\ J . . . . . . . . .(ll.42.) 
'2.(\-0..)(\+b) {i' ~\ 

C:\laVldo \o lY~YI s ~oY'rrictc.\Ón (H:\?.) se aphc.o ei\ pe'(\ -
tcí9orio A, ~'2.~3 ~I\ P..s p.,, , \as q\leb"rados Ar::. ll.1 P..,i, 

A, f\3 , /\3 fo.~~<:> q\le \o b0Ydec::n1 , c.ambictn en secc.io­
"'es de\ e} e 'rea\ de\ ?\ctno , ~ 5ob e.,. [-\:i, \), [1, o...l, 
[.-ce, -\:,1 , [ Q. , tc:o") . f>o:n:~ e"'c.ontYdt uno \'."nción Ci­

no\<.\:icc::t E:!Y\ e\ 5e'<nip\ono S\lpeYíOY, C\Jyo porte h'oC1-
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~\nária lo"1'la \os \Jo\ores en e\ e~e reo\ \l11 \h y \b 
'<esped:.\\Jamente , se enc\len.\:.Y'o de manero oné:t\oSC1 
Cl COn'\O se \.-\iz.o anter"ioYroen\:e: 

\.l= ~ Irn[(\J.."3-\l;)\\'\ (-c-t'c)-t- (\l_,-\b.) \YI t"l-\J 

+ (U.i-\b)\n (-:e-Q)l + \l"3 

\\.S Enconhar \d cbs\:._y\\:i\Jc.~n.~e \:.~meero\.\)rn en 
un p\ano det\ni~O'< \ln \"orn'oo A1 A.'2. P.,3 fl..I{ , \=\9\lYa 
(\\.e¿,\), cuyos \ado~ c::iC:X}'.acentes P..'I ~', p..,~?. y ~?.l'>..3, 
A?i ~'i t\enen \aes -\.ern?-e'<a\:\l'!'0.5 ct-c:\dds \l.1 y \li 'res­
P-ec .\:\ \Jaroen\:e. 

So\uc.\Ón: \o hansfonnac\Ón de Sch\lJCi\"~ se usa 
pa'ra tYoV'\5~oYrnar A1 A2 ~:. l\'i SOb't'e e\ semi p\ano 
superior ; \a confoYrnictad de \ocs ?\l,.\:os est.6 dadá 
como: 

(o,\~co,b); en este caso \a \'(\te~'l'a\ c\e Sc'nwa't"Z. 

-\:ama \o forma·. 
l. c.(-\ -0(, -o<. 

w= K ~ ~,· (r.,-\) (z,-6) dl.1 -t- tz. 
. e 

Como en \os e_lemp\os p~ e-.Jios , OY'bi ha'fiamen\:e 
e\e'3\mos hes p\.)n\:os e'<\ e\ p\ano l.lJ : Q,= O , 0...'2.::\, 
Q'3:CO ~e\ C\layt:o r~)'()tO Q'l::b <oe 'e'(\C\le'f\t't"O po'r 
\o 5ime h\ o . llado q\.le \o conf i C?i\l\'"O.cíón es Si.n"\é­

tt"iCCi \'"e\a.\:.\\Ja á \o d\o.9ono\ A.1 A3 , y e\ pu\'\to f\3 

es mapeado o .tm e'fl e\ p\ano \JJ , ento\'\ces de. 
\0 simet'r(o e.\ tYiÓn<3u \o /\, /\'l.1\3 ecs mapeaoo en 
e\ \c:tdo de\'"~c'no de\ semí?\cmo 5\.lperic~, y e\ hiÓn-
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1.l, A¡_ 

FIC..\J\.SI) 

l\horo podeMos i Y"I fori"t" O¡\le b = -\ , \05 cons\:on\:es 
K y C1 se pueden c:a\c1J\o'r de \as C.()V'\c\ic\ones c\e cotl­
\:ort11\cb.d de. \os ?\)otos f\1 =o y 1\2 = d en e\ ~\cmo e 
a p\ln to'5 Q1-: o , 0..2=1 en e\ p\ono \.IJ • 

c.=o; K=2(S
0

1 (\-e:J1:¡-i2!; 0\h~.)-'- 2d 
B{1-o.:;o<-12) 

"donde ~ .es \a t unc\én be tei . lo fonc.\Ó\"\ ono\'1 ~\ c.<1 

q\le 11'\opeo e:\ se: .. ·,úp\aY"IO siJper\or e'C'\ e\ "t"Ol"f\bC> A.111-.2. 
t",3 A't , e5 es C't"i\:.a como -. 

-e 
W(r.):: B( 2.d ol. ) ( -e7-1 ( \-'l~fo<dl-1 

\-0{ ~ h ~ 

\os Col"'lcliciones en tYon.\:e~o despuec::. de meipeei'r 
'e\ p\cmo W son esC'r\tas ~orno·. \J..,=U.i (-m~x<..-1); 
U.=U.1 {-1 <.X•U); U.=\li (\<.X<.co); \oe90·. 

U.=<:., ª"9 C~t1) + C.2cir9 Cc-1) + (3 

Pº"ª encontn:n· es.\:a-s C.onstcrn\:es ncttemcs \lSO de 
\ai:. ccnd\c\ones: e, 'if + C.i \i t C,3 :: U.i i ti íi + (3 = \J...1 i 

C.!>= U.2 / \tJe90·. 



Ob<:¡er\leiC.\6n ·. Es Y\e<.eso'C\o tec.o\co'r q\le \o tét'(li­
co de\ rnapeo con to'rm e, se a p\\ co \lY\i c.ome11 te d 
prob\emas de lYeins\ete'f\c.\o cons.\:an\:.es y no 
puede 5e" \l:.a.dei paro P'"ob\e 1nos do"'de es\:.o Y\O 
5e cump\e. 



\'¿.\ lo teo\-\a de Rie\T\onn de \as ~unciones de \JO• 

\-iob\e. co""p\eyi en S\J po"\:.e :Jeoméhica 1 ctd m-.\:e 
Uno \n~etp'l'"etCAciÓY'I tísico muy \mpo"tOlnte. Cons\de.­
\-e \.In f\u\do incomp'"es\b\e O¡\le thiye a 'fo-z..on COY\S· 

tc:tn.\:e SOb'fe e-\ p\oY\O X';! ; ?ues \:o C\\le e\ t\utdo es 
\1"1Coh'lpres·1b\e , y 51Jpon\endo 9ue no \.\oy ~\len\:es '!'\i 

sumid e-roe;. de\ t\1Jí do e\"'\ C:uci\C\\li ey re9i Ón A. cie\ 
p\ono X'3 , se S\9\)e C\'3e-. 

s~ ". \} dl<d~ =O 
A 

(\a Contidod de \\1Jícto q\.l~ \\e90 o ~,es \9vo\ a 
lo C:Cln\:1dád de t\l.)\do .Cjue sa\e de ~; f"h1C.\pi() c\e 
con\:inu\dad), SobYe cuo.\C¡uie'r re-~\Ón P...y e"' C:onse­
C:uenc.io: 

V·'J = ~: + :~ ::ó 

e11tcnc.ee. e\ ?tr\:e\"\Cia\ de \le\oc\dad cte\ t\\.l)O €.5 Se­
no\da\ . Lc:i <::i'rcl..l\oc:.i.Ón de un thiído ahededo-r d.e \lna 
c:1..rn1a c.enoda ec.:. ~º" de\\'rúc.ión-. 

~ \J· d~; ~\Jy_ó~ t\l~d~ 

E\ t\u)o tie\ t\\J\do tie\inido ~O'C \J es i'r'rOtociono\, 
5\ su C:.i'Cc.u\o.c.iÓn a\'fe dedo'C' de C\Ja\C\u\e'(" t\JY\JO c.ewct­
cio es ce"t"o; eY1 es\.e coso·. 

\}X e\)( T \J~ d~ 
es \Jno d\ teYeY\cia\ ex o.e.ta y en\:cnces exi.s\:e 1.Jvia too~ 
c·1ón Ll. (x, ~) la\ C\ >Je: : 



Así p1Je-s ob\.enemos 9ue: 

\]'2 U.-= ()2.U. ;- ~1. u. =o. 
~x2 o':!' 

esta es \a tamo"!la ec\laC\ón de lap\oce . C.\lo\C\v\e'" 
'50\uc\Ón de \o ec.1Joc·,ón de \..op\oc:.e es \\omoda 
una Func.iÓn 0Ytn6nico , y \a :50\\lcién po'l"\:.\cub'I" \.L, 
\a tua\ Cjene'l"a e\ \!ec\;o'I" 'Je\ocidctÓ \J. Lás 't'e\o­
clones . \J1. y \/~ 50n conocidos come potent.i~\ de 
ve\oddad de\ ~\\J)O:. \os CIJ""ºs \J..C..)(. 1 \j) =d:.e son 
\\o\'T"lados ,,. Cun1as de nioJe\" o "\tV\eos e°i\li~o\:~n­
cio\ e-:.". Pmo enconha'I" e\ ÓYISi\l\o °¡úe. \a tan<3ef\\:.e 
a \ina \\neo e'1ui po \:.em\a\ fo'l"...-nO c.on e\ e)e '/.., o'o'f>e'I"· 
11 ese. 0¡\Je so'o'l"e U.(x,~) =e.Ice. 

o\l= ~~ dx + ~·ti~=\/· \1.· ch·= O 

entonces 

d~ -=. tan o<. :: - ?JU.(ax 
ó~ , d~/d'j 

s\ ~uieY'ldo \a ex. pY-esión f>º"º 
2. {ºU. \2 (º1.1.. )" 2 2 ('VU.~ :: ax I + a':\ = \Jl( t \J~ 

ciu. , s\en"\pre '\\le·. 

:: \\J\2 :fo 

e\ \Jec ter \Je\ocidad V= (\J-;., \J~) = (~~ ' ;~):: ~\.l , fcy­
\'l'\o un 6n9\J\o (3 con e\ ej.e X , dódo por: 

· \l!L -au.¡º 9 
ton(3 =\jx:: dU./ax 
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Se obseyva que o<. y p.. dlt\ e" en en 'ií h, y 9\le e\ 
f\ujo es pe""pend1cu\o'< a \os \íneas e9u1po\:e.n cío­
\er¿, en e\ sen\:\cto t\'"ec\ente de U. • Dada \a funciÓn 
O\'mÓYllCa \l , pode'""os detir'l\r \a Función c.onl\l~odo 
oYmÓ\'\iCa V , medio.1'\:e \os c.ond\c.\ones <:le \)' Mom­
bey.\: -Eu\ey , en\:oY'\ces ·. 

w = \.ll'X,~) + 1\1(>:,~) = H-e) 
es Una tunc.iÓn O(lc:t.\( \:\co de ~ , y es \\amadct e\ 
potencia\ comp\ejo de:\ t\\ljo ; b \:.af"l9ente o. \o C.l..)r­

\lo \l(X,~) :C:te. fonno \JY\ án91J\o 'C' C.OY\ e\ eje '/.., de1· 
do poY: dv 

9.! = \:on ~ =.- ~ 
dx dv 

d';\ 

uscindo \"\\le\lo rn ente \"as c.ondi c\ones c\e ~· Mornbe:'ft 
-Eu\e'f ob~eY\emos ·. 

Ó tan \" = tan (3 • ?uei:i\:.o <i\le (3 es e\ Ón<;i\l\O COY'I e\ 
C.\la\ e\ \lec\:.o"" \le\oc\dad V to'<ma ccn e\ eje ')(. ; c.on­
c.\u\roos 9\le e\ fh>jo de\ t\u\ c.\o 'Jo. e'(\ \C) c\\"ecc\én 
de \os cuYvas \/(')(,~)=e.te. , \05 cuo\es so'(\ en COl'l­

'5etuencia \\chnados \\ \\Y\ea.s de con\en \:e" :; o\:ise'f­
\lese ~ue~ 

f) ( l) '.: ~~ -\- 1 ~ = ~~ - 1 ~ 

\ue~o \o '1ipóte?\S c\e °iue· . 

. / 2 1' f,__¡-a-u.-)i-¡a-ll.-:-1\i 1 

\\J\-=.\J\J)(,+\J'l =\J\-a~ +\-a~} *º 



e5 eC\\li.\la\en.\:.e et \a condi_ción·. \f'(z)\:fo ; esto si9- : 
n\~\co q1Je \as \ineCiS de con·1en\:e sov, O'!"to<3ono­

\es o \as \íneas e<i\Ji?c.\:e'(\cia\es , excet>\.o en ~\ln­
.\:.os oonde f'(r.) =O • 

O'bse\'\le<0e q\Je s\ U. t l\J e-s ano\\ tic.o , en\:.onces 
\os conchcio\'\es de O' ~\cnnbet\:.- E\l\e-r ·. 

COW\Q". 

oV o ) o\/ o ) 
~=~(-\l.. • º~=-())1.(-IJ. 

\o cua\ 5i9n\~ico que \J -.t\l. es \:omb\én Clnei\\\:.\c.a ; 
en.\:.onces \a5 C1JnJCiS \J_= et.e. p1Jeden '5eY \\Y\eos eq\li· 
pote-ncia\es , y \as C\lYIJOS IJ.:=cte. ?ueden seY \t -
neas de CO'f'fien\:e. E\ ~\1Jjo dado Pº'" \J-1\l.. es 
\\amado e\ S\lJjO 1'c.on~\.l<3üdo" Q. u.+1\J j '::>i \a fun­
C.\dn ano\\ ti ca Ul= H~) es ~\n\ta y di~e'feY'lciab\e 
el"'\ lo, pe:~o f'(eo) =o , en\:.ooces i!= i!o ~s \\amado 
un 11 pun\:o si\\a" o 11 pun\:.o e"=>h~c.iona'<"\0

11 de H-e). 
lo'5 CU\'\laS U.=c\:.e. y \J=Cte. no se inte\'sec\:.an 
O\'tO<jona\men\:e en p\ln .\.os si\\o ; poY e1emp\o 5\: 

K \<.-\-\ 
~(e)=G.o +Q\<.(~-~o) + 0..1<t1(C--~o) ;- ••• 

donde O..~:t.o, eY1\::.onces n(jy \<..\(neos eC\\J\~ote"<\­
Cia\es y K \\neos de conieo\:.e (\\le t>osan Pº°'" ~o; 
e\ &n<j\J\o enbe \ac::. \\neas equipote'(lcia\es e.co 'ií/'f(.; 
y e\ án9\J\o enhe \os \\neas de COr'fien\:.e es tam­
bién 'ii/K. 

las \ineas de C:.o'frien\:.e y \ei'5 \\neas e9vipoten­
c\a\es se bisecan 'fn\lt\JQ\'Y\ente ; es\:o e5, \os \\neas 
U.""'cte., \J=cte. se coyto\'\ bajo \ln án<ju\o de 'ií/2'K 
en lo. 

s-_ 
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\<. \(..1¡\ 

E.\ punto 'Co en fe"Z.)= Qo+ O..~(c.-co} +Q~.1¡1(e-"lo) + ... 
es \\omodo \JY'\ p\lnto 5¡\\o de. O'rden \<.-\ de He.) ;. 
C.o\V\o fác\\men.\:e púeÓe. \Je'l"\f\c.cnse, 5\lst.·,.\:llyendo 
i!:-'lo ='re1

Q y ona\\z.o'I" e\ c.ornpo-r\:.am\en-to de ?.ef(~) 
e Im fCc) C.\la\"\cto 'l-+ ~º . 

\2.2 Func.\ones det\nidas <Sob"re 5\lP-e"r~icies C\lY\ICi­

dos. 
--Púede es.\:o\:>\ece"rse IJrio Co"r-resporn::\enc\a \llio a 
i.mo e\'\t-re \os p\JY\\:os ()(,~)e'(\ un p\c:Mo ex\:eY\ch­
do y e\ p\ano de \os n\im e'ro'5 com p\e}o5 , de c\C'Jer­
do Con \a 'fe\ct.c\Ón 'l: = x~J.~. la ~\lnC\Ón C.om~\e-
l<::i W = f{"~), eY'\tonces ai;,\9na \)V"\ Y'\vvnem c.ornp\e)o 
w po-rei C\lo\C\\lie-r ~unto e de\ p\c1.no ')(~ . \i emo'=> 
'J\c:ito °¡\le. \c:is C\lnlo.s Re~(~)= \l(>'.,\j)=c.\:e e Imt(r.) 

. = \J(i(¡'~\ =cte. p\leden d:.'o\.Í~a'l'se so'o\"e e\ p\ono X':\ 
y f(s\c.ort"len\:e , puede"' \n \:e-r~'re \:.a'('se como \\neos 
eq\l\\lo\:.e"'cio\es y \\neos de conie"'\:.e de \J"(\ t\1J\oo 
(\\le ~\1Jye en e\ p\ono Xlj , en \J'l"I pohón dicteic\o 
pov \o e\ecc.\Ón <le tCe). 

No o'os.\::eil"l\:.e, \,)'(\ n\l(do p\led.e nu\'<" 50tl're \.)'(\Cj 5U­

peY~\c\e ClJ'c\J<::ictd en e\ est>C1c\o, .\:.a\ e.orno e'(\ IJV'\O 

e<o feyo o en \JV'\ toro , como tomb\én eY'\ e:\ p\ono 

e~ \:end\c\o. /\dernÓ'3 e\ ~h>~o de \.l(\ f\\Jtdo so\::ne 
\.lV'IO 5\Jper~icie c.eY"odo C\)'r\JO. e"' e\ es~eicio, tie­
ne osociod.Ci IJV'ld t\lY\C\Ón, de poteY'lc\o\ C.om?\e~o 
f(t..) , cuya poYte '<"eC1\ do \ás Cl.lY\JO.'ó eq1Ji?o't.en­
CiC1\eca 50b\"e \o. 5\Jp ev ~\c\e y cuya parte \ma9i - · 

nc:n·id da \a.s \(neo<s óe c.onie\'\te. 
Riemc:m-n desc\.lbvié q1Je 'no.y uno ec:>hec'na Ye\o­

c·\Ón e(\tte \a no\::.\Jrá\e-z.d de\ n\S)O , <\l.)e ei:, f>C-
5\b\e 50bYe \jna 51.)f>eY~ic.\e c:\ctd.a , y c.\londo \a 
su~eYtic.\e es 5~rnt>\emeY\te conexo. o ""'º. 



ttl e\ coso de urio '3upeyhc.\e cerYado el'1 e\ espo· 
c.\o , dec\mos q1Je \a suf eYtic.\e es siM?\eme"'.\:e <:.o­
nexc::i s\ C.UC:A\C\úie'r C\lr.Jo cerYoc\ct chbujoÓo sc'oYe \CA 
supe'"\ic.\e, 5~fC1Y-o o ésta e"' dos f>O.'r tes ái.~c.on~XCA'S. 
Pot ejemp\o uno es\ew es uno supey~ic\e cerroÓO Sim· 

p\emen\:.e C:onex C1 • ey-¡ .\:onto <]ue e\ to'<o o uno és~e­
~Cl con \lo·das aso s so'ore ésta , '<"10 \o son. 

fhemonn se ap'rox\mó ana\i-z.ondo sistern6t'1co­
rnente supeYt'1c.i.es cen-aóos en e\ es~ocio > .\:.a\es to­
mo esteYoS con cero, \.lna, dos , t'l"e'=>, etc.. , n cisos 
Sújetos o e\\a; \Jer ti91..)"'º (12:z.1); de:\:.enninÓ después 
tu6\es func.\ooes sobYe \o supe"~ic:1e. dada, CO'Nespon· 
den d ~\ll"\C.ior.es OY\O\( tic.as en e:\ p\ano z: ; de está. 
c\ose de Funciones, é\ se\e.c.cionó a9ue\\as 9ue. son 
\JY'\\\la\uadas eo'o"e \et s.'J~eY~íci.e . De esto rnone"ct 
é\ \\e9ó a \lna c.\o !:>itic.oción de \as \unciones om:~­
\í \:\ceiS de ac'Je:rdo d 51.)S '\su~e"~ícies de f{¡emann'; 
~íeman"'1 \\le. c.apa-z. de ?ernos\:xo.\" ql.)e so'o'<"e \>no 
esteYo S, ton ~<.rn o5d5 , he1.y ei\ rneY\oS \.)no fun­
C.\ÓVl \J'(l\\Ja\uadc:i de pcteV'lci.a\ c.crnp\e:jÓ w, cuyos 
portes 'rea\ e \rt\ac;\'<\dYiO, '?e'(\e\'an \as \(neas e~\l·,_ 
po\:encio\es y \ínea~ de COrY'·1ente, pc:in:~ uo t\\).iO 
nidrod\nÓmíco Sobre 5. t:l demoS\:.\"ó 91.)e e;)\ e\ t\u· 
iº tie:ne: un \'\ÚmeYo 'to.\:CA\ c\e \uen\:..es y 51.lrrúdeyos 

i9úa\ et \'rt , a'rre9\ddos de forl'<\a que sus ~\:encios 
e9vi\ít>'ren payo ccmse\'\laY \o l"floSC1 , e'<\toncecs \a 
fuoc\Ón de potencia\ c:.om?\e.io \lni\la\uddd \JJ, tOffia 
C\.lct\q\.)ier \lo\oy C.o'N\p\ejo do.do, di9amc<5 2t3.i., exCAc· 
tomente m \lec e:s so'oYe 5 , eY\ cada · 1..1\'\0 d.e \o5 '"" 
chfe\"en.\:er:; \\190\"es so\we '5. 

A.'nma cons\deye m p\cmo'5 comp\ejo~ ap\\oc\cs uno 
C\\'riba c\e:\ ctn) ¡ \c:i. ·manera de ho.c.eY \ll'"ld S\l?er\\rn~ 
<:anexo de esa.s m \6rn\'r\0'5 sepm·oc.\os, 5e de'oen 
se\ec:c\ona'r 'r' puntos en \os cua\e'=> dos o más de \os 



m \án\\nCAS pueden 5eY. so\dodelS enhe sí . \..\o'remos es­
\:.o de to\ rnonera q\le C\la\°iu°le'ra de \Qc::. m \ó,-1\\nos 
separdcbs , es.\:é unido C1\ rnenos \Jna \J e-z.., eco C1\ TI'le­
\"'IC>S una de \as c\:..-o-s \'Y\-\ \ám\nos. \)enotaY"emos Ci 

\a s\.lpe""\ic.ie so\Jodd \'e5u\ton\:.e ccn s*, y \o:, ?un­
tos en \os cuo\e5 es\.6n \ds so\dact\l\'os, \os puntos 
de 'f'CA'n·\\~\coC.\Ón de. s•. 

R•emonn demos hó · qúe e\ nvMe'ro de ?un\:.os de 
\"chY\l~\c.ac.ión en 5*, es \:.6 \'e\ac.iO<\ado con e\ n~rM­
ro \::otd\ de SIJw·üde'roS y f1.1en\:.es s o'o're 5 y e\ n"­
me'l'o \:.oto\ de ocoos so'o're 5 de C1C.\lE!.'rdO con \<:i ~-ÓY'­
W\U\ci •• 

Ac\emós, demos hó q~e. e\ potencio\ C()mp\ejo \11''1\\10-

\uodo w so'o"re 5, es\:.o'o\ece 1Jnc:1 ccnesponÓe:nc.\o \lno 
o uno con~crmem en \:.e ~Y\he \os p\.ln.\:os so\:iY-e S. 'I \os 
puntos sob'f'e s•. Codo pun\:o s\\\a de LIJ e"' 5, ,\e 
CO'r'responde ct\9uno de \os r pol'ltos de 'rami \¡ CdCion 

en s•; estct c.on-espondenc.ia es .\:a\ ~\le \JYI punto de 
u.i de orden '1<-\ so\:ive 5, \e co·nespcY\d.e un ~vr1\:o 
de 'fdvvú~1c.oc.ió11 5ob're sit, en e\ C\lo\ K de \os 'n'1 

\¿minos estÓYl so\dddcts enhe s{ ; o\:iv\cHY1en'te \<(.m. 
Hay l.ll'la 'relZÓn pcHo so\dor en

1
t're s{ \<\ de \os 

n'\ \dm\Y'\O'S de 5lll 0 \.)Yl punto de 't'CiVYÚ~\COCiÓn . de 
cw-den K-\ eY\ s•, \.\ay 1.m p~n'to si\\a c\e orcten K~\ 
so'b"re S , y en es te punto s\ \\a \o ~\lnc\Ón Vn\ \ld­
\ua dc:t W, ad9\ .. \\e're e\ \Ja\or \in\c.o Wo exac.\:amer-r\:.e 
\< 1Jeces. Es\..o puede c\:>se'""º'"se el'\ \o ec\laC\Ón ·. 

K K'tl 
fC I) ~ Qo -\- Q1< ( =l - Zo) t Q1<t1 (e - 'l.o) t- • · · 

La 51.lpe-,.\\c.\e cie R\emcmn cvi<;?¡"mo\ S, q\le es uno 
es~e"o con ~ ~sa5 c:ltocias e\ ésto , es de.spl.lés 



Confo'fmemente e9\.l\\la\en~e a \Jno '5\lpe'f\ic.ie "1-\o. 
minoda de Riemo'rln 5• , C:Cln~\le5to de \ám\Y\OS 

de\9odos \Jo\d.a.cs os\ m\smos en r=2.rn1-2.9-2. pun­
to5 de 'romific.o.c.i.ón. 

Frecuentemen\:.e eY'I t\s\Cei teÓ'<'\cei, es YlecesoY\o e­
><am\noY e\ compc'('".\:am\eY1_to de und tunc.\én de uno 

\JO.'<'io'b\e Cornp\ ejo , cid·;n\do so'oYe uno S\lper~\c.\e Óe 

f\\emon'I'\. Podemos u"=>oY i'f\tl\St\nto."«len\:.e a S ó a s'li 

Como \Ol suee'f~ic.ie de Riemal"'ln i P:)Y uno ~uoc.\ÓY'I \\· 
rli\/dh.iodo Óe~\v\\d a sc\:,ye unat :.upettic.\e c\e ~°\e­
monn, tenchen'loS el'\ meY"l\:e· \o osi~nac\Ón de \lnO 
SeYie de pc\:.enc.ia 7 de~\n\c\o poro C\.)o\q\lie'<' pu'l'\to 
P de S. Esla tu'C'\c.ion \.)Y"l\\lo\\.lo.clo, en~oY'lce<:. c.on~:A.o 
de \o .\::otct\\ctod de sey\es de poh"'c\os q1.1e se 
cbhe~en , cts\9nondo \.l\'\Ci se"\e pow codd pun\:o 
P de S . Seo ~es, \o f1JnciÓn 'resu\t.onte es deno\.o­
da como·. 

~ = 1! < P) P€ 5 
\-\ay o'no..-a c\os fuY\C\ones l.ln\\lo\\lados de~\n\da.s 

so'o\'e \o '51.lpevtic.\e de R\ernOY\Y'I '5 i \a p'<ime-Yd ce 
e\\as es: 

w:: \JJ ( ~) 

que es e\ pcte'<lc.\o\ c.arnp\e)c , q-.}e ap\ico 5 ccnfo..-­
memen.\:e y une d uno so\:i'fe 5'#-, donc\e slf. es \o 

supe'<'~\c.i.e de. m - \áminos de R:.emorrn, \o. C\lct\ es\:.ó 
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\lnido a \os punto5 de rami ~¡ cociÓn . la exi5tencia de 
w so'bre S nos \a 9o'<ontiz.o Ri.emann ; \o se91.1ndo 
función \.ln\"o\1.1ddo l= i!(\') \a teneMos '<etié'n cons -
t\"uído , as\9non¡os uno serie de po\:e"'c.ios o coda 
punto P de 5. éC.ómo ec:i\:.an re\acionado5 ~y \lJ uno 
con oha?. Po\'"o (ontes\:m- e.:;i\:.o p'<e91Jl"ltct, se\eccio­
nemos un pun \:o Pi de S que no 5 ea U"<\ puY1to si \\a 
de w , y este co'fyesponde a un punto de s• q1.1e 
no es un punto de \-ami~\ c.ac.ión . S\ e\ \Jo\o'< de \.IJ 

en H es denotado po..- Wo , e.\ va\m· Ulo se..-6 \:.am­

b\én -'comado Pº" Ll.I ~n m-\ pu"'tos die.bntos de 
s, , di9amos f\, P:.'l, ••. , H-1"1. 

Por d'no\09(0 \o función sen X toma e\ \la\o'< O en 
X,=o . y lombiél"I en m-1 pun\:.os chs\.in\:os, a saber 
X2.= 'ii, X3= 2.íi, •••. , Xm = (1·n-1)1í en e\ eje. X, 9\Je. 
en es\:.e caso ~1.1e9a e\ p'ope\ de S. Octdo q\Je ~-=c(P) 
e'5 .\:amb'ién \Jna func.ién \lt"\\\I0\1.10Óo eV\ S, entonces 
Z \:end,.~ \'Y\ \Ja\o\-es 2'.(P1\, 'l(~), ... , l(?m) o.ue co­
~~espond~'f\ o 1.1n \Jo\o\" de \.IJ , e.s\:..e es Wo. 
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Dos \ám\"o.s so\ dadas o p\.lnlo-:. de \-orl'li ~¡e.ación 
P1 y oo e \nteY c.onec.\:.ados Ci \o \0Y90 de O.'fiStcH> de 
CO\"te, C\\.le. \:.en"'i.non en R :Y c:o , desáe ~"'º sup~t\i­
Cie de Riemo"'n topo\ó13ic.omente eC\uiva\~n\:.ec:. a unCi 
es\.ev-o con ceYo osos. 

Po\" esta rcu~Ón J.ec\rflCS q1Je l: e5 \Jna función m­
'Jo\uodc.t de. w , e íY\di comos esto ese Yi 'oie.nc\o m c::.e­
~ies de potencioS '5epo'fodo.S de e , \.lSC:rndc W CC· 

h\O \Jor-iab\e independien.\:.e, e'<ltoncec::.-. 

repYe5en\:.Cl ct c. como \.l'flo ~\.lnCiÓn m-vo\uadct de w. 
No obStdn\:e e es \.ln\\la\uodo CYI '3, e"' e\ sentido 
de 9ue en coo\0¡uie"< pun\o P de S "ªY un únic.o IJCi­

\oy de i! , a sa'oe" e-= :e(~) • 

Puesto 9"e · \.U a.phca S íV1yec.\..\\Jo y Con\onnemen­
te SOb'fe. \o m- \ominodo 5\.lpey\\cie de R1eY"\Cl\'\'(\ s•, 
de esto se 5i.9ue q\.le i! e<.:. .\:.orn'o\én \lni\Ja\\.locto sa­
bre s• . L\le90' hemo5 \\e9ado á \o Cpnc\us\éY\ de 
q\Je \a -t'\.lncién comp\ela -e, a~ri C\lo'<lc\o es m- \lo\\lel.. 
do se consióe'('o ~"'ª t\.ll'1cié"' de w , y es \m\\la\ua­
dd so'b'"e \o. 5\.lfeYticie tri- \ci\'Y\inodo 5 óe Riemol'lY\. 

E\ dcscubYimiento \\ec.\io Pº"' ~¡ e-rnoV'ln, e<;> ~\le Ul'la 

ful'lc.\Ón m- 'Ja\\.laOo de'oe 'nc:lc.eYse \.ln\\la\uodo so'o'('e 
\.)V'IO 5upey\ic.\e m\l\t·,\c:Hn\Y\odo o sob"<e \lnC' e<::>fo­

"º .. c.on aseis, t\le \J'(\0 de \05 ~~Clndes cwances en 
mci~em~bcos. 

5\.lfOY190\"c'\os °'\le \:cm.\:o ~ Como w son tuV'lcio'<les 
po\:enci.a\es , dcxndo f\\.l.}0'3 hi<ho d\'<IÓ "rf\\ cos sob'fe 
\o e'5teyo Con <j osos , denotado po'(' 5. Si e\ Y\\J~ 
wie"<O \:.o\:ct\ de sum\deyo5 y fuel'\tes osoc.iado COI'\ 

w , e5 deidc poY 'íl'\, y \a m\smo canhdod fdYCI 

~ es dado pm· 'O ;, podemos eY\tonces deY"l\o5~Yo\" 
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C\ue e y U> so\.\o:,tace"' \)\'\O ec\loc\Ón ó\~etn·á\c.o de 
~Yodo ""' en e y de 9Yodo \'\ en w; és~o \:\ene 
\a tovma-. 

+ 

~ a:i //····------.\ 

I _____ ~1 n. ___ -- \ 

~ . ~ - '->) ~ K. -"i 
!~ P,,___,_,----1 
\_ '• l .:.71 ~/ -.... __ __ 

Do<:> \óminos <:>o\dadas o cuo~Yo p\ln.\:os de 't"om\~¡­
cdc\Ón p,, P2, ?"3 y oo , fon"l'lon IJno S\lfeY\ic.\e de ~\e­
movni, °¡\le es .\:opo\ó9\c.omen~e equi1Jo\e:n.\:e a \J\'\O 

es~ero con \>n oso ¡ es deci'f , un .\:o'("o. 
Pdra cado f>\ln.\:o e'(\ s*' a S , CC'f'fe<:>ponde uno 



C\Ue ~ y \O 50\;\~tacen \lno ec\lo.c\Ón d\~ebYÓ\c.o de 
~todo m en ~ y de 9todo \'\ en w ;, és\:o \:ieTie 
\a fo\'ma: 

+ +7 
~ j__A__ 

+ 

Do-:i \ámineiS o;,o\dadas o C\lO~'fo ~\Jn.\:os de "ram\~¡­
cacíón P,, P2, \'3 y <:io , formoYl "'ºº s\Jpevric.\e de ~he~ 
monn, C\ue es 1c.opo\ó9\comen \:e e91Ji110\eY\.\;e a \.lnel 

es~e\'O con \Jn ctsct ¡ es dec.i'< , \.In -\:o-ro. 
Pc&'fo cado pon~o en s*" o s , C.O'<''('e-spcnde UVlO 



pareja de vcs\o"<es ('l.,w), q\le 5a\..is~áce \o ecl.lac\Ón 
f(l,U1) =o e inveYsor<iente , pa't'o codo (~ 1 1JJ) C.O\""<espon­

de e~ '3eYle\"o.\ l.ln f\lnto sob\"e \et Sl.lfe'f~ic.ie 5 e 5•, 
entonces 5 () s• es \a 5\.lpe'('~icie de. RieYl'IOYl\'1 de \a 
función C1\9ebyóicei He,w). Üi.90.mos '11.le w= He.) e-:. 
und funciÓY'I a\3e\:iYóica de ~ y 91Je e= 2(1JJ) e<;i IJYlO 

tUY"ICiÓ"I o\9e\:náicc:! de VJ ; tan to =l como W SOi'\ tun­
C\ones \l\'\\11a\uo.d.o.s sobYe \o 5\lper~ic.\e de fher<'IO\'\n 
5 o s• ascc\o.do con Hc,1JJ) =o. 

Dacio e\ potel'\c\o\ Comp\ejo u.i = W(P) sob'<'e s, con 
.sus m- sum\de'foS y fuen\:es, éc:.\:e perW\onec.e \\­
}o o uno c.cmside~ob\e \o\:."1\:.ud. , eY1 '<'luest'<o e\ección 
de \c:i se9unde1 f'l.ll"C\é~ \.ln\vo\\.loclei ~-= 1.(P) deh<'1ido 
sob'<'e 5. Es\:.o puede moshctYse <si e= i!.(P) ec;, Cl.lo\-
9oieY ot'<c:i tunc\Ó\1 de. po\:e"' c\o\ comp\ejo so\:iye 
5, en.\onces ~ so\:.is~oce \Jno ecuoc.ién o\9eb'<'Ó.\CC1 
de ';fn:~do \'T\ eY\ e c\e \o to'<mO ~ 

f(~ 1 w)= :c.m +r,(w)cm-I + ... +'fm-1 (w)e +-Yrn(w)-=o 

donde '<te. (ui), \<.= \, 2, ... 1 ni , 'SOY\ funciones r-dciono\es 
de w . ~demcÍs '5\ w::. w ( P) es uno función de po­
l.enc\o\ C.omp \e} o dado so'b~e S , toman do ert c.add 
\Ja\or h . • 

\-\ciy uno se9\.lndct t\.lnc\Ón de potenc\o\ c.omp\eio 
'l= Z(P). to\ '\\)e \et ecuClc\én. o\~e'orÓ\ca . de 9'<'eidc 
rt'\, 9ue so\:\s ~ace r.. en .\:én·o\Y10<5 de W es °IYYectu­
c.ib \e ' Se'< \neduc\'b\e s\9n\~\cei que f(-c,w) no p\.)e­
c:\e seY ~oc\:.oy\-z.adó, C.OTI'IO e\ f>'<'odl.lc.\:.o de otYdS 

dos func.\ones a\~e\:n·Óícas de ~'<ado posit\vo en 
e' d\'l'\ 'octs de'oen \:eneY Coe~\CleV'\tes que '501'\ fon­
C\OY.\eS '("01c\ono\es de \JJ; eY1 o\::ro<.:. P,Cl\o'o\""os, "'º 
podernos eY1conho'<' \lna pcneja de fuV'lc\ones o\­
~e'orálcos ~1Ci:,w) y ~2(i.,w) .\:.a\ q1Je.: 

, 



S\ ha y \lV'I \:.o.\.:o\ de '<\ su mide '<OS y ~\)en ~e<:> osoc\o -
do<:> con ~= 'l.(P), eY'\.\.:onces f(-e,w) es de 9'\"ctdo n 
en w , y \a ec\lcit.\ón f'º'<"ª t(i!,w) ?uc.de se.Y escy\­
ta \:a\'\"\b\én Co'mo·. 

donde \os Rv.('l), \<-=\,2., ••• ,Y\ son t\)nc\ones ~oc\ono\e'=> 
de c.. 

Codo IJna de \os Y'!\ cse\'\es de p~leY'lc\eiS , es \b­
moda \.IY\Ci '\omCi ctís.\:.\nto" de \o t1Jnc\Ón d\9eb'\'"ÓiCO 

W\-\Jei\oodo l= i!Cw),; es.\:as se'<"\es de po\:.enc10.s 
\'ef>~esentctn \os \'"<\ so\\lciones de \C1 ecuoción: 

Hc,VJ)-= -e""'+ ~\ (\>J) ~m-I + ... t 'fm-\ (IJ.l) e+ '<"m l\>J) =O 

eV\ e\ seY1t\do de 9\.le fü,w) =O . 
Pues de\ \:o\:o\ de n S\lm\de''\"QS y r\len\:.es q\)e loe­

mos sup1Jes~a""'en\:e osocici.Óo con Z= 2CP), podemos 
s1Jponey C\\le Z= Z(P) tomct \ln \Jo\o'< Z!= oo exactamen­
te \1 'lleces en 5 ; c.onc:ie cueY'ltem ente éstd tomd 
cuo\°tlJ\e\" \Jo\o'\" 2=Q exdctcHnen\:e n ~eces. '5e s\­
<j\le q\.le l= c(P) do \.lno op\\c.ociÓn \nyec\:\-.io y con­
tC'\"me . de S so\:i'\"e \ct Y\-\a~\r.odo SIJ~e'\"~\c.\e '("C)m\­

t\codd. de R\e.l"t'\o~W\ s•' \05 '<\ r\lntos SCb\"e s• en 
\o'5 cuo\es 2'(~)=Q no nec.eso"r\ome"<lte SO"<I ó:.-o\:.\n­
toc:i . S\ en \lo pu"'\:º f>o e"' 5lil , 2 ( p) tornei e\ \Jci\o'< de 
Q, '< \Jececo , en tén-"\nos de U'<l pa'("ch<letro \eco\ .\:: 
dheJedoy de Po ·h'(\emo<:>~ 

Y (' \ Ytl c. 1 Y.\?. 
2 C-\:) - O. = C.'< t. + \..rtl 1: + ni\. + · .. 



e.\ pm·áme\:ro t e<:. \\al'l'\ado e\ '1 \lYüfol"mi-z.~doY' \oc.a\". 
de Po ~\:)ye 5•, 

En 9ene\"o\ W(f') es \)\"\i"o\1Jodo y OV\O\\ \.\e.o SQbY'e 
\a 50pey~\c\e cie Riemo\'\n s•; es\:.o 5i<;¡Yú~ic.a q\le. es 
una ~\lnción ana\C.\:ic.o de\ po'<'ámeho \l'l'l\~Ol"Yl"l\z.odcY' 
\oc.Cj\ t, en c.1.10\9\Jie'< p\)n\:o so'o'l"e 5~. Pc'I" e_)emp\o en 
e\ p\ll"lto f'o , w tol"t'\o e\ \lo\o" 'o \)nc'.i \J ei. • y .\:.ene.­
\'Y'IOS 9ve wC\:) -b = q,t.-\- ~i.l'-\- ••• +l)nt"+ •.• ; o'.:>c:ieY­
\lese q\le {/'l.-0: p1Jede ~omoYse como \)n pc:n·dVY'e­
ho \oca\ ah·ede ÓoY de Po .. E\ pu11.\:o ?o es \ln pun\:.o 
de \'"Cim\~lcoc\ón de ol"den (t"-1) de s•; es\:o 5\9'('\\­

t\ca q\le en \o \leciY\dad de\ p\Jrito de YC1Y'f'ú·~.\coc\Ón 
Po de s', donóe e: tomo e\ "º'º"' Q., r \Jeces, w-'o 
5e ex.p'resc:i c.omc uno serie de potenc\os Y'lo el"l y" 
(-e-a.), '5\'0o et'\ 1:úrrünos de \a 'r.oít. r-és\l"f\o (-c-Q\ , 
entone.es: 

donde neti\os supue-:A.o C\\le IJJ tomo e\ \Ja\o'< 'o uno 
\lez. en Po • s·,. ~ \:omct e\ \IC\\oy- cle 'o,\<. "ec.es en \>o. 
en~oV\ces \et ec\loc\Ón ol"'lter\o'I" seró: 

~\ e\ \Ja\or ~ = oo 
entonces·. 

-s -S·H 
'l.(\:\= C..s \:. + C..-:,t\ t + · .. 

pode\"1'105 tom'oi é'(\ .\:oMClY' como pcrn:hneho \oco\ de u­

n\fonoi z: ct ción o ~ 1/e
1 

; obse•niese °¡\le -:z-=co e-s \lO 
puf\\:o de 'ram\~·1c~C\Ón de O'fÓeo (s-1) e.Y"\ S* 

Es. \m~cyta\'\te 'rec.o\co'<, q\le \a 5üpe ... ~iC.\e de f<ie-
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rnc:m\'l 5 o s' dada, d5ociaclo con \et func\Óri o\9ebái-
. cc:t Hc,1.JJ\ =o , r.od.emo'5 siempre enccnt\"ClY \Jn ricná­
\'V'leb·o \oc.a\ \: de Ul"\i ter~¡~ ación dhe deóor de C\10\-

9\lie"" ~unto de 5 , ta\ q\le f (e(\:), W(t.\) =O y \:.a\ C\\Je 
i!(l\ y wt\:\ 5edn se\"\es de po-\:enc.ias e"' \::. 

Aesul'Yliendo, \e1 esceY"'ICia de\ mé\:oáo de Riemann 
cons\s.\:e en tomen IJV\Cl Sl.lfle"" ~icie bid.imensiona\, e 
imac;?i\nar \l\'\a fClm\\\o de C\.l\"\JdS clib\lj()dos sobre 
e\\o. \..lno entol'1<:e5 p\.lede c\ctsi~icar \eis t\lnc.icnes 
un\va\\lodas cina\í ~leas Cjeomé hicomen\.e , de oc.\le'l"­
do ci como -\:.a\es h.1nc\ones mapeen \a pr\merCl su­
perfic\e con '5\l ~cnoi\ia de C.\.l'nlo'5, sob're \et se~un­
da super~lcie con \lna Cm\"es?oodien\:e fomi\la de 
Cu\"vas . lo ca yac\:. e ri"z:a ciÓn 9eoméhico de\ m<l?ec, 
chc.~a entonces \a fo\"ma cw,o\í\'ica que e\ matieo 
de'oe \:omc.n;\ue<3o \.lnC1.t\JnC\Ón ono\í\:."1ca puede se'r 
reprecoent.ad'o fO'r \l\"\Ci \V\tec_jrd\ > plJede desO'r\"o\\a'r­
Se en se·de de potenc.ias y dav- IJn_ mopeo c.on~or­
me de \J\"\C:. supeY\ic\e sobre \a oha. 

\ln c.onienteirio \1na\ so\:.'l"e su tomosc teo'l"ernci de\ 
'rtlaeec. 

\lna ~\.mciÓ\"\ ano\í \:\ca \ln\'la\1Jada , puede <3eomé­
hicconente C.o'l"ctc~e'f\ z.a'r5e , Pº"' e\ 'nec'°'o c\e que mo­
pea \ln CÍ\"cu\o in~\ ni \:.esimei\, eY\ \ll'\Ci supe'r~\c\e sc'ore 
1.>na e\ipse \Y\\\n\ \:.e sima\ 5o'?re \.lna se9\lncb '31.l~ev~ic\e. 
Esto se \,a,e de \:a\ monev-a 9\Je \os inteyio'"es de 
\a<::> do::. cunas se ccn·esponde-n ; COY\ e\ c.enho de\ 
ct'fcu\o se mapea e\ cent'ro de \c:1 e\ ipse; \ue90 ivnó 
paYeja ,de rectas <1ue se co.,..\:an en dn9u\o rec \:o 
e\"\ e\ Ce\"lho de\ c(rcu\o , son mopeadcts so'o'l"e \.lna 

pav-e)C1 de 't'ec..\:os inteY-'5ec6ndose en Ó~\.l\o 'fec\:.o 
eY'I e\ Cenho óe \o e\ipse. 

E\ . roapeo es p\les confo'l"'«'e , no obstaY1te \a cir-
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cunf e~enc.\a de \a eh~se no es eY'I <jeneYo\ i~\ló\ o 
b c\tcun\c,.enc\o tie\ c\-rc:\l\o, y en Co'0'5eC:\le-oc\o, fº­
demo'!I ctec.i~ 0¡ue un mapeo Con.toYrne , eY'I <3eneya\ no 
es \lna \some\;.,.(o) es deC.iY ' '00 fn·eserva d\"=itanC.iOS. 



l'J. CONCl\lS\ON. 

E.~ c.onc:epto de n'1m e"ro comp\ejc s u'r1:3e ínic.ict\mel'l­
te de \a Ylec:esiclad de oubrnoh?:o'c" cÓ\c.u\os; aún -
\os ope'rac\ones o\9ebré1\c.as l'l'lás e\e'n'len\:o\es 9oe 
inc.\uyen \'\Úmeros '<ea\es, sa\en de.\ Ci\to't'\ce de \os 
\"\Úmeros reo\ es. \.\emes \Jisto q\le no C\lo\quier ec.uo­
c.ión cs\9ebl'"ÓÍC.C1 e1.1ede Sel' resue\ta en tÚ'min05 de 
números reo\es; \ue~o es nec.esarío ya SeCi den· mé­

~odos rubnoríos de so\l.)c.ión , y en e.oda e.oso \\e1Jor 
Ci ca'bo uno de lo \\ad a in\Jes b9ación sobre \a po-:,'1'ol­
\idad de su o.phc.aciÓn , o el< \:ende.Y e\ dom\'l"l\C de 
\os nl'.JmetoS 't"eo\es de rormo C\Ue \os operocicnes 
Q\9e'oróicas 'cósico.s puedan siem~re emp\ eorse. 
Los \'\~me:yos comp\e:jos. son lus\:.ornen\:.e \:o\ ex\:en­
SiÓn de\ dominio de \os n~me'rOS \'"ca\es; uno propie­
dad notab\e de \os núrneyos comp\e.joS, es q1.Je \~s 
openie.lones 'n'lotemó\:íc.as C\IJe \os i11c\uyen no so:. 
\en de\ dominio de \os Ylvm eyos C:.orflp\ ejes. 

la inhoduc.ciÓn de \os \"\l'.Jmeyos comp\e:jOS y f uY"l­
Ciones de IJayia'o\e C:.oY'l'lp\ eja es 'muy c:om1eniente -
cuando iY1te13yamo5 tunc\ones , cuando 't"eso\\Jemos e­
c1.1ac:iones d\te\"encio\es y eo cho5 casos cuando -
uno tY"ecuenlc.emel"l\:.e tiene °i"e n"IO\Jerse el'\ e\ domí­
hi? de \os V'IÚmeros cornp\e:jos . La notC1CiÓn c:omp\eja 
es tam'bién C:On\Jen\e'l"lte en \o foY-rn1.1\dción motemó­

be.o de YY11Jc.has P'"ºPºs\ciones t(sicos ( Pª'" ejemp\o en 
\n~enier{o e\éch\ca , ÍY"ICjen·1erío e\ec\:r-ón\Cá, e\ec.troÓi­
nc:ímicd , e\:c..). 

IJ\"\o e\ ose pyi.ncl pc::i\ de funciones cie \JO'('io'o\e ccm­
p\eia, \o comprenden \os funciones cmo\(·bc.as eshe­
c.homente \i90 dcis e.en \a so\1Jc:.ión de \o ec.uac.i?n de· 
Lop\oce , el'\ e\ caso bichmeV"I sionci\ , para e\ cua\ un · 
13ron •m'.imeyo de pr-o\::>\ernas de \a Y'l\ecÓ't'\iC.CI y \a ~í-
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s\ca se 'recluceV'I • Po'I" es.\:.a 'ra?..Ón, \os métodos de es­
\:.o teo'l"Ca l\enen fundóW"len\:.o y u5o efectivo en \o so­

\uc\Ón de und '3"rº"' "º"'e dad de p'l"ob\emos corno \-le­
mes pochcio cons \:o \:.or. 

'\So\o ens1Jc.\ándose \Cis Y\'1ch•aS
11 

es como Yec:l\'Men· 

\:.e se Of'rende 1Jno oo:.i9not\lra tol"I fd c.inav-.\:.e como 
\e es \a \Ja'l"ia'o\e C.om?\e5a. 
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