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Capitulo I

INTRODUCCION

La teorfa Magnetobidrodinimica [M H D], 1llamada frecuentemente hidromagnetismo, -
constituye una de las ramas de la fisica en la que confluyen dos, la hidrodindmi-
ca y el electromagnetismo, y que ticne como estudio la dinimica de los fluidos en
presencia de campos electromagnéticos. AsT, en fisica de plasmas, M Il D juega un
papel muy importante en el desarrollo de esta rama al considerar al plasma como ~

un fluido conductor.

De acuerdo a las consideraciones que se hacen en la derivacién de las ecuaciones
magnetohidrodiniimicas, se dice que se trabaja en la aproximacidn dle M H D Ideal -
cuando los efectos dislpativos asi como el término de corriente Hall y el gradien
te de presidn de elpctrones mis otros elementos son ignorados en la Ley de Ohm. -
Es decir, la validéz de las ecuaciones de M H D Ideal, impone restricciones sobre

el fluido, tales que se satisfacen las sigulentes condiciones:

Se supone que el plasma es cuasi-neutro, es decir 1; ¥#, =N , donde ﬂ,-/ﬂl son

fed

a

las densidades de iones y electrones respectivamente.

b) Los efectos inerciales de los electrones son ignorados haciendo la masa de los

electrones M, => 0 .

¢) La corriente de desplazamiento se elimina en la Ley de Ampére, consideranvdo;sg

lamente oscilaciones de baja frecuencia.

d

<

El término de Hall y el gradiente de presidn de electrones son del mismo orden
y se pueden climinar si &g <gVy: y o &L, es decir, si la frecuencia de co-
lisién \)LC es mucho mayor que la frecuencia de ciclotrén de electrones Wy , y
el radio finito de Larmor es pequefio en comparacién con la dimensidn caracte--

ristica del plasma L .

Es conveniente mencionar que la regidn donde la teoria M H D Ideal es vdlida, que
da excluida de la zona de interés en plasmas de fusidn, a pesar de que da una des

cripcidn adecuada del comportamiento global del plasma [Freidberg 1982]. Es posi



ble extender estaregidn'y caer en la de los plasmas de fusidn, relajando algunas

de las condiciones.

Por otra parte, efectos de asimetria en la aceleracidn de partlculas aceleradas -
por las inestabilidades mzo en los Z-Pinch y los focos de plasma, no pueden ser

explicadas mediante el modelo M H D. Estas asimetr{as pueden ser explicadas a —-
través de la inclusidén del término de Hall y el gradiente de presidn de electro--
nes en las ecuaciones de M H D Ideal, y de esta forma tener un esquema mis gene--

ral en la descripcidn del problema [Haines 1983].

'
Con estas consideraciones en mente, es necesario incluir el término de Hall en -
las ecuaciones de M H D Ideal como primera instancia, por lo que se denominard a
esta representacidn pagnetohidrodindmica Hall [M H D U], con lo cual se puede ha
cer un estudio de la modificacidn de las ecuaclones de equilibrio, asi como de -~
ciertas cantidades conservadas que son necesarias en su derivacidn, tales como -
la helicidad cruzada, momento angular, etc. Bdsicamente, este trabajo se reduce
a enconérar las ecuaciones de equilibrio en la aproximacidn de M H D U, y tratar

de exhibir alguna solucidn a este problema.

La metodologia seguida para encontrar estas ecuaciones se realiza de la siguien-
te manera:
- Se escriben las ecuaciones de M H D H'partiendo del modelo de dos fluidbs,

exhibiendo su diferencia con el caso de M H D.

- Se muestran cuales son las cantidades que se conservan en el caso general
(independientemente de la geometria), y para un caso particular, en geome-
tria toroidal (en términos de Funclones de £lujo } y %y, 1as cuales se
utilizardn como constricciones al problema

- Se muestran diversos principios variacionales que generan ecuaciones de --
equilibrio. Como un antecedente se presenta el trabajo de Woltjer para —-
M H D Ideal [Woltjer 1958], y el de Turner para M H D H bajo la aproxima

cidn de incompresibilidad [Turner 1986]. Ambos trabajos son independientes
de la geometria,



- Mds adelante se muestra como la ccuacidn de Grad Shatfranov para el problema -
de geometria toroidal axisim@trico se puede obtener de un principio variacio-
nal en términos de tunclones de tlujo ﬁé 1% &?ﬁ Cott estos antecedentes se - -
muestra como obtener ecuaciones de equilibrio generalizadas parva el problema
de M {1 D H toroidal axisimétrico.

De las ecuaciones encountradas para la representacidn de geometria toroidal en -

M H D H, se muestra que se pueden recuperar como caso particular de las ecuacio-

nes de Turner como prueba de consistencia, cuando algunas constricciones son eli

minadas. Se exhibe una forma alternativa de atacar el problema propuesto por --

Turner quedando abierto el problema de determinar las soluciones para el caso ge

neralizado.



Capitulo II

Ecuaciones M H D H.

En este capftulo se devivan las ecuaclones de Magnetohidrodindmica ldeal M H D, -
partiendo del modelo de dos fluidos. Asimismo, se discuten las condiciones bajo
las cuales se conserva el término de Hall en la Ley de Ohm, en cuyo caso se deno-

minard a esta nueva representacidn magnetohidrodinimica Hall MHDH.

Finalmente, se obtienen las ecuaciones en forma conservativa dentro de este nuevo

contexto, las cuales permitirdn formular un principio varlacional.

2.1 Modelo de dos Fluidos.

Considérese un plasma isotrdpico completamente lonizado, compuesto solamente por
iones y electrones, donde se han eliminado efectos de viscosidad, de tal forma --
que la evolucidn del sistema se rige por el modelo le dos fluidos dado por las --

ecuaciones de continuidad, momento,- encrgia y las ecuaciones de Maxwell respecti-~

vamente.
20 4 Ve Te) = 0, (2.1)
2t
2.0 + V»[n: ﬁ} =0, (2.2)
ot
Yngne{i +l7'l.V} U =-VA -1 [E+ Lz;xé‘} + Re | (2.3)
ot

Wi 1), {1 + 1?17} 7= -VP o+ ﬂ;{E * _@é} + £, 2.4)

ot : <
e +ﬁl,_.v) S, =0 Se= Po__ - (2.5)
[5% e (meny”

3+ s;=0 - si= P @
(m:n;)*



< —

VX8 =4F T+ L 2E ) (2.7)

: [4 C Ot

28 =-c VxE , 2.8y
t
V-8 =0 (2.9)
V. E = (2.9.2)

-3 - e - - -
donde "¢ n; R v, ve, J"-” P<’ P(/ E 17, 711'1 R, R, representa el niimero de particu
las por unidad de volumen, la masa, velocidad y presién para cada especie, asi co

N 2
mo los campos eléctrico y magnético, la densidad de corriente, la carga, la razénm
de calores especificos, y la ganancia de momento debido a la friccidn por colisio

nes entre lones y electrones respectivamente,
. - -
En el caso incompresible, se tendrd VW;=0=V' Vi en lugar de (2.5) y (2.6).

Por otra parte, se define la densidad de masa total £ la velocidad del centro -

de masa O , la densidad de carga J’} y la densidad de corriente T como:

J= Naevly + vl ~(2.10)
U—:‘-:[Y?( e Ve + N Mg Ui]/f , (Z.il)r
P¢=-en¢+ Zen: , : (2.12)
- - - .

T=-engve + 2emiy | (2.13)

Ahora se obtendrdn las ecuaciones del sistema por iones y electrones como un solo
fluido.

a) Conservacidn de la Masa.,

Multipliquense las Ecs. (2.1) y (2.2) por M, ¥y m,; respectivamente. Al sumar -



~

" 10

y utilizar las Ecs. (2.10) y (2.11) se encuentra

28 + V¥ =0 (2.14)
3t

Conservacidn de Carga.

La ccuacidén de conservacidn de carga se obtiene al multiplicar por-e y zelas
Ees. (2.1) y (2.2) como corresponde. Sumando y al usar las Ees., (2.12) y - ~

(2.13) se tiene que:

- ’
2L =-VJ . (2.15)
ot

Ecuaciones de Movimiento.

Para encontrar la ecuacidn de movimiento del plasma en el contexto de la apro-
ximacidn magnetohidrodindmica, se supone que el plasma es cuasi-neutro, es de-—

cir, Y\;%’Y\L‘—'Vl ) .‘}‘z-t;.:e_ [-Z: /.,

Entonces, las Ees. (2.10) a (2.13) toman la forma

J=nlmeamy) ©(2.16)
o~ - = .
V= MeVe + M Y , (2.17)

me + P15 .
f?z,aan <~ 0 , : (2.18)
S - . '
J=en(V. -], (2.19)

Asi, cuando se suman las Ecs. (2.3) y (2.4) usando (2.19) se obtiene

MR+ w2 2 b ninc o0 e e BV VP« 38, 0
ER my, 3yt Mo - c

-
donde E: ?4-\.?;_ y haciendo uso del hecho de que R,,.‘-‘-- R'\, debido a la - -
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conservacidn de momento.

Si se impone la condicidn de que la inercia de los clectrones sea desprecla-

ble, haciendo Me —> (0 y observando que bajo esta aproximacidn las Ees.. -

e
(2,16) y (2.17) se reducen a

f—w »?o, (2.21)
T 7 (2.22)
la ecuacidn (2.20) quedard ‘
f{i + C"'-VSG’- = VP + ,zxé‘ . (2.23)
ot [

De esta manera, la Ec. (2.23) es la ecuacidn de movimiento del sistema visto -

globalmente bajo estas aproximaciones.

d) Energia Interna.

De las Ecs. (2.5) y (2.6) se obtienen las ecuaciones de estado dadas por
¥ .
Pa= SelMehe) (2.24)
; ¥
Po= Silming (2.25)

puesto que B:: Pe *PL , entonces sumando (2.24) y (Z.ZS)ise éiene

P= (Y\m;]r{s; « Lv_%_?fs:;} . (2.26)

Al suponer que los efectos inerciales de los electrones han sido eliminados, =

en la ecuacidn (2.26) el té&rmino Ma 3 O . por lo tanto, la ecuacidn

7
de estado del sistema bajo esta aproximaci6n serd



c)

R
P={wml st (2.27).

en cuyo caso la ecuacidn de energfa para el fluldo quedard

2+ U V}_& - o (.28
ot f2 ’

Ley de Ohm,

Finalmente, para tener un sistema autoconsistente con el modelo de dos fluidos

se escribird la ecuacidn para el campo eléctrico.

Multiplicando las Ecs. (2.3) y (2.4) por M:y Mg respectivamente, si a (2.4) -
se le resta (2.3) con la suposicidn de cuasi-neutralidad y usando (2.16) y - -

(2.17) se encuentra

’":’"cn{l(_lf};ff’ 1 - 12"7!;2} = -MYP: + 1 Ve +pe g (2.29)
ot

- - - - )

e Re + Me Re _ncg_tmcduemuf;])ia .

- - - - . .
Al usar la igualdad W e +W0; = M 07 tWe Ve m\,(ﬁ;-l&)-r m:Wz-Vc) substituyendo en
(2.29), con (2.16), (2.17) y (2.19) se obtiene

m.’.me\’\[ 2 We-e) + VRl =0 ] = M 0Pt e TP v{‘fg(\}':(;} (2.30)
3t < ‘ '

-

- 2 - -
£ E M) T8 ~m; Ry e Ry

. [+
La ecuacidén (2.30) se simplifica al multiplicar por e/;,,; , de esta manera los -~

términos cuya relacién es M.¢ se eliminardn al hacer tender e —0 quedando:
. . 27

P v

e HQ{BLE;-JL)«» i-v i - ﬁ-val} 2eVPet P nd) + & £ -aird) (2.31)
ot (3TN am ¢

. -eke >
al substituir la ecuacidn (2.21) en (2.31) y desarrollar se tiene



ig; b UeWl: g T T (umh)-ne\fuvul- e V- (vmf}} =+e VPl (3.3

+Y\L (uxﬂ)+ne£ _pxd)‘e& .

-2

Por otra parte se puede recordar que ﬁ_ representa la ganancia de momento del

fluido debido a las colisiones entre iones y electrones, entonces, por conser
-3 h

N
vacidn de momento se debe cumplir Rez- A , por lo tanto se puede escribiv
-
en funcién de la velocidad relativa (1!;-—17*) , como
5 s = =
Re :»m,m(v;-u‘/.) Yoo = WMo J Vel , (2.32.a)
[2

donde ve; es la frecuenclia de colisiones.

Puesto que las cclisiounes son esencialmente coulombianas se tiene
> P -
Lo = Y(Gn(u';—d‘);blan'j' (2.32.b)

Siendon la reg}stividad, asf de las Ecs. (2.32.a) y (2.32.b) Pg;'-=3:y\ y\ y -
-

&

por lo tanto _[S_He.: Vk_'f , con ésto la Ee. (2.32) finalmente quedard
e

E- ~7x) +ua 8) - g +qhmll.>“vm(m) wﬂn 2.39).
ot \f(,V@!N'? '

De esta forma la Ec. (2.33) se denomina Ley de Ohm generalizada, la cual des-

cribe las propiedades eléctricas del fluido en el caso conservativo.
Esta ecuacidn se puede reducir bajo las siguientes consideraciones:

Si se impone la condicidn de que la inercia de los electrones sea enteramente
despreciable, en comparacién con el término que se encuentra entre parénte--
sis en (2.33) o de otra forma poder acotarlo, entonces para efectos macroscé-
picos el Gltimo t&rmino del lado derecho de la Ec. (2.33) desaparece, quedan—
do

(_J_(E,J HILE) - VPe + N 7. (2.33.a)

nec



14

Dado que en este trabajo interesa estudlar el efecto del campo eléctrico de -

Hall sobre el cquilibrio, se analizard bajo qué condiciones vs retenido.

Una manera de abordar el problema consiste en estimar la forma de la Ley de -
Ohm generalizada cuando el ndmero de Reynolds magultico tiende a infinito. =
Este se define como £, = sgﬁ ) , donde ¥ y L son la velocidad y longitud ca--
racteristicas del plasma vespectivamente, ¢ es la velocidad de la Luz y? la -

resistividad.

Al multiplicar por @@Lla Ec. (2.33.a)

D - -
L OE = (FxE) + CLIXS) + L - gty P . (2:33.9)
T?f £ VZL(XB'J VL Hee o UL %E

De esta forma al tomar el término A‘ [ gd) como referencia se compara com -

Te
los tdrminos de la Ec. (2.33.b) los cuales se escriben en la sigulente tabla.

Tabla (2.1)

Término con el que Orden de Término de Cociente
se compara Magnitud Referencia

il 41 cE g -1
Bny W R L A A

2 2 PR

o (Ix8) L 4 (we\cd L L wed) Ll (e (&-2)
VL Nec ka ﬂn\(ﬁ) = UL Tl km 7[1)

& vl e (m (n L, L we\felln ) (4-3)
L Vle 24 S (we\ (el ,,_3 -

JL ne R\ ) ) £ [/4:){0)“%(!—

De la tabla anterior se tiene la condicidn bajo la cual cada uno de los térmi
nos de (2.33.b) se eliminard en comparacidn con ( UXB ) para obtener la Ley

de Ohm en el esquema de M H D Ideal. Asf de (A-l) se tiene que el término --



resistivo se eliminard si

L2l R (8-1)
I

DPe (A-2) se encuentra

(B-2)

G Fo <y4)<<l :

hnd -3
Esto significa que para valores de k"( > —L” el término de Hall (Tx4) —
se desprecia en comparacidn con (U')(,s) » siempre que la frecuencia de ciclo

trdn de electrones sea menor que la frecuencia de colisiones.

Finalmente de (A-3) queda la siguiente condicidn

—é‘i(yu) ﬂ e (ﬁ) << (B-3)

> o .
Este resultado muestra que WV Pe se eliminard en comparacidn con (Ux8), -~
cuando la longitud caracteristica del plasma sea mayor que el término del la-

do izgquierdo en (B=3).
Para estas aproximaciones se han usado las siguientes definiciones.

Wy = €8 Frecuencia de ciclotrdn de electrones
el

(L= Vo Radio finito de Larmor
wie

ie,,, = “‘CVTA’ Nlmero de Reynolds magnético

%
Voo = ch] Velocidad térmica de electrones

YA
nNe l'\ Frecuencia de colisiones



Por lo tanto de las condiclones encontradas en (B-1), (B-2) y (B-3) la Ecua-

cidn (2.33.a) finalmente se escribe

2

B=—(Tx8) (2.34)
<

A .

Esta ecuacidn corresponde a la Ley de Ohm en la aproximacidn de M U D Ideal.

Por otra parte, de (B-2) se tiene que si ‘71;7_/{— rg_';)ﬂy' , el término corres--
Cnp\ Vel

pondiente al efecto Hall deberd ser retenido en la Ec. (2.34). Este caso es -

‘el motivo de este trabajo, entonces (2.33.a) queda

Bz -Wx8) 4 (TxB) . (2.35)
< s ,

Para resumir, se han obtenidc las ecuaciones de evolucidn del plasma en el mo=
dele de un fluido, mostrando como €stas se simplifican bajo ciertas aproxima--
clones. Asi, se, tendrd el sistema en forma cerrada al incluir las ecuaciones
de Maxwell. Si se consideran oscilaciones de baja frecuencia tales que la co-
rriente de desplazamiento _{ QE en la Ec. (2.7) puede ser ignorada si..em-

< ot
pre que (WL ¢< ¢ ), entonces

32 = V(PP (2.36)
>t !
j’{l + —‘.v]\? =-UP+TxB .@an,
ot [
TR N
{a—t- + U v} 0 o , (2.38)
E=- X3 4+ Jyd (2.39)
z nec )
z_é:=_avxE/ ‘ (2.40)'
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- -
VX8 = 4T J (2.41)
ra )
-
V3= 0 (2.42)
-
v-£= 0 (2.42.2)
- =
Ahora, al tomar en cuenta el término de corriente Hall JX& ,» al conjunto

de ecuaciones (2.36) a2 (2.42.a) se designard como Magnetohidrodindmica Hall --

(NHDH)’.

La importancia de conservar este nuevo término en (2.39), permite explicar fe-
‘ndmenos importantes que surgen al tener inestabilidades de tipo Y150 relacio
nado "directamente con el radio finito de Larmor, tomando gran interds en los -
mecanismos de aceleracidn de ionés y produccién de neutrones [Haines 1983], pa
ra el caso de los Z-Pinch y los experimentos en focos de plasma denso. Por --
otra parte, al tener la Ley de Ohm de esta manera se modificarin las cantida--
des conservadas con el fin de encontrar las condiciones que permitan obtener -

las ecuaciones de equilibrio modificadas.

.2 Ecuacjones de Conservacion M H D H.

Cuando se tiene una ecuacidn escrita como la razdn de cambio en el tiempo de un -

conjunto de cantidades iguales a la divergencia en un flujo, se dice que se ha es

crito en forma conscrvativa. Bajo esta definicién, se escribirdn las ecuaciones

M

H D Hen forma conservativa.

a) Conservacidn de Masa.

De la Ec. (2.36) se ve inmediatamente que &sta cumple con lo definido anterior

mente, teniendo asi la ecuacidn de conservacién para la densidad de masa.



b)

c

~

28 - v(pF) - V (2.43)
>t

Conservacidén de Momento.

-
MultiplIquese la ecuacién (2.43) por U° y sumémosla a la ecuacidn (2.37), --

donde se encuentra

)
v

g(LJ =. 7 Qau—u )- VP (2.44)

(\\‘*H

El Gltimo t&rmino de la ecuacidn (2.44) se puede escribir

(jXE}) = \B 8- B E] siendo il

“f 5’ 7

Un tensor unicario. Substituyendo en (2.44) se tendrd

(7 = - V- {yw <88 - [Pz ]Z['j (2.45)
ot

De esta manera la ccuacidn (2.45) representa la conservacién del momento.

Conservacidén de Induccidn Magnética.

En el caso de la ecuacidn de induccién magnética, la Ec. (2.40) se escribe --

utilizando (2.39) bajo las aproximaciones dadas por (2.19) y (2.22) como

- - - ’ »
28 = Vx@exd) . D
>t )
Asi, la Ec. (2.46) muestra que las lineas de campo magnético estdn congeladas
al movimiento del fluido de electrones cuando se toma en consideracidn el tér
mino de Hall en la Ley de Ohm, a diferencia de lo que ocurre en M H D Ideal,

cuando @stas siguen el flujo de iones.
. s e
Por otra parte, el término VX(‘T/LXﬁ) = \7-[14".5 - R u‘b] asi

%ii’s 0. [5.8 - BT . @2.47)
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Por otra parte
F(T.3) e
U‘~(j.\d)— V-“r )

nos se encuentra

RE(STR AT
B ALY

O Y S B O O S R P TR R

,—3;{& tFl-t-U,(’._’_' g V'!,{"“'.' I R A TLP T

i _’ o 0\ W

La ecuacidn (2.52) veprenenta o commepvaocbian pra b sdnoidibid s v b



Para resumir, se han escrito las ecuaciones de conservacién de masa (2,43), -
momento (2.45), induccidn magnética (2.47) y densidad de energla (2.52), en -

la.aproximﬂciﬁn de M H D H.

Mostrando que sdlamente la ecuacidén de induccidn magnética (2.46) cambia en -
esta aproximacidn dado que ahora las lineas de campo magnético se moveridn con

el fluido de electrones a.diferencia del caso M i D Ideal.
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Capftule III
Cantidades Conservadas

En este capftulo se mostrard cufiles son las cantidades conservadas en la aproxi--
macidn de magnetohidrodinimica ideal, asf como en el caso de magnetohidrodinimica
Hall. Del mismo modo ée escriben en geometrfa cilindrica y geometrfa tovoidal y
se muestra que pueden ser pesadas por funclones arbitrarias dependientes de fun--

ciones de flujo.

3.1 Cantidades Conservadas de M H D Tdeal.

Las nuevas cantidades que se incluyen en el esquema de las ecuaciones magneto-

hidrodindmicas, ecuaciones (2.36) a (2.42.a) son dadas por [Woltjer 1958].

K, J(ﬂﬁ'é') di, (3.
. 0
Kk, = fb(ﬁ:* 8)d ?( ) : ‘ 3.2)

b= [(Frpd)d df @

. con condiciones a la frontera tales ﬁue
-_ 4 N - - :
BeRf =0 : reqf =0 (.0
o 20
o con mayor generalidad
-
Exr?/:D , (3.5)
7)) ' :

lo cual se satisface si dicha frontera es una superficie de campo magnético -

ademds se pedird que no actiien fuerzas externas sobre el sistema.
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b

~

En las ecuaciones anteriores A, , representa la helicidad magndtica, donde n
-

es el potencial vectorial y B el campo magnético. K, se denomina helicldad

cruzada y ky es la proyeceidn del momento angular, con 7 un radio vector y

&. un vector unitario para un sistema coordenado arbltrario.

Conservacidn de Helicidad Magndtica en M H D Ideal.

Témese 2% de la ecuacidn (3.1). Al desarrollar el integrado se cncuentra -
JE

_que
208) = 24,8 + 428 (3.6)
> Te 3? /
donde .
24 = _fc £ : (3.1
22 {c E+ VV} ,

a

l{ es el potencial electrostdtico.

-

Si se considera la Ley de Ohm sin el término de Hall, Ec. (2.34) £= —-ggé) .
. 8

Al substituir (3.7) y la Ley de Fdraday, Ec. (2.40), con (2.34) en (3.6), se -

tiene que al desarrollar e .integrar en todo el espacio quedard

J

D

£}
=

2647 da =~f(z(é‘-é)+v-{w-m‘, A5 + G- 5)»}} dk (2.8
ot :

-0

Por el teorema de Gauss y las condiciones a la frontera dadas por (3.4) el se-

gundo término de la integral desaparece, quedando j(E' 8.) dj& que se anula, ya
. Do £

que por la Ley de Ohm £ y 8 son ortogonales si se ignora la resistividad‘v/’a -
o o

(l_)( 8. De esta manera se ha mostrado que la helicidad magnética es una - -
[

constante y por lo tanto es una cantidad conservada en M H D Ideal.

Helicidad Cruzada.

Ahora se demostrard que k,_ se conserva.
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.

Al tomar ng en la ecuacidn (3.2) se tiene
>¢

a > It -7 =
2W-8) = 2r.a re38  . (3.9)
5_6( " >t i €

La ecuacidn (2.37) se puede expresar como
%@r: chxa - S.Z!"p - V(,{,;”“)f Frved) , (3.10)
con  W-VV = V(L u?) - Fa(Dxd)

Cuando se substituye la Ley de Firaday, Ec. (2.40), con (2.34) y (3.10), en =

(3.9) se obtiene

2PE) = (Jx8)- 5 - WP &

V.t 'f‘UfX(V)(UA')-E-V)U',- 3w UNOKs (3.11)
S - F (6 )8+ Nxd)

et
El primer término de (3.11) se elimina ya que JX4 es un vector perpendicular
-y

af. Los demds t&rminos se pueden desarrollar de la siguiente manera:
y_;_,%: v.[;fx vp]- 4. xv(3)]
Ux@xo) - B = (@x &) . (#x3)
G- ViFrE) = x #)-xB ) - V- PP )]
W d = 9. [1rE]

Al substituir (3.12) en (3.11)

(3.12)

26:80 2. V. [od @ D)F VI U[E v AP o

Integrando (3.13) en todo el espaclo, por el teorema de Gauss los dos prime--

ros términos quedan como:
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iz _/[ L8+ (v 8) EJ. Ads b f [?_‘ x w_’]. Ads . (3.14)
s

La primera integral se elimina de acuerdo a las condiciones dadas por (3.4). -
Puesto que se ha dicho que no actdan fuerzas externas sobre cl sistému, enton=
ces se puede elegir /; de tal forma que se anule en la superflcie, de acuerdo
a ésto, la integral _/[ﬂ X VP]n dJs también desaparece. Para evaluar la dl-
tima integral es nLCLbﬂliO imponer condiciones sobre VF’, vf. Si se pide que VPy
Vg sean paralelos, entonces se debe de cumplir que la presidn sea una funcidn
de la densidad, c¢s decir P= )((S’) , con &sto la integral j A LVE x V'Lfdx se

eliminard en todo el volumen.

Por lo tanto, bajo las aproximaciones citadas anteriormente, se cumple que =~
DA’e:D , de donde se observa que la helicidad cruzada se conserva en la - -
o

.aproximacidén de M H D Ideal.

c) Momento Angular. : = o

Para mostrar la conservacién del momento angular se hard de la sigulente mane~
ra. Sea L jU)ﬁ{b“)clx » que al tomar QL y utilizar la Ec. (2.44) -

se tiene

-

?_’_tL_ :fo[r?x{-V'(/l?‘E)-f gjxa)— Vfﬂ d% . (3.19)

Ahora (3.15) se puede expresar como sigue
como \txf\?.w}i:; f; v Fxfz P VRY ) = V‘EF(F%J‘)]-LFXE)V-(fGJ
entonces (x Re(p &%) = (“')‘5")\7-(‘]’5}4 v-[p F(rxe)] - (Fx &) v(3¢)

TxVGRF) = v ECfRi )] (3.16)
?xVP:-Vx(?f’)}_ A BENERD)

2 d ‘ Braoa o -~ -
Px@ed) = 4 [0 [8(cR)]- Ex3) 9.8 + Wxp e F)] , (3.18)



al substituir (3.'16)‘, (3.17). y (3.18) en (3.15) se tiene
oA AT ,.‘_7"‘. L gt F]’.‘ - 1 ) n
%_ﬂ Vﬂ’v(rxﬂ’) g’iﬂ(rm):hw[(z NG IX; B} dx , (3.19)

Al realizar la integracién, por el teorema de Gauss el término de la divergen-
cia 1lleva a una integral de superficie la cual se anula en la frontera de - =
acuerdo a (3.4). La segunda integral tambi@n Ileva a una integral de superfi-
cie L& 84 Z_‘I‘?xﬂ 4s que se anulard sl se considera uma superficie tal que ~ -
? “ﬂ , es decir, si se elige sdlamente geometria esférh:u‘: De esta 4lti
ma condicidn se observa que en genmeral, el momento angular no se conscrva cuan
do el término magnético es incluido en (3.15). Sin embargo, para condiclones
adecuadas del prgblema se puede asegurar la conservacidn de esta cantidad. EL

-
Gltimo términc se suprime puesto que Vog=0.

Con &sto se ha mostrado que en el caso de simetris esférica la contribucidn —--
del término magnético no afecta la conservacidn del momento angular mecdnico.
Por lo tanto, esta demostracidn se puede hacer para cada una de las proyaccio~

nes de %; » con lo cual se tiene que es una variable congervada.

3.2 Cantidades Conservadas para M H D H,

En esta seccidn, se procederd a demostrar cudles son las cantidades que se con
servan cuando el término de Hall ha sido incluide en las ecuaciones magnetohi-

drodinidmicas. Asi, estas cantidades en M H D H serdn:
2 . 3 :
K=[@-8)dx (3.20)
b=/ (1) & Gy
a* o *

. ,l'a*,‘—_f (Fx ). &; &a (3.22)
) D]
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donde kl » es la helicidad magnética, Afz es la helicidad generalizada que se -
denominard helicidad hibrida, conV la velocidad generalizada yii vortlcidad

generalizada, las cuales se definirin mds adelante, Lj.cs el momento angular,

llelicidad Magnética en M H D H,

para demostrar que f, se conserva en estas representaciones, se procederd co

mo en los casos anteriores.

Asi, cuando se toma ai , uLllizdndo el resultado de (3.6) al sub tituir la
ecuacidn (3.7) y (2. 40) con (2.39) quedard

\,.
3r:h

3(_ ) B 4xé). 8 + \7[/; i -w-J)a HDE . @.,,)V} (3.23)

Los primeros dos términos de (3.23) se eliminan por ser perpendiculares a E .
Integrando sobre todo el volumen, el término de la divergencia por el teorema
de Gauss lleva a una integral de superficie la cual desaparece de acuerdo a -
las condiciones a la frontera dadas por (3.4) y ademis con J;aen la superfi-

cie, por tener .libertad de eleccidén de norma. Por lo tanto se tiene que 2430,
. >¢

Esto implica la conserQacién de la heliciddad magnética en la aproximacidn de
MHDH.

Helicidad Hibrida M H D H.

Ahora, se demostrard como esta nueva cantidad la cual se denominard helicidad
hibrida, completa el papel formal de la helicidad cruzada en el esquema de --
M HD H.

Para &sto se definirdn nuevas cantldades anfillogas a v‘y 3 en este nuevo con
texto. Se reemplaza el término jx& de la Ley de Ohm en la ecuacién (2.37):

- [ - .
€4 1L (x8)- V?—P+ FxExF) - Gy (3.24)

XE
O o8
SR

&
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Substituyendo la Ec. ‘(2.21) en (3.24) y al tomar el rotacional empleando la -
Ley de Firaday pmu cambiar el rotacional del campo eléctrico por la derivada

del tiempo de B queda
_92!_[4}4- LU:,) = ng"’-x(ﬁ+&')¢)}, , (3.25)
t

donde la vorticidad del fluido se da como JJ:VXJ‘ y la frecuencia del ciclo

- -
trdn de lones serd ;=28
e

-
Si se define la vorticidad generalizada (1 como la vorticidad del fluido mds -

la frecuencia del ciclotrdn de iones, entonces

- -

N=0+0, ©(3.26)
’
finalmente (3.25) quedard con;o
- D B
:)a;;—’?‘: VXEU'XILl . (3.27)

De la Ec. (3.27) se ve que la vorticidad generalizada estd congelada al fluido
cuando el térmir{o de Hall ha sido incluido teniendo que el flujo de vorticidad ge
neralizada reemplaza el flujo de Alfvén de M H D Ideal como flujo invariante -
[Turner 1986].

Por otra parte, se puede definir un potencial vectorial generall?adc por zmalo

gfia al potencial vectorial magnético, tal que se satisface

)

R=YxV . (3.28)

‘ i - .
De la definicién de Ll Ec. (3.26), al substituir las expresiones para u),wl; -
en (3.28) y hacer la integracién con E: V)();1 se encuentra

b - -
S+ 4+ 0V (3.29)
v e 7 +VE ,



- -

donde Y representa la velocidad generalizada yf)' un potencial escalar, el - -

cual puede ser determinado mediante el conocimicnto del campo de velocidades.
. —

Como se necesita comocer la evolucidn en el tiempo de VY para llevar a cabo -

1a demostracidn, al integrar la ecuacidn (3.27) con (3.28), sc obtiene

2Y - px L +vA . (3.30)
Y

-
Con,{ un potencial escalar que se encuentra al tomar la derivada de V con res-
pecto al tiempo Ec. (3.29), substituyendo las ecuaciones de movimiento y la --

Ley de Ohm generalizada, Ees. (2.37), (2.39) y la Ec. (3.7) respectivamente.
Ahora, se define la helicidad hibrida como
-~ g 3
= . .31
K f(VJL)J;« : (3.31)

Para cvaluﬂrc}zl se toman las expresiones pard 3\/ Ec. (3.30), D"L Ec. (3. 27)
>t
V Ee. (3. 29) y__ﬂ_ Ec. (3.28), que al desarrollar (3.31) se encuentra

‘;;éf‘ fp K(‘frxf?.)vﬁ‘ + VXA Hirn A .- v,L\”/’xmﬁ)]]c\i,w-32>

Se observa que el primer y tercer término de (3.32) se eliminan ya que los -

factores son ortogonales.

El segundo término de (3.32), junto con el cuarto sé puede escribir de la si-

guiente forma

Dkz/ {av 2@‘&@)})(\{( 4;«_ (3.33)

Al hacer la integracidn por Gauss, lleva a una integral de superficie de tal

manera que es necesario pedir condiciones a la froatera para 4L . De la -~
-

definicidén de W se puede imponer la condicidn inicial de que la componente -

normal a la superficie se suprima, es decir L?J(l': t‘-b).y?;o, bajo esta condicidn



C

—

. -
se tiene que si en un tiempo la componente normal de.fl se elimina en todos -

los puntos en la frontera, ésta se eliminard para todo tiempo teniendo
- Bl A . ~ o
w(v,{‘)'“,=° ) ﬂf‘"l: o . (3.34)
. Y] b

Asf, la integral de superficile se hace cero, para las condiciones a la fronte

ra dadas por (3.4) y (3.34).

o
Por otra parte, el término aﬁi X U se hace cero igualmente, por lo tanto,

se tendrd 3251::0 , con ésto se ha demostrado que la helicidad hfbrida se cone
serva en e? %squema de M H D H. Se puede comprobar y por esta razdn es nece
sario modificar la imagen de la helicidad cruzada en el esquema de M H D H de

bido a que esta cantidad no se conserva al pasar de M H D Ideal a M H D H.

Momento Angular M H D H.
a

Para finalizar se probard que el momento angular se conserva en ¥ H D H. Se
mostrd anteriormente que la fuerza magnética no afecta la conservacién del mo
mento angular mecdnico en M H D Ideal, es decir, en este caso se estd considg
rando s&lamente la fuerza debido al movimiento de las partfculas. Para MHDH
ademis se considera la fuerza producida por la corriente generada por este mo
vimiento, y puesto que es de origen magnético no afectard al momento angular

mecdnico. Por lo tanto ﬁé; se conserva en M H D H.

Hasta aqui se ha mostrado que las nuevas cantidades se conservan en M HD H,
habiendo definido una nueva cantidad en M H D H que toma el papel de la heli-
cidad cruzada en M H D Ideal, llamindola helicidad hibrida, puesto que la he-

licidad cruzada no se conserva en M H D H.

3.3 Geometria Cilindrica.

En esta representacifn, se elige una expresién para el campo magnético y el -

potencial vectorial en térhinos de funciones de flujo &F . En este caso par-



a

fed
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ticular, se mostrard sSlamente la conservacién de masa cuando estas cantidades
son pesadas con funciones que dependen de las funciones de flujo. Esto se ha-
ce con la finalidad de mostrar la diferencia que se obtiene en las rccuaciones
de equilibrio de acuerdo a distintas formas al aplicar el principlo variacio--

nal en el siguiente capitulo.

Helicidad Magnética M H D,

Supdngase que se tiene un plasma cuya configuracién es un cilindro recto axial
mente simétrico de tal forma que se puede elegir una representacidn para el -
-~

campo magnético B y el potencial vcctorial/_f como:

B=VExvE + Byva, (3.35)
A= ¥ve+(vzxl) (3.36)

dcndef es la funcidn de flujo axial, Bl es la componente en la direccidn Z del

-
campo y £ es un vector tal que V-E‘-‘B; .

- - N - -
Como primer paso se calcula (A.B) substituyendo las expresiones para A y B

" de las Ees. (3.35) y (3.36).

@8)=¢vz rwexc]-fexvarecvd, G

desarrollando, con VZ:; se tiene

(£8)= $v2-Qexvd)+ 8, ¢ + V-[pa( yve.d)-E ¢l

+4V2. V(P2 a2) +lyzxc) B, V2 (3.38)

El primer y dltimo términos de (3.38) se anulan ya' que los factores son per--

pendiculares. De la Ec. (3.36) se tiene V)((VZ){L’): BZVZ' Finalmente, se pue -



de escribir
(h8)= 20,k - v(d¥) (3.39)

habiendo eliminado el término V!{ZVZ' Z) en la divergencia Ec. (3.38),
debido a que E no contiene parte axial. De aqui se tiene que la helicidad =

magnética en esta nueva imagen quedard como

- 3
K, =j0 28, 4 dx (3.40)

donde se ha eliminado el término de la divergencia de (3.39), ya que al inte~-
grar, por el teorema de Gauss se obtiene una integral de superficie, la cual
se elimina considerando condiciones de frontera tales que a-ﬁl:o .

20
As, se ha escrito la helicidad en geometrfa cilindrica en términos de una -~
funcidn de flujo. Por otra parte,como un problema diferente, se mostrard que
la helicidad se comserva cuando es pesada porf para posteriormente pesarla

con una funcidn E(y-]la que dard estados de equilibrio mis generales.

Al calcular 2_((.4’/;'_%) se tiene
at

M7 ¢ = 24804 4 7 8)¢ . .
Dt& ,‘f} 12 Y +¢ 3£ (3.41)

De la Ec. (3.8) se puede escribir (-3 :-?.[@V—@,E}}g_\@',g}&}, y con &sto
(3.41) queda >t

a‘Zn‘-é’;sﬂ:-V-[&%&Z&’)Jé’uﬁ'é)ﬂ% +(A-8)2g . (3.42)
=T - >t

Por otra parte, la Ley de Fdraday se expresa en la nueva representacidn utili-~
zando las Ees. (3.35), (3.36) y la Ley de Ohm (en este caso sin el término de
Hall) como

Y*B% £V s}.%}:ﬂx{vﬂ&vz)- T2(vY) v er\g%}.(l“)
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Al realizar la lategracidén y reagrupar términos se encuentra

B_Bt‘ Mr.v:é]V& + vexp}% fee »—_]—-(u-.va)v}_ =y (3.44)

dondeg es una funcidn escalar de tal forma que escoglendo una norma adecuada

se puede hacer ¥4 =0 .

Como estos tres vectores Ec. (3.44) son linealmente independientes, en parti-

cular se tiene que 1

J

4 PV =D (3.45)
ot

de la Ec. (3.45) se puede observar que al hacer la suposicidn de tener un - -

-
plasma sin flujo en estado estacionarioc con ¢ =9 entcnces %,_{4:0 .
T

En el otro caso se tiene que (di/el £ :o) . De tal forma que_i‘se conserva

localmente cuando no hay flujos y globalmente en el caso general.

Regresando a la Ec. (3.42), al substituir (3.45) y desarrollar, se puede ex--

presar como una divergencia )
e RS AT ST ERREE | B
>t P

donde [0‘1"— lﬂﬂ- J‘J]a- V,% =0 , por ser perpendicula'rj‘es g y?}. .

Al integrar (3.46), por el teorema de Gauss se tiene una integral de superfi-
cie la cual se anula de acuerdo a las condiciones a la frontera dadas por (3.4)

Por lo tanto la helicidad se conserva en esta representacidn.

Considérese ahora el caso generalizado al tomar una funcidn E(,U:) como funcién
de peso de la helicidad magnética de tal forma que se mostrard que esta canti

dad se sigue comservando al ser pesada por la nueva funcidn.
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Siguiendo los mismos pasos que en el cjemplo anterior, al tomar

Vs ceol = 2B e 7 (3.47)
5&(1(/9 8) e = 2 (8 el + A8y 2lew)

substituyendo (3.45) en (3.47) y usando (3.8) se encuentra

~Sp2 ey - P PRI |
j‘-t@-e)a-(ﬁ)],-v{[fw- b)) 8 +(»-s}ut}m)} . ()
De la misma manera, al integrar (3.48) por el teorema de Gauss se tendrd una
integral de superficie la cual se eliminard de acuerdo a (3.4).' Con é&sto se
ha mostrado que la helicidad magnética se conserva cuando es pesada por una

funcidn que depende de las funciones de flujo.

De esta manera la Ec. (3.40) se escribird como
! 3
K'= [ 8 ) d% (3.49)
]

Conservacidn de Masa,

Como en el capitulo anterior se encontrd la ecuacidn de conservacisn de masa,
en esta seccidn se mostrard que la masa se conserva cuando es pesada por .una
funcién 6(¢) que depende de las funciones de flujo.
Asi, la ecuacidn de masa se puede dar como:
3
ko= | pdx . (3.50)
b

Por lo tanto, cuando (3.50) es pesada por Gag se tiene

/q‘;/DfG(i) di . . (3.51)

Con &sto, al tomar Ky y desarrollar quedard

&
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« . f oo - o7 ¥
9_‘_2/‘.?:.]0[\7.(11,-) 6) 4 pi-vy ¢'@)dx | (3.52)

habiéndose usado los resultados  dados por (2.43) y (3.45)

Finalmente, (3.52) se puede expresar

F "y 2 3
%’ = -fDV'U’u-G('f}] XL (3.5

" ast, por el teorema de la divergencia esta integral se anulard para las condi
ciones a la frontera dadas por (3.4). De esta manera se ha mostrado que (3.51)

se conserva cuando es pesada por la funcidn 6(}).
3.4 Geometria Toroidal.

En esta seccidn se cscribgﬁ las cantidades conservadas en la aproximacidn de -
M HDH en términos de las funciones de flujo en la representacidnde Geometria
Toroidal. Asimismo, se mostrard la conservacidn de las mismas cuando son pesa
das con funciones de flujo. De igual manera se mostrard la conservacién de ma
sa cuando es pesada por una funcidn mids general que el caso anterior, es decir,
se tomard una funcidn tal que sea de la forma GL}A S) , donde S es la entropia

especifica. Por lo tanto, el campo magnético E , el campo de velocidades l7‘ y

el potencial vectorial 3 se pueden dar en simetria toroidal axisimétrica como

c é’: VYXVEF bV ©(3.54)
~ -3
ﬁ:gvb-# Ve xcC (3.55)
F= VAXVO +u VD (3.56)

,dondef,¢ se consideran funciones de flujo, b 1a componente en la direccién é
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- 3 a?
del campo magnético, C es el vector tal que b=r V-{r (Z) y U, la componente

LA B
de velocidad em la direccidn § , con VO=¥ O .

Helicidad Magnética M H D H.

Como primer paso se escribird la Ec. (3.20) en esta representacidn.

Para desarrollar (—K.ﬁ).) se usan las Ecs. (3.54) y (3.55) tal que

(-B)= 4 Vb-(V¥XVE)+Yvb-bVo +(96%L) 67D

2, - . (3.57)
4 4v0-6V0 - VG 0o ZY .

De (3.57) se observa que el primer y tercer té&rminos se eliminardn por ser --

-perpendiculares los factores entre si.

Ahora al integrar (3.57) en todo el esp_z;cid, el quinto término por el teorema
de la divergencia se eliminard de acuerdo a las condiciones a la frontera ta-

les que 3-3/::0 ! )I Vﬁtﬁ}fo quedando
wo

22
= 7.5) J2 = '16 43 ’ .
A /U(ﬂ &) dx /u‘” ¢ dx v<3 58)

De esta forma (3.58) representa la helicidad magnética escrita en geometria -

toroidal en tdrminos de las funciones de’flujo.

En lo que sigue se mostrard que esta cantidad se conserva cuando es pesada por

una funcién/u(g) .» Entonces se tendrd que

2P dpie] = LB +78) 248 s

-
L 40 IR T el Ay .y
Empleando (3.23) se tiene ‘;2&(”/5) = V. @-8) U--éﬁ].yg_#-(/;,v)g*(/].%n)g]

usando (2.19) y reagrupar se puede expresar como

2D = Vi B G. - (7T ) (3.0
>t ) !
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Por otra parte la Ley de Firaday en esta representacidn al substitulr la Ee.

(3.54), la Ley de Ohm generalizada Ec. (2.39) y (2.19) quedard

VL vo s vexall= Us{lex@xva)+Bexb o} . Gub
>t EX:

Al integrar y agrupando t&rminos s¢ encuentra

24 L wev ex[alu ] -[Fe-vo)ve = VE . (.62
[M Avo+ Vox[2u ] - Fe- 70) £

Puesto que estos vectores son linealmente independientes y eligiendo Y{E‘O -
en particular, se tiene
'

24, Rvé=o0 (.62
2t

Regresando a la Ec, (3.59), substituyendo (3.60) y (3.63) da como resultado

%&i. Huy]=- V- £) & - (- (?c)ﬁ_]/,qg) _(ﬁ.é}aL@)@. e, e

finalmente (3.64) se puede expresar
;"f@;g.}/‘w]:‘ v{wﬁsnﬁ jw’-bﬁlf&)} ) (3.65)

De esta manera (3.58) se ha escrito en forma conservativa exhibiendo que la -
helicidad magn&tica puede ser pesada por una funcién/ﬂ(i), donde finalmente -
2 E

se podrd escribir como
.. 3 .
/<,'=j 2 rzé/,c(b!) dx . (3.66)
(>3

Helicidad Hibrida Generalizada

. -
Ahora se encontrardn las expresiones para la vorticidad generalizada L y -
s .

la velocidad generalizada V' en términos de las funciones de flujo.
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'

i I .
Témese B=Ly ﬂ’: V. de tal forma que las Ecs. (3.28) y (3.29) quedan

(3.67)

-
a A ) (3.68)
donde .52 y haciendo V_LX,ZO. Substituyendo (3.55) y (3.56) en (3.68)
me
* » -
A= Pvo+lvd-al)ixve . (3.69)
*
Asi, _(é se conslderard una funcidn de flujo generslizada que tiene la forma
*
Y= u+ra ¥ . (3.70)

~
. A%
Al tomar en rotacional de A Ec. {3.69) se encuentra
]

B V£*x V@-I-b'VB

) Gy
con
b= - AP rab 5 (3.72)
x_ 1> "> 2
={r 2 Y.
e sean)
Ahora se desarrollarid (;13* ) en esta representacisn.‘
Al utilizar las Ecs, (3.69) y (3.71)
(A28 %)= L*78.WE%70)+ £70. Vo +WF-ad)-(y ¢ % 7)
v d-ag)xvel.gve . .79

De (3.73) se observa que el primer y cuarto terminos se anulan por ser perpen
diculares los factores, quedando:



-

AB* 2 YD BTe+ ¥V 5VE Vﬂ&!"vv);«‘@f—uﬁ) % Ve}] RPN

Cuindo se integra (3.74) en todo el espaclo, el tercer término por el teorema
de Gauss, lleva una integral de superficie la cual se anulari de acuerdo a --
las condiciones a la froncura tales que V¢~n]—-0 N E ﬁ) 0 . Por otra par-
te el término _‘/‘*Vf) Vo= 5 E‘V@ , con fbto 1la ht,liuhlnd hibrida genera

lizada finalmente se puede, expresar como
i P ~
x )3 A x 3
ke =-_[ A 8Md5x =j 2 908" dx R
b >

De la misma manera que en los casos interiores, se mostrard que esta cantidad
se conserva cuando es pesada por una funcién /((’ﬁ/), entonces se tendrd que -

al desarrollar
3 (i"é’%(i"‘{(: 2 (BN AW (3B } X(M (3.76)
ot Y ot

- - .
Aprovechando la Ec. (3.27) con Q= B A al substituir la Ec. (3.71) de-
sarrollando y al utilizar los mismos argumentos que en los casos anteriores ~

se encuentra

x -
Ahora de (3.33) se puede eseribir

ot e < - - .
g‘g'@x): - V(A x 8”)] ; (3.78)

Asl, al substituir (3.77) y (3.78) en (3.76) y desarrollar se puede dar final

mente el resultado

p[,; VAT P Y ‘:uf),;ﬂ/\(w} o
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Cuando se integra (3.79) en todo el espaclo por el teorema de la dlvergencia
se obtiene una integral de superficle la cual se elimina de acuerdo a las con
diciones a la frontera dadas por (3.4) v (3.34). Cen &sto, se ha mostrado --
que la helicidad hibrida generalizada se conserva cuando es pesada por una --

f_unciﬁn /((j”j) entonces (3.75) se puede dar como
R EIC O PIC D S
D

Momento Angular.

En lo que corresponde a la proyeccidn del momento angular, la Ec. (3.3) al ~
substituir (3.56) y desarrollar se encuentra
A 3

-*J[--fuz\-"r? - Vo pV ) +fuz‘]-‘dx (3.81)
o J

Dado que en el sistema toroidal axisim@trico la componente que Se conserva es
la proyeccidn del momento angular sobre el eje Z debido a la simetrfa del --

3 -
sistema, entonces en la Ec. (3.81) al tomar a‘..‘- 2 esta quedarad

/{J‘f‘/‘; j)u d; . (3.81.a)

Ahora se procederid a mostrar que esta cantidad se conserva cuando es pesada

por una funcidn F&) , asi al tomar

%—'g-i :ls_th"“ F&‘J] % , » (3.81.b)

3

desarrollando se encuentra -

Pu Feb)] w) y > FO) - D 1 B s 0N Ty pu d FO .
,[ mmu;{__ _ﬁuF()*fﬁFﬁhfuﬁ)(s.sl.)

de la ecuacidn de movimiento se puede encontrar la expresién para U  como .

it
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2L - Fovu v 3§00 (VLx ) (3.80.0)
2t

substituyendo las expresiones para la conservacidn de masa, £c. (3.45) y (3.81.d)

en (3.81.¢c) se tiene

%U’u F(*}{:-V(f‘?) i F({—U"f‘?‘ U F) - va-ex0s) FY (3.81.0)

- FUFlY) 5V

por lo tante
SQ[M F#)] = V{;}” F o 68) FW_{ (3.81.£)
&
donde V:(b E): }:’9.(7#’)(\75) por lo tanto

93/.21 = fo V{fu i+ a%j ROIE G810

Por el teorema de Gauss esta integral se eliminavd para las condiciones de ~-

frontera (3.4), mostrando que el momento angular se puede pesar por una fun--

cidn de flujo F[S,L) .

de esta forma A3 ahora se escribird como -

bief purw di . 6.

Conservacidn de Masa,

Para concluir se mostrard que la ecuacidn de masa se conserva cuando es pesa

da’ por una funcidn de forma Gﬁﬁ 5) ; entonces la Lc. (3.50) se escribird

K-fes dk . o

Asi, al tomar J K¢ se tiene.
>t
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9/«./:J[éf cs) + 7266 stI dx . (3.84)
ot olat YA
De 'la Ec. (2.28) se observa que :;9_: = - U—: AN . Con este resultado yde

las Ecs. (2.36) y (3.45), se puede expresar (3.84) de la siguiente forma

DA __/ [r-43) € # €(£3)759% + GUhSp w8 4R Gl
2L P .

Finalmente (3.85) se escribird

Qﬁ;-f vefpds 668 L - 3-86)
2t b

De esta forma, cuando se realiza la integracidn en *(3.86), por el teorema de
la divergencia se obtiene una integral de superficie la cual se anula de -- -
acuerdo a (3.4). Asi, se ha mostrado que la masa, se conserva cuando es pesa

da por la funcién (:(165)'.
3

Pai:a concluir, se ha mostrado que las nuevas cantidades incluidas en las ~-
aproximaciones de M H D y M H D H se conservan. Asimismo, se mostrd que es~—
tas cantidades pueden ser pesadas con funciones que dependen de las funcio-~
nes de flujo teniendo asi un esquema completo con lo cual se podrd aplicar -

un principio variacional qué es el objetivo del siguiente capitulo.
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Capftulo IV
Ecuaciones de Equilibrio

En este capitulo se obtendrdn las ecuaciones de equilibrio que serdn derivadas -

de un principio variacional.

Para dar un ejemplo y mostrar- la diferencla en las ecuaciones que se obtiencn, se
resuelve el problema aplicando el principio variacional generalizado por Woltjer
en un caso. En el otro, se toma una representacidn en geometria cilindrica en -
términos de las funciones de flujo donde ahora las constricciones serdn pesadas
con funciones de flujo. Ambos problemas se resuelven en la aproximacidn de M HD
Ideal.

Una vez que se ha exhibido la diferencia en las ecuaciones que se obtienen, se -
tomard una representacidn en geometria toroidal y en, la aproximacidn de MHD Ideal
se obtendrd la ecuacidn de Grad Shafranov.

. 2
Para finalizar, al imponer mayores constricciones al problema y trabajar en la ~
aproximacidn de M H D H, se obtendrd una ecuacién generalizada de Grad Shafranov

que serd el resultado importante de este trabajo.

4.1 Estados de Equilibrio M H D Ideal.

Un estado de equilibrio es aquél en el cuAl la encrgia toma su valor extremal.
¢ De acuerdo a &sto, se puede aplicar el método variacional para carﬁcterizar -
-los estados de equilibrio al tomar la primera variacidn Ae la funcional, consi
derando que las integrales de las ecuaciones magnetohidrodindmicas junto con -

las cantidades conservadas actuardn como constricciones al problema.

a) NECodobde Woltjer,

Supdngase que se tiene un plasma en estado estacionario donde la energia estd.

dada por

U=L [}5; ‘e C’-U’)];& . @)



T

donde e se define como la densidad de energfa interna, la cual es una fuuncidn
de la presidn, habiéndose eliminado el té&rmino de energia cindtica debldo a --
que no hay flujos. De esta manera la condicidn para que () sea un extremal -

sujeto a las constricciones dadas por las Fes. (3.1) y (3.50) serd
J[U‘*k/-—/é‘kqj: 8, (4.2)
donde « y‘é son multiplicadores de Lagrange constantes.

En forma explicita se tiene
- 3
5]{.8,’ + 7 e - x(,alg)-/éfj =0,  ua
A :

‘al desarrollar quedard
0= f[@ (Vx §4 )+fé“e +e Sf oLGa‘ﬂ B+A- m/a’]/s&]& (4.4)

finalmente al reagrupar términos se obtiene

'///

' L{vw z»tsf. g}?- v-[gﬂgcs/?}- L O-(Fx Si)# b _/e) Sf}&i:o,-(z..s)

donde ;1: 88+j§__@ que se denomina entalpia especifica.
>£

De esta integral se observa que el segundo y tercer términos se eliminardn ya
que se ha impuesto la condicion de que ﬂ S/] se anulan en la superficie,

al suponer que se tiene una pared completamente conductora.

-3 !
Por lo tanto, como las variaciones&) y é-f son completamente arbitrarias e --
independientes, cada uno de los t&rminos en el integrando se hacen cero sepa-

radamente encontrando

/ =0 (4.6)
77.?1\’8 2 B
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;_/1_1, =& . (4.7)

De esta forma las Ecs. (4.6) y (4.7) representan las ecuaciones de equilibrio

de un plasma en estado estacionario libre de [uerzas.

Como siguiente paso se desarrollard el mismo problema tomando ahora una repre

sentacidn en geometrIa cilindrica.

Estados de Equilibrio Geometria Cilindrica.

v
Para encontrar los estados de equilibrio se tiene ahora que resolver el pro-
blema variacional en geometrIa cilindrica en términos de las funciones de -~

flujo. Entonces ia funcional en esta representacién se dard como

K, :/[&_‘_ tfeE)+B EW + P c:‘;(sé)]‘:lﬁQ . 4.8
o

7

Habiéndose tomado como la suma de la energia del sistema Ec. (4.1), mids las

44

constricciones dadas por la helicidad magnética Ec. (3.49) y la ecuacién de -

masa Ec. (3.51), las cuales han sido pesadas por las funciones éﬁﬂ y GCﬂ -

respectivamente,

Témese la primera variacidn de la Ec. (4.8) haciendo é; = para encontrar
! P

los valores extremos.

SH: =ﬂ§’.a’é’+ hop+ 8y EE) 54+ EE) T8z
> AP E) SE + 6l EE{AX=0 4.9

Al substituir la expresidn del campo Ec. (3.35) en g-JQ? se tiene
8-58=[v¢xvat8,va(-[vsfxva + 58 vy (4.10)

Al desarrollar (4.10) quedarid



45

556 = v.{w(&”a@vaVz)-Va(vaz-v&)}+S.%V&fo'ix&w()j .
+(VEXV2)- 8B, V2 +8,Ve (05t xvz) + 3, I8, ,

De (4.11) se observa que el tercer y cuarto términos se anulan por ser perpen
diculares entre si. Asi como el término de la divergencia se anulard cuando

se realiza la integracidn para condiciones a la frontera tales que V%-’?]:D.
Pl

o -
Por lo tanto &-§8 quedard como:

8-58=-AL 8¢+ 3.58,

) (4.12)
con g_"t‘VZ- VX[VX(.%VZ)]:—A,%‘ Cfl‘ -
Ahora al substituir (4.12) en (4.9) y reagrupar se tiene
J{E}ﬁﬁff +8, B+ G OF +Bs ¢ E&M?‘ +th + c,(e)]as}ai 20 | (13
)

El hecho de que las variaciones 5’,},“/ A’ﬁe Y Sf sean independientes, impli-
ca que cada uno de los productores se anule separadamente en (4.13) teniendo

asi

AL +6. EW)+ p ) = ©

;‘?;‘j— , (4.14)
8+ EH) ':'0, (4.15)

47
b+ 6K =D. (4.16)

cf L o
De (4.15) se tiene 5&):-‘7,/7 Be'(y_-) y de (4.16) 6= r P{(#) donde se han
utilizado la primera Ley de la termodinimica y dA :f*dp+745 que al substi
tuir las expresiones E’@f} yG’(%} en (4.14) se obtiene
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‘A Y+ B Y8 = v Py (4

Por lo tanto 1a Ec. (4.17) representa la ecuacidn de cquilibelo para un plasma
en estado estaclonaric. En este caso se obtivne una ecuacidn la cual permite
obtener superficies de presidn constantes, de esta forma se obtendrin estados
de equilibrio mds generales de los que se encuentrap a partir del método segui
do por Woltjer, Ecs. (4.6)°y (4.7) en la aproximacidn de M H D Ideal. Se pue-
de observar que la Bec. (4.6) no incluye el término de presidn cuando se eseri~

‘be en esta representacidn para el campo magnético.
4,2 Geometrfa Toroidal.

En los casos anteriores se obtuvieron las ecuaciones de equilibrio en la apro
ximacidn de M H D Ideal para un plasma sin flujo, mostrando la diferencia que’,
se obtiene respecto a las ecuaciones de equilibrio de acuerds al método segui
de. N

Ahora, se elige una representacidn en geometria toroidal er la cual se obten-
drd la ecuacién de Grad Shafranov para el caso simple. Es decir, se resuelve
el problema en M H D Ideal donde los flujos y algunas constricciones no son ~
consideradas. De la misma manera, se encontrard una ecuacién generalizada de
Grad Shaframov al trabajar en la aproximacidn de M H D H dentro de esta repre

sentacidn al imponer mayores constricciones al problema.

4) Ecuaciones da  Equilibrio en M H D Ideal.

Su‘péngase que se tienme un plasma confinado en un toro axisimétrico de tal for
> ~

ma3 que el campo magnético § y el potencial vectorial ) estdn dados por las

Ecs. (3.54) y (3.55) respectivamente.

La energia del sistema se d& como la energia magndtica mds la energia interna

ésta Gltima se expresa en funcidn de la densidad de masa y la entropia.

- rremd | e
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Para aplicar el principio variacional se define la energia total como

A :Z[ri;' ff@(ﬂ$)+z>"é i) + f Cz(‘f}]d}z . (4.19)

Definida como la energia del sistema Ec. (4.18), mds las constricclones dadas
‘por la helicidad magnética Ec. (3.66) y por la densidad de masa Fe. (3.51). -
Se puede observar que la energia cinftica no aparece en (4.18) puesto que no

se estdn considerando flujos.

Témese ahora la primera variacidn de /0; para encontrar los valores externos,

de tal forma que haciendo zf‘//l_.—o se tiene.

Gl = Z[ 8.66 le+féeA‘f+fae a’wz/@}éé‘
(4.20)
+fc(f)f$r2yt(5f)ﬂ +e<wf JLLA =0 .
Desarrollando el término 8. ;B al utilizar la Ee. (3.54) quedard
o )
8-88 =0¥xy0)-VX(E£V) +(7£x V8)- S5 V0 + 890-08¢A V0) (4 51,
+ bV8: 5698 3
finalmente (4.21) se puede expresar como

-

E-58=V. [fi‘v&x(vzxva)] FAETY #4786, v

donde se han eliminado el segundo y tercer términos de (4.21) por ser perpen

diculares los factores.

Asf, al substituir (4.22) en (4.20) ylreagrupar se obtiene

[ A%%ZF;u'(i’6+fG@J]&§£ +2_fer'/zz04)+.§/;éjc§b
o+l g)dy +fé§JsJ2J§<:‘o
293

(4.23)
y
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donde el término de la divergencia Ec. (4.22) se ha eliminado, al ser evaluado
en la superficie de acuerdo a las condiciones a la frontera al aplicar el teo-

rema de Gauss.

Como las variaciones son arbitrarias e independientes, cada uno de los produg

tos se eliminard separadamente quedando:
WEE ﬁryl'(%) b+ pel) =0, (4.24)
Zryl(f) +Tob = (4.25)
74 <
h+ &) =0, (4.26)

ST =0, (4.27)

donde } =7 . De (4.25) se ciene/a@) iwy de (4.26) G@} Fely -

que al substituir estas expresicnes en (4.24) sedobtiene
Xi“ +b b C%) STt P . (4.28)

De esta forma (4.28) representa la ecuacidn de Grad Shafranov para un plasma
sin flujo en estado estacionario.
2

Ecuaciones de Equilibrio M H D H.

En el inciso anterior se encontrd la ecuacidn de equilibrio (Ec. de Grad Sha
franov) para un plasma sin flujo en estado estacionario en M H D Ideal. Aho
ra, se tomard un caso mds general al hacer este desarrollo en la aproxima---
cién de M H D H e imponer mayores constricciones al problema., Asi, baio es-’

tas condiciones la energia del sistema se puede dar como
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E=/[;{j’¢fz+ iy + e Sﬂd}?\ (4.29)
o

57

Se observa que en (4.29) se ha incluido el término de energia cinética ya que
ahora si se considerard que hay flujos. Para aplicar el principio variacional

se define la funcional /—/, de la siguiente manera

Hr

1

{j/’b’l-f__éz tpels) + m’zié/é&") tpu F&¥)

X7
b2 A eox P rais] ¢ 56 wo | 4R,

Definida como la suma de la energia del sistema Ec. (4.29), mds las constric-

b (4.30)

ciones dadas por la helicidad magnética Ec. (3.66), momento angular Ec. (3.82)
‘helicidad hibrida Ec. (3.80), la cual se ha expresado en esta forma al utili-
zar las Ecs. (3.67), (3.68) y (3.55); y la ecuacidn de masa Ec. (3.82). Todas

estas cantidades se han dado en términos de funciones de flujo.

Cuando se toma la primera variacién de //7— se encontrardn los valores extre

mos de tal forma que al hacer 5#7 = O y desarrollar se encontrarid

{[f' vt b+ CUS) U RY| TP +pTHE(4] 85
D+ 8-58 + g FIT [y Fly +.2r'3/¢'(4/ +P6 4] 3¢
FLEPld) + o A S5b + 2] Gr&) ravy[FAWLY)
| +2 A(4% VbleJu‘% P XF}J; =0, wm
26

donde 2 € -7 ‘s)= 2.6
o = / G ¢s)= 26

[4
/ >s/69&s):37 g

como .(1/,(: U+ a —% entonces el séptimo término de (4.31) se dard como
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2[R dvx &) + arB]EAEY) = 2. G (Juradl) 030

-2
A 2
Por otra parte &= 5]5 al substituir (3.54) y desarrollar queda

358 =[n£xve) (vsd xVé/,th@-(W‘:é XV0) £ 6 Vu.S6VE  (4.33)
+ (Vexvwe)eToWD W

Finalmente (4.33) se puede escribir
8-56 = V.[5¢vor@uxve)[- <AL S+ b¥ b, @

habi&ndose eliminado el segundo y cuarto t&rminos de (4.33) por ser perpendi-

culares los factures.

Andlogamente, el desarrollo del término ,{(}LyVE: X 5‘}_: serd
AW Ve V58P = V(AW Vo)5T - O (K (vox 52 | w.3s)

pero VX (/((9.’9\79) = V,{(Q'})(V@,c ,{(}7Vx (_Va) donde VXCV:B):‘Q con ésto
(4.35) quedard

AW VR VX 57 = AN £ x00). 53 7. [ty voxss] 4360

Asf, al substituir en (4.31) los términos desarrollados en (4.32), (4.34) y -

4.36) se tiene
J{[ 14 4 GES) +U F@)]Xf +fﬁ+@@s}]§s
[pu e +2¥ éyc(ﬁ) + et -z 4% + 2 AP0 8] FF

+[P F& + 2 A1) Va-ejo% " er) +a/\(1"77}157]55
ARACYVE R0 1 pi] E j dx =0 , e
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donde se han anulado 1los términos de la divergencia en (4.37) dados por - - -

v @(Q’jv gxé'[,z) y V@YPO)((O! KPJuando se realiza la integracidn para con
diciones a la frontera tales que ¥ )1 =0 , D% I(/ =0 . Por otra partd, -

el {ltimo término de (4.37) se escribe de la ‘;Lguir.nt’e manera.,

KU ve% oo + 2] 83 2 J WY 022004 P11 6T 0 Ppudu ) ()
cuando se substituye (4.38) en (4.37) finalmente quedard

{[é%"“’ + Glés)+ u F@/]gf + f[7'+g’&és/] 5S

1P Fe)+ 244 0. B e f‘f w] Eu +

[ﬁu F(‘J‘) hl\*b/liu’) +§C:L.S) *}_4 7‘24»/<($4717ﬁ 3]‘;‘} .39
+.Zr[/*(¥}4-a AgIrp ]oe +5f’¢& + 2 AU T A 0D Su}émo

puesto que las variaciones J:f’/ IS J‘l& I_f/ §8.y & son independientes
y-arbitrarias, entonces cada uno de los prnductos del integrando en (4.39) ~

se anulardn separadamente obteniendo asi

§¢ -% xj_‘+244?&’)‘78-5’146:"}('&/%}’1&F2¥)+J’§((>&S/:Q(A.ao>‘

-~

£9, ‘_ fl—a_ + 2/(29’} Ve Ve = o (4.51)

’

-2

sa ! SE(g) ¢ 2L ve. 8 ¥ U = o, (4.42)
&t ! é”z +h ot S £ U FY) = 0, (4.43)

EYI ;lr'z[/a,(g) + a,((g*/t%] =0, (4.46)
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5S fﬁ”‘ c¥s)f =0, (6.45)

Por lo tanto, del conjunto de ecuaciones (4.40)-(4.45) se puede obtemer una --
ecuacién de Grad Shafranov generalizada, la cual permitird encontrar estados -
de equilibrio mds generales de los que se obtienen en M H D Ideal Ec. (4.28),
Se puede observar que la Ec. (4.43) representa la ecuacidn de Bernoulli en --
términos de las funciones de flujo, asi como la Ec. (4.45) da una relacidn en

tre la energia interna y las funciones de flujo.

Para concluir, se mostrd la diferencia en el tipo de ecuaciones de equilibrio
que se obtienen cuando se aplica el principio variacional desarrollado por --
WOl:jef, asi como para un desarrollo paralelo en una representacidn geomdtri-
ca en particular en la aproximacidn de M H D Ideal bajo las mismas condicio-~

‘nes.

Finalmente, al elegir una represéntaciﬁp’eﬁ'geometria toroidal en términos de
las funciones de flujo, se encuentran las ecuaciones de equilibrio para el ca

so de M H D Tdeal y M H D H Generalizada.
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‘Capftulo V

La Ecuacidn de Equilibrio para M H D i.

En el capitulo anterior se obtuvieron las ccuaciones de vquilibrio en la aproxi
maci6én de Magnetohidrodindmica Hall en geometria toroidal. A partir de este --
conjunto de ecuaciones como una prueba de consistencia, se recuperan las ecua--
ciones de Turner [Turner 1986] para un fluido incompresible cuando las constric
ciones dadas por el momento angular, energia interna y conservacién de masa son
eliminadas. Conviene observar que la derivacién de Tuvner para el equilibrio -
en M H D U es semejante a la de Woltjer para M H D Ideal, de modo que las ecua-
ciones aqui obtenidas describen estados de equilibrio mils generales para plas--
mas toroidales axisim@tricos. Asimismo, se encuentra la relacidn entre los mul
tiplicadores de Lagrange asociados con ¢l desarrollo de Turner y las funclones

de peso para la representacidn en geometria toroidal.

Para concluir, se exhibe una solucidn alternativa a la desarrollada por Turner

para M H D H, como se mostrard posteriormente.

5.1 Ecuaciones de Turner.

Las ecuaciones de Turner representan estados de relajacién en M H D H, 1los
cuales son equivalentes a los de Woltjer para el problema libre de fuerzas

en M H D ordinaria.

La forma de abordar el problema para la recuperacidn de las ecuaciones de -
Turner a partir del sistema de ecuaciones encontradas anteriormente, se - ~-

hard de la siguiente manera:

Se escriben las ecuaci&nes de Turner. para un fluido incompresible en la --~

aproximacién de M H D H.

Se substituyen las expresiones de los campos magnéticos, de velocidad y vor-
ticidad generalizada en la representacién de geometria toroidal en estas ---

ecuaciones.

Al eliminar las comstricciones dadas por el momento angular, energia interna

¥y conservacidn de masa en las Eés. (4.40)~(4.45), se comparan con las ecua--



ciones de Turner en esta representacidn estableciende la relacldn entre los
multiplicadores de Lagrange y las funciones de peso. Las ecuaciones de Tur

ner estdn dadas como:

VxBm 74,8- s774.aB"=0, 5.1

f'V‘-— Z/{zB =0 (5.2)

donde‘,)rKLson multiplicadores de Lagrnage constantes, a =z 2. y los campos
me
respectivos. !

Al substituir las Ees. (3.54), (3.56) y (3.71) en (5.1) y (5.2) y desarro

llar se tiene

~A'EV0 - PTAL VO - 8T A0 678 + V(b Ve)
T STAVEXTE - 8 Thra vEix98) =0, (5.3)

P OIKTE > fUVO - 2A[7e xPE)-2A b VD=0, 6.0

Estas son las ecuaciones de Turner escritds en geometria toroidal. Ahora,
si se eliminan las constricciones mencionadas anteriormente en el sistema -

de ecuaciones (4.40)-(4.45) Estas quedardn

[— A'YVe + o7a A’(,%"/b*ve +,,°77/LI(£)6 ve-]. V9 = o, 6.3
plw7xvs) r2 A [vexve] =0, (5.6)

\'_M?f‘)é"vz) +Phve ] ve - o) (5.7)

ol = 0 (5.8)

1SN
~N
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(676 + s7 ity ve +o7a A(t7)ve] .09 =0, (5.9)

-)0’7‘:,- ¥ . (5.10)

Al comparar las ecuaciones de Turner en la nueva vepresentacién Ecs. (5.3) y
(5.4), con las Ecs. (5.5)-(5.9), sec puede observar, que en el caso incompre-
sible se tiene cuando la variacidn en‘j? es cero si _,jl_u-"; o, 5}:;—0/ o en
el otro caso, como se muestra em la Ec. (5.8) Loyt , de esta manera se -
obtiene el caso incompresible para M i D H. T‘;hora, de las Ecs. (5.5) y (5.9)
se puede obtener (5.3) y de (5.6) y (5.7), se obtiene (5.4), tbmnndo en cuen-
ta que estas ecuaciones son escalares a diferencia de (5.3) y (5.4) que son -

vectoriales.
Para encontrar la relacién -entre X‘ s Ao ,/,(&), ,((}_t 7se toma
V;}{(b ~BTAY -8Ta k. %‘j?&’}:ode (5.3), donde finalmente se puede. tener ~-
una ecuacidn para v de la forma

b=gimA & +osags ¥, (5.11)
De la misma mgnera, de (5.9) se tendrd que

b= - pru¥) l- P (&) | (5.12)
As, comparando término a tdrmino en (5.11) y (5.12) se encuentra

fHE) = - At ) AWM = -L 5, (5.13)

Por lo tanto, de (5.13) se tiene

.

/,Ll(ié) =- A KW = - A, . (5.14)

Con &sto se ha mostrado que se pueden recuperar las Ecs. (5.3) y (5.4) de -

(5.5)-(5.9) para el caso incompresible en M H D H.
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Como siguiente paso se presenta ¢l anilisis de Turner para estudiar propleda

des de las soluciones a las Ecs. (5.1) y (5.2)
a) Anidlisis de Turner.

Las ecuaciones (5.1) y (5. 2), se escriben en funcidn dnw qu , utilizin-
do las definiciones para B N w y Ld donde se tiene

- T T (5.15)
Yx d, = €7k + L J W + 2 W,
‘Yx{},u+w] -zA , (5.16)
-

substicuyendo el valor de £ y al escribir en funcién de LJ (5.16), donde -

9/751; [UJF es 1a frecuencia del plasma), ésta queda
P wr 3
° Mo+ | = —2 = 5.17
vl LJ 9T atcm L2 . ¢ )
Redefiniendo £, y £, , tal que £ — Ao fo—d A, - Con &sto (5.15) y -~
" , .
(5.17) quedan

VX We = 7 + 2] WD + o7 A W, (5.18)
wE B
m = = . ’ - . .
. yx(w 0] T . (5.19)

Con la finalidad de hacer mis facil el manejo de estas cantidades, todas las

€ , de tal manera que se pueden de

escalas de longitud se dan en unidades de

finir cantidades adimensionales V )\ , }lly o
~ .
R v (5.20)
Vs =2 y '

W= G RT N¢ : (5.21)

56
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FsWey . (5.22)
<
Entonces las Ees. (5.18) y (5.19) se pueden reescribir como

~ ~ - ~ pey :
Ix e =R +Aa] Ve + 2w (5.23)
Fx@EyB) = & . .20
. b 58
Asi, las Ecs. (5.23) y (5.24), son ecuaciones fundamentales del modelo de - - -

MHDH

Estas ecuaciones son equivalentes a la ecuacidn libre de fuerza de Woltjer - -

iMHDIdeal VXE A~ oL B .

Ahora, para encontrar soluciones a estas ecuaciones, se toma una combinacidn 1i

neal, entonces multiplicando por of la Ec.” (5.23) mis (5.24) se tiene

Ox(0 4re) D] =G¢ safolw v ff, X)W, 62
T /7

donde la Ec. (5.25), se puede expresar como una ecuacién de eiganvalofes de la

forma

I ~

. ¥ E, = Hs Z. (5.26)

2 ~
de tal manera que los eigenvectores Z y los eigenvalores asociados/;@, estdn

dados por

Zy = W 4[4 ody) a, (5.27)

Ha = .,'_ b odyp X, (5.28)

7
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tal que & supone valores para o{+)¢ A~ , que son las raices de la ecuacidn

;F‘/ > eli_ 3\,‘]&{.0(:].. a(z[’;{\, ’*11.]—'—'- o, (5.29)
i

que viene de (5.25), al pasar a (5.26).

Al resolver (5.29), para «» se tiene:

2 'y'l-
. B ) - foul

2

(5.30)

Con &sto, (5.28) quedard

/;,L -2 { R+ t[fi\— Vil "I]%j ; (5.31)

. - > -
Para encontrar td/v w, en términos de 2. se resuelve (5.27) encontrando

W= (rd) 34 - Qrd)2. (5.32)
. (0(——0(+) .
y B
= Zp = e
we - L2 .33
e o e (5.33)

Se puede observar que en estas dos ecuaciones se tienen cuatro cantidades no cong
cidas las cuales se pueden determinar usando los valores iniciales de las cuatro
cantidades, la helicidad magnética, helicidad hibrida, flujo magn@tico axial y el
flufo de vorticidad gemeralizada como constricciones. De esta manera, se hizo —-
una .breve exposicidn de la metodologfa seguida por Turner para encontrar solucio-
nes a las Ecs. (5.1) y (5.2), donde ahora la ecuacidn bisica serd (5.26), la cual
se puede resolver para una configuracidn del campo en’ paﬁdcular, y encontrar - -

)’ u)“ , asi como hacer un andlisis sobre los )u._.

Como siguiente paso se presenta una forma alternativa a este andlisis.
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5.2 Solucidn a la Ecuacisn de Equilibrio para M H D H.

Siguiendo con el esquema para encontrar la ecuacién de Grad Shafranov generali
zada en términos de las funclones de flujo 4“ b f' , se plantea un siste-
ma de ecuaciones diferenciales en funcidn de estas cantidades para el caso de

un fluido incompresible en la aproximacidén de M H D H.

Bajo estas condiciones las Ees. (5.5)=(5.7) y (5.9) se reescriben en funcidn -
de »(,7,(.,_ utilizando (5.13) y.(5.14) como:

'Y +8TAbL + gTaf2b* = o , (5.34)
d;i"?‘xvéf -242F L xpg=0 | (5.35)
fu -242 6" = o, (5.36)

é - PTA & l-—a’ﬂa'(,‘ £ :-—o‘, - (5.3

Por otra parte, de (5.35) se puede escribir

VP 2t pRYr ' (5.38)

Como 1“‘.— utra ¥ , se substituye Y en (5.36) obteniendo una ecuacidn para g'-
de .la forma

b*= £ [ux at] - (5.39)

2L )

entonces al substituir (5.39) y (5.37) en (5.34) se obtiene una ecuacidn para -
& quedando
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DY HSTT A 97814 8w ik + yrag] ¥ =0,  (5.40)
Ahora se obtendrd una ccuacidn para j{‘n.

" .
Puesto que é_—_A"/;,QA , usando (5.37) y (5.38), entonces se tendrd

Baea §ie N8 e prra s, &+ £7a7Ku £, (5.41)

donde se ha utilizado el hecho de que A'f—; (’V.[ Cygr 1.

Por lo tanto, igualando (5.39) y (5.41), al reagrupar términos se encontrard
X L t A 2 2
A.‘é—[(ﬁdafé_(;)'ngi +[§’ ~enaL]Ex, (5.42)
) = Ua 24) 2 2
Hasta aqui, se han encontrado dos ecuaciones diferenciales acopladas para --
_‘[‘ y _(é“. Ecs. (5.40) y (5.42), las cuales describen el equilibrio de plas-
mas toroidales axisimétricos en la aproximacién de M H D H.
Para encontrar solucidn a este sistema de -ecuaciones, se escriben en forma -
matricial con la finalidad de tener una ecuacidén de eigenvalores los cuales

permitirdn desacoplar al sistema.

Se reescriben (5.40) y (5.42) en la siguiente forma
%
Af=-(3ujf-(-':q_f"/ (5.43)

A = e, ¥ - e, $% . (5.44)

donde

b, = @Er)A"- 4w ay , (5.45)
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b7 = OF)ak £n + YTaf 7 (5.46) .
N A
by = (#7) S {&) * oa _Z.J ’ . (54D
Z A2 Az,

lar = [ L. " (Fr) et (5.48)
s (2] 00

De esta manera, las Ecs. (5.43) y (5.44) al escribirse en forma matricial queda

rén

. 13 C, [t
A - (5.49)

.l}.‘--c'q Cuz

Como el determinante de la matriz ﬂ: es diferente de cero, si ¢ es dilagonizable

se debe cumplir . . '
A
DCD = , (5.50)

en donde lD es la matriz que diagonaliza al sistema, y \B es la matriz diago-- .
‘nal cuyos elementos serdn los eigenvalores de la matriz . De esta forma los

éigenvalcrcs de € se obtienen al resolver
det []IF‘ C] =o, _ (5.51)

siendoﬂ' la matrizzunitaria y Plos eigenvalores. Asi al desarrollar (5.51) se

encuentra .
2
/S —(e,,fen)/s F Gt + laly =0 " (5.52)

F tiene soluciones de la forma

f: z _Jz—{(c,,mz )t {?c,, ~t) - 4 e,,]x .59
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K

De esta manera se ha encontrado la expresidn de los eigenvalores Ft Ec, (5.53)
que vienen a ser lu:, elementos de la diagonal de IB . Otra forma de escriblr
+ en términos de A ' y/f,_sem utilizando las expresiones para (‘ Ecs. (5.45)~

(5.48) al substitufr en (5.53).

frc 4 6 At - om < e oz )

z(w?/baf,u 5 - 20) za."f&%) - i) &% C*,,Lf‘( Jj ng

Como se menciond anteriormente, para dar soluciones al sistema de Ecs. (5.49)

(5.54)

es necesario desacoplarlo, teniendo como consecuencia que encontrar la matriz

que realice esta operacidn. .
Para poder hallar la forma de la matriz /) se define

: cln diz .
D= , _ (5.55)
dty A':'\- ) .
cuyos elementos se determinardn utilizando el resultado de (5.50). Dado que

se conocen  y (R , entonces

daz -diz Qil L2 dn véuz- F«- o
L = . (5.56)
< d_d(lb) = dey d, €=z Czaf | &0 dan © .f' /

donde dﬁ(\DS dude- 4,JuA1 deqarrollar (5.56) se encuentra

&;“BFCQII Ju 4’:; *eltdlzu’/zz_ -Cz FAZ ‘/7—1 +0z, d" 4"] = /8+ ) (5.57)
z

(€C,-¢..)d diz + Urden + @z/t/lzz = 2] B (5.58)

(07_1_-’011) {}n z/z/ - e/z 0/7_/?' - G-q ,/ = 0 7 » (5-59)

d-—;tE “Cudiedey - Codsyd + Condhi dis +Cz.a‘uJ] £- (5:60) -
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Al resolver (5.58) y (5.59) para d,,. y;/,, respectivamente se tiene

Y,
du. = .il_z_. (Qtz“cn) 1(_—(011- L’n)."— Y Gy d,,,] “
2('.,{.'

Jé_ (5.61)
2
di= ..45'-/- (ﬁu-(’.q) : [mu*‘c'tj - 4l lm{] .
i}
Como 5/21 y[/.&, aparecen como variables independientes en (5.61), en particular
si se eligen para este caso en la forma mids simple, es decir si dzz =l/z[= /

entonces se pueden tomar dos casos

- &
Z‘I{(daz—c”) + [(eh - L.’l).) - "/é/r_ ("'I])(

%y

4

dis *
12 (5.62)
1
: 2 %
Ay = L [(f22-4) - [(/,—’-’:L) - Y0 5*/} }
ST :
%
= -l (IS “({@re- 1-—‘/&0(1 -
4, d 20, {(zz o) =l -0) J _} (5.63)
i
/
. z 2 .
de = zfﬁ“f@zz.-an) 4~[@22‘cﬂ) -«Cn !”],_} .
cuidando que el determinante dei) no se anule.
Asi, la matriz \D finalmente se da usan&o o« ) d; )
d: oli
D= (=2 ] (5.64)
L. \ )

Por lo tanto (5.64) es una matriz que diagonaliza al sistema, para el que se

tienen varias posibilidades como se puede observar en (5.61)

Ahora se define un nuevo sistema en el cual

Y, AR

= iD » (5.65)
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4
entonces al aplicar D] por la izqulerda en (5.49) y con (5.50) se tiene

Pl 4 Y
N : == DLk ; \ (5.66)
Yz .\£~g_ '
o bien
25t o ls
47 « - (5.67)
1o pILY.
Con este resultado el sistema de ecuaciones (5.49) se ha desacoplado al aplicar

4
ID , lo.que significa que el problema se simplifica ahora al temer dos ecuacio-

. nes independientes, es decir:

XY F% f K (5.68)

A*_‘f:.; - f@_ 59“' ’ (5.69)

La solucidn al problema original, radica en resolver (5.68) y (5.69) para condi-
ciones de frontera adecuadas, con lo cual la determinacién de las funciones ,% y

,,4..‘ serd mds simple.

Una vez que se hat{ encontrado las soluciones para f, f: , se aplica@ L
_bre el vector columna (5.65) y finalmente se obtienen las expresiones para los -
flujos % y&’para plasmas toroidales axisimétricos en equilii)rio, en la aproxi- =
macidén de M H D H.:

En vista de que las ecuaciones para f y Y’Ecs. (5.68) y (5.69) tienen la misma -
forma, solamente se resolverd para ff , debido a que las soluciones para f serdn

similares para Y Asf al escribir en forma explicita (5.68) se tiene

?._L_}ﬂ _L_ Sfu + B Qn + Y' = (5.70)
vt f
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Al resolver esta ecuacidn por separacidn de variables, si se supone que - =

f,:R('JZGJ , entonces (5.70) quedard

LdRR o dR 4 ZZ_
,{ dec 1k dr+c, = 1/8" - (370

habiéndose obtenldo dos ecuaciones, las cuales dependen de € y 2 respectiva

mente, por lo tanto, las ecuaciones independientes son

2p Jd AR — (5.72)
Gh- 7o e r(pe-m)= 2,

2 =0 . (5.73)
gz

. La Ec. (5.73) es una ecuacidn, ditz'erencial ordinaria que tiene soluciones de -
Tom
forma general como Z: 4@ _» la cual se puede reescribir-

al considerar soluciones pares de la forma

'Z(_z.) = Aeos(mz) . (5.74)

Ahora para encontrar las soluciones de (5.72), hégase,@:m@ y al substituiry

desarrollar se tiene

d‘r‘

éﬂé,@ Jfﬁ e+ ) - LR =0 - e

La Ec. (5.75) es una ecuacifn diferencial de Bessel de primer orden y sus so

luciones son

Ro=e T(ke)+aMlhr) , ENERD)
donde é?: /gf - .

con &sto, la -solucién en K serd

R = r‘[: T/;@) + A ,U,/,éf)] ' (5.78)
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L .
donde 1a solucidn en K , estd en términos de las funciones de Bessel y Newman

de primer orden y g, Iﬂ, son constantes por determinar.

Fi.nalmente, de (5.78) y (5.74) sc obtiene la solucidn general para f, como:
¥ = [0 +Pb’n(/‘€r5} cos me) | (5.79)
con Q=en y P24 A .

Siguiendo un procedimiento similar como en el caso anterior se puede encontrar

 la expresidn para _ﬁ’ . y 8sta quedard de la sigulente forma
Y=L Jj(}'r)v‘MM(j{JJaos(fzJ . (5.80)
donde’ o ’{z: /5.-_ gZ (5.81)

¥y Q, P, L y M son constantes por determinar de las condiciones a la frontera.

Dado que se ha elegido un sistema toroidal axialmente simétrico, tdmese un elé
mento de fluidn de forma rectangular como se muestra en la figura (1), con con
diciones a la frontera tales que las impuestas anteriormente son vilidas para
este elemento, e&s decir Irn/ad , -n! 9 ; ..4{ = , ésto lleva a qie -

2 ¢

ERr; s >Rz pl
3y * ante .
nes_[f /}i son. constantes en la frontera

=0 2% /= r , andlogamente se tiene para _}_L De estas condicio~-
Ecy 3

Ccmoje es una combinacidn lineal de.g’ y,ﬁ“, estas condiciones son vilidas para

_‘[, yfz en la frontera, es decir

4/ - -
33z

. 2%
De la figura (1) se tiene que al evaluar en los mismos puntos en la frontera,

(5.82)

. los eigenvalores serdn iguales como se puede ver de las Ecs.. (5.68) y (5.60) -
tomando en cuenta que se estd restringiendo a los modos de oscilacidn wds ba=-
jos y que representardn los estados de minima energia. Sin embargo, las solu

»®
ciones Qara_‘lozpueden diferir en una constante, es decir,

_Llﬁ::‘({’o'ff[' . (5.83)

© Asi de (5.82) para j, se tiene



(5.84)

QT (e + P oAb

i
o

QT,MG]%EM(/&&J:O , (5.85)
v aas(az'a—)/ = D . (5.86)
2zt

Como en el sistema de ecuaciones (5.84) y (5.85), Q y P, en el caso general -

son constantes distintas de cero, lo cual es posible si
T(ke)mlke) - T (ke lpr) =2, sen

en cuyo caso la Ec. (5.87) es una ecuacidn trascendente respecto al nﬁmerok .

.

Por otra parte de (5.86)

fos(me) :o/ = Y7 = (8_;%_’1 7 (5.88)

2=1 %
donde N~ D/ /,2... . Yy representa los modos normales.
) . - X
Anteriormente se menciond que B, :f -~ , ésto es, las funciomes ,ﬁe y_ﬁ

précticamente son las mismas, las cuales difieren en una constante en el caso

mis simple. Entonces de la Ec. (5.53) se debe cumplir
=2lamig -2\, 2 | 5.89
{52[@»{‘ CT&‘F N X )
P

-?/721__)2"1_- ,z'l-é'_lla’ _ z .
,[( 14, (an)] y(&r}?}}. AL)JJﬂ.ﬁ 4 i)_o (5-90)

5%t 5 ek

habiéndose escrito en t&rminos de la profundidad de penetracidn F:(},B.
A,

La determinacién de f§ se hard al resolver numéricamente la Ec. (5.87), de tal

forma que al hacer un cambio de variable,)(:,é};_ ES ,A(r.“x‘):ﬁr,,(l + 9\'_‘) y con
. . [
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3; Y. se tiene

[

o Jityxjwlx) - J;(X)M(y.z} zo . (5.91)
Asf, la primera raiz .para varios valores de.y y ‘}F'o se muestra en la siguien
te tabla:

Tabla (5.1)
& (Al v X ko= e
.0t ° .980298 158.652840 157.08201
.05 .9047619 32.999266, 31.427872
.10 .8181818 17.3051034 15.731911
.15 :739130’6 12.0842482 10.508041
.20 .66666666 9.48280'79 7.9023399
.25 ¥ .600000 7.9300905 6.3440724
.30 .5384615 6.9026194 5.3007072
.35 4814814 6.1761383 4.5749172
.40 .4285714 5.6386142 ) 4.0275815
.45 .3793103 5.2279083 3.605454 .
.50 +3333333 4.9068480 3.271232
.55 .2903225 4.6518991 3.0012252
.60 .250000 ) " 4.4475056 2.779691
.65 .2121212 4.2830461 2.5957855
.70 .1764705 4.1510983 ’ 2.4418225
.75 .1428571 ’ 4.0463990 ) 2.312228
.80 ..1111111 » 3.9651945 2.2028858
.85 .081081 3.9048104 2.1107083
.90 .0526315 ’ 3.8633419 2.0333378
.95 .025641 3.8393832 1.9689144
.99 .0050251 3.8320040 1.9256301

.9999999 - 3.8317060 ©'1.915853
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: ESTA TESIS M7 Dfpe
. SAUR DE LA siaudlEch

De esta tabla se pueden obtemer para cada caso los valores correspondientes -
2

deF ya que -'ld-m?'.

De las ecuaciones (5.89) y (5.90) se pueden obtener valores para ,{', y ,(2 , da

do el valor paraf , determinado por la la ecuacién (5.87), y el modo m. Debe

observarse sin embargd, que pueden exilstir varias rafces que resuelvan el pro-

blema.

Como las soluciones para % y gxson las que interesan, 8stas se obtendrdn al

apli:arm sobre el vector columna {34 tal que

© F=di¥ + gy, (5.92)

Y ¥+ 4, ‘ (5.93)

&

De (5.83) las Ees. (5.92) y (5.93) quedarin

E:!’(ifo + (O‘H-AL) ‘Tl) : (5.‘94)

U= P, v 24, . (5.95)

¢ Recordando que _Q'; u'fa,ﬁ" . » de (5.94) y (5.95) se puede encontrar una ex—

;jresi§n para W
w=sfl~ad) P, + &’a(d:—tdc)l‘{ , (5.96)

Finalmente las soluciones para ¥, g'y {4 se dan en funcidn de YM Ec., (5.79)
Yo Ao + ditd) P, , (5.97)

$r ot 28m ' (5.98)
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Uy = (1-axy@, « [2- alotin WEm . (5.99)

Con estos resultados, las soluciones pricticamente quedan determinadas para --
los flujos de campo magnético fé y de vorticidad generalizada ﬂﬁx » para plas

mas toroidales axialmente simétricos en la aproximacién de M H D H.
Por otra parte, las ecuaciones de equilibrio para el caso generalizado han que

dado planteadas, cuya solucidn e interpretacifn se presentan como un problema

abierto para futuros trabajos.

s



(\: Yo~ &0

(z:Yg+Ll,

Seccidn rectangular para un toro Axisimétrico
en coordenadas cilindricas.

Figura (1)

<Y
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CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra como las ecuaciones de magnetohidrodinimica Ideal,
asf como las de magnetohidrodindmica Hall se pueden obtener del modelo de dos

fluidos bajo ciertas aproximaciones.

Las ecuaciones de equilibrid se construyen en base a principios variacionales
para la energia, aplicando las constriccilones apropiadas de acuerdo con canti
dades conservadas encontradas para cada caso. En particular se ha mostrado -
_cdmo deben modificarse las cantidades conservadas al pasar de MHD Ideal a -
M H D Hall. '
o

M3s adelante se ha mostrado como estas cantidades se'pueden escribir en la re
presentacidn de geometrla toroidal axisimétrica, y pesadas por funciones que
se encuentran en términos de los flujos _@ yf". Al trabajar en esta repre~-—
sentacién las ecugciomes ql;e se encuentran son mis generales que las de Wolt-

Jer o Turner para M H D H.

El resultado mds importante del trabajo es la derivacidn de las ecuaciones de
equilibrio para el modelo de M H D H toroidal axisimétrico en términos de El.as
funciones de flujoﬁ‘ y _S{"", las cuales describirdn estados de equilibrio dife
rentes que en el caso de M H. D Ideal [Almaguer et al. 1988]. '

Como una. prueba de consistencia, se ha mostrado cdmo a partir de estas ecua- .
ciones se pueden recuperar las ecuaciones de Turner para .el problema incom

presible como un caso particular.

Finalmente, se propone un método de solucidn al problema de equilibrio para -
el éasq incompresible. Al exhibir soluciones, sin embargo, subsiste el pro-
blema de .encontrar las condiciones que lleven a tenmer el problema completamen
‘te determinado. Esto se relaciona en parte con la dificultad de identificar
el significado fisico de las constantes ,<‘ y Az.

Finalmente, el caso general ha quedado como un problema abierto que merece ser

estudiado con mayor profundidad.
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