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TNTROWIZCTICN,

Bl estudio de 17 fTisica de nlasmss nuede encararse , an general,

desde dos nuntos de vista ¢ ano es 1la descripecidn cinética y otro

es ls descrineidn en la cusl se consider= 2] plasma como un medio

continung, Jientrse ~ue an 1la nrimera se btiene en cuenta la estruc—

din en ceuestidn en le se2esunds se considers 21

n groes eldctricamente conductor ) como un fluido.

el oojeto de estudin, en forma global, es el movi-

miznto de ese

fluido conductor en presencia de campo magnédtico. La
deserineidn de esta intersmcciédn campo-movimiento recibe &) nomtre

genérico de magnetohidrodindmica. Cusando ademé&s se supone que los

procesons involucr=dos en ess descripcidn dindmica son sélo de tipo

conservativo se le denomina masnetohidrodindmica ideal. En ésta el

campo de veloncidades del fluido y los campos eléctrico y magnético

consistentemente a través de la ley de Ohm ( B = -vxB ).
lLey de Ohm puede considerarse ( como se mostrari mias

tamoién el término de HAll ( IJx B ). La

se =2enolan
Perao en 1a
sdslanta ) inclusién de
:n @l modelo masnetonidrodindmico ideal de un plasma tiene

interss va cue cemo modeslo da lugar 8 una serie de »rocesos fisicos

aue na tisaen andlingn en 12 descrivcidn masnetohidrodindmics usurl.
For arnrs n-rte, h=s revelado ser de una gran riqueza teérica permi
tiendo =2mnlisrr 1l=as posionilidades de andlisis ( tanto en el aspec-

to =nalftico como en el numérico ). En su relacién con los experi-

mentos, en tanto modelo, es relevante como intento de justificar
y/0 exvlicar los resultados obtenidos. As{, el iné;gi#lo es de gran
1nterés con mirss =1 estudio y desarrollo de altaa'éb;riontes, ace
leradores de estmdo estacionario ( Brushlinskii y Morozov (1980) ),
Zeneradores MHD. confisuraciones de camoo invertido para el confi-

namiento masmético, @-pinch, plasma focus y @-pinch eénicos ( Hewett



(1934), Milroy v Brackbill (193c) ).

drusnlinskii ¥ Morozov (1330) han estudiado el efecto aue tie-—
ne la nresencia del término H2ll en cdlculos MHD en el caso parti-
cular de un flujo dentro de un canal coaxial axisimétrico.

& esa
situacién se ooservd cue la variacién de la densidad no es monoté—

nica ( ni radial ni axialmente ), se encontraron corrientes parédsi

tas e inestabilidades ( el efecto Hall parece actuar como fuente

de iones rédpidos ). Por otra parte, tanto exverimentalmente como

en las simulaciones MHDH ( magnetohidrodindmica Hall ) se ha encon
trado ( Morozov y Solov’ev (1930) ) cue la vpresencia del término

de Hall es imvortante para tener flujos compresionales,

Bl coeficiente Hall ( i.e. el pardmetro con el cual sme escala

l1a magmitud relativa del término de Hall ), en el caso de acelera-

dores de plasma, aparece en la relacién de proporcionalidad entre

lae enerzZia de las particulas que abandonan el aceleralior y el vol-

taje aplicado; especificamente, dicho coeficiente es inversamente

provorcional a la eficiencia del acelerador ( op. cit. ).
Existe evidencia de acue en 1los experimentos de focos de plasma

se producen haces de iones energéticos ( Bernard et al. (1978)):vor
cierto, en el expgrimento de Limeil, los haces de iones se conside

raron la fuente principal de neutrones ( Bernard et al.

Op. Cit. ).
Laego,

se hace necesario el incluir el término de Hall para tener
la aceleracién de particulas positivas en una direccién preferente
( Haines (1983) ) ( NStese aque 1la MHD es simétrica ante la conjuaa

cién de la carga, ésta produce la inversién de qu'énnpos magnéti-
cos y de las corrientes ). - la

81 mecanismo Hall para.
preferencial

de iones, en presencia de un fluido de

aceleracién

ctrones de
interés en los plasmas astroffsicos 3 aceleracién de

magnetosferas planetarias ( Gosling et al. (1979) op.
(1987) ), magnetosferas de cometas ( Johnstone et al.
(1986) y McKena-Lawlot et al. (1986) ) y plasmas gmlécticos ( Pe-—
ratt y Green (1983) ). Inclusive ha sido relacionado con el ori-

fondo, es de
iones en 1las

cit. en Holm
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genn de lcs roavee ocdsmicos.

En cuan+to 21 aspacto snalftico, 1los estudios aue incluyen 2l

efecto Hall han sideo ecsaralizades al exsmen de las inestabilidedes
MHD ideales ( Buati et 2l. (1L965), Tr=zhan et al. (19v5),
Sehrem (19656) y Molik (1971) ).

dor del términe Hall

Tasso y
E)l posible efecto desestabiliza-

ha sido estudiedo por Coppins et al. (1984),
Tegao y Schram ( orv. cit. ) y Buti et al.

( op. cit. ). L& estebi-
1idad lines) MHDH h=a

sideo estudiada coraiderando los efectos de la

ovravadad asf{ como el caso de eauilibrio no estdtico ( Hosking (1965)

Bhowmik ¥ Taylor (1Le¢72) ). También se ha estudiado 1la propagacién

de ondas MHD usando en el modelo el término de Hall ( Kadish (1976)
). Por otra parte, se ha observado,

asociada 2] DProblema de l1la es
tabilidad,

la generacién esponténea de campos magnéticos toroida-

les en los O-pineck cénicos ( Bostick y Wells (1963), Benford (1972)
¥ Milroy y Breckbill ( op. cit. ) ). ’

Fn el presente trz2tajo se parte de un modelo de plesma de

dos
especien ( iones ¥ electrones ) pars obtener,

previa adimensioneli

zacidn de lme ecuzciones involucradas, un modelo de un solo fluido 3

el modelo magnetohidrodindmico Hall ideal. A continuacién 2e exemi

na mé& t&vrminos son dominantes, en orden de magnitud, en 1a ley Ade

Oohm zemawrelizeda ~ue se obtiene. Imego se examina la importancia

nan tiene el +4rminn de Hall en relascidn con 12 MHD ideal y le rea

7 én da valider o~ave asta dltima. Posteriormente ( Cepftulo 2 ) =se

datarainsmn 1los invariantes integrales nasociados al sisteme b=sio

estudio ~ronsidarsando peometrias axisimétricas, Essa cantidadea con

servsdas se utilizan como constrlcczonee a una funcional de ener-

zfn, y¥ usando un vrincipio varlacxonal Y la funcxon‘l de energin

constrefiide se obtienen las relaciones qgue deben‘-attnfacor las

variables fi{sicas en el estado de eocuilibrio para 10l'cnsoa de vor

ticidad generalizada isentrépica y no isentrédpica. A.i-i-mo. se de

terminen los distintos regf{menes asociados a discontinuidades déoi

les de las variables f{sicss involucradas obteniendo, por ejemplo,
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aue 1z presencia del t&rmino Hall da lugar a un regimen de flujo
gue noc se presenta ni en fluidos no conductores ni en la MHD
ideal ( Capftulo 3 ). A continuacidén ( Capftulo 4 ) se presenta
la estructura hamiltoniana subyacente sl modelo MHDH ideal ( Holm
(1987) ) cue reguiere el uso de paréntesis de Poisson no candénicos
( Yos cuales estén asociados a la estructura de Lie-Poisson; de
hecho, a una &lgebra de Lie de dimensién infinita ) para lo cual
primero se ds un repaso del caso no canénico de la mecénica de una
partfcula. Desarrollar unas estructura hamiltoniana no sélo da cier
ta elegencia, formal, sino gue permite un uso mds provechoso de
los invariantes asociados ademéds de facilitar, en general, el de-
sarfollo de una serie de aproximaciones que mantienen el cardcter
hamiltoniano; dentro de tal esquema la segunda variacién adquiere
un significado especial. Por otra parte, como punto de partida pa-
ra reslizar el estudio de la estabilidad ( Capftulo S ); se presen
tan los distintos tinos de estabilidad y, en particular, se exami-
na la estebilidad ante peqguefias porturbacionos lagrangianas para
un caso con estados de equilibrio no estdticos. Bl mismo ejemplo
se trata usando coordenadas magnéticas en lugar de las cilfndricas
para mostrar con mayor c¢laridad las dificultades que se presentan
en dicho estudio. Luego, volviendo al caso general, se establecen
las condiciones suficientes para tener estabilidad formal, usando
para ello la segunda variacién. BEntonces, a través de una estima-
cidén s priori y un criterio de convexidad se establece la estabili
dad ante desplazamientos finitos ( estabilidad no lineal ); los
resﬁltados precedentes implican estabilidad ( lineal ) de Liapu-
nov a través de 1la norma antes determinada. Uno de los resultados
aue se presentardn es que un sistema magnetohidrod?é‘nieo Hall
ideal es estable ante pequefias perturbaciones coniid‘rando flujos
axisimétricos. Que el efecto Hall introduce una no linealidad en
el sistema considerado se pone de manifiesto con un caso especffico

en la seccién D del capftulo 5. También se estudian ( Capftulo 6 )
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1las relaciones de dispersién asociadas o ondas de pecueiia amplitud;

las condiciones oue pueden concluirse de dicho examen son compati-

bles con las encontradas en el examen de lz estabilidad ( Capftulo
5 Je. Finalmgnte. en el dltimo capftulo, se discuten los resultados
obtenidos, los posibles desarrollos ulteriores al mtsmoyso estable
cen las conclusiones correspondientes,

Ahora se establecerf el modelo MHD con efecto Hall, ¥l modelo

de dos fluidos ( el de iones y el de electrones ) estd descrito por

el siguiente sistema de ecuaciones ( Braginskii (1965) )

Y™ -+ - (W*"_’:").—-_ 0. o= £( owes), eC e‘cck'oues) .

(T.1a)
M DL i - TPl 4 VT el (B v L xB) R
(1.1p)
qu¢utt>%j!e=—JZf£-+‘Z1;¢"e“‘ (!i*~é‘!*54§)4r2
kg wnt Vi-r\'. spt vyl -y (KiZT‘)-rz ‘“’:'3"'0'.‘5 +Q
31 : &, e (1.1c)
kgnl e e, pew.ve . (efvve) + ), T Japem J2
ar‘__:_‘..12;"-\-197., =V-(efY ) E:‘ e S0 B-Q Y
donde
o
iz g M™ T (1.2a)
J.— ecwivi-nere) (1.2p)
= €200 (~3_re) (1.2¢)
S =




L
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l.0

h,' = ‘1:_“(3(”_& +B.,‘\I'¢)‘ -~ (vl“‘;)— ‘3_3— tqc"j,) Spe V- U= (1.2e)
1= S +TNY (1.27)

y también Qt:= 9/3t ’ ;h_-.= 3/;,('._ . Fn estas expresiones V\""cq

la densidad de partfculas de la especie ol , W, o8 1a masa de 1la

particula de 1la especie ol , p"‘es 1a presién gque ejerce la especie

ol o T a5 1a temperatura correspondiente, U< es la velocidad del
flujo de 1la especie en cuestién,%y% son, respectivamente, los cam
pos magnético y eléctrico, J es ls densidad de corriente eléctrica,
K la conductividad térmica y € 1la carga del electrén. E es la

fuerza de friccién entre iones y electrones, Q se relaciona con el

calor tranaferido entre los dos fluidos a través de las colisiones

de ambas especies, JI es el tensor de rango dos de esfuerzo visce

80 usual en los fluidos ordinarios. Los coeficientes "(-SY V]u)so re
fieren, respectivamente,

a la primera y segunda viscosidades. Ade~
mé&s,

deben satisfacerse las ecuaciones de Maxwell

P ¢ (1.3b)
-3-_ WE=TUrB — %l

Bl conjuntoc de ecueciones (l1.la-c) y (1.3a,b), con las definiciones

(1.2a-f), constituye un sistema “cerrado admitiendo que los coeficien

tes de transporte "):;) ’ '77,:.)' O~ » K%y pueden expresarse en téw-

minos de las funciones incégnitas.

Ahora se'escalardn' o adimensionalizardn ese conjunto de ecua-

ciones usmando para ello los siguientes factores ‘aé ijnncidn s




Lonsmirud ¢ T.
0O

deneid=ad de nsrvrticuleas n
Bi=ices campo Mmasméticn Bo

temperature ’L‘o

anidad de moasa s mi

tiempo = to = Lo/vp -
= Bom .

Derivades cempn e2léctrico : Eg = Be Vos/e -
densidad de corriente : Jp = BoC QA wWL,-
nresién : B /4W.

ranidez s Vo

( Gumndo =e inciuye 1la entropfe exvlfcitamente puede escalarse con
Co, )o Con los ' escalamientos * anteriores las ecuaciones pnrevias

toman la forma sisuiente ( en i1as unidades en cuestién ) H

MW+ T (MLY D=0 ,, otz i(iones),y e celectrones). (1.42)

MIDL A= —2pt + V- W o mE SN (B +uixB-v Sl M‘Ls:‘-«.t‘)).( ,
1.4

pwet Yoo —wcfr v Wg‘-w—&’::(g-nt'«g_u&';mf- (T -9 | (1.40)

o 8 . e T 4 - (kt 2 1)
é _-:;vb"T + P < m_‘)Y_F (Ts )+ ]-\-

(r.44)

(e 2 Te)] +

o u\f—'b T -t - (- F(Te-TY)
2000 ® Q""“ : '

e Oy VE +D'jz
+k2,i R 2 Ve (1.4e)



=

;‘b§ =-exE

(1.41)
£LE=Y® T 3-a8)
donde se han introducido -
?o.—.bBYloTo
o = BW P/ B2 (1.4n)
7= Cone ™
I= G (nigtnee) (1.41)
E“ =C JmL - A C. ( escelamiento del (1.43)
elo ¥ ATMo e efecto Hall )
£ = ()? (1.4x)
F/'= Lo F/m; noVe Co (1.41)
v! = A= cz :
S3m AT o-LoCs : (1.4m)
Vlc )= Nt =12 (1.4n)
LOM"uo\ro
/et K (1.40)
- Lo"\chomc"
( Acuf = »

* denota una cantidad adimensional

dad adimensional que es una medida de
Halls t\_ We v X

} o8 una canti
s 1n!‘1 del efecto

es el escalamiento de una r.pi )z de Alfvén ca

racteristica respecto a la de la lux. V]"" .k—". P y Qu son, res
pectivamente,

los coeficientes de vt-couidnd, 1 c

ductividad tér
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micea, la viscosidsd magnética y el ndimero de Reynolds magnético, to
das son cantidrdes adimensionales, F’ es el coeficiente, adimensigo
nal, vara la transferencia de calor entre los iones y los electrones.
21 conjunto de ecuaciones que se han adimensionalizado constituye
un sistema cuasilineal parabélico. Cuando se eliminan la viscosidad
¥ la conduccién del calor el sistema se convierte en hiperbédliceo

Yy en tal caso tendrd una familia de tres caracteristicas gue corres
nonden al flujio de iones, electrones y ondas electromesméticas. Las
ranideces de propazZacién correspondientes son

- =:-lfrpd/hi .

(1.5=a)
= TP/pune. (1.5b)
c= { Ve . (1.5¢)

Ahors se consideran les aproximaciones pertinentes al presente
trabajo @
(i) Se desprecia la inercia de los electrones haciendo =0, esnto
tiene como consecuencia el eliminar 1la viscosidad del flujo de elec
~trones,!§;o, lo eﬁal es razonable teniendo en cuenta que el cocien
te de 1a viscosidad de electrones a la de iones es del orden 4r‘1
( Braginskii (1905), Spitzer (1956) ). Luego, haciendo V:= 1}1.

P\+?¢. qu:Tlas ecuaciones (1.4b,c) lleven a la siguiente ecus,
c16n de movimiento

nfD¢ v =-Vp + VT + I*T + Cale (nwi-n) _E_

rapidez de 1la luzg;

esto eocuivale a eliminar laa eorriontos de des-
plezamiento, £ =0 ; luego, en lugar de (1.4g) queda

S=VYxB (1.6).
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Asf{, las ecusciones de continuidad (l.4z) junto con (l1.4i) y (L.0)

conducen = 3*_(“‘.-—Vl¢)=(.‘703'—- o 3§ luego,

— H £ puede tomarse como condicién
inicial

- nt =Wwne (r.7)

Esta condicién de cuasineutralidad serfd consistentemente preserveada
por 1A dindmice.
La condicién de cuasineutrslidad junto con £:= WM Nt convierte

a la ecumacién de movimiento previa en la ecuacién de movimiento de
un solo fluido

S’EQQE::—‘K?’*’E!*E?'*‘nr“'

(1.8)
De le expresién pera J, (1.4i), se obtiene 1la velocidad para el flu
jo de electrones
are o - S0 Y (1.9)
a >
donde A es 1la razén de 1ls cargm del electrén a 1la mass del ion,
e/m- -

51 en la ecuscién de movimiento pera los electrones, (l.ac),
se aplican las avroximaciones agquf{ consideradas ju.nto con (1.9) se

obtiene 1a ley de Ohm generalizada

E--vTx® s+ S.“_‘f., (T*S —Tpe)+ I (1.10)
— A >

Le ecuacién de difusién del campo magnético se obt:l.ono de la ley de
Paraday, (1.4f), sustituyendo en ella (1. 10).
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Al ﬁo*e*T =@ en

13 eciacidn de energfs para Los electrones, (lL.4e),
se obtiene
Bo ¥ Dy <xe < ‘e e e »
+ ‘v = (e GT)—F (TET Y\ &+
’2(‘8\-‘\3 P" 2(’8‘ ‘\)Y' )= ]

2, cul 8o I VLT otu.(8'T
+ I 206 A ")}(1-11)

(1ii) Ahors se toma como temperatura del fluido '\'s-'-"-t-‘ Y, suvoniendo
-

aue¥¥ vF® son funcienes dadas, resultaré

Con éstas y 1la expresién para la energia de los electrones,

(1.11),
la ecuscién para la energfia de los iones,

(1L.44), toma l= forma

Bef v = B <k +Z. o 2 Vie + I+
s & ¥ 201 v ol

W ——— " 3. 'F“(T) ?
+ L lognt OILT =*

+ - (FTIV].

(1.13)
donde = \e‘:F!::\- "‘F" > F"."":'= d:t’./JT .
Nétese aue puede tomarse la relacién més simp]v.n.‘
Ti=Tve =T/ (1.14)
aque va asocimda 2 P=P ly que es adecuada para 6L tudio de

flujos isotérmicos.

Para estos se tendrd en la ocmiéu para la
energia

T = cte.,P= G\.g‘_ : ®sin embargo, también pu.do tratarso el




1172

=g e Fluins isentrfnicos, 8 = cte. v P= Pof /z .
gt asre Lroos jo se estudizrdn s8lo nrocesos no disipativos de

Mmanevs ane en &1 cistenns de ecusciones nrevio se consideraridn visg

asiaad nula = = I eoanductividad tédrmica nula =

c 1 'Vl(w"lu.r‘zl‘ =0 » n 12, k=zo

» ¥
corduntividad n.'\,érftz;ica infinite, M= o

( eouivelentemente 3 vis

cosidad masmétice nula, MV—p, 0 nimero de Reynolds magnético infi-

nito ). En tal caso =21 conjiunte de ecumsciones de interés serdf(con-

siderado nrocesos isentrdpicos)
e r-Vy=0.
9&?-’- S =) ( conservacién de 1a masa )

(L.15=)
9(3k3_r+‘5-!‘\_")=—2?+1*§- ¢ conservecién del momento
lineal ) (1.150)
E.:—"'\!*E+%(1ﬁ§~!?¢). ( 1ley de Ohm que incluye el
té8rmino de Hall ) (1.15¢)
2.,_:—2*2 - ( Ley de Paraday ) (1.154)
(1.15e)

(1L.15¢f)

(1.106)




Tal13

e r,_‘. e @1 ensiic de i de lL0s iones. Por otra parte, de la

acurcidn Jdel movento results IEIE\ ~~ \EZpl , 2asf ( ¥ consideran

deo \YPQ‘«J.‘i\v_P\ ) se& tendrs$

| T8 N 2 \eped ~ 2(\:.___‘_) e (1.17)
ew \YxB) enwivx3) Lo

Tueso, \TAB| es mzyor ocue |!P¢\pero no en forma notable ( i.e. son

corne=raples )., Considersands

3)
Y . (1.2.8)
oA
Lo
puede eliminarse el g£radiente de presién dé los electrones en la

ley de Ohm y si sdlo se dejsn los términos mayores se tendrd en vez

de (1l.15c)

()

E=-—-vxB + M J«.B. (1.19)

4

nl dltimo t&rmino en la ecuacién de la energfa -para los electro
nes, (l1.15f), puede compararse de la siguiente manera usando los re

=ult=dos nrevies

4
| I -Epel ~ Tie (1.20)

ew \2P>t\ Lo

v, denido n (1.18), se despreciarf ese término ( .

tentre con eliminar el gradiente de presidn de elect

cual es consis

de Ohm ): 2af, en lugar de las dos expresiones on“".(’].‘ 15f) se tendrs,

para un fluido, una sola ( como la suma de las dos )

5= —V.Ysg (1.21).



Tl
non Yi=e : = oas L= anatnronfs assecf{fica ( escalada con la mass
d=21l r1on, My d.

-3 c
Poer otra "arte, nétese oua el cneficiente de Hall,Cu=CHf, es
4 msocisdo =1 cociante <z los rérminns VIxBl ypl¥x® | 1lo cual
sisnificr aues ecomnere 1la valocidad

relativa de iones A& electrones
-

AT Te
re=specto sl fluio de masa ( velocidad de iones ).a"“’ ‘:‘__.';._.!. H

¢
luegn, L= nresencia significativa del efecto Hall esté a.sc‘>c19.da a

diferenciss apreciaocsles ( en camparacidn ) entre la velocidad de

los inonas ¥ l2 de ILns= electrones.

Pars establecer 1la regidn de validez del modelo MHDH debe con-
sidermrse orimero ocue el tiempo para el equilibrio térmico de 1las
dos especies ( iones y electrones ), Tex Ty» ©8 corto en comparacién
a los tiemnos caracterfsticos en el sistema, es decirw't‘*ll-idonde
T& es el tiempo necesario para alcanzar dicho equilibrj;o pero este
depende del tiempo transcurrido entre una colisidn y la siguiente

entre iones( bdAsicamente) 'l'“ y sdeméds del cociente de las masas,

c \"; = A » 3 (,-)V-l-_'z tendré
z*~(%¢:)z ""W;Tu Y como M_L_:_{_‘ 2"].':.. se tendr
22
'rn'ivT; ' ) (a )
_____jh.ééi.
L,p

donde ndemés v-‘-t"l,};/l'uies 1la condicién, como es fécil ver, de un
L 4
nlasma muy colisionsal.

sntonces pars establecer la regLién de validez se necesitan dos

parfmetros, a saber la razén del radio de giro a 1la longitud carag

terfstica y el escalamiento de la frecuencia cara.&f. ristica a 1la

colisional

Yog
™= -l":; (1.23a)
Y, = VL~_'E~"_. (1.230)

Lotr™r




i

respectivamente. <stos pardmetros

1.15

definen 172s caracterfsticas del
sistema <

(i) redin de giro veaoueiio
(1.24a)
L A

(ii) muy colisional -

1.24p0
e | ¢ )

(iii) de resistividad muy pecueiia

B/ 50, L4 . (1.240)

gstas czracteristicas, en forms grdfica, cuedan como se muestra en

la figura 1.1 ( Preidberg,(1982) ). Esta grdfica (1'4.@,_ ) debve
compararse con la regién de los plasmas de int.réa en fusién., Peara
ello se pesard lo anterior a un diagrama Qe tomporaturaa contra

densidad de particulas (n.T)..Lps rangos para estas variables, en
plosmas de fusidén, son !

4
10'2en®s n < 100 e

‘ (1.25)
0.1V & T ¢ 410 KeV.

wstos definen une zona rectangular pere los plasmas de interés en

fusidén. L=s condiciones (1.24) -pueden establecerse usando los parf
metros @

( cociente de la presién del plasma

a magnética ),
ny T Ten 1la sisguiente formazs

(i) radio de giro pequefio

. y
Pe=2.28%10" (9_.3 et (1.268)
v
(ii) plesema altamente colisional
(1.260)

T R
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| N}

{ii1i) resistividad muay ceouafia

B/ %, = B.26 %\0

&

@

o) <4 ' (1.262)

( 3n ellasﬁgkﬂn,tﬂ:hNytb}:cﬁis: como masa del ion se us=é la del

-
e En 1a fisgure 1.2 se ilustra la ecuacién (l1l.26c) para el
ca=o Le=im y@=1. 2n dicha figura es claro gque la regién de validez

deuterio

da 1a MHDH ideal cueda fuera de 1la regién de los plasmas de fusién.

1 .
LTSS T SIS AT Ay=2
i &« C4= . =2
48“1._- t‘ / / a X g‘t
-
e g ! -
2 /’/‘ ' i o
a . + MADW Tdeal.
’, z_
o 4 " . w=R
K1Y i ach 1** (e
Fiq. 2.1- Fig. 4.2.
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CAPITULO 2.

CANTIDADZS CONSUERVADAS.

A Bl

Bl
en unsa
meable
ca del
efecto

Luego,

ficado,

mo una singularidad.

Modelo MHDHA Ideal.,

sistema que se considerard serd un plasma ideal confinado
regién finita del espacio, D, con frontera rigida,
v perfectamente conductora.

imper-
Bn la descripecién de la dindmi-
mismo se incluird gue estd aislado adiabiticamente y que el

HHiall es relevante ( Cfr. discusién al final del Capitulo 1 ).

el modelo en cuestidn es el magnetohidrodindmico ideal modi
en la ley de Ohm, por la presencia del término de Hall co-

Dicho modelo serd denominado magnetohidrodind

mica Hall ideal y se usard el acrénimo MHDH ideal para aludir a =
ese modelo.

Bl conjunto de ecuaciones que describird la dindmica del plas-
ma aauf considerado estd formado por las ecuaciones (l1.15a,b,d,e),

(1.19) ¥ (1.21) en las cuales no se incluyen procesos disipativos
Y se contemplan procesos isentrépicos,

QY=Y -¢Lyp + ¢ IxB (2.1a)
e B=—%xE (2.1v)
Q= —V- (PN (2.1c)
E=z-UxB + &% Tx (2.14)
E B+ 35 IxB |
A S=—T.¥s ‘ S (2.1e)

con

4
o9
N

°, T:=R=B e=~0%gwus, T=CWs> (210



™

donde @, s, ¥, B Y e(gqs) denotan la densidad de masa, la entropfa
especi{fica, la velocidad ( de fluio ) de plasmz, el campo magnéti-
co ¥y la energia interna especifica, respectivamente.

La oresién del plasma p y la temperatura T se relacionan via
una ecuacign de estado y se conectan con la energfa interna especi

fica a través de 1la primera ley de la termodindmica

de(fos)

[

gfd§’+ e ds
= pf2+ T as (2.18)

( Los subfndices en (2.1f,2) reoresentan derivadas parciales )En
(2.14) aa. es la razén de la carga del electrén a la masa del ion,
e/mi, ¥ CH es el coeficiente de escalamiento del efecto Hall, (1l.4j).
Debido a (2.1b) la condicién .B = O puede tomarse como.condicién_
inicial, 2¢(Ve B ) = O, que serd preservada por la dinédmica misma.

Podrfia ocurrir que en alguna situacién (2.le) no sea adecuada jun-

to con p = S ?-7‘( ¥ es le razén de los calores especificos, cp/ev ),
caso puede considerarse una expresién del tipo p~¢T de mane-—
pueda estudiarse el caso de un flujo que se deasvia de un eg

tedo isotérmico y no de uno isentrépico; sin embarsgo,

en tal

ra que

se aplican
bédsicamente los mismos desarrollos presentados en este trabajo (
Cfr. Capftulo 1 ).

B. Las Cantidades Conservadas,

Bn MHD ( Woltjer (1958) ), en ausencia de procesos disivativos,
se tienen integrales de méavimiento asociadas a la masa total, & la
helicidad magnética, al flujo paralelo y a la dong}dad de momento
ansular. 8n trabajos més recientes ( Hellsten y Spi;i (1979), Spies
y Hellsten (1980), Hameiri y Hammer (1982) y Hameiri (1983) ) se

considera, explfcitamente, el efecto de la entropfa especifica en

las condiciones de estabilidad. En particula® ( Hameiri y Laurence
(1984) ) se ha visto que en el caso de un toroide axisimétrico 1la

entropfia especifica depende de la funcién de flujo poloidal 'y eso
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permite tener una condicidén suficiente para 1lz estabilidad lineal

¥y esto, & Su vez, estd asociado 2 la existencia de ™

modos de g£lo-
co .

Puesto ocoue no se contemplan procesos disipativos en el siste-~

ma ovajo estudio se tienen las siguientes cantidades conservadas

. (2.2a)
= ar? + B\ as { conservacién de la
‘[b(? 2 +9es) ‘i') x energia total )
( conservacién de 1la (2.2b)
GFLQ“ B dsx nelicidad megnética )
{ conservacidén de la masa y (2.2c)
G'-z S’? P> A3x la entvropia especifica )

donde Q(s) es una funcién arbitraria bien comportada., Existen
otras cantidades

conservadas aque estén condicionadas en cuanto

aque requieren especificaciones adicionales a las que se usan en

(2.2a-c) y se discutirdn un poco més adelante.

Para verificar aue efectivamente (2.2a-c) son cantidades con-

servadas a las funciones, de las variables fi{sicas, involucradas

se les expreszard en forma conservativa i.e.

g =G (2.3)

donde g es esczlar si G es vectoriai Yy es vectorial si G es8 un ten
sor de rango dos. Aunada a la forma (2.3) se tendrd une familia de

condiciones a la frontera adecuadas que permitirén obtener los in-
variantes integfrales mencionados.

Las condiciones de fronters acue se consideran son

A A
Ay."n - - - . - .
A _\».o, @-B| co, B-A| o, Exd| -0 (2.4a)

las cusles expresan lo sefialado al principio de esta seccién: 1la

frontera es impermeable, rfgida y perfectamente conductora. En



(2.42) W := ¥Ry,

De (2.42.) ¥ la ley de Ohm, (2.1d), se obtiene
TN
__g_\)b-_-_o (2.40)
g es un vector unitario normal z l1la frontera que apunta hacia afuera.

De 1la revoresentacidn para el camno e¢léctrico en términos del poten
cial escalar @ Yy el vectorial A,

o
"
1

19

ﬂ-’t_h_ (2.5)

junto con lz Yltima condicién en (2.4a), admitiendo la norma radia
tive, @ = O, se obtiene

N
9 Axw \)bsg (2.6a)

que puede tomarse como condicidn inicial

A
&“"-‘\ab_e Q (2.60)

Y serd preservada por la dindmica MHDH ideal.
Para la conservaciédn de la energfa se usan (2.la-g) y Qt(ge)g
f\_y.gP_‘QCf\'\‘\I)'donde h es la entelpia especifica definida por

h:= e(p,s) + o/p ’ (2.7)
Y se obtiene
~2 27 2 " ‘
. \¢ L+ pe +§;_I = - .tp(‘?i +W +§*§3 (2.8)
que junto con (2.4a), una vez integrada, da lugar a la conservacién

de la energfa total, H.

Para la helicidad masnética, Cj3, se tiene



A(ABY= - (S + ExA) (2.9)

da 13 levy de fmraday, (2.1b), y 1la ley de Ohm, (2.1d). Si @ %¥ O 1=
nelticidad maenética se conserva usando (2.4=n),

si @ = O puede apli
carse Ex®l =0 6 (2.6v).

La conservacidén de 02 se sigue ( debido a (2.1lc,e) ) de

3 (pPe) =—v-Ip Bwryx]

(2.10)

¥ la condicién de frontera sobre Y. 02 incluye simultédneamente l1la
conservacidn de 1la masa y de la entropia.

Cabe seirinlar aue en MHD ideal también se tiene

la conservacién
de H, G.

1 Yy 02 pero ademés se tiene un invariante integral denomins
dno flujo varalelo ( o helicidmd cruzada ) definido por 'g!oﬁédix H
sin embargo, es fdAcil ver acue en MHDH ideal ya no es cantidad con-
En MHD ideal tener la conservacién del flujo paralelo im-
pone un= forma funcional especifica para s ( Cfr. Almaguer et =al.
(1988) ); en MHDH ideal se tiene una cantidad conservada anédloga

( algunas veces denominada " helicidad total " ) y como = continuga

servesda.

cidn se verd impone una restriccién de cardcter ffaico sobre una

" wvorticidad generalizada " que se define abajo.

La nelicidad total, 03. se define como

G, = I o®. aI® A3, (2.11)
>

donde 1:* y'gg"son. respectivamente, 1la velocidad y la vorticidad
generalizadas definidas por )

,a-%==\_y-+aé

(2.12)

NStese primeramente aue ‘\_’."’ y‘.ﬁ.’*satist‘ac.n. respectivamente,



V]
.
[

law eoueelones

agz*.—.—![?z_‘-;k.;%:ﬂb]-— T xed* T s (2.13a)

A= T uwxw* +Tes] (2.13b)

de las cuales resultes
prrwd=C (2 +h+ T PR*+ *(v_nw'-.-rt’s)]
+ 2T w*.-¥s (2.14)

De esta
de

ecuacidn se cderivan tres nosibilidades para la consexrvacidén
ls helicidad total, C3. La mé&s simole es admitir dnicamente pro

cesos isentrdpicos, ¥€S5=0,con lo cual (2.14) y (2.4a), después de

integrar, conducen z la conservacién de C3 ( 2n este caso (2.1l1le)

implica atsgo que, nucvamente, puede fijarse como condicidén ini-

cial 8 = s, la cual la dindmica misma habrd de preservar ). La se-

gunda posioilidad es suponer cue las lineas de vorticidad generali

zada son isentrépicas

¥.vs = o

2 (2.15)
pero c3 se conservard sélo cuando se tome la norma radiativa para

disponer de las condiciones de frontera w-ﬁlssg Boa \SOy Aiﬂ&o

2 reserva de admitir ( T # O ) una condicién adicional

§ T A-(ex2sddrx=0 - (2.16)
=) v .

que puede lograrse admitiendo aue el cambio en 8 s8lo puede ser
normal a la frontera

A
exilgyn=0 (2.17)
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Tine +-arcera soszivilidad es suzoner sue las lineas de vortaici-

dad generalizada son isotérmicas

¥ ¥vT=o0 (2.18)

con 1lo cualV(TsQ')=T§"£“y tomando © = O para tener (2.6b9%, nue-
vamente, se conserva C_. a reserva de satisfacer (2.16) o, equiva-
lentemente, (2.17).

Note A.L=2 condicidén (2.15) juesa, fi{sicamente, un papel andlogo

al gue se tendrf{a para un fluido no conductor por cuanto gque en §1l
108 cambios en la entropfa influyen en la distribucién de vortici-
dad. En ellos, cuando sSe tienen ondas de choque, en una regién als
jada de 1la zZona frontal del choque se presentan cambios en la tur-
bulencia asociados a los gradientes de entropfa. En el caso aquf
considerado no se tiene viscosidad; luego,

no cabe el aspecto de
1a turdbulencia ( Cfr. p. ej. Truesdell (1948) ) pero sf{ el de 1la
vortividad : para cue los tubos de vorticidad generalizada conser-
ven constante a 8 sobre sus lfneas la dindmica es tal que los flu-
jos masociados = ir'y e.!‘ee acoplan de tal suerte que la helicidaad
total se conserva, De cualgquier modo, & gﬂb“ es una contribucién
al campo de vorticidad ¢t) debida a 1la rotacién de los iones;

contribucién * vorticosa ® estd asociada al radio de
iones dado por

dicha
Larmor de los

q,=_q_r&w:" = ZCHB\".L (2.19)
[ 5]

( Aoug “J; , la componente perpendicular de v,

lo es respecto a las
l1fneas del campo magnético ).

Este punto es de singular importancia
L °8 del orden de los desplazamientos a considerar, por
ejemplo en el andlisis de la estabilidad lineal, serd necesario

porque si r

tomarlo en cuenta, a través de una expansién en serie de potencias
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ael mizms oara evnlusr cud tan relevante ¢s su efecto. De hecho, eso
noaria conducir a la necesidad de aoandonar el modelo hidrodindmi-
co pmra nacer el estudio en términos de un modelo de dos fluidos

( Cfr. discusidn 21 final del Caovftulo 1 ).

Del oroducto escalar de (2.13b) con¥s , usando (2.le), se tiene

A (W wsd> =~V Lw e ] (2.20)

aue junto con x-ﬁ\»: O implica aue @W™VS también se conserva. N&
tese oue la existencia de esta cantidad conservada es incompatiole

con las condiciones discutidas arriba para asegurar la conservacidén
de la helicidad total G3. Por consiguiente, en adelante seréf nece-

sario'considerar dos casos aue se excluyen mutuamente : uno que

admite a .03 como cantidad conservada y otro en el cual se descarta

la conservacidén de 03 pero se tiene la de

G4=L952 d3x : (2.21)

donde 3% e3 el potencial de vorticidad generalizada

...:?“ 5. eg_:‘l— (2.22)

anflomo =21 de la hidrodinfmica usual ( Truesdell (1954) ). La evo-
lucidn temvoral de J2. puede obtenerse multiplicando (2.20) por ?1
y usando la ecuacidn de continuidad (2.1c),

S =~ .-V e (2.23)

Asf, el invariante intearal aue sustituye a Co en 61 caso de
V6. apOes

Cg =S>?G (52,8d3x (2.24)



3,(eaEes)) =— V- [ &@csesyar) (2.25)

R .
debido a (2.,1le) v (2.24) ocue junto conYdl=Oconduce a la conser-—

vacién de GS. G(Sk,s) es una funcidA arbitraria bien comportada.
Otra magnitud fisica gue, en principio, puede conservarse es

el momanty unsgular; de hecho tamoién se trata de un invariante con
dieionatl,

9‘=f?_x_x¢\__” a43x. (2.26)
p -4

Notende cue

eDvr=-~-vLlp~+ 3__:)1-5_3_3 - (2.27a)
o) =R -V (o). (2.27b)

es directo verificar

e xxw) = (p+EIax L - B(AxBYvpuw(axwdl. (2.28)

donde ﬁ es

so no basta

el tensor unidad de rango dos. Sin embargo, en este ca
con las condiciones de frontera especificadas para que

=e conserve 26 sino ocue es necesario imponer una constriccién sobre

1a geometrfa de la frontera del plasma, a saber

~
Cp+Biyme(xx) dazx=0.
2
oD . .
cue es demasiado severa para el tratamiento de geometrias de inte-

rés en MHDH ideal pues, como es fdcil ver, (2.29) se satisface idén
A :
ticamente s3i imponemos V_lu.!\ =0

(2.29)

aue equivale a tener solamente
frontera esférica. No obstante, es posible tener QonqpfvaéiGn de
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1a componente zmzimutal ( para sistetras axisimétricos ) del momento

nsular sin imponer condiciones adicionales sobre 1a geometrfa de

lz. fronters del plasma. Asl, en vez de C, se propone como cantidad

= SD?M d3x - (2.30)

donde u es la comvonente azimutal de 1la velocidad. Es fdcil ver
cue

3, (P =—V- Leuwe -b®T{ (2.31)

donde b es la componente azimutal del campo magnético. De (2.31) y

las condiciones de frontera (2.4a) se sigue la conservacién de L.

C. Campos Consgelados.

Primero se considera el caso mAs simple de 1la ley de Ohm,

E=-TxB® (2.32)

cue graciss a la ley de PFaraday, (2.1b),
nuidad, (2.1lc), conduce a

y a la ecuacién de conti-

D('BY=(§ BT : (2.33)

aue es la condicién de l1lineas de campo congcladna,’ﬁat. es el caso

enn la MHD idezl. =Sn esas expresiones la velocidadig’ la del centro

de mase del sistema ion-electrén en 1la aproximaci&ﬁ:n.'z njy = n y
considerando el lfmite @ —»0O. Dicho de otra manera 3 el flujo de
masa ( representada bAsicamente por iones ) arrastra consigo a 1las

lfneas del camoo magnético.

Si en la ley de Ohm se incluye el término de Hall, (2.14d), y se
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admiten las suvosiciones serialadas arriba, en vez de (2.33) tendre

os

Ve B Ox(vUTexB) . (2.34)

donde xe es la velocidad de los electrones gue estd dada por (1.9):
es decir, las lineas del camno magnético en MHDH ideal estédn conge-
ladas al flujo deelectrones. Se tiene 1la expresién andloga a (2.33)
pero en vez de v se tiene xe. 3in embargo, las lfineas de vorticidad
generalizada estdn congeladas al flujo de iones cuando el plasma es
isentrépico o se tiene una distribucién isotérmica como puede verse
de (2.13b). Esto aclara mAs el punto tratado en la Nota A pues en
(2.13p) T ¥8 tiene el efecto de un término tipo Coriolis.

D. Representacién de Clebsch.
mn este trabajo el interés oprincipal se centra en las configu-
raciones axisimétricas y por ello se usarédn las coordenades cilin-

dricas (r,9,z) con 3.:: a,sogo . En tal situacién la representacién
de Cleosch para el campo magnético es

Bz = Z4=x¥e + bye (2.35)

Yy para el flujo de masa

TU(GRAD = C@ » 2O + WO + Vg (2.30)

en las cuales '\V(r‘t,é)es 1la funcién de flujo masn‘ti_.é,o poloidal y
(((r'g,-q,)la funcién de corriente poloidal, ademéds

bse,x) =By s WG, LE)=CTe ) B.:_é-"_?.» ,'\’zgéo‘\z (2.37)

La compresibilidad ( resp. incompresibilidad ) se determina
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con ;(x-,g'b)a travEs :er’S-.t.-o( resD. V“'s—_—,o ) usando las condicig
nes de Neumann saecundas,

La densidad ae corriente, tomando el rotacional de (2.35%), es

Jnatd)=—A"W 2 + Ve xV¥o

(2.33)
.en donde A® es el operasdor eliptico de Grad-Shafranov
e i= T2V (F2e)= v (F(e) A, + T3, .0 (2.39)
Asimismo,
T -F2IHLLY +Thw]h + T, (2.40)

donde ‘: ,3 denota el paréntesis de Poisson en las coordenadas r,
z 3

.= 2 —-3% 2w _ &.
Tbh,w:= arb%::g Sz oS¢ = e. VY« ThH (2.41)

(2.40) es 1a representacidén axisimétrica de la densidad de fuerza
masgndtica.

an forma andlogz, 2 partir de (2.36), se obtienen

i
w =—a%p 7o +Vuxve (2.42a)

Vwig2 = € * L@ V@ + UTZUL 4 AP VOXTVE - (T-VVIVO(, 420,

La transformaciédn definida por (2.35,36) pone a las ecuaciones
(2.1a-e) en formsa axisimétrica

NV= v -V (T2+h) + TUS-F2¢ (A% + (2.438)

+ 8 Tawl+Pu, ]
RU= —V.Z W + (TP Cw, 3. | (2.430)



Zels

E=-F(Me ZLMY) Ty + {T-2% - v Tyl vor

———

+ovFi(gy +YI VO - S vk, .

7 (2.43c)
2B=Y[Fi{u + &4 M4 FIx Ty 2 (o vy - S5 ¥ teuRe
-2 (F*b¥p -Co vV - b vo e - (2.43a)

- T YaprIeeby, .
D.;P‘:‘ —F“ ECP‘?j —V~CS’Y$) ‘ (2'43e2
s =—F'Ts] ~-vL-¥s . (2.430)

La constriccién v-§=°se satisface idénticamente con (2.35). La

ecuacién para u, (2.43b), resulta de la de v, (2.43a), tomando 1la

.componente en Q.

Ima ley de Paraday ,(2.42d), puede descomponerse en las dos re-

laciones siguientes para mayor claridad

N =TT + (T I Ly ] = —ue. Ty . (2.442a)

2B =1 T 2ul + Db, 0] - 1¥sl ), \j—(é—" L33 Wiy S

+ c'M‘_-_—Q X_T,\k,F"(Aﬂﬂ A“‘Vll.' E‘A”‘ ‘:'?,- bzlz's‘i . (2.44D0)

Aoudi E‘:s% s etc. 2n (2.44:a) es vetente 1la forma en la cual la
e

. .
prescncia 1 término Hall evita aue las superficies magnéticas,
'\y = cte., sSean compartidas por el flujo de masa, Vv; es decir, ya

no evolucionan congeladas al flujo de iones.

Nota B. N&tese aue si un campo vectorial fs satisface V- -Ei,oep_
tonces

= Cf,‘:-fs):vv(f;.f‘\ -5 £D (2.45)
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S22 1la ley de Maraday coadcduce a

B (¥ S I)(w- S2IIEG
=EV- LB ye-TeB]
luesgo, . . .
c L 4
2 (88> =V{PB+(AB - GHTD-A-(¥- L TFIB]

cue es (2.9) naciendo uso de (2.14) y (1.9).

Considerando (2.35) puede proponerse para el potencial vecto-
rial, A, 1la representacién de Clebsch sisuiente

AT =410 + YO <G (2.40)

donde C(r,z,t) determina la componente toroidal del campo magnéti-
co visa

&D:::l‘z"7'(ﬁ==L§at>

(2.47)
Luego,

A.B-o2vby -V-CFZ*\VQ_) (2.48)
oue junto con |

C_‘._.\Zl_\»=o (2.49)

como condicién de frontera permite obtener una‘fornn egquivalente
para Cl,

Cu= SZ\""bw 43x (2.50)
>



2.1%

Oevne sarirlars2 cue

en formzsa zZ2ndlosn =

lo cue ocurre en MHD ideal
{ AlmzrFsuer et al. (1933)

) en 1la MHDH ideal tamoién se tiene 1la

nelicidad masnética nessada donde la funcidén de
oceso depende deﬂy , 1.e.

conservacidn de lia

c1 = j' Fluw) A B d3x (2.51)
D

y cuya verificacidn es directa haciendo uso de las condiciones de
- frontere ya mencionadas.

NS8tese lo sisfuiente

vy .8 ._-—_.§ (2.52a)
V¢ .IT=v"'Thw] (2.520)
VYT —Te-§F g1 + % Y3 } (2.52¢)

de donde resulta cue B y J compartirdin las superficies magnéticas

si y 88lo si b es cantidad de superficie, b(4y), aue equivale a
b ¥l=0. 3sto ademéds asegurarfia gue también serfian compartidas
por el flujo de iones, debido a (2.43b) y (2.44a),

LU=~ 2 U (2.532)

3;'\\' ==Y -ZY (2.530)

Yy tamoién por s poraue es transportada por ¥ como puede verse de
(2.1e).

Nots C. in MHDH ideal, a diferencia del caso en MHD ideal ( op.cit.),

no se tiene la conservacién de L pesada pues

2 lpuFus) —Z LR (eUT-bBY- Cw_F 4> u T} (2.34)
av =



2.0
donde F{af) ez unz funcidn =roitrarcia oien comportada y F := dP/dab;
manera cue =25to no tiene sentido 2 menns ocue F = cte., O b(\y).

1 primer caso se reducirfs = (2.30) y en el segundo serfa unsa

e
sunosicidn, nast2 este ounto, fisicamente sin razdén de ser,

NOTAS.

(1) Dicha funcidén A en el caso 4/= cte. define las superficies masg-
néticas.

bod

oy
4
i
-




CAPTZULO 3.
S23TADOS A2 EA SQUILISRIO.

A Bl Principio Variacional,

gn este czpftulo se determinardén las relaciones que satisfacen

las varizbles fisicas cuando se consideran los valores extremales
de la funcional de energia.

Los valores de las variables fisicas
asocociados a los puntos

criticos de la funcional de enerzfia sujeta
a las constricciones serieladas en el capftulo anterior correspon-
den a los estados de ecuilibrio; cue efectivamente es asf se demos
trard posteriormente.

Las expresiones parza los estados de eauilibrio relativos se op

tienen igualando a cero 1la primera variacién de la funcional de

energfa; si existen constricciones a la dindmica del sistema se.

considera la primera variacién de la funcional de energia modifica
da, es decir la de la funcional de energfa que incluye las constric
Cciones via los multiplicadores de Lagrange. Si H es la funcional
de energfia y C denotaz las constriciones, el principio variacional
( tipo Hemilton ) cue se prooone es

8**c==c, ’

(3.1)

donide
Hg ;= H + C (3.2a)
SH. = P W (fe, Se, Ve, £)-(T5,35,TI,TAD (3.20)

y sauf * , " denota un producto interior en un espacio de matrices
adecuado al problema, las derivadas involucradas son derivadas fun
cionales.
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Trirm O nueaen Tomarsze, COMO usualitente Se nace, un conjunto de
constaEntes los multinlicaderes de Lagrange,

que pesan a los inva-
interraley del

riantes sistema, =Zn algunas ocasiones en su lusar
pueden introducirse funcione: de peso aue tengan valores bien defi
nidos socre una familia de superficies ( por ejemplo, sobre las
masméticas ) ¥ el orincipio variacional asf forinulado enriquece

notanlemente 1la descrivcidn. “mpero, como sSe mostré en el capfitulo

anterior, a diferenciz de lo cue ocurre en MHD ideal en MHDH ideal

. N . 2 (-] N
las suverficies m=zmméticas y2 no son compartidas por Jdy, ¥y Y ¥ sino

v v® cdeszmconlan sus superficies ae las correspondientes
de m=ms=z, Vi entonces, no existe una familia dnica de su-
-eferencia paras la evolucidn dindmica de las varia-

bles fisizcas involucradas; asf, no es pvosible pesar todas las can-

tidades de esa manera. Sin emoarsgo,

1las cantidades conservadas aue

estén directsmente relacionadas con las superficies magnéticas (W =
cte.

) pusden pesarse con una funcional de ellas,
helicidad magnética ( Cfr. ec. (2.51) ).

Les funcionales de enersf{a constreriidas,
no 4dado por (2.2a),

por ejemplo, la

usando el hamiltonia-
son

H¢=L{?\J$ 4+ o + E; +92)+FpLaB A UN, % 4

+ Avp 8-} I3, (3.3a)
si e .w¥*-0, vy

He = Syi?“{l-o- fe + 3’—_’-*. P(Ag2~+ G(Jt,s)) + FtwA-B +

+ %;vyé-‘lzad?tx. (3.30)
cuando‘2§oggzkcn

acuf las A& ( i=1,2,3 ) son 16;‘mu1tiplicadores
de Larrange.

B. Estados de Bauilibrio.

Bn una descripcién hamiltoniana la evolucién temporal de une



Tuanarin, U, ‘te Lvs varisoles dlnémicas,q » del sistema estd drnda
nor

% F() = tH, Fmd3 (3.4)

-
donde H es el namiltoniano correspondiente ¥y &,3 es parédntesis de

Poisson adecuado. GQuando se trata de una constante de movimiento,
C, se tiene

2,G =1H,Q3=o0 (3.5)

También se tienen Casimires (1 aue se consideraridn en detalle en
el sisuiente canftulo.

Si M denota una variable dindmica en el estado de equilibrio
relativo satisface

oMe =\_\-\c_ .'](S =0 (3.6a)

cuando se incluyen las constricciones. Nétese qgque i‘"‘c.,QS:‘-O -
Tener (3.9a) eocuivale a

S&-\c\:-:D\-\c.(Vt.S-S'\:O (3.00)

l1a cual produce las ecuaciones dgue describen a los estados de eocui
librio relativos. ‘

3e examinardn, separadamente, los dos casos asociados a los

( sesin se use (3.3a) 6 (3.3b) ) :
(i) Vorticidad =eneralizada isentr6pica,<v_5-'-£"=.°. En este

dos nosibles Hc

caso la primera variacidédn de He ( usando (3.3a) ), de acuerdo con
(3.1), conduce a

?’HCL.:S is'_‘_r'(?cgg +2§\(‘-"—°¢*"'A;rﬁ-é) -
>



3.4

+ S (! v e+ B¢ + Hso + ALr €YD + R CTL+ Py Ts
s (e (T 2N ge) + 2V Fvo + Floo( A B +

+ F’-c_:._,-gwc)ﬁsxy + 79-(— >V (v2ve .( B +2)~“ ") +
+ 2840 F () + il Fiopd B | 3= +

+§ "Z‘-'KKV_Q*CE..* 1‘ %"-\—’.C")" -zF(“’G) _c_ltx:h{/ *

S
v (2o (Bt Mg ves) + % FludIsQ +

MBS + e M(F) -G A S ‘?G]S&xu i

La intesfral de superficie se anula admitiendo las siguientes condi
ciones a la frontera

Ao\ =
P

(3.8a)

g.\y\ (3.80)
S - A\Ab" r (v3.8c)
MBS \a’p: Ty (3.84d)

La primersa condicién es consecuencia de

la ortogonalidad de los
la segunda y 1la tercera,

{3.8b,c), me tienen devido =a
cue la dinfmica misme debe preservar el flujo ( magnético ). (3.84)

refleja la condicién ffsica admisible, en 1la frontera, de un flu-

vectoress;

jo cue estd en cofmecto con una frontera rigida.



3.5
fntonces los estzdecs de enauilizTcrio correspondientes 2 1la con-—
dicidn de vorticidad seneralizadz isentrédpica estdn dados ( zdmi-
ti1iendo lz i1ndependencia de las variaciones entre si ) por

B LW 4 CetRl +Fio+ Ar b0 (3-92)
G %R(C+PD=o (3.90)
SU: GV + 2%, WX 4 A, TP B =0 ‘ (3.9¢)
Sv: wo 13 .+ 2 %03:] + 226, Fye) + (AeB, + (3.9a)

+ TG VI F () =0,
§6: vl (8.« 22,87 + 2%F )] -4 F (4 By =2 (3-9¢)

donde &'(s’:: d®Ale . NStese gue las expresiones (3.9d,e) pueden

tenerse en una sSola, a saber

FTo: Te+2MI WS + 2FO B, =— W Fta) B, (3.10)

de 12 cusl es claro que

(Te+ 21 % WX 4+ 2F (40 B )- T =0O-

Por otra parte, las condiciones de frontera (3.8b,¢c) son equivalen
tes a '

)

>
R
13>
{

=Q (3.11)
(3.92) nece las veces de una ecuacién de Bernoulli donde A, es
una rapidez angular constante. 2n (3.9b), para R¥+O » Be tiene

T¢=_§'(;.\; luego, en cierto sentido, Pg)debe estar relacionada con

€L $o,5¢) Pues To= € (fe,5e)s (2.1f). (3.9c) muestra el acoplamiento del
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el osmnpe masngtico y la vorticidad

en torno &l eje 2 ¥y el cual asezsursa

momrento fsngular; i.ee.

e+ M W) .8 = -, =cle.

Bn (3.10) 1=

densidad de corriente eléctrica es antiparalela al cam
po masnético nastz dos t£rminos : uno cue corresponde a la densidad
as inducida oor la vorticidad del fluido ,—21

Corriente

.&_l_&_’¢, v otro
mscciado a la presencia de la fFuncidn ce peso F(Qy),—qf‘ wiBe (3.10)

debido = las definiciones de J, 4@ y 2 la axisimetria implica V.B=oO
¥ esto, junto con (3.9c), lleva a Ve (fVUdaD.
Parz examinar el sentido ffsico del multiplicador de Legrange 1;

se removerd la conservacién del momento angu.lar,bo: de (3.9¢c) re
sulta

‘X.-:— ﬁ‘_ g-_ __.._‘A—"“

(3.12
21 ’

i.e. constrefiir 1a helicidad total ( cuando )‘-‘-‘-'O) tiene sentido si
2l mencs OFWe#+0 con R$OY Vo, A2 $0 .
Si se remueve la conservacién de la helicidad total, '};o. el

flujio serd estdtico si 1{.06 incompresible si')t*o; Si se deja li-

ore la helicidsd masnética, F = 0, J, estard dada bisicamente por

iz vorticidad generalizada, ge:. ¥, en consecuencia, seri isentré-

vica, ;_;-.YG‘:O . En este caso
" debido a
exclusivo de la MHDH ideal
del orden c;‘z; el campo libre
serd posible si @We=2 ( aun

liore de fuerzas *

es

se tendr& una'desviacién®

del campo
z’&g-. w,

este comportamiento
pues incluso la relacién J, ~» By es
de fuerza, en esta situacién,

cuando P ¢ cte. ).

adlo

Un resultado particular de 103 resultados obtenidos se tiene

cuando F(ay) = 1A =

que se convierte en

cte.:

esto s8lo modifica 1la expresién (3.10)



§.‘¢+z’>~«%'¢*+21§‘_—.9_ (3.13)

Cusandn se dej= liore el momento angular.’)3=o vy ¥ se usa (3.12) en
(3.13) resulta

== (3.14)
Caa \E‘\‘I-

el mantener 1la helicidad magnética como
cantidszd conservada recuiere ocue C\!_-:_.Qt

*(‘B‘e‘“’_e"‘?)- B, = ©
. . R o}
con @*+0 y B, # Q. Si 11_::0( i.e.

no se usa la constriccidn de
1a nelicidad total ) 1-.#0 siempre aoue ie # Q ¥y se tratard dée un
estado e ecuilibrio de tipo " libre de fuerzas * como puede
de (3.13) ( N&tese de (3.10) ocue en el caso A =o©
tuacidn anfloga aun cuando

—afe L‘U-‘— e e (W e eS) B
2 e | X\ *

Imego ( en este c2so ),

verse
se tiene una si

P(4/) # cte., entonces 2 Fl4) * % F )=
—-TeBe si B, # 0. ) Otra situacién en la cual se tiene configura-
cién :‘.tra de fuerza
flujo, b

es cuando 4% =0( por ejemplo, cuando no hay
= O ) incluso teniendo A ,AFO.

Nota A. Si en (3.3a) no se fija constriccién sobre la entropia es-~
pecifica, se remueve 1la conservacidn del momento angular (ﬂauo),

se considers acue la densidad de energfa internsa es pecuefia respec-—
t0o 2 1= cinética y a 1la masmética,

se supone aque el plasma es in-

comuresivle, f: fo = cte., ¥y se admite, como caso particular,P(af )=
'1= cte. se opbtendri

2 « LCL 4 )
A R Sl e e13)
)~

cue dard luear, con 8% y 8§ independientes, A las ecuaciones
3
Po We=—2 Ay &2¢

(3.lo=)
Se=— 208 —2h & 2~

(3.18b)



3.0

ussnéo ((d.50) ¥ Las

l=s condicionas de frontera arriba arludidas, De

claro aue el no incluir @€ ni una constriccidn
sobre 1la entropfa eacuivmle & perder 1la ecuzacidédn de

se ne recuversdo 1a

esas exncresionss es

Bernoulli. As{,

situacién estudiada por Turner (1986) pues de
(3.16) se obtienen

> - A (7% ¢

T x(Re+ 2= T Te (3.17a)
> ¥ A i w

T, =(A+A)w, + A L. (3.170)

-

donde ¥ , A y)\. son los escalamientos adecusdos para
resrvectivamente.

Y— ’ A Yal [
¢ ez 1a frecuencia de £iro cuando el valor del
crmno ma.snético es el del estado de équilibrio relativo,

a8
W === By
BEsas dos expresiones pueden ponerse en una sola

~—Te

§,: CU;)‘-.- (A4ot) ‘.‘_Jt._) = (’).'.et - ﬁ;u:) W, -+ “(i,*ah)‘_*_-’c‘ .

(3.18)
Y &i ofy denota las raices de l1la ecuacién cuadrdédtica
~ 2"'10
A + & ( (3.19)
(31.18) puede reescribirse como B
~
Y.*Z-g-_'-"—(‘tg.t (3.20)
donde
= D
Bz Qe > Uredsd @, (3.21)
X +X
= A
e(t:_.. ( L*“$\ + - (3.22)

i.@, ("t son los eigenvalores asociados al * campo libre de fuerza "



3 10 DOr Zae. LPE =niutiznes @2 {(3.172,0) son de la {orma
ol —(A—ody -
w, = LA =&+ —C DX (3.23a)
ol _ — ol
W, = Z+—B_ (3.230)
. d,., -—d__ :

suponiendo conocidas a Zji. csta situaciédn tiene andlogo con el oro
olema semejante en MHAD ide=al;y

en el caso particular de geometria
cilfndrica, con las condiciones de frontera adecuamdas, Z* es de 1la
forma ad, + ©d; donde J, y J; son las funciones de Bessel de prime
ra especie de orden cero ¥y uno, respectivamente.

Anorsa se mostrard oue efectivamente las expresiones (3.9a-c) ¥y

(3.10) corresponden a los estados de equilibrio relativo. De (3.9a,
b),

(3.24a)
¥ de (3.9¢c) pueden obtenerse

V- (€ T)=o (3.240)
Qo e ™22 -_-"21‘%; §¢‘59‘_'—1,_\’P¢,§"‘.“_"¢ (3.24c)
?e"-‘rc,*%¢ = —2A R B, 13"9“é‘1’3‘ (3.244)

usando la definicién de @% (2.12). (3.10) conduce a
Tex8, =-22 = WexT5, (3.24e)
Tex a2, =— ﬁ_zf:(w +'\-V¢.F,(‘h) +2 2'(%,‘.)2 15&"9—"¢ (3.241)

Poniendo (3.24c,e) en (3.24a) y haciendo uso de (2.42a) obtenemos



3.1,
Ve TV = — Cfe + T B, (3.22)
La ley de Onm se oovtiene de (3.24d,e) y (2.35),

=B, + -‘ﬁ_ie*@-— = A, ¥, (3.20)

L ]
Y 1a " ley de FParaday estacionaria *
- W (—lrg"§¢ + C-7-“ gg".%e) =Q (3.27)
p4 afe
Finalmentes, el producto interior de Y$¢ con (3.9¢c) considerando

(2.15) ¥y 1=z axisimnmetria nos da
Ve-¥Se =0 (3.28)

Luergo, (3.240) y (3.25-28) corresponden a las ecuaciones (2.la-
e) tomando %C )¢=o; es decir, recuperamos las ecuaciones para el
estado de eocuiliorio relativo. Que Be tiene divergencia nula fue
mostrado prevismente.

NStese cue (3.20) indica la presencia de un potencial eléctri-
co estacionario, ¢e, cue es cantidad de superficie y depende del
multiolicador de Lasrange asociado a la conservacién del momento

aneular, 1.,_ , YQ._-_—__.?_._V_\‘? i.e,
d H(y)=-Pr=de.’ (3.29a)
9t ~We) - . a

cuya intexracida da

Plwe) =— A e + e, (3.290)

Zn los cédlculos realizados para obtener (3.9a-c) y (3.10) fue
necesario ssumir la norma radiativa para hacer uso de la condicidén
de frontera (2.6b). Luego, la norma radiativa junto con (3.290b)
implica 4 = cte. en toda la regién de interés, D, y para todo



rannener 1a conservacidn del momento amansmnilar
2#0 ,cerc en tal caso el campo maanético sélo pue-
en €l estado de eocuiliorio. Sin emoargo, Af = cte.

entonces serd mejor tomar
').,_-.-_o NDzra tener situnaciones de mayor relevancia,

wiasma es de voco interés,

(ii) Para el caso*¥S %40 el hamiltonimno en cuestidn estd

d=do por (3.30). Sesin se discutid en el inciso anterior se tomard

ae entrzda 1,.:0 cue es la situacidn de interéds ffsico. Después de

reslizar los cdlculos,oue son directos, sSe tiene para la primers
variacidn del namiltoniano correspondiente ( Ap=0© )

SHd = ] § (v ermlle Qo mean) Sp v DrCTer G -

— G DT Re~ Fo Qnes e\ Fs +
¥ (PeTe+ Qnonc T Rex¥S) 34 ¥
-3
2 Y0 [ v BGp,p FTexTre +2FWABL 4 (858,
& VG2 Flue ] 3¢ +F Y (e B, + 2, Flke) +
+ 4 Fltu) T w336 73 d3x +

-§ @.\Lv_e*g.c_:tmwgasw+Lze-§._+-‘-"~m=wd

P Sc + (Aav Gr w2 5o+ (S + 2 0 SO TS flian

= O, (3.30)
L+ integral de superficie se anule gracias a las condiciones de

frontera (2.4a) y (3.83) si sdeméds se sadmite la condicién adicional

1’*’6"‘-\:» =0 (3.31)

( 2n (3.30),Gu= 2G4 vy Ggi= 2@/3s ).
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Lus esteaios de 22u1l19rio Correscondientes €stédn ansdos, admi-
tience iz indecendencia de 1las variaciones involucradas, por

S U e, 4Pp Gy ReCr =0

(3.32e)

§5: » Re(Met+Qs )~ Cnn @20V S — feClr,eeRe = © (3.320)

Sy: QVe+ QupCXer¥sS =0 (3.32¢)
S4: Vo. ig_; -+ %.en‘n‘gmuzs,-o- 2F (we) B, 7+

+ f§.~§¢+l”9:‘l‘%] Fltde) =0 . (3.324d)

3G —T(vIge B, + 24 F)) + ¥ F bV, = © (3.32e)

Bn forma andlogs a la del inciso anterior (3.32d,e) se pueden rees
cribir en una sola ecuscidn

T+ & G 2 T2 TS + 2 Fd B =— e F't4e) Be (3.33)
L]

=%s directo mostrar aque estas ecuaciones corresponden a las solucip

nes ael. estado de equilibrio relativeo del conjunto (2.1la-f).

ve (3.33), usando la representacién de Cleovsch para J,

(2.38),
-8\, + %:’- QResze [Se, A+ (24 + e Filge)) b = O 3. 38m)
b, + (ZF+ 4 Flyw )Ty =0 , {3.340)

¥ntonces, suponer E'&‘*O basta para obtener una modificacidén

substancial de los estados de eaquilibrio 3

a2) s6lo es posible flujo toroidal, (3.32c), que a causa de 1la axisi

metrfa es incompresible;

) el flujo toroidal ests determinado por el potencial de vorticie



dad gerneralizada,Se s ¥ la entropfa especifica,
c) un .

resultado que mantiene rran analogfza con el del caso MHD
ideal ( Cfr. Almzsruer et al. (1933),

s e
Sas

Hameiri (1S%3) ) se obtiene
de (3.340)

be = — g Flgo _F“(-q,‘) + (che. de cvrhv.g-uddn) (3.35)

donde

480 = Fike) (3.30)
Sy

el flujo magnético toroidal es cantidad de superficie magnéti
ca;

d) la relacidn para el equilibrio de fuerzas,

ecuacién Grad-shafra
nov-iall, estd dada por (3.34a) cque junto con (3.32c) y tomando en
(3.35) (cte.

de integracifén) = QO conduce a

[} -
&4 + 2. fe Ue + (2 F OO+ W Fitte)) L P +»F % g)=0  (3-37)
Luego, dados los perfiles de densidad y flujo toroidal eita eacua-
cién permite, en principio, ( una vez obtenida también ¥ (Y) ), de-
terminar las superficies magnéticas para el estado de eauilibrio,

%, dadas las condiciones de frontera pertinentes al problema. A
partir de tlg se determinarfan B, ¥y '

J usando, respectivaemente,

Be= T4 x¥0 — (1 F* the> + FH4e) ) ¥O (3.382)

.38
Te= -8, VO ~(2F )+ U F4n) 2y, =70 (3.380)

de donde eson inmediatas B IY=0, Jo-Vhw Oy Ve Wp= O ( esta
dltima ded®ida a (2.44an) ) y, en consecuencia, QO!%EO ( debiadco

a las anteriores y usando ‘!_J’fg Ve — C-EI—I _;’e ). Sin embargo, puesto
que Ay, 361lo es toroidal la Yltima es, debido a la axisimetria, una



s ket ot iule SerAapntizer
anlicsm =

Lo tted

TmMLSno

s en este inciso,

octenido
o s8lo conduce =

(3.313),
' (3.39)

da2

fic=ci1d8n

s madi
(=3 -_—
;L;* z;-éin‘n‘ﬁlszc*szgc*“1!)E§;_-§1
¥ oen ftonsecusnsis ve modificardn (3.3%5) ¥y (3.37) en 12 sisuiente
Tormna, resasectivanente,
beCYeY =— 2N 4 (3.40)
(3.41)

By + %“_e; Ue + 322, 0.

Nota B. Semin se ha mostrado, los puntos crfticos de Hg dan lugar a
( con

las relsciones de ecuilibrio relativo. £n el caso E-(—_s_)*:O

N=0)

"!—{—z-ﬁhC:_Qs‘) (3'429_)

Ve x WK = Y(‘-’g +hd-Te¥s.=0 (3.420)

Se — E%;ﬁ!%!& ==—-2311§¢::='€:!§; (3.42c)

Zn este SGACI“O el casoisdﬁﬁﬁOresulta ma&s interesante,
Va2 L he= K(Re,5e) (3.43a)
2

A3, x 3 f = P K(J2e,Sed—Te T Se (3.430)



Ve = =31 Koy VST I2, {(3.43e)

(ZR—T VS e =0 (3.43d)

donte 2= 3‘6}7_‘_,\; la expresifn para J, es como la dada en (3.42),
n, es 1la entalpis especifica cdefinida en (2.7). NSétese cue .

K. (S2e,5e) = S2e G p, — Q{32 S

Ke= Re Gz 0,
sauf Q3.3.= a%m e Lueso, & vuede ootenerse de

S2e >y
66&.,9.)=JZ._[S K_C":;g’.du,-c- "(Sc)l (3.44)
ol

donde E(se) es unzz funcidén aroitrarias K(a“,se) es 1la funcidn de
Bernoulli.

C. £l Tipo de las mcuaciones MHDH ideales.

seta seccidn se iniciard con un breve repaso ( Chester (1971),

Smirnov (1870) ) de los tipos de ecuamciones en derivadas parciales.
Primero considérese

un sistema semilineal de segundo orden en dos

varinable:s indenendientves

Al Fox 2B DFuy + 0 Fy,y +FC$.1:F';&,P,)=O (3.45)

donde se suoone ocue f(x,y) es diferenciable con continuidad en el

dominio de interés y cue las funciones cA ,3B y & tienen, al me-
nos, derivadas continuas hasta de sesundo orden. Cuando estas Glti

mas dependen tamoién de f, f, ¥y £y {(3.45) es llamada cuasilineal.
£l discriminante asociado a (3.45), 4, est4d dado por

1= Br-cAlS. (3.40)



entonce:s,
v

=i dp@ se dice oue {(3.49) es de tioo niverodlico,
si dx@© se dice nue (3.45) es de tipo varacdlico, (3.47) ;

21 d&O se dice cue (3.45) es de tino elipticq:

Zn general, la ecuacidén de onda es el prototipo de hiperndlica, la

del calor de lm parsosSlica y la ecuacidn del potencial de la elipti

Ta.

Le ecumcidn de las caracteristicas asociada a (3.4%) es

CAdY2 - 28 dx.dy +C dx* =0
0, eocuivalentemente,

cAdy - (B +d B>~ AT Ddx=o

(3.48) ;

Ady ~ (B - I AT Hdx=o

cue deverdn integrarse para determinar las superficies caracteris-—
ticas 2so0ciadas al problema ( BEn (3.48) el tipo de la ecuacidn in-
terviene a través del té&rmino g.JE.). Examinando cada caso aepara-
d=-mente se <iene 3 ’ -

a)d90. =n el caso hiperbdlico (3.43) tiene doe sqiucionea rea
les y distinias, digamos @GO, Y¥) quﬁﬁﬁ)‘ entonces 1las superficies é

caracteristicas estardn dadas por

i
i
]
i
i

@ng) = Co o Q%)= C, (3.49)

donde €, ¥ ©, son constAantes, reales y distintas, Le forma canénica

de este tipo de ecuacidn se obtiene efectuando la siguiente trans-—

formacidn ;
. i

CuY) > (X,1) 5, 3=TO4KY) 5, =0%Y) (3.50)



w

H
)

snra canvertir o (3.45) en

F;‘==“a(5vﬂ;¥’bFl,F%\§ (3-51

o}d=0. =1 tino paravdlico se caracteriza por tener sélo wuna
-

familia de superficies caracteri{sticas, reales, i.e.
P P=CP(x,9)=C, ceR (3.52)

Si se aolica la transformacidn (3.50, y se impone adicionalmente
aue 1Qﬁ’)sea tal cue

(5, /2%, ¥O (3-33)
podemos convertir a (3.45) en la ecuacién

Faa =T (055 FR) (3-34)
oue es 12 forma candnica correspondiente.

c)d0 . Las ecuaciones de tipo elfptico tienen la peculiaridad

de poseer caracteristicas complejas

Py @, 0%Y) € & (3.55a)

aque sorn mutusmente conjugadas

@ =@a" - (3.550)

Suponiendo aue 1la forma integral de (3.48) es

Peonyr= Bt +Lipy=c e C ; &,, e (3.50)



Y haciendo

T = 004), Y = CQ05Y) (3.57)

en iugar de la tranaformacidén (3.50) se obtiene para (3.45) la for
ma candnica

B + Fan =G e KD

(3.58)

Como ya fue mencionado, las caracteristicas en el punto (x,y)

estén dadas por las rafces (R (X%) de la ecuacidédn cuadritica

eAf.("—'ZsB‘f"rc = O sin embargo,

cuando (3.45) es cuasilineal las rafces, ff: » Pueden depender explf-
citamente de 1la solucién asf como del punto (x,y) en cuestién.
B8e gue, a fin de cuentas,

para el caso lineal o semilineals

Néte
las curvas caracteristicas para el caso
semilineal son las soluciones de les ecuaciones diferenciales ordi

narias dzé'ﬁ-" Eex)y .

Le forma méAs general de una ecuacién lineal de segundo orden en
n variables independientos X 1= (xl,....x ), es

Z c.A k(,*);: -22-ZB (o, + CoxyF=Fex)

(3.59)
=4

Las ’) (_-&). 3=ls...,n, sOon los eigenvalores de la matrizCCA C"’)
al menos una M _0(3 59) es parabdlica; si 13*0 » Dara toda i, o8

eliptica a condicién de que todas tengan el mismo signo e hiperbs-
lica si todas, salvo una,

tienen el mismo signo.
En el caso de

MHD ideal el sistema de ecumciones es cuasilineal
e hiperb8lico y el sistema para estados de .quilibrio relativo con
flujo es altermadamente eliptico-hiperbvélico dop‘ﬁﬁiondo del ndmero
de Mach del flujo ( Grad (1960), Hameiri (1983), Almaguer et al.
(1983) ). en MHDH ideal la ecuacién que caracteriza
al sistema (2.1la-f) es 1la ley de Paraday (2.1b) la cual contiene

Sin embérgo »



3.1¢
1=

i

derivadasz narcisles ae orden superior: de necno, la presencia
del término Hzall conlleva una modificacidn singular de la MHD ideal.
Sxaminando (2.lv) se¢ coancluye ocue se trata de un sistema cuasilineal

rado en las variables s"s"‘-t)§-'!-i’ la variacién eg

pacial es nastz de sesundo orden y ;La temporal s8lo de primer or-
den. ©n consecuencia,

paracdlico degene

s8lo existe una familia de superficies carac
terfstices oara este sistema.

estdn émdas por ¥ =

Suponiendo cue esas caracteristicas
= Ct@.,

8i se considera un sistema de referen
¢cia cuya wvwelocidad es la velocidad loczal del flujo de iones y 'Lr,?
es la rapnidez de fase de la superficie que avanza entonces

- 4 (3.00)

Ny =- = DI
1)a" g

Si el sistema de referencia viaja con velocidad !° y §=“tft).

Vo » cudndo eso es posible se mostrard en la préxima seccién.

D. Discontinuidades Débiles,

&0 lo ocue sigue §4P(§).e) denotard un * salto " a través de 1la

superficie carascteristica de algune variable f(gt_,t) para el siste-~
ma acue describe la evoluciédn MHDH ideal (2.1la-f).

Si el observador
viaja con el sistema asociado a las Q‘

entonces las relaciones pg

ra los " s=ltos " a través de ‘?‘ se pueden odtener con la transfor
macidn sisuiente

b Ve w
a= 5 N = (3.01)
hs -3 ¥
aue permite obtener un sistema homozéneo de ecuaciones para i.s-p,?&,
§‘\_”;§'§J‘i§§. a saber : :

g pE- A (gt Tp+ L 65)=0

(3. bZa)



A

.

W)
i

\

- A am a e A 4
(N n Cu m-TISE + (B-AEAT_BCGA.SU)— S MBTT +
4 ?4-3!.,-'3 _)s_ (B-nEv_-_Gn ) af I N
+ S (R.-BI-ATBYEg=o. (3.020)
afp2 -~ T =

(3.52c)

Vg6 =O. (3.02a)
ixs® =o. (3.62e)
nsBc-o (3.02f)
h-Tx=o0. (3.62¢)

Que B es continuo a través de las superficies caracteristicas re-
sulta de (3.,62e,f). Las expresiones-(3.62a—d) forman un, sistema 1i
neal homogéneo para las incégnitas &9, 88,8y f?_ donde (3.62g)
funge como constriccién. Nétese ocue (3.62b) s8lo tiene sentido pa-
T2 la componente perpendicular ( respecto = ﬁ ); 12 parte perpendi
cular en (3.62a) implica

— A,
veBr=<i=o

(3.63)
'T,ueg'o, (2.522~g) pueden reescribirse como sigue, en forma metricial,
v?(wz’%z) © ) o o Sp
%f.,[@@):;@-men ° ~VeB

" 5
78 "%%‘Erualé) S

\J'Y P - . ! | BN,
(4]

33,

(3.64)




donde v es ln rocldez del scnido en el medio.
s
sl determinente de etite aistema, D, es

D= (M-g) (n:’-—'tr ) (3.05)

cue debe anularse para tener soluciones distintas de la trivieal
(i.e, discontinuidades débiles no nules ). Dicha condicién se cum-
vple si slguna de las sisuientes condiciones se satisface

U;;— -0 (3.00a)
M;;: V=0 (3.060b)
Mm.B=0 (3.00¢)

Las expresiones en (3.06) constituyen. un sistema de ecuaciones di-

ferenciales parcisles en x y t parsas Q’(ﬁ.l‘é)

asociado a cada igual
dad existe un conjunto de discontinuidades derivable

de (3.62a-4d).
Se examinard cada casé separadamente 3

a)U’i—o. Aquf{ se tienen tres soluciones linealmente independientes

aue pueden dividirse en dos grupos dependiendo de si 1la velocidad
es o no continua., Cuando es continua se obtienen

S = (3.07a)
- PHs .
&Sp= fso dprag {(3.07pD)
S5=5e0 (3.07¢c)
= - (‘a-!) a.W_aé .
3=~ "( GBS '-) % Iop ‘ (3.074)

donde s, es une constante arbitraria. (3.02g) se satisface automiAti
camente. Si 8o ¥ O se tiene el modo de entropfa familiar en la hi-



drodirfmica y en la MHD ideal.

Cuando la velocidad y la densidad de corriente son discontinuas
se obtienen

ds =0 (3.68a)
S¢=0 - (3.08b)
— A A A
&8I=L 4, L-02=0 (3.08¢)
5 € 9 _
ag - (3.084)

£Z8 claro ocue existen dos maneras do satiafacer 3."—0 ¢ l es arbi
trario ) pues existen dos vectores .94 .Q‘Iincalmonto independientes
gque cumplen dicha constriccidn,

3 esto da lugar a dos modos isentré-
picos ( 8 ypP son continuas ). )

B) O s =0 . En este caso se tienen dos conjuntos posibles de dis

continuidades porague %puede tomar los valores 2\
se presentan modos isentrépicos

Aauf también
pues la entropia es continua,

) (3.09a)

v (3.69Db)
.\,,t 3’; )T (3.09¢)

- (3.3 33]

(3.094d)
Cuando B =

© sBe tienen las ondas acisticas de la ix:\;drédin‘mica, sin
embargo, no se recuperan les de la MHD ideal.

c) A-‘:O Las discontinuidades asociadas a esta condicién son tales
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e 2= ln =e rtresents discontinuidad en las comporientes tangenciales
( resnecto = 1las superficies cauracteristicas ) de le densidad de
corriente

Ss=o (3.70=a)
8¢ =o (3.700b)
Sv=¢ (3.70¢)
§1=-§ > ;2-"§=°' (3.704)

A~
Existen dos grunos pues existen doe-&%

linealmente independientes
oue satiasfacen (3.704).

Aparentemente existe una inconsistencia
respecto a (3.66c) pues parece ser de multiplicidad uno; sin embar

20 existen dos componentes de B linealmente independientes que la
satisfacen,

lo cual es compatible con (3.704).

En este caso las superficies caracterfisticas son las magnéti-
cas.«l}(ﬁ_&,,t). definidas porYW.8s0; por otra parte, no aparece ningu-
na rapicdez caracteristica ni se presentan las ondas de Alfvén réoi

das y/o0 lentas usuales en la MHD ideal ( Grad (1960), Hameiri (1933),
Almacsuer et el. (1988) ).

Nétese oue las discontinuidades discutidas aguf son débiles en

del orden de S\P : asf, en el 1fmite SW-»Ose tiene

1ls variable pero un salto finito en el gradiente de
cuestidn. Aocuf se tomd §§=Q. aque evita la aparicién
de singularidades en J; si se admite §:§¢Qes necesario tratar dis-

continuidades fuertes as{ como corrientes superficiales y capas di
polares (

cusnte csue son
continuidad en

1la variable en

En tal caso también deberia tratarse con ondas de choaue
cue en el presente trabajo no se tienen contempladas ).

NOTAS,

(1) Las variedades definidas tomando C, = cte.,

1 = ly.009k donde
k e3 el ndmero de invariantes integrales,

estdn determinadas por la
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“ructurs de Poisson independrentemente de las coordenadas y se
les denumina * nojsas simolécticas * ya oue son las hojas de una fo
lizcidén sokre &l conjunto de puntos resulares.

Las funcicnes nue son cinstantes soore las hojas simplécticas
( 1.e. funcionecz de cl""ck ) rueden también definirse en forma
invariznte como las funciones C tales cue ’_F.G} = O para toda P
continuamente diferenciable en P ( el espacio dominio ), ?6'6.22) »

Y son llamadas Casimires.
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CAPITHLO

P
=BT RUCTU RA HAMILITONTAWA,

A. Introduccidédn.

Lima mecdnica clfédsica y los métodos matemAticos mAs recientes

nueden conectarse mutuazmente. Muchses ideas de la °*

geometria opure °*
aparecen en el estudio de la mecédnica:

el tratamiento usual de ésta
con mouella herramienta puede simplificarse ( Cfr. . ej. Abraham
y Warsden (1973; ).

Lss formulaciones namiltonisnes en términos de los paréntesis

de Poisson canénicos, en el contexto de la descripcién eulerisesna,

de la mecédnica del medio continuo se hacen con ayuda de potenciales

auxiliares, los opotencimles de Clebsch, acue no siempre tienen un

anflogo fif{sico de intercretacién sencilla pero que, a pesar de ello,

deben introducirse con objeto de completar la estrucitura hamiltonia
na ( Cfr. Seliger y Whithem (1968),

Holm y Kupershmidt (1982,1983),
Lamb (1975),

Calkin (1903) e Ito (1953). En este dltimo se parte
de una densidad lagrangiana )._Por otra parte, paréntesis de Poisson
no canénicos han sido utilizados en el tratamiento de teorfas de

campo no lineales : las ecuasciones de Maxwell-Vliasov ( Marsden y

la MHD ideal ( Holm y Kupershmidt (1933),
son ¥ Greene (1930,1932) ),

Weinstein (1932) ), Morvri
el estudio de 1la dindAmice de plasmas

multitluide ( Holm y Kupershmidt (1983) ), el tratamiento de 1a

elasticidad no lineal ( Holm y Kupefshmidt (1983), Dzyaloshinskii

Y Volovik (19830) ) y l1la formulacién de l1la cromohidrodindmice clési

ca { ionons et =21. (1982,1983) ). ©Bn estos casos los paréntesis

de Poisson no candnicos son indispensables para una formulacidén

namiltoninana en términos de varimoles ffsicas dentro de una descrip
cién euleriann,

nl proolemsa inicial reside en cédmo construir dichos paréntesis
pars oue satisfagan la identidad de Jacobi. Esto, en general, es
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Ny

un prooiemz dAiTlecil de renclvers sin emoargo, cuando los parédntesis
en cuestidn son lLineales en =us variwopbles es pnosible asociarles AL
Febras de Lie adecuadas lo cusl sarantiza,

de entrada, aue satiafp
1a td=ntidmad de Jacobi.

cen
Un nrimer paso nara determinar esos paréntesis en lss variables
rfsicas en una descrincién euleriana serf{a mostrar cue existe cigr

to megeo bajo el cual la estructura homiltoniana canénica en varia

bles de Clebsch es compatible con una estructura no canédnica expre
sada en términos de las variables en cuestidn.

Tal mapeo conectarias
2 las variables fi{sicas con

los potenciales de Clebsch y sus gra-

dientes ( En Holm et al. (1933) se muestra lo anterior,

anf tam-
bién se discute el sisnificado de las variables fifsicas adicionales

cue apzrecen en la formulacidén lagrangiana ( la cual es cuasicand-
nica ) ).

B. Paréntesis de Poisson No Candnicos.

a. Introduccidédn.

l.oe sistemas de ecuaciones diferenciales parcisles gue poseen

una estructura hamiltoniana son de gran importancia en la fisica.
Por ejemplo, tal estructura se ha descubierto en casos como el de

las ecuaciones de Korteweg-deVries ( Gardner (1975),

Feddeev (1972) y Lax (197%) ), de las de Henjamin y Ono ( Case (1979) )

¥ en las de Benney ( Xupershmidt y Manin (1977) ).
de las variables

Zakharov y

Ademéds, el uso
ro candnicas en sistemas discretos ha sido de gran

utilidad pridctica ( Littlejohmn (1979) ). Asimismo, la descripcién

euleriana de ar fluido y la MHD ideal se han establecido como estruc
turas hamiltonianas(l) en términos de variables fisicas que,

eon no candnices ( Morrison y Greene (1980,B1982) ); también
e ha establecido la estructura hamiltoniana para las ecuaciones de

Maxwell=Vliasov ( Morrison (1$80), Marsden y Weinstein (1982), Kauf
man v Dewer (1984) y Marsden et al.

rencias, por cierto,

sin
embareo,

(1984) ). En las Yltimas refe-
se establece la estructura de

Poisson usando
l1os métodos generales de la geometria simpléctica.



M3 ~o=siole determinar una Térmula o=2ra los pardntesis de Poisson
soure races Yilormdos cotansentes reducidos ( Montgomery et =z2l. (1934)).
Jicna exnresidn se aplica a Fluiidos y oslasmas, involucra estructuras
a2 Lie-foirsson, oardntesis candnicos y modificaciones a la estruc-—
tura Jd2 Poisson por efectoede lz presencia de términos asociados =a
camnos2 masméticos o a curvatura.
0. Mecdnica nsmiltoniana no candnica.

Bn el caso de dimensién finita, n, las ecuaciones de namilton
ciasctein (193¢) ), (3.4), toman la forma

é‘:‘- a—-a = cq‘, H] ', ‘-: ‘ hdadd Y . (4.13)

és =-aa-‘—-‘és= [Ps,\-“& > 5‘: oroy M. (4.10)

donde el paréntesis de Poisson.t,]. estd definido como es8 usual

N
. °F 23 _2f 353 (4.2)
LFRad:= ;_: 3af Sp, Sm:3a¢

Definiendo

q’h » si \:=k=’ ‘)2’-o-)M .
2t e (4.3)

Pa » si smhrhs NP2, 20,

LA ecuaciones snteriores se escriben como(l)
: (
&= I a3t (a.4)

o3

y, ademés,

(T%3) = "L ; v | (4.5)



pel_ ) (400)
o0

Aoui se usa el convenio de suma soore Indices repetidos, I, es 1la
matriz unidad de orden nx»n., #n (4.4) ia®cinemdtica ( la estructu-
ra del

espacio fase ) estdA dada por :ch ¥ la dind&mica entra a tra
vés de H.

21 paréntesis

de Poisson dado arriva tiene las siguientes pPro-
piedades s
(1) oilinealidad, CF+Fu,q = UF,a ) + UF,90 3
{(ii) nhemisimetrfia, t_?,gj =-._tg'¢"3 B
(i1i) satisface la identidad de Jacobi, (a.7)
CELaN+Th, e a1+ Ca,th, s 11 =0 }

GV LR, Y= B e, N TR a1 R

Las tres primeras dan la ' estructura ' de Algebra de Lie y todas
la estructura de Poisson.

Nota A.

Otra manera de considerar la estructura de
simaiente

Poisson es la
unaz estructura de Poisson sobre una variedad diferencia

ole ¥ estd definida vnor una operacidédn bilineal antisimétrica i,,&

soore el espacio de funciones continuamente diferenciables en M,
ﬂn). a B tales oue 1la operacién

Bu: S (MY —> B77Cmd

definida vor

Pe ()= 1F,H3

satisface las siguientes dos identidades de "dorivaci6n ' para ca
da'*étsav:

Hu(E- 9D = (Knf)q +&(Had)

" Leibnitz )



Brida3 = L0eSa + L5 Huad

( Jacopi )

o,
S_,'ﬁ éa la estructura de Lie sovre ta CM)

Yy es preservada por
el t'lujo de Hn

+
1.7, 9o M3 = (ra1. e, ve

L )
El flujo en cuestiédn es llamado flujo hamiltoniano ¥y H es su fun-

cién generadora o hamiltoniano. Luezo,

3_%(;_—. ety o {5=,H73 ettu

ecguivalentemente,

LR S

O,

Otra manera de escribir la identidad de

=T, 8= t"LH )

cue significa cgue el mapeo H'—b FH es un homomorfismo del Algebra
de Lie g CM) al dlgebra de Lie de los campos vectoriales con con
mutador negativo,—U 4} .

Jacobi es

A las csntidades C que son constantes en el espacio fase en el
sentido de aue

=:12£é. CSQEQ. =0 ~
0G93 = S, IV ,;=°» ¥3

se les denominarid Casimires ( Nétese que la trayectoria determina-
da por C =

= cte. en el espacio fase estd confinada a una hoja sim--
pléctica ).

Anélogeamente, para teorfia de campos se usa el p réntesis cané-
nico v

- TF 89 _3€ T3 | 4=
SF"K‘S[Sq,m Sw ,,—.\ *
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dongz Yl , Wy =on les variacles de campno y f,2Z son funcionales
de las Gltimas=. Las derivades parcizles del espzcio fase se conviexr

ten en aerivaaas funcionales 94 —» § cue estédn definidas por
Ay &

SF= —F[m&‘&'q]\,_ o= PF-31= <g->5v|> -J' §F shaix .
Le .: eneralizacidn para el casc no candnico e'=
SFE O Sg s & Osg s
wey= S .0 S EoOoE > (4.8)

doncgs O 2] ez el cperador cosimpléctico. Las ecuaciones de movimien

to en ese caso son

oL, ¥ =1 w,HY= o S—S%p-j (4.9)

wsn el caso de medios continuos
49 €y
oI =" C JM (4.10)

v,
donde las Cﬁi\ son los operadores de estructura para alguna flgebra.

de Lie nue actisn sobre las funciones, entonces

F,93= S\Y“ Sq— S_-S d93x%. ' (4.11)

C,:ne:; 1= n-&=ima componente del producto para una Algebra de
Lie de finciones evaluadas sobre vectores ( Algebra de Lie inte-—
rior )en iTAanto aue s_,} corresponde a un 4lgebra de Lie ( exterior )
soore {funcionalies.

susdnease nue g es un gruvo de Lie y , su dlgebra de Lie;
este Wiltimo es el espacio tangente a g en la identidad ( Cfr.
Aprzham y Marsden, sec. 4.1 (1973) ). Asfi, para cualesguiera £i, f2

en g el parédntesis de Poisson de f, ¥ £, estd dado por

-9
LR A= %g—..}s—‘%cs-)%ca)e.cso \s.g‘_o (4.12)
S



a7
1 g,(s.) -.-gzcs,_-) Sun CUTVAR SUBVEesS AroiirarTins ern 5- t=les aue
2,10),3,(0)=e 340 =¥ ,9%0=F, (4.13)

& =5 LA ldentidad. 31 g"e:—x el

y €L nDnrvducto
tzdo nor <F,q97 ’

Sidn infinitza ) s

esnacio dual de funcionales linea-
- . <

de los elementos F€ 8 ye468, deno-

tiene 12 siguiente propiedad ( caso de dimen-

les soore 3

<F,4>=0,NF == g =0

( condicién de no degenera-—
cidn )

Para F: g% —» B e define &F

-s—;— < B. usando

d E(F +eR - <& 8F , (4.14)
1 1( ﬁ)l = <¥, 3—:‘>

Y el pnaréntesis de Lie-Poisson estard definido por

sr-' s&
S.FG.S-»- *2<F L ]> (4.15)
de donde se obtienen, vor ejemplo, (4.8) y (4.11). Las funciones P
¥ 3oy oue van de g‘ 2 I, ) pueden extenderse por traslaciones * zur

ans " = funcicnes ¥y G sobre-‘-.g 3+ asf, cuando F,; es restrin-—
cins OT*E-S'Ep ontiene F. &n

se tienen paréntesis de Poisson
candrnicos 3‘_.9 s lueso .

F — $F
i. ")G" T..g\.‘..—QQ S— )63_

y considerando,

anfiogamente, invariancia " derecha "

© =
F‘D, KTQQ\T g ? :
i.e. los paréntesis de Lie-Poisson,*, se obtienen & partir de los
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B s TR NN PO e | g . ML o nrotesoe ncor el ocuci sge llegn & los nA-
. . i : » . B . . - 1—&
CanTesls &) 0vya 3 <o nerYnir ae 1los aue se tiznen soore es
PTsmadn reduccidn ( 12 descrincidn 2socizaa 2 dicho espacio es 1=
materi=l ), g“ con la estructur= ocuae le confieren los parédntesis
ue le-Peisson, (4.19), se cnnvierte an una variedad de Poissone.
-

Ce Productos Semidirectos.

sundnanse cue g es un eruro, V un espscio vectorial y sea
nnea renresantacidn de g soore ¥V, i.e. un nomomorfismo de § al
Eruso aa Lrenstormaciones linesles invertioles de V. Si 3.65
ArE& J =e defTine _f*v)::f(g)c\r).

%l nroducto semidirecto S‘ V" estd formado por un subconjunto

de q{chyos elema@os ertisfacen 1l2 * multiplicecidén de &ruvo °*, =
"

sfaper

(‘1-.’\'33-(3:-.'\&) <N 9., 4“"?’ vz))

(4.16)

#s fdeil ver oue Eev-es un gruvo. Usando (4.12) y C’,ﬁl‘)-‘:': C{:‘fs"')

e onuede ootener el paréntesis de Lie para gG V 3

CC31,7,03:, %] = (X3 133 ,f’a, o)—- féz('“'n)) (4.27)

norde f;:V—'DV-ec_té definids por
’ = d—- o) LR : 4,18
S = 97 Sy li-o | (4.2

Al 9(‘_) a2 uns curva en g ocue satisface 3(9)—cyazo)=g. 8l 4l=zeora
de Lie cnrresnondiente es denotada por ,&v

51 se identifica (ixV)con g““v combinando (4.15) y (4.17),
results cue los nparéntesis de Lie-Poisson sobfe (gQV') estén dados

nor

0

(630~ 2(<T, U, 3517 w5 2O (2D
3
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— (4.20)
"
=2l r=niltoni=mne del =iatemsm o0aio estudio, (2.23), tomard la form=
| - GlapAlz
H= S_ = = +fpecgsy) + L \!’-&\"3 d3x (4.21)
=29 z

™M

Agui se consideran las siguientes variables fisicas de interés

9 S ,'g"' y A (?‘ es 1la densidad de carge eléctrica ) y el objeti
vo es

~oder oresentar las ecuaciones de movimiento corresvondientes
en la forma=

RF=§N,F3, FelimM:,9s, 8,703, =\,2,3. (4.22)

con n desdo nor {(4.21). En este punto es necesario considersr un mo.
aelo de dos fluidos ( iones y electrones ) en el lfmite

e
= WMe 50
: = e
{ Cfr. discusidn en el Cansftulo 1 ): asf, tendremos campos vectoriza
ias jl v

V, sowre lp:.\( n=2 6 3 ) ssocisdos a los iones y electrones,
re: n2activanmente, Aguédllos actuardn. sobre esnacios de funciones Al
}_/1301, resnectivamente, y sobre densidades &. sobre ”. Por otra
Durte, M es el dual de los elementos de V

nes en.lf’_: s ae las densidades en JN\)

1% ©s8 dual de las funcig

-
H “-_—_-CQ’”A es dual a los
- -

eiamentos de Vo y $ a las funciones enA:._. Luego, el paréntesis

de Lie-Poisson en este proolema serdi el cue corresponde al parénte

Sis de Poisson soore el duml de la suma directa del semiproducto

de 1las dlsebras de Lie VgCJ‘N‘A?\YWGM 3

[vie A el @ TV,eN)) (4.23)
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iH, ey S TG oM TR Y% e T Ss

3£ 2.9 8H o+ 2E g o 5W —
M AL VR Rec iy S

~en (T3 S M2
=4

(4.24)

De (4.21) y (4.24) se obtienen, usando (4.22), las ecuaciones de
movimiento {( ecuzciones dindmicas ) a saber,

Ablﬂc:=-!45'u -(!4{1S3) +—f1;4r1 ~h e &Z*éf),:+

(4.2%a)
Cn
S:PT.
AL =—aZ (e=By, + %.C1‘§)¢ (4.250)
e A
Aep=—CPVI) 5 ; (4.25¢)
3..,5 —-9,3' 3 | (a.254)
%?:-c“(_a'f\.. ﬂ%":v‘!),s-__-_ Ca.y«\ri),a. (4.25e)
De &€stas tamoién es posible obtener
o "
RV +vivy TR 3= -% +h - g'),t*Ts.". (a.20)

|¢

a4

3T = (W +T1{_s+a_(\+ ‘}?f_)-\_;_-‘s -

- (4.27)
—0_ TI=B.
e 3-8

2 " 2a 1A5 '4>$'C>-
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Lile#s, las ecuncioaes MADH ideales (Z2.1ls-e) resultan de las op

do(ag+f)=0 (4.28a)

i.e, Si se admite la neutralidzad de 1a carga en cada punto y para

todo tiempno; es decir, S8i se impone como condicidn inicial

-t
aP+p —o (4.230)

NOTAS.

(1) Se dice aue un sSistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

e3 hamiltoniano, en sentido generalizado, s8i puede ponerse en la
forma

2t=349 %s= [=3,n]
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A pefiniciones de :.'_sr.aoilidad.

Antes de iniciar el estudio de la estabilidad es clnveniente
aclarar primaro gué se entiende por ella ya aque existe mé&s de un
sentido oara ese término. =l nunto de partida es un sistema dindmi
co cuya evolucidn temvoral ( Cfr. Holm et al. (1935) ) estd por

5w S =
n:= T = X(v\) (5.1a)

Se dird aue ‘e representa un punto ( estado ) de equilibrio si sa-
tisface

X(qed=0 (5.1b)

Las iefinicionas ¥, DOr consiguiente, los tipos méds comines de
estabilidad son los siguientes 3

(i) se dice aque Vlees espectiralmente estable si el operador
linealizado DX(Ye) no tiene, estrictamente, parte real positiva.
L2 estabilidad neutral, en la cual el espectiro es puramente imagi-
nario es un caso narticular 3 la evolucién temporal es de modos
normales puramente oscilatorios. En el caso de sistemas hamiltonia
nos Amvos tivos coincideng

(idi) Ve s dice lineazlmente estable, respecto a una norma I\S\’I
si para toda € 0O se ouede escogZer una $>0 tal gque si IlS‘-.\LS‘ en
t = G entonces A3YRE para toda t3» 0. La evolucién de Syestd dada
vor DM -8y -

La estabilidad lineal implica la estabilidad espectral; sin em
bargo, el inverso, en general, es falso. Si el nimero de dimensio-

nes es finito se tiene una condicién suficiente para la estabili-
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dad line=ml: aue 'DX(v‘._)r.enga eigenvalores distintos sobre el eje

imasinerio. B2n el caso de dimensidn infinita es suficiente que])X(qc)
tenss un conjunte completo de eigenfunciones con eigenvalores pu-—
ramente imaginarios de multiovlicidad unog Cuando se tienen rafces
revetidas sobre el eje imasinAario pueden vpresentarse inestabilida-

des con rTazones de crecimiento tipo resonancia ( Cfr.

{13973), Penrose (1900),
(it} qb as
conservada cuya

pP. €j. Arnold
Chandraseknar (190l) y Freidberg (1982) ):

Fform=lmente estmable si se encuentra una cantidad

primera variacidén se anule en la solucién, e ¥

cuya segunda variscidén sea definide en signo. La segunda variacién

provee de una norma conservada por las ecuaciones linealizades, i.
e,

% (-1 = L H,1-1e} (5.2a)

s (W) =§_.}‘__S’~H,S"H‘j =0 (5.2b)

luego, 12 estabilidad formal implica estabilidad linealizada.
inverso no siemvnre es cierto ( Cfr. p. ej.
{1963), Bernstein et =l, (1953),
1u53)

Bl
Fowler (1963), Gardner
Dikki (1905), Kruskal et =1l. (1954,
¥ Davidgson (1872) )3
\iwv} ﬂb sard no linealmente estavle sSi para toda vecindad U
en torno = ella puede encontrarse otra vecindad V ( también de ¥g )

tzl ocue las travectorias, qcb), inicialmente contenidas en V, ja-
mAs dzien U. =n esta definicién se presunone una dindmica bien de—
finide y un? topolozfia ya especificada. En términos de una norma

ma

1la estabilidad no lineal significa aue para toda £90se pue-

de encontrar uns 89O tal cue si W 1)~ NeW&T entonces Unit) =M\ <E
nara toda .9 0.

NStese cue en el caso de sistemas conservativos con un ndmero
finito de dimensiones

(2) 12 estabilidad espectral es necesaria pero no es suficien-



Lexraze e@mtnullilraesd no linen:d

ertzoilidad formel ni 1la linemliizada son necesarias
0 linezl. La

1inezl no imnlica 1la no lineal ( Pollar (1980)

B. Bl M&tods ae Arnold.

-
Arnold {1%965,1909) tformuléd un método vara establecer condicin-
nes

suficientes nara 1la estabilided no lineal de movimientos esta-
cionzrios e un fluido idenal ante verturbaciones de ampnlitudes pe-~
aurfiaa cern Ciniltas, La estsoirlidad se establece determinando esti
megSlones =2 priori cue conen cota Al tamsafio ulterior de las pertur

baciones sezin evolucionan en el tiempo. Cumando tales estimaciones

an se dice cue eses movimientos estacionarios son estaoles por
el método de Arnold.

exisT

Dicho métodc estdi basado en la construccién de funcionales con
servadas ( i.e.

constantes de movimiento ) cue para un flujo esta-

cionario dzdo hacen las veces de valores extremales ( puntos crit;

cos ), Si esos valores son méximos ( 8 mifnimos ), respecto = flujos
muy préximos dentro de una vecindad cuy=a topologia se determinae pa
ra cedz proolema, entonces el flujo estacionario en cuestién es es

tm=ble en esa torologfa,

omérnricemente puede pensarse de la siguiente manera. Se tie-~
sanerricies de nivel de 1z funcional conservadza en D
Mmeiones ¥y ose considera una vecindad del punto aue
Tt astz=cionsrrio dado.

el es

renraser
Cuando se tiene un médximo o un mfini
suaperficies de nivel estardn anidadas y préximas rodeando

=% unte de ecuallibrio, Si el flujo asociado al estado estacionaAario
> ceriuroa, 7 corresnondiente

punto Tase en el espacio de funcio
vowme Q

esalnza2rd nasts ana superficie de nivel cercana y se manten
¢drf en eila porcue 1la funcional se conserva. $5i una estimacidén =a
nriori puede establecer cue 12 distancia ( en 1la norma apropiads )
desce el punto de

e2auiliorio hasts la superficie de mivel cercana
en 1z cuaal

tuvo lurFsar el movimiento perturbado se mantiene posterior

).

P



s, mmrassea ol o ciore e a~uiliorio es estwnle por 21
mitraz e Arnala,

Az tnedes, an unm norma rarticulzar, los movimientos est=bles
nor el mstodo de Armeld son tamnoidn estables en el sentido de Lia-
sunov ( Tennick (19c0=) ) : para rodagdexiste una 8»otzl cue si los

velcres 11’1161"!198 snamn De?‘tUY‘DFdOS

en una cantidad menor a © ( en
la

normz oue se dstemlné por la estimacidn a priori ) entonces

la solucidn se de=svia de unz solnuciédn especificada ( p. ej. una

agtacionaris ) nor menos aue £ durante el movimiento subsacuente,
Tima, vez one

)

encontrd, por el métodn de Arnnlid, una norma | | en

perturoaciones VXe , en t = 0, ¥ SX , al tiempo t, sa-
tisfzcen nleé_&usx.l. con «’131 para toda t, uno puede escoger NS,

EX-54 ﬁ?:i)l?}(l. Wiemplos de 1la aplicacién de este método pueden en
contrarse en Helm et al.

la cuzl 1lss

(1983,1985) y en Abarbanel et al., (1986).

21 m&todo de estabilidad de Arnold se compone de los elementos
usuales : principios extremales para funcionales conservadas, s8ig-
definido en las sesgundas variaciones y argumentos de convexided

oue estmablecen una estimacién a priork.

no

Contiene también un ingre-
diente menos frecuente 3

: 1la degeneracidén de los paréntesisa de
Pnisson., Pavra un sistema dindmico dado el tener dicha degenerascién
sionifircra nue ciertes cantidades, los Casimires, son constantes de

mMoviiento nara tndos namiltoniano, i.e,

{G,Pf =o.

nEra todn fuarcién, P, de 1las varisbles dindmicas del siatema, C es
al Cosimir,

.
#n el caso nue ‘aguf se . estudia cl’ (:1 y 05 son los Casimires ¥

» N
mipce3imiyr sujeto A laes condiciones SO y e «N|=0.
“w

an el wmétodo de estabilidnd de Arnold se usan los Casimires na
ra ~ornstvyuir funcionales conservadas., Los Casimires, as{ como otras

constantes de movirtiento, =e introducen, 2 través de multiplicado-
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Bos une funcionsl con-

pera asteroiasr, via un principio varia-

enersfa condicionada. Si d

es la

=rvadn, ¢ l1oe Gasimires involucrados y ci el resto de
1as consgtantes d2 movimiento, entonces la funcional de energia consg
treqiida, Hs E©sStara aada por

3

-
[ -
He=4H + 2= G+ MG (5.3)
tae =1
aonde lo= 1; son 1o= mul

tiplicacoraes de Lagrznge., Para estados eg

tacion=rins 1la nrimera variacidn de Hc se anula; es decir, tiene
punto critico pars uns eleccidn apropizada de multiplicadores de
A srange, &S

un

te punto critico serd localmente un mfnimo, un méximo

2illa dependiendo de cudndo la segunda variacién de H
en el punteo critico, se=za,
tiva

o un ounto

c'
respectivamente, definida positiva, nega
aefinida o indefinias ( en signo ).

Lz sesunda variacidén, en el punto critico, puede ser definida

siono e jo ciertms condiciones sobre los estados estacionarios.

Bn essmns mismaes condiciones 1l sesgunda variacién define una norma

nue 1nduca un tino de 2stabilidsd débil : la estabilidad formal.
neta imelica, como va fue sefialado,

estabilidad lineal =nte pertur
oRcinmnaes infinitaesimales en el punto critico pues la normsa

aue d=

varizcidn es nreservada por las ecuznciones linealizadas.
L % treetm andlomente de eenavilidad neutral y» oue el espectro de
acaonianess (e un rliuido ideal linealizadas se encuentra soore
“l adae imm insrio ).

Leer eondicione:: sovre los signo

estados estacionarios, via el
def inido de 1= nueden, con frecuencis, ampliar-—

. seqsminds verizcidn,

s1ficiente parn cua nrovean de las estimaciones a priori de-

y BXDres=a 1l exzt20ilidad Liaocunov ante perturbeciones

Nnecuetias nero finitas.
2~ través de arsumentos

Ge =mplitudes &2sas estimaciones se obtienen

de convexidad cue involucran a la enersasia
constrerfiida, HG-
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W Alaidos s CasiuS o e ¥ono VY 3CoS8N3 pusde estudiarse 1l es
tAasilidrd =nne naeni2das pariaroaclones va ses desde un nunto de
VisTta " ornearosadaico * ennsidersndn cAamoios en las veriaoles del
flatdnm en =21lmin cunano farticular en el espacio o desde un nunto de
vista " omicrosedoico " definiendo un cmsmpo vVectorial de desplaza-

mientos § oua conecte elementos del fluido en el estado de eaui-
Tibrioc con los correspondientes A la confisguracidn verturobada,., =n
desceripeidn * macroscdpica " corresponde a una

euieri=na y 1l=m " microscdpica " = una lasrangi=ana.

rar- gue un camoio lagrangiano, Sl_.p s €N una vae

interéds f se conecta con un cambio euleriano, 8;‘.
de =mcuerdo con la relacidén

S .F = 34:+a6_,_F . : - (5.4)

donda I! -F denota la derivad= de Lie de f respecto al campo Vvec-

torial definido por _;_ . Bn forma explfcita puede ponerse

)
Js = _g_‘Y.'F;-'Z gtsz ( derivada de Lie de un (5.5a)
“ ) \.:1. . c campo escalar f)
x‘sz_o_ ZL%QVJF'-_P’V;‘-g ) { derivada de Lie de un 1(5'5b)
= =4 vector contravariante £ )

w . - . .
Jg {:i .= g(g:lva.ﬁ'. .',.{.“a. v‘_' g‘; ) ( derivada de Lie de un (5.5¢c)
= =4

‘vector covariante fi )

En MHD idesal el examen de la estabilidad espectral se realiza

considerando desplazamientos lagrangianos, ¥ , pequefios, \B\&\ %\ ,
aue se anulan en t = O, A

2= X, + € (%Xe,t) (5.6)

donde X, denota la trayectoria de eauilibrio ( agquf{ se piensa en
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L3

L caso ~enerals: 28 d2cir no sdlo enuiliorio 2stdftico sino mAs odien
estacionaric nronone aara E: una evolucidn
form

!

temporal de lAa

ECxe ) = B cxpy &t

(5.7)
L]

con el ocoojieto de determinar el tivo de esvectro de &) ( Cfr. Bernstein
{1353), Kruskal

Kruskal et al. (1953),
Snafranov (1903%),

Asf, las varisbles ffsicea
se desarrollan en serie de Taylor en términos de las potencias de E

v Scawarzscnilda (1954),

Ober-
man (L9o5), Pso (1u73),

Berge (1372),

frieman y
Rotenvers (1990) y Hameiri (1933) ).

( i.0.

el desarrollo se realiza en torno a su valor en el estado de
equilibrio ). En esa serie se retienen sélo los términos hasta de
primer orden. &2sos desarrollos, junto con la ecuacién de movimiento,

conducen a través de (5.7) a una ecuacién algebraica de segundo or

den para «) a vartir de la cual se determinan los esvectros discre-
to ¥y continuo as{ como las reziones de validez.

Sin embargo, en MHDH ideal, no obstante que el andlisis espec-—
tral puede realizarse en algunas situaciones de interés ( Hosking
{1965), Bnowmik et al. (1972), Talmar y Kalra (1967), Malik (1971),

Kadisn (137%) y Soies y Paghihi (1987) ),

el tratamiento comvleto
del proolema puede vpresentar algunas dificultades debido a 1la ovre-
sencia del términoc de Hall en la ley de Ohm.

Bn particular el aue
se deszacoplen el flujo de masa y el magnético impide, como ya fue
sefialado,

el tener una superficie en comin pare la caracterizacién
de todas las variasbles ffsicas de tal suerte que es diffcil deter-
minar el espectro continuo andlogo al de la MHD ideal;

ademds, como
se mosirard en la siguiente seccién, incluso efectuando el trata-
miento en coordenadas maméticas se presentan problemas debido a
la dependencia no lineal de una variables respecto de las otras.
( Por cierto,

en Spies y Paghihi (1987) se estudia la estabilidad
neutral

que debido a la estructura hamiltoniana aquélla coincidi-
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n la espectral ( Cfr. Sec. A de este capftulo ) ).

desarrollic en términcs del desplazamiento lagrangiano, €
de las

b ]
e2cuzciones cue describen la evolucidédn dindmica MHDH ideal
(2.la~-e) conduce a laé'siguientes perturbaciones eulerianas

-
b

S}’:-75(§’5)

(5.'88.)
8s = -%-¥s (5.8b)
Sg=E +T-LE-%."Vv (5.8¢)
Sp=-xpV-§ — E-¥ep (5.84d)
£B = I (ExB):= R(TS) (5.8e)
§T=T<L(gS) (5.81)

donde 9, & P, Ty B corresponden a los valores en el estado de
eounilidbrio. .ig se refiere al desplazamiento lagrangiano corres-
sondiente 21 flujo de electrones,

pues,
mentce,

como fue serfialado previa-
el campo magnético y la densidad de corriente eléctrice es
tén congelados azl flujo de electrones, T®. La relaciédn entre §
Yy Eepuede. en principio, establecerse a partir de la definicién
de e, (1.9), y de la expresién para el estado de eguilibrio
(3.13); sin embargo, el problema de conectar ambos vqctores de

desplazamiento aun en casos en extremo simplificados (0',_-_-.3.

=0 »
-—C" -
fe = cte. ) es lo suficientemente diffcil como Para que intentar

sSu tratamiento snalftico resulte en la prdctica imposible.

D. Perturbaciones en Coordenadas Magnéticas.

Las dificultades que se presentan en el estudio de la estabili
dad en MHDH ideal debido a que el flujo magnético y el de masa se
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decsacooplan son mas natentes sS1 Se usan

en dicno an£lisis coordena-
das masnéticas

: se encuentra oue no es posivle despejar las varia
oles ffsicas perturcadas

debido a la dependencia no lineal existen

te entre unas y otras. AsT,

en vez de usar coordenadas cilfndricas,
(r.e0.,z),

se utilizardn las coordenadas masmé&ticas (Vy, O, X) y se
mantendrd la axisimetriag

el nuevo sistema de vectores base
{v_q-,v_g )Zxa estd orientado de acuerdo con

P20 =¥ X (5.9a)
en tanto cue el determinante jacobisano de la tranaformacidn es

yo= RCNWBY _ o -1
-L"auo; 6.2 Ly, 2] (5.90)

Los vectores base covariantes se relacionan con los contravarian-
tes de acuerdo con

EY =?J"C$°x§__7‘)

(5.10a)
Cx= (e¥xgo) (5.100)
donde

Sy = %9 S o= % 2 5—1—==2—%;_ (5.11a)
et.=T\, 9. =-¥e , €™ =" (5.11b)

El tensor métrico estd dado por

tgy\? © ©

(3¢3) = o -z (5.12a)

(]
o o o gyt



A2\ o o
(5.120)
Cﬂa‘.a') = ) 2 '
- o B
o o 2oy “\Zuy\?*
- Para simolificar el ejemplo a tratar se considerarf ocue en el

estado de ecguilibrio sflo se tienen componentes poloidal del campo
masnético y toroidal del flujo de masa,

B = 2% xps =<

Ex (5.13a)
T3V vis ef (5.130)
De las leyes de Faraday y Ohm, (2.1b,d), se obtiene

gd= B+ S B (TR T (5.14)

donde 9 es una funcién srbitraria ( Nétese aue en MHD ideal ( Ha

. o~ .
meiri (1983), Almasguer et al. (1988) ) &> es cantidad de superfi
cie pero en el casc acuf tratado ys no ).

estado de eouilibrio restantes son

Las relaciones para el

V. )=0 (5.15a) -
V-(5EH)=0 (5.150b)
V- =0 (5.15¢)
-9 ~ 2 _
T O (TB2) + P — P07 Iy r=0 (5.154d)
™ 2. -—
A p—rpRBTI, r=0 (5.15e)

Ahora , considerando pecuefias desviaciones de las variables f{

sicas, respecto de sus valores en el estado de eguilibrio, que de-



notaremes con el suosfindice * 1 " lcs valores correspondientes
al estado de eauilibrio no ilevardn subindice alguno ) y haciendo
uso de

'\Ii--'v&ws .,,,\,-‘Oe..y-fuz"e

B,=BY¥e, +Bl e, +eFe_ (5.100)
Ky - _L_ 2T (S.1lbc)
D¢ roB? X%
at —_rqga ;‘- (S5.104d)
Y Q\P

se pueden obtener las ecusaciones que satisfacen las variables per-
turbadas.( Las dos Yltimas resultan de la ortogonalidad de las co-

ordenadsas ) Para aello se admite que las variables perturbadas de-

penden de t y @ en la forma ¢yP.E'(_mo._uu-b)]y definiendo

s W— W S (5.17)

Se obtienen, para la ecuacidén de movimiento, las siguientes compo-
nentes

ew, 5"_:’;1&?+2~cﬂpwrﬂ";‘;_io-rﬁzl‘:-f +

(e QA . LBX 3 oy R Lo B -~ 0.(5-18a)
TSR T T RS 3. (e \—'*v =0

> 2
e, 0"'9\"‘4!’.9_260'?04 r(_'\r.“’l— +\74"'%‘_;2)-»C¢fr Vv &
o3 2 g O o
—moqr —40_3 (vr28P)-o0. (5.18b)

= P ad - A’aa‘..
e”. ¢‘f°43"'3’ﬁ)4"’+260?wrv;99_!.—4.q—rw s_.y‘;
Qs 2 (T8 —LsBY 2 (I8, (5-18¢)
+€o AL s 5 C e BBy 2

Para la ecuacién de continuidad se tiene



. ¥ 2F° P_
._0.9“:?(_,‘_",.0-‘0_, ‘D‘Ut:/) ¢ N4 _,_.‘,.:VC ___}q/-l- rag aq«)+
(5.19)
2f £ azy. ‘
+mFC T w5 5O
P ogewr AT e oan 12 T angarni Av e aaradar ce Kigneae

Lo~ = § ¢ 2, ¥ 2P )BE 4 ap 2V rp VT,
oW = LT T B Tpna™ PUOIBI w2 3,‘,3",‘ MY

ra¥( 2P + 2P ’aczr‘)_,_,,,zr-cap +a'1> a!r)

(5.70)
N T
Tps Aemans ambns fa le acnocidfn Aa Snducnidn ean
o uY .
et coBY¥ -:5.- 3= = %Emﬁ (‘!J"S‘)-t- (5.21=a)
@
+ %‘(LM‘B'B"B.‘ a—(""‘B; )))
e . o A U® T = Sl 2 g L (2 ——-
e”. ‘LU"B‘ -\'-é-,_- %‘Fg‘ ¥ W S{_?X-s‘g.( (

. (5.21L0)
- 'ea_(g-astgi’—));+4mqs° ‘Pccraa) qrv@._a.m's pL NS

o AR Rabhd 5% ?;B‘)]}
e®. o B —-L- L -\n.m‘\re)-— €, iaq'[\m%"B"" (S5.21e)
-& % B°>_] ~2Ts BiD- B oeEY)
+o 2 UB'B’-)B’" 9} 2 us-Bt)}‘g.

~anrf G e »ne»-An = 1o nveasidn totzl,Qqr , tiene 1o form=

=P +B-B =P *”Eristlﬁﬁ

(5.22)
#n @1 *yeiamiento MHD idea)l p=ara este nroblema se ponen W , W
nravio se reduce A un sistema de dos

e~naninnes diferencinlars ocnn dos incdenitas @ v g x Y 2 pertir
’ £ 4 » 2 nertiv
de &1 =a

= 0 corn 1o ecuzl o1 rconinntao

Adatar-inon la2a acondiriornes de estabilidad del espectyo
~)
*inun ,W(§), » bien se tnoma

~on
21l conjiunto comnletn de ecuaciones, =se
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imnonenn consicionas = 1a

Trontera, ¥y se determirnsa un espectro ais-—
creto. Sin emparze, en €1 casos au2 nos ocuoa no 8 posible expresar
BY, exolfcitamente, en términos de\-l' y\k luesfo, no se puede re

oriainal al par de ecuaciones mencionadas. Mss

el plasma es incompresible no facilita el hacerlo,
ni siouiera en el modo mgs pvajo, m = O.

ducir el asisteme

adin, suvocner gcue

E. gstabilidad Liapunove.

mstabilidad, intuitivamente,

significa aue una perturbacién
inicizlmente vecwuerizi,

respecto al equilibrio,

durante la evolucién dinfmica posterior. Una ecuacidén de evolucidn,
digamos

se mantiene acotada

3+_V\= X(.”[) (5.23)

uede tener soluciones de eaquilibrio s BOluciones estaci‘paria.s,n‘.
ous cumplen con X(Md=O.

Zs8ag8 soluciones de eauilibrio se dicen esgtables tipo Liapunov
cuando cualguier sclucién Yt)aue inicialmente, t = O,estd cerca de

Vlc se mantiene cerca de V] ¢ Para todo tiempo. Formalmente esto sig

nifica cue para tcda €£90puede escogerse \mas‘7°ta1 que s8i \1(0)—\1‘\48
entonces se tiene la norma \Mit) “e\4E para todo tiempo t ( i.e. 1la
nrocifn de estabilidad Liapgnov se refiere a una norma apropiada
( Cfr. p. ej. Lennick (1906) y Bhatia-Szegt8(1970) ).

Admitiendo cue X en (5.23) es diferenciable 1la ecuacidén lineali-
zada en bl" estd dada por

(T =P X Me) - 3 (5.23)

y describe la evolucién de las desviaciones 1nf1nitosxnalos.$\l » de

la solucién original de equilibrio e ; PX(VYe) e85 1la linealizacién
de X evaluade en e - Si las soluciones de la ecuacién linealiza-

da son estables Lispunov entonces la solucién \1'_ Para el problema



s it Trranlae v aemss ata | TTram anvnadi i wsanacarino nevs
R AT T D

T § ciened 3

Tivenl { hecannv ) es one &1 sanectra 12l npera
[S¥a R 11‘-—;-:’_‘Z_.’-:f;r'\vvacm)s-‘-a ancuanire andra 21 2ie imaginaric. Asta =i
vrin~idrn aa riaacminadas amtabilided neutral o estrdilidsd espectrel.
mEfa ne~niadad asnectral 28 nacaes=2ria pareo no es suficiente nere
T ercraniliaed Lirewls:s si, nor ejem.plo. se precents2n modeos neutros
a1e nresmentan crescimiento ~lgebraice en el tiempo, bajo la dindmi-

ca line=lizsda puneden excluirse estableciendo cotas sobre el

tamafio
neterior de leas navturoaciones inicisalmente peacueries,
A 1 eimtems nermiltonizno le carresponde una expresidn de evo-—

1nanidn dindmica de 1= forma ( caso particular de (3.4) )

a’—‘_—_ iHC“)’ '1}' (5.25)

donde H renresenta el hemiltoniano en cuestién y 7 una variable di

nédmica, Bn el caso de los sistemas hamiltonianos se tienen dos ti-—
mos de enailibrio @

(1) ecuilibric absoluto, corresponde a un punto crftico para
el cual I Ne=0 cuando DHMY=G: por lo tanto, la estabilidad formal,
usandoH(,vOcomo cantidad conservada, coincide con la estabilidad
obtenids ws2ndo un principio de energiag

(ii) eouiliorio relativo,

es posible para soluciones cuya evo-
lucidn tiene lugnr enteramente sobre superficies de nivel de una

cantidad cnnserveda adicional.a(o‘), para la cual iH,C"S;,—o e BN
este caso 1les soluciones forman una-familia invariante bajo trans-—
formaciones infinitesimales generadas por la canti.-dad conservada,

& » via el naréntesis de Poisson. Sobre 1la vsriodﬁq formada por
ias 11

ema de refe ren

cim W1nitosimales
que dependen de t y son generadas por C. con el tiempo como parédme
tro

( dichas transformaciones generan desplazamientos que dependen
de t, 2 lo largo de las C-6rbitas en el espacio fase ).

[y

s -
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Las Cetroanasform=aciones, dependientes de t, pueden pensarse como sis

temas de referencia en el espacio faze a los aue denominaremos sis
temas G,

Respecto a un cierto sistema de referencia-C unza solucién que
Gevende de + sobre una superficie de nivel C puede llegar a ser an
tacionaria { i.e. puede ser independiente de t en el sistema de re
Terencia en cuestién ). Asi, los puntos criticos de Fkﬁ=-¥**C4 .
i)44=3=°’ son estados de eauilibrio relativo ya cue la condicién de

sunto crftico PWH.(e)=0 implica 1H+C|,C\3=O: es decir, el movimiento
dependiente de t, generado vor C,

Zenerada por H cuando DH. () =0 .
Para un equilibrio relativo, e

cancela exactamente la evolucién

» de un sistema hemiltoniano
i s . N . .
la estabilidad formal requiere que **dh‘ la segunda variacién de

Hqg » sea definida en signo. Luego, la estabilidad formal implicaréd

la estabilidad Liapunov linealizada en este caso ya que la cantidad
'ﬁzHch)=‘5vyﬁHd.\1.)-8vl es el hamiltoniano!l? para el movimiento

linealizado en equilibrio relativo y, asl, es conservado por 1la
dindmica linealizada (1) { Holm et al. (1985) ). Cuando esa cantidasd
estd definida en signo provee de la norma conservada para la esta-

bilidad Liapunov linealizada; por tanto, las condiciones sobre la

solucién de ecuilibrio relativo para aue la segunda variacidn,
81F4&Ln¢) » Sea definida en signo son suficientes para la estaﬁill
dad Liapunov. Un=z solucién que comienza cerca de un estado de eaqui
liorio relativo y =satisface esas condiciones evolucionard bajo la
dindmica lineslizada de manera que - se mantendrd en una vecindad de

esa solucién, medida con la norma definida por 3"4¢Lﬂ¢)

F. La Segunda Variacién.

Pera establecer la norma que debe aatiofncor'i;‘-olucién de
equilibrio del caso gue amauf nos ocups se obtendrf la segunda va-
riacién y se examinard bajo qué condiciones estd definida en siano.

Al igual que en la seccién A del Capftulo 3 se contemplardén dos
casos 3



{1) Vorticid=a gener=lizsdisz isentrdpics ,'v__s-a_-_t‘:-_o. @ este cmso
e VArcte de (3.32) ¥ se admitird, de entr-_ada,%“?_'o

e discutida, <1 easo de mayor interés tisico.

por ser,como ya
Ademds se hard uso
vle

s“HQ \.} =‘D1He.("¢/$¢;'\r¢,e' e) ‘$2(fl %Y, A {(5.20)

D=yra oothernar
M e = _L {hl Y + f v, Te\2 4 (B —f M2 (SNY) 4
+ %L (55)3 +2B. 55 ¢ + \TBA? +

FOh) BB (B2 4 2F 14 TA S B+ B SAT Sy
+ 2F () S8 -SB 4 22 S Swx } d3x

(5.27)
donde

£(RS):= Pe(Ls) (5.28a)

S2E(F9):= Epp (€9)2 2 Epg Se-$s+ E,,c8s)2 (5.280)

imit=nde el

anflisis al caso de variaciones isentrépicas, S =0 ,
({5.27) se reduce =

(Fe= e

s °" S {f‘\ SR+ PN T SOV 4 (Ep g, fE 1Tl 2) (89324
+ \BBI2 + Flle) Ae-Be (BN +
4+ 2F ) (Le-SB+ B ITA) §4¢ +

+ 2F0N SA.SB +20, SUS Jms 'Sel’x (5.29a)



nie, 2n general, no estf definids en sisno. 3in emoargo, z2dmitienao
un cAaso menecs fFeneral en la constricidén de 12 helicidzad magnédtica,

nor ejemnls, F( ) =A = cte. (5.29) se reduce =a

S*Hg"”’\ S (P B + 25 v, 591 4 (£, g FE™ 1 RAD) (80)2

+|SB12422ATA 5B 422, 3U¥. Sus*qd 3x,
(5.230b)

Cesérvese cue

J {\5_3_\7. +2A 'Sb-S‘}]A‘Sx = ipi \EB\ = kK SA. 5"_53-\‘-';; <
>

= ::.. §M.(SAASB) dax + L SSUS‘B-MSA\ _SA-(Vv2SA +
) =
+ \L‘* A ’Sé’x
§ Mm-(5a *8'3)4‘:&-3-5{8& (V2SA + K‘SA\B-D« (5.30)
3b =

en donde lz2 integral de superficie se anulas debido 2 (2.4) y ademds
admitiendo

v-sA-O (5.31)

La forma cusdrdtica (5.29b) seré definida poaxtiva B8i el eirfen
valor més neoueno,}hh , asociado sl problema
ViFA =-»2FA (5.32)

satisface

a 2 . .
Puen. 2 + o (5.33)




A

Fr, e ta , 2an PO v TuTiles

- « 3Lz

Crrez 1) Lt ? (5.382)

Tarze w2 el fludio sem suvsdnico
-

1oLl ¢ \C_-;.l2 (S.34Dp)

o ﬁs’cfcr'c;; es 12 rapidez del sonido en el medio. Des

lmw oondilciones santeriores serdn suficientes pars ssesu-—

rar ous {3.290) es dafinida positiva sdlo si 2‘5._0 s sSin embavrgo,

en el cmso mAs venaral, a.*o. estard indefinida a menos gue pueda
tenerse =2igo0 del tipo S'-A-’"-a 50" Nétese tamoién cuegen el caso
de interés (ﬁ =0) sxa =0 se tratard de un caso estét:.co,‘u"-_—.o »
debidn = (3.9c).

Nota A. L@ sezunda variacién dada por (5.29b) puede ponerse, admi-

tiendo nue

stq_ﬁ'z—-h.\; S’S-

(,ios (E3=0)
52;_\ \ = S if,\ S+ 'g-,Ss\”- ~ 2 3""" (5.30)

donda g’c‘&—O&s 1z forma cuedrdtica definida por

s fA@ \V -2 o
Fs=0) kf e
J.f’ z = p.C A

e 4 (™ (-] 22‘ he ) ]
ahAL ° ‘%:.(‘5;5-:) b3+2 Iméﬂ-& 01"'_.2..;
ap -
.| aw; - ) (5.37)

a#



ez

e Togenntn e trsngnuaeste

t 22T 2 L= matriv. (9.3350) es ecuivelente
PN > 2 . ; . = A=
2 {5.37) g..),‘.yz—b sunonieadn {5.31)3; (5.352) es exectamente andlo-
o= =m 1a fdal potencizl vectorial electrom=2esndético con 1z condicidn
PeBVU =060 . on ir nrescrineidn dada nor (5.3252,0) no es necess-

rio nrornar al::o( 21 menns serd un caso menos restrictivo ) para

. o ) . . X 5 Ssmo

© n derinide en sismo =2 la sersunda variacidn [ ‘gues
aen el c=2so B FO serd suficiante nue (5.37) sea definida positiva
Se tenard pidiendo cue los subdeterminantes

Invaliazrs dmg s Gritivaos ek

-
Crp —fe JVelZ2 >0

223, h—g)O (5.38)

22 ke \'_b.z'_ +2bk, (A+ 2—‘;14)] - %32?(1;34-&,!)’50

La primerz de estas condiciones es vrecisamente (5.34m); la sesun-—

da. recuiere acue tanto a. como k.., tengan el mismo sSigno y conside-
-

rando 12 solucidn de eouilibrio ( relativo )if‘,s‘,.y.,“, debido =
(3.8¢,d) implica aue

-b‘z[ Rve + (I +27ED -X- we'>o

| o>
nus= iunto con 1A dltima relacidn en (5.38) constituye las cotas =
Seti

sTacer en el caso cue se ha considerado.

(ii) Vorticidad #feneralizada no isentrépica, L'W *O Aauf,

formz Aandloga = 1a del caso snterior, se toma&,by ‘o hace uso de
(5.2

€en

pero utilizando el hamiltoniano dado por (3.3b).

Le segunda
varizcidén es

S-zHc\L= S S_p'_\slr\z + 2V, SvUSe + 335(3,&?‘ + 26_"‘8'5 3¢ +




T e 7N,

=S ?ﬂ] +

2
+ Pe [_@’.,‘ (BT + Gy, D% 2a,

r(Pe+ Gy (2SS + Fu > + |SBIT +

+ FUy) A - B, (BW) T 2F (W) LA/SE +Bo 34 Sy

r 2ZFGCh) 54 .51 4%
(5.39)

admitiendo osue todas los Tfunciones involucradas son diferenciablaes
con continuidad,
De 1a definiciédn de potencial de vorticidad generalizada, (2.22),

se obtiene directamente

$22 = 2471 SwS X (F) 2R SpIn (5.40)

¥ eracias a una integracidn vor partes, aprovechando las condiciones
de frontera (2.4a,0) ¥ (2.0b) ademds de 1la préscripcidn (3.31), con

duce =

S (At G, )V-(Ssw) .Lsx.__§(1,+emj s St drx —
b PO
- S‘;s Fw*.¥ Q‘-‘ 3% = S>8 2».(gé.,'s2 5'5) 43 (5.41)

antonces
$H = {rermein v 25y 5y 250 (RS
D’

e s+ 2 G, To Tp + £ LG, (59324 6 _cBx)2
+* 7—6,-.‘4‘ de SJ‘L} » ‘sg_“ 4+ F'(Iw e‘. ‘E‘ (3SY)a

+ 2 File) (838 + B TA Yo +IF (IS4 - $BY d3x
_— (5.42)



Ccarsminerardn varisciarnes

-3 caen s‘(_\y) Y Cter,
2 8s=0)\

isantriSoieoss, §8=0, ¥ tzme

ron lo cual (D.42) s5e convertird en

o ={ LR et S « (g, 0 1wt > (52

* Pe Quen (B0 S»cbx +

4—313.\:5\1-*—27\8‘_&.833435. (5.43)

Y en rorm-e

2ndlose 2 1la del inciso anterior

6=
ST 2 | QR S 0 R\ + (8 T ) G
>

+52 G T2 2 -

- %Sbs'-&&’(v’s-ﬂ*""?_é)‘j.bx, . (5.44)

forma cuadrdtica serd definida positiva si

ien<es condiciones para f‘_ SO0,

ITmegn, este

& se satisfg
cen loas siem

(5.45a)

Grone = fe Ye- (ZSen¥Re) o (5.450)
IZSenVe\*

u,,::,\>,z=- (5.45¢)

»igenvalor méds pequefio msociado al problema V*EA-
)

—~»*EA . = ondiciones (5.45a,c) son iguales a les del caso
previo nero (H.450) aue se ootiene de (3.32c) 1m§_;ij;e.,. en la igual
dau, cue AT, es perpendicular a Ve *~¥Re y con la. .'.igualdad es—
tricta sigsnmifica cue los vectores v_s‘ .‘_l_)ay!n‘fo_rn'lm;uuna triada de

rechs.




Seatos g, 3T e v muevemenare (A.3400 en (5.43) rtendremos dirvectamer

¢55=0} - ¢5%=0)
3T = ﬁe,\ sy +90 L Se\te U 3 43 (5.40)
donds °
4(‘6;03 > sy J ifgfg—'r:-1 U:-z o e
s Z Sy o ‘, 6 o o
[<" %3 sA.-. e Re XN e . 2
L o L'Q + 223 .'g

Y 4
. (S’s . (5.47)
SAL '

éste formma cusmdritica serd definida positiva si
—-_p 2
am,' fo  Ve*wo
PC— é‘.‘.ﬂc >0°

L2+ 2%k, >0

e fpPO y/\*o. 4astas condiciones suficientes son las mismss, oOdsi
cevante, Ame (3,.438-~c) s2lvo por la dltime que es algo més expifci

te nue {(5.4%¢) nues ecuivale, debido a (3.392), a.

""_. < (Je+ :—."an.nc Vst ¥¥s.) - Be ,<o
1. (5.4%8)

o
b.é> ]

si A0 o bien




k, > | (T 2 G, 5, CRexToe)- Bl B 12 >o

(5.420)
°I
h=4ﬂo
sl ACO .

wast condicinnes ovotenidas en esta seccidn corresponden =2 la es

taoiliderd formal », @a consecuencia, = 1a linealizada.

. Le Zatimaceidn nor Gonvexidad y 1z mustimacidn A Pricri.

Poara estadlecer una astimscidn por convexidad es necessrio de-
terminar les formas cuadriticas 94 ¥ Q en el mismo dominio de defi
nicidédn de (5.1a), digamos, un espacio de Banachjg

acuéllas estén de
finides en la forma

Q. A &€ HMe+AW> - R (1) =D UMD Ay (5.49a)

QLA £ GMeta)) — GMD =P GG -BY (5. 490)

nar2 Loda variseidn finita A']::-'\_V\g en el espacio de definicidén,
¥ #e nlds ocue

Q, " + A, (an)So (5.50)
nars tods AVFO.

Como nosteriormente se hard notar este criterio requiere como
paso previo el estaolecer 1la estavilidad formal s:. bien no es su-
Ticiente, Uns ver remalizado 1o anterior s= tien.“.b.‘.’g'tonees. vara
tods solucidn \1' de (S5.18) la sigaiente estimacién sobre “"1""2

QA (L)) +Q, (A £ M (M) —He (Me) (5.51)



Asl, tar ma e fe owrrecnid fpadad {0 oA Linaeat ) {0 Ofr. doimoern
ml. LEHH) 3, icm Ugw efscoamans lns pasos frevios estnolecer

{
178 constantas de movimiento, 12 srime-

e Ve i iSer oy

Neriendn detepninaco Q1 v Q2 ) se ootiene

in*t= Q‘C'l)'#Q:‘C"I)?o’ Lk X4 (5.52)

Ge manars nueln\aefine ans corma. 51 H, es continua en estz nor=-
>
‘am en neﬂ srinnasendo aue exishthen solucicnes z (5.la) para todo

ELenna ) aotoncas e we estacle. Inciuso e

ja}

21l caso de nue no s=

conczean soluciones » (2.12) p=ra todo tiempo puede establecerse
a

§

uns estzoiliderd condicional : estabilidad para los intervalos de
[=) at2 Loz cumies existen soluciones de clase c:‘. Uns con
dicidn suificisnte nara 1la continuidad de Hc es la existencia de
con t T

1las nstmmafes nositivas c, ¥ S, tales que
HMer®) — H(e)-DHMe) B0 € Cq 1AN2 (5.538)

CGMe M) =G Me) ~D G WMe)-An & ¢, \an\2 (5.530)
#n tel csgo s2 sifue e estimacidn sisguiente
lani2= @, (A L)) + @, (anth)) £ (ci+Ca) \Byl? (5.52)
T X . 0dn A'l .

Zuarncie Lt=nty Q. como Q2 son cada una positivas ( i.e. H v C

Ton Tonvevss cades ana nor su cuents ) (5.50) es inmediata, si oien

q
o
-
T
o

:te cmsos {( GFfr. Arnold (1969) ) en los cualesftion.n signos
distintos o»nero con sums positive; si, por otra parte, la suma es
nesativa uano suede sustituir HC por —Hc ¥y se tiene (5.50). Un=

condicifdn suficiente nara (5.49a) es cue se cumpla

Q.M £ DTHY )- (M n?) (5.55)



vl' v‘“. Tien T e simre aler oo g Taen Tl leeatia s e ey
R PRUE 3

122 D2 M) -0 (5.30)

e et fuerte cue = aest=2nilidsd Tormel noroue implica oue

bt"‘a(’ld'("l')'l') deus sar definids nesitiva. Realmente, (5.53) es

uns condicidn de convexidsd gloo=l,

Lhoens se o wolicard Lo =snstarior a

1nos casos previamente conside-
TGS il =L Q=0 ¢

iz vorticidad senermslizadsa isentrdpica, usando
(2,2a2),

sa tien=, utiliz=ando

H(ARAS, A% AA):= H(fe+DF,Se+05, T +8Y, Act+AA) _

= H(pe, 50, Ve, 2I-OH(0n5¢ e, AD)-(04, 45, 82,08) (5.57)

1las =siguienta expresidn

VA (A9, 85,8,A4) » S,j FHA) (ar, +AII 2 & £ (Le+AS, Se +88)— E(M,5e)
3

— €p AP —E5, A5 — %'l’il’-f!s;Ar- A e -AY &

1 T 3
+ 11aB123a3x

entoneas

~ AM\‘ 4 2 A,)!
. (89,85, 807,8A) = LS\ 2(g+09) -;ll"cl ;;‘"‘_;;' +

" ,
+EARLS) + \b}\"-&ésx (5.58)

donde BM = (fet+AS)(Te+dX)-Ce Ve v £lagas):= f_cr¢+49,s.+as)-

-&“ﬁ—iﬁbf-ﬁ‘ As - Fera C se tiene
<



e

A A ’
G(afas, AT, 00D = S{(hu&g)@ (25) +D(ser)rgAs + D aVF.AW

+% AL AT d3x .

2 [
con &‘As):: QC;‘*M) - Q(&)——Q(S.) AS

uersFo,

A A M2
MeGe L o2 |, 2, @aras>+2 (AL, AY ) e3x
2 S { eau’at 3

1onde &‘ N :’1. son Formas cuadrdiicss definidess por
- /
AENT [ €4 —fuin 1¥eV2  C3+Tce)
24:= ( ) )
AS €3+ B 0se) €2+ 2¢

f.‘ AA..> a 4:\) i
2" " b‘\’g a; A‘l— .b‘\,'; ’
sunsniendn oue

0L FPoain £F & fona'r £o©

( i=1,2,3 ) tales oue

0L¢C < (fetDP) B"(5e) o0

v mdmitiendo ocue existen constantes reales y positivas €

(5.

Ji

<)

(5.60)

(5.61a)

(5.61Db)

(5.028)

Iif y €

(5.620)



A T D A A T, e |3 AP

1 € €& S e 4(1)( ! ")( ) (S5.02e)
4 e S(A9,05 2 . e
.‘(65) ( €y eA(AS @ag,88)€ 3 AS /\E; £2/\ 8S

con las Qg ( 1=1,2,3 ) definidas vor

Az b; -0—25.; (™« %)c)

(5.032)

Qaz:= 24 lﬂ-w_ (5.63b)

Ag:= %‘_‘), (kg + kD) (S5.03¢)
o = = .

h.!y w Vienen del hecho de suponer oue existe una relacién en par
ticular entre 8¥y AW y entre AP yv Afd de la forma

Aw = b, (5.642)

A =k AA (5.640)

Para asesurar cue (5.60) sea definida positiva es necesario de

terminar ozjo oué condiciones las formas cuadrdticas 8, ya"son de

finidas positivas. Como se sabe, eso ocurre cuando los subdetermi

nsEntes son todos positivos; es decir,

-3
(1) &40 si €4 — foanin lTel?2>0.

- Tl (5.052)
(Ce- r..ﬁ.h:.l‘*) (ex+26)—C s+ BT502)2 > 0.

12,30 =i kg +2kg (At 222950,

27k (b +2ky (1+ ac_%l,)); I (5.650)
38 (aebarne,




K
0

A)
Y

Los maluiniic—dores

e LsITEaage ‘X Yy ')1 son
las ecu=acinones de movimiento (3I.9a-e) ¥
trpvés de 1as

tales oue se satistfacen

se conectan con hu_.; y ‘z& a

condiciones dodas sarrioa: ademAs debe notarse cue

(De0db) es el Anfinzo aa (5.32) para varisaciones infinitesimales en
t2anto aue (5.648) es 1z andlogs a la ocue se usé en aguel caso para

cus le sesunda variscidn, cuando RS- W¥*-0, estuviera definida en

1la primera condicién en (5,05a) es 1la condicién pa
ra nerturbaciones finitas andloga o (5.34_3‘ para las perturbacio-

nes infinitesimales ( ndtese aue fgi,‘!‘en (5.34a) hace las veces de

€,.2 trevés de las cotas estmblecidas vor (5.62a,c) ).
parte,

sieno. MAsS afin,

Por otra

la sezunda desigualdad en (5.05a) contiene 1la informacién
eauivalente =2

la del caso de variaciones infinitesimales contenida
en (5.34a), en (3.9a), con 'X,_:O. Yy en (3.9b); en tanto que la pri-

mera es del mismo tipo gue la presentada en (5.48a,b).
Asf, con las condiciones antes determinadas para la positivi-
drd de Sl y&ztenemos 1 siguiente estimacién

-
A 2_ b (AP )"’(e.- Cta\Val2 e+ Fse)\ [ 4y
2 Para's As ey + B'se) e, +2¢ J\ as

i AA; ‘r( ! )(AAC '}S.Bx P Cl-l-g =:
Yo, (A«r;) as by -

Vo, (PetAP(0), Se+AS0), Ve + & (), A+ AD(0D) -

- H¢L?¢:5¢: \_J-‘l Ac). (5.60)

la cual establece la estimacién a priori.

Para 1a estabilidad no lineal nétese gue la p-.rt. izquierda de




Seld

la desitousnldaad (S5.o09) define una norma.\\(bf)A5;AL‘\,4_A,)“ » de manera

gue la esctimacidén (5.v0) puede ponerse en 1lm torma
" (A9 (0),AS(0), AV (0), DA(D)) SN (AP LL),AS H), AN )AL L)Y 2

¥ (5.07)

¥ (APH),AS @), AT (1), AA H)) < Che)n(Ageo), AS(0)AM (2AA10)IN?

cues HG es una constante de movimiento y 1la norma de la perturbba-
cidn inicial estd acotada para las funciones €, S¢ » YoV éc en el domi
nio, finito, de interés.( En el caso aocuf considerado D est4d acota
do ). La estimacidn (5.07) también‘ expresa la estabilidad Liapunov
considerando aque §(s) estd relacionada con la funcién de Bernoulli
a través de (3.43a) y satisface la condicién de convexidad (5.062b).
Cuando se coneidera la vorticidad generalizada no isentrépica

se obtisne para H la misma expresidn (5.58) pero a d le correspon
de

G (AGA%AS!‘A_&)--S s_(&-ug) ause, Ag) + AT 6,,,:'! (as) +

+AAA-AB 4 :-.: AAOZGn:g(AS) +

+ Q, CRe,50) AQ A‘} d3x (5.08)

donde se usaron las condiciones a la frontera (2.4a) ¥

CUAR, 88 = Gr (Lt A2, S+AS) - -G (2,50 -Gl Ne, SO0 - (5.69)
- 6“(.!@&)65.

Luego, de (5.58) ¥y (5.68) resulta

~As+d= S LAV 4 FGA R WA | Y Ap +TGarTANT |
2 CPe +-DF) 2.(pe+4F)



+E(A7,85) + G (Re,5) 25 89 + L IABI12 4 X 84 4% +

4 (€ +29) é (AR,D8) + APV Gp»* Y ‘As)—i d3x

oa
ot . TO
[SY) (5.70)

Por consizguiente,

_S ha Gro TN | v, b9 + R GasTBN,

Perna’x. Poaidn.

+Q (AAR,45,0D)+2 A AA-V G %‘Y‘“’}”
e (5.71)

suponiendo,como antes, O & fn{n‘f ‘Pd‘gcoy que existen constantes
resles y positivas €; .a‘,E yA-( i=1,2,3 ) tales que

04as L (R4+BP) Gn p, & O

%(‘ZY (i; ::yc:: ctanems 3 (A (5 )(

(5.72)
2\’ A A
os os aa b
¥ lz forma cuadrética,a_,, estd deda por la expresidén
ap\V [ & o eyt G, o Ap
Qq
Q:= [ an ° ' as e A (5.73)
=t As €3 +6;¢ Qa3 a, +€, o 45
AB [~

° o bZs2Abks AA;
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Acuf tmmoidn se zdminid cue AB y A estdn relacionzdas sezin (S5.040).

Nétese cue el seaundo términe en (5.71) es igual a

- \wra)r + F“. (TG, -V (45302 4+ 2(80) D(AS).¥ap e —

Coni'a. mia. Paia
-1 1uG, 121vcanlz
Pﬂ\'ﬂ
de meners ocue (5.71) se convierte ahora en
A 2

i PM"" Pﬂ{u-

+ A+ 22 AA-RG, » V(A 43X
(4%

R ~
donde le nueva forma cuadrdtica ol sBe define por

¢ -(u.h elra 1EV o €3+ Gug,
3: = Z, q - Qg as
=4 €3 + G“ as A + €3
o [-4

o
T2~
o _ A% !(As)—"az-’-‘ ae \2,
o .
k‘ AA.,

oy a2
con X e M definidas por

(5.74)

(5.75)



Panian. (5.76)
$2= (Xaac\?,
Penia. ~
Ahore el punto es cufndo la forma cuadritica Xy el dltimo tér
mino en (5.74) son definidos positivos 3 D)
(i) cuando Af = 0,
s as °
i‘”=°) \ ( Oz 4€, o
‘=1 A o E..:-.-Z')h!
A vnl?

Gc As e
3 } anse-SEAT o :
¢= o h,; +21‘l!
( \ (5.77)

suponiendo aue las perturvaciones { finitas ) en la entropfa satis

facen
Y (AS) = 2 AS (5.78)
e S
Iu2go, las condiciones suficientes para aue 1.-“.‘ dada por (5.74)

sea definida positiva son las que corresponden a 1.. forma cuadréti

ca ﬁ,“’zo) sy i.@,



Q>0

h_ﬂ_z‘l" 22 b! >0

(5.79)
a4 (az*ez.'gz“}s\‘)-a">°
¥y, ademés,
(82> AA- (TG, =k 20 (5.80)

La primera se cumple debido a (5.72)324,
de

1la

considerando una solucién
eauilibrio dadai&.8¢._\_r¢,£"§. se tiene de (3.39) de manera que

sagunda desisualdad en (5.79) pone cota a loa valores aque puede
tomarx h-! ¥, especificamente, estfn dados por (5.48a,b). La Sltima
desigualdad en (5.79) pone cota a los valores Rg,

- asx*
kI ¢ (B (dat+ea— )
donde todos los términos involucrados son positivos incluso q".

aue, merced a sudefinicién, no existe razén a priori para admitir

b
la posibilidad de que sea negativo con P _,>0. Cuando a.,*.et)hf:___ as ,
Lana X Y a

kr2<ky | kr-= (42V'(arve,- d.}")>o (5.81)

. 212,
Asf, en los casos en que se satisface (5.79) se tiene =a defini

da positiva para variaciones en la entropfa consistentes con (5.31);
es decir, aquellas aque satisfacen

\ v (89| < kylas) (5.82)

con k‘dada semin se indicé arriba. En el caso a,-»e._(k‘_‘.

kic-kg , b2yo0 (5.83)



5.34

23 .
se tenariz 1la existencia de un \L‘,)éﬂzr tal cue ‘_2;—‘-\. B¢,, ¥, en con-
secuencia, debido a (5.73),

+Lh-

- N

(5.34)

ie.e. la perturvacién ( finita ) en la entropfa especifica compati-

ble con la incompresiblidad del plasma y con el estado de equili-

brio relativo se comportarf{a como ' una onda plana que * avanza "
con un perfodo infinito °* Bsto,

junto con (5.80) y, como antes,

admitiendo que g%fcﬁes real ( no hay razones fisicas para suponer
lo contrario ) impone una forma para las perturbaciones ( finitas )
en A, por ejemplo,¥(dhde’ Cleggx s

eato es, AA seria, en general,
compleja,

la constante en la amplitud es real y la polarizacién es
la inversa ded5; una vez tomado esto en cuenta (5.80) impondrfa una
condicién adicional sobre las amplitudes de A_h_e.copladas' a kwy a
los cambios en G“}-‘Oﬁ.).

(ii) cuando AS=0, (5.74) se convierte en

_ cas=0)
c'c.ws-o) S \amy2 a__ -} dmx (5.85)
Prnarn :
con
3(As=¢>) €4 — fdun |v,\2+|1|3/;3:. o o
-2 > >

)

(°s'°)seré definida positiva cuando se cumplan

a1 e\ 2 + ¥\ 350 (5.87a)



5.35
;: 3+ 22 klgj’O

a5 [k 2Rk 1

3] S ,
e1 -—fnu'h‘\zc‘z* '!\ /:51
Observemos aue (5.37a),

(5.870)

(5.87c)

a diferencia de la condicién anfloga para

no fija que el flujo de equilibrio sea

subsénico bajo sSino que puede ser mayor dependiendo del valor del
. Y YA
cociente \X%\ /‘4

el caso previo, (5.65a),

que es estrictamente positivo en el caso bajo

(5.87b) también difiere de su correspondiente previa,
primera en (5.050b),

60‘11

estudio. la
por el t&rmino 2A, az /0, don-
como ya se indicé,

en este caso
se determina, a partir de las relaciones
para el equilibrio relativo consistentemente con socluciones parti-
culares if,.s.',g"_.ég‘i 3 8sin embargo, (5.870) conduce a los mismos

resultados aue 1la segunda en (5.79a) y presentados en (5.48a,b).
Por su parte,

(5.87c) fija en forma més precisa el valor ( consis-
tente ) de G4

e Como antes, las r'olacicnea obtenidas son andlogas

a las ya determinadas en la segunda variacién para este caso.
Entonces, fc = Ct@.,

A j | A0 +06,,2P(s9]7, (Z(26)}R6p, )* +
2} P‘\‘g’_ fuu'-\.
< an\T /7 a, Qajz e ba
+ ?;. (bs ) a3  az+e,-3%h,)12 ° bs
A~ Dp=
+ 2%‘ A&'(Y Guzg‘!’s) (as) }‘B" < Hc( f=9
= Ho (5e+45(0), Ve + 40, AetBA©)— Hele, Yole). (5-88)

establece la estimaciédn a priori.

Asimismo, para la estabilidad no
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lineal se cuenta con l1la norma aue define (5.88).“(535'_‘,Aé)|. de for

ma que esa estimacién puede ponerse como

l:lc (450, A0 (9), AA () > K (ASH),8M (1), BA IE)W?

- (5.89)
| Q¢ (a5 ), AT W, AM 1)) 2 (e (| (Ast, AM (0), AA ()N
Por otra varte,
-1 -~
IBM\2 Bp T/ €= bt (Tel*+1XV/32 o
+ Z a o A,
2 Foras =1 [.V_¥y o o
hz +21h' AA&.
= He (P +80(0), W+ B0, A, +BA(0) )
(5.90)

- Hetle, Ye ,BL).

con s, = cte.; en este caso la norma definida conduce a la estima-

cién siguiente

Bl (8901, A o), A A (M) S || (APER), AR L), A A ()N
e (5.91)

He (AP0, AW, A A)) < (cted U (Api0), AN m»""#b (N

£stos dos subcasos también expresan la estabilidad Lispunov te-
niendo en cuenta aque G(Jz"sg)a. relaciona con la funcién de Bermoulli,



K ( Cfre (3.4358-d) ¥ (3.44) ), en la forma

GRS = e CS K250 gou + KCsu)

1.

para el caso adiabiAtico considerando para ello las normas estableci
das, (5.89) y (5.91),

¥ las cotas prevismente establecidas para la
positividad de

las formas cuadréticas involucradas.
Cobe sefialar que en el andlisis presentado en esta seccién no

se tomé en cuenta ninguna estimacién sobre la divergencia de 1la

velocidad, por consiguiente, no se incluye aquf 1& POosibilidad de

la formacién de una onda choque.

NOTAS.

(1) Si se desarrolla en serie de Taylor l-k()‘)a.lrododor de 9, se ob
tiene

He = Hee) + D Hc M) -3y + 4 4. Dl (ue)- I +---
= Hetye) + 3 He + 4 S+ ---

Si e corresponde a un punto critico, en particular a un punto de

equilibrio relative, la primera variacién se anularéd SHC_U"):o ’
entonces,

A= HcMe),N s_.\iszl-k,qs + -

Y de esta se obtendran

de=0= %_Hc(\‘)c‘, "l(%'—’— J DHoWe)
B = {43, 3m3= T L 3y

donde | es autoadjunto y simétrico respecto a la o;.rnei.Gn 4,>
S$2 = T O H qe)- 3= dM,L 3wy . Para el paréntesis
de Poisson §, 3 se tiene [l:,a)‘i se_ Y % - NSteme también aque
() = 14520 , 5] p. "
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CAPITUIO 6.
ONDAS WMHDH IDBALES.

En este capftulo se considerardn movimientos de amplitud finita,
pero peguefia, de tipo oscilatorio. E1l objetivo serd obtener las re-—
laciones de dispersiﬁn correspondientes a los casos compresible e
incompresible cuando se usa el modelo magnetohidrodindmico Hall
ideal.

Considérese un estado inicial del plasma caractor;gado por las
variables ﬁ,,!ﬁ,y'go » con valores fijos, y que el sistema es per-—

turbado en unos valores ﬂ S §‘| cuya magnitud es pequefia respec
to a los anteriores, entonces

-

P= for Pa. ' . _ (6.1a)
AT = T, . (6.10)
T = . +§;- . (b.1¢c)

de manera que inicialmente las perturbaciones son nulas ( @ K\=0)=0
Q=0 * BHeo)=Q) «
Por otra parte, de la ecuacidfi:.para la conservaecién de la entro

pfa, (2.1e), se tiene P= (-ﬁ)vp" de manera que p puede desarrollar
se en serie de potencias de €aon la forma aiguionto

P= Po +CLQ + -&—Lc,‘;y‘z.o---- (6.2)
En esta serie C’. denota la rapidez del uonido,(»bg) evaluada en
el estado inicial, m . .

Haciendo uso de (6.la-c) y (6.2) en las ecuaciones MHDH idemles
(2.1a-e) y desarrollando hasta primer orden en las perturbaciones
se obtienen, tomando en particular un oatado'iniéid estético,vs2
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o R+, To+ B xT =0 (6.32)
Qg Prr fo V- Wy=0 (6.3D)
NB =TT B~ 2L TB =0 (o.3¢)
v-B,=o0 (6.34)

Ahora se supondréd cgue las perturbaciones evolucionan en la forma

(o) v gt eenme®
de forma acue pueden hacerse las sustituciones aiguionto'a
v - i .
(6.5)
dh > ~—TWw
Con éstas las expresiones (6.3a-d) se convierten en
PV — G Qe —B » (exBD=0 (c.6a)
we—FHr- v =0 (6.6Db)
wB+ (B BHW - (h-T)B_ — "%7;001.-3.3 R2B.=o (6. 60)
b B,=0o - (6.6d)
Aquf (6.6d) es redundante pues puede obtenerse de (6.6c). Si ©q o8

eliminada de las ecuaciones previas resultan



vel

9.“’2'?4"@‘; fb‘_‘—_'ﬁ—rniﬁ.-‘wgo"(*}.ﬁg!":e (6.7a)

B+ (e BD - (B TIT - (R BH BB =2 (o.70)

Las relaciones de dispersién correspondientes se obyienen imponien
do la condici1én de tener soluciones distintas a la trivial i.e.
perturbaciones no nulss. Se estudiardn dos casos en particular

(1) Plasma incompresible. En este caso = o, en forma equivalen
te,

g-‘i‘. =0 (condicidén de incompresibilidad) (6.8)

Con objeto de simplificar el andAlisia se considerarf la geometria
‘dadsa por la siguiente figura

N R
BQ; *3.. hg'.'—“a.
Be a
. R 7 e=+3' (). bui -5
* = SR Y X 3
£=="1
Pig. 6.1

Con estas consideraciones (6.7a,b) pueden ponerse en la forma
matricial siguiente

Poo? o © © o o AT,
o fps* o —BRy w8, ky o v,
(o] o Fotn2 1/ o ‘Qgphﬂ W
hngo o. o w o __u‘.}‘.h‘h& 8. =
o kB, o o w ¢ .&;.B.h..‘ ®,,
° o mm. gk tmussl w [\a,

(6.9)




oc.4d

La relacidn de dispersién se obtiene demandando que el sistema (6.9)

tengs soluciones distintas de 1la trivial i.e.
Po W+ o © o ° o ‘
o Po L2 (] -ws.bd- wWBolken P
o o fow? o o Wi, ke
. =0.
kB, © o w ©  —laphk,
o [T%] M {6.10)
(=] h-l\g. o I%B.h"‘l-
o o RuBe (B ik -G BT ’u.)
f Aafo l
‘de donde se obtiene ( P,£0 )
w®=o
Wr—kd 22+ 8 wr\w? kel o (6.11)
22+ Sl )
( Aouf

Va denota la rapidez de Alfvén, 3./{"7
De 1a sesunda iguanldad resulta

T 2

2 . -+

w3 =kdiv* (4 ZG‘f) ki, C“h‘ ‘171 + Gt (0.12)
4a=p.

que es 1la relacién de dispersién. la parte derecha de (6.12) es

real asf que W™ también lo es.

La velocidad do'g"n;po asociada es

t4 dada vor : )
A
Arag:== QW = h‘ .
=9 T Ju h« . (6.13)

Nétese aue en el caso limite c.;-o se recupera la velocidad de Alfvén
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pues Um w2 B’zb-.z Ast,

la presencia del t&€rmino de Hall,
- 0
situacidn, da lu.e:ax’ a

en esta

una contribuciédn paralela a B, en la veloci
dad de ~ruuno

Ny = & Cu co b :
T L 2kal® [+ ik
- 4a1.?°

¥ otra contribucidn andlosga en la direccién perpendicular a B,

u—s - Cn w.__h.‘;_-. .
L=
2halgyy [ q+Cl®2
Qazg,

Para examinar (6.12) se considerardn dos casos s

(1.i) O&=0" ( modo paralelo ) sh. ﬁqaohsh‘ En modo_paralelo
{(6.12) toma 1la forma

W _an g + afbr 3 + w2 ule F:_c:;b_,;-_‘ ] (6.14)
res 2atf, al}': Aaz fo

aue es notablemente distinta a la expresién equivalente en MHD ideal
pues las contribuciones asociadas al término de Hall son de tipo
dispersivo, .i_a;- » ¥ a1l depender también de £, ( que en este caso
es constante ) y de la razén de la carga a la masa del ion da lugar
a un comportsmiento .notablemente distinto.
valentes los siguientes lfimites u“oc

(1.ii) € =Q0° ( modo perpendicular ) 3
pervendicular

Obsérvese que son equi-
Um (W) o2
=P.-’nL ) Va
K'h’=09 h-tl. En MO
(5.12) toma la forma ( debido a (6.7a,b) )

P°w1,‘-,_‘=g (0-15)

Con f,%0Ovara tener perturbaciones no nulas, 9'1*9- » 1la dnica posibi



lidad es W3=0O

(2) Plasme compresible. Bn este caso F & y con la geometria antes
indicada ( ver fig.

.l ) sSe tiene la situacién descrita, en forma

Zeneral, por las ecuzciones (o.7a,b). En forma matricial el siste-

ma en cuestidn es
a(wi-czhl) —cohkk. o o

—Gifhihe  @USEGERE) o  ~wBdu

o o PonZ o
o Bk o w
o B.a o o
o ° Ble orBlulRy —«Bley

I
8
~~
4
*
")

.o
A4

donde

e A

iz (6.17)
1=

Para tener soluciones distintas de la trivial se impone 1la condicién

de aue el determinante de la matriz del sistema (6.16) sea nulo; di
cha condicién da lugar a la

( PotO )

relacién de dispersidén cofrespondionto

w3 =0

(o Hed) | P b W T D) — o (WG RIIBI L2

= (5o pobulead* § o+ wzBri e (W-wik) = o,

(6.18)



Aquf se considerardin dos posibilidades

(2.1) Sir el término de Hall.

2n el 1fmite C“—‘DO sol~» O , la rela-
cién de dispersidn (o.

18) se conviarte en

2o U2ke*.

' : (6.19)
i~ R* (L2t wt +Cs kvt = 0.

Cuando se tratan s6lo modos varalelos
reduce a

£ (W3—k? 2 ) (w2le2ud) =
i.e. ( Fpo¥t0 )

(kelen, ma=0 ) (6.19) se

2 2
% = Cye (multiplicidad uno)
' (6.20)
W2 _ A2 (multiplicidad dos)
b_ﬂ-

Nétese cue corresponden, en el caso de modos paralelos,

acisticas y de Alfvén respectivamente ( i.e.
trostdticas *

a las ondas
ondas de iones * eslec

¥y ondas de iones " electromagnéticas * ) recuperando
asf, de solpve, dos resultados gue suelen tratarse Como Casos sepaA-—
rados en 1la MHD ideal.

Para modos vervendiculares se tienen

( p#0)

=0

(6.21)

Opbsérvese cue no se recuperaron las " .ondas de ciclotrén de iones

electrostéticas ® ni 1la de * hfbridé inferior * y 1la razén es que




0.8

esas ondas se tienen cuando@d= %. si bien peqgueiia, no es nula ( y aguf
1%

se ha tomado el 1lfmite e(—’a- )3 por otra parte,para su octencidén &2
y " deberf{an ser comparables,sin embargo, en el tratamiento aquf

realizado se parte de una suposicién desde @l inicio &l s . Asi_‘

1o Yinico aque se nresenta es de orden W y por ello apareéeré wiro

( multiplicidad dos ). Empero, la segunda gelacién en (0.21) s{

corresponde a un resultedo familiar en MHD ideal,

se trata de las
ondas magnetosdnicas.

En MHD ideal la expresién usual es

w2 o ~a WV S S > ]
b2 e + N~

pero debe recordarse cue, también de entrade,
luego, en ese limite, ambas coinciden.

(2.ii) Con el término de Hall,C,%0 (&30 ). En este caso debe
usarse la expresién completa (6.18);: sin ombargo, debido a su com-—
plejidad serd tratada, como en los casos antorioros, por partes 3

(2.1i.1) Modos paralelos. En esta situacién (6.18) se convierte en

se Admitié que ‘é&&k

w=o.

N CL 5 ot —L2(Z+ud) w2 + % Wi

(6.22)
- .C_“;_. » Vat 4wz (32— G2 k) =0O.
a -

N6tese cue 1la segunda igualdad puede ponerse en . 1-. forma.

=ck. ESTA TESIS NO' DEBE
s SMR BE LA mcﬁ (6.23&)_. e




w—;—?,=[(*+c" )t Cuk {L,,c,.b.a —.\lu;,z_

zazpo 4azpo (°-23b)

Las primeras son ondas acUsticas y 1las dltimas son Alfvén-Hall.
estas

en
relaciones de dispersiédn oueda patente cque el término de Hall
modifica =26lo las'ondms de ion electromagnéticas® en forme disper-
siva. Bs también mnotmble nue el t&€rmino disversivo contenga el va-—

lor de 1la densidad en el estado inicial,}% s, ¥ ademéds la razdédn de

carga- masa del ion; luego, en el limite P>e0, W2 _ar,2 .
(2.ii.2) Modos pervendiculares.

Bn esta situacién (6.16) ( © gqui-
valentemente (©.18) ) se reduce (k=0,l,$0) a
P,‘w’( w2_h2(c2 4—4\1“?—)) =0. (0.24)
aue da lugar a
w¥+=-o
(0.25)

g z
=22 Csot Va { ondas magnetosénicas )

Entonces se renite el resultado (6.21) correspondiente al caso
Cpy ~> O s es decir,

’

en los2 modos perpendiculares no es relevante
" 12 presencis del término de Hall.

Hasta este punto se ha tratado solamente el ceso de un plasma
infinito.

Bl caso de un plasma acotado como podrfa @ser el caso de

un cilindro conductor completamente lleno de un plasma, en el es--
aquenn del modelo MHDH ide=nl,

es de interés especial.

Sin embargo,
segin mostraron Buti et al.

{1905) cusndo se trata del problema



|

| -

L.

o.l0

del * oincn ' en el c2s0 no A4disipAtivo suvoniernao un plasma income—
presicle, el efecto H=2ll no tiene ningdn efecto sobre la estabili-
dad, 21 sigiiente naso serfs examinar esa situaciédn cusndo al plasg

ma es comopresiole; ese problema no se tratard en este travajo.
-




CAPITULO 7.

CONOCIIISTIONES.

Bn este trzbzsjo se ha establecido el problema de la estabili-
dad en MHDH idesal en tres dimensiones considerando una coordenada

isnorable ( caso axisimé&trice ). 21 método para tal estudio se basa

en la determinmcidén de los puntos crfticos msociados a2 una funcio-
nal. conservada Liapunov, H, constreriida por una serie de constantes

de movimientn, C, algunas de las cuales resultaron ser Casimires

del sistema bajo estudio dentro del esgquema hamilfoniano presente-
do en el capftulo 4. #sos puntos criticos,

como se mostré en el ca
pftulo 3,

covresponden - los estados de equilibrio pare la dindmie

ca que geners el hamiltoniano H ( aue de hecho es la energfa total
conservada ), (2.2a2), V

‘dado. por (4.24).
Dichos ;-para ia vor-
1aentr6pica ¥ no 4] ontrépica.
Las condiciones de establlldad para esos e‘tados de equilibrio

se determinaron usando la segunda variacidn do
nov H

bajo el paréntesis'aeffq
estados se obtuvieron para dos granddd"
ticidad generalizada, (2.12),

a “funcional Liapu-

c evaluada en dichos estados y las condiciones, suficientes,

se obtuvieron demandando gue esa ségunda var1aci6n fuers definida

positiva. Segfin fue discutido en el capftulo 5 esas condiciones

implican a la estabilidad lineal Liépunov. Cabe hacer notar gue l1la

nresencia de no linealidades 1mpxdi6 tratar 1la tabilidad =znte

peouefios desplazamientos lagrangianos.

Por otrme parte, las estimacionea a priori

est$ bien definido ( i.e. se tiene una deéeﬁd

to . las condiciones inicisles ). Esas estimac




Te2

de @staovpilida’d »ludidas,uswnalmente fue necesario limitarse al cAaso

isentrépico poroue de esa manera resultaba viaole el examen de

L ] pg
sitividad definida °*

va aue se presentaron términos que involucran

gradientes de 1lm variacién de la entronfia. Una dificultad andloga

sSe presentd en algunas situaciones en relacién a las variaciones

en la yelocidad y en el camoo magnético aque reocuirieron establecer

formas particulares en su dependencia de tipo Vz@:‘tf):—l—,&'y que

llevaron a imponer condiciones como “nuu> I%" Esto aflade un ingre-—

diente adicional al examen del alcance de los resultados as{ ocbte-

nidos poraue esa condicién impone una restriccién de cardcter geom8
trico a la dindmica del problema.
FPoias ( Cfr.

te conexos,

Segin mostraron Constantin y
Holm (1987) ) eso puede tenerse en dominios simplemen
finitos ( sin incluir el cero ) y con campos vectoria-
les aque sean de divergencia nulaq ‘7‘€f 0. b 4 quo on_la frontera
del dominio satisfagan gue SF'xVI);b.—.o . e

Las relaciones de dispersién que se obtuvioron en 01 capitulo
6 conectaron varios aspectos presentes en este trabajo : el ofocto
Hell como fuente de no linealidades ( chpitu16 5i) y el carécter
dispersivo del término de Hall. :
como puede verse de algunas
pftulo 6,

Las_condicidnos para tener &’ real,
de las expresiones obtenidas en el ca-
son compatibles con las que iimitan a lo8 regimenes ob-

tenidos en el capiﬁulo 3 para tener estados de equilibrio estables.

Las extensiones al presente trabajo, grosso modo, pueden guiar

se en dos direcciones 3 una de tipo Aum‘rico para examinar el com-
portamiento de las soluciones de equilibrio y otr.’do tipo ( =1
menos en su primera parte ) nnalitico para cont
dos a la presencia del gradion@o do Qr.si6n doY
\";,‘A_o~1). as{ como explorar 1la posibilidad d
pios variacionales sin tener gue
sos adiabd&ticos. l

rar efectos debi
W"nps ( i.e.

princi-

limitarse sélo proce-
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