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3. L3 1

INTRODUCCION

Uno de los problemas clésicos de Sistemas Dinémi es e} estudio del compor-
tamiento de ciclos lfmites para ecuaciones diferenciales. J. lliasenko desarrollé una serie

de técnicas para estudiar el comportamiento de ciclos lfmites en ecuaciones diferenciales
complejas en C3, ver [ll]

e Motivados por ese trabajo, nosotros presentamos ahora una cxtenlién de sus

el ¢ miés general de ciclos lfmites de foliaci holomorfas con singu-
laridades en variedades complejas, particularmente en CP32,

Una foliacién holomorfa con singularidades en CP2, es una descomposicién del
plano proyectivo (excepto en un subconjunto analftico, 11 do el conjunto singular
de la foliacién), en superficies de Riemann disjuntas entre sf y tal que satisface una
condicién de trivialidad local; que para tod en el pl proyectivo que no
estd en el conjunto singular existe un biholoxnorﬂlmo local a un abierto de €2 tal que
hace corresponder la d icién con aquella en €2 inducida por lineas horisontales.
A las superficies de Riem-.nn las llamamos las hojas de la foliacién. Ejemplos naturales

de tales objet obt a partir de tomr las curvas mtetr-.!e. de campos
vectoril.lel 6 bien comiderando las fibras de apli raci les en CP3.

En el capftulo I el primer problema. que atacamos es el de clasificar las foliaciénes
holomorfas con singularidades en CP2. Podemos decir de manera muy informal que
para nosotros dos foliaciénes son distintas si las d np asociadas son dis-
tintas contando las ho,;u con multlipicidades (en el sentndo de Geometria Algebraic 2
adn si las d mp iadas difieren por un automorfismo complejo de CP4.
El primer hecho a que llegamos es que las foliaciones holomorfas con singularidades
forman de manera natural familias holomorfas Fol(—¢€) que estén clasificadas por un
invariante discreto dado por una clase de Chern —e < 0 y que cada una de estas fa-
milias es un espacio proyectivo complejo. En este caso el invariante discreto —e mide
la complejidad de las foliaciones andélogamente a como sucede con el grado para ob-
Jjetos algebraicos, esto es, mientras més grande es la cln.se de Chern, las hojas de las
foliacié correspondientes ti genéri te topologfa més complicada y por otra
parte el nimero de singularidades de la foliacién crece o bien se hacen més degeneradas.
A manera de ejemplo de foliaciones hacemos un pequeiio estudio de aquellas foliaciones

qQue estén construidas a partir de aplicaciones racionales. Todo ello es el contenido del
capftulo 1.

En la primera parte del capftulo II conociendo las familias Fol(—e) resulta
bastante sencillo hablar de teorfa de defor i6n de foliaci

holomorfas con singu-



laridades, ya que para deformar una foliacién bastaré con considerar una aplicacién -
holomorfa de algin espacio analfitico al espacio de foliaciones cosrrespondientes. Un
caso particularmente importante de deformacién de foliaciones es cuando sélo conta-
mos con informacién a primer orden respecto a la deformaciSn de la foliacién, en cuyo
caso dlremo- que tenemc- una deformacién infinitesimmal de la follacién, esto es tene-
mos simp t vector tangente a alguna familis Fol(—¢). Mostramos que adin
en estf situacién pode:no- hablar de una familia de foliaciones y en particular pode-
mose construir submersiones qu. definan a la familia, es decir, tenemos un teorema de
Frobenius infinitesimal.

Con el fin de extender el pto de aplicacién de primer retorno de Poineu‘ a
foliaciones introducimos 1a holonomfa de la foliacién. Dado un lazo cerrado en una hoja
podemos tomar una transversal local a la foliacién por algin punto del lazo y seguir
las haojas de la foliacién a lo largo de una vecindad del laso, con ello obtenemos una
aplicacién de la transversal en of misma que nos mide qué tan distinta es la foliacién de
un fibrado trivial en la vecindad del laso. En particular si la aplicacién es la identidad
la foliacién es un fibrado trivial con fibra una vecindad tubular del lazo en 1a hoj-

que lo contiene y base la transversal local a la foliacién. En caso t d
que el laso es un ciclo lfmite para la folincién. Si tenemos una deformacion de una
foliacién que est£ parametrizsada por € eatonee- podemos id que t mos una

foliacién de codimensién dos en € x CP2, tomando la unién de todas las foliaciones
en la deformacién (pensando la deformacién como una familia de foliaciones). Una
pequeiia transversal a un lazo en alguna hoja se puede extender a una transversal a la
foliacién de codimensién dos. Esto nos permite hablar de holonomfs para deformacién
de foliaciones. El resultado principal del capftulo (Teorema 2.15), es una férmula
que nos permite hallar la derivada de la holonomfa en el caso de una deformacién
infinitesimal, esto es, sélo teniendo infi ién a primer orden de la deformacién.
C una apli i6n de esto tenemos criterios bajo los cuales un lazo cuya holonomia
es la identidad persiste bajo una deformacfon, esto es, que existe una familia continua
de lazsos en las hojas de las foliaciones cercanas bajo la deformacién de tal forma que
den origen al lazo original. Esta es la segunda parte del capftulo II.

Un caso particul te simuple de foliaciones son aquellas que est&n descritas
por las fibras de alguna aplicacién racional en cuyo caso decimos que la foliacién tiene
una primera integral. Un célculo sencillo nos muestra que las foliaciones con primera
integral forman, restringidas a cierta condicién de genericidad, subvariedades de las
las familias Fol(—e). En el caso de que una foliacién admita una primera integral
es bien conocido que todas las holc fas de lazos en sus hojas son la identidad. EI
toorema principal del capftulo IIl (Teorema 3.1), nos muestra que: una deformacién
infinitesimal de una foliacién con primera integral es tal que su holonomia infinitesimal
e la identidad para todo laso tenido en las hojas de la foliacién, si y sélo si la
deformacién infinitesimal iada es un vector tangente a la subvariedad de foliaciones
con primera integral genérica. Donde genérica significa que las hojas genéricas de la
foliacién sean irreducibles. Este teorema nos da p una caracteri i6n infinitesimal
de aquellas defi i que ti primeras integrales. La prueba de este teorema




CAPITULO 1

FAMILIAS DE FOLIACIONES

En este primer cap{tulo se da un resumen breve de foliaciones en € P2. Nuestro
primer objetivo serd parametrisar las foliaciones en C P32 en familias que tienen asociado
de manera natural un invariante discreto dado por una clase de Chern.

Consideremos L un has de lineas sobre CP? con clase de Chern ¢ y homomor-
fismos holomorfos w : L — T*CP?, donde T*CP? es el has cotangente de CP32, con
‘w(p) : Lp — Ty CP? la funcién lineal iada en p € CP2. Decimos que dos homo-
morfismos holomorfos w,w’ de L en T*CP3? son equivalentes si existe A en C* tal que
w = Aw’, con esto establecemos:

1.1 DEFINICION. Una foliacién holomorfa F en €CP? con singularidades es una
clase de equivalencia de homomorfismos holomorfos w : L — T*CP2 tal que w no sea
idénticamente nula. El conjunto analftico dado por Sing(F) = {p € CP?|w(p) = 0} es
n do el conjunto singular de F. En €P? — Sing(F) el nicleo de w es 1-dimensional

¥ determina una distribucién integrable, cuyas variedades integrales son superficies de
Riemann y las 11 las hojas de

Para m-voté detalles sobre la definicién ver [GM-M] ,[GM-O] .

Aplicando ahora el teorema de Cartan-Serre que garantiza la finitud de grupos
de cohomologfa de una gavilla coherente en una variedad compacta ( ver [G-H] pég.152),
a la gavilla de secciones del haz Hom(L,T*CP3) se concluye que el conjunto:

E(L) = H°(CP?, Hom(L,T*CP3?)) = {w : L — T*CP?|homomorfismo holomorfo}

es un C espacio vectorial de dimensién finita. Para ello recordemos que Hom(L, T*CP3)
es una gavilla coherente ya que para todo p € CP? existe una vecindad U de p y un
ntmero finito de secciones locales wyq,-..,wn de Hom(L,T*CP32) sobre U tales que
generan a la gavilla como médulo sobre las funciones holomorfas de U y las relaciones
entre ese conjunto de generadores son a su vez finitamente generadas sobre U, ver [G-H]
pag. G06.
El espacio de foliaci

gente L, que denotamos por Fol

holomorfas con singularidades en CP2 con haz cotan-
(CP3,L) es el espacio proyectivo sobre E(L).
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' Como los haces de lineas sobre CP? estén clasificados modidlo equivalencia
analftica por su clase de Chern ¢(L) € T = H*(CP3,2) ver por gjemplo {G-H] pag.

144, entonces las familias Fol(CP3?, L) son clamificadss simplemente por su clase de
Chern asociada e(L). -

Entodo.htan}om Ia. siguientes convenciones. Sea L(—e¢) ¢l has de
lineas sobre CP? con clase de Chern —e < 0. Como squf sélo trabajamos foliaciones
en CP3, abreviaremos Fol(CP?, L(—¢)) simplerasute por Fol(—e).

Damos ahora una descripeién miés explicita de estas familias de foliaciones.

1.2 PROPOSICION. a).- Existe una corrspondencia uno a uno entre aplicacio-
nes w en E(L(—e¢)) y 1-formas polinomiales en una carta afin €3 de CP2 con coorde-
nadas (w3, ws), de la forma w = We.y + We—-3 + ... + Wy til que cada w; es una 1-forma

linomial homogénea

’:dhl de grado 5 y el término de grado superior se anula en el campo
» 2 :

u._g(wl%‘ + ma—a'—’) = 0.

b).- Fol(—e) es un espacio proyectivo complejo de dimensién ¢ — 2.
Demoatracién. Primero estudiamos cémo se transforma una 1-forma polinomial
bajo un cambio de denadas homogé en CP3.

Sean Up,U) plance sbiertos afines en CP3? con coordenadas (s, 53), (w1, ws)
respectivaments y con funcién de transicién ¢, para 33 7 O dada como: .

1
Har, =) =[5 2] = (wr, wa)-

Sea @ una i-forma polinomial en U; de grado menor o igual a ¢ — 1, dada
como w =X} 5% La,;dw; con a;; poli ios h gé: de grado 5 en las variables
wy,ws. Culculmd"o:

w=5 1 =3, —d 1 = dz3 — zads
#tw = Fola(n SOSF + a5 SR 0

.e—1
= Zl-aytm) — ey, 8:)8:)(-5-1%) + a,,-(x.-.)(»z‘%)l

por 1o que ¢°w tiene un polo de orden e+ 1 en CP2 - U; a menos que el primer término
entre paréntesis ses igual a cero para el término de grado méximo,

G1e-1(1,23) +a3.1(1,53)53 =0 (i)
en cuyo caso hay un polo de orden més pequeiio.
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Dividiendo por s{ la expresiéa (§) y usando que a;; son polinomios homogénecs,
la expresién se transforma a coordenadss wi, ws como:

‘_Eu & e—1(wi, wa)wy = (.E Gc.c—x‘q)(Z‘: w.-%) =0

qQue es la coadicién de que w,_3; anule al campo radial.

cm.lwaml-famnponmhlnvlnmmduscP’
como una aplicacién holomorfa de L(—¢) en T°CP? si y s6lo ¢l se extiende como una
l-fom)mf.mmpomeP’—Ul de ordem igual a ¢. Lo cual demueatra el
inciso a).

Pars el inciso b), basta calcular la dimensién de las 1-formas polinomiales des-
critas en a). Dicha dimensién es igual al doble de Ia dimensién del espacio de los
polinomios homogéneos de grado ¢ — 1 en tres variables menos la dimensién que corres-
ponde a la condicién de que w,_3 anule el campo radial, con lo cual tenemos que:

simE(z(—e) =3( ST ]) - (‘ti) =e¥—-1

de donde

dim(Fol(—e)) = dimE(L(—¢)) —1 = ¢® — 3.
o

Es posible construir familias holomorfas de foliaciones para €P"™ con nA> 2y
para otras iedad plejas, ver [GM1] y [GM2)].

Estudiamos ahora el caso particular de foliaciones con primera integral. Para
ello recordemos que una aplicacién racional de grado ¢ > O estd dada por :CP? —

CP! donde P,Q son polinomios homogé de grado ¢. Més adelante discutiremos
qué condiciones en P y Q son int tes para tros, en particular suponemos
siempre que ea no’ tante. Ent podemos pensar a las fibras de 5 como las

hojas de alguna foliacién en CP2. Para formalizar esta Gltima afirmacién, en el sentido
de la Definicién 1.1 ¢ s el siguient

1.3 LEMA. Dada g una aplicacién racions} de grado ¢ > 0. La 1l-forma
{P,Q} := QdP — PdQ representa una foliacién en F(—2¢), donde dP denota la di-
ferencial en alguna carta afin.

D tracién. Clar te {P, @} es una 1-forma polinomial de grado 2¢ — 1.
Para mostrar que el término homogéneo de grado 2¢ — 1 anula al campo radial, se
utiliza que Ila funcién:

{, }: P(e) x P(e) — {1-formas de grado £e — 1}

e



(donde P(¢) es el espacio de los polinomios homogénecs de grado ¢ en S yariables ) es
€-bilineal y como la condicién de anular al campo radial es lineal, se puede calcular
simplemente para los elementos de Ia bese formads por monomios del espacio P(e). De
donde las 1-formas {P,@Q) son como las descritas en h Proposicién 1.2 y con ello se
tiene que definen una foliscién en F'(—2¢). o

1.4 DEFINICION. Una l’olhcién Fea F(—2¢) se dice que tieme una primera
integral mbndd.ﬂdoc.dcdshm.plkuwamm 5 tal que F estf deter-
minada por {P,Q}.

Describimos répidamente la topologia de estas foliaciones. Sea F' una foliacién
con una primera integral racional 5 de grado e.

El conjunto singular Sing(F) est& formado por dos tipos de puntos.

(5) Los puntos de indeterminacién de la aplicacién racional, definidos por la
interseccién {P = 0} N {Q = 0}, que por ¢l Teorema de Besout (ver por gjemplo [G-H]
pag. 172), son a lo més 2 puntos contados eon multiplicidades; en estos puntos la
.pliculénsno-ttbloadeﬂ“ ‘como fu 6n y puede ser d ita, salvo cambio
de coordenadas como f(ZL), para f una funcién holomorfa. De aquf se sigue que la

aplicacién E toma todos los valores de €CP! en una vecindad cu-.lqulern de un punto
de indeterminacién.

(s¢) Por otra parte, tenemos los pnnto- eriticos de G como funcién mcroxnorfa,
que también estén en Sing(F).

Las hojas de la foliacién lon superficies de Riemann dadas por las ecuaciones
{sP — AQ = 0} para % en CP!. Consideramos que las hojas son no compactas ya
que a cada superficie de Riemann {uP — AQ = 0} ( que es ta), deb de
quitarle los puntos correspondientes a Sing(F); en particular, los pnnton de indetermi-

nacién. Observemos que todas las superficies {uP — AQ = 0} pasan por los puntos de
indeterminacién.

1.5 EJEMPLO. Sean P = 0 y @ = O las ecuaciénes de dos cénicas en CP3,

irreducibles y distintas entre si. Se tiene entonces que la foliacién F iada a la
aplicacién § tiene la siguiente descripcién:

La foliacién F tiene cuatro puntos de indet i ién, dados por {P = 0} N
{@ = 0). Las hojas de la foliacién son ent éni que p por esos cuatro

puntos. Todas las cSnicas son no degeneradas excepto tres. (estas constan cada una
de dos rectas que se cortan), que estén dadas por los tres pares de rectas que pasan
por los punt de indetermi 16 Ademiés, por cada uno de estos pares de rectas
se obtienen otros tres puntos singulares de Ia foliacién que son de tipo Morse para la
aplicacién 5 (donde decimos que p € CP? es un punto de tipo Morse para la aplicacién

G si existe una vecindad abierta U de p tal que 8 puede escribirse salvo un cambio de-

coordenadas como f(s,w) = 33— w3 en U). En consecuencia, Sing(F) consta entonces

SRR Y
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de siete puntos singulares; cuatro puntos de indeterminaciéa y tres de tipo Morse.

1.6 LEMA. Las foliaciones con primera integral racional de grado ¢ > 0 for-
man doms natural, una variedad grassmanniana G(P(e), C3), de 2-plancs sobre
el espacic P(¢) de polinomios homogénecs de grado ¢ en tres variables. Ademds, Ia
dimensién de esta grassmaniana es igual a ¢® + 3¢ — 3.

mmeowW“Mmms ’ de grado
¢ determinan la misma foliacién, si y sélo si, difieren como aplicaciones por un cambio
de coordenadas en CP}, que son transformaciones de M3bius. De donde:

P_af)+s _aR+pS
Q B+ 6 +R + &8

s Con lo que se tiene que dos parejas de polinomics P,Q y R, S determinan la
misma foliacién si y s6lo si generan ¢l mismo dos planc en el espacio P(c) Usando Ia
deﬂnicwn de variedad grasmanniana es fécil calcular su dimensiéa. =]

Se tiene entonces una inclusién 7 : G(P(e),C3) — Fol(—2¢) cuya imagen la
denotaremos por FI(—2¢), las foliaciones que tienen primera integral racional de grado
e, las propiedades de esta inclusién las estudiaremos en la Proposicién 3.7 .

Observemos que las familias Fol(—e¢) contienen foliaci que tienen primera
integral racional si y sélo si —¢ es un nimero par negativo. Por otra parte, el hecho
de que una foliacién en Fol(—2¢) tenga primera integral es no genérico en el sentido
de Sistemas Dinémicos, ya que FI(—2¢) tiene codimensién grande en Fol(—2¢). Por
¢jemplo, para ¢ = 2 tenemos que dimFol(—2¢) = 14 mientras que dimFI(—2¢) = 8.

. 1.7 OBSERVACION. A veces dos .rlicu:ionu racionales de grado e pueden
determinar la misma descomposicién de €CP? mediante sus ibras en un sentido pura-
mente conjuntista y sin embl.rgo, no determinan la misma foliacién en Fol(—2¢). Por
ejemplo las foliaciones ] a:

P_x’ R _ a2+ zw+w?
@-w ¥V 5T wr -
ti como hojas uniones de rectas por el punto (0,0) en €3 = {(z. w)} ¥ sin embargo
- {P,Q} # {R, S} En este caso las aplicaciones 5 ¥ g se de comp la
aplicacién r 1 £ con funci polinomiales de -egundo grado. Con el fin de
evitar est deg d d restringirnos a estudiar ciertas subfamilias.

1.8 DEFINICION. Decuno- que una primera integral racional 5 es genérica si

sus fibras genéricas son irreducibles, esto es, los valores en (:Pl correspondientes a las
fibras reducibles forman un conjunto discreto de puntos cPl.

Por un resultado de Geometria Algebraica (ver [G-D], teorema 12.2.4 ), se tiene
que las primeras integrales racionales genéricas de grado e, forman un abierto de Zariski
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- h variedad de primeras integrales raciounales G(P(¢),C?). Uns subfamilia bien

conoclda de estas prizneras som Jos llamados pinceles de Lefachots,

que son aplicaciones § de grado ¢ con ¢® puntos distintos de indeterminacién, el resto
ingulares

de los puntos s son de tipo Morse ¥ tal que todas las fibras criticaa tienen
valores distintos. Para més detalle sobre los pinceles de Lefechets, ver [A-F] y [GM-M].
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CAPITULO I1

DEFORMACION DE FOLIACIONES Y HOLONOMIA

En este capftulo empua.rcmo- por construir la teorfa de dd‘onnu:wn de folia-
ciones holomorfas en CP? con singularidades. Utilisaremos el hecho de que conocemos
explicitamente las familias Fol(—¢) y de que CP? sélo tiene una estructura compleja,
para estudiar la teorfa de deformacién de foliaciones.

Con el fin de desarrollar una teorfa de deformacién de foliaciones lo més com-
pleta posible utilisaremos el concepto de e-p-cio analftico complejo. Recordemos que
un espacio analftico complejo es una pareja § = (|S|,Og), donde |S| es un espacio to-
polégico tal que todo p» € & tiene una indad hom rfa a UN{f1 =0,....Ja = 0},
para U un abierto de €™ con f,..., fi funciones holomorfas en U y Og es la gavilla
de funciones holomorfas dada localmente por o’;! = Ou/{fg. v Jx) para Oy las fun-
ciones holomorfas en U. Una apli ién holom analfticos complejos
es una pargja f = (I!IJ‘) (Isl-os) — (IR},OR) con |f| : |S| — |R| una funcién
continua tal que f* : Op — |f|,Os e un homomorfismo de gavillas, donde |f{,Os es
la gavilla sobre |R| que a cada abierto V C |R| le ia las funci Osls-1(v)- Un
caso particular de espacios analiticos complejos son las variedades complejas con sus
gavillas de funciones holomorfas, en este caso el concepto de funcién holomorfa entre
variedades lej incide con el de aplicacién holomorfa entre espacios analfti
para més detalles véase [F]. 8i no hay idad de esp nﬁcu la pareja (|S|,Os) por
simplicidad eecﬂbu'e_xno. solamente S y lo mi para iones holomorfas f.

Emp por intr ducir una estructura adicional en las familias Fol(—e).

Sea L un hasz de lincas holomorfo sobre €P2 con clase de Chern —¢ < O y
H(—1) el haz de Hopf sobre el espacio proyectivo complejo Fol(—e). Este haz de
Hopf estd determinado por iar a cada punto en C€P**2 1a linea compleja en c*—1
determinada por él (pus mayores det-.lles véase [G-H| pag. 145). Sean II; y Iz las
proyecciones del espacio Fol(—e) x CP? sobre cada uno de los factores, ﬁ; y Ilz las
proyecciones del espacio E(L) x €CP? sobre cada uno de los factores.

2.1 LEMA. Existe un homomorfismo holomorfo en Fol(—e) x CP3

0:N{H(-1) @ N3L — N3T*CP?
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tal que para cada [w] en Fol(—¢), la restriccién de 03 a {[w]} x CP? es Ia aplicacidn
dada por [w). ‘

Demostracién. La idea es primero realisar la construccién sobre E(L) x CP2 y
luego proyectarla sobre Fol(—e) x CPL. Sea uwy,...,wn una base del espacio E(L) con
coordenadas asociadas (ag,...,8s). Podemos considerar un homomorfismo holomorfo
de haces :

ft:fijL — figr°cPr? )
fi(ag, .., 80 : p) = 2 awilp) : Lp — TP,

donde p € CP? y claramente el anterior homomorfismo holomorfo determina un dnico

. homomorfismo holomorfo de fI3L en fI3T°C P2, identificando fI3L|(q,.....an:p) <00 Lp ¥

ﬁir.cp’l(..r"-.nz') con T;cp"

Para A € C observemos que {}()ag, ---, Aan : p) = Aﬁ(coy...c. : p) por lo que fi
no desciende a un homomorfismo holomorfo en Fol(—e¢) x CP3. Consideremos ahora
la proyeccién natural

fi: m(L) — (0} = E(L)o — Fol(e) .

Existe una .ec;:ién natural o del has de lineas f1* H(—1) sobre E(L)g, tal que o(w) = w
como elemento de [I* H(—1), = € - w. Esta seccién tiene la propiedad de o(Aw) =
Ao (w). De donde el homomorfismo holomorfo de haces sobre E(L)p x CP*, dado por

26 . fi*H(—1) @ fizz — figrecp?
sobre E(L)g x CP3?, es invariante bajo multiplicacién por A en €*. Usando
I : B(L)o x CP® — Fol(—¢) x CP3

(“’-P) Land (["“']!P) »

es posible llevar este homomorfismo holomorfo %ﬁ sobre Fol(—e) x C€P3, de donde se
tiene el homnomorfismo holomorfo 3 & que se refiere el Lema. =}

Sea S un espacio analitico y Ay y A3 las proyecciones de § x C P32 sobre cada
uno de los factores y J un has de lineas sobre § x CP3.

2.2 DEFINICION. Una familia # de foliaciones holomorfas en €P3? con espa-
cio cotangente J parametrisada por un espacio analftico §, es un un homomorfismo
holomorfo de h bre § x CP? .

©:J — AT*CP? .



Wwwscmtesm.t.nmunhomﬂnnow
O(¢,p) : J(ep) — A3T(,)CP? E identificando AJTG ,)CP? con T;CP? y como Jye,)
un has de lineas sobre {t} x CP?* Cc § x CP? la cl de equivalencia de © determina

. una foliacién holomorfa en {t} x CP?, ai O(t, p) no es identicamente nulo para p € CP?.

Tenemos ahora un Corolario del Lema 2.1..

2.3 COROLARIO. Sea F en Fol(—e¢) una foliaciéa mt-d. por w en E(L)o-
Dado un espacio analftico $ con un punto marcado o € |§| y una aplicacién holomorfa

1 : (8,0) — (Fol(—s),w)

donde |f|(0) = w. Se ti iada una Gnica familia de foliaciones dada por el
homomorfismo holomorfo sobre § x CP? determinado por

1°0: (N H(—1) ® N3L) — N3T*CP3.

A la familia de foliaciones dada por f la llamaremos una deformacién de F.

Los homomorfismos holomorfos 3 son conocidos como familias universales en
el sentido de Geometria Algebraica, ver [GM2] o [N] pag. 23.

Construimos ahora de manera explicita los vectores tangentes a los
Fol(—¢) de tal forma que se representen como l-formn. esto nos serd de utilid.d
para estudiar las deformaci de foliaci de una manera infinitesimal. Para esto
empezamos por recordar la definicién de espacio tangente a un espacio analftico.

Sea S = (|S|, Og) un espacio analftico y sea p un punto marcado en |S| y sea
Og,p €l Llgebra local de gérmenes de funciones holomorfas de S en p con my, el ideal ma~-
ximal asociado a p. Entonces el espacio tangente a S en pes 7,5 = Homg (m,/m', C),
ver por ejemplo [S] pag. 75 o [F] pag. 77.

Deformar infinitesimalmente una foliacién holomorfa con singularidades, dada
localmente por una 1-forma w, puede pens dar una coleccién de 1-formas
locales {w + 7} que dependen del par&metro t € € hasta primer orden y tal que
cuando t es igual a cero se obtiene w. Es por esto que estamos interesados en estudiar
expresiones de la forma w + tn.

Para formalizsar la idea anterior sea A el espacio analftico que consta solamente
de un punto |A] = {0} ¥ cuya gavilla O4 de funciones holomorfas es isomorfa a CaC-t,
con t2 = 0, este es el conjunto {a + b¢ | a,b € €} donde las operaci de adicién y
producto son como en el espacio de poli ios haciendo t3 = 0, ver [Hr] pag. 265 .

2.4 LEMA. Existe una correspondencia uno a uno entre vectores en TpS y
aplicaciones holomorfas ¢ = (|¢#]|,6°) : A — S con |¢|(0) = p.

Demostracién. Una aplicacién hol rfa ¢ : A — S con |¢p|(0) = p esté deter-
minada por el morfiszmo local de C-£igebras que induce ¢° : Og, p» > CHC-t, ya que
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el morfismo es local, esto es, ¢*~2(C - t) = m,, ver [Hr] pag. 73. Por ello se tiene que
#° :my — C -t y ¢°(mI) C ¢°(m,)? = 0, de tal forma que ¢° induce una aplicacién
o : m,/m} —+ C -t que da lugar a un elemento en Hmc(vn,/mg. C). Inversamente
dada una aplicacién C-lineal A : my/m3 — € construimos el morfismo local de dlgebras
A*: 03, — C®C -t como A*(f) = £(0) + A o TI(f — £(0)) - ¢, donde I : my — my/m3
es la .p'ﬁr,ulén cociente. - . a
. N

El producto 4 x CP2? puede pensarse como una familia de planocs proyecti-
vos parametrizados por el espacio analftico 4. Este producto 4 x CP? como espacio
mdltlcothmdmlmoupubwm“cﬂ.mummm
de variedad compleja pero sus funciones holomorfas son diferentes. 8i U es un abierto
de CP? y Oy es su correspondiente gavilla de funciones holomorfas, entonces 1a gavilla
de funciones holomorfas en A x U estd dada por Oy @ tOy con &2 = 0.

Fijo L un has de lineas holomorfo sobre CP3, definido sobre {Ua)} una cubierta
abierta, por cociclos {€,). Entonces si IT3 : A x CP3? — CP? es la proyeccién sobre el
segundo factor tenemos que I3 L es un has de lineas holomorfo en A x CP? definido en
la cubjerta {4 x Uy} por cociclos {€&ap - Id}, donde Id os la matris identidad de dos por
dos. Més especfficamente, en U, éste es el has Uy x (€C ® € -t). Con ello tenemos que
II3L = LOtL. Ethas II;T‘CP’ sobre A x CP3 llamado el has cotangente relativo ala
proyeccién A x CP2? — CP3, cs isomorfo a T°CP? @ tT*CP?. Finalmente observemos
que si f + tg es una funcién holomorfa en A x Uy ¥y w + tn s una 1-forma relativa ,
entonces (f + tg)(w + 29) = fw + t(gw + fn).

Un homomorfismo holk rfo de h ©:LdtL — T*CP? @ tT*CP? sobre

A x €CP?% es un homomorfismo hol rfo entre h de lineas sobre CP? que tiene
la propiedad de ser (Oy @ tOy)-lineal sobre cualquier abierto U. Como L @ tL es
localmente isomorfo a (Oy @ tOy) pod trar una cubierta Ug de € P2 donde

L estf descrito por cociclos {€ap) y de acuerdo a esta descripcién © esté dada en Ua
por la 1-forma wqg + tna. Por las condiciones de cociclo tenemos que wa ¥ Na Pegan
dando lugar a aplicaciones de haces w,n : L —» T*CP3?,con lo que © = w + 2.

2.5 LEMA. Sea w : L — T*CP?2 una aplicacién en E(L). Existe una corres-
pondencia uno a uno entre el espacio tangente 7, E(L) y homomorfismos holomorfos
de haces w+tn : L@ tL — T°CP? ®tT*CP2 en A x CP?, con n en E(L).

Demostracién. Por el Lema 2.4 hay una correspondencia uno a uno entre los
vectores en T, F(L) ¥y las aplicaci hol rfas ¢ : (A4,0) — (E(L),w). Usando la
familia } del Lema 2.1 andlogamente a como se uso {1 en el Corolario 2.3, obtenemos
para cada ¢ un homomorfismo holomorfo de haces sobre A xCP? como ( ) : LtL —
T°CP? @ tT°CP? que necesariamente es de la forma w + ¢y para n en E(L). Por otra
parte, usando la constriiccién de {1 y la descripcién de los haces de linea sobre A x CP3
es posible ver que si ¢ representa alguna n en 7, E(L) entonces ¢° (ﬁ) = w -+ tn, lo que
demuestra el Lema. - . o
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Como consocuencia de lo anterior, tenemos:

2.6 COROLARIO. Sea F en Fol(—¢) la foliacién asociada aw : L — T°CP.
Existe una correspondencia uno a uno entre el espacio tangente TrFel(—¢) y los ele-
mentos del espacio cociente E(L)/C - w. Asociado a cada clase [n] e E(L)/C - w el
homomorfismo holomotfo w + tn : L @ tL — T*CP3 @ tT*CP3.
. Demostracién. Basta obeservar que si tomamos la proyecciéa 1T : E(L)o —
Fol(—e), entonces tenemos la sucesién exacta

0—-C-w— T,E(L) - TypFol(—e) —~0 .
[=}

2.7 DEFINICION. 8i {n] = {» + tw| ¢t € C} es un vector en TpFol(—e) decimos
que es una deformacién infiriitesimal de la foliaciéa F.

En todo lo que sigue para simplificar nuestra notacién escribiremos simplemente
n para las clases [n)].

Observermnos que una deformacién infinitesimal es una familia de foliaciones
parametrisada por el espacio analftico A.

Con el fin de estudiar la deformacién de la hol fa de familias de foliaciones
introducimos cartas adaptadas a la foliacién.

Sea I una foliacién determinada por w : L — T*CP? y M = CP? — Sing(F),

con {Ua) una cubierta abierta de Af y coordenadas ¢, : Ua — Va C €3 y las funciones

tr icié indas $op : $5(Ua N Up) — ¢a(Ua N Up). Suponemos ademés que

tas cartas determinan a folincién, esto s, F esté descrita localmente por ¢ dzas

donde (5a1, 2a3) son coordenadas para cada polidisco Va. Observemos que cualquier 1-

fo: no idénti te nula fa(Sa1s Zaz)dsasz también define a la foliacién y si nosotros

pedimos que esta 1-forma sea cerrada entonces fo(2,3)dza2 = Wa, lo que implica que

el caciclo €,p tal que wa = £apwp depende sblo de la variable z45. Resumiendo, si la

foliacién esté definida por 1-formas cerradas entonces los cociclos {£,s} son constantes
a lo largo de las hojas de la foliacién.

A iadas a las funci de tr icién tenemos una familia de submersiones
dadas como sigue. Sea Ilz la proyeccién sobre la segunda coordenada en C32y Wa =
Va N {(0,w)|w € C}, entonces las funciones $o = I3 0 da : Ua — Wa C C son
submersiones. Sin pérdida de generalidad pod sup que cad Fa_ti ‘Bbras
conexas con lo que tenemos funci de transicié 3‘,’ : Zp(tl.. NUg) — Sa(Uan Up)
para las submersiones {$a).

Consideremos £ una familia de foliaciones dada por f : S — Fol(—e), donde §
es una variedad cox'nrleja. El conjunto singular de la familia F es el subespacio analftico
Sing(F) ¢ $ x €P? y definido por {f*N1 = 0}. Podemos entonces aplicar el Teorema
de integrabilidad de Frobenius ( véase [Ch] pag. 89 ), para obtener una cubierta {Ua}

"de (8§ x CP?) — Sing(£) y biholomorfismos #4 : Us — Sa X Va € S x €3, donde
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Sa ¥y Va son abiertos. Si(s.u)memm&c'.nmhl-fm Q‘dw
define & F en U,. Por otrs parte las funciones de transicién @o9 = ®4 o #5* son
" biholomorflsmos locales de § x C? que no dependen de 5. Poniendoen S xC xC Ia
topologia discreta en el primer y tercer factor y la topologia euclidiana en el segundo
obtenemos en (S x CP?) — Sing(FF) una estructura de uno variedad complejs formada
Ppor una unién no sumerable de componentes conexas. Llamaremos a estas componentes
conexas 1as hajas de la familia de foliaciones F. Observemos que cada una de estas
WM“MMQMNMW{C}XCP’CSXCP’
Podmomwhuw.{z.}m.hfouuwa En el
caso de una deformaciéa parametrisada por una variedad complaja usando los biho-
bwﬂm{..}-pdbhmﬂrmbmbn.qum.hddmiﬁnf
El siguiente Lema nos musstra que para una deformacidn infinitesimal de la foliacién
también es posible definir submersiones que determinen a la deformacién infinitesimal,
podemos decir que e un Teorema de Frobenius para deformaciones infinitesimales. -

2.8 LEMA. Para cada deformaciéa infinitesimal dada por 5 : L — T*CP3? de -
la foliacién F, existen aplicaciones holomorfas

Patt¥a: AXUs—+ AxXWeCcCOC-t

con funci de tr icié 3.’ + t;., y tales que las aplicaci hol ' {

{(Fap + t¥ap)*dsas}

determinan a la defo i6n infinitesimal dada por n .

Demostracién. Sean wa = ¢3dz,3 las 1-formas que definen a la foliacién F y
N las 1-formas que definen a la defo; i6n infinitesimal, dando lugar a aplicaciones
{wa + tna). Por otro lado para cada funcién holomorf- Ja en Ua la deformacién
infinitesimal también puede ser definida por (1 + tfa)(wa + tna) = wa + t(Na + I..w.).
el término fane no tiene ninguna coutribuc:én. Y si en particular t otra 1-fe
fla tal que fla — Na = fawa llegamos a:

2.9 OBSERVACION. Cualquier otra l-fonns Ffo tal que su restriccién en lu

hojas de F coinciden con las de la 1-forma ng define la mi ién infinit
n en U,.
Elegimos ahora una coleccién {£a} de ci t v les a la foliacién en

cada U, y definimos
JG(P) = ./“.(’, Ta »

donde cada 5(p) es una curva contenida en la hoja K(p) C (CP2? — Sing(F)) de F que
contiene a p y que une el punto £, N K(p) con p. Observemos que las integrales no
dependen de las curvas §(p) ya que sin perdida de generalidad pod p que
las intersecciones Us N K(p) son Superficies de Riemann limplemcnte conexas y las
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1-formas ne son holomorfas. Claramente JJ. coincide con ne restringida a las hojas
. de la foliacién, de donde

(Pap +tPap) dzas = wp + tS3dzgy

define a n en U,. Podemos entonces definir ¢¥a : Ua — C? como va(p) = (0,Va(r))
con ello tenemos que

battvg: AXUs - AXCI=C?0®C?-¢

es una aplicacién holomorfa. No es dificil ver que las correspondientes funciones de .

transicién ¢gp + t¥es preservan las foliaciones en A x Uy dadas por wa + t9e, lo que
termina la demostracién del Lema. ’

Utilisando lo anterior podemos ahora hablar de deformacién de holonomia para
deformaciones infinitesimnales de foliaciones. Primerament % | el epto de
holonomia para foliaciones.

Sea F una foliacién definida por submersiones §q = I3 0 ¢a : Ua — Wa < C,
se tiene entonces una coleccién de biholomorfismos locales de € dada por {$a © 85')-
Dada una curva § en alguna hoja de F, mostramos como asociarle una compasicién de
elementos en {#a © $51 = $ap).

Dados dos puntos p y ¢ en la hoja X de la foliacién F y una curva continua
& : [0,1] — KX satisfaciendo que §(0) = p y §(1) = q. Consideramos una particién
0 =t < t; <,...,< ¢t = 1 del intervalo [0,1] tal que tiene asociados elementos
de una cubierta {Up,...,U,_3} tal que 6([¢;,¢;41]) C U; para § = 0,...,r — 1. Podemos
ahora componer los elementos asociados en {$acézt = 3.‘} a la coleccién Up, ..., Ur—3
respetando el orden, con lo que obtenemos un biholomorfismo local de € que denotamos

por .
ks : $o(Uo) — $e—1(Ur—1)
hs(z) = [$r-1 ¢,-20...0 F31 0P 0l(s) -

2.10 DEFINICION. La coleccién de biholomorfismos locales de € generada por
composiciones de elementos de {hs}, con dominios de definicién los abiertos méximos

donde las composiciones tengan sentido, es llamado el pseudogrupo de holonomfa de 1a
foliacién F.
Muchas de las propiedades de las funci hg y por lo tanto del pseudogrupo

de holonomfa no dependen de las elecciones hechas en la construccfon, en particular hg
sélo depende de la clase homotopfa de § en la superficie de Riemann K. Una discusién
" amplia de esto puede hallarse en [H].

8i hacemos p — g en la hoja K y Ug = U,—; obtenemos :
2.11 DEFINICION. La representacién asociada

h : x3(K,p) — Bshol(C, $o(p)) »



& Ry
l&uzn)mhholononﬁd‘hw-Xmmtob.np. Andulvulze-hdul-
en @1{P) .

Dh:m(X,.p) ~C,
& o Dhg . <
huwhwslhuld.hw.xeﬂnmbm’.
Obsérvese que el concepto de holonomia puade definirse para foliaciones reales

de cualquier dimensién. Es desde ese punto de vista una generalizsacién de 1a aplicacién

d.pdmmmdcrdmﬂpmkbhuemdommwﬁ“.mw
ejemplo [GM-O) .

Cmmqiampbdnbmmbtpodmm.rel-imuhochoqu-
bien conocido.
2.12 LEMA. Ses una foliacién F tal que tiene una primera integral racionsl.
Entonces para toda hoja X y todo punto base P la correspondiente holonomfs
h : =y (K, p) — Bihol(C, do(»))
es trivial, esto ea Ay = Fdentidad para todo §5.

Demostracién. Basta observar que si 5 es una primera integral de la foliacién,
entonces ella misma puede tomarse como una submersién que define a F globalmente,

de donde las composiciones {3. o;‘ ‘} son -iempn ia identidad, con lo que el resultado
sigue. o

Extendemoa ahora loa anteri tos para el caso de familias de foliacio-
nes, obsérvese que utilisamos los términos furulh. y defor ién indistint nte.

Consideremos F una deformacién de la foliacién F PAT trizada por una va-
riedad compleja S o bien por el espacio analftico A, que por didad 4 t

también por S. Sea {Ja} una cubierta abierta de (S x CP3) — S:ng(ﬁ) con biho-
lomorﬂlmosn-ocindo..g:ﬁa-—-va.,csxc,nnz-ch —+ S xCesla

iilentidld en § y la proyeccién sobre la segunda coordenada de C, entonces las funciones

a=Ilo®,: 0. — 8 x W4 son submersiones que definen a 52 Sin pérdida de gene-
ralidad pod que cad un-. de esa submersiones tiene fibras conexas con lo
que utin bien deﬁnidu sus bt

¥ una familia de biholomorfismos
locales de S x € determinada pot {5,0.’ }.

Dada una curva § contenida en alguna hoja de  podemos asociarle un biholo-
morfismo local Hg de § x C andlogamente a como se hizo para la Definicién 2.9.

2.13 DEFINICION. La col ién de bihol fis locales de § x € generada
por composiciones de elementos de {H;}, con dominios de definicién los abiertos méxi-
mos donde las compasiciones tengan sentido, es llunudo el pseudogrupo de holonomfa
de 1a familia F.
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Procediendo como antes es féci] generalisar la Definicién 29 a :
2.14 DEFINICION. La representacién asociads ,

H : wy(X,p) — Bihol(S x C, 8o(p)) .
& Hg

l&lhmmhh’obuunhdchhﬂsxeonpuntobnnpeonmpoetonlnfunﬂh'.
A su derivada calculada en $o(p) »

DH : x4(X,p) — {(’:' :) lve € s€C°} c GL(n+1,C),
& — DH;
donde n es la dimensién de § y Id, e la matriz identidad, Ila llamaremos 1a holonomia
lineal de la hoja X con punto base p con respecto a la familia F.

Llegamos ahors al resultado principal del capftulo.

2.15 TEOREMA. Sea una foliacién F dada por w : L — T*CP? y una carts
abierta U de CP? tal que ahf F estd definida por una 1-forma wy. Sea § un laso
contenido en ¥ y ez una hoja XK de F, con holonomia asocisda hg = Identidad.
Entonces dada una deformacién infinitesimal n de F', definide como wy +tm en U, la
holonomia lineal de 1a hoja X con respecto a la familia F inducida por n toma la forma

pEg= (5 fm).

Demostracién. Sea {Ua)} una cubierta sbierta de U con sub x i
3.:0.—0W¢qmdeﬁnenlocdmenteuf'y* 1 de tr icié

;aﬁ(‘a’) =

283 + cqp, Podemon elegir c, g constantes en C pues by = Identidad. Como wa = wpg en

'« N Ug entonces, las funciones de transicién para I en esta cubierta son €ap = 1, por

:o que ﬁ deformacién esté descrita en U por una 1-forma n; con na = miy,. Comoen
a prueba del L

28 h ™mos
Ja(’) = /’: Na s

donde eata integral estf calculada usando curvas contenidas en las hojas de F. Entonces
3.. +tY¥a son submersiones que definen a la def ién infinitesi len Uy. Si tenemos
que Ua NUp # O, entc las funci de transicién (Id+ cap) + t¥ap satisfacen para
penUasNUpg que :

t Y. |

Falp) +¢ [ na = (14 + cap) + taplldo(p) +¢ [7 sl

= ($a(P) + capl + t] j, : np + Pap(Fa (@) »



¥ como $a(p) = $p(p) + cup
= %Py +elf np + r Fun@s]
usando que na = mlv, ¥ 75 = mnly, obtu_wma que
Fas@ap)) = [ na— [7
Con esto tenemos que las funciones de transiciéan son
ita+cj':‘q,1 +Cap -

Por ello la aplicacién de holonom{a a lo largo de § es :

vu=f':’-u-

so—oz+tj;(.)'n .

donde cada &(s) se obtiene mediante trasladar § a las hojas vecinas, uniendo adecua~
damente los puntos correspondientes en E,. Derivando con respecto a t esta expresién
para Ila holonomfa el resultado sigue. o

Como una primera aplicacién de este resultado podemos ahora estudiar el com-
portamiento de clases de homotopfa en las hojas de una foliacién bajo deformacién.

81 § es un laxo en alguna haoja K de la foliacién F y si su holonomfa h; os
la identidad, entonces en una vecindad de ese laso la foliacién p verse
fibrado trivial, con fibra una vecindad tubular de de § en K y base una seccién Ioc.l
transversal a la foliacién. En particular es posible trasladar § a las hojas vecinas de
K salvo homotopfa. Decimos entonces que § es un ciclo constante para la foliacién.
Mientras que si h; tiene como punto fijo aislado al correspondiente a la int i6n de
& con la transv i que § es un ciclo lfmite. Veamos qué pasa con

estos conceptos pm el caso de f-miliu de foliaciones.

Sea F, una foliacién y F = {Fe) una defor i6n parametrizada por el espacio
analftico §, donde F, corresponde al punto o en §. Tenemos ademds, una clase libre
de homotopfs & en una hoja de F,. Entonces dada una transversal local a F, en algin
punto de §, t mos iada la apli i6n de hol mia :

Hg : (S x C,(0,0)) — (S x C, (0,0))

Hg(t, s) = (¢, hslt, %)) -

Para cada punto (£, 2) en el conjunto analftico dado por Z = {(t,2z)/hs(t,2) = i‘} <
8 x C tenemos una clase libre de homotopfa 6(‘-3) en la correspondiente hoja de




2
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2.16 DE!‘INIOION. Decimos que ‘(r.', es obtenida a partir de seguir § bajo la

. defoemaciéa F. an:u—.Mm-Snym:n{(..-)|-e¢:}
tiene a (0,0) como punto aislado, entonces decimos que § es un ciclo limite para la
deformaciéa Fry hmltlplkldul de la interseccién en (0,0) es la multiplicidad del
elelo lfmite.

OunS“bmmMmocmyﬂ-mom
hfnmlh'uloednmtouﬁbwwm«hdo‘. Por otra parte sl § e
un ciclo lfmite para la deformacién FF, entonces la proyeccién canénica de S en S e
una aplicacién holomoefa finita ¥y la suma de las multiplicidades de las preimigenes de
algén punto s en una vecindad de o en §, es la multiplicidad del ciclo limite.

En particular, si § es C y § es un ciclo constante de F,, entonces tenemos

As(t,s) = s+ 9—“—‘- t+ :a;:" 2

hg(e, ) —s=1tg(t,s)

+ ...

para g una funcién holomorfa.

2.17 DEFINICION. 8i g(0,0) = 0 y t no divide a g entonces decimos que § es un
ciclo persistente bajo la deformacién F. De otra manera decimos que es no persistente.

2.18 LEMA. Sea F una deformacién uno dimensional de la foliacidn F, y §
un ciclo constante de F,. Si § es un ciclo persistante bajo la deformacién F ent
el ‘conjunto analftico Z es de codimensién uno y tiene una componente distinta de
{(o,s)|s € C}.

Demostracién. Es una aplicacién del Teorema de preparacién de Weilerstrass
(ver [G-H] pag. 8). Como la holonomia de § es la identidad, t que hg(t,s5) — 5 =
tg(t, s), desarrollando en serie de potencias tenemos que

hee,2) — = = tg(e,2) =t OmE + ;"’T";!- t+..)

por la hipotesis de que § es persistente. En particular, se tiene que g(¢, #) no es idénti-
camente nula en {(o0, s)|» € C}. Apli do el T\ de preparacién a g, tenemos que
9 = J1fa. para f1 ¥ f3 funciones holomorfas con fi no nula en una vecindad de (0,0) ¥

Ia(t,5) = 2% +ag_1(8)s% 2 + ...+ ao(t) , a;(0) =0,

para a;(t) funci hol rfas. Para ¢t # O la funcién f3 se anula en un nimero finito
de puntos, por lo que g también se anula, ¢l resultado sigue. . o

Si 1 es la deformacién infinitesimal asociada a F, de acuerdo al cdlculo del
Teorema 2.185, tenemos que la holonomfa de § es Hy = Id+t f5(o,s) 7 de donde tenemos

aue 8h
‘ (0.5) = -/5 (o.5) 7
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2.19 DEFINICION. El ciclo constante § es infinitesimalments persistente bajo
Ia deformacién hlnlt.hnnl n si (0,0) es un cero aislado de !‘(..,)q. como funcién de
=.
2.90 PROPOS!OION. Sea F una deformacién uno dlmioad de la foliacién
Fe ¥y & un ciclo constante de F,. ms-mmlnymd-
infinitesimalmente persistente para la deformacién infinitesimal asociada.
Demostraciéa. Usando la notacién previa tenemos que .

foomy? = B0 0) = 0(0.2)
Bltumhtm“pmqw(o.o)omemd-hdodof‘(..,)ndyl&oll
9(0,0) =0y ¢t no divide a g. a

La importancia de esta proposicién es que nos da un criterio infinitesimal para
‘determinar si un ciclo constante persiste bajo deformaciones. Estos resultados son en
cierto sentido similares a la f6rmula de Liouville que permite calcular ¢l determinante
de la matris de la diferencial de la aplicacién de Poincaré de un campo vectorial, en
términos Gnicamente de la divergencia del campo vectorial, sin conocer explfcitamente
el flujo, ver [M] pag. 41.

2.21 OBSERVACION. El Teorema 2.15 es cierto para foliaciones holomorfas
lde eomdlmenllén uno con singularidades en cualquier variedad compleja compacta, ver
GM-M].

2.22 OBSERVACION. Por otra parte un problema sumamente dificfl ¢ impor-
tante es estimar la multiplicidad de ciclos limites para ciertas deformaciones. En el
caso de foliaciones que provienen de campos vectoriales holomorfos en €2 hay algunos
resultados ver [I2] ¥y [V]. En particular nosotros generalizando ideas de Iliasenko en
[1}), hemos estudiamos la persistencia de ciclos en las hojas que proviene de las clases
de homotopfa dadas por los puntos de indeterminacién, ver [GM-M] seceién 4. Un
proyecto a futuro serd ampliar este estudio para otros tipos de lazos.




DEFORMACION DE FOLIACIONES CON PRIMERA INTEGRAL _

En el pre.ento capftulo se dard una caracterizacién de aquellas deformaciones
de foliaciones en CP? con primera integral que estén contenidas en el subespacio de las
foliaciones que tienen primera integral. El resultado que se expondré serd un criterio
infinitesimal. Supongamos que tenemos una deformacién, parametrisada por un espacio
uno dimensional, de la foliacién Fp que tiene una primera integral racional. 8i la
deformacién estf dada por una familia de foliaciones con primera integral, entonces de
acuerdo al Lema 2.12 , todas las holonomSfas deben ser la aplicacién identidad. Por esto
dltimo deberemos esperar que la derivada de 1a holonomfa con respecto a la deformacién
sea igual a la identidad, esto por el Teorema 2.15 significa que f5n = 0 donde n es la
deformacién inﬂnltelima.l asociads y § es cualquier lazo contenido en las hojas de F,.
Con ello tenemos una motivacién para nuestro teorema principal.

3.1 TEOREMA. Sea —e <0y F, en FI(—2¢) una folincién en CP? holomorfa
con singularidades que tiene una primera integral racional genérica de grado ey n en

Tr, Fol(—2¢) una def infinitesimal de F, . Entonces [; 7 = O para todo laso
contenido en las hojas de F, si y sélo si  es un vector tangente a FI(—2e¢).

Antes de iniciar la demo-tru:nén del Teorema es conveniente h algunas
observaciones :

3.2 OBSERVACION. Nuestro Teorema 3.1 es una generalizacién del siguiente
Teorema de J. lliasenko : Sea F una foliacién en €C? dada por la 1-forma w = dR,
donde R es un polinomio con de grado n con n? puntos criticos y con valores criticos
distintos . Si 5 es una 1-forma polinomial de grado n — 1 tal que f5n = O para todo
lazo cerrado & contenido en las hojas de F, ent n es una 1-forma exacta. Ver [I1].
Nét que que las hipStesis de tnb\iu con una foliacién con primera integral y
“genericidad” son andlogas la conclusién es distinta ya que hemos sustituido “la exati-
tud de ” , por la condicién de que “y sea tangente al espacio de primeras integrales™.
Esto tiene sus rdices en el hecho de los espacios Fol(—2¢) y FI(—2e¢) son variedades que
no son H toriales, ho que sf sucede para el caso de foliaciones polinomiales
(l-fonnu polinomiales) y foliaciones con primera integral polinomial (1-formas polino-
miales exactas) en €3. Por otra parte podrfa hablarse de extensiones del Teorema de
DNiasenko para “foliaciones no polinomiales”, la dificultad aqui es que no es claro cé6mo




emulrfmﬂh-dofoﬂubn- EaMcmd.CP’h-ﬁmﬂh. Fol(—e) estén
bien definidas y agrupan a todas las foliaciones en CP? (esto es una consecuencis de Ila
eompuldnddot?’).podmdoehqudwa.l esté enunciado en su méxima
generalidad posible .

Dmuumaumwwma.x.nmqmmm!
una deformacién 1-dimensional parametrisada por 8 = (8,0), de F, cuya deformaciéa
infinitesimal asociada es 5 es tangente a F'7(—32¢). Calculamos la holonomia asociada a
1a familia F, como foliacién de codimenaiba dos en 8 x CP3. Entonces por el Teorema
.u..m«-ummwwauwat.bmoam
laso § contenida en alguna haoja de la foliacién F, estf dada por una matris de la forma

G 5n-

Comonummunfl(—ze).eum'—{Fg}puod.ehdnod.tdfotmsqu.
todos sus elementos estén en FJ(—2¢), de donde por el Lema 2.12 la holonomia de

foliacién F; es igual a la identidad. Con lo que f5n = 0, para todo laso § contenido en
las haojas de Ila foliacién. o

La dcmo-tmidn de la parte “sélo si” es miés elaborada. Para ella necesi-
tamos saber en qué puntos la inclusién I : G(P(e),C?) — Fol(—~2¢) es un encaje.

Empesaremos por describir los t tangentes a la imagen de G(P(¢), C?) bajo I.

3.3 LEMA. Todo vector tmgente a FI (—2e) en el punto dado por la foliacién
Fo dada por la funcién ional 5 P repr como una 1-forma racional del
tipo: :

aBr+Srad .

donde R,S son polinonuo- homogéneos de grado e.
Demostracién. Dados (P, Q) ¥y (R,S) dos puntos en G(P(¢), C’), entonces

d ] iderar la familia de aplicaciones racionales G—:‘;—:—g. para ¢ en los nimeros

eomplejo.. como una curva en el espacio de aplicaci T les_de grado ¢. Vamos
a calcular el vector tangente iado al ti ¢t = 0, en el e-pu:io T’-.Fol(-—ze).
para ello pri: consid la familia de l-formu iadas y d hasta
pri orden pecto a t, haciendo t? = 0. Entonces

d(P + m) (Q +tS)d(P + tR) — (P + tR)d(Q + tS)
Q +1tS (@ +tS)3

¥y recordando que {P, @} = QdP — PdQ tenemos:
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Q* + QS *
Maﬂ&ommdhmuww-#[l—mi)mbmh
expresién anterior se transforma en .
- B2 S+ mn-Fwran mawr-o),

podemos ahaora tomar la derivada en ¢t = 0 con o que se obtiene la 1-forma

P+tR R -] P 2s, . P
G50 = 4G + (Fd(F) — (FWG) -
Finalmente observemos que el ditimo término es cero a 10 largo de las hojas de

Fo, utilisando la Observacién 2.0 ocbtenemos el resultado deseado. [}

3.4 OBSERVACION. De acuerdo a la Proposicién 1.2 las 1-formas del tipo
anterior pueaden expresarse como 1i-formas polinomisles {R,Q} + {P,S} en alguna
carta afin. Estas 1-formas representan el vector O en Ty, Fol(—2¢) dado por la foliacién
que tiene como primer integral a 5 sl y sélo si se satisface que:

{R.Q} +{P,S} = A\{(£,Q) para A en C. ' )
3.5 LEMA. Si § y § son primeras integrales genéricas, entonces {P,Q} =
A{R,S) paraslgin AenC’siysSlosi R=aP +8Qy S = yP+6Q con a,f,7,5 en
C, con ab — v # 0. :

Demostracién. Para la parte “si® basta calcular

de hecho no es necesaria aquf la hipétesis de que las primeraa integrales sean genéricas.
- Recfprocamente, si sup que {P,Q} = A{R, S} entonces esto implica

34Fy =~ asPa(®
Q(G) =A%)
utili do la hip6tesi

de que las primeras integrales son genéricas podemos concluir
que las foliaciones asociadas a 5 Y § tienen las mismas hojas como fibras irreducibles
¥y reducibles reapectivamente, en particular son la misma foliacién F en Fol(—2e).
Tomamos T = CP! una recta proyectiva en CP? que no pase por las singularidades
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de la foliacién F asociada a §. Restringimos las aplicaciones racionales a T, con lo
ue obtenemos dos funciones que por abuso de notacién denctaznos por
:T_—OCP‘y’:T—oCP‘,ob.cmqueonoh-.pueumm-oadc

grado ¢ estas funciones de T en CP! son ¢ a 1. Sea 7¢ C T la interseccién de T con las
hojas irreducibles de F, que son las fibras irreducibles de §, entonces

(3 oG (GHr)ccpt ~crt,

‘“ bhn’delnldn. es holomorfa y usivaluada. Como
T’ = CP? — { conjunto discreto de puntos } ,

dwd.mcoqimwemmh-lum&h-ﬁbmndulbl-dcqum-
discreto por Ia hipétesis de que s es genérica. Entonces la funcién (’)0(5)‘l tiene una
extensién holomorfa y univaluads cuyo dominio es todo CP1. Con lo que (§) o (§)7? :
CP! — CP! estf bien definida y es una transformacién de M8bius, lo cual concluye
Ia demostracién. o

3.6 COROLARIO. La inclusiéa I : G(P(¢), C?) — Fol(—2¢) es uno a uno sobre
su imagen cuando se restringe a las aplicaciones racionales genéricas. o

Podemos ahora calcular la diferencial de I, con ello tenemos:

3.7 PROPOSICION. La inclusién I : G(P(e),C3) — Fol(—2¢) es un encaje
reatringida a las aplicaci raci los genéri

Demostracién. Sea 5 unes aplicacién racional genérica, tomamos una base de
P(e) dada por, P,Q,Ry,..., R, tal que todas las aplicaci & v B son genéricas.
Entonces dado (x5, ..., T5,¥1,---,¥s) en €3? la aplicacién .o

¥ : C* — G(P(e),C3)
dada por -

w(zlv ceey Tgs Yl yoees y.) = (P + R + e + z.RnQ + ”IRI + e + U-Rn)

forma una carta coordenada local para G(P(e), C?) con ¥(0) = (P, Q). Podemos ahora
considerar las curvas coordenadas dadas por:

g = (P + zR;, Q)



’j"’(’-Q"’"’Rj)
con s, 5 = 1,....8. A
Componiendo estas curvas con J obtenemos curvas ©, para k = §,j5, cuya
imagen estd en el espacio Fol(—2¢) y pasan por el punto dado por (P, Q). Para mostrar
que I es un encaje mostraremos que los vectores tangentes a las curvas O, en el tiempo
mmﬂw@ifmuwmwlwnnhwmu.

Primera parte: Los vectores ©} son no nulos. Estos vectores se calculan utili-
sando el Lema 3.3 como sigue:

alt ok, - R4 (R.Q)

Lo cual, por la Observacién 3.4 se representa en ¢l plano tangente Ty, Fol(—2¢)
como {R;,Q). chotnn-entonc-mqm

- {Ri. Q) # AP, Q)
para A en C.
Primer caso: A = 0 . Esto implica que Q’d(%) = {Ryg, } = 0, lo cual no
puede ser pues % no es una funcién constante. )
Segundo caso: A # 0. Entonces pod ' sup que A = 2)/

{R;,Q)} = —2)'{P,Q}
lo cual, utilisando la bilinealidad de { , } es equivalente a:

(R; + ¥P,Q) = —XN'{P,Q} .

de donde nos dice, por el Lema 8 5 que (R; + A'P,Q) ¥y (P, Q) representan el mismo
punto en la g de racionales. Pero esto es imposible por la
construccién de la carta coordenada ¥, con lo que el vector {R;, @} es no nulo en el
espacio tangente; la demostracién es anéloga para las curvas de la forma

yy — (P.Q +y; Ry) -

Segund. pme. Mo-truno- que toda combinacién lineal de los vectores @ igual
a cero ti todos los coeficientes iguales a cero.

Sea una combinacién lineal
¢I{Rl‘ Q} + e + G.{R., Q} + bl{P, Rl} + e + b.{P. R‘}




-(2.‘&,0}+{P.2.3&}-A(P.°) .
Primer caso: A = 0. Esto por el Lema 3.5 implica

SaR=aP+A KR

Q=AP+EI_NR;

pero ¢l segundo renglén no se satisface por ser Q, P, Ry, ..., Ry una base. De donde Ia
Gnica posibilidad para que la igualdad sea cierta es que a; = b; =0, para todo s ¥ J.

Segundo caso: A 3 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer qus A = 2X’,
con lo que tenemos: :

. &R, Q) + (P, 6,R) = 2N{P, Q).
que es equivalente a: ’ -
{3 &R + X'P,Q) = —{P, 38R + 2'Q) .

Usando el Leme. 3.5 ¥ el hecho de que Q, P, R;, ..., R, ¢s una base da P(e¢) y @
es una carta coordenada para la grassmanniana, se puede ver que lo anterior sélo es
posible si a; = b; = O para todos,5. Lo cual termina la demostracién de la proposicién.O

Regresamos ahora & la demostracién del Teorema 3.1. Recordemos que Fp es
una foliacién fija con primera integral racional 5 genérica. Observemos que dado un
vector tangente w = A(z, w)ds+ B(x,w)dw en Ty, Fol(—2e¢) (representado como una 1-
forma polinomial de acuerdo al la Proposicién 1.2 y el Corolario 2.6), estamos aceptando
que tiene polo en la recta al infinito de alguna carta afin €2 de coordenadas (=, w).
Podemos pues multiplicar la 1-forma por @32 y entonces su polo estar& localisado en
la superficie de Riemann {Q = 0}. Esto corresponde a cambiar la carta que trivialisa
al has L usando en ves de la carta afin C? la que tiene como dominio cpP® — {@ = 0}.
En todo lo que sigue representaremos los vectores en Ty, Fol(—2¢) vistos con el polo
en la superficie de Riemann {@Q = 0} esto es,

Ty, Fol(—2¢) =

{g’- = Al w)d:%’a(x, w)dwl w en la Proposicion 1.2 , modulo({P,Q} = 0)}.

El plan para la demostracién de la parte “sélo si” del Teorema 3.1 es como
sigue.

e



Definimos dos subespacios vectoriales del Ty, Fol(—2¢),

Wie) = {——’lf‘ =0 para todo lazo & contenido en las hojas de Fo} ., -

V(O = (S3igy = UG + (§IUF) . R.S e PN}

No es dificil mostrar que ambas conjuntos son subespacios vectoriales del es-
p-cb Ty, Fol(—3¢). Por otra parte debemos observar que V' (¢) corresponde al espacio
FI(—?C) por el Lema 3.3. Para demostrar el Teorema 3.1 tenemos que llegar a que
‘) = V(e). La parte “si® del Toorema 3.1 nos muestra que V (¢) e un subespacio
vectorial de W (e). Para mostrar la igualdad de V(¢) y W (e) construimos una funcién
lineal ® : W(e) — Ad(e), para AM(e) cierto espacio vectorial de dimensién finita sobre
C, mostramos que #(V(¢)) = ®(W(e)) ¥y que por otra parte el niicleo de ® es igual &
cero, de donde V' (e) = W(e).
Para construir ® consideremos primero una recta proyectiva complqj. T en
CP? que esté en posicién general con respecto a la foliu:ién Fy; en particular, no
pasa por las singularidades de la foliacién. Dado p en CP? — S:M(Fo). sea K(p)
la hoja de la foliacién F, que contiene a p. X(p) es una superficie de Riemann no
compacta que se obtiene de remover los puntos de Sing(F,) en la superficie de Riemann
compacta {uP — AQ = 0}. La interseccién K(p) N T consta de ¢ puntos (contados con
sus multiplicidades), los cuales denotamos por {p;,...p¢}. Dado n en W(e) entonces
®(n) = Fy es una aplicacién con valores en los nimeros complejos dada como sigue:

Fa) =3 [7n . p € CP? — Sing(Fa),

donde cada [& n es la integral de lfnea calculada usando una curva contenida en la
superficie de Riemann X (p) que une p con p;. C una ia de la hipétesis
Js 7 = O tenemos que:, :

3.8 LEMA. Cada Fy es una funcién holomorfa univaluada de CcP? — {Q =0}
en CPL.

Demostracién. Se usa que n es una l-forma holomorfn. exceptoen {Q =0}y la
definicién de F,,.

3.9 OBSERVACION. El nicleo de ® cs igual a cero esto es, Fy = 0 si y sélo si
7 = O a lo largo de las hojas de la foliacién F,. En efecto, usando la definicién de F.,
mediante integrales y eligiendo adecuadamente la recta proyectiva T tenemos que si n
no es cero existe al menos un punto p en CP3? — Sing(Fp) tal que. 3 ffi n # 0.

Los siguientes lemas describirén algebraicamente las aplicaciones Fy.
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S.10 LEMA. Las aplicaciones F, tienen un polo d34ddfen > !am
de Riemann {Q = 0}. * e <is 42N TECA
Demostracién. Para calcular el orden del polo, bastard hacerio localmente. Sea
U una vecindad de algtn puntogen {Q =0} NT y ¢ : U — C? una carta coordenada
tal que trivialisa a la folinciéa con w(g) = (0,0) y ™ H{w =0)) = (@ =0}NVU,
© ({5 = 0}) = T NU. Por otra parte, tenemas que 7 cumple que P.7n tiene la forma

A(s, w)ds : ’g(s. w)dw

con A y B funciones holomorfas. Entonces para puntos p en U, podemos comvenir gque
1 estd dado por X (p) NT NU. Calculamos entonces el polo correspondiente al primer
sumando de:

w(s)
Fy(p) = E.:lp(m o,
usando una trayectoria que una ©(p) con (p;) contenida en U. El clculo del orden del
polo para los otros puntos w(p;) es anilogo usando colecciones de cartas coordenadas
que cubran las trayectorias que unen los puntos p con p;.

Si w(p) = (%0,wp) entonces podemos hacer que p tiends a {@ = 0} mediante
la familia de puntos (ap,¢) cuando ¢ tiende a cero. Sea una familia de trayectorias
ae : [0,1] — €2 dadas por: ac(t) = ((1 — £)20,¢) que une los puntos w(p) dados por
(20, €) con los correspondientes puntos ©(p;1) = (0, €). Entonces

wir) _ (s0,¢) A(=, w)ds + B(s,w)dw
(0 Jotp) ¥ -“-‘-‘6/(o,¢) T

que al calcularse con las trayectorias a.(t) nos da:

1 A((1 —¢ ,€)dt
= lim ' A0 = Y008

= tim 5 [ A — 50,0,

¥y como A es holomorfa concluimos que Fy tiene un polo de orden dos en {w =0}. O
3.11 LEMA. Las funciones Fy ti puntos de indeterminacién en
{@=0}n{P =0}.
Demostracién. De doalad ipcién local de los puntos de indetermi-

nacién para aplicaci jonales, bastarsé mostrar que alrededor de p € {Q = O)}N
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{P = 0}, la aplicaciéa Fy, toma todos los valores ds CP!. Dado p tomamos coor-
denadas locales (s,w) en CP® con p correspondiendo a (0,0), cada pendiente ¥ en
C P! tiene asignada de manera natural una haja en la follaciéa F,, lamémosla X (z, w).
Obeervemos que p puede pensarse como un punto en cads haoja K(s, w).

Definimos ahora fg : CP! — CP! tal que fy(s,w) = Fy(p) donde Fo(p)
esté calculads usando la hoja K(s,w). Como fy es holomoefa y para g ¥ 0, fq e
noeonn-m.ullmnquhlmnmd.I.-todoCP‘.eonloqunn.oe-ﬂun-ahF.
tiene como punto de indeterminaciéa a p. (=]

Con todo lo anterior se tiene:

3.12 COROLARIO. Las aplicaciones Fy son aplicaciones ionales de grad
2e. o

Mas adn:

3.13 LEMA. Las funciones Fy pueden escribirse como 593',& para Ry S
polinomios homogénens de grado ¢. i

Demostracién. Como las aplicaciones Fy son racionales deben de tener una
expresién de la forma *.mM.N polinomiocs homogéneos de grado 2¢. Por el Lema
3.10, sabemos que podemos tomar N = @2 y por el Lema 3.11, tenemos que M debe
de anularse en los puntos de {@ = 0} N {P = 0}. Aplicando el Teorema “AF + BG” de
Noether ( ver por ejemplo {G-H]|, pag. 703), M debe eacribirse como PQ + SP, para
R, S$ polinomios homogéneos de grado e. a

Con esto podemos tomar como codominio de la aplicacién &:

M(e) = { IR, S € P(e)).

RQ + SP
Q?
Claramente M(e) es un espacio vectorial de dimensién finita sobre C y & es
una funcién lineal.

3.15 LEMA. La dimensién de Ia imagen de #(W (¢)) es menor o igual a ¢3-+3e—32.

Demostracién. Primeramente acotamos la dimensién de Af(e). Para ello, sea
I C O la gavilla de ideales determinada por {Q = 0} N {P = 0}, donde O es la gavilla
de funciones holomorfas de CP3. 8i O(e) es la gavilla de secciones locales del has de
lineas con clase de Chern e, ent t una i6n exacta:

0 — O(0) — O(e) ® O(e)— I(2¢) — O,
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donde I(2¢) = I®0O(3¢) ¥ las funciones es esta sucesién estan dadas por
' P> pP®—pQ p€O(0)

EDY— QE+PY £, ¢ € O(e),

-dondo P y Q son considerados como secciones globales de O(¢). Ver por gjemplo [G-H]
pags. 608 y 703. Esto induce la siguiente sucesién exacta en

0 — HO(CP?,0(0)) — HO(CP?, O(¢)) ® HO(CP?,0(¢))
— HO(CP32,1(2¢)) — O

ya que H}(CP?,0(¢)) = O para todo némero entero positivo e, ver [G-Hj pag- 708.

El espacio HO(CP?, I(2¢)) son las secciones globales del ideal determinado por
{Q@ = 0} N {£ = 0). De lo anterior concluimos que:

dim(M(e)) < dimHO(CP3, I(2¢))
= 3dimH%(CP?,0(c)) — dimH®(CP?,0(0))

e+ 3e+3
2

Ahora observemos que si  # 0, entonces por la forma en que se definié F,
do integrales, Fy no puede ser tante a lo largo de las hojas de la foliacién. Por
esto funciones de la forma : 0(5)’ + 8(%) + ¢ no pued bt > funci

Fy, esto es no eatén en la imagen ®(W(e)). Como esta familia de funciones tiene tres
parimetros a, b, ¢ tenemos que :

= 2( )—1=e+3ec+1.

dim®(W(e)) < dim(M(e)) — 3 < e? 4+ Se — 2.

3.16 COROLARIO. Si la primera integral 5 es genérica entonces:

&(V (c)) = #(W(e)).

Demostracién. Basta observar que por la Proposicién 3.7, si 5 es genérica
entonces la dimensién de la variedad grassmaniana de primeras integrales es igual a la
dimensién de V(e) y la dimensién de esta grassmaniana es ¢? + Se — 2. o



rhd.hAwd.hm “g6lo #i® del Teorema 3.1. Como V(e) C
W(e), tienen la misma imagen bajo ® y ademis el néclec de @ es igual a cero, se
comcluye que V(¢) = W (¢) lo cual demuestra el Toorema 3.1 . o

3.17 OBSERVACION. El Teorema 3.1 es cierto en cualquier espacio CP* y la
prusba es esencialmente ls misma (no publicads). Un proyecto futuro serd extender
ol Teocrema 3.1 para otros tipos de variedades complejas, por qjemplo para variedades
prayectivas sin singularidades. Una dificuitad adicional es que en este caso al deformar
ia foliaciéa puede suceder que tambida se deforme la variedad (en el sentido de defor-
macién de variedades complejas). Esto ditimo no sucede en nuestro caso pues CP™
solo tiens una estructura compiqja.

3.18 OBSERVACION. Un resultado interesante que es consecuencia del Teorema
3.1 en CP*™ para n > 3, es que las foliaciones con primera integral que son pinceles de
Lefischets forman componentes irreducibles en los espacios de follaciones correspondien-
tes. Esto intuitivamnente significa que todo pincel de Lefachetz en CP™ paran > 8,
tiene cerca de si sélo pinceles de Lefachets, en particular los pinceles de Lefachets son
estructuralinente estables como foliaciones si n > S. Este resultado ha sido probado
usando otras técnicas por X. Gémes-Mont y A. Lins-Neto en (GM-LN].
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