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1. 

INTRODUCCION 

Uno de b proble- clúico9 de Si8temaa Din6mlc- - el e.tacllo del compor­
tamiento de cicl- lfmltm para -uaciow dlferencialel. ~- Di-ko d-ll6 --ie 
de tKnic- para -tudiar el comportamiento de clcl- Umlt• en -uaclanem dlf'erenclal-
comp~- en cs. ver (11). . 

Motivados por m trab.,Jo. nc.otrom p-ntama. ahora UD& -teiwi6n de aua 
t6cnic- para el ca.o mú aen:eral de clcb lhnit- de foliaciones holomorr- con •Uasu­
larldad• en variedades compltlJ-. particularmente en cps. 

Una foliación holomorfa con •in&Ularid~ en cpS. - UD& descomposición del 
plano pro)'eetlvo (excepto en UD aubcol\iUDto anaHtico. llamado el con.junto •insular 
de la foliacl6n). en •upertlcl- de RiellD&DD d~UDt- entre •( y tal que •&ti8face una 
condición de trivialldsd local; que para todo punto en el plano pro)'ecti-vo que no 
-H. en el con.junto •ln&ular existe UD biholoDJOrflsmo local a un abierto de es tal que 
hace corresponder la descomposición con aquella en es inducida por une- horisontal-. 
A las •uperBci- de RiellD&nn las llam&IDOS 1- hojas de la foliación. 1!4iempl011 naturalee 
de tal- objet- pueden obtenerse a partir de tollD&r laa curvas intep-al- de cunpa11 
vectorial• ó bien considerando 1- tlbr- 4e aplicacion• racional• en cpS. 

En el cap(tulo I el prillDer problellD& que atacamos es el de cl .. illcar 1- foliaclón­
holomorr- con •inaularidades en cpS. Podemos decir de llD&llera muy iruor1Dal que 
para nosotra11 dos foliaci6nes •on di•tint- •i 1- d•composiciones asociadaa •on dis­
tintaa contando laa hojaa con multlipicidade• (en el sentido de Geometr(a Algebraica¡. 
aún si las descomposiciones aaociadaa ditleren por un autollDOrftamo compl<üo de CP • 
El prillDer hecho a que llegamos es que l .. foliaciones holomorfaa con singularidad• 
for1Dan de manera n1JLtural f&llDili .. holomorr- Fol( -e) que están claaificadaa por un 
invariante discreto dado por una claae de Chern -e < O y que cada una de estas fa­
llDiliaa - UD espacio pl'07ectivo complejo. En -te caao el invariante discreto -e mide 
la complejidad de l .. foliaciones an"1ogamente a collDO sucede con el grado para ob­
jeto. alaebraicos. esto es. mientr- mú arande - la clase de Chern. laa hojas de 1-
follaciónes correspondientes tienen aen~icamente topolog(a mú complicada 7 por otra 
parte el ndmero de sinaularidades de la foliaci6n crece o bien se hacen mú degenerad... 
A manera de egemplo de foliaciones hacemos UD pequeño estudio de aquell- foliaciones 
que están construid .. a partir de aplicacion• racionales. Todo ello es el contenido del 
cap(tulo l. 

En la primera parte del cap(tulo ll conociendo las familias Fol( -e) resulta 
b .. tante sencillo hablar de teor(& de deformación de foliaciones holo1DOrfaa con singu-
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laridade., :ra q- para del'- ana follaci6a butar' con conala.rar ana apllcaci6D · 
hol~a de als4D -pacio aaalitico al -pacio ele follacionem c.waeepemellenU.. Un 
c- pu-tlculanaente lmpor&aate ele defonuaci6D de follaclon- - cuuuto 1161o cont­
- con inf'-i6n a pr1- orden rempecto a la clcf-16n ele la follaci6n, en cu70 
c- cn- que te- - clcformaci6a intlni'-ianal ele la foBaci6n, eno - '-­
- •impie-te - yector taaaente a alsUD& familia .Fol(-c). Me.u- que adn 
en _t, •ituaci6n ~ hablar cle - ramilla ele follaclon- ., - particular P.Ocl­
- COD8truir mub_.ioD_ que c1etluan a la familia, - clecir, ~ - teorema de 
~beniu. intlni'-imal· 

Con el tln ele mdencler el concepto ele aplleaci6n ele primer aetorao cle Poinc&Ñ a 
foliacion- introclucbna9 la holonomfa ele la foliaci6n. Dado - 1-cerrado en una hqja 
podem.o. tomar UD& U__.. local & la foliaci6n por alc6n paato clel laso -, -.Uir 
1- hoJ- ele la foliaci6n a lo la.aso ele una vecindad c1el laso, con ello obtenemo8 una 
aplicaci6n ele la tran8vea8al en Id m18ma que D09 mide qu6 tan dl8Unta - la foliaci6n de 
un tlbrado trivial en la "Yeeindacl del laso. En particular •i la aplic:aei6n - la identidad 
la foliaci6n - - &braclo trivial con tlbra una vecindacl tubular del 1- en la hoja 
que lo contiene -, b- la t-al local a la follaci6n. En c- contrario elec1-
que el 1- - un ciclo limite para la foliaci6n. Si ten- -a clcformacion de una 
foliaci6n que _t, parametrimada por C entone- podellll08 COD8iderar que tencm- UD& 

foliaci6n de codimeD8i6n el- en C x CPª, tomando la -i6n de toel- 1- foliacion­
en la deformaci6n (penmando la delonnaci6n como una familia ele foliacionem). Una 
pequeña tr&D8Vermal a un laso en alauna hoja - puede extender a una tr&D8venal a la 
foliaci6n de codimeD8i6n el-. Emto n- permite hablar de holonomfa para deformaci6n 
de foliacion-. El re11ultado principal del capítulo (Teorema 2.1&). - una f'6nnula 
que n- pennite hallar la derivada de la holonomía en el C880 de una deformaei6n 
intlnitemimal, e8tO -• mio teniendo inf'onnaci6n a prbner orden de la deformaei6n. 
Como una aplicaci6n de -to tenCDI08 criterios bajo ¡.,. cual- un laso cuya bolonomfa 
- la identidad penimte bajo una def'ormacíon, esto -. que existe una f'amilia continua 
de las08 en 1- boj ... de 1- foliacion- cercanaa bajo la deformaci6n de tal f'orma que 
den orisen al laso orisinal. &ta - la mesunda parte del capítulo D. 

Un caso particularmente simple de f'oliacionea son aquell.,. que est'-n descrit ... 
por ¡.,. &br ... de alsun& aplicaci6n racional en cuyo caso decimos que la Coliaci6n tiene 
una primera intesral. Un c'1c:ulo •encillo n.,. muestra que 1 ... Coliacionem con primera 
intepal f'onnan, re11trinsidas a cierta condici6n de genericidad, 11ubvariedade8 de 1 ... 
l ... f'amlli- .Fol(-e). En el CB.80 de que una Coliaci6n admita una prim~ra integral 
- bien conocido que tod ... J... bolonom(.,. de lazoe en sus boj.,. son la identidad. El 
teorema principal del capltulo m (Teorema 3.1), n.,. muestra que: una deformaci6n 
intlnitemimal de una f'oliaci6n con primera intesral - tal que •u bolonomla intlnitemimal 
- la identidad para todo luo contenido en las boj.,. de la Coliaei6n, si y s61o •i la 
def'ormaci6n in&nit-imal &80Ciada - un vector tangente a la subvariedad de f'oliacione8 
con primera intesral gen&ica. Donde genérica signi&ca que 1 ... boj- genéric ... de la 
foliaci6n 8e&D irreducibl-. &te teorema noe da pues una caracterizaci6n intlnitesimal 
ele aquellas deformaciones que tienen primer ... integralem. La prueba de este teorema 



•• 
CAPITULO 1 

FAMILIAS DE FOLIACIONES 

En e.te primer cap(tulo H da - resumen meve ele roliaci~ en epa. Nuestro 
primer o'bjetlYO -'-parametrisar 1aa fotiacion- - CPª en famili- que tienen asociado 
ele manera natural - invariante diacreto dado por una el- ele Ohern. 

Conaicleremcm L - has de lme- 110bre epa con el- de Chern e -, homonxw­
tlamoe hololDOd'oe w :· L-+ r•cpa, donde r•cp2 - el has cotansente ele CPª• con 

·w(p): Lp-+ 7'pCP2 la fu.ncl6n lineal ...,ciada en pe CP2 • D-mu- que d- ho­
DlOr&.- holozaorf'- w.w' ele L - r•cp2 aon equivalentca al exiate ~en e• tal que 
w = ~. con -to -tablee~: 

1.1 DEFINICION. Una fo1laci6n holomorfa F en CP2 con •inaularidadea - una 
el- de equivalencia ele homomortlamoa holomorfo. w : L -+ r•cp2 tal que w no .ea 
ldEnticamente nula. El conjunto analltico dado por Sting(F) = {p E CP2 (w(p) =O} -
llamado el con.Junto •insular de F. En cp2 - Sing(F) el núcleo de w - 1-dbnenaional 
7 de'-lna -a diatrlbucl6n intesrable, cuyaa variedad- intesral- 110n auperftcie• ele 
Riemann. y 1- llama:remoa laa boj- ele F. 

Para mlQ'orea detallea 110bre la deftnici6n ver (GM-M) ,(GM-0) • 
Aplicando ahora el teorema ele Cartan-Serre que garantiza la Bnitud de grupoa 

de cohomolog(a de una gavilla coherente en una variedad compacta (ver (G-H) p'-g.152), 
a la gavilla de aeecion~ del haz Harn(L,T•CP2 ) ae concluye que el conjunto: 

E(L) = H°(CP2 ,Horn(L,T•cpª)) = {w: L-+ r•cp2 (hornarnorfiama laolartaar/a} 

ea un C eapacio vectorial de dimenai6n Bnita. Para ello recordemoa que H arn(L, r•cP2) 
- una gavilla coherente ya que para todo p e CP2 exiate una vecindad U de p y un 
número Bnito ele aeccionea localea ""Oo···•""• de Hana(L,T•cP2 ) aobre U talea que 
generan a la gavilla como módulo aobre lu runcionea holomorfaa de U y lu relacionea 
entre eae conjunto de generadores aon a su vez Bnitamente generadu sobre U• ver (G-H) 
pag. 898. 

El eapacio de foliacionea holomorfu con singularidadea en CP2 con haz cotan­
gente L,; que denotamoa por Fol(CP2 ,L) ea el espacio proyectivo sobre E(L). 

. ' 
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e- ._ .._ ele u-.. 90bft epa -"- clulllcadae mad41o · equhalmu:la 

analft.lca poi' - e'- ele Ohem c(Z.) E Z ,_ B11(ePª.Z) - s-- ~ID (0-BJ paa. 
144. -'-- ... &mm.a Jl'ol(e.PS.Z.) - c1MilradM •lmp'-nt.e par - clw ele 
Chena -Mda c(Z.). 
· Zll t.odo ..- t.ra~ - Ja·~_....__ a.. Z.(-•) el laaa ele 
1fn- mobN epS - c1- ele CMnl -e < 0. 0- mqaf -61o ~- folladon• 
- erª. abnYS- Jl'ol(erª • .r.<-•» mmpm.-te por .ro1<-•>· 

»-ahcwa - demcrlpcl6a m'9 ezpUclta ele --- famlliu ele fo11ac1-. 
1.2 PROPOBICION. a).- Zxlne uaa con..-deaeia - a uno ent.N apUcu:• 

w w - .S(Z.(-•)) 7 1-1- po11D-'•1- - - cut.a a11a. eª .a. epa e-~ 
Dad-. (•1.wa). ele 1ar-w.., w•-1 +w•-s+ .-+wv t.al c¡-cadaw¡ •-1-f-­
pollnomlal ~ele arado; 7 el~ ele pado •uperiar - ulula- el campo 
radial: 

a 11 
w.-1(•1a.,

1 
+-aBws) =O. 

b).- Jl'ol(-•) •un •paclo p_,ect.ho compWo de ~i6n e11 - 2. 
De-t.raci6n. Primero •t.u.U-c6mo- t.rand'on:aa -a 1-forma pollnomlal 

b~o UD cambio ele coorden..a.. homas&e- - CPª. 
S.- Uo.U1 p1-c. ablert.09 .a..- - CP11 con coord.enad- (•1.-a).(•1.ws) 

respect.n-nt.e 7 con funcl6n de t.ransici6n •• para •1 ~ O dada como: · 

•<•1.•a) = (..!. • .q) = (u.o1,U12)· 
•1 •1 

Sea w una 1-fonna poUnomlal - V1 de arado menor o iaual a e - 1. dada 
como w = ::E:f_1~;;;;&ca,i¡clu.o, con oa¡ polinomia. homog6n- de arado; en 1- variabl• 
w1.wa. Calculando: 

·•-1 el• cr.a 
= ~((-•1j(1,-a) - a 21(1.•2).q)( _ _,_:2 ) + as¡(l,•2)( .J+1 >1 

,-o .s¡ .s¡ 

por lo que ••w t.lene UD poJo de 01'~ e+ 1 en CP2 - U1 a sueno. que e) primer t.6nnino 
ent.re par6nt.c.m - ipal a cero para el t.&mino de grado múimo. 

•1,c-1(1 • .82) +•2.--1(1,-a).ss =O (a) 

- cu~ camo h~ un polo de or~ mú pequeño. 
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Dwllllmulo .,_ .sf lamq1N9ic1D (•").,-do.- -.1 - ~ homos•-· 

la-..---- tr--rc.-. ~ ..... -

a E ~.--1(•i.WS)9''"" <E-..--1cl•d<E••a-.> =o ,_... ' ' 
q- - la caacllc16a de que '"'•-1 -ale aJ CUDpo raclW. 

Coa ello._ ca- w 1-fm pollnmnlel - U1 - p-.te exuad.r a CP9 
como una mpllcaclc1D ho1-fa de L(-•) - T*CP9 lll-, llCSlo .. - mdl-de como w 
1-fm m tood'a - - polo - cp• - U 1 ele ont.a lpa1 a e. Lo cual ~U& el 
bu:l8o •>· 

Para el lncüo b}, baña calcular la dim-lc1D de 1 .. 1-f- polinomial- .S..­
critaa - a). Dicha dlmen.1611 - iaua1 al doble de la dlmea.i6n del e.pecio de Jo. 
pollnomb llosaos4n- ele erado e-1 en tres 'VU'laW.. -n- la dlmcnal6n que co...-­
poncle • la -dlci.sn ele q- "'•-1 -u1e el cUDpo radial, - lo cual M!n- que: 

clird:(L(-c)) = 2( ~ ~ ~) - ( • ~ 1 ) = c9 - l 

ele donde 

clina(F~(-e)) = clinaE{L(-c)) - 1 = •ª - 2. 

a 

Es ~lble conatruir famill .. holomorf .. de foliacion- para cp• con " > 2 ., 
para otraa 'VU'ledad- compJ.üu, Yer (GMl) -, (GM2). 

Estudlama. ahora el cuo particular de follaclone9 con primera intepal. Para 
ello reco~ que una aplicaci6n racional de erado e > O _t, dada por '1 : CP2 -+ 

CP1 donde P, Q 180n polinoml09 homos4in- de erado e. Mú adelante dl9cutiremo9 
q"' condlclone8 - P -, O l80D lnteresani- para nc.otro9, en particular auponemoa 
•lempre qu8 fj - no "co119tante. Entonce9 podemos pensar a 1 .. flbraa de 6 como 1 .. 
hojaa de alpna foliación en cp•. Para f'ormaliaar -ta última aflrmaci6n, en el sentido 
ele la Deflnicl6n 1.1 tenemos el •iculente: 

l.S LEMA. Dada 6 una apllcaci6n raciona:J de pado e > O. La 1-f'orma 
{P,O} := QclP - PdQ representa una follaci6n en F(-2e), donde dP denota la di­
ferencial en alsun• carta afio. 

Dmm.traci6n. Claramente {P, Q} ea una 1-forma polinomial de grado 2e - l. 
Para -u.r que el t6rmino homogmeo de grado 2e - 1 anula al campo radial, ae 
utillsa que la f11nci6n: 

{ • } : P(e) x P(e) -+ {1-/orm- de 11rado Be -1} 
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(clona P(•) - el -~1o a lae polla-SO.~ a sr..so • - s pñab._) -
C-blllDeal 7 - la coacHcWa de ...- ü campo ndlel - im..i. - plMde calcular 
•lmpi-t. .,_. 1aa eleaMatc. a la._ f--.da par mloa dal ...-1o P(•). D• 
clona 1- 1-r- {P. O} - - ... clmcrit- - la Propoakl6n 1.2 7 COD ello -
tia- que clellDeD - foU.CWa - F(-2e). o 

1.C DEFJNJCION. u- foU.CWa,. _ F(-2•) - c1lce que U--• p~• 
in\esral :racional a srado •· 111 mdne - apUcacl6n ncloaal 6 tal ca- F -'' ~ 
mlaada par {P.Q}. 

l>eRribilua9 r'plclaa.a\e la topo1osfa a -'- foU.Cloaea. Sea I' _. foll-16n 
coa UD& pr'-ra intepal racloaü 6 ele pado •· 

El ccmJunto •lDcular Sin•(F) eñ4 f--.clo par cla9 tipoa a p-'-· 
(i) Le. puntaa ele iacle\ermiDaci6a de la aplicaci6D r-ioaal. cletlnicla. por la 

intenecclcSn {P =O} n {0 =o}. que par el Teorema de Bescna' (ver par tdemplo (G-B) 
p ... 1'12). - a lo mú as punte. ccm\adm coa multlplkldaclea; - _._ puataa la 
apllc-l6n 6 DO -'' blea cletlalcla. e- fuaci6D 7 puede - cleacri~ -1To cunblo 
ele coordenaclaa como/(~). para/ UD& funcl6D hol~a. De aqu! - •lsue que la 
apli~-l6D ' toma tod- loa valorea ele CP1 - una ,,_lnclacl cualquiera de UD pUDtO 
ele lncle'8rnllnaci6D. · · 

(i•1 Por oh• pañe, \e~ 1- Pua'- critk- ele 6 como fuacl6a meromorfa. 
que tamblá -tú en Sing(F). 

L- hqi- de la follacl6a aon •uperflclea ele Riemann daclu por lu _ecuacloD­
{µP - AQ =O} para ten epi. Conlllcler- que 1- boj- 800 DO compact-.,. 
que a cada .uperBcie ele Rlesnann {µP - AQ =O} (que - compacta), debe- ele 
quitarle l.,. pun\oa correapondlenW. a Si.-.(F); en particular. i... punte. de lndeterml­
nacl6n. ObaervelD08 que tod- lu •upertlcie11 {µP - AQ = O} pasan por loa punt.,. de 
inde\ennlnaclcSn. 

1.& EJEMPLO. Sean P =O 7 Q =O Ju ecuaci6n- de~ c6nic- en CPs. 
irreducible11 7 diatint .. entre •i. Se tiene entone- que la foliaci6n F B8ociada a la 
aplicacl6D 6 tiene Ja •isuiente cleacripci6D: 

La foliacl6n F tiene cuatro punte. de indeterminaci6n, dad.,. por {P = O} n 
{Q =O}. Lu hqiu ele Ja f'oli-l6D. aoa en\oncea c6nicu que pB8an por .. .,. cua\ro 
puntas. Toclu i.. c6nlcu aon no desener~ excepto trea.(eat .. conatan cada una 
ele~ rectu que ae cortan). que -tú ciad- por loa trea parea de rectu que p-an 
por loa puntas de lnde\ermiaacl6n. Ademú0 por cada uno de eat.,. par .. de rect­
ae obtienen otros tr .. punt- •insular .. de Ja foliaci6n que •on de tipo Morse para la 
aplicaci6n ' (donde decimos que p E CP2 ea UD punto de tipo Morse para la aplicación 
6 al exiate una vecindacl abierta U de p tal que 6 puede escribirse aalvo un cambio de· 
coo~acla. como/(•. tu) = .s - ...,s en U). En consecuencia. Sing(F) COJll'.'t• entone-

··- ~. 
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de •iete paataa ~¡ c-tro p-taa cla ~ 7 U. u tipo W-. 

. 1.e LEMA. i.- rou-a-- - ~ lm.p.l nclaaal u ..,.., • > o ,__ 
m u~ -tural0 - ~ sr-•nnlana G(P(c)0 c•). ele 2-p1- .,b_ 
al -~ .P(e) cla polla-a- ...._._ de sraclo e - U- ~bl-. Aclelnú. la 
cllwi6D de ..ta ....-··••na - lsaal a .;a+ Se - 2. . 

Demtr.cMSn. a-ta o......._ p cloa apllcacio.ee ne~ 6 7 f. da Fado 
•~la mlama .U-16D0 al 7 a6lo al...___ apllcacloami p- un cambio 
de~ - CP1

0 qae - u.n.r-a-- de M6blua. De cloncle: 

P a( )+/I aJl+/18 
Q ="Y( )+•""' "Y.B+•B 

. Con lo que - tiene q- cloa p~- ele poli-a P. Q 7 a. S eleterminan la 
miama foliacl6n al 7 a6lo al seneran el uúamo cloa plano - el espacio .P(c). Uaanclo la 
detbúcl6n de Yariedacl snem••nlana - fkU calcular - .U-.l&a. - a 

S. tiene-~ -a lnclu.16n I: G(P(•).cª) - Fol(-2•) cu.,a l.macen la 
clenot- por F 1(-2•). 1- follacion- que tienen primera int9P'al racional de arado 
e. 1aa proplecladea de -ta incluai6D 1- -tuel5- en la Prop-icl6n S.T • 

O'baerYema. que 1- famlll- Fol(-•) contl- follaclon- q- tienen primera 
lnt9P'al racional al 7 a6lo 111 -e - un n~ par nesatho. Por otra pan.. el hecho 
de q- - foliacl6n en Fol(-2e) tensa primera inteFal - no sen6rico en el -nticlo 
ele Slatema8 Dlnúnl-. 7a que Fl(-2•) tiene codimenai6n sranele en Fol(-2e). Por 
~emplo. para e= 2 tenem- que climFol(-2e) = 14 mientr- que climFl(-2e) = 8. 

. 1.7 OBSERVACION. Av-es cloa arllcacion- racionales ele arado e pueden 
determinar la mimma de9comp-ici6n de CP mediante 11118 Bbr- en un •entido pura­
mente coDJuntlata y •In embarso, no determinan la misma follaci6n en Fol(-2e). Por 
~emplo 1- follacJon- ~iad- a: 

P a 9 R a 9 +aw+w9 

q=;;I,, s= wl 

tienen como boj- union .. ele red- por el punto (O, O) en e 9 = {(a, w)} y •in embarso 
{P.Q} ~ {R0 S} .. En .. te ca.o 1- aplicacion- 6 7 J ae obtienen ele componer la 
aplicaci6n racional ~ con funciones polinomiales de ..,.anclo arado. Con el 8n ele 
evitar .. '-c- desenerad- podemom reatrinsirn- a .. tudiar cien- •ubramm-. 

1.8 DEJrINICION. Dec~ que una primera intesral racional 6 e• cen6rica •i 
•us Bbr .. cen6ric- aon irreducibles, .. to ... 1- valor .. en eP1 correspondiente• a l .. 
Bbr- reduciblea forman un col\iunto dimcreto de pun'- en eP1 • 

Por un resultado de Geometría Alcebraica (ver (G-D). teorema 12.2.4 ), •e tiene 
que l .. primer- intecra.lea racional .. cen6ric- ele arado e, forman un abierto de Zarimki 
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CAPITULO O 

Dl!ll'OR.MACION Dll: l'OLIACIONl!lS Y ROLONOMIA 

. l!lD -te capftulo -~ por coaabuir la &ecwfa de dcf'ormaci6n ele folia-­
cio- holomorf- - cp• COD alacuJaridadem. UtiU.ue- el hecho de q- cODOCellllD9 
expHcltamente.1- ramm.. Fol(-•)-, de que CPll .Slo tiene una-tructura compilda. 
para -tudlar la teorfa de clel'ormac:i6n de roliu:ioae9. 

Con el tln de et-Dar UD& teorfa de def'ormacl6n de follacio- lo m'8 com­
pleta podble utllisuezmm el concepto de -paclo -•lltlco compl~o. n-orcte- que 
UD -paclo anaHtlco comp~ - una panda S = (ISl,Os). donde ISI - UD -pacio to­
polcSsico tal que todo ,, e !J tiene una v-indad homeomorf'a • un {/1 = º· .... 1,, = o}. 
para u un abierto de e• COD /¡ •...• /,, runcion- holomorf'- en u., Os - la savllla 

. de fUDcion- holomorf'- dada localmente por Os = Ou/{/1 •...• /11} para Ou 1- fUD­
cion- holomorf'- - V. Una aplicaci6n holomo;f. ent- -paci .. analftlcos compl~ .. 
- una P&rtÜ• / = <IJ'l.r) : (ISl,Os) - (l.Rl.Os) con 111 : ISI -+ l.RI una función 
continua tal que ¡• : Os -+ 111.0s - un homomorftalDO de s•villaa, donde 1/1.0s -
la s•villa 110bre l.RI que a cada abierto V e l.RI le .. ocia 1- funcion- Osl¡-•(v)· Un 
c .. o particular de -pacX. analftic._ compt~ .. 110n 1- variedad- compl~- con •ua 
gavilla11 de funcion- holomorr-. en -te caao el concepto de función holomorf'a entre 
variedad- compltlJ- coincide con el de aplicaci6n holomorf'a entre -pacios anaHf;ic._, 
para mú detall- vli ... (FJ. Si no hay nec-idad de .. peciflcar la par~a (!SI.Os) por 
•implicidad escribire~ llOlamente s ., lo mismo par& aplicacion- holomorf'- r. 

Empezaremos por introducir UD& .. tructura adicional en ·- ram1u- Fol(-e). 
Sea L un h- de Un.- holomorf'o 110bre CP2 con cl..e de Chern -e < O Y 

H(-1) el h- de Hopf 110bre_ el .. pacio proyectivo compl~o Fol(-e). Este h- de 
Hopf esti6. determinado por .. ociar a cada punto en crª-2 la línea compl~a en c•ª-1 
determinada por lil (para m~orem detalles vliaae (G-H) pag. 145). Sean Il1 Y U2 1 .. 
proyeccion- del -pacio Fol(-e) x cpll sobre cada uno de 1 .. factores, ñ1 y Il2 l .. 
proyeccion- del espacio E(L) x cpll sobre cada uno de l._ factorem. 

2.1 LEMA. Existe un homomorfismo holomoño en Fol(-e) x CP2 

n : n;H(-1) ® n;L - n;x•cp2 
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tal ·- para cada (w) - .r.i(-•). la nñriccl6D .. n • {(w)) )( c..-. - la apllcacl6D 
ciada por (w). 

~acl6n. La Idea• pri- -U.u la~..,,._ .S(Z.) x cp•., 
lu.ao p_.,..:tarla 801-9 JI'_,(-•) x cP•. ·s-wo ••••• ..,_ aaa b.- tlel ....-ID .S(Z.) -
coorda•du uocl.a.. (-.. ..... -.). Poa- c-ldenr - ..__._ bolomod'o 
de hac99 . 

ft : n;z. - ft;r-cpS 
• ne-.. ....• ._ : ,,> - E ....,.<P> : r... - r;c..-. • 

i-0 

donde p E CP9 7 el-Mi el -terlor bomomarlla-ho~o ddermlDa un '4nlco 
homomorll.- laolomod'o de ft¡z. - ft¡rcp•. ldeatUlc-do ft;z.1, ...... -••> - z.. ., 
ft¡r•cp•1, ....... -·•> coa r;cp•. 

·-·A E e 01-el•- q- ft(A•ch .... A-. : p) = Aft(-~ ...... : p) por lo q- ft 
no clmclencle a un homo-S- ho~o - Fol(-•) x CP • eon.lct- alaara 
la pr0Jeccl6n -•ural 

ft : J!:(Z.) - {O) = J!:(L)o -+ Fol(•) • 

Eziatti - 8eCci6n natural "del ?las de llnea9 ft• H(-1) -bre J!:(L)o, t.i q- •(w) = w 
- elemento de ft• H(-l)w =e . .., .. Z.ta 8eCCl6n tiene la propiedad de~ •(Aw) = 
A•(w). De donde el homo-S.- holo.....ro de ha.e• -bre J!:(L)o x CP • dado por 

!n: ft•ac-1> eftlL-+ ft;r•cp• 
" 

-bre E'(L)o x CP9 , - bivari-te b-.Jo multiplicaci6n por A en e•. Ull&Ddo 

n: J!:(L)o x cp•-+ Fol(-e) x cp• 

(w,p) >-+ ((w),p) • 

- poeible llevar -te homomor&.mo holomorfo !ft 110bre Fol(-e) X cp•, de donde -
tiene el ho.mnomorS.mo holo1110rfo n a que - re&ere el Lema. a 

Sea s UD -p&elo an .. ltico ., A1 ., As laa proyeccion .. de. s X cp• llObre ca.da 
UDO de loe f'actorem 7 J UD has de llne- llObre $ X CpS. 

2.2 DEFJNICION. Una f'auúlia I' de f'oliaciones holomorf ... en CP2 con espa­
cio cotancente J paraznetrisada ¡>or UD e8p&eio an.Jltico S, - un UD homomor6amo 
holomorfo de hac .. 110bre S X CP9 · 

e : J .... .&;r•cp• • 
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O'--wwww .- para cada t E S tUo • .__ - h~ holom d'o 
ec•.•> : ,,,,.,, - ~~ ... ,c.ra z WentUlcando ..;rc;,.,cPª - r,cp• ,, - ,,,,., -
- h .. de nn- _.._ {t) x c.P8 e: s x epa 1a el- de equt"nllelu:la de e cldermlDa 
-a follaci6D ho~a - {t} >e CPª. id 8(t.p) - • identlc-te nulo para pe CP11. 

"l'm- ahora - C-lario del Lema 2.1 •. 
2.3 COROLARIO. Sea I' - l'ol(-e) una l'ollacldla ~-tada por w - .B(L)o. 

Dado - -paclo analltlco S - - panto marcado o E ISI " una aplicacl6n hoJmnmf'a 

I : (B.o) --+ (Fol(-•).w) 

donde lll(o) = w. Se tiene a.ociada una Wüca famllla de follaclon- dada poi' .. 

homomodla- holomolf'o 80bN S >e CPª cletenDinado por 

rn: r(n¡H(-1) en¡L)-+ n¡r•cp11. 

e 

A la familia de follaclone9 dada por 1 la 11-- una def'ormac16n de I'. 
L- homomora.- holo1D01f'ae n - conocld- COIDO famlllaa unlftlnal. en 

el mentido de Geometrfa Alpbralca. ftll' (GM2) o (N) p ... 23. 
Conatrulmc. ahora de man- explfclta 1- Yeetor. tancent- a loe espacloe 

Fol(-e) de tal forma que - rep..-ten como 1-fonna.. eato noe merA de utllldad 
para eatudlar 1- def'ormacion- de foliaclonea de una manera intlnitealmal. Para •to 
empesamoe por recordar la detlnlci6n de eapacio tancente a un eapacio anaHtlco. 

Sea S = (IBI. Os) un eapacio analftlco y - 11 un punto marcado en IBI y -
Os.,, el '1pbra local de s6rmenea de funcionea bolomorf'- de S en p con na,., el ideal ma­
xlmal asociado a fl· Entone- el eapaclo tancente a Sen pea r,.s = Harnc(rn,./na:. C). 
ver por -Uemplo (S) pag. 75 o (F) pac. 77. 

Deformar inflnitealmalmente una foliación holomorCa con •ingularidadea. dada 
localmente por una 1-forma w. puede penaane como dar una colección de 1-formas 
local- {w +t.,} que Clependen del parAmetirO t E C h .. ta primer orden y tal que 
cuando 1 ea isual a cero - obtiene w. Es por esto que eatamoe intereaadoe en eatudlar 
expreaione• de la for- w + ,.,_ 

Para formalisar la id- anterior -a A el espacio analftico que con•ta solamente 
de un punto IAI ={o)" cuya.savilla ºA de funcionea holomo..r- ... isomorfa a C$C·t. 
con t 2 =O, eate es el col\Junto {• + it 1 •·•E C} donde 1 .. opera.cianea de adición y 
producto •on como en el espacio de polinomioe haciendo t 9 = O, ver IHr) pag. 285 • 

2.4 LEMA. Existe una correapondencia uno a uno entre vectorea en r,.s y 
aplicacione9 holomorr .. ti> = (lt#>I,••> : A -+ S con lt/»l(o) = p. 

Delll08traci6n. Una aplicación holomoña ti»: A-+ S con lti»l{o) = p eatil deter­
minada por el mortl.DIO local de C-Alaebr .. que induce •• : Os,p -+ C $ C • t, ya que 

-------·--------

. ·' ·- ~. 
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e1 mora.- - 1oca1 • .no-· ••-1ce. •> _, ...,.. - (BrJ .... ~ n. Par .no - tleae qae 
•• : ...,. - e . ' 7 ••<-J> e •·<-.>ª - º· de tal ,_ que •• bad- - apllceclda 
•• : -,.¡ ... J - e.' ca- c1a 11141ar a - elemento - Horne<-.1-J.e).- 1n--te 
ciada - apllcaclcSD C-llaeal .. : ...,.,..., - e c....uui- .. _._local de Qpbna 
.l• : 011,,, - e e e· t como .l•(n = ./(O)+ ,j. o D(.1- ./(O))·'• donde n : -,. - -,./mJ 
- la apllceci6D cocleDM. . · D 

' . 

El producto A x epa puede pe--e- m f'amllia de plan- pn1179Cti­
,,_ par-'risada. por el -p.cio analítico A. Je.te ¡nadado A >e epa como -p.cio 
analftlco tiene el m1- -pecio topol6sic:o -··do que eP9. - - topolosfa U8Ual 
de variedad compJtda P8ft) ._ f'unc1- holomad'- - dlf'el.l'-. Si U - - ablefto 
de epa 7 Ou - - COrre9poncllente p'Yilla de f'mu:laa-~-. entone- la ..... lila 
de f'unclon- holomorf'- en A x U •" dada por Ou e tOu con ,a = O. 

Fijo L un has ele Une- holomod'o .,bre CPª, detlnldo -bre {U.} una cubierta 
abierta. por coclclos {t..,e}. J!:nton-111 Da: A X CPª ..... cPª - la prG79CCl6n -bre el 
-cundo f'ector ten- que n¡L - un has de Hne.8 holomod'o en Ax CP9 detlnldo -
la cubierta {A >e u.} por cocicto. {(..-·Id}, donde Id• la matrls ldentldad de dos por 
d-. Mú •pecl8cameate0 en U• mte • el has U• x (Ce C • t). Con ello tenemcm q­
n¡L = Le tL. El· has n¡T•cpa _,bre A x epa llamado el has cotansente relati'vo a la 
proyeccl6n Ax CP9 - CPª• • lmomad'o a 2"CPª e tr•cpa. Fba.._te obmerve­
que el ./ + '• - una f'uncl6n hololDOd'a en A x u. 7 w + '" • una 1-f'orma relati'va • 
entone• (./ + ••)(w + lfl) = ./w + t(.., + .ffl). 

Un homomorfleaao holomorf'o de hec• 8 : Le tL -+ r•cpa ED er•cpa -bre 
A x epa • un homomorflamo holomurf'o entre hacee de Une .. eobre epa que tiene 
la propiedad de eer (Ou ED tOu)-llneal -bre cualquier abierto U. Como L ED tL • 
localmente imomorf'o a (Ou ED tOu) podemoe encontrar una cubierta U.,, de CPª donde 
L _t, deecrito por coclcl- {(.,,,e} 7 de acuerdo a -t• deecripci6n e eet' dada en Ua 
por la 1-f'orma w.,, + ,.,.,,. Por 1 .. condicionee de cociclo tenemoe que ""• y .,.,, pegan 
dando lusar a aplicec~nee de hacee w,fl: L-+ r•cp2, con lo que 8 = w + lfl. 

2.5 LEMA. Sea w: L-+ r•cp2 una aplicaci6n en E(L). Exiete una corree­
pondencla uno a uno entre el eep.cio tangente T..,E(L) 7 homomorflamoa holomorf'­
de hacee w + ,., : L ED tL-+ r•cp2 e er•cp2 en A x CPª, con., en E(L). 

Demoetracl6n. Por el Lema 2.4 hay una correspondencia uño a uno entre 1-
vectoree en T..,E(L) 7 lae aplicacionee holomorf' .. • : (A,O) -+ (E(L),w). Ueando la 
f'amllla ft del Lema 2.1 an~amente a como - u.a n en el Corolario 2.3, obtene­
para cada • un homomorflamo holomorf'o de hacee eobre A x CP2 como ( ) :· L ED tL -+ 

T•cpa e tT•cp2 que neceeariameiate - de la f'orma w +e., para ., en E(L). Por otra 
parie0 ueando la conetrfscci6n de ft 7 la descripción de loa haces de linea sobre A X CP2 

- poeible ver que ei ,¡,representa alguna., en T..,E(L) entonces .¡.•(í'i) = w + tq, lo que 
clemueetra el Lema. · D 
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Como c--cla de lo _t.ior, *--: 
2.e COROLARIO. s.. ,. - r.i(-•) .. rou.ci6n -lacia & .., : L - 2""'CP9• 

Existe - conempcmdencla uno & - -u. .. mpacio tansente r,, .. (-•) 7 loe ele­
-'- del .-pacio cociente lf(L)/C • w. A-¡.,¡.. a cada clw ('1) - lf(L)/C • w el 
hODIOlllOdlnao holomodo w + '" : Le tL - rc.P' e ar•cps. 

. Demv..:lida. Bada 01-enar que •l ..,..._ la p~léla n : lf(L)o -+ 
r.r(-•), -toac.. '-- .. -C..lda exacta 

O - C • w - Twlf(L) -+ 2"17.i(-•) -+O • 

o 

2.7 DEFINICION. Sl ('1) = {'l+twl te C}- un vedor- 2"1l'ol(-•) dec1-
que - una deformaclcSG intbütecimal de la follacida F. 

En todo lo que •lcue para •impllkar n,_tra notaci6n esc:ribiremcm •implemente 
" para 1- clwc ('1)· 

om- que un& delormaci6n lntlnltmimal - una famllla de follaclon• 
parunetrisada por el -paclo anaUtlco A. 

Con el tia de -tudlar la delormaci6n de la holonomla de famill- de foliacion• 
lnt-~uclmac cart- adaptad- & .. follacl6n. 

s- I' una follacl6n determinada por w : L -+ r•cps 7 M = CP9 - San8'(F), 
con {Ua} una cubierta abierta de M 7 coordenad- •• : u .. -+ Va e es 7 1- fuñcion• 
de trancicl6n -ociad- ••ll : .,,(u,. n U11) -+.,.(U,. n U11)· Suponemo11 ademú que 
-t- cart- determinan a la follacl6n, -to -· F ..t'- deccrita localmente por •:.d-..s 
donde (•a1.•ad con coordenad- para cada polidlaco v ... Ob•ervemoc que cualquier 1-
forma no ld6ntlc&DM1nte nula /a(•a1• •as)d•as tambi6n deflne a la folicci6n 7 •i nocotrom 
pedimom que e.ta 1-forma cea cerrada entone• /a(•os)d•as = "'•• lo que implica que 
el coclclo (,.,, tal que "'ª = e,.,,w,, depende c61o de la variable •n· Resumiendo, •i la 
foliaci6n -t'- deflnida por 1-fo~ cerradac entonc- lom cociclom {(0 11} con con•tant• 
a lo larso de 1- hqj- .de la foliaci6n. 

Acoci~ a 1- funcion- de tranmici6n tenemoc una familia de •ubmeraion• 
dad- como •iaue. Sea Os la prcJ7CCci6n •obre la ceaunda coordenada en C 9 7 W a = 
V.- n {(O,tu)lw e C}, entone- 1- funcion- J,,. = Os o•• : Ua -+ W,. e C •on 
•ubmeraion-. Sin p6rdida de seneralidad podeIDOC •uponer que cada ;¡.,. tiene ·flbr­
conexaa con lo que tenemoc funcion- de trancici6n J,,.11 : 1'11(Ua n U11) -+ ¡,,.(Ua n U11) 
para 1- •ubmeraion• {J, .. }. 

Conaideremom lf' una familia de foliacion .. dada porJ: S-+ Fal(-e), donde S 
• una variedad compltüa. El coDjunto •in&ular de la familia - el aubespacio analítico 
Sáng(if') C S x cpS 7 definido por {¡•n =O}. Podemoc entone- aplicar el Teorema 
ele intesrabilidad de Fn>beniuc ( v6ace (Ch) pq. 89 ), para obtener una cubierta {Ua} 
ele (S X CP9) - San.,(I') 7 biholomorflcmoc ... : u,. - s .. X v.. e s X eª. donde 
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s • ., v. - aba.na.. m (•.•> - --....... .. e•. -~ 1a 1-r-- •:..r• 
41.a- .. ,. - u.. ·- a&ra .......... faacl - .. trwldda ·-- - ·-o•¡ª -
blhoiom-ea- 1oc.- u s x e• que - depea.S- .s. •. Pcmleaclo - s x e x e 1a 
topolasfa dimcrete. - el ~ F tac. r-tc. F la topoJasla eaclldlaaa - el ...-do 
obten- - (S >e CP9) -Si,..(I') - ..vaa- de - ~ comp .. a lbrmada 
..---i6a-wabledecwnpon-'-c--. 1.le== • aeñ-campoDPD~ 
--- ... bqJ- .. la &mlUa .. f'ollec&aa.e ,._ 0111 u ·-ceda ----­
hqf- -u -tealcla - .Jc6a -be~ {t} x c.r• e s x c.r•. 

Pod- o..__ qae ._-,.~ {1.} ct.&eir linea e. la f'oU-MSa. l!lD el 
c- d. - "-'--Ida ~ por - ~ c.np .. a uaando lae bU.­
Jo-s.- <•-> - poelble ~ -b--tma.. ·- clellnan .. la clef'-16a ,._ 
El lllplmate i.- - -'ra que pua una "-'--Ida illtlnl&eelmal de la f'ollecl6D 
t;~ - podble detlnir 11111zmeNlon• que de~ .. la def-l6n lntlnltmlmal. po-- decir·- - --~d. l'robenl- para..,._.,_ lntlnl&eelmalee. 

2.8 LZMA. Pare. cada del-•- lntlnl&eelmal ciada por " : L - r•cp• ele • 
le. follecl6n 1'0 ..ut- e.pUcec-.- holomol'f'-

J. +·-·:Ax u .. - Ax w .. e e• e. t 
con f'unclon• d. uanelci6n i .. - + '-•/I F tal• que •- e.pllceclon• holoznorf­

{(J .. ,. + ·~-11)·c1 ... a} 

determinan a le. def'ormecl6n lnllnlteeime.l de.de. por " • 

De-ueci6n. Se- w .. = •:."'••• 1- 1-fonnea que delln- a le. folleci6n F F 
"• 1- 1-fo~ que dea- a la deformecl6n lnllnlteeime.10 ~do luser e. apllcecion• 
{w .. + '"•>· Por otro lado para cada funci6n holomorf'a /m en u .. le. deformeci6n 
inftniteeimal tambi6n puede eer de&nida por (1 + t/ .. )(w .. + '"•) = w .. + l('lm + / .. w .. ). 
el t6rmino ¡ .. ., .. no tiene nlnsuna contribuci6n. Y ei en particular tenemos otra 1-forme. 
f'/ .. tal que fl .. - 'I• = / .. w .. Uecamoe a: 

. 2.9 OBSERVACION. Cualquier otra 1-forma fl .. tal que eu reetricci6n en ¡,. 
hoj,. de F coinciden con 1- de la 1-forme. 'I• de&ne la mieme. deformeci6n ln&niteeimal 
'1 en u... . 

Elecimoe ahora una colecci6n {:C .. } de eeccionee traneverealee e. le. folieci6n en 
ce.da u .. -y deftn5-

~ .. (p) = ki,) ,, ... 
donde cada .S(p) e9 une. curva contenida en le. hoja K(p) e (CP9 - Sing(F)) de F que 
contiene a p F que une el punto :c .. n K(p) con p. Obeervemoe que 1- intesralee no 
dependen de 1 .. curvae .S(p) :ra que ein perdida de cenere.lidad podCIDI09 euponer que 
1- lntereeccione1 u .. n K(p) eon Super&ciee de Rieme.nn eimplemente conexae 'Y 1-

··:.¡··, .•• 
-..:~ 
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1-r-"• - boio-f•. 01-te "•• coincide - .,. -trillslda a IM hqJ• 
de la follac16a,, de clon.S. 

<i.- + •'4l.")• ..._11 ,.. w" + t~)ü'911 
ddae a ., - u.. po.s.- -toDcem cletbür "'• : u. - c 11 como •·<•> = (o. oi.(p)) 
con ello.._ que 

"'· + '"'· : A X u. - A X c 11 
= c 11 

• c 11 
• ' 

- UD& apllcacl6a ho~a. No - difk:U ,,_. q- ... -pondlente. fundon- ele 
traaaiclda "'•" + '"'•" p_,,_ ._ follacW- - A x u. cladaa por "'• + ,,,_, lo que 
termina la 4-tr-l6a del '-a. · e 

Utlllsando lo a.nM!ricw pod- llhora hablar ele def-l6n ele holonmala para 
cleform..clonem bdlnlte.baale9 ele follac.,_. Pri-te recordamc. el c~epto de 
holonomfa para foll-m-. 

Sea,. - follacl6D detbüda por -b--loaem 1. = n~ o"'-: u. -w. e c. 
- tiene entone- una coleccl6a - blbo~ 1oc.i- de e dada por {¡.,o i¡1

}. 
Dada - CurYa • en alauna hqJa de F • mo.tramai como -larle una comp-lel6n de 
elementc. en {i. o i¡ 1 = i.-}. 

Dadoe de. punt- p -, 9 - la hqJa K de la follu:l6n F y una curva continua 
8 : (0, 1) - K llMlllf'u:lendo que •_{O) = p y •(1) = 9· Conalcler- una partlcl6n 
O = to < t1 <, ...• < tr = 1 del Intervalo (O, 1) tal que tiene aaoclad- elementc. 
de una cubierta {Uo ••••• Ur-1} tal que •{(t0,t0+iJl e u, para a= o ••..• r - 1. Podemoe 
ahora componer 1- elmnentc. -~en {iaoi¡1 = i.,} a la colección Uo.•··•Ur-1 
r•petando el orden, con lo que obte- un biholomortlamo local de C que dcnot&lll09 
por 

la• : Jo{Uo) -+ ir-1{Ur.:_d 

,..(•) = (~-1 r-11 o ••• o is l o i1 o){•) • 

2.10 DEFINICJON. La colecci6n de biholomorflaDI09 local- de C generada por 
comp-iclon- de elemento. de{,..}, con domini- de de&nición 1- abiert- múimoe 
donde l .. comp-icio~ tengan 11entido, - llamado el pseudogrupo de holonom(a de la 
foliación F. . 

Muchas de l .. prople~ de l• f'uncion• la• y por lo tanto del pseudogrupo 
de holonomla no dependen de las elecclon• hecha. en la construcc(on, en particular "• 
iB61o depende de la clase homotop(a de 6 en la superflcie de Riemann K. Una discusión 
amplia ele •to puede hall- en (B). 

Sl hace- p = 9 en la hqja K y Uo = Ur-1 obtenema.: 
2.11 DEFINICION. La representación aaociada 

la: .-¡{K,p) -+ Balaol(C,Jo(p)) • 
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....... , 
la U•m= 
~ ·l~JI). 

• la lw'--la u la hqla K - JND'° bw JI· A - .a.lYa4& cak111ada 

DI&: •1(K,J1)-+ C, 

1-D~ 

la u-la i.aaoa-ce Ua-s ele la ~a K - J111DtG bue JI· 
Obw6nwww ca- el -.:epto ele Jaolonomf& pwl9 clellDlne para follaclone9 ...._ 

u cualquier .U--16n. Be .__ - paato c1e -.rlwta - pnerallaacl6a. de la apUcacidll 
ele pri- ntonao de PolneaÑ p&I'& mbl\-~ u Campo9 .,,_torialew, ,,_ poao 
tdemplo (OM-0) • . 

Como - e¡lemplo cle. lo anterkw ~ ncoRdar el wlpiente hecho que • 
bien conocido. 

2.12 LEMA. Sea 'QD& foliacida ,. tal 4- tlwae - p~a lntepal r-lonal. 
En\onc- p- \oda ~a K 7 todo paato b- P la correwponclienMI holcmomfa 

le.: •1(K,J1) -e Bil&al(C,Jo(JI)) 

• ulvlal, •to - "• = Iflentiflatl para todo l. 
De-u..:16D. B-ta obwenar que wl 6 • una primera lntepal ele la foliaci6n, 

entone- ella miwma puede to-e- - wubmenl6D que detbut a F slobalmente. 
de donde lu compoelclon• {i .. oi¡1} - wlempn la f.4entldad, con lo que el.resultado 
•lsue. e 

Exten~ ahora low anterl- conceptc. pwra el cwao ele fwmlll- de follaclo­
n•, obw6rvme que utillaamow 109 t~ familia 7 deformación indistintamente. 

Conwlderelnow ,.. una deformación de la follaci6n· F pw.rarnetrisada por una va.­
ried&d compltlJa S o bien por el ewpacio analltico A, que por coJ1UOdidad denotanmoe 
tambWn p0r S. Sea {O'a} - cubierta abierta de (S x CP2 ) - Sin11(1') con bih~ 
lomorftamow aaociados •a : Üa _... S X Va C S X e 2 , wi fi2 : S X e 2 - S X e - la 
identidad en S y la pr-oY-ci6n wobre la wesunda coordenada de e..l entoncea 1- funcion• 
... =no••: f1ca - S x W .. won wubmerwionew que deftnen a F. Sin ~rdida de sene­
ralid&d podemow wuponer que cada una de ewa wubtner11ionew tiene &br- conexw.w con lo 
que -t6n bien de&nidw.w wuw comp09icio- 7 _obtenesD09 una familia de biholomor&w­
localm de S X e determinada por {6a o •¡1 }. 

Dada una curva I contenida en alauna boJa de I' podemow uociarle un bibolo­
morflaJ:DO local ª• ele s X e w.nügsamente a como - biso para la Deflnici6n 2.G. 

2.lS DEFINICION. La colecci6n de biholomor&wm09 localew de S x C seneracl& 
por compa.iclo- ele elementow de {H•}• con dominlow de dellnici6n loe abiertow múi­
- donde 1- compowicionew tensan wentido, ea llamado el pseudoarupo ele bolonomfa 
de la familia ,. • . 
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Proc..U-do - -'- • l6dl .-raUsu la DeflDlcl6ll 2.9 a : 
2.1, DZFINICION. La sap a\acl6a ~lada • 

B : •1(K.•) -+ Bil&ol(S x c. •o<•» • 
. . ...... 

18. 

la U-la holceomfa de la llqJa K con punto b- p - .-pecto a la famllla I'. 
A - dari-.i1a calculMla - •oC.) • 

DH: • 1(K.•)-+ <( .r:a :) I• e e•.• e e•} e GZ.(n+ 1,c). 

•-DB• 
donde n •la ~16o a. S 7 .l .. • la matris identidad, la~ la holonomfa 
lineal de la hoJa IC coa p-to b- • con napecw a la famllla I'. 

LJesa- aJaOl!a al seautt..m principal del cap(tulo. 
2.15 TEOREMA.. Sea uaa foU-'6a F cla4a pcn w : Z. -+ 2'9CP9 7 una cana 

&bien& u de cps tal que ah{,. ..... cletlnlda par - 1-fol!ma w1. Sea. - la8o 
contenido - U 7 - -• bqJa K de F, con holonomfa -1ac1a "• = . .ldcnti"-1. 
Zntoac• dada una cs.t-'6a latbüteaimal ., de F • deftnlda -mo w1 + ttJ1 en U. la 
holonomfa lineal de la~· K con .-pecio a la familia I' inclacicla por ., to- lar--

DB• = (~ /•:1
). 

De-tracl6n. Sea {Ua} una cubierta abierta ele U con •ubmerslon- ..acl&clu 
1. : u. - w .. que cletln- localmente a F.,, funcio- ele truiaici6n 1.11(•.s) = 
•11s +ca/I• po~ eJecir c•/I conmtantea - C pu•"'• = .14entidofl. Como wa = ""11 en 
Ua n U11 entone-. l .. funcionc11 de tranaici6n para Len -ta cubieña IM>n fa/I = 1, pos 
lo que la clefonnacl6n ..t6. cl.crita en U por una 1-fo:rma tJ1 con fJ• = '11lu.· Como en 
la prueba elel L.- 2.8 hace-

;¡; .. (p) = 1.· .... •• 
clonde eata intecral e.t6. calculacla uaanclo curva. contenid .. en 1- hoj .. de F. Entone• 
ia +c;jj. man 11Ub1Deni-- que eleftnen a la elefonnaci6n lnflnitaimal en u •. Si tenelll09 
que u. nu,, """'·en~- 1 .. funciones ele tranaici6n (.111+ c .. ¡r) + ,;¡;_,, •&timfacen para 
p en u. n u,. que: 

4' .. (p) + C 1.• fJ• = ((Ifl + º•/I) + t;¡;a/1Jli11(P) + t 1.• tJ/I) .. ·-



. ..,-:. ,. ··' :.,;·;· ........ •,; . 

., -J.(p) - ·-(p) + •96 

-= J.(p) + •( p .,,_ + •96<J"(p))J ,._ 
-do q- "• = 'llalu • ., "" ~ 'lalu- o'k-n--~ 

•.-<J"(p)) - 1.· .,,_ - 1.· .,_ - 1.·-.,, . .. ·- .. Coa ..to*-- q- ... funciow de trwiclda -

( /.·-ltl + ' .. .,¡) + •96 . 
Por ello la apllcacl6n de hoJonomla a lo larao de 6 - : 

...... + ' /.,., '11 • 

19 • 

donde cada 6(•) - obtiene medl-te truladar 6 a lu hqJ .. ,,_m. ... uniendo adec­
dazaente loe punta. c:orreepoadl_t_ en :c •. DeriYanclo con n9pecto a a -ta expN916n 
para la holonomla el ~ultado •l&ue. e 

Como una primera apllcac16n ele ene remultado podelll09 ahora eatudlar el com­
portamiento de el- de homotop(& en lu hqJ .. ele UD& Collacl6n blt,Jo def'ormacl6n. 

SI 6 - un laso en &Jauna hqJa K de la Collacl6n F y •I au holonomfa lt1 -
la Identidad. entone- en una vecindad de - laso la Collac16n puede v- como un 
tlbrado trivial. con tlbra una "YeClndad tubular de de 6 en K y bue una ..cc16n local 
tranmvenal a la Collac16n. En particular ea pomlble traaladar 6 a laa hojaa vecin .. de 
K aalvo honaotop(a. Decbnom entone- que 6 - un ciclo constante para la roliacl6n. 
Mlcntraa que •I la1 tiene como punto fUo alalado al correapondiente a la interaecci6n de 
6 con la tr&nmYenal. entone- decimom que 6 - un ciclo Hmite. Ve&D109 qu6 paaa con 
-ta. concepta. para ef caeo de ram111 .. de roUaclon ... 

Sea F. una roliac16n y F = {Fe} una def'ormaci6n parametrisada por el .. paclo 
anal(tlco 8 0 donde Fe corre8ponde al punto o en S. Tenemo9 ademú. una claae libre 
ele homotop(a 6 en una hqia de F •• Entone- dada una tr-.ve ... al local a Fo en als4n 
punto de 6, tenemom aaoclada la aplicaci6n de holonomla : 

H 1 : (S x c. (o.o)) - (S x c. (o.o)) 

H1(t.•) = (a.ia,(t.•)) • 

Para cada punto (i'.~ en el col\iunto -alitico dado por Z = {(t,z)/h1(•.•) = z} C 
S x C ten.- una claae libre de homotop(a 6(i',i) en la correspondiente hoja de F. 

.·. 
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2.18 DBFINICIOJlf. D-c• .- •cr.., • ob...W. a putlr de ..._... • 'b..to la 

...... e=lda ,._ ........ coc11-Y. - - • )( e ., ......... n {(•.•>I• E C) 
tleae a (o.O) - paato .-...... • ...__ cl_._ ca- • • - ciclo lfmlte para la ._,_Ida I' 7 la maltipllcldad de la batu11ul6a - (o.O)• la mulllpllcllla4 Clel 
clclolfmlt&. 

011• •• - ·-. 9éllo ....-*-coCI' •Ida-·-., .. _ ----­
.. familia # - locaJmen&e - • ......._ triTlal .-e1••Cll' Cl9 Cl9 •· Par otra parte •I • -
1lia ciclo limite p- la ~ -Lle I'.· eataac• la p..,,_cl&a c-6Dlca de 6 - 8 -
-- apllc-16a bolomad& ...... ., la - ele ... maltlpllcl.S..S- de ... .,_,m ...... -
aJs6D snm• • - - -..cbaelad Cl9 • - s. • la maltlpUcldad elel ciclo lfmlte. 

l!:D parilculal' ••• 8 - e ., • - - ciclo ---- de '·· entoacem '-

""' la'•· • ••<'·•> = • + "' '+ ¡-a;r ' + ... 
.. (t.•) - • = 'f(t.•) 

para• una r-16a bolaalod'a. 
2.17 Dl!ll"INICION. SI •(o.O) =O-, t DO dhide a• entone• clecimoa que•• -

ciclo penlatente b-.lo I& clef-kha #. De otra manera clecU.- que - no penlatente. 
2.18 LEMA. Sea I' una clef'-16n - cllmeiuilonal ele la follaclb .r. 7 • 

un ciclo COD9*9n'9 ele .r.. SI • - - ciclo .,_.¡.tente ~ la clef'ormac16n I' ento­
ol coiüunto -aUtlco 6 • cla cocl1-lón - 7 tiene una componente cllatbata de 
{(o.•)I• E C). 

De-tracl6n. 1!:11 UD& apllcacl6n clel ~ ele preparación ele Welent­
(,,_ [G-B) p ... 8). Como la bolonomfa ele•• la lclentlclacl. ten- que ••<'• •) - • = 
'•(t.•). d•arroll-clo en aerle de potencl-,_ que 

""' 'ª""• •·<'·•> - • = '•(•.•) = t( "' + ¡--a¡s- '+ ... ) 
por la hfpote.la ele que•• penilatente. En particular. - tiene que •(t.•) no - lcl~ntl­
camente nula en {(o.•)I• E C}. Aplicanclo el Teonlma ele preparación a•• tenemoa que 
g = /1/2. para /1 7 /a f'uncion- bolODIOrf'- con /1 no nula en UD& vecindad de (o.O)-, 

/2(t. •) = .• + ª•-i(t)••-1 + ... + ao(t) • e19(0) =o. 
para .._(t) funcionea bolomorf'-. Para t ~ O la función /a - anula en un n'11DBro tlnito 
de punt09.· por lo que • tambim .. -u1a, el ~ltaclo •icue. . a 

SI ., • la eleformación intlni*-imal -.ciada a Jf' • de acuerdo al c'1culo clel 
':reorema 2.1&. tenemoa que la bolonomfa ele• - H• = Ifl+t /•(o,•)., ele donde tenelll.09 
que 

ª"'• f at (o.•) = /•(•,•) ., • 
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doade •<•.•) - .. clue llbn de.__.. ... -1a lacd• por(•.•) ........... a partir .... 
2.19 DZFINJOION. SI clclo cwtaate • • bdlal..,lme.! te ..... .._._ b"'° 

la mr-lde bdbal..,lmal" 91 (e,O) • - e- •lado .. /•(-)"' - fwu:lde ü .. -
:l~:IO PROPOSICION. S- # - ~16a - 4Í-laaal .. la follacl6D 

Fe 7' •. - delo -'aate de "•· Eat-c• • • .,...._.. ~ I' .i 'i 86lo u • 
lnllnl'-lme'-*9 pmes.t-te ....- la ~16a bdlalteelmal -lada. 

De-v.clda. u-do 1a aotadda plWYla .__ •-

/, ... 
•(•.-)" - lit (o,•) = •(•, •) • 

Sl • • penlateaMI pera lf _._ (o,O) • - - al8ledo de/•(•.-)" 91-, e61o el 
•(o,O) =o., t - cllTlcle a•· a 

La lmpoñancla ü •'- pl'Gp091cl6a • que - da - criterio IDtlnltealmal para 
determinar •l - clclo -'-• .......... clefonaaeloam • ..._ -ltaclaa - -
cierto -tldo em.u- a la f6rmula u LlouYW. q- pennlte calcul- el determlnente 
ele la matrla ele la cllf-lal ele la apllcacl6D ele Polnc_. ele - campo vectorial, -
támlncm 4nlc-te ele la cll,,_..ncla clel campo -.-torlal, aba conoc- expHcltamente 
el tlqlo, ,,_ (M) pmc. 41. . -

2.21 OBSERVACION. El Teonma 2.1& • cleno pera follaclon- holomorf­
cle cocllmenal6n uno con •lnsul-lclaclea en cualquier varieclacl compl~a compacta. -
(GM-M). 

2.22 OBSERVACION. Por otra parte un problema anmellM!Jlte clHlcO e lmpor­
tente • •t~ la multlpllclclacl ele clclae lfmlt• para cien- cleformeclo-. En el 
c~ ele f'olleclone. que provienen ele campos -.-torial- holomorfoa en c 2 hq alpnoa 
r-ultadoe ver (12) 7 (V). En partlcul- noaotiroa senerallaenclo lde- de Die.aenko -
(11), hemoa -tucllamoa la peniatencla ele clcloa en 1- hqJ- que proviene de 1- ci­
cle homotopía dadaa por loa puntae ele lndeterminacl6n, ver (GM-M) aecci6n 4. Un 
proyecto a futuro eerA amplier -te -tudio pera ot~ tipoa de lasae. 
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CAPITULOm 

Dl!lFORMACION Dl!l FOLIACIONl!lS CON PIUMl!laA INTl!lGJlAL ~ 

l!lD el pn.ente caplt.ulo • el-' - c:aract.erisad6D de aquell- def'ormaclon­
de follaclon- en cpS con prlmera lnt.epal que -t.6n conMnLI- en el aubempaclo de ._ 
follacl~ que t.lenen pri.- lntesnl. l!ll ~ult.ado qae - expondr' _, un crlt.erlo 
lnftnlt.eabnal. Supone- que t.en--a def'ormacl6a. par-'risada por un •paclo 
uno ~lona!. ele la follacl6n Fo c¡ue t.ieue - primera lnt.esral racional. Sl la 
deformaci6n -*'' dada por -a famllla de follaclon• COD ~ lnt.epal0 ent.onc- Ü 
acuerdo al Lema 2.12 • t.od- 1- holonoml- deben aer la apllcacl6n ldent.ldad. Por -'o 
dlt.lmo deberem- •perar que la clemrada de la holonomla con ~pect.o a la deformacl6n 
-a i&ual a la ldent.ldad0 •t.o Por el Teorema 2.15 alpüllca que /1 " = O donde " - la 
deformacl6n lnftnlt.ealmal ~lada 7 & - cualquier laso cont.enldo en ._ hoJ- de '•· 
Con ello t.enemoa una DJOt.ivaclón para nu.t.ro t.eorema principal. 

S.1 TEOREMA. Sea -e < O 7 Fo en F l(-2e) una foliación en CP9 holomorfa 
con alnplaridad. que tiene - primera lntesral racional sen&ica de srado e 7 " en 
Tr.Fol(-2c) una deformación intlnit.e.bnal de Fe • Ent.oncea / 1 " =O para t.odo laso 
contenido en 1- hoJ- de Fe ai 7 a61o ai" •un vector tansente a Fl(-2e). 

Ant.ea de iniciar la demoatraci6n del Teorema ea conveniente hacer algun­
obaervaclonea : 

S.2 OBSERVACION. Nu•tro Teorema S.1 ea una generallsación del aiguiente 
Teorema de J. Dl-enko : s- F una foliación en c2 dada por la 1-forma w = dR. 
donde R • un polinomio con de arado n con n2 puntoa crític- 7 con valorea crltlcoa 
diatintc. • Si " • una 1-forrna polinomial de srado n - 1 tal que / 1 " = O para todo 
laso cerrado & cont.enldo en 1- hoJ- de F, ent.oncea., •una 1-forma exact.a._ Ver [11). 
Nóteae que a-que 1- hlp6t.eaia de t.rab-.Jar coia. una foliación con primera integral 7 
•genericidad• -ñ an'1ogas la concluai6n • diatinta 7a que hernoa auatituido "la exat.i­
t.ud de .,. • por la condición de que •., - t.angente al •pacio de primer- int.egral••. 
Eat.o t.lene aua rÜc• en el hecho de 1- eapacioa Fol(-2e) 7 F l(-2e) aon variedadea que 
no aon eapacioa vect.orial•, hecho que a( aucede para el e-o de foliaciones polinornialea 
(1-formaa polinomial•) 7 foliacionea con primera integral polinomial (1-fonnaa polino­
mialea exact.-) en c2. Por ot.ra parte podrla habiar- de extenaionea del Teorema de 
Dlaaenko para -Coliacion• no polinomial••. la_diftcultad aqui ea que no• claro cómo 
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--.u1r famlllaa a toll.c..__. Za -ao e- de cP9 ... famlllu .r.r(-•) -"­
bleD detbüdaa-, -sra..- a todu ._ tbllaclam• - c.r• (.no - - -•de la 
-s-cldad de c.r•). pod- decir·- .. ~ s.1-" -lado - - nw'wlma ---alldad pamlble • . 

n.-ulld6D de la~ -.r' del '1'mNm& á.1 . Dada., Po"-- ~derar I' 
- .s.r-16a l~loa&I ~par B - (B.o). da .r. cap ..,__16a 
bdbal~ _..._ _., - '-PD'- a '1(-h). c..._ 1a bolonomr. -1M1a • 
la r-wa "· - foll11Cl6a de c04'1_.. .. - B X c.r• • ...__par .. Twema 
2.1• -~ ·- la ...._16a latlllltcmlm&l de la...,.__,. - ,. • lo......, de -
._ • contenida - aJaaaa bqla ele la follacl&a .r. mt' dada par_. -Vis ele lar-

( 1 /•") o l . 

eo-., - tanaente. 'l{-2e). entc.ace.,. ={Fa} puecle ~ele~ forma que 
toda9 •- eie-tas esMa - Fl(-2c), de cloDde por el Lema 2.12 la holo..-1& de cada 
follac16D .Pi • lsua1 a la Identidad. C- lo que /•" = O, para todo laso • coateDldo en 
lu hqju ele la follacl6a. O 

La clemodracl&a de la part. -..Slo .1• • mú elabonda. Para ella neced­
t- ••.._en qú p-tos la lnclum6n I: G(P(e) 0 c•) - '.r(-2e) - - ene~•· 
Smp _ _._ por dmcribll' loe vect- tanaentm a la lmacen de G(P(e).c•) b~o l. 

S.S LEMA. "n>do vector tanaente a FI(-2c) en el p-to ciado pCll' la follac16n 
'• dada por la r-cl6n racional 6 puede reprecentarce como una 1-forma racional del 
tipo: 

donde R, S .On pollnomi- homas~~ de arado c. 
DelD09traci6n. Dad- (P,Q) 7 (R,S) ~ pun'- en G{P(c),C2 ). entonc­

podemoc _conciderar la familia de aplicacion- racional- l;t:f. para e en 1- númelf09 
comp~-. como una curva en el-pa.cio de aplicacionec racional•_ de pado e. v­
a calcular el vector tanaente -lado al tiempo e = O, en el -pa.cio Tr.Fol(-2e); 
para ello prhuero concider&DI09 la ramilla de 1-formu aaociadu 7 d-arrou.- h-t• 
primer orden r-pecto a e. haciendo e• = O. Entone-

cl(P + e.R) = CO + eS)cl(P + eR) - {P + e.R)cl(O +es) 
Q +es (Q +es)* 

"T recordando que {P. O} = QclP - PclQ tenemos: 



. · -
_ (.P.Q} + t'(Jt.O} + (P.B)) 

Q +2'QS 

• • • • 
M. 

'"*'<•ª-o>. 
para 41Yldlr ali •- .-e el lnw cle1 "'--'"•_. • ¡jl-(1 - 2'61- lo ca- la 
~-'-"--u--r-- . 

(P.0} t 28 - -g¡- + QW'((R.Q} + (.P.B} - Q(.P.0}} naCN1 <•ª =o). 
~~'-ar la derlYIMla- t =O coa lo q- .. obüene la 1-r-

.P + tR B S s P 28 P •<o+ cs>la-o = 4 <o> + <Q> •< s> - <-¡¡->•<o> · 
Flaal-'e olaeea •m que el 61'1- Mnalao - c:ao a Jo 1arp de 1- hoj- de 

'•• •t;Ulauldo la Ot.er..ci6a 2.0 obten- el -1tado dmeado. e 

l.<& OBSERVACION. De -.c11eldo a la ProJ>09lcl6n 1.2 1- 1-r- del t;lpo 
ant;-5- p--S- .xp- C0- 1-f- pollnomi&lm {B. 0} + {P. S} - &launa 
cana aftn. z.w. 1-r- repHHDt;aa .1,,_tor o - Tr.Fol(-2•) dado p- la foll-.cl6D 
q- t;leae - p~ 1at.eara1 .. G .1., -s1o .1 .... ,..,_ que: 

{R.0} + {.P.S} = A{P.0} para A- C. 

S.& LEMA. Sl 6 7 f 80D pri-- lat.earalm aeawic~. ent.onc- {P,0} = 
A{B. S} para a1s6n A en e• al 7 .Slo al B = a.P +/JO 7 S = ...,P + 60 con a, /J • ...,. 6 -
c. con a6 - /11 ~ O. 

Dc~t.racl6n. Para la parte "alª baat.a calcular 

{a.P + IJQ • ...,P + 60} • 

ele hecho ~ ea nec.....,la aqu( la hip6t. .. ia de que 1- primer- int.epal- sean gen6ric-. 
R.ec(procament.e, al auponemc. que {P. O} = A{R, S} ent.oncea .. t.o bnpllca 

09cl(~) = AS.-cl(~) • 

ut.illsando la hlp6t.e.ia de que ._ primer- lat.ear&l- aon senúicu pode1D09 concluir 
que .'- foliacloD- a.ociad- a 6 7 f t.ienea 1- miamaa hqi- como Bbru irreducibte. 
7 reducibl- reapect.ivament.e, en particular 80D la misma folüu:i6n F - Fol(-2e). 
'lb- 2" = cp1 una rect.a prG)'eCt.iY&_ - cp• que no p- por lu aingularidad-



•• 
de .. follac16D ,. -lada a ~ ................ apllcacS-- nchm•S. a r. - lo 
,__ obt= m .._ func'- ~u l&c qae...., ~de aotMMa .._._par 
f.J : 2" ..... eP1 ~ f : 2" ..... eP•. obcw w qae - ._ apliclldlmm ...:laa•S. - de 
erado • -'- fmaci.mwe de-2" - eP1 - •a 1. s- 2"' era. 11a-.-16D • r - ._ 
luid- lneduclb1- ele 11'. ca- - ._ m... lrnd11Clb1- de S· -'-

<!?o<~>--ª : (:)(2") e eP1 
..... eP1 

• 

-*' blea detlnlcla. - hoJouM.fa ~ .........__ C-

2"' ... epi - { e-; • ..-. fli-•· ... ,.,_ } . 
daade - e:°"'-'° con-ponde a kw ..,..._ de ._ Sbna redac:lbs. de S ~ ca- -
dlKreto por la hlp6&eaia de que S • pMricL Emcmc- la funci6D (f)o(G>-ª tieae w 
cxteaaicSD ho1-fa ~ uanalaada C1QO dondnlo •tocio eP1 • Ccm lo que (f) o <6>-ª : 
epi ..... eP1 •'6 blea dellnida 7 • - traaaf-l6a de M6bl-. lo cual c:onclu79 
la demcwtraci6D. a 

a.e COROLARIO. La IDclualde 1 : G(P(•). eª) ..... Fol(-2c) • uno a uno -br. 
•u lm9aen c:u.ndo - re.trlace a 1 .. -..Uc:9Clo- raclonaJ.. senúlc... a 

Pod- ahora calcular la cllf'erenclal de I. con ello ten~: 
3.7 PROPOSJCION. La bac:IU8l6n 1: G(P(e) 0 C 2 ) ..... Fol(-2e) •un enea.le 

re.trlnslda a i.. apllcaclon• raclonalee sen6rlc ... 
De-tracl6n. Sea 6 -a apllcacl6n r9Clonal senl:rlca. tom.- una bMe de 

P(e) dada por. P 0 Q 0 R1 0 •••• R. tal que tod .. 1 .. apllc9Clon- /i¡ 7 -t 110n senl:rlc ... 
Entone- dado (s1 •••.• s •• .,,, •••• 11.) en c 2• la aplicación 

•:e•-+ G(P(e),C2 ) 

dada por 

•(s1 ••••• s•• 11'1• •••• 11'•) = (P + s1R1 + ... + s.R.. Q + 111R1 + ••• + ll'•R•) 

forma una carta coordenada local para G(P(e), eª) con •(o) = (P. Q). PodelDD9 ahora 
conalderar 1- C\U'V98 c:oordenad- dad.a por: 

za ..... (P + za.R¡, Q) 
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•• 
,,, ..... (.P.O+'ll¡JI¡) 

con a,;-1 •...••. 
Compcm'-ndo .... CurYm9 - I obt.n m • Cuna9 e,. .,_ • - •• ,. C1ll7& 

1111..-.n¿- el ...,.clo l'#/l(-2c)-, ...-a par el paato dado por (.P,Q). Para -v.r 
ca-1- - ~~qua._,,_'-- uaa-te. a i.. cimraa e,. - .i tiempo 
cero que U-W. r-- - ~-'° lln-• te buhpendlente. 

Prm.r.. parte: i.- ,,_'-'- W. - no a.me.. :s.ta. ,,_tons - caJculaa utW­
-c1o .. i-.. s.s - .is-: 

~.r(.P + sa_,>I = {R,¡.O} + {.P.O} 
Bali 0 .. -o 0 1 

Lo cual, por la Om.r-16n. s.• - ....,._,., - el plan.o tena-te 2"1.F#ll(-2c) 
como {.,.O}. Dei.- -ton.ce9 -v.r que 

{_,.O}~ .A{.P.0} 

para .A- C. _ 

Prta.r c-: .A= O. &to impllca qua o•.r(t) = {R¡.0} =o. lo cual no 

puede __. .,_ t no - una funcl6n conat-te. 

Sepndo e-: A ~O. Ento-pod~ .uponer que A = 2.A' 

{R¡.0} = -2.A'{P.O} 

lo cual, utillsando la bllinealiclad de { • } - equivalente a: 

{R,¡ + A'P,0} = -A'{P.0}. 

de donde n- dice, por el Lema S.5 que (R,¡ + .A' P, O) 7 (P. Q) repr-ntan el miuno 
punto en la sr ... manniana de aplicacion- racional-. Pero -to - imp.,.ible por la 
conatrucci6n de la carta coordenada •• con lo que el vector {R¡. Q} - no nulo en el 
•paclo tancente; la demoatraci6n - ~osa para 1- curvaa de la forma 

fl¡ >-+ (P. 0 + '1¡R¡) • 

Sepnd& parte: M09tr&ID09 que toda combinaci6n lineal de 1- vector- 8~ ipal 
a cero tiene nec-ariamente tod- 1.,. coe&cieni- isual- a cero. 

Sea una combinaci6n lineal 

a1{R1.Q} + ... +a.{R..0} + 61{P,R1} + ... +6.{P,R.} 



n. 

- <E-.B.¡.Q) + {P.l:l>aB.¡}-A{P.Q). 

Prla.r c-: A =O. :E.to por el 1-a 3.5 impUca 

Q =..,P+•El>aB.¡ 
pao el ...-c1o -.J6a - - _,.._.por_. Q,P,R1 , •••• R. uaa .,__ De clcmcle la 
dalca PQ9lblllclad para que la lpaldad - clefta - qae -. ""' •1 - O, para tocio i 'T ;. 

s.mac1o-. A JA O. Sin p6rdlda de ..-.Udad pod--poner que A -. 2A1 
• 

- lo que ten-· . 

U8aDclo el r-.. 3.5 'T el hecho ele que Q, P, R1 •••• ,Re - una baae ele P(•) 'T • 
- una carta coordenada para la sr-m•nnlana, - puede "Ver q- lo anterl- ..Slo -
PQ9lble •l-. = •1 =O para todo i,;. Lo cual termina la clelll09traci6n ele la propoelcl6D.C 

Jlesreeunoe ahora a la clelll09tracl6n del ".l"eorema 3.1. itecorclemoe que iib -
une follacl6D lija con primera intesral racional 6 cenúica. 01-ervemoe que ciado un 
vector tancente w = A(•, w)d• + B(•~ w)dw en T.r.Fol(-2c) (repreaentado como una 1-
forma polinomial ele acuerdo al la Propoeici6n 1.2 'T el Corolario 2.8), -tamoe aceptando 
que tiene polo en la recta al inftnito ele ~a carta afrn C 2 ele coordenad- (•,tu). 
Pod- pu- mul~iplicar la 1-forma por q-2 y entonce• •u polo .. taral localillaclo en 
la •uperftcie de Riemann {Q =O}. &to co~ponde a cambiar la carta Jue trivialisa 
al h- L U8anclo en v- de la carta afrn C 2 la que tiene como dominio CP - {Q = O}. 
En todo lo que •icue repr..entarelll09 loe vecto~ en Tr.Fol(-2c) vwtc>li con el polo 
en la •uperftcle de Riemann {Q =O} -to-. 

T.r.Fol(-2c) = 

{ w A(• tu}ü + B(• w)dw . . ({ Q) )} QI" = • ql ' 1 w ecnno en la Propoaaeaon 1.2 • modulo P, = O • 

El plan para la demoetraci6n de la parte •..slo •i• del Teorema 3.1 - como 
•iaue. 
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W(•) = <i-1 f..¡. =O ,_.. CCNlo 1 .. 0 • _,_.,,. - 1- 1ao;- u .r.} 

w w . Jt Sa P 
V(•)=- <g.lg. ... ti(0 ) +<o> .r( 8 ) • R.s e P(c)} • 

No - clUfcll -u.r que ~ e°"'-'- - 111abeapacios ..-torlales ct.l -­
pacio r, • .ro1(-2c). •-otra pute ele~ o....,,_ q- V(•) con•ponde al -pacio 
2".r. .rr(-2•) por•• Lema a.a. Para m-u..r e1 ~ a.1 ten- que u.car a qua 
W{c) =- V(c). La parie -.ro ct.l Teonma a.1 - ~ra q- V(c) - un 111abempacio 
Yeetorial de W(c). Para -trar la isu&ldad de V(c) 7 W(e) conaUW- - funcl6D 
lineal • : W(c) .- .M(•). para M(c) cierto e.pacio -torial de dime-i6n tlnita -bn 
c. -u.- q- •(V(e)) = •(W(c)) 7 q- por otra parte el n6cleo de • - ipal a 
cero. de donde V(e) = W(c). 

Para conatinalr • cona~ pri-rc, - recta J1roJ"9CtlY& compJ.üa T -
CP9 

que -"- - pomlci6n a-eral can rmpecto a la follaclón F.; - particular. -
p .. a por i.. alncularldade. de la follaclón. Dado p - CP9 - Si.-.(F.). _.. K(p) 
la hqJa de la follacl6a F. q- contiene a p. K(p) - una aupertlcie de Jliem•nn DO 

comp"Kta q- - obtiene de.._.. 1-p-to. de Si.-.( Fe) en la -pertlcle de R.lemama 
compacta {l'P - ~Q =O}. La ID'-cl6n K(p) n T conata de e punt- (contad- con 
aua maltlpllcld~). 1- cuat- denotama9 por {p1 •••• p.}. Dado., en W(e) entone• 
•(.,) = F., - una apllcaci6n con Y&lore9 en •- n6- comp~a. dada como aipe: 

• pe cPª - Sing(F.). 

donde cada //. ., - la lntesral ele línea calculada usando una curva contenida en la 
aupertlcle de Riemann K(p) que une p con 1'9• Como una co-ecuencia de la hip6t-ia 
I• ., = O tenem- q-:. · · 

S.8 LEMA. Cada F., ea una función holomoña univaluacla de CP9 - {Q =O} 
en CP1 • 

Demostración. Se uaa que., ea una 1-forma holomoña excepto en {O = O} 7 la 
deflnlci6n de F.,. · a 

S.9 OBSERVACJON. El ndcleo de• ea isual a cei:o cato ea, F.,= O •i y a6lo •i 
., = O a lo larso de l .. hqjaa de la foliación '•· En efecto, usando la de8nici6n de F., 
mediante intearalea y eliaiendo adecuadamente la recta proyectiva T tenemos que 11i '1 
no ea cero existe al menos un punto p en CP9 - Sing(Fo) tal que· E.//,.,,,¡,. O. 

Loa •iauientea lemaa de11eribi.rú alaebraicamente laa aplicaciones F.,. 
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3.10 LZMA.. L• aplic-loa• -"• ,.._ - polo di.4111-~ -(Ja .. ~ 
de RJem·- {Q - O}. iJ·"'l: · 11[f(!A 

ne-u-16D.. Para clllcalar el ordea del polo. bu'-6 Ja-so locai-'9. Sea 
U una -.ecinct.d et. a1s6a panto 9 - {0 = O} n 2" -, 1P : U - e• w carta c ar "lea-4• 
t.al que Ulriallsa a la foU-16a - •(•) - (O.O) -, _,-l({w - O}) - {Q - O} n U • 
_,-•({• =O}) - 2" n U. Par o&ra ........ ,_ ca- ., cample ca- _, • ., ,.._ la f_. 

A(•.w)u + B(•.•)n -· - A-, B fanclonea ~. z.tanc- para pqatc.,, _u. pocl--1r c¡ue 
fll ..U dado por IC(p) n 2" n U. CalcW- -tone.. el polo c-rmpondlelde al pn­
•umando ct.: 

1 .. (1') 
F•(p) = ~ ~) IP•fJ• 

usando una t~Mm& que una ¡p(p) - ¡p(p1) con'-lda- U. El c'1culo del orden del 
polo para loa otros puato. ¡p(JI.) - anQoso --do colecclone9 ele can-~ 
que cubran ._ uqectori- q- unen S- pantc. p con "'" 

Si 1P(J1) = (aro.wo) entonce. pod- h- que p timada a {Q =O} -4iante 
la familia et. punto. (.IO. e) cuanclo e t.ieDcle a ceZ'O. Sea una familia de ~tori­
ac : (0.1) - e• dada. por: arc(t) = ((1 - t).IO. e) que une loa punte. <p(p) dadae ~ 
(aro.e) con loa correapondl-'- puntee 1PCP1) =(O.e). EntoDCe9 

llm L"'(p) IP•fJ = Um /,( .. ,e) A(•.w)cl• + B(•,w)clw 
. p-+(Q=O) Ña) c....O (o,c) . e 

que al calcul- eon laa t.r~tori- Cllc(t) noa da: 

= lim ¡1 A((l - t)aro, c)dt 
c....o/o el 

. l ¡• 
= ~~Jo A((l - t).so. c)cU. 

y como A - holomorla concluimoa que'• t.iene un polo de -den doa en {w =O}. a 

3.11 LEMA. Lu f'uncion• F• tienen punt.oa de indeterminaci6n en 

{Q =O} n {P =O}. 

Demoat.raci6n. De acuerdo a la deacripci6n local de 109 punt.09 de indetermi­
naci6n para aplicacionea racional-. but.ar6. moat.rar que alrededor de p E {O = O}n 
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{.P·- O}, la apllc-16e '•• '- ..._ ._ _.._ .. CP'. Dalllo p •-•=-­
d-•d- -.... (•.•> - cr• -=-,, -•....-CIMDdo a (o.O). csa1a P••'-• .lf -
C.P1 tiene -lpada de - -tan.1 w hqJa- la follscl6e .r •• u._._~ K(•.•>· 

- Obee~ que p puede.,__ - - p-to - cMI& laqJa K(•, w). 
J>eftn•- aia- 1. : CP1 - C.P1 tal ca- 1.<•.•) - '•(p) .a.mete '•(p) 

-u calculada --do la laqJa K(•,w). C- I• - !ac*m •fa 7 para 11 '1- O, I• -
no comlt_.., M •S.- ca- la lmspa de l. - todo CP1

, - ID que --'-"te .P'• 
tlen9 -punto de ~Mla. •· • o 

2•. 
ea. todo lo -terlar - tlmle: 
S.12 COROLARIO. ~ apHc_iaa_ '• - apllc_.__ n.clcmalM ele srado 

o 

Mua4n: 

S.lS LBMA.. L- funclonem JI'• p-&m .-c:rtbine - 11.9¡¡.sp para R 7 S 
pollnomto. homos--. de srado •· 

D-•r-16D. COIDO Isa apllcsclon- '• - r-lon&IM deb- .. tener una 
mcpresl6n de la , __ if, para M, N pollnomto. homas"'- ele psdo 2e. Por el Lema 
s.10. -be- ca- pode- tomar N = g• 7 por el Lema s.11. ten- ca- M debe 
de snul- en 1- punt- de {Q = O} n {P =O}. Apllcsndo el ~ ªAF + BG• de 
Noether (,,...por ~emplo (G-B), paso TOS), M debe mcribi.ne como .PQ + SP, para 
R. s polillomlo9 homos"'- ele srsdo •· o 

Con eato podeUMJ9 tomar cODIO codomlnlo de la aplic-i6n •: 

RQ+SP 
M(c) = { gi .IR. S e P(c)}. 

Claramente M(e) - UD -pacio vect-ial de dimensión ftnita 90bftl e 7. -
una función lineal. 

3.1& LEMA. La climenai6n d8 la imacen de •(W(e)) ea menor o isual a c 2 +3c-2. 

Denx.tr-ión. Primeramente acot&UMJ9 la dimensión de M(e). Para ello, -
I e O la saviUa de ideal• detennlnacls por {Q =O} n {P =O}, donde O ea la savilla 
de funcionea holomorf .. de C.P'. Sl O(c) - la savilla de 8CCc:ionea loc:alea del h- de 
line .. con c:ia.e de Chern e, entone- tenelD09 una •ucesi6n exacta: 

O - 0(0) -+ O(e) $ O(e)- I(2e) -+O • 
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doade 1(2c) - IGDo0(2c) -, IM faaclaam - ..ta ll-s6a _._ .__ por 

11--Pe-,Q 11E 0(0) 

E e "1 ..... Qf + Pf/1 f, "1 E O(c), 

a1. 

doade P-, Q - COD9lduada.- -1on- pobalem u O(c). Ver por 111-plo (G-B) 
p .... 808 ., TOS. :S.M» ilul-la~-- 9uce.l6D -.eta - cohamolosfa 

o- B°(CP',O(O))°- B°(cPá,o(c)) eB°(CP'.o(c)) 

--+ B°(CP', 1(2c)) _. O 

p que H 1 (CP',O(c)) =O para tocio n'ilmero entero pcmtho e,,,... (G-B) pac. TOS. 
lll -paclo B°(CP', 1(2e)) - lu 9eCclane9 slobal- del Ideal determlnaclo por 

{Q = O} n {P = O}. De lo anterior conclui- q-: 

cUm(M(e)) :S ünaH°(CP2 , 1(2c)) 

= 2(-9 + 3e+2) -1=.S+se+1. 
2 

Ahora obmerv- que al '1 ~ O, entone- por la forma en que - deftnl6 F., 
uaando lntepal-, F., no puede - conat-te a lo larso de l .. hqj- de la follacl6n. Por 
eato funclon- de la forma: •<6>' + 6(1;) +e no pueden obtene~e como funcion­
F.,, -to - no eatb en la lmacen •(W(e)). Como eata familia de funcion- tiene trea 
par'°1.etroa a, 6, e tene- que : 

dim•(W(e)) :S dim(M(e)) - 3 :S e 2 +Se - 2. 

a 

S.18 COROLARIO. Si la primera intepal lj ea aen&ica entone-: 

De-traci6n. B-ta obaervar que por la Propoaición S.7, ai 6 - aen&ica 
entoncea la dimenai6n de la 'VU'iedad pwmaniana de primer .. intearalea ea i&ual a la 
da-Ión de V(e) -, la dimenai6n de eata sr-mani-a ea e2 +:Se - 2. a 
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