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CAPITULO l 

:'"!"!1'RDOUCC!úN 

r,ál.culos avanzados de 3néÜ i r;ii:; ant-r1..i.ctural y el desarro -

110 de aceros ;¡ concretos de al ta resiu tencia y calidad, per -

r.: i · "n o:iter.er ol di.seña de elementos estructurales f.lexibles 

y esl.eltos,en los cuales, tiene e,ran importancia al comporta -

miento é.e las defleyiones. 

~l estudio de deflexiones,resulto ser muy prescindible -

pcira la e~timacion dn la.o rigidece~ de elemefftos estructura -

1es,d~ he~ho,frecuentemente el diseño e~~ructural de una vi -
,go,queda •.:e~.ermir.ado m8.s po!" r.;u rigidez que por su rc-sisten -

cia. 

·:-:n el ?rer;ente trabo.jo,::o.c hace une sir:temo.tizacidL del r.'.o

:!elo r.atematica (:e la ~:<..!li..H::i..-;1, -_:'·.;.r.:!;]~<:>!1+fl1 rle la cur·ve de o.e

fleY~~~ ~e vi~n1: mediante doc procecos analttlcoe ~ifero:~tPE 

cn~o lo aon,cl rcali~a<lo a travds ael an~liois ~&teRJc:_o,y 
d<:!l <.!r:: !\ec;,:·,ica de materL:ilas. 
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T'ara ello, se hace énfasis en las si.;;:...lientes hipo'teGis fun

damentales de la teoría técnica de :!..a !'le:<.'..ón 1 

l). Secciones planas de una vit;a normales a s·..i ejf:! ,perma -

necen plana~ 1 znte~ y deopué8 de que la viga ~e somete 

n f"1.oxión. 

2). :..<:l mate ria 1 es homoeéneo y obedece a léJ ley de i-iooke. 

J). El motlulo el~btico es igual a tcnnión que o compreción. 

4). Ln viga es inicialmen"'te recta y de sección constante 

5). El plano en el que actuan ~ns fuerzas,contienc a uno 

de los ejes principales de la sección re e ta d1~ la viga, 

y las cargas actuan perpendicular·men~e al eje longitu -
dinal de aqucilla. 

Además,se incluye la representación grá.fica del comporta

miento de vigas rle materi3l elcistico y elastoplástico su.jetas 

a :flexión,mcdiante dia¿ramas cláEicos, de :.:amento-curva turn, -

carga despla znmlen to y ~·~omento-rotación. 

Se J1ace usa de la opllcacicin de las funciones de di5conti

nuidad (funciones de :i1.--1caulay, f'unciones d~ ~ ingular idnd ) , como 

un'J :::iltcrn:!tiv-:1 :T::ls p.3 ... \.l re_µre::::e:;iar i:::ar¡~r1s,y determinar pen

di~ntes y def'lozione:i de vir:ar::.- Se incluyo la solur.ión de ejem

plos numtiricoA R11fHJ~!" ... \"'O>,-::._;:,·o :·fr. •.:.r""ii.:..v ·~s i ius1.n:1.r lé1 aplica -
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cio'n de dicha~ :-uncior:cn. 

Una de la::; m.cis importantes uplicar:ir11es del estttdio de la 

deflexion de vi?.as es,por otra parte,13 obtencidn de ecuacio

nes de deflexión que,junro con las condicione~ de equilibrio 

e~tátlro,p!!rr.::iten re::rnlver l<..:iB vi:;az estaticemente indetermi

nacfaG • 

.i.;;l método de l.:i vi.~r) -::c:-1jG.r_:O.:'..<... rnt:nclonado en este trab:-ijo, 

constituye uno de los varios métodos que existen para resolver 

vigas estaticamente indi:!terr:ünadas.-3e basa en los dos te-ore -

~as del mét.or1o de órea momento.s (teoremas de r.:ohr). 

':on el propóci to de rJar unil idea dE la aplicación de dicho 

método en l<:~ obtencicin de c!esplazamientos (lineales y angula -

re~),se presenta conc!"ct.:Jr.,en::e,una forma de procedimti.ento . 

for ·11 timo, se prc::;cnta un ejemplo numérico praCtico,::pli 

cado a vi~s de concreto,así como la bibliogra!'Í2 utillz~c.a, 
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2.1. iinálisis de la c;irvatura (Y).de un arco de curva decde el 

punto de vistu ~atemático. 

Sea (l J una curva nn el PAPllc io tridimcnnional ,def'lnidu por 

la función f(uJ,o,f(t)= X(t)i + Yftli t Z(t)k (ecuación vecto
rial de la curva). 

ronslderando al escalar (u) como la longitud de arco (S) , 

medida a partir de un punto fijo de (L);de la curva ,dr/du es 

un vector tang:~nte a (J,) y que ll;m::iremoc 'T),como se aprecia 
en la figura 1. 

,/ 
Pig 1 



I.a variación de ( ri:' )res pee te ~1 ( s), es uno. medida de la cur

V?.. tura de (L),y viene dada por <i:.'/ds .- '!..a direcclÓn C.e c.r/ds 

~n 1:n pYn~o ~lJ~lq~iern de !t) es la corres?o~dicnte a la nor -

r.:i.l '3 la curva ~n dict:o pu11to. 

~l vcc tor unitario {::) er-1 la d irecc iÓn de la normal. se lla

r.ia normal principal a la r.urva,luego entonces 1 

rH/C::;::: i-!l,siendo (K) l.a curv3tura de ~L) en el punto <lado. 

~l ruclproco <l~ la c~rvatur~ !~),=e le ll~m~ ~~dio ~R r11r

vatura,y se expresa por 1 /'= l/K,así mi:::;mo,el vector unitario 

( f).definir3o por el producto vectorial §::: T :-: fi,perpendicular 

al plano :armado por {T) y (Ñ), se llnma binormal a la curva. 

L~s fórmulas ~e Frenet-Serret,que relcclonan los vectores 

(i'),(fl) y (E),con sus rlerivadas,r:on las si¡:;uientes1 

ds 

@ = b .B-Y.T 

ds 

en ·~on~a el e~cal~r (~) .·e le denomina,tor~i~n. 

- (j" fj 

ól plano osculador a 1;nn curvu en un pun-to (P),er: el que 

contiene a l:J tangente y a la nor~al principal en (F j. 

?l plano norm21 es el que p<.i:;:;[I por o~) y es pcrpen.jicul::ir 
al plano t~ngente. 
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El ;:ila!"'.o rer."::i:"ic:::-.ntc,es 0.l qu~ ;>aB~ por (P),y Cf" :r~erpendi-

c'..l.lar a la norrr.al prin.C'.!.pnl. 

Dada l..tna curvo- en tJn ezp2cic ·::.id.:me:i.~ior:al (J.ig ?.),;/ cu:,·ar; 

ecU:.:>C'l.one3 p2.r::1:iétr~c2s son : 

y = y ic) 

Se tiene c:_ue ~l vector de pof'lcio'r. de .._.n punte ":Cnérico 

rle la r.urva es 1 r = Y. (s)i + ~' (s)j ,de lr~ .:i.:: ~.:::!~('educe 

que 

El ·-1ector ta.n[;ente a la curva,queda expresado por1 

T 

--ªL ~ 
c~s ds• 

~ k .. 

és 

+~ 

ds 

y 

pero 

con lo aue 

2cuBciÓn q'Je r.os p10>rmit8 obtener la <:'Urvatura (K),de un 

arco Ue curv¡;,,c!csde el punto t!e v:..sta vectoric:il,en un especia 

bidimen~ionnl . 
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2.2 .Sr.:foque analítico de la curvatura (K) de un .::i.rco de 

curva en un espacio bidim8nsional. 

como c:aso particula!" de una curva en un espacio ~ridimen 

slonal,podemos citar e:l de la representación <le dicha curva 

en 1:r. espD.clo bidimension.3.l,fi~r2 2 • 

y 

T(•} 

Los modelos matemáticos,1uc def~ncn ~ cGtc curv~.en el as

pe~to vectorial y paramétrico respectivamente,vienen represen -

tado~ por ncdio de las siguientes e:<presiones : 

?fs) = >:(o)i + y(r:;)j ,(ec, vectorié.:.l), x = :ds) , y= y(s) , 

{ ec, .P~rawétcica s). 

De ii;ual forma ,ésta r:iisma curva 1'i[". 2 ,pue<le ser represen

tada mediante la ecuación rectancular, y = h(x). 
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Cor.:o y'(x) = dy/dx,cs la pendiente de la recta tangente -

en (Q),se tiene que : 

tnn O = y'(x) , donde .f5 = tañ' :/(X) ,. • (l) 

La función de longitud de arco de una c~rva,eota definida 

por E 

s(x) =1J1 +(y·)º dx ••• (2) 

donde (a),es la abscisS del punto rijo sobro (L}. 

La forma de variación de O, a medida que se recorre la cur

va .esta en función,de que tanto este pronunciada dicha curva. 

;\r;Í bien, la curvatura O'.), de un arco de curva, dada en la 

forma y= h(x),se puede definir comos la razón de vari2clón 

del ángulo 0,renpecto a la longitud del arco (s)1esto es 1 

d<l lC .•• (J) 

ds 

de l~ regla de la cadena de cálculo diferencial,se tiene ' 

~ =~ !!§. ó DxO = (Ds0) (iJXS) 

dx dn dx 

en consecuenci2 ' 
K DsO !Dxlll ••• (4) 

l~I 
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derivando las eC'L'aciones, (1) y 12),se tiene 

@ = L( tañ' y'(r) ) Ó oea , 

dx rl.x 

Dxil .,,, ••• (5) 1 y D~S ./ 1 + (:i'J" ..• (G) 

]. + (y·)' 

lueeo entonces, sustituyendo,(5) y (6), en la ec (4),obt~n~mo~: 

;: IDs~I 1 + (y•)' 
y" 

J 1 + (y•)' 

K 

1 + (y•J'J 1 + (y•)' /[J. + (Y')']' 

por lo tanto 1 K ••• (7) 

ecuación qu~ nos ~epresenta el modelo matemático de la curva -

tura (i\) dí? un arco de curV<l,en un espacio bidimensional. 
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f:\!A<";RATl-.AS t'ARGA-D.SSPLAZAr.·.IEI·:ro y ¡'(Qi•'.EN'l'G CURYA':'CP.A 

J.1. 1\nálisis <le def'ormacionec unitarias en vigas. 

Una viga,eR un elemento estructural que ne somete a car~as 

que actúan transversalmente a :;u eje longitudinal. - Las cargas 

originan solici"taciones internas o resultantes de esfuerzo en 

forma de 1'uerzas cortanteh y de momentos flexionantes • 

Ante~ de la aplicación de dichas car&aslel eje lo~gitudinal 
de una viga .P.s praºcticamente una línea recta ,y posteriormente 

después de su aplicación.el eje de la viga se 1·1~xiona.hasta 

adquirir la forma de una curva, la c1ial ge eonoce como curva de 

flexión {o curve cla'sticn) de la viJa. 

En ést~u condiclones,es importante ncñalar,ia direrencia 

entre flexión pura y flexlón no uni:rorme.- La flexión pura.se 

rof'iere a la flexión que experimenta una viga medi::1nte la soli

ci tacíon de un momento i'lcxionante constante ,lo que implica que 

la ruerza cortante es cero,(dado que V=ctM/dx).asÍ mismo,la fle
xión no uniforme se refiere <l la flexión en presencia do f'HP!:' 

zas cortantes.lo que sianl..-l".'.'P. :p;.0 "'l momento flexion.:?nte varia 
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n lo l~rgo del eje de la viga. 

~f.l imµortante,que cu3nC:u r:e heC"!e un arilisis de 1.as do:for

m:o.cionP.~ internas de um:i visa,sc deba de con~üdcr.:::.r l.:: curvo

tura de ést.u y la3 deí~rm:-icioner; relacionactcs . 

con el propÓsi to de obtener unn ldea mas procisn de lo que 

anteriormente se mencicno,la figura ) 1 muestra una determinada 

sección de viga,en flexiOn pura,mediante la aplicación do mo

mentos flexionantes. 

V 
J 

-r , 
.!:... L +· --.. 

y 
V 

, 
I 

Fig J 

Mediante la solicitacio'n de los momentos (r.~) ,la vig-a se Ce

forma en el plano (x-y),y su eje lonf,;itudir1al f;C! .flexiona en 

analogía a una curva circular (fig Ii. ). 



Fig 4 

Las secciones tr~nsvers~les de l~ viea,ab y cd,permanecen 

planas y perpendiculares a las fibras longitudinales de 13 vi

ga.- Esta observación,forma la Case para la hipótesis fundamen

tal de la teoría de la flexión,que se puede enunciar como oigue: 

Secciones planas de una viga.normales a su eje,permaneccn pla -

nas despuéo de que la viga ee somete a fle;zión.-HipÓtesis 

también conocicla,como hipó .... esi9 de !iavier. 

Debido a las de!~ormacioneG por !lexión,lns secciones trans

versalen .ab y cd,giran,una con respecto a la otra,alrededor de 

ejes perpendiculares al plano (x-y).- Por lo que las fibras de 

l:! 'P~=-t~ ~·-1:rieri nr rie la vin:a,. presentan tensión,.debido a que se 

alargan.mientras que J..as de l:::i parte inf~rior est2n en compre

sión,rlebido a que se acortan. 
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Ahora bien,es precisu sefialar los r:ic;nos convencional(:S 

para la curvatura,los c•..1ales se :-eí'ieren <;:. la oricnWciOn de 

los ejes coordenado9 , Si el eje (x),es positivo hacia la de

rer.ha y el eje (y),es poaitivo hacia abajo,entonces la curva

tura del eje de la viga es positiva cuando ln vi¿a es cóncavo 

hacia at::ijo,y negritlva cu~ndo la VÍE,El es cóncavd hacia arriba. 

¡:;n ~rn de terrnlnatlo lu-;:ar, en"'.:.x·e lJ .~úcción su;-1....:rior e infe

rior de la viga, se localiza una superficie en la que !.as fibras 

lom;itudin~le:,no alteran su longitud,denominada ~uperficie 

ne•1tra rle l~j vi.p;a, (fi."' 4)i (l~nAn pun::end3 L-T~). 

'.-'~ta superficie neutra.en intersección ron cu~lquicr plano 

normal '8 ella ,origina el denominadc P.je neutro de la Gecci-ón 

transven;al de un elemento. 

LoG planos nb y cr:l,ne corte!'1 en el i:~ntro OP, <'!tJrv=:ttura 

denominado (o).y el ángulo entre !]SOS doft pl:Jnos,F-e denomina 

(](),de i:;ual forma la distancia desde (o),hasta la superficie 

neu'tra constituye el radio de curva tura (,f). - ConGecuentemcntc, 

la distancia inicinl dx,entre los dos planoG,no varía en ln -

r;uperficie neutra,por lo que, fd~ =dx.- Sin emt~rgo,fuera de la 

r;uperficie neutra,cualquier fibra longitull.inul,se alarga o ne 

:'ara ec~imar ectas deformaciones,consideremos '.lna fibra 

longitudin::il (OP),loc~üi:.aCa en ln :-;cccioÍ1. de ln vi.ga a un.3 -
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dis~ncia (y) de la superficie ne•.itra (f'ib 1¡.) • 

El alargnmiento experimentado por esta f'ibra (or),viene 

expresado por: 

rf ~ (f- y) d~ . donde di! : dx 

7 
, por lo tanto 

J·ty- ~ : dx -7 ÚX 
••• (8) 

/' 
Debido n que la longitud original .ce.(OP),es dx,el alargamien

to efectivo quedar 

ó -dx • dx - _y_ dx - dx 
f 

[- dx • ::]!__ dx ••• (9) 

r 
Por lo tanto la def'ormación unitaria correspondiente,es 1u 

igual cil ale: r,:;amiento ~· .feC' ti vo, di vi di C:o entre ln lonpi t:Jd ini

cial dx¡ de tal manera que 1 

Ex• -_y_ • -Ky (10) 

f' 
donde (?t), es la curva turn rtef'inida por 1 r= l/f7 
Esta ecuación establece que las de:f'ormaciones longitudinales -

en la viga,son proporcionales a la curvatura y que varían li-

nealmente con la distancia (y),desde la superficie neutra. 

Cuando una ribra esta por debajo de la superficie neutra, 

le distancia (y) es positivai~i la curvatura tam·cien e!1 posi -

":.iva,entonces ~x) sera una deformación negar.ivct y i:onstltuye 
un acortamiento.-Cuando una libra P-stá por ;1rribn ric 12 super

f'icie neutra,la dist2nr.:ia (y) e!:; nnc3tivD;~r:tonr_:ps ;ni.ra CU!'"\'<.l

~ura pcsi ti V3, (€;a:), :;era po:;;i ti ·va, lo .:p ... <:: cons !..i t ..... ye \.in <.ilá.rga

miento. 
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').?... Ss~1Jerzo;c: normales en vigas • 

. ~partir de la obtención de las- Ceformaciones unitG:rinf; 

normales EX.es posible obtener los es.fuerzas uniE1xiales G.-: 

que ar.ti.;2n normalec a la ~··..:cción tran3versal de Lm~ viga, 

cc.da z~ibrn longitudinal Ge la vig3, esta r:;ome tida a un 

estado de ~sfuerzo uni3xial,de tal manera que el di~erama de 
es.fuerzo-<leformación para el material, proporc icr:o.r3 J.r; relu -

ción entre G""X y f.\ • 

3i el material eD eláfitico,con un c!ié:igrama lineal esfuer

zo-~e~ornac ión, se puerie aplicar la ley de Hooirn para esfuerzos 

uni?.xi<.ilef; tu= EE' y obtener : 

GX = ~€Y = - zry ••• (11) 

Los esf'uerzos normal en que ac ttÍ8n sobre lo sección tr~ns -
versal,va.rían linealmente con la distancia (y) medida ~ partir 
c!c la ~upf}rficie neutra (Fig 5b ). 

De ieual mane~a ,se p11ede observar en l;=i ;>:_~::".2. :-:.¿~:.Q,que 
ll'Jc c:::.!'-.....;1.i.us,son ne.~ativos (de ccr.;pre.:üÓn),por debajo de la 

super:ficie neutra.y po~iti~.·::=:, (dt: t.cnnio'n), h'3cia arrib<.:: de 
ella, 
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'Tomando en cuen tn el momento reeul '!;ante r!e los esfuerzos 

Y. que uctÚ<.:.n sobr~ la ~erción transversal (~ie 5 a).-La 

f'uerza eler.iental rr xdl\ sobre (.•1 elemento dA (Pig 5 c),actua en 

la dirección positiYú r1el eje (;.:),cuí'lndo "X es positivo.y en 

l.a dirección ner:n.tiv-a. cuando G" x es negativo.- ¡:·or lo que su 

momento respecto al e.ie (z;), que representa ln. contribución 

inf'ini tesima.l.. de G xü:\ nl rnomen to :r. .. , es : 

dM. = - cr xydA 

--+---!-'º'--+---X 

y y 

(a) (b) (e) 

Pig 5 

La inte~ración de ~stos momentos elementales sobre toda el 
areB de la !:h;!CeiOr. tr.:?n:::VC!".!;~Ü,condnr.e é.ll momento total rt.o ; 

z 
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luego entoncesi 

Mo = /Gx y cñ. •.• (12} 

sustituyendo la ecuación (11) ,e:-; 13 nnterior {12), resulta 

Esta ecuación, se puede simplificar, de mam:r ... que 

~1 K E I ••• (14) 

donde I =//a A 1 que constituye el momento de inercia del área 
de la seccia'n transversal con :;especto al eje neutro (z). 

La ecuación (ll~),puede reordenarse,de tal manera que , 

K = l/t=-~-' _ ... (15) 
EI 

Ecuacio'n que determina ,que la curvatura del eje longitudinal 

de una viga,es proporcional al momento flexionante (M),e inver

~amente proporcional a la cantidad SI,que se conoce como rigi

dez a flex io'n d~ la viga. 

Como "...!n complemento a la convención de sif'nOS,se puede de

c.:r,que un momento fl.e:xionante posit.ivo p.1.0J;.;.c.:. ::.:.r .. :~t'--1!'.'~ Y">P

gatl"\ro.,;¡ un ::iomf'nto i'lexionente negativo produce curva--cura po
sitiva. 
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J.J. Interrelación de los diagramns,care;<1 - desplazamiento y 

momento - curvcturo. 

El análirdo del mecanismo y corr.portamiento,de el.eml3ntos -

estructurales sujetos a flexión,se ha estudiado experimental -

mente mediante ensaye de especímenes. 

Mediante la aplicncio'n de l.a. :fo'r=iula r:= M/EI , se obtienen 

varios valores de (r-4) y (K),los cuales definPn una r;ráf'ica 

como lu moatrada en la (Pie; 6), (correspondiente a materiales 

lineales y elaSticos},que recibe el nombre de diagrama Y.omen
to-Curva tura. 

M 

?ig 6 



Los dia ;;ramas, ¡nomen to-e: urv<J. tura, re~ul ta.11 de z.ran ir!'lportz,n

c lti pvrqt.:c.; ~ir·1en p<lrn ob>;ener dia,::r<'.:.:nó..:.S rr.or.iento-rct3clÓn, y 

carba-oespla z~mi..cn to. 

En t;OnfH.:r::c~;nci.J,los r1~a:;ram<Js c<Jre~-ciespl.J:::.3r.üento,y mo:ne:t

to-rot:J~ión, son de gran "1:,0".~r!n pnra f'ines de diseño estructural 

de elemento:~.::8 q'..l"=l prci-·~H'clunar:. ,lQ cnre:a y el momer,tc fle -

xionante 11·.1e ."'uedt;n rc.~ist~r dir.hD.; t>lernentos;GsÍ mlr;mo,lac -

def'lexlone:i y rotar..±one~ •::orrer:pondientcr; a dil'(~rcntes valoreG 
de la rar;;;i 2.plirnr!P. 

:~jr.·mplo:; c!e diagramas,carga-r:.esplazarniento,y momento -ro

taci~n,son los q~e ~e prenentan on 1~ (Fig 7JrloR ~uales renul

tan -:;ar dia?;ra~1t1.~ clci~icos,obtenidos exp-=rirr.entDlmente en ~n
i:;ayer: de especímcme::; a flexio'n. 

FiP.: 7 a 
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--kC----.. 
:·tr.o:nen to- i.~a tac ión 

3.J.l. Diagrama momento-cur•r<.itur_;:i. p2ra una viga de ;na.terlal 
clastopláf: tic o. . 

SÍ cxpresarncs a la curvatura {K),como (Ky) curvat:ra de 

fl.ueneia,(e~to ea,la C'.lr...,-atura cua:-:do (111},es igual. al r.:omento 

de fluencia (tl.y} ) , se t ienc 1 

Ky =~ ••• (]() 

El 

el intervo.lo linQalmonte clistico,pu1Jde e:xpresél.rse ..,¡-, ··-~--=-

atlimensional como siGuc- 1 

-1:!._=_L_ 

~'.;¡ Ky 

( o !: fi, L. Ky ) ••• (17) 
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Ecuación representada por la porción recta ,del diagrama 

momento-curvatura rle l~ (Fig B). 

M 
My 

M:Mp _ -- --- _ --

1.1= My 

~~º;.------';--~--------~. 
K, 

Fig 8 

De igual forma,se puede observar en le (f'ig 8),que cuenda 

el momento se vuelve mayor que (My), parte de la viga, ae vol ve

ra completamente pl.6.stica.- La relación momento-curvat\1ra,se 

convierte entonces en no lineal, ya que la zona plástica pene
tra desdo el punto mas lejano hacia el eje neutro del~ viga; 

en consecuencia,la curva se ~uaviza y se aproxina asintótica

mente a una recta horizontal.- Esta asíntota,rcpresenta el -

momento pl.is"tico (Mp);así mismo,l.a ordenoda a la [lsíntota es 

el !'actor de forma (f);def'lnido como: Le razo'n del fTlomer.to 

plástico de una viga,entre su momento rje flucncia.~sto es 1 

:f=~ 

My 



C A P T U L O 4 

ECUAClC~~ DE LA ELASTIC.-\ (Fut;crDHES Di:: SINGIJLA~!Dt\D) 

4.1. Analogía de las ecuaciones de curva tura (r.) ,r:iediante 

loe procesos de cinálinis.mutcmático,y,del de mecanice 

de materiales .. 

El propósito de analisis,de la curvatura,mediante dos pro
cesos diferentcs,desarrollado.:; anteriormente en los capítulos 

?. y J, tiene como objetivo principal 
0

ubtener la ecuación funda

mental diferencial de la curva de deflexión de una viga,a tra

vés,de la analogía de ecuacionetqeato es ,por razonamientos -

meramen'te dií'ercn-ces com0 lu son,el mat"!mático,:;,el de mecani

ca de materiales respectivamente, 

La conjunción de las ecunciones (7) y (15),constituye el 
planteamiento, del cor., o y porq.ue surge la ecuación fundamental. 

diferencial de dcflexión de una vit;a. 

Proceciiendo n rcaliz3r la conGideración analógica O.e J.eis 

ecuaciones do curvatura (KLobtcnL!a3,f'.e -t:iene1 

De la ecuaciun (7),oot.enlda rnco.:.~i<:m:e e:L pror:edi.:iiento ma"tr::

mático,la curvatura queda eY.presada ti travé~ de la- siguien:e 
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ecuación 1 

d~ •• 
···(x) ~ 

[1 + ( d~,r/dxt ]"
1" 

Expresión que det.e utilizarse, c1.wndo se resuelven problemas 

que impliquen t:ror:des de1-1cxionec. 

Del mismo modo,la curvatura (!:) analizada desde el punto 

de vista de la ¡.:ecánicn de ¡.,:¡,t;~rlRle~,que.J:i. c;~presada por me

dio de lo ec {l_j): es ~o es 

{. = l /f --~-'-
El 

Expreción vcil ida tinicamen te, cuando el ma tcrial ca tinface 

la ley de Hooke y cu3ndo las pendientes de la curva de defle

xión son pequeñas. 

Luee;o entonces,al igualar ambac ocuaciones( 7 !i 15),resul-
ta: 

\_j,.O) 

[1 + (dy/dxt ]'
1

"' EI 

Teniendo en cuenta que dy/dx,eG muy pequeño,y que su cua

drado e~ despreciable frente a la unldc..d,la ecuación anterior 



ne puede e~cribir 0e la manera siguiente: 

k"_M_ ••. (19) 

dA• El 

Ecuac iÓn que con::; i...i Lu;yt:: :'"t.:::;.d~:!:en "~ª 1P1entc. 13 ec·.xac io'n Cife

renc ial de la curw1 de c~eflexiún (e elástica) de una viga. 

4.1.2. RélBción de ecu~cicnes diferenciales de vigas eláPti 

cas. 

Para facilitar la sol~ción de problema~ subA0cuenteo,se 

util.izcra 1.a ~3iif,Uient¿ no"C3ción,para expresnr C.iferenciación, 

esto e.si 

;¡'=...:ÉL. y": _i;¡_ "' -~ = ~ . 
d){ rix.i d1:J d7. 

Mediante ésta notación, se pueden cxprs-sar las ecuac3..ones 

r\ifP.renciales siguientes para vigas con risidez a la flexión 
constan-te (,¿J), y llnc=.l:¡cn-:c eli~Ticas. 

• •• (22) 
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4.2. ?unciones de ~iscontinuidad. 

Lü.s furicione3 de r! i~con tinuirlad -.. ien.en una .¡;ran DpliNlciOn 

en l~ solucidn do pro~l~ma3 ~~ :n¿a11i0rí~ 1 ~0Lre ~oda en los 

re la e ionados con ar.~i'lisis de e irc\;.:. to~ F>lec trónicos, inductancia 

de calor,:,r anrilic:ir: estruct 1.:ral de vig.:o-.:;. 

La prir.cipal ver.raja de la utili1.aclón ~e las .funci.:ines de 

di.-::i.;:ontlnuir!=?d, es q1ie perr.ü ten la í-ormul~ción Je una función 

·' Íñcont lPua :r.ad ÍC!!t te '.rna e:.r:prc~ión si~ple ,mi en t:-<:.s que lo ucut1l 

,iiT!plic.1 dcscri"ui!"' un...t f~m~ión ñiPcun~in;ia mecli<.orte una serie 

rle expre~üoner;,una p:;i.ra cuda ree;i:::ín en la que 12 f~mclÓn eo 
di~tinta . 

. \ cont.inw:;cio'nif>e analizarán dos clases de !unciones,lla

rr.ad21s f 1 ... ncioncs de tú::caulay y fi..;nr.ione.s de r-;in~ularidnc.'._.-,-h:n

que e'st<Js funcionen ':.ienen tliferen"ten definiciones y propieda

des matemri'ticas,junta!" form~n una familin,llamad3:1 ;»_:ncionci:: 

de ili!"':continu:o1act. 

h.?.l. _,'.nr:ionen ri.e Maraula:r. 

LRf: funciones de ··acaulay i=;e u!-:;lj~an p;'.ra rep!"P!';er~~:8r rsn

tldarl'!r: qi1e inician en al~un punto en co~rP_m sot:re "'l eje (x).y 

oue tienen valor cero 8 l:l izquierda <!e tal punt.o. 
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~n términos generP-les,las .funciones de Mncaul.3y se definen 

por l.ns siguientes expresiones 1 

Fr.(x) 
·" ic cuando x:;; a 

<x - a) ~ [ (x-a )"cuando >: ~ a •. • ( 2
J) 

En esta P.cu:.i:; ión, (::) ,P.i;:; la vari:::it!.c :.ndc?enrl icr:t . ...:, :,· (2), 

es el valor de {x) dnn(!e inicia la funclo'n.- Los p~réntef;il3 

angulares son el símbolo matemático para una función de dis

con tinuidí::d. 

Corr.o consecuencia de la de:finicirin,se oLeerva que laG fun

ciones de r>:acaulay,ticnen el valor cero a la izquierdo. del. 

punto Y.='~,y el valar de (X-a)n n l::! Ccr·~cha ~e t<1l p_:n+o.-EY:cep 

to para el caso n= O (valor especi.::il) 1 le. :funciDc. es iSU'-"'l 8 ce-

ro en :.: :o a • 

La dcf'inición anterior J.e las funciones de ~:a....:riulay,er:. v:::i

lida para ·:al ores de (:-.) Íf"UZ1les a enteros pogi ti ver; y cr::ro, 

Cuando n o, 4 se le denomina ,...ur.ción ::sc::2loÍ1 Cni :ar.in. 

cuando n 1, F, se le denomin::i Fnnción rar.:.pa unita;ria 
Cusndo n -- 2, ~ ::;e le ·denomina 7 ..:.ncio'n uni "'t2'.!" ii! de ::ef.,undo 



.L / 
i;ni tar:.a _¿______. 

.-..~~~~~~--1-~~~~~~~~~~~-r-º~~~- e X 

:l /~ 
Pu:1c ión .:li t~ri 
a de :;ef"undo 
fl:rarlo 

F1.:.-::: ión ii:;pu} "'ª 

... ni inri.;-; 

n =0,1,2,J.- •. 

Funciones de s5ne:ularídDC 

T;efinición 

_, 1º F_:. ""<:~-a)= 
:. -<J 

TB tle 1 

'-·~ - -' 
O 'Q-- X 

:LL X 



grado. (té::.Ula 1). 

Las unidades de las :!"unciones de '.·:acaulay r;on la:=: r.:ismas 

que las de X"; eoto es, Fo es 2dincn3ional 1 P, tiene unidades 

~e X. F.,. tiene ur . .;.dades Ce X¡,. ,y así sucr:sivamrmte. 

1~.2.2. l"unciones de singu.l2riC.::ad. 

?.:ntre otro tipo de funciones de discontinuidad, C<:? encuen

tran l.as funciones de singulsridad,definidor; por las siguier..teE 

expresiones , 

cuando Y # a 
••• (24) 

cuanr"!-:> x == a 

n = -1,-2,-J, ... 

Cabe r;eñalar,que las !'uncioneH de s.!neulariC.ad,tH~tan dcti
nidas para valore:::. entero~ negativo¡.; de (n). 

Lar-: funciones de .singularid:id tieneil un valo~ 1.;ual u cero 

en cualquier punto,exccpto en el punto eomur. .x=a .- Las sineu
laridaues ~:u.L·e;;~u ;;.:r.::;:.:c ~"'-"í!''" ín),er; un entero nt:g,a-tivo,l.a 

.:'une ion {x-a) puedt: rorrnula;•se come. i.a:a !'raccio'n fl"lediante J..a 

exprcsion (x-a) en el r.enom:1H.i.dor:en1.o:r:.ct::;, cuando x-=:! la f'un

cion se Vt1cl Vr:! infir.i t3. 
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El. orígen ~e las sin:_:;ularidades dep!::nde del valor .Je (r.;·; 

en la ~.abla. l,::;c encuentran representados los cé'.lo;.~os mas i:n:J0r-

ten tes. 

La funciOn doblete unitaria (n = tienE- J..¿:¡ car;.;. e te ríe -

tica que ?Uede rcpre~entarf;e mediante dos flech<::s de extenoiÓn 

in:finita,un::i t.:i.cia ar:rLba y otrc:i l:~cio s.tajc,estando in"f"inite

simalmente cerc:on<JG le una de la otr.:1.1.:. 2:stas flecha~.pucc.i.en 

intez:·pre-:3rse como fiier:as, luego entonces el doble te puec!e -

rcpresentar9c nediantc; una flecha curva ,que es el momento do 

la:1 do::; fuerzas.- Este momento e3 igu<oil al producto ele una -

;...,·~rzi:! in.:'lnita y un lr:::izo de pal;a.nca muy pcqueí1o;el monamto 

re::.;i. .. .l t:d. ser f .ini to o i~·ue:ü a la uniUaJ.. 

:.a fu!:ción imp'.J.lso unitaria (n= -1).tambie"n es ifffinito en 
x u ,pero en forma dlf'erente. 

3i la flec.ha ce 5nterpreta cuma unn fuerzn,entonces la 1'uer

za , tiene inte!'"1t1iriad infinita y act;ua sobre una pequeha distan

cia infinitesimal o lo largo del eje (x).- Esta :fuerza es igual 

a la intensidad multiplicada por la distancia ~obre la quf.: ac

tu~1;P.z;te producto :.nmtic'n se vuelve finito e i~al :i ln unidad. 

Lan unitl::!des da lo.f~ funciones de sin ,ul3ridad 1 acn laa mis

ma o. que lo~ de Y ,l1ieco er.tonces,l:i :\inc.1.o'n doble-te 'tu:?ne 

dn.def' de l/X,;11:; L:_, :·cmcio'n impulso tiene unidacti?s dP. l/'.{ • 



ca~o 

:;e-
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._1 --~---rtrí ......... _._._..l l.._. 1 1 _ L _ 
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o 

Intensidad q(x) de la car 
~; .. di'":'.;ibnicia enuivalentc 

q(:<)=__g,__<'.x-a> 

b 

q(z)=__lli_<'.x-a:).::!k <'.>-'!,>' 

b 

q(:<)= qc<;.~-a> ~o-a.) 
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l~. :;. Repre:::en~ai::: l..o'n Ce con;afl sobre vigas a través de luncio

ner: de d iscontinuid:1.d. 

LBrt 'funciones de ilif;r:ontlnuid<:id que r;e muestran en la ta -

hla l,son de _fran ayuda paro la ;:epro:.-:entaciÓ!"l de cargas so -

bre vifas 1 ":a les cor.-: o, car:.ar: im i:formes, c::i. reas varia ble e, ;_~uerzas 

y momi:ntos concentrar.oro. 

Loo perfiles <le las :!.'une iones, tienen un~ c.r.::!logía coir:r i -

dente ex3cta con los perfiles de 2.0:1 rli:f1!rent~a diagramas de 

carF: .. - :~.ln::-.cr-.tc :-:e ncc'!::üta,rr.ultipli~3r laA funciones dada8 

en la tabla !,por las intennidades de c:.irgn apropio.das,r::on el 

objeto de e~tatl.E:cer un modelo rr.atewci tic o representativo de J.<1 s 

carr.:ns. 

Los canos est~ndar cte carpa~ mis corn~~eo,9e listGn en lD 

tal;l~ ?.,.11ient:-as que los ·~asos de car¡~8 1:1.::i;, co:nplic2.dos tient:m 

~r"Jlt:('ir,'n r."°dinntP. J;1 s-1lpt':'rponir":"1Ón r1e lar: casos elementales. 

Para dur unB ide2 ri.€' rom(J ;.e obtuvie:on lrl!; eJ:presiones de 

la tatla 2,se tomur3 como ejemplo ln ce!rga u:üforme del c:sso J. 
- '.:n t::i c;:;.rra pue•:!e reµrei:::0:'1. ~nrr:e p~r r..edio de ttn me delo mate -

mático mediante la funcio'r, escalo:h unitaria Fe ,ln cual se 

,~ .. , ... , .. .,.,, 
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r.:ultiplicando la función { :fo) por (qo),que representa 

lo intensidad de carga unifor.ne,noa da como resul~ado una 

expresión matemática par3 la carga ~niformemente Cistribufda 

sobre una vi~-;a, esto es ' 

q (x) qo<y - a) •.• 126) 

donde q {x), 'tiene el .,_-al.ar de cero para ~ ,.i , y ol valor 

de qo ;Jaro X " a 

La dirección de la cnrga :reprcseni:ad2 por la ecuacian (26), 

;>Uede ser ascendente o desc~nllc:n t.e -.!apcndic::.d.o d~l fJ t~r10 con

vencional adoptada,luego entcnces,asumirernos que las corgas 

en forma de momentos y fuerz.ss, r.on posi ti ..,ras üO ryl ser: ti do de 

las manecillas del reloj y h8cia abajo,respectivamente. 

Los casos !~ y 5, tienen una explicación ar1áloga n la del -

caso J, medi:inte las funciones !'ampa unitaria y de ocgund.o gra

do. 

~abe señalar que pa!'a de1'inir las funcionefi,.se de'te de es

pecificar un punto en comun sobre cada gr.Ú1'ica.- Una r..anera de 

hacerlo,es concentrar la ordenada q er~ algun pt:nto !Jelecciona

do arbi tr¿•:=.·inmentc y localizauo a una d:bstancia b del punto 
x= n. 
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sei:;;mer•t:J de c3.::ga uni.forme que inicl.J. en 

x = a, ·./ ter:n.!.na en x = <::.:i. - Esta carga puede expresarse como 

la superposicio'r~ de dos car¿:as 1 donde 101 primer carga es una 

carga unif'orr.le de intenG.idad qe ,que empieza en;.: = o, y conti

núa inde!"inidamcnte hacia l.a derecha (caso J),la st'5uw..la cargo 

tiene intenoidad - q.,, iniciondo en x = G. .. y continu'ant!o indefi

nidamente hacia la dorech<:..-Lues;o entonce:-G,la sei::unda car::;a -

cancela a la primera en la región [! la derecha del punto x=a~ . 

I.o~~ r.o~o~ ? y 8,se obtietien r.iedianto L.1 cocnbinación de 

varios patronef; elementales de c3!"ga. 

Loe ~o1r:os 1 '.i 2,q;;e reprc~entan carga::-; r~n forrr.':'. do momen

toa -:i fuerz&s concentradas,se resuelven por medio de :f\mcio

nes do s ingul.a rida d, represent<Índoce u.n mamen to unitaria, a tra

vés <le la función doblete unitaria y una :fuerza unitaria,me -

diantc la funcicin impulso unitaria. 

Las ecuacione!?i de los c::?r;oc 1 y 2 , r:on e;.:preG·iones ma"tc

mÓticas que definen lti8 intensidadeo de carga equiv~lentcs 
par::i un momen-r.o "J p3.ra .ma f•_¡erz::J, 
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4.3.1. Ejemplo~ numéricos. 

1).-

Mo 

t-L_f_>_-t--_L_l_>_--l_L_/_3--¡F~ l -
i 

(b) 

Fig 

La viga EF mostrada en ls fir; ~.soporte ur.a ca.::·,::0; ccncen

trada (w) ,y un momento concentrado (M ). 

a).- Formular la expresión matemática para la intensidad q(x), 

de las cargas equivalentes qLle actüan nobre la viga en l~ re -
.rr,ión,entre los apoyo;; ( D-'- X.( L : . 

b).- Formular la e:::.:prcGión r1atend~,ico para l.:i intr.:nsir2.:::d q(Y.), 

incluyendo reaccione!_~ ( O~ X~ L ) . 

SOL , 

a). I,an cargas que actúan sobre 13 vi¡:a,son ::..a r;ur¡:-~1 concentra

rla (w) y el momento (Uº ),luer;o,coi: el origen de ccordenndas en 

el apoyo E, y e un j_.:,.l ::.¡;.::..ic::.c :!.::fr;, C"' 1 ('le: r.a~os 2 y l respectiva

!'lento {tabla 2),se puede establecer la iaxpr~~;i{,n r:;.:;·tr.:-:.').:itic-a,

que representa l;;is cargas G.istribulrlas equivalentes ur. ~.:....J.lq_~J.

er p·.into ,r:xcepto en los 01.Poyos,esto en 
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q(x) 

b). para que la expresión tle caq.:,:_.1s uquivalenten ::;ea v2lida -

para tutlos los puntos de la vit':a, eB ne ces~ rio la obtenc io'n de 

lau reacciones. 

Zmpezamos por determinar las reacciones a partir clnl equi

librio estático,mediante un rl1agrama de cuerpo libre (:fig 9 b) 
•.!~to eg 1 

o 

o 

Fy=....J!_ -~ 

L 

Fi:. y g_ w 

apoyo derecho. 

apoyo izq. 

) L 

'...:n::::. vez obtenidas las reacciones, podemos í'ormultt r 1.a ex
pret=d.ór. sieuiente 1 

!:!<>) 
l. 

Scuacio'n,que nos reprco"cnta las .carcas distri;:;uÍdas :')G_!..< i

valentes en cualqu!.er punto de la viga, 
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q" ;3 Tgn/rn P= ~Ton 

2). 
s___x 

6m om 3m 

(a) 

A e l~ X 

f 
=c==~r 

l (b) 

Pig 10 

Una viga ABC .con apoyos simp.le:-:1 en A ~./ ?,,y 11n voladizo 

désde B hasta e , (f'ig 10 a), soporta una carga 11nif'orme q 

J ton/m,sabre parte del claro,y una carga concentrada P= 5 ton 

en el extremo libre. 

a)-Formular la expresión mator.iática para 1a intensidad 

q(x) de las cargas r:iis'tricuíaus eqü...Í.1,.&.:t.'=11~ú.-; qt;..: ::=-=~3:: E"al'iri:.> 

la vi,:3. 



SOL 1 Como pri~er paso.procedemos por rletermincr las reaccio

ne~,a partir rlel equilibrio esta'tico {f'ig 10 'b). 

IM = O By l9.75 ton (apoyo B) 

H'y = o Ay 3· 25 ton (a puyo :~) 

1rom::1::do i::!l origen de las coordenndas,en el apoyo A,proce

demo~ a formular la expresión matemática para q(x} con l~ a:,.-u

<!a de la tabla 2,como sigue : 

(.') - 4.Y. - 12)) - 19.7.) 

<x - 12).,. (5) <:::x - is> 

El. último ~érmino es ieual a cero en todos los puntos a lo 
12.cgo de la. viga,e;-:cepto en el. e:-:trc1:10 derecho, por l.o q_uc pue

dP. omi tirsc. 

lui. ..;llc,c::: f0!""A rir:::i.'r.tica podernos escribir q(x) como1 

q(x) 

donde 1 ::.:, tiene unldc!der; C;n rr:etrori 

q(x) tiene ·..i.,1i.dades en ton. 
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4.L!-.":;tilizai::iÓn de lac: f"uncümes t~e (!)!';':'onti:iuidar!,er: la obten

ción de deflexioncs Ce viean. 

La forma de procerler paro el 1JSO de rLlnciones Ge diSC'Onti

nuidarl es ~uy sencillo. 

!~n pri~er lu~ar se csc!"ibe la cxprer;ión r..atcmá tica para la 

carga distrib;.iÍ!]n equivclente q(x).mediar..te J.a forma que se -

nizo anteriormnnte. - l'osteriormer.te, esta eYpresión se E'1...iS ti -

tuye en ln ec•J<lción rliferencil'll !e lA r.urva de defleYién ;er. -

SC?Uida se ir.":c<:""ra succciv:"lncn~e cr:L<' ccu::lcic,'n dii"Arencial pa

ra obtener,la fuerza curtv.nte,el momento flexionante,la pcn -

dienh?,y por Últ.':'llr) la derlcx~On. 

C'z(la intc?-racio'n prcriuce ~na constante de in-tegracic'n,la 

cual puede evaluarse mediante contlic ione:-. de frontera conoci -

da:;.- f"inal:nente se et.tiene una expresio'n niwple que proporcio

na la rle:lexioh en ccd.., punto de lo. viga. 

':'ac.e sefinlar,que no ze ~equier-:: integrar una ec'Jacio'n dife

rencial separada par::~ cada segmento de viga, dobiC.o a que medi~.n

te el uro de :f1.nciones <lr~ di~contir.uidad,tJermite lr1te1.rnr a tra

ve's de discontinuidader: y sin¡;ularidaden sir . .:ntroduc.ir cor;t~i -

cione8 de c:or.tinuidac! d.e ~endiente~ :¡ defle;~iorn~s. 

La co~ii: .i...nuirJa'.1 úi::: lc...s 1-:t!ndie!l.'.i:s y lit.Z-;.•:.; . .iv111::0 ll"'tl~il ilt>t:: -

,~11rada auconBticamente Mediante el pr0ccso C.e integración. 
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4.11-.1 • .::~emploo numéricos. 

1).-

q .: 2 ion /m 

{ 

A 1¡.::;::..::::..=.=..:::>-=~--0-. X 

"'' Sm 3 m 
-~~~~~~~t--~--t 

l R• 

1 

o:::tener la ecuación de la curva rle c.iellexiOn,para la viga 

P-O voladizo AB,f:lostr3d3. e:n la :fi.:;. 

~ol: Iniciamos,por determinar las reacciones en el cmpotra

miento,E partir del equillbrio esta't.ico 1 

R.y =-10 Ton 

o ?l;.-. =-25 ·ron. m 

Lt.:ego,con el orígen de coordenada~ nn ~l ::!.p~:;c :.,y ;11t:dlc.1r~te 

el 1Jno cte la ta't;la 2,c:iplic::indo le~ easos (?.), (l) 1 :r {J).respec

t i vamen te, pcr!em.o:::: :for;r.:...la r la exprcsion ma tema tlca para la in
tr.nr.id8.d q(x),Ce laG ca.rgas distribufdas cquival&ntes. 
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q(x) = -10 <"?' + 25 <x> + 

Empleando la ecuación dil'erencial (20),e;i te.reinos de le. 

car¡:a, obtenemos 1 

Eiy'"' = q = -10 <x)'+ 25 /.x).:~ <x>"- Z(x-.J>c .•• fL) 

Cabe aeñalar,que el térmir10 <.'."Y>
0

P.n la 4':'>c P.!l.t~rior -:;ro, igu::il. 

a la unidad en cada punto,a lo largo del eje de 13 viga;pcr lo 

tanto,sustituyendo <x.1 por la unidad,e ir.te,:rando,obtencmos 1 

Ely'" = -V = -10 <x>" + 25 <x> + 2 - ~<;.:-5) ... \c) 

;;:xp:re~iÓn que representa la ecL<...lr.iÓn c.i¡-c·renc.1.::il,en te"rmi

nor; de la fuerzu cortante. 

Como iniciamos con Ja expresión complct~ para q(x),inclu

yendo las reacciones, no se requiere cons·tLi.n te de integración. 

El sif;uiente pnsti es iP"t:CP.;t'ar la ec (.:), Dera ohtaner ~l 

r.iomento flexionante 1 

••• (.:1) 

Como BO ob::ierva 1 la ecuación anterior no r.ecesit~ constante 

de integrDción;e'sto er' ,producto de la utili~ación. de lar; :fun

cionen de discontinuidad. 

!!uev"'!mente, poCr::-mo:; :--e-;pl:i;:o r· .(;\·/por l.:. unidá.G y realizar 

C.-:.::; ir.t.:-..;r:lcion~s mts 1 
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Ely' • - 5 X 
, 

25 " 
' - -1..._<:r.- 5> +e, ... (e) 

J } 

' -_i_" + ~" " _L. - __!__ <'.Y-5'"'° C.X + C~, • • (f) 

2 12 12 

L<Ja constantes c. y e" ,se eval\.Ían 

ncs P.n el empotramiento1 

partir de las condlcio-

y'(o) =O y(O) " O 

E~t~s r.ondicionea dan por resultado.e. =O y~~= o .por lo 

que las ecuaciones f'inales pura y' j' {y) f~ont 

3 3 
••• (5) ·;r~·· = - 5 " 25 , ....L - _L.<x-5? 

J } 

E!y -_;;_ X ' ~ X 
. ., - -1..._<'.x-5 )' • •• (h) 2..... 

} 2 12 12 

Luego P.ntonces, se ha obtenido la ecua e iÓn de toda la curva 
de def'le:"t"i.oÍl en te'rminos de funciones de discontinuidad. 

Como una observación,señalaremos.q11e la pendiente y la de

f1exio'n en culilquier punto específico pueden obtene:-ne sue:ititu
yendo el valor apro·piado de (x) en las ecs (g) y (h) respecti

vamente. 
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2).-

6m 6 m 3m 

·Fig 12 

La· viga ABC .rno~trada en la f'igura, esta formad<? por un cla

ro simple AB y un voladizo EC. 

Determinar la ecuación de lP curva de deflrnt.:.6n. 

Sol1 Como una observación.las cargas y las reacciones de 

e'sta viga, :fueron expresada u en te'rminos de funciones de dis

continuidad en el ejemplo (2) del inciso 4.J.l. ,siendoi 

q[Y)= -J.25 <x)'• J <.x-6) - J <x-12) - 19.75 <x-12) 

Empleando la ecuacio'n diferencial (20) ,en te'r:ninos d~ le 

carga,reeul.ta, la ecuación anterior. 

La primera y segunda inter,ración,nos proporr:-1.ona c.:omo re

sul t.ado 1~::; c:::ug::.!.one~ mwt.~mdt:ir:as para la .fuerza cortc:--.te y 

el. morne:lto fle~ionante respt!c-tiv.;.;mentc,E;sto es 1 

Eiy'"= -V= - 3.25 <x'f + 3 <x-6)
1 

- J <:x-12-) - 19. 75 .(,x-12') 
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E!y" = -M -). ~5 Y. + _l <'.:·-6) - __¿ <r-12) - 19. 75 <'.x-12;; 

Como una observacio'n,ca't:e ser.ala:- nue.,-:;mente ,que no se -
requieren constantes de in-t·c~raciÓn para (V) y (M),cuando se 

util.iza la expreflio'n completa para c::(z),esto es la expresio'n 

matcma'tica c;,ue incluye las reacciones y laE c:irgas. 

~l siguiente paso,procedemos a realizar dos integraciones 

ruas,l.as .-:!U<llc:J no~ conduciran ::i obtener la pendiente y la de

flexión,respectivamente,esto es1 

E!y' = -1.6 x"1
+_l<:x-6"7-_!.<x-12) - 9.8? <x-1?.) +e, 

2 2 

Eiy -D.5'.) :/+_!<x-6)-_1<'.x-12)- J.29Zx-125+ C,x + C.a 

8 

!~as condicionef: de frontera sobre la deflexion,son1 

y(O) = O y(l2) = o 

:)e las cuales obtenemos 1 C.t= O e,= 62.82 

LucBO entonces,l3s exp~esiones matemáticas finales para 
la pendiente y la deflexioh soni 

Eiy'= -1.:.:: x"+_l <x-r--? -_l<Y-12)-
. 

/ • .'37 <x-12)+ 62. 52 

2 2 



Eiy -0.53 /+_J_<:r-6)-_!.<x-12) 
, 

J.29 <:·-12)+ 62.8 X 

Ecuacio'n que nos representa ~l modelu matemático rie la 

curva de do.fle.xión de la vigtJ. 



C A P I ~ U L 0 5 

~·~.ffREr·'.t\S tJE ;.:nm, VJGA CO!l.JUGADA 

5.1. Viga ~onju;;o.da. 

En ~ l rr:P. to~I') de la vii:sa e onju~2da, se 3e1ecc lona una sección 

hi;:atc tir·a (llama de .;onju•ada) de l<.s :rfÍCTma lon¿l tud di;? la se -

ce iÓn n1al, pero ;Jpo,:/ada en tal forma que, cuando se carga di 

c!~a :::ccción conju;z:ada con el diagrama M/EI ,de la sección real, 

el cortnn te resultan te en un punto cualquiera 1 es igual a la pen

<1ien te r!f! !a nec-:ión real en dicho punto,y el momento flerio -

:-:ante en la f"Cccí<Ín conjug"1da efl iP;:ual al desplazamiento de la 

P:ec:ciér. real. 

~fitC método,:;e tar;a P.n los des teoremas del r;iétorto Ce al-ea 

di? momentos (Te,,r11m;:;n rle Mor.r),que a con!inun,..ión !>e •.:munci~n 1 
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5.2. Teoremas de l(ohr. 

5.2.1. Teorema 

La desviación ancular,o angulo entre las tangentes traza

das a la cláatica en dos ~untos cualesquiera A y B ,es igual 

al producto de i/ EI por el irea del diagrama de momentos -

flexionantes entre estos tlos puntos. 
Dicho teorema quecJ.a e}:presado mediante ln sie-t1 iente ecua -

r:iór.: 

j!f.. -1_ (área)..,, • • . (27) 

EI 

5.2.2. Teorema II. 

La desviacl én tangencial de ur1 punto B con resperto a la 

tangente trazada a la elántica en otro punto cualquiora A,en 

dirección perpendicular a la inicial CP. la viga,es igual al 

producto de l/E:L por el momento con respecto 'a B del rirea de 

la porción del diagrama de momentos entre los puntos A y b. 

La i:ypresiÓn algebraica que de.fine a este teorPma "'"": 

to1.. _L (área)R~· Xa •• , t?E., 

21 



1.-
1 

1 
1 

1 

Rep?"eRentación e~q;_¡emática de l::>s teoremas y TI 1.!c rw:ohr. 

FiG 13 



5.J. Proceñ.~miento ;>aira la aplicación del método de lo viga 

conjugada. 

Para calcular defl'plazamier;tos {lineale9 :¡ anr,ularen) con 

éotc mét~do,se debe proceder como sigue 1 

a) .-Obtener eJ. dirigr~ma de mor::ientos fJ.exionantes <!e la viea 

real¡ y a partir de o'ote,obtener el diagrama M/E! de la míama. 

U). -.Cbtener las condiciones de la vic::a cvnjugada a partir de 

las de la viga real, teniénrto en cucr:.ta que lac; peudienter- de 

e'sta ú~ timn cc.rrespo>:den <• l'Js cor-tante:; de l.a "Jiga conjugada 

y que las flec-has (degplaz.amientos lineales) de la vifra real 

correspcr.den a los momentos de lH Yip;u conjugad<:.. 

c).-Colocar como ca:--ta nobrc la viga conjug<lda,el diagrc.r..a -

M/El obtet.ido en (a). 

d).-ébtenor lo~ dingrama~ de fuerzas cortantes y de momentos 

fle.:v.ion::>ntes de la vi;~a conjugada.- Las ordenadas rie estos dia

~r-E'mS.3 en cual.qt:.ier punr.c de la ~1iga dan la pendiente y la fle

cha respecti vament'i<>, E':-1 el ;mr."!:o ccrrl'.!:Jpondie:, te de .i.a vi fa real 

c1edidos resper:to a la ponición original no clef'or:nacla de la viga. 



'.L~omplo nunérico : 

Revisión de r:ie!'la:riunfn-1 de .'.'.l.CtWrdo al. reglamento (ACI-83) y 
1-pt~t.· - íl?). 

2a tos del problerr.2. 

3m 

L.Mc<lcr = O 

ci.:. 
t.::y = o 

3m 2m 3m 

Dy 

E; 

f1J 

= 3 'fon 

15.2 
h.b 

fy 

"i'on 

·on 

250 Y:g/cm' 
4200 Y,g/cm-;. 
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~legrama de momentos flexionantes. 

P• 1 Ton W• 2 Ton/m 

A 8 -- - e 

)~ 1 
J ~· • 

4.8 Ton 15.2 Ton 

--
~7 '-

1/ .... 
1\. ./ 

4.471!1 r' / 

l:M(l) 

l:r'.(2) 

L:f (J) 

\ / 
'/ 

t~.8 (J) - zfil = ;.' .. ";c:-i.r.. 

'•.8(6)-l(J)-2i§Í = -10.2 Ton.m 

2 

1.5(3)-2..f..L.2.l.= 2.25 ·ron.m 
2 

' 

D 

, Too 

1 
1 

• • 

8.0 
o.o 
7.5 

. o .. 
.o .. 
.o 

1" 

2 

• 
7. 

1 o.o ... 1 
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Diseño de ~ecr.ioneG y :Jnrwdos. 

De l/10 d ~ 1/20 1 tomando d• 1/15 se tiene 1 

d· ~m/15 0.4 c.45 

Suponiéndo una se ce .:.ón <le JOx50 cm 

Gon r = 4cm 

ISO cm d = h-r ID l46om 

O 4cm 
d = ~o 4 =46 cm 

!50 ~"' ' 

'.'.sando(R:)'r' -87), se tiene 1 

Con iC = 250 Kg/cr;¡' ; fé = O. 85 f'Ó ,si 

por lo tanto, ~e = o.85(0.8)(25C)•l70 
!'e = o. 8 re."' 250 ¡;g/cm! 

Para la sección de momento ro.a'ximo, 

fC !'. 250 Kg/cm ... 

Kg/cm• ,donde 

Empleando 1~ ecuacioñ que proporciona ln resistencia ideal 
a f'lexlo'n,se tienes rt.= P. bct~Cq(l-0.5q) 

.E.... =(10.2:-·10¡ = l'.07(1.4). 22.5 
Lc1' JO\:it )A 

de f = r\i;/bd ¡donde/'= O~OOé'i , <:o~ ~:.::.ue,.-1.a=/•t.ct ,por 
lo tanto, n~ .,... 0.00~)lJC')í4(}-::: e.91 9 cm" 

.".ce¡.:rtarem·:rn 1 5 Vs f :; :.: · ~. ljü cm~ 
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Ri:visión de l<::. secc.¡on con momento i1:= 5.4 'Ion .. rn 

L 
bd' 

5.4 x io' (l.4) 

JO(l¡6)' 

As = O.OOJJ(J0)(46) 

Aceptaremos i J Ve # 5 

= ll.9 

11.55 :: 11.é cm' 

5.94 cm". 

Diseño del anr,ado para 1::: viga. 

l. .... 'z 

ij .! 
e 

m 3Nla 

con /' 0.0033 

::~ 
''I". 
l 



• I 

• 1 
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ús 5 9.9 cm' 

Gonsidcrando concreto claoe l • 

.::e i1,i.ooo ·/TC "" ll~OOO ~ = 221359 r..;:/cm~ 

-;:s = 2100000 i<?/c:m" 

"'.el~c iOn mor!ule.r (n) , n = _EE._ = 21....Q.Q.Q.QQ. 9. f.. 
r;c 220000 

~~lr~lc ele lo= centroiles. 

?5.04 

9,:'(5.:;4)=5? cm' 

3C'('S0)~2';) ... 9').0C.(¿0-4) + 57.0(4) 

·JO(SC) ,.. 95.01~ + 57 

cm 

25. 5 cm 



¡.:omento de inercia. 

1 -=-1_ {:;0)(50)
3

+ ?5.0t:.(ii( - 25.5)~.,. 57 (25.5 - 1•t= 
J 

:: 1)16?.::o cm~ . 

Se ce iÓn :; ?. • 

30 

o: 
2 .1 

" 
), 96 cm' 

~.= 9,6(9.9) = 95.0 cm' 

~-· 9.6(J.96)= JB.o om 

'j JO( '>Ol (25) + 95(46) + }8(4) 

J11~_5()) + 9') ... J~ 
25.7J cm 

I •...], ()0)(50)' + 95(4t - 25.73)• + J8(2l.7)) 
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Cálr;:LilO de 1lefle;-: .i on.eG :: Vi;~8 ~onj-.... :,:ada), 

P ~ 1 Ton W~2:Ton/m 

P" 1 Ton 

4.8 Ton ns.2 Ton 

M/ El 



CÚlculo rlc a'reas contenidao en el c:.ia,iram<:! r.:/31. 

Area pnrn la partP. posit:va. 

16.09 /:<:I 

:~rea para la p.':!rte l1"JG::ltiva - izquierC.'.l. 

1.5) (10.2) 

) ) EI 

.\rcn de la parte negativa derl}:;ha. 

A = Jw. = ~(10.2) = 6.8/El 

3 
) El 

Cálculo de reacciones en la vio::;~í conjuc;ada. 

Mo (Rl)c(é) - 16.09 (f - 4.1+;>/2) + ~ ( 1,53/3) o 
E! ~1 

Rlc = 9.65 /EI 

16.09 - g - 6.8 + ~ + R3c = O 

EI LI SI ~:I 
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¡ :ilc (~)-...L. ( 16.o·, / '!I )(J/8. 1,,47/z) 
2 

/",;,. = Rl" (8) + lf .09 (8 - h.47/2) -~ (2 + l/1Hl.5J) ) -

<.s (J/4 ¡2) 

f·or lo tanto ,la deflcxión máxima en la vig:l real ea ígual 

n ' 

2: 

l~ C""Ual rige para diseño. 



Revisión de dcflcxiont:s sei:;c:n el re,:la:r.~n t.o .:e las c'Jn~ -

truccione:; de concreto re~·orz?.r!o ( --~sl Jl8-.:J). 

:~e~:.!n el rc:lamen-:o ~.1\CT-CJ), el mar.iE:nto u.~ inerc.!.d e!'ecti

vo para el o;;:Ílculo de l3s rlc:-lP;·icn"'s,lu proporr ions l:• si!;'"uü·n

t-e ecuaciÓn1 

re =[~J'r=. [1 -f rr.cr I' ] I'r 
Ma \ Ma ) 

Donde: 

Ie =!fomento de inercia ef"ectivu para el cálr:ulo el.e las 

dc:fle:xiones. 
¡.:r.r= r.:omento d.c r.:~rietarriiento. ·. 

:.:a r1:omcntu má:dr .. o en un elemento para la e"t3p<l en que..; se 

calc•Jla :JU Cefl:;i:(ión. 

Tf; f1;omento de incrci:-? de l~- oecciÓn tot<'.!l. 

Icr = ili.omento de incrci;:i. rle la r;eccio'n o.,3rietct!<:i tr;::incfor

!:'!ada a concreto. 

cálculo del momento de inercia de le..: seccic.iri total.;; sección 
transrormada ?.~rietada 1 y p2 rá"lo tr-os . 

.. f[}i 
30cm 

Datos, 

~C=250 Kr/c::i~ 
-rv=l.J.?00 i:- vlr:-rn"<l. n-= 9-6 ~ 
ri= ltt: cm 
•· s 5 •:! 5~ ~.? cr.i 
n·s = 2 # 5= J. 9é'. cm 
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B = L / (n.' . .,) =JO/ (9.6l (9.9) =O.J2 

r = (n-1) ,;;, / (n ,",e,) = (6,(,) (J.96) / (9.6) (G.9)= 0.36 

a ·f~dBll+ "'' / d :. + (1 + r) - (1 • r) J 

e •/2(4f)(0.)2) (1 + O.}f(l) + (l.Jé) - (l.J6) 

:~ = 1 ...... .5~ crr 

rcr ' n1~n (r!-a) + 

O.J2 

d' ¡'. 

!-:r = :·;(15,52)/J +9J(9.9)(46-15.52¡' + {8.é)(J.96)(99)'= 

l.:;?Jl? cm~ 

>'.;Ílr11lo del mamen to de agrietamiento. 

•·cr = frI''. / yt 
,:.·t ~ 25 cm 

r.:cr = (Jl.ó2 )[312500) / 25 
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Momento ef'ect.i~~o de .:.ner".'i<'l. 

re =~1'012500) +[( l - (0,39)' JJ(l57Jl7) 
L 1020000J 

re l.66522 cm' 

cálculo de la deflexiOn irun:;.!diata: 

La def'le;dón irunelliata ai 1 secún el reglamento (.t\CI).pucc!e 

calcularse, empleando la siguiente ecunción ela'stica 1 

rlonde 

a i = :~ ( .:;/liS) M l '2. 

~ele 

K = constante que riepende del · ipo, de ~-:laro 

~.~ = Momento neto. 

Ec= r.:octulo de clestici<lad t!Ql concreto. 

Ie= f;:omento de inercia efoctlvo. 

1 = longitud del claro. 

}'ara nuestro ejemplo K= 12/5. ¡,¡=10.2 xlO~Kg.cm,1=200 cm, 

re 166 522 cm', 

Ec = w'"o,14 JfF = (211oof' (0.14) J250 = 2E0264.5 ;:u/cm' 

Por lo tanto 1 

2i·=_(g/3J_(.5/!1:_ª_2 _(10.2 x l.O (200¡' 0.21 cm 
(260~'•.5) (166522) 



Defle;:ión a lar¿o plazo. 

El reglamento (.'\CI),establece,que l.a de"fl.exión r.·. largo 

plazo,debe de dcterminar::=e tr.ultiplic.ando ln deflexión inmeC:.iE!:t~ 

cauRada por la car;~::;. sostenida ~onsiderada, por el factor t 

Donrln 1 .f" = ~ 
bd 

/l. = f 
1 + 50 í. 

/"= o.002é4 

(JO) (_:;O) 

Zl ra~tor ~rlepen.Jiente: del tiempo.para cargas so~tenic!~s. 

p 1Jede to;r.arce para diiere1.t.::c vol.eres, luei::o C!ltonces,p::ira P.l 

ejer;,plo , t;-= 2.0,eqniwllente a 5añon o mas. 

i'or lo tan to 1 ;\ =----=~--- = 1. (? cm 
l + 50(0.00264) 

Jtot· = 0.2) (l.77) =o.~o crr, 

i)c la ta0la 9.5b {P.Al:I).la <lefl.::;:ión permisible es igual n 

J pe r:r .;:.:h._ = -2.QQ_ o. 42 
.!;.SO l~BD 

Por lo tanto: 
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Revisic'n de deflex.:oncr: de ocuerc!o ~1 re,~larr.ento de c0ns

trucciones para el Dis"trl to ?e1ieral ~1987). 

Las :·ormao Te'cnicas Co;;i:;leP.'.cnt<Jrj?.s (!el (:~.::~-e.7),estntle

cen que las defle~iones inrnediat~~.se calcul~ran ~on los mét0-
dos o ro'rmulas unuales para de te rmin::· r C.:eflc :(iones ela's tic as. 

Luer;o entom~er, , ;1e"f.'lexi.Ín inmerl.inta = J = lh7.1~ / ::! 
(def'lexion máxima en la vii:;.-:a calculada o.nteriorrr.ontc). 

En cl~ros continuol':,el monent.o de inercia r¡uc se •..itil.i.ce, 

será un val.or promedio calculado en la -t'orma f::Í~icnte 1 

I = I, + I.;i +,;::::_, 

4 
donde 11 e r~ 1 son los momentos Ue inerci2 de las cecciones 

extre~~s del claro, e I1,el de la oeccioD central. 
por lo tantos 

con Ec 

1Jl62QO + 130697ó = e74h22 crr," 

J 
221359 Kg/cm1. y de rf = 147, 4 / ET , se !ienc i 

j= 147.l. X lrf 

871f422(?.21J59) 

Defle:xión dif'erida,se r.btiene,multiplicando 1.e. ~~lecha in

RE:·~i& ta r:- lculada ,pura la car'.'"..:a .:;ostenir..a cons:rlerada, por el 
~~('!e tor 1 
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l + 50 p' 

donde p 'eG la cuantía de acero a cor:lpresiÓn .\'o/ bd), 

1.75 
1 + 50 (J.96/J0(4S) 

Deflezlon diferida= 
-s 

7.62: 10 (1.75) 

Deflcr.iÓn total= f.62 x lÓS"cm + lJ~J'.35 x iOrcm = 
-s 

20. 955 y_ 10 crn 

:>el ~ucrpo principal r.cl reglamen ... o, se tiene que la dei'le -

xion per..üsiblc e¡:; iiunl 

por lo tanto 1 

cf per-rr. = _1._ + O. 5 
2lW 

J"perm ~ -t- 0.5 
~40 

l. JJ crn 

•S ! total=20.95 x 10 cm L perm= J..::.: cm 

la seccio~ es aceptable. 



~ A P T t! L O 7 

COl'.CLtJ.:nr N.ES 

El enfoque sistemBtico realizado en éSte trabajo,correspon
dicntc al tc::::.a de dcflcxionc:;,perr;-.itc vi::::;u;:ili::.::ir y d:J.r 1;r.8 .ic!c::i 
conjunta,de la reordenación de conceptea bási~os,para la formu
lación de la ecuación di!'e:rencial .f1.mdamental de la elástica 
de una viga,much[..s veces mencicnada'·en textos,sin expliN'clÓn 

mas profunda de su orí~en. 

La pre~entación de diagramas 1 cerga-der;pla:.:.amiento, i•1omentc -
curvatura,y momento- rotacich.i.,infier& qu&¡.su U6t.J 1 dport:_. ¡_;ran 

~yuda en la solución de proble~as rel~clonados ron el diseño -

estructural de eleraento;.,obteniéndose así dé éstos,la ca~ga y 

el momento i'lexionar1te que pueden resistir dichos ele!T:entos,asi 
como laa deflexiones y r·otar:iones correspé:mdicnteF; a diferentes 
"-alares ele la carga aplicada~ 

En ~uanto a las .ft.;.nciones de dlscontir.uidad.se r-oncluye,que 
su utilización resulta de gran importancia,ya que p9rmiten in
tegrar a través de discontiñuidndeR,y singulariciadús,sin ln~ro-
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ducir condiciones de continuidad de pendientes j' deflexicnes. -

El ·.i~o de funcior.eG c!e discontinuidad, hace posible f'ormular 

·.ma expresio'n válida a lo lar.c;o de toda la longitud de la viga. 

La pre~entacio"n sintemática del método de la vii:;a conjugada, 

que se apoya en lo~ -<:eoremaG de ;.:ohr,conatltuye uno de los rr.8-

todos exactos,para t>l análisis dP. vil~as estriticamente indeter -

minadas. 

Firialmente,t:l eje¡:¡plo :..:plicadr, a vL::a~ ..'.e concn~to,per"mite 

esclarecer lLi diferencia de los métodor. simplificadas y praéti

cos1 r\onde,en los prirneros 1 las deflexioneo,se calculan como si 

r.e t-ratane de un elemento rle material homogéneo y elástico. 
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