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CAPITULO 1

TETRODUCCTION

avanzados de zndliwnis estructural y el desarro —
¥ concretos de alta resistencia y calidad,per -
el disefioc de elementos estructurales flexibles
los cuzles, tiene gran importancia &l comporta -
deflexiones.

o de deflexiones,resulta ser muy prescindible -~
aclion de las rigidecea de elementos estructura -
frecuentemente el dissfio estructural de una vi -

rminade mds por su rigidez que por su resisten -

sente trabajo,se hace upe sistematizacion del mo-
ico ¢e iw ecvuwoclun Tundomental de la curve de ae-

vas mediante don procesos analiticog diferentes
i realizado a través del anc i 4

matemitico,y -

ca de materizles.



Farz ello, se hace enfagis en las sizuientes hipotesis fun-
8 st <

damentales de la teoria teécni

1). Secclionee planas de una vige normales a su eje,perma -
necen planas,entes y despudés de que la viga se somete
a flexidn.

2). ¥1 material es homozeneo y cbedece a la ley de Hooke.

3). E1 modulo eldstico es igual a tensidén que a compresion.
&), Lo viga es inicialmente recta y de seccidn constante .

5). EL plano en el que actuan J:as fuerzas,contiene a2 uno
de los ejes principales de la seccidn recta de la viga,
¥ las cargas actuan perpendicularmen%e al eje longitu -
dinal de aquclla.

Ademds,se incluye la representacién grafica del comporta-
miento de vigas de material eldstico y elastopldstico sujetas
a flexion,mediante diagramas cldsicos,de Nomento-curvatura, -
carga desplazamiento y iomentoc~-rotacidn.

Se hace uso de la aplicacidn de las fTuncicnes de disconti-
nuidad (funciones de Maczulay, funciones de singularidad),como
un2 alternativa mds para representar carpges,y determinar pene
dientes y deflexiones de virFas.- 3e incluye 1la solucion de ejem-

=i

plos numericns supues*es,cu

ve Liusirar la aplica -



ichas funciores.
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Una de lasz mas importantes apliczcirnes del estudlio de la
deflexion de vigas es,por otra parte,ls obtencidn de ecuacio-
nes de deflexion que, junto con las condiciones de cquilibrio
estatico,permiten resolver ius vicas estaticamente indetermi-
nadas.

£l metodo de la vi cenjuzdda mencionado en este trabajo,
constituye unov de los varios metodos que existen para resolver
vizas estaticamente indeternminadas.-3e¢ basa en los dos teore -

mas del meéiodo de drea momentos (tcoremas de lohr).

non el propdsito de dar una idea de la aplicacisn de dicho
metodo en la obtencicn de desplazamientos (lineales y angula -
res),se presenta concreizmente,una forma de procediméento .

Por :ltimo,se presenta un ejemplo numérico practico,apli -
cado a vigas de concreto,asi como la biblicgrafia utilizaga,




CAPITULC 2
ANTEZCEDENTES NATEMATICOS

2.1, andlisis de la curvatura (F),de un arco de curva desde el
punto de vista matemdtico.

Sea (1) una curva an el egpicio tridimensional,deflinida por
1a funciocn F(u),o0,F{t)= X(t)i + Y{t)J + Z(t)k (ecuacidn vecto-
rial de la curva).

Considerande al escalar (u) como la longitud de arco ($) ,
medida 2 partir de un punto Tijo de (L);de 1la curva ,dr/du es
un vector tangente a fL}.y que 1%?m2remoc T),como se aprecia
en la figura 1.




luiego entoncen, GF/ = ép/at / urn/et] .

Ta veriscidn de (T)respectc a {s),es una medida de la cur-
vatura de L),y viene dada por d7/ds .- La direccidn de d7/ds
2n un pun%o zsualguiera de ‘L) es la correspondiente & la nor -

mal a la curva en dicho purito.

Z1 vector unitario (i) en la direceidn de la normal,se lla-
ma normal principal a la curva,luego entonces :
il/ds= tfl,siendo (K) la curvatura de (L) en el punto dado.

21 reciproco de la curvatura lleme radio de eur-

e
smo,el vector unitario

vatura,y se expresa por : = L/K,asi m
.definido por el producto vectorial 3= T x fi, perpendicular
al plano formado por (T) y (N), se llama binormal a la curva.

T

Las fdrmulas <e Frenet-3erret,que relacionan los vectores
(P}, (1) y (E),con sus derivadas,son las sisuientes:

[
4
e
=1

o

o o

n o
n
o
te
1
~
2

[=2 =%

a

en donde el escalur (T) uc le denomina,torsidn.

©1 plaro osculador a una curva en un puntc (P),es el que
contiene a la tangente y a la normal principal en (Fj.

Z1 pleno norm2l es el que paga por (F) y es perpendicular
al plano tangente.



El plaro rectifica‘:nte.ese 2l que pasa por (P),y es perpendi-
cular a la normal principal.

Dada wna curvs en un espacic bidimensienal (fig 2),ry cuy:
ecuaciones parcmetricas son

Se tiene que el vector de posicicn de un puntc zenérico
de la curva es : T = ¥ (s)i + vy (2)) ,de 1z Tiz 2,ze Ceduce
que :

E1l vector tangente a la curva,queda expresado por:

T = dr = 1 o+ _d M H Y ,
ds ds
= ax_ 1 + 3% : pero ,
dag* dag*
d7 =k ! H con lo que :
és
k=l | = &Y «( fy )‘
ds as’/ as?

Zeuacién gue nos permite obtener la curvatura (K),de un
arco de curva,desde el punto de vista vectorial,en un espacio
tidimensional . )



2.2 Infoque analitico de la curvatura (K) de un arco de
curva en urn espacio bidimensional.

como c¢aso particular de una curva en un espacio ‘fridimen -
sional,podemos citar ¢l de la representacion de dicha curva

en 1 espaclo bidimensionzl,figurz 2

.

Y

T(s}

s :
Los modelos matematicos,que definen a esta curva.en el as-

Pecto vectorial y paramétrico respectivamente,vienen represen -
tados por medio de las siguientes expresiones
Tfa) = x{z)i + y(s)j ,(ec, wectorizl), x =

={s) ,» ¥y = y(s),
{ec, param€tricas).

De igual forma,ésta misma curva fig 2 ,puede ser represen-

tada mediante la ecuacion rectangular, y = n(x).



oo

como y'(x) = dy/dx,es la pendiente de la recta tangente -
en (Q),se tiene que :

tan 0 = y(=z) , donde & = tan y(x) ...(1)

" La funcidn de longitud de arco de una curva,esta definida
por: x
s{x) ={vV1 + (y)® dx ...(2)
a

donde (a),es la abscisa del punto fijo sobre (L).

La forma de variacion de 8, a medida que se recorre la cur-
va,esta en funcidn,de que tanto este pronunciada dicha curva.

Agi bien, la curvatura (K),de un arco de curva,dada en la
forma y = h(x),se puede definir como: la razdn de variacidn
del dngulo @,respecto a la longitud del arco (s)iesto es 1

48 = K ...(3)
ds
de la regla de la cadena de calculo diferencial,se tiene

d¢ = d8 ds é Dx@ = (Ds®) (DxS)
en congecuenciz :

K= Dsp = IDxfl ...(8)
Ipxs |



-,

derivando las ecuvaciones,(l) y f2),se tiene :

ag = 4 ( tan ¥(x) ) = Nl : $ sea ,

dx dx 1+ ry)?

Dx@ = " ee(3) vy, Dxs = /Ly . (6)
1+ (y)

luego entonces, sustituyende,(5) y (6), en la ec (4),obtenemos:

“
¥ = IDsti = z* (i'if =

V1o (y)?
K = o - o
1y VT ()7 ST+ (9P
por lo tanto 1 K = ¥ cea(7)

[1 + (y,)ala/a

ecuacidn que nos representa el modelo matemdtico de la curva -
tura () de un arco de curva,en un espacio bidimensional.



~CATTITYILO 3

DIAZRANAS CARGA-DESPLAZANIENTO ¥ NOKENTC CURVATURA
3.1. Andlisis de deformacionen unitarias en vigas.

Una viga,es un elemento estructural que se somete a cargas
que actlan transversalmente a su eje longitudinel.- Las cargas
originan golicitaciones internas o resultantes de esfuerzo en

forma de fuerzas cortantes y de momentos flexionanteas .

Antes de la aplicacién de dichas cargas,el eje longitudinal
de una viga,es practicamente una linea recta,y posteriormente
despues de su aplicacion,el eje de la viga se flexiona,hasta
adquirir la forma de una curva,la cual ge ronoce como curva de

flesidn (o curve eldstica) de la viga.

importante gefialar,la diferencia
flexion pura,se
mediante la soli~

En éslag cendiciones,es
entre flexion pura y flexidn no uniforme.~ La
refiere a la flexion que experimenta una viga
citacion de un memento flexionante constante,lc que implica que
la fuerza cortante es cero, {dado que V=dM/dx).asi mismo,la fle-
xidn no uniforme se reflere a 12 flexidn en presencia de fuer -
zas cortantes,lo gue sismifisz guc ¢l momento flexionante varia



2 lo largo del eje de la viza.

Tt importante,que cuando se hece un aralisis de lag defor-
mzciones internas de una viga,se deba de conslderar lo curva-
tura de €sta y las deformiciones relacionadas .

Con el proposito de obtener una idea mas precisa de lo que
anteriormente se mencicno,la figura 3,muestra una determinada
seccidén de viga,en flexion pura,mediante la aplicacion de mo-
mentos flexionantes.

ax

Fig 3

Mediante la solicitacion de los momentos (}),la viga se de-
forma en el plano (x-y),y su eje lonzitudinal se flexiona en
analogia a una curva circular (fig & ).



Fig &

Las secciones transversales de la viga,at y cd,permanecen
planas y perpendiculares a las fibras longitudinales de la vi-
ga.- Egta observacidn,forma la tase para le hipdtesis fundamen-
tal de la teorfa de la flexién,que s¢ puede enunciar como sigue:
Secciones planas de una viga,normales a su eje,permanecen pla -
nas despuds de que la viga ce somete a flexidn.-Hipdtesis , -
también conocida,como nipdiesis de Havier.

Debido a las deformaciones por flexion,las secciones trans-
versales ,ab y cd,giran,una con respecto a la otra,alrededor de
ejes perpendiculares 21 plano (x-y).- Por lo que las fibras de
1z parte cuperior de la viga,presentan tensidn,debido a gue se
alargan.mientras que las de la parte inferior estdn en compre-~
sidn,debido a que se acortan.
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Ahora bien,es precisu sefialar los signos cenvenclonales
parz la curvatura,los cuales se refieren & la orientacion de
los ejes coordenados . 31 el eje (x),es positivo hacia la de-
recha y el eje (y),es positivo hacia abajo,entonces la curva-
tura del eje de la viga es positiva cuando la viga es cdncava
hacia atajo,y negativa cuando la viga es cdncava hacia arriba.

Zn un determinado lusar, entre 1o seeccidn superior e infe-
rior de la viga,se localiza una superficie en la que las fibras
longitudineles,no alteran su longitud,denominada superficie
,{fis &), (1f{nea punteada L-L).

neutra de la v

Tata superficie neutra,en interseccion con cualquier plano
normal » ella,origina el denominadc eje neutro de la seccidn
transversal de un elemento.

Los planoz 2b y cd,ae cortan en el centro de ovrvatura
denominado (o0).,y el éngulc entre esos dos planos,se denomina
dB,de igual forma la dis*tancia desde (o),hasta la superficie
neutra constituye el radio de curvatura {(f).- Consecuentemente,
la distancia inicial dx,entre los dos planos,no varia en la -
superficie neutra,por lo que, fd¥ =dx.- Sin embargo,fuera de la
superficie neutrﬁ,cualcuxer fibra longitudinal,se alarga o se

acerta,srizinende

rara estimar estas deformaciones,consideremos una fibra
longitudinal (OP),localizada en 1a sneccion de la viga & una -



=1h-
distancia (y) de la superficie neutra (fig &) .

El alargamiento experimentado por esta fibra (O0F),viene
expresado por:
= (F-y) a8 , donde ¢B = dx , por lo tanto

= Pdx - ydx = dX ~_¥ dX ...(8)
I G
Debido a que la longitud original _ce.(OP),es dx,el alargamien~
to efective queda:
J—dx=dx-_)yg_dx—dx. J’-d?.=:dex”.(9)

Por lo tanto la deformacion unitaria correspondiente,es 1«
igual al alargamiento cfectivo,dividido entre la longitud ini-
cial dx; de tal manera gue : .

€x = -y = -Ky ... (10)
r

donde (¥),es la curvatura definida por : ¥= 1/p .
Esta ecumcidn establece que las deformaciones longitudinales -
en la viga,son proporcionales a la curvatura y que varfan li--
nealmente con la distancia (y),desde la superficie neutra.
Cuando una fibra esta por debajo de la superficie neutra,
la distancia (y) es positiva;si la curvatura tambien es posi -
~iva,entonces (Ex) sera una deformacidn negativa y constituye
un acortamiento.-Cuando una fibra estd por arribs de la super-

ficie neutra,la distanciz (y) es negativa;entonces para curva-

tura pesitiva, (6x),serz positiva,lu gue consiituye un alarga-
miento.



3.2. Esfuerzos normales en vigas.

A partir de 1z obtencicn de las deformacliones unitarias
normales €x,es posible obtener los esfuerzos uniaxirles G X
que actian normalec a la ceccion transversal de una viga,

Cada Tibra longitudinal de 1la viga,ecta some tida a un -
estado de esfuerzo uniaxial,de tal manera que el dizgrama de

esfuerzo-deformacion para el material,proporcicnara la rela -

cion entregx y €x .

31 el material es eldstico,con un cdiagrama lineal esfuer-
zo-deformac idn, se puede aplicar la ley de Hooke para esfuerzos
xiales ‘o = E€ ) y obtener :

Gx = ZEx = - IRy Ll (1)
donde € x T ~HKy

Los esfuerzos normales que actian sobre la seccion trans -
versal,varian linealmente con la distancie (y) medida a partir
de la guperficie nentra (Fig Sk ).

De igual nanera,se puede observar en la mizm2 figuia,que
loc cxfusizus,son nezatives (de compresidn),por debajo de la
superficie neutra,y poritives, {de tensicn), hacia arribz de -
ella.
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Tomando en cuenta el momento resultante de los esfuerzos

7 que actizn sobre 1a sercion transversal (fig 5 a).-la
fuerza elemental G xdh sobre el elemento dA (Fig 5 c¢j,actua en
la direccidn positive el eje (x),cuando % es poesitivo,y en
la direccidn nepativa cuando & x es negativo.- For 1o que su
momento respecto al eje (z), que representa la contribucion
infinitesimal de w xdsa al momento Ve, es :

dM. = ~ G xydA
Gr .
c
[} x ¢} \ x [
uJ v
[ .
da
Y Y Y
(a) {(v) {c}
Fig 5

La integracicn de #stos momentos clementales sobre toda el
ares de la gecciocn trznsvcrs%\l,conduce a4l momento total Mo ;



luego entonces:
o =)ﬂsx v éa  ...(12}

gustituyendo la ecuacicn (11),e

. la anterior {(12),resulta :,
W o= - ¥ E/yadrx L (13)

Esta ecuscion,se puede simplificar,de maners que :
M TKETI...(14)

donde 1 =/y’di\ sque constituye el momento de inercia del darea
de la seccion transversal con respecto 2l eje neutro (z).

la ecuacion (1l4),puede reordenarse,de tal manera que 1

K = 1,7== N e (18)
EI

Ecuacion que determina,que la curvatura del eje longitudinal

de una viga,es proporcional al momento flexionante (M),e inver-
samente proporcional a@ la cantidad EI,que se conoce como rigi-
dez a flexion de la viga.

Como un complemento a la convencion de silimos,se puede de-
cir,que un momento flexionante posiiivo produce cur

curvatura ne-

gativa,y un momento Tlexionante negativo produce cur

vatura po-
gitiva.
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3.3. Interrelacidén de los diagramds,carga - desplazamiento y
momento - curvatura.,

El andlisis del mecanismo y comportsmiento,de elemantos -
estructurales sujetos a flexion,se ha estudiado experimental -
mente mediante ensaye de especimenes.

Mediante la aplicacion de la foroula E= ¥/8I ,se obtienen
varios valores de (M) y (K),los cuales definen una mrdfica -
como la mostrada en la (Fig 6), {correspendiente a materizales
lineales y elasticos),que recibe el nombre de diagrama Momen-
to~Curvatura.

Mmox  p

Tig 6
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ran importan-

Los diagramas,momento-curvatura,resultan de
momento-retacion, v

clia porque sirven para obtener diagra

carga-desplazamiento.

En consecuencia,los diagramas carga-desplazamiento,y momen~
to-rotacion, son de gran ayuda pars finesg de diseho estructural
de elementos,ya que reliunan ,la carga y el momente fle -
rionante ague "ueden resistir dichos elementos;asi mismo,lac -

respondientes a diferentes valoreg

N

deflexiones ¥y rotasiones -o
de la rarsa 2plicads.

Zjemplos cde diagramas,carga-desplazamiento,y momento ~ro-
tacidn,son los que se presentan en la (Pig 7);los cuales resul-
tan ser rdlagramas cldsicos,obtenidos experimentalmente en on-
sayes de especimenes a flexion.

P

ecarza-desplazanientso

Fiz 7 a



M
: ~20-
[4
sifomento-rotacidn
Fig 7 b

3.3.1. Diagramz momento-curvutura para une viga de material
clagtopldstico.

Si{ expresamcs a 12 curvatura {K),como (Ky) curvatura de
fluencia, (esto es,la curvatura cuando {M},es iguzl al momento
de Tluencia (My) ), se tiene :

Ky =

EI

For lz que la relacion momentc-curvatura para uns visa en

]

el intervalo linealmente clzslico,puede expresarse win {ITm
adimensional como sigue

; (0 &N <€uy) e (17)
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Ecuacion representada por la porcion recta,del diagrama

momento-curvatura de lz (Fig 8).

E‘I

=)
ki

Fig 8

De igual forma,se puede observar en le (Fig 8),que cuzndo
el momento se vuelve mayor que (My),parte de la viga,se volve-
rz completamente plistica.- La relacion momento-curvatura,se
convierte entonces en no lineal,ya que la zona pldstica pene-
tra desde el punto mas lejano hacia el eje neutro de la viga;
en consecuencia,la curva se suaviza y se aproxima asintdtica-
mente a una recta horizontal.- Esta asintota,representa el -
momanto pln’stica (Mp)i;asi mismo,la ordenada a la asintota es
el factor de forma (f);definido como: L2 razon del momento
pldstico de una viga,entre su momento de fluencia,csto es 1



ECUACICHN DE LA ELASTICA (FUKCIOHES DE SINGULARIDAD)

L,1. &nalogia de las ecuzciones de curvatura (Z),mediante
1los procesog de dnalisis,mutematico,y,del de mecanica
de materiales.

El proposito de 2nalisis,de 1la curvatura,mediante dos pro-
cesos diferentes,desarrollados anteriormente en los capitulos
2 y 3,tiene como objetive yrincipalvbbtener la ecuacion funda-
mental diferencial de la curva de deflexion de unz viga,a tra-
vés,de la analogia de ecuacionesjesto es ,por razonamientos -
meramente diferentes come lu son,el matematico,y,el de mecani-
ca de materiales respectivamente.

La conjuncion de lag ecuaciones (7) y (15),conatituye el
planteamiento,del como y porque surge la ecuacidn fundamental
diferencial de deflexion :e una viga.

Procediendo a realizar la consideracidn analogica de lzs
ecuacicnes de curvatura (X),cbtenilas,ce tiene:

De la ecuaciun (7),obtenida meliznte el proredianiento mste-
mdtico,la curvatura gusda expresada ¢ través de lx siguiente



ecuacicn 1
5

4
Fix) = dx*
=T 3/a

[+ Cay/axy ]

Txpresion que dete utilizarse,cuzndéo se resuelven problemas
que impliquen grandes deflexionec.

Del mismo modo,la curvatura (I/) analizada desde el punto
de vista de la jlecanica de latariales,queda cxpresada por me-
dio de la ec (l13}: esto es :

¥=1/p=__N
EI

Zxprecion valida unicamente,cuando el material satisface
la ley de Hooke y cu2ndo las pendientes de la curva de defle-
xidn son pequchas.

Luezo entonces,al igualar ambas ecuaciones( 7 ¥ 15),resul-
ta:

=M cve {l0)

El + (ay/dx) ]"‘ EI

Teniendo en cuenta que dy/dx,es muy pequefio,y que su cua-
drado es5 despreclable frente 2 la unidad,la ecuacion anterior
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se puede escribir de la maners sigulente:

dy =_u ... (19)
dax*  EI

Ecuacion que consiiluye Fundzmentalmente,la ecuacion dife-
s

a
rencial de la curva de deflexidn (¢ eldstica) de unz viga.

4,1.2. Relecidn de ecuscicnes diferenciales de vigas eldeti -

cas.,

Para facilitar la solucidn de problemas subsccuentes,se
utilizzra la siguients nosacidn,para expresar diferenciacidn,

egtn ess
yis g , ye s ; v & oy
dx Ax? ax’ ax”

Kediante ¢sta notacion, se pueden cxpresar las ecuaciones
diferenciales siguientes para vigas con rigidez 2 la flexidn
constante (£1), y lineslmen“c elasticas.

Q ...(20), BIy = - ¥ ...(21), ZIy = - & ...(22)

5]



L,2. Funcleones de discontinuidad.

Las funciones de diccontinuidad zienen una gran aplicacion

en 1z soluclon de problumas de Ingenieria,sobre todc en los

relacionados con anglisis de circuitos electronicos, inductancia

de calor,y andlicic estructural de vig

La principal vertaja de la utilizacion e lasg funciones de i
di=continuidad,es que permiten la formulacidn de una funcion
“iscontirua mediante una expresion simple,mientrzs que lo usual
simplica describir une funcicdn dircuntinua medicrte una serie
de expresiones,una para cada regisn en la que l2 funcion es -
distinta.

A continuacidn,se anslizaran dos clagses de Tunciones,lila-
radas funciones de Mzecaulay ¥ funciones de singularidad.-Aun-
que €stas funciones tienen diferentes definiciones Yy propieda- '
des matemétlcas,juntas forman una familia,llamadan uncioner
de dircontinuidad,

h.2.1. Tunciones de Macaulay.

Las funciores de “acaulay se utiliznan Dara representar can-

tidacdes gue inician en algun punto en comun sotre =l ejie (x),y¥

i

que tienen valor cero & la izquierdz de tal punto.
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Zn términos zenerazles,las funciones de Macaulay se definen

por las siguientes expresiones :

cuando x £ a
1 .o (23)
a

(x-2)" cuando x 2

Pr(x) = <x - ay

n=0,1,2,3,44.

B ¢ =idn, /¥ ),es la variatle independient.,y (2),
es el valor de (x) donde inicia la funcion.- Log parédntesis
angulares son el simbolo matemdtico para una funcicn de dis-
continuidad.

Como consecuencia de la definicivn,se observa que las fun-
ciones de Macaulay,ticnen el valor cero a la izqulerda del -

punte x=2,y el valor de (x-ay" a 1n derechn de tal punto.-Evcep

to para el caso n= 0 (valor especial); la funcidn es iz

ro en X = a .

2l 3 ce-

La definicidn anterior de las funciones de [lacaulay,es vi-
lida para valores de {n) iguales a enteros positivecs y cero,

encial, tomo

u = 0, ¥ se l2 denomina Tuncidn Zsc2lon Unitaria.
Cvariic n = 1, F. se le denomina Funcidn ranps unitaria
uzndo n = 2, F, se lec denomina Funcion unitariz de segundo



Funcionesn de Macauvlay

tembre aréfira
13
Furciun Zzcaldn s Pl o~ e op—
$tapi a {
anit a i SUERSUEN
nitari s - %
12
Tuneidn rampe v £ g

unitaria

°|
a
x

Funcidn wltori] . o x 4alh
a de zerundo F, =4x-ay = “
prado (x-2) x 2 a
'R a X
£
funcion reneral N fo x%a
F, =¢yway = .
A (=2 ) x2a
Macuulay 5 »
n=0,1,2,3,.,. ] ° x

Funciones de singularidad

liomtre Tefinicicn arh fies
i - Q x ¥ oz
Funeidn doblete] . _ 2
F,<xz-ay= . ~
unitaria =0 »= e

¥
o y ¥ 3
snitaria i"’o ==e
R e
Q ®
Tatle 1
Faapte Cerd - Th » Mecomica de &

5 L e tZran




grado. (tabla 1).

Las unidades de las funciones de “2caulay son las mismas
que las de ¥"; esto es, F, es 2dimensional,F, tiene unidades
de X, F, tiene unidades de ¥°,y asi sucesivemente.

%.2.2. Funciones de singularicad.

Entre otro tipo de funclones de discontinuidad,ce encuen-
tran las funciones de singularidad,definidas por las sigulentes
expresiones

o ¢} cuando ¥ # a
Fn (x) = <x-a% = caa {2y
o0 cuands X = a

n = -1,-2,-3,...

Cabe getialar,que las funciones de singularicdad,estan defi-
nidas para valores enteros negativos de (n).

Lae funciones de .singularidad tienen un valor izuzl a cero
en cualquier punto,excepto en el punto comun X=a ,- Las singu-
laridaaes surgen porgue ou2ande (n),es un entero negativo,la

P n - . .
funcion (x-a) puede Tormularge come una fraccion mediante la

expresion (x-a) en el derominadorientonces cuande x=a la fun-
cion se vuzlve infinita.
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£l origen <Ze las sinsulaeridsdes depsnde del valor de (nj;

en la “abla 1l,ce encuentran representados los casos wmas impor-

tantes.
La funcicn doblete unitaria (n = -2) tiene la caructeric -
tica que puede representarse mediznte d

oz flechus de extensidn
infinita,una hkacia arriba y otra hacis zstaje,estande inTinite-
simalmente cercanas 12 una de 12 oira.*® Istas flechar,pueden
interpre<irse como fuerzas,luego entonces el doblete puede -
representarse mediante una flecha curva,que es el momento do
las dos fuerzas.- Zste momento es iguzl al producto de una -
Juorza inlinita ¥ un trozo de palance muy pequeiio;el momento

sual a la unidad.

ser finito e

Ia funcion impulso unitaria (n= -1),tambien es infinita en
¥ = 2 ,pero en forma diferente.

31 la flecha ce interpreta cumo una fuerza,entonces la Tuer-

za ,tiene intensidad infinita y actua sobre una pequefia distan-
cia infinitesimal a lco largo del eje (x).- Esta fuerza es igual
a la intensidad multiplicada por la distancia sobre la que ac-

tun;este DProducto tambien se vuelve finito e ipual a la2 unidad.

Lag unidades de las funciones de sin.ularidad,scn las mis-

) n
mas que lar de ¥ ,luegzo entonces,la funcion doblete tiene uni-
dades de 173%

‘uncion impulso tiene unidades de 1/ .




. ; - Intensidad q(x) de la cax
Caso Carga sobre la ~% dinwribnida equivalente
Me
i ; N - G(7)= Mucamad
o o T X
P o
2 alx)= ix-2>
° + {—~=
. .
3 I l .
; - a{x)= q,<7-a>
[ 3 x
4 _ !
(%)= _go {x-a%
b
8 qlx)=_a, <x-&>
e
q{¥) = ggw-aS-qgr-ay
6
a(z)=_a, <x-ay -g, <x-3)
b t
7 —n ly-an
2Ly =2
—20
& l- afx)= que-as ~g. <r-a3
9 ! v
!\I - *_Gn Quead
o a oy % ) td
Talila 2
Fuente . Gaorg-Timoshanka, segunda slicicn  Mecaalca do Matsriales
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Represenacion de carpas sobre vigas a traves de funcio-

ner de discontinuidad.

Lea funciones de discontinuidad que se muestran en la ta -
bla 1,son de sran ayuda para la ivepred sentacidén de cargas so -
bre vigas;tales como,carcas uniformes,cargas variadles,luerzas

¥ momentos concentrados.

Los perfiles de las funciones,tienen unz anzlogia coinel -

dente exacta con los perfiles de los diferentes diagramzs de

carft..~ Sulamente e nececsita,multipliear las funciones dadac
en lz tabla 1l,per las intensidades de carga apropiadas,con el

tico representative de las

objeto de estaklecer un modelo mate
cargas.

Los casos estander de careas mds comures,se listun en la
tatla 2,mientras que los casos de curga mas complicazdos tienen
golucion madiante la superposicidn de los casos clementales.

Para dur una ider de romo se obtuvieron las expresiones de
ia tabla 2,se tomard como ejemplo la carga uniforme del caso 3.

- ?"fa carpa puede revresentarse por medio de wn medelo mate -

co mediante la funcich escaloh unitaria F ,1l2 cuzl se

foln) = <x-ay = i L2
1 .
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ffultiplicando 1la funcion ( To) por (g,).que representa
12 intensidad de carza uniforme,nos da como resultado una
expresidn matemdtica para la carga uniformemente distribufda
sobre una viga,esto es

q (x) = q,<v - a> oo f26)

dorde q{x),tiene el valor de cero para » % 2 , y el valor
de q, para X 2 a .

La direccion de la carga representada por la ecuacion (2€),
puede ser ascendente o descendenie dapendiendo del aigno zon-
vencional adoptado,luego entcnces,asumiremos gue las cargas
en forma de momentos y fuerzas,con pogitivas en ol sentido de
las manecillas del reloj y hacia abajo,respectivamente.

Los casos 4 y 5,tienen unz explicacidn andloga a la del -
caso 3, mediante las funciones rampa unitaria y de segundo gra-
do.

fave sefialar que para definir las funcionee,se dete de es-
pecificar un punto en comun sobre cada grafica.- Una manera de
hacerlo,es concentrer la ordenada q en algun punto selecciona-
do arbitrerismente y localizado a una distancia b del punto

X= a,
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El caso €,es uan segmento de carga uniforme que iniclia en
% = a, y termina er X = &;.- Estz carga puede expresarse como
1z guperposicion de dos cargas,donde 13 primer carga es una
carga uniforme de intensidad q.,que cmpieza en x = & Yy conti-
nua indefinidamente hacia la derecha (caso 3),1a segunda carga
tiene intensidad - q,,iniciondo en x = a.y continuBndo indefi-
nidamente hacia la derecha.-Luego entonces,la segunda carga -
cancela « la primera en la regién & la derecha del punto x*3a .

log cacos ? y 8,se obtiehen mediante la combinacisn de
varios patrones clementales de carga.

Loz ~agos 1 y 2,que representan cargas en form? de momen-~

tos o fuerzas cencentradas,ge resuelven por medio de funcio-

nes de singularidad,representandose un momento unitario,a tra-
ves de la funcidén doblete unitaria y una fuerza unitaria,me -
diante l2a funcion impulso unitaria.

Las ecuzclones de los c2sos 1 y 2 ,con expresiones mate-
maticas que definen las intensidades de carga equivalentes
Para un momento y para una fuerzs.



4.3.1. Ejemplos numéricos.
1}).-

Mo
Mo w

w r———
€ L G l

E
)?VLIB /3 x./a’%v 1
¥

r 1] 4 )]

!

Y
(a;] (v)

Fig 9

la viga EF mostrada en la fig 0a,soport2 un2 carya concen-
trada (w),y un momento concentrado (M ).
a).- Formular la expresidn matemdtica pora ls intensidad q{x},
de las cargas equivalentes que actuan geobre 1@ viga en la r
zion,entre los apoyos ( 0« XL 1

e -
‘-

b).- Pormular la cupresidn matematica para 1a intensidzd qix),
incluyendo reacciones ( 0z X <L )

SCL

a), Las cargas que actian sobre la viga,son lLa cdrguw concentra-
da (w) y el momento (M.)},luefo,con el origen de ccordenadas en
el apoyo K, y con ia apligoc

n de los casos 2 y 1. respectiva-
mente {(tatla 2),se puede establecer la expresidn matenms

ica, -
que representa las cargas cistribuidas eguivalentes en cualgui-
er punto ,excepto en los apoyos,esto es :
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q(x}=W<x - L )+ .,(v -
2 \

b). para que la expresion de cargus eguivalentes sez valida -

i)
e

A

7

para todos los puntos de la viga,eu necesario la obtencion de
lay reacciones.

Impezamos por determinar las reacciones a partir del equi-
librio estdtico,mediante un dlagrama de cuerpo libre (fig 9 b)
esto es

INe = 0 H Fy=_w ~ Mo apoyo derecho.
3 L
EP’ =0 3 Fey = 2w + DN. apoyo izq.
3 L

Unt vez obtenidas lag reacciones,podemos formular 1a ex-
presion siguiente:

-

qlx) = -(2_»4_«-
3

<x - LY

- o . . st .
Zcuaclon,que nos represcnta las cargas distribuidas squi-
valentes en cualquier punto de la viza,
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a=3 Tan/m P: % Ton
z).
A e B < X
sm 6m 3m
T T
Y
(a)
A 8 ¢ X
1 (v)
1
Fig 10

Una viga AEC,con apoyos simples en A& I 2,y un voladizo
desde B hasta ¢ ,(fig 10 a), soporta una carga uniforme q =
3 ton/m,sobre parte del clavo,y una carga concentrada P= 5 ton

en el extremo libre.

a)-Formular la expresion matemdtica para la intensidad
g{x) de las cargas districuidas equivaientas gue Zctdan sobre
la viga.



SUL + Como primer paso,procedemos por determincr las reaccio-
nes,a partir del equilibrio estatico (fig 10 b},

By = 19.75 ton (apoyo 3)

Ay = 3.25 ton (apoyc &)

fomando el origen de las eoordenadas,en el apoyo A,proce-
demos a formular la expresidn matemdtica para q(x) con lz ayu-

da de la tadla 2,como sigue :

S) = o= 325453 ¢ (3) (<x - €5 - Lx - 123 ) - 19.75

<xo- 12>+ (5) <x - 153

£l ultimo te€rmino es lgual a cero en todos los puntos a lo

lzrgo de la viga,ercepto en el extremo derecho,pPor lo gue pue-

de omitirse.

I3 ¢lloc,on formA practica podemos escribir qi{x) como:

a

alx) = =3.25<x5 + 3 dx - €= 3Lk - 125 - 19,75 2x - 12>

donde : x,tiene unldades c¢n metrogn
q{x) tiene unidades en ton.
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4,k vtilizacion de lac funciones de ciscontinuidad,en la obten-
cidn de deflexziones de vigas.

La forma de proceder par2 el uso de funciones c¢e disceonti-
nuidad es muy sencillo.

®n priner lugar se escribe la expresidn matemdtica para la
carga distribulda equivelente q(x),mediante lu forma que se -
nizo anteriormente.- TPosteriormente,esta erxpresion se susti -
tuye en la ecuacidn diferencial de la curva de deflexicn ;en -

sepuida ge intesrz sucesivamente enth ecuacion diferencial pa-
ra obtener,la fuerzes cortante,el momento flexionante,la pen -

diente,y por ultimn la defle

fada integracion produce una constante de integracicn,la
cual puedc evaluarse mediante condiciones de frontera conoci -
das.- Finalmente se obtiene una expresion gsimple que propurcio-
na la deflexioh en czda punto de la viga.

Cace sefizlar,que no se requierz integrar una ecuacion dife-
rencial separada par: cada segmento de viga,debido 2 que median-
te el uso de funciones de discontinuidad,permite intesrar a tra-
ves de digcontinuidaden y singularidades sin introducirt condi -
ciones de continuidad de pendientes y deflexiones.

La continulaad de iz§ pendlentes y dellezlones queda ase -

gurada automdticamente mediante el proceso ce integracion.
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4,.4,1. Ciempios numéricos.

1).-
92 Ton/m
A 8 —r X
Ma
5m , 3m
‘Rn
Y  Fi, 11

O:ctener la ecuacicn de la curva de deflexion,para la viga

en voladizo ABb,mostrada cn la fig.

30l: Iniciamos,por determinar las reacciones cn el empotra-
miento,s partir del equilibriv estaxzico :

Py = 0 s Ray =-10 Ton

INa = O ] MNa =-25 Ton. m
Luego,con el origen de coordenadars mn el 2pcyc KL,y medlante
el uso de la tavla 2,aplicande locs casos (2),(1),y (3),respec-
tivamente,podemcs formular la expresion matematica para la in-
tensidad q(x),de las cargas distridbuidas equivalentes.
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- -a o E
q(x) = =10 L&xY + 25<x»y + 2 <x% « 2 <{x=3> seaiad)

Zmpleando la ecuaclidn diferencial (20),en terminos de la
carga,oblienemos @

EIy™ = q = -10<x3+ 25025+ 2 <xY = 2<x=5> ... (t)

Cabe sefialar.,que el término ¢x> en 1a ec nnterior es igual
a la unidad en cada punto,2 lo largo del eje de la viga;por 1o
tanto,sustituyendo <x¥ por la unidad,e integrando,cbtenemos :

EIy™ = =V = ~10 <x> + 25 <x> + 2 % = 2 <z-53...{c)

Zxpresién que representa la ecuwcion cifcrencial,en termi-
nos de la fuerza cortante.

como iniciames con la expresidn complet: para q(x}, inclu-
vendo las reacciones,no se requiere constznte de integracicon.

1l siguiente pase es intezrar la ec {c).,p2ra obtener el

momento flexionante :

s a
+ % - <x-5>

o

EIy"=s -« M = -10x + 25 <X

Como se observa,la ecuacion anterior no recesit2 constante
de integracidn;esto ec ,producto de la utilizacidn de las fun-
ciones de discontinuidad.

° 1 s s s
Huewvamente,podencs reaplazar <x> por la unidad y realizar

: . ’
&ss integraciones mas
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Ely'= - 5x + 25% + _x - 1 =x- 5>’ + Cieas (@)

3 3
= .5 ¥ e 1 4¥-55+ Cx * C, ... (£)
Ely = - w o+ 25 ¥ b4 - ¥-5 X Caves
3 2 12 12

Las congtantes G y C, ,se evaluan & partir de las condicio-
nes #n el empotramiento:
yto) =0 ' y(0) = 0

Trtas condiciones den por resultade,C.=0 y %,= 0 ,por lo
que las ecuaciones finales para y' » ({(y) =on:

BMye - 5% v 25y v X - 1 <x-53 ... (5)
3 3
Ely = - 5_x + 255 + 2 - _1 4x-5% ...(h)
3 2 12 12

Luego entonces,se ha obtenide la ecuacion de toda la curva
de deflexioh en terminos de funciones de discontinuidad.

Como una observacion,sefialaremos,que la pendiente y la de-
flexion en cualquier punto especifico pueden obtenerse sustitu-
yendo el valor apropliado de (x) en las ecs (g) y (h) respecti-
vamente.
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2).-
q t3Ton /m Pz5 Ton
4
X

D>
Ww

< ———

‘Fig 12

La viga ABC.mostrada en la figura,esta formada por un cla-

ro simple AB y un voladizo ZC.

Determinar la ecuacion de lz curva de deflexion.

Sol: Como una observacion,las cargas y las reacciones de
esta viga,fueron expresadas en terminos de funciones de dis-

continuidad en el ejemplo {(2) del inciso &.3.1.,siendo:

Q¥)= =3.25 <x5'+ 3 Lx-6% - 3 <x-123 - 19.75 <x-12%

Empleando la ecuacion diferencial (20),en te€rminos da le

carga,resulta; la ecuacidn anterior.

La primera y segunda integracic’n.nos Proporciona como re-

sultado 1as ccutziones matemdticas para la fuerza cortente y

el momento flexionante respectivamenie,ecto ez 1

EIy™s V= = 3.25 <x¥ + 3 x=6> - 3 <x=12 = 19.75 £ x-12%
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EIy'= =M = -3.25 x +_3 <r-63 -_3 <r-123 - 19.75 <x-12 7
: 2

»

Como una observacioh,cate sefialar nuevimente,que no se -
requieren constantes de in*eIracion para (V) y (M),cuando se
utiliza 12 expresion completa para ¢{x),esto es la expresion
matematica que incluye las rescciones y lac cargas,

Z1 siguiente paso,procedemos a realizar dos integraciones
mas,las cuales nos conduciran a obtener la pendiente y la de-
flexion,respectivamente,esto eg:

Ely s -1.6 X+ 1<x=67 1 <x~12F - 9,87 <x-125 + ¢,
2 2

Ely = -0.53 £+ 1 <x=6% —_1 <x-127 - 3.29 <%-125+ C,x + C,
e 8

Las condiciones de frontera sobre la deflexion,son:

y(8) = o 3 y(12}

"
f=]

We las cuales obtenemos: Ca= 0 Vi c,= 62.82

Luego entonces,las expresiones matemdticas finales para
la pendiente y la deflexioh son:

L
Cx-F7 - 1 <¥-12% - 7,87 <x-109+ £2.82
2
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Zcuacion que nos representa el modelv matemdtico de la

curva de defiexion de la viga.




CAPITULGOG 5

TECRENAS DE SICHR, VIGA CCGHNJUGADA

5.1, Viga conjurada.

£&n el meétordn de la viga conjuzada,se selecciona una seccidn
hiroteticra (llamada nonjurada) de lu migma longitud de 1la se -
ceion real,pero apoyada en tal forma que,cuando se cargd di -
cha seceidn conjuzada con el diagrama M/EI ,de 13 seccidn real,
el cortante resultante en un punto cualquiera,es igual & la pen-
diente de la seccidn real en dicho punto,y el momento flexrio -~
nante en la reccion conjuguda es imual zl desplazamiento de la
seccidn real.

Pste metodo,se tasa en los des teoremas del nétodo de area
de momentos (Teoremas de Nohr),que a continufrion se enuncian :



e

5.2. Teoremas de Mohr.
5.2.1. Teorema I .

La desviacion angular,o a'ngulo entre las tangentes traza-
das a la eldstica en dos Duntos cualesquiera A4 y B ,es igual
al productoc de 1/ EI por el drea del diagramz de momentos -
flexionantes entre estos dos puntos.

Dicho teorema queda ewpresado medignte la siguiente ecua -

cidn:

(drealas «.. (27)

B = 1
EI

5.2.,2, Teorema II.

La desviacidn tangencial de un punto B con respecto a la
tangente trazada a la eldstica en otro punto cualquiera A,en
direccion perpendicular a la inicial ¢es la viga,es igual al
producto de 1/81 por el momento con respecto 2 H del Zrea de
la porcion del diagrama de momentos entre los puntos A y b.

La evpresicn algebraica que define a este teorema oc:

ten = (drealpas Za ... {28




R

Cuslquier | cargo

[ } tan

Representacion esquemzitica de 1os teoremas I y I1I de Mohr.
Fig 13
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5.3. Procedimiento para la aplicacidn del metodo de la wviga

conjugada.

Para calcular desplazamiertos (lineales y angulares) con
€ste método,se debe proceder como sigue 1

a).-Obtener el diagramz de momentos flexionantes de la viga
real; y a partir de ¢ate,obtener el diagrama M/EI de lz misma.

L).-Cttener las condiciones de la viga conjugada a partir de

las de la viga real,teniémlo en cuenta que lag pendientes de
€sta ultima ccrresnonden & los cortantes de la viga conjugada
¥y que las flechas (desplazamientos lineales) de la visa real
corregpenden @ los momentos de la viga conjugada.

©).~Colocar como carga sobre la viga conjugada,el disgrama -
M/E1 obterido en (a).

d).~Cbtener los diagramas de fuerzas cortantes y de momentos

flexionuntes de la viga cenjugada.- lLas ordenadas de estos dia-
gromas en cualquier puntc de la viga dan la pendiente y la fle-
cha respectivamente,en el to ccrrespondiente de ia viga real
medidos respecto a la posicion original no deformada de la viga.




ILENAS {AFLICACIONES A VISAS DE CCNCREIO).

Zlemplo numerico

Revision de defleriones de acusrdo al reglamento (ACI-83) y
f@nw - 87),

2atos del problerma.

Pz 1 Ton W= 2 Ton/m

fe = 250 rg/em*
fy = 4200 ¥g/em®

lrulo ¢z reaaciones:

TMecder = © 3 Dy = 3 fon
st = v By = 15.2 jon
¥y =0 ) LAy = b8 on



Niegrama de momentos flexionantes.

Ps | Ton Wa 2 Ton/m

[ &z 3 4}3 ]
on

4.8 Ton

8.3

10.0
7.5
6.0

L N 2.3

0.0
2.3

aATm A 4 5.0

10.0
2.5

a

ZM(1) = 4.8 (3) - 2(3) = £, Ten.m

AN

2

EN(2) = 4.8(6)-1(3)-2(6) = ~10.2 Ton.u
2

TF(3) = 1.5(3)-2¢1.5) = 2.25 Ton.n
2
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Disefio de secriones y armados.

d & 1/26 3 tomando 4= 1/15 , se tiene:
.4 =T C.bs

®

De 1/10
d= m/15

u

Supeniéndo una seccidn de 30x50 om

Ton r = 4em

46cm
80em d = h-r
a = 50 - & =4& cm
o 4cm g

i 30cm
“sando(RDP" ~87), se tiene

Con & = 250 Kgfen' ; £ = 0.85 fo .,si ot % 250 Kefem'
por lo tanto, f¢ = 0.85(0.8)(250)=170 Kg/em* ,donde
& = 0.8 fo.< 250 lg/emd

Parz 1la seccion de momento maximos
Empleando 12 ecuacion que properciona 1a resistencia ideal
a flexion,se tiene: .= B bdfeq(l-0.5q)
.

B =(10.2:10) = 1£.07(1.4%) = 22.5
v’ 30(:€)

de £ = As/bd jdondef = 0.00€S , <o tlene,as=td ,por
lo tanto, A3 T 0.6055(30)(44) £.97 = 9 em?
lceptaremoss + 5 Va # O .90 om”
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Revision de la seccion con momento M= 5.4 Ton.m

Bo=_5.B % 10°(1.5) = 11.9 ; con S = 0,0033
bd* 30(4EY

As = 0.0033(30)(46) = .55 = 4,€& cm"
Aceptaremos:s 3 Vg # S = 5.94 em®.

Disefio del armado para lz viga.

S#3

] ¥ [ .+ LL

»

T




ecc

ign transformade.

Jeccion ¢ 1

Py — A8 = 54 5% 9.9 cn’
80¢c
° o = 34 5= 5.5% en*
30
sonsiderando concreto clase 1.
e = 14000 VTE = 14000 VZE0 ™ = 221355 Kg/em’
s = 2100000 #»/ce’
“elacion modular (n) , n =_2100000
220000
“alcule de ios centroides.
[— = n{%.9) = G.({5.%) = 25,0k cm
(== nli o) = 9,.4(5.54)=57 cm®

=_30(50){25)  ¢¢

LOL(50-4) + 37.U(4)

20(5C) -

5.0 + 57

3

9. A

25.5 en
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flomeritc de inercia.

T =1 (30)(50) + es.0h{ - 25.5) « 57 (25.5 - k) =
3
7 o= )

316230 em’ .

Seccicn # 2.

° —_— ks = 5 4 5= 9,9 emt
o 4——— iz = 2 # § = 3,96 cm®
30

1 A= 9,.6(9.9) = 95.0 em’

A= 9,6(3.98)= 38,0 o’

=i

=_30(30)(25) + 95(h€) + 3B(W) = 25.73 cn
30(50) + 95 + :

82
30

T =3 (30)(50) + 95(k€ - 25.73) + 38(21.73) =

w e

= 13G4 974 e
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Ccalrulo de deflexiones {viga conjurada),
P21 Ton W22 Ton/m
S~ AN
3m 3m 2m 3m
.
Ps1 Ton W22 Toadn| 3
4.8 Ton 5.2 Ton
M/EL
447
o M/El | R3¢
153 2m




¢galcule de areas contenidas en el aiazrazme N/SI.

Areaz parz la parte Dpositiva,

A =2 vh =2  (L.L7)(5.4) = 16.09 /21
3 3 BT

Krea para la pzrte negativa - izquierda.
A= dh = 1.53 (10.2) = §.2 /ur
3 3 ET

Area de la parte negativa derecha.

A= bh =_2(10.2) = £.8/E7
3 EL

A"

celculo de reacciones en la vigd conjugada.

Mo = (RL)c(€) - 16.09 (€ - L.h7/2) + 8§22 ( 1,53/3) = ©
£7 =1

Rle = 9.65 /EI

16.09 - 5.
EI e




r~alculo de deflerionss mavimas,

J = ale {87 ) -1 (16.0% /=T )(3/8 . h.W7/2) =
2 <

dwix = Rle (8) + 1£.09 (8 - 4,472/2) - 5.2 (2 + 1/4(1.53) ) -

(3/6 (2) ) = 247.4/ 21

For lo tanto,la deflexidn méxima en la viga real es igual

dnix=_107.4

12 cual rige para disefo.
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entc le las cens -

Revision de deflexiones cegun el regl
trucciones de concretec reforzado {( 201 31E-I3).

segin el rerlamento (ACT-£3), ¢l momento de inercia efecti-
vo para el eAlculo de las deTlericnes,le proporcions lo siculen-

te ecuacicn:

Ier

3
Mer | I= +
Ma

Ie =Momento de inercia efectivo para el calculo de las

Donde:

deflexiones.
er= Fomento ce airietamiento.
¥a = Momentu méxir.o en un elemento para la etzpa en que se

calcula su deflexidn,
Ig = Nomento de inercina de la2 geccidn totul.
Icr = iiomento ée inercia de la seccion azrietzda transfor-

mada a concreto.

Calzulo del momento de inercia de 1l seccioh total,y seccion
transformada z2grietada, y perametros .

. . Datos,
N $c=250 Ec/cxd
LI a8 Ty=4200 Yu/rm
& ! n = 9.€
80cm | < - - aae 4= 4€ cm
s ° «5 = 5. 5% 9.9 cm
: g = 2 # 5% 3.9€ enm




37',4 T
e
waiiifgy

_’-;f)_
Too= wn’ /12 = (30)(50) /12 = 312500 en
B=1Y / (nis) = 30 / (9.6) (S.9) =0.32

(n=1) A% / (n 4s) = (8.4) (3.9€) / (9.6) {2.9)= 0.36

"
i

n

a < /7aRr o1 /40 % (L ) —(l*r):l

= /2(4£)(0.72) (1 + 0.36(1) ) + (1.3€) = {1.36) =
0.32

©

a = 15,52 cr .
A q . 2
Ter = L2/ + nen(d~a) + (n - 1) as(a - 4’ ).
a2 ES
Ter = 15(15.52)/3 +9.6(9.9) (b6-15.52) + (B.€)(3.96)(529) =

157317 em'

)
-3
n

“dlrulo del momento de agrietamiento,

Yer = frls /oyt 3 Tr= 2 JTC = 2 J250 =31.62 gfem’
»t = 25 cm

ier = (31.62){312500) / 25 = 395250 HLg.cm

Ma = 10,2 r 10°Kg.om



€0~

Momento efeciivo de Inercia.

e =[ 395250 |'(312500) +[( 1 - (0.39) ) |157317) =
1620000

Ie = 166522 cm’

calculo de la deflexidn inmadiata:

La deflexion inmediata ai,semin el rezlamento (ACI),rfuede
calcularse,empleando 1la sigulente ecuacion elastica:

ai =_r (5/48) m 1°
Tcle
donde : K = constante que depende del *ipo. de @laro

M = Komento neto.

Ze= todulo de elesticidad del concreto.
Ie= Komento de inercia efectivo.

1 = longitud del claro.

para nuestro ejemplo K= 12/5, 1=10.2 x10"Kg.cm,1=200 cm,
Ie = 166522 cnm)
Ee = WW0,1L VEE = (2400) (0.14) J250 = 2€02€4.5 ¥elem®

Por lo tanto: |
2i-=(12/5)_ (5/48) (10.2 x 10 ) (200) = 0.23 cm
(26c27b.5) (166522
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Deflexion a largo plazo.

E1 reglamento (iCI),establece,que la deflexidn = largo
plazo,debe de determinarse wultiplicando la deflexidn inmediets
cauaeda por lz car;

sostenide considerada, por el factor

A= g
1+ 507"

Donda 1+ = As B S'= 3.96 = 0.002€4
bd (30) {50}

21 factor $dependiente del tiempe,para cargas sostenicdas,
puede tomarse para diierentss vileres,lueso entonces,para el

ejemplo , £ = 2.0,equivalente a 5afios o mas.

¥or lo tanto: A= 2 = 1.77 cm

1 + 50(0.00264)

Jtot = 0.23 (1,77) =0.4%C cm

De la tabdla G.5b (RACI),la deflcxidn permisible es igual a'

Spern = 200 = 0,42

I
L8o LB0
Por lo tanto:

Jtot ¢ {perrmigitle
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Revigicn de deflexlones de ascuerdn sl reglamento de cons-

trucciones para el Disirito Federal 719877).

Las ‘ormas Tecnicas Comnlercntarizs del r-£7),estatle~

cen que las deflexiones inmediatasg,se calculurdn ron los méto-

dos o formulas usuales para determinsr ceflexiones elasticas.

Luero entonces , Detlexisn irnmediata = J = 1up.h /
{deflexion méxima en la viga calculada anteriormente).

En clzros continuos,el momentioc de inercia que se utilice,

gerd un valor promedio calculado en la torma sipuiente :

donde 1L, e Ii,son los momentos de inercia de las secciones
extremos del claro, e Yi,el de la seccion central.
por lo tantou:
I =_1316290 + 1306978 = €74h22 o’
3
con Ec = 221359 ¥g/fem'y de 4 = 147,4 / BI ,se tiene:

J=_147.L x 10 = 7.42 x 10 cn
S74422(221359)

Deflexion diferida,se chtiene,myltiplicando la tlecha in-
meilata c-lculada,para la carg2 sostenida considerada,por el
Tactor



v
0

donde p'es la cuantiz de scero a conpresion ( A5/ bd).

£ = 2 = 1.75
1+ 50 (3.96/30(k4) )
Derlezion diferida=z = 7.62 % 16° (1.78) = 13.335x10 em
, s -r
Deflexion total= = 7.62 x 10 em + 13.335 ¥ 10 cm =

= 20,955 x 10 cm

Del cuerpn principal del reglament*o,se tiene que la detle -
»ion pernisible es igual

Jperm = _L_ + 0.5
2ho
por lo tanto: {perm = _200 + 0.5 = 1.33 cm
240

Luego entonces:
.5
4 total=20.95 x 10 cn £ perm= L. cm

. s
la geccion es aceptable.



CONCLUSTONES

El enfoque sistemdtico realizado en éste traba jo,correspon-
diente 2l tema dec deflexiones,permite visuallizor y dar una idea
conjunta,de la reordenacidén de conceptos basicos,para la formu-
lzcion de 1a ecuacion diferercial fundamental de la ela@stica
de una viga,muchzs veces mencicnada’en textos,sin expliczcidn
mas profunda de su origen.

La precentacidn de dlagramas,cerga~-desplazamiento,iomentec -
curvatura,y momento- rotacion,infiere que;su usu,aports gran
ayuda en la solucion de problemas relaclonados con el disefio -
estructural de elementos,obteni€ndose asi de é€stos,la carga y
el momento flexionante que pueden resistir dichos elementos,esi
como las deflexiones y rotaciones correspendientes a diferentes
valores de la carga aplicada.

En cuanto a las funciones de discontiruidad,se concluye,que
su utilizacion resulta de gran importancia,ya que permiten in-
tegrar a través de discontinuidades,y singularidades,sin intro-
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ducir condiciones de continuidad de pendientes y deflexicnes.-
£l uso de funciones de discontinuidad,hace posible formular
una expresion vdlida a lo largo de toda la longitud de la viga.

La presentacion sistemdtica del método de la viga conjugada,
que se apoya en los teoremas de llohr,congtituye unv de los me-
todos exactos,para ¢l analisis de vieas estédticamente indeter -

minadas.

Firnalmente,el ejemplo zplicado @ wvifas Uc cencreto,permite
esclarecer la diferencia de los métodos simplificades y practi-
cog; donde,en los primeros,las deflexiones,se calculam como si
se ‘ratase de un elemento de material homogénea y eldstico.
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