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I N T R o D u e e 1 o tl 

El ar~ista es la concienci= critica de la sociedad. La 

imagin8ci6n es el reino de la duda y como tal el reino de la 

critica. 

Una de las d1ferenc1t1.s enL1-e- el f1losc.fo, el científico 

y el a1-ti sta consiste en que mi entras el f i 1 Osofo pretende 

dar una explicac16n al todo~ el cicntif1co lrat.:.. de demostrar 

que esa e):plicac16n es verdadera, sin el!1bargo, el artista 

busca simplemente moslrdr 1 o. 

El pr·esente trabaJO in~enta e~poncr el entretejido que 

enla=a a las matemáticas con la filosofia, la política y las 

ideas sociales que imperan en cada épccd dando como resultado 

la obra de arte. 

Una 1-eal idad del sigl;:i las geornctria$ 

no-eucl1d1.;o.nas, el p.:.pel que juegan es esencial, los cienli

ficos de estos dos últimos siglos se han preocupado por acu

mular todo el material necesario pci.ra dejar explíci·~as y de

mostradas las hipótesis referentes a estas geometrías con el 

proposi Lo de: ¡-,o dejar nínguna duda al respecto. Compete en

tonces, al artista mostr·ar esta real1dad. 

Para ello se ha elaborado este material como guia pal"'a. 

que el artista lo utilice como herramienta de composic:iórt y 

e tructu;-"' tanto en la obra plástica como en el diseño bidi

mension.:'11 con otrci.s allern.:\tivas nueva!;~ CD'l1l"l por eje1uplo el 

uso del~ cuart~ d1mensl6n y de las qaometr;~s diferGnciales. 

Se han escrito c1nco r:apítulos. El pt·imero que habla 

acerca de ld sabiduria pilagoric.:., en C?l que se tratad:: las 10 



relaciones numéricas y ar-tís'ticas que los pit.:.g6ric:'..)i;:, dier-on 

a les niJ.mer-os, el c.21rácter- sagrado que les asociaron y la vi

si on cosmog6ni ca de! mundo qLie éste, les permití a obtener-. 

Abl la conclus¡on de qu~ el númer-o es la esencia de to

do~ y de l.:. apl1c:ac1on del estud10 de la mús1c.:i que el ritmo 

y la ¿ormonia =an las ::;ira.c:tcr::st1c.;.':: csE"nciales dEl Ur.i ,e,.-so. 

Este ritmo y esta que concuerdan 1 as leyes 

naturales, las encontramos la llamada PROF'ORCION DIVINA O 

SECCION AUREA que se tr~ta detalladamente en el capítulo 11, 

donde de un modo muy didéctico se le invita al lector a loca

li:ar el NUMERO DE OFO de un segmento dado, a d1v1di1· ~na li

nea recta en SECCIO:'l AURSA, ,;i consti-uir 21 RECTANüULO CORHDO, 

a desc:omponc-r- ar-mOnica.menle dicho 1·ecláogulo, a 2í"'l~l1=.;i.r el 

pe-ntagono rE:gular s1mt.Jolo p1ta.gc.r1r.o, "' distin-;¡uir- c.t;·c:::s rec

tán~ulos armónicos, a con~truir blóqurys trid1mens1on~les c~n 

proporciones ¿urea~ y armon1cas ut1l1=endo diFerentes metodos 

.::r:. ::..-;.~t.:. ::e::., 

rram1entas gr~fic~s co~o sen el TRIANGULO SUBLIME 'r LA3 ESFI

r.;AL~S ¡.."\UREAS. 

Este :::onoc1m1ento d"1 como reSL•l Lci.c.Jo la in"'est1gac;¡ on oe 

los CINCO CUSRPOS PL,:,i·oMICDS O POLIEDROS REGULARES que serán 

tratados en el cap~LLtlo III. 

En arqui tec:tura escultura se trata lnd1.:.cutiblemente 

de componer vol úme11•:·3, a se.o.• dP. conceb11- o pensar en tr-eo; r:li ~ 

mens1ones, es not.;.t,!e que en ld. geoniut.ria. del c~p.:<c~o :;Ola 

e::isttln cinco cu1?r-r.03 regulares que son el TETRAE'DRO, CUBO O 

HE.H;EDRD, i:L GClt1E::Lr::o) E.L DODECftE'.Dno i EL ICGSMEDF:G. r!.~LG-n 

t!'Sp~c1almente :=e oc:l1pó del esturl10 de estos c:t.mrpos ::olidos 

y lo m.'.'.·~ 1nlercsarile Qs 4w? todos ellos: están intim.:u!.Cf,le re-

11 



l aci onados con el MUtlEl\O ~E Of;O 

CCSl on de FIEOtJACCL 

en consecuencia con la o;;:.u-

Con el paso de 1 os años, el c:uest i on.:sini en to del por qt.IC? 

sólo e~:1s::.en .::inca CL:e:--pos regulares se ha transformado en LLn 

problema fasc1nant~ que ha insp1rado tanto a científicos 

pre::; ti gi ado$ alguno<.::: c.ficinr.ados intu1tivos enlre 

ellos encontramos artista5 em1nente5 quo buscan soluciones y 

respuesta$ d1gnas a este pl~nteam1ento. 

La cuest1on fue cl~r1f1cándose a lo l~rgo del siglo XIX 1 

al axiomatizarse el an~lisis topológ1co y la topología 

binatoria, y extencersc a otras superflcies como la banda de 

~loeoius; El pl~no proyect1 ~o~ l~ botelld de Klein, o la res-

quilla bulgar1nente conocida superficle toroidal~ pues es 

en este momento cuando 

blama, ya que le1 conoc1ad formula de Euler qu~ ~e t.·ata con 

detalle?. en eslc; capitulo; ¿;,pli~able tc..ntc; a lc.s poliedr-os 

regulares .::omc:. a protlcmo.;:- top=:i:6g1cos compl1ci\dos. 

Ccn esto l~ abr2n nueva.s altern.?.t1vas a los artist,g.s 

trofDo para l~ ree.li=aciOn d~ 

ob1·as ya q~Q, no sólo les per~ite pen~trar Gn les lugares 

y des~r-

mar, camlJidr de- fnrm.o>., rie:::ba.r.=i.t~~r, volver a peg3r la ca.-as 

la estructuras moldea1-1 as y proyectar! as de une1 y mi 1 m..ric:-

las en otras geometría~. 

E.l capitulo IV e:.: L•í•d i rd:r·oducc1 on p,,u· ~ poder comprender 

el c,~µi tul o V. 

En este cuar tD c.::.p1.i.:ul¡1. ~e describe a gr·andcs -rasgos lo 

que es ld geo1nf?t:1·i.:. EUCLIDlf1MA y las reptO'rrusiones que l;.1ene 12 



el mur1do eticli deo f1-e••le 3.] uni· .. erso de las cos.:t: g~=>ll•~tri -

ca s. Se rcial 1 =a un estudie <::cbrl'? lo que es el método euc: l i -

ueo. Se rr.uestré\r• ! os postL1l ado~, 1 a:..: nociones comunes •' "'11 gll-

nas de l~s defir.1cion~s las qt1e ~e be~a dicha geometría 

Se pre~cn tan ol gunos de los teorema~ o proposi c1 of'les bci-

s1 t:.os de ~sla gcoms-t.r1d sus r:.E.FRESErJTr4C!C:lE:: Gf,HFlCAS 

la intención de:- q1.1i0· sirvan apO','O y sean sugerentes 

la elaborac1~n de d1~gramas, d1se~os ) e:itrt1cturas pard Is 

reali=acion de compcs1c1ones plásticas. Con eeto se abre pa-

a l"' di SC.:LlSl CJO del po;;: tul a.do QUE" serci de:;:arrol le.do en 

el siguiente capítldo de-1 trabajo. 

El C:i>p~LL11.:J '-/} ·.,! ... 1mo de~.:, le::.1=: t.rat~ !...Obre l.:.s ge.·-

ometri.:..s r:G·CUCLIClí=.il.:;S ,. dF.:· l~., renr-·.~'=l•~n ojr;. l-3 g!;'Clfle,Lrí.:1. C?n 

el siglo XIX, dqL1i d~s~rrolla~on lema5 cerno ld GED~EíRI•' 

e~ '.::.J.~í~G ¡:.¡,¡¡;:p¡.;.1w11i::.~, ct:incepto que c;r:nerC\lrnent0 e:t;~ rcd¿adc 

de> •f11stc;i-!o 1 Ut::~cw:-,f1~i.n:!a. La noc1ori dl? c:uar\'.a dur1t.•n=.1i:.n 

aunque preci:::a, G".3 r'l'-'I 3bstracta >' p.3ra 1.:. gr·.;>,n rn.a')·Ori;:< 1 é:t'>

lá .r . ..:i~ allá de ln J111ag1r.ac.1w11 ,. en la rL':Jlóri rná~ pur.;. dcil 

11oc11111 en to, ob~t<lnte, la físic~ moderna ha resL1elto e5t~ 

problema. geo1t1!?lr·1c:o introduc.:icr-.do .:.\! t1ernl'.JC como ccoro12r1adA 

Uimenslond.1. P.r·Li::ta:; como Ale.~'3ndc:~- CC\l".lcr ~"' v.:i.lis-ran dE 

~5t4 empro~~ P•rct ntG~tr~r l~ ··cdllüdd del 51glo ~X. ~rte d~6 

lr·c.cto, esc:ul tLU'"tlS m:·.ti l ~:;, 

cl1cs !:~11 t"no'Lf10 U2.Co .Jel 11Et1ro r:onio un¿:¡ d1rr.E.•ns1an m_1r:.. 

S1n l!11.ba1-go, ~-.~1sto clrc\ ;or·on01 dE mirar l~s cu.,.tro ~:.. -

rn::i!fl!'i>lUllt;"'-' 1 ,· 1..•=:;.d ~s •·H>d 111dni.:·1 ~1 ¡:'IL1ran1c:ni L' ~et1J11~Lric~ .• Ur-. :.,L·rr· 

díQ cie11tíi1co~ y ""r-t1:,tris c-r;;pf~CLllo:1rui; con l.:. 1dr:>.'l de OIJ~ CQ

sos u:..1.11 1·1..in en e'lp~~:!O!; d~ CUQt.i o u mt1s di1utn~ior1es, d~~PL•éS 

13 



a~ Loao el concepto de poli~dro! extensión a tres d1-

mer1s1ones del conc~pto tudimc:ns1onal de µoligono. ¿QL•é pasa

ría si e:d:tiera 1.•na e::ten:Sión de poliedro a cuatro o más di-

mens1ones~ Con la in~enc~on aclarar el pr·oblema a.nterie>r"' 

se invit::! al lei::tor ;. dar un p¿..s~o ¡:;o:- el mundo de dos C1me-n-

p¿.,,·¿ que el ·1i<=Je. =.;;,a 2"mEno y divertido se na cor.·1ida::c 

a los per·sor .. :ues ae los cuent.!...."'S ALICIA Etl n. f:';J15 DE LAS fl.:li·

RMVILLAS ¡· de: MLICir1 A TRAVES DEL ESrEJO -:.>. qul? ncs acompañen. 

Luego se l l P-va al lec: to,.. e cor,o.::er el MUNDO DE i...H TOFOLOGIA. 

Inserto ~n al, rloore escul ter, d .. 1 l d figura humar.a 

formaE -..1gorose.s )' 1T1L'f or·gan1=ada.=., m:.sm~s qL1e =.o!'l asj, gr¿o.-

cias su topolog1a c~rac:teristica. 

En Esch~r so muestran todd$ las p~sib1l1caoe~ do 

c:1en.:.miento ¡ ~1·dnzm1.1t~ción de for-m¿\: que C<':\mbi an y 

m.:>r-fean r·espetando la cc...ntinL11dacl. F.ot:Oculo:, c:1nt.a: dF.' :1oe-

01us, J•~1eg-:is r"l~ espacios ·1 perspzct1v¿.,::; ".le E:tr.tre-tr>c::cl:-11 JLa;.-

gan creando il~1;;;.i.:ir.o:s o il1...1s1one;; $Olirc: ilL1~1ones:. í:l fl1undo 

de la 1mag1n.::;ci~n se m.~r1i~ie:=ta. Le\ pi-e~encia de 1.-:o.=. f·:::i:-;nd::. 

gc-ometr.ic:Cis )' el ei:·dC?n di.e 1"1 n<ltL.Lralc=ei le ~orpre>irle .•. 

En este capitulo, se plante~n prcblemas como el 

de los CUAlRO COLORES y c.lr i-\S 1 nl,;r:·ogñ11les d~ la;, r11J.tem..'tt:i -

temát1 cas, ya qL•L~ 1 a:. 

ci ó;1 topol .7.1J1Ca do ur, ·i~+);. 

for1u ... ~ gcomél1 icao;, y l.:. di:.po~i

d~ la cl~ee de e .• ~ct1tud 

<.?nfrt:nt5 al caior-e~1- , a:: 

1 egione:s df:' u11 CLt.;1.:!ro o i.Je ='u o!.lr a en ge.ne:~ <~J. 

O!...u dnto c·l .,,iglo XiY. •• , !to,-ltemátici' ;:ntra en u1la et~pa 

d~ rL>.'l!;.lOn de :1-s 1:..J11c-~pto::.. El u~st.:o oc corrcg11 "'lguntlS 14 



de las demostracione=. de Euclides f1..1e una de la;; ra::ones que 

reprcst-ntaron más polém1cas dcnt.ro de la geomelría. La preo

cup.:;.c1,:.n pc:w demc.=trar el oun~ro POSTULADO se fue c:ihond~ndo a 

medida que se refle:oeinab,.:1 más en ello. De e:to=1 planteam1en

tcs :=.urgen lo que Gciu~s l l"'-.r.~ GE:Jt'!ETRIAS tlrJ-EllCLJDIHHhS que 

dan como rest1ltado J~• geometria~ esfér1c~ o eliplicd~ l~ pa

.~a.bol .. ca, l.:\ hiperbólica y otro tipo de gr.ometr1as d1feren

Cl.'::1.lcs. La apl1cac1on oc .1-stas, la enccnt.r~mos en 1.a obt·a de 

Esc11cr donde el auto,- JLlega la geometria esférlca intro-

graf .. a tit~lad~ t1ANO CON ESFERA REFLEJAD~. Escl1er qLle dice no 

enlend~r n.?d.ot. de malemál1cas se sir·~-e En muchitS e.le SLiS l"Jt.rds 

de rcalidad~s científ1c~s, al grado que mtichos de los s~b1os 

han asegurado qL1e la obra de éste, E'S le. ttn1ce. e::presión po·

sible de sus proyectos cientif1cos. Pu&s al art1std lo que le 

prDOC~pa es mostrar la realidad, y ur1a re~l1dad ciel siglo XX, 

son la!:5 otra5 geom2trias. 

tienen lo:; ort1stas pur·a c..:or..prendc1- lc,s matem~tici's: su con

tenido, su mélodo y Sl.1S fu11da1nen1.os en lo:; qut..> d~::-r.u1=-.~ un 

cumulo de ccnoci11uentos que presoent<;ifl una <3mplia q~mc.\ de po-

sib1l1dddes de desarrollo, qra11 c:ünt1dad d~ CUC?5lione~ 

abiertas y serios problemas básicos. 

Taruendo en cuenta eslo, decidí ~ldborar esta tesis con 

el proposi to de que este mater l al les sirva como apoyo 

quehacer artístico, como prel1m!nar de la real1::aci6n de 

obra~ 
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CAPITULO I 

LA SABIDURIA PITAGORICA. 

La figura de Pitégoras, está llena de f~bulas, f1ccio

ncs y alegorías, se cuentan relatos extraordinarios de origen 

popular. Su imagen oscila entre pasado poco cor.cci do y un 

futuro ficticio, que dan lugar a ~xpl1car su realidad median

te n•rrdcicnE~ vcrc~ím1les. p~ro indemostrables. 

Variadas versiones nos hacen dudar sobre su procedencia 

y ~u personal1dad, sin embargo, podemos situarlo hacia la 

cuarenta y siete olimpiada es decir, quinientos noventa años 

antes de Cristo. Algunas relaciones citan que nació en Feni-

cia y que paso su juventud la isla de Samos, otras, lo 

consideran oriundo de este lugar. 

Se afirma que realizo largos viajes por Egipto y orien

te, la India, Babilonia y Fenicia, donde se inicio en dife

rentes misterios. F1..1e admitido en las ceremonias de los cul

tos orientales, y formo parte del colegio sacerdotal de Te

bas. En Bab1lon1a se p~rT~ccic~e ~n lA rP1iqi6n de los magos 

y en Egipto se entrego al colegio de sabios que hacía miles 

de años conversaban cuidadosamente en el fondo de los templos 

sobre los frutos de sus investignciones. 

A causa de la tiranía de Polícrates, abandona Samas y 

llega a Sicilia, de ahí, se traslada a Cretona, colonia dóri

ca de la Magna Grecia donde fundó su Escuela. 

Su secta mítico-religiosa se carücterizO por su dedica-

ción al estudio de las matemáticas y por practicar tipo de 

vida comunitaria de fuertes resonancias órficas. <AI. 1 > 

Una manera de acercarnos a la concepción religiósa de ~ 



los pitagóricos es estableciendo relaciones con la ~igura de 

Orfeo, sin perder de vista que esta doctrina es mucho más am-

plia, pues llego a 9er cuerpo que contenía elemento~ de 

diversas religiones tanto egipcias como asiáticas entre 

otras. 

Sin perder de vista, que el eslabón que unía al orfismo 

con l.:. nu=v~ :::i~nific~clón dGl mundo crC?ada por PitAgoras fue 

el concepto de catarsis, que es precisamente el punto en el 

que la intuición religiosa y la ciencia racional se unieron 

en una síntesis de extraordinaria originalidad. 

Los adictos al pitagorismo valoraron perfectamente la 

vida contemplativa, pues en el nivel supremo, la catarsis del 

alma lograba a través de la contomplaciOn de la esencia 

de toda realidad por lo que se dedicaron al estud10 de los 

nómeros y sus relaciones, a buscar la armonía de las formas~ 

lo cual les llevaba a comprender la armonía existente en el 

cosmos, ya que para ellos el origen de los seres, y el prin-

Cipio de todas las cosas 1:rr c1. ll:;'l 1,.:..,1,""1::; .. 8t:-.:.:; t~:::~i!:<?'!:' l"'fp fH•-

rificación también cr~n practicadas por esta sectaT comü la 

prohibición de comer carne y habas en fechas no festivas. 

Su influencia se deJó sentir, en Cretona y en varias 

ciudades de la Magna Grecia. 

''La visión pitagórica dQl mundo fue tan duradera que 

aún perdura y penetra nuestro pensamiento, e incluso nuestro 

vocabulario. El mismo término FILOSOFIA de origen pitagó-

rico1 otro tanto ocurre con los vocablos ARMOMIA en su senti

do más amplio y COSMOS.'' <I.1> 

La esencia y el poder de esa visión estriban en su ca

rácter unificador, que todo lo abarca, uniendo la ciencia, la 17 



matemátiea, la mósica, la medicina, la cosmología, el cuerpo, 

la mente y el espíritu, en una inspirada y luminoma SINTESIS. 

PueG en tiempos de Pitágoras no exietia como di5ciplinas au

tónoma. 

En la filosofía pitagórica todas las partea componantes 

estaban entretejidas, de modo que resulta dificil decidir por 

qué parte 5pr1a mejor ccnctrar el la. 

Para los pitagóricos la matematizaciOn de la experien

cia significaba la percepción de la armonía manifiesta eo la 

naturaleza, los nOmeros eran sagrado~ pues representaban las 

ideas mas puras, etéreas e incorpóreas. El ~xtasis religioso 

y emotivo producido por la müsica candlizado por el adep-

to en éxtasis intelectual, esto as. enobl eci a 1 a fusión de 

los nümeros con la müsica y la convertía en la contemplación 

de la DIVINA DANZA DE LOS NUMERDS. 

Los nümeros son e~ernos en tanto que toda otra cosa es 

perecedera. No tienen la naturaleza de lo material, sino la 

sorprend.::nte, sin rcferenci et alguna al tosco mundo exterior 

de lo sensible, y así 

espir1tu divino. 

se suponia que funcionaba el 

La contemplación estática de formas gcom~tricae y de 

leyes matemáticas es, por ende, el medio más eficaz de purgar 

el alma de la pasión terrenal y el principal lilzo que une al 

hombre con la divinidad. 

De hecho, si es Pitágoras a quien debemo& atribur la 

teoria matemática que la secta desarrolló, nos podremos per

catar, como lo mostraremos más adelante, que para él, no hü

bia distinción alguna entre un PUNTO GEOMETRICO y un NUMER01 

al contrario su aritmética se convertia insensiblemente en 18 



gecmetria, y ésta, en fisica. 

La escuela pitagórica concibió a la matemática como un 

CUADRIVIUN que distinquia cuatro materias elementales: ARIT

METICA, GEOMETR!A, ESFERICA, V HUSlCA. La aritmAtica e~tudia

ba la teoría ds loe.¡ núme1-oli, la geometría se encargaba de los. 

cuerpos sólidos y todas sus relaciones, la esférica se refe

ría al estudio de la astronom!a, y la m~sica buscaba la puri

ficación y éxtasis intelectual. 

Al ordenar un sistema lógico las relaciones que 

guardaban los n~meros con el Universo, empleaban todos los 

recursos de que disponían 

completo. Asi col oc aron en 

para presentarlos como un conjunto 

la parte central del Universo a 

un hipotético fuegoi alrededor del cual giraban describiendo 

circunferencias perfectas, el Sol, que no era más qua un re

f~ejo del fogón central, la Tierra, la Luna, los cinco plane

tas y el cielo de las estrellas fijas. Afirmaban que la Tie

rra y los planetas eran esferas perfectas, elementos divinos, 

eternamente conti.nunc:¡ c:¡in prtm:ipin ni fin. 

"Pretendieron que los cuerpos movimiento en el cielo 

eran diez en numero. Pero no siendo visibles mas que nueve, 

imaginaron un d~cimo, el ANTICHTHON." <I.2> 

Seg~n Aristóteles, los pitagóricos imagin~ban al nómero 

diez como el número de la perfección divina. De hecho, diez 

fueron los pares antagónicos que llegaron a admitir como 

principios funda·nentales de su doctrina1 

finito 

par 

unidad 

derecha. 

y 

infinito 

impar 

pluralidad 

izquierda 



masculino y femenino 

reposo y movimiento 

recti l ~neo y curvo 

luz y obscuridüd 

bueno y malo 

cuadrado y oblongo CI.3l 

ºUna parte importante del aprendizaje y de la transmi

sión de la doctrina del Maest~o reposa sobre el empleo del 

simbolo. El símbolo puede ser una frase, una palabra, un sig

no geométrico o un número1 signo geométrico y nümero partici

pan de la naturaleza de los paradigmas o modelos anteriores a 

la creación y constituyen el aporte específico de los pitagó

ricos al simbolismo iniciático. Son principios eternos, sím

bolos y agentes de armonía, agPnt~s =ond~ns~doreE que actúan 

por sugestión, liberación o encantamiento y de ahi su carác

ter esencialmente mágico.'' CI.4> 

Pitágoras considera a los números como principios abso

lutos en la aritmética, principios aplicados en la música, 

magnitudes 

movimiento en la astronomía. 

••Todo lo cognoscible tiene número, sin número no habría 

modo ni de entender ni de conocer cosa alguna." <I.S> 

21 



I.1 EL CARACTER SAGRADO DE LOS NUMERDS 

Los pitagóricos asociaban a los números un caracter sa

grado que empezaba con la PRIMERA GRAN CAUSA a la que consi

deraban simbolo del universo infinito e ilimitado. La denomi-

naban MONADA o UNO, manifiesta el principio de unicidad 

de lo invisibt-:::; d.:: le. lim.Lé . .::ioo e il1m1tado en su potencia. 

Esto lo UNICO, La UNICIDAD UNIVERSAL era ol padre creador d¡;> 

todas las cosas y según Filolao la primera cosa armonizada 

que se hallaba en el centro de la esfera llamada hogar. 

Se le representaba como un punto que es aquello que no 

tiene partes. Se le identificaba con el Sol, con la primera 

nota de la escala musical. So le definia corno la armenia, 

unificadora de lo me~clado y la concordancia de los discor-

dantes. Segun Arist6teles el UNO no er.;. an sí numero, si no 

el princ:ipio del número. Los Pitagóricos lo c:onsidera.ban c:omo 

la fuente del número. 

~l DOS o OUADA, representa el principio de la dualidad; 

de? la. diversidad, de lo par impar¡ de la división y la 

multiplic:ación. Simboliza la ley binaria manifestada en la 

naturale::a. Así: los dos sexos, el día y la noche!, el c:alor y 

el frío, la salud y la enfermedad, la vida y la muerte, l~ 

verdad y el error, la actividad y el reposo. En geometría se 

le identifica con la línea recta, Ces decir, por dos puntos 

pasa una y sólo una linea recta), CFig. I.1>. En astronomía 

se le identifita c:on la Luna, en música con la segunda nota 

musical y se le asoc:1a con el color violeta. Los pitagóricos 

llamaron al número DOS funnte de sinfonías. 
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5 

Fl9. l. l 

Sean A y B dos puntos por A y B pasa una y sólo una 

recta, la recta ns 

El número TRES o TRIADA representa el principio de la 

naturaleza en función, transmutación y manifestación. "Pitá

goras la llama madre de la mus2c:a, maestra d~ la geometría, 

razon de·la virtud, síntesis del intelecto." <I.ó> 

"El mundo o macrocosmos, expresión de 1 a di vi ni dad en 

el espacio y el tiempo se compone de tres principios esencia

les: el espíritu <mónada manifiesta>, la vida sensible <ema

nada de la duada) y la materia <condensación de la mónada re

alizada por la duada). El hombre o microcosmos, esta consti

tuido con estos tres principios: espiritu, alma y c:uer

po. '' <l.7) En geometría se le identifica con la superficie, ya 

que tres puntos no colineales generan un plano y Torman 

triángulo <Fig.I.2>. En astronomía se relaciona con Jupiter, 

en música con la tercera nota musical, se le identifica con 

~l color púrpura, en la mente humana con los objetos de tres 

dimensiones .. 

Los pitagóricos aseguraban que la formación del hombre 

está determinada por tres principios: el paterno, el materno 

y el divino, que le dan el alma, Ql intelecto y la respira-

ci 6n. As! mismo sostuvieron que el 

~l, se hall a, está determinado por el 

mundo y todo lo que en 

número TRES, el hombre 

se compone de tres elementos distintos, pero fundidos el uno 

en el otro: cuerpo, alma y espíritu; el universo está dividi-

do en tres esferas concéntricas: el mundo natural, el mundo 19 



humano y el mundo divino; todo lo que cambia ne rige por la 

triada: inicio, medio y fin .. 

B 

F!g.I.2 

Sean A, B y C tres puntos en el plano tales que A. B y 

e no son c:oline.:Lles lo que implica que A, a y e forman un 

triángulo y generan un plano ADC .. 

El número CUATRO TETRADA representa el principio de 

la creación y de la realidad tangible y la inteligible, los 

pitagóricos lo llamaban el 11mayor milagro" por ser el primer 

nU.maro "pz.:- p=.:-c~nte" In rli vi o;.ible por dos, como su cociente> 

la consideraban la llave de la naturaleza, derecha e izquier

da, el todo y cada una de sus partes, fundamentalmente de la 

ciencia de los números y causa de per"mane·ncia. .. 

La t&trada contiene en si misma el fuego de la mónada, 

el aire de la duada, el agua de la triada y la Tierr"a de la 

tétrada .. El conocimiento, la deducción y la opinión .. 

En geometría se le relaciona con el cuadrilatero, la 

tétrada, está formada por cuatro puntos por lo que representa 

el primer número cuadrado y se le identifica con los cuerpos 

sólidos, ya que cuatro puntos, no colineales, que no están en 
23 



el mismo plano generan el espacio real. <Fi g. I. 3> 

"Cuatro son los principios del animal racional 1 cereo-

bro, corazón, ombligo y verguenzas. El cerebro el princi-

pie de la inteligencia; el corazón del alma y la sensación; 

el ombligo del enraizamiento y crecimiento del embrión; las 

ve~quenzas el principio de todos ellos, que todos ellos dan 

flores y renuevos.'' <I.Bl 

A B 

e D 

Fig. I.3 

A', B', C' y D' son puntos no colineales que no est~n en el 

mismo plano, por lo que generan el espacio real, o bien un 

cuadrilatero 

El número CINCO O PENTADA. Símbolo del ~er humano, del 

fuego viviente, de lo que tiene acción circular <Primer nume

ro que rueda) • 

El número CINCO da la materia sun cualidades y su 

forma visible. 11 Simboliza la unión en la humanidad, del prin

cipio femenino <primer numero par creado: 2> con el ma6culino 

<primer nú.mero impar creado: 3> por el matrimonio." ( I .9) 



Por esto la estrella de cinco puntas o PENTALFA es el 

simbolo del hombre, con la cabeza y las cuatro extremidades1 

del hombre triunfal cuando la estrella le representa con la 

punta hacia arriba; del hombre caído y de la bestia <el ser 

que no comprende al cinco> cuando le dibuja con la punta 

hacia abajo, en cuyo caso represgnta el diabólico macho ca

brio con los cuernos hacia arriba y la barba hacia abajo. 

El cinco fue expresado por lou pitagóricos como símbolo 

completo del DIVINO FUEGO DEL PENSAMIENTO en el PENTAGONO 

la antorcha, además de ~er el número herma+rodita y de la ar

menia, que también es el PENTAGRAMA de la escritura musical. 

El sello distintivo de la hermandad pitagórica fue pre

cisamente la estrella pentagonal. <Fig.I.4>. 

Fig.I.4. 



Esta estrella guarda dentro de cada una de sus lineas 

nada menos que la SECCION AUREA <de la cual hablaremos más 

adelante> la que dio origen a toda una concepción filosófica 

del mundo. 

"Cinco son los cuerpos de la esfera; los que se encuen

tran dentro de la esfera son Fuego, Agua, Tierra, Aire, y el 

quinto e5 el remolque de la esfera." <J.10) 

El numero cinco nos conduce a los cinco cuerpos regula

res: TETRAEDRO, CUBO, OCíA~DRO. DODECAEDRO E !COSAEDRO, que 

serAn tratados en el capitulo 111 de es-te trabajo. 

El número SEIS o HEXADA representa el principio de mo

vimiento y de reposo. Su símbolo caracteriza a la estrella de 

seis puntas <o entrelazamiento de dos triángulos ~quilateras> 

fue objeto de excepcional interés entre los caldeos de cuyas 

tradiciones fue recogido por 

los. <Fig.1.5) 

P1tAgoras y su~ discípu-

Para los pitAgoricos el número SEIS representaba la 

perfección, pues consideraban que un nOmero era perfecto 

cuando tal, igualaba a la suma de sus divisores propios. En 

el caso del numero seis, sus divisores ~r·opio~ =~n 1 s ? y 3 

y 1 + 2 + 3 == b. 

La verdad y la armonía, la aptitud generativa, la con

cordia, la estabilidad, el discernimiento en el pensamiento y 

el hornato en la mano de obra, son cualidades que se le atri

buyen. 

Por sus propiedades aritméticas el seis es un número 

mágico, magia que carga consigo miemo, y que encierra su ca

rácter mi5terioso. Se dice que un número es mágico cuando la 

suma de sus divisores es igual al producto de los mismos, asi 

tenemos que 1 + 2 + 3 = b y 1 >C 2 X 3 =- 6. 



Fig. I.~ 

El número SIETE O HEPTADA "representa el principio de 

la recta y la curva, del tiempo y de espacio, da los que re

sume en si mismo el mundo material y es causa operante en el 

moral". e 1. 11) 

Es la unión de la triada ~on la tétrada, de lo humano 

con lo divir.o. 

Los pitagóricos lo llababan cadena del destino. "Para 

que esa cadena sea propicia, PitAgoras hacia obligatorio que 

los discípulos que alcanzaban el Béptimo grado poseyesen las 

siguientes virtudes: 1) Tener rect1 -cud t:!I\ i:l 

2) Toler~ncia al opinar. 3) Inteligencia para discernir. 

4) Clemencia para Juzgar. 5) Ser verídicos en sus palabras y 

actos. 6) Disponer de gracia para expresarae. 7) Contemplar 

lo~ acontecimientos con paz en el corazón." <I.12) 

El número OCHO u OCTADA "representa el principio de la 

evolución y de la involución, de la luz y de la 05curidad, de 

lo que nace y de lo que perece, de la existencia elemental y 

de la trascendental". <I.13) <Fig.I.b>° 



Fig.I.6 

El numero ocho es primer mlmero cUbico o cubo de dos. 

Ya que 2 X 2 X 2 B = 2 
3 

y ha sido considerado como el 

1'tómero de la GENERACION pues al sumar las cifras que consti-

tuyen su cubo 512 = B x 8 x 8, obtenemos que 5 + 1 + 2 = 8 y 

512 x 512 x 512 = 16252928, si sumamos 1 + 6 + 2 + 5 + 2 + 9 

+2+8=35 y 3 + 5 B, por lo cual es el número de la 

reconstitución. P~ra Pitágoras significaba la armonía del 

universo, la inspiración divina, la justicia humana, la HUSI-

CA DE LAS ESFERAS. 

Pitágoras otorgaba ocho gracia~ beatíficas al diacípulo 

que alcanzaba el octavo grado y 88 penalidades para &l que 

no se hacia merecedor de cualquiera de ellas. 

El nümero NUEVE O ENEAGONA es el cuadrado de tres, o 

sea el primer cuadrado de numero impar, fue llam•do por los 

griegos TELESFOROS o el que lleva al fin. Adem~s que fueron 

nueve la9 musas de los griego$ y nueve días duraban los mis-

terios de Eleusis. 

"Para los pitMgóricos representaba el océano en que 

mueven los numeres, el horizonte qu& circunda las coaas, lo 28 



que na tiene ca_mpetencia ni puedi:? ser igualada. Es lo tres 

veces perfecto, pues es el cuadrado de tres."<I.14> <Fig.I.7> 

Fue considerado como símbolo de la INMORTALIDAD por su 

curiosa propiedad de que multiplicado por cualquier otro nu

mero siempre se reproduce. ejemplos: 9 K 2 = 18 y 1 x 8 = 9, 

9 x 3 = 27 y 2+ 7 = 9, 9 x 4 = 36 y 3 + 6 = 9, así sucesiva-

mente, probemos con un numero cualquiera, al azar, escojamos 

628 X 9 = 5652 y S + 6 ~ ~ ~ 2 ~ !B lueQO 1 + B = 9. Come 

el nueve nunca se destruye se le llamo tambión EL PERFECTO. 

Para que los discípulos de la escuela de Pitágor~s 

alcanzaran el noveno grado se les exigía guardar silencio 

tres años, estudiar matemáticas durant~ los siguientes tres 

años, y prestar tres de servicios a los estudiantes de gra-

dos inferiores. 

• •• 
• • • 
• • • 

Fig. I.7 

El numero DIEZ o DECADA representa al principio do l~ 

periodicidad, el de causa y efecto, el de nutrición y renova-

ci6n, el de lo ilimitado potencia. Filolao afirma: "Hay 

que ju:gar de la~ obras y de la esencia del numero por nl po-

der que el número DIEZ se encuentra; porque el diez es 

grande, bi~n terminado, agente universal, principio de vida 

para lo divino, lo celestial y lo humano ••• Sin el diez 

hay cosa que est~ definida, clara y distinta.'' <I.15) Pues 
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el siguiente ciclo del numero uno. Con el diez, todo vuelve a 

comenzar. Es también resultado de la uniOn de l• MONADA con 

la DUADA la TRIADA y la TETRADA; + 2 + 3 + 4 = 10 

<Fig. I.B> 

Los griegos lo 11 amaban PANTELEIA <o todo completo> 

s:lmbolo de una a..rmonia nuev .... y absoluta contenida en la fina

lidad de las causas ya que es el número resultante de la suma 

del tres de la constitución y el siete de la manifestación. 

"NicOmaco escribió, al hablar del Nó.mero PARADIGMA pre

existente en el pensamiento del Dios creadora Como el todo 

era una multitud ilimitada ••• se necesitaba un orden ••• Ahora 

bien, en la Década es donde preexistia un equilibrio natural 

entre el conjunto y sus elementos ••• De ahí el porque median

te su Razón el Dios ordenador (literalmente "el Dios que dis

pone con arte") se sirvió de la década como un canon el to

do ••• y de ahi el por qué las cosas, desde el cielo a la tie

rra, tienen para los conjuntes y 1 as partes sus razones de 

concordancia basadas en ella y ordenadas según ella." < I. 16 ) 

Ar-quitas de Tarento consagró a la década un tratado que 

no ha llegado hasta nosotros. Un dístico de IEROS Legos cita

do por Siriano menciona igualmente la década como clave del 

Universo. 

• 
• • 

• • • 
• e • • 

Fig. l.B 



I.2 EL NUMERO Y SUS ELEMENTOS PRINCIPALES 

Filolao define al número como fuente de conocimientos¡ 

argumentando que para el totalmente desorientado y paro el 

ignorante en todo, el número es guia y maestro. "Cu.e n,;ida es

tuviera patente en cosa alguna ni respecto de si ni en rela

ción ü otras si no se diese el número y en el numero esencia 

y porque ahora ~l número esta armonizado con el alma, hace 

que todas laG cosas resulten cognoscibles al sentido, y hace 

ademas el número que los cuerpos resulten medibles por medio 

del GNOMON y divide unas de otras las razones de las cosas1 

las de las ilimitadas por una parte y las limitadas por 

otra." (l.17) 

Para los pitagóricos los elementos principales del nú

mero son el par <ARTIOS> y el impar <PENISSOS) , éste siendo 

finito y aquel infinito. Un número par es aquel que puede ser 

dividido en dos partes iguales, mientras que un numero impar 

sólo puede ser dividido 

una aplicación inmediata 

dos partes desiguales. Esto tuvo 

arquitectura; el nómero de colum-

nas frontales de un templo debe ser siempre par de lo contra-

rio una de ellas interpondría entre la entrada y el exte-

rior¡ el nllmoro da columna=. latera.les, en cambio, puede ser 

par e impar. El Partenón tiene ocho columnas en cada frente y 

diecisiete latera.les, es decir, 46 en total. <Fig.I.9 y I.10) 
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A. O?"tc.indos. oisuiio d~ J..<> restauración dr~ l<i rachada O del Part.ci.ón. 

Fig. I.10 



Nicomaco afirma que un nómero par es el que puede ser 

dividido ya sea en dos partes iguales, o bien en dos partes 

desiguales y éstas son ambas del mismo tipo <es decir, las 

dos. son o pares o impares>; mientras que un numero impar es 

aquel, que dividid~, tiene cualquier caso sus dos partes 

desigLtales y ambas de dist1nto tipo Cesto e~ una par y otra 

imparl. 

Filolao considera que el "numero i;:1i=111:~ d.:::.s ~:::;:icc!E:!'S ei

déticas propias1 impar y par, y una tercera mezcla de entre 

ambas1 la par-impar. En ambas especies eidéticas hay muchas 

formas que por si mismas indica cada nó.mero", < t.18) esto 

es, para Filolao los nü.meroo pares son 2, 4, e, 16, ••• , los 

impares 3, 5, 7, 9, ••• , y el nó.mero par-impar p.a.rece ser el 

resultado de la multiplicación de impar por un par o al 

revés, por ejemplo: 6 = 2 x 3, 10 llCI 2 X 5 .. 

Esto coinside con los resultados QL!E" obtuvieron los 

neopitagóricos quienes llegaron a distinguir otra clasifica

ción más amplia, dependiendo de que tipo de números 5e multi-

plicaban en un producto.. Así. nómero "par-veces par" es 

aquel cuya mitad es par, la mitad de su mitad par y asi suce

sivamente, o bien, un número de la forma 2. El numero 

"par-veces impar", por el contrario, sólo puede ser bipartido 

una vez, sie~do ol cociente siempre un numero impar, es de

cir, un nt:\mero de la forma 2t2n + 1 >, donde n es en ambos ca

sos un numero natural. El tipo impar-veces par corresponde a 

una clase intermedia, un nüm~ro que después de ser bipartido 

cierto número de veces, resulta como cociente un nómero im

par, de la forma 2 <2m + 1). 

Hagamos unas aclaraciones pertinentes antes de conti

nuar .. ¿como era posible que hayan llegado los pitagóricos a 



tales definiciones, siendo para nosotros no tan obvias como 

podría esperarse? La respuesta es simple1 5u aritmética esta

ba tan ligada a la geometría, que ellos necesitaban visuali-

zar los numeres de manera geométrica y nunca abstracta, 

para ello, la via m~s adecuada era clasificarlos de acuerdo a 

la figura. más simple que formaran. Estas son: trio.'\ngulos, 

cuadrados, pol í genes, 1 l. neas y cuadri 1 a.teros. Luego, resulta 

evidente, que el cuatro, un cuadrado simple, si se divide en 

partes iguales C2 y 2> éstas son pares (pues pueden volver a 

dividirse en partes iguales>; si 

partes desiguales e l y 3) ambas 

cambio, se divide en dos 

impares. 

Por esto podemos conjeturar que tales definiciones 

obtuvieron después de analizar y obervar muchos ejemplos, al 

los suficientes para convencerse de que habían encon

trado una REGLA GENERAL, y nunca lo dedujeron a-priori. Así 

mismo llegaron a distinguir entre números primos o s~mples y 

secundarios o compuestos~ 

Tim.ti.ridas llamó al número-primo, < A.1.2 > rectilineo 

ya que s6lo puede colocars& dimensión, sin tomar en 

cuenta su propia figura, <es decir, 5 sólo puede arreglarse 

como un pentágono ó línea recta de cinco puntos>. 

Sin embargo, no hemos investigado el concepto de unidad y de 

número en lo~ pit.:.górico:>. Sobre:: c~to, hay un.;;. buena ·"·arit:dad 

de definiciones a escoger, que conducen concepto más o 

menos común. Pdra el mismo Timáridas la unidad o monada, es 

la "cantidad límite", el principio y el fin de una cosa, 

siendo igualmente una e:-<tremidad. 

Segl1n Jámblico algunos pitagóricos definieron la unidad 

como el "CONFIN ENTRE LOS NUMEROS Y LAS PARTES, PORQUE DE 35 



ELLA LOS RADIOS SE INCREMENTAN HACIA AMBOS LADOS", de esto se 

daduce que de un lado tenemos radios mültiplos incrementándo

se continuamente, y sobre el otro, -si la unidad ~e subdivi

de- radios submUltiplos, cuyo denominadores aumentan conti

nuamente. 

Theon de Esmirna <s. II d. c.> arguye que la monada "es 

aquello que, cuando la multiplicidad disminuye por la via de 

la sustrac:::10n continua, se priva de todo número y torna una 

posición de reposo". Aderr.:\s supone que el significado etimo

lóg1co de unidad se debe ya sea a que 1) se mantiene inalte

rada si se multiplica así misma un númaro indeterminado de 

veces, o 2) porque está separada del resto de los números. 

Micomaco~ por su lado. observa que cualquier numero es 

la mit.;.d de la de a) los números adyacentes a cada lado, 

b) los númaros equidistantes a cada lado. A la un!.dad la de

fine como la más solitaria de todos, ya que sólo es la mitad 

de un Uni c:o número adyacente que es el 2. 

Ejemplo de la proposición a) 

1) Sea 7, el numero escogido. Los números adyacentes a 

él, son b y a, 6 + B = 14, y 14 : 2 = 7, por lo que 

se cumple la proposición a>, i.e. 

2> Sea 15 otro número escogido. Los numeres adyacentes 

a él, son 14 y 16, 14 + 16 = 30, y 30 : 2 = 15. 

3) Escojamos el número 100, los números adyacentes a 

él, son 99 y 101, 99+ 101 = 200 y 200 : 2 = 100. 

Ejemplos de la proposición b>. 

1) Sea el numero 9, el numero escogido, dos números 

equidistantes a cada lado de él, son el 7 y el 11, 7+ 11 = 18 

y 18: 2 = 9, por lo que se cumple la proposición b>, i.e. 



2) Sea el 20 otro nümero escogido, dos números equidis-

tantes a él, son 15 y 25, sumamos 13 + 2~ • 40, y 

40 • 2 20. 

3) Sea el 100, el número escogido, dos nümeros equidis-

tantes a cada lado de él, son 50 y 150, 

sumados: 50 + 150 = 200 y 200 • 2 100 .. 

P=r ultimo Jámblico cit~ otra definici6n2 la unidad es 

la "forma de las formas", porque potencialmente comprende to

das 1 as formas de nümero, o sea que es el numero poligonal de 

cualquier número de tres o más lados, un número sólido en to

das sus formas. 

De estas definiciones puede uno percatarse que la uni-

dad propiamente dic:ha, nr.1. un núm~ro, si.10 aquello que 

paraba a los múltiplos de los submúltiplos, ~l origen de to

dos los nómeros y de ahi que se le consideraba como uno de 

los elementos de los diez pares antagónicos. En cuanto al 

concepto de NUMERO éste evolucionó demasiado desde Tales, 

que lo def1ne como uf•'"'° "c~lc=::i':"!n r1P unidades". hasta Aristó-

teles, como ''una multiplicidad limitada de indivi•ibles'' o 

como ''multiplicidad de indivisibles.'' Euclides lo copia como 

"una multiplic1dad compuesta de unidades". <I.19 ) No es sor

prendente entonces, que la misma definición haya sido usada 

con relativas variantes por la secta pitagOrica, destacando 

aquella que versa así: número es una progresión de multipli

cidades comenzando desde una unidad, y una regresión cesando 

en la unidad. De la misma manera que consideraron al número 

fuera de la unidad, los pitagóricos en contra5te con Aristó

teles y Euclides, no sólo excluyeron al DOS de la categoría 



de los primos, sino que tampoco lo consideraron como nómero, 

para ellos, la dia·da era el principio y origen de lo PAR. He 

aqui como surge otro elemento mAs de la Década de pares anta

gónicos. 

"El par produce simetria, que es ritmo igual, monotono; 

el número impar produce asimetría, ritmo disc:ontinuo, varia

do, inestable. El tfüMERD DE ORO, Cdel que hablaremos en el 

capitulo 11 de este trabaJO) produce equilibrio armónico de 

proporciones perpetuas". C!.20) 

par. 

Conocían los pitagóricos las proposiciones siguientes1 

<l> Un numero natural no puede ser a la vez par e im-

(2) Si un número es par, su cuadrado es par. 

Y recipprocamente: Si m es par entonces m es par. 

(3) Si un número es impar, su cuadrado es impar. 

Y reciprocamente: si m es impar, entonces m es impar. 

(4J En un cuadrado dado, el cuadrado de 1 a diagonal es 

el doble del cuadrado dado. 

En símbolos: D = 2 L <Fig. I.11 >." < 21 ) 

D 

Fig. l. 11 
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I.3 LA NATURALEZA GEOMETRICA DE LOS NUMEROS. 

Como ya se dijo, la mi~ma naturaleza geom~trica del nü-

mero pitagórico los condujo clasificarlos en lo que ahora 

llamamos "nUmeros figurados". El primer tipo, los nómeros 

triangulares, se dibujan as.í1 CF'ig.I.12) 

• 
Fig.I.12 

Resulta evidente para nosotros que el n-~simo término 

de la sucesión de números triángulares se determina por la 

suma de los naturales precedentes, es decir, por la serie, 1, 

1 + 2, l + 2 + 3, 1 + 2 + ••• + n. De esta manera no debió 

ser demasiado complicado para los pitagóricos, notar que cada 

uno de estos numeres deriva del anterior así: 

TRIANGULRES 3 6 10 15 21 
1 

'/' /\ /\ /\ I ' 1 / 1 
/ ' ' / ' / 

4 
,, 

2 3 5 6 NATURALES 

De ahi que la fórmula algebraica para encontrar cual-

quier número triangular deseado, será donde n 

es el n-simo renglón. 

Los nó.meros cu,;adrados se i nvc:;ti g.:iron de forma. a.nál oga. 

La serie que 105 define es 

1+3+5+7, 1 + 3 

• • 
• • • 

1, 1 + 3 t 1 + 3 + 5, 

5 + ••• + < 2n + 1 >. <Fig.I.13> 

• • • 
• • • 
• • • 

• • • • 
•••• 
• • • • 
•••• 

Flg.I.13 
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Uno de los descubrimientos más famosas de la escuela 

pitagórica fue aquello que llar.la.ba.n GNOMON (conocedor>. "Se-

gún Aristóteles, el Gnomon geometría es la figura resultante 

de la superposición de dos de ellas iguales o semejantes, pe-

ro de medidas proporcionales." <I.22 > <Fig.I.141 

\ZZ/J v ...... :-1. ::/ 
,¡\// \// 

GNOMON geométricos áureos, con diferentes formas de su-

perposiciones .. 

a) GNOMON áureo entre figuras cuadradas de proporciones au-

reas recLprocas. 

b) GNOMON áureo entre rectángulos áureo§ recíprocos. 

e> GNOMON áureo entre triángulos de relaciones Aureas reci-

procas. 

d> GNOMON áureo entre circunferenci~s de proporciones áurea& 

reciprocas. 



Otra definición más conocida dice asi1 Un GNOMON ea la 

parte que debe agregarse a un ente geométrico para que siga 

siendo él mi5mo. La palabra tiene su origen babilónico y con 

ella se denominaba a la estaca vertical cuya somora era usada 

para medir el tiempo. En la época de Pitagoras, el GNOMON era 

la escuadra qu~ ut111::aban los carpinteros, para confirmiir la 

perpendicularidad de do~ su.po=r·ficies unid.:ic; pcptcriorm~nte 

con Euclides, denotaba aquello que se le quitaba a un parale

logramo cuando uno mas pequeño era cortado por una esquina, 

cuidando que el paralelogramo opuesto por el vértice fuera 

semejante al para.lelogramo que se quitó. (I.23 > <Fig.I.1!5) 

Fig.I.15 

Sea C, el paralelogramo dado, si a C, le quitamos B, A 

y B son semejantes. 
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Asi, si a un número cuadrado le agregamos un GNOMON de 

puntos que lo envuelva por dos de sus lados, obtendremos el 

n~mero próximo superior al lado. Por ejemplo, si a un punto 

le agregamos un GNOHON formado por tres puntos tendremos un 

n~mero cuadrado, en este caso el cuatro; si al de cuatro le 

agregamos un GNOMON de cinco puntos, obtendremos un cuadrado 

de nueve puntos, y asl: sucesivamente ••••• <Fig •. I.16> 

NOffieros cuadrados1 

Fig.I.lb 

• 
4 9 lb 

+ 3 +::s ... 5 + :s + ~ ... 7 

De aqui &e deduce quo 1 + 3 + ~ + + 2n-1 • n 

Es claro qu~ la de~inición anterior d• GNOHON puede ex

tender a otra forma como es al ca~o da los no.a.eros triangula-

res <Fig. I.17> 

Fig.I.17 

• 
• • 
••• 

• • • • 
• • • • o 



En resumen el Gnomon de un nó.mero tri íil.ilgul ar QD un no-

mero natural, y el de un cuadrado un nó.mero impar. 

Los nümeros POLIGONALES eran aquellos que for~abAn ii-

gurao de CINCO lados mas. Loa PENTAGONALES se formaban 

agregando unidades al primer nómero poligórial en potencia, e• 

decir, si al uno l~ agregamos tres unid•des obtenemos un GNO-

MON de cuatro puntos, luego l + 4 • 5 nos d.;:. !?l slguigntc nó.-

mero pentaQonal. 

NUmeros pentagonales: 

• 
5 12 22 

l + 4 + 7 •12 l + 4 + 7 + 10 •22 

Si al GNOMON de cuatro le agregamos tres unidades obte-

nemes un GNOMON de siete unidades, luego l ..- 4 ..,. 7 = l 2 n~s 

da el tercer nümero pentagonal Ce la serie, y as! ':iucesi va-

mente ••• l + 4 + 7 + 10 = 22 <Fig.1.19> 

Fig.l.19 

For lo que la serie que los define esi 

1 + 4 + 7 + 10 + •• + en+l ~ 3n - n , donde n= o, l, 

2, •••• ' k 43 



Los número& EXAGONALES, por su parte, se formaban a b~-

se en GNOHONES de cuatro unidades mAs que el término prOMi-

mo anterior1 1, l + S, l + 5 + 9, l + ~ + 9 + 13, 

1 + 3 + 9 + • .. + ( 4n +l > = 2n - n .. 

En general los t~rminos GNOHONICOS sucesivos para cual-

quier número poligonal da n lados, tienen una diferencia co-

mlln de n - 2 unidad ea. <Fi g. I. 20) 

.. o 
Fiy.I.20 

1 + 5=6 l + 5 + 9=15 l + s·+ 9 + 13=28 

l + 5 + 9 + 13 + • • • + 4n+l =2n-n 

Ahora bien, la suma de los nümeros pares va a resultar 

ser un nümero de la forma n<n+l>, que geométricamente es un 

rectángulo cuyos lados difieren en una unidad, dsta es un na-

mero oblongo: (Fig.I.21> 

• • • 
+ 

:--o-~~ " " " 
:1 •• ,¡ • • • • 

I • • ~ 1 
o • • ! • o • • • • 2 6 12 20 

Fig. I. 21 

Estos números tienen la propiedad de ser el doble de 

los respectivos nümero5 triangulare5, pues 2 + 4 + 6 + ••• +2n 

2(1 + 2 + 3 + ••• + n> = n (n+l>. 



Teoremas inmediatos que resultan dal estudio de los na-

meros Tigurados son1 l> un n~mero cuadrado es la suma de dos 

triilOQUlares sucesivos. CFig.1.22> 

""-..• e • o • 

~ ... 
: :'~: ... -~ 

Fig.I.22 

2> Un nümero oblongo la suma de dos triangulares 

<Fig.I.23l 

• o • / G0 
~/-- . 

/ • • o 

Fig.I.23 

uno, hace un cuadrado de lado impar. <Fig.I.24) 

. . . ).:;~ .. . . /. ~ \. "" .. . / .... ·~ / ••••• ·;>< 
• ,• • 1• ~ ¿· • ~--,~, !· :.:: • . . . ~/ ... 

'" 
Fig. 1.24 



I.4 EL TEOREMA DE PITAGORAS. 

En todo triángulo rectángulo, el cuadrado construido 

sobre la HIPOTENUSA es igual a la suma de los cuadrados cons-

truidos sobre los catetos. <Fig. I.25> 

Así se enuncia el famoso TEOREMA DE PITAGORAS. 

gráTica del 

TEOREMA DE PITAGOF~S. 
Donde a y b con les catetos 
y e es la hipotenu:.a. 

F!g. I.25 

Los lados de un triángulo rectángulo que son adyacen-

tes al ángulo recto son los que se conocen comünmente como 

CATETOS, y el lado opuesto al ángulo recto se conoce como Hl-

POTENUSA. 

Por este princip10, l.a suma de los lados de un trian-

gulo rectángulo no sólo da el conocimiento del espacio visi-

ble que el triángulo ocupa. sino el del cuadrado de la hipo-

tenusa y el de ambos catetos que es invisible, de eata forma 

se determ1na cualquior~ de los factores, a través de las di-

mensiones de los demás, y se tiene en este procedimiento un 

medio seguro para medir lo que no se toca. 

Existen evidencias de que los egipcios ya conocían di-

cho TEOREMA. P~es el mismo Aristóteles cita que l~s ciencias 

matemAticas se originaron en Egipto debido a que la clase sa-

c:erdotal gozaba de ocio. 

Las figura5 inspiran ideas. La geometría se estaba de-
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sarrollando en ese lugar, en at~Osfera quiz~, en la que 

el aire libre, la lu~ del Sol y las noches estrelladas conu

tituían un ambiente en el que las penetrante5 lineas proyec

tadas por las sombras de los pilares a través de los pavimen

tos estimulaban el pensamiento do los sacerdote& egipcios con 

lo~ qui? segu.r,¡.7.cntc P!t.:igc!'".as aprendí.,;¡ la manor~ de medir y 

calcular. 

Diversos autores af1rman que, dadas la& caracteristicas 

da la agricultura egipcia se desarrollaron m4todos pr~cticoa 

para la mediciOn de terrenos. Los agrimesores descubrieron 

una técnica para construir triángulos rectángulos, pues sa

bi an que el triángulo de med1 das 3, •l y 5 unidad es, necasil.

ri amente posee un Angulo recto. 

De lo que se deduce, estaban informados de las pro

piedades que Pitágoras enuncia como un TEOREMA, pero no era 

un conociminto de lo general, ni planteado para cualquier 

triángulo. 

Es curioso notar que para los egipcios, se trataba de 

un problema inverso al de Pitágorasi dados los lados, 

construía el triángulo. Para Pitágoras dado el tri~ngulo ~e 

cumplia la conocida relaciOn CATETO-HIPOTENUSA con sus lados. 

Los fragmentos del llamado papiro Kahun (dinastía XII, 

contienen una tabla de lus cuadrados que se obtienen por du-

plicaciOn de los números 3 4 y 5, que ya hemos encontrado 

como medida para la construci6n de un triángulo rect~ngulo. 

Los investigadores interpretan esta tabla como una mera 

innovación por fórmula y costumbre, la que se conoce como1 

reglas para buscar la naturaleza Cde las cosas), para conocer 

todo lo que e>:iste, cada misterio y cada secreto .. 



Uno de esos misterios y secretos que revela el Papiro 

es el estatuto de casos particulares del TEOREMA DE PITAGO-

RAS. En efecto. existe una tabla de nómeros que se obtiene 

por duplicación de los nümeros 3, 4 y S, Junto a esa tabla de 

duplicación, se encuentra la llamada tabla de +raccionamiento 

para los cuadrados de lo~ quebrados que corresponden a la 

misma relación. EJemploss 

2 2. 2 
6 + a = 10 ~ 100 

2 2 2 

12 +lb = 20 = 400 

2 2 2 

<1 1/2) + 2 =<2 1/2>= 6 1/4 =ó.25 

2 2 2 

<4/3) + 1=<1 1/4) = 25/lb = 1 9/lb = 1.46 

En donde el cuadrado del Ultimo numero se halla por la 

suma de los cuadr~dos de los primeros. 

Cuando un arqu1't.ecto hindú. t~n!.::. ~t.!!? re".'11 i'7.;:i.r la doli-

cada tarea de construir un altar s~grado, acudia a un célebre 

manual, mezcla de guia para constructores y ritual religioso, 

denominado SULVASUTRA. Este manual parece datar de las prim2-

ras siglos de nuestra era, aunque contiene material de una 

venerable antiguedad. Se le atribuye a un tal Apatamba, el 

hecho que muestra especial interés. por la construcción de 

TRIANGULOS RECTANGULOS mediante el procedimiento de las cuer-

das que también emplearon los egipcios. Las longitudes late-

rales estaban relacionadas con los numeres 3, 4 y S; 12, 16 y 

20; 15, 20 y 25. En este münual se halla también un enunc:i ado 

que recuerda al TEOREMA DE PITAGDRAS. Pitagoras debió en-



frentarse al resultado de que no siempre la hipotenusa es un 
2 2 

cuadrado perfecto, por ejemplo: 5 1- 7 ""' 74, as:i es que debe 

habet· buscu.C::;:; !!.n ~~di~ p.;.ra que a, b, e fueran enteros y que 

a la ve:: 
2 2 

a + b 
2 

Llegamo~ pues al hecho de que se conocía el TEOREMA,la 

aemost.raciún y un.:. :-:=:;;l;:. para no v~r~eelas m<1z que con nóme-

ros enteros. 

Se dice que los chinos conocieron el teorema antes que 

los griegos Proclo, cita que el llamado teorema de Pitágoras 

era conocido desde aproximadamente 1000 años antes de la épo-

ca de Pitágoras en oriente y que fue Tales de Mileto quien 

enseñó el teorema en Grecia por primera vez. Los a~irios y 

babilonios conocian el teoremn 200 años antes de cristo. En 

el pasado habian llegado indudablemente a muy notables resul-

tados, incluidas la formulación lo que llamamos el teorema 

de Pitágoras y la solución de ecuaciones de segundo grado con 

dos incógnitas. 

Se han hecho muchas conjeturas regpecto a la demostra-

ciOn que Pitagoras pudo haber dado su Teorema, otra de 

ellas pudo ser un tipo de disecc;ión de demostración como si-

gue <Figs. l.26a y 26b). 

Los historiadores ignoran como fue que Pitágora$ demos-

tró su TEOREMA y probablemente nunca se sepa. No obstante, 

por el nivel de conocimiento científico, varios de ellos 

afirman que se trata de una demostración tipo DISECCION, es 

decir, una demostración que involucra descomponer un cuadrado 

en diversas partes para rearmarlo cual si fuera un rcmpecabe-

:as, de tal suerte, que la reconstrucción final equ!valga a 

la buscada. 49 



b e 

Ou.i ti\ndo las part"es sombt":"_ea.das, 

tenemos 
2 2 

b a 

b e 
Fig. L26a 

b e 
Quitando las pa~teE sombreada~, 

b 
que son igu~les a la Fig. I.26d 

tememos. 

Por tanto 

C1 

F1g. L26b 



Hay quicnc~ ~firman que la demostración debiO enfren-

t~rse, primero a casos particulares, donde la evidencia cate-

to-hipotenusa fuera mayor, y proponen una demostración 

<quizá la más sencilad?todas> para triAngulos rectángulos 

isósceles. <Fig.I.27> 

~ 
"' 

,'3 

Ar ea A rea 

1:234 5678 1 2 

Fig .. I.27 

En favor de esta aseveración se discute el hecho de que 

una figura como la que observa en la demostración se en-

cuentra con frecuencia en los pisos de la aristocracia anti-
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gua. 

I.4.1 ALGUNAS DEMOSTRACIONES GRAFICAS DEL TEOREMA 

DE PITAGORAS. 

por el método de disección. <Fig. I .. 2Ba y L28b) 

"'I 
! 

2 2 
2AB+ tB - A> =B 

A 

3 

G A 

Fig. 1.28a 

e 

Fig. I.28b 

8 

2 
e 

2 2 2 
C ::. A + B 
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"Extensión del teorema pitagórico dado por Pappus" .. 

Sea ABC un triángulo cualquiera y ABDE, ACFG, cuales-

quiera paralelogramos descritos exteriormente sobre AB y AC .. 

Sean DE '>' FG tales que se cortan en H y trácense BL y CM pa-

ralelas a HA entonces .. <Fig .. I .. 29> 

c:=:::i BCML .,. c:=:J ASDE + ACFG 

Fig. I.29 53 



La siguiente demostración del teorema de PitAgcras 

dice que ~ue ideado por Leonardo Da Vinci (1452 - 1519> 

<Fig. I.:SOl 



Fl¡¡. I.30 

H. Perigal, en 1873, dio una demostración por disección 

del teorema de PitAgor"'a.s. CFig. J.31> 

G 

Fig. l.31 

Demostración por congruencia por adición sugerida por H. E. 

Dudeney en 1917. CFig. t.32> 

\ 
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I.5 LA FIL050FIA COMO MU5ICA SUPREMA. 

Es importante obs~rvar que todas astas especulaciones 

aritméticas derivan de la inspiración religiosa. En el pita

gorismo, descubrir alguna propiedu.d de los nómcros siempre 

era de~cubrir alguna cualidad simbólica o alg~n epiteto divi

no característica. 

El mismo caract~r marca la contribución del p1tagor1smo 

a la constitución de una geometría autónoma. La contemplación 

estática de formas geométricas y de leyss matemáticas es, por 

ende, el medio mas efica= d[;- pL1rga.r el alma de la pasión 

terrenal y el principal la~o que une al hombre con la divi

nidad. 

Entre otras cosas, los pitagóricos también eran médi-

cos. Se cuenta, que empleaban la medicina para purgar el 

cuerpo y la müsica para purg:oi.r el alma. 

"Una de las formas más senc:illas de psic:otera.pia c:on

siste en hac:er que el pac:iente e~c:itado por una violenta m~-

sica, dan;;::a hasta Ql fren~~í para c:aer luego en un sueño 

reparador semejante a rapto, provoc:ado por el agotamien-

to". <I.24> Pues los pitagóricos consideraban al cuerpo como 

un instrumento musical compuesto de cuerdas, las cuales ha-

bi~n que aflojar o tens~r h~st~ encontrar el perfecto equi-

librio entre opuestos, lo que buscaban 

de éstas, a los intervalos propios de 

si, era el ajuste 

esc:ala. Conservar 

el orden y la armonía en completo equ1librio del conjunto de 

todos los instrumentos musicales que se hallan en el mundo 

era su finalidad. ''Las metáforas que tomadas de la müsic"" aun 

aplicadas TONO, TONICO, BIEN TEMPLADO, TEMPERANCIA, son tam

bl~n parte de nuestra herencia pitagórica••. <I.25> 



El universo pita9órico contiena uno de loa tónicos m4s 

vigorosos que se hMyan aplicado al cerebro humano, cifrado en 

el principioJ "LA FILOSOFIA ES LA HUSlCA SUPREMA Y LA FORMA 

SUPREMA DE LA FILOSOFIA SE REFIERE A LOS NUMEROS 11
• <J. 26> 

Los nómeros no fueron arroJadoa al azar a este mundoJ 

estaban dispuestos en estructuras equilibradas como los in

tervalos concordantes de l• escala musical, en conformidad 

con las leyes universales da la armenia. 

Los pitagóricos dedujeron que existía un~ curiosa co

nexión entre la armenia musical y loa números. 

La relación d& longitud de laa cuatro cuerdas dQ una 

lira¡ la baja, la tercia, la media y la alt~, eata repre5en

tada por nomeros enteros. 

Una not~ es producida por una vibraciOn, por ejemplo, 

si se estira una cuerda, pone tensa y después se puntea, 

vibrará y producirá un sonido, si esa misma cuerda se cort~ a 

la mitad y se repite el procedimiento anterior, la cuerda vi

brará dos veces más aprisa, ocasionando un sonido on el mismo 

tono queal sonido de la cuerda original. 

Utili2ando cualquier cuerda y considerando la nota quo 

porduce, se puede bajar la escala aumentando la longitud d& 

la cuerda g~g~n simple~ fraccionos qu~ pueden eMpresarse ma

di ante relaciones de nümeros entero9. Por eJempl o 16/ 1:5 

de una cuerdn que produce el DO, proporcionan lA nota bAja 

siguiente Slf 6/5 de ésta dan LA; 4/3 de la misma SDL1 3/2 

hacen la nota FA; 8/5 de cuerda no& darán la nota Mlr 

16/9 produciran RE¡ y e:{actamente una cuerda semejante a la 

anteriora pero el doble de larga vuelve a dar el DO, de una 

octava m~s baja. 



Los pitagóricos descubrieron las relaciones numéricas 

que existen gntre la5 notas Do, Fa, Sol, Do inferior y entre 

sus equivalentes en cualquier escala. Llegaron a la convición 

de que la armonía, la belleza, la naturaleza, pueden expre

sarse por medio de relaciones entre números enteros. Incluso 

creyeron que los planetas, al girar sobre sus órbitas, debían 

producir una armenia celeste. La que denominaban MUSICA DE 

ESFERAS. 

Una anécdota contada por Boccio, escritor del siglo VI 

a. de C. narra que poco tiempo despuóa de la llega.da dlit Pit&

goras a Cretona pasó éste Frente a una herreria y al oscuchar 

los golpes que producían tos martillo& sobre 91 yunque, el 

timbre del metal despertó ecos extrañoB en nu conciencia, 

creyó enton~es que las notas emitidas eran proporcionales a 

la iuerza de los hombres y les pidió que se los intercambia

ran, ante al mismo resultado supuso que la explicación estaba 

en los martillos, por lo que le suplicó al herrero lo presta-

ra lea cinco y con ellos, dirigió a casa da HilOn, donde 

registró que el peso de cuatro de los mismo~, A& hallaba en 

la proporción de doce, nueve, ocho y sein, el quince producia 

una dison~ncia molesta por los que fue retirado. De ahi dedu

jo la proporción 12~ 9a 1 81 6 .. Luego de ntfleKionar un ra.to 

descubrio la energia interna de las notas al desarrollarse 

como ritmo, de lo que dedujo que éste, se encuentr• en la 

esencia de todas las cosas y es el que nos produce la sensa

ción de goce y se observa a parfecciOn en la escala muQical. 

De esa experiencia meramente estética concluye que el princi

pio de todo es el nl'tmero. 

Después ató los martillos a loe extremos de cuerda& de 

iQual longitud y descubrió que la relación entre la tónica, 58 



la cuarta, la quinta y la octava era de doce, nueve, ocho Y 

seis y como la razones de estos números er•n e~uivalentea a 

1, 413, 312, 211, eKpres•das por lo& primeros cuatro nómerog 

naturales, deduje que el TETRAEDRO era la fuente de la eterna 

Náturaleza¡ ensayó finalmente, con flautas de caña y observó 

que la proporción de las long!tud~s era la mencionada. Enton-

ces, se ccnvencio. 

Por otra parte, cuando Filolao llamaba al cubo la arme

nia geométrica, por tener doce ari~tas, echo vértices y 9ei5 

carMB, demostraba, por medio de una audaz analogía cómo la 

relación nUm\?rica, aisl.ada de su materia, llega a &er capa: 

de extenderse a una pluralidad de cosas diversas. 

"Esta idea de analogía, de la correBpondenci~ entre la 

estructura < el "Numero") y el ritmo del Cosmosy los del Hom-

bre entre el Hacroccsmo• y el Kicrocosmos, come 11 amaran 

mAs tarde, inspiró y fecundó durante mAs de dos mil años la 

filosofia tanto profdna como religiosa. De un modo muy espe

cial, la GNOStS alejandrina y sus tenaces r~LüÜü~ d~ 1~ Edad 

Media y del Renacimiento tejieron y soñaren con ella mólti

ples sistemas cuyas tramas encontraremo~ mAs adelante, som

brias telas de araña o tornasoladas tapicarias ide-ológicas 

alln baptantc ~61 idas". <t. 27 > 

Para Vi tur·1i o, 1 a euritmia en 1 a obra de arte "!>e obti e

ne justamente cuando cada parte importante de ésta, se en

cuentra convenientemente proporcionada en razón acorde entre 

lo alto y lo ancho, entre lo ancho y lo propundo 1 es decir, 

cuando la simetría entre los diversos elementos de la obr~ se 

encuentran confol"'mes:con los.~lementos sopara.dos y el conjun

to. Como en el cuerpo humano fluye la proporción, la que los 



griegos llaman ANALOGIA que significa consonancia entre cada 

parte y el conjunto. 

"Viturvio insiste mucho en esta SINFONIA p2rf2cta del 

Juego de las proporciones en el cuerpo humano, y de corres

pondencia análogas, a veces aun nómericamente idénticas, que 

el arquitecto debe establecer el plano eurítmico de los 

adificioG ~aqr~doG. L~ tot~lid~d d~ su libro Ill cstA con~a

grado a este paralelismol las comparaciones y semejanzas to

madas de la música alternan con los preceptos puramente geo

métricos~" <I.20> 



1.6 LOS VERSOS DORADOS. 

La hermandad pitaQOrica fue una comunidad religiosa de

dicada • la práctica del ascetismo y al estudio de las mate

máticas. Estaba organizada en fraternidades secretas llamadas 

SVNEDRIA. Sus miembros debían hacer diari~menta examen de 

conciencia y participar ritos que no dsbian dibulgarse. 

Este voto de Silencio <equemitía> simbolizaba como "el 

buey en la lengua". Se abstenían da comer carne smLlvo en oca

siones sagrada~. Parece ser que fue el propio Pité.goras quien 

predicó la doctrina de qu~ el alma era inmortal y el cuerpo 

su tumba temporal, encarnado los animales al librarse de 

Aquel, y una vez fuera de la rueda de los nacimientos, las 

almas de los puros subían a las más altas regiones del HADES, 

mientras que las de los impuros, quedaban atadas a la de las 

Erinias por lazos irromplibles. Apolo, dios profeta, müsico 

médico era la personificación de la unidad pitagórica\ TEORIA 

Y PRAXIS. 

Hasta nuestros días, ha llegado una obra colectiva 

formada con las ideas de los pit~góricos conocida como LOS 

VERSOS DORADOS. 

Hierócles filósofo alejandrino del siglo V d.C. comentó 

acerca de ellos que no son otra cosa que las más perfecta ex

presión de la filosofía pitagórica y el compendio de su~ dog

esenciales, pues contienen los elementos de perfección 

que los descubridores de la agnda divina escribieron para 

instruir a sus sucesores. 

Su carácter místico, sugiere que la doctrina pitagórica 

sea derivada del orfismo, aunque propiamente constituya un 
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5istema de ideas que relacionaban al hombre y la naturaleza 

dentro de un• visión completamente nueva1 su perticularidad 

fue encontrar en las matemáticas una herramienta de dobla 

utilidad1 obtener una explicación más convincente del enigma 

del Univer5o (borr~ndo asi la concepción Jonia> y contribuir 

a la purificación del alma manteniendo al discípulo ajeno de 

lo~ contactos terrenales y materiale5, adaptAndolo a una so

ciedad en la que el desprecio por el trabajo manual !iQ ib• 

incrementando a la par con la población esclavizada. De esta 

manera, los procesos técnico~ que habían estimulado 1-s idea• 

que servían para explica.r la naturaleza, quedaron relegadas 

da la atención del pensamiento griego, en relación con el de

sarrolle -mA5 aristocrático- de la Teoría de los Nümeros y de 

la gaometria. 

Los VERSOS DE ORO, fueron atribuidos a Pitagoraa, aun 

cuando se supone, fueron compuestos por LVSIS y quizas tam

bién por algunos otros pitagóricos despu~s del derrumbamiento 

do 1~ ~rdPn 1 con la finalidad de dejar a la po&taridad un do

cumento poético que encerrara la quinta esencia del pitago

rismo. 

"Esta poesía se divide, por su a&er.cia, en tres partes 

corespondlente5 a grados de perfección o iniciaciones deter

minados. Fabre d"Olivet los ha denominndo: preparación, puri

ficación y perfección." <t.'30) 

La PREPARACION concierne los NEOFITOS o aspirantes 

filósofos. "Se ha querido indicar con esto que la humildad, 

la admiración y la gratitud hacia las misteriosas fuerza~ de 

la Naturaleza, son sentimientos que debe cultivar al que an

hela penetrar las razones ocultas de las cosas. Es, efectiva

mente, dejando de fija~ la atención en &u vana personalidad, 62 



inconstante y llena de di5onanciae., cuando &l hombre es capa: 

de sentir la sublime armonía de loe. Absoluto." <I.31) 

La PURIFICACION, corresponda al grado da DISCIPULO, to

mada esta palabra en el sentido mAs noble, y contiene al con

junto de consejoG esenciales para quien aspira vivir los 

principios de la filosofia. 

Y PERFECCION, puede callficaree como la parte esotéric

fa, ya que concierne a las mat~rias estudiadas por los MATE

HATICOI Y FISICOI. "El di~c.ipulo ha conseguido por su cons

tancia en las virtudes adquiridas, ser un verdadero ADEPTO, 

siendo digno desde entonces, de disfrutar, con la confianza 

de sus maestros, los tesoros más preciosos de la divina sabi

duría." < I .32 ) 

Se incluye en este capitulo los setenta y un Versos de 

Oro, para conocimiento del lector. < 1.3'3 > 



LOS VERSOS DE ORO 

PREPARACION 

Honra primeramente a los dioses inmortales, segOn 

están establecidos y ordenados por la ley. 

Reepeta el juramento con toda suerte de religión. 

Honra despu~~ a lo~ genios de bondao y de luz. 

Respeta también los demonios terrestres, rin-

diéndol~s el culto que legítimamente se les debo. 

Honra también a tu padre, a tu madre y a tus más 

próximos parientes. 

PURIFICACION 

Escoge por amigo entre los hombres, til que se 

distingue por su virtud. 

Cede siempre a sus dulces advertencias y a sus 

accione~ honestas y útiles. 

Y no llegues a odiarle por una ligera falta, 

mientras puedas. 

Pues el poder habita cerca de la necesidad. 

Sabe que todas estas cosas son as!; luego acos

tümbrate a sobreponer y vencer estas pasiones1 

En primer lugar, la gula, la pereza, la lujuria y 

la cólera. 

No cometas jamás ninguna acción vergonzosa, ni 

con los demás. 

Ni contigo en particular, y sobre todo respétate 



a ti mismo. 

Luego observa la justicia en tus actos y en tus 

palabras. 

Y no te acostumbres 

regla ni razón. 

hacer la menor cosa sin 

Haz :.i empre esta ,..efl 1:m i ón z que? por el Des ti no 

está ordenado a todos los hombres al morir. 

Y que- los bienes de la fortL1na son inciertos, y 

así como se les adquier~ se les puedo parder. 

En todos los dolores que los hombres sufren por 

la divina fortuna. 

Soporta dulcemente tu suerte tal como es, y no te 

enojes por ello. 

Trata, sin embargo, de remediarla en cuanto pue-

das. 

Y piensa que el Destino no envía la mayor parte 

de esos males a la gente de hien. 

Se hacen entre los hombres muchas clases de razo

namientos bu~nos y malos. 

No los admires enGeguida, ni len aceptes tampoco. 

Pero si avanzan las falsedades, cede dulcemante, 

y ~rmate de paciencia. 

Observa en todü ocasión lo que voy e decirte• 

Que nadie, ~i por sus palabras ni por sus hechos, 

te seduzca jamas. 

Llevándote a hacer o a decir lo que no es Ut1l 

para ti~ 

Consulta y delibera antes de obrar, a fin de que 

hagtas acciones locas. 65 



PorQue es de un miserable el hablar y obrar sin 

razon ni reflexión. 

Haz, pues, todo lo que por consiguiente no te 

aflija y te obligue luego a arrepentimiento. 

No hagas ninguna ~osa qua no sepas. 

Pero aprende todo lo qug en preciso saber~ y por 

m~d~~ llP~ará~ una vida dichosísima. 

No hay que desc~idar de ningún modo la salud del 

cuerpo. 

As:i. se le ha de dar con mesura de beber y de co

mer y los ejercicios que necesite. 

lujo. 

Pero yo llamo mesura a lo que no te incomodara. 

AcostUmb~ate a vivir de una manera propia y sin 

Evita provocar la envidia. 

Y no gastes fuera de tiempo, como el que no cono

lo que es bueno y honesto. 

Pero nu ~::.::.:;. t~mpoco avaro ni mezquino, porquee 

la Just~ mesura es excelente en todas las cosas. 

No hagas sino las cosa~ que no puedan perjudicar

te, y razona antes de hacerlas. 

PERFECCION 

No cierres tus ojos al sueño a~i que te acuestes, 

sin examinar por tu razón las acciones del día. 

¿En qué he faltado? ¿Qué he hecho? ¿Qué he dejado 

por hacer que deb:i. a haber hecho? 

Comenzando por la primera de tus •cciones, y con

tinuando por todas las demas. 
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Porque es de un miserable el hablar y obrar sin 

razdn ni reflexión. 

Ha:, puc$, todo lo que por consiguiente no te 

aflija y te obligue luego a arrepentimiento. 

No hagas ningun~ cosa que no sepas. 

Pero aprende todo lo qu~ eG preciso saber, y por 

ese medio llevarás una vida dichosisima. 

No hay que de5cu1dar de ningún modo la salud del 

cuerpo. 

Así se le ha de dar con me5ura de beber y de co

mer y los ejercicios que necesita. 

luJo. 

Pero yo llamo mesura a lo que no te incomodara. 

Acostómbrate a vivir de una manera propia y sin 

Evita provocar la envidia. 

Y no gastes fuera de tiempo, como el que no cono-

ce lo que bueno y honesto. 

Pero no seas tampoco avaro ni mezquino, porquee 

la Justa mesura es excelente en todas las cosas. 

No hagas sino las cosas que no puedan perjudicar

te, y razona ante$ de hacerlas. 

PERFECCION 

No cierres tus ojos al sueño aaí que te acuestes, 

sin examinar por tu razón las acciones del día. 

¿En qu~ h~ faltado? ¿Qué he hecho? ¿Qué he dejado 

por hacer que debía haber hecho? 

Comunzando por la primera de tus acciones, y con

tinuando por todas las demás. 



Si an ese eKamen ves quo hau faltado, r•préndete 

severamente, y si has hecho bien regocíJatG de ello. 

Practica bien todas eataD cosas, medit~laa bien1 

os menR~tP.r q1.1e ! .a:! .n.mci:: con t.udo:... tu cil ma. 

Ellas te colocarán en Gl c~mino de 1- virtud di-

vi na. 

Yo lo Juro por aquel que ha transmitido en nues

tra alma el üagrado cuaternaria. 

Fuente de la naturaleza, cuyo curso ee eterno1 

pero no comiences a obrar. 

Sin rogar antes a los diese~ terminar lo que vas 

a emprendEr. Cu@ndo te hayas familiarizado con esta 

costumbre. 

Conocerás la constitución de los dioses inmorta

les y de los hombres. 

Hasta donde se extienden los seres, y lo que les 

contiene y unr::o. 

Conocerás tambión, según la justicia, que la na

turaleza de este universo para todo es semejante. 

De suerte que no esperarás lo que no debe espe

rarse, y nada te sera oculto en este mundo. 

Conocerás así que los hombres se atraen volunta-

riamente sus males, y por propia olección. 

Miserables como son, no ven ni entienden que los 

bienes están cerca de ellos. 

Hay muy pocos entre ellos que sepan librarse de 

los males. 

Tal la suerte que ciega a los hembras y les 

quita al espíritu. SQmejantes a los cilindros. 



Ruedan de aqui para alla, siempre dbrumados de 

mal es sin cuento. 

Porque la funesta contención nacida ccn ellos, y 

que les sigue, les agita sin qu~ ellos lo noten. 

En lugar de provocarla e incitarla, deberían huir 

de ella, cediendo. 

Gran Júpiter, padre da los hombres, vos le~ 11-

brariais de todos los males que les abruman. 

Si les mostrAseis cuál es el dominio de que se 

airven. 

Pero ten animo: la raza de los hombres es divi-

na. 

La sagrada naturaTleza les descubre lo$ misterio& 

más ocultos. 

Si ella te hace parte de sus secretos, tú llega

rás fácilmente al fin de todas las cosas que te he or

denado. 

Y curando tu alma, la libraras de todas esas pe

nas y de todos esos trabajos. 

Abstente de las carnes que hemos prohibido en las 

purificaciones. 

~ respecto de la liberación del alma, discierne 

lo justo, y examina bien todas las cosas. 

Dejándote siempre guiar y conducir por el entendi

miento que viene de arriba y que debe tener las rien

dasª 

Y cuando después de haberte despojado de tu cuer

po mortal, seas recibido en el aire puro y libre, 

Serás un dios inmortal, 

dominara la muerte. 

incorruptible, a quien no 

6B 
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CAPITULO 11 

LA SECCION AUREA Y EL NUMERO DE ORO. 

"Cortar una 1 inea en dos partes desiguales, pero de 

manera que el segmento MAYOR sea a TODA la linea como el ME

NOR lo es al MAYOR." < I I .. 1 > 

Esta es una de las definiciones más claras de lo que 

es la SECClON AUREA. 

11.1 LA SECCION AUREA Y SU ENTORNO FILOSOFICO. 

Las consideraciones est~ticas son tan antiguas como 

el hombre y, por consiguiente, como sus sentimientos y sus 

juicios de belleza, porque la experiencia de lo bello nace 

con el trabajo y con la formación del lenguaje y desde enton

ces sentimos y ju;:: gamos 1 a bel 1 ez a de una per!:ona, un acto, 

un paisaje o un obJeto. Probablemente surgen al m1smc tiempo 

lo.s preocupaciones por las causas, efectos y funcior.arr1iento 

de tal~s sentimientos y juicios. Muchos milenios desF_és~ l~ 

escritura permite que ~Gcra sepamos de ~lgunas observaciones 

mitológicas, religiosas t filosóficas que, sobre l~i ~~=1~~~, 

hubo en Egipto, Chine.\, !ndia, etc. 

En escultura y 

gr1egos ql..l.ii?nes dicrc1·, ¡ ,. p.-opr:w•.::iofd?S r;>:o=\Ct-3.s de ld :igt..tra 

humanJ en té1·111111r..fu dé> la. llo•uc.\tla SECClCrl AUREA o FRCr::~clotJ 

Dl'.'ltlft ·, di:: ull.1. S11cc:.ntr..:>.mo,_;_ q•.1e l.:i.:=; column¿.s qu!Z .. -::::-1-nic\n 

ul r·,-¡¡:nr.nc11 fi..1..:01 i:ll cL:,,::-:.lruid.-\S ins~\ir-ándosc Pn esta fc:loDLllo· 

pr ~pci-ción¡ la•.; CL•t·.=-dr·~l~s. du- Ch.:i.rtres y do t·lntre- :ame, 

Francié"\, E-Oll> F"·' ~' c1ti\r· l.111 ej;.;-111plo, r:..LA11 con;;lri_.1=·0; en 

lér··~•!flD::5 de l·J. SECCIOll ,;um::1:.. hu~l .. 1 El ~dlf1c10 d~ !. :;.s. Me.\-

e 1 :.;i~,!:.·S Uru da:. ~r. th1e. ~1 ·,·01 !'. •lo.;, r ec:1..•c:1·da las p1·opcr =~~ne~ 

de lQ .:;;E::c1at1 ;,ur-.EA dc.d-1 ¡.;or le.=:-. griegos. 71 



En müsica, tenemoa do5 grandes vertiente5 del genio 

griego1 en primer lugar, muchos de len tem&5 dol teatro grie

go fueron tomados por los grandes maestros de la müsica para 

llevar a efecto sus excelsas obras como es el caso del insig

ne Claudia Honteverdi quien compuso la bel la ópera llamadas 

EL RETORNO DE ULISES, Inglaterra, donde Jorge Federico 

Hi"endPl compu\;O tmtre otras obra!; maestras ARMTDA e IFIGENIA 

EN AULIDE. Por cierto que este mismo tema inspiro al maestro 

alemán Christoph ti.Ji llibald Gluclt, quien escribiO~ ORFEO Y EU

RIDICE, ALCESTE, etc. sólo para citar algunos de ellos. 

La otra vertiente que- debemos citar aqu:t., es la que 

se refiere a la técnico cientí+ica pues esta dio origen a la 

llam~da ESCALA DE LOS GRIEGOS, la cual en el plano armonice, 

sirvió para el desarrollo de los más importantes conceptos 

teorices de la música a lo largo de todos los tlempos y ~po

cas de su desarrollo. 
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11. 2 DRIGENES DE LA FILOSOFl A GRIEGA. 

La palabra filosofía e~ utilizada por primera voz por 

los pitagóricos. Sin embargo, virtud de la diversidad de 

tendencias filosóficas e:<istentes de que esta disciplina ha. 

sido siempre c:~mpo de batalla entre las diatintns po~icionen 

ideológicas, no hay una definición universal de lo que es. Do 

hecho c:;..d.'.l t~nd!?ilci"" ha tr.:itado de hacer valer 1 o que para 

ella significa FIL050F1A. Y dicho concepto oscila desde tener 

un significado tan cándido como lo es AMOR POR LA VERDAD, 

hasta el voraz pero bien recibido <aün por la misma secta pi

tagOri ca) de PAS10N POR EL DISIMULO. 

El tema central de la filosofía, varia por otra parte, 

cada época de 13 historia. Para lo~ filósofos presocráti

cos, el pensamiento se concentra principalmente en el Cosmos. 

Para Sócrates es el aspecto etic:o el tema central. Platón y 

Sl.\S discípulos son log representantes de una filo,;ofí.a, en la 

que el conocimiento encuentra íntimamente ligado a la ac-

ción: la idea es la Ud~~ Ce! =cno~Pr y del obrar conjuntamen-

te, el punto dP. partid.;1; p¿i¡ra Ja intuicion de todo el Cosmo&, 

y la norma de comportamiento del individuo y de la sociedad. 

Desde Hesíodo. existe entre 105 qriegoa la preocupación 

de justificar el mundo creado. Necesidad de encontrar una 

UMIOAD creadora de Jo d~ verso. inquietud por encontrtt.r el 

origen de todas l~!: cosas. De ""hi, surgen varios y variados 

discur'!O'>os CLly'3 l•nica finalidad es demostrar quién t1enE? el 

poder. 

Hes\ odo en su "TEOOOtJH\", nos prP.senti'I el Uni verst"I cre

a.do por los dios~:s que habitan el Oli:npo y afirma que TODO LO 

CREADO PROCEDE OC !EUS. 73 



Tales de Mi leto, por su 1 ado Arguye que toda Ja real í 

dad tiene su origen en principio ó.nic:o llamado v~-X..t:.. EL 

ARXE DEL MUNDO ES EL AGUA. 

Los filósofos naturali5tas 1 por su parte. realizan la 

primera tentativa de explicar el origen de todas las cosas, 

1..- LA ESPECULATIVA. la cual está constituí.da por los 

intentos del hombre para explicarse el Universo o el macro

cosmos en que vive. 

2.- LA PRACTICA, basada en el estudio del hombre mismo, 

del microcosmos, de su naturaleza y lugar en el mundo, además 

'de sus re1aci~nes con 5US ~emejantes. 

3.- LA CRITICA, incluye la 16Qica y la epistemología o 

teoria del conocimiento. 

En esta, el hombre 

e·Ficacia de los instrumentos 

pregunta a sí. mismo, &obre 1 a 

los QU& fue dotado por la 

el mundo exterior. 



tt.3 LA ESCUELA PtTAGORICA Y LA SECCtON AUREA COMO 

GENERADORA DE TODA UNA CONCEPClON FILOSOFtCA 

DEL MUNDO. 

La escuela p1tagOrica constituia unc.'l hermanciad religio

sa, donde, como ya SQ m~ntfesto en el capitulo anterior, una 

parte, por lo menos, de 

no debta 5er comunicada 

doctrina se ~onsideraba secreta y 

los profanos. Un ejemplo de e~te 

hecho lo encontramos cuando Hippaso pereciO en un nduTr~gio. 

¿sera cierto que su destino debió a una promesa rota? 

Habia divulgado el secreto de las esfer~s con sus doce pentá

gonos. 

PitAgoras mismo, fue considerado como semidivino. Esto 

significc en primer lugar, que le rodeaba una bruma de leyen

das milagros~s, de las cuales es dificil desenmarañar la ver

dadera vida y enseñanzas del Pitágoras histórico~ 

Los intereses de Pit~goras fueron ante todo matemáti

cos y la tradición ha traído hasta nosotros la leyenda que 

ne~ n~rr~' el SELLO DISTINTIVO de la hermandad pitagórica fuo 

la estrella pentagonal tde cinco puntas> como 5e muestra a 

continuación. 
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Sin embarqo, para e\ que no e5té enterC\do del signifi

cado de esta estrella y de log te~orog que guarda, dicho sím

bolo adquiere la forma de un simple LOGOTIPO que perteneció a 

un.: orq.:?ni~~ctón ,.,,nti1J11.1. 

No obstante. la estrella pentagonal procede de la cons

trucc:i ón del pentágono regular, construcci 6n que enc:i erra en 

sí mism~, el mi$terio de 1a SECCION AUREA. Fue símbolo di~

tlntivo de la hermandad, símbolo idónP.o do las matomAticas 

que descubrió la escuela. También fuQ símbolo de la 9alud. 
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II.4 CONSTRUCCION DEL PENTAGONO REGULAR 

SEGUN DURERO. 

"Corresponde ahora enseñar de que form• Ktt pued• dibu

jar un péntagono dentro de un círculo, lo cua realizaremos 

asi • 11 ( I I. 2 ) 

Con cualquier c~nlro y rodio, dibuj~r un~ =!r=un~eren-

cia. 

Trazar en e5ta un diámetro transversal, al cual se le 

pondrán, donde corta la periferia a uno y otro lado una b y 

c. Se traza enseguida un diámetro perpendicular al diáme

tro transversal en ángulos rectos y se le pone a la intersec

ciOn de aquel con la linea circular por arriba., la letr-a d. 

b 
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Se divide en seguida el semidiámetro ac por en medio, y 

al punto de la división le llamamos 

Ahora con centro en e, pero con distancia ed, se traza 

el arco que va desde el punto d, hasta la linea ab, a e1&e 

co1~c le !l~m:no: f. 

b e 

7B 



Esr4 rt~ 
s1.un · DE 1~ ::1. :'!.;;rif 

LJ¡;;¿;¡}¡f.t.."') 
Se une f con d, mediante la linea fd. Esta longitud fd · 

será el lado del pentAgono, que ha de poner dentro del 

circulo. Además, la longitud fa dará el lado del decágono 

equilátero y equi~ngulo. 
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Si ahora se tra:ara linea desde e, haeta el arco 

de, paralela a ta linea ad, m2cánicamente se obtendría la 

séptima parte d~ la circunferencia, como se puede apreciar 

aquí, <obteniendo con E'Sto el heptágono regular>. Esta cons-

trucción fué dad~ por Alberto Durero en el Siglo XV, ~in em-

bargo an el siglo XIX Sauss demostró que todas los POLIGO-

NOS REGULARES se pueden tra%ar con regla y compás entre estos 

encuentra precisamente el heptaqono regular sin embargo, 

la construcción que hace Durero es inuy apro><i mada. 

'I 
Otra manera de dibujar el pent~qono con una sola aber-

tura del comp~s es la siguiente. Sea la linea ab, un lado del 

pentegono, cuy~ extremidad a, hago centro y con la diutancia 

ab, descr"'ibo un cir"'culo. Nuevamente, con el centro b, pero 

con distancia ba, dibujo otro círculo que corte al anterior, 

por arriba en la e y por abajo en Ja d, y uno estos do• pun-

tos con una linea recta. 
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Ahora. sobre el centro d, trazo un arco a trav~s de los 

centros de ambos círculos y de las circunferencias, a las 

cuales donde las corta, le~ pongo la e y la Tf y ademas a la 

intersección de la misma y de la línea cd 1 le pongo la letra 

g. 

He~ho esto. continuo la linea eg, en dirección de q, 

hasta la periferia acfd y donde la toca, ahi escribo h. De 

manera similar alargo tambi~n la linea fg, hasta Que caiga 

la linea del 

la letra i. 

dP contacto con 
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~n seguida trazo las lineas ai ~h y obtengo los tres 

lados del pentágono, con distancia ab y uno las otras dos a 

la perpendicular de al~rgada y a los términos i y h, hecho lo 

cual estará terminado el pentágono como se dibuja aquí. 

Ademas de estas dos formas, se pueden encontrar"' diver

sas maneras para dibujar el PENTAGONO REGULAR, una de el las, 

la que nos i ntere!:.a en este capitulo, es la que a través dl!l 

conocimiento de la SECCION AUREA se puede obtener. 

La PROPORCIDN AUREA, da la división geométrica de 

recta MEDIA y EXTREMA RAZON. Es decir, dada la recta AB, 

encontrar el punto F, tal que la relación de la parte má!! 

larga con la p~rte m&s corta, sea igual a la relación del to

do con la parte más larga. 
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11.5 DIVISION DE UNA LINEA RECTA EN SECCION AUREA. 

Para dividir una linea recta dada AB, en do5 partes 

deGiguales, de tal manera que el segmento HAYOR eea a TODA la 

línea como el MENOR lo es al MAYOR se dan los siguiente5 mé-

todos. 

II.5.1 PRIMER METDDD. 

l> Se traza la linea recta AB. 

A a 
2) Se divide la rP-cta AS a la mitad y a ese punto le 

llamamos C. 

A e 
3> Se levanta una perpendicular sobre el punto B. 

A e 
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4) Se apoya el compás en la letra B y con radio en C, 

que mide la mitad de AB se traza un arco que corte la perpen-

dicular trazada sobra el punto Ba A ese punto le llamamosºª 

P.. B 

5> Del punto O, se traza una recta hasta el punto A. 
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ó) Se apoya el compás en el punto D, y con radio DB, 

!!le traza un arce que cruce l .a linea AD, .a ese cruce 1 e 11 ama

mos E. 

A e 

7> Se apoya el compás 2n el punto A, y con radio AE, se 

trazA un arco que cruc~ la linea AB, a ese punto le llamamos 

F. 

El punto F, es el punto de la PROPDRCJON AUREA buscada. 

Es decir, F es el punto que corta a la linea AB, en dos par- 85 



tes desiguales, de tal manera que ol ~cgmento AF e~ ~ lA rec-

ta AD como el !Semento FB es al s·egmento AF. 

Luego: ol TODO es AB, l~ MAYOR es AF y la MENOR e~ FB. 

O bien, AF: AB11 FB: AF. 

Es decir, 

II.5.2 SEGUNDO METODO. 

1 > Se traza la roct.a AB. 

A. 
2) Se divide la recta AB la mitad. a punto le 

llamamos e 

B 
3) Se levanta una perpendicular que pase por el punto 

B por arriba y por abaJo. 

_____ J __ ___.i _______ -i 

:. e 8 
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.q) ·se apoya el compás en e, y con radio BC, se traza el 

arco que corta la linea perpendicular al segmento de recta AB 

hacia arriba, a ese punto le llam"mos E. 

e 8 

5) Se apoya el compás en el punto E, y con radio EA, se 

traza un arco que corte la perpendicular que pasa por abajo 

de B, a ese puni:.o lo llomamo~ D. 
E 

/ 

--------------+-------+ 
A e B 
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6> Con c:ent.ro en 9 y radio BO, 51!" tr-.tt.?.a el arco que 

corta a la rec:ta AB, a ese punto lo llamamos F. Lu~go F~ 

que es el punto que divide a la recta en SECCJDN AtlREA. 

D 
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11.~.3 TERCER METODQ. 

Otra manera de encontrar F es la aiguiente1 

1> Se traza la linea AS. 

A B 

2) Se construye un cuadrado. 

A B 
3) Por el 1 ado BC del cuadrado. se traza 1 a mediana 

horizontal y al punto medio de BC le llamamos E. 

e 

A 
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4> Se trazan las diagonales de los dos rectángulos res-

tantes. Es decir, la diagonal que del punto DE. al punto D 

y la diagonal que va del punto E al punto A. 

A G 

5> Con centro en E y con radio EB, se tr~:a el 5emicír-

culo que corta l~s diagonales, a esos puntos los llamamos G y 

G'. 

A G 

90 



ó) Se apoya el compás en A y con radio AG, se traza un 

arco. Al punto donde intersecan la recta AB con &l arco 

tra~ado, le llamamos F. y ese es el PUNTO AUREO bu~cado. 

D C 

A F:ó 

"Este es el mótodo més fAci l de recordar, y ade,.as una 

conlirmación de lo realizado en las dos i=igur·a05 anteriDf""es." 

( 11.3 

91 



1 J .6 CONSTAUCClON DEL P.ECTANGULO AUAEO. 

Se dice que un RECTANGULO es AUREO si se puede descom

poner en un cuadrado y otro rectángulo menor, también AUREO, 

que a su vez se puede seccionar en forma similar, acción que 

se repi~e indefinidamente y cuyo resultado es, una sucesión 

de recténgu\os. donde las relaciones y medida~ de cada super

~ic1c están en SECCION AUREA. 
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El RECTANGULO AUREO se puede construir de varia~ y di

ferentes maneras, dependiendo de si se nos da el lado MAYOR~ 

el MENOR o el TODO como dato. 

II~6.1. PRIMER CASO. 

Construir el RECTAMGULO AUREO cuando ~B el lado corto 

la mayor el conocido. Sea AB al l•do conocido. 

1 > Se construye un cuadrado de cualquier di me-nsi ón. 

LLamamos A, B, C, y O a cada uno de sus vértices. 

D e 

A B 

2) Se divide la r~cta que va del punto A al punto e, ea 

decir, el lado AB del cuadrado la mitad, a ese punto lo 

llamamos E. 
D e 
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:S> Prcl ongamos la 1 i nea AB, por el l "'do B. 

D C ¡--.1 
A E B 

4l Se levanta una diagonal que va del punto E, haata el 

punto C. 

D e 

1 11 
¡ 

1 

1 

A E B 
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51 Se apoya el comp65 en E y ccn radio EC. se tr•z• un 

que corte l • r:n""olongact ón de h recta AB, a ese punto le 

llamamos I"'. 

¡. e 

1 ;f 
1 

1 

I 

1 / 1 

1 ------
A E B F 

6) S!? 1 evanta la per-pendi cu1 ar- SC"lbre ~l punto F. 

t--.~ 
1 / "" 

1 / \ 
1 / 
l / 
1 / 

L __ i/_ -~--+--
A B F 
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7i SP. prolonga. la líne<-' recta DC, hasta que cruce con 

l.i rectil perpcmdtcular ;;:1 !3F. a.1 cr~1ce de esas dos lineas lP. 

l lamarr.c o; O. 

/ 
/ 

¡ 

G 

Sl La uniOn de los puntos AF, FG, GD y DA. construye el 

RECTANGULO AUREO. 

Como se pue!de obseorvar el punto B, es el PUNTO AUREO 

del segmento AF. 

El segundo y tQrcer casos, ~e dejan como ejercicios al 

lector. 
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II.6.1. EJEMPLOS DEL USO DEL RECTANGULO AUREO 

EN 

PINTURA, ESCULTURh Y hRQUITECTURl\. 
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\ 

ANALISIS AUREO de ISABELLA D' ESTE GCNZAGA. 

98 





Plet Hondriant. PINTURA Il. 75x65 cm. (1921-1925). 
(Col. Ha.X Blllo Zurlch). 

En sua cuadros Hondrlant incorpora RECT,.NGULOS AUREOS 
aobropuestos. En oata pintura pueden observarse por 
lo menos tres, marcados en cada uno de sus vértice• 
por la• lutras x, Y, z. 



r- -: . . . .- . 
' -- - •' 



Leoni1rdo da Vince. HON,\ r,ISA. 77x46 cr.i. (1503). 
(Louvrc, Pi1ris) 



Goorges scurat. Baño C?n Auniercm. 20 tx302 cm. ( l 863-J 684). 
(Galería Nacional de Londres). 
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Fidias. PARTENON, (tachada Esto, tal como se encuentra hoy en día.} 
{Siglo V a. de c.) 
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l\. Orlandos. Diseño de la restauración de la :ac!"laaa E. de!. ?A?.1'E~lC.'\. 
La escena central del frontón es •Jn:; compostc!..:ir; t·f'segura. 
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RECTAGULO DORADO 



Lo Corbusier. Caoa en las afueras de París (Slglo XX). 

'RECTANGULO DORADO 



I I. 7 DESCOMPOSICIONES ARMONICAS DEL RECTAt~GULO AURE'O Y 

ALGUNOS EJEMPLOS. 

El rectángulo dorO"dO bien puede ser subdividido ármoni

camente. 

"El ingenioso método de esti\S DESCOMPOSICIONES AfiMONl

CAS está fundado en I a creac:i 6n recurrentl!' en el 1 nteri or de 

la superi1cie de ~11cuadramianto y de ~LI~ 5t1bdivi~ionP~ prima-

rias de superficies semejantes (recíprocas> o emparenta-

das, por el simple trazado de las diagonales y perpendicula

ies bajados sobre óstas desde los vértices de Jos diferentes 

rectángulos dados progresivamente obtenidos'~ <II.4>. 
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Miguel Angel. DAVID- (1502-1505), 
(Mueeo de la Academia, Florencia). 



DESCOMPOSICIONES ARMONICAS. (J. Hambidge) 



An41'''' d• po0pcrc11:in~ •o irl c~~·.J de 
Mr~I An9"'1 ICh~nlcnl. 
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I l. B. AMAL IS IS AUREO DEL PENTAGONO REGUL-AR. 

El PEMTAGDNO es la figura geométric.;;, más extraordinaria1 

c.,isi todas 1 as rel ac1 enes natural es de isu for-ma, med1 das y 

trazas, están en SECClON AUREA, de aplicación muy eficaz 

en l t1 COHPOSTCION PLASTICA. va r.Ol o P.1 r.irc1do qtte lo 

inscribe o c:ircunsc:ribe, o bien dentro del cuadrado o rectán-

gula; enriqueciendo las posibilidades compositivas. Todas las 

figuras que surgen de la subdivisión del PENTAGDNO tienen 

m1smas propiedades notables. Lo más 9orprendente son 5U9 dia-

gana.les, que se cruzan, dando lug~r a la estrella de cinco 

puntas, verdadC'rumcmtc AUREA. 

"Todas las figuras mayoros y menores consecuencia de 

las traza.o:;; del PENTAGONO, tienen sus medidas y superficie 

FROPORCIONES AUREAS recíprocas." C I I. 5 > 



El PENTAGOMO REGULAR, o PENTAGONO EOUlLATERO es una fi

gura de ci neo lados i gt..1al es y c:i neo ángulos igual es. Es la 

figura más excelsa de todas porque gua.r-da en cada una de sus 

proporciones, el tesoro de la SECCION AUREA. 

11.8.1 COMSTRUCCIOM DEL PENTAGONO REGULAR A TRAVES 

DE LA SECClON ALIREA. 

1> Se traza 

tro le ponemos c. 

circulo de cualquier dimensión, al cen-
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2> Se trA:a una linea hori :!Onta.l qt.H'-" el centro 

del circulo. a los puntos donde se interseca dicha linea con 

la circunferencia les llamn.fT't"~ A y B. 

---·-------···-----·--< e i3 

3) Desde e, se levanta una linea perpendicular a la 

recta AB que cor-te a la ciri:unfere>ncia en loe; ílllntos O y E. 

! 
¡;-, 

~ 
I 

¡C 
! 
1 

E 

B 
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4) Se tra::a una l i.nP.a recta que haga tangencia con ml 

punto O y que sea paralela a ""· 

E 

5) Se traza una linea recta que haga tangencia con el 

punto 8 y que sea p~~~lela la recta DE. Al punto donde se 

dicha linea recta con la tangente que pasa por D! se le 

llama F. = IL' 

I~ 
1 

1 
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6) Ya que tenemos el cuadrado seguimos los mismos pasos 

que se siguieron para con~truir el RECTANGULO AUREO. Se debe 

t~ner cuidado que la parte por con~truir qu~de d~~tro d~l 

circulo. 

A 

\ 
\ 

2 

7) Va que tenemP<: el RECTAMGULO AUREO, con el compás 

hacemos centro en O y radio OH trazamos un ~emiarco que 

cruce al circulo dado, punto le ll~mamos J. 

1 i 
\', 1 1 

~---¡e------·- 2 

\ 
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8) Por medio de un~ lin~~ recta unimos el punto D con 

el punto J. 

J 

~1 "' . \l 

91 Se toma la medida O~ el compá9. Con esa medida 

apoya el compás en ~' y se traza un arco que cruce el clr-

culo dado. a ese cruce le ponemo~ k'. 13poyamos el compás en K. 

y con la misma medida, trazamos otro arco que cruce el circu-

lo, a ese punto lo llamamcs L. Seguimos el mi5mo procedimien-

to, y al punto que r~e1J\~~ 

J 
M 

J L 
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10> Se unen JK, KL, LH y MD. Con lo que obtenemo~ el 

PEMTAGONO desado .. 

\ 
\ 

\ 

lo 

Se desprende de <iqu:i la sigui ente proposición: 

"Si en un circulo se forma el PENTAGONO EGIUILATERO y se 

tra::an dos 1 i neas rectas opuestas a dos de sus ángulos próx i -

mes desde los extremos de sus lados, necesariamente a~uellas 

~P dividen entre si, sngún nuestra PROPORClON y cada una de 

sus partes mayores sera siempre el lado de dicho PEMTAGDNO." 

<Il.6)" 

/ 
/ 
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II.8.2. CONSTRUCCIOt.J OE lA ESlRELLA PENTAGONAL. 

Dado el PENTAGOMO REGULAF. s1 se tra'?'i'ln las cinco dia-

gonales que lo cruzan, nece~ar1amente aquellas se dividen se-

gún la PROPORCJON AUREA y sr:- .obtiene como resultotdo la ESTRE-

LLA PENTAGONAL o PEtJTALFA 1 S•mbolo distintivo entre los pita-

góricos. 

CL1ri os21mente el PENTAGONO EQUILATERO y EOUIANGULO vuel-

repet1rse en el centro de la estrella, las diagonales de 

e<:= te nue-.o pentágono guardan as1 mismo 1 a PROPORCIGr.J AUREh. 
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II.8.3. &JE>!PLOS DEL OSO DEL Pml'NlONO REGOLl\R EN EL l\RTE. 

12( 



TRAZO DEL VIOLIN SEGUN LOS MAESTROS DE CREMONA 
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ANALISIS AUREO DEL PARTENON. 



!I.8.4. UN TEOREMA CURIOSO. 

51 •.ina linea se divide según la DIVINA PROPORCION, la 

parte MAYOR o~ $iompr~ el lado del HEXAGONO de aquel circulo 

que lo t nscr i be, y la MENOR., e~ E:'l la.do del DECAGONO del mis-

circulo. 

1ort.ando los puntos que construyen el DECAGOtJD de dos en 

do$, podemo~ dibujar ~1 PENTAGOND REGULAP.. 

¡ 

.....-------~1 -~ 1 j 
"'\: 1 r 3 / t ¡ 
\" / IJ 

~ 
Eucl ide:. en el libro IV, proposicion 11, de LOS ELEMEN-

TOS da tambi@n ~e dibujar el PENTTAGONO REGULAR 

con rE'gl a v compás. ( l t. 71 127 



II.9 LA DIV INA PROPORCION COMO FORMULA MATEMATICA. 

"En geometría, Pitágoras 
la teoria de las f" Y sus s~9u1dores d~sarrollaron 

iguras que llenan el eo~pllcio.º ( II .. B) 



"las mA5 evidentes debieron ser bic:on conocida!::. Si con-

sideramos cada parte de una fiQura de e~te tjpo como unidad, 

surge la cuestión, ¿podemos llenar una superficie con repeti-

cienes de estas unidades • Es muy probable que este tipo de 

interrogación fuese la primera que condujo al teorema de que 

la SUMA t·E LOS TRES ANGULOS DE UN TRJArJGtlLO ES IGUAL A DOS 

ANGULOS RECTOS." C I I .9) 

El si guente esquema muestra sel s tr1 .:\ngul os igual es que 

l 1 enan un esp.::-ci o plano al rededor de un punto central. 

F'ero tambi ~n se puede pav:i mentar un pi so con mosa1 cos 

regulares, de lados iguales únic~mente de tres formas: con 

TRIANGULOS, CLo•-1DRADnS Y HEY.AGONDS. Mosaicos da otras forma~ 

no encajan para cubrir toda la superficie. 
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Sin embal""go 1 se pueden h.:tcer combi naci ene!:. de unas f i -

guras con otras, por ejemplo: si alguien quisiera poner ftgu-

ras circulares en tas paredes y en tos pavimentos, la~ podría 

unir entre sí de dos modos; primero mediante cuadrados, y se-

gundo tambi~n mediante rombos. 

La mi sm~ hi l ac1 On de pensamt ente !Se si~ti ende natural -

mente a la GEOMETRIA DEL ESPACrn. incluyendo la concepción de 

CUERPOS GEOMETRICAHErJTE REGULARES. de los cual es, nototbl emen-

te sólo existP.n CINCO. 130 



Otro tipo d~ problemas que intereso a los pitaqóricos 

fue el embarazogo descubrimiento de los NUHEROS IRRACIONALES. 

No se sabe como es que tuvo Jugar, si bien pueden ci-

tar~e dos eje111plo5. F'ri mero cuando a la diagonal y b 

el lado de un cuadrado, de dimensiones uno por uno, al querer 

encontrar el valor de a, contamos, con el famoso TEOREMA DE 

F'ITAGDRAS <vease capitulo anterior) que dice, el cuadrado de 

la hipotenusa, en este caso a. es igual a la 

drados de los catetos, es decir, J. e t:f + tf. 

de 1 os cua-

entonces a 2=12 +1 2 , ya que b=t, luego a 2 =1+1, entonces J= 2, 

por lo quefa=-..2. por lo tanto ñ=l.414 ••• que es en número 

IRRACIONAL. 

b 
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Y segundo, cuando una línea es di vi di da seg(Jn el 

SEGMENTO AUREO en dos partes b y c. Con ~lle sa indica qua la 

ra::ón de a, (toda la línea) a la parte b, ~!i igual a la. razón 

de b, a la otra parte c. 

A B 
r-

a 

Aquí e cabe una en b, con un resto d1 y luego d, 

cabe una vez resto e; y así sucesivamente. No es 

difícil demostrar que dichas longitudes a, b, c, d, •• ., for-

man una progreSión geometrica infinita• y la medida coción de-

seada no se halla nunca. 

A esta progresión geom~trica infinita se le llama ESCALA 

ASCENDENTE V DESCENDENTE DE PROPORCIONES AUREAS CONST~HES. 
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11.9.1. FORMA ALGEBRAICA. 

Si preferimos el Algebra a la geometría podemos verifi-

carlo como sigue: 

Se trata de encontrar el NUME'.RO DE ORO ó que di vi de 

al segmento AB armónicamente, es decir, tal que?~=~ 
r:P !'IB 

1 

¿::=;~~ 
d 1 - ¿ 

Puesto que se supone que AB <i l 

y además se sahe que AE' = A ¡j (i i) 

Si dividimos el segmento AB de tal iorma AB =1. ~P =d, 

1-d (1i1) 

y sustituimos estos valore!:' en (ii l tendremosz 

t = d 

d i- d 

d~ ~ 1-d 

d 
2 

... d - t = o <iVl 

Cualquiera que hC11ya estudiado ~lgebra elemental recono-
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cerá en una ecu,;ici On de ~egundo grado cuadrAti ca, < A. I I > que 

puede resolverse: por la aplicaci.On de la siguiente fórmula• 
r-:-- ~- ~-

d = -b ±L: ~-~~.~~----
2 a 

Sustituyendo <iV) eP (V) tenemos que aal, br.::.1 y cal 

entonces d = -1 .!:i 1 .... 4 
----·-----

2 
Por lo tantD d= ..=.~F, 

d= -1+ ~ = .619 

2 

1 
_, 

d~, ..::.L~ 5 :=1.618 

2 

CVJ 

La presenc:i a de V;;1 i ndi c'"' 1 a exi stenc:i a de un número 

IRRACIONAL, ldea que nos conduce al probl~ma del descubri-

miento de los INCONMESURABLES C > mismo que debe haber 

causado un enorme impacto entre loo:. pi tag6ricos, ya que tran-

formaba mL1chas de 1 as demostraci enes geométricas aceptadas. 

Gran parte del trabajo matem~tico de la época siguiente 

se c:aracteri:O por el intento de recuperar la posición perdi-

da, y esta fue triunfalmente recobrada por Eudowio. 

* Dos segr::tentos son inconmensurables entre sí, si no 
existe magnitud que esté contenida exactamente en cada uno de 
ellos respectivamen~e. 
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11.9.2 REPRESENTACiot-1 GRAFICA DEL PR08LEMA ANTERIOR 

Si suponemos que el ~egmento AB mide una unidad 

3 

Y lo dividimn~ eri SECCJON AUREA como ya sabemos hacerlo 

.A 3 

resulta lo sigui~nl~1 

AB es el TODO y midP 

A e~ la MAYOR y mide .618 

Bes la MENOR y mlde 1.618 

Como consecuencia del SECCIONAMIENTO AURED hecho geom~tri-

camente, h~n resultado tres cifras que también están, reci-

procamente en RELACION AUREA, cuyo exponente común es el NU-

MERO DE ORO. 

1 dividido entre .618 da 1.618 

.618 dividido entre .382 da 1.618 

Esta iguald<"d de relaciones, de cantidade!:> diferentes, 

es ARMONIA AUREA. Luego la PROPORCION AUREA y el NUMERO DE 

ORO son una misma cosa. 

Los griegos lo descubrieron en la naturaleza, pues di-

cho MUMERO determinó la serie de proporcionl!s considerada 135 



perfecta. 

Esta proporción exi~te en el Universo, le ee inherente 

ya que éste, estA organizado en ~ubdivisiones o das~rrollos 

de ralaciones lOgicas 9 armónica~; estan pre9ente, por lo tan

to, en el hombre, los animales, las flores; en multitud de 

di Si:?iíoc v ~squeme1!' 'J .... omé-tri con. de la n~tural eza, en ffl arte, 

en la arquitectura, y aún co5as tan mundana~ como las me-

sas, la sillas, la ta:=as, los platos, cm la5 conchas marinas, 

en la disposicion de las semillas de girasol, etc. 

El RECTANGULO DE ORO, por ejemplo, era usñdo por los 

arquitectos griego5 la~ dimensione~ do su~ templo~ y edi-

ficios. Los sicOlogos han mostrado que la mayoría de las per

sonas tiene inconscientemente preferencia por las tarjetas 

postales,. espejos y paquetes que llevan eostas dimensiones. 

Por alguna razón el RECTANGULO DE ORO tiene el mayor atracti

vo artist1co. 
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11. 10 El. RECTANGULO AURED Y OTROS. 

El matemático Luca Pacioli dest~có hace mucho tiempo, la 

importancia est~tica de la proporción llamada SECCION AUREA a 

la quP. lam6 DIVINA PROPORCtON. 

En e1 i::r:"n!':'Cq!"""io;':' rlc:.> pctp c::.i '}lo P...._ t.,. dnctrin,¡;¡, h.;i. sido 

tema de nue··.1as especule>.cionP.s y de intere'3antes investigacio

nes cm peri mental es. El RECTANGULD AUREO, cuyos 1 ados están en 

relación de la SECCION AUREA, atraJo particularmente la aten-

ción. Este rectángulo especi..'\l una razón de 1.618 ••• , y 

por lo tanto aproximadamente de 518 es evidentemente agrada

ble a la v1sta. Además posee la pr·op1edad geométrica intere-

sante por cierto, de que si le quita un cuadrado de lado 

igual al menor, queda un RECTAt1r 1JLO AUREO m:ip pequeño, y si a 

este pequeño, se le quita ot,-o de lado igual al menor, nos 

vuelve a qu~dar un ~ECTANGU1.n AUREO. Si seguimos el procedi

m1ento 1naef1n1dament:e, s1~wpre obi:ePe•11c:::; • . .in t:t='i:TAf,¡GULO HUMEO 

menor. 

__ 1_ 
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El mismo resultado obtiene por medio de diagonales 

que resultan ademas, perpendiculares entra si y reciprocamen-

te AUREAS. 

! 
1 

IL \~ 

Un ejemplo de este f'.ormatn AUREO lo encentamos muy 

múnmente en las hojas tamaMo oficio cuyas dimensiones son 

21x34 cm. aproHimadamente. 
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11.10.1 RECTANGULO DE PLATON. 

Otro RECTANGULO ARHOtJTCO importante es el recténgul o fa-

vorito de PLATON, compuesto por las dos mitades de un TRIAN-

GULO EDUILATERO. Su relación caracter i ~ti ca 1.732 .•. es 

declr,fr=-\'3, donde res la razón entre los lados mayor y me-

nor. <Por e ;empl o, si no..:; dan ~1 1 ado mayor de 40 cm. y nos 

piden encont-,·ar e~ l v:!o menor, divide 40 entre 1.732 y el 

resul tadC"I q1..1,. """' _..,.~ =-:m. será el lado buscado del RECTANGULO 

DE PLATON. 

/1\ 
/ ¡' 

/ i 

/ 

~ 
L~ 

r-1.7!2 
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JII.10.2 RECTANGULO RA. 

Conviene también recordar el RECTANGULO RA, con relación 

1.414 ••• =.f2. que se divide en do~ rectángulos iguales de la 

misma ~orma que el rectángulo original. 

1 

Aquí la relación es aprowimadammnte de 7 a S. E~te rec-

tAngulo tiene la propiedad de pr:ider ser dividido en dos par-

tes iguales; ~stas a. su vez en otras dos, que son semejantes 

a la primera. 

1 l 

tE.____ 
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Al igual que eon el RECTANGULO AUREO, si se trazan las 

diagonales del rectángulo mayor y del menor, éstas resultan 

ser perpendi cul e1.res y adem.tis 1'"" perpendicular MAYOR es a la 

menor en una relación de 1.414. 

Este RECTANGULO es muy conocido por lo~ estudiante& 

pues la mayoría de sus cuadernos de ~orma frbncesa guardan 

esta proporción. 

La manera como podemos construí rl o eis 1 a si gu:i entes 

Dado el lado MENOR, multiplicar ~ste por 1.414 para encontrar 

el lado MAYOR. 
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Aufinc Tamayo. Au~orr·ctrato. ~79x127 cm. ( 1967). 
Museo de Arta Moderno, MCxico. Formato y compo
sición en t/2, 



II.10.3 RECTANGULO CON DOS CUADRADOS. 

Tambien merece de~tacar9e el RECTANGULO construido con 

DOS CUADRADOS, cuya relación es 2 a 1. 

IJI.10.4. EL CUADRADO. 

Incluyendo al CUADRADO cuya relación es UNO a UNO, con-

tasmos con cinco rectángulos con propiedades geometricas sim-

ples. 

1 

1 

1 
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"Concluimos entonces que de ninguna manera el RECTANGU 

LO AUREO es diferente de otros el sentido de poseer una 

pr~piedAd geom~tr1ca simple''. Cll.10) 

S1 por ejemplo consideramos estas y otras formas 

rectangulares incorporadas a a=ulejos verticales aisla-

dos, se encontrará en primer lugar que el azu\ejo cu.:i.::::!r~do es 

el que cau!:§a mejor impresión. Este hecho concuerda con la ob

servación de que el cuadrado se usa con más frecuencia de es

te modo que cualquier otra forma !'""ectangul"'r. Se encontrará. 

también que otras formas rectangulares son altamente agrada

ble~ y no mt1y distintas unas de otras en lo que se refiere a 

calidad estética excepto en lo siguiente: una forma rectangu-

1 ar casi cuadrada es desci:gradabl e por ~u efecto de ambi gue

dad; una forma rectangular cuya relación entre los lados ma-

ypr y mel"'or demasiado gr"nde sugiere ser cortada por un 

segmento de rect~ y también este efecto no es gr~to. 

Adem?.s un¿>. forma rectangular con una raz On tan grande 

como de 2 ~ l no se adapta bien a llenar el campo circular de 

visión eficaz. 
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II.11. LA SUCESJON DE FIBDNACCI. 

"En el lenguaje corriente las palabras SERIE y SUCESION 

sinOnimas y se uti li:!an pí!ra designar- un conjunto de co-

o sucesos di9puesto5 en orden. En matemAticag, e9ta~ 

palabras tienen un siQnificado técnico ~gpec:ia!. La palabra 

SUCESION tiene un sentido an.1.logo al d~l lenguaje corriente, 

pues con ella se quiere indicar un c.:onjunto de objetos pues

tos en orden, pero la palabra SERIE se usa ~n un sentido com-

pletamente distinto.'' ( I I. l 1 

interés, dest~car que la SUCESION DE Es por esto mi 

FIBONACCI, la que cstudi~r~ con detall~ en o~tc !nci5o, es 

una SUCESION y no una SERIE como comOnmente se denomina. 

Como ejemplos de sucesiones importantes tenemos la SU

CESION DE NUMEROS NATURALES~ 0,1,2,3,4 1 5,6,7,8,9 1 •• 1 esta 

c:esión distingue porque ca.da de sus t~rminos, tiene 

estableciendo 

simple .. 

relación i qual y constante. de si metri a 

"Otra forma t:orr-icnt-c de definir una SUCESIDN e~ 

diante un conjunto de instrucciones que indican como se ob

tiene un término a partir dP 1 os il.nteri ores." < I I. 12> 

Por ejemplo. si la SUCESION DE NUMEROS NATURALES se ha

c'ldi tivi'\, es decir, r¡ue ci'\da término de ella, sea iqual a 

la s11ma de los dos anteriores, se obtP.ndrA Uni!. SUCESION a.si-

m~lrica, pero armónica, por proporcional, Luego el r;iri-

mer número .;:;er/.I O, el segundo 1, el tercero O + 1 y asi suce

si v;1;mente por tanto 1 r:1 succsi ón e!:I: 
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o 

0+1=1 

1+1=2 

1+2=3 

2+3=5 

3+5=8 

5+8=13 

8+13=21 etc. 

Por lo que la SUCESION quedas 

O~t,1,2,3,5,B,13 1 21,34,S~,89, .•• Así se forma la famo-

sa SUC'ESION DE FJBotJACCI. 

Esta SUCESIOt.l es tambié'n riqurosamente GEOHETRICA y su 

progresión aditiva tiende rapidamente hacia limite. 

Por ejemplo, si dividimos cada de 1 os NUHEROS DE 

F IBDNACC I entre vecino de la derecha, obtenemos 1 

lit, 112. 2/3, 315, '5/B, 8/13, 13/21, 21134, 34/55. 

55189. 891144 •.•. ., es decir: 

1/ t= 1 

1/2=.5 

2/3=.666 

3/5=.6 

S/8=.67~ 

8/13=.615 

13/::?t=. 619 

21/34=.617 

34/55=.618 

55/89=.618 

89/144=.618 
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1441233=.618 ••• 

Por lo que se infiere que a partir dP- 34/55. l 1t. rel .,._ 

ción entrr. numerador y d~nominador sera siemprP. .blB qu~ P.s 

uno de los valores de la r-cuac:ión d:= -1=F= rf; 
-2-

"Estas fracciones describF?n f'>l r:recimieto do las plan-

tas. Cuando n"'cen hojas nur>va~ una pli'nt"' 5P disponen P.n 

~sp1ral alr~dedcr del tallo. La espiral v~ girnndo dp ~bajo 

li~cia ArribC\; la maq11it11d de lr"'- Vlll?lta de una hojA. d la s.i-

gui ente, es L1na frar.r:i dn de una rot.aei ón c:ompleta alrededor 

dol tallo. antn fr"'cción es siempre una de lñG fracciones de 

FIDOMACCI." ( I I. 13) ., 
' 

2/3 

' 
' 

\ 
' ' 

Lo:1$ ír-ai:ci enes de FIBONACCI aparecen siempre en la des-

composición do las bracteas del cono de pino o en los 

fi'ósculos de una flor. 

Si ahora dividimos cada uno de los tl'rminos d~ la SUCE- 148 
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111, 211, 312, 513, 8/5, 1318, 21/13, .••• P.'!i decir: 

111= 1 

.2/1=. 2 

3/2= 1.5 

5/3= 1.666 

8/5= 1.6 

13/8=1.625 

21/13=1.615 

34121=1.619 

55/34=1. 617 

89/55=1.619 

144/89=1.618 

233/14.q=l. 618 •••• • etc 

Obtenemos que a partir de 89/55 ~l límite de la progre-

sión dada tien~e ~ 1.6:g que es el otro valor absoluto de la 
~ 

ecuación d= ~~ =- 't 

" 
11.11.1 COMSTRUCCIDN DE BLOOUF.S TRTOTMFNRinNaLES. 

Cabe señalar que tres términos consecutivos de la SUCE-

S!OM DE FIBONACCI, pueden constituir 1"' for""me E!XCelentc para 

concebir bloques tridimensionales en los que la ARHONIA AUREA 

funciona en su plen1tud, arquitectura, escultura, o CC'ln-

c~pción de espacios plásticos. 

Ejemploss 

55, 89 y 144, tres númr.ros consecutivos de la SUCE-

SION DE FIBONACCI, que representan t.tn bloque tridimensional 

AUREO y ARMONICO, el cual puede tener una ba~e de 55x89 uni-
149 
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II. 11.2 LA SUCESlON DE FlBONACCJ EN BOTANlCA. 

Aunque la SUCESION DE FIBONACCI no tiene mucha importan-

cia en las matemáticas puras, se hd investiqa.dc::a mucho 5obre 

ella, debido a que se presenta constantemente en la naturale-

::a y en el arte. 

Por ejemplo, en la distribución de las hojas, las flores 

o las rama~, si nos f i j.,uT1os en algun.3 hoj~ cercana a l;, br11.;11 

del tallo de alguna planta que no haya más que una hoja en 

cada punto, y lo as1gn~mns el número cero, y contamos las he-

jas hacia arriba hasti'\ rp1f".' lleguemos. 

te encima de la primera. el n~1mero que obtendremos sera por 

lo qcnerAl, alguno de los t~rminos de la SUCESION DE FlBONA\.-

Cl. V s1 al contar hacia i>.rr·1 ha conti.'lmos el número de veces 

que damos la vuelt~ ~l tallo. t~mbi~n se obtiene alguno de 

Jo: L6r mtPrJ» dí.> dich;:i. Sl!r.ESIOtl. 150 



Si el nómero de vueltas m. y el nl\mero de hojas e5 

n, diremos que las hojas e5tán colocadas en una espiral m/n. 

Los NUMEROS DE ~IBONACCT, además de mantener una curio-

relac:ión con la botánica, también parecen ejercer una 

traKa infl1Jencia en ~l arte y la arquitectura, influencia que 

no es de ninguna manera a::arosa, pues para los antiguos, com

poner era cumplir lo má5 e-ficiente'T!ent~ po~iblP un propósito 

mágico~ representar signos y simbolos, jerarquí.a!l de lo '3Ub

jet1vo, de lo espiritual y lo divino. 

I I • 1 1 • 3 PROP I F. DA DES AR I TMET I CAS DE LA SUCES I OM DE 

FTBONACCJ .. 

He equi otr.a de las propiedades intere'3i\ntes de est~ 

SUCESIOtJ. Escoj¿\mo~ t:rrs nl'imerns, c11atec;11uiPrA de la sucesión 151 



de Fibonacci, consecutivos, multipliquemos por si mismo el 

nómero de en medio, y el primero por el tercero. Lo~ re!!ulta

dos siempre diferirán ~n una unidad. 

Por eJemploi 

Sabemos que la SUCESION DE FIBONACCl es 

1, ... 1 3, 5 1 SJ 13, 21. 34, 55, 89, 144, 233, 377, 

Sean e, 13 y 21, multipliquemos por si mi 5mo el nómero 

de enmedio, 13x13=169, luego multiplique~og Bx21•168, y 

169 - 168= 1 .. 

Escojamos tres, 55, 89, 144, multipliquamo~ el de enme

dio por si mismo, 89x89= 7921, luego !5Sx144=7920, y 

7921 - 7920= 1. 

La anterior propiedad $e cumple para todos los nOmeros 

de la SUCESION DE FIBONACCI. 

Esta SUCESION fue mencionada formalmente por primera 

vez por Leonardo Pisano o Bigolle, llamado Leonardo Fibonac-

ci, en el siglo X¡ 11 d. de r '='-'"""rln. despué!5 de nuMerosos 

viajes al mundo árabe, dift.indiO en el mundo cientifico occi

dental, los principios de cálculo e introdujo la numeración 

arAbiga. En la presentación de su si5tem~ de numeración agre

go una explicación de procedimientos algebraicos y aplicacio

nes a numeres problemas. 

11.11.4 LA SUCESJON DE FIBONACCI EN LA POESIA~ 

Desde el punto de vista de la poe5la, la SUCESION DE 

FlBONACCl, también tiene atractivo. Se ha encontrado que 

VIRGlLIO y otros poetas romanos escribieron poema~ en los 

cuales la métrica. esta. definida en termino'! de los ell!"mentos 

de esta ~uceslón. 
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JI.12. CONSTRUCCION DEL RECTANGULO AUREO POR EL 

METODO ARITMETICO. 

Tomando dos nümeros consecutivos de la SUCESION DE FI

EONACCl1 el primero como ancho y el ~egundo como largo, o vi-

CP.Ver""sa, pueden constr""uir RECTANGULOS AUREOS. 

Ejemplos: 

El rectángulo que mide 21 cm. x 34 cm. que corresponde 

apro::imadamento al formato de las hojas tamaño oficio es AU

REO 

El rectánguj o que mi de .3. 4x 5. 5 cm. es AUREO .. 

El rcctAngul o que mi de 5füi89 pulgadas e!! AUREO, etc. 

Ahora bien, otra manera de hallar las medidas de los 

lados de cualquier RECTANGULO AURE0 1 cuando solamente 

noce de ellas, es la siguiente: 

Si el lado conocido el MAYOR, este se divide entre 

Supongamos que tenemos que construir un RECTANGULO DO-

RADO cuya base es 80 

80: 1.618 = 49.4 

para encontrar la altura, dividimos 

qui ere decir que el rectángulo buscado tendrá una base de 

BOcm. por una altura de 49.4 cm. 

Cuando es 1 a MEtJOR la media eonoci da, !!-ata se mul ti pl i -

ca por el NUM~RO DE ORO 1.618; el resultado sera la medida 

del lado MAYOR. 

Supongamos que el 1 ado HENOR es '!50 em. encontrar el 

lado MAYOR, 1. 618 ., SO = 80. 9 cm. es el regul tado. 
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Il.13. EL TRlANGULO SUBLlME. 

"Hay un TRIANGULO tan lleno de cudlidadas qua e:e lt!' ha 

dado el nombre d~ TRIANGULO SUBLIME". CII.14 > E~te tiene co-

bc:t.Si:t la PíWf'ORCIC!M AUREA MENOR, y en cada uno de sus lados 

la PROPORCION AUREA MAYOR. 

e e 

/ 
A B 

Este TRIANGULO es consecuencia del PENTAGONO EOUILATE-

RO, y se forma si se trazan dos líneas rectas que salgan del 

mismo vértice a los v~rtices opuestos. 

Una propiedad importante es que la bisectr\z del ángulo 

B. da el punto D, que di vi de al 1 ado AC en PROPORCION AUREA¡ 

lo mismo hace la bisectriz del ángulo A. Asi se puede seguir 

indefinidamente produi::1endo una serie dinámica de TRIANGULOS 

recíprocamente AUREOS. 

15' 



La leyenda 

/A I;; \ fJ: \ 
..si/~ \ 

--!: // l~\ ...___v 1 ~ 
;_ 1 ~ 

cuer.ta, que HipOcrateG de Chics fue castiga-

do por la secta pita.gOric:a una vez que reveló el secreto de 

como construir el PENTAGONO ED:Lq ATERO y EQUIANGULO a través 

del TRIANGULO SU8Lll"1E. 

La manerA de hacerlo no r.s ·nuy difici 1. Supongamos que 

el triángL1lo ABC es un TRIANGULO SUBLIME. 

1) Le marcamos a éste su altura, sea CD dicha recta. 

2) Encontramos en CD el PUNTO AUREO F. 

31 Por F, tra~amos la perpendicular a CD. A lo~ puntos 

dcnd~ ~e ~nr~~ ~~ta. con los lado$ del triángulo les ponemos 

G y H resp~ct\vamente. 

4) Del ~ngulo A, tra:ainos una recta oblicua que pase 

por H, y dt?l énqulo en B, otra que pase por G. 

5> Con el compás apoyado ~n A y con abertura AB, tra:~-

mos un arco de circulo. al punt:.o donde se c:crta dicho O'trco 

con la recta AH lP llamamos I. 

6) Con el compás apoyado en B. y con di st¡:inci a BA, tra-

zamos otro arco de circulo, donde corte ~ste, con la 

~ect~ BG le ponemo~ J. 

7) Unimos B con I, A con J •• l con e y e con l. 

Sl El pent~gono ABICJ es el PENTAGOMO busca.do. 
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O bien, se puede construir el pentagono dado el TRIAN

GULO SUBLIME ABC y la recta GH qua corta a la altura en el 

PUNTO AUREO F, de la siguiente manerai 

1) Con centro en B, y distancia 8H, se traza un arco do 

circulo. 

2> Con centro A y di~tancia AG que es la misma distan

cia BH y CH, se traza un arco de circulo. 

3) A la intersección de lo~ dos arcos de círculo le po

nemos la letra k. 

4> Unimos a con K y A con K. 

5) El pentágono GHBKA es el PENTAGONO buscado. 
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\ 
\ 

\ 

\ 
\ 

B 

Otra dP. las propiedades intt?resantes de este TRIANGULO, 

es aquella mencionada por Euclides <libro IV, Prop 11 >. 

Para construir el PENTAGDNO EOlllANGULO V EOUtLATERO es nece-

sario construir el triángulo 1sosceles ABC que tenga cada uno 

de sus ángulos en A y en B del doble del angulo en C. 
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II.13.1 CONSTRUCCION DEL TRIANGULO SUBLIME 

Dado •1 aegmento da recta AB dividido •n SECCIDN AUREA 

an el punt~~. contruir al triéngulo i•o•c•litA qu• t911gA como 

lado MAYOR la dintancia AB y como l•do HENOR m e. 

1) Con contra en A y r•dio AB se traza la circunfsren-

ci• ABC. 

2) Con centro en B y radio ~ R sw traza la r.!rcunfo-

rencta B f1J E. 

3) Tomanos cualquiera de loa punto~ donde :a intar~ec-

taren las circunfnr•ncia• ABC Y B ~ E y le ll&a1a110a 

o. 

4) Uno B con D y A con o. 

5) DiQO qua &1 triángulo ABD ft~ ~ubltm~ <A. 11 > 

~ 
) 

E 

Observese que la distanclA no es la décima parte de la 

circunferencia ABC 158 



II.13.2. EJEMPLOS DEL OSO DEL TRIANGULO SUBLIME 

EN LA COMPOSICION PLASTICA. 



El Greco. CRISTO CRUCIFICADO. LA VIRGEN. LA 
MAGOl\LENA, SAN JUAU EVANGELISTA Y ANGELES. 
312xl69 cm. (lSIJ0-!600), (El Prado, Madrid). 



El Greco. EL ENTIERRO DEL CONDE DE ORGAZ. 460x360 cm. 
(1586-1588), (Iglesia di? Santo Tome, Toledo). 



11.14 ESPIRALES AUREAS. 

11.14.1. OEFlNICIDN DE RITMO. 

Segón la deflnlción mAn elemental de RITMO es una suca

siOn armónica de elementos lineales y formativoB, producida 

Al cambier ac~rt~d~~entA, p~u~eD, acenton, lntancld•dea, co

mas, silabas, o notas musicales en repetición ordenada o por 

una sucesión regular organizada da ole~entoa mayorea y meno

rea. 

En el ritmo coeMlsten dos elementos 4undamentaleB Y 

opuestos, la unidad y la variedad, la primera relaciona las 

partes con el todo, mientras que la variedad os la cualida~ 

de alternación, animación y libertad de la5 partes de una 

obra. Lo unitario es pasivo, no vibra, es una imagen muerta, 

~ria y sin alma, la variedad en cambio e9 una imagen viva con 

caracter y espiritu que ha de someterse a le. unicidad parn 

evl tar una anarqut a desordenada 0Ur1 cu.:.r:d".:J t1P 1 a sensaci 6n de 

romper con ella. Unicidad y variedad bien organizadas produ

cen la impre9i6n mAs bella de ritmo y armenia en su conjunto. 

En pintura., e~cul tura y grabado en i ndi ~pensable QUe el 

ritmo del color y la forma marchen al uniGono. 

Los ritmos dinámicos, rectoft o curvilineos, observado& 

en la naturaleza, o bien, loa deducidos de alla, como los 

creado& en geometria, ~on de tipo de desarrollo creciente, 

ARHON1CO y AUREO. Analizados y convertidoe en material plAs

tico, producen sugestiones aprovechable~ y de gran eficacia 

en la composlci6n. 
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JI.14.2. ESPIRALES AUREAS EN EL RECTANGULO AUREO. 

Tenemos el de la5 ESPIRALES AUREAS, realizadas 

dentro de los RECTANGULOS AUREOS y compue5tas con arcos de 

circulo, hecho~ dentro y fu~ra de cada cuadrado base sucesi

vo, c;1.d"' p,;¡rtP rJp 1 ;1.'5 espiral es está en SECCION AUREA RECI

PROCA CON LA ANTERIOR O POSTERIOR. Para la construcción de la 

espiral que se encuentra fuera del RECTANGULO,AUREO 5e tienen 

las siguientes instrucciones. 

Dado el RECTANGULO AUREO ABCD dividido en media y eM

trema razón: 

1> Se npoya el compás en A y se traza un arco drriba y 

abajo del rectángulo con abertura AB. 

2) Se apoya el compás B y se trazan otros arcos 

arriba y abajo con la misma medida del compás que cortara a 

loG arcos trazados los puntos qu~ llamaremos E y Eº. 

4) La perpendi cul .;i.r EEº cru::a. <"l 9c.>gmanto CD r:>n un pun

to que llamaremos H 

5) Se apoya el compás en H, y se abre con una medida de 

HA y se traza el primer de nuestra espiral de A a B. 

6) Para encontrar el siguiente arco de la espiral se 

traza la perpendicular a 08 y se sigui'.! el procedimiento ante

rior. 

Para rP.al izar la ESPIRAL que va FUERA del RECTANGULO se

toma como b~se la medida mayor de éste. 

Para tr~!:!'ar 1 a ESPIRAL que va DENTRO del RECTANGULO AU

REO se tomara como base la medida de los cuadros que van de

creciendo. 
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II.14. :S. LA ESPIRAL AUREA EN EL TRIA<IGULO SU!.'LIME. 

En la trama de lados y bisectrices del TRIANGULO SUBLI-

HE', desarrolla otro tipo de ESPif'?AL AUREA dinámica. Cada 

sector da arco sucesi ·.,o ti C?ne centro en el PUNTO AUREO del 

lado oplH?Eto dEOJ triángulo, Jos que tambiC-n e5tán fO'O í'ROF'OR-

CIONES AUREJ-)S reciproca"S, lo mis.no que los espacios curvos 

resultantes. 

/!\ . 1. 

/ i \ 
i \ 
i \ 

,/ ., 
·.':. 

\ 

\ 
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II.14.4. ESPIRAL ONDEADA EN ~. 

Otr-a -.Jj•?mpl u .Je r<l íi'.O D Bl.:'1tllCO es ta ESPIRAL OMOG'.~10A o;.-n ,S 

Est."' t.r c.l.!r\ C:.?' } .. \ s1y~11eote ¡f\~11€rC\: 

U Co11 Uio:1mét.ro AL '-ie l!lbL.j~ L1n ~cmicirclllo. 

::> 'Se ~uc.u~ntrc\ jS qu¿ e5 el FUNTO AURC::O de HB. 

:a CQ,., c.Ji.:ttancia. f:1 p se lleva con .aJ"co ta ,S hci.sta. O. 

•l> · Se une O con ti¡ de esta formo se produce otro di áme

tro menor en la sucesion dccreciente,sobre el cual se repite 

la operacion, con lo que. se obt"iene esta espiral de ritmo 

aureo y dinámico. 

A 
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11.14.5. ESPIRl\L DE Ra'MO DINAMICQ. 

Otro ejemplo de RITMO OINAMICO es .esta otra ESPIRAL OODF.ADA. 

Esta se traza de la siguientn manera• 

1) Dado un segmento AB se marca el punto medio C 

2> Se apoya el compá~ en A y c:on la mcdi da. AC se traza 

un arco que corta a la ~emlclrcunferencla en un punto que 

llamaremos D 

3) Unimos D con B 

4> Se C?ncuentra el PUNTO AUREO de AB qu" 11 amar E!'rr.oa t¡J 

51 Se levanta una perpendicualar con f/ qun corta a la 

linea DB en un punto que reBulta ser la mitad de OB 

b) Se repite la opera.e 16n que "" hizo en AB pero ahora 

con DB asi suceGi vamente, c:on los que se logrará. form8r LA 

ESPIRAL DE RITMO ALIREO DINAMICO. 

} 
'.:··..... j ·,\ ···· .... .¿ 

\ ·· .. 
i 

·--~·-·-·-..:·-· -·-· 1\ 
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II.14.5. EJEMPLOS DEL USO DE LAS ESPIRALES AUREAS 

EN LA COMPOSICION PLASTICA. 

y 

EN LA 

NATORALEZA. 
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123 X 177 Cll!.. {S.XVII) VENUS DEL ESPEJO. 
Diego V{~=~¿~[=· N!;~ional de Londres)· 



Pablo Picasso. Syl...atc. 131 x 97 cm. ( 1954 } • 
Instl tu to de Arte dP. Chicago. 



Concha de caracol Kaut.Uus en forma de capiral anóúas. 
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III.- LOS CINCO CUERPOS PLATONICOS 

o 

POLIEDROS REGULARES. 

III. l. IMPORTANCIA DE LA GEOMETRIA SOLIDA. 

Los CANONES ARf'IONICDS y la mayoría de los trazos que se 

e:<aminaron en el capítulo anterior son de dos dimensiones, 

cada uno de los cual es representa una construcción o un con-

Junto de construcciones geomé-tricas imaginadas o situadas en 

una superficie plana. 

En arquit(?ctur.:l y ~!:.C:Ultur.u ~e trata indiscutiblemente 

de componer volUmenes, o sea de concebir o pensar en tres di-

mensiones, "es evi dentE? que el creador de vol t'.lmenes no debe 

olvidar el manejo de las proporciones lineales deducidas de 

la sol uc i On ~ e 11 I .. 1 > 

GEOMETRIA DEL ESPACIO aparece el curioso pasaje de la RE-

PUBLICA, en donde declara que el Estado cuyos jefes supieran 

imponer en las czcucl~s ~l estudio profundo de la GEOMETRIA 

DE LOS SOLIDOS adquirirla una señalada preeminencia sobre to-

dos los demás. El propio Platón medito <como tal vez nadie lo 

ha hecho después>, en la aplicación del concepto de propor-

ciOn a los CUERPOS SOLIDOS. 
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Ee notable que en la geometria del espacio sólo existan 

CINCO FIGURAS REGULARES que son: el TETRAEDRO, el HEXAEDRO, 

el OCTAEDRO, el DODECAEDRO y el ICOSAEDRO, mientrae que en el 

plano el nómero de asociaciones de figuras regulares que lle

nan el espacio es muy limitado, pues solamente el cuadrado 1 

el triAnCJulo equil.J.tcro y el hexágono ~umplen con esta propo

sición. 

Los tres cuerpos geométricos regular ... es más simples, el 

TETRAEDRO, el CUBO y el OCTAEDRO fueron conocidos por los 

egipcios; .. Pero Pi tágoras a qui en se le a tri bu ye el des-

cubrimiento de los dos restantes el DODECAEDRO con sus doce 

caras pentagonales y el ICOSAEDRO. 
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Fernand Léger. Naturalez.a Huerta. (1919). Lienzo al Óleo. 
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George eraque. t:t Velador. 180x73 cm. ( 1928} 
Huseo de Artl! Moderno. Nueva York. 
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Hauri tus C. Escher. Verbum. J3x3B. 5 cm. (194 2). 
Litograt{a. 
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JIJ.2. VOLUHENES O NUHEROS SOLIDOS ORTOGONALES. 

Platon especialmente se ocupó con gran interés del es-

tudi o de los CUERPOS SOLIDOS, es dec:1 r, de los números de la 

forma ax b x e <largo por ancho por profundidad>. Pudiendo 

representar ellos cualquier tipo de paralelepípedo. 

Pl a.1tOn y sus -;:ucC?=.cr i::~ ddban nombres espacial es ~ las 

di fer entes formas de volúmenes o NUMEROS SOLIDOS ORTOGONALES. 

Así •demás de los cubos axa:ca, había los altares axbxc, donde 

las tres dimensiones son diferentes, los ladrillos axaxb, con 

a mayor que b ; las vigas axaxb con a menor que b. 

Un ejemplo de estos volúmenes se analizó ya, en el ca-

p!tulo anterior, cuando se trataba de construir bloques tri-

dimensionales los que la ARMONIA AUREA funcionaba en toda 

su plenitud. 

Se recordará que di ct-.os bloques se construyen al lflLil ti -

plicar tres r.Umeros consecutivos de la SUCESION DE FIBONACCI, 

~'!! dc-cir, a,,... 1 ªn y ªn+i son tres números consecutivos de la. 

SUCESION O~ F!BDNACCI, al multiplicar ªn-l 

obtiene un CUERPO SOLJOO en ARMONIA AUREA. 

Otra. m.ancr.::. de construir VOLUMENES AUREOS es 1 a si -

guientea 

Supongamos que se conoce a = al tura, pari:S encontrar b 

el largo, y e el ancho, se multiplica ax 1.618= by 

b ): 1.618 e, de esta forma se obtiene un CUERPO SOLIDO AR-

MDNICAMENTE AUREO de la forma a >: b x e, esta manera de 

concebir los CUERPOS SOLIDOS bien conocida por los grie-

gos, ejemplos de esto s~ notan claramente en las construccio

nes de sus templos y alt•res. 
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Mauritus ~. Es=her. Divisi6n del Espacio C6bicc. 
Litogr.J.fÍa 27x26.5 cm. (1952i. 
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111.3. POLIEDROS REGULARES. 

Un POLIEDRO oc un solido geométrico constituido por un 

cierto número de caras, aristas y vértices. En un POLIEDRO 

REGULAR, las caras •en porciones planas limitadas por polígo

nos regulares que tienen una misma forma y tamaño. Las caras 

se unen doD n dos segmentos de línea llamados ARISTAS, y 

las aristas unen en puntos llamados VERTICES. 

En todos los POLIEDROS REGULARES sucede el hecho de que 

una transformación rigida de dicho poliedro si mismo o 

puede mandar un vértice 

en cualquier otra cara. 

cualquier otro vértice o una c:rtra 

Los POLIEDROS REGULARES toman su nombre del número de 

caras que tienen¡ 

1> El TETRAEDRO o PIRAMIOE TRIANGULAR tiene 4 caras. 

2) El HEXAEDRO o CUBO tiPOP b 

3) El OCTAEDRO tiene B caras. 

4> El DODECAEDRO tiene 12 caras. 

5) El ICOSAEDRO tiene 20 Ci'ras. 

Los griegos demostraron que existen tan sdlo CINCO PO-

LIEDROS REGULARES. Cfig. lll.1 ) Este resultado asombroso 

cuando considerarnos que hay pol igonos regulares de cualquier 

número de la.dos. Esto es: EL NUMERO DE POLIGINOS REGULARES ES 

INFINITO MIENTRAS QUE EL NUMERO DE POLIEDROS REGULARES ES FI

NITO. 

Cada uno de estos, es inscriptible en una misma esfera. 

Se les llama también CUERPOS PLATONICOS por el inter~s que 

Platón les presto en su cosmogonía. Dichos cuerpos tienen 

tre si, intim•s relacione5 extructurales. 
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Hexaedro (cubo) 

Tetraedro (pirá":lide tri:ingul:ir) 

Octaedro 

Oodcc:icdro lcourdro 

Los cinco poliedros regulares 
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Hauritus C. Escher. Planetolde Doble. diam. 37.5 cm. (1949). 
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IIl.4. PROPIEOAD~S ESTRUCTURALES DE LOS 

POLIEDROS REGULARES. 

1> No puede haber más de cinco CUERPOS REGULARES. 

2> Visto y entendido cuales y cuantos san los POLIEDROS 

REGULARES, todos ellos circunscriben e:~actamcntc pcr la 

misma ESFERA y dicha esfera puede a su ve: inscribirse ca-

da uno de ellos. Cfig.III.3 1 III.4, III.5 1 IlI.6 1 IIL.7) 

3> Al construir el TETRAEDRO dentro de la ESFERA, se 

cumple que el cuadrado del diámetro de la esfera contiene al 

cuadrado del lado de la pirámide una vez y media. 

41 Al constrwir el CUBO comprendido en la ESFERA, se 

prueba que el cuadrado del diámetro de la e~f~· ~ es tres ve

ces el cuadrado del lado del cubo. 



5> Al construir el OCTAEDRO comprendido en la ESFERA, 

se tiene que el cuadrado del diámetro de la esfera es el do

ble del cuadrado del lado del octaedro. 

6) Un mismo circulo comprende a un pentágono del DODE

CAEDRO, y a un triángulo del ICOSAEDRO inscritos en la misma 

ESFERA. 

e 
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111.4.1. COLOCACION DE LOS CINCO POLIEDROS REGULARES 

EN LA ESFERA. 

Dada una asfera podemos suponer colocados los cinco 

cuerpos regulares, de la ~iguiente manera. Si sobre la super

ficie de la esfera, marcamo~ o nos imaginamos cuatro puntos 

equidistantes uno de otro en todos 1 os sen ti dos, y 1 os unimos 

ccn ~c1:: !..:n~.:i.~ r<=cti<\i. 1 qu~ 11t:ctts.;0+1menr.e pasarán por dentro 

de la esfera, se formdrá en ~lla, el TETRAEDRO pues, al cor

tar la esfera mediante superficies planas, siguiendo dicha~ 

líneas en todos los sentidos, queda al descubierto justamente 

este cuerpo. De igual maner -1., si la superficie esférica se 

marcan ocho puntos equidistantes entre si, y se los une con 

doce lineas rectas, h~bra colocado imaginariamente en 

ella, el segundo cuerpo regular, HEXAEDRO o CUBO, es decir, 

LA FIGURA DEL DIADDLICO lNSTRUtlErJTo QUE SE LLAMA DADO. 

Si en esa superficie marcan seis puntos , también 

equ1di stantes entre sí como se ha di cho, y se unen con doce 

lineas rectas, üe hobrá construido exactamente en la esfe:--a 

el terc:er cuerpo regular, 11 amado OCTAEDRO. De manera seme

jante se puedE! const.ruir, en dic:ha esfera el ICOSAEDRO. Tra

::.ando doce puntos equi di slantes y uniéndolos, a tra .-és de 

treinta lineas. Ahora bien, si se marcan de maner8 indic:~d~ 

veinte puntos y se unen también c:on treinta rectas, se formtl

rá en dicha esfera el quinto y nobilísimo cuerpo regular lla·

mado DODECAEDRO, es decir, el cuerpo de doce caras pentagona

les; Así están colocados ima.ginariam1:-ntc· en la esfera. todos 

los cuerpo.¿, regulares, de manera qL1e sus p11ntos c:\ngul ares se: 

encuentrd cituados en la superficie esf!lorica, 1 si da sus 

ar,qulus toca a esla superf1cieo, también la tocar4'\/1 los demás. 
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Hauritus c. Escher. OrdP-n y C.:i.os. Litografía. 
2Bx28 cm. (1950). 

l8é 



III.4.2. PROYECCIONES ISOMETRICAS DE LOS 
POLIEDROS REGDL~RES. 
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III.4.3. INSCRIPCION DE LOS POLI<. aos REGULARES 
UNOS EN OTROS 
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INCLUSION DEL OCTAEDRO 
EN EL CU30. 

se forma en el cubo un 
tetraedro auxiliar al cual 
s• le dividirif en partes i -
guale'i cada una de sus a_ 
ri'Sta-s~ unirem"o'i. esos pun -
to~ con lineas rectais. for
mando el octaedro. 

Fig. III. 8 

INCLUSION DEL TETRAE -
ORO EN EL CU30. 

En cada una de las seii; 
super f i cíes cuadradac:. se 
trazan seis diagonales la-; 
cuale-; formarán al tetraedro. 
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JNCLUSION OEL TETRAEORO 
EN EL OCTAEDRO. 

Se forma en el octaedro 
un cubo auxiliar para pa_ 
der construir en el un 
tetraedro, 

INCL USION DEL HEXAEDRO 
EN EL OCTAEDRO. 

Se hallará e 1 cenuo de 
cada una de sus caras tri_ 
angulares,(usando las mE·
diatrices:) E>stoc:;; ocho cen_ 
tras se uniran mediante 
doce lineds rectas forman_ 
do el hexaedro. 
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INCLUSIDN DEL CU30 EN 
EL DODECAEDRO. 

Si a cada uno de su-:;; 
doce pentágonos se le tra... 
zan doce cuerdas,, -:;;e far_ 
maran seis superficie-:;; cua_ 
dradas. 

Fig.III.12 

INCLUSION OEL OCTAEORO 
EN EL TETRAEDRO. 

Se di vid e en partes i _ 
gualei; cada una de las 
aristas uniedo los puntos 
con doce lineas rectas. 

Fig.III.13 
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INCLUSION DEL OCTAEDRO 
EN EL DODECAEDRO. 

·Si en el dodecaedro se 
traza un cubo auxiliar y 
se divide en partes iguales 
los seis lados dE>l dodeca _ 
edro que se ~ncuentran a_ 
puestos a las seis super _ 
ficies del cubo y estas 
-:.e unen con doce líneas 
re e tac;;. se f armara el oc_ 
t aedro. 

Fig.IlI.14 

INCLUSION DEL TETRAEORO 
EN EL DODECAEDRO. 

Se forma en el dodeca_ 
edro un cubo y en cada 
superficie se trazaran sus 
diagonales f orrnando el 
tetraedro. 

Fig.III.15 
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INCLUSION DEL DODECAE_ 
ORO EN EL ICOSAEDRO. 

Halle ce el centro de cada 
una de sus baseo; triangu_ 
lares, <usanrlo las mediatri. 
ceo;) y tale• centro'> se u_ 
niran luego entre sí con 
treinta lineas rectas, de 
manera que se forman do. 
ce pentagonos. 

Fig. III.16 

INCLUSION DEL ICOSAEDRO 
EN EL DODECAEDRO. 

Se hallará el centro de 
los doce pentágonos (usan· 
do las mediatricesl y se 
uniran entre 'iÍ con treinta 
líneas, f armando veinte 
triángulos. 
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INCLUSION DEL TETRAEDRO 
EN EL ICOSAEDRO. 

En el icosaedro se for ·
mará un dodecaedro y en t'\ 
un cubo que ser<!n trüzos 
auxiliares paril poder tra_ 
-zar dentro de 1 cubo el 
tetraedro. · 

INCLUSION DEL CU30 EN 
EL ICOSAEDRO. 

En et icosaedro se con~ 
truye un dodecaeciro au_ 
xi liar y en este se cons _ 
truye un cubo .. 

Fig.III.19 
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Mauritus C. Escho~. Cubo con cinta mágica. 
31 x 31 cm. (1957). 
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111.5 LA SECCiot~ AUREA C::N LOS POLIEDROS RF.:GUl A~r.:; 

" Cuando empezó Dios, crear el Universo, comen~~ pe:· 

hacerlo de fuego y tierra. F'ero es imposiblE' combinar dos co

sa5 sin una tercera: e.s preciso qLIC' haya entre el 1 as un lazo 

que las una, y ninguno meJor que él que, con el mismo y c:on 

las c.osi:ls que w:ie lld.ce un sólo 'I mlsmo todo4 Y la naturalezo 

ae la proporciOn es tal, que logra perfectamente este objeti-

vo" <IIl.2> 

Platon como nudie1 medito en la aplicación del concepto 

de 1 a proporción tanto aplicada a la geometría plana, así co

mo a los cuerpos solidos y como el DODECAEDRO tiene doce ca

ras pentagonales y segun él es receptáculo de todos los demás 

poliedros regulares, el estudio de la SECCION AUREA en los 

CINCO CUERPOS PLATOMICOS se hará base a este poliedro. 

Ya anali:amos en el c:apitL1lo anterior muchas de l¿\:: rRo

PIEDAOES AUREAS que se encuentran en el PEMTAOONO REGULAR y 

sabemos que tc.mlo el DODECAEDRO el ICOSAEDRO F•CGUL.=on ;::on 

las aplicaciones en el espacio del pentágono regular, luego 

anlo11ces, l.:t. SECCIOtJ (\UREA e;; une. ra::On esencial que gobif.•r

na tanto las proporciones linRales, planas o sólidas del in-

terior de C?~tos dos cuerpo~ como las proporciones que er.la::.=ln 

enl:.re sí al DODECAEDRO y al ICOSAEDRO inscritos en 1 .a esfera 

o en el mismo t.UBO. 

Obser .. ·emo5 pL1cs 1 de la sección antC?rior <Sec. Ill.4.3> 

que lo~ puntos medio~ de las seis .;i.t·ic::;las de un lETRAE:?.O RE

GULAR son los vért1ccs de \..11• OCTAEDRO REGULAR. 

De la m.lsrna fc:.r·md. podemci~ e:(aminar algunas de las pro-· 

p1edc1.des que dan co1110 rc:.ulta.do del análisis de e!':a secc16n y 

encontrar a.lguna.5 proposiciones interesantes por eJemplo1 
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Les veiritc vcrt1ces de DODECAEDRO son tambj~n los 

vfrtices do cinco TETRAEDROS regulares con el centro de la 

figura comUn en el DODECAEDRO. 

Los doce vértices de ICOSAEDRO e;tán sobre la su-

perficie del CUBO~ 

Ahora bie.-1, recordemos que de esto se deduce que la ra-

:::ón entre l.."- d.risla del CUBO y la del ICOSAEDRO inscrito es 

1.618 que uno de los v.:..lor es d~ P 

Por lo que ...a..s;_ = fJ 
'11 

donde a arista 

CUBO 

ICOSAEDRO 

!3i se prolonga.n lc.d ... s lds ari:.t.::!.s o <caras> de un DDC.E-

Ct11:i:DJ10 los. doce puntos de intE'rsección son los 12 vértices de 

un lCOSAEúHO, lueyo la ra:On entre lü arist.3. d~l ICOSAEDRO 

en vol vente y i a del DODECAEDno generador szS 
2 
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Por tanto 

dende le 

~;;02 

a Og 

ICOSAEDRO ENVOLVENTE 

Og OOOECAEORD GENERADOR 

Si se prolongan todas laB de un ICOSAEDRO, se obtienen los 

veinte vértices de un OOOECAEOAO luego 

~'11 

a Ig 

E~los cinco pol iedr-os se dividen en: PRIMARIOS cJ CUBO, 

el TETRAEDRO y DODECAEDRO), porque tir:inen un primr.:or origen y 

el ángulo más simple, el triedro: y. en SECUNDARIOS < el OCTA-

EDRO y el ICOSAEDRO>, que tienen su oriqen en las primarias y 

i~11eas. Entre las figura prima-

rias, la p!'"imera es el cur:,o, la :;egl•nda el TElRAEDRO y la 

tercera el DODECAEDRO. 

En esa!l figuras aparece la primera de las oposi -

cienes mctafislcas, aquella entre lo semejante y lo otro, o 

diferente. La semejan=: a. sci obscr-v.a l'.:!n el CLIDO, .,, la d1 feren-

cia. en las dos figuras restantes; entre estas figuras 

existe también la primL>ra ccntri'riedad geom~lrica, e: decir·, 

aquella entra lo mayor y lo menor. Porque el CUDO es l ~ cosa 

misma, el lETRAEDf<D es menor que el cuno, y el lJODECMt:ono e!:: 

mayor qui:! el CUBO ••• " <rtl.3) 
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De lo que se deduce que mientras en el plano el trián

gulo, el cuadrado, y el pentagono son MDRFOLOGICAMENTE IRRE

DUCIBLES, en el espacio se puede pasar del DODECAEDRO o del 

ICOSAEDRO al CUBO, y del CUBO al TETRAEDRO. 

Por lo tanto '' Mientras que en el plano e~15ten infini

tos polígonos regulares conve:~os y estrellados, en el espacio 

de tres d1menc1ones solo hay Clt-ICO CUERPOS REGULARES L.;ONVl::.AOS 

y dos POLIEDROS REGULARES ESTRELLADOS CONTINUOS, que son, 

precisamente, los dos DODECAEDROS ESTRELLADOS." <lt r. 4 ) qL1e 

Vd.mes a tratar a continuación. 

"El DODECAEDRO ESTRELLADO de primer tipo se obtiene 

prolongando la!! i::aras (o las aristas) de un ICOSAEDRO MUCLEO: 

Las veinte puntas de la estrella sólida resultante coinciden 

con los vértices de un DODECAEDRO CONYEXO EWJOLVENTE. 
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"El DODECl'.\EDRO ESTRELLADO del segundo tipo se obtl ene 

prolongando las caras <o l1"l-S aristas) de un DODECAEDRO NUCLE

D: las doce puntdS de 1~ estrelló resultante co1r1ciden con 

los ~értices de un ICDSA~DRO. 

Csta estrella de segundo tipo in~plrA ~) nnmbrP de ICO

SAEDRO GSTRr=::LLADD, pero la denomi naci 6n común de D'1üECAEDRO 

ESlRELLADO para 1 o:> dos cuerpos E>e just.i f 1 ca por· r.l !.!:cho de 

que Cdda uno de ellos o~ta ~on~tltuído por ld conv1n~c16n, el 

U.Juste, de doce car...i.:. planas (de les pent.o,granrasJ q1..1L> ~E- cor

td11 e11 el esp.i.c:10.'' <111.s> 
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Hiluritus C. Escher. Entrellas. 32x26 Cr:\. (1948). 
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Mauritus c. Eschcr. Gravitac:i6n. 30x30 cm. (1952). 
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111.6. CONST~UCCJON DE LOS POLIEDR03 REGULARES A 

PARTIR DE PATRONES PLANOS. 

Un problema 1nteresantc es la construcción de los PO-

LIEDRDS REGULARES a partlr de patrones planos, los que se 

pueden hacer modelos p;:,,ra los CitJCO POLIEDPflS. 

III.6.1. TETRAEDRO O PIRAMIDE EQUILATERA. 

El TETRAEDRO o PIRAMIOE EOUILATERA contiene 4 superfi-

cies triangulares iguale~ y equiángulas, es el más simple de 

los POLIEDROS: tiene 4 v~rtices, 6 aristas 01stribuidas en 3 

pares de rectas que cru::an el espacio. 

Para encontrar AREA o SUPERFICIE total es necesario 

multiplicar la. magnitud al cuadrado de una de sus aristas por 

1.7321, es decir: 

A= 

Donde A es el area y 

a es la arista. 

de su arista es decir: 

V = O. 1178 :: a
3 

Al cortar una sección del CUBO, cerno ee ve en la fi9.III.B 

tienen 5 TETRAEDROS, limitados por 4 triángulos equilóteros. 

Aoí, el TETRAEDRO es la primera figura que se deduce del decre• 

mento de los cuerpo~. 

\ , \ 
\ , \ ' , \ \ , \ 

\ , \ \, \ 
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Pier Luigi Norvi, Antonio Nervi, Car lo Vannoni y 
Franco seo Vacchini. Proyecto para Catedral de Nue
va Nuroia, Auotralia,1959-1961.Haqueta de una ca
tructura de techo: tres b6vedas parabólicas, de 30 
metros de altura par 35 metras de luz. 
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-~ -·-. --:----~-p-

-------------
Plano de ta estructura del techo visto desde abajo: 
base t~i~n3u!ar d~ '1nn~ 80 me~ros de Jajo. 
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III-6.2 CUBO O HEXAEDRO. 

El segundo cuerpo es sc-mP.jante dado y tien 6 

perTicies cuadradas rectángulas, 8 vórtices y 12 aristas .. 

El VOLUMEN de este sólido igual a la tercer.?< poten-

ci a de la longitud de la arista, decir; 
, 

V = a-' 

Su AREA encuentra al multiplicar la arista al cua-

drado que nos da la superficie de una de sus caras Y luego 

esta por 6, que es el número de lados que ti ene el CUBO, es 

decir: 
2 

A= óa 

Una linea se origina por el despla:::c"'miento de un punto 

e otro¡ si este des.p1.a~c..miento es recto y el más corto, se 

tiene unil linea recta limitada por dos-puntos- Una superficie 

se obtiene por el desplazamJJ?nto latE"rat de una líne.,: :=i l'nd 

placen igualmente, ::.o forma un p.:iralclogr.;;mo, li1n.i.tado por 4 

lados. Los. cuerpos se construyen n1edia11te el de~.pl.:.•r::amiento 

lateral de una superficie • Si un paralelogramo se despla:::a 

de la misma forma, se obtiene un paralel1?píp~do 1 !imitado por 

6 planos. 

Si el desplazamiento de una linea t•;;. igual a la longi-· 

tud de esta linea, pero form ... mdo con l!sta un ángulo dlf.:>rentc 

al recto, se forma un romboide, cuyos lados son iguales. 

Si este despl a.za.mi en to haca- perpcndi cut ar a 1 a 1 i nea 

recta, se forma un cuadrado. DesplazAndo el cuadrado, se fer-

ma. el CUBO, cuyos seis planos so11 r.t1adrados iguales. 
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Juan Gci:o. Guitarra y Floree. l 10x67 cm. 
( 1912), Museo de Arte Hoderno, Nueva Yorl':. 
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Pablo Picnssa. Hambre con Pipa: l30x90 cm. (1915) 
Instituto do l\["tC de Chicngo. 

213 



Hauritus c. Escher. Ciclo. 47.5x2B cm. (1930). 
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Hcumann H • cckcr y Sha ron ( l959-i9~~)111ta111l<:"ntn de Oat y;im, 
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111.6.3. OCTAEDRO REGULAR. 

El tercer cuerpo,.es semejante a la cúspide o punta del 

diamante" '1II.6) contiene 8 superfic:Jcs triángL1lares igualas 

y equiángulas, 12 aristas y .. ~r t ~ces, en ce1da uno de sus 

vértices concurren cuatro aristas y cuatro caras. Puede obte-

nerse uni ende por sus bases do!:i pi rámldi:=-s de base cuadrángu-

lar. 

El AREA de este sol ido ::.e obtiene al multiplicar 3.4642 

por la magnitud de de las aristas al cuadrado. 
2 

H = 3.4642 :; a 

Y su VOLUHZ'N 

cubo de arista. 

3 
V = O. 4714 X a 

encuentra al multiplicar 0.4714 por el 

Del CUBO se consigue el OCTAEDRO, al unir pa~o cada plano 

los tres centros de tres superFicies del CUBO, por le que asta -

nueva F l~ure tiene ~ ... i"" '5.,:;'..! !. ==, ./ ..;.u1110 el L;Ut::tO posee echo vé r ti-

cae, el OCTAEDRO a su vez, se Forma de eche planos en triángulos 

equiláteros, por le qur. éste equivele a la sexta parte del CUBO. 

Obtención del OCTAEDRO por medio de des pirámideG 

cuadrangul '1rcc 210 



Mauritus c. Escher. Sube y Baja. 38x28.5 cm. 
(1960). 
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III.b.4. DODECAEDRO REGULAH. 

El cuerpo de doce bases pent~gonales es el cuarto CUER-

PO Rt:GULAR que la t?sfera c1r-clmscr1be. PoSE:>e 20 vértices, 30 

arista.s, y doce caras, todas pent ... gonales .. ruede d1v1d1rse en 

60 tri angu1 os. 

Su superficie se obtie1-,E" al multiplicar un,:,. dO" '°'L•5 aris-

tas al cuadrado por :0.6457 

A = 20. 6457 X c:o. 
2 

Y su VOLUMEN es: 

V =7.6631 :< a3 

Es la primera figura que se obtic11t? por- ad1c1on, al 

construir prismas sobrf! los planos del CUBO de la siguiente 

manera: Se levantan 12 planos del HEXAE".>RO con lo que 

añadLmos a éste 12 ángulos más 8 ángulos dados, Cdos 

por cada prisma) de esta forma se hallan 30 ánqulos tr1linea-

les en total. Como cada uno de los tl.ngulos e= la intersección 

de 3 ari5tas, advertimos 60 de ellas a primera instancia, pe-

como cada arista une dos áng1.1l os hay 30 en realidad. Cada 

arista une planos, s1 l<:'ls en1.ur1e1-¿:,mos cun 1·~spet:i:.o .¿, t.ot.Jas 

los planos nos perc:ataremos de 60 nuevamente; sin embargo, al 

dividirlas entr·e los 12 planos observarrros q11e las supe.-ficie-:; 

resultantes son PENTAGONALES. 

El CUBO y c-1 DOCECt"1EDRO ,,,,,;: (...JbliL?nc.>n ¡;cr ~u~tr.'.1.c=; en de 

los CUERPOS PRit1ARIOS. En los planos de ellos~ se colccan los 

ángulos del SOLIDO SECUNDARIO y en los ángulos del pr1r1t~r-10, 

les pldnos del secund.-rio. Como los Angulas de los pcl 1edros 

=:.ecund.:ff i os son tri 11ne<:t1 es, lo~ l .sdos de 1 os cuerpos r- "-'5ul -

tantes son triangul~res. 



Mauritus C. Escher. Reptiles. J3.Sx38.S cm. (1943). 
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IIJ.6.5. ICOSAEDRO REGULAR. 

El quinto cuerpo que se circunscribe en la esfera es el 

sólido de 20 bases triangulares todas iguales y equiláteras. 

Posee 30 aristas y 12 vértices. 

Para encontrar su AREA, es necesario multiplicar 8.6605 

por su arista al cuadrado. 
2 

A "" e. 660'5 x a 

Y su VOLUMEN obtiene: 

V = 2. 1817 X ª3 
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Con los. modele& •nteriore5 se pueden tra~ar los patro

nes de les CINCO POLIEDROS REGULARES sobre una superf ic1e 

pl&na ( cartón, m~dera, Acetato, 

bl&n o plieQan debidamente a lo 

etc.>. Se recortan y se do

l argo de las aristas y se 

unen éetas, de tal forma que podamos ver levant?.rse nuestro 

i=cdeolo. 
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III.7 FORMULA DE EULER PARA LOS CINCO POLIEDROS 

REGULARES. 

Los POLIEDROS REGULARES obedecen o satisfar.en la FORMU-

LA DE EULER, que válida para cualquier POLIEDRO. La FORMU-

LA DE EULER dice que el nUm~ro Ue c.:::.:-11~ !e), Pl nómero dt? 

v~rtices <v>, y el número de aristas <a> de cualquier poli e-

dro estan relacionados por la fórmula 

c+v=a+2 

Con esto Euler demostró que el número de aristas más 

dos es igual al numero de v~rtices más el nómero dg lados. 

Esta formula fue anunciada en 1752 por el matematico 

Leonard Euler, y aquel tiempo fue aceptada como un descu-

brimiento nuevo. Sabemos ahora que Descartes (1635> conocía 

esta relación, y que fue probablemente conocida por Arquimí-

des <hacia 22 5 a. de C.>. 

Verificaremos la veracidad de la FORMULA u~ ~uLER µ01~ 

el octaedro. El OCTAEDRO tiene oc:ho caras, por 1 o qLlC e = 8. 

Puesto que cada cara tiene tres lados y cada arista del OCTA-

EDRO pertenec:e a dos caras, el número de arista~, a, es igu~l 

3 :! c: ::::2 3 \( 8 = 12. 
--2- --2-

Sabemos tambJ. én que cuatro c:aras son las que se encuen·· 

tran o tocan en un '.fértic:e. F'or lo tanto, el nümero de v~r-

tic:es, v, es igual a 

3:!c=3x8=6 
--4- --4-

Sustituyendo estos valores en la FORMULA DE EULt:R tena-

mos 8 + 6 -= 12 + ""'-• 
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La fórmula da l;:ulcr se cumple en cualquier poliedro de 
muchas caras, por lo que esta !6rmula es válida para for
mar goométricau complejas como este dodecaedro ro•boico 
en forma de estrella de 240 lados, que tiene 360 aristas 
y 122 vértices. 
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111.B. CONCEPCION PLATONICA DE LOS POLIEDROS 

REGULARES. 

"Empezaré por deciros que para todo el mundo es eviden

te que el FUEGO, la TIERRA, el AGUA y el AIRE son cuerpos, 

Todo lo que tiene esenc1a del cuerpo tiene también profundi-

riamente la naturale::n de la superficie". 

apüreccn 

l Estas son 

el TIMEO, donde palabras del propio Platón que 

trata acerca de la NATURALEZA DEL UNIVERSO. Al elemento TIE-

RRA le atribuyó la figura c~bica, es decir, la del HEXAEDRO, 

por ser el más noble de los cuatro el eméntos y además porque 

ninguna figura necesita mayor violencia para moverse, y, en

tre todos los elementos que existen, ninguno es más fijo, 

constante y firme que lo TIERRA. La Terma del TETRAEDRO es el 

elemento y el germen del FUEGO, pues éste, vol ando hacia 

arriba, origina ta forma piramidal, tal nos lo muestra 

lo v.i =Lo, pue= vemos que, ancho un1+orme por debaJo 1 va 

adelga::ándose hacid .irriba, de manera que la llama, en lo al

to termina c-n punta como el cono de toda pir.é.mide* La forma 

del OCTAEDRO se la dio al aire, pues a:3í como el aíre, para 

un pequeñ·o movimiento, sigue .:il fuego de la misma manera la 

forma octaédrica, por- fuci 1 idad para moverse, sigue a la 

for·ma de la piramidC?. La for·ma de \'einte bases, es decir, el 

ICOSAEDRO, la asi gnO c'.\l AGUA, ya que estando 11 mi ta da por más 

bases que ning..:in otro cuerpo, l~ pareció que en la esfera se 

c..da.ptaba mas al mo·nmiento de- lo cosa que desciende derramán

dos.e qui.! no a la que d.SCiende-. Lo formL\ de doce bilses perd.el·· 

gan~les la atribuyo al CIELO, qLie este es rec~ptáculo de 

todas 1 o:1s cosas, de 1 a mi sn.a maner .. 'l que c-1 DCDECACOf\O es RE - 2~ 4 



CEPTACULO Y ALBERGUE DE TODOS LOS OTROS CUERPOS REGULARES, 

<Fig. III. > como ae ve por la inscripción de un cuerpo en 

otro y además, como dice ALCINOO respecto al TIMEO de 

PLATON, porque aPi como en el cielo hay doce signos del ZO-

DIACO, y cada uno de ellos divide en treinta partes igua-

les, siendo tod~ su anual revolución de trecientos sesenta, 

de la misma manera este DODECAEDRO tiene doce caras pentago

nales, y cada una de ellas se resuelve en cinco triAngulos 

con la punta en el centro, y cada uno de dichos triángulos se 

divide en seis escalenos, lo que da treinta triángulos en 

da base y entre todas trecientos sesenta como el zodiaco. 





Kauritus C. Escher. Planetoide en Tetrncdro. 
43x43 cm. (1954}. 
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IV. GEOMETRlA EUCLIDIANA. 

IV.1 LA ESCUELA DE LAEJANDRIA Y EL PERIODO 

HELENISTICO. 

Alejandría fue fundada por Alejandro el Magno en 331 

a.de C. y a la muerte de esto el imperio macedónico di vi-

dió en tres partes, de las cuales la egipcia qu~dó al mando 

de de los generales de Alenadro, Ptolomeo I, y 

ferviente admi~ador de la cultura helénica funda el MUSEO 

ALEJANDRINO en el año 300 a.de C. Clas escuelas griegas de 

tipo comunitario, las de Tales y Pitágoras, dadicadas en 

el caso de los pitagóricos al culto de las musaa se conoc~n 

generalments- con el nombre de museos) se incorporan al mismo 

s~las de lecturas, laboratorios, jardines y lugares de des

canso y una biblioteca inmensa que llegó a contener alrededor 

de 600 000 papiros de todas las materias conocidas en ese en

tonces. 

Gracias al gran apoyo de los distintos Ptolomeos des

pués del pr-imer. Aleiandría fue cuna de multitud de humanis

tas, científicos y artistas. 

Pronto se con vi rti ó en el foco de la cultura griega y 

en el centro del desarrollo cultural del mundo antiguo. 

De esta forma las matemáticas griegas tuvi~ron un im

pulso tal que fue en la ESCUELA DE ALEJANDRIA donde alcanza

ron su punto máximo de desarrollo y donde 1 oa doctos se al o

jab~n y comían en común, entre ellos gigantes de la talla de 

Euclides y Erástotenes; y donde re~lizO la famosa tradu-

ci ón del anti gua testamento 11 amada "versión de los '!Setenta" 

y fue aqui donde tuvo su inicio el desarrollo de la filosofia 229 



de la temprana iglesia cristiana. Alenadria se erig!o cerca 

de la deaembocadura del Nilo, en un lugar admirabl•mente pro

picio para la expansión de la influencia helénica por todo •l 

mundo, en la intersecciOn natural de las mA» import~ntc~ ru

tas comerciales, AleJandria se convirtió en un verdadero cen

tro mundi "'' dP cultura. Se di CE! que 1 a el ecci on del lugar, 

los planos de la nueva ciudad y la política de colonización 

fueron dirigida~ personalmente por el ambiciono Alejandro, y 

que la construcciOn de la ciudad fue confiada al eminente 6r

qui tecto griego Denócrates. En ella conflu!an de manera natu

ral griegos, árabes y Judion combinAndcsa los geniso de las 

tres nacionalidades. 

El desarrollo iniciado durante el dominio griego conti

nua más all& del a~o 31 d.de Can el que Alejandría paea al 

dominio romano pero declinando poco a poco al apoyar más 

estos el desarrollo de las artes y disciplinas humanísticas 

siolo III y principios del IV d.de c., por ~ltimo, an el 640 

d.de c. los mahometanas invaden una vez más Alejandría, de5-

truyendo gran parte de los manuscritos que aún quedaban. 

Finalmente pereció en b42 d. -de C. ante el acoso musul

m~n dirigido por el califa Ornar, quien mandó destruir los aun 

numerosos volúmenes que quedaban en su bi bl i otee a con el pre

texto de que lo qu~ existía o no hablaba del CORAN o hablaba 

en contra de él. Termina así la vida de la escuel& de Alejan

dría y concluye con ella la larga y glorio~a hi5toria de las 

matemáticas griegas. 

Por otra parte el arte helenístico refleja el profundo 

cambio &~piritual de la época. La divinidad, ya profunadmane-

te humanizada del siglo IV, concebida en tono aún más 
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terrestre. Las musas pasan a primer plano, no ya como unifor

me y discreto cortejo de APOLO, sino como diferenciadas per

Bonificaciones de las artes y ciencias que constituyen campo& 

especialzados~ subdivididos y profundi=ados por la cultura 

helenística. 

La vida de la POLIS superada por la más amplia de 

los estados que murgen de la división del gran imperio de 

Alejandro y el arte deja de llamado a concretar los idea-

les religiosos, celebrativos y votivos de la comunidad ciuda-

dana. El arte de coral pasa a ser virtuoso, de civil se con-

vierte an individualistico; deepoja de religiosidad para 

asumir un valor decorativo. El primitivo contenido est~tico 

unitario, síntesis de la cultura y el mito, del mundo de los 

dioses, de Jos héroes y de Jos hombres, es sustituido por una 

diferenciación de géneros, la especialización toma un papel 

importante tanto ~n el arte como la ciencia después de 

En este periodo, el hombre es estudiado en todos sus 

aspectos físicos y psicológicos, pero también deja de ser el 

ónico centro de intér~s especulativo y artístico. El arte y 

la cultura arcaicos habían hecho del hombre el metro de todas 

las cosas; el helenismo como ya lo hiciera el &rte minoi-

co-mic~nico, lo ve como un sujeto del gran cuadro de la natu-

raleza, que los científicos estudian en los mtlltiples elemen

tos y que los artistas describen en sus v~rias formas. 

Con el nacimiento del coleccionalismo en las cortes di-

nástica5 y despu~s en la nueva clientela romana provincial se 

determina una industrial i ::aci On de los productos ar ti 5ti cos1 

se multiplica a gran escala el uso de las copias, de las ree- 23L 



labor,:iciones y de las obras decorativa•• se apr-ovechan medios 

de reproduclOn mecánica, desde el cAlco hasta el uso de c•r

tones, de modeloa en yeso, los que conduce a una •~plinima 

difución la cultura artistlc:a griega, influenciando así la 

formacl ón de un gusto comú.n. Por otro l ado 1 los artistas:> vi a

jan y se produce un intenso cambio; escultores de diferentes 

El periodo HELENISTICO, termina con la batalla de Azio 

C-31) y comienza el periodo de Augusto. Dicho periodo contem

pla profundos cambios históricos, políticos, económicos, so

ciales, religiosos y literarios, que se reflejan profundamen

te en el arte griego. 
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rv.1.1. ALGUNOS EJEMPLOS DE ARTE HELENISTICO. 
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Hilce de Sa.aotracia. Eocuela de Rodas. 200 a. de 'C. 
Original, Huseo,de Louvre, Par!s. Copla en Yeso, 
Academia de San Carlos, Héxlco. 
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Venus de "ilo. (Encontrada on· 1820. en mlrol pario). 
Siglo II a. de c. Ocigina1, Huseo do Louvre,, Par[s. 
(Copia en yeso, Academia de San Carloit. Héxico) 
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Agesandro, Polidoro y Atonedoro de Rodas. Laconte. 
Siglo I. (Huaco Vat.lcano). 
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IV. 2. EL HUNDO EUCLIDEO FRENTE AL UNIVERSO DE LAS 

COSAS GEOKETRICAS. 

"La GEDMETRIA do EUCLIDES es una ciencia, sino un 

ARTE por el que el grieqo cláuico ne construyó un MUNDO con 

ciertas cosam geom~tricas y uirvi~ndone de ciertas propieda

des de ellas, compuso un mundo acomodado a au tipo de vida 

cognosi ti va." <IV. 1 

La civilización clásica griega fu~ famosa por su crea

ción y percepción de la balleza, lo mismo en el arta que en 

la ciencia, la escultura, la nimetria, las ideas de los gran

des filósofom, otc. EUCLIDES fua uno dD loa qua crearon el 

arte de ordenAr laa ideas en »U forma suprema mediante el ra

zonamiento deductivo. 

En muy poco lo que se sabe de la vida personal de EU

CLIDES. Un comentarista del siglo V, Proclo, afirma que EU

CLIDES floreció en el reinado de Ptolomeo I, probablemente 

nació y ee educó en Atenas, y despu65 fu9 a Alojandria, en 

Egipto, que era entonces un gran centro de cultura. Allí fun

do una escuela en la que enseñó los principio~ de la geome

tría que han llegado hasta nuestra •poca. 

EUCLIDES es posterior a loa diecipuloe de PlAtdn, pero 

anterior a Era&tó~teneü y a Arquímedes. 

Algunos coment3ristaa citan que e~tuvo muy familiariza

do con la filosofía de Platón, tanto qu~ se propuso como ob

jetivo final de su obra, la construcción de los CINCO CUERPOS 

PLATONICOS. Otros, sin embargo, afirman que es ariatot•lico. 
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IV. 3. LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES. 

"Algunos fil Osofos r;Jri agos, especial mento Pi toilgor01s y 

Platón, consideraban la geometría como de gran importancia 

intelectual, puea a causa de su pureza y abstracción les pa

recía estar emparentad~ con la metafísica y la religión. En-

tonces ~!rededor d~l e~o 300 do C. Euclides escr1b10 

libro clásico, LOS ELEMENTOS, en el que agrupó y presentó de 

manera sistemática todos Jos principales descubrimientos geo

métricos encontrados hasta su época. Ente gran libro es uno 

de los clásicos que más influyeron en el pensamiento occiden

tal. A trav~s de lo& tiempos antiguas, a través de la época 

medieval y en la moderna hasta el siglo XIX, loa ELEMENTOS 

DE EUCLIDES, sirvieron no solamente r.omo texto de geometría 

sino también como modelo de lo quP. debería ser el pensamiento 

científico." c1v.2 > 

IV. 3. t UESCRIPCJON. 

Euclides no fue propiamente un gran innovador, pe>ro fue 

un soberbio organizador de los resultados matemáticos alcan

zados por Tales, F'itAgoras, Eudo:co y otros sC\bi o~ de la ed.=td 

de oro de la geometría griega, tales como Dr?mócrito~ fHpór:r-a·· 

tes de Ouios y Arquitas. Eucliries tuvo la gran habilid~d de 

vol ver et e-ser i bi r sus dnmostraci enes en términos susci ntos y 

claros. Simplifico:l;dos de c:>sta forma e~tán r.ontenir1os en su 

abrn. LOS EU?MENTOS. 

ha t-r~dur-ido "'todos los idiomcH::., ha e!:!-

to:1do libro de texto Fundamental de Deometria du-
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rante mAs de 2 000 añoo. 

LOS ELEMENTOS fueron escritos en TRECE LIBROS, do los 

cuales solo ~uelen incluirse ~eis en las ediciones aecolar••· 

Algunas partes de LOS ELEMENTOS fueron prepa;radas por los 

discípulos de Euclides, pero la dirección, la r~vision y l~s 

principales porciones son suyas. 

LA GEOHETRIA DE EUCLIDES comienza con definicione5 de 

términos e-sencialea tales como1 PUNTO, aquello qua no tiene 

partes, LINEA RECTA, la quP. s~ extiende de manera uniforme 

entre des extremos, TRIANGULO, etc. Euclidee se esfor%0 por 

establecer verdades absolutas las que llama peticionas o 

postulados por lo quo teca a 9US coneepto~, que serian acep

tados por todo hombre racional sin necesidad de pruebas. Asi 

i de O po~tul ados comos EL TODO ES MAVOR DUE SUS PARTES; ES PO

SIBLE TRAZAR UNA LINEA RECTA QUE UNA A DOS DE SUS PUNTOS CUA

LESQUIERA. Las NOCIONES COMUNES fueron expuestos en LOS ELE-

MENTOS, y basán~c~= ~n e!!~~¡ ~uclide~ procedió medi•nte un 

sistema de razonamiento lóqico y deductivo a probar un• mul

titud de teoremas para describir las propiedade5 de la~ figu

ras geom~tricas. 

Proclo afirma que Euclides coordinó mucho del trabajo 

de Eudoxo, perfecciono la obra de Teeteto, y evoco en irre

futables demostraciones lo que otros habian demo•trado de ma

nera despreocupada, e~to es, LOS ELEMENTOS, 90n el re~ultado 

de la recopilación y ordenación si~temAtica de Jos trabajos 

anteriores de una sucesión lógica de 46~ PROPOSICIONES, acom

pañadas de POSTULADOS y DEFINICIONES. 

Contre\rio a la impresión popular, muchas de ~sta.B pro

posiciones tratan, no de geometría sino de teoría de los nó

meros y álgebra griega. 
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IV.3.2 LIBRO I. 

El LIBRO ! principia con la5 definicionea, po5tul•dos y 

nociones comune5 preliminares qua van a ~~r utili:ados duran

te toda la obra. Las 48 propo~icionea del LIBRO l Be dividen 

en trog grup6~. Las prtm~rafi 26 tratan principalmonte de laB 

propiedades de triángulos incluyen tres teoremas de con-

gruencia bian conocidos. Las proposicion~5 27-32 establecen 

la teoría de las paralelas y demuestran que la euma de lo~ 

Angules de un triAngulo e~ igu~l a don •ngulos rectos. Laa 

restantes proposiciones tratan de paralelogramos, triAngulos 

y cuadrados, con rofcrcncia~ especi~les a l•s relaciones de 

áreas. La proposición 47 es el TEOREHA DE PITAGORAS. El mate

rial de este libro fue desarrollado por los primeros pitAgo

ricos. Las definiciones de introducción a este PRJMER LIBRO, 

son de carácter descriptivo, y comprensibles solamente al re-

Todo lo demós postulados de existencia y definiciones 

verbales. Los postulados prohablemente una importante 

aportactOn mntódica de Euclides. Los tres primeros tratan ~o

lamente de construcciones cuando se emplea regla y compAs, el 

cuarto sobre la i gua! dad de todos los angul os recto• y el 

quinto es el famoso postulado de 1 as par al el as. Entre las 

nociones comune~, ha tenido mas tarde particular importancia 

el de 1 as partes y el todo, sl rel aci onar!!e con r;al cá.l culo 

infinitesimal. 
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1.2 :En un punto dado 
~onstruir una recta igual 
a otra recta dada. 

,,, Dada una recta delimitada 
construir sobre ella un t rián_ 
gulo equilatPro. 
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1.4:5i dos triángulos tienen 
dos lados respectivamente ¡_ 
guales uno a úno, e iguales 
los áng1Jl0c; c:-orn:u;pondien_ 
tes comprendidos por tales 
rectas iguales, tendran bases 
iguales entre sí}' será un 
tridngulo igual al otro y se. 
rán iguales los ángulos res. 
tantrs,cada uno a su corrs_ 
µendiente: con aquel que 
!>ubtienda lados igual0s. 

1.3:Qadas dos rectas desigu 
les restar de la mayor una 
recta igual a la menor. 



1.ó:Si dos ángulos de un tri_ 
angu\o son igt1ales,los tados 
subtendidos bajo tales án_ 
gules serán también igua_ 
les. 

1.5: En los triángulos isosceles 
los ángulos de la base son 
iguales entre s.i, yJ si5.e prolo 
gan las dos rectas iguales. 
los ángulos de debajo de 
la base serán también igua_ 
les entre si. 
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1.10:0ividir en dos und recta 
delimitada dada. 

1.9:0ividir en dos un ángu. 
Lo rectil i neo dddo. 
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1 13 5¡ un.:i recte \~vo3nt"da 
sobre otra hace ángulos, 
seran o bien dos recto-:; o 
bien igual a dos rectos. 

1.12:0ada une linea recta 
indefinida trazarte, desde 
un punto dado que no se 
halle en la misma, una ti_ 
nea rec1a perpendicular. 
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1.17:En "\Ddo triángulo, dos 
ángulos cualesquiera toma_ 
dois d~ VPZ c;on menoreca. 
que dos recto~. 

111ó En todo triángulo, •i 
si? prolon<;¡n uno de los 
lados, et é!ngulo C)(terno e 
mayor que Cllda uno de 
loco ángulos interno-. y 
opuestos. 
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1.20:En todo triángulo dos 
lados cualesquiera, tomad 
de vez,son mayores que 
et rc~t:?nte. 

1.18.En todo triángulo el lado 
mayor subtiende el ángulo 
mayor. 
1.19:En todo triángulo el án ·
gulo mayor subtiende el 
lado mayor. 
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1. 22: De tres rectas iguales 
.a otrds tres recta5., cons _ 
truír un tria·ngulo 

1. 21: Si dos ro•c tas qUt' par 
ten de los extremos de . 
uno de los lados de un 
triangulo se juntan dentro 
de él, t.ales rect.a5 i&on me .. 
nores en total que los dos 
restantes lados del triáng 
lo, pero el ángulo que co 
prenden será mayor 
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1 28 Si una recta, cayendo 
sobre doli. rec.ta .. hace el 
ángulo externo igual al án_ 
gula interno y opuesto en 
el mismo,. lado o bién si tos 
dos interno<; .. an igua 1 a dos 
rectos, tales rectas serán 
para telas entre si . 

1.27: Si una recta cayendo 
r.obre do,. rectas hace áng 
los alterno"' iguales entre 
o;Í,. ,.er.!n tales rectaia para_ 
lelas entre ._¡. 
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1.'32: En todo triángulo, si se 
prolonga uno U€- to~ !~de~ 
el ángulo externo es ig:.ial 
;a los dos internos y 
opuestos, y los 1 res ángu 
los internos del triángulo 
son igual a dos rectos. 

1.'31~Por un punto dado 
trazar una recta paralela 
a otra recta dada. 
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1.38 :Los 1riángutos coloca 
dos sobre IJases iguales y 
entre las mismas paralelas 
son iguales entre sl. 

1.35: Paral<'loqramos que es_ 
tan !>Obre ta mi!>ma ba>e y 
enire la> misma!> paralelas 
>en iquates en1re sí. 

251 



1.47:En los triángulos r~c
tangulos el cuadrado d~t 
lado que subtiende et ár.gu.. 
lo recto es igual a la suma 
de loe; cuadrados Ce tos lados 
que comprenden el ángulo 
recto. 

1

1.41:Si un paralelogramo tie_ 
ne la misma base qul' un 
triángulo y l'Stán entrl' las 
misma parall'les l'l parale_ 
logramo es doble que el 
triángulo. 



-·n ~• 
-~ 

Piet cndriant. Compaaición Aú~bics. 67 cm. diaQonaJ. 
( 1919). 

253 



tV.3.3 LIBRO II. 

El LIBRO II de la transformación da &reas y el Algebra 

geométrica griega de la escuela pitAgorica. En este libro en-

contramos los equivalentes de varias identidades algebr•ic•s, 

como por ejemplo la propoaición b que algabraicamente se tr~-
2 2 2 

duce come Ca + b ) ..,. e _... 2"'b + b y QUI:? q~om~tri cemente se re-

presenta en la figura 

b 

a b 

b 

a 

área d~l cuadrado total 
2 

<a + b) 

Area d•l cuadrado chico a b
2 

2 
area del otro cuadrado = a 

Por todo ello, U5aJ1do la propiedad B:ditiva del Area, 

obtenemos a 

Al final del libro hay do~ proposiciones que establecen 

la generaii%aci6n del TEOREMA DE PITAGORAS que conocemos ac-

t~almente como LEY DE LOS COSENOS. Consta de dos definicione9 

y catorce proposiciones. La proposición 11 de este libro con-

tiene la forma de dividir segmento sn MEDIA y EXTREMA RA-

ZON, es decir. SECC ION AUREA. 
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1 
Piet Mondriant. Composición en Rojo y Negro. 
59x56.5 cm. 1935, (Gal~r!a S1dney Janís, New-.York) 
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22: 5¡ se divide al arbi1ro 
Ufld \iru:-.a i€C:~Q el rcctir:_ 
gulo comprendido por ta 
recta entera y por cada u_ 
na de sus partes es igual 
al cuadrado de la recta en 
tera 

2.1: Si d"1das dos rectas, se 
divide " una de ellas en 
en un número cuiilquie-ra 
de parte'} el rectanguto 
comprendido por tate~ dos 
rec 1as es igual a tos rec _ 
tcingulos comprendidos por 
la rec1a. no dividida y 
por Cdda unti de tas rec_ 
tas parciales 



2.7: 5i se corta al arbitro 
una línea recta el cu¿dra_ 
do d'!' la !fn'?a ~n1:'?r~ m~s 
el cuadrado de una de 
las partes tomados de 
vez. son ic;¡(,dl al duplo del 
rectángulo comprendido 
por Id línea en ter a y la 
par te dicha más .-1 cuadradc 
de la otra parte. 

2,4: Si se corta al arbitro 
un4 linea rectl!.. el cuadra_ 
do de la line-a entera es 
igual o los. cuadrados de 
'ª' partc.>s mas el duplo 

del rectanqulo comprendido 
por las partes. 
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2,10: Si se di vid e una linea 
rti~'t~ en do~ y -s::i !~ añad~ 

en recta otr.a recta e·r cu 
drado de ta línea entera 
más la añadidcJ,junto con 
et de ta aiíadida, tom.adas 
de vez,. ~on el doble: que el 
cuadrcX'fo descrito por 1 a. 
línea mitad más el cuadrCJ_ 
do de ta compuE"S ta por 
la mitad y por la añadida, 
tomddas como una sold. 

1
2.Q: Si se é1vide una línea ' 
rec td en par tes iguales y 
desi9u,,les, lo!> cua:::trados. de 
la• parle!> desi9uale• de la 
linea total s.on el doble del 
cuadrc3do de ld mitild de 
la línea entera m.3s el cua_ 

drado de la mitad de la di_ 
ferencia en1 re las dos cla_ 
~e~ de cortas. 

/ 
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2.12: En lo> angules obtu -
s.:ingulos el cuadrado del ~ 
lado que subtiende el ª"- ¡ \"-. 
gulo obtuso es mayor qu<' 
los cuadrados de los lados 
que comprenden el angulo 
obtuso y mayor en el do_ 
ble del rect.:ingulo com _ 
prendido por aquel de 
los lados del angulo obtt.t 
so sobre el que cae 1 a 
perpendicular y por la 
recta exterior que queda 
entre la perpendicular y 
el angulo obtuso. 

2.11: Dividir una recta de mo. 
do que el r<?ctángulo com_ 
prendido por la recta en_ 
tera y por una de sus par_ 
tes sea igual al cuadrado de 
la parte restante. 
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Pi et Hondriant. Ciudad de Nev York IIl. 
113.3x97.5 cm. 1942, (Col. Holtzman, New York}. 
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Pict :·10ndr1at. Compoición en Arcas Coloradas. 

y ContO["OOS Grisc:c.. 
49x60.5 Crl. 1CJ1~·. lColr:>1~ciÓn '!".X E:ll. ZÜrich). 
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IV.3.4. LIBRO Ilt. 

En e~te TERCER LIBRO ~e trata hábilmant~ l~ teoría de 

circulo, destacando el teorema de los ángulos inscritos en la 

circunfere-ncia, al taorema de lrt cuerdil, de la secante y de 

la tangente, formulado y destacado como teorema de la super

ficie, y la mA~ tarde vivamente discutida te~is de que el án

gulo formado por el arco y la tangente sea mC!nor que cual

quier ángulo lineal agudo. Todos estos teoremas los encontra

mos en nuestros textos de geometría de secundaria. Dicho li

bro contiene 11 de~iniciones y 37 proposiciones. 

lV.3.5 LIBRO IV. 

En el Libro IV se encuentran las exposiciones Pitag6ri-

con regla y compás, de polígonos regulares inscritos y 

circunscritos en la circunferencia, en particular se explica 

1.:::. t:~:m~tr11t""("t 6n del PENTAGDNO EOUILATERD Y EOUIANGULO, tprop. 

11 ) refiri~ndose a la proposiciOn 11 del LIBRO tt, que trat~ 

el problema de la SECCION AUREA. En este libro tambi~n 5e 

menciona la con-;;truccion de triángulo que tenga cada uno 

de los ángulos de la base doble del restante < prop. 10> que 

el mismo que el TRlANGULO SUBLIME. 

El libro consta de 7 de~iniciones y 16 teoremas o pro

posiciones. 



OEF.3.2:0icese que una 
recta es tangente i!l circulo 
cuando toca· al circulo y 
prologandola no to corta. 

OEF.3.1: Círculos iguale• •on 
aquellos cuyo• diametros 
son iguale'> o cuyas <lineas l 
desde el centro -:.on iguales. 

X 
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X 

DEF. 3.4: En el circulo cf1cese 
que las r~c~as distan igua_ 
lmente del centro si las 
µerpenc.Iicu~are<.:> trazadas 
desde el e.entro a las mismas 
son iguales. 

DEF.3.3:Dícese que los cir_ 
e ulo'i !;On tangentes mutua_ 
mente, cuando t¡e tocan mu_ 
tuamente y no $e cortan 
mutua mente~ 
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O E F. 3.6: Segmento del cir _ 
culo e~ \~ figura !imitad~ 
por una recta y por la pe_ 
riferia del circulo. 

DEF.3.5;0icese que dista 
ma$ aquPUa ~obre la cual 
cae la p<>rpendicular mayor. 

X 
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DE F.3.8: Angulo en el seg_ 
mento es el ti mitado por 
las rectas trazadas desde un 
¡:::ur.to a la ;:,critc:-i.:: dd o;~g- 1 mento a los extrenoo; de la 
recta que ~s base del seg_ 
mento 

DE F.3.7:Angcllo del o;,egmen_ 
to es .-1 limitado por una 
recta y por la periferia del 
círtulo. 

X 
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DEF.3.10: Sectcr del círculo 
es la tigura limitada por 
las rectas que limitan el 
ánoulo c.onstruido en el 
cen'tro y por la periferia 
comprendida por ellas. 

OEF.3.9:Cuando las rectas 
que forman el angulo cor_ 
tan algúna periferia, dice_ 
se que el ángulo con~iste 
en ella. · 
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Composicion de algunas 
de las definiciones del 
libro tres. 

DE F. 3.11:Segment0< círcula_ 
res semejantes son los 
abarcan a'ngulos iguateo; 
o aquéllos en que los án_ 
gulas son iguales. 



/ 

3.2:La línea trazada entre 
dos puntos, tomados al aca· 
so sobre la periferia del 
círculo, caerá dentro del 
circulo. 

3, 1: Encontrar el centro dt' 
un circulo dc!do. 
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3.9: 5i. se t_orn.a un punto 
en et 1r.ier:cr._del ciicu~v 
y desde este punto se 
conducen al circuló más 
de dos rec tai:. i·gu u tes., el 
punto tomado es e: cen_ 
tro del círtuto~ 

l3: 5i un.a rect" por el 
centro del circulo divide a 
otrd(quel nolpasal por el 
centro en dos p"rtes igu 
le!>, t.ornbién la cortd ~n 
d'ngulos rectos, y, si l.o cor 
ta en án9ulos rectos/ tam_ 
bicin !a cor ta en dos p"'.ar _ 
te!> igudles. 

---..~-
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1 J.i~:Cn ·u~ drcutc ta~ rt>ttas 1 
iguales distan lo mismo det 
cent ro y las. que distan lo 
mis.me del centro son igua_ 
te-s entre s.í. 

3.12:Si dos círculos se cortan 
mutuam~ntr por Tuera, ld 
ret ta. que une sus tentr 
Ir.o por e\ pun1 o de con_ 
tdcto. 
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3.22: En lot; i:1...!::!Crltá-tc:-c:. 
puestos en los. c.irculos 
los ánqu !os o pues. tos s.on 
iguales a dos rectos. 

3.1~: Si una rec·la es. tan_ f 
9i:>nte <11 círculo. y desde 
el centro al p.into de con 
1ac1o se tr.azia una recta, 
la rect~ trazdda ~s per_ 
pendicular a la tangente. 
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3 32 Si una recta es tangen. 
ti" ot dr::uto ;• cl~<l~ el pun_ 
to de contacto se traza una 
recta que corte al c:ircuto / 
los ángulos que esta haga 
con la tangente seran igua_ 
les a los ángulos que se 
forman en los segmentos 
alternos. 

3 31 En un círculo el áng\Jlo 
puest~ Pf1- el semicircuio (l>S 
recto, .. el qut> está en el seg_ 
mento ·mayor es. menor que 
el rec(6, E'l que está en el 
segm~nto menor es mayor 
que el recto, y además, el 
ángulo -del segmento mayor 
es mayor que un recto, el 
del segmento menor., menor 
que el recto. 
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·• 3.3ó ~ 51 Se~ 1:om~ • ... m punto 
fuera del círculo y desde él 

·se dirigen das rectas hacia 
el círculo, y de tas cuales 
1Jna cor ta al círculo y la o_ 
tra lo toca, Cel rectangulol 
comprendido por toda la se_ 
cante y su parte exterior 
tomada entre el punto y la 
periferia convexa será igual 
al cuadrado de la tangente. 

A 
11 

3.3S:5i en un circulo se cor_ 
tan dos rectas mutuarnente, 
el rPctángulo comprendido 
bajo los ángulos segmentos 
de una es igual al rectangu_ 
lo comprendido entre los 
segmen:os de la otra. 
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4.4:1n!itribir un circulo en 
un triangulo dado. 

4.2: Inscribir ~Ji un circulo 
dado un tri:á·ngulo equilá_ 
tero o un triangulo dado. 

e 
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4.6:1nscribir un cuadrado 
en un círculo dado. 
4.7: Circunscribir un cuadrado 
alrededor de un e irculo dado. 
4.S:lnr:;cribir un circ.uto en un 
cuadrado dado. 
4.9-.Circunscribir un cfrculo 
alrededor de un cuadrado 
dado. 

" .. 5:Circunscribir un círculo 
a un triángulo dado. 
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4.14•Circunscribir un cír
culo alrededor de un pen
t agono que sea ec¡uilate 
equiangulo. 

4.11: Inscribir un pentagono 
ec¡uilatero y equiángulo 
en un circulo dado. 
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4.16:1ns.cribir en un circulo 
da do un p .. nt a decágono 
equilatero y equiangulo. 

4.15::,-,:;.~n~agonci 
equilatero y equiángulo 
en un circulo dado. 
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IV.3.6. LIBRO V. 

El LIBRO V da una exposición magi5tral de la teoría de 

la proporción como la originó Eudo><o. Egta tl:!or!a aplicable a 

magnitudes inconmensur<'-Wli=o;;, ruc l.:: qwe resolvió un escánd"'-lo 

lOgico creado por el descubrimiento pitAgorico de los nómaros 

irracion~les. Haciendo uso de las proposiciones de este li

bro, se justifican las propiedades de las figuras semejantes 

tratadñ= en el libro VI. Contiene además las leyes de distri

butibilidad ,'"aspecto a la !luma y al producto, y la ley a!!!lo

ciativa para la multiplicacion. Consta de 20 definiciones y 

25 proposiciones. 

IV. 3. 7 LIBRO VI. 

Este libro aplica la teoría eudo~iana de ia propor ciGn 

a la geometría plana. Aqui hallamos teoremas fundamentales de 

triAngulo5 semejantes y construcciones que dan la tercera, 

cuarta y media proporcionales. Tambi~n ~ncontramos una solu

ción gaométrica a las ecuaciones cuadr.1ticas, y la proposi

ción de que la bisectriz interna de un Angulo de un triángulo 

divide al lado opuesto 

otros dos lados. 

dos segmentos proporcionales a los 

De gran importancia es el tratamiento de las ecuaciones 

da segundo grado apoyAndose la generalizaciOn del TEOREMA 

DE PlTAGORAS que ha introducido Apolonio, dAndole un ~entido 

nuevo, esto da lugar a que se descubra el paralelogramo m.i:d

mo entre tados los del mismo perímetro conservando los mismos 
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Es precisamente este libro donde se defin~ la SEC-

CION AUREA como: Dado un segmento de recta cortado en extrema 

y media razón, entonces, TOCO P.l segmento es a la parte HAYOR 

como la parte MAYOR es a 1 a MENOR. Cdef. :S> 

Su contenido es de.4 definiciones y 33 proposiciones. 

IV.3.8. LIBROS VII, VIII y IX. 

Estos contienen un total de 102 proposiciones, en ellos 

so tratan los elementos de la teor'a pitagórica de los nóme

ros, sobre todo el algoritmo de Euclides, para determinar el 

máximo coml'" divisor y el mínimo común multiplo. Ader/\á.S ap,;;,

rece la demostración de la descomposiciOn anica ~n factores 

primos, la aplicación de los cálculos de segundo grado a po

tencias y raí ces, 1 a suma de 1 a. progresión geom~tri ca con nú

mero de términos limitados y la demostración de la existencia 

de infinitos nUmeroS primos. A continuación sigue la vieja 

teoría de lo par y lo impar. 

~n estos libros hay muchos teoremas elegantes respecto 

a teoría de los n~meros naturales, pero, puesto que tenemos 

que tratar de geometría no presentamos ninguno de ellos. 

IV. 3. 9. LlSRO .... 

El LIBRO X trata de irracionales, esto es, de segmentos 

rectilíneos que son inconmensurables respecto al segmento 

recti 1 i neo d.:tdo. Aquí Euc:l i des se propone como meta determi -

nar el tipo de irracionalidades que se encuentran en el cál

culo de los CUERPOS REGULARES, para resolver las condiciones 
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bajo las cuale9 se puede prescindir d&l uno da ralees. Entre 

sus teoremas importantes encuentra la proposición 2, que 

dices Las magnitudes son inconmensurables cuando al aplicar

les el algor1tmo de Euclides, el nú.me:-o de términos de óoZ.te, 

e~ infinito. Es 91 libro mAs largo de LOS ELEMENTOS, pues 

con~ta de 11 definiciones y qb proposiciones. 

IV .. 3.10. LIBROS XI, XII y XII[. 

Los siguientes tres últimos libros, corresponden a lo 

que se e)(pone un prim•r curso de geometria del ESPACIO. 

con ~xccpción a lo relativo esferas, que se encuentra co-

mdnmonte en los textos de preparatoria actuales. Las defini

ciones, los teoremas acerca de rectas y planos en el espacio, 

y los teoremas relativos 

el LIBRO XI. Los vólumenes 

paralelepípedos se encuentran en 

tratan hAbilmente en el LIBRO 

~!!, ·,·l.::.= :::::m=t:"l!!:::!ene~ de ln""' r.1NCO POLIEDROS REGULARES 

es~án dadas en ol LIBRO XIII .. 

281 



IV. 4. EL METODO EUCLIDEO. 

El METODO EUCLIDEO que actuaimente ~n prefiere deno

minar METODO AXIOMATICO, consiste en enunciar previamente los 

¡;upuesto& e hipótesis básicos sobre lo5 que se construirá la 

ciencia o doctrina y edificar luego ~stn en forma rigurosa-

mente deductiva. 

Sus CINCO POSTULADOS constituyen los fundamentos espe

cialmento geomé'tricos y su función consiste en fijar la e><is

tencia de modo ónice de los entes fundamentales: PUNTO, REC

TA, CIRCÜNFERENCIA, tres de estos postula.dos aseguran la 

existencia y unicidad de la recta, de un segmento prolongado 

indefinidamente cuar:ido se dan dos de sus puntos, otro de 

ellos fija esa existencia para una circunferencia de centro y 

radio dados y el quinto po5tulado establece la9 condiciones 

para que dos rectas sean paralelas. 

IV. 4. 1. POSTULADOS DE EUCLIDES. 

Los CINCO POSTULADOS que Euclides expone en su sistema 

son los siguientesz 
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POS.2:Prolongar por contL 
nuidad en he na re et;, una 
recta delimitada. 

POS.1:Trazar una linea recta 
desde un punto cualquiera a 
otro punto cualquiera. 

-----=----------------



! POS.3:Para cada centro '! Í 
1 radio de-zcribir su cirtuto. 

r 

POS.4: todos los angu..I 
1 1 L 

loe; rectos son iguales en- 1 .. 
tre sí. 

h 

h 

h 
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POS.S: ,.¡ una r1>ct.:o 
incide -.obre do; rectas, 
hace ángulos internos y 
de la mism11 parte menores 
que dos rectos, prolonga_ 
das esas dos rectas; al in
f_inito coincidiran. por la 
parte en que e<>ten los 
ángulos menore que dos 
te e tos. 

IV. 4. 2. NOCIONES COMUNES. 

La diferencia básica entr~ los POSTULADOS y las NOCIO-

NES COMUNES radica en que los POSTULADOS tratan especialmente 

de la GEOMETRIA <líneas, ángulos, figuras, etc.> mientras que 

las NOCIONES COMUNES, no hablan de na.da e)(c} usi vamente geomé-

trice, sino que 5on más gent::'rc1.i. tt~. Las NOCIONES COMUl"lES tr.'.l-

tan de igualdad de magnitud, noción que puede emplearse en 

examinar muchos a~untos, además de la geometría. 

Lns NOCIONES COMUNES son las siguiente5: 

1) Las cosas que son iguales a la misma cosa ~on tam-

bién iguales entre si. 

2) Si a cantidades iguales se añaden a cosas iguales, 

Jos totales ~on igual~s. 
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los totales son 1gualew. 

3> Si cantidades iguales se restan de coeas iguales los 

restoa son iguales 

4> Las cosas que coJnciden una con otra son iguales en-

tre si 

5) El tcdo es mayor que la parte. 

Tilnto l on POSTULADOS como las NOCIOME!S COMUNES !!on ver-

dades evidentes, que no necesitan ser demostradas, y son ~S

tas quienes constituyen la base sobre la cual puede descan6ar 

la deinostraci ón de otras leyes geométri eas me!nos el aras. 

IV.4.3 DEFINICIONES. 

"Euclides qui ere asegurarse de que cada uno de sus TEO

REMAS GEOMETRICOS esté demostrado de manera 1 Ogicamente con

clusi va. Pero hay también otro aspecto de su b~squeda de ri

gor. Euclides se interesa también en sistematizar los tórmi-

nos que se emplean 

rarse de quQ el significado de cada uno de e~tos tórminos es

tá fijado adeeuudamente. Es punto cardinal del METDDO DE 

EUCLIDES intentar la OEFHIIClON de cada término ante:; de 

usarlo, en parte por un puro deseo de claridad y un afán de 

asegurarse r:le que el significado de cada termino esta fijado 

adecuadamente.'' <IV.2 > 

Pi di O pues Cucl i des qurJ su sistema drJ .1erdades estuvi e-

formulado en DEFINICIOMES, NOCIONES CO?'IUNES y NORMAS DE 

ACCION GEOMETRICli Cr·P-gl as de const·rucci On> o rOSTUl.AODS. Lo 

pi di 6 porque el entendimiP.nto griego notaba el conocer como 

pasión o aficit'ln, c:'ual enc~ndilr:\miento onte la verdad, no 

cual acc:i On. 
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He aqui algunas de las defínicione• que se dan ~n el 

LIBRO I de LOS ELEMENTOS: 

1> PUNTO aquello que no tiene partes. 

:2l LINEA longitud Min anchura. 

3) Extremos de linea puntos. 

4> linea RECTA aquella que descansa segón igualdad 

sobre sus puntos. 

5) SUPERFICIE es lo que tiene solamente longitud y la-

titud. 

8) Un ANGULO es la inclinar-ión respectiva de dos líneas 

en un plano, que se tocan la una a la otra, y que no descan

san las dos sobre una recta. 

10> Si cuando una línea recta corta a otr~ línea recta 

y forma ángulos adyacentes iguales entre si, cada uno de los 

ángulos igu&les se llama RECTO y la linea recta que incide 

sobre la otra se llama PERPENDICULAR a ésta. 

11> ANGULO OBTUSO es el ángulo mayor que el ángulo rec-

to. 

12> ANGULO AGUDO es el ángulo menor que el recto. 

13) LIMITE es lo que sea e~tremo de algo. 

14) Una FIGURA es lo que se hal 1 a contenido por cual -

quier limite o limites. 

15) Un CIRCULO cs figura plana contenida por una 

linea tal que todas las lineas que la cortan procedentes de 

un punto de los que están contenidos 

entre si. 

la figura son iguales 

16) A dicho punto se le llama CENTRO del círculo. 

17) DIAMETRO es una recta cualquiera que se haga pasar 

por el centro del circulo, y que corta a ~ste ~n dog partes i 
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guales. 
/ 

18) Un SEMICIRCULO es la figura comprendida por el dia-

metreo y la parte de l~ circunferencia que subtiende al di~-

metro. 

19) Un segmento de círculo es la figura comprendida por 

recta y por la circunferencia del circulo; el 9emicirculo 

siempre sera mayor o menor que el segmento. 

20> De las figurag las que e9tan limitadas por lineas 

son rectilíneas; las limitadas por tres rectas se llaman 

TRILATERAS; las limitadas por cuatro rectas CUADRILATERASJ 

las limitadas por más de cuatro ractas MULTILATERAS. 

21) Entre las figuras TRILATERAS el TRIANGULO EQUILATE-

RO es aquel que tiene sus tres lados iguale~, el TRIANGULO 

ISOSCELES es el que ti~ne dos de sus ladcs iguales y e! 

TRIANGULO F-SCALENO es el que tiene sus tres lados desiguñles. 

De ei=;tas figuras trilateras el TRIANGULO RECTANGULD aquel 

que tiene ángulo recto, el TRIANGULO OBTUSANGULO es aquel 

que tiene ángulo obtuso, el TRIANGULO ACUTANGULO aquel 

que ti ene sus tres él.ngul os agudos. 

22> Entre las figurag CUADRILATERAS el CUADRADO es 

aquel que tiene sus cuatro ángulos iguales y 1 ados igua-

l&?s la.mbi éo, el RECTANGULO eos aquel que tiene g,us cuatro .tn-

gul os igual e'3 y no es equi 1 a.tero, el ROMBO es equi 1 aterc, y no 

equiángulo, el ROMBOIDE es aquel que tiene eus lados y sus 

ángL1l DS opuPst o=: i gu._11 es entre si y que no es equi la tero y 

equiángulo; las otras figuras cuatrilateras que no son las 

anteriores se llaman TRArEcros. 

23> Son RECTAS rAR'ALELAS aquel l 4\s que , encontrándose 

en el mismo plano y siendo prolongadas indefinidamente en 

bas direcciones, no se encuentran en ninguna dirección. 
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IV.4.4. TEOREMAS O PROPOSICIONES. 

El punto de partida para poder realizar una demostra-

ción en geom~tria euclidi~n~ nos lo proporcionan precisamente 

los POSTULADOS, LAS NOCIONES COMUNES y LAS DEFINICIONES. To-

dos los demás principios de la GEOMETRIA PLANA y de la GEOME-

TRIA DEL ESPACIO se siguen necesariamente de estos supuestos 

bAsicos. En LOS ELEMENTOS las cosas demostradas son de dos 

clases. Algunas son leyes universales como por ejeetplo la 

proposición 17 del libro I que dice: LA SUMA DE LOS ANGULOS 

INTERNOS DE CUALQUIER TRIANGULO ES IGUAL A DOS ANGULOS REC-

TOS. O la proposición 47 del libro t que 9e cnunci~ como si-

gue: EN L06 TRIANGULOS RECTANGULOS, EL CUADRADO DEL LADO 

OPUESTO AL ANGULO RECTO ES IGUAL A LOS CUADRADOS CONSTRUIDOS 

SOBRE LOS LADOS DEL ANGULO RECTO. <que es lo mismo que el 

TEOREMA DE PITAGDRASl. Sin embargo, hay otros teoremas 

~ormulados como leyes universal~~, ~inn r~~~ent~do= ~~= b¡~n 

como tareas a realizar; Un ejemplo de ellos 1 a proposi ci 6n 

del libro Jll que dice: ENCONTRAR EL CENTRO DE 1Jt4 CIRCULO. 

Para tener una vis10n del m~todo de Euclides, vea~os 

tratamiento de la proposicion 1, LIBRO I. 

CONSTRUIR UN TRIANGULO EQUILAT~RO SODR~ UNA LINEA RECTA 

FIN ITA DADA. 

11 Sea AB la linea ~inita dada. 

A B 
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2> Con centro en A y radio AB se traza el c{rculo BCD 

Cpostul &do 3). 

e 

A 

D 

3) Nuevam~nte con c~ntro 

circulo ACE (postulado 3). 

B 

B y ~adio BA se traza el 

i3 
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4> A los puntos donde los circules se encuentran leu 

ponemos e y F. 

8 

o 

5> Se unen eon líneas rectas los puntos A con C y B con 

e (postulado 1 ). 

() E 
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ó) Digo que el triángulo ABC os equilátero. 

Lo que me queda por hacur, en d•11tOatrar que la afirma-

cien ó> es cierta. 

Demostración a 

a) Puesto que el punto A es centro del círculo CDD, AC 

es igual a AS ( segón la definición 1~>. 

b) Y puesto que el punto Bes centro del círculo CAE, Be 

ea igual a BA Csegón la definición l~). 

e> Pero ya se demostró que AC es igual ~ AS y que SC es 

igual ~ EA, o sea que cada una d& las lineas rmctas AC y CB 

es igual a AB. 

d> Por lo que AC igual a CB (s9gón la noción comón 

1). Es decir que las lineas AC, AB y BC, son igual~ entra 

si. 

e> Luego el triángulo ABC e~ equilatero, y ha sido 

construido sobre la linea recta finitrti dada AB. 

FUENTES DE INFOAMACION. 

Cap[tulo IV. 

(IV.1) Juan David García Bacca. ''Introducción Filos6Fica a los 

Elementos de Geometría de Euclides". p.LIII en OBRAS COMPLETAS 

DE EUCLIDES. ELEMENTOS DE GEOMETAIA. Libres I y II. UNAM. Méxi

co, 1944. 

(IV.2) Stephan Barker. FILOSOFIA DE LAS MATEMATICAS. Edit. Uthea, 
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V.- GEOf'tETRIAS NO-EUCLIDIANAS. 

V.1. LA RENOVACION DE LA GEOHETRIA EN EL 

SlGLO XIX. 

Entre las ramas de las matemáticas, la importancia de 

la GEOMETRIA ha ~ido la que m.1~ h.:i. V.:!r-i~do a través d~l l:iPm-

po. Parece ser que tuvo origen el arte de la medición, 

ya en la ~poca griega le atribuyó el estatuto de una dis

ciplina situada en la cóspide de las actividades matemáticas 

de e~a ~poca. Con Eur.lides 

nitiva del espacio pero, 

convirtio en una ciencia de*i

la caída del imperio romano, la 

actividad del matemático se orientó hacia direcciones tales 

como el álgebra o la trigonometría. 

"durante la Edad Media y la Epoca del Renacimiento, re

apareció tímidamente en las obras de este periodo, aunque 

una nueva faceta de la geometría manifesto en los trabajos 

d~ los pintores, quienes tenían una neces1oaa perenccria de 

técnicas y reglas convencionales para representar configura

ciones espaciales de lineas y de puntos en el plano." ( v.1 ) 

En medio de esta fascinación, los pintores del Renaci

miento empezaron a darse cuenta del importante papel que de

sempañaba la geometría para alcanzar la PERSPECTIVA óptica. 

Pues hasta entcnces 1 al tema principal de cada cuadro se le 

había dado un tratamiento prominente. 

En los principios dol siglo XVII, la GEOMETRIA pasa a 

ocupar un lugar preponderante 

la época, sobre todo gracias 

la actividad matemática de 

los trabajos originales de 



Fermat y Descartes. En esto mismo siglo s• elabora un &Studio 

detalladado de las persp~ctiva•. Degargues y P•ecal encuen

tran un cierto nümero de t~oremas ~unda1n2ntales que les per-

miten establecer las basas de la GEOMETRIA PROYECTIVA. 

Con esta geometría. se hacen loa primeros intentos 

tamAticos de la PERSPECTIVA 

forjó un ferviente clima intelectual en Florencia y del cual 

ae valieron los pintoree de la •poca, para crear una realidad 

sólida sobre lienzo& planos que se extendió rApidamente por 

Europa antera. 

" El primer gran exponente de la PERSPECTIVA al Norte 

de loa Alpes fue Alberto Durero. Este gran artista aleman 

i~aoinaba Dl lienzo co~o una gr•n pantalla de vidrio donde el 

artista puede copiar literalmente papel cuadricul•do la 

imagen que observa a tr~vés de un vidrio rayado igualntente." 

e V.2 

Un grabado en 11\0d«o de Alberto Dunf'o m1.1e1ho un ortisto ntudiondo un no::rzo. 
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En 1700 11111 laya&o d• l• P..,..•prct1v.a .. ,...n t•n conocida• 

qu• laa ar-tlut.•• aa diver-t.l•n con obr-•• •whibtciontst..,,. talos 

como la pa.rodi• da Williain Hogar-t lper-spect.tva l•l••>. 

William Hogart. Perepect.iva Palea. 1700. 
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Una vez a;otadaa las po&ibilid•des que proporcionaba la 

perspectiva a loa artiutas, estos empiezan a incursionar en 

otros campos, mientras los trabajos de Qgsargues y Pascal son 

olvidados hasta que Mange y su escuela se dedican a la difi

cil tarea de revalorizar la g&omet!a mt!diante aportaciones 

nuevil!i. y 1 lenas;, de promos;.a~. Pero en al siglo XVI '!le etJtable

co la controver~ia entre lo• defensores de la utilización 2K

clusiva de lo& métodos geométricos y lo~ que recurren al ál

gebra y al analisis para tratar la geomotria. 

En en esta época, cuando auroe la renovación de la GEO

METRIA PROYECTIVA, con el estudio de las propiedades geomé

tricas que se con!i.ervmn en la. PROYECCION CENTRAL o PERSPECTI

VA de un cuadro. 

Y no es, si no hasta el siglo XI X cuando nacen i as GEOME

TRIAS NO-EUCLIDEAS con Gauss, Bolyai, Lobachevgki y Riem~nn. 

Finalmente cabe decir decir que Riemann fundó verdade-

fluenciado por l~ teoría cantorians de conjuntos, por la teo

ria de los números reales y por la teoría de funcion~s de va

riable real. 

El propósito de este capitulo será discutir la GEOME

TRIA DE CUATRO DIMENSIOMES y las GEOHETRIAS NO-EUCLIDIANAS. 

Temas que no m~s al l A de la comprensión de cualquier 

no-matemático que esté preparado para realizar un razonamien

to correcto. Las ideas básicas sobre las que se fundan estas 

geometrias son sencillas y esto es lo que nos proponemos d~

mostr,ar. 
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V.2. GEOHETRIA OE CUATRO DIMENSIONES. 

"Una GEOMETRIA DE CUATRO OIHENSIONES es un Juego, tam

bién lo es la GEOMETRIA de EUCLIDES. Poner reparo& a l~ GED

METRIA DE CUATRO DIMENSIONES basándose en que solamente hay 

tres dimensione& es absurdo". < V.3 > 

El concepto de CUARTA OJMENSlON generalmen~e estA rode

ado de misterio y deseen-fianza, pues para nosotros criaturas 

que poseemon longitud, altura y ancho, es un atrevimiento ha

blar de eopacio de CUATRO DIMENSIONES, parece impo~ible 

imaginar un SUPER ESPACIO GEOMETRICO aún utilizando toda 

nuestra inteligencia tridimensional. 

La noción de CUARTA DIMENSION, aunque precisa, es muy 

abstracta y, para la oran mayoría, astA mAs allá de la imagi

nación y en la región mA~ pura del conocimiento. 

A pesar de que el concepto de CUARTA DH1ENSION presento 

controvecia entre len diferentes sector~s de la ciencia y del 

arte durante finales del siglo pasado, fue tema de inspJra

ción para que se realizaran todo tipo de alegorías y ficcio

nes para instar y halagar a los que dudaban. A fin de hacer 

más aceptable la idea de las CUATRO DIMENSIONES, algunas no

velas describían cuan imposible parecía un mundo de tres di

mensiones a ser•s que vivieran en un mundo de dos dieenslo

nes, hubo cuentos de aparecí dos, de gol peci tos en la mesa y 

del pain de los muertos etc. 

Ptolomeo seiíalO que podían tra::arse e1i el espac1 o tres 

rectas perpendiculares entres!, pero una cuarta rect~, per

pendicular a ellas, carecía de medida o profundidad. Otros 

matemAticos no deseando arriesgarse comnter una h2reg!a 

contra Euclides advirtieron que ir más •114 de las tres di-
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men&iones equivalía a ir contra la natural~za. 

En el siglo XIX v~rios matemáticos sobresalientes crea

ron una revolución en la geometría. La.s GEDHETRIAS DE CUATRO 

y má9 DIMENSIONES, llegaron a ser una parte de la• matemAti-

cas relacionadas con muchas otras ramas. 

Finalmente nacieror1 los usos y aplicaciones directas de 

la GEOMETRIA TETRADIMENSIONAL a la fisica, y al Hustituir el 

TIEMPO por la CUARTA OIMENSION encontró que ésta resolvía 

muchos da los enigmas del Universo. A t~l punto se perdieron 

los matomáticos an el júbilo general, que algunus de ellos 

comenzaron a hablar de CUARTA DIMENSION, dando as! lugar a 

que fuese una realidad fisica, como un nul:!vo elemento. As! la 

confusión se extendió desde las mátem.t..ticas hasta 1.:: gramáti

ca, desde los principios del dos m/ls dos hasta la ciencia de 

los usos correctos del articulo definido e indefinido. 

Evidentemente, en las obras de arte se reflejaron tam-

bién estas condiciones e impresiones espaciales en las que se 

encontraba el cre.acior. ''Lui. Litulü~ .:l;:: !.:::.::; ::::=:"""~::. i:omo por 

ejemplo CONSTRUCCION ESPACIAL EN LA TERCERA V CUARTA Dlt'IEN

SION, de Antoine Pevsner MODULADOR DEL ESPACIO, de Laszlo 

Hoholi-Nagy, subrayan que, en la práctica artística de nues-

tro siglo, se trata frecuencia de "rel aci enes espacial es 

llenas de sentido", para expresarlo con cierta agudeza. Ac

tualmemte el espaciD ya no se concibe como una condición abs-

tracta e inmutable de formas materiales, sino que se conside-

ra como un resultado especifico del proceso configurativo." 

( v. 4 ) 



Y.3. UN YIAJE POR EL HUNDO DE DOS DIMENSIONES. 

Imaginemo$ que de pronto caemos en un mundo donde todas 

las criaturas que lo habitan son planas. Dicho mundo lleva el 

nombra de PLANOLANDIA. Algunos de gus habitantes son cuadra-

dos, otros &on triángulos, hay quienes se encuentran in~ersos 

en RECTANGULOS AUREOS, alguno$ tienen formas más complejas. 

Todoa los meres de PLANOLANDIA tienen ANCHURA y LONGITUD, pe-

ro carecen de altura, conoc&n la derecha y la izquierda, el 

delante y atrás pero no tienen idea de lo que es 21 arriba y 

el abajo., 

La pregunta es ¿como vería un cuadrado de PLANOLANDIA a 

otro cu•drado que estuviera Junto? La respuesta es sencilla~ 

le parecería que su compañero otra cosa, mas que un 

segmento de linea. Para poder ver los otros ladog de su cole-

ga tendría que dar paseo alrededor de éste. Sin embargo, 

para los seres de tres dimensiones esto es un enigma, pode 

mos conocer los cuatro lados del cuadrado, sin tener que ro-

dearlo, y sin dificultad observamos lo que se encuentra den-

tro de él .. 

Si vi vi ~t>omo~ un mundo de des dimen&icnes nuestra 

sería una figura plana, como la que muestra la fig~ra: 

1 J ' '} l A 
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11 Entrando por la puerta A, estariamog a salvo de nues

tros amigos y enemigos una vez cerrada la puerta, aú.n cuando 

no hubiese techo $Obre nuestra cabeza y las parede» y las 

ventanas fuesen simplemente l :C neas. Encci.ramarse por cmci ma de 

éstas, &ignificaría salirse del plano entrando una tercera 

dimensi on" ( V. 5 > cosa que para los habitan tes de PLANOLANDIA 

es imposible. 

Perten~cer a una familia de criaturas bidimensionales 

an algo práctico, pues Jos seres de PLANOLANDIA tienen fren

te, espalda o perfil, pero no c5tán dotados de los tres atri

butos a la vez. Supongamos que conocemos dos amigas bidimen

$ionales. una de ellas tiene frente, y la otra perfil. La 

niña que tiene frente y perfil, se pueda llevar a la 

boca los dulces que sostiene en la mano, mientras que su ami-

ga Dina, que es gatita puede comerse uno a uno, todos los 

dulces de Alicia, pero sólo puede caminar hacia la lzquierda 

y tiene que rQtroceder para moverse hacia la deracha. 

Dina es animalito de perfil que mira siempre hacia 

izquierda, si existiera otra gatita que m1rara a la dere

cha, no ~ería Dina, sino otra gata muy diferent~ aún cuando 

pareciera que estamos viendo el otro perfi 1 de Din<". Pu~sto 

que ambos felinos estAn limitados a la superficie serian jus

tamente tan distintas desde el punto de vista bidimensional 

como el guar;te derecho y el izquierdo de nuestro espacS o 

mUn, ya que no podemos superponer una gatita izquierda a una 

derecha, pues para poner juntos sus hocicos y sus c:ola5, ten

driamos que poner una de ellas al revés y así tendríamos que 

sacarla de la superficie y hacerla girar sobre el espacio, 

cosa que en PLANOLANDIA fácil hacer. Pero si ~e pudie-

ra, tendríamos que Dina y la otra gata serian la misma. Por 300 



analo~ia •~ podria decir que un guantm derecho ue podriA con

vertir en izquierdo aac~ndolo de nue•tro espacio, hacia la 

CUARTA DIMENSION y girándolo do un modo adecuado ~ntes de 

traerlo de nuevo a la TERCERA DIMENSION. 

Un dia un ser tridimensional lleg& a PLANOLANOIA y se 

queda mirando desde arriba, al ver a un jardinero d~ forma 

oblonga y aplanada entra a su casa, el ser tridimensional que 

es un Gato de Cheshire en 

nal decide saludarlo. 

gesto de amistad interdimensio-

_¿como astas?_ le dice •l Jardinero. 

Al oir lo cuel • ésto, mira por todo su jardín y no ve a 

noadie. Peor todav:ia1 se imagina que el sonido que ent.ra desde 

arriba es una emanación de su propio cuerpo plano, una voz de 

su interior. La familia a estado algo chiflada, piensa quizás 

para dar5e ánimos. 

Cl G~t~ de ChP~hire al ver que ha desafiado al Jardine

ro sonrie y asi Honriendo de~ciend~ a PLANOLANDIA. Sólo puede 

verse una sección de ól• si se desliza empezando por la punta 

de la cola aparece como punto y lue90 como rodajas cada 

ves mayores, hasta terminar por la 9onrisa. 

El jardinero que no es mAs qua un Naipe de irébolo~, ve 

que aparece un punto en el jard:in que es un lugar cerrado de 

su mundo BIDIMENSIONAL, que crece lentamente hasta i·ormar la 

s¡on1bra de un gato. Lo que al naipe le parece es que ha visto 

un ser de forma cambiante y e~traña que ha 5urgido de la NA

DA. El gato desafiado por }¿obstinación de las figuras pla

nas, da un golpe al naipe y lo eleva por los aires, revolo

teando por esta misterios~ TERCERA DIMENSION. Al principio el 

jardinero es incapaz de entender lo que le sucede. ya que to-
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do eao e& alQO que •scapa totalmente de nu experienci~, Pero 

al final se da cuenta que mira a Pl~nolandia desde ARRIBA, 

ahora puede ver el interior de las habitaciones cerradas, 

puede ver el interior de sus congP.neres planos. Est~ contem

plando su universo desde otra perspectiva, ~nicD y arrollado

ra. El viaje por otra e11mensión of1-eco :::cmo •1ent~.!" adicional 

una especie de vi~ion de r~yos X, al final el naipe desciende 

lentamente hasta la superficie como una hoja que cae. Desde 

el punto de vista de los habitantes de PLANDLANOIA, el Jardi

nero desapareció inexplicablemente de un Jardin cerrado y 

luego se materializó penosamente de la NADA. 
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V.4. UN VIAoE POR EL MUNDO DE CUATRO DIMENSIONES. 

11 Si para la !Solución de ciertos problemas en dos dimen

siones os c;cnc:i .:il un.::i TERCERA DIMENSION 1 del mi '!!limo modo, una 

CUARTA DIMENSION haría posible la ~olución de otros problemas 

insolubles en tres dimensiones". ( V.6 > 

Si nos transportáramos a un mundo de CUATRO OIHENSID

NEB, no habria ?in a la cantidad de milagros que realizaría

mos, empezando por la rehabilitación de todos los guantes mal 

apareados. Ninguna celda encerrarla al convicto TETRADIMEN

CIONAL, que seria una amenaza mucho máa seria que un hombre 

simplemente invisible. Podriamos tomar nudo y desatarlo 

sin romperlo, con sólo transportarlo a la CUARTA DIHENSJON, o 

bien separar dos eslabones d~ un& cadena sin romperlos. Es

tando en un mundo de CUATRO DIMENSIONES seria posible espiar 

a nuestros amigos y enemigos que viven en un mundo TRIDIMEN

SIONAL sin que estos lo advirtieran Jamás~ Entraríamos y sal

dri.af"los de las habitaciones sin tener que cruzar las puertas 

y mucho manos las ventanas, escucharíamos charlas secretas 

&in necesidad de micrófonos ocultos, y sorprenderi amos a 

nuestros profesores desapareciendo de pronto, cuando su clase 

es aburrida. 
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V. ~. UN VIAJE POR EL MUNDO DE LA TOPOLOGIA. 

Regresemos de nuevo a nuestro mundo bidimensional, pero 

en lugar de considerar una superficie común, investiguemos 

la& propiedades de la ll•mada SUPERFICIE DE MOBIUS. Esta su

perficie, a la cu•l De le dio el nombre de un matemático ale

mén que la estudió por primera vez, en siglo pasado, se puede 

hacer fáci 1 mE•nte tomando una larga ti rü de papel común y pe

g~ndola en forma de anillo, retorciéndola una vez antes da 

que tiie unan los dos eKtrerr.os. 

11111111111 ¡ 1 ¡ ¡ 11111 

..... 

ELABORACION DE UNA BANDA DE MOBIUS. 
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La SUPERFICIE DE MOBIUS tiene muchas propiedade~ pecu-

liares, una d& las cuales ae puedo descubrir f&cilmente me-

diante el corte ~on un par de tijeras, aiguiendo una linea 

paralela a los bordes a todo lo largo de la tira en dirección 

de las flechas de la figura. 

El resultado que se c~pera es quQ el anillo quede cor-

tado en partes separadas. Al hacerlo se verá que la suposi-

ciOn mra erronea: en lugar de los dos anillos se hallará so-

lamente uno, pero, el doble de largo que el original y la rni-

tad de ancho. 

Veamos ahora que ocurre la sombra de la gatita Dina 

cuando anda pOr la SUPERFICIE DE MOBIUS. Supongamos que ce-

mienza en la postcion 1 C Fig. a ) que se ve en este momen-

to como un gato de perfil i:quierdo. Continuamente va pasando 

por las posiciones 2 y 3, visibles en el dibuJO, y finalmente 

aproxima al punto desde el cual partlo. Andando alrededor 

del~ SUPERFICIE DE MDBIUS, nuestra gatita de perfil izqu1er-
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do me ha convertido en una de perfil derecho. Y hay qua ob

servar que esto ocurrió a pesar del hecho de que la gatita 

permaneció sobro la isuperfic1e todo el tiempo y no ha sido 

girada en el espacio. Así encentramos que sobre una SUPERFI

CIE DE 110B1US, un objeto derecho ~e puede convertir en iz

quierdo, y viceversa, por el s!m~le tr~n~porto nlrededor de 

1 a torcedura .. 

Fig. e 

La TIRA DE MOBIUS que aparece en la figura representa 

una parte de una superficie general, conocida como BOTELLA DE 

K~EJN que solamente tiene lado, que se cierra sobre si 

misma, y que no tiene limites definidos. Si esto es posible 

sobre una superficie bidimensional lo mismo debe ser cierto 

también en nuestro espacio tridimensional, con tal que por 

supuesto, este se retueza dE!l modo adecuado. Naturalmente 

es fácil imaginar una torcedura de MDBIUS en el espacio. No 

podemo~ contemplar nuestro espacio desde afuera como miramos 

la superficie en donde se encuentra Dina, y siempre es difi-

cil ver l~s cosas claramente cu~ndo se esta medio de 

ellas. Pero no es del todo imposible que el espacio astr-óno- 30o 



Hauritus c. Escher. Clsnea. 20x32 c:m. (1956). 
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mico se cierre sobre si mismo y además 5e retuarza a la mane

ra de t109IUS. 

•• Si as.to es realmente a'3o:i, loa vi ajt?ros qum dieran una 

vuelta alrededor del universo volvarían izquierdos, con al 

corazón en la p•rte der~cha del torax, y los -fabricantes de 

ouantes y zapatos tendrían la ventaja de podar simpliiicar la 

producción con la conTeccidn de un<:i sola cla&e de zapatos y 

da guante5, y mediante el embarque da la mitad do ellos en un 

vi.aje alrededor del univer!IO los convertirían en el tipo ne

cesario para la otr&11 mitad de los pies del mundo~" ( v. 7 ) 

.,.._':·-; •. :¡: •. , •. ;·....¡· .. / 
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V.~.I. GEOMETRIA SIN MEDIDAS. 

Esta te~is caerA quizas an manos de un lector curioso 

qua querra taner una idea, euprenada en pecas lineas y en un 

longuajc no t•cnico de lo ~uc es la TO?OLOGIA, también llama-

da ANALYSIS SITUS. 

Comónmcnte los geómetra~ distinguen do~ clases de geo-

metrías, la primera da las cuales califican de HETRICA y l" 

segunda de PROYECTIVA; la GEOMETRlA METRICA esta fundada en 

la nociOn de DISTANCIA, y la GEOMETRIA PROYECTIVA esta funda-

da en la noción de LINEA RECTA. En é&ta, para que doB figuras 

sean equivalentes, no necesitan ~er iguales, basta que poda-

mos pasar de una a otr~, por medio de una transformación pro-

yectiva, es decir que una sea la perspectiva de la otra. 

Pero existe una tercera geometria, en la cual la canti-

dad está suprimida por completo, ·.¡ que es puramente cualita-

tiva: LA TOPOLOGIA. 

E11 ~;;;t.:::. di~!'.''iplina dos .figuras son equivalentes, siem-

pre que podamos pasar de una otra por medio de una trans-

formaci 611 continua, cual qui era que la ley de esta tran-

formación a condición de que respete la continuidad. 

Un ejemplo de ésta, lo encontramos en el cuento ALICIA 

EN EL PAIS DE LAS MARAVILLAS, cuando Alicia ~e estira como un 

telescopio, " como el telescopio más grande del mundo". 

11 iAdios pies! gritó, pues al mirar hac:ia abajo y buscarse les 

pies con la mirada se estaban alejando tan rápidamente que 

parecia que los fuera a perder de vi~ta di! un momento a c:.tro~ 1 (V.8) 

Aquí la Alic:ia que se cilarga como un telescopio e~ topológi-

camente igual a la Alicia normal. 

La TOPOLOGIA es por lo tanto una geometria NO cuantita- j10 



tiva. Sue propied•des sen tan verdaderas •n las Tiguras he

chas de hule como en la.a +iguraa rígidas que act encuentran en 

l• geometri~ m•trica. 

A 1 a TOPOLOGIA sao le define como E!l eatudi o de las pro

pi edad•a de lo~ espacioe, o ~ue configuracione~. inv~riontQ: 

bajo transTormacionea continuas uno a uno; como el estudio de 

la posición y relación de las partas de una figura con res

pecto a otra, ain tener un cuenta la forma o el tamaño. 

ta?, preguntó l• oruga. 

"No era tsta preci aamente la manera más alentadora de 

iniciar una conver3ación. Alici~ r~plicO •lgo intimidada1 

"Pues ver4 usted, señ'or .... , yo..... yo no estoy rnuy segura de 

quimo soy ahora, en aste momentof pero al menos si se qui liln 

era cuando me levant~ esta mañana; lo que pasa, es que me pa

rece que he sufrido varios cambios desde entonces. 

veridad. iExplicata! 

"Mucho me temo, señor, que no sepa expl i e arme a mi 

misma- respondió Alicia -Pues soy la quo ora, ¿ye ustsd7 

"iNo veo nada!- dijo la oruga. 

"Temo no poder decírselo con mayor cl•ridad- insistió 

Alicia muy c:ortésm;eonte, -Pues para empezar, ni yo mi &ma lo 

comprendof y ademas cambiar tanta5 veces de tamaño en un solo 

día resulta muy desconcertante. 

''No lo es- replió la oruga. 

"Bueno, qui::a para usted aún no lo pare:::ca. asi- di jo 

Alicia- pero cuando se haya transformado en una cris.alid•, y 

eso ha de p~sarle alQUn día, ¿sabe? y después cuando se con-

vierta mariposa, ¿no cree usted qué le parecer4 todo aso 
311 



un poco extraño? 

"iEn abaoluto!- declaró la oruga." C V.9 

Aai un circulo o~ equivalente a una elipse o e una cur-

va cerrada cualquiera, pero no es equivalente segmento 

de recta, porque tal segmento no es cerrado• una esfera es 

equivalente a una figura convexa cualquiera, esfera 

equivalent~ a Alicia que se levantó aquella mañana y que cayó 

en el "PAIS DE LAS MARAVILLAS", y esa misma e!lfera es equiva

lente A aquella Alicia víctima de tran9formaclones que lü ha

cían alargarse tanto al grado de no poderse ver los pies, pe

ro tambión es equivalente a la Alicia que de pronto empieza a 

menguar tanto que se ahoga en la paradoja de sus propias 1a-

9rim<is. 

Esa misma esfera es equivalente a 1 a oruga con 1 a que 

platica Alicia y mas aun es equivalente a la crisálida en la 

que '3e transformará 1 a cruga 1 y también a esa mariposa. que 

según la lógica de la GEOMETRIA METRICA, o de la GEOMETRIA 

PROYECTIVA no serán la misma; pero según la lógica de la GEO

METRIA TOPOLOGICA no habrá otra que la misma oruga igual a 

crisálida igual a mariposa. 

Alicia no alcanza a comprender esto, pues Alicia acos-

tumbrada al mundo de la GEOMETRIA METRICA, no entiende el 

mundo TOPOLOGICO d~ la oruga. 

Se ha dicho muchas qu&! la topología el arte de 

razonar bien sobre figura so mal hechas. Esto no una broma, 

sino una verdad que merece ser reflexionada. Entendiéndose 

por figura mal hecha aquella que puede ejecutar el dibujante 

poco diestro alterando las proporciones más o menos grosera

mente, sus lineas rectas tienen zigzags inquietante~, sus 

círculos presentan protuberancias faltas de gracia. Todo esto 312 



no importa• no perturbar& an lo mas minimo al topólogo, ni le 

impedir.1. razonar bien. 11 
( V.10 ) 

Lo que e•tá prohibido , e• que el artista inexperto re-

presente una curva cerrada por medio de una cur~a abierta, 

trua lineaG que ee cortan an un punto por tres lineas que no 

twn~an ninQCn punto ~n ccmún 1 un" superficie con abertura por 

un~ euperficie ain abertura. 

Pero no aolamente dibujante 1nal hecho puede i ncur-

sionar en el CAMPO d~ la TOPOLOGIA, tamblfn lo pultd• hacer un 

excelente artieta, como ejemplos son los caso~ de Henry Hoore 

y d& Hauritus Escher entre otros. 

Moore como e~cultor, da • la Tigura human~ formas vigo-

rosas y muy org•nizadas, puro no estAn organizadas tomando 

como base el esqueleto. Esas formas dicen sobre el cuerpo hu-

mano mucho más que el hecho de tener huesos; persuaden "que 

los miembros están relacionados por una geometría que es ca-

racteri sti ca.mente humana y \en ~u::. d~s11u.d~~ e!= ~'.!j~r) f~men1 -

na .. Las formas que crea son humanas, gr-aci as a su TOPOLOGIA 

característica .. " < V.11) 

Esta observaci on bien simple, nos muestra al verdadero 

papel de la intuiciOn geom•trica. 

Escher por ejemplo, creo la mayoría de sus litografías 

bajo la idea de transmutar figuras, desde las mas 9imples co-

mo el caso de OCHO CABEZAS, hasta desarrollar sus METAMORFO-

SIS. 

El contenido filosOfico de e6te tipo de representacio-

nes se puede explicar como la necesidad de ampliarse inte-

riormente y alcanzar el exterior, es decir, romper la concep-

ción de un interior limitado la impo!\lbilidad de tener 
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Henry Hoorc. Figura Acostada. 33x56 cm. (1951). 
(Kun6thallc. Hannheim). 
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Hauritus c. Ea<:her. Ocho Cabezas. (1922). 
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un• relación con el c>eterior. 

El contu0ido topológicos.e explica en Ja facilidad que 

tlene- Escher de abrirse la~ frontera!> y crear bási.c~mente to-

da s.u obra, suendo una de las m~s conocidas HETAt\ORFOSIS II. 

En es;.te grabado se aprecia en primer lugar que el prin-

cipio coincidE- con ~1 fin, de lo que se daducc una forma con-

tinua Que los une a ameos, nos da la post b i l i dad de Jugar 

lo indeterminado. 

En s;.Ugundo 1 ugar • se 11'1L•estran toda~ 1 as posi bi l i dadr.s. 

de encadenamiento de forma~ y lo m.1s import.?.nto la transmL1ta-

ciOn de .formas con b.ase en su contexto. Eoto se logra en pri-

inst.:incia cuando li'S for"'as C<unbi;;i.n de he~.tiqonos i:\ cel-

das de pan.!l de abeja, en este momento surge la lran!0.1t1ut.aci ón 

de ccntcH<tD 1 ya qu~ de- los panales surgen abejas que dan tu-

gar a nuevctr:. f i guri><s; nuavd transmutaci on ocurre cuando 

la torre se ccn .... 12r-te en p1e;:a de- ajc-dre: en su t11bl~ro y as-

le LI:" t.r<i>nS.form.a en cuadrado~. 

Mauritus Esch1'!r. Hetamo!"fosi~ 310 



V.~.2 SEPARACION DE SUPERFICIES CON CUATRO COLORES. 

SupongamtJ$ qua tenemos una superficie, ya Dea plar.a o 

la superficie de una elifera subdividida an un cierto n(tmero 

de regiones separada~ y se nos pide que· las coloreemos sopa

radas'de tal modo que dos regiones adyacentes Ces decir• que 

pomean una m19ma frontera com~nl f:€'ng.:::.:i ¡¡;l mismo col ar. 

¿cuál es el menor numero de colores diferentes que podemos 

usar para una tarea semejante? 

Si el mapa tiene más de tres regiones cuy•s fronteras 

converjan en un solo ~unto. la conJetura ~e basa en que cua

tro colores siempre bastan para ello. Este eu el famoso teo

rema de LOS CUATRO COLORES. No ~~ ha encontrado ningán mapa 

en el que falle; pero demostrarlo de un modo general ha sido 

problema de varios 9iglos. Este teorema corresponde a Ja 

geometría compleja Cen la que las figuras pueden tener cual

quier forma) que es la misma TOPOLOGIA. "Todo el mundo sabe 

que los nümeros son matemátic~~z pc~o ~1 lector corriente no 

considera como matem~tica$ las formas geom~tricas, la 

di sposici on topoJ ógi c:a de un mapa. Di chas formas carecen de 

1~ clase de exactitud que, segun ~e nos ha enseñado, debemos 

esperar de las matem.1.t1cas u de Ja ciencia." cv.12> 

El probloma d~ los colores se puede resolver de una ma

nera relativamente sencilla para un globo, un plano o para 

superfic1es más complicadas tales como las de una ROSCA DE 

REYES <cámara de auto o toro>.. Por ejemplo, ha concluido 

que siete colores distintos son suficientes para colorear 

cualquier combinación posible de subdivisiones de una rosca 

sin colorear nunca dos secciones adyascentes con un mismo co-
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lor, y ue han dado ejemplos en lo& cuales los siete colores 

son me cesar 1 os. 

Un mapa trazado en una tir• de MOBlUS requiere seis co

lores nada más. 
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V.S.3. PROBLEMAS CONCERNIENTES A LA TOPOLOGIA. 

Algunos problemas concernientes a la TOPOLOGIA son por 

ejemplo el hecho de poder demostrar que en un plano es impo

sible unir cada uno de los cinco vértices de un pentagono con 

todo$ les demáa vértices por arco~ (de curva> simple• que no 

sa corten. 

El hecho de que una persona se pueda quitar el chaleco 

sin quitar•o el saco o chaqueta qua lo cubre. 

O bi~n el hecho de que una c~mara neumática para rueda 

da automóvil, la cual tiene un ~auJero, pueda ser vuelta al 

revéa atn neceaidad de ningún corte. 

V.5.4. PROPIEDADES TOPOLOGICAS. 

r11) ÚO~ C:.UpPrfi~iP~ c=.nn +i:ipe'lli\~if:i"t!'IPOtP Pf11.IÍV.-l~ntl!'"'!!!~ ';;j 

puede pasarse de una a otra por un proceso de alargamiento. 

contracciOn o flexión <sin desgarros, ni soldaduras o enmien

das) efectuando cortes, si se de~ea, siempre que se reunan 

finalmente los dos bordes de cada corte en la misma forma en 

que estaban unidos antes de hacerlo. 

b) Una esfera y un cubo son topologicamente equivalen-

tes, ya que podemos convertir er1 otro alargándola o Fle-

xionándola. Así mismo, el CUBO se puede transformar en TETRA-

EDRO, el TETRAEDRO en OCTAEDRO, éste a vez en DODECAEDRO, 

el DODECAEDRO en ICOSAEDEO y más aún, las soluciones topolo

gic~s en las que se puede transformar una esfera, van desde 

loa POLIEDROS REGULARES hasta los IRREGULARES y viceversa, la 

superficio cualquier poliedro puede daform•rse continuamente 319 



haata transformarse en la superfici~ una esfera. 

Pero no sólo eso, misma esfera puede transformarse 

poco a poco, A condición de que la traneformaciOn •ea conti-

nua, en una niña como la protagonista de del cuento ALICIA EN 

EL PAIS DE LAS MARAVILLAS qua cayó en un mundo •anlástico 

~:ionCo victirn.:i. de tran~fcrm?ccionp~ l"'wt:rañ.a~ que- la ha.clan 

alargarse tanto, al grado de no poderse ver los pies, per·o 

también es equivalente a la Alicia que de pronto empieza a 

menguar tanto que ~e ahoga en la paradoja de sus prop1a5 lA-

grimas. 

b> La TOPOLOGIA e5 el estudio de la posición y relaciOn 

de las partes de una figura con respecto a otra, sin tener en 

cuenta la forma o el tamaño, asi la orugH del cuento que al-

Quna vez será crisálida y luego mariposa topológicamente 

siempre es la misma. Por esta propiedad, un circulo será 

equivalente a una elipse cualquier curva cerrada, y de 

aqui &igue que: 

c> TODA CURVA CERRADA DEL PLAtm OUE NO SE CRUZA ASI 

MISMA DIVIDE AL PLANO EN DOS PARTES ~ UNA INTERIOR Y OTRA EX-

TERIOR. Eate teorema fue expresado por primera vez pcr Cami-

lle ~ordán en el siglo XIX, y es un teorema majestuoso, por-

que ea tan simple, modesto y al mismo tiempo importante que 

par~ cualquier persona es evidente que cualquier curva cerra-

da divida al espacio en dos partes, la que esta dentro de la 

curva y la que &stá fuera de ella. 

Curvas de Jordan. Curvas que no son de 
Jordan. 



Debe admitir!u~ que el TEOREMA DE ..JORDAN parece trivial 

cuando se aplica a figuras fáciles, pero en figuras como las 

siguientes es dificil saber cuales ~on puntos interiores y 

cuales están fuera de ellas, a pesar de su apariencia tcrtuo

oa 'i' ~u caracter ¡,,,.bPríntico tienQn sol&imcmte un interior. 



Por extraño que p~rezce dichos curvas pueden ser consi

deradas como círculos deformados. 

Cuando el TEOREMA DE 30RDAN se extiende a tres dimen-

sienes, se enuncia diciendo qua: 

CUALQUIER SUPERFICIE CERRADA, QUE NO SE CRUZA A SI MIS

MA, DIVIDE AL ESPACIO EN UNA PARTE INTERIOR Y OTRA EXTERIOR. 

Para ~clarar esto, recordemos el paGaJe en el cual Ali

cia se encentro sola en un amplio vestíbulo, de techo bajo e 

iluminado por una hilera de. lámparas colgadas del techo. Al

rededor da todo el vestibulo, las lámparas, la misma Alicia y 

todo lo·que se encuentra encerrado en ese cuArto están aden

tro de la superficie cerrada de ~ordAn mientras que el resto 

de todo el universo, todo lo que estA fuera, el Ja~din etc. 

estan en la parte exterior de la superficie de Jordán. 

'' et et TRANSFORMACIONES TDPOLOGICAS. 

Como ya se ha dicho, desde el punto de vista de la TO

POLOGIA dos superficies se pueden considerar idénticas si se 

puede llevar la una sobre la otra mediante una transformación 

continua. Toda superficie cerrada del espacio ordinario es 

topol Ogicamente equivalente a una esfera, bien si tiene 

huecos a una esferd con el mismo número de asas como tantos 

huecos tenga aquella superficie. 
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Por ejemplo la superficie toroidal <en forma de dona o 

rosquilla> se puede deformar continuamente en una esfera de 

una sol a •na. 

Una superficie de genero 2 se puede deformar en una ca-

cero! a por eJempl o, y así sucesi vamante hasta transformarse 

en una esfera de dos asas. 

o . - a . . 
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V.3.6. NUDOS. 

Un nudo es un~ curva cerrada del eapacio ordinario tri-

dimensional su forma pued~ muy variada, en otras pala-

bras, un nudo &e hace curvando y ligando un trozo de cuerda y 

uni~ndo despuUs los ex~remos 

Dos nudos se dicen equivalentes si uno de ellos •~ pue

de transformar en otro mediante un proceso continuo ain rotu

ras ni autopenetraciones de la curva. inmediatamente surgen 

dos problemasJ 

a) ¿cómo podemos determinar si dos nudos dado• por sun 

proyacci enes pl aOi.l!S son o no equivalen ten? 

b) ¿cómo podemas cla6ificar todos los nudoa no equiva

lentes? 

Ambos problemas est4n todavía sin resolver. 

Nudos topológicamente equivalentes que no son transfor

mc1bles uno en otro por deformación. 
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Mauri ~;,1s NudosC. E<:ichcr. 43x32. cm. ( 1965). 



V.ó GEOMETRIA RIEMANNIANA. 

Imaginemos un Mundo semejante a PLANOLANDIA, poblado 

por seres carentes de espesor, todos e&tos seres están 

mi~mo plano del cual no pueden salir, pero 5U universo bidi

mensional curvado ~ tr~vó~ de una tercer~ dimonsion. como la 

superficie de una esfera. Llamemos a este mundo ESFEROLANDIA. 

Cuando los habitantes de ESFEROLANDIA hacen excursiones 

cortas, nu universo les resulta suficientemente plano, pero 

si uno de ellos hace paseo lo bastante largo, en "LINEA 

RECTA", descubre un gran misterio: pesar de no haber dado 

la vuelt~ en ningUn momento ha llegado al mismo lugar del 

cual partió. En un universo bidimensional curvado, a trAv~s 

de una tercera dimensión, no hay centro, por lo menos no lo 

hay sobre la superficie de una esfera. El centro de este uni

verso, está situado en una inaccesible tercera dimensión. 

necen carentes de espesor, tienen la forma de figuras esf~ri

cas y no de figuras planas, y están todo5 sobre una misma es

fera, sin poder alejarse de ella. ¿Qué geometria podrán cons

truir? En primer lugar es evidente que atribulran al espacio 

sólo dos dimensioneü; lo que desempeñará para ellos el papel 

de la recta, será la distancia más corta de un punto a otro 

de la superficie esférica, es decir un arco de circulo máx1mo 

en una palabra, su geometría será la GEOMETRlA ESFERICA. 

Lo que llamaran espacio será esa superficie de la cual 

no pueden sal ir y sobre la que ocurr·en todos los fenómenos 

que pueden conocer. El espacio de estos seres 5er~ ilimitado, 

y~ que sobra un~ e~fer~ puede ir· si empre hacia adelante J2ó 



Bin detenerse nunca, y •d•mAa ~ar4 finito. no se encontrará 

JamAs el extre~o, pero se podra dar lA vu&lta. 

La GEOMETRIA DE RIEMANN •a la 9oometria R•férica llevada 

a tres dimensiones. Al construirla, el matemático alemán tuvo 

que arrojar por l• borda, no solamente el quinto postulado de 

Euclide5, sino tambi~n el primero que dice : Por dos puntos 

no se puede hacer pasa.r más qua una. recta, y qua la GEO-

HETRIA DE RIENANN e~presa lo ~iguientei SOBRE UNA ESFERA, 

POR DOS PUNTOS DADOS EN GENERAL, SOLO SE PUEDE HACER PASAR UN 

CIRCULO HAX IMO que como acabamos dQ ver, desempeñara 

al papal de la RECTA para los seres de ESFEROLANDIA. Pero hay 

una excepción1 91 les dos puntos dados son diametralmente 

opuestoa. entonceQ ae podrá h•cer pasar por eso& dos puntos 

un numero infinito de círculos máximos. 

Para entender como un ser humano tridimensional com

prnnde la curvatura del aspacio en el que •1ive, supongamos 

que cientificos que habitan ESFEROLANDIA y científicos que 

habitan en un mundo bidimensional, están interesados en estu

diar la geometría de sus espacios. Una de las figuras más ac-

cesibles para ellos, el triángulo, es decir, la figura 

formada por tres líneas rectas que unen tres puntos geométri

cos, ••bemo~ por el c~pitulo anterior, que LA SUMA DE LOS 

TRES ANGULOS INTERNOS DE UN TRIANGULO DIBUJADO SOBRE UH PLA

NO, ES SIEMPRE rGUAL A 180 GRADOS <prop. I.32 de EUCLIDES>, 

es fácil verificar que dicho teorema no aplic:a a los 

triángulos dibujados 5obre la superficia de una esfera, pues 

come se muestra < Fig. b > un triángulo esférico formado por 

las secciones de dos meridianos geográficos que divergen des

de el polo, y la sección del paralelo, cortado por ellos., 

tiene dos ángulos rectos ~n la base y pued~ tener cualquier 
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ángulo entre cero y 360 grado• en la parte superior. 

·~ 
b~c 

60°+90°+30°=160° 

IXis científicos bidimencionales en mundos superficiales plano 
y curvo verifican el teorema de Euclides de la suma de los 

ángulos de un triángulo. 

~1 lo~ :cr=~ d~ ~~ferolAndi~ quisieran seguir estudian-

do geometría descub~irian que: 

1) Las rectas paralelas ne existen en su mundo, recor-

demos que para allos, LINEA RECTA corresponde a la definición 

de CIRCULO MAXIMO. 

\.. \ 
······ .. ,·\, 
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2) La l!nea recta no es infinita sino indeterminada .. 

::S> Todas las rectas perpendiculares a t.tna recta dada, 

levantadas a un lado de dicha recta SP. cortan en un punto. 

4) Es po!lible tP.ner dos rectas distintas que unan los 

mismos puntos .. 

5) E:(iáten tri.:i.ngulnc. C]llP ti~nen todo!l su~ ángulo~ rcc-

tos. 

Fig. b 

Los ángulos de los triángulos A,B y e son rectos. 
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Mauritus C. Escher. Tres Esferas t. 
26xl7 cm. (1948) 

330 



Mauritus C. Escher. Superficie Esférica con Peces~ 

Diámetro 32 cm. 1950. 
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cm. l IJ'.3B. Esféricas. ~~a~mreitturosc 32. Eschcr. Espirales 
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V.7 EL QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES 

A lo largo de los siglos, muchos pensadores, insatisfe

chos con el QUINTO POSTULADO, (ver capitulo IV. 4. l de este 

trabajo) intentaron encontrar modos de el1m1narlo y d~mo&tra.r 

que no es nece&~rio considerarlo como tal. 

Los griegos y ArabeB comentadores de EUCLIDES, inten

taron demostrárlo como si fuese un Teorema, pero su trabajo 

siempre resultaba inuatisfactorio. En todos lo~ casos, la su

puesta demostración contenia algún error lógico direc;to, o 

bien suponía implicttamente algUn principio geométrico tan 

dificil corno el mismo QUINTO POSTULADO 

Record~mo~ de qué trata el quinto postulado: 

SI UNA LINEA RECTA CORTA A OTRAS DOS LINEAS RECTAS DE 

MANERA QUE LA SUMA DE LOS DOS ANGULOS INTERIORES DE UN LADO 

SEA MENOR QUE DOS ANGULOS RECTOS, ENTONCES LAS OTRAS DOS LI

NEAS RECTAS, SI SE PROLONGAN LO SUFICIENTE SE CORT1~RAN AL 

MISMO LADO DE LA PRINEHA LINEA EN QUE SE ENCUENTRAN ADUELLOS 

ANGUL06. 

La pr~ocup-ciOn de poder prohAr el quinto postulado se 

fue ahondando a medida que se reflexionaba más en ello. Por 

ejemplo, en los comentarios de Proclo, 31 años A.de e.apare

ce ya el llamado AXIOMA de PLAIFAIR que sustituyó al quinto 

postulado de Euclides y que se enuncia como 5igue: 

DADO UN PUNro 'I UNA REC íA QUE ESTEN EU EL MISMO F·LANO 

POR ESE PUNTO EXTERIOR A LA f<ECTA F'ASA UNA Y SOt O UNA rARALE

LA. 

Td.mbién dfi,-mr.ir qui? LA SUMH DE LOS ANGULOS DE UN TRIAN

GULO ES IGUAL A DOS ANGULOS RECTOS es otro principio capaz de 
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hacer el oficio que hace el quinto postulado de Euclidas1 o 

bien decir que DADOS TRES PUNTOS QUE NO ESTEN EN LA MISMA 

LINEA RECTA, SOLAMENTE SE PUEDE CONSTRUIR UN CIRCULO QUE PASE 

POR LOS TRES. 

Estos s.on algunos entre los diversos pr1ncip1os, que 

pueden sustituir a! QUitHO F·OSTULAOO DE EUCLIDES sin debi li

tar la serie- dt:> lE?orea.d5 ~wc serian df!c!uciblcs de ~l. 

~fauritus c. C.scher. Balcón. 30x23.5 1945. 

334 



V.B GEOMETRIA DE LDBACHEVSKY. 

No fue ~ino hasta el siglo XIX, cuando lo~ matemáticos 

se dieron c::uenta dD que el QUINTO POSTULADO realmente es in

depend:i ente de 1 os demás. 

Durante la primera parte de ese siglo, varios matemati-

cos desarrollaron independientemente un nuevo tipo d~ geome

tria entre ellos Lobachevsky. Quien tomó como punto de parti

da lm •serción opuesta al QUINTO POSTULADO: 

DADOS UN PUNTO Y UNA RECTA QUE ESTEN EN EL MISMO PLANO, 

POR ESE PUNTO EXTERIOR A LA RECTA SE PUEDEN TRAZAR AL MENOS 

DOS RECTAS OUE NO CORTAN A AQUELLA. 

Oe aqu:I. dedujo numerosas consecuencias. que constituye-

ron una nueva geometría. 

V.8.1 UN VIAJE POR EL MUNDO DE LDBACHEVSKY. 

Regresemos nuevamente a Planolandia todo en Planolandia 

ocurre tal como ocurriría el plano euclidiano ordinario. 

Imaginemos ahora un c1rcula y consideremos solamente su inte

rior, supongamos que nosotro~ hemos cMído, por algUn motivo 

en el interior de es~ circulo, y no conocernos ~u frontcr01, O!:l 

decir, excluimos de nuestro estudio la circu~~erencia que lo 

envuelve. 

Hl interior de circulo donde nos encontramos le 

llamanos plano puesto que nunca podremos conocer la 

frontera todo 1 o que nos suceda será dentro de él. 

Las CUERDAS del círculo, serán llamadas RECTAS y de 

•cu~rdo con el conven10 anler1or, los puntos extremos., e5 de-
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clr, los puntos donde se cortan las cuerdas con la circunfe-

rencia serán eHc:Juidos por pertenecer a ésta. r:"inalmente, 

pensaremos que MOVIMIENTO será cualquier transformac:lOn que 

~pliquc l?l círculo en sí mismo y que transforme f{ECTAS EN 

RIZCTAS. 

En otras palabras, pensemos que de pronto el circulo 

empieza a rotar y rotar alrededor de su centro, nosotros 

que estamos ahí, sentimos como si nos marear amos sin embargo 

el circulo, sigue siendo circulo y las CUERDAS a l•s que lla-

mames REClAS. siguen siendo rE?ctas, aunqL1e el círculo c:onti-

nüa rotando. 

Introduciendo estos convenios de nomenclatura, los teo-

remas de 1 a GEOMETRIA EUCLIDIANA se transforman en 1 os teore-

mas de la GEOMElRIA DE LOBACHEVS!(Y e inversamente, cada teo-

rema de la GEOMETRIA DE L09ACHEBSKY se interpreta como un he-

cho de la GEOMETRIA DE EUCLIDES dentro d~l circulo. 

fui- ¡:jc;;;.pl o, el O:W: !011" DE L0RAr.HEVSl.!Y di ce QUe: POR UU 

f·UNTO EXTEnlOH A UNA RECTA SE PUEDEN 1 RAZAR HL r-u=:tJOS DOS REC-

TAS PARl~LELAS A LA RECTA DADA. Lo que se cumple en el inte-

rior de nuestro circulo. e Fig. e ) Seg Un los c:onveni os 

tablecidos, RECTAS son CUERDAS, lo que obtenemos el si-

guiente enunciado: 

POí< UU F'Ut.110 lfJTEIUOR A UtJ ClHCULO Y EXlEfHOR A Ul~A 

CUERDA, SE f'UEOEM l RAZAR AL MEMOS DOS CUERDAS QUE NO COR TAU A 

Fig.c 
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v.e.2. DESARROLLO DE LA TEDRIA DE LAS PARALELAS. 

En la. geornetria -escribe lobachevsky-"he encontrado, 

ciertas imperTeccionee por 1~6 cuales estú ciencia, sin con-

siderar la transición 

av•nce aes~e Euclides. 

la ana:!tica, ha. hecho ningón 

Como parte de estas imperfecciones, considero la oscu

ridad en los conceptos fundamentales de las magnitudes geomé

tricas asi como la manera y método como se representa la me-

dida de estas mismas magnitudes y finalmente la grave LAGUNA 

en la TEORIA DE LAS PARALELAS, en la que además todos los in

tentos de los matemáticos por llen~rla han sido más que inu-

tilos." ( v.13 ) 

Para exponer de modo rápido el m~todo utilizado por Lo

bachevsky en la construcción d~ la gecmetria imaginaria <PAN

GEOMETRIA>, refir.Amonos a sus inve5tigaciones geométricas so-

bre la TEORJA DE LAS PARALELAS. 

En éllas, Lobachevski, después de haber establecido 

grupo de teoremas independientes de esta teoría considera lo 

siguiente; 

Una recta se ajusta a si mi smA pn t:od.=.':"t sus posi ci onc~, 

es decir, que durante la revolución de la superficie que con

tiene a la recta, ésta no cambia de lugar si pasa por dos 

puntos fijos de la superficie, otras pal abras, si trans-

formamo!5 la superficie que contiene a esa recta, al rededor 

de dos puntos de élla, la línea no se mueve. <Fig. e: 

Para comprender lo que sucede un mundo de Loba-

chebsky tridimensional, imaginemos que nos volvemos a ~ncon-

trar en el cascarón de una e&fera, solo que esta ve:: estamos 337 



en &l interior de esa cascarón, dond9 los cientificos que ahí 

se encuentra.n 9 tambián sn interesan por e~tudiar la geometría 

de au espacio. Para dicho efecto utilizan 91 TRIANGULO y des-

cubren qu~ !a suma de los tres lados internos de éste, no 

s.iempre igual a 180 grados, es más, ni !3iqui'2ra es n1a.yor 

que dos rectos como sucedia en esferolandia. 

LLamemos a este mundo de Lobachevsky, LOBACHEVSLANDIA, 

donde una recta se interpreta como una cuerda y un plano como 

un circulo cuya circunferencia está sobre el cascaron iota-

rior de la. esfera, y por lo tanto los puntos extremos de las 

cuerdas y las circunferencias de esos círculos, ~e excluyen¡ 

Tinalmente un movimiento se define como una transformación d& 

la esfera en si misma que transforma cuerdas en cuerdas. 

Con esto Jos matemáticos descubren que mientras en la 

geometria eucl !diana, dos triángulos pueden tener los mismos 

ángulos, pero distintas ár~a.s, es decir uno puede ser ampli·· 

ficación del otro, en LDBACHEOSLAtJDIA, las ~ngulos disminuyen 

cuando la5 á.reas crecen, por lo que solamente los triángulos 

de igL1al área pueden tener los mismos ángulos. Así l!'s imposl- 338 



ble construir una ligura semejante a una figura dada. 

e 

El triangulo ABC tiene un área diferente' a la del 

triangulo DBE, sin embargos 

AnQulo CAB • Angulo EDB 

án;ulo ABC • ángulo OBE 

~ni;:ul o BCA a Angulo BED. 

~n geometri• euclidiana ni se divide una circunferencia 

en n partes iguales y se trazan tangentes por los puntos de 

división, estas n tangente~ formaran un polígono. Lo mismo 

sucede en la geometría de Lobachevsky si el radio es sufi

cientemente pequeño; pero &i dicho radio ea bastante grande, 

las tangentes no se encuentran entr& si. 

Sabemos bien. que si nos dan un punto C y una recta AB 

el mismo plano, el nU.mero de paralela!ii a la recta AB que 

pueden trA2ar por el punto e es UNO en gcometria eucli

diana. INFINITO en LOBACHEBSLANOIA, e igual a CERO en ESFERO

LANDIA. 
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V. 8. 3. REPRESENTACION DE LA GEOHETRIA OE 

LOBACHEVSKY SEGUN ElEL TRAH I • 

La GEOME:TRIA DE LOBACHEVSl<Y fue i ntui ti vamentt:? i nter-

pretada en 1864 por el matemáti c:o ital 1 ano 9el trami, qui en 

hi::o notí'.r ql.·~ c-~\:1"! IJr:>Om(>lriill coincidía con la Qcomc:otrín In-

trinsec.a da una cierta superficie, la cual se denomina 

tualmente SEUDOESFEJ\A. 

! 
Dicha superficie es a11uella engendrada por la revolu-

ciOn de una curva llamada TRACTRIZ alrededor de un eje cen-

tral. 

La curva fonn:>.d:a por un11 cadena que cucl¡a Ubnmente se 
dcnom1n:a caten:ah. Sl U: tnu:ln fas 1:uigcnt.es 11 u1:a cat.c:narh, la cuna nor. 
mal • ellas y que eccuentta a la c:itenarfa en su puoto m.is bajo u, de nuevo, 

l.i tncutz 
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Seudoeafera de De1trami. 
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Dicha interpretación vien~ a decir que toda& las rela

ciones geometricas sobre un~ parte del plano de LobachQVsky 

coinciden con la5 relaciones geométricas sobre una parte con

veniente da la SEUDOESFERA de lo que se deducen los siguien

tes c:onveni oa1 

1> Por SEGMENTOS DE RECTA se entienden las líneas de 

menor longitud sobre dicha superficie, a tales lineas se les 

llama geodésicas. 

2> La distancia entre do& punto5 ae define como la lon

gitud de la línea mas corta que une a ambos ~obre la superfi

cie. 

3) Se dice que do~ figuras son iguales si entre 

puntos se puede establecer una correspondencia, de forma que 

la distancia entre punto$ correspondientes sea la misma. 

4> Un movimiento sobre la SEUDOESFERA que conserve las 

dimensiones desde un punto de vista de la geometría intrínse

ca, aunque vaya acompañado de torsiones, reprosenta un movi

miento en el plano de Lovachevski. C 

5) Las longitudes, áreas y ~ngulos se miden, como de 

costumbre, •obre la superTicie, y coresponden a las longitu

do::i, ~ro.:i!l y .1.ngul e:: :m 1.::. GEOHETRIA DE LDEACHEVSIO. 

ó) Encontramos por lo tanto que la geometría aplicable a 

una esfera es la de Lobachevski. por ejemplo, sobre la SEU

OOESFERA, desde un punto dado, pueden trazar5e dos líneas pa-

ralelas a una tercera, que aproximan asintóticamente a 

ella sin llegar a cortarla. { Fig. d > 

De este modo, la GEOMETRIA DE LOBACHEVSl~I queda satis

fecha por una entidad de la geometría de Euclides, cumplien-

do, as! con el criterio de compatibilidad. 342 



Jcannette E~calera D. Seudoerifcra. 
];:;cultura en Yeso. Dia.r.;clra !iO cm. 
alt.ura 50 cm. (1902) 

343 



Fig.d 

Este diagrama es un ejemplo, algo detallado, de esta -

proposición, donde se traza una perpendicular o la li

neQ G perteneciente a la seudoesfera; desde un punto O 

deben trazarse dos paralelas a la línea G. Márquese la 

distancia S sobre G, d~terminando el punto Q. Por Q le-

viínte6e 

círculo 

perpendicular a G. Luego, si trezemos 

centro O y radio 5 1 esta circunf~rencia, -

ccrt<::i.rá a QT cri s 1 y Sz Estos dos puntos al ser uni

dos con O, determinen lae dos pnrelelas a G, P 1 y P2 • 

Todas las 1 ineas que pesan por O, formando un ángulo -

que Q no cortan a G, 

.::i elle. {v. 1~ ) 

cuando no son paralelas 
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V.9. LAS GEOHERIAS NO EUCLIDIANAS EN LA OBRA DE 

ARTE. 

Un ejemplo de la aplicación de uatas Qeometrias como 

herramienta en la obra de arte lo encontramos en MANO CON ES

FERA REFLEJANTE, 11tografia de tl<'t•ritus Escher J'lHlli~.J.d.a en 

1935, en donde el autor juega con la GEOMETRIA ESFERICA in

troduciéndose en C?l ESPACIO RIEMANt~IAtJO. De est"' forma. al 

ruflcJar ~u irnagtm en una esfera suJetétda por tl, recupera la 

contradicc1 ón de tener &u vi da on su propl i'l m.-.no. 

Dicho oiecto dil la sensaclOn de que ol ;u..tor sr. ha me-

tido dentro del casi:ardn de la csfera, creBndo ahí su mundo 

ima91n11rlo, lo qua nos hace pensar qt1c Eschc; he1 r.ntra.do en 

al ESPACIO DE LODACHEVSt-::1. Pasar de una g1?0mf!'tria a otra, ese 

es el ju1t90 an est& grabado. 

Hauritus c. Escher. Trea Enteras II. 26 x 47 cm. (1946). 

345 



~ . . 
~-~ . 

' . . 
........ ....ii..-. ~ ---

. . 
•• 7.:Jr 

Haurltus c. Esc:hcr. Hano con Esfera Reflejante. 
32 x 21.s c:m. (1935) 
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CONCLUSIONES 

1 > Desde [?l monento que nac= la filosofia el ser 

humano k.e preocupa por explicar los fcnomenos naturales en 

base a reglas generales, intercs por ld bUsqu~da d~ prin-

cipios que den una explicacion al origen de todo lo ha lleva

do e!<: 1.:. me.no h~ pf'lrssgL1i r y el abor-.;"tr METODOS de trabajo y 

norm¿s de vida. Los logros matemáticos de los pitagor1cos, 

sugieren que necesariamente existe una indiferencia por todo 

lo material, y si este es el criterio de la ciencia puede de

cirse que jamás es completamente pura o completamente impura 

Sin embargo, la valide2 general se establecía después de ob

servar muchos resultados particulares que conducian a una 

misma conclusión. A eGto es a lo que se le llamó método in

ductivo. Hay que recordar que en un principio la diferencia 

entre filosofía y ciencia era cl~ra, nacen juntas y cami-

nan de la mano. La ciencia como propiamente la entendemos da-

ta de tl empos d~ Go.:. i ii:c:. ·,· O;:::;::.~:"'"tt:'~. 

21 Va antes da los albores de la época helenística, el 

espíritu griego habí~ llegado madL1rez r~n cuanto a la 

busqueda de un balance estético y lOgico, aplicado a todas 

las ramas del E.aber humano, donde primer plano figuraba la 

visión de conjunto antes de la meticulosidad en el detalle, 

lo cual era evidente en ar-qui lectura, 1 i leratur a, y en el ar·

te en general. 

La voluntad hel tmic:a muestra a.pareados entre si• el i"wte 

del escultor, ar t:e apol 1 neo el arte no-e5cult0rico de la 

mUsica, que es el arle d1on1sidCfJ f1.1s1on""dos~ E'11gendran la 

obra de arte. 

El inundo dpoi 1 neo invitaba al heleno ñ quedar- enredado 
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en la apariencia del mundo onírico en cuya producción cada 

hombre es un artista pues el 5ueño valora el fondo misterioso 

del ser, de donde surge el arte ~igurativo. 

3> Si al espanto que sufre el ser humano cuando el co

nocimiento de la apariencia toma alguna de sus configuracio-

ne~, lQ .:iñ.'.ldimoc el ~:!!.~!!i!:: de! icioso que producP P~M noicomr\ 

infracción, estamos hechando una mirada a la esencia del arte 

dionisiaco en donde el individuo con todos sus limites y me

didas se sumerge en el olvido de si, penetrando en una pro

funda embriaguez en donde la desmesura se devela como única 

verdad, entonces surge, el arte sin imagen, el arte lírico, 

místico y simbólico. 

4> Presos el continuo devenir del espacio y el 

tiempo, de la estática y el movimiento, del ritmo y ló armo

nía, de la seriedad y la embriagu~z, del sueño y el juego, de 

la ilusión y la locura, de la ingenuidad y el desenfreno, 

encuentra el hombre griego cautivo en lci preTerencic1. µor id 

luz, frente al u.niverso de las cosas f!sicas, todas de SU'/º 

iguales. 

Uno de los indicios más significativos del heléno clási

co, fue, elegir aquella cosa preferida como metáfora explica

tiva de todas las demás para conjeturar su mundo frente al 

Universo. Tanto en geometría como en filosofía se sir·1i6 de 

la luz para explicarse todo. 

5> Esta dirección lumino~a se 1ntcrrL•mpe C?n la geo-

metria de Euclides, donde la palabr~ superficie significa so

bre ha:: 1 uminoso, misma que tuvo un 1 ugar pr· i v1 1 eg1 ado en 1 <:1. 

geometría griega, porque en élla, se refleJa lo primerdmente 

vi si bl a-, y porque es el l ug~r de ap;u· i c1 ón de toda<a las f i gu- 349 
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Desde e3te punto de vista, la tercera dimensiOn es por 

necesidad oscura y está privada de luz. 

E!;ta privación pre¡;,upone una r·ealidad, lo qu"'° el heleno 

busca es la luz, por centró la geometrid ert lo visible, 

que es la »uperfici~ 1 centro todos los elementos geom~tricos 

en ésta, unos como el punto y la linea, que por su visibi l i-

dad Jmperfecta aluden señalan hacia la superficie. Otro, 

como el cuerpo, que en su dimensión propia, la tercera, no es 

directamente visible y que esta privado de luz. 

Así, la estatua, en cuanto bloque de mármol, es algo muy 

real en cuanto figur• onírica. Pues mientr.;is que éstC\ 1 ·flota 

como imagen de la fantasía ante los ojos del artista, éste 

continua jugando con lo real. 

6) OoG son los estados en que el ser humano alcan:a la 

delicia de su existencia, el sueño y el Juego, así, mientras 

el sueño es el jueQo del humHno i ndi vi dual r:on 1 o rP.=tl, 

el juego se constituye en el discurso de lo irreal, pues se 

aparta de la vida corriente por su lugar y su duración, pero 

tiene su propio espacio lnt~rno y su propio tiempo interno. 

Es un deleite de pla;:mación en si, multivoco y multidimpnsio

nal. 

7) Así, jugando l .a geometría se pueden dr.ciLIC i i-

grar1 cantidad de prop1edarle~ estétlcds y ~rtist1ca.s. 

Bl De Jo que se- infiere que por Sl• :,1.-,l~l:-~d ( gr·.:.n 

lar e::>tétlco, por 1,1 P.li;.ganc1"' r:lf? !HIS ~•-J1':~rr11•:r~lr.>11~~ ':' 1.1 ní·· 

c1oncs, c:omo obra m1srnr1, ot1·~1-s, .,;01110 mrJ111fe-~l:r=tC>On p1e>p1.=t 
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rectángulo dorado, que no e~ otr.- r.usa que t.•no de li!:ntos teo -

reillf\S de LOS ELl:::MENTOS DE E:UCLtDES. 

9) Los RECTAtmULOS lo=. OLODUES AUREOS c>nlr¿> todns 

los posibles, ~en considerados como lo~ más agr3d,o1bles "' l~ 

visl:a, sin dejar de la.do otro tipo de bloques a.rmf.lnlco-=. qur 

también son interes.:intes y que mencionaron en lu tesis. 

10) P.:ir.:. ~1 pedagogo, ld. g1:0>o111i.:i.r1c\ se d1st.1ngL1e co1uo 

la disciplina más apropiada para desarrollar la capacidad de 

ra:onamiento del alumno y despertar su interés en todas los 

ni.,,eles, tanto científicos como filosoíicos y artlsl:icos. 

En el nivel más elemental, cuando al alumno ú!iic.:..nente 

puede exigirsele que distinga una Figura de otra, que se fiJe 

en los conceptos intuitivos más simples, las figuras más 

cillas inspiran en él, un ag:-adable sentido de est~tica de 

simetría de regularidad y belleza. 

Sin embargo, desde hace varios años, se ha notado la 

tendencia de s~µri111J1" las mcttemáticas en la enserran:a de las 

escueJ. o::\S de arte, a veces parcial mente otras total mente. Es

to, yo, es un grave error, no un1camente por el .~dor 

que las matemáticas, en especial la GEOMETRIA, presentan como 

asignaturas formativas sino, como base para que el alumno se~ 

capaz de efectuar razonamientos lógicos y má; adelante. para 

que a través de ~11 as, se le proporcione al estudiante ol me

jor medio p~ra que perfeccione sus facultades de investiga

ción. 

Es por eso que en este trabajo se muestra algo de 1 o qur. 

deberían incluir los programas P.n las escuelas dedicadas a la 

enseñan::a de las ARTES VISUALES. 

11) Piet Mondrian en sus teoorias de di5eño y c:olor ha 

explorado conceptos espacio temporal es buscando en estos la 351 



pureza trascendente de la pintura geom~trica, ha utili~ado en 

su obr-a todos los te>oremas dol LIBRO I I de los ELEMENTOS de 

EUCLIDES combinando unos con otros, y mezclandolos entre si 

algunos teoremas de los 11 bros I, IV y Vl. 

El elemento fundamental de su obra lo obtiene a tra·~·é-s 

de colores primarios, la forma rectangular y la composic1ón 

asimétrica, creando con ello, las bases del lenguaje del 

llevadas a la escultura, la arqui-

tectura, el diseño grAfico y aun, a diseño de muebles y pro

yectos ar qui tectóni ces. Entre los colaboradores del STYJL nos 

encontramos pintores tanto futuristas, como constructivistas, 

escultores, poetas, arquitectos y diseñadores. Todos con una 

misma intensión, traspasar los límites de la forma bidimen

sional y tr1dimenc1onal para llevarld a la abstracción hasta 

sus últimos eY.tremos. La nueva imagen pictórica debia repre

sentar la dualidad fundamental cie la vida mediante la oposi

ción de lo hori~ontal y lo vertical a traves de la armonía 

perfecta que le da, como resultado la SECCION AUREA Cdef. 3 

di::l l .i Oro o d~ 1 os elementos de F-ucl ides>. 

De lo que se dedl•ce que el arte abstracto viene a ser 

la unión r ruptura del arte con ld geometría. 

12) Vivimos un espacio tridimensional rodeado de 

for·mas definidas que se mantienen o que camhi¿:in. y cir. embc1r

go, pocos, muy pocos, encontramos L.tn pequeño escape a r1uestra 

situaciOn de a. este rw.1ndo, im.:i.ginando una CUARTA OIME'MSIDM ·r 

muchos mr.nos ciün, no=. ~tlrevemos a pensar en espac1 os de ci neo 

o mc:i.s dimens1011es. 

CuesL. onuin1 en tos- t:omr:i los sigui en tos se di eren 1 L.1gar en 

el siglo pasado: si 0n un ospac1u d1:> doc; dimenciones podemos 
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dibujar, sin dificultad polioonos regulares de cualquier nó

mero da lados, es curioso qu~ en un empacio tridim~n~ional 

sólo podamos construir cinco poliedros regulares <como ya se 

demostró en el capitulo I I I > ¿qué pasará espacios 

o-dimensionales, habrá en tales espacios "CUERPOS o lo que 

sea que puedan considerarse REGULARES ? La busqueda de estos 

objetos y la realización de ellos, a los que llamaremos poli

topos, considero yo, es una buena alternativa que se le pre

senta a los artistas plásticos para el desarrollo de su obra. 

13) Alguien podria asegurar que carece de sentido pen

sar objetos tetradimensionales o pentadimensionales, etc, 

por el hecho de que nuestros cerebros están educados a con

cebir sólo imagenes tridimensionales. Pero ¿por qué tres di

mensiones? ¿Es el trP.s un hecho, o un artefacto? ¿Por qué ha 

de haber formas regulares en medio de tanta confuüi On? Este 

argumento quizás pueda tener alguna fuerza pero no la sufl-

ciente, cuando uno dibuja perspectiva hace arreglos de li-

neas unidimensionales en hojas bidimensionales para obtener 

representaciones de objetos tridimennsionalP.S ¿Acaso no somos 

capaces de concebir arreglos tridimensionales de representa

ciones tetradimensionales etc.? 

14) A mediados del siglo XIX Shlafli demostro que en 

todos los espacios de r.-dimcnsiones h~y f?n efecto. poli.topos 

regulares equivdlentes a los cuerpos plátonicos clás!cos. 

En el espacia de O dimrmsiones existe uno que es el pun

to. En el de 1-dimension la recta, en el bidimensional., los 

poli.ganes regulares. En el espa1:io tridimensional los cinco 

polieddros regulares. En el tetradimensional hay sus l" sólo 

sus pal i topos regulares que se conocen con 1 os si g• • ..i entes 
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Pentatopc o simle~-4 que poaee 5 vértice5 1 10 c~ras, 10 

aristas, y 5 tetraedros. 

El Hipercubo-4, con 16 vértices 24 cara~. 32 aristas y B 

cubos. 

El hi peroctac;dro-4 quc tiene 8 vértices, 32 caras, 24 

arista.s y 16 t!:!trnc-dros. 

El 24-politopo-4 ccn 24 vértices 9b caras, 96 aristas y 

24 octaedros. 

El 600 politopo-4 en el que se encuentran 600 vértices 

720 caras. 1200 aristas, 120 dodecaedros. 

El 120 politopo-4, con 120 vértices 1200 caras, 720 

aristas y bOO tetraedros. 

Se deja al artista plástico, elucubrar sobre dichos ob

jetos, imaginarlos, desglosarlos, construirlos~ unal izarlos, 

sintetizarlos y aplicar dichos objetos a su obra. <En cuanto 

respecta a hipercubo-4 hay quienes afirman que han podido vi-

suali~ar· su lmagen (J.a consi,.-w.:.L.iú11 ::.<=-d.:. cr. !:!1 ~p~ndico:>l 

15) Í.3-nto la f.-3.miliu. dQ los simplex, como la de los 

hipercubos, así como l~ de los hiperoctaedros están íntima

mente relacionados con EL NUMERO DE ORO. La figura mágica y 

hermética por e:icelencia, el pentagrama aureo, sello distin

tivo de la hermandad pitagórica y emblema de la ciencia ocul-

ta, la ESTRELLA F·EHT1":\GONAL, 1 a proyección en el 

plano del ~slmplex-4, cuyo esqueleto tridimensional es topolo

gicamente equiví\lente .i.1 átomo de carbono, principio del~ 

VIDA. 

16) Le> e::p1.:or-1ment..-ic1on 1,;read'.::·!""a c-11 el ca1n~10 de las 

tes ha sacado~~ ld ltt= p.:wale11smas significativos con la in

vestigación cie11ll fica. 354 



Las investigacione~ reTerentes a la ciencia del lenguaje 

muestran que sus propi&dad~s extructurales tienen efectos de 

Qran alcance en la manera de pensar. Porque la eMtructura de 

los procesos mentales de una persona se basa en la compleja 

estructura de au lenguaje, el cual le comunica ciertas cate

Qoria~ y le niega ol acceso a otras. Complemtintan el estudio 

matemático y lógico d~l lenguaje algunos instrumentos tan rá

pidos como las computadoras. 

Con el material de esta tesis, es posible implementar y 

diseñar programas que produzcan todo tipo de elementos gráfi

cos contemplados y planteados en este trabajo. 

Con ayuda da las microcomputadoras p~nsonales. Dicha ta

rea ea otra alternativa que qued~ abierta t•nto a los estu

diantes de artes visuales o de di5eño gráfico as! como a es

tudiantes de otras facultades como podrían ser de arquitectu

ra, matemáticas, actuaria, ingeniería en computación, entre 

algunas, pord •a c1~•c!Cr. ¡· dc~~~~~llo rlP ot~~§ tesi6 profe-

sionaleG. 
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