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Introduccion

El objetivo de esta tesis es ilustrar la ralacion entra areas
de 1a matematica aparentemente ajenas,

En el capjtulo I se estudja &€l grupo de Transformaciones de
Hoebius y se dg la clasificagion de dichss transformaciones en
parabolica, eliptica, hiperbolica y loxodromicas. .

En el cgpitulo II se definen 1los Llapices de circulos
parabolico, 2])iptico ¢ hiperbolico, y para cada uno de ellos se da
un modelo g¢anonico. Una generaljzacion de los lapices son los
haces de circulos. La composicion de dos reflexiones en cjrculos
de, cada haz sson, transformaciones de Moebius parabolicas,
elipticas e hiperbolicas, respectivamente, y forman subgrupos, del
grupo total, Se describen lcs invariantes e estas
transformaciones: la distancia entre dos puntos y e) angulo de
inclinacion entre dos rectas. Habiendo dafinido 1los invariantes
para cada subgrupo de transformacionss, se obtienen las ecusciona
generales para las transfcrmaciongs respectivas y se sugiere la
posibilidad de obtener la geomztria propia de cada subgrupo de
transformaciones.,Estac son, respactivamante, 1la paraboliga,
eliptiga e hiperbolica. S¢ presenta un esbozo de la geometria
hiperbolica. , R

En el capitulo,Ill se gxpone una demostracign analitica del
Teorema de Progresion Arilmwlica; y.a demostracion que vincyla a
la Teoria de Funciones de Variable Compleja con la Teoria de
Numeros. , .

E1 capitulo IV se expone una panoramica, sin demostraciones,
de 13 teoria de Superficies de Riemann, Se inicia con la
definicion y se dan dos ejemplos. Se define el grupo fundamentat,
la Superficie Cubriente y las Transformaciones de Cubierta de una
Superficie de Riemann. D2 entre todas las cubrientes de wuna
Superficie de Riemann, existe una que es cubriente de todas: es la
tlamada Cubriente Univarsal, que es simplemeptz conexa. Estos
conceptos junto con 21 Teorema de Uniformizacion, que nos dice
que son esencialmente ,tres 1las SR simplemente conexas, bhacen
posible 1a clasificacion de todas las superficies de Riemann,



Capitalo I

{. Transformaciones de Moebius

Definicion
: x R . - -

sea € la esfera de Riemann, La funcion de € an €

Tz={az+b)/{cz+d),

con a, b, ¢ y d numaros complejos es una Transformacion de
Hoebiuk si y solo si ad-bc®0, . .

Denotamos w=Yz. Tz es una transformacion analitica excepto en
2z=-d/c (donde el danominador se anula) y para =,

a +

En z=m, T{m)z 1im e
T - @C +

NOQUN IO

y en T(- g ) = ™,

Basta con mostrar que 1a derivada de w es diStihta,,dé;
para concluir su conformalidad en ese punto. .
Cuando c=0

. .2 b
w = Tz = g 2z + d
la’ derivada dw) . 2 0 para todo z: finito
a2 d e
utilizamos las variables z'= 1 y w' = L . Heécho: esto
z w :
' ! - -
w=§‘z‘tl -520...
d d
. 1
la derivada QLETI -4, ..+ , Que evaluada en 2's0. no es
d{z') a

cero, Por tanto w! es conforme en z's0, y 2n consecuencia w lo  es
en 2z®, '

d{w) _ ad-be
Cuando c¢*@, YEIN z;;:;;;

Por tanto w es conforme en el complemento de astos dos puntos.

d
que es no nula en z=C y en z=w,

R d . :
Para mostrar su conformalidad en =3, utilizamos las variables

1
.z|=20g ¥ w"";l
w 13 podemos reescribir como
. . ad - be ! -
W= 2 d c i
c Z*E
¢ 2
[V ~ S | 1
w 9-5e 2t Bz' + ...
por tanto Ta derivada
W N di{w')
( d(z7) )r=o = ( d(z') )x=-m/m 0.




for tantosw ss cuntorme 2a 2 vi=

ola

Para ) Cato z = @ @las varisbles adseyadas son o' = } Y wlEw

"wise - puede asciibirde la siguiente mansras .

'siébiénte

Teorema‘ :
La. transformac1on dﬁ Moeblus

Tz= %mlm R con ad- bC‘O

- . O w :
de € en € es un automorfismo conformn (func1on biYQCtivav,VY

conforme).

Observaciones
vl
,9 v T son transformaciones de Moebius, su composicwoﬁr ST
tam bien lo es. Lo
2. Toda transformac1on de Mcebius tiene una 1nversa, .a saber
dw-b

=T =z WA -,
z W ~CwW+a

T w es de Mozbius, puestp que da-bc¥0.
3. Tz=z, la transformacion identidad &s de Moebius.

En virtud de estas observaciones podemos concluir que el
conjunte de transformacionszs des Moebius dal plano complcjo
extendido ¢n si mismo forman un Srupo, el grupe de las
Trans formaciones de Moebius.

Es claro que si w = Tz = (az+b)/(cz+d) s una tra nsformacion
de Moebius y X es una constante compleja arbitraria no nula, 1la
transformacion (Aaz+Ab)/(Aczi+rd) =25 Tz. Reciprocamente, si

]

son la misma transformacion de Moebiug, deben tener los mismos
ceros y polos,

Sea Z, UR UN CEro, entonces

az +b=a'z +b'=0 R
%z = -b/a = -b'/a'; sea A = a/a'! =b/b!.0:
$ea z, un polo, entonces .
cz1+d = c'z‘+d‘ = 0, . :
* z,= -d/c = -d'/c'; sea H = c/ct
alz+bt L

T c

s Aspy e al ENg! Jexhe!, Td=Adl -y



det1jaA"detT, -

1
¥(ad-bc)'”® <
Tz = Aac+Ab

Xez+XRd )
sucede, que det(AT)=1, 1a cusl s una representaci;n normalizada (g

T. Observese que A(Tz) denota (Raz+kb)/{Ahcz+Ad),
Al grupo de transfernaciones de Moebius normalizadas 1leo

Tomando ‘A= , para- una tcansformacioh,arbitraria,T.

= (AT):2

denotamos Q1 .

Sea T una transformacion de Moebius normalizada. T 2g figual,
solamente a una transformacion de la forma PT. Como det(T)=det(PT)
=P1det(T)=Pz=1, debe suceder que pP:%1; es decir una transformacion
de Mosbius normalizada esta univocamepnte determinada salvo por un
factor de *i1. Es plausible zntonces identificar a la
transformacion con las matrices 27, donde

T=( : g ) con ad-bc = 1,

De hecho &l producto d= matrices de 2x2 con coeficientes
complejos corresponde a ta composicion de las transformaciones
correspondiantas. Denotamos ﬂcaY grupo de matrices Hma(c)‘ En

virtud de lo anterior tlznemos el siguiente isomorfismo:
ﬁc =00 /(0,-0),
§1 TeOe v Selg = STQ“Gﬂc : da hecho STs™ es 1a matriz  de

cambio de coordenadas en €1 plano., Mediante un cambio de
coordenadas conveniente es posible considerar al punto ® ¢omo un
punto ordinario,

2. Clasificacion de las transformaciones de Mosbius

La clasificacion de las transformaciones de Moebius esta dada
por el tipo de puntos fijos que presentan, es decir, por 1los
puntos en € tales que Tz=z.

$ea z2C tal que

Egtos puntos son las scluciones de la ecuacion compleja de
20. grado 2
cz +(d-3a)z=b=0 - -

1/2

, donde ‘x=a+d, -la traza de T.

LA
"

w2® S i )
T,=8, ® x 322, En este-'caso s2 dice que la transformacion es

parabélica. ’ .

1. Sea ¢=0,

- Tz= az+b/d ?'a;/d}byd.




n punto Tije es T am,

a‘d ! =~395w es 21 otro punto fuJo.’

I 2. as d, Tz=z%b (pues ad=te a=d=%1), y el ‘&n{c
doble, 25 C‘t('=®. que corresponde por dafipici
. trapnsformacion parabolice. "

1.3, Si a=d y b=z0, Tz=z, » T
identidad, parabolica tambien. :

11. Consideremos ahora &,,%, puntos ffjo
T, es decir, c®0 y x®%2,
Una transformucion de Moebvus gue mape
puede escribirse en la foxmu
wow, z-z,
PR Y k orasesnesers
wWoWy z-z,
Cuando &, v ¥, son puntos fijos=

VK01 -

Para calcular el valor de k,- sustltuim el valor dﬁ’wréb z=§;

w(myza/c, en (1):
al K z-8,

E.% e

€s un hecho que tala/c. pues se debe satisfacer 1la Ec,
cz’*(d-a)z-b=0~ si 6!= a/c - az/c0ad/c-az/c~b=u - ad-bc=0, lo. cual

no puede sucader,
k se le tlama #L multiplicador de T, y 1a representacion

W‘Z‘

w-Z
es la forma normal de w = Tz,

31 se permuta el orden de los puntos en la Ec. anterior,  Ja
forma normal es

1 "
¥ K es el multiplicador de T, Para evitar esta ambiguedad, 52

define a 1a paraja (k,k ') como el multiplicadar de T.
" Cuando c=0 pero x®2,  =o, (z=b/(d-a)‘ y la forma normal es

w-{ =k{z-%,).(caso ya considarado sin haber dado la forma aormal).
Para z=0 tenemos w(0)-T =-ki

4



Puesto que c=0, w=Tz={az+b)/d, =» wV(O)-b/d. s ke a/d.'
En todos estos casos (casos no parabo’hcos)

kv k™=t -2

Consideremos ahora {,=¥, finitos, es decir, c"O 2 x=12. L
la transformacien

TR P, I - azd.
w- -C‘t c- {t 2¢

es la forma normal de una transformacién parabélica con -un - punto
fijo finito, Definimos en este caso k=1,
La forma normal de T cuando !l=l',=m ag w=z+b

i@
Escribamos k en su forma polar k=pe" . P>0, 0<K@s2n,
La clasificacion de las transformacfones es la siguiente:

p=y 6xQ T es elipticga '
pm| 8=0 T es hiperbolica,

p={ 6=0 < k=1, T es parabolica
P™1 %0 T es loxodromica

Teorema .
Sea T una transformacion de Moebius:!

es e'l1:pt1‘<;a s vy s{ﬂo,si X es real vy lxi<2.

1. T
2. T es hiperbolica si y solo si x es real y lx|>2
3, T es parabolica si y solo si X es real y lxl=2
4, T es loxodromica si y solo si X no es real
T Loxodrémic //
e / 1’ flnhlqu»
7~ / e
7 /
7 O T Eliptica
Fig. 1 o T H-(ubd/ua-
27 T Leoxodvdmica

Demostracion
I.i»

1, Sea T una transfor‘maci;n e'h:ptica. p=1 y 620
De (2) x = (kek e)*™®
(k'k-‘02)‘,’ . (et ’e-te‘z)uz - (2c05902)l’. s 2"'(3056”)“:
ozl = 1211 (cos@r 1)) < 12V 120 < 2.
Por ser 8#0, |cos@|<i , y por tanto X es real.

S



T ,‘ Y, ’
Qrmacipn hipzrioliva, o211 y 8=

y o kel ‘=X,*2

2.°% real y |xl>2. #. 0. Que T es h1perbo11

-4/2
o . a-d + { xi-4 )
la cltl-l a-c( 5e »)
. 2 -1/2
-d - -4 ) .
la=of =1 a-c( 2-d 2c( x ol )

En ambos casos t = x’-h
Las hipétesis implican qua t>0, y por tanto #lldﬁ

fa-Tel=l(x-t"")721 = [(xst"")/21=1a-cL, |

Ikt .
Por hipotesis x°-2  R; tambien x°-2 = kik teoe®ipte e,
@20 Im(k+k ‘)0, Contradiccion/ . =0,
3, X real lxl<2, P. D. T es eT%ptica. 2g decir, P=1 y G®0,
Analogamente que &n 2.
Ia-ct‘l= |(z~t"')/z| ¥ |a-c£zl=. I(x-t'/z)/Zl con t=x-u.

Pero en este caso Xz<k. por lo que t<0, y 13 parte imeginaria

a-cl y de a-cf, es ®0 y la misma. Por tanto

172 a2
la-tcl=l(x-t""") /21 = 1xet* Py 20200k,
Tkt=1
. -1 . 2 2z
S €=0, k+k,k =141=2, e3 decir, 2=x -2 & X =4 @ X=2
contradiccion. .. B=g,

’
4, X no es resl. F. 0. 1T es loxodromica, es decir, p®y y 6%y,
for hipotesis Im(x)*®0,

@ 1n(X™-2) s Im(pe'® e 7)o
» 6H0.
For (2), £ debe ser ®1, Lggd.

G



Capitulo II

GEOMETRIAS

En este capftulo hablaremos, en general, de circulos en' la

. *
esfera de radio | $: las rectas en el plano complejo extendido C
lag consideraremps como circulos que pasan por ®, y que son 1la
imagen estereografica de circulos que en $ que pasan por el punto
N(0,041).

1. Puntos Simetricos y Ortogonalidad

pefinicion

. ¥ *
Sea » un circulo en € ., Los puntos z,y Z, en C “son

simétricos respecto de ¥ si y solo si cualquier circulo que 'pase
per z, v z, es ortogonal a ».

,
La transformacion,del plano extendido tal que a cada punto 2z
‘1o mapea en su simetrico respecto a wun circulo ¥ es ta
transformacion de simetria respecto de » Cuando ¥ es un circulo
que no pasa por el punto al infinito (circulo g¢omun), -a 1la
transformagion tambien se le denomina una {nversion, y a los
puntos simetricos respecto de ¥ puntos tnversos respecto de 7.

Puntos simetricos y ortogonalidad

.
Sean 2,y z, puntos simetricos respecto a la recta », Por
definiciclan. la recta que une z, con 2z es ortogonal a ¥. Por otro

lgdo, las circunferencias que pasan por ambos puntos tiene su
centro en », y son por tanto ortogonales a ¥». Inversamente, si la
recta ortogonal a ¥ pasa por un punto z, tambien pasa por su

simetrico respecto de ¥, vy en el caso en que una circunferencia
ortogonal a » pase por z, tambien debe de pasar por su simetrico
z, respecto de y.

Esto Ultimo es secillo de comprobar si » es el eje real y

aplicamos una T de Moebius que mapea ¥ en esa circunferencia.
$+ ¥ es una circunferencia diremos que z v z, son simetricos

respecto a r si cualquier recta o circunferencia que pase por
ambos es ortogonal a ¥.

La Transformacion de simetria.

Consideremos la transformacion T: >C que mapea a cada

P . s’ [
z@C en su simetrico y hallemos su expresion analitica.

. ,
1. Sea ¥ una recta que pasa por a con un angulo de inclinacion &,



e
walz=ate -2,

T es tul qu‘ T(eje real)=r;.: z. z aan swmetr|Los vesport F1l

eje real,_v por ser T una trans formaclon de Hozbius w -Y(z) es
L0
21 'STmetrlco de w=T(z).
: i - - [
w =ate 'z wsate 2

. -i@ N
Despejando z: z=(w-u)e‘ y, ¥ sustituyendo en w..

x i i —
w = a,na (w-n-)e ‘enue"e(w-n.) sa+(w- a.)n"‘e,

Por 1o tanto para obtener la tra nsformacion de simetria
respecto a la recta », es necesario conjugar =1 vector,w-a y luego
rotarlo un angujo 28 alredegor del punto a. La expresion final de
la transformacion de simetria cuando ¥ 2s una recta es por tante

ne
w = Tz = a ¢+ ze

2, Sea ¥ es una circunfarencia con centro a de radio R.

1472

. t-12z -

Esta transformacion de Moebius es tal que T(-1)=a-iR,
a ;

T‘o) sa+k, T(1)za+iR. Por tanto T(eje rzal)=r
W T(z) es simetrico de w= =T(z) respecto a 7:

w=l2= a ¢+ Rk

. Esto implica - que

- - ok 0
: Whea s R HEL e

e . 1-i3 :

w-a = p—tiZ_ -+ wea = R—IE.

1+iz 14§z
—— L] R
* (w-a)(w -a) = R
- 2
w s + 3.

w-a
Obsérvese que
- 2 —— —_——
arg(w -a)=argR -arg(w-a)=z-arg(w-a)=arg(w-a)
. . - 4 . . :
por 1o que w y su simétrico w estan situados en la misma linea
recta que pasa por a.
Tambien
W' -allw- z;l' .
Lo anterior impljca que esta, transformacion es la reflexion
(o inversion) en el circulo con centro ¢n a y radio R.
Por tanto la transformacion de Moebius que mapea un punto .en

su simetrico respecto a una circunferencia » es

weTz =Rz"'+a

3. L;plz de circulos

pefinicion . ,
Sean k, vy k, dos circulos distintos en €, El lapiz de

8



. . »
ctrcules (k ,k,) es el conjunto de circulos en € ortogonales a K,
Y kg

Sean T. yT, lasinversiones en 1los c¢irculos kl vk,

0
respectivamente, y zocc tal que z_, no es punto de k‘ ni de k.

Por construccién. el circulo & queopasa por z .T‘(zo) y To(z,) ;s
_ortogonal a k, v k,. Por tanto tode punto zeL que no pertenezca s

’ ’ A '
k. o k. debe ser punto de algun circulo del lapiz (k‘.k.)- Por la
conformalidad de las transformacion de Moebius, todo Jlapiz de
circulos es transformado en otro lépiz de circulos; esta  invarincie
permite clasificar los lapices (k“k ) seg&n que klﬂk.=¢,
kO =P b, oknk {p.alp,@ o', prq}, casos que estudiamos a
cont{nuac1on.

1) kok, = {p.@ | P, @ @€, prq}

Sea T transformacién de Moebius tal que T(P):0 y T(Q):=m,
Entonces T(k.)=r‘ ¥ T(k')=r. son dos rectas en el plano que pasan

por el or%gen z=0. E1 lépiz de circulos en éste caso lo constituyen
todos los circulos concentricos alrededor del or%gen z=Q:
{1zi=r" | re®}

Todo punfo 2&C ,z2%Q y zmwm, esta en un c1rculo. y sélo,en un
circuTo del lapiz. Liamamos a cero e infinifto puntos 1limite del
lapiz.

A un IapIZ de este tipo, de circulos ortogonales a dos circulos
que se intersectan en dos puntos distintos de <’ ,se e 1lama

has hiperbolico N = {|z}=r*|reR} (Fig 1):
Y

2k Nk =@
Sea T una transformacion de Moebius tal que T(k‘)ﬂl es un

cireulo '3 T(k')r\' una recta. Por conformalidad de 7T, 1x esta fuera

g



totalﬁente de 1. Sea M, la linea recta que-pasa por el 'céntrq M
de ll = intersecta ortegonalmante a 1l an Ny My el c%rculu con

centro N ortogonal a 1 (Fig. 2)
4,
P\
My
¥
N Az
My
Fig. 2

4 . -
~Tenemos dos circulos ortogonales a 1.. 1. gue se intersectan

a
en P'," Q' entonces T“(u.) % Tq(px) deben intersectar a k‘. k;
en los puntos P=T(P') y Q=T"*(Q') y ser ortogonales a ambos.
Considerermos ahora la transformacién de Moebius $ que mapea P' en
el or%gen y @ en el punto al infinito. Entonces S(H‘) Y S(Hy)
circulos del lapiz (ST(k‘), ST(k,)) son dos lineas rectas que pasan
por el origen, y en consecuencia S(T(k‘)) y S(T(ka)) son dos
c%rcu]os concéntricos con céntrc en el or?gen y, por tanto, el
1ép{z en cuestion esta constituido por todas las rectas del plano

x - :
€ que pasan ppr el or{ggn y el pynto del infinito. Los puntos z=0
y z=® son los unicos comunes gl lapiz y unoc es mapeado en el
otro por medio de una inversion sobre circulos ortogonales al
lapiz, ,
Este tipo de lapices, que contienen dos puntos fijos comunes
son los haces elipticos % (Fig., 3)




]
3. kPK={P|Pet’ } .
Sea T una transformacion de Moebius tal que T(P)=®, ' Entonces

Tk =2, T(k,)=r, son dos rectas paralelas en C'. pPor tanto el
1éplz (T(k) T(k.)) lo constituyen todas 1as rectas paralelas en
ct ortogonales a V.1 7, Estas rectas tambien pasan por ®, y en

’consecuencia, en el lapiz original, son circulos olrt'ogona1es a k,
y k. que pasan por el punto P . Estos lapices de circulos son los
parab:’:h'ca-. (Fig. 4).

3.1 Lapices Conjugados

Def'iniciép

E1 lapiz H es conjugado del 'lép'iz Hyy si todo circulo de H, es

ortogonal a todo circuto de Hye

. g .
, La relacion de conjugacion es simetrica, y por 1o anterior el
lapiz conjugado de un lapiz eliptico es un 1lapiz hiperbolico, e
inversamente, ep tanto que el conjugado de un lapiz parabolico, es

nuevamente un lapiz parabolico.

4. Transformaciones de Moebius generadas por dos reflexiones

La reflexion en un circulo k, de Yos circulos ortogonales a
é'l, mapea & cada circulo en s;' mismo: luego entonces, las
reflexiones sucesivas del 'I;piz (k..kz) en los c'frcu'las k‘, k’
lo dejan invariante. Inversamente:

Teorema . ,
Sea T una transformacion de Moebius que mapea cada circulo de
una lapiz H en si mismo. Entonces T=T, 0T , donde T vy T, son

reflexiones, respectivamente, en 1los circulos k‘ Y kz. Los
circulos k‘vk. pertenecen al ’Iép\'z conjugado de H. Habiendo



‘eleﬁidd

“arbitrario

céméoéie n,

lwmoftlac!on R : :

Se hara-una demostv c1on por. "separudo para cada Lt
\ap]:. haciando referencia en 105 tr“s casos,"a los lap1c-=s .
canonicos.

i, Lipiz hiperbolico 2 = {21t | reR -}

La transformacion .de Moebius que .deja invam’ante este
1ap1z debe ser tal que una recta ge’C gque pase por €] orlgen z=0
sea mapeada en otra recta g que tambien pase por =0, .Sea H

la reflexion en una de las bisectrices de 9y g v VvV 2,893

entonces T(‘z)=H(z)=z,ag‘; © y 0 son puntos fijos de T Yy Hy se
satisfacen ;
TH (0)=0
TH™ () =0
: ‘o (20 =2} ) )
Sea G=TH la * transformacion  que  preserva .circulos (ver
épéndice) con puntos fijos 0, o, y z;.
La wunica transformacion con tales puntos fijos es 1a

) » :
reflexion en la recta g , y puesto que conocemos la u;uégen de 0, @
Yz, bajo T, hemos determinado completamente a T en terminos de G y

. A . x
H. De acuerdo a a 1a seccion anterior las ecuaciones de h y g son

8 ] X .

re y rem. respectivamente, con reR; el refle;ado de z en h es
x - 28 . * =z 2.6

z =H(z)=zen s+ vy el de este en g es (z Y=G(H(z))= z.:" "°
-2i8 i e

ze b em¢=ze’“¢-el. €s decir, wiTz=ze ¢ es una ro,tar;\on de

angulo (#-8), donde se ha escogido arbitrariamente a ¢ 0 8, y por
tanto a h o a g: tomado uno el otro solo debe de satisfacer 1la

*
djferencja. Finalmante recordemos qua h y g pertenecen 3l
lapiz eliptico conjugado de %,
’ \8 .
Lapiz eliptice $={re'"|reR, 0sB<2n}
Este 1épiz tienz como su conjugade al hiperbé'l'ico de circulos

concantricos en el origen. Sean k‘={z||z|=az}. k’={z||1|=b2} dos

’ ’ ¥ *
circu1os de este 1épiz. La reflexion dz 2&C en k., 2 =a./z.
’ a .
ar‘g(z )= arg(d) arg(z)=-arg(z), y de =ste en Kk, web®z/a , dejan
invariantes las rectas de) lépiz e'l;'p(‘ico %, pues argw = argz; es

decir, w=T1=(T‘T.)z. donde T, v T, son las reflexiones =2n los

P
circulos ke v kg respectivamente.



Fuesto que erz=b=;/azudepend; solamente de la razon e - los
rgdios, uno 'de zllos puede cer escogido arbitrariamante| 'y el otr
solo debe ser tal que satisfaga el cocienta, .

L;plz Parabolico P

8 ) 4
. Sean k‘={z|z=aore‘ , reR}, kx’{zlz=b0re‘ , reR} | en ambos
casos 0%6<2m  fijo. Las, dos rectas paralelas en las cuales
reflejamos el lapiz parabolico ® de 1as rectas perpendiculares a k‘
L3 . —— 3
Y k’. sea z«C , ze<lwP; a1 reflejado de z en k.. z =a#(z-a)ez‘e y el

: =N T- I
de este en k w o= b*(z'—b)ene = b'(a0(z-a)ez‘ -b)ez‘6

zl
bi{a+(z-a)e 2751 « (b-a)+(3T5)e* sz,
Resumiendo: -~ 28
w=(T,T )z=z+m, m=(b-a)+(a-b)e es constante.
oowsTz=(T,T.)z, composicién de reflexiones en dos rectas

paralelas es una traslac1on de c’ que deja invarianrte a *.

[ Reprasantaclén'du una transformaclénldo Moebius como
composicion de inversiones en circulos.

Teorema
Toda tranaformac1on de Mosbius T se puede escribir como
compos1ciog de dos o de cuatro inversiones en circulos.

Demostracion
En el capitulo I se clasifigaron 1las transformaciones de
Moebius de acuerdo a las caracteristicas de sus puntos fijos,

que corrasponden a las soluciones de la Ec. czz'(d-a)z-b=0
L/2
a-dzA S
cx.‘:""z_“—' v Asx-n,
que a saber I ={ sii &=0, { L  si{i &=o0.
La transformacion T es parabo11ca sii §, E
Caso 1.~ Cuando f‘-Ez-m, T es una traslacion de 1a forma Tz=zx+b

Caso 2.- Cuando £, ={, finitos, Tz=—w%?—— + af: N que
. £

haciendo 1s reparametrizacién n=;:%—. Tz=m+ 2c/(a+d).
1

. .
En ambos casos w:sTz a5 una traslacion, que es posible
eypresar como composicion de dos reflzxiones en circulos de un
lapiz parabolico.
Consideramos ahora ¢ ™,

Caso 1.- { X finitos



w-l z-%

4

wE, Tk, o
o ; P e
haciendo 1a reparametrizacion n = === y {. = toma-la forma-.
w{. ’1-(.,: e = ]
T=ke :

’

kque es una rotacion.
Caso 2. I, finfto y { =m
La forma normal de w=Tz es
w=l =k(z-¥.) v k=a/d.
Sustituyendo n=w-{_y {=z-¥ , la transformacion toma la forma
L=kl ,
que es tambien una rotgcion.

Si k es,real de podulo diferente de 1, w=Tz es5 wuna R
transformacion hiperboljca que se puegde expresar como, composicion
de,dos reflexiones en circculos, concantrigos con centro en el
origen y que pertenencen a un Japiz hiperbolico, en tanto que si
lkf=1 T es _una transformacion eliptica que consiste en wupa
rotacion de angulo =argk, que se puzde expresar como composicion

*
de dos reflexiones en dos lineas rectas k‘. kg en € que pasan por

’ ,
el origen de goordenadas; hemos visto que estas rectas psrtenencen
a un lapiz eliptico ¥. .

Este teorema es la contraparte geometrica de los resultados
algebraicos obtenidos en el capitulo anterior.

6. Haces de Circulo:

pefinicion
. * .
uUn haz de circulos en € es el conjunto de circulos cuyos
2 :
planos pasan por un punto fijo M de R, inclusive el o,

Proposicién

Si dos circulos ¢, ve pertenecen a un haz, entonces todo

2
circulo del 1épiz al gue pertenecen ¢,y ¢, es elemento del haz.

pemostracion , ,
Sea (k‘.k’) el lapiz al que pertenecen ¢, v ¢,. Los centros

de ¢, Y ¢, son puntos del circulo R que es eje radical de kl % kﬁ
de hecho los céntros de todos los circulos de (k,ok,) son  puntos
de R Sea £ la recta de interseccion de los planos P y P, de 1los
circulos e, ¥ 4 respectivamente. Todo circulo cuyo plano pase

por ¥ es ortogonal a R y tiane su céntro en R, Por tanto pertenece
a (k‘.k’). y puesto que M & ¥, tambien son circulos del haz.

, lgad.
Proposicion.
Cualesquiera 3 circulos C¢v Gy Y G Que nO pertenecen al mismo

’ s 2 3 -
lapiz, determinan univocamente un haz, Dicho de otra forma: La

14



interseccion de los planos P P, y P, de circules que no
pertenecen a un mismo lapiz, determinan um unico punto, el punto M
del haz.
Demostracion

Sea £ = P AP, 5i k
k‘ Y k.' », - .
suceder que la,interseccion sea vacia, pues en caso de paralelismo

la intersgccion es el punto al infinito. Por tanto esta
interseccion es un punto, el punto M que genera al haz.
l

s NO esta en el lapiz al que pertenecen

no puede suceder gque ¥ = P‘n”,n".? tampoco puede

Corolario .
Cualquier circulo ¢ del haz que no sea elemento del, lapiz
determinado (al que pertenecen) por €, ¥ €, pertenece al lapiz
determinado por c, v algun circulo c' del lépiz determinado por CA
Y Cye
Sea (k, k,) el lapiz determinado por €, ¥ c, con generadores

k‘ Y k', cuyo eje radical es X, Sea X' la el circulo que pasa por

el centro de ¢, y c. Como c, No es elemento de (kl,k’) £y se

iptersecan en un punto Q. Sea c¢' el, circulo con centro en Q en el
lapiz (k‘.kz); lusgo entonces k esta en el lapiz determinado por
C, ¥ €, Pues su centro esta en el ¥4,

logqd.

Definicion . ” . .
Un haz es hiperbolico, parabolico o eliptico si el punto M

esta respectivamente, fuera, sobre o dentro de S.

. Las siguientes observaciones muestran como los haces de
circulos en el plano extendido pueden ser
definidos independientemente de los haces de circulos en S
y caracterizarse analogamente.

t. Haz hiperbv’ﬂjco: el punto M esta fuera de la esfera.
. Sea 2 el circulo en S de los puntos de tangencia del cono con
vertice en M (Fig. 5) M

R Fig. 5 :
. Todo eirculo en S cuyo plano pase por M interseca a 2
ortogonalmente. Por tanto todo,circulo del , haz en M interseca a 2
ortogonalmente. En 1a proyeccion estereografica existe entonces un

15



unico circulo que cnal a todo circule del. hazi .25 una

28 orjog 1
recty sioel punto M 2sta en 21 plano tangs=nts 3 S 2n N, 'y  un
circulo normal (d= radio finito) 2n otro caso ’

2. Haz parabé]ico: =] punto M esta sobre la S. ,
En este caso 21 haz consiste de todas los girculos y ractas
que pasan por €] punto Mx' el punto d= proyeccion de M.

3. Haz eliptico: &1 punto M esta dentro de la esfera.

Sea T €]l otro punto de interseccion de 8 con la recta NM
(Fig. 6), T y n los planos tangente¢s a $, respectivamente, en Ty
N. Los planos que pasan por la recta ¥ = T &' n son los planos de
los circulos que =n la proyeccion estereografica tienen centro MF

Ademés. por continuidad son todos: por tanto el circulyv de este
conjunto cuyo plann pasa por M es =1 unico que pertenege al haz, v
se¢ le denomina el ecuador dz1 haz. Todos los d=zmas circulos del
haz intergecan al ecuador en dos puntos Py Q, cuya ,proyaccion
estereogrgfica corresponde a los extremos de un diametio dg
ecuador; ¢sto es asi porque si P' y Q' son la proyeccion
estersografica de F vy Q, d(P',M‘) = d(Q'.N‘)- Ue hecho 2l haz

. .
21iptigo consiste de circulos que se intersecan =n los extremos de
1ps diametros del ecuador. Pars cada diametro, el conjunto de
circulos se obtiene tomando como eje de giro de los planos qu2
intersecan la esfera a la recta PHQ.

fig. 6. Corte transversal de la descripcién del texto.

De nuevo, por sencillez tomaremos los haces canontcos® para
cada caso, a sabiendas ds que un haz arbitrario puede szr
mapeado en su correspondiente canonico mediante una transformacion

. .
de Moebius adecuada (teorema final de esta seccion).

A continuagion se da la ecuacion y descripcion de cada uno d=
estos haces caponicos.

ta ecuacion Al+Bn+C{+D=0 representa un plano en el espacio
{-n-{ para valores de A, B, C y D fijos. Si ] plano pasa por el
punto (¥ . .8 ),

D=-AL -8n,-CC, -

16



Sustituyendo D en 1a Ec, del circute
A{Z4Z)+iB(Z-2)+C(zZ-1)+D{2Z+1)=0
y tomando A, E y ¢ como parametros variables, obtenemos ‘las
ecuaciones de los circulos de yn haz arbjtrario. ,
Sean L ={ =n,«0jel haz eliptico canonico esta formado por
. ’ *
los circulos maximos en € , siendo por tanto D=0 y las ecuaciones
.de los circulos

Alz+zZ)+iB(Z-2)+C{zZ-1)=0 n

Tomando M=((°.(°,no)=(0,0.l) obtenenmos las ecuaciones

A(2+Z)+iB(Z+2)4C(zZ+1)-C(2Z-1)=0

A{z+Z)+iB{Z-2)+C(zZ~1)-2c=0 (2)

que corresponden a los circulos del haz parab61ico cananico. St
Finalmente, con M=((°.no.C°)=(0.0,t°>l) obtenemos . las:

ecuaciones

A(v;)‘B(?-z)-D(z;-l)/Com(z;o1)=0 (D=-C{ = C=-D/L.)}
que at hacer tender [ a infinito resultan

A(2+Z)+B{Z-2)+D(2Z~1)=0

’ .

que son las ecuaciones de los circulos ortogonales al circulo
. - x N . ‘s .

unitario zz=1 en € que constituyen el haz hiperbolico canonico,

. . s 57 2 2 2
siempre que satisfagan 1a condicion D'<A"+B" (para asegurar,que el
plano interseca @ §). £n ocaciones se toma como haz hiperbolico

. ¥
ganonico, al formado por las rectas ortogonales a R en € ., Esto
u)timo porque existe una transformacion de Moebius que mapea al
circulo unitario en el eje real.

A(2+Z)+C(2Z-1)+D{zZ+1)=0 (3)

s 2 2 2
siempre que D <A +C

Lema 1 , .

Sea T,una trangformacion que prgserva circulos, entonces T
mapea un lapiz de circulos en otro lapiz del mismo tipo.
Demostracion .

§i T es una transformacion de Moebius, por conformalidad se
prueba el lema.,Si T no es de Moebius, invierte el sentido de los
angulos entre circulos, pero el tipo de lapiz se preserva en
cualquiera de los tres casos.

lqqd.
Lema 2

(a) Un haz e1%ptjco consta de lapices e1%pticos. solamente.,
(b) Un haz parabolico consta de lapices elipticos y parabolicos,

17



solamente, , . .
(c) Wn haz hiperpulica consta ,de los trec  tipos d=
zlipticos,, paraholicos e hipsrbolicos.
bemostracion ., ,
{a) Todos los lapices de un haz eliptico constan de  <circules
cuyos planos sz interszcan 2n lineas que tienz un sagmento sue ws
cuerda de $, Sean P y Q los puntos d= intersegcion de " $ con 1
recta ¥ de intarseccion de los,planos d= yn lapiz; P y,& son por
tanto los puntog de intsrseccion de los circulos del lapiz, v por
definiciop ¢l lapiz gs eliptico.
{b) Los lapices ¢= circulos que pertznecen a3 un haz Pa'nbO]\CO son
aquellos que estan en planos que se intersecan 2n ractas qye:
(i) uno de sus sa2gme2ntos es cusrda de $, en cuyo caso el lapiz es
21liptico (a). ,
(ji) son rectas tangent=:s & $, zn cuyo caso todos los circulgs del
lapiz se¢ intergacan =n =1 punto de tangencia, y por definicion, =1
lapiz es parabolico., .
(c) Los lapices de c\Pcu104 de un haz h\p@rbo1\co ﬂstan en planos
que se intersscan 2n rectas que , ,
i segmento es cuerda d= S. en cuyo caso g1 lapiz es e]iptico,
recta tangsnt: a8 $, en wuyo caso ¢1 lapiz es pagirabelico.
cta ajena ¢ 8, en guyo cago losz C]lCU10$ del lapiz no 5
ntersscan, y por dsfinicion ¢l lapiz es hiperbolico.

Logd.

Teorema
. Toda transformacion que preserva circulos, mapea un haz en
otro que es d=1 mismo tipo.
Demostracion .,

La primera parte d¢ l1a afirmacion del teorema 2s consecuencia
del teorema de la seccion 6 y del lema 1. La segunda parte del

lema 2.
lqgd.

Teorema , ,
fea H, un haz de circulos arbitrario ya sea eliptico,
parabolico o hiperbolico. Entoces exists una transformacion de
Moebius que mapea al haz, respectivamznte, 2n 21 haz (1), (2) vy
(3).
Demostlac1on .

Para la d=mostrac;on convieng, recurrir a la caracterizacion
de] haz en su proyeccion e;telnograf1cn. El ecyador de un haz
eliptico puede sef mapeado madiznte una traslacion seguida dz  una
homotegia 2n el circulo unitario. E1 punto por 21 que pasan toudoy
los circuloy vy rectas de wun haz se pugde map2ar  con  una
transformacion conforme en ®. Finalmentz, el unico circulo o rzcta
al cual son ortogonales todos los cirgulos de un haz hiperbolico
se puzde mapear conformements en 21 circulo unitario.

lgqd.

7. Composicién de {nversiones en circulos de un haz

Teorema ,

Sea H un haz de circulos arbitrario., E1 conjynto de

transformaciones quy se obtienen como composicion de un numero par
de inversiones en circulos del haz, forman un subgrupo del grupo
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de transtormaciones de Moebius,

Demostracion

Basta con demostrar 1a cerradura del conjunto, misma gqué se
loara, mostrando que toda composicion de cuatro reflixiones en
circulos de un haz es reducible a una composicion de dos
inversiones en circulos del mismo haz.

Sean k‘.k‘.k. y k, los circulos del haz an los cuales se

.
. haran las reflexiones Tor Tor T v T o0 sucesivamente,

Por el teorema de la seccion (x) sabemos que estas
transgformaciones son tales gue dejan invariantes los circulos de
up lapiz y son la composicion de dos inversiones en circulos del
tapiz conjugado. ,

Sea P & k‘ arbitrario. €n el lapiz determinado por k, v koo
conjugado del h:npiz invariante bajo 1la transformacion TaTar
existen ka' y k" (T?o x) tales que T.'T" =’T.r= y tal qus kz' pasa
por el punto P, Analogamente, en el lapiz determinado por 1la
pareja k.' y l<‘. conjugado del 'lép!'z invariante bajo la
transformacion T 0o existen cfrctﬂos k;' y k" tales que T;T;' =
TTa v P &k,'. Pes un punto comun de l:‘, ki v kg'i luego entonces
k‘, kg vy kg' son circulos de un mismo lapiz del haz; por tanto es

’ ’ -
posible sustituir a k; v ky' por el circulo k, v otro circulo k‘.
de tal manera que T, T,= T.'T;. Luego entonces

x
TATITITL = Ti TATATA

Pero T‘T‘ = I, Por tanto

¥
T‘TITﬂTl 2 T‘l Tl
Tk . -
-Seak, = kyy es decir T, = T,.
X
o T‘T.T.T‘ = TIT‘.

lgqd.

En virtud de éste teorema tenemos al menos tres subgrupos:
una para cada tipo d= haz.

8. Movimientos ri’gidos de la geometria euclidea y no eucl{idea

Estudiemos ahora lag transformaciones des Moebiys gzneradas
como composicjon de un numero par de inversiones en circulos de
los haces canonicos (1), (2) y (3). En cada caso se&¢ interpreta al
grupo de trgnsformaciones comp el grupo de movimientos rigidos ds
una geometria, Desarrollamos esto ultimo para el grupo hiperbolico
solamente.
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Oz la.szccion (3) podsmos ver gqua los untcs ,fijos‘ G Slas
transformacionsas genetddas por. la compoa1clon de dos Cihversibn
&n dog circu]os'k Ic Stalestquerk Mk -¢| co1nr1dun conTlosi puntos

de intsrseceion d~ 1os circulos ortegonales a k P - )
Anzlogam:nte cuando k ﬁk =P}, Na franaformac1on dn Moab1u¢ 1
que ‘resulta dz la. CONPOJ\C]OH dz \as 1nveus\ones en k kz es tulv
que. T{P)=p- : - -
En-virtud de lo:dicho eh 1a sééciéh 2,781 ]oé circﬁ16§ Hé‘
1nvers1on k ¥ k peltenecen al haz h1perbo\1co canon1co (3) cuya
)y 1os c1rculos 1nva|1antes de T se

compos1clon sea 1 tal que T(U)

debe intersecar en z= 0y ,y;!s on. pQrA tanto 1\n¢as ractas ‘cuyas
ecnaciones son-de la forma : .

A(zoz)4iB(z z)- .

Lo mismo ocurre con.los haces g11pfigd y!barabélicb canonicas
A(z4Z)4iB(Z-2)+C(2Z-1)=0 Yo CA(ZAT) FiB(T-2)-2C=0

Nuevamente, poy s=nc11\ez} 51 un punte” fije ‘de‘”T' agiiizsay

hacemos 1a“ traslacion d= @ a) or\gen ¥ cons1deramos =T+ gon . punto

f130 en 2=0, de manara canon1ca. e :

Las transformaciones’ que deJan f\JO
cuaiquiera de los tres casos son de la forma

s S R
;el,' origan  .en

al componer]a con una reflaxion 'en;feTjﬁ j
transformacion de Moebius S

A(w+z)+iB(z-w)+C{wz-1)+D{wz+1)=0"

Gzl caso particlar en que z=a es mapeado en'w
(A+iB)a+{D=-C)=0, e
de donde por ser A, B, C y D reales

(A+iB)a=C-D y (A-iB)a=C-D
Despejando w en {(7) y sustituyendo los va1ores =1

w='31C_D_)i__>__ ce ()

a (C-Db)+(C+D)a

Por tanto el movimiento rfgido mas generé] generado por
reflexiones en los haczs canonicos (1), (2) y (3) y que deja fijo
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al, origan, es entonces la rompos1C\on de una traslac 6 -de ~a. al

origen y de una transformacion (4). .
Estudiamos a continuacjon 1las transformacignes.. de. Moebius

resultantes de la composicion de reflexiones en circulos de- cada

uno de los haces (1), (2) v (3) con punto fijo en z=0. :
fara.el haz (1) con D=0, tenémos

wed (o)
- a (14az) P
i¢g a iv
Sea''e = S e ipara este caso la transformac1onf(8) re5u1ta

L¢ _a-z

f+az

sustiruyendo a =

c d o
=y e=s - =, (9)se
d d B

dz- '

YT coe{9Y)
qué  es un movimiento rigido del grupo de trans formaciones
elipticas, que corresponde a la composicion de.dos reflex1ones en

ws

los circulos del haz e11pt1:o (1) si vy solo si dd+ccm0.

alol

Cuando d=0 escribimos e‘¢ = -

% w = e

.
que es una transformacion que mapea z=0 en z=® y viceversa.

En la Ec (9) el caso particular d=0 no esta considerado, por
1o que es necesario aladirlo.

Pongamos ahora atencion en las transformaciones de Moebius
que sop composicion de dos reflexiones en circulos del haz
hiperbolico (3), con C=0. Siguiendo el mismo razonamiento qu2
en el caso anterior

w e 3z (10)
“'az
sean a= &y P % , (10) toma 1a forma
d
R _ _dztc
w = IV Loa (10"}

Utilizando (5) y la hpotesis C=0,
0® = a3(A"+8")
-~ D*/(A%+8%) = aF < 1 (En este caso A"+8" > D7)
.. dd-cc > 0, y por tanto la transformacion no es loxodromica.
Finalmente: los movimientos generados por composicién de
reflexiones en l1os circulos del haz (2) son de la forma

weePlaczy ... (1n
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Lo Por‘-l l
rtgidos (9)I

tnan~lo|ma0\on~s. ulSlOnCln »ntle

entre rectas,

La transfotmac{on; 1 ! gido dei p1ano
] : |vament<.

142, 2 : THaw

por ser un Ygrupo, ta compos\cion de - estas dos
transformaciones es de nuevo una transfo«mac1on dal ‘mismo Htipoy
que satisface w(0) = 03 por (&), E . o R

Trw, W, iz, 2, , ‘ o
Un razonamiento  analogo , es -‘aplicable " al: ~grupo =:d#
transformaciones (8), y la relacion BRI Lo
wl-wl zz-zl

1-wzw‘ f-z,z

se satisface.

.
Proposicion

a7y
te T{z2) = |2 |
1+z,z,
2372y
2. Tz.,2,) = j—— |
l-zzzl
3.0t (z,2) = |z,

son invariantes de los grupos de transformacienes (9), (10) vy
{11), respzctivamente.
La invarianti= T‘(z‘.z:) = Iz‘-z:i es la distancia euclideana,

invariante en &) planc d= Euclides
22



For tanto si 2,y Z, V. &g zon tres:puntos colineales.

T(2,02,) = T(Z,2,)97(2,2,) SC1e)
siempre que z, sea un punto entre z, y-z,. -

Sin embargo no se satisface una condicién szmejante para los
invariantes, ' y 7'' en el plano euclid2gno, pero considarando que
una inversion &n un circulo de, un haz eljptico corresponde, en la
esfera de, kiemapn & la inversion en yn circulo maximo, y que la

. composjcion de este con otry inversion =2n otro circulo. es ung
rotacion de la esfera, podriamos suponar, que el invariante T' esta
relacionado con la distancia esferica E-(z‘.zz)de las

. .
preimagenz=s estereograficas de los puntos LA 2

E1 objetivo es entonces obtener una funcion tal que

Elz,h2,) = (7' (z,,2,)) . :

y que,satisfaga la aditividad lineal (10). La construccién de - la

funcion es detallada vy clara en (10), y la ecuacion que sé -define
para En(z‘.zz) es y

E(z,2,) Iz, - z,1

1 2
ta > =

)
. I 1 zlz:l

Un razonamiento analogo s= aplica con el invariante T7'' y se
construye una distancia invariante E,(Zl-Z,) tal que

E,(2,12,) Iz~ 2,1

4 2
tah 5 =

bot- 72,1

Esta distancia se interprata como la distancia invariante del
plano no-euclideano,

Un modelo del plano no 2uclideano con la distancia E“(z‘.zz),

y en la cual el angulo de janclinacion entre  curvag es igula al
angulo euclideano usual fue dado por Poincare. En este modelo el
plano no-euclideano corresponde, al semiplano H = {z|Im(z)y0},
11amado el semiplano de Poincare. Damos gnseguida una =2xposicion
detzllada d2) mismo y de la g=ometria a 21 asociada.

10. Goometria H.Lporbél.lca

Se ha visto qus las inversiocnes en circulos del haz
hiperbolico (3) son tales qus lzI|<! son mapeados =n puntos Iwl<1,
gste hecho hace poszible identificar al disco unitario &4 como
la imagen del plano no-euclideano. En zstz contexto las "lineas
rectas" det plano no-euclideano, corresponden a los circulos
interiores y ortogonales al circulo [zl<1, al que se denomina
hortaonte dal plano no-euclidsano. .
En,este contexto,los cuatro primsros axiomas de la geomstria
de Euclides se satisfacen:
a) Por dos puntos pasa una y solo una linea recta,
b) Dos rectas se intersectan en un so)o punto.
¢) Los axiomas de ceongruencja de triangulos se satisfacen para
este grupo de movimiz=ntos rigidos.
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L3 cmbargo. pol un punto Fe exteribr a_unafneéla dad.'g: . pasa .
mas ds una re:ta que no 1nfnr5=ct§ " L . N o -

:‘fig. 7

Toda recta tiene dos puntos finales distintos que estan sobre
el circulo de radio- 1. Todo punto interfor de Alse-une-a un . punto
dado ‘del, horizonte medianle una . unica recta. : :
Definicion ’ : T O
¢e dice que dos H-rectss que tienzn un punto. final comun, ‘son
paralelas, : T

Por tanto dada una linsa g con puntos finales A y D, ~existen
dos rectas paralelss a g con puntos finales A y B. .y . C. . y.-D,
respectivamenta. E1 haz de circulos que pasa por el punto :P.. esta
formado por ractas que intarsectan a g y por rectas que no lo
hacen. En la figura la recta ), es tal que 1,Mg=T, en tanto que

laru =@ A las rectas de este segundo tipo se les ‘llama

ultra-paralelas a g, de las cuales existe mas de una. Por tanto el
50. postulado de Euclides no se satisface.

La modificacién del axioma de¢ 1las paralelas modifica los
teoremas que de el se deducan, Asi por ejemplo, la suma de los
gngulos interiorss de un H-triangulo no es 7, sino <1, Tomando
esta consigeracion, ]Jos axiomas de congruencia se satisfacen en
la geometrja hiperbolica. Por otro 1lado,, los teoremas cuyas
demostracionzs no utilizan el postulado euclideo de las paralelas
se preservan, por ejemplo: La H-linea perpendicular al H-segmento
ab en su punto medio, es el lugar geometrico de los puntos
eqQuidistantes de a y b.

Sea qRe1 conjunto da transformaciones de Mosbius con

coeficientes reales: az+b
R i{ws= <2 7d la,b,c,d @ R, ad-bc=0}.

Teorema ,
T &0y siysolosi T preserva H,

Demostracion
«!
Sea T tal que T(H) = H, por continuidad T(R) = R,
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sizeR, z =z 9 T(z) = T(zZ) = T(z).

“T=T s
Puesto que los coeficientes de T difieren so]am:nte an.lun

factor de %1 debe suceder que los coeficientes de T 'sean™iiguales™

a sus conjugados o iguales a sus conjugados negativos.: En..:el 1
segundo caso . I W

Im(T(i)) =

Im{(aisb)(-ci+d)} _ _be-ad

leivdt® fei+dl®
lo cual no es posible., .. los coeficientes de T son reales,
SR

= <fei+diThCio”

{»
$i T & iy, entonces T(R) = R,

Por ser T de Moebius T es conforme, .. T(H) = H,

lggd.

’
Observese que Qp es un subgrupo del grupo de transformaciones

de Moebius, cuyos, elementos se denominan transformaciones reales.
Por definicion x = 8+d es sjempre real ,si T es real; por
tanto yna T rea) nunca es loxodromica: es gliptica, parabolica o
hiperbolica segun que |x! es mayor, igual,o mengr a dos.
Los puntos fijos de una transformacion estan dados por

¢ . a—dtgxz-hk‘/:
wa 2¢ .
A- Adenmds ~- dadics Aes onns fvwn;form;c\on eljptica tizne dos
Fupdos £iian cemadaTon e Tonade e thaliss dag onuntae
fijos reales d1st1ntos. an tanto q'o rine nv-$kh1inn $¥arc v nnd e

punto fijo doble real.

pefinicion y
La distanctia hlporballca se ‘definira
diferencial 1dt| i

ds =

y 1
Propos1c1on
Sea una transformacion T en ﬂm arb_t

invariante,de T.
Demostracion
Sea T & OQp, 7' =TT = x'+iy!

y' H] -——Y-—? y dr!' = _..‘._..__
. ler+dl 2 - (cT+d) L,(cffd)
tdr'1 _ ldrl/l{eT+d) | _ ldr} T
< - =
y y/ler+di® Y
~ ds = ds!

pefinicion
La distancia hiperbolica entre dos puntos se define como
£ ds
[
donde C es la H-linea que upe los dos puntos.
La sjguiente proposicion es corolario de la anterijor:
Proposicion
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s 0 e M Ths
H-1inza gueune Tos Hipu

Es dec{r

S
Proposicion’ =’

Las H;linee
Demostracion T

Basta con. demostrar
pues la transitividad:

os. puntos

cfinales © de

 <=,

: R L L SE S |
tal que:r.i Lz (d aV*?wY(i)-

e (8) s 0,.y(0):= .'v(4),1=,y,,.j
La 10ngit@d'IL{|'e ta dada pOl '
g 1 72
1L:|,=,f ldfl P S (£)? z gv!J)) dt
s ° Y
s . 1
o s _l_L_L_ - YL - . FAUDINR
> iar7ay dt > Ty dt 'Iogy(t)l° log T}
VO
- =5 8.
logy, : v - Il

lggd.
De ésta proposlc1on se deduce que la H-distancia satisface la
desigualdad del triangule. Tedo Yo anterior nos permite establecer
la siguiente

Proposicion

E1 semiplano H junto con 1la H-distancia es un espacio
mElX'I-CD

El conjunto de H-discos

S(Tyar) = { weH de,T°)<r. r>0f
constjtuyen una base de 1a topologia inducida por la H-distancia:

Mas aun: ; 8
tema
un H-disco,es un disco euclideano.
DemostraCIOn

Sea T eH, y Meﬂm una transformacion e11pt1ca con puntos fijos

To ¥ To y multiplicador k.
Los circulos fijos de M son circulos euclideanos ortogonales
a los que pasan por Ty Fo. Sea C un circulo fijoy {, {'&C tales

que £' = M{ .
(T &) = d(MT ML) = d(T L'):=r
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For: tanto todo punto €n

- e'sté 451
Por otro lado, si .~ : Sl
d(Tarv“") L

- Pk E el o
el circulo que pasa por' T , @ y. T _, es ortogona

C en w, . , . PRI, i
) Por tanto, un circulo hiperbolico es un circulo euclide

’
De e;ta equivalencia deducimos 1ta siguiente
Proposicion :
La, tOpolog\a inducida por la H- metr1cu es equivalente a la
topologia guclideana usual.
Esta ultima equivalencia confirma 1a lnterpretaCIOn a los
elementos de OR como movimientos rigidos no euclideanos.

Si T es el%ptica con punto fijo T un circulo fijo C de T es

at
z ’ : -
un circulo con centro To ¥ T es tal que un H-circulo perpendicular

a C es mapeado,en otro H-circulo perpendicular a § que forma con
el primero un angujo 8. Por tanjo T es una rotacion hiperdolica an
L Si T es hiperbolica, sus circulos fijos son tales qua se

intersg¢can en los puntos fijos dz T. Por tanto T es una traslacion
hiperbolica. , Finglment2: cuando Jlos puntos fijos de una
transformacion eliptica son conjugados (complejos) y tienden at
eje real, y por tanto a ser uno y el mismo, T, es una
transformacion parabolica de ﬂR a 1a que se 1lama rotaction limite
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Capitulo ITI
EL TEOREMA DE PROGRESION ARITMENTICA

En =2ste cap%tulo S £apons una demostr'acién no - &lemental,
utilizando teoria de funcionss de variable compleja del Teorzms
de Progresion Aritmstica conjeturado por L=2g2ndre y demostrado por
Dirichlet.

TEOREMA , :
Sean a,m dos numeros enteros positivos tales que Ca,m=). El -
conjunto de numeros primos p que satisfacen pza (mod m  es’
infinita. . :

{. Caracteres de grupos abelianos finitos

Definicion 1 . N o :
¢ea G un grupo abeliano finito multiplicativoi":Un caracter da

* L i 0 * :

G es un homomorfismo x:Gw>C" en €]l grupo’’ Jicativo C. tal. .
qus x(g9,3,) x(g,)x(g,). E1 dual de:G es &7 T Eaod

ol * PR A
G = Hom(G,C' ) = {x:6 = C:| x es:homomor{ismo}

Proposicién' 1 .

s2a H un subgrupo de 6, iLa restriccion
Plx)=xly .

A A X

de G H =g supraysctiva. De hecho, Ker(e)={x le=IH}.

A A A
por otro lado G/H = {Hg|geG} + G/H = {x(Hg)|xeG} = {x(H)x(qa)|xeG}
La cardinalidad de estz conjunte es entonces €l numero ds
caracteres =0, x(H)*ly mas uno.

an

Por tanto el grupo formado por los homomorfismos X tales que
)
xIH#UH es isomorfo a G/H
F'«'oposicién 2
El grupo 6 es un grupo absliano finito del mismo ordan quz G

Demostracion (por induccion sobre 21 orden n de G),
A -

i n=1 G0, y G=1, y 0(G)o(G)
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. Sea p22 y Hun. subgrupo.:
observacion anterior: A
o(G):
A R L

pero o{H) = O(H);'por se”
o(G/H)(n,A :
& o(G) = O(H)O(G/H) = o(G)

Hemos demostrado qgiie 1os ordenes de G(m)y-ide:
coinciden. De hecho :

,G(m) = G(m)

. S SECY Y
.61 x€6, 1a funcion x -1+ .x(x) .es un"caracterf de .G ‘mas .’
=xp11c1to. . s b

N i
Sea xe6, Definimos 1a func1on £, H C tai’ que "
& =
A < (X ’Z(x) ’ S
para todo x & G, LaAgencralizacion para  todo x €@ .G . as. gl

A
homomor fismo £:6 « G, tal qoe £(x) = £,
Proposicion 3
£ es yn isomorfismo de G en G,
Demostracion
Por la propos1c1on 2

>>

fa)
o(G) = 0(6G) = o(G)
’ [a)
sea x€G, x*1, Basta con demostrar que exista algun xe&Gtal
n

e
A
G x(x)=1 » x€Ker(s), y &

’
que X{x)®), pues si para todo caracter e
no s seria inyectivo.

. A
sga H 21 subgrupo ciclico generado por x; entonces 3 xeH ta)
que X(x)#1, E1 caracter x extendido a todo G es el buscado,
lgqd.

1.2 Relaciones de Ortogonalidad

Proposicién 4 A
Sea n = Card(G) y x & G, Entonces

E X(x) es nsix =1, yes0six#1.
»xeG

Demostracion
Si X =1 » x(x)=1 Yy € G

E x(x) = nsix-=1.
X6

Sea y € 6 tal que x(y)*1, 25 decir, x ® 1
2(yIE x2(x) = Ex(y)(x) = E x{(xy) = L x(x)
xeG xeG x&6 xeG

~ {x(y)-1) L x (x)=0 ,
x&G

29



ColnG XE 1T S TR (a6 L Ctgad.

(X)L £(x) = x(x)E X(v)*
! A A
yelG G
=" L‘Acy(x)-
yaG

“ (8,(x)-1) Be (x)0 '
x&G

En particular
X es un caracter de G(m) = (Z/mZ)
Card(G(m)) “(m) v pelP {peﬂp.a {mod m)}
. por el couo]ar\o anterio
E x(ap) = S(m) si a-‘psl ,(mod
representante de cada una de las c]ases de
elementos de G(m). - o
lggd, "

pefinicion (Func\cn @ de Euler)
€i d 25 un entero 21, la funcion ¢ dv Eulor de d s e? numevo
de entero 12x5d tales que {x,d)=1,

Deh’nicion 2

Sza m un entero positivo. Denotamos por G(m)= (?;/m.-) Arypo
multiplicativo d2 e¢lamezntos fnvertibles del anillo Z/mZ.. G(m) es
un grupo abeliano finito d: orden @(m). Un elemznto. x. dzl dual

G(m) se 1lama caracter modulo m vy se. puede considerar como una

funcion i€ o = {z€2(z,m)y=1}, tal que x(ab)=x(3)X{b). Foy
convenizania sz dafine x{3)=0 pars todo z &n 2} complzmento de #,

Ejzmplo
6(u) = (2pzyt IR
£} anillo (Z7u2) = {I0), (1}, C21,-03)}, donde -
Lol = €O, %6, 20, 002 S
041 = € L0, =11, -7, -3,
€21 = <x2, x5, %10, .., >




£33 = C vy =9y =5, =15 3, Tyobiy e
G(a) { 01,030 } T :
"0(5(0)) = 0(6(4)) = 2,
<. hay solo dos caracteres en e1 dual de d2 6 x: ﬂ y un

trivial. Este ultimo es x G{m) » <! tal que

x(x) = (-1 (0% =1 si oxatd, Ty (-1)? ="—:’si xcm

,xlino”;

(Rt

N 2. Series de Dirichlet

pefinicion
Sea (k ) una sucesion creciente de numeros reales que - tiende

Ja + @, Sin perd\da de generalidad se puede suponer que X 20  para

todo n.La serie de Dirtchlet con exponentes A es
@©

Az
n= lnne P an.zEC-

. .

Los terminos de la serie son analiticos, y se hace necesario
establecer criterios de convergencia para estas geries. El teorema
central sobre convergencia de funciones analiticas es el de
weirstrass:

Lema 1 .
Sea U un subconjunto abierto de C y sea {fn}una sucesion de

funciones holomorfas en U que convergen a f uniformemente en $odo
subconjunto compacto. Entonces f e5 holomorfa en U y la sucesion

de derivadas {f;} converge uniformemente en todo subconjunto
compécto a la derivada f' de f.

’
En tarminos de series el teorema puede exprasarse como
sigue:

si la serie de terminos analiticos
flzy=f (2)+f (2) ¢ 46 (2) ...

converge uniformemani2 en todo subconjunto compacto de U, entonces
13 suma f(z) es analitica ean U y 1la serie puede ser derivada
termino a termino.
tLema 2 (de Abel)

sean {a } v {b.} dos sucesiones. Sean

n=p ns
mep =n?man y St =n? ab

entonces
n=t

Sma = L A

mn
nz=m

(b,- )+ ALDy

h‘l

Lema 3
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. Sean a,fl €
lef?z-é'ntlsiz'l'/x(e'w
Proposici_c'm 5 i S R
§i la-serie f(z) = Lae

H = {2GC[Re(z-z°)Z_;6.AIr'§(

’
Demostracion

3%
W
-

§i denotamos con §, = .
n=1
nEL =l g o
Yy S,.75-5,= L ase : por -1ema . anterio es
' nz=m . X i
net -knz Az -k‘z
igual & L L -e YA 2
n=m ’

: v-)\ EY

Se demostrara la convergencia de la serie [ ae " mostrando
que § . satisface las condiciones de Cauchy de convergencia
uniforme. Es decir, que dado #>0 3 N=N(£) tal que si m,taN,
entonces {5  |<€ para todo z en el dominio de H.

x .’
> € la traslacion sobre z,, T

*
Sea TZO:C (z)=z-z tal que

Tz (z,)=0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z,70.
o

%o

@
Esto implica gue a_ converge y que dado £>0 3 N tal que
":‘n t
I = | Ea_I<e si m,t2N.
-\ z
Aplicando lema con (b“)=(e ") tenemos

1A

1N w L)

mA
n=

nEL-1 Az Az - Nz
S =L A__(e -e )t ALe :

mn

Escribiendo z=x+iy y aplicando 21 lema 3
. t=t =Xz -\ .z =Nz
n nsg t

IS‘MISE IALntle -2 I+1a  fle |

Aplicando de nuevo,lema 3 8 z=x+iy con x=Re(z)>0 la expresion
anterior es menor o igual que ’

Lt -}\hx -an
L elzl/x(e - e )+E
m
t-4 =A x =X X
==(14lzl/x L (e " e "ty
m
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Cee(lzl e (e T

',haruiﬁndo s—;c(algu)) lzl/x hEseca)

(ver 3pandice)y~(*) es: menor: o 1gua% a
Lo AR -7\',( ;,-)sx

r_s(Ul-'(é‘ RS ))5;(14;() .
Retomando los da i esta
cor.cluwmos S g

Liaze
© Corolario:t
si f(z) *L ae " converge
el semiplane H = {zeC|Re(z) >k

.
Demostracion.

La proposicion autﬂmor asegura
lado,,si CSH es. compacto,” -por =&l
funcion f ¢s uniformemente converge

Corolario 2 S
El conjynto de convergenciaidewx

semiplano maximo de - convergencia,

conuergencia, ..

Corolario 3
En el dominio Hs {zGCIRﬂ(z -z )20 y larg(

converge a f(z,) cuando z -~ >zg.

Corolario 4
La funcion f(z) es 1dent|camente cero:

Considzremos shora la serie . de Dnich'let .au
tomar X n=loan: i = :

bt lognz @ Lo n-z ® L =
L &z LA a.e 9 = B an/ =z
n
n=l n=si
@
La serie f(s)= & an/nﬂ 52 llama la serie ordinarta de Dirichlet,
ns1

Pr'oposicién 6

S los coeficientes & son. acotados, la serie ordinaria d=
Dirichlet es absolutamenta  ~“converaente an el semiplano
Re(s)>1, seC.

Demostracion
. o - .
La sarie L i/n es convergente si o>13
nsg
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Deflnlcmn'
CLa’ funcion f. :
f(mn) =f(m)f(n) siempre ‘qye {m/n) E :
. Upiejemplo .de:funcion. mu1t1p]1cat-1va esi)a’ funcion ¢ dn Eu'ler
(ver' Niven-Zukerman .- Introduccion a. ta:teoria de numeros)
S23 f funcion mult\phratlva acotada : :

Lema &
© et e s
La serie de Dirichlet f(n)/ B 2g abso'lutamnnte convergente

n=t . .

en H = {seC|Re(s)>1} e 1gual al producto 1nf1mto

A refpyp e+ f (Mp ™)
pelP ; . - :
donde P 25 el conjunto de los numero< primos.
Demostracion
La convergencia absoluta,en H se sigue de que f{n) 25 acatoda
para toda n y de 1a proposicion 8. Sea S={p‘,pz....p Ip es primo

y N(S):{nemln=p“.,.pkk< peS, 15ksn} entonces
@

L f(m/n"= 0 (LM
neN(S) p&ES m=o0

En efecto,ycuando S ~->F, N(S) >N, y enel 1{mite corrésponde a
Er" = 1/1-r si Irl<
=1
lgqd
pefinicion. . e
g ta funcion f es estrictamente mnultiplicativa,
f{mn) = f(m)f(n) :

para todos m,neN,

En virtud ds, la convergencia de la serie .
si Irl<1 tenemos la s1gu1ente igualdad

Zor =

n=1t

® . ® m ma
L f(n)/n =10 ('L f(p)/p
n=1 pelP m=o

Lema 5 S :
$i.f es estrictamente multiplicativa
: T : : 34




I fn/n" =0 (- f(p)/pto T
nz e pslP,_, : B i
Demostracion

Por el lema 4

@
L f(n)/a" =0 (44 B fpTIze™
n=1 palP m=4

©
por hipotesis = T (1 + L £(p)"/p"
pelP m=g

@ ° m
01+ E( f(p)pP )
pelP mz 1

Por ser f acotada y Re(s)>!, sin pér-dida de ‘generalidad
podemos suponer que . :

[F(p)/p°1<1

@ a m 1

-m!='.’l( f(p)/p ) = T Ee)
(=] . Mp 1
n(1+ L f(p)/ =2 N —
de( m=‘( (p)/p ) o ‘__f_(%)_
p
lggd,

Observacion ,
La funcion f:=0 es estrictamente multiplicativa y acotada,
pefinicion
o
{(s)=L 1/ = = 10
nzt ° pelP
es 1a /'unclic'm { de Riemann,

para Re(s)>1

Propos’icisn 7
(a) La funcion { es holomorfa y #0 en el semiplano
H = {seC{Re(s)>1}

(b) {(5) se puede escribir como {(s) = -
funcion holomorfa en {seC|re(s)>0}.

=+ @(s) donde @(s) es

Demostracion , . .

La afirmacion (a) solo enfatiza un hecho implicito.
(b) e

=B t dt

n=t
@© net - o -
IS, tdt+En
=1 n=4

L]
=

1 -
s-1 7
1 nes

® -a -
s e 4 L (n _;n t7%dt)
nz=g
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nEtSnet o
’que en_ norma-es decrecien
L ! Ly :
S (s IS J
. B n L

[+:] . Dl
L (s) converge eninorma’lpa
ns1 y 3 "

® e ;
o@(s) = L e(s)es conv A .
nx4 T =

Corolario 1- - =
ta funcion {(s) - tiene un pol
Es claro, pues @(s) es_hglg;p ,rj_fa.:"’

Corolario 2

LimET p° & 1im log 511.. Ly l:
a->1pelP s> 1 .

es acotada cuando s tiende a 1.
.
Demostracion

{(s)y = I
&P

togl(s)= L log vz~ T log{1-1/p")
= pP

1- 1/p°
El desarrolio de la serie de Jaylor de log(l'-'{/p'r) alredsdor
de z=0 pzrmite escribir la sxpresion anterior como : s

o 1 1
2 ............ = E sarasrer ..........l;.. :
palP k=t kp pelP p  pelP kp
k22
1 1
............ cs un mayorsnte de L ehues & B eedeoion
pel kp pelf p p.(p.~-1)
k22 P22
1 ! .
By T Ly oot



wf(s) = L e es acotada :y :‘en  consecuencia

Por otro lado

tog {(s) = L p-. L lkn .
pel pel kp
kz2
y tambien
logl (s) = :

cuando s = § L e

pelf kp
kZ2
Esto implice que en 18 primera igualdad

logl(s) & £ p™*
pelP

F——t

peesta acotada y #(s) . es convergghte}

SU

puesto que {(s) tiene un polio simple en. .s=1, ¥y en' la ‘seguhdé

igualdad
logl(s) = log

lggd

3,1 £-funciones
sea meN y ¥ un caracter modulo m. La serie de Dirichlet
(<]
Ws,x) = E Xnd

ns1 n
.
es la L-funcion correspondiente a x.

Los terminos de la serie que corresponden a primos relativos

a m son-¥#0Q.

'
Proposicion 8 B
si F(s) =M (1-1/p ), entonces
' plm
. F(s)(s)=L(s,1)
Demostracion

F(s)C(s) = 0 (1-1/p") N
plm pelP

1- 1/p
= 0 (1-17p") 1 b 11 ! -
plm pim 1= 1/p" pdm 1~ 1/p|
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pefinicion

-“Sea . Ct (0.|l

ST
analitica

1elo, 11, de tal maner;
1. c(ty e (C(t)) par‘a It t-"

l‘“ )

2, : 1‘t 25 contmuacwn anaht\ca dn?cta

'Tambiern't(s'.‘i)y'tiene un po1o sunp]e'
extender._analiticamente 2n {ise( 3>t

3,2 Producto de Lefunciones relativas al mismo entero

Sea m un m'unaro natural fijo y peZ tal que pim. Sea p 21
representante de p en G(m) = (2/w2) , (p) 2) subgrupo generado por
P 2n 6(m) y 21 grupo cociente G(m)/{p). )

Sea f(p) el ordsn de p en G(m), es decir, el natural mas
pequejo tal que p“p)‘i:‘ I (mod m); el orden de 6(m)/(p) es
o(G(m))/e((p); = o(d(my)/of({p)) = a(p).

fFor otro lado se- W - WoMge e W =] conjunto de raices
f(p)-—:.-simas de 1a unidad, =ntonces existen g(p): caracteres x. d=
G(m) tales que x(p)=w_para alguna i, 1SiSf(p). Esto junto con la
jgualdad (ver apendice 4) e : ‘

fep)
;21 (t-wT) = 1-T
nos permite establecer el siguiel_'\,te

fipy

si ptm, n (1-x(p
j xe6(m) fatihes
Demostracion.
S2a X uno de -los g(p)
f(p) ;
NC1-x(p)T) = Mo(1:
x : [ g




richlet v‘con' coeficientes: entei‘os iy

)= [N o [Ree— l.n.,.......‘;...w.
o pelPot- x(p)/p

tm(s) = n n L...
oo xeG(m)palP 1- x(p)/p -
= 0 n JRNS o

pelP xeG(m) 1~ X(p)/p".
e n

1= %(p)/p".

,n_v

LIRS
pdm xeG(m) 1= x(p)/p.

pim xéka)

por otro ilado\ s




“n o
‘.,’ p!m (- 1/

[N} u‘:
Py
B a .1 para toda n

“£1n producto convergsa en H por:
’suv factorgs 25 convergante’ en H.

Teorema - :
(a) ( mi8): tiene un polo S\mp1b en.s=
ey L, 1X)#0 para todo x#I.

Demostvarﬁmos primero €1 inciso {§).
Supongamos L(1,X)=0 pars algun x*1{
(.(s)y = 1 ;

xeG(m)

- {,.(5) es holomorfa

Por la proposicién 11 L{s,1)

en Re(s)>0, para todo ¥ # I, Esto 1mp11ca que
en Re(s)>0.
pPor otro lado el p—=51mo factor-de Cﬁ(s)'ep

1 . ~fiple
r(P). gipy T (1ep 4,
(1- 1/p

qQue &s un mayorante de 1a serie

me -nfimis S
14p 4o tp o g i
~ los coeficientes de [ (s) sONn mayores que ]os d;, a-serie
nwm)-
n,m?i =t
la cual diverge para s= 3%57 contradiccion/

L{1,x)*0 para todo x * I

Demostracion de (a)
Ca(s)= Mo L{s,2)=L(s,1) N Lis,x)
. x<G(m) X6 (m)
cox #I

L(s,x) converge en H = {seC|Re(s)>0} para todo x # I, es = 0 y

L{s,1} +tiene un polo simple en s=1 (Proposicion 12 vy 14
respectivamente). - (m(s) tiene up polo simple en s=1

lgqd.

4, DENSIDAD Y TEOREMA DE DIRICHLET

Definicion
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Decimos qué3§1bsybconjyhto R.de P tiena densidad k, 0SkST, 'si

s S S S
; s~~>1. log et
Vvimos que cuando s tiende a 1
T o™ % top g
pelP

~ la densidad de P, d(P), tiende a { cuando s tiende a 1.
Teorema 2

. Ses m entero mayor o igual a 1 y a&€Z tal qu2 (a,m)=). Sea
P = {pP|p=a (mod m)} . E1 conjunto P_ tiene densidad 1/&(m),

Necesitamos los sjguientes elementos para demostrarlo.
Sea X un caracter de G(m), definimos

ey e x(p)
fels) =X

p*mw"p-
la cual es una serie de Dirichlet convargente sn H = {s@C|Re(s)>1}
Lema 2.1
si‘x.=l, f, > log -y~ cuando 5 =rw=>
Demostracion
i L mml:mdifiere de T p" en. -un numero
pfm-p . palP

finito de términos, y hemos® visto que. EPP-. % log ?géT cuando . s
: P

tiende a 1.

s f(s) > log E%T
lggd.
Lema 2.2 .
La funcion
f () = £ XP)
pdm p"
es acotada,par‘a todo X ® I cuando § e > 1.,
Demostracion
L(s,x) = n o 1 Re(s)>1.
x<G(m) 1-x(p)/pP
s @logl(s,x) = E 1og ‘. = - E (I-X(p)/p-)
X6 (m) 1-x(p)/p X€G(m)

Al considerar su desarrollo en serie de Taylor slrededor de z=0 en
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al circule de convergencia 1zl<1, obtetemys:

(py"

np’

tog .L{s\x) =L -
U - pedP
en.Ya franja principal de logariimo; po

;qtﬁb{Tedbl

x(p)" o £ x(p)™

commmbantestsastes s) + P . ""
pelP - np”* x pelf np :
nelN nZ2

por teorema ) L(s,¥) converge cuando's
logl{s,x) esta acotado. Por 1 corolario.z

n
, X{p) . S
e esta acotada ¢
pelP  np i
neN

AR ls) esta acotada cu§nq°w

sea g (s) = L o
=i

1
a(s) > log gy

s
Lema 2.3
1 -4
a(s) =4;(m.) xga(m)x(a) fx( s}

.
Demostracion

r oxa)tis)= L xat g X0
xeG(m) x&6(m) pim "

x(a”1xie)

pdm x&G(m) o*

L E
pdm xeG{m) a

,
Por el corolario de la proposicion &

L x(a'p) es ®(m) si a'p ®L (mod m) y cero
x€6(m)

21 complemento de este conjunto. -1
Como en =2ste caso adp (mod m) =» a p& | (mod m),
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-1
wg{migls) = T D e - fim) o
p{m x=G{m) D ptm P pel

1 -1
aoals) = g L x(a) f,(s)
P} ye6(m) x
lggd
demostracion del teorema:

Poe el lema 7 fy(s) = L ==~ = log E%T en general,
ptm p
Por el lema 8, para toda x ® I, fx(s) es acotada.

Por tanto puesto que 1oggei"m~m>w CUBNGO § crmeen >1, usando

lema 9 tenemos

L 1. L xa'fs) =g ,
pim o T x&G(m) X ?
es decir,
-
Er
pelP 1 )
> CUARAO § wmmmend 1,
log EéT @(m)

logd.

Porr tanto el conjunto Pu es infinito.
De hecho 13 densidad de un subconjunto & finito de P es cero.
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Capitulo IV

SUPERFICIES DE RIEMANN

La funcion z= w''" &5 1a inversa de
wez,nel,
i w = P€¢. 13as n raices de w son de ta forma
W Pl/né(l@' 2n/n)

. t/n L7 . .
15iSn. Pero entonces z = w no es una funcion bien definida,

8 2 =
si z = re\ , 0%6s52n, 1a funcion w = zn s ettt cubre n velras

el plano complzjo €, pues 0=n63n(2n); d2 hecho la ragion
{z](i-1)2n/ns6<i2n/n, 15isn}

s2 mapea bajn w=z" en todo T, Por tanto w=z'

"produce n copias
de C:
F:‘={z'05952n/n} - Cl
Fo= { z]2n s e = 2(2my/n } - <,
k.= { zl(n-1)2/n S @ s n(2m)/n } - ¢

n
donde cada Ci es € y el subindice es una mnemotecnia para
distinguir de que regién proviane cada copia bajo ¢1 mapeo w.
Los puntos en el dominio de w con argumento i{(27)/n son
mapeados en R®, por 1o que copias sucesivas de € estan unidas sn
el semieje real positivo. Al hacer un "corte" de cada copia a lc

largo de su semieje real posjtivo obtendremos un plano semicortado
como se ilustra a continuacion (Fig. 1).

[y

|
f
1
|
i

La arista superior corresponde &l mapso de

los puntos con
argumento (i-1)2n/n de la region Ri‘ y la

arista inferior es

b



mepeada por los puntos de argumznto i(2n)/n que sstan-.en.la rzygion
R{’1.Si unimos la arista inferior de CL con la arista superior de
Ci“ obtenemos dos planos superpusstos unidos a 1o largo.. del:
"corte" que correspondan al mapzo de las regiones Ry v Ri’t‘rbajo
W, S
Este procedimiento es aplicable a8 las n-2 copias restantes)’
tomando la considzracion de identificar la arists infcriprfde_ :

con la arista superior de Cl. $i "despegamos" las n copias

superpuesta tendriamos una “espiral cerrada" ¥ de n

donde cada hoja es una copia de € (mapeada por w
region Ri (Fig. 2).

Fig 2

wi/n. se

Si consideramos a W como dominio del mapeo z =

elimina 1a ambiguedad antes mencionada y w‘/n es una funcion bien
definida con dominio ¥ y rango C.
Un tratamiento analogo se tendria que realizar con las

funciones inversas de ":Z| cosZ y senz, entre otras, que son no

inyectivas.

Este tratamiento, novedoso en el sentido de buscar el domintio
adecuado para gue una funcion este bien defintda sin medtficar la
regla de correspondencia fue introducido por Bernard Riemann
(fechas), y 1los nuevos dominios de definicion 352 denominan
superficies de Riemann,

La axiomatizacion v el desarrollo sistematico y riguroso de
estos conceptos fue hecha por Herman Weyl (fechas) en su obra "La
tdea de una Superficie de Riemann” (Ref.), En este capitulo
haremos un breve estudio sobre estos conceptos desde puntos de



vista aluzbréice .y geometliico..

{., Definiciones y Generalizacion

befinicion, ' e - :
Una superficte de Riemann es un espacio W, conexo, - de
Hausdorff provisto de un conjunto de cartas (U,,z,) -con’ las..

siquientes propiedades:

(i) (U,) forman una cubierta abierta de W, Mas aun.

Ua} “forma
una base de topolog1a para W¥. R

(ii) E1 mapeo z, zs un homsomorfismo de Uar en .un’ ‘'subconjunto
abiarto de €, . : : L

s 53 lﬁ ‘ = hd : - g
(1i1) si UNUL7@, entonces z.4 575 €5 analitica’en 700N 5)

Observaciones.

1) El sistema (U,z,) define una estructura conforme en W

2) La topologia de W esta completamente determinada por tas
funciones z,

3) Un punto p de Uy
complejo z,{p). Por eso a z, se le 1lama vartable o parémstro

local ,
4) La identificacion anterior de los puntos de ¥ con valores de la
variable local facilitan el esjudio v comprens1on de conceptos que
son jnvariantes,bajo una func19n conforme tales ,como funcionas
analiticas, armonicas y subarmonicas, y arcos analiticos.

Antes de proseguir con estas observaciones damos la siguiente
pefinicion

Sean V‘ y ¥, superficies de Riemann con e2structuras conformes

respectivamente, {Uj,z ¢ v {Uﬁ.zn}. se dice que f s una Jfuncion

esta completamente determinado por el numero

analitica de ‘k en ': si la composicién zafz;' es analitica para
)
todes z, v zp en zﬁ(Ln)

5) Dos superficigs de Rjemann SR son conformemente equivalentes si
existe una funcion analitica vy biyectiva de una en otra, ¢i ecto
sucede, ambas funciones son esencialmente la misma,

6) Todo subconjunto conexo de wuna superficie de Riemann es
una superficie de Riemann.

1Recordemos que una funcion se define como una regla de
correspondencia que asocia a cada elemanto de un conjunto D
(1lamado dominio) un elemento, ¥ solo un elemento de otro conjunto
R (1lamado contradominio). En el Calculo usual, D y R estan dados

{(y son genzralmente eucl)d1anos) y @1 estudio s2 1imita a la regla
de correspondencia.
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‘Ejemplos ,

1. Sca W 1a esfera de radio 1, xftx:Ox:H en e'l_;'ésp‘ac‘i”b .de ,,“tr,es
dimensiones. Sean U = W - {00, 1)} yu, =W B .1{('0.0.'_-_1)}1 y
z‘z(x‘éix;)/(hx.) % zl=(x‘~ixz)/(|<x.) definidos ™ en” U“ y U,

~respectiyamentsa.
Afirmacion

2
¥ junto con {U‘..zi}.\=l
i) {Ul.U,} son una cubierta abierta de ¥,

es una superficie de Riemann.

ii) €1 mapeo z, es la proveccién estereogréfica de W en € a partir
de (0,0,%), y por lo tanto hom-:*otnor‘fismo de l:!‘ en un abierto (C)
de €, E1 mapeo z, es la proyeccion estereografica de YW en € a
partir de (0,0,-1), y por tanto homeomorfismo de U, en cC,
Observese gque z,z,=1 en UM, to cual implica que’

zl((x‘,x'.x.)) es el punto inverso, respecto al circulo de radio
- . :
uno, de z’((x‘.xz,x.)). Por tanto z‘zz‘ es compleja analitica ‘ en
-1
2,(U)=C v z 2 en 2z, (y,)=C.

2. Sean W,y w, numeros complejos tales que w./w, no es real.
Geometricamente ’

« Wy

w,

Fig 3

Definimos una relacion de equivalencia = en € como sigue:
_Son equivalentes 'z. Yy 25, z‘mzzsi Z,=2,=m W tmw, - con m‘.szZ.
Sea ™ 1g proyeccion natural definida en € tal que n(z es 1a
inclusion de z en su clase de equivalencia, Sea T=n(C)=f(z]|zGC}.
Definimos una estructura conforme en T de la siguiente:

Sea A‘,I un subconjunto abierto de € que no contiene puntos x

equivalentes; U =M(8 ) v z, = "-.'[A ]
. [~}
Afirmacion
T junto con las cartas {U,.z, } definen una superficie de

Riemann.,
E1 conjunto {nwl*mwzln.mez} son un conjunto de puntos en C

que son v'er'tices de paralelogramos con lados de longitud lel y

P P
Iw=| y direccion 1a direccion de W, Y W, Dado z existenr y s en
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. . % T rw‘fswi
TEE AR W S WY 2 I W R LY RAr anity

. s o : . ; R,
(s =S4 )w son aqu\valantms si. .y solo si i,

n en Z por: tanto 2z 51y selo si .

z =(rptmdw (S em)w,

= +
z"vzwl'mw‘ szw10mwz PR N . ’
Vistos en Ja treticula genzrada por WY Wa ‘z‘ﬂ,y'gzi7 son >
. - PRI A
equivalentes si se encuentren en identica’ posicioniiidentco. de
cualquiera de los parzlelogramos (Fig &), i e

z V4 £
7 .
®e, 2, 2.
< ¥
w,
Fig 4

Por tanto cualquier paratelograme gye no contenga & una
pareja sucesiva de lados, consta de wun unico represantante ¢¢
todas y cada una de las clases de equivalencia, La identificacion
en clases consiste en "pegar" tados los rectangulos, vy ‘“pagar®
despues por parzjas, los lados correspondientes {(Fig 5).

S e @

o

Fig s
€} resultado final es una M"dona hueca', llamada toro, LJ
figura que resulta dol pasoe previo 2 identificar ta szgunda puie
de lados as un ci}indro (fig S5.b).
i) Por construccion, 7 es conzxa y de Hausdorff,
ii) Sea T&T # ¢xistzs z&C tal que n(z)sT y 4, subconjunto . abizrto

de € sin dos puntos > z2quivalentes tal que zes, TE“(A0)=UQ. ror

he



STA TESIS MO DEBE
sﬁn DE LA BIBLIOTECR

o -t
_,‘:{Uulzu}! - Uy "(A_G) Yz, l[Au]

tanto. {u } €5 una. cuburta ablﬂr‘a de T,

1'1) Sean U y z'

) = e,

oy i . A,
[ Ty esun homeomorf1smo de U  en &,

: s -1
iv) Sea.z - 2o (UNUgy 22 rw tswyy si T = 2 (z),
-1
- zﬂ(?) = (zr‘-zoI WT) = rw tmw tsw tnw,

-1 [
es analitica.

By Znnla

2. SUPERFICIES CUBRIENTES

pefinicion
Sean ¥ y V superficies vy consideremos la funcion f: V ~~~~~~ >W.
f,es un homeomorfismo local si togo punto de w tiene una vecindad
v’ tal que la re;tr\cc1on de f a ¥ sea un homeomorfismo. Cuando
. *
esto pasa decimos que ' es una superficie cudbriente de W, (W ,f).
Si W es una superficie de Riemann con cartas (U,,z,), en ¥
se puede definir una Gnica estructura que haga a la funcién f
[ . . x ¥
analitica complaja. Debemos pedir que Jlas cartas {Uﬂ,zﬂ} sean
ey .
tales que f sea inyectiva én Uﬂ Yy que za-f'zn sea compleja '
analitica en zn(Uﬁ) para todo 3.
La funcion f no es necesariamente inyectiva en, cuyo caso
x
(W, f) s¢ considera una cubriente ramificada de W,
Definicion
Sga V un subconjunto abierto de W: V esta tgualmente cubierto
por (¥ ,f) si cada componenete de la imagen inversa de f en. V.esta
en correspondencia inyectiva con V.,

Definicion
Una superficie cubriente (V ,f) de ¥ es completa si cada
punto de W tiene una vecindad igualmente cubierta.

Lema
Una superficie cubriente completa cubre todos los puntos el
mismo numero de veces.

E) numero de veces que cada punto es cubierto se 1lama el
numero de hojas,

Definicion (Levantamiento de arco)
Sea ¥: [a,b) ~~=> W una funcion continua, y ¥ el arco

X *
parametrizado. E1 arco 7 :{a,b}] www > W es un levantamiento dai




5rqo r’si>?f(f)‘;77(t),péﬁa }ogqftréénk’[axb); ,Eff:punto ;
¥¥(a) de ¥’ (1), 2s5ta ‘sobre el punto inicial de ¥{a) ds ¥(t) .
Teorems ., o " . ‘ ’

siVjV )y es completa, todo arco ¥ puede ser lavantado & . un
Unico arco r' a partir de cualguier punto inicial p; sobre pg.
donde Py €5 punto inicial de 7.

Hasta ahora hemos dado una definicion general de superficie
de FRiemann que se constituyen como dominios adecuados para
las "inversas" de funciones no inyectivas sobre el plano copplejo.

De manszra natural nos preguntamos sobre las caracteristjcas
esenciales dc estos objetos y lo que #ntre ellos tengan en comun
Pgra resolver nos valdremos d=1 algebra da 3rupos, En primer
termino se definen curvas en la supzrficie, qus definen ygrupos
multipljcativos., Esto permite un tratamiento algebrgice de la
topologia de las supseficies y facilita su clasificacion,

3., El Grupo Fundamental

Sean ¥, y ¥, curvas de [0,1] en W con extremos: ' comunes
Y (0)=r,(0) vy 7, (1)=r,(1). Una funcion continua 7:{0,1]x[0,1] p

¥ es una deformacion
de ¥, en ¥, si ¥{(0,u) = ¥ (0), ¥(1,u) = ¥, (1), v{t,0) = ¥ (t) vy

r{t,1) = rz(t). Mas claramente: a partir de un arco inicial b4

o
exjste upa funcion continua y(t,u) cuya imagen final es ¥, todos

estos arcos tienen sus extremos en comyn.
Cuando =sta funcion dg cambio continuo existe, decimos, que
los arcos ¥, ¥ ¥, son homotopicos, Y, 2 ¥, ¥y que ¥ es 1a funcion d=

. .
homotopia. La relacion > es de equivalencia,.
Sea p = ¥ un punto arbitrario, y consideremos todos los arcos

cerrados sobre Po Si {r} es la clase de homotop{a del arco cerrado
¥ sobre Pg podemos dafinir el preducto d= las clases de homotop%a
de arcos sobre pg:

] {r Hrat = {rat
E1 neutro multiplicativo es »(t) = p,. v el inverso multiplicative

es 7-‘(t) = ¥(1-t). E1 producto es asociativo, y por tanto el
conjunto de clases de equivalencia forman un grupo qus se denomina
El grupo fundamental de W en Pg n‘(v,po),

§i p,& Wes distinto de p y ¥ es conexa, N (¥p,) =

o
n.(',po). Esto permite hacer abstraccion del punto base del grupo
fundamental en una superficie de Riemann conexa y en tal casc
hablamos de (%),
Proposicion
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¥ es simplemente conexa si M (W) se rsduce al clemanto
identidad 1.

E1 grupo de homoptopia sobre una superficie de Riemann, y el
concepio de superficie cubriente que definimos a continuacion nos

ayudara en la clasificacion de Jlas superficies de Riemann
simplemente conexas.

4. Subgrupos y Superficies Cubrientes

De ahora en adelante consideraremos solamente superficies
cubrientes completas.
sean (W,,f,) v (W,,f)) superficies cubrientes de W. (W ,f)

as superficte cubriente mas fuerte que (V‘,f‘) de W, si existe una

funcion f, :W,-

cubriente de W.

~u>w‘ tal que f, = fof, v ('z,le) es superficie

! .

La relaciop "ser mas fuerte'" define un orden parcial. $i una
superficie es mas fuerte que otra, y viseversa, entonces se dice
que son equivalentes y esencialmente 1a misma.

Teorema de monodromia
¥ . . ]
sea (W ,f) superficie cubriente de W, p, & ¥ y p, sobre
x
Po+ Sea ¥ una curva cerrada de p, en ¥ vy 7 el levantamiento de »

x
con punto inicial p,. Si ¥ es homotopica a la identidad 1 en W,

; x x
por el tgorema de monodromia ¥ tambien lo es en W .
befinicion ,
cea D el conjunto de las clases de homotopia {r} e m(¥,pg)

*
tales que ¥ es cerrada.
En principio D es un subgrupo de ﬂ‘(V,po) que depende del
punto Pg
x * . .. *
¢ p, es otro punto en ¥ con la misma proyeccion Po de Por ¥
x x 3 .’ x
©  es un arco que une py con p ., la proyeccion © de ¢ es un arco
»
cerrado en W de Pg * Si Dl es el grupo correspondiente a Py
entonces D, = {o} 'D{o}, es decir, Dy D, son subgrupos conjugades

de A (¥,p ) (fig 5). Inversamente: todo grupo conjugado de D es de

3 - X
la forma {o}"'D{o}, donde {o} es un arco cuyo levantamiento o une
x .
dos puntos Po ¥ P, €N W' con la misma proyeccion p, (Fig 6)
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o w*

e

l t- Pnda.:cio'n

> w

Fig. 6

Teorema
Existe una correspondencia uno @ uno antre las clases de

subgrupos conjugados de ﬂ‘(V.no) y las clases de¢ <quivalancia  de
superficies cubrientes (V‘,f); Ue hecho, si g9 =235 la funcion
inyectiva de {[D]} en {[V‘]} y si Dy vt son representantes de las
clase de z=quivalencia de D vy w* tates que o([D}) - [V‘]. antonces
n‘(V#.p;) es jsomorfo a D,
' Lo dicho en el parrafo anterior prueba que una superficie
cubriente w* de W, datermina una clase de conjugacién de subgrupos
de n‘(V.po). €Es claro que una cubriante equivalente determina la
misma clase de conjugacién que V‘. R

Sea D un subgrupo de m (¥,p ). Definimos en D una r=lacion de
equivalencia > como sigue:

Sean LAY dos arcos en W con extremo inicial Poe 9,3 s7¢

z % 2

i) o, y o tienen el mismo extremo final p.

s 2
ii) a‘a;‘ e D.
* .
sea ¥ = {[ol}. si {u_.z,} es la estructura d= ¥, para g eu,

sea q; = [aal; si qeua y © s &l arco gqus unc Gg ¥ 9 contanido  an
’ * *
Ugr a¥ = Log0]. Ug(ad) = {logolfasuyby v 7o = 2,01,

’ x 4 .
for construccion W es conexa v la topologia inducida &s d=

* x
Hausdor{f. E1 conjunto {Ua(qg).za} define una estructura conferm:

*
para ¥ .
¥
Interasa mostrar ahora que si D es &1 subgrupo de "‘(V,po)

* *
formado por las clases {r} tal que » =25 cerrada 2n ¥ , entendas D
* .
y D pertzpecen a la misma clase de conjugacion.

P »
$i # es cerrada., sntonces dadaz rr,e{rf, {ried . », v ¥

1 z
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tienen e) mismo extremo final pg y,rga‘?l.,a‘D €D, Inversamenté,

R -yl RIS L IR
si ?‘.Y:E{r}. con {r}eD, zntonces (3 1= (o) =g * 7" es.

cerrada = D‘SD. ~ D o= D'_
L4 *

2 * N
Finalmente, sea 7 una curva cerrada en W de .p, con

*
E PO A

’ . .
homotopicas, Por tanto 1a proyeccion f define una funcion de

5 <! . ¥ N .

proyeccion r: si ¥ ™ sus proyecciones 7 tambien  son
* x . .

N‘(' 1Bg) en D, EY mapeo f es un homomorfismo suprayectivoi s

inyectivo pues si ya>1, entonces, por el teorema de monodiromia

* %
r 1., Por tanto n (¥ ,p ) =D,

Los dos casos extremos del teorema anterior corresponden a:

. * N .
(i} D = ﬂ‘(V.po) en cuyo caso W y W son esencialmente la misma,

pues por 1 teorzma antzrior ﬂl(",po) x n‘(V.po).

(ii) D = 1, en cuyo caso " se 1lama la cubriente universal de W y
se identificaré con el simbolo W, Obse;vese que en virtud del

teorema anterior n‘(".p;) = I, por lo que W es, siempre,

simplemente conexa,
Los subgrupos de n‘(') presentan el mismo orden parcial que

sus correspondientes superficies cubrientes, a saber, si DS D,

* ’ x * ’
entonces " es mas fuerte que 'z. e inversamente, si V‘ es mas

x
fuerte que W,

.
Dl. Obsarvemos que la cubrtente wuntversal es la cubriente mas

Juerte, pues 1 es subgrupo de todo subgrupo conjugado D.

entonces C; contiene a algun conjugado del grupo

5. El Teorema de Uniformizacion

EY mapeo f(z)= del ¢isco en el plano es un
homeomor fismo, por tanto & y € son topplogicamente equivalentes.
5in embargo no existe una funciop analitica del disco en ¢l plano,
por lo que no son variedades conformemente equivalentas; es
decir, tienen estrurturas conformes distintas,

La pregunta es entonces: cuales son las ,superficieys de
Riemann con tgual estructura conforme, vy , cuales son las
superficies de Riemann simplemente conexas canonigas?, entendiendo
porr esto ultimo, las d= mas sencilla repressntacion y estudio v
tales que cualquier otra sea conformemente eguivalente o con tgual
estructura conforme a alguna de estas. .

El1 teorema de 4uniformizacion establece cuales son las
superficies da Riemann simplemente conexas esenctalmente
distintas, es decir, cuales son Jlas superficies de Riemann
simplemente conexas con estructura conforme esenclialmente distinta
junto con sus modelos canonicos.
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Teorema de Uniformizacion

Toda supet ficie de Riemann simplemznte conExa ag
contarmeminte equivalente al disco unitario abierto &, al plane

complejo € o a 13 esfera de kiemann S,

La o kRizmann &5 superficte comp&cta. en tanto,que el
disco uni plano complejo son superficies no compactas o
abtiertas.

Observese que en 21 plano extendido C‘ qu= es conformemante
equivalentz a $, A tiene frontera "grande": es el circulo de radio
1; el plano € tiene frontera "chica': =s el punto al infinito, vy S
no tiene frontera. A las superficies de Fkiemann simplzments
conexas con fronjera "grande", conformemente =quivalentes a A o=
l2s 1lama hiperbolicas y a3 las que tienen frontera ‘"chica®,

conformemente equivalentszs a €, parabolicas, for tanto las
superfjcies dz Rizmapn simplemente CONExXas, abicrtas, 500
hipaerbolicas y parabolicas, depszndiendo del Ytamano" de su
frontera.
6., Transformaciones de Cubierta.
* ¥ . . * . s
Sea P:W >¥' un homzomorfismo. Si (W ,f) es,una superficie

cubriente y f=fog entonces @ ¢5 una transformacion de cubierta
de V‘ sobre W, Por tanto si @ es transfoxmacién de cubierta,p‘ y
¢(p*) tienen la misma proveccién. Intuitivamanente, una
tranzformacion de cubisrta mapzd entre si puntos en w dz una hoja

a otra, de tal manera que =sos puntos se proyectan &n uno mismo de
w

i . *
una transformacion de cubierta "mueve® up punto de W de

Si
una hoja a otra, entonces los "mueve" a todos. Mas precisamants
Teorema .

Una transformacion de cubierta que no sea 1la identidad, no

tiene puntos fijos.

’
Proposicion *

Las transformaciones de cubierta de (W ,f) sobre W forman un
grupo. .

kecordgmos: D es 21 grupo de 1las clases de homotopia {7}
tales qu2 ¥ es cerrada.
El siguiente teorema relaciona las transformaciones de

. ¥
cubierta con las clases de homotopia {r} de N.(W,p,) tales que ¥
*x . e e . ¥ *
no es cerrada en W ., Cbservese que 21 extremo inicial Po de ”» y
* 3
el extremo final p , tiznen 12 misma proyeccion Po+ Esto nos
podria sugerir la existencia de una transformacion de cubierta ¢

x * ¥ ’ .
tal que #(py,) = p , para cada ¥ . Con mas przcision:



Teorema ¥
El1 grupo de transformacionszs de cubierta de (W ,f) sobre ¥ ag
isomorfo a N(D)/D, donde N(D) 2s el grupo normalizador 'dea D ‘en

n‘('-Po) .
kecordemos que N(D) = {[y]en‘(w,p°)|[r]"n(r] = D}, pPor tanto
el grupo cociente N(D)/D esta formado por las clases de homotopfa

; * * .
{?} tales que ¥ no es cerrada en ¥ . Lo qus el teorema nos ,dice
es que 3 cadp una de estas clases le corresponde ,una wunica
transformacion. de cubierta, y viceversa. Por 1o demas, es de
* . . s . .
espararse, pues ¥ es cerrada si y solo si ¢ es la identidad (fig

7). yﬂ
)
¥ N w¥

Fig. 7

Un caso particular importante del teorema anterior ocurre
cuando el grupo D es normal, es decir, N(D) = ﬂl(w.po). Cuando

2sto ocurre se dice que la superficie cubriznte es regular vy

- e - 3 : -
puntos p con la misma proyeccion p son indistinguibles.
Estamos es condiciones de clasificar cualquier superficie de
Riemann.

6, Superficies de Reimann en General

Eliminemos la «condicion de conzxidad simple =2n v, y
refiramonos a superficies de Kizmann &n genszral,

Vimos que la cubriente universal W de W a5 simplemente
conexa.*

sea (W,f) cubriente universal de W, donde f:WesW es 12

proyeccion de ¥ an W, De hecho podemos considerar a f una funcion
con dominio W y rango W , ,

Por lo visto en el capitulo 1 sabemos que todg transformacion
de cubierta ¢ge 13 esfera, el plano o 21 disco en si mismos es wuna
transformacton de Moebius de la forma Tz=az+b/cz+d, ad-bc*0,

Estas transformagiones tienen al mgnos un punto fijo en la
esfera. Por tanto la unica transformacion de cubierta de la gsfera
en si misma es la identidad. En 1 plano wuna transformacion de
cubierta solo puede tzner como punto fijo al ®©, y debe ser por
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tanto da la feima Tz=z+b, b, constants, finalman.e, i1

transtormacion:s del disco 2n 21 disco daban - tansp Pt e
fijos =zn =1 wirculo wnitarioc vy 2on wntonces s L ot
gl2o=az+brb2+a, y corvsspondzn 3 movimizntos ool Pt iy

suciidiane que no son rotaciones.

Bara hace=r una cjasificacion completa de las superficive -
Riemann, 25 d= nu2vo util 21 algebra de arupes & travas de .to
teoramas qus sz establecieron 0 1a seccion precazdente, de tosx
cuales mencionzmos a continuacion un case particular que nos * sana
de gran utilidad.

La cubriente universal W es simplemente conexa .y . su grupe.
fundamental se reduce a 1a identidad. Por el teorema "da -la

seccion 4, €1 subgrupo D de¢ ﬂ‘(w,po). formado por las clases 'de‘

equivalencia {r} tales qu= r‘ es corrada en W, es tambien e
identidad 1, pues es izomorfo a ﬂ‘(v). Ademés. por el ,Gltimob‘
teorema dez 1a seccion anterior sabemus que el Jrupo dé
transformacione: de¢ cubicrts = isomorto a N{(D)/D, que an éste:-r
caso resulta N(I)/I:ﬂi(V)_

For otro ladeo <1 ‘teorema de  oniforwizacion no  dice aue
Superficies de Riemann simplamente conzxas, asencialments
distintas, son tres: el disco unitario abierto &, el planc
complejo € y 1a esfara dz Rizmann S. Puesto que toda cubriente
universal es simplemente conexa, el disco, =1 planc y la csfera
son las cubrientes universales de todas las <Suyperficies de
fiemann., La pregunta es =ntunces: Dada una de las tres cubrizntes
univarsales, como obtener las distintas Superficies de Riamann de
las que son cubriente?. El proceso inverso ya 1o sabemos: dada la
Superficie d= Riemann y sus superficies cubrizntes podemos obtener
con el metodo de 1as sz2cciones 3 y 4, su cubrients universal.

Analicemos por 3 1as tres posibilidades de cubriznte
universal de una superficie de Riemann acbitraria y 21 mecanismo
con =1 quz a partir de ella se obtienen las distintas SR de lay
que es cubriente universal.

Caso 1. W 13 esfzra de Kizmann

Ya hemos mencionado gque en 2ste caso al grup de

transformacion=s de cubiarta s €1 grupoe idzntidad 1, for tante

* * — .
n‘(v WPp) = N(D)/T = 7 (W,p ). Como W =5 compacta tambien lo es v,

y por tanto ¥ es la asfsra (caso trivial),
Ccaso 2. W &1 plano complejo

El grupo de transformacionzs de cubierta T esta constituido
por traslaciones paralelas del plano de la forma ${z)=z+b, Fuesto
que las tranctformucionze de cubisrta & no tienen puntos fijos,
existen vecinda aienas de p y @{p).para todo pe¥W. a los arupor
de transformacjen con esta caracteristica se¢ les conouce como
grupos discontinuos, y hay tres casos tipicos de ellos:

(i) F=1, en cuyo,casc W = €

(i1} T &1 arupo ciclico infinito generado por @{z)=z+b, L#0,
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en cuyo caso W 2s un cilindro infinite conformements
equivalente al plano agujzrado
(iii) E1 grupo abeliano generado por ¢‘(z)=20b‘ ¥ ¢E(Z). con

b, /b, irracionali la superficie W es un toro- (Ejemplo

2).,
Nota; La teoria de fungiones automorfas en el toro coincide con la
teoria dsz funciones elipticas.

Caso 3. W es el disco unitario abierto.

En este caso M es un grupo discontinuo de transformaciones
de cubierta de) disco #n el disco sin pyntos fijos. Inversamente,
dado dado un grupo ' con estas caracteristicas, es posible obtener
una superficie de Riemann identificando puntos equivalentes bajo
transformaciones del grupo, es decir,

w = V/r, donde W = A

E1 conjunto Fz={@(z)|epe, 2&W} es el conjunto de puntos
F-equivalentes, tambien llamados 1a orbita de =z en I,

Tecrema

Si una superficie de Riemann ¥  no es conformemente
equivatente ,a wuna esfera, al plano, o al plangp agujerado,
entonces existe un , grupo propiamente discontinuo T de
transformaciones del disco en si mismo que no tienen puntos fijos
tal que la superficie A/ es conformemente equivalente a W,

. . .
La teoria de funciones analiticas en ¥ es entonces la teoria
de funciones automorfas bajo el grupo T,
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