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1. INTRODUCCION

Durante mucho tiempo el ser humane ha disfrutado de la bondad de la
naturaleza, de sus recursos naturales: suelo, vegetacién clima, agua
etc. No existia la preocupacién firme de administrar esos recursos de
una manera adecuada.

Actualmente, la sociedad sufre las consecuencias de los excesos que se
han cometido contra el medio ambiente, y es ahora cuando se preocupa
por la preservacion del mismo.

Uno de los principales recursos, el agua, esta siendo agotado ya sea
por el crecimiento desmedido de la sociedad o por la contaminacién. Es
comun escuchar amplias discusiones acerca de la contaminacién del
agua, pero en realidad no hay suficiente informacién scobre cual es el
comportamiento del fenémeno, dependiendo de la clase de especie con
que esté contaminada, de las cuales se pueden citar: sales,
combustible, productos quimicos, calor, etc.



Ecologistas, especlalistas en campos como la biologia, la botanica, la
zoologia, estan especificando los niveles de concentracién de
contaminantes y duracién que los organismos acuaticos son capaces de
soportar, sin sufrir alteracliones.

El ingeniero debe entonces disefiar las obras tomando en cuenta las
especificaciones que determinan los ecologistas, o en su caso los
sistemas de descontaminacién o de purificacién de agua, etc. Por otro
lado, cuando se enfrente a situaciones de contaminacién accidental
debe cuantificar el nivel de contaminacién para poder realizar
acciones que minimicen los dafios al medio ambiente. Si es necesario
descargar un contaminante debera disefiar la obra de descarga de tal
manera que el efecto sobre el medio ambiente se reduzca.

Para tratar de resolver estos problemas, es necesario el entendimiento
de tres procesos generales:

= Dilucién inicial a la salida del chorro
~ Fisicoquimica y biologia de contaminantes no conservativos
= Mezclado turbulento

En esta tesis se estudia unicamente el proceso de mezclado turbulento
y de manera particular, el analisis se hace en dos dimensiones <en
plantad. El mezclado turbulento en =zonas acuaticas esta formado por
dos procesos, que son adveccién o© transporte, y dispersién. En esta
tesis se da especial atencién a este altimo. Se aclara aqui que es
comin usar indistintamente los términos difusién y dispersién, aunque
denotan procesos diferentes.

Segun Holley (ver ref 1) difusién es el transporte de masa ya sea
por difusién molecular o por desviaciones de las fluctuaciones
instantaneas de la velocidad turbulenta con respecto a la welocidad
media local. Dispersién, por otro lado, es el extendimiento de la masa
de contaminante causada por desviaciones de las velocidades medias
promediadas en el tiempo con respecto a la velocldad media en una
seccién, esto es, debida a la conveccién diferencial.

En el capitulo 4 =se establece la ecuacién de difusién de una
especie en un campo turbulento de velocidades <(ec 4.19). Si esta
ecuacién se promedia en la profundidad, se obtiene la llamada ecuacién
de transporte y dispersién (ver ref 1) en dos dimensiones
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donde X,y coordenadas cartesianas en un plano horizontal

t tiempo

hdx,y,t> profundidad

Clx,y,4> concentracién de la especie promediada en ia

profundidad
ulxK,y,L),0dxK,y,tD> velocidades de la corriente en

direcciones X y Y, respectivamente, promediadas
en la profundidad
k“(x,y,t),ku(x,y,b>,k21(x,y,t,),k22(x,y,t,) componentes del

tensor de dispersién K

La ec 11 esta formada por dos partes. Al segundo y tercer términos
del lado  izquierdo se les denomina  términos CONVECTIVOS Co
ADVECTIVOS), ya que en ellos intervienen las velocidades medias u y v.
Este término representa el transporte de la especie. Cuando el lado
izquierdo de la ec 11 se {guala a cero, se puede calcular la
evolucién de la concentracién de la especie y a la  ecuacién que
resulta se le denomina CONVECCION PURA

8 h c a2 [
T +a——£[hu0]+ ﬁ(h UC] = 0 1.2>

De la misma manera, si los términos convectivos se desprecian,en la ec
11 quedan unicamente los elementos difusivos, por lo que la ecuacién
se denomina de DIFUSION PURA



]
+3
o
Tl
[} ‘
—— ,
SIS
Jda
| ——
+

+ 5 y[h . 35 ]+ -ﬁ[h k., 3o ] €1.3>

<

Al tratar de resolver la ec 11 globalmente, se ha encontrado que se
generan errores huméricos que son del orden de la dispersién fisica.
Esto es debido a que es dificil en un métode numeérico separar los
procesos fisicos que se incluyen en la ecuacién. Por ello se han
propuesto métodos en que se utiliza un métedo numérico adecuado a cada
proceso fisico.

Dentro de este orden de ideas, el objetivo de esta tesis es
precisamente el colaborar con la idea de tratar los términos
CONVECTIVO y DIFUSIVO separadamente, esto es, obtener resultados de
cada uno de los fendmenos y posteriormente interactuar los procesos.

Se ha visto que es conveniente resolver primeramente el término
convectivo, d(ver ref 25, y posteriormente relacionar los fendmenos
utiizando los resultados de la conveccién pura como condiciones
iniciales, para la solucién del término que representa la parte
difusiva. Por tanto la ecuacién que se resuelve en este trabajo es la
1.3.

La técnica a emplear para resolver la ec 1.3 consiste en la
utilizacién de esquemas en diferencias finitas, ya que es la mas
empleada para el calculo del flujo no permanente en hidraulica.

En el capitulo 2 se definen algunos tipos de esquemas en diferencias
finitas utilizados para la solucién de las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. Por sencillez el anallsis se hace en una
dimensién. Se representa la ecuacién de calor <(ecuacién de Fourier)
por medio del esquema seleccionado y se hacen algunos ejemplos de
aplicacién para probar su precisioén.



En el capitulo 3, se +trabaja con un esquema en dos dimensiones,
conservando constante el coeficiente de dispersion. Se plantea la
ecuacién de Fourier en dos dimensiones con el esquema propuesto. Se
describe el planteamiento correcto de las condiciones de frontera para

el esquema en particular, ademas se realizan varias pruebas para
probar la bondad del método.

En el capitulo 4, se explica el concepto de dispersiétn asociada al de
difusién molecular y turbulenta. Se describen métodos para obtener los
coeficientes de dispersién, y a partir de ellos, se obtiene el tensor
de dispersitn K y se aplica el método visto en el capitulo 3 para
plantear el esquema en diferencias finitas.

En el capituo 5, se muestra la aplicaciéon de la ecuacién de
dispersién pura en una descarga de agua caliente. En el capitulo 6
se dan las conclusiones del trabajo.



2. DISPERSION EN UNA DIMENSION

En este capitulo se analizan métodos para resolver la
calor, enfocandose a métodos de diferencias finitas. Por
analisis se hace en una dimensién.

2.1 ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS

Un método numérico universal para resolver ecuaciones
parciales es el de diferencilas finitas.

Con el fin de obtener una ecuacién en diferencias en
ecuacién diferencial es necesario:

ecuacién de
sencillez, el

diferenciales

lugar de la

- sustituir el dominio de variacién continua del argumento
por un conjunto discreto de puntos, esto es, por valores en una red o

malla

- sustituir <(aproximar en la red) la ecuacién diferencial

por una ecuacién en diferencias



Un esquema es una ecuacién en diferencias; existen varios métodos para
la construccién de éstos, ver refs 3 'y 4. Los esquemas son
principalmente de dos tipos :

Esquema explicito. Es una férmula en la cual se expresa un valor
desconocido directamente en términos de valores conocidos. En el
subcap 2.2 se ve un ejemplo de este tipo de esquema.

El inconveniente de este tipo de esquemas es qgue el paso At en el
tiempo debe ser muy pequefioc para obtener resultados estables. Ademas
en la direccién x el paso Ax también debe ser pequefio para obtener una
precisién razonable.

Esquema implicito. Es un método en donde el calculo de valores
desconocidos necesita la solucion de un  sistema de ecuaciones
simultaneas. En el subcap 2.2 se ve un ejemplo. :

En este tipo de esquemas, en general el tamafio del paso en el tiempo
se limita por razones de precisién y no por la estabilidad.

2.2 ECUACION DE FOURIER EN UNA DIMENSION

La ecuacién de Fourier <(ecuacién de calor), representa el flujo no
permanente de una especie definida con la concentracién

= a ¢ Q.10
x

donde

a. coeficiente de dispersién
C  concentracién



Si se aproxima el primer miembro de .la. ecuacién anterior - con
incrementos, fig 2.1, se tiene :

PO v 22>

donde

i subindice para indicar discretizacién en el espacio
n superindice para indicar discretizacién en el tiempo

Si el paso Ax es constante dmalla uniforme) se puede aproximar el
segundo miembro de la ec 2.1 como sigue

ac " _ acy” c'\-oi- Ci. _ Ci.+1- C'\
azc ax i+srs2 Ox i-1s2 Ax Ax
3 x2 = Ax = Ax
simplificando
2 ¢ - 2¢7+ "
a Cz ~ i-1 ; ivs 23>
9 x Ax

Nétese que esta derivada se ha aproximado para el instante naAt.

Igualando los dos términos de la ecuacién diferencial de calor
representados por su aproximacién en diferencias finitas, se tiene

. . . CL.,- 2¢0+ al
1 1 - 1 1+
—_— _ m a 2.4
At A 2




qués"p6r' definicién es un esquema explicito; es decir, el valor de
C? se. puede calcular a partir de valores conocidos en el tiempo
nat -

e p [c“ - 2¢"+ 7 ] + "

i-1 t i+g

donde
a® At

sz

r =

En este esquema a la constante r se le define como nimero de Courant.

Si en el segundo miembro de la ec 21 se hace una combinacién lineal
entre los tiempos t=nAt y t=(n+1DAL se tendri que

[ i |21 i- i 144

2
(o] - [cl.’}+1_ ZCT‘H* cnﬂ. + Cl"\ - 20?_’_ o ] a

Es usual encontrar el esquema asi{ presentado de la sigulente
manera

i-g i+d i4e

¢ g = 1 { e[ cTi- 2¢7+ 7T ]+(1-9>( e _- 2c7+ a7 ]}
- i

en donde al lado derecho se le afecta por un factor de peso en el
tiempo 6 . Asi si @ = 0, se obtiene el esquema explicito (ec 24>; =i
€ > 0, se utilizan valores de los tiempos n y n+#i.



Se puede domostrar que cuando 172 £ 6 < 1 el esquema es
incondicionalmente estable. Esto quiere decir que en ese rango de 6,
para cualquier valor de r <(numero de Courant) el esquema proporciona

resultados validos para la ecuacién diferencial, ver ref 4.

El esquema sera condicionalmente estable para 0 = 8 £ 172 , esto es,
para este rango el valor de r esta limitado.

2.3 REPRESENTACION MATRICIAL DEL ESQUEMA GENERAL EN DIFERENCIAS
FINITAS

Sea

Lol o Lol T MR Ml o o,eD - 2¢™+ ¢l
i v, 2 9[ t—-4 i "*1]*'(1-9)[ -1 A L«vi]

Ax?
Desarrollando el segundo miembro y multiplicando por At se tiene

N+l
G =

1+

C = r[s c™i- g 2¢™4 8 ¢™% w-e> ¢" - -8 20T+ d-6> " }
8 1-4 i L+ -1 18 L+1

agrupando las variables en el tiempo t= (n+idAt

i-1 i it

c™- r o {c"*‘— 2¢™ s Mt ] "+ r -8 [cf’ -2c" + ™ ]
18 1 -4 1 144

10



agrupando términos

- re Crhe [1+2pe]cf“"_ re C"*m rcd-6> " 4-['1-%(1—95’](:% r1-83 "
1 144 L "\.-’1_‘ ot : |5 L4

Se acostumbra escribir la ecuacién i anterior utilizando operadores de
la siguiente manera

n+d

-r@ [1 + 2r6] -re |c7* = | rc1-8> [1 - 2r(1-9)] rc1-ed> |ch -

Se puede demostrar que el esquema es MAs preciso cuando 6 = 1/2 ver Z
refs 3 y 4. Sustituyendo este valor de 6 se tiene : G

—r2 [1+r] -rs2 (€™ a | 2 [1—»]"':\/20

i

En este caso el esquema recibe el nombre de Esquema de
Crank-Nicholson,y es implicito simétrico, con un molde de seis puntos
en la malla.

Utilizando el esquema de Crank-Nicholson se obtiene el sigulente
sistema de ecuaciones simultaneas para cada valor de 1 en el tiempo
tmdn+1dAL, Si im 1, 2, .., di-1 '

-r/2 c;" A4rd c"*‘- r/2 c"*‘ = r/2 C]+ - €T +rv2 C)
-2 c“*‘ U c“"‘ r/2 c;‘“ = /2 c’; + - c;‘ +r/2 C)
-2 c"*‘ A4 c’.‘f‘; /2 € m p2 ¢l + -1 c',‘_+1x~/2 c’

Li-2 A LR Y 13 Sl - 1L

,11



Como se puede observar en la malla de la fig 2.2, los valores de C:"
CT‘M son valores de frontera, luego entonces se pueden sumar en ambos

miembros de las ecuaciones a las que correspondan y el sistema queda
como sigue

Ct+rdC ™t or 207t = r 20 +(1-p>C 4p 2C 4 20"
i 2 o 1 2 [+]
-r/zc:‘“+<1 +x~>c;‘“—r/zc;*‘ = r/20:+(1—x')C:+r/2C;

~r/2C"" 14O & p 20" +1-p)C +p /2 CMap 2 ¢7TL

ii-2 ii-1 ii-2 R T O S I U 4

y utilizando la forma matricial

1
1
P,
+
»
1
-
1
1
3

[144r -rr2 [¢] 1-r r/2

N
[e]
"

T4r 2 [c“‘ic“]
[+] (o]

1
»
3

—_— N2l
~r/2 s4+r -r/2 (o] r/2 4-r r/2

»
-
»

o}
3
+
»
L}
3

“r/2 1+r -r/2 a r/2 A-T r/2 '(23
n+4 n
-r/2 f+r -r/2 C‘ r/2 -1 r/2 C‘
. N . P n+d N
L —rsz 40| |C ] r/2 1-r G {4+rr2]C +C
< 5 - - = 1 i 1y

24 APLICACION DEL ESQUEMA

Se utilizé el esquema ya visto para resolver distintos ejemplos. En el
primero, las condiciones iniciales estan dadas por

C (it = 0> = sen(ix

12

1
!
i




donde 0 € x £ 1 y las condiciones de frontera son C(x=0,t.)sC{(x=1,t.)=0.

En este caso, la ecuacién de Fourier tiene solucién analitica por lo
que es posible comparar la solucién obtenida con el esquema, con la
exacta. La solucién analitica, si el coeficiente a de la ec 21 se
toma como 1.0 esta dada por

C (x,t = 0> = genddxd EXP [— ———)

En el esquema, suponiendo a=1.0 se toma Axw01 y se prueban dos
valores de At, 0001 s y 0.005 s.

En las tablas 21 y 22 se comparan los valores obtenidos con el
esquema con la solucién analitica; en la fig 23 se pueden ver los
resultados para At=0001 s. Se puede observar ademas, que las
diferencias maximas son 0.65% y 0.63% respectivamente.

En el siguiente e jemplo las condiciones inlciales estéan dadas por

G ¢, t = 0) = 2x ) 0 <> £ 172

C (x, t = 0) = 2{1~2d> , 172 £ x <1

con condiciones de frontera CGdx=0,t)uC{x=i,td)=0 ..y . el coeficiente
am1.0. La ecuacién de Fourier para este caso tiene solucién analitica -
por lo que también es posible comparar la solucién obtenida con el
esquema con la exacta. La solucién analitica para ami1.0 es

C %, LI m —B—; i : [sen ——;— n 1]] [sen n 91 x]EXP[—nzﬂlzt,]
I° nTt n

Se resuelve el esquema para dos valores de At, con Ax=041. En las
tablas 23 y 24 se comparan los valores obtenidos con el esquema con
los de 1la solucién analitica. En la fig 24 se representan los
resultados para At=0.001 s.

13



En "este ultimo ejemplo de aplicacién se uunza la funcién de Gauss.
Las condiciones iniciales estaAn dadas por : " R

C (x, t = 0) = EXP [— o.s[-’-‘-’ii-] ]
oo

donde el dominio de x es 0 < x < 2800 y las condiciones de frontera al

igual que en los e jemplos anteriores es C{x=0,t)aC{x=2800,t)=0

Para la condicién inicial de este ejemplo la ecuacién de Fourier tiene
solucién analitica y esta representada por

2
¢ Gutd = X0 pxp [— 0.5[—"—__"."_-) }
o oOXO

donde o = '/ oxoZ+ a (L)

En la tabla 25 se presentan los errores en el valor de pico <(en por
ciento) para cuatro valores de oxo y cuatro valores del numero de
Courant, manteniendo a=2.0, xc=6400. - - -

Se puede ver que para valores grandes de oxo y valores pequelios
del numero de Courant,, el error de aproximacién es pequefio debido
a que se define mejor la gaussiana.

En conclusién, el esquema implicito da resultados muy precisos, es
decir, la dispersiétn numérica es pequefia comparada con la dispersién
fisica. Por tal motivo se escogié un esquema implicito para el
desarrollo del modelo de dispersién en dos dimensiones.

44
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g : . i
(nedy At —
: phAt -
At C.
. s i .
U ei-10 Ax i Ax Cih g Ax C = £l
fig 24
t . P T A
(valores de ffré'ﬁt‘o‘g\a)”, ’
(n+4)At“L : : o
nAt
i=o i=1 i=2 i=ii C = £fx
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tiempe en = At= 0.001 o
resultado
0.005 0,014 0.02 0.05 0. 08 0.1
esquema 2949 |0.20020,2541 1894 ,0. 14142 11614
analitico 2941 l0.28000,2537 1887 |O. 1408 1152
esquema 5597 /0. 5380 |0, 4883 8603 (0. 2606 2208
analitico 5505 (0. 5325/0.4825 8600 (0. 2670 2190
esquema 7704 (0. 7936{0, 6652 4959 |0. 93697 |O0. 83040
analitico 7700 |0. 7330 |0. 6641 4940]0. 9673 0. 9015
esquema ©2056|0. 8624 0. 7820 5820 (0. 4946 8573
analitico ©059 |0.8617 0. 7807 5806{0. 4918 9545
esquema o522 )0, 900608 0.8222 64130 [0. 4570 3757
onalitico ©540 (0. POS0 |0. 08209 G105 |0O. 4540 8727
tabla 21
resultado Liempo en © At= 0.005 &
005 0.04 0.02 ©.05 o. 08 o. 1
esquema 2948 ({0.2802 |0.2541 1094 ]0. 141210, 1164
analitico 2944 |0. 2000 (0. 2537 1887 [0, 14089 |0, 1452
esquema 5597 |0, 5330 [0. 4833 9608 10.2686|0. 2208
analitico 55050, 59250, 4825 3600 |0. 2670 |0, 2190
esquema 7?2704 ]0.79386|0. 6652 4959 |0. 3697 |0, 83039
analitice 77000, 7830}0. 6641 4940 |0. 986780, 8015
eaquema 9056 |0. 8624 {0. 7819 5829 |0. 4346|0,3578
analitico 9058 |0. 8617 (0. 7807 5806]0. 4910 |0, 3545
esquema ©522 {0, 9067 0. 8222 G129 (0, 4569 |0.,3757
analitico ©540 |0, 9060 |0. B209 6105 [0, 4540 {0.8727
tabla 2.2
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% - tiempo en 8 At= 0.001 s
: resul tado
(m3 0.00% 0.04 0.02 0.05% 0.08 0.1
o 1 esquema 0.19990 |0, 1993 (0. 1933 |0. 1535 [0. 2153 ]0. 0949
analitice |o.1990|0.10006|0. 10350. 1520 0. 11397 0. 0039
o.2 esquema 0.39905/0.8950[0.8778|0. 29080 (|0.2194[0. 1805
analitico [0.8998|0.9966/0.8766[0.280000.21690.17276
o. 8 esquema 0.5058 [0.5010 0. 5971 (0. 40408 (0. 3021 |0. 24084
analitico 0,.5966]0.57929[{0. 5934 |0. 4000 |0. 2977 |0, 2444
°. 4 esquema ©0.7722(0.7288 (0. S500(0. 4774 |0. 3553 |0. 2921
: analitico 0.7667|0.7201 (0, 6418 (0. 4719 {0, 3501 |0. 2879
o.5 eaguema 0.B6%51 0. 7904|{0. 6914 |0. 5025 |0, 8736(0.80712
analitico |0.8404[0.7743 0. cBOB|O. 4959 {0.3601]0.30214
tabla 2.3
x reaultado tiempo en s At= 0.005 »
(m) 0.005 0.01 0. 02 0. 05 0. 08 0.1
o. 1 esquema 0.1999 0. 1992 [0. 1934|0. 1586[(0. 1153 [0.0p4o
analitico [0.19990[0.19906(0. 1935 (0. 1520|0. 1137 0. 09893
°.2 esquema 0.8993]|0.3959(0.8776|0. 2930 |0,2194}0.1804
analitico |0.9998[0.8966|0.8766|0.2899|0.21463(0.1727c
o. 9 esquema 00,5958 [0.5820 0. 5975 |0. 4040 |0, 8021 |0, 24084
) analltico 0.59P66[|0.5799 (0, 53384 |0. 4000 |{0. 29277 |O. 2444
o. 4 esquema 0.?77?57|0.7299 0. 64972 |0. 4773 |[0. 8552 {0. 2920
: analitico |0.7667](0.72014]|0. G¢18|0.4719}0.9501]0.2873
°.5 esquema 0.8586[0.7879 (0. 6906 |0. 5024 (0. 8785 0. 3070
analitico |0.8404|0.7748|0. cB0B 0. 49259 |0. 8681 |0. 30214
tabla 2.4
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CONCENTRACIONES

L { { Sy
0.20  0.25 0.30  0.35
OIS TANCTIAS

0.1S

0.005 = 005 = 01 s
A esquema =] esquema x esquema e s J
= analftica + analitica 4 analftica Rt i

fig 2.3
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CONCENTRACIONES

1 HE o1

0.005 s

A esquema
B analitica

0015

0.05

o
+

0220 540.25 - 0.30

'0.35
BII'STANCIAS =
s . o 01's
esquema * esquema
analitica 4 analttica

fig 2.4




Comparaci®dn de Los resultados obtenidos del esquema y de

as 2 . :
la funcidn analftica. ERROR EN POR CIENTO
(Ox,r) t=49092 @ L=90084 8 L=40000 = L=20000 s
200 6. 07 40. 98
O. 0b48
200,0. 1 10. 44 15.82
200,0. 5 14.82 16.79
200,1.0 24,80
264 4.57 8.01
0. 0b48
264 ,0, ¢ 8.04 12. 79
264,0.5 8.56 13. 24
264 ,1.0 15.29
400 2.52 4. 65
0.00648
400,0. 1 4. 66 8.07
400,0.5 4.75 8.10
400 ,4.0 8.590
SO0 1.26 2. 41
o.0b48
600 ,0. 4 2.41 4. 46
G600 ,0. 5 2. 42 4. 47
600,1.0 ‘.54
tabla 2.5
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3. DISPERSION EN DOS DIMENSIONES
3.1 GENERALIDADES

Una vez que se ha estudiado el comportamiento del esquema seleccionado
para resolver la ecuacién diferencial de Fourier en una dimensién, se
. analiza en este capitulo un esquema en diferencias finitas para
obtener la solucién aproximada de la ecuacién de Fourier en dos
dimensiones.

Como se mencioné anteriormente, esta ecuacién representa la dispersién
de una especie contaminante, pero ahora bidimiensionalmente a través
del tiempo.
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La ecuacién de Fourier en dos dimensiones es la siguiente:

@
s
]

')
+
v

2 . .
2 48°C 2 a8C 3.4
8 % 3y ) .

<@
[od

donde a y b, reales positivos

De acuerde a lo visto en el cap 2, la ec 31 puede representarse con
el siguiente esquema en diferencias finitas

Gn+1 - n
—bed  ted wg pQ™ 4 [1-9] ACh @2
At i.d L4
donde ® es un factor de peso en el tiempo, 0 £ & < 1 y el operador A

sobre la variable C significa

n n
AC" = 2 [c‘ ~-2C +C, ] + [c -2C, ] «€3.3>
2 i-4,j 1,)  i+4,) 2 i,j=4 1, i,

3.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL DEL ESQUEMA GENERAL
DE SOLUCION <EC 3.2>

La variable C puede representarse por una serie de Fourier de la forma

C = :neik(mﬁ.A)wmszy) .4

1]
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Si pw= k[m.tiAx-O'szAy] la funcién e'? se puede representar en un

diagrama de Argand como las coordenadas de un punte moviendose con
velocidad angular uniforme, trasladandose a lo largo del eje con
velocidad rectilinea uniforme, fig 3.1.

Cuando el punto viaja en la direccién A de la figura en el plano real
se ve la funcién cosp, mientras que en_ la direccién B,en el plano
imaginario se ve la funcién sengp; esto es, e’ mcospHiseny.

Si se representa la longitud total del dominio en el eje real d(iiAx)
igual con l, se puede escribir m=%/l. En la fig 3.2 se puede ver para
diferentes valores de k la variacién de ¢.

En general, para un dominio de ii puntos, se pueden utilizar ii puntos
para pasar la curva resultante por cada uno de los puntos de la malla
en un tiempo determinado. Sustituyende 3.4 en 3.4, para 6 = 0

En*’ei (miiAx+m2jAy)E n itmiilAx+mz jAy)
-
At

a {f e\.(mn.AmmxAmszAy)_ 2Enelcmzxz;x+szAy+EneL<nuLAx mxAx+m2,Ay>}

sz

bz

Ayz

+.

[{’ nei(mxiAx+mAy+mszy>_ 2¢ nei(n‘ui.Axa-!nszy_‘_f net(mnAx-mszm\szy)}
factorizando

: . . n+ 4 n
el(’mLAX+m2JAy) { ¥ th } -

L ) 2 _ 2
et(mstAx+n\2,)Ay) a ~ {(nemiéxzfn_._zne m:.Ax} + b

Ax 2

£ “em9y25“+£ ne-msz
Ay
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Dividiendo entre ei.(m:i.Ax-vmszy)

4

ne 4 n 2
4 ZLE - . {: ﬁems._éxzE n_._fne"n'qu} + b . {E neméYZf n+g ne-msz}

Ay

Se sabe que e - e = 2 sen mAx

también que e + e = 2 cos mAx

Sustituyendo

2

b [Zcosm Ay~2]}.At N
2 : 2 .
Ay .

2
ESE I SR { az [Zcosm’Ax—z]-b

factorizando <-2>

net pn 2a° 2b? n
E=F =~ 1~ cosm Ax|+ 1- cosm_Ay At ¢
A2 1 Ay? 2

Si se define

2 2
y = - Zaz [1- cosmiAx]+ 2b2
Ax Ay

[1- cosmsz]} At (3.5

24



Entonces

g g m oy g

Generalizando, para cualquier valor de 8, se puede demostrar que

n+l_

¢ " - 6y E™rd-ed y "

El factor de amplificacién A esta dado por

Eﬁ*l_ aw :h§1 - E\’\+ (1_e>w Eh

Mit-oyd = " [1+<1-e>w]

zn*i - C1+1-85y) En
<1-8yd

Si se define

C14C1-8dy)
A= ——-(—1_:%7)—_ 3.6

entonces

Para saber si A toma el

valor de la unidad se necesita conocer el
rango de y.
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Derivando parcialmente ia ec 35 e igualando a cero sus derivadas
para encontrar los valores méximos y minimos se tiene gque

a y - J y
a (m‘Ax) [} (msz)

= 0

entonces
2 2 2 2
a vy aC2a” /Ax (l-cosm‘Ax)-i-zb 7Ay (1—cosm2Ay>)
3 Cm A% 3 <m &0
2
a vy _ 2.a"
FCm B> T z  Sen m1Ax
1 Ax
analogamente
2
J g
a <m2Ay) sen msz

igualando las derivadas a O

sen miAx = sen msz = 0

por lo que .m‘Ax - msz = 0,%,24...,,y entonces

cosm‘Ax - cosmsz = i

Sustituyendo en 3.5 cosm‘Ax - cosmsz -+ 1

26



resulta } ’ : faa O , LT s

si se sustituye en 3.5 cosm Axi- cosm Ayz- -1

resulta

por lo que

Sy=<s0 3.7

como la suma dentro del paréntesis es siempre positiva, y < 0

En la ec 386, si 8 2 172 y se sustituye valores de ¥y negativos, se
obtiene que -1 < A £ -1 .
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S1 0 £ 6 < 1/2 la condicién de von Newman | A | < 1 queda A > - 1

sustituyendo el valor de esta desigualdad en la ec 3.6 se tiene

14C¢1-8dy
1-6y

v

-1

1+C1-8dy = Oy - 1

1+y -Gy -6y +1 =2 0

simplificando

2+yC1-20> = 0

despe jando se tiene que

-2
> s
¥ = "1-28
sustituyendo en 3.7 se tiene que
2 2
—a e B TR
Ax Ay
2 2
[ =2 + b At] = 4(3 26>
A® ay?
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2 2 o
[aAt bAL] < 1
0. <8< 172
A 2 Ayz (2-48>

Se puede calcular e.l2 error de truncado que es @(At,sz,Ay2>; y si

8 = 1/2 es &L ,AX ,AYy"), se puede demostrar al mismo tiempo la
consistencia incondicional, ver ref 4.

En el caso de 6 = 0,la ec 3.2 se reduce a un esquema ezxpucibo con un
molde de 5 puntos en la malla, ver fig 33; si a=b" y se

escoge
Ax=Ay=As, en el limite de estabilidad se tiene

2 2
[aAt+ bAt] < (230) 6 =0
ax? Ayz
2
2 -2 ‘:" - 12
as
L2
2 ‘z“‘ = 1/4
As

y se puede ver que la ec 3.2 se reduce a;‘" AT B

Cn"' Cn 2 z" S - .

bed  bed w2 feh e wh ) 2 el cach 47
At A“52 i-4,j i oTiedj) Asz GEAL o SRR % M 9% £

nes

" = 14 (cf‘ ~20" +"
v,) v-1,) 1,) L4,

c‘:*z = 14 [c“ +c"

L=1,j ied,j
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el cual se puede representar como

ol IR V2 S SR & i )k

1.)

para cuando 6 > 0 se tiene .un esquema implicito.

3.3 METODO DE DIRECCIONES ALTERNANTES

Considérese un esquema de tres niveles en el tiempo como el que se
muestra a continuacién

cn+1/2_ Gﬁ
i i w42} ACTY % A Q" 3.8
At 41 29 :
Cn~1; cwﬂ/z
i w12 [ A QT %4 p 0™ ] TR B & X
At 14 i 2 ). .

con los operadores A‘ y Az’ sobre C definidos como

n oD n n ~2g” +g”
AC" = i-1,) v, ) i+, ) AC" = i,5~1 L, i, j+a
2 2 2
A Ay

Este esquema tiene las siguientes ventajas: en la ec 3.2 para 6 > 0,
aparecen cinco incégnitas por nudo; en el esquema propuesto se tienen
tres incégnitas en la ec 38 y tres en la 39 pero que se resuelven
separadamente. Se ha comprobado que es més econdémico resolver 3
sistemas tridiagonales que uno con cinco diagonales.
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La diferencia entre este esquema y el de la ec 3.2 es un término de
segundo orden At® que se obtiene a continuacién
Trabajando con la ec 3.8 se tiene
oMzl o At [ A G20 AQD ]
1 i :

i j 2 2§

factorizando términos

i se define

At
2. 2 2
se tiene
ACT* - pc" = 0 €340
11 1 ’
Analogamente, trabajando con la ec 3.9
ACT™- BC™? = 0 341>
2 P

multiplicando 3.10 por Bz y 3.11 por A1
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Sumando las ecuaciones
(B A - A B ] ™% A ACT- B BCV =0
2 i 1 2 2 T4 e

2 1 j

es claro que

por lo gue se tiene un esquema de dos niveles

A Cn"i

™ B BG" w0
1 2 2 1]

sustituyendo los operadores originales

desarrollando

At atZ

2
At nes At At At n
[1 St LA A AsAz}cj [1+ 5 A G A FEAA )T -0
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factorizando

dividiendo entre At

cr.i"’- crj‘ At Dy b e, o) at? ) c"*j*_ 'Cni .
- o oy - . IR RS NNTAT SR
X2 Z [Cj cq‘] T a [AiAz]‘ LoAtT

El término de la derecha es ‘deﬂr orden At%, ademas ‘el producto
A A equivale a . ' :

que es un numero pequefic comparado con los términos de la ec 3.4;

luego entonces se puede despreciar dicho término y se tendra
finalmente
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por lo que para toda i se tiene - k

net n oo
f'e} -

ted e ted w2 A Qs 12 A G

XS

que es la ec 3.2 con 6 = 1/2 .

Para resolver el esquema se procede como sigue. Se uuliza el meétodo
de doble barrido en la direccion x, para calcular c” para toda i
donde GL,, son conocidos <(datos iniclales) en la ec 38 y después se
resuelve la ec 3.9 desde M+1/2)At hasta <n+1dAt por doble barrido en
la direccién y para calcular C"”paxva toda jJ donde ghrrE ya es
conocido. ’

3.4 CONDICIONES DE FRONTERA

E! manejo de las condiciones de frontera requiere cuidado, dado que
estas son determinantes en los resultados. Muchas veces en problemas
reales se tratan de imponer condiciones que originan que el esquema
utilizado no proporcione los resultados correctos.

Casi siempre se eligen valores en la frontera de =2zonas gque se
encuentran alejadas del problema, porque en el mejor de los casos se
sabe que no tienen influencia.

En definitiva, es claro que la mejor informacién serad aquella que se
origine en base a un mayor numero de datos. La informacién calculada
para intervalos pequefios de tiempo, conducird a la obtencién de
me jores resultados.
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Para tener un concepto mas claro de la importancia que se le debe dar
al manejo de las condiciones de frontera en los esquemas en
diferencias finitas, se mostraran en el subcapitulo siguiente algunos
casos en los que se puede observar, como estas condiciones influyen en
la precisién de los resultados obtenidos.

El esquema presentado en la fig 3.4 muestra el! funcionamiento del
modelo matematico que se elabord para resolver el esquema descrito por
las ecs 38 y 3.9.

3.4.r Fronteras de flujo

El manejo correcto de las condiciones de frontera para el esquema es
el siguiente:

Es necesario contar con las concentraciones en el tiempo t=nat d{datos
iniciales) CU.j para toda i y para toda jCuando se efectua el barrido
en direccién del eje x se requlere como condiciétn de frontera las
concentraciones en el tiempo L-(n+1/2)Ab en las/ fronteras izquierda y
derecha de la malla, esto es, CL,\ 2, C\\.t,? para toda J; las
concentraciones calculadas con la ec 3.8 seran las representativas del
tiempo t=(n+1/2>At, o sea b ﬁ/ para toda 1 y para toda J.

Para el barrido en la direccibn del eje y con las concentraciones
calculadas anteriormente C\,fi para toda i y para toda J, se
requieren los valores de frontera de las concentraclones calculadas en
el tiempo t-(n+1)At, en las fronteras superior e inferior de la malla,
esto es, ™t 1, Cn.fm para toda 1 y las concentraciones obtenidas con
la ec 3.9 seran las del tiempo t={(n+idAt , Cx,fi para toda i y para
toda Jj.

3.4.2 Fronteras impermeables

El manejo de este tipo de frontera requiere de mucho cuidado, ya que
se tienen que hacer ciertas consideraciones que resultan dificiles de
modelar matematicamente.
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Sea la ecuacién diferencial para difusién pura ™ -~ e

si se desprecian, para facilitar el algebra las difusividades cruzadas
se tiene que

a C a3 9 C [ a C
h 7 2x vl ™ [hk“ ] + 7 [hk22 ] 3.12>

Considérese la siguiente malla, en donde Ax # cte.

i-2 i~41-2 i iras2 L+t

entonces, aplicando un operador incremental a un elemento de la ec
3.12

a C 4 C
A" hKC = -4 h K ac _ (hk]i*s/z[ a3 x]'u»a./z(hk]i-s/z[ [ x]i-i/z
1 3 R a x X, - X,
ied/2 i-1-2

Ademas

3 C . G 2 C .-G

e —— M e——een I ]

3 xji+ss2 X, - X, 9 nji-1/2 X, = X,

L+4 L 1 1-1
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Sustituyendo

ATHKC" = 1 ' [[hk] e
1 X, - X, : 2K :
i+1r,2 Ti-ss2 | Y ST e

De la malla se obtiene

X,
iv1/2 2

h. + h; h + h,
e h, ettt
i+4/2 2 i-1/2 2
K. + K, K. + K,
= [N i - L v-1
i+i/2 2 i-1,2 2
si se definen
h* = h ' K =K
L+1/2 i+1/2
h™ = h K =K
i-1/2 i-1.-2

y se sustituyen en la ec 3.43

a2 [W . % %G, ]
1 X, - X, (Y X, - X Lot X. " X,
L4+1 1—-4 L TR T A

. .87



Sustituyendo en la ec 3.8

™+ 4/2 n
-C

" i.i o 1 2 st
At =3 X, Rat B ,;,[h‘k‘x
L+4,) -4,y

o N*is2g mrasz

L i-a.j
X PR

L, § -4, ]

cnﬂfz - At
i.]

tal
At i, j~1
— hit ke K, — 3.14>
Yivira Yi, jua { PRV T Yy o Yy yi,j—x}

Si se definen las siguiontes variablee

Rk At SRl hTK At
AT B LL*x i T TR ‘-‘-x
b iea, 5 L eI i, i-1,j
h;k; At S bk At
Ty, = - Ty, ol poy
P eT Yy e YT Y
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y utilizando operadores, la ec 3.14 estara representada por

cl."\+l./2-
L,

X, . X, + X, .
-4, [1_._ i,] \-1,_‘]

X, . X, :
1+4, ] v-4,)

345>
[

Con esto se ha llegado a representar a Ia ecuacién diferencial de
difusién pura por medio de diferencias finitas, despreciando los
términos cruzados, para una malla irregular.

De acuerdo a la ley de Fick, la condicién de flujo en la frontera
impermeable es

@
(o]

q=-D

Q
E

es decir, no existe gradiente de la concentracién entre un punto vy
otro de la malla,

LLa ec 318 es de la forma general, por lo que el anilisis de frontera
impermeable solamente se hace para cuando la frontera estad a la
izquierda de la malla

frontera impermeable

|

i-1 . i i i+
R TR 2 9

8o



Para qye, en la frontera el gradiente =sea ‘cérb, ise requiere por tanto
- Dt

1/2 .
que C 7172 la ec 3.14 resulta ‘ SRR
i -t e
ness2
ot L At K Lt
i,j X, mX, . i L
144,.§ 1-4,) \.#‘1,
N c? -a : Do=a
TLLTAL SRR U S L C‘l,jm = A
Yogea Vi U0 Yo e Yooy T YT Y

Definiendo los coeficientes de {gual manera que para la ec 314 y
escribiendo la ecuacién anterior en forma de operadores se tiene

X, + X, i “. DX,
[1 + 1,5 -1, ] i, 3 Cn+i/2-

X, . X . . X . [}
L+, t-1,3 t+t, i~1,

Ty

. Ty, + vy, Ty,
i, -3 [1 _ Vi, y‘-;J-I] Vi, & 346>
Yi,jes Yi,j-1 Yijes Vi, j-a Vi ier” Yi,j-a| M

Comparando la ec 3.15 con la 316 se puede ver que el término de la
izquierda del primer miembro de la ec 315 se anula y ademas en la
diagonal principal no participa.

De esta manera, se puede generalizar el analisis de condiciones de
frontera impermeable de la siguiente manera:

1, Cuando la frontera estad a la izquierda de la malla, desaparece el
coeficiente de la diagonal inferior, y no participa en el coeficiente
de la diagonal principal, de la misma manera se trabaja cuando la
frontera se localiza en la parte derecha de la malla.
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2. Si la frontera se encuentra arriba o abajo, se puede aplicar el
analisis anterior de la misma forma.

3.5 PRUEBAS DEL ESQUEMA

Se levaron a cabo cuatro pruebas con el esquema propuesto en el
subcap 3.3, las cuales son:

a) Gaussiana en direccién x, sobre una malla de 15x3 nudos, fig 35

Los datos iniciales se generaron con una funcién de QGauss, con xc=1400
y oxm264; am2.0 y Ax=200 m.

Las concentraciones en la direccién y, para iml e 1im15 se suponen
iguales a cero como condicién de frontera, en particular para
teln+12>at, ver fig 35,

Para el barride en y se necesita la funcién wvaluada para t=(n+dAL en
J=1 y j=3.

En la fig 3.6 se dibujé el perfil de la Gaussiana para jms2 calculada
en forma analitica y con el esquema para un increments de tiempo
At=m20000 s y un tiempo maximo de 20000 s. El error en el valor de pico
es de 7.64%

b> Gaussiana en direccién y sobre una malla de 3x15, fig 3.7

Sobre las fronteras jm=i y J=15 se impusieron concentraciones nulas ver
fig 38.7. Para el barrido en x se genera en imi e =3, para todas las
J, la Gaussiana en el tiempo t=(n+1/2>At.

En la fig 3.8 se muestra un corte de la funcién gaussiana en i=2, para
todas las J, construida con el esquema y wun corte de la generada
analiticamente, para el misme At y tiempo maximo que en el caso del
inciso anterior. El error en el valor de pico es de 4.66%

Si se observan las figs 35 y 3.7 se puede ver que la 3.7 es una
rotacién de la 3.5.
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Los resultados obtenidos en este inciso son mejores que los calculados
en (ad, ya que para un At la informacién que se toma como condicién de
frontera en i=1 e im3 es la funciétn analitica evaluada en el tiempo
t=(n+1/2>At; mientras que en <(ad, para el mismo tiempo tm(n+1/2>At,
los valores en la frontera son nulos; es decir, no se proporciona
informacién adicional al calculo, mientras que en el inciso @), si se
hace. Sin embargo, cuando se hacen nn iteraciones en el tiempo, las
concentraciones de pico tienden a un mismo valor.Si tomamos At=10000 s
hasta un tiempo maximo de 20000 s en ambos casos se obtienen las
siguient.es concentraciones de pico:

ERRORES A 20000 s

FUNCION FUNCION
ANALITICA AtL=20000 s ANALITICA At=10000 s
0.7971 0.7971
Ejemplo ad 0.7362 7.64% 0.7479 647%
Ejemplo b> 0.7600 4.66% 0.7526 5.58%

En conclusién, si se hacen muchas iteraciones en el tiempo, no importa
la orientacién de la malla, siempre y cuando se proporcionen las
condiciones de frontera en forma correcta.

c) Gaussiana generada en direccién del eje x sobre una malla de 15x11.

Las condiciones iniciales y de frontera son iguales que para el inciso
Cad, en este caso, en la concentracién de pico se tienen, para un
tiempo maximo de 20000 s, errores de 1523 % y 1321 %, para Jm8, con
At=20000 s y 10000 = respectivamente. Como se ve, los errores son
mayores que Jlos del inciso (a). Esto es debido a que en este inciso,
las fronteras estan alejadas y dan menos informacién que en el inciso
Ca); los resultados tienden a los obtenidos en el cap 2.

d) Gaussjana en dos dimensiones, generada en dos direcciones sobre una
malla de 15x15. )

La distribucién de la concentracién inicial esta dada por

2 2
C G tm0) = EXP |- 0.5[[ x - xc ] + [ y - ye ] ]
oxo oyo
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Los datos son los siguientes: At=10000 s, Axm200 m, Ay=200 m;
tmax=i0000 s; xcs= 1400 m, yc=i400 m; amw2 , bw2, Se hicieron dos
simulaciones; una con oxm 600 y otra con ox=264 ; oym600 en ambos
casos.

En la fig 3.9 se muestran los valores calculados con el esquema
comparados con la solucién analitica. Como oxwmoyw600 se muestra solo
un cuadrante en planta pues la funcién es simétrica. El error de pico
para este caso es de 4.78 %

Para el caso oxw264, el error de pico es de 1078 % ,en la fig 310 se
muestra un cuadrante para observar los resultados.

43






‘VALORES DE. LA
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BARRIDG. EN

DAL

Tt o= (nH2)AL

R
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FRONTERA C(l.J):C(III.J.‘ﬂ)
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4., COEFICIENTE DE DISPERSION
4.1 DIFUSION MOLECULAR
4.x.1x Difusién Molecular en un fluido en reposo

La difusion molecular por s1 misma no representa grandes
consecuencias en problemas del medio ambiente, excepto a nivel
microscoépico en reacciones quimicas y biolégicas.

En 1855 el fisitlogo aleméan Adolfo Fick publicé sus trabajos sobre
flujo de masa. Establecié lo que hoy se conoce como la ley de Fick que
establece que la masa de un soluto que atraviesa una Area unitaria,
por unidad de tiempo, en una direccién dada es proporcional al
gradiente de la concentracién del soluto en esa direccion.

Para el proceso de difusién en una dimensién, la ley de Fick se puede
establecer matematicamente como

a=-p05% 4.
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donde q flujo
(¢} concentracién de masa
D coeficiente de proporcionalidad

El signo menos indica que el transporte se realiza de zonas de grandes
concentraciones a zonas de menor concentracién. El coeficiente D tiene
dimensiones de L°/T y se le llama coeficiente de difusién molecular.

Por otro lado, si se considera la conservacién de masa se obtiene una
segunda relacion, la cual es independiente del proceso de transporte.
Al combinar estas ecuaciones se obtiene una ecuacién diferencial en
derivadas parciales, que describe el proceso de difusién.

En la fig 441 se ilustra el proceso de transporte de masa en una
dimensién. Se han dibujado dos superficies paralelas, de area
unitaria, perpendiculares al eje x y separadas una distancia Ax.

Sea Cdix,t) la masa de soluto por unidad de volumen en el punto x y en
el tiempo t. Dado que las moléculas entran y salen del volumen de
control, existe una razén de cambioc de la masa en el tiempo dentro del
volumen igual a <(8Crati>ax. Esta razon de cambio debe ser igual al

flujo neto de masa que pasa por las superficies que limitan al volumen
de control

Sea g<x,t) el flujo de masa que atraviesa la superficie locallizada en
x. La diferencia entre el flujo que entra y el que sale es @
qix,td/78xd0ax. Esta diferencia debe ser igual a la razoén de cambio de
la masa en el volumen, para que se satisfaga conservacién de masa

3 q a
—_—
d x a

(gl e

= 0 4.2>

De esta manera, se tiene una relacién entre el flujo qlc,t> y la
concentraciéon COx,t), que es valida, independientemente del mecanismo
de transporte molecular.
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Sustituyendo la ec 4.1 (ley de Fick), en la ec 4.2 se"obt’.iene‘

a C _D[GC] . : sy
at 2 Lo B Rl
J x

Alternativamente, si se deriva la ec 4.2 con respecto a x Y se
sustituye -q/D por 3C/8x resulta : g

d q a°q
2.4 -n[ ] 4.4>

Las ecs 43 y 4.4 se conocen como ecuaciones de difusién y describen
la transferencia de masa por procesos de difusién del tipo de Fick.
Estas ecuaciones describen un gran namero de problemas. Por ejemplo,
si C es temperatura la ec 4.2 representaria la ecuaciétn de calor. Hay
una analogia directa y completa entre el flujo de calor y la difusién
molecular.

Si se desea obtener una versién de la ec 43 para mas de una
dimensién, conviene utilizar la notacién vectorial. Considérese un
volumen de control fijo V, con una superficie S. La concentracién de
masa es ahora una funcion del vector de posicién x, y del tiempo t, la
masa total en el volumen es

M= —[ G Qe,t.d> dV
v

Si el flujo de masa es qix,t) entonces la conservacién de masa
requiere que

—g—c _[ C ,tdav + I <q<x,t>.n>dS = 0
v 8

donde n es el vector unitario normal al elemento diferencial de
superficie dS.

51



Usando el teorema de Oreen y considerando que V es . un volumen fijo, se
tiene que

Si el volumen es arbitrario

)
(o]

Q|
-

«-9v.q - L 4By

Para procesos moleculares, el flujo esta: ‘e‘s‘;‘)‘e;ciff,igadp '
Fick, que en tres dimensiones es L

gqm=-D9C

que sustituida en la ec 4.5 da la ecuacién de difusién

s C [ 3’c a’c 3¢ ]
= D
2

+ +
gt ayz 3 z

4.6>

La ec 4.6 describe la forma en que se dispersa una masa en un fluido
en reposo.

Otra manera de ver el fenémeno y de obtener la ley de Fick, es
considerar el movimiento aleatorio de un gran namero de particulas al
mismo tiempo.
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Supéngase que en un medio se tiene una solucién diluida de moléculas
con una distribucién de concentraciéon Clx,t) y con un gradiente de
concentracién a lo largo de una linea, como la esquematizada en la fig
4.2, Cada una de las moléculas tiene movimientos aleatorios. Si se
considera nuevamente una superficie perpendicular a la linea, la
probabilidad de que una molécula pase a través de la superficie debe
ser proporcional al numero promedio de moléculas cerca de ella.

Ademéas, la probabilidad de que una molécula pase del lado derecho al
lado izquierdo de la superficie seria proporcional al numero promedio
de moléculas en el lado derecho, y la probabilidad de que pase del
lado 1izquierdc al derecho sera proporcional al numero promedio de
moléculas en el lado izquierdo.

Supéngase que se realiza un experimento, con dos cajas, fig 4.3. En la
caja derecha se tienen 20 moléculas y en la izquierda 10. Si la
probabilidad de que una molécula atraviese la linea durante el tiempo
At es 0.2, entonces al final del At se espera tener en promedio en la
caja izqulerda 8 moléculas de 1las originales mas 4 moléculas nuevas,
haciendo un total de 12 moléculas; en la caja derecha se espera tener
18 moléculas. Nétese que la  concentracién promedio de cada caja
cambié. Este es precisamente el aspecto fundamental de la difusién; la
diferencia en la concentracién media entre las cajas siempre se
reduce, nunca se incrementa.

Se puede definir el flujo de masa que circula a través de Ila
superficie que lmita las dos cajas, que sera la razén neta con la
cual la masa se intercambia por unidad de tiempo y de area. Por
simplicidad, se toma un area unitaria perpendicular a la linea. El
flujo de masa que circula de la izqulerda a la derecha es igual al
numero de moléculas en la caja de la izquierda por la masa de cada
particula por la probabilidad de cambiar a la otra caja. Si M es la
masa del trazador de la caja izqulerda, el flujo de {izqulerda a
derecha sera kMi, donde k es la probabilidad de transferencia. De
manera semejante, si Md es la masa en la caja derecha, el flujo de
derecha a izquierda es kMd. El flujo neto sera entonces

q=k[Mt-Md] 4.7

853 -



Si se define Qim Mi/Ax y Cd= MasAx donde Mi y Md son las masas
promedic en las cajas izquierda y derecha, respectivamente, después de
muchas repeticiones del experimento, y bhaciende Ax muy pequefioc, =se
puede escribir

ac . Cd - Ci
g x At

por lo que se tiene

2
q= -k [Ax] 9C c4.8>

Esta ecuacién muestra que el transporte neto esta siempre a favor del
gradiente de concentraciones, esto es, el flujo se realiza desde una
Zzona de mayor concentracitn hacia una de menor concentracidén.

La probabilidad de transferencia es una funcién del movimiento
molecular y del tamafio de la caja puesto que entre mayor es la caja
menos particulas estan cerca de la frontera. La transferencia de masa
no dependera, desde luego, de una definicién arbitraria del L%maﬁo de
la caja. Para evitar que q dependa de Ax se asocia k{ax) a una
constante, o sea el coeficiente de difusién.

4.1.2 Difusién Molecular en un fluide en movimiento

Sea un fluide en movimiento con velocidad u, cuyas componentes en
direcciones x,y y 2z son u,v,w, respectivamente. Se llama movimiento
por transporte al que se origina por el movimiento medio del fluido
Cadvecciénd y se supone que el transporte por adveccién y por difusién
son procesos aditivos separados. Esto es equivalente a decir que la
difusién dentro del fluido en movimiento es idéntica a la que se tiene
cuando el fluido estA en reposo. Se supone también que se trata de
difusién molecular en flujo laminar, y por ello el coeficiente de
difusién tiene un valor constante D en todas direcciones.
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La razén del transporte de masa & través de una Area unitaria en el
plano yz por la componente de velocidad en la direccién x esta dada
por uC, porgue esta es la razén a la cual el volumen de fluido circula
a través del area (u x 4rea unitaria = volumens/tiempo unitariod
multiplicada por la concentracién de masa en ese volumen.

La razén total de transporte de masa es el flujo advectivo mas el
flujo difusivo

a C
q-u0+[ Dax] <4.9>

Cuando se sustituye la ec 4.9 en la ecuacidén de conservacién de masa'
en una dimensién 4.2, se obtiene la ecuacién de difusién con el
término advectivo adicional

V[
[ 1o}

2
LC ., gx[uc]-n—‘z-g €4.10>
IR

La ecuacién en tres dimensiones se obtiene de manera similar que la
4.6

+V.(Gu]-DVZC <a.11>

o haciendo uso de la ecuacidn de conservacién del fluido en el
volumen, V ., u = 0, se tiene gue

3 C 2
at’-&u.VC-DV c 4.12>
escribiéndola en coordenadas cartesianas
aC 2Gq 9 C 2c a°q a°¢c a%¢
6L+u0x+v8 +wa -D[ 2-|- 2+ 2] 413>
y y ax 3y 3z



Esta ecuacion es llamada a menudo ecuacién de adveccién~difusién, pero
como la adveccién es una caracteristica de los problemas de
ingenieria, se denotara simplemente por ecuacién de difusién.

4.2 DISPERSION <(FLUJO TURBULENTO>

Como se acaba de mencionar en el subcapitulo anterior el coeficiente
de difusién es constante. Sin embargo si el flujo es turbulento la
difusién varia con la direccién,

La difusién de una concentracién media puede ser descrita por una
ecuacion de difusién de la forma

414>

donde ex,ey,ez son las difusuvidades turbulentas

Esta ecuacién esta escrita para flujo con velocidad media cero; si el
fluido tiene una velocidad media, es necesario adicionar los términos
advectivos.

La analogia con la difusién molecular puede hacerse de la s=siguiente
manera. La ecuacién de conservacién de materia en flujo turbulento,
olvidando por el momento la difusién molecular, y definiendo a C como
la concentracién en un punto que varia con el tiempo es

[1EY
[saKe]
RO
NI

=0 415>

<in
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donde u,v ¥y w  son velocidades que varian aleatoriamente. Si esta
ecuacién se promedia en un tiempo suficientemente largo, para
promediar las fluctuaciones turbulentas de concentracién, y si los
promedios en el tiempo de u,v y w son cero, se tiene

WC €4.16>

Las testas indican el promedio.en el tiempo. UG,VC y WG son los flujos
turbulentos promediados en el tiempo en las direccicnes x,y y 2, y por
comparacién con la ec 4.14 se tiene que

3 C VE = - e aC,WEI—e 8 C
z 0 =z

dx y 8y

4.17>

0C = - ¢
R

Comparando con la ley de Fick de difusién molecular qm=-D {(dc/dx), ec
4.1, se puede decir que ex,ey y €z son los equivalentes turbulentos de
los coeficientes de difusién molecular; se puede ver entonces que el
flujo es proporcional al gradiente de concentracién.

Por esta razén ex,€y y € son a menudo llamados coeficientes de
difusién turbulenta, los cuales resultan de un proceso que involucra
movimientos aleatorios a gran escala. Estos coeficientes también son
llamados difusividades de remolino.

Taylor encontré que para que las ecs 417 sean aplicables es necesario
que el tiempo de recorrido de una particula desde el origen debe =er
mayor que una escala de tiempo Lagrangiana; es decir, para poder
aplicar la ec 4.44 es necesario que el tiempo transcurride sea mayor
que TL, donde

TL = 1/3 [Tx+Tv+Tz]
siendo

«©
Tx = J- Rx(s)da
o
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Rx es llamada, funcién de autocorrelacién Lagrangiana y es igual a

Rx['r -z ]-<u<7>u<r>>/<u2>
2 1 ] 2

donde el promedio de la muestra UCToUCT2) significa el promedio sobre
un gran namerc de pruebas del producto de la velocidad de una
particula en el tiempo 71 multiplicada por la velocidad de la misma
particula en el tiempo 7T2.

Ademas la raiz cuadrada de < U® > es conocida como la intensidad de la
turbulencia. En estas ecuaciones, el <F> es el valor egperado de la
variable F. En muchos casos, sin embargo, el tiempo en que se originé
la nube de concentracién no se puede conocer, por lo que es necesario
definir la validez de la ec 4.14 en términos del tamafio de Ja nube ya
dispersada.

La escala de longitudes Lagrangiana esta dada por
= < U > T2

La escala proporciona el orden de magnitud de la distancia que una
particula del fluido viaja antes de perder su velocidad inicial.
Analogamente se puede obtener la condicién para la utilizacién de la
ec 4.14, ver ref 6

L% > 21? L tamafio de la nube

En la practica, la turbulencia es noe homogenea por lo que la ecuacién
de difusién se escribe con coeficientes que varian espacialmente, en
la forma

a C g C a C a C
8t+u ax+v8y W 3z
a a C 3 K] a 9 C .
ax[exax]+ ay[eyay]+ 0z[ez02] <4.18>

donde u,v,w son velocidades medias
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El fundamento teérico para la utillzacién de la ec 4148 fue dado por
Kolmogorov en 1931 y 1933. En efecto, para que una concentracién en el
punto x y en el tiempo t dependa sdélamente de las condiciones
iniciales y del tiempo en el cual fue descargada, es necesario que la
probabilidad de que wuna particula descargada en el punto ¥ en el
tiempo to y que se diriga a un punto »x en el tiempo t, sea igual a la
probabilidad que la particula alcance un punto intermedio x1 en el
tiempo ti1i por la probabilidad que la particula vaya desde el punto xi
al punto x en el tiempo t-ti1, integrada sobre todos los puntos
intermedios posibles; esto es,

© o ©
P OXN\f,t,to0) = j' J- I P OOxy,t,t1) p OuNE,t1,to) dxa dyt dza
0 -

-0 -

Esto puede ser cierto solamente si e! movimiento de la particula
consiste de wuna serie de pasos aleatorios independientes, los cuales
ocurren si t > TrL . Kolgomorov mostré que esta propiedad de
independencia es critica para la validez de la ecuacién de difusién, y
no la homogeneidad o permanencia del campo de velocldades. Ademas fue
capaz de generalizar que la difusién de materia en un campo turbulento
de velocidades con propiedades independientes, se rige por la
ecuacién

ac 8 X a ac 2 2c
T tuve- Ox[exxax]+ 8y[eyy0y]+ az[ezzaz]+

[¢] + a < a G otros términos
y xz @ Z

* de segundo orden 419>

Si los ejes coordenados se escogen de tal manera que coincidan con los
ejes principales del flujo, las varianzas cruzadas son cero y la ec
419 se simplifica a la ec 4.18

En suma, el anAlisis dado muestra que existe un coeficiente de
mezclado turbulento, que es analogo al coeficiente de difusién
molécular, y gque se puede utilizar en una ecuacién de difusién
turbulenta, de la cual la forma mas wusual es la ec 418 y que
solamente se puede aplicar después de que las particulas que se
difunden en el flujo han permanecido un tiempo mayor que el tiempo de
escala Lagrangiano o que tenga una difusién tal para cubrir una
distancia mas grande que la longitud de escala Lagrangiana.
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4.3 COEFICIENTES DE DISPERSION

En este subcapitulo se describe la obtencién de los coeficientes de
difusion, basados en experimentos hechos en canales y tubos, por lo
que las expresiones son en dos dimensiones. En la ec 4.9 los
coeficientes de dispersién son independientes del sistema de
referencia utilizado.

4.3.x Mezclado Vertical

En el subcapitulo anterior se menciond la existencia de un coeficiente
de mezclado turbulento. Segun el analisis realizade por Elder d{ver ref
6> se puede derivar un coeficiente de mezclado vertical a partir del
perfil de veloclidades de una seccién.

Para wuna distribucién logaritmica del perfil de velocidades se obtiene
un coeficiente de mezclado vertical para la cantidad de movimiento

€, =K dus [ 274 ] [1 - (z/d> ] <4.20>

donde K constante de Von Karman
d tirante

2 profundidad

u

» velocidad al cortante

Si se considera la analogia de Reynolds, el mismo coeficiente se puede
utilizar para transporte de masa; este resultado ha sido wverificado
por Jobson y Sayre en 1978 por medio de un estudio experimental de
mezclado vertical de tinta en un canal. Promediando sobre la
profundidad y tomando la constante de Von Karman kx = 0.4 se llega a

'e‘v = 0.067 d u* 4.2

Se han encontrado resultados semejantes para distintos tipos de
flujos; por e jemplo, Csanady {1976)> estudiando la capa limite
atmosférica, obtuvo

€ = 0.05 d us
v
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En este caso d es el espesor de la capa limite y u# la velocidad al
cortante en la superficie de la tierra, donde

ur = v 1/p

donde
T esfuerzo cortante en la superficie
¢ densidad del fluido

4.3.2 Mezaclado Transversal

En un canal de ancho infinito, no hay perfil de velocidad transversal'
asi que no es posible establecer una analogia de la ec 4.20 para
determinar el coeficiente de mezclado transversal.

Se han realizado un gran numero de experimentos sobre mezclado
transversal, en canales rectangulares rectos en laboratoric y en
canales naturales.

Los resultados de aproximadamente 75 experimentos en canales
rectangulares rectos se resumen en la tabla 4.1, ref 6. En casi todos
los casos el coeficiente de mezclado transversal adimensional et/dus
esta entre 01 a 02, y los valores de 024 y 025 se obtuvieron en
canales de irrigacién. Se ha tomado como valor medio de los resultados

€, = 045 d u= <4.22>

En la tabla 4.2 se muestran los resultados de mediciones en canales
naturales irregulares.
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4.3.3 Mezclado Longitudinal

Se suponeque 1la turbulencia provoca mezclado longitudinal
aproximadamente de la misma forma que el mezclado transversal porque
tampoco se tienen fronteras para impedir el movimiento. Sayre y Chang
en 1968 encontraron que el coeficlente de difusién longitudinal de
particulas de polietileno sobre la superficie del agua fue
aproximadamente tres veces mayor gque el transversal; parte de la
difusién longitudinal pudo haber sido debido a una velocidad al
cortante transversal originada por una circulacién secundaria. De
cualquier forma, el mezclado longitudinal por los remolinos
turbulentos es en general poco importante, porque el coeficiente de
dispersién del flujo causado por el gradiente de velocidad es mucho
mayor que los coeficlentes de mezclado causados por la turbulencia.

Elder obtuvo para una distribuciétn de velocidades logaritmica un
coeficiente de dispersién

€ = 593 d u* <4.23>

que es aproximadamente 40 veces la magnitud esperada del
coeficiente de mezclado turbulento dado por la ec 4.22.

No ha bhabido mediciones de mezclado turbulento longitudinal por la
dificultad para separar los efectos de las fluctuaciones turbulentas
longitudinales de los resultados del flujo cortante.

4.4 OBTENCION DEL TENSOR DE DISPERSION K

Si se integra la ec 4.19 con respecto a la profundidad (ver ref 1) se
obtiene la ecuacién de difusién en dos dimensiones, ec 1.1

3 ay, é 4 cy, 9 aay, d 4 C
a x[h kg ax]+ ] x[h K2 ay]+ ay(h kzz 2 x]+ 4 y[h kzz ay]

donde u y v son las velocidades promediadas en la profundidad
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Las componentes del tensor K =se obtienen a partir de una
transformacién de coordenadas de la direccién de la linea de chorro
sobre el sistema coordenado x-y.

Si se designa la coordenada longitudinal del flujo como ¢ vy la
coordenada perpendicular a la longitudinal como n y si ademas por ser
flujo en dos dimensiones se considera que la difusién tiene unicamente
componentes longitudinal y transversal, las componentes del tensor K
se pueden escribir como

Kia = eE cos® 8 + en sen® © <4.24>
Kiz = [ez - eT7 ] sen 6 cos 6 €4.25),
K2z = e: sen® & + e,ncos2 2] <4.26>

donde eE(x,y,t) v en(x,y,t> son las difusividades longitudinal y

transversal, y © es el angulo medido <(positivo, en contra de las
manecillas del reloj> del eje x hacia el eje ¥.

Como s8e mencioné anteriormente, el término cruzado Kisz desaparece
cuando la linea de chorro Ceje ¥), esta alineada con el eje x 6 y. Los
coeficientes de mezclado longitudinal y transversal eE y GY) describen

las propiedades de flujo medio y se obtienen con las férmulas de Elder

€ = o u* h 4.27>

€ me_ u*h €4.28>
0 T

donde e y e  son los coeficientes adimensionales determinados en

laboratorio, ver subcap 43. En la practica se recomienda tomar

e =503 y e m=0.23, ref 5.
L T

63



45 INFLUENCIA DEL ANGULO TETA SOBRE EL VALOR DEL TENSOR
DISPERSION K

Para observar la influsncia que el 4angulo € ejerce en el tensor
dispersién k, se hicieron calculos para obt.ener los valores
adimensionales del tensor considerando una velocidad de fiujo
unitaria, ver tabla 4.3,

En la fig 44 se puede ver que cuando om45° las dispersiones en x y en
y son iguales, mientras que la dispersién cruzada en xy es ligeramente
menor. Puede verse ademas, que para valores de 6 menores de 45° la
dispersién en x es mas significativa que las otras, mientras que
cuando 6 £ 45°,es mas significativa la dispersién en y.
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b,,b ‘ CHEZY = 25
35 e = 0° g = 45°
& @ |[COEFICIENTE DE DISPERSION | GOEFICIENTE DE DISPERSION
£ v x y Xy x y Xy
1.0 0. 748 ©.0290 O, 000 0., 886 O. 8986 0. 957
2.0 1. 4806 0.0%58 0. 000 0,772 0. 77?22 0. 714
5.0 B. 7495 O, 144 0. 000 1. 929 1.929 14.73%
140. 0 ?. 429 ©0.288 0., 000 3.850 3.859 8.574
20.0 14. 859 O, 5706 O, 000 ?.?747 ?.747 ?.4414
50,0 87. 447 1. 4414 0., 000 19, 204 19. 294 147. 859
1400.0 74. 298 2.802 0. 000 298. 587 BB.587 85, 706
TABLA 4.3

70




5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD
5.4 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

El analisis de sensibilidad se hara resolviendo un problema tipico que
es el determinar la zona afectada por la descarga de una
termoeléctrica localizada en una zona costera.

El analisis se realiza para el campo lejano, es decir, para la =zZona
donde la descarga de agua caliente ha perdido el impulso original vy
pasa a ser una mancha de agua relativamente caliente, que es
arrastrada por las corrientes advectivas del lugar.

Se acepta que tanto la hidrodindmica como la difusién pueden
describirse considerando los fenémenos bidimensionalmente en planta.

En la fig 51 se muestra la batimetria del lugar. Para atacar el
problema de la termoeléctrica en la zona de influencia de la descarga
se construyé una malla, que sobre el eje x tiene 1680 m, con un Ax=1i20
m, y en la direccién y tiene una longitud de 2160 m con un Ay=180 m.
La localizacién de la descarga se puede ver en la fig 51,
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El campo de velocidades de la zona se obtuvo con ayuda de un modelo
matematico de hidrodinamica, y se da en la fig 5.2. El campo de flujos
asi como la dispersién se calcularon haciendo las siguientes
consideraciones:

- el flujo va de izqulerda a derecha y se mantiene constante un tiempo
considerable

- eal gasto unitario promedio en la frontera izquierda es de 0.348
m/s/m

- se considera que en la frontera derecha el nivel es cero

~ las caracteristicas de la descarga de agua callente y del flujo son
tales que permiten un mezclado homogéneo lento, por lo que se puede
considerar un analisis bidimensional, en donde a lo largo de Ila
profundidad las caracteristicas del flujo son constantes (velocidad,
temperatura, concentracién, densidad, etc.

- no se toma en cuenta la dilucién inicial, es decir, las
caracteristicas del campo cercano -

- el intercambio de temperatura entre la atmésfera y el mar se
considera nulo

Despues de unas 5 horas de simulacién se obtuvo una condicién estable
en el campo de velocidades que son las que se utilizan en esta
aplicacién, fig 5.2.

Las condiciones iniciales para el analisis de dispersién son:

- el campo inicial de temperaturas es nulo, es decir, el agua esta
a la temperatura ambiente
- se cuenta con un campo de velocidades

Las condiciones de frontera son:

- la descarga proporciona un incremento de temperatura At=10°C

- en la frontera izquierda el incremento de temperatura es cero, es
decir, el agua que entra por esa frontera estd a la temperatura
ambiente

- en la frontera derecha, ya que el flujo sale, puede haber un
incremento de temperatura

- las playas (arriba de la mallad son impermeables, es decir, no hay
flujo de calor
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Las condiciones de calculo son las siguientes:

El incremento de tiempo es At=360 s ya gue aungue para el modelo de
dispersién pura se puede utilizar un At mayor y dar resultados
aceptables, para este valor el modelo de adveccién da resultados mas
precisos. La simulacién se hizo hasta 20 horas; la discusién de
resultados se hace para este tiempo.

5.2 SIMULACIONES
5.2.1 Obtenciéon del campo de temperaturas considerando adveccién pura

Este campo se obtuvo con el modelo matematico de adveccién pura
descrito en la ref 6.

5.2.2 Coeficlente de dispersiétn variable

En este caso, se considera que en cada punto de la malla se obtiene un
coeficiente de dispersién gque es funcién de la profundidad, de la
velocidad al cortante y del angulo teta, segun lo discutido en el cap
4. Los coeficientes adimensionales que se utilizan son los encontrados
por Elder, subcap 4.3.

5.2.3 Coeficiente de dispersiétn nico en ambas direcciones

Se consideraron como coeficientes de dispersién K1 N -Kz 2 =0.05
y Ksz-Kzfo.O. No se considera la influencia del angulo teta.

5.2.4 Influencia del angulo 6 que forma el vector velocidad con
respecto al sistema coordenado de calculo

Se consideraron las disfusividades turbulentas iguales, es decir,

eE=en-0.05, y el tensor dispersiétn K se calculé con las ecs 4.24-4.26.

73



5.2.5 Coefictente de dispersidon constante en cada direcciéon

a) Se considera un coeficiente de dispersién en la direccién x,
K11m=0 .1, y en la direccién v, K22=0.05. Ademas, se tiene una
dispersién cruzada Ki2=K21=0.001.

b> En la direccién 2 el coeficlente K11=005 y en la direccién y el
coeficiente Kz2%0.1; de la misma manera Ki2=K2:m0.001.

5.3 DISCUSION DE RESULTADOS
5.3.1 Adveccién pura

En la fig 55a, se ve el campo de concentraciones obtenido por
adveccién pura. Existe wuna =zona amplia con un incremento de
temperatura de 9.5°C, localizada en las cercanias de la descarga. Este
se considera el caso base.

5.3.2 Coeficiente de dispersiotn variable

En la fig 5.3 se dan los coeficientes GE y en calculados tomando en

cuenta la hidrodinamica, con las eas 427 y 4.28. Los valores de GE

estan entre 0 y 2. Como es de esperarse, los valores aumentan con la
profundidad, dado que las velocidades son practicamente iguales en la
parte inferior de la malla, en varia entre 0 y 0.08.

En la fig 54 se dan los valores de los coeficientes de dispersién en
direccién x <(Ki11) y direccién y (K22, calculados tomando en cuenta el
angulo 8, ecs 424 y 4.26. Los valores de la dispersiétn en x varian
entre 0 vy 2 y como son directamente proporcionales a ¢, y €, también

su valor aumenta con la profundidad. El coeficliente en direccién y es
casl 10 veces menor que en direccién x y varia entre 0 y 0.2,
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Se puede observar en la misma figura, que en direccién x el wvalor del
coeficiente de dispersién que predomina en la zona cercana a la
descarga es Kiim0.05, mientras que en direccién y es K2zm0.01, aungue
en la descarga misma K2z llega hasta 0.2. Kiz2 varia entre 0 y 02, y
en la zona cercana a la descarga predomina 0.02.

Cuando se hace el calculo incluyendo la dispersién, fig 5.5b, la zona
de 95°C se reduce ligeramente, de la misma manera la curva de 01°C
tiene un aumento en su area de influencia, todo esto se debe
precisamente al fentmeno de la dispersién. Se puede notar que la curva
de 5°C esta practicamente igual debido a que se origina un pequefio
enfriamiento que repercute en gran medida, en el aumento del &area de
influencia de la curva de 04°C. Como en esta zona el coeficiente en x
es mayor gue en y, se origina una dispersién principat en x, es decir,
por dispersién las temperaturas avanzan mas hacia la derecha que hacia
aba jo.

5.3.3 Coeficiente de dispersion unico en ambas direcciones

Para esta simuwacién, fig S5.6a, se obtuvo una fuerte diferencia en los
resultados al comparar el caso 5.2.3 con el caso base y con el 5.2.2.
Es decir, al escoger valores constantes unicos en ambas direcciones se
obtienen diferenclias sustanciales en los resultados.

5.3.4 Influencia del angulo €8 gque forma el vector velocidad con
respecto al sistema coordenado de calculo

En la fig 5.6b se ven los resu.lt.oados de gsta simulacién; las zonas de
influencia de las curvas de 5 C y 041°C permanecen practicamente
iguales al comparar el caso 5.2.4 con el 52.3, y se nota que en la
zona cercana a la descarga el area de influencia de la curva de 95°C
se reduce. Esto resulta razonable, si se observa que en la zona de la
descarga la dispersién en x es mayor con respecto al resto de la
malla, Ki1=0.05.

Se puede decir, gque el &angulo 8 no afecta en mucho los resultados,
siempre y cuando los valores que se tomen de los coeficientes de
dispersién sean aceptables.
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5.3.5 Coefictiente de dispersién constante en cada direccién

a> En la fig 5.7a, el area de influencia de la curva de 98°C se
reduce todavia mas con respecto al caso base. Al comparar el caso de
la fig 5.6a con éste, se puede ver que las curvas de 5 C y 01°C son
muy parecidas, no asi la de 95 G. Al considerar una mayor dispersiétn
oen x C(doble) se origina una concentracién mayor de calor en la zona
cercana a la descarga y un enfriamiento en el resto de .la malla.
Por otro lado, en esta simulaciétn se considera un coeficlente de
dispersién cruzado Ki2wK2:m0.001, que en realidad no influye en los
resultados obtenidos.

b> En la fig 5.7b, la curva de 95°C se reduce mas con respecto a la
del inciso (a) de este caso. Se observa una igualdad en las curvas de
5°C y 04 °C. Al comparar el inciso <a) con ¢(b) los resultados en la
Zona cercana presentan diferencias, por lo gue es importante el tomar
los valores correctos del coefiente de dispersién en cada direccién.

En la fig 5.8, se muestra la evolucién de los campos de temperaturas,
considerando la dispersién, caso s.22. En la fig 58a la curva de
0.17C todavia sale por la playa y el calor esta concentrado en la zona
cercana a la descarga. En la fig 58b el calor se ha dispersado y la
curva de 0.1°C sale de la malla.
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6. CONCLUSIONES
6.1 ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS - - -

Para el calculo de dispersién en dos dimensiones se propuso un esquema
en diferencias finitas, implicito de direcciones alternantes. El
esquema proporciona la confiabilidad necesaria para su aplicacidén, ya
que en primera instancia, la dispersién numérica es menor que !a
dispersién fisica, como se comprueba en los caps 2 y 3. Conocida la
hidrodinamica, el modelo de transporte de masa aqui descrito se acopla
a un modelo de adveccién pura, con un manejo adecuado de las
condiciones de frontera para cada modelo.

6.2 COEFICIENTE DE DISPERSION

Como =@ ve en a! cap 4, todas las mediciones para la obtencién del
tensor dispersién K se han realizado en canales y rios, debido a que
se puede considerar un flujo unidimensional. Los resultados obtenidos
por diferentes investigadores difieren hasta en un 100% en los valores
del tensor. En la practica se ha visto que los coeficientes dados por
Elder dan resultados aceptables.
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No hay mediciones del tensor dispersiéon en dos dimensiones, por lo que
para la modelizacién matematica de la dispersién bidimensional que se
trata aqui, diversos autores recomiendan utilizar los coeficientes
dados por las ecs 4.24-4.28.

6.3 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

De las simulaciones hechas, se concluye que el tomar coeficientes de
dispersién equivocados origina resultados muy diferentes de los
obtenidos con las ecuaciones de Elder, que en definitiva =se
recomiendan en este traba jo.

El objetivo de la tesis se origina de la necesidad de poder
cuantificar el wvalor del coeficiente de dispersién en zonas térmicas
donde no se tienen mediciones. Ademas, observar que sucede cuando se
estiman erréneamente los coeficientes. En las graficas pueden
observarse los resultados, cuando se toman valores aproximados.

En definitiva, es claro que el fendmeno de la dispersion se debe tomar
en cuenta en los problemas con flujo turbulento, basicamente en
descargas de contaminantes, ya que una buena cuantificacién del
fendmeno puede repercutir en una 6ptima seleccién de proyectos.
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