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1. INTRODUCCION 

Durant.e mucho tiempo el ser humano ha disf'l'ut.ado de la bondad de la 
nat.Ul'aleza, de sus l'eCUl'SOs nat.urales: suelo, veget.ación clima, agua 
et.e. No e>dst.ia la pl'eocupación fil'me de administ.l'&r- esos recursos de 
una manel'a adecuada. 

Act.ualment.e, la sociedad sufre las consecuencias de los excesos que se 
han comet.ido cont.ra el medio ambient.e, y es ahora cuando se preocupa 
por la pl'eservación del mismo. 

Uno de los principales recUl'sos, el agua, est.a siendo agot.ado ya sea 
por el crecimient.o desmedido de la sociedad o por la cont.aminación. Es 
común escuchar amplias discusiones acerca de la cont.aminación del 
agua, pero en realidad no hay swicient.e inf'ormación sobre cu;M es el 
comport.amient.o del f'enómeno, dependiendo de la clase de especie con 
que est.é cont.aminada, de las cuales se pueden cit.ar: sales, 
combust.ible, product.os quimicos, calor, et.e. 
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Ecologist.as, especialist.as en campos como la biolog1a, la bot.ánica, 
zoolog1a, est.án espec1f"icando los ni veles de concent.ración 
cont.aminant.es y duración que los organismos acuát.icos son capaces 
soport.ar, sin suf'rir alt.eraciones. 

la 
de 
de 

El ingeniero debe ent.onces disei"íar las obras t.omando en cuent.a las 
especif'icaciones que det.erminan los ecologist.as, o en su caso los 
sist.emas de descont.aminación o de purif'icación de agua, et.e. Por ot.ro 
lado, cuando se enf'rent.e a sit.uaciones de cont.aminación accident.al 
debe cuant.if'icar el nivel de cont.aminación para poder realizar 
acciones que minimicen los dai"íos al medio ambient.e. Si es necesario 
descargar un cont.aminant.e deberá disei"íar la obra de descarga de t.al 
manera que el ef'ect..o sobre el medio ambient..e se reduzca. 

Para t.rat..ar de resolver est.os problemas, es necesario el ent.endimient..o 
de t.res procesos generales: 

- Dilución inicial a la salida del chorro 
Fisicoqu1mica y biologia de cont.aminant..es no conservat.ivos 

- Mezclado t.urbulent..o 

En est.a t.esis se est.udia únicament.e el proceso de mezclado t.urbulent.o 
y de manera part.icular, el análisis se hace en dos dimensiones <en 
plant..a). El mezclado t..urbulent..o en zonas acuát..icas est.á f'ormado por 
dos procesos, que son advección o t..ransport.e, y dispersión. En est.a 
t.esis se da especial at..ención a est.e últ.imo. Se aclara aqu1 que es 
común usar indist..int.ament.e los t..érminos dif'usión y dispersión, aunque 
denot.an procesos dif'erent.es. 

Según Holley <ver ref' 1) dif'usión es el t.ransport.e de masa ya sea 
por dif'usión molecular o por desviaciones de las fluct..uaciones 
inst..ant..áneas de la velocidad t..urbulent.a con respect.o a la velocidad 
media local. Dispersión, por ot.ro lado, es el eKt..endimient.o de la masa 
de cont.aminant.e causada por desviaciones de las velocidades medias 
promediadas en el t.iempo con respect..o a la velocidad media en una 
sección, est.o es, debida a la convección diferencial. 

En el cap1 t..ulo 4 se est.ablece la ecuación de difusión 
especie en un campo t.urbulent..o de velocidades (ec 4.19). 
ecuación se promedia en la profundidad, se obt..iene la llamada 
de t.ransport..e y dispersión <ver ref 1) en dos dimensiones 
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donde x,y 
t. 
h<x,y,t.) 
C<x,y,t.) 

+ ~(h k " e )+ _!._(h k a e ) ay 21.Dx 8y 22éty 
(1.1) 

coordenadas ca.I"t.esianas en un plano horizont..al 
t. tempo 

prof'undidad 
concent.ración de la especie promediada en la 

prof'undidad 
u<x,y,t.>,u<x,y,t.) velocidades de la corrient.e en 

direcciones X y Y, respect.ivamente, promediadas 
en la profundidad 

ku Cx,y,t.>,k12 <x,y,t.),k21 <x,y,t.),k22 <x,y,t.) component.es del 

t.ensor de dispersión K 

La ec 1.1 est.á formada por dos pa.I"t.es. Al segundo y t.ercer t.érminos 
del lado izquierdo se les denomina t.érminos CONVECTIVOS (o 
ADVECTIVOS), ya que en ellos int.ervienen las velocidades medias u y v. 
Est.e t.érmino representa el t.ransport.e de la especie. Cuando el lado 
izquierdo de la ec 1.1 se i11:uala a cero, se puede calcular la 
evolución de la concent.ración de la especie y a la ecuación que 
result.a se le denomina CONVECCION PURA 

De la misma manera, si los t..érminos convect..ivos se 
1.1 quedan unicament.e los element.os dif'usivos, por 
se denomina de DIFUSION PURA 

3 

(1.2) 

desprecian,en la ec 
lo que la ecuación 



<1.3) 

Al t.:rat.ar- de r-esolver- la ec 1.1 globalment.e, se ha encont.r-ado que se 
gene:ran er-r-or-es numér-icos que son del or-den de la disper-sión f'isica. 
Est.o es debido a que es dif'icil en un mét.odo numér-ico sepa:rar- los 
pr-ocesos f'isicos que se incluyen en la ecuación. Por- ello se han 
pr-opuest.o mét.odos en que se ut.iliza un mét.odo numér-ico adecuado a cada 
proceso f'isico. 

Dent.:ro de est.e or-den de ideas, el objet.ivo de est.a t.esis es 
precisament.e el colabor-a:r con la idea de t.r-at.a:r los t.ér-minos 
CONVECTIVO y DIFUSIVO sepa:radament.e, est.o es, obt.ener- :result.ados de 
cada uno de los f'enómenos y post.er-ior-ment.e int.er-act.uar- los pr-ocesos. 

Se ha vist.o que es convenient.e resolver- primer-ament.e el t.ér-mino 
convect.ivo, <ver- ref' 2), y post.er-ior-ment.e relacionar- los f'enómenos 
ut.ilizando los r-esult.ados de la convección pur-a como condiciones 
iniciales, par-a la solución del t.érmino que r-epr-esent.a la par-t.e 
dif'usiva. Por- t.ant.o la ecuación que se resuelve en est.e t.r-abajo es la 
1.3. 

La t.écnica a emplear par-a resolver la ec 1.3 consist.e 
ut.ilización de esquemas en dif'er-encias finit.as, ya que es 
empleada par-a el cálculo del f'lujo no pe:rmanent.e en hidráulica. 

en la 
la más 

En el capit.ulo 2 se definen algunos t.ipos de esquemas en dif'er-encias 
finit.as ut.ilizados pa:ra la solución de las ecuaciones dif'er-enciales en 
der-ivadas pa:rciales. Por- sencillez el análisis se hace en una 
dimensión. Se r-ep:resent.a la ecuación de calol' <ecuación de Four-iel') 
por medio del esquema seleccionado y se hacen algunos ejemplos de 
aplicación pa:ra probar- su pr-ecisión. 
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En el cap1t.ulo 3, se t..rabaja con un esquema en dos dimensiones, 
conservando const..ant.e el coeficient.e de dispersión. Se plant.ea la 
ecuación de Fourier en dos dimensiones con el esquema propuest..o. Se 
describe el plant.eamient..o correct.o de las condiciones de front.era para 
el esquema en part.icular, además se realizan varias pruebas para 
probar la bondad del mét.odo. 

En el capit.ulo 4, se explica el concept.o de dispersión asociada al de 
difusión molecula:r y t..urbulent.a. Se describen mét..odos para obt.ener los 
coeficient.es de dispersión, y a part..ir de ellos, se obt.iene el t..ensor 
de dispersión K y se aplica el mét..odo vist..o en el capit.ulo 3 para 
plant..ear el esquema en diferencias finit..as. 

En el cap1t.ulo 5, se muest..ra la aplicación de la ecuación de 
dispersión pura en una descart;a de a11;ua calient..e. En el capit.ulo 6 
se dan las conclusiones del t..rabajo. 
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2. DISPERSION EN UNA DIMENSION 

En est.e capit.ulo se analizan mét.odos para 
calo!', enfocándose a mét.odos de difel'encias 
análisis se hace en una dimensión. 

2.1 ESQUEMAS EN DIFERENCIAS FINITAS 

l'esolvel' la 
finit.as. Poi' 

ecuación de 
sencillez, el 

Un mét.odo numérico univel'sal pal'a resolver ecuaciones difel'enciales 
parciales es el de diferencias finit.as. 

Con el fin de obt.ener una ecuación en diferencias en lu¡;a.r de la 
ecuación diferencial es necesal'io: 

sust.i t.uir el dominio de variación cont.inua del a.r¡;ument.o 
po:r un conjunt.o disc:ret.o de punt.os, est.o es, po:r valo:res en una :red o 
malla 

sust.it.uil' Caproximal' en la red) la ecuación diferencial 
por una ecuación en diferencias 
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Un esquema es una ecuación en dif'erencias; exist.en varios mét.odos para 
la const.rucción de ést.os, ver refs 3 y 4. Los esquemas son 
principalment.e de dos t.ipos : 

Esquema ~lícit.o. Es una f'órmula en la cual se 
desconocido direct.ament.e en t.érminos de valores 
subcap 2.2 se ve un ejemplo de est.e t.ipo de esquema. 

expresa un valor 
conocidos. En el 

El inconvenient.e de est.e t.ipo de esquemas es que el paso At. en el 
t.iempo debe ser muy peque~o para obt.ener result.ados est.ables. Además 
en la dirección x el paso Ax t.ambién debe ser peque~o para obt.ener una 
precisión razonable. 

Esguema !ffiElícit.o. Es un mét.odo en donde 
desconocidos necesit.a la solución de u.; 
simult.áneas. En el subcap 2.2 se ve un ejemplo. 

el cálculo 
sist.ema de 

de valores 
ecuaciones 

En est.e t.ipo de esquemas, en general el t.amai'ío del paso en el t.iempo 
se limi t.a por razones de precisión y no por la est.abilidad. 

2.2 ECUACION DE FOURIER EN UNA DIMENSION 

La ecuación de Fourier <ecuación de calor), represent.a el f'lujo no 
permanent.e de una especie definida con la concent.ración 

donde 

a e 2 a c 2 
., a 

a t. a x 2 

a coeficient.e de dispersión 
C concent.ración 
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Si se aproxima el primer miembro de 
increment-os, fig 2.1, se t-iene 

la ecuación ant.erior con 

donde 

ét e 
ét t, 

i subindice para indicar discret.ización en el espacio 
n superindice para indicar discret.ización en· el t.iempo 

<2.2) 

Si el paso ti.x es const-ant.e <malla unif'orme) se puede aproximar el 
segundo miembro de la ec 2.1 como sigue 

( 
n 

[ J~-1/2 ( 
e" - e~ 

) 
e" -a e 

) l + 1:::.2 
ét e i + 1 ' ( i. + 1 

ét
2

C 
ifX QX Ax. Ax. - "' 

ét )(. 2 Ax. Ax. 

simplificando 

"2ª 
e~ - 2C~+ e" 

~ •-1 ' i. + 1 

" " 
2 Ax.2 

Nót.ese que est.a derivada se ha aproximado para el inst.ant.e nti.t.. 

Igualando los dos t.érminos de la ecuación diferencial de 
represent,ados por su aproximación en dif'erencias finit.as, se t.iene 
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po:r 
se 

donde 

definición es 
puede calculal" 

:r • 

un esquema explicit.o; 
a part.ir de valores 

es decir, el 
conocidos en 

valor de 
el t.iempo 

En est.e esquema a la const.ant.e r se le define como núrne:ro de Courant.. 

Si en el segundo miembro de la ec 2.1 se hace una combinación lineal 
ent.re los t.iempos t.mn.6t. y t.•<n+1).6t. se t.end:rá que 

ª2ª ( ] 2 
2 cn+f._ 2Cn+1 + cn+1 + e" - 2c"+ e" a 

a 
éJx2 i.-:l ' i+t i-t ' l+t .6x2 

Es usual encont.ra:r el esquema as1 p:resent.ado de la siguient.e 
mane:ra 

c'.'+1- e'.' • r {e( 
cn+1_ 2c'.'•1+ c"•1 

i.+1 
)+<1-e> ( e" -

i.-t 
2c'.'+ e" 

i.+t J} ' ' i-t ' ' 

en donde al lado de:recho se le af'ect.a po:r un fact.o:r de 
t.iempo e . As1 si e • o, se obt.iene el esquema explicit.o 
e > O, se ut.ilizan valores de los t.iempos n y n+1. 

9 
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s.. pu"'d"' d .. mogt.rax- qu.. cuando 1/2 :5 e :5 1 el esquema es 
incondicionalment.e est.able. Est.o quiere decir que en ese rango de 13, 
para cualquier valor de r <número de CoUJ'ant.) el esquema proporciona 
result.ados válidos para la ecuación dif"erencial, ver ref" 4. 

El esquema será condicionalrnent.e e:st.able para O ~ e ~ 1/2 , e:st.o e:s, 
para est.e rango el valor de r est.a limit.ado. 

2.3 REPRESENTACION MATRICIAL DEL ESQUEMA GENERAL EN DIFERENCIAS 
FINITAS 

Sea 

Desarrollando el segundo miembro y mult.iplicando por At. se t.iene 

agrupando las variables en el t.iempo t.• <n+i)At. 
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agrupando t,érminos 

Se acost,umbra escribir la ecuación ant,erior ut,Uizando operadores de 
la sic;uient,e manera 

(1 - 2r<1-e>) 

Se puede demost,rar que el esquema es más preciso cuando e • · 172 'ver' 
refs 3 y 4. Sust,it,uyendo est-e valor de e se t-iene 

-r/2 

En est,e caso 
erank-Nicholson,y 
en la malla. 

el esquema recibe 
es implicit,o simét,rico, 

el nombre de 
con un molde de 

Esquema de 
seis punt-os 

UMlizando el esquema de erank-Nicholson se obUene el siguient-e 
sist-ema de ecuaciones simult-áneas para cada valor de i en el t,iempo 
t-•<n+i).t.t,. Si i• 1, 2, ... 

' 
ii-1 

-r/2 cn+i+ (1+r) en+i_ r/2 en+!. • r/2 en+ (1-r) en+ r/2 en 
o l z o l z 

-r/2 en•i+ <1+r) en+l_ r/2 en+i .. r/2 en+ <1-r) en+ r/2 en 
l z 9 l z 9 

-r/2 (:n•i+ <1+r) (:n+l_ r/2 ª~~· • r/2 en+ (1-r) e~.+ r/2 ª~-i. t-2 i.i-i. " ii-2 \.\.-i u 
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Como se puede observar en la malla de la f"ig 2.2, los valores de c"•1 

o 
e"º son valores de f"ront.era, luego ent.onces se pueden sumar en ambos •• 
miembros de las ecuaciones a las que correspondan y el sist.ema queda 
como sigue 

t i.-2 i.i.-s. i i.-2 i. \.. - t i. t \. i 

y ut.ilizando la forma mat.ricial 

i+r -r/2 cn+i. :1.-r r/2 e'" +r/2(c:•ic~) 
:l. i 

-r/2 t+r -r/2 c"•1 r/2 ·i-r r/2 e" 
2 2. 

-r/2 i+r -r/2 c"•1 r/Z .S.-T r/Z e" 
9 9 

-r/2 i+r -r/Z cn•i r/Z :1.-r r/Z e" 
·" ·" 

-r/Z s.+r (:n+i 
r/2 1.:r Ó". +r/Z (c"~fo~.) !5 .. \.\. \.\. 

2.4 APLICACION DEL ESQUEMA 

Se ut.ilizó el esquema ya vist.o para resolver dist.int.os ejemplos. En el 
primero, las condiciones iniciales est.án dadas por 

e <x,t. • 0) • sen<'llx> 

12 



donde O :S x :S 1 y las condiciones de frontera son C<x•0,t)•C<x•1,t>•O. 
En este caso, la ecuación de Fourier tiene solución analit..ica por lo 
que es posible comparar la solución obtenida con el esquema, con la 
e>eact..a. La solución analit.ica, si el coeficient..e a de la ec 2.1 se 
toma como 1.0 esta dada poi' 

C <x,t • 0) • sen<'llx> EXP (- ~
2

) 

En el esquema, suponiendo a•1.0 se toma Li.x-0.1 y se prueban dos 
valores de t:.t.., 0.001 s y 0.005 s. 

En las tablas 2.1 y 2.2 se comparan los valores obtenidos 
esquema con la solución analitica; en la :fig 2.3 se pueden 
resultados pal'a t:.t,.0.001 s. Se puede observar además, 
diferencias máximas son 0.65% y 0.63% respect.ivamente. 

En el siguient..e ejemplo las condiciones iniciales están dadas poi' 

e <x, t m 0) • 2x o :s " :s 1/2 

e <x, t - 0) - 2<1-x) 1/2 :S " :S 1 

con 
ver 

que 

el 
los 
las 

con condiciones de fl'ontera CCxmO,t)•C<x•1,t)•0 ·.y el coeficiente 
a•1.0. La ecuación de Fourier para est.e .caso tiene solución ana.litica 
por lo que también es posible comparar la solución obtenida con el 
esquema con la e>eacta. La solución analitica para a•1.0 es 

Se J'esuelve el esquema pal'a dos valores de t:.t, con Li.x-0.1. En las 
tablas 2.3 y 2.4 se compal'an los valores obtenidos con el esquema con 
los de la solución anali t.ica. En la fig 2.4 se representan los 
resultados pal'a t:.t•0.001 s. 

13 



En est.e últ.imo ejemplo de aplicación s_e ut.illza 1á función de Gauss. 
Las condiciones iniciales est.án dadas por -

C <x, t. = 0) • EXP [- 0.5 (-"--:X-:-c-r ] 

donde el dominio de x es O ~ x ~ 2800 y las condiciones de front.era al 
igual que en los ejemplos ant.eriores es C<x•0,t.)•C<x•2800,t.)•0 

Para la condición inicial de est.e ejemplo la ecuación de Fourier t.iene 
solución anal1t.ica y est.a represent.ada por 

e <x,t.) -

donde C1 .. 

O'KO 

C1 EXP [- 0.5 (-" :x-:c f ) 

En la t.abla 2.5 se present.an los errores en el· valor de pico <en por 
cient.o) para cuat.ro valores de O'Xo y cuat.ro valores del número de 
Co\U'ant., mant.eniendo a=2.0, xc•6400. 

Se puede ver que para valores grandes de CYKo y valores pequei"íos 
del número de Courant., el error de aproximación es pequei"ío debido 
a que se define mejor la gaussiana. 

En conclusión, el esquema implicit.o da result.ados 
decir-, la dispersión numérica es pequef'Sa comparada 
f'isica. Por t.al mot.ivo se escogió un esquema 
desarrollo del modelo de dispersión en dos dimensiones. 

14 
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< i. - i > l:.x i.l:.x < i. + i > l:.x e • r<x> 

fig 2.1 

t. 
<valoree de fr~~(era) 

. .· 
<n+i>l:.l.<D-~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-e 

nl:.ll-~~-1-~~~..__~~-1-~~~'--~~-1-~~--1~~---l 

i ·• 1 

i.=O i. =2 i. = i.- i i. -i. e • f'<x> 

ng 2.2 
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>< 
reeullo.do 

tiempo •n " Ál= O.OOi • 
Cm) O.OO!S O.Oi 0.02 O. O!S o.oe o. i 

eequemo. o. 2949 0.2002 o. 2!54 i o. 1994 o. 14i2 O.i16i 
o. 1 

ana.lit.i.co 0.2941 0.2800 o. 2!S97 o. 1897 o. 1409 o. 11 !52 

eequemo. o. !S!S97 O.!SB90 O. 49BB O. 3609 o. 2606 0.2200 
o. 2 

o.no.l1t.ico o. !S!S9!S O. !SB2!S o. 4825 o. 3600 o. 2670 0.2190 

eequemo. 0.7704 0.7996 o. 66!S2 o. 4959 o. 9697 o. 9040 
o. 9 

ano.lit.ice o.7700 0.7990 0,6641 o. 4940 o. 9679 o. 9015 

eequemo. o. 90!S6 0.0624 0.7020 O. !SOBO o. 4946 o. 9579 
0.4 

a.no.lit.ice o. 9059 o. 8617 0.7007 O. !5BOcS o. 4919 o. 9!S4!S 

esquema. o. 9522 o. 9068 0.0222 o. 6190 o. 4570 o. 9757 
o. !S 

ano.liti.co o. 9518 o. 9060 O.B20S> o. 6105 o. 4540 0.9727 

t.abla 2.1 

>< reeult.a.do 
t. i.empo en e Al= 0.005 .. 

<m) O.OO!S O.Oi 0.02 0.05 0.08 o. :l 

esquema o. 2949 0.2002 0.2541 o. 1994 o. 1412 O.:l16:l 
o. i 

o.no.litico o. 2941 0.2900 o. 2597 o. 1997 o. 1409 o. :l1!S2 
esquema o. 5597 o.!Saao o. 4999 o. 9609 0.2696 0.2200 

o. 2 
a.no.litico o. !S!S9!S o. !S92!S o. 4925 o. 9600 o. 2670 o. 2190 

esquema. o. 7704 0.7996 o. 6652 o. 49!S9 o. 9697 0.9099 
o. 9 

o.no.l1t.i.co o. 7700 0.7990 o. 6641 o. 4940 0.9679 o. 90:1.!S 

ea quema. O. 90!S6 o. 9624 o. 7919 O. 5829 o. 4946 o. 9579 
o. 4 

o.na.l1ti.co o. 9059 o. 9617 o. 7907 O. !SB06 O. 49 :LB 0.9545 

eeque-mo. o. 9522 o. 9067 0.0222 O. 6129 o. ~!569 o. 9757 
o. !S 

anal it. ico o. 9!SiB o. 9060 0.9209 O. 6105 0.4540 o. 9727 

t.abla 2.2 
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. " reault.ado 
l i empo en B Ál = 0.001 • 

<m> 0.00!5 o. 01 0.02 o. 0!5 o.oe o. 1 

eaquemci 
o. 1 """ 

O, 1PP9 o. 1999 o. 1 !59!5 o. 11 !59 O.OP49 
o. 1 

o.no.til\.CO O. 199P o. 1996 o. 199!5 o. 1!520 o. 1197 O.OP99 

•e quema O. 9P9!5 O. 9P!5P 0.8779 o. 2P90 O. 2 l P• o. 190!5 
o. 2 

cnatitico O. 9P98 o. 9966 o. 9766 o. 28PP 0.2169 o. 1776 

eequomci O. !5P!58 O. !50 iO o. 597!l o. 4049 0.9021 0.2494 
o. 9 

anollt.i.co 0.!5966 0.!5799 o. !5994 o. 4000 0.2977 0.2444 

ea quemo. o. 7722 O. 7288 o. 6!500 o. 4774 o. 9!5!59 0.2921 
o. 4 

analilico 0.7667 0.7201 o. 6418 o. 4719 o. 9 !50 1 0.2979 

eequema o. 96!51 0.7904 O. CS9:l4 o. !502!5 o. 9796 0.9071 
o. !5 

anCllitico 0.840• 0.77•9 O. 6809 o. 49!5P o. 9 69 1 0.9021 

t.abla 2.3 

" r••ulla.do 
tiempo .... .. Ál= 0,00!5 .. 

<m> 0.00!5 0.01 0.02 0.0!5 0.08 o. 1 

esquema O. 199P o. 1992 o. 1994 o. 1!596 o. 11!59 º·º"'9 o. 1 
a.no. l 1 t i. e o 0.199P 0.1996 o. 199!5 o. 1!520 o. 1197 O.OP99 

ea quema O. 99P9 o. 99!59 0.9776 o. 2990 0.2194 o. 1804 
0.2 

analit.i..co O. 9999 0.9966 0.9766 o. 28P9 o. 2169 o. 1776 

esquema o. !59!58 0.!5820 o. !597!5 o. 4049 0.9021 0.2484 
o.a 

o.nalllico 0.!5966 0.!5799 o. !599, o. 4000 o. 2977 0.2,44 

os quemo. 0.77!57 o. 7299 o. 6•9? o. 4779 o. 9!5!52 0.2920 
0.4 

a.na.lil>co o. 7667 0.7201 o. 6•18 0.4719 o. 9!501 0.2979 

esquema o. 8!596 0.797P o. 6906 o. !5024 o. 979!5 o. 9070 
o. !5 

ana\.it.ico º·ª"'º" o.7749 o. 6808 O. 4:P!5P o. 9681 0.9021 

t.abla 2.4 
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1.00 

111 
0.90 

UJ 
z o.so 

o 
...... 0.70 

u 
<( 0.60 

a:: 
1- 0.5Ó 

.... 
'O 

z 
UJ 0.40 

u 
z 0.30 

o 
u 0.20 

0.10 

o.os 

0.005 s 

.6. esquema 
1iJ anallt.ica 

l 

-::;...--

/ 

L____ ___ L ___ .__ 1 1 1 ' ' ~,¡ 
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0;45· oliso 

O ; I S T , A N C 1 A S 

0.05 s 

Cl 
+ 

esquema 
anallt.ica 

f'ig 2.4 

0.1 s 

")<. esquema 
$ analit.ica 



Compa.r o.e i. 6n de l 08 reeullo.do• obleni.doe del ea quemo. y de 
o.= 2 

lo. funci.ón o.no.l1li.co.. ERROR EN POR CIENTO 

<O'><, r > l=4992 .. l=9984 • l=t.0000 .. l=20000 • 
~?&60 6.07 iO. !18 

200,0. ~ iO. '" t.5.82 

200,0. 5 ii.82 t.6.79 

200. i. o 2t.. 80 

~~~60 4. 57 e. Oi 

264,0. t 8. º" t.2. 79 

26, ,o. 5 8.56 i!I. 24 

2 64, s.. o t.5.29 

~?&64e 2.52 '· 65 

400,0. i 4. óó e.o? 

400,0.5 4. 75 8. i8 

"'ºº,t. o 8.59 

g?&6,o 
l. 26 2. 4 i 

cSOO, O. t 2.4i '· 46 

600,0. !S 2. 42 '· ,7 

600, t. o '· 54 

t,abla 2.6 
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3. DISPERSION EN DOS DIMENSIONES 

3.1 GENERALIDADES 

Una vez que se ha est.udiado el comport.amient.o del esquema seleccionado 
para resolver la ecuación dif'erencial de Fourier en una dimensión, se 
analiza en est.e capit.ulo un esquema en dif'erencias finit.as para 
obt.ener la solución aproximada de la ecuación de Fourier en dos 
dimensiones. 

Como se mencionó ant.eriorment.e, est.a ecuación represent.a la dispersión 
de una especie cont.aminant.e, pero ahora bidimiensionalrnent.e a t.ravés 
del t.iempo. 
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La ecuación de Fourier en dos dimensiones es la siguient.e: 

a e 

" t. 

donde a y b, reales posi t.i vos 

2 a . (3.1) 

De acuerdo a lo vist.o en el cap 2, la ec 3.1 puede represent.arse con 
el siguient.e esquema en diferencias finit.as 

en+ i - e~ . 
i., j At. '. J - e ACn+~ + (1-e) AC~ . 

'.J '·l 
(3.2) 

donde e es un fact.or de peso en el t.iempo, O :!i e :!i 1 y el operador A 
sobre la variable C significa 

2 
a 

ÁX2 

n 

( C . -2C. .+c. . ·) l \.,J-1 \.,j \.,J+i 

3.2 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL DEL ESQUEMA GENERAL 
DE SOLUCION CEC 3.2) 

<3.3> 

La variable C puede rep:resent.arse por una serie de Fourier de la f'orma 

en . - ~nei.kcm.üÁ><+ll\2jÁy> 
'.J 

22 
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Si tp • le ( nuit.x+m:zjt.y) la función e i." se puede represent.ar en 

diagr-ama de Argand como las coordenadas de un punt.o moviendose 
velocidad angular- unif'or-me, t.r-asladándose a lo largo del eje 
velocidad rect.illnea unif'orme, f'ig 3.1. 

un 

con 
con 

Cuando el punt.o viaja en la dir-ección A de la figura en el plano real 
se ve la f'unción coslP, mient.r-as que en la dir-ección B,en el plano 
imaginario se ve la función senip; est.o es, e'"•costp+i.senf>. 

Si se represent.a la longit.ud t.ot.al del dominio 
igual con Z, se puede escribir m•~/Z. En la fig 
diferent.es valores de k la variación de ¡;. 

en el 
3.2 se 

eje real (\.\Ax) 

puede ver para 

En general, para un dominio de Li. punt.os, se pueden ut.ilizar- Li. punt.os 
par-a pasar la curva result.ant.e por cada uno de los punt.os de la malla 
en un t.iempo det.erminado. Sust.it.uyendo 3.4 en 3.1, para e .. O 

¡;n+1
0

i.<mti.l.x+m2jAy:¡; ¡:; i.<m1i.Ax+m2jAy> 

At. 

· ~- {e ne i.<mii.bx+m1Ax+m2jAy> _ 2 1; ne i.<~i.bx+Jn2jAy +¡;ne i.<nui.Ax-m1Ax+m2jAy>} 

Ax2 : 

+L {¡;ne i.<nui.Ax+Jl\2Ay+m2jAy> _ 2 1; ne i.<mii.Ax+m2jAy +¡;ne i.<nui.Ax-m2Ay+m2jAy>} 

Ay2 

fact.orizando 

i.unii.Ax+m2jl>y> [ a
2 

e ~~ 

Ax2 {i"•~~2i"•i"·-~""}. ::. {i"•~~'2i"•i"·-~·'}] 
23 



Dividiendo ent.I>e ei.<mliAx+mzjAy> 

en•~ en 2 {enenu~2en+ene-nuAx} + 
b2 {enemz~y2en+ene-1n2Ay} a 

At. ----.6.x.2 Ay2 

[ ~. {erru.fuc+e-m~Ax-2 }+ 
b2 {·~•Y+e-~•Y-2}] n 

¡;n+~ en - At. e 
Ay2 

mÁx -mÁx 

Se sabe que e e • 2 sen rnt.x 

mA>< -mÁx 

t.ambién que e + e - 2 cos mAx 

Sust.i t.uyendo 

fact.oI>izando <-2) 

Si se define 

(3.5) 

24 



Ent.onces 

Generalizando, para cualquier valor de e, se puede demost.rar que 

El fact.or de amplificación A est.a dado por 

Si se define 

ent.onces 

A• 
(1+(1-8)lp) 

<1-8'f') 
(3.6) 

Para saber si A t.oma el valor de la unidad se necesit.a conocer el 
rango de V'· 

25 



Derivando parcialment.e la ec 3.5 e igualando a cero sus derivadas 
para encont.rar los valores máximos y m!.nimos se t.iene que 

ent.onces 

--

--

análogament.e 

--

igualando las derivadas a O 

a 11' 8<iñ"AY) • o 
2 

sen m t,,,r. 
l 

por lo qua .mtAx • m
2
Ay • O,'ll,2'11 .... ,y ent.onces 

Sust.it.uyendo en 3.5 cosmtÁM • cosm
2
Ay • + 1 

26 



result.a 

V' • - ( (1-1)+ (1-1) ) .O.t. 

si se sust.i t.uye en 3.5 cosm t.>< 
1 

• cosm .óy 
2 

• - 1 

result.a 

V' • - ( 

por lo que 

- 4 

2a2 

t.><2 
(1+1)+ 

4b2 

Ay 2 

( a 2 At. + 
b2.ót. 

llx2 Ay2 

<1+1) ) .O.t. 

l At. 

) ~ V' ~ o 

como la suma dent.ro del parént.esis es siempre posit.iva, 'I' ~ O 

(3.7) 

En la ec 3.6, si e ~ 1/2 y se sust.it.uye valores de '11 negat.ivos, se 
obt.iene que -1 < A ~ -1 . 

27 
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Si O ~ e < 1/2 la condición de von Newman 1 A 1 ~ 1 queda A ~ - · 1, 
sust.it.uyendo el valor de est.a desigualdad en la ec 3.6 se 1-iene 

1+(1-8)'f' 

simplif'icando 

despejando se 1-iene que 

-2 
1-2e 

sust.it.uyendo en 3.7 se 1-iene que 

+ b2.6.1,) 
Ay2 

28 
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1 o :S; e < t/2 
<2-4&> 

Se puede calcular el error de t-runcado que es e<6.t,,A,l,6.y2 >; y si 
e 1/2 es ec.t.t2 

,Ax
2 ,Ay2 >, se puede demostrar al mismo tiempo la 

consistencia incondicional, ver ref' 4. 

En el caso de e • O,la ec 3.2 se reduce a un esquem~ 1zxp11cito con un 
molde de 5 punt.os en la malla, ver f'ig 3.3; si a •b y se escoge 
Ax-lJ.yu.6s, en el limit.e de estabilidad se tiene 

( 
ª2 .6t + 
.6x2 

2 
ª2 t..t. 

• 1/2 
As 2 

&2 t.t. 
- 1/4 

ti.s2 

y se puede ver que la ec 3.2 se reduce a. 

2 a 
As2 

re" -2c" +<::" ) l t-1,j i.,j \.+i,j 

2 

+-ª-­
t..s2 
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el cual se puede representar como 

c"•1 
• 1/4 

i., j 

r· .. ········:r···········1 
¡ 1 1i 
. 1 . 
L. ........................ .J 

para cuando e > O se tiene un esquema implicito. 

3.3 METODO DE DIRECCIONES ALTERNANTES 

Considérese un esquema de tres niveles en el tiempo como el que se 
muestra a cont.inuación 

At .. 1/2 ( 

e"+ t _ 0 ..... t/2 

__ J~· ____ ._ .. ,_._---- 1/2 
At 

con los operadores /\i y /\
2

, sobre C definidos como 

A e"• 
:l 

e" .-2c" .+e" . 
i.-S.,J \.,J \.+i,J /\ e" 

2 

e~ . -2c~ .+e~ . 
\, , J - i \. , J \., J +f. 

(3.8) 

(3.9) 

Est.e esquema tiene las siguientes ventajas: en la ec 3.2 para e > O, 
aparecen cinco incógnitas por nudo; en el esquema propuesto se tienen 
t.res incógnit.as en la ec 3.8 y tres en la 3.9 pero que se resuelven 
separadamente. Se ha comprobado que es más económico resolver 3 
sist.emas tridiagonales que uno con cinco diagonales. 
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La dif'e:rencia ent.:re es:t.e esquema y el de la ec 3.2 es un t.é:rmino de 
segundo orden .o.t-2 que se obt.iene a cont.inuación 

Trabajando con la ec 3.8 se t.iene 

c~•:1./2_ e~ .O.t. ( A cn+t/2+ A en ) • -2--
' J :l. L 2 j 

f'act.orizando t.érminos 

( 1 -
.O.t. 

A ) c~•:1./2_ [ 1 + 
.O.t. 

A ) en • o -2--
:l. ' 

-2--
2 J 

si se def'ine 

B • 1 + .O.t. A 
:l. -2-- 2 

se t.iene 

A en+:i./:1.2 - B en • O 
:l. ~ :l. j 

(3.10) 

Analogament.e, t.rabajando con la ec 3.9 

(3.11) 

mult.iplicando 3.10 po:r 8
2 

y 3.11 po:r A:i. 
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B A c"•t/z;. B Be':' -o z t i. z t J 

A AC"H - A 'B c~..:/z. ,- z j ;,_,_, ,_ z -' 

Sumando las ecuaciones 

es claro que 

B A A B z 1 1 2 

por lo que se t.iene un esquema de dos niveles 

A A CnH - B B C" • O 
1 2 j 2 1 j 

sust.it.uyendo los operadores or-iginales 

desax-rollando 

o 

B Be" • O z 1 j 

(1- 2 2 
.6.t. A - At. /\. .. At. A /\. )c"H- (1+ At. A + At. A .. At. A A )e" - o z- 2 z-" -:;¡-12 j z- 2 z-" -r12 j 
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f"act.or-izando 

dividiendo ent.re .t.t. 

e~ .. 1- e~ 
J J 
t.t, 

El t.érnúno de la 
/\

1
A

2
equivale a 

(A+ A) Íe~+i+ e~)+ ~
2 

(A A) Íe~+i- e~) • o 
1 2 lJ J 4 12 lJ J 

A + A 
( 1 2 

2 

derecha 

AA~ 
1 2 

en 
t.t. 2 

[A1 A2 ) 

en~l- en 
e~H+ J . - -4--

J t.t. 

es de or-den t.t. 2, además el 

[~) [~) 
""2 i. cfy2 j 

que es un número pequef'ío 
luer;o ent.onces se puede 
f'inalrnent.e 

compar-ado con los 
despreciar- dicho 

t.érnúnos 
t.érmino 

de 
y 

la 
se 

en .. ,! en 
j j 

At. 

A +A 
2 1 

2 

33 
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At. 

por lo que para t.oda i se t.ierae 

e~ .. ~ - e~ . 
\ , ' \. " J 

At. 
• 1/2 A e,.,.' + 1....-2 A c~ . 

i "j \.¡oJ 

que es la ec 3.2 con e • 1/2 . 

Para resolve:r . el esquema se p:rocede como sigue. Se n+u
1
tJ!iza el método 

de doble ba:rl'1do en la di:rección x, para calcula.:r C para t.oda 
donde cr.j son conocidos <datos iniciales) en la ec 3.8 y después se 
resuelve la ec 3.9 desde <n+i/2)~\ :l hast.a <n+DAt. por dobl:;> .. ,~~rido en 
la dil'ección y para calcular e para t.oda j donde e ya es 
conocido. 

3.4 CONDICIONES DE FRONTERA 

El manejo de las condiciones de fl'ont.era requier-e cuidado, dado que 
est.as son det.ernúnant.es en los result.ados. Muchas veces en problemas 
reales se t.r-at.an de imponer condiciones que or-iginan que el esquema 
utilizado no proporcione los J'esult.ados col'r-ect.os. 

Casi siempr-e se eligen valo:res en la !':ront.e:r-a de zonas que se 
encuent.ran alejadas del problema, por-que en el mejor de los casos se 
sabe que no tienen influencia. 

En de:finit.iva, es claro que la mejol' inf'ol'mación sel'á aquella que se 
OI'igine en base a un mayor númer-o de datos. La inf'ol'mación calculada 
para int.ervalos pequei'los de t.iempo, conducil'á a la obtención de 
mejol'es I'esultados. 
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Para t.ener un concept.o más el.ax-o de la import.ancia que se le debe dal' 
al manejo de las condiciones de front.era en los esquemas en 
diferencias finit.as, se most.rarán en el subcap1t.ulo siguient.e a!f:unos 
casos en los que se puede obsel'var, como est.as condiciones influyen en 
la precisión de los result.ados obt.enidos. 

El esquema present.ado en la fig 3.4 muest.ra el :funcionamient.o del 
modelo mat.emát.ico que se elaboró para resolver el esquema descrit.o por 
las ecs 3.8 y 3.9. 

3.4.:r Fronteras de flujo 

El manejo correct.o de las condiciones de :front.era para el esquema es 
el siguient.e: 

Es necesario cent.ar con las 
iniciales) c':,j para t.oda i y 
en dirección del eje x se 
concent.raciones en el t.iempo 
derecha de la malla, est.o 
concent.raciones calculadas con 
t.iempo t.•<n+1/2>At., o sea ar:~/ 2 

concent.raciones en el t.iempo t.=nAt. (dat.os 
para t.oda j.Cuando se e:fect.ua el barrido 
requiere como condición de :front.era las 
t.•<n+1/2,?,.1~ 2 en ~,,2 :front.eras izquierda y 

es, Ci,J , ª'"·J para t.oda j; las 
la ec 3.8 serán las I•epresent.at.ivas del 
para t.oda i y para t.oda j. 

Para el barrido en la dirección del eje y con las concent.raciones 
calculadas ant.eriorment.e cr:~/2 

para t.oda i y para t.oda j, se 
requieren los valores de :front.era de las concent.raciones calculadas en 
el t.iempo ~':'~n+i~~}. en las fron~eras superior e in:ferior de la malla, 
est.o es, e, ,1, e,, JiJ para t.oda 'l y las R+~ncent.raciones obt.enidas con 
la ec 3.9 serán las del t.iempo t.•<n+D.At. , e, ,J para t.oda i y para 
t.oda j. 

3.4.2 Fronteras impermeables 

El manejo de est.e t.ipo de :front.era requiere de mucho cuidado, ya que 
se t.ienen que hacer ciert.as consideraciones que result.an di:ficiles de 
modelar mat.emát.icament.e. 
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Sea la ecuación di'ferencial para difusión pura 

si se desprecian, para facilit..al' el álgebra las difusividades cruzadas 
se t..iene que 

a e 
h~ 

Considérese la siguient..e malla, en donde Ax ?' et.e. 

1 1 1 1 1 1 
l-~ i-i/2 i l+~/2 l+i 

(3.12) 

ent.onces, aplicando un operador increment.al a un elemento de la ec 
3.12 

A• h K e" • 8 h K 8 e • 
i bM ax 

Además 

[ : ;),+i/2 • c,+i- e, 
~".. + i - '';. 

[: ;Ji-l/Z • 

36 

e,- ªt-t 

x,- x,_i 



Sust.i t.uyendo 

ti.•hKcn 1 
"· ( (hk )t+1/2 

c. - c. e -
'~.~. - 1

] (3.13) 
\.·+ 1 - ., 

(hk) ' • 1 
"t+i/2 - x.· - .x; ' t+i/2 ·""' '."' 

i-1/2 i+1 ,. " i-1 

De la malla se obt.iene 

><. + X. 
\. + !l \. "· + "· \. \. -1 

"i.-1/2- 2 

De ii;ual manera para las pro:fundidadesy los coe:fient.es de dispersión 

h. + h. 
h. .. i+1 ' 

\.+1/2 2 

K. + K. 
K. .. i+1 ' 
\.~1/2 2 

si se definen 

h+ -h. 
i+l/2 

-h -ht-1/2 

y se sust.it.uyen en la ec 3.13 
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h.+ 
h . ' .. 

i-1/2 

K. + 
K. .. ' t.-i./2 

K+ • Kt+t/2 

K- • Ki.-1/2 

c. 
' 
" 

h. 
i-1 

2 

K. i-1 
2 



analor;ament.e, en la dirección y 

Sust.i t.uyendo en la ec 3.8 

cn•i/2-cn 
i ' j \. ' j 

At. 

Simpli~icando y a~~upando t.é~minos 

rh. ~k~ l ' ' 

Yi.,j+1-y•,j-1 

en+ i/2-e:n+: i/2. 
i. .... ~ , j . i. ~ j "" 

Xi. + i { .j.7~'"-~~·\ ··¡ 

Si se definen .laG siguient.es vax-iables 

ryi.,j • 

h+k+ At. 
j j 

~yi.-t.,j -
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c.". ~ i./~c. n+ i~2] 
, \.,J 1.-1,J -

X .. - X. . 
\. .. J \. - t' J 

(3.14) 

h~k~ At. 
J J 

y i., j - y i.. j-1 



y ut.Uizando operadores, la ec 3.14 est.ará represent.ada por 

- rx. . 
\. - t, J 

(1' -
Yt,j+l 

- ·y.·-.: -
\,, J - t 

rxt,j + rxt-l, j) 
xt+1, j- xt-l, j 

ryt,j + ry t. j-1 ) 
y i.' j +s. - y t. j..: 1 

Con esto se ha llegado a representar a 
difusión pura por medio de diferencias 
t.érminos cruzados, para una malla irregular. 

- rxt, j 

X. .- X. . 
\.+s., J \. "'."' 1, J 

(3.15) 

la ecuación diferencial de 
:finitas, despreciando los 

De acuel'do a la ley de Fick, la condición de flujo en la :front.era 
impermeable es 

a e 
q • - D ~ • O 

es decil', no exist.e gradient.e de la concent.ración ent.re un punt.o y 
otro de la malla. 

La ec 3.15 es de la :forma c;eneral, por lo que el análisis de :front.era 
impex·me&ble sola.-nent.e se hace para cuando la :front.era est.á a la 
izquierda de la malla 

2 

frontera impermeable 
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Pai-a a'fe en la f"ront.era el gradient.e sea cero, se requiere por t.ant.o 
que c" 1

/
2 

• c"'+i/2
; la ec 3.14 result.a 

\. ,J \.-1, J 

c~ . -c~ . 
--'-·~J_+_1 __ ,_._J_ - h~K~-

Y i., j+1- y i., j JJ 

Definiendo los coericient.es de igual manera que para la ec 3.14 y 
escribiendo la ecuación ant.erior en forma de operadores se t.iene 

( 1 + 

ry .. 
\., J - s. 

Yt,j+1 Yi.,j-1 

ryi.,j + ryi., j- 1 ) 

yi..j+1- Yi.,j-1 

Comparando la ec 3.15 con la 3.16 se puede 
izquierda del primer miembro de la ec 3.15 
diagonal principal no part.icipa. 

ryi. ,j 

ver 
se 

que 
anula 

el t.érmino de 
y además en 

la 
la 

De est.a manera, se puede generalizar el análisis de condiciones de 
f"ront.era impermeable de la siguient.e manera: 

1. Cuando la f"ront.era est.á a la izquierda de la malla, desaparece el 
coeficient.e de la diagonal inferior, y no part.icipa en el coericient.e 
de la diagonal principal, de la misma manera se t.rabaja cuando la 
f"rorit.era se localiza en la part.e derecha de la malla. 
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2. Si la f'ront.era se encuent.ra arriba o abajo, se puede aplicar el 
análisis ant.erior de la misma f'orma. 

3.5 PRUEBAS DEL ESQUEMA 

Se llevaron a cabo cuat.ro pruebas con el esquema propuest.o en el 
subcap 3.3, las cuales son: 

a) Gaussiana en dirección x, sobre una malla de 15x3 nudos, f'ig 3.5 

Los dat.os iniciales se generaron con una función de Gauss, con xc•1400 
y ox•264; a•2.0 y Ax=200 m. 

Las concent.raciones en 
iguales a cero como 
t.•<n+1/2).l:it., ver f'ig 3.5. 

la dirección 
condición de 

y, para i•1 e 
front.el:'a, en 

i•15 se suponen 
part.icular pal:'a 

Para el barrido en y se necesit.a la f'unción valuada para t.•(n+i).l:it. en 
j•1 y j=3. 

En la f'ig 3.6 se dibujó el perfil de la Gaussiana para j•2 calculada 
en forma anall.t.ica y con el esquema para un increment.o de t.iempo 
At.•20000 s y un t.iempo máximo de 20000 s. El error en el valor de pico 
es de 7.64% 

b) Gaussiana en dirección .Y sobre una malla de 3x15, f'ig 3.7 

Sobre las front.eras j•1 y j•15 se impusieron concent.raciones nulas ver 
f'ig 3.7. Para el barrido en x se genera en i•1 e i•3, para t.odas las 
j, la Gaussiana en el t.iempo t.•<n+i/2).l:it.. 

En la fig 3.8 se muest.ra un cort.e de la función gaussiana 
t.odas las j, const.ruida con el esquema y un cort.e de 
anallt.icament.e, para el mismo L:it. y t.iempo máximo que en 
inciso ant.erior. El error en el valor de pico es de 4.66% 

en i-=2, para 
la generada 
el caso del 

Si se observan las figs 3.5 y 3.7 se puede ver que la 3.7 es una 
rot.ación de la 3.5. 
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Los resultados obtenidos en este inciso son mejores que los calculados 
en Ca), ya que para un At la información que se toma como condición de 
!"rontera en i•1 e i•3 es la !"unción analltica evaluada en el tiempo 
t•Cn+1/2)At; mientras que en <a>, para el mismo t.iempo t•<n+1/2)At, 
los valores en la !"rontera son nulos; es decir, no se proporciona 
información adicional al cálculo, mient..ras que en el inciso <b>, si se 
hace. Sin embargo, cuando se hacen nn iteraciones en el tiempo, las 
concentraciones de pico tienden a un mismo valor.Si t.omamos Ato:10000 s 
hasta un tiempo máximo de 20000 s en ambos casos se obtienen las 
siguientes concentraciones de pico: 

ERRORES A 20000 s 

FUNCION FUNCION 
ANALITICA At•20000 s ANALITICA At.•10000 s 

0.7971 0.7971 

Ejemplo a) 0.7362 7.64% 0.7479 6.17% 

Ejemplo b) 0.7600 4.66% 0.7526 5.58% 

En conclusión, si se hacen muchas iteraciones en el t.iempo, no importa 
la orient.ación de la malla, siempre y cuando se proporcionen las 
condiciones de !"ront.era en !"orma correcta. 

c) Gaussiana generada en dirección del eje x sobre una malla de 15x11. 

Las condiciones iniciales y de !"rontera son iguales que para el inciso 
(a), en este caso, en la concentración de pico se t.ienen, para un 
tiempo máximo de 20000 s, errores de 15.23 % y 13.21 %, para j•B, con 
At.•20000 s y 10000 s respectivamente. Como se ve, los errores son 
mayores que los del inciso <a>. Esto es debido a que en este inciso, 
las !"ronteras están alejadas y dan menos in!"ormación que en el inciso 
<a>; los resultados tienden a Jos obtenidos en el cap 2. 

d) Gaussiana en dos dimensiones, generada en dos direcciones sobre una 
malla de 15x15. 

La distribución de la concentración inicial esta dada por 

e <x,C-0) - EXP [- 0.5 [ [ 
X - XC 

O'XO 
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Los dat.os son los siguient.es: ll.t.•10000 s, .O.X-200 m, .ti.y-200 m; 
t.max-10000 s; xc• 1400 m, yc•1400 m; a•2 b•2. Se hicieron dos 
simulaciones; una con c:nca 600 y ot.ra con crx-264 o-y-600 en ambos 
casos. 

En la fig 3.9 se muest.ran los valores calculados 
comparados con la solución anali Uca. Como crx-o-y-600 
un cuadrant.e en plant.a pues la función es simét.rica. 
para est.e caso es de 4.78 % 

con el esquema 
se muest.ra solo 
El error de pico 

Para el caso c:nc-264, ·el error de pico es de 10.78 :V. ,en la fig 3.10 se 
muest.ra un cuadrant.e para observar los result.ados. 
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4. COEFICIENTE DE DISPERSION 

4.1 DIFUSION MOLECULAR 

4.x.x Difusión Molecular en un fluido en reposo 

La dif'usión molecular por si misma no represent.a 
consecuencias en problemas del medio ambient.e, except.o 
microscópico en reacciones qu1micas y biológicas. 

grandes 
a nivel 

En 1855 el t'isiólo1:;0 alemán Adolfo Fick publicó sus t.rabajos sobre 
t'lujo de masa. Est:ableció lo que hoy se conoce como la ley de Fick que 
est.ablece que la masa de un solut.o que at.raviesa una área unit.aria, 
por unidad de t.iempo, en una dirección dada es proporcional al 
gradient.e de la concent.ración del solut.o en esa dirección. 

Pél:l'a el proceso de difusión en una dimensión, la ley de Fick se puede 
est.ablecer mat.emát.icament.e como 

- D iJ C q • O-X {4.1) 
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donde flujo q 
e 
o 

concent.ración de masa 
coeficient.e de proporcionalidad 

El signo menos indica que el t.ransport.e se realiza de zonas de grandes 
concent.raciones a zonas de menor concent.ración. El coe.ficient.e O t.iene 
dimensiones de L

2 
/T y se le llama coe.ficient.e de di.fusión molecular. 

Por ot.ro lado, si se considera la conservación de masa se obt.iene una 
segunda relacion, la cual es independient.e del proceso de t.ransport.e. 
Al combinar est.as ecuaciones se obt.iene una ecuación di.ferencial en 
derivadas parciales, que describe el proceso de di.fusión. 

En la :fig 4.1 se Uust.ra el proceso de t.ransport.e de masa en 
dimensión. Se han dibujado dos superficies paralelas, de 
unit.aria, perpendiculares al eje x y separadas una dist.ancia t.x. 

una· 
área 

Sea C<x,t.) la masa de solut.o 
el t.iempo t.. Dado que las 
cont.rol, exist.e una razón de 
volumen igual a (bC/ot.)l>.x. 
.flujo net.o de masa que pasa 
de cont.rol. 

por unidad de volumen en el punt.o x y en 
moléculas ent.ran y salen del volumen de 
cambio de la masa en el t.iempo dent.ro del 
Est.a razón de cambio debe ser igual al 
por las super:ficies que limi t.an al volumen 

Sea q<x,t.) el flujo de masa que at.raviesa la superficie localizada en 
x. La dif'erencia ent.re el flujo que ent.ra y el que sale es (IJ 
q<x,t.)/(Jx)ll.x. Est.a di.ferencia debe ser igual a la razón de cambio de 
la masa en el volumen, para que se sat.isfaga conservación de masa 

a q " e lJX + a-¡;- - o (4.2) 

De est.a manera, se t.iene una relación ent.re el .flujo qCx,t.> y la 
concent.ración CCx,t.), que es válida, independient.ement.e del mecanismo 
de t.ransport.e molecu.la.l'. 
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Sust.it,uyendo la ec 4.1 <ley de Fick), en la ec 4.2 se obt.iene 

a e 
• D ( "2ª ) (4.3) 

~ 
" X 

2 

Alt.ernat.ivament.e, si se deriva la ec 4.2 con respect.o a X y se 
sust.it.uye -q/D por IJC/,bx :result.a 

iJ q • D ( ~ ) <4.4) --¡f"T 
iJ X 

2 

Las ecs 4.3 y 4.4 se conocen como ecuaciones de di:fusión y describen 
la t.ransf'erencia de masa por procesos de dif'usión del t.ipo de Fick. 
Est.as ecuaciones describen un c;ran número de problemas. Por ejemplo, 
si C es t.emperat.ura la ec 4.2 represent.aria la ecuación de calor. Hay 
una analor;ia direct.a y complet.a ent.re el :flujo de calor y la difusión 
molecular. 

Si se desea obt.ener una versión de la ec 4.3 para más de una 
dimensión, conviene ut.ilizar la not.ación vect.orial. Considérese un 
volumen de cont.rol fijo V, con una superficie S. La concent.ración de 
masa es ahora una función del vect.or de posición x, y del t.iempo t., la 
masa t.ot.al en el volumen es 

M • Iv e <x,t.> dV 

Si el flujo de masa es . q<x,t.) 9nt.onces la conservación de masa 
requiere que 

: t. IV e <x,t.>dV + L <q<x,t.).n)dS - o 

donde n es el vect.or unit.ario normal al element.o dif'erencial de 
superficie dS. 
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Usando el t.eorema de Green y considerando que V es un volumen fijo, se 
t.iene que 

L ( : ~ + <;¡ • q ) dV - o 

Si el volumen es arbit.i:-ario 

a e 
~--<:7.q 

Para procesos moleculares, el flujo est.á especificado 
Fick, que en t.res dimensiones es 

q • - D <:7 C 

que sust.it.uida en la ec 4.5 da la ecuación de dif'usión 

En coordenadas cart.esianas, se t.iene 

a e ( c;t; ª D + + 

<4.5) 

la ley de 

<4.6) 

La ec 4.6 describe la :forma en que se dispersa una masa en un fluido 
en reposo. 

Ot.ra manera de ver el :fenómeno y 
considerar el movimient.o aleat.orio de 
mismo t.iempo. 
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Supóngase que en un medio se t.iene una solución diluida de moléculas 
con una dist.ribución de concent.ración C<x,t.) y con un gradient.e de 
concent.ración a lo largo de una linea, como la esquemat.izada en la t'ig 
4.2. Cada una de las moléculas t.iene movimient.os aleat.orios. Si se 
considera nuevament.e una superficie perpendicular a la linea, la 
probabilidad de que una molécula pase a t.ravés de la supert'icie debe 
ser proporcional al número promedio de moléculas cerca de ella. 

Además, la probabilidad de que una molécula pase del lado derecho al 
lado izquierdo de la superficie seria proporcional al número promedio 
de moléculas en el lado derecho, y la probabilidad de que pase del 
lado izquierdo a.1 derecho será proporcional al número promedio de 
moléculas en el lado izquierdo. 

Supóngase que se realiza un experiment.o, con dos cajas, fig 4.3. En la 
caja derecha se t.ienen 20 moléculas y en la izquierda 10. Si la 
probabilidad de que una molécula at.raviese la linea durant.e el t.iempo 
At. es 0.2, ent.onces al final del h.t. se espera t.ener en promedio en la 
caja izquierda 8 moléculas de las originales más 4 moléculas nuevas, 
haciendo un t.ot.al de 12 moléculas; en la. caja derecha se espera t.ener 
18 moléculas. Nót.ese que la concent.ración promedio de cada caja 
cambió. Est.e es precisament.e el aspect.o fundament.al de la difusión; la 
diferencia en la concent.ración media ent.re las cajas siempre se 
reduce, nunca se increment.a. 

Se puede definir el flujo de masa que circula a t.ravés de la 
superficie que linút.a las dos cajas, que será la razón net.a con la 
cual la masa se int.ercambia por unidad de t.iempo y de área. Por 
simplicidad, se t.oma un área unit.aria perpendicular a la linea. El 
:flujo de masa que circula de la izqulerda. a la derecha es igual al 
número de moléculas en la caja de la izquierda por la masa de cada 
part.1cula por la probabilidad de cambiar a la ot.ra caja. Si Mi. es la 
masa del t.razador de la caja izquierda, el :flujo de izquierda a 
derecha será kMi, donde k es la probabilidad de t.rans:ferencia. De 
manera semejant.e, si Md es la masa en la caja derecha, el :flujo de 
derecha a izquierda es kMd. El :flujo net.o será ent.onces 

q • k ( Mi. - Md ) (4.7) 
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Si se def1ne C•• M•/l>x y Cd• Mc:Vfu( donde M• y Md son las masas 
promedio en las cajas izquierda y derecha, respect.ivament.e, después de 
muchas repet..iciones del experiment..o, y haciendo fu( muy pequei"ío, se 
puede escribir 

por lo que se t.iene 

q • -k (Ax r : ~ (4.8)· 

Est..a ecuación muestra que el t.ransport.e net.o est..a siempre a :favor del 
c;radient.e de concentraciones, esto es, el flujo se realiza desde una 
zona de mayor concentración hacia una de menor concentración. 

La probabilidad de transferencia es una función del movimiento 
moleculat- y del t.amai"ío de la caja puest.o que ent.re mayor es la caja 
menos particulas est.án cerca de la frontera. La t.rans:ferencia de masa 
no dependerá, desde luego, de una de:finición arbitraria del tamai"ío de 
la caja. Para evitar que q dependa de Ax se asocia k(Ax)2 a una 
const.ant.e, o sea el coeficiente de dif'usión. 

4.r.:;: Difusión Molecular en un fluido en movimiento 

Sea un fluido en movimient.o con velocidad u, cuyas component.es en 
direcciones x,y y z son u,v,w, respectivamente. Se llama movimient.o 
por transport..e al que se origina por el movimiento medio del íluldo 
<advección) y se supone que el t.rans:porte por advección y por dl:fusión 
son procesos aditivos separados. Esto es equivalent..e a decir que ia 
di:fusión dent..ro del :fluido en movimient..o es idt'.mt.ica a la que se t.iene 
cuando el fluido est.á en reposo. Se supone también que se t.rat.a de 
di:fusión molecular en flujo laminar, y por ello el coe:ficient.e de 
difusión t.iene un valor const.ant.e D en t.odas direcciones. 
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La razón del t.ransport.e de masa a t.ravés de una área unit.aria en el 
plano yz por la component.e de velocidad en la dirección x est.a dada 
por uC, porque est.a es la razón a la cual el volumen de fluido circula 
a t.ravés del área <u K área unit.aria volumen/t.iempo unit.ario) 
mult.iplicada por la concent.ración de masa en ese volumen. 

La razón t.ot.al de t.ransport.e de masa es el :flujo advect.ivo más el 
flujo dif'usivo 

q•uc+(-o =~) 

Cuando se sust.it.uye la ec 4.9 en la ecuación de 
en una dimensión 4.2, se obt.iene la ecuación 
t.érmino advect.ivo adicional 

éJC iJ ( J at:"+ax uC • D 

conservación 
de difusión 

(4.9) 

de masa 
con el 

(4.10) 

La ecuación en t.res dimensiones se obt.iene de manera similar que la 
4.6 

(4.11) 

o haciendo uso de la ecuación de conservación del :fluido en el 
volumen, "l . u • O, se t.iene que 

(4.12) 

escribiéndola en coordenadas cart.esianas 

80 éJC éJC éJC ( 
at;° + U {iX + v --¡¡y + w --¡¡y • D (4.13) 
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Est.a ecuación es llamada a menudo ecuación de advección-di:fusión, pe:ro 
como la advección es una ca:ract.erist.ica de los pl'oblemas de 
ingenieria, se denot.ará simplement.e po:r ecuación de di:fusión. 

4.2 DISPERSION <FLUJO TURBULENTO) 

Como se acaba de mencionar en el subcapit.ulo 
de di:fusión es const.ant.e. Sin embal'go si el 
di.:fusión va:ria con la dil'ección. 

ant.erior 
:flujo es 

el coe:ficient.e 
t.urbulent.o la 

La di:fusión de una concent.ración media puede ser descri t.a por una 
ecuación de di.:fusión de la .:forma 

a e 
Ot:" - e 

)( 

donde e ,e ,e son las di:fusuvidades t.urbulent.as 
)( y z 

<4.14) 

Est.a ecuación est.á escrit.a para :flujo con velocidad media cero; si el 
f"lul.do t.iene una velocidad media, es necesario adicionar los t.érminos 
advect.ivos. 

La analogía con la di:fusión molecular puede hacerse de la siguient.e 
mane:ra. La ecuación de conservación de mat.eria en .:flujo t.ul'bulent.o, 
olvidando por el moment.o la dif"usión molecular, y definiendo a C como 
la concent.ración en un punt.o que varia con el t.iempo es 

=~+u =~+v !~+w :~-o (4.15) 
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donde u,v y w son velocidades que va1>ian aleat.01>iarnent.e. Si est.a 
ecuación se p1>omedia en un t.iempo suf"icient.ement.e la?>go, para 
promediar las f"luct.uaciones t.Ul'bulent.as de concent.ración, y si los 
promedios en el t.iempo de u,v y w son ce1>0, se t.iene 

... - (4.16) 

Las t.est.as indican el pl'omedio. en el t.iempo. UC,VC y WC son los flujos 
t.Ul'bulent.os pl'omediados en el t.iempo en las dil'ecciones x,y y 2, y pol' 
comparación con la ec 4.14 se t.iene que 

UC • - e 
)( 

a e 
ax , wc a e 

E2 az (4.17) 

Comparando con la ley de Fick de dif"usi6n molecular q•-D <8c/8x>, ec 
4.1, se puede decil' que ex,ey y Ez son los equivalent.es t.ul'bulent.os de 
los coef"icient.es de dif"usi6n molecular; se puede ver ent.onces que el 
f"lujo es propol'cional al gr.adient.e de concent.ración. 

Pol' est.a razón E><,Ey y e son a menudo 
dif"usión t.Ul'bulent.a, los cuales result.an de 
movimient.os aleat.orios a gran escala. Est.os 
llamados dif"usividades de remolino. 

llamados coef"icient.es de 
un proceso que involucra 
coef"icient.es t.ambién son 

Taylor encont.l'ó que para que las ecs 4.17 sean aplicables es necesario 
que el t.iempo de recorrido de una part.icula desde el Ol'igen debe ser 
mayor que una escala de t.iempo Lagrangiana; es decil', para poder 
aplicar la ec 4.14 es necesario que el t.iempo t.l'anscurrido sea mayor 
que TL, donde 

TL • 1/3 ( Tx + Tv + Tz ) 

siendo 

00 

Tx • J 
0 

Rx<s>da 
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Rx es llamada, función de autocorrelación Lagrangiana y es igual a 

donde el 
un gran 
particula 
particula 

promedio de la muestra U<n.>U<T2) significa el promedio sobre 
número de pruebas del producto de la velocidad de una 
en el tiempo Tf multiplicada por la velocidad de la misma 

en el tiempo .T2. 

Además la J>aiz cuadl'ada de < u2 > es conocida como la intensidad de la 
t.ul'bulencia. En est.as ecuaciones, el <F> es el valol' esperado de la 
variable F. En muchos casos, sin embaI'g-o, el t.iempo en que se originó 
la nube de concent.ración no se puede conocer, por lo que es necesario. 
definir la validez de la ec 4.14 en t.érminos del tamai'lo de la nube ya 
dispersada. 

La escala de long-itudes Lag-rangiana esta dada por 

La escala proporciona 
particula del fluido 
Análogamente se puede 
ec 4.14, ver J>ef' 6 

el orden de magnitud de la 
viaja ant.es de perder su 
obtener la condición para la 

dist.ancia que una 
velocidad inicial. 
utilización de la 

L2 > 211. 2 L tamaf'io de la nube 

En la práctica, la t.urbulencia es no homogenea por lo que la ecuación 
de dif'usión se esci-ibe con coef'icient.es que Val'ian espacialmente, en 
la f'Ol'ma 

iJC éJC 
" t + u --¡j)( 

o e 
+ V -,,-y 

donde u,v,w son velocidades medias 

" e + w --¡;-z 
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El t'undament.o t.eó:rico pax>a la ut.ilización de la ec 4.19 t'ue dado po:r 
Kohnogo:rov en 1931 y 1933. En ef'ect.o, para que una concent.:ración en el 
punt.o x y en el t.iempo t. dependa sólament.e de las condiciones 
iniciales y del t.iempo en el cual fue desca:rgada, es necesa:rio que la 
pr-obabilidad de que una pa:rt.icula desca:rgada en el punt.o { en el 
t.iempo t.o y que se dir-iga a un punt.o x en el t.iempo t., sea igual a la 
pr-obabilidad que la part.icula alcance un punt.o int.ermedio x1 en el 
t.iempo t.1 por la p:robabilidad que ia part.1cula vaya desde el punt.o x1 
al punt.o x en el t.iempo t.-t.1, int.egr-ada sobr-e t.odos los punt.os 
int.er-medios posibles; est.o es, 

00 00 00 

p <x'-1; ,t.,t.o) • J J J p <x"'1,t.,t.1) p <xi'-1; ,t.1,t.o> d"1 dy1 dz1 

-oo -oo -oo 

Est.o puede ser- ciert.o solament.e si el movimient.o de la par-t.1cula 
consist.e de una se:rie de pasos aleat.o:rios independient.es, los cuales 
ocu:rl'en si t. > TL Kolgomo:rov most.l'ó que est.a pl'opiedad de 
independencia es cl'it.ica pa:ra la validez de la ecuación de dif'usión, y 
no la homogeneidad o pel'manencia del campo de velocidades. Además fue 
capaz de gene:ralizar que la difusión de mat.el'ia en un campo t.ul'bulent.o 
de velocidades con pl'opiedades independient.es, se l'ige por- la 
ecuación 

8C iJ [ 8C) iJ ,. t. + u."l e • --:;,-;; e -- + --
., u~ ><><iJX iJy 

[ " e )+ e,.yay 
ot.l'os t.él'minos 
de segundo or-den 

(4.19) 

Si los ejes cool'denados se escogen de t.al manel'a que coincidan con los 
ejes pl'incipales del fiujo, las Val'ianzas cruzadas son cel'o y la ec 
4.19 se simplifica a la ec 4.19 

En suma, el análisis dado muest.:ra que exist.e un coeficient.e de 
mezclado t.Ul'bulent.o, que es análogo al coeficient.e de dif'usión 
rnolécular, y que se puede ut.ilizaI" en una ecuación de dif'usión 
t.Ul'bulent.a, de ia cual la t'o:rrna más usual es la ec 4.18 y que 
solament.e se puede aplica:r después de que las pa:rt.iculas que se 
difunden en el t'lujo han pe:rmanecido un t.iempo mayo:r que el t.iempo de 
escala Lagl'angiano o que t.enga una dit'usión t.al pa:ra cubl'i:r una 
dist.ancia más gl'ande que la longit.ud de escala Lagl'angiana. 
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4.3 COEFICIENTES DE DISPERSION 

En est.e subcapit..ulo se describe la obt.ención de los coeficient..es 
difusión, basados en experiment.os hechos en canales y t..ubos, por 
que las expresiones son en dos dimensiones. En la ec 4.19 
coeficient..es de dispersión son independient..es del sist..ema 
referencia ut.ilizado. 

4.3.I Mezclado Vertical 

de 
lo 

los 
de 

En el subcapit.ulo ant..erior se mencionó la exist.encia de un coeficient.e 
de mezclado t..urbulent..o. Según el análisis realizado por Elder <ver ref 
6) se puede derivar un coeficient..e de mezclado vert.ical a part..ir del 
perfil de velocidades de una sección. 

Para un.a dist..ribución logar1t..mica del perfil de velocidades se obt..iene 
un coericient..e de mezclado vert..ical para la cant..idad de movimient..o 

donde K 

d 
z 
u• 

e 
V 

K d u• ( z/d ) ( 1 - (z/d) ) 

const..ant..e de Von KaJ:.man 
t.irant..e 
profundidad 
velocidad al cort..ant..e 

(4.20) 

Si se considera la analoc;1a de Reynolds, el mismo coeficient..e se puede 
ut..ilizar para t..ransport..e de masa; est..e result.ado ha sido verificado 
por jobson y Sayx-e en 1978 por medio de un est.udio experiment.al de 
mezclado vert..ical de t..int..a en un canal. Promediando sobre la 
profundidad y t.omando Ja const..ant.e de Von Karman K • 0.4 se llega a 

e • 0.067 d u• 
V 

(4.21) 

Se han encont.rado result..ados 
f'lujos; por ejemplo, Csanady 
at..mosférica, obt.uvo 

semejant..es para dist..int.os t.ipos de 
(1976) est.udiando la capa limit.e 

e • 0.05 d u• 
V 
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En est.e caso d es el espeso!:' de la capa limit.e y u• la velocidad al 
cort.ant.e en la superficie de la t.ierra, donde 

donde 
T esfuerzo cort.ant.e en la superficie 
g densidad del f"luido 

4.3.2 Mezclado Transversal 

En un canal de ancho iruinit.o, no hay perf"il de 
asi que no es posible est.ablecer una analogia 
det.erminar el coeficient.e de mezclado t.ransversal. 

velocidad t.ransversal 
de la ec 4.20 para 

Se han realizado 
t.ransversal, en 
canales nat.urales. 

un gran número de 
canales rect.angulares 

experiment.os sobre mezclado 
rect.os en laborat.orio y en 

Los result.ados de aproximadament.e 75 experiment.os en canales 
rect.angulares rect.os se resumen en la t.abla 4.1, reí' 6. En casi t.odos 
los casos el coef"icient.e de mezclado t.ransversal adimensional el/du• 
est.á ent.re 0.1 a 0.2, y los valores de 0.24 y 0.25 se obt.uvie:t:'on en 
canales de i:t:'rigaci6n. Se ha t.omado como valoJ:' medio de los J:'esult.ados 

<4.22) 

En la t.abla 4.2 se muest.ran !os result.ados de mediciones en canales 
nat.urales irregulares. 
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4.3.3 Mezclado Lonirttudinal 

Se suponeque la t.urbulencia provoca mezclado longit.udinal 
aprmdmadament.e de la misma f'orma que el mezclado t.ransversal porque 
t.ampoco se t.ienen f'ront.eras para impedir el movimient.o. Sayre y Chang 
en 1968 encont.raron que el coeficient.e de dif'usión longit.udinal de 
part.iculas de poliet.ileno sobre la superf'icie del agua f'ue 
aproximadament.e t.res veces mayor que el t.ransversal; part.e de la 
di:fusión longit.udinal pudo haber sido debido a una velocidad al 
cort.ant.e t.ransversal originada por una circulación secundaria. De 
cualquier f'orma, el mezclado longit.udinal por los remolinos 
t.urbulent.os es en general poco import.ant.e, porque el coef'icient.e de 
dispersión del flujo causado por el gradient.e de velocidad es mucho 
mayor que los coef'icient.es de mezclado causados por la t.urbulencia. 

Elder obt.uvo pai-a una dist.ribución de 
coef'icient.e de dispersión 

velocidades lo@;ar1t.mica un 

e • 5.93 d u• 
L. 

(4.23) 

que es aproximadament.e 40 veces la magnit.ud esperada del 
coe:ficient.e de mezclado t.urbulent.o dado por la ec 4.22. 

No ha habido mediciones de mezclado t.urbulent.o longit.udinal por la 
di:ficult.ad para separar los e:fect.os de las f'luct.uaciones t.urbulent.as 
lonll;it.udinales de los result.ados del flujo cort.ant.e. 

4.4 OBTENCION DEL TENSOR DE DISPERSION K 

Si se int.egra la ec 4.19 con respect.o a la profundidad <ver ref' 1) se 
obt.iene la ecuación de di:fusión en dos dimensiones, ec 1.1 

~rh k ~)+-ª-rh k ~)+-"-íh k ~J+-ª-(h k ~) éJ X l u éJ X éJ X l i2 a y a y l 2i éJ X éJ y 22 a y 

donde u y v son las velocidades promediadas en la prof'undidad 
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Las component.es del t.ensor K 
t.ransformación de coordenadas de 
sobre el sist.ema coordenado x-y. 

se obt.ienen 
la dirección de 

a 
la 

part.ir 
linea de 

de una 
chorro 

Si se desic;na la coordenada longit.udinal del flujo como t; y la 
coordenada perpendicular a la longit.udinal como r¡ y si además por ser 
flujo en dos dimensiones se considera que la difusión t.iene unicament.e 
component.es longit.udinal y t.ransversal, las component.es del t.ensor K 
se pueden escribir como 

lú.:1. 
2 

sen
2 e -el; COS e + e 

'Y) 

Ku - ( el; - E'Y) ) sen e cos e 
2 2 

K22 -El; sen e + eil cos e 

donde el; <x,y,t> y er¡ <x,y,t> son las 

t.ransversal, y e es el ángulo medido 
manecillas del reloj) del eje x hacia el eje 

difusi vidades 

<posit.ivo, en 
¡;. 

<4.24) 

(4.25). 

(4.26) 

1, >ngit.udinal y 

cont.ra de las 

Como se mencionó ant.eriorment.e, el t,érmino cruzado K.z desaparece 
cuando la linea de chorro <eje !! ), est.a alineada con el eje x ó y. Los 
coeficient.es de mezclado longit.udinal y t.ransversal El; y e'Y) describen 

las propiedades de flujo medio y se obt.ienen con las fórmulas de Elder 

donde eL y 

laborat.orio, 

son los 

subcap 

E 
'Y) 

• e 
L 

• e 
T 

coeficient.es 

4.3. En la 
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u• h (4.28) 

adimensionales det.erminados en 

prAct.ica se recomienda t.omar 



4.6 INFLUENCIA DEL 
DISPERSION K 

ANGULO 

Para observar la iruluancia 
dispersión k, se hicieron 
adimensionales del t.ensor 
unJ.t.aria, ver t.abla 4.3. 

TETA SOBRE EL 

que el án¡;ulo e 
cálculos para 

considerando una 

VALOR DEL TENSOR 

t.ensor ejerce en el 
obt.ener los 

velocidad 
valores 

de flujo 

En la :fig 4.4 se puede ver que cuando e•46° las dispersiones en x y en 
y son iguales, mient.ras que la dispersión cruzada en xy es ligeramgnt.e 
menor. Puede verse además, que para valores de e menores de 46 la 
dispersión e'b x es más signi:ficat.iva que las ot.ras, mient.ras que 
cuando e < 45 ,es más significat.iva la dispersión en y. 
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MEDICIONES El<PERIMENTALES DE MEZCLADO TRANSVERSAL 'EN CANALES RE<.'TANGULARF:S CON PAREDES UNIFORMES 

TIPO DE 
CANAL 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

LABORATORIO 

CANAL DE 
IRRIGACION 

TIPO DE 
RUGOSIDAD 

SUAVE 

CON ABRAZADERA 
DE MADERA 

SUAVE 

SUAVE 

SUAVE 

EMPEDRADO 

SUAVE 

METALICO 

BLOQUES 
RECTANGULARES 

SUAVE 

ARENA DE 0.4 mm 

ARENA DE 2.0 11m 

ARENA DE 2.7 mm 

DUNAS DE 
ARENA 

ANCHO 
CANAL 
W(cm) 

45-60 

1830 

t.abla 4.1 

VELOCIDAD 
AL CORTANTE 
u• ccm/Rl 

COEFICIENTE 



MEDICIONES EXPERIMENTALES DE MEZCLADO TRANSVF.HSAL EN CANALES CON CURVAS Y LADUS IRREGULARES 

REFERENCIA CANAL GEOHETRIA ANCHO DEL PROFUNDIDAD VELt>CIDAD VELOCIDAD COEFICIENTE 

DEL CANAL CANAL MEDIA DEL MEDLA AL CORTANTE DE HEZCLA[)C) 

W(ml FLUJO .. d(ln) ü (m/sl u• fm/s' TPANSVERSAL 
E:t f012/B) 

YOTSUKURA et AL RIO MISSOUIRI RIO CON 200 2.7 1. 75 0.074 0.12 

(1970l NEBRASKA MEANDROS 

HOLLEY Y LABORATORIO LADOS Y LECHOS 2.2 o'.09:7 

ABRAHAM ( 1973) 
SUAVES.ESPIGO-
NES DE O . 15 EN 
AMBOS LADOS 

HOLLEY Y LABORATORIO ESPIGONES Y 

ABRAHAM (1973) 
CURVATURA 
SUAVE 

(>, 
o HOLLEY Y MODELO DE LAB ESPIGONES Y 

ABRAHAM ( 1973 l RIO IJSSEL CURVATURA SUAVE 
0'·;9&. .. 

HOLLEY Y RIO IJSSEL 
ABRAHAM (1973) 

MACKAY (1970) RIO MACKENZIE RECTO CON CURVA 
1. 77 

TURA SUAVE.CON 
NUMEROSAS ISLAS 
Y BARRAS DE ARE 
NA - .. 

YOTSUKURA Y SAYRE RIO MISSOURI TRAMO CON CURVA 4 

(197&l Y SAYRE Y AGUAS ABAJO A 90 Y A 180 

YEH (1973) ESTAC cooPER 

JACKMAN Y RIO POTOMAC RIO SUAVEMENTE 350 o. 73-1. 74 

YOTSUKURA TRAMO 129Kml HEANDROSO CON 

(1977) AGUAS ABAJO CURVAS HASTA 
DE LA PLANTA DE &O 
DICKERSON 

t.abla 4.2 

!; tt/du' 

·!i 
! 

o.& 

o.si: 

(J.f;& 

3.4 



~?:! CHEZY • 25 

1 e oº e 45° 
"'§ :i 

• -COEFICIENTE DE DISPERSION COEFICIENTE DE DISPERSION 
,f;o l-~ 

" y xy " y "Y q 
t.o o. 749 0.029 º·ººº o. 906 o. 906 o. 9 !S7 

2.0 i. 406 O.O!SO º·ººº o. 772 0.772 o. 7 t .. 

!5. o a. 7 i !S o. t•• º·ººº t. 929 t.929 i. 7 !l!S 

t.O. O 7. 429 0.200 º·ººº 9. 0!59 9. O!S9 a. !S 71 

20.0 14. O!S9 O.!S76 º·ººº 7. 717 7.717 7. i .. i 

!50.0 a 7. t 47 t.. 44t. º·ººº is:>. 2!>4 t.!>. 294 17. B!S9 

t.00.0 7 ... 299 2.002 º·ººº 90. !507 BO.!S07 a !5. 706 

TABLA 4. 3 
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6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

6.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

El análisis de sensibilidad se harfla resolviendo un 
es el det.erminar la zona af'ect.ada por la 
t.ermoeléct.rica localizada en una zona cost.era. 

problema t.ipico 
descarga de 

que 
una 

El análisis se realiza para el campo lejano, es decir, para la zona 
donde la descarga de agua calient.e ha perdido el impulso original y 
pasa a ser una mancha de agua relat.ivament.e calient.e, que es 
arrast.rada pol' las corrient.es advect.ivas del lugar. 

Se acept.a que t.ant.o la hidrodinámica como la difusión pueden 
describirse considerando los fenómenos bidimensionalment.e en plant.a. 

En la f'ig 6.1 se muest.ra la bat.imet.ria del lugar. Para at.acar el 
problema de la t.ermoeléct.rica en la zona de influencia de la descarga 
se const.ruyó una malla, que sobre el eje x t.iene 1680 m, con un .C.X-120 
m, y en la dirección y t.iene una longit.ud de 2160 m con un t.y-180 m. 
La localización de la descarga se puede ver en la fig 6.1. 
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El campo de velocidades de la zona se obt.uvo con ayuda de 
mat.emát.ico de hidrodinámica, y se da en la fig 5.2. El campo 
asi como la dispersión se calcularon haciendo las 
consideraciones: 

un modelo 
de f"lujos 

siguient.es 

- el flujo va de izquierda a derecha y se mant.iene const.ant.e un t.iempo 
considerable 
el gast.o unit.ario promedio en la front.era izquierda es de 0.348 

m8 /s/m 
- se considera que en la front.era derecha el nivel es cero 

las caract.erist.icas ·de la descarga de agua calient.e y del flujo son 
t.ales que permit.en un mezclado homogéneo lent.o, por lo que se puede 
considerar un análisis bidimensional, en donde a lo largo de la 
profundidad las caract.erist.icas del flujo son const.ant.es <velocidad, 
t.emperat.ura, concent.ración, densidad, et.e.) 

no se t.oma en cuent.a la dilución inicial, es decir, las 
caract.er1st.icas del campo cercano 

- el int.ercambio de t.emperat.ura ent.re la at.mósfera y el mal' se 
considera nulo 

Despues de unas 5 horas de simulación se obt.uvo una condición est.able 
en el campo de velocidades que son las que se ut.ilizan en est.a 
aplicación, fig 5.2. 

Las condiciones iniciales para el análisis de dispersión son: 

el campo inicial de t.emperat.uras es nulo, es decir, el agua est.a 
a la t.emperat.ura ambient.e 

- se cuent.a con un campo de velocidades 

Las condiciones de front.era son: 

- la descare;a proporciona un increment.o de t.emperat.ura .O.t.•10°C 
- en la front.era izquierda el increment.o de t.emperat.ura es cero, es 

decir, el agua que ent.ra por esa front.era est.á a la t.emperat.ura 
ambient.e 
en la front.era derecha, ya que el flujo sale, puede haber un 

increment.o de t.emperat.ura 
las playas <arriba de la malla) son impermeables, es decir, no hay 
flujo de calor 
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Las condiciones de cálculo son las siguient..es: 

El increment..o de t..iempo es 
dispersión pura se puede 
acept.ables, para est..e valor 
precisos. La simulación se 
result.ados se hace para est.e 

At..•360 s ya que aunque 
ut..ilizar un At. mayor 
el modelo de advección 

para el modelo de 
y dar result..ados 
da result.ados más 

hizo hast..a 20 horas; 
t.iempo. 

la discusión de 

5.2 SIMULACIONES 

5.2.z Obtención del campo de temperaturas considerando advección pura 

Est.e campo se obt.uvo con el modelo mat.emát.ico de advección pura 
descrit..o en la ref' 6. 

5.2.2 Coeficiente de dispersión variable 

En est.e caso, se considera que en cada punt..o de la 
coeficient.e de dispersión que es función de la 
velocidad al cort.ant.e y del ángulo t.et.a, según lo 
4. Los coef'icient..es adimensionales que se ut.ilizan 
por Elder, subcap 4.3. 

malla se obt..iene un 
profundidad, de la 

discut..ido en el cap 
son los encont..rados 

5.2s Coeficiente de dispersión único en ambas direcciones 

Se consideraron como coef'icient..es de dispersión 

y K
12

•K
21 

•0.0. No se considera la influencia del ángulo t.et.a. 

K •K •0.05 
1 i 22 

5.2.4 Influencia del ánculo e que forma el vector velocidad con 
respecto al sistema coordenado de cálculo 

Se consideraron las disf'usi vidades t..urbulent.as iguales, es decir, 

e~·en•0.05, y el t.ensor dispersión K se calculó con las ecs 4.24-4.26. 
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5.2.5 Coe ji.ciente de dispersión constante en cada dirección 

a) Se considera un coef"icient.e 
Ku.•0.1, y en la dirección y, 
dispersión cruzada lú2•K21•0.001. 

de dispersión en 
Ku•0.05. Además, 

la dirección x, 
se t.iene una 

b) En la dirección x el coeficient.e lú••0.05 y en la dirección y el 
coe:ficient.e K22•0.1; de la misma manera lú2•K2••0.001. 

5.3 DISCUSION DE RESULTADOS 

5.3.I Advección pura 

En la f'ig 5.5a, se ve el campo de concent.raciones obt.enido por 
advección pu:ra. E:tdst.e una zona amplia con un inct'ement.o de 
t.emperat.u:ra de 9.5°c, localizada en las cercan1as de la descarga. Est.e 
se considera el caso base. 

5.3.2 Coeficiente de dispersión variable 

En la fig 5.3 se dan los coeficient.es El; 

cuent.a la hid:rodinámica, con las ecs 4.27 

y 

y 

E 
r¡ 

calculados t.omando 

4.28. Los valores de 

est.án ent.re O y 2. Como es de esperarse, los valores aument.an con 
p:rof'undidad, dado que las velocidades son práct.icament.e iguales en 
part.e inf'erior de la malla. E varia ent.I'e O y O.OS. 

r¡ 

en 

En la f'ig 5.4 se dan los valores de los coeficient.es de dispersión en 
dirección x <lú•) y dirección y <K22), calculados t.omando en cuent.a el 
ánt;ulo e, ecs 4.24 y 4.26. Los valores de la dispersión en x varian 
ent.re O y 2 y como son direct.ament.e proporcionales a El; y Ery' t.ambién 

su valo:r aument.a con la prof'undidad. El coef'icient.e en dirección y es 
casi 10 veces menor que en dirección x y varia ent.re O y 0.2. 
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Se puede observar en la misma f'igura, que en dirección x el valor del 
coeficient.e de dispersión que predomina en la zona cercana a la 
descarga es Ku•0.05, mient.ras que en dirección y es K:zz•0.01, aunque 
en la descarga misma K2z llega hast.a 0.2. K1z varia ent.re O y 0.2, y 
en la zona cercana a la descarga predomina 0.02. 

Cuando se hace el cálculo incluyendo la dispersión, fig 5.5b, la zona 
de 9.5°c se reduce llgerament.e, de la misma manera la curva de 0.1°c 
t.iene un aument.o en su área de influencia, t.odo est.o se debe 
precisament.e al fenómeno de la dispersión. Se puede not.ar que la curva 
de 5° C est.a práct.icament.e igual debido a que se origina un pequei"io 
enfriamient.o que repercut.e en gran medida, en el aument.o del área de 
influencia de la curva de o.1ºc. Como en est.a zona el coeficient.e en x 
es mayor que en y, se origina una dispersión principal en x, es decir, 
por dispersión las t.emperat.uras avanzan más hacia la derecha que hacia 
abajo. 

5.3.3 Coeficiente de dispersión único en ambas direcciones 

Pax-a est.a simulación, fig 5.6a, se obt.uvo una fuert.e diferencia en los 
result.ados al comparar el caso 5.2.3 con el caso base y con el 5.2.2. 
Es decir, al escoger valores const.ant.es únicos en ambas direcciones se 
obt.ienen diferencias: sust.anciales en los result.ados. 

5.3.4 Influencia del ánculo e que forma el vector velocidad con 
respecto al sistema coordenado de cálculo 

En la f'ig 5.6b se ven los resultc:,ados de gst.a simulación¡ las zonas de 
inf'luencia de las curvas de 5 c y 0.1 e permanecen práct.ic~ent.e 

iguales al comparar el caso 5.2.4 con el 5.2.3, y se not.a que en Ja 
zona cercana a la descarga el área de influencia de la curva de 9.5 C 
se reduce. Est.o result.a razonable, si se observa que en la zona de la 
deiscal'ga la dispersión en x es mayor con respect.o al rest.o de la 
malla, Ku•0.05. 

Se puede decir, que el ángulo 
siempre y cuando los valores 
dispersión sean acept.ables. 

e no afect.a en mucho 
que se t.omen de los 
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5.3.5 Coeficiente de dispersión constante en cada dirección 

a> En la fig 5.7a, el área de influencia de la curva de 9.5°C se 
reduce t.odavia más con respect.o al caso base. Al comp~ar el cgso de 
la fig 5.6a con ést.e, se puede ~er que las curvas de 5 C y 0.1 C son 
muy parecidas, no as1 la de 9.5 C. Al considera!' una mayor dispersión 
en x (doble) se origina una concent.ración mayor de calor en la zona 
cercana a la descal'ga y un enf'l'iamient.o en el rest.o de . la malla. 
Por ot.ro lado, en est.a simulación se considera un coef'icient.e de 
dispel'sión cruzado Ki.2•K2i•0.001, que en l'ealidad no influye en los 
result.ados obt.enidos. 

b> En la fig 5.7b, la CUI'Va de 9.5°C se reduce más con respect.o a la 
del inciso (a) de est.e caso. Se observa una igualdad en las curvas de 
5°c y O.t°C. Al compal'al' el inciso <a> con (b) los l'esult.ados en la 
zona cel'cana pl'esent.an difel'encias, por lo que es impol't.ant.e el t.omar 
los valores col'rect.os del coef'ient.e de dispel'sión en cada dirección. 

En la f'ig 5.8, se muest.ra la evolución de los campos de t.emperat.uras, 
co~iderando la dispersión, caso 5.2.2. En la fig 5.Sa la curva de 
0.1 C t.odavia sale por la playa y el calor est.a concent.rado en la zona 
cercana a ~a descarga. En la f'ig 5.8b el calol' se ha dispersado y la 
curva de 0.1 C sale de la malla. 
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6. CONCLUSIONES 

6.1 ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS·· · 

Para el cálculo de dispersión en dos dimensiones se propuso un esquema 
en dif'erencias f'init.as, implicit.o de direcciones alt.ernant.es. El 
esquema proporciona la confiabilidad necesaria para su aplicación, ya 
que en primera inst.ancia, la dispersión numérica es menor que la 
dispersión fisica, como se comprueba en los caps 2 y 3. Conocida la 
hidrodinámica, el modelo de t.ransport.e de masa aqui descrit.o se acopla 
a un modelo de advección pura, con un manejo adecuado de las 
condiciones de :front.ei'a para cada modelo. 

6.2 COEFICIENTE DE DISPERSION 

Como '"'" ve en .. 1 cap 4, t.odas les mediciones para la obt.ención del 
t.ensor disper-sión K se han realizado en canales y r-ios, debido a que 
se puede considerar un f'lujo unidimensional. Los result.ados obt.enidos 
por dif'erent.es invest.igadores dif'ieren hast.a en un 100% en los valores 
del t.ensor. En la práct.ica se ha vist.o que los coef'icient.es dados por 
Elder dan result.ados acept.ables. 
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No hay mediciones del tensor dispersión en dos dimensiones, por lo que 
para la modelización matemát-ica de la dispersión bidimensional que se 
t.rata aqul, diversos autores recomiendan utilizar los coef'icientes 
dados por las ecs 4.24-4.28. 

6.3 ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

De las simulaciones hechas, se 
dispersión equivocados origina 
obtenidos con las ecuaciones 
recomiendan en este trabajo. 

concluye que 
resultados 
de Elder, 

el tomar coef'icientes 
dif'erentes de 
en def'initiva 

muy 
que 

de 
los 
se 

El objetivo de la tesis se ori@:ina de la necesidad de poder 
cuant.if'icar el valor del coef'idente de dispersión en zonas térmicas 
donde no se tienen mediciones. Además, observar que sucede cuando se 
estiman erróneamente los coef'icientes. En las @:raf'icas pueden 
observarse los resultados, cuando se toman valores aproximados. 

En def'initiva, es claro que el f'enómeno de la dispersión se debe tomar 
en cuenta en los problemas con f'lujo turbulent.o, basicamente en 
descargas de contaminantes, ya que una buena cuant.if'icación del 
f'enómeno puede repercutir en una óptima selección de proyectos. 
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