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TITULO DE LA TESIS 

ESPECTROSCOPIA POR CAPTURA ELECTRONICA COMO HETOOO DE 
DIAGNOSTICO DE PLASMAS ASTROFISICOS Y DE LABORATORIO 

RESUMEN: 

En la presente tesis, se hace una revisión de los 
mecanismos de emisión más fundamentales que tienen lugar en 
los Plasmas. As! como de sus posibles aplicaciones al 
diagnóstico de Plasmas, en los medios astrof1sicos 
(principalmente) y de laboratorio. 

Además de ésta parte de revisión, se pretende emplear a la 
emisión fotónica que se produce cuando un Ion (+), captura a 
un electrón (radiación l!bre-llgada). para estructurar un 
método que nos permita diagnosticar las principales 
características de un Plasma, a saber: Temperatura, densidad 
y composición (abundancia de elementos en su interior). 

Como parte original del Trabajo se hace una simulación 
numérica de la interacción de los Rayos Cósmicos Solares 
(SCR), con la atmósfera solar (Corona), durante un proceso de 
aceleración de los SCR. Esto con el fin de examinar la 
posibilidad de emplear a la captura electrónica que se 
produce en éste escenario, como herramienta para estudiar el 
origen de los SCR. 
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PREFACIO 

En esta Tesis, se realiza un trabajo sobre el panorama general 
de las emisiones fotónicas y su posible estructuración para su 
estudio, además se plantea un nuevo punto de vista para hacer 
espectroscopia, la Espectroscopia de la Emisión por Captura 
Electrónica. 

En los últimos afias la Flslca Solar, la Astronomla, la Fisica 
d'.! Plasmas y muchas otras ciencias afines, han alcanzado un 
elevado nivel de desarrollo, debido a los avances cientlficos y 
tecnológicos que se han producido en la actualidad. Una parte 
importante y común a todas estas disciplinas es la observación a 
distancia de procesos que se llevan a cabo en medio ambientes muy 
lejanos o inaccesibles (de manera directa) a los instrumentos de 
medición. 

La información que se extrae a partir de estas observaciones 
distantes, depende del método e infraestructura teórica µara 
deconvolucionar los datos obtenidos hasta el nivel mismo de la 
fuente, asi como de la cantidad fisica a medir, puesto que 
existen limites (tanto fisicos como tecnológicos) para la 
obtención de información a partir de un parámetro fisico y 
mediante un método dado. 

Sin embargo cuando se desean cualidades demasiado especificas 
y que tienen poco que ver con la composición del material (por 
ejemplo la aceleración no termal de las particulas en un plasma) 
éste método no resulta útil. Para estas tareas es necesario 
cambiar la técnica de análisis de las observaciones del objeto de 
estudio (por ejemplo se _pueden analizar sus ondas de radio, 
etc.). 

La idea fundamental de esta breve exposición sobre el problema 
del análisis de la radiación para la obt1mción de información 
acerca de los cuerpos distantes o inaccesibles es que, aunque 
tenemos poderosas técnicas de análisis, seria provechoso tener a 
mano una más, que pudiera servir tanto de prueba indirecta para 
las demás técnicas, como para obtener información que, hasta 
ahora, es muy complicado o imposible de obtener en muchos casos 
(aún contando con mediciones indirectas). 

Las técnicas de observación se pueden clasificar en base a lo 
que observan y la información que obtienen, por ejemplo, la 
Espectroscopia analiza fotones y obtiene información de las 
propiedades de la constitución del objeto del que provienen, la 
Radiotelescopia analiza los fotones en radio frecuencias y 
obtiene información sobre las caracterlsticas electromagnéticas 
del medio y del movimiento de partlculas, los detectores de 
particulas observan la radiación de carácter corpuscular, y 
obtienen información acerca de la estructura de los cuerpos que 
la emiten y de las particulas mismas. 

Estas técnicas de análisis se pueden agrupar en: técnicas que 
observan fotones y técnicas que observan particulas. 

La presente Tesis pretende contribuir a las técnicas que 



observan fotones, mediante el estudio de lo que hemos llamado 
Emisión Fotónica por Captura Electrónica. 

En la espectros.copia convencional, el agente excitador del 
objeto es un campo de fotones, el cual excita al material que los 
absorbe y después al reemi t ir los envla información respecto de 
las c.:>ndiciones flslcas reinantes, as! como de su estructura 
atómica y molecular. Este es un método exitoso, sobre todo en 
cuerpos gaseosos (no as! en objetos sólidos). Sin embargo, 
sigue siendo muy "cómodo" analizar fotones, pero es deseable 
poder extender 1 a c 1 ase de cuerpos que se puedan anal 1 zar, es 
decir, conocer alguna otra forma de espectroscopia que nos 
permita quitar esta llmitante. Esta es la finalidad del presente 
estudio. 

En el proceso de la emisión de fotones por captura electrónica 
el agente excitador son los Iones (y/o átomos) que, al colisionar 
con los átomos (Iones y/o electrones) del medio atrapan a 
algunos electrones, emitiendo en ese proceso un fotón, ya que al 
capturar electrones, éstos (los electrones) pasan de un estado 
11 bre a un estado llgado (respecto del Ion y/o átomo que los 
captura), tenlendose un decremento de energla, que se compensa 
con la emisión de un fotón, de parte del Ion (y/o átomo) 
receptor. 

Cuando tenemos un gran número de Iones (incluso átomos o 
electrones) que atraviesan un medio (ya s~~r de origen Interno o 
externo), pueden producir una gran cantldadfde fotones a causa de 
la captura electrónica, dando asi "material" para el análisis del 
que podemos extraer Información de las condiciones fisicas del 
objeto tales como: densidad, composición, temperatura, etc. 

En esta Tesis. se hace una presentación del análisis de este 
proceso como un método alternativo para analizar observaciones, 
por lo cual es necesario mostrar primero un panorama general de 
los mecanismos de emisión fotónica de un cuerpo (interacción de 
la radiación con la materia), suponiendo que contiene sólo 
particulas termales en su interior, y a esto dedicaremos todo el 
primer capitulo. Posteriormente, en el cap! tul o dos, se 
presentan las principales emisiones fotónicas de un plasma, 
modificadas por la presencia de particulas rápidas dentro de él. 

Es Importante mencionar que, aunque el método se puede 
aplicar a sólidos y a gases, en el presente trabajo nos 
avocaremos a un análisis detallado de su aplicación en los 
plasmas astrofislcos, que es donde puede tener una mayor 
utilidad, ya que éstos reunen las caracteristicas ideales para la 
aplicación de este método en el análisis de sus emisiones. 

Debido a que la presentación de los temas presupone un 
conocimiento básico de Fisica de Plasmas, Espectroscopia y 
Termodinámica, se elaboraron apéndices sobre estos temas a los 
que se puede remitir el lector. De la misma forma, las 
verificaciones matemáticas y los valores numéricos de las 
constantes fisicas que intervienen en los cálculos, están dados 
en apéndices, con lo que se pretende dar la mayor coherencia 
posible y el menor volumen a esta Tesis. 
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CAPITU..O 1 

PROCESOS DE EMISION Y ABSORCION 

DE RADIACION 

Para obtener información acerca de una fuente de emisión a 
partir del espectro fotónico que proviene de ella, es 
necesario conocer los diferentes mecanismos que pudieron dar 
origen a un espectro semejante, asi como las propiedades del 
medio en que se propaga hasta el punto de observación. 

Cuando se conocen tales mecanismos, es posible inferir las 
condiciones y los procesos fisicos que se llevan a cabo en el 
lugar en que se origina la emisión de los fotones. 

Es por esto que se dedica un capitulo para revisar los 
mecanismos de emisión. En general, todos los mecanismos en 
que la materia es capaz de producir fotones quedan englobados 
en lo que se llama Interacciones de la Radiación con la 
Materia. 

La emisión de radiación de un átomo excitado, al pasar de 
una energia E• a un estado de energia En < Em, está dada por 
un fotón de energ!a hvmn tal que (véase Apéndice ll) 

Ea - En = hvon 1.1 

La absorción de un fotón de energ!a hvnm, que es el caso 
contrario, implica el paso de un estado de energ!a En a uno 
de energia Em. A las diferentes transiciones posibles entre 
los estados ligados de un átomo (o de un ion) corresponde una 
serle discreta de emisiones a una energ!a determinada 
(proceso ligado-ligado). 

Análogamente, un electrón en un nivel libre, que no está 
cuant!zado, pasa a un nivel ligado, (cuantizado) mediante la 
em!si6n de radiación, dando origen a un espectro de emisión 
para el proceso libre-ligado (Free-Bound), en este caso, las 
emisiones generalmente están en el continuo pero en ocasiones 
pueden ser discretas. 

El proceso Inverso ligado-libre corresponde a la Ionización 
por absorción de radiación (Bound-Free), también conocida 
como fotoionización. 

Las transiciones entre niveles libres, no cuantizados, 
corresponden a la emisión o absorción de un contl.nuo, a éstas 
se les llama transiciones libre-libre (Free-Free). Todos 
estos tipos de transiciones dan origen a un espectro total de 
emisión de una determinada fuente de radiación. Luego 
entonces, si podemos definir cuales son los diferentes 
parámetros fisicos de que depende la intensidad, duración, 
ancho y ubicación de una l !nea o un espectro continuo, 
podremos utilizar estas emisiones para conocer los procesos y 
la naturaleza de la fuente. 
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I.a TRANSICIONES ENTRE NIVELES DISCRETOS 
DE ENERGIA (BOUND-BOUND) 

EXCITACION 

Sean dos ni veles en un átomo, n y •, con densidad de 
población Nn y Nm, y energlas En y E. (E. > En). A la 
probabilidad finita de que el átomo pase espontáneamente del 
estado excitado • al estado n, en un tiempo dt (mediante la 
emisión de un cuanto hv..,) se le llama Probabilidad de 
Emisión Espontánea, y se Je denota como >.-.. 

El número de transiciones de • a n por em.lslón espontánea 
por unidad de tiempo y volumen será : 

N"•n=NmA... I.2 

Estas emisiones espontáneas se dan dentro de un ángulo 
sólido total de 4rr, es decir, en cualquier dirección. 

El valor numérico de Ar-.. dependerá del tipo de transición 
• n. Si ésta es una transición perml tlda por las reglas de 
selección el valor de A.. será muy pequef\o, de hecho, mucho 
menor que la unidad, y en el caso de que la transición sea 
prohibida (véase Apéndlce I I) el coeficiente será aún más 
pequef\o. 

Suponiendo que mantenemos a un átomo excitado en el estado 
n dentro de un campo de radiación lsotróplco y homogéneo que 
se rige por una distribución de Planck, el átomo podr!a 
absorber radiación de la frecuencia vnm y pasar del estado de 
energla En al E.. 

El número de transiciones por cm3 y por segundo debidas a 
Ja absorción de radiación, se puede expresar de las 
siguientes formas, en las que el campo de radiación está 
definido por su densidad de energla en la frecuencia 
correspondiente Uv o por su Intensidad !v. 

Nn • = Nn Bnm Uvnm 1,3 

Nn Nn B' nm Ivnm I.4 

donde Bnm es la probabil ldad de absorción de Einstein y 
B'nm es la probabilidad de absorción de Hllle. Estas dos 
probabl lidades están ligadas por una relación simple en el 
caso de equilibrio termodinámico, puesto que en este caso 
cUv = 4nlv, donde c es Ja velocidad de Ja Luz. Para el 
proceso de desexcl tac Ión tenemos que el número de procesos 
por unidad de volumen y por unidad de tiempo es, en este 
caso: 

4 



n = Na B.n UIJna I.5 

n • Na B'an luna I.B 

Estos coeficientes son caracter!sticos del átomo, es 
decir, son independientes del estado de equilibrio en que se 
mueve el átomo. Entonces basta con deducir las relaciones 
para átomos (o iones) en un medio en equilibrio termodinámico 
el cual contiene funciones de distribución en las que se 
permite la microrreversibllldad de los procesos. (véase 
Apéndice I II) 

Entonces, el número total de transiciones del estado m al 
estado n se puede escribir como: 

N" • n + N1 
a n = Nn a !. 7 

ya que por mlcrorreverslbllidad Nn a= Na n donde 

N"a n = transiciones espontáneas (I.2l 

N1
a n = transiciones inducidas (1.s, 1.e) 

que, expresado en probabilidades de Einstein es 

Na Amn + Nm 8mn Wna Nn Bna Uvnm 

donde UIJ se obtiene de la ecuación de Planck 

¡, B 

(véase Apéndice 111) 

Amn 
a;;;-

Uu 
Na Amn 

Nn Bnm - Na Bmn Nn Bna !. 9 

Na Bmn -

como Nn/Nm está dada por la ley de Boltzman (véase Apéndice 
111), llegamos a que 

Uu 
gn Bna ( ehlJ/kT _ 1) 
gm Bmn 

I.10 

donde gn y gm son los pes~s estad!sticos de los niveles n y m 
respectivamente ( gn = 2n ) . 

Como los coeficientes Amn, Bmn y Bna son independientes de 
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. . 
la temperatura entonces: 

1.11 
y 

gn Bna = 1• S.. 1.12 

y de las relaciones que existen con las proba:bi lldades de 
Mille, tenemos que [51) 

1.13 

gn B' n11 = ga B'.., 1.14 

La: absorción y la emisión Inducida correspondiente a una 
frecuencia determinada se da en la misma dirección de la 
radiación Incidente. 

51 el plasma es ópticamente delgado, es decir, si todos 
los fotones emitidos en el medio no se reabsorben, la energla 
emitida en una linea de emisión será: 

Emn Nn A.ra hvnm 1.15 

pero si la radiación de Intensidad Iv atraviesa un elemento 
de plasma de sección recta unitaria (un centimetro cuadrado) 
y de long! tud ds, sUfre una disminución de la intensidad 
dlv, que depende de un coeficiente de opacidad kv, que 
caracteriza a la absorción de un medio (por unidad de 
volumen) a una cierta frecuencia v, entonces la Intensidad 
de la linea está dada por la ecuación de transferencia de 
radiación 

dlv Cls- = -kv Iv dv l. IB 

Una l !nea de emisión (en una frecuencia central vn.m) en 
realidad no es Infinitamente delgada, ya que existe un cierto 
intervalo alrededor de la frecuencia vnm, y el valor de kv es 
aproximadamente el mismo (sólo a 1ªaproxlmaclón) para todas 
las frecuencias cercanas a la frecuencia central, por lo que 
puede representar a la absorción que existe en toda la linea. 
Al Integrar todos los efectos de absorción alrededor de las 
lineas , tenemos que: 

dlv I Cls- = -Iv kv dv 1.17 
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SI suponemos que Iv se mantiene constante en toda la linea 
de emisión, entonces la energla absorbida de la linea por 
unidad de volumen de materia es: 

dEv = -411 Iv Jkv dv I.18 

y el valor de .fkv dv está dado por la teorla clásica de 
radiación (oscilador armónico) como {51): 

.fkv dv 11e2 Nn fna/mec I.19 

donde Nn es la densidad de átomos en el estado n capaces de 
absorber en la linea, me es la masa del electrón, e la 
velocidad de la Luz y fnm es la fuerza de oscilador relativa 
a la transición n •· Esta fuerza de oscilador representa el 
número de osciladores clásicos que tienen la misma acción 
absorbente que el átomo en el estado n. 

Entonces la energla absorbida dEv se expresa: 

2 

dEv -411 Iv ~ Nn fnm mee 

o, empleando los coef lclentes de 
probabilidades de transición [51] 

Einstein 

dEv -Nn Bnm Uv hv -Nn Bnm 411 Iv hvlc 

y de las ec. 1.20,I.21 tenemos que 

fnm = mehv Bna/we2 

1.20 

para las 

1.21 

1.22 

Aunque estamos tratando con emisiones Inducidas, por 
slmpl lcldad matemática podemos expresar a fnm en términos de 
los coef lclentes de emisión espontánea 

1.23 

[véase ec. 1.11, 1.22]. 

La fuerza de oscilador fnm, en general, toma valores 
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inferiores a 1. Por ejemplo: para las emisiones Ha, H,6 y H~. 

toma los valores f23 = 0.641; f24 = 0.119; f2B = 0.0224; 
respectivamente. 

Algunos autores proponen que la fuerza de oscilador se 
puede expresar como: (51} 

f1111 gn fnalg. 1.24 

Es importante conocer las fuerzas de oscilador para el 
estudio de los espectros de radiación. Conociendo fruo 
podemos obtener A,., y esto permite deducir la intensidad 
observada de una linea de emisión de la población N• (si el 
medio es ópticamente delgado). (ec. 1.2o, 1.21, 1.23) 

Las fuerzas de oscilador se pueden obtener mediante 
mediciones en el laboratorio ó mediante cálculos precisos de 
mecánica cuántica. Los valores resumidos aparecen en las 
Ref.[2, 4, 15, 41, 75}. 

En el caso particular de un átomo hldrogenolde se emplea la 
siguiente aproximación, obtenida a partir de los cálculos de 
mecánica cuántica: (40, 51} 

fruo _1_._1_ 
3 3 

• n 

I.2S 

g 

donde • y n son los números cuánticos principales, de los 
niveles de partida y de llegada del electrón, y gn es el peso 
estadlstico del nivel n, g es el factor (promedio) de 
Krammers-Gaunt, que depende de n, • y de la temperatura. Este 
factor es cercano a la unidad en el rango visible. Valores 
precisos de este factor se muestran en (10, 24, 26, 36, 42}. 
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I. b TRANSICIONES LIGADO-LIBRE (BOUND-FREE) 
IONIZACION 

Un átomo en el estado n puede absorber una serle de cuanta 
hv correspondiente a las diferencias de energia entre los 
ni veles atómicos pero puede Igualmente absorber cuanta de 
frecuencia tal que h!J > xnm = hvn (véase flg. 1) 

donde hvn 
hvna 
hv 

flg. l 

m 

hv 

m 
hvn 

h!Jn• 

n 

es la energia de lonlzaclon dei nivel n. 
es la diferencia de energia entre el nivel n y m 
representa a una energia mayor que el potencial 
de ionización del nivel n 

El electrón, al recibir la energía hv, pasa de la órbita 
elíptica n (ligada) a una órbita hiperbólica (11bre) no 
cuantlzada con energla cinética 

tal que: (31, 51) 

hv 

1 2 
Et. = 2' mov 

1 2 
X ne/ 2 mov 

donde X es el potencial de Ionización del nivel n. 
""' 

1.26 

La absorción continua de la radiación Incidente (o foto-
Ionización) empezará a una cierta frecuencia limite vn y este 
limite será diferente para cada nivel n. 

El proceso inverso es la recombinación radlativa o captura 
electrónica, que es el paso de un electrón libre con energia 
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positiva en una órbita hiperbólica a un estado ligado en una 
órbita ellptlca con energla negativa. 

El cálculo del coeficiente de fotoionización (a ) se 
V 

resuelve rigurosamente para un átomo hidrogenoide suponiendo 
un campo central coulombiano, y estas fórmulas se aproximan 
para el caso de los Iones metálicos. 

I.b.a COEFICIENTES DE FOTOIONIZACION 
DEL ATOi«> DE ffiDROGENO 

Basado en los estudios hechos por Menzel y Pekeris [ 42}, 
se puede hacer una generalización para las transiciones a 
órbitas hlperból icas (libres) a partir de las transiciones 
entre las órbitas ellpticas (ligadas) de los estados ligados. 
El número de onda de toda transición discreta en el espectro 
del átomo de hidrógeno está dado por la fórmula de Rydberg 

1.27 

donde R es la constante de Rydberg; n y • son los estados 
cuánticos inicial y final de la transición, ya que: 

-Rch/n2 es la energla del nivel n 1.28 

'/ 
-Rch/.2 es la energla del nivel • 1.29 

entonces, por analogla, el número de onda de las transiciones 
de un estado ligado a un estado libre será (si se reemplaza a 
por ll.) 

K(cm- 1 J 1.30 

donde la energla del estado Inicial es 

1.31 

y EL = Rch/L2 es la energla cinética del electrón libre, el 
número L se obtiene de igualar la energla del electrón en el 
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estado libre, con El.. 
Dado que a las transiciones discretas de n • les está 

asociada una fuerza de oscilador fna, en este caso se tendrá 
una fuerza fnL reemplazando • por U. en la fórmula I.25. La 
razón por la que se reemplaza • por U. y no por L es, que L 

representa a un estado de energia positiva (libre) y • a uno 
de energia negativa (ligado), asi pues, obtenemos 

oc. 1.32 

donde gil es el valor promedio del coeficiente de Gaunt para 
la transición n, L. Para una transición discreta, la teoria 
clásica de radiación nos conduce a que [51} 

l. 33 

y por analogia podemos escribir, para una transición al 
continuo 

Ju. dv 
V 

y, diferenciando la ecuación tenemos que 

11. VnL 
l(e

2 dfnL 
moc'-aiJ 

1.34 

I.3S 

supondremos que fnL es una función continua de L, ya que las 
órbitas L no están cuantlzadas. Puesto que 

dfnL .. fnL 
dL 1.38 

[véase Apéndice V] 

y puesto que podemos obtener dL/dv del balance de energla 

hv 1.37 

entonces 
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hcR X neo + hcRIL2 

h11 X neo + .. 11 = h 1.38 2 
L 

X neo hcR d11 2cR 
11 = --+-- .. dL = I.38 

h L 2 L3 
y como 

d11 ( ~~ r 6 dL ( ~~ r dL = d11 = 

entonces 

dL L3 
d11 = 2Rc I.40 

de la ec• I.36 tenemos que 
dfnL 

fnL entonces y --"' dL 

dfnL dL fnL 
~"' ---a:v I.U 

sustituyendo 1.u en I.35 y utilizando la expresión para 
fnL ( 1.32). tenemos que la magnitud del coeficiente es: [ 51] 

et 
llnL 

y dado que 

finalmente 

IX 
llnL 

_1_ + 
2 

n 

oc. I.42 

11 

Cii I.43 

I.U 

y, reemplazando la constante de Rydberg, R, por su valor 
[9, 40, 51] 

I.45 

llegamos a un coeficiente 
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I.46 

donde ªvnL es el coeficiente de absorción por átomo excitado 

en el estado n. Si el número total Nn de átomos en éste 
estado está dado por la Ley de Boltzman (Nt es el número 
total de átomos en el estado n = 1) 

la contribución de los Nn átomos al coeficiente de 
fotoionlzación « será 

VnL 

Nn« 
VnL 

I.47 

I.48 

Finalmente, el coeficiente total de fotoionlzación a una 
frecuencia determinada a se obtiene sumando todas las 

V 

contribuciones de los posibles estados ligados en el átomo de 
hidrógeno 

heR/n 

1 -(hcR/kT)(1-1/n2
) 

g113 e 
2 n 

ec. I, 48 

Queda asi, totalmente determinado el cálculo del 
coeficiente de Ionización por absorción, para el átomo de 
hidrógeno, tanto en Intensidad y frecuencia, como en otros 
diversos parámetros. 

I.b.b FOTOIONIZACION DE ATOMOS HIDROGENOIDES 

Para el cálculo correspondiente a este tipo de átomos, 
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todas las expresiones son similares a las obtenidas para el 
átomo de hidrógeno, sólo que se introduce un efecto en los 
niveles de energ1a, debido a la carga del nócleo. Este efecto 
en el nómero de onda se expresa as1 : 

lo cual introduce la siguiente variación para el coeficiente 
total de fotoionización 

I.b.c 

o: (hidrógeno) Z4 

V 

FOTOIONIZACION PARA ATOHOS O IONES 
NO HIDROGENOIDES 

I.50 

Ciertos valores del coeficiente de fotoionización o:v para 

átomos o iones no hidrogenoides calculados en forma precisa 
están resumidos en las tablas de Al len [ 21. que resultan de 
emplear las secciones eficaces para fotoionizaclón de iones y 
átomos, utilizando el método propuesto por Burgess y Seaton 
[ 11] que aplica una fórmula aproximada. Esta se obtiene de 
introducir el concepto de carga efectiva en los cálculos, 
esta carga efectiva es la carga eqivalente que producirla la 
fuerza neta que atrae a un Cifrto electrón en una órbita 
determinada, y se denota como q , la cual al introducirla en 
la fórmula de Rydberg, ésta toma la siguiente forma: 

y el coeficiente de fotoionizaci6n por átomo o:v queda 

o: 
V 

tt (hldr6geno)q•1 

V 

que expresado por unidad de volumen es o:. 
V 

14 
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I.c TRANSICIONES LIBRE - LIGADO 
RECOKBINACION 

El proceso Inverso a la Ionización es la recombinación que 
corresponde a la capturad~ un electrón libre con velocidad v 
'J energla cinética 1/2 mov en la órbita elipt!ca n. Nótese 
que el electrón puede estar l lgado a otro átomo o Ion, pero 
con respecto del Ion que lo captura está libre, puesto que 
tiene una energía positiva. En tal situación se emite un 
fotón con energía hv tal que: 

1 2 
2 mev + xn., = hv I.53 

donde xnm es el potencial de Ionización de un electrón ligado 
en la órbita n. El número de recombinaciones (por cm3 'J por 
segundo) correspondientes a electrones con velocidad v es: 

donde N1 
No 
f(v) 

N v at.n N1Nof(v) 
nm 

es la densidad de Iones en el medio. 
es la densidad de electrones libres. 

I.St 

es la función de distribución de velocidad 
de los electrones libres. 

La sección eficaz at.n puede obtenerse a partir del 
coeficiente de fotolonlzaclón oc si se Invoca a la 

VnL 
mlcrorreverslbllldad de los procesos, válida en las 
condiciones de equilibrio termodinámico. (véase Apéndlce 111) 
(La relación que se obtenga a continuación será válida 
únicamente para sistemas en equilibrio termodinámico). 

Para expres~ Nn ., tenemos que estimar la energía 
absorbida por cm 'J por segundo, en el ángulo sól Ido total, 
en el intervalo de frecuencias v+dv 'J por cuanto de energla 
hv, según [51): 

Nn ., = !.55 

Entonces, por la microrreverslbllldad tenemos que: 

Nnm = Nmn I.58 
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lo cual implica que el cociente de ªvnL y «Ln es: 

donde N1No/Nn 
Iv 

f(v) 

está dado por la ecuación de Saha 
está dada por la distribución de 
Planck. 
está dada por la distribución de 
Maxwell. 

(véase Apéndice III) 

por otra parte, de la ec.I.53 tenemos que mov dv = h dv 
(véase Apendice V) entonces 

« 
VnL 

cn.n I.58 

ya que ge es el peso estadistico asociado al electrón (véase 
Apéndice 111) y como puede ocupar dos estados su valor es 2. 

Ahora podemos calcular el número de recombina~iones 
radiatlvas (FLn dv) en el intervalo v, v+dv por cm , por 
segundo, para un átomo de hidrógeno, para el que ªvnL Nn está 

dado por la Ley de Boltzman (ec. I.47) y, empleando la ec. r.ss 
donde Iv está dada por la Ley de Planck, podemos calcular N1 
(que es el número de átomos en el nivel n = 1) en función de 
la Ley de Saha. (véase Apendlce V). 

Entonces, a partir de la ecuación I.54, FLn dv se puede 
calcular de la manera siguiente: 

FLn dv 

Nn "'dv 

N"' n dll = N!No f(v) dv vcn.n 

4n Nn Iv (1-e-hv/kT¡ dv 
hll 

ce. I .58 

y, sustituyendo a las constantes que Intervienen en el 
cálculo (a

11
nL,Nn, Iv, Ntl por la letra C tenemos finalmente: 

(véase Apéndice V) 

FnL dv NtNo C grr e-h(v-vn)/kT dv 
T3/2 n 3 v 

I.60 
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con C = 3.260 x 10-e (en unidades cgs), entonces la energla 
emitida en el Intervalo 11, v+dv es: 

ELn dv FLn hv dv h N1Ne 3. 260 X 10-e gil e -h(11-11n)kT dv 
T312 n 3 

Para calcular el espectro de emisión continua para átomos 
hldrogenoldes es necesario multiplicar las fórmulas del 
número total de recombinaciones ( 1.00) y la energla ( r.et) 
por Z

1
[51]. Entonces el número total de recombinaciones al 

ni ve 1 n será: 

., 
f3n JFLn dv 

IJn 

-e N1Ne Z
1 

g11 hv/kT [ h ) 3.260 X 10 --·--e Et -
¡312 n3 kT 

oc. I.82 

donde Et es la función entero exponencial de orden 1. [51] 
Y la energla total emitida en el continuo desde el limite 

correspondiente (vn) y por el proceso de recombinación será: 

., 
1.83 

Queda asl totalmente determinado el espectro para este 
proceso en condiciones de Equilibrio Termodinámico Local. 
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I.d TRANSICIONES LIBRE - LIBRE (FREE - FREE) 

ABSORCION Y EMISION 

Cuando un electrón libre (véase definición en la sección 
I. e), bajo el campo de Interacción de un Ion, pasa de una 
órbl ta hlperból lca con energla 1/2mev2 a otra con energla 
1/2mev' 2 e igualmente hlperból lca se dice que efectúa una 
transición libre-libre. 

Si v'> v se trata de absorción de energla y si v' < v se 
trata de la emisión de radiación en el continuo, ya que: 

1 2 

2 mev 1 ,2 h 
2 mev + v I.64 

Observacionalmente se encuentra que son mas frecuentes los 
cambios peque~os de energla mediante este proceso, por lo que 
la absorción y la emisión libre-libre son particularmente 
Importantes a grandes longitudes de onda (radio, infrarrojo). 

Sin embargo existen procesos en las estrellas en que 
pueden involucrar inclusive hasta rayos X por este tipo de 
interacción. 

Para calcular la Intensidad y distribución en frecuencia 
que produce este proceso, expresamos la energla de los 
estados libres (en analogla con los estados ligados) de la 
siguiente manera: 

1 2 

2 mev hcR 
L2 

y 1 '2 

2 mev hcR 
J2 

I.BB 

donde L y J son los Indices que asociaremos a los estados 
libres (órbitas hiperból lcas) y que se calculan de las 
ec. 1.ss,ea. Entonces su número de onda lo obtenemos si 
reemplazamos n por 1L y • por 1J en la ec. I.27 y queda 

I.65 

La mecánica estadlstica atribuye un peso estadlstico gL a 

los electrones en una órbita hiperbólica (caracterizada por 
L, y con una velocidad v, comprendida entre v, v+dv), cuya 
expresión es: 
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3 2 
g = g 41rllle v dv 

L e Ne h3 
I.B7 

que por unidad de frecuencia, por unidad de densidad 
electrónica es: (51) 

g = g 
L e 

El coeficiente de absorción (para transiciones 
hiperbólicas) se obtendrá derivando una fórmula equivalente 
al caso del hidrógeno (para transiciones elípticas). 

I.69 

y derivando el primer término con respecto a vLy vJ tenemos 

que: 

1r e 2
d

2 fLJ 
me c dvL dvJ 

r. 70 

donde dvL = mev dv/h (si v' es constante); dvJ = mev' dv' /h 
(si v es constante); cxw es el coeficiente de absorción por 
ion y por velocidad electrónica. Y por analogia con el caso 
de ionización ec. I.36 se puede suponer que: (véase Apéndice 
V y (51}). 

1.11 

[véase Apéndice V) 

de donde 

I.72 

y de I.66 
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rnev dv = 2hcR dL = h dvL 
L3 

I.73 

por analogia con el caso de ionización ec. l,42, tornando en 
cuenta que ahora dvL es la variación de v (si L varia) o bien 
dvJ es la variación (si J varia), entonces se obtiene que el 
coeficiente de absorción para este caso lo podernos expresar 
corno sigue 

M, = 11e
2
2

8 
• .!._1_, 1 1 - ~._J3 

~ -----·--·- gin 
rnec313 11 gL ( 1/J - 1/Ll 3 L3 J 3 2cR 2cR 

entonces tornando en cuenta la ec. t.43 tenernos que 

B -
411e gu1 

ec l. 74 

l.75 

donde g111 es el factor de Gaunt para las transiciones 
libre-libre (free-free). Este factor es cercano a 1 en el 
rango del ultravioleta al visible y varia fuertemente en las 
ondas de radio, en la forma: 

g"' 
{:j 
11 

l.76 

Nota: Para cálculos más detallados véase [49, 66, 61) 

Todas las fórmulas precedentes da
2
das para el átomo de 

hidrógeno, Z = 1, se multiplican por Z para aplicarlas a los 
hldrogenoldes [ 51). La energla total absorbida por l~s 
electrones con velocidad comprendida entre v, v+dv (por cm , 
por segundo) se puede expresar como [51) 

Evw = 4nlvw cxw Ni Ne f(v) dv (1- e-hv/kT) l.77 

y el número de procesos L J será Igual al número de fotones 
emitidos, puesto que suponernos que a cada transición 
corresponde la emisión de un fotón de frecuencia vw entonces 
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este mlmero Fw será 

Fw "' EvLJ 
hllw 

1.78 

Rec1procamente, al recordar que en condiciones de 
equilibrio térmico local 

NI. J = NJ L 

es posible obtener una sección eficaz uJL a partir de cxw, si 
empleamos la microrreversi bi lidad, análogamente al caso de 
recombinación ec. I.S4,ss,se,s1 y entonces 

4n aw NINe f(v) Iv (1 - e-hvlkT¡dv 

NINe f(v' )dv' v'hv 
1.79 

donde f(v) es la función de distribución de Maxwell e Iv está 
dada por la Ley de Planck y f(v') es la distribución final de 
las velocidades de los electrones después de las transiciones 
(free-free) que debe ser una distribución de Maxwell ya que 
se supone microrreversibilidad en los procesos. Entonces el 
número total de emisiones espontáneas por segundo y por 
intervalo de frecuencia dv a partir de las ec. I.77,70,79 

será: 

F dv 
free-free 

-hv/ltT dv 
e 

V 

ec.I.80 

y la energia emitida por cm~ por segundo y por intervalo de 
frecuencia dv ec. 1.10,00 es: 

E dv 
free-free 

NINe 27n
3 

(mo/kT) 112 e
6

g1 II e -hv/kT dv 

(6n) 312 c 3 me2 

ec. I.01 
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asi, integrando en todas las frecuencias, tenemos la energia 
total emitida (l!t) por las transiciones libre-libre 

l!I r o 
E 

free-free 
dv 

y ya que "' Je -hv/kT dv 

o 
kT/h entonces 

27 n3
- e6 

112 
l!t = N1No-- gm (kT/mo) 

(6n) 312 hc3mo 
ec. I.82 

(en unidades c. g. s.) 

Un cálculo sencillo nos muestra que para T > 3. 7 X 105oK 
l!t > I! en el dominio del óptico donde g111 111 gu '" 1 es 
decir, que la emisión libre-libre es más importante en altas 
temperaturas, (en comparación a la recombinación) y la 
recombinación (libre-ligado) lo es a bajas temperaturas. 

Es necesario recordar que todos los desarrollos en el 
presente capitulo son para cuando la materia está en 
equilibrio térmico local (véase Apérxllce 111) y que las 
poblaciones de iones y electrónes libres obedecen a la Ley 
Saha. Una generalización para medios que poseen partlculas 
sujetas a un proceso de aceleración, se presentará en el 
Capitulo 111, en el que se hace énfasis especial en el 
proceso de recombinación radiativa que en este caso le 
llamaremos Emlslón Fotónlca por Captura Electrónica (o 
electron Pick-Up) para los casos en que los iones que 
capturan a los electrones del medio no poseen velocidades 
termales y, más aún, están siendo acelerados continuamente. 
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CAPITULO 11 

EMISION DE UN PLASMA EN PRESENCIA DE 

PARTICULAS RAPIDAS NO ACELERADAS 

En una amplia variedad de circunstancias Astrof!s!cas y de 
laboratorio coexisten, con la materia termal, particulas 
rápidas (iones y/o electrones) cuyas velocidades exceden a la 
de las partlculas termales [véase Apendlce III]. 

Consideramos como partlculas rápidas a todas aquellas que 
tengan una velocidad mayor que la velocidad termal del medio 
en que se encuentran. Su distribución de velocidades es 
diferente a una distribución de Maxwell y su origen puede ser 
interno o externo, es externo cuando son inyectadas al medio, 
y no generadas en e 1. Esta situación prevalece, por 
ejemplo, en los experimentos de campo y corriente inversos 
[17, 34, 35, 46, 58], en donde se inyectan grupos de iones y 
electrones rápidos, muy separados energéticamente de las 
particulas termales, y se emplean para calentar y/o confinar 
el Plasma. 

Obviamente estas partlculas rápidas contribuyen a los 
procesos de ionización y excitación en el Plasma y su 
influencia puede ser Importante en el momento de hacer 
inferencias a partir de las medidas espectroscópicas de los 
parámetros de Plasma que se supone contiene sólo particulas 
termales. 

La presencia de pequef'ias densidades de pa¡·t 1culas rápidas 
en el Plasma termal puede provocar efectos s!gnificatl vos, 
dependiendo de la situación especifica de las condiciones en 
el Plasma. Hasta ahora se han investigado solamente algunos 
casos (1, 30] empleando la emisión de Rayos-X para determinar 
la densidad de los electrones rápidos en Plasmas calentados 
por Luz Laser y en los que se producen en el TOKAMAK TM3 (Los 
Al amor.). 

Recientemente Marchenko [39] calculó la influencia que 
tienen las partlculas energéticas (impurezas de Hierro) sobre 
la densidad de varios estados de ionización en el Plasma en 
el que se inyectan tales partlculas. En todos estos casos se 
encontraron efectos importantes, producto de la presencia de 
las Particulas rápidas en el Plasma. 

En el presente capitulo se hará un análisis general de los 
ef'ectos de las partlculas rápidas en el Plasma, pero sólo 
para haces monoenergétlcos. En el capitulo siguiente se 
abordará con detalle el caso en que tiene lugar un proceso de 
aceleración en que las partlculas cambian de energla y de 
densidad por banda de energia, limitandonos a anal !zar el 
proceso de recombinación radiat!va en el Plasma, que (como se 
dijo anteriormente) en la literatura especializada en se le 
conoce como Captura Electrónica (Electron P!ck Up). 
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11. a INFl.UENCIA. DE LAS PARTICULAS RAPIDAS EH LAS 
EMISIONES POR TRANSICIONES: DISCRETAS (EXCITACION) 

Y LIGADO- LIBRE (IONIZACION) 

Las particulas rápidas pueden tener una Influencia notable 
en los procesos de Ionización y excl tac!ón de un medio. 

Para analizar su Influencia en estos procesos, enumeremos 
la diferentes formas en que se puede Ionizar y excitar a los 
átomos del medio, para analizar los casos que conciernen al 
presente estudio. 

En un medio, las ionizaciones y excl tac Iones se pueden 
producir por: 

1) Colisión directa de las particulas rápidas del Plasma 
con el medio (átomos o iones). 

2) Colisión de las particulas del medio (Plasma) con los 
electrones supratermales generados por las colisiones de las 
particulas rápidas con los electrones termales del medio o 
bien con los provenientes de las ionizaciones de los átomos o 
Iones del medio mismo. 

3) Por colisión de los electrones termales del Plasma con 
las particulas (Iones y átomos) que los rodean. 

4) Por absorción de fotones. Este último no se ve 
afectado por la presencia de part!culas rápidas, asi que el 
tratamiento para este proceso es Idéntico al del capitulo 
anterior. 

5) Colisión entre part!culas (Iones o átomos) del medio 
mismo. 

u.a.1 IONIZACION Y EXCITACION POR COLISION CON 
PARTICULAS RAPIDAS 

Inokut! (32} hizo una revisión de los procesos de 
!on!zaclón y excitación producidos por particulas rápidas con 
carga, cuya velocidad es mayor que la de los electrones que 
están enlazados al núcleo atómico. Basado en cálculos 
téor!cos, Inokuti concluye que la sección eficaz correcta, en 
primera aproximación para el proceso, es la fórmula de Bethe 
(5} modificada por Fano (191. para Incluir efectos 
relatlvlstas. 

Esta fórmula (que resulta de apl !car la aproximación de 
Coulomb-Born a la col1slón entre un átomo fijo y una onda 
plana) es: 
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donde 

rrr 
1 

= (81rao2z2R2f I me vr2AE) (1n [ p2;( -p2) ) -

para lo da 1 -p2 + ln [ 2mo c2C1 IR ) 

r, denotan estados cuánticos (sólo indices) 
Z es la carga de la particula rápida 
vr es la velocidad de la particula rápida 
p vrlc 
c es la velocidad de la Luz 
me es la masa del electrón 

ec, II.1 

AE = Et - Er diferencia de energ1a en la transición 

R 
r 1 (del átomo o ion blanco) 

Energia de Rydberg (13.6 eV) 
ao Radio de Bohr 
f Fuerza de oscllador (para excitación) del 

blanco. Y/o fuerza efectiva de oscilador (para 
Ionización) del blanco. 

C1 Constante caracteristlca de las transiciones 
(emp1rica), con In (C1) ~O - 2.26 

Inokuti {32] comparó los datos predichos por la ec. 11.1 

con datos experimentales, en procesos de ionización, 
considerando protones y electrones rápidos impactando sobre 
Helio {23, 59, 68]. 

Empleando los valores teóricos calculados para f (37), la 
fórmula II. 1 tiene un error de hasta un IOY. para impact.o de 
protones con vr>5v'AE!me y para impacto de electrones, en el 
mismo limite de velocidad, el error oscila entre 10 - 25 Y. 

Gran parte de esta discrepancia se corrigió posteriormente 
al renormalizar la fuerza efectiva de oscilador. 

En el caso de excitaciones electrónicas de iones inducidas 
por electrones, las medidas en LiIII y MgII [50] concuerdan 
con la aproximación de Bethe, { 47] con errores dentro 'del 
error experimental (para velocidades de los electrones 
proyectil superiores a 10 veces la velocidad umbral vu = 
v'AE/me ) . El error puede ser hasta del 15X para electrones 
con 5 veces la velocidad umbral. 

Taylor et. al. (72] mostraron que experimentalmente la 
sección eficaz para la excitación 2s-2p en C IV , por Impacto 
electrónico, coincide con los cálculos de Coulomb-Born con el 
5Y. de error, a velocidades tan bajas como 1.5 veces la 
velocidad del electrón con la energ1a umbral (AE). 

Ja;yakumar et al. [34] encuentran también una buena 
aproximación para C1 (C1 = !. 13). Otros resultados para 
excitación de iones [16, 28) muestran que los valores 
experimentales concuerdan con los cálculos de Coulomb-Born, a 
energias elevadas, con errores experimentales de 20-30)( . 
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Generalmente existe poca precisión en los datos 
experimentales de excitación e Ionización de muchos Iones y 
átomos, en particular en las altas energ1as de Impacto. 

Sin embargo las comparaciones anteriores con la ec. u.1 
parecen adecuadas para estimar los efectos de las part1culas 
rápidas dentro de los l 1mites de validez que se establecen 
para la velocidad, y en particular para las excitaciones 
permitidas para las que se conoce la fuerza de oscilador, 
aunque existen mejores aproximaciones para bajas velocidades, 
(32] tomaremos la ecuación n.1 para nuestro análisis. 

En el caso del Impacto de Iones, las secciones eficaces 
correspondientes son más Imprecisas que las correspondientes 
al Impacto de Iones y/o electrones. 

Debido a la ausencia de efectos de intercambio de cargas 
(electrones), las secciones eficaces por el impacto de 
electrones deben ser mayores (a bajas energlas), que las 
correspondientes al Impacto de iones. 

A muy altas energ1as, Mittleman (45] predice que el 
desplazamiento spln-órbl ta (véase Apéndice 1 I) lleva a una 
pequefia Independencia en energla (de la sección eficaz), 
similar al que ocurre en el caso de Impacto con electrones. 
Cuando aparecen electrones secundarios en el proceso, 
producto de la colisión de los iones, éstos pueden ser más 
efectivos que los iones mismos para excitar las transiciones 
spln-prohlbldas. 

11.a.2 ELECTRONES SECUNDARIOS Y SU INFLUENCIA 

Además de los procesos directos de Ionización y excitación 
provocados por las part1culas rápidas, éstas también pueden 
provocar la ionización y la excitación por medio de los 
electrones secundarios. En un Plasma, dichos electrones se 
pueden producir a partir de las colisiones de part1culas 
rápidas con los electrones termales del Plasma, o bien, a 
partir de la ionización de los átomos neutros o parcialmente 
ionizados del Plasma. 

Estos electrones (secundarios) pueden, a su vez, crear 
generaciones posteriores de electrones (los que se generan 
cuando chocan los secundarios con otras particulas) . Debido 
a las pequefias densidades de estos electrones, únicamente se 
consideran a los electrones (producidos por los choques) que 
poseen energ1as supratermales. En lo sucesivo el término 
e 1 ec t rones secundar 1 os 1ne1u1 rá a todas 1 as generaciones de 
electrones supratermales. 

En la actual !dad, sólo se consideran a los electrones 
secundarios creados a partir de una colisión directa de 
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part1culas rápidas con el medio [34], los electrones 
generados por la lonlzaclón de las mismas part1culas rápidas, 
no se ha considerado aún en los tratamientos téorlcos de sus 
efectos sobre las secciones eficaces de lonlzaclón y 
excltaclón del medlo, y por lo tanto de su absorción y 
emlslón de radiación por estos procesos, que a su vez se 
traducen en modlflcaclones en los espectros de emisión del 
medio. 

En gran parte de las aplicaciones donde se emplean Plasmas 
de al ta temperatura, esta descrlpclón es suficiente, puesto 
que la densidad de las especies no lonlzadas es mucho menor 
que np (densidad de protones) y donde la creación de 
electrones secundarlos por lonlzaclón, se ignora usualmente. 

El espectro en estado estacionarlo de los electrones 
secundarlos producidos por collslones con los electrones del 
Plasma, se pueden representar anal 1 t lcamente [ 34], en una 
buena aproxlmaclón, como la suma de las contrlbuclones de las 
varias generaciones. De acuerdo a este cálculo, el espectro 
final de los electrones secundarlos dn.ldE• , a las energ1as 
de interés, es comparable a grosso modo con el espectro de la 
primera generación, que es aproximadamente: 

donde 

ec, II.2 

con a= ~ 2 para lones 

para electrones [34] 

nr es la densidad de las part1culas rápidas 
na es la densidad de electrones secundarlos 
Ea es l~ en~rg1a de los electrones secundarlos 
Eo es a mevr 
lnA es el logaritmo de Coulomb, que es ~ 5 - 20 

para colisiones de electrones en un Plasma 

y la densidad total de estos electrones es: 

r ~~= dEs 
Eo 

r (nr Z
2 

a / Eolnh )[ 

Eo 
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y, según (34) 

ns "' Jnr/lnA 

l2nr 22
/ 

para proyectiles electrones 

lnA para proyectiles Iones 
II. 4 

es decir, siempre es significativamente menor que la densidad 
de las partlculas rápidas nr. 

En el caso de Ionizaciones y excitaciones permitidas, la 
contribución de los electrones secundarios al flujo de 
absorción o emisión respectivamente es: 

ns(<r, v)s\ll 
•• l ro (dna/dEs)<r (2Es/me) 112 dEs 

AE oc. 11.s 

donde <rs, l denota la sección eficaz correspondiente a 
ionizaciones y excitaciones permitidas. Esta Integral es la 
definición del producto ns(<r, v) s\ll y as! lo emplearemos en 

lo sucesivo. 
Puesto que muchos de los electrones secundarios tienen 

energlas elevadas, la sección eficaz de Bethe (oc. 11.1) se 
puede emplear para calcular el flujo de fotones que se 
inducen por la ionización y/o excitación que provocan los 
electrones secundarios. Esto perml te tomar un limite 
superior para la producción de fotones, sin embargo, el 
factor logarltmlco sobrestima la contribución proveniente de 
electrones secundarlos de baja energla (63). 

Calculando la Integral 11.s como lo hace Jayakumar (34) 
tenemos que: 

( 
3. 8Xl0-9nrZ2f 

(3 AE lnA 
oc. 11.e 

donde (3 = vr/c . Comparando los resultados correspondientes 
al flujo producido por las partlculas rápidas por efecto 
directo, encontramos que 

ns(<r, v)r " 

nr(<r,v)
8

\11 2lnA 

[ln(C1(32 )+9.23] 2 + 4 

ln(C1(32
) + 11.23 
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ec, II.7 

(véase Apéndice V) 

evaluando la •c. 11.1 podemos ver que la contribución 
adicional de los electrones secundarlos, es menor que la 
contribución correspondiente a las particulas rápidas, en un 
factor de 2/lnA a 5/lnA . "Para los Plasmas de Interés el 
valor del lnA es del orden de 10. " [34], entonces la 
contribución de los electrones secundarlos es menor. 

Al parecer los electrones secundarlos pueden estimular a 
las transiciones spln-prohlbldas de manera muy efectiva según 
cálculos de Jayakumar et al {34], pero estas transiciones por 
ser prohibidas son, de por sl, bastante débiles. 

II.a.3 TASA DE IONIZACION Y EXCITACION PRODUCIDOS 
POR ELECTRONES TERMALES. 

En esta sección recordaremos brevemente de nueva cuenta el 
caso de ionización y excitación por las partlculas termales, 
como hicimos en el capitulo anterior, con el fin de comparar 
la importancia de las partlculas rápidas en estos procesos, 
respecto de los efectos termales. Para tal fin empleamos un 
enfoque similar de análisis en ambos procesos. 

Regemorter {63} obtuvo la expresión teórica para la tasa 
de excitación de las transiciones permitidas (véase Apéndice 
II), a partir de la Integración de las secciones eficaces de 
Born o Coulomb-Born, sobre una distribución de Maxwell y es: 

donde Te 
g 
AE 

1.sx10"5 g f exp(-AE/Tel I (AE..,.'f; ) 
ec.11.B 

es la temperatura electrónica en eV 
es el factor de Caunt (en valor efectivo) 
es la diferencia energética entre el estado 1 

y el estado p (en eV) 

Para Te< AE el factor efectivo de Gaunt está entre 0.1 y 
1.0 para elementos tipo Helio, Boro y Berilio [29, 77}. Para 
átomos neutros, Regemorter obtiene un valor efectivo de 
Gaunt, por comparación directa entre las secciones eficaces 
experimentales de H, He y Na (para excitación y/o 
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ionización), y las secciones eficaces predichas por Born 
sobre una distribución de Maxwell, y puede escribirse de 
manera general como: 

g 5!! O. 1 (Te/AE) 0
'
7 para Te < AE ec.11.9 

Esta expresión se obtuvo, sujeta al error experimental, 
con una precisión mayor del SOY. para Te < AE . Obviamente 
esta aproximación del factor de Gaunt, sólo se emplea para 
estimaciones burdas de la excitación térmica, para obtener la 
importancia relativa de los efectos de las particulas 
rápidas, en cuanto a las ionizaciones y/o excitaciones de las 
particulas del medio, se requieren secciones eficaces más 
precisas, como las que se emplearán en el siguiente capitulo, 
para cálculos más especificos. 

Se puede escribir una ecuación similar, con la fuerza 
efectiva de oscilador, para el caso de ionización; en este 
caso f ~ 1, llegando a una expresión para la fuerza efectiva 
de oscilador adaptada a las secciones eficaces asintóticas (a 
energias elevadas). Para la aproximación de Bethe y el 
factor efectivo de Gaunt ( g ) , la ecuación tendrá las 
correcciones por la ionización que producen los electrones 
termales (con Te < AEi ) sobre las particulas del medio. 

Las tasas de: excitaciones perml t!das y de Ionizaciones 
inducidas por las part!culas r6pidas, comparadas con las 
correspondientes producciones (a causa de los electrones del 
Plasma), se obtienen al efectuar el cociente entre la 
expresión del flujo de fotones por part1culas r6pldas 
(nt(cr,vl,.,1. Este producto se define en la ec. 11.s) y la 

expresión para el flujo debido a los electrones termales del 
Plasma (np(cr, v)pV'I), ec 11.B donde V't se refiere a los 

procesos de ionización y a las transiciones permitidas, 
entonces 

nt (cr,v)rV1 
np (cr, v) u 

pvl 

F (nr/np)exp(AE/Te) ec.11,10 

donde, según {34] 

F = 
ec.11.11 ~ 

-3_,c;;- 2 7X10 ue Z / g para part!culas relativistas 

(4.8Xl0-4v'T; Z2/g,B)[ln(Ct~)+ll.23] para 
particulas no relativistas 

De la ecuación 11.10 es claro que las particulas r6pldas 
pueden producir un número Importante de Ionizaciones y de 
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excitaciones aún cuando la densidad de particulas rápidas sea 
baja en comparación con la densidad de particulas termales, 
siempre que la energia termal sea mucho menor que la energia 
necesaria para el proceso de excitación o ionización CAE). 

En tales circunstancias, cualquier análisis de datos 
experimentales (por ejemplo, para la determinación de la 
temperatura de un Plasma, a partir del espectro de emisión) 
debe incluir el efecto de las particulas rápidas que haya en 
él (si es que están presentes). 

El ensanchamiento de las lineas (a partir de niveles 
al tos) y la aparición de estados al lamente ionizados es una 
medida de la presencia de particulu rápidas en el Plasma 
emisor. Asi mismo, los electrones secundarlos que producen 
las transiciones sp1n-proh1 bidas, (véase Apéndlce II) pueden 
ser importantes sólo a muy bajas temperaturas, donde las 
intensidades espectrales de las transiciones inducidas 
(normalmente) son también muy bajas por lo que la influencia 
de los electrones secundarlos es más notable. 

En resumen, los efectos de las particulas rápidas se 
obsevarán principalmente en lo referente a los -procesos de 
ionización y excitación permitidas, estos efectos se acentúan 
en grandes densidades de particulas rápidas y/o para 
temperaturas muy bajas. 

Los procesos productores de Ionización y excitación tales 
como la absorción de fotones y por colisión entre los átomos 
y/o iones del Plasma mismo, no se ven afectados por la sola 
presencia de partlculas rápidas, aunque pudiesen estar 
estrechamente asociados con las abundancias de la especies 
ionlcas en el Plasma, esta dependencia es muy baja o casi 
nula. 
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11.b TRANSICIONES LIBRE-LIGADO MODIFICADAS 
( CAPTURA ELECTRONI CA ) 

Este t lpo de transiciones se ve af'ectado, en gran parte, 
por la presencia de las partlculas rápidas, ya que éstas 
producen un gran número de electrones libres (secundarlos) al 
collslonar con el material, sumándose a los ya existentes, 
aumentando la poslbil ldad de que los iones del Plasma (y/o 
las parfculas rápidas, en el caso de ser iones) los capturen. 

Es importante hacer notar la diferencia que existe entre 
el proceso de captura electrónica de los iones del Plasma 
mismo, y el proceso de captura electrónica de los iones 
proyectil, ya que por tener diferentes energías y densidades, 
cada uno produce diferentes tipos de emisión y, en 
particular, la emisión por captura de electrones que producen 
los iones proyectil, será tratado ampliamente en el siguiente 
capitulo. 

En lo que concierne al proceso de captura efectuado por 
los iones del medio (cuando existen partlculas rápidas en 
él), el tratamiento matemático que lo describe es similar al 
que efectuamos para el caso de un Plasma puramente termal, 
con la salvedad de que la densidad de electrones libres del 
medio ha aumentado llgeramente debido a que las partículas 
rápidas han ionizado el medio, por colisión directa y también 
por medio de los electrones secundarios. 

Además, cabe mencionar que, inmediatamente después de que 
ocurre la captura electrónica en un nivel excitado, el 
electrón cae a otro ni ve! atómico (de menor energia) 
emitiendo la radiación correspondiente al cambio de energia, 
a este fenómeno se le conoce como Emisión por Recombinación 
Dielectrónica. 

Hasta hace 5 o 6 af\os se habla subestimado este proceso, 
pero aproximadamente desde 1980, las observaciones solares y 
experimentos en Plasmas se volvieron más completos y 
detallados, entonces se reconoció su importancia para las 
medidas espectroscópicas de estos medios, ( ya que pueden 
afectar directamente a los anchos de linea e intensidad, 
pudiendo modificar las estimaciones de temperatura y densidad 
de los Plasmas) que se hacen a partir de la emisión fotónica 
del Plasma. 

32 



11.b.1 CAPTURA ELECTROHICA POR LOS IONES TERMALES 
DEL PLASMA (RECOKBINACION) 

En el capitulo anterior, consideramos a un elec~rón que 
pasa de una órbl ta hlperb61 lca (con energla 1/2 mv ) a una 
órbita eliptlca, emitiendo un fotón con energla hv, tal que: 

1/2 mev2 
+ xnm = hv ec.Il.12 

donde xnm es el potencial de Ionización para un electrón en 
la órbita n (con número cuántico principal n). En el caso de 
contar con la presencia de particulas rápidas en el medio, 
consideraremos nuevamente que Nm n será el número de 
capturas, de electrones con velocidad v por unidad de tiempo 
y de volumen, efectuadas por los Iones, y: 

donde Ni 
Ne 
f(v) 

<71cn 

Nm n N1Nef(v)dv<71cn ec.Il.13 

es la densidad de Iones termales del Plasma 
es la densidad de electrones libres 
es la función de distribución de velocidades 
de los electrones libres 
es la sección eficaz de captura en la órbita n 

Ahora podemos emplear el principio de mlcrorreverslbllldad 
de los procesos, ya que el Plasma está en equilibrio 
termodinámico, aún cuando lo cruce un haz monoenergétlco de 
baja densidad (de Iones), puesto que, si es de baja densidad 
la transferencia de energla es muy baja. De otra manera, si 
el haz fuese lo suficientemente denso como para transferir 
energla al medio, en principio, el Plasma no podrla 
sobrevivir debido a un gran desequilibrio en su población 
lónlca y en su distribución de carga (véase Apendlce !). 

Asi pues, empleando la ecuación 1.ss para expresar el 
número de procesos de fotolonlzaclón (por unidad de tiempo y 
volumen), tenemos que: 

4nNn<XnLIV (1-e-hv/kT) dv 
Nn m = ~~~~--'"~~~~---'~-

hv 

donde Nn es la densidad de átomos en el nivel estado n ,donde 
por mlcrorreverslbllldad tenemos que: 
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Nn co Neo n ec.II.14 

lo cual implica que: 

N1CNerf(vl+N•f•Cvll ~ hv ec.11.15 

«Xkn 
-hvlkT Nn4Klv(1-e ) dv 

y entonces 

µni< = N1NorfH(v)dv ~ + N1Nsfa(v)dv hv 

CXkn Nn4nlv(1-e-hvlkT¡ dv Nn4nlv(l-e-hv/kT) dv 

ec.11.16 

donde fa(v) es la distribución de velocidades de los 
electrones secundarlos, fH(v) la función de distribución de 
los primarios, el primer término es la contribución de los 
electrones termales (Nerl y el segundo es la de los 
electrones secundarlos (Na), que se producen por las 
colisiones de las partlculas rápidas con los átomos y/o iones 
del medio. 

lle manera que, la relación entre los coeficientes de 
absorción se incrementa, debido a la presencia de las 
partlculas rápidas. 

El primer término se estudió ampllamente en el capitulo 
anterior. Queda ahora por estudiar el segundo término de la 
relación: 

«nL a.nL termal CXnL secundar 1 o ec.11.17 

IXLn CXLn termal <XLn secundarlo 

entonces 

anL sec. N1Nafa(v)dv hv ec.11.18 
~~~ -~~~~~~~~-
Clln aec. N n 4 n l v ( 1 - e - h v / k T ¡ dv 

y como .dv m/h v dv de la ec. 11.12 entonces 
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cw. oc.II.19 
--11ec. 

y como Iv está dado por la Ley de Planck: 

Iv 2lw
3 

3 c 
oc.JI.20 

si la sustituimos en la oc.ll.19, obtenemos que: 

sec. 

(véase Apéndice V) 

NtNafa(v)(hc) 2 hv/kT 
2 e 

2lnANn4mnovv 

oc,JI.21 

y como a dens!sdad de electrones secundarlos Na es una 
fracción de la densidad de part1culas rápidas Nr según la 
ec. II.4 , entonces queda: 

aec. -
NtNrf.(v)hc2ehv/kT 

2Nn4irmovlnA v2 
oc.ll.22 

("•oc." denota secundarlos) 

Ahora, de la Ley de Saha podemos calcular el cociente entre 
la densidad de Iones termales y átomos neutros N1/Nn, y 
substituyendo el resultado en la oc.ll.22 tenemos que: 

cw. 
- sec. 

O:Ln 

(véase Apéndice V) 

~ (2~v f c2irmo) 112(kT) 312 e(v-vn)h/kT fs(v) 

lnA 
ec. ll.24 

Queda por determinar la función de velocidad fs(v) para 
los electrones secundarlos, par~ tal fin, partiremos de su 
energ1a cinética Es = l/2movs ; por lo que derivando 
respecto de v tenemos que dEs/dv = me Vs ~ dEs = movadv 
entonces 
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dns/dEs = (dns/dv)( 1/mevo) .. 
dns/dv = mevo dno/dEo 

entonces como 

fa(v) dns/dv mevo dna/dEs ec. II.25 

y substituyendo la ecuaclon 11.2 para dna/dE., tenernos que 

fs(v) = mevs(nrZ2a I EolnA lv' Es/Eo ec.11.26 

y substituyendo el valor de Ea, tenemos: 

ec.11.27 

Ahora, calculando el número de recombinaciones radlativas 
para un lón de Plasma a causa de los electrones termales y 
secundarlos, el número de fotones radiados por unidad de 
tiempo y volumen seré.: (de acuerdo con ec.11.13) 

FLn d11 Nm n N1Nef(v) dv 01.n 

Nn m = 4nNnant.I11(1-e-hll/kT) dv 
liiJ 

11.28 

donde, f(v) es la distribución de velocidades de los 
electrones (la suma de termales y secundarlos), ahora 
separando los flujos de electrones, en termales y 
secundarlos, queda: 

FLn d11 N1NeTfH(v)01.nv dv + N1Nafa(v)01.n v dv 

II.29 

donde, el primer término es puramente termal, y el resultado 
de esta emisión es conocida (como se vló en el capitulo I), y 
el segundo término, es la contribución neta de los electrones 
secundarlos al flujo total de emisión, de tal forma que 
podemos escribir: 
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FLn dll FLn dll tor .. 1 + FLn d11 oocundarloa 

l!.30 

y 

FLn dll secundarlos N1Nafa(v)01.n vdv 
II.31 

En este tipo de emisión, por el momento basta con decir 
que, la presencia misma de particulas rápidas (en este caso 
iones y/o electrones), puede perturbar de manera importante 
cualquier tipo de emisión del Plasma y, en este caso, 
modificar a los coeficientes de fotoionización (como se 
demostró). 

Entonces cuando aumenta la fotoionización, aumenta la 
probabilidad de captura de electrones, ya que se incrementa 
la cantidad de electrones l! bres. Entonces las capturas 
electrónicas deben aumentar hasta que sean muy semejantes en 
número, a las fotoionizaciones, ya que estamos suponiendo que 
existen las condiciones en que es válida la 
microrreversibilldad. La emisión por el proceso de captura 
electrónica de los iones del Plasma (recombinación) se ve 
aumentada en un término debido a la presencia de las 
partlculas rápidas. 

Ahora bien, cuando los electrones capturados por los iones 
del Plasma, se enlazan en estados excitados del ion, 
eventualmente decaen a un nivel inferior, emitiendo un 
segundo fotón, a este último fenómeno se le conoce como 
Recomblnaclón Dlelectrónlca. 
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II. b. 2 RECOHBINACION DIELl:JJLEC!RONI CA 

La recombinación dlelectr6nlca eslá i !ntlmamente ligada a 
los procesos de excl taclón por lmpaclo e:s electrónico, y en este 
caso (en que un haz monoenergétlco de ll iones rápidos cruza a 
través del Plasma) se produce una gran c;o canlldad de electrones 
secundarlos, que junto con los lonen1nes rápidos, podr!an 
impactar a los iones termales del ll Plasma, provocando 
emisiones por excitación y por reco1blna1.enacl6n electrónica. 

Por lo tanto, estos procesos pueden [ n presentarse de manera 
simultánea. As! que, el número tola! t!i de fotones que pueden 
emitirse por la desexltacl6n que sigo se a la excitación por 
impacto electr6nlco, en un volumen delcm.ermlnado , serla igual 
al número de combinaciones de los es posl bles impactos, 
multlpl lcados por la probabll ldad de octuJ:::urrencl.a.. es decl.r 

donde 

(71] 

FIE 

FIE NeN~C91 l¡¡l 

es el número total de foto'otoncs inducidos 
por l mpacto e 1 ectrónlco oc 

cc.11.32 

Ne es el número de eleclron•ílones en el volumen 
de interés 

N""l es e 1 número de átomos • 1 • veces ion! zados 
que están en su estado l:d base 

C91 es el coeficiente de prolrobablllda.d de 
excl taclón por l.mpaclo db de electrones 

Y de manera similar se define el nWnÚJl\ero total de fotones 
posibles de ser emitidos en un clerlovcovvolwncn. por el proceso 
de recomblnacl6n dlelectr6nlca (FoR!), 

donde No 

Nm+l,9 

C9Jd 

ce. II.33 

es el número de eleclnJtrones en el volumen de 
Interés 

es el número de átomos e•s m+! veces Ionizados, 
que están en su esladob1do base. 

es el coeficiente de M recombl. nación 
die lectr6nl ca. 

El coeficiente C9Jd representa la paq probabl l idad de que un 
ion, m+l veces ionizado, capture \!JI eleslleclrón, en el estado J 
y se desexclte al estado base. De ianc11snera que el número total 
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de fotones emitidos por recombinación y desexcitación, lo 
podemos expresar como:[71} 

NmJ E AJk = NoN•J C11J + NeNa+1,9C9jd 11.34 
k<J 

Este tipo de emisión a provocado interés ya que puede 
aportar información acerca de los estados de Ionización del 
medio que se observa, a manera de ejemplo, mostramos la 
expresión que Pottasch [60) encuentra para calcular la 
porción de la intensidad luminosa del sol que corresponde a 
las emisiones de éste tipo: 

donde 
lo = 

\ol1 J 

AIJ 

dh 

I = I o \ol1 J J NaJ AJ 1 dh 

-1 !.744Xl0 (para la Intensidad solar observada 
desde la Tierra) 

es la diferencia de energ!as entre el nivel 
i y el nivel J en eV 

11.35 

es la probabilidad de transición del nivel 1 

al J en unidades de frecuencia ( !/seg ). 
es la fracción del volumen productor o la 
altura, según las unidades de densidad NaJ 

Con esta formulación, es perfectamente posible conocer la 
Intensidad de la emisión en cada una de las longitudes de 
onda, o bien la emisión total, conociendo tan sólo los 
coeficientes de recombinación y excitación de Impacto 
electrónico. Estos coeficientes se calculan mediante la 
relación propuesta por Regemorter [64) (para excitación por 
Impacto electrónico) y por Burgess [12) (para recombinación 
dlelectrónlca). 

En el caso de excitación el coeficiente C111 se obtiene en 
dos rangos de validez, uno cuando n - 1 6 n - 2 y en el caso 
de que n = 1 6 n = 2. {71) 

En el primer caso, es decir, cuando n - l, 2 el 
coeficiente es: 

11.36 
donde fgl es la fuerza de oscilador para la excitación, 

del nivel base al nivel i 
k es la constante de Boltzman 
T es la temperatura del Plasma 
g es el factor de Gaunt (~ 0.2) [71) 
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A~l es la diferencia de energla entre los estados 
9 (base) y el 1 (excitado) 

En los casos en que n = 1 ó n = 2 Mewe et al [43, 44] 
propone la siguiente expresión para este coeficiente: 

donde y 
119 
Z<¡1 

O(y) 

II.37 

AE<¡1/ltT 
es el peso estadlstlco del nivel base 
es la carga efectiva ( Z-a1 l donde a1 es el 
número d~ electrones del Ion en el estado 1 
A+(By-Cy +D/+ E)f' (y) + (C+D)y - Dy2 

t 

aqul f' (y) = ln(y+l /y) - ~0.36+0.03(y+O.Ollª} (y+ll-2 

con a = 0.5 (si y~ 1) ó -0.5 (si y < 1). Los valores de A, 
B, C, D y E se dan en la tabla II.1. 

Los coeficientes de recombinación dlelectrónlca [12] son: 

donde Q 

A(x) 
B(Q) 
AE<¡1 

T 
fgl 

= m+l, es la carga del Ion m veces Ionizado 

= ?¡:0~~0~;~~:~~~~2fº~: :~1~t~~~6(Z+ll 
= Q 12 CQ+1) (Q +13. 4)- 12 

es la diferencia energética entre el nivel 
g y el 1 en eV. 
es la temperatura del Plasma 
es Ja fuerza de oscilador para la 
excitación de g a l. 

Asi queda totalmente determinada la cantidad de radiación 
emitida por este proceso, con lo que concluimos el presente 
capitulo. El siguiente capitulo trata sobre la emisión 
fotónica que producen los Iones rápidos por si mismos, al 
cruzar un Plasma. 
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TABLA 11.1 

Parámetros para la excitación de iones tlpo hello e hl.drogenoides, 
para los casos en que n = 1, n = 2. 

01 es el valor de O en la 3energl.a umbral; Wlt es el peso estadl.stlco 
del nl.vel 2 l'k , es decir Wlt = 5, 3, 1. 

Transición A B e D E 01 

ls2 150 - ls2p 1P1 0.5501 o o o. 22501 4.44(1- \~3 ) 1. 55 -
3.9/Z --

ls2 150 - ls2s 351 o o 0.6 
-o. 2 t 
-o. 17 o 0.2 

--
1s2 150 - 1s2p 3Pk o 02~ 01 Wk o ~(1.5- 2 ) 

9 2-9 Z-1 
--- --

ls 251/2 - 2p2P112 1. 2* o 2 o 4.44 3.2* 
3/2 

t Este valor se usa cuando Z = 6. 
i Este valor incluye el efecto de resonancia, cerca del umbral 

J. Quant. Spectrosc. Radlat. Transfer Vol.26,pp 137,1981 [71) 



CAPITULO 111 

EMISION FOTONICA POR CAPTURA ELECTRONICA DE PARTICULAS 

CARGADAS, DURANTE SU PROCESO DE ACELERACION 

INTRODUCCION 

En los capi tul os anteriores, se obtuvieron las emisiones 
de un Plasma en diversas condiciones fisicas, una de las mé.s 
Interesantes es cuando el Plasma contiene partlculas rápidas 
en su Interior. A causa de las particulas rápidas, el Plasma 
puede modificar sus caracteristlcas espectroscópicas, pero, 
las particulas rápidas (que en lo sucesivo las llamaremos 
proyectiles), por estar cargadas, lnteractuan de manera 
electromagnética con el medio, y son susceptibles de perder o 
ganar electrones a su paso a través del Plasma (a cuyos 
átomos, Iones y electrones, llamaremos blanco). 

Al efectuarse este Intercambio de carga, los proyectiles 
pueden emitir o absorber fotones. SI el proceso que ocurre 
es el de pérdida de electrones de los proyectiles, se debe a 
que el proyectil recibió energia del medio, ya sea por 
colisiones o por absorción de fotones. Pero en el caso en 
que los proyectiles capturan electrones a su paso, entonces 
ocurrirá una emisión fotónica, análoga a lo que llamamos 
recombinación electrónica, con la diferencia de que, en la 
recombinación, los átomos del Plasma (o el medio), son los 
que eml ten al capturar electrones. En este caso, son los 
proyectiles que existen en el Plasma, y que se están 
acelerando, los que capturan electrones, y al hacerlo emiten 
fotones. 

El problema muestra algunas complicaciones adicionales con 
respecto a los casos que, en los capitulas anteriores, 
llamamos de recombinación, como por ejemplo: el hecho de que 
los proyectiles están acelerándose y modificando su carga a 
medida de que atraviesan el material. 

La diferencia fundamental es que en el presente cap! tul o 
se estudian las emisiones de los proyectiles al atravesar un 
medio, y en Jos capitules anteriores se estudiaron las 
emisiones del medio, (constituido por part1culas termales) 
que en un momento dado se ve afectado por los proyectiles que 
lo cruzan, y hace que tengan una distribución de velocidades 
distinta a la del medio. 

Esto modifica la energia de los fotones que se emiten y la 
pro babi lldad de capturar a los electrones del medio, que 
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ahora "pasan" más rápido alrededor del proyectil. 
Una vez que se ha logrado integrar a todos estos efectos, 

y calcular la emisión por captura electrónica de los 
proyectiles, podemos efectuar el proceso inverso, es decir, a 
partlr de un espectro de emisión, inducir todas las 
caracteristicas necesarias para poder producir una emisión 
semejante, tanto de los proyectiles como del medio. 

Esta pos! bi lidad convierte a este estudio en un método 
poderoso, para sondear las caracteristicas de los Plasmas (en 
que se esten acelerando partlculas), ya que lo único que se 
necesita es observar a distancia la emisión fotónica de estos 
Plasmas y, en base a la forma espectral, deducir las 
condiciones flsicas dentro del Plasma. Estas caracterlsticas 
lo hacen el método ideal para estudios astroflsicos, aunque 
también puede ser de gran utilidad en el laboratorio, para 
hacer diagóstlco en experimentos en que esté teniendo lugar 
una aceleración de partlculas. 
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I 11 • a SECCIONES EFICACES DE I lfl'ERCAMBI O DE CARGA 
PARA LOS PROYECI'ILES 

La ecuación fundamental que describe el proceso de captura 
electrónica (con la emisión de un fotón), es la misma que en 
el caso de recombinación ( oc. I.53 oc.11.12 ) 

1/2 mv2 
+ Xno> = hv 111.1 

donde 1/2 mv2 es la energia del electrón libre, en su órbita 
hiperbólica; xn~ es el potencial de ionización de un electrón 
ligado, en la órbita n ; y hv es la energia del fotón que se 
emite como consecuencia de la captura de un electrón. 

El número de capturas (por unidad de volumen, por unidad 
de tiempo) correspondientes a proyectiles con velocidad v, en 
semejanza a la ec. r.s' (en unidades c. g. s.) es: 

Nao n 

donde Ne 
01.n 

N1f(v) 

NeN1f(v)v01.n(v)(l/s•cm3
) 

es la densidad de electrones blanco (cm-3
) 

es la sección eficaz de captura electrónica 

111.2 

a un nivel n (dependiente de la velocidad dei 
proyectil) (cm l 

es el espectro de velocidades de los proyectiles 
(cm-3 

ya que f(v) es adimensional) 

Se puede apreciar que, para obtener el número de capturas 
y por tanto el número de fotones o intensidad de emisión, es 
necesario conocer la sección eficaz de captura electrónica 
(que en esta ocasión depende de las caracteristlcas del 
proyectil y no se puede obtener empleando las caracteristicas 
de equilibrio térmico del medio, como se hace en el capitulo 
anterior). 

La probabilidad de captura electrónica puede visualizarse 
con el sencillo ejemplo del radio al que se enlaza un 
electrón capturado por un ion (figura III. 1). 

Un electrón con velocidad v (relativa al ion), que 
colisiona tangenclalmente con un lon (la colisión frontal es 
poco probable), éste queda atrapado por el ion si pasa a una 
distancia tal que la fuerza de atracción (fuerza 
electrostática Fe) es igual, en magnitud, a la fuerza virtual 
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de escape, que siente el electrón ("fuerza" centrifuga Fe), 
es decir, 

oc, III.3 

jFej = jFcj, y como jFoj = eq/ r
2 

entonces, como si r = re oc. III.4 

entonces re = eq/ mov2 oc,llI.S 

este radio representa a toda una área transversal (parámetro 
de impacto) alrededor del ion, en la que si pasa un electrón, 
éste es capturado por el ion, a excepción de cuando pase a 
una distancia del Ion mayor que re. 

Mediante este sencillo ejemplo podemos observar que, si la 
velocidad relativa entre el ion y el electrón aumenta, el 
área (o la probabilidad de captura) se reduce, y asi 
entonces, para un par ion-electrón con velocidad relativa 
elevada, el electrón necesita pasar muy cerca del ion para 
que éste lo capture, lo cual se traduce en una menor 
probabilidad de captura a medida que la velocidad relativa 
aumenta. 

Ahora bien, a los proyect! les sujetos a aceleración, los 
consideraremos con un vector de velocidad Vp, y a los 
electrones que provienen del medio, les asignaremos la 
velocidad más probable (la velocidad termal del medio vt) que 
denotaremos con el vector Vl e introducimos el concepto de 
velocidad relativa VR, donde 

VR Vp + Vl ec.III,B 

que, de aqul en adelante, representará a la velocidad 
relativa entre el Ion y el electrón. 

Las secciones eficaces que se encuentran en la literatura 
dependen, entre otras cosas, de la velocidad de las 
particulas incidentes respecto a un medio que se supone en 
reposo y con temperatura cero. [6, 7, 8, 48) 

(véase Tabla 111.1) 
En el presente trabajo empezaremos por introducir la 

dependencia de estas secciones eficaces, con respecto a la 
temperatura, mediante la velocidad relativa entre los 
proyectiles y los blancos. 

Las secciones eficaces de captura dependen, además, dei 
número atómico, de la carga y masa de los proyectiles, Z, q 
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y mp , respectivamente, y ~el número atómico, de la carga y 
masa de los blancos, ZK, qK y mb. Los blancos regularmente 
tienen un estado de carga que es el mayoritario, determinado 
directamente por la temperatura (véase Tabla III.2). 

Para los proy~ctlles la situación es diferente, ya que la 
carga efectiva q (v) depende de las interacciones que tengan 
con el medio en que se encuentran, que a su vez dependen de 
la velocidad de los proyectl les. Este tipo de interacciones 
pueden llevar a los proyectl les a intercambiar carga con su 
medio, por lo que se hace necesario conocer si se establece o 
no el proceso de captura (además de las secciones eficaces), 
a una determinada velocidad vp de los proyectiles en un medio 
con temperatura y composición conocidas. 

Nuevamente aqu1 se hace necesario distinguir a un medio de 
baja temperatura, de uno de temperatura elevada, ya que si 
tenemos un gas Inicialmente neutro, con temperatura baja, al 
subir la temperatura de éste, los componentes del gas se 
ionizarán y, en el caso de que el medio sea hidrógeno, los 
electrones disponibles aumentarán su velocidad de manera 
drástica al liberarse de los núcleos del hidrógeno, los 
cuales se trasladan mucho mé.s despacio. Esto se debe a que la 
energ1a termal moviliza a una masa muy pequefia, en el caso de 
los electrones. Todos estos factores que afectan a la 
probabilidad de capturar un electrón, se tienen que tomar en 
cuenta para elaborar una buena simulación del proceso. 

Para Incluir esta serle de efectos sobre los proyectiles, 
se tomaron las secciones eficaces conocidas (algunas de las 
cuales aún no están corroboradas experimentalmente), y se 
trató de Introducir en el las los factores que las afectan, 
respetando su forma funcional. 

Cuando la velocidad relativa vR es baja, el radio de 
captura es grande y, entonces los electrones tienen una 
elevada probabilidad de quedar atrapados lejos del núcleo del 
proyectil, en donde los niveles cuánticos de energ!a están 
muy próximos entre si, es decir, están altamente degenerados. 

Esto aumenta la probabilidad de que, a bajas velocidades, 
la captura se lleve a cabo en estados cuánticos permitidos, 
por lo que el fotón emitido en el proceso, tiene una energ1a 
estrictamente igual al cambio entre su energ1a Inicial y la 
que se calcula a esa distancia del núcleo E(rcl. A ese tipo 
de captura se le da el nombre especial de Captura 
Coulomblana. 

En el caso en que el electrón que se captura tenga una 
velocidad relativa elevada su radio de captura es corto, lo 
cual lmpl lea que al quedar atrapado, está muy próximo al 
núcleo del proyectil que lo captura, en donde los niveles 
cuánticos están bastante separados y es muy probable que la 
distancia a la que se Igualan las fuerzas Fe y Fe, 
corresponda a una órbl ta prohibida, por lo que el electrón 
tendrá que "caer" en la órbita Inmediata Inferior (de menor 
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TABLA III.1 
SECCIONES EFICACES DE PERDIDA Y CAPTURA ELECTRONICA 

MEDIO ATÓMICO 

PROYECTILES: Protones, Iones hldrogenoldes 

Secciones eficaces para protones 

Captura 

<reel = 'lf<ID 2z5z~5 (2vo/v) 12
( 1+4Z~2vo2 ;v2

)-
4 

Pérdida 

<rpcl = 4na,,2z113Zt2 (vo/v) 3 

<rpc2 = na,, 2z-513zV3 
( v /vo) 2 

para toda v 

si V > Vo 

si v :S Vo 

Secciones eficaces para proyectiles hldrogenoldes. 

Captura 

n<ID2z2(v/2vo) 3ZtZ~5(2vo/v) 12 (1+4Z~2vo2/v2 )-4 
O"cc2 

O'"cc1 

Pérdida 

<rpc2 

<rpcl 

si v < Zvo 

si V i!: Zvo 

si V :S Ve 

si v > Ve 

<ree2(Ve) O"pcl (Ve) donde Ve 

PROYECTILES: Iones multlcargados 

Seccclones eficaces para proyectiles multlcargados 

Captura 

[48] 

[8] 

[7] 

[48) 



O'cc3 

continúa Tabla III.l 

Pérdida 

CTpC3 nao2q-3Z4;3Z~3(v/vo)2 

4nao2q113Zt2(vo/v) 3 

CTpC3(VI) = CTpC4(V!) donde VI 

para toda v [54) 

sl V :S VI 

Si V > VI 

l. 32q213z-0
• 

26vo 

[7] 

[7] 

Nota: cree! y cree3 se sustituyen por crerl sl la energ1a clnétlca de 
los proyectiles es mayor a 9 HeV/nucleón, (la fórmula se encuentra en 
la sección de Plasma). 

PLASMA 

PROYECTILES: Protones, lenes hldrogenoldes 

Secciones eficaces para Protones 

Captura 

<rcrl = 6.15ao2q4(vo/c)3(vo/v) 2(v2+q2vo/vo2)-1 sl v < 3Zvo [6) 

<rcr 9.1X10-21Z4vo4(v2+Z2vo2
)-

2(Z2vo2/v2
) • 

• exp(-(4Zvo/v)arctg(v/Zvo)) (1-exp(-2nvo/v)J-1 

Pérdida 

CTpC2(V2) donde V2 

v 2': 3Zvo [6] 

sl V < V2 

sl V 2': V2 

1. 32Z0
'
4vo 

Secciones eficaces para proyectiles hldrogenoldes 

Captura 

O'cr1 sl v :s ve 



O"er 
0.039Zº'lf¡\v: 

> Ve 
O"erl (ve) crpc2(ve) en Ve = 

contln(Ja Tabla III.1 

Pérdida 

O"pc2 si V :S Ve 
O"pc1 si V > Ve 

Ve o. 39Z0
'
91 vo 

PROYECTILES: Iones multicargados 

Secciones eficaces para proyectile multicargados 

Captura 

o-¡rl si V < 3qvo 
O"er si V i!: 3qvo 
• denota que en la fórmula se reemplaza a Z por q 

Pérdida 

O"pc3 
O"pc4 
O"pc3( VI) O")>c4 (VI) donde VI 

si V < VI 
si V > VI 

1. 32q2/3z-0 • 26vo 

Nota : Vo es la velocidad de Bohr ; ao el radio de Bohr; c la 
velocidad de la Luz en el vacio ; Z el número atómico de los 
proyect lles ; Zt i¡s el número atómico del medio con que interactúan 
los proyectiles; Zt es la carga efectiva del medio con que interactúan 
los proyectiles; q es la carga efectiva de los proyectiles y v es la 
velocidad relativa de los proyectiles. 



TABLA 111.2 
ESTADO DE CARGA MAYORITARIO 

DE ALGUNOS ELEMENTOS Vs. LA TEKPERATURA 

z 2 6 7 8 10 11 12 13 14 16 20 26 
T (°K) 
SE3 o o o o o o o o 1 1 o o o 
6.3E3 o o o o o o 1 o 1 1 o 1 o 
8E3 o o o o o o 1 1 1 1 o 1 . L 
1E4 o o o o o o 1 1 1 1 o 1 1 
1. 2SE4 o o 1 1 o o 1 1 1 1 . 1 1 1 
1. 6E4 o o 1 1 o o 1 1 1 '. 2 1 ·, 2 1 
2E4 1 o 1 1 1 o 1 2 1 2 1 2 1 
2.SE4 1 o 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 
3.1E4 1 1 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 
4E4 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 3 
SE4 1 1 2 2 2 2 1 2 3 3 3 2 3 
6.3E4 1 1 2 3 2 2 2 2 3 3 4 2 3 
8E4 1 1 3 3 3 2 2 2 3 4 4 3 4 
1ES 1 2 3 3 3 3 3 2 3 4 4 4 4 
1. 2SES 1 2 4 4 4 3 3 3 3 4 s s s 
1. SES 1 2 4 4 4 4 4 4 3 4 s s 6 
2ES 1 2 4 s s s 4 4 4 4 6 6 6 
2.SES 1 2 4 s s s s s 5 4 6 7 7 
3.2ES 1 2 4 s 6 6 6 6 6 s 6 B B 
4ES 1 2 4 s 6 7 7 6 6 6 6 9 B 
SES 1 2 4 s 6 7 7 7 7 7 7 10 B 
6.3ES 1 2 4 s 6 8 B 8 B 8 B 10 B 
SES 1 2 s s 6 s s 9 9 9 9 10 9 
1E6 1 2 5 s 6 s 9 9 10 10 10 10 9 
1. 2SE6 1 2 6 6 6 s 9 10 10 11 11 10 10 
1.6E6 1 2 6 6 6 s 9 10 11 11 1 •• " 12 11 
2E6 1 2 6 7 6 8 9 10 11 12 13 13 12 
2.5E6 1 2 6 7 7 s 9 10 11 12 13 14 13 
3.2E6 1 2 6 7 7 s 9 10 11 12 14 16 16 
4E6 1 2 6 7 8 9 9 10 11 12 14 17 16 
SES 1 2 6 7 s 10 10 10 11 12 14 17 16 
6.3E6 1 2 6 7 s 10 10 11 11 12 14 IS 16 
SES 1 2 6 7 s !O 11 11 12 12 14 1S 16 
1E7 1 2 6 7 s 10 11 11 12 13 14 1S 16 
1. 2SE7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 13 14 IS 16 
1.6E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 15 IS 19 
2E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 15 1S 21 
2.SE7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 lS 22 
3.2E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 22 
4E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 24 
5E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 24 
6.3E7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 24 
SE7 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 2S 
!ES 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 25 
1. 2SES 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 26 
1. 6ES 1 2 6 7 s !O 11 12 13 14 16 19 26 
2E8 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 26 
2.SES 1 2 6 7 s 10 11 12 13 14 16 19 26 

LA TEMPERATURA ESTA DADA EN GRADOS KELVIN, SE EXPRESA EN 
NOTACION CIENTIFICA (En s !On) , 

Z ES EL NUMERO ATOMICO DE LOS ELEMENTOS, Y EN EL INTERIOR 
SE MUESTRAN LOS VALORES DE LA CARGA EFECTIVA EN UNIDADES 
FUNDAMENTALES DE CARGA (-e). 



energ1al, y se produce un fotón con una energ!a adicional, 
desde el punto de vista de la que le corresponderla 
estrictamente si se enlazara a la distancia en que las 
fuerzas Fo y Fe se Igualan (rel. Esto se puede expresar 
matemáticamente como sigue: (de la oe.111.t) 

oe.llI.7 
h11 = 1/2 movn2 

- E(rrl 

con rr < re y E(rr) < E(re) 

donde E(rr) 

E(re) 

rr 

re 

es la energ1a del electrón en la órbita 
estable de radio rr 
es la energ!a del electrón a la distancia 
del núcleo re 
es el radio de la órbita estable Inmediata 
Inferior al radio de captura. 
es la distancia al núcleo en que Fo = Fe 

a este tipo de captura le llamaremos 
Resumiendo, el caso en que re 

Coulomblana, y calculando la órbita 
rn = rr tenemos que : 

Captura.Radlatlva. 
= rr se llama Captura 
n de radio rn tal que 

E(re) -xn ., = E(rr) oe.111.B 

donde rn es el radio de la órbita con número cuántico n 

En el caso radlatlvo rr•re y, entonces, en base a las 
ecuaciones 111.1 , 111.7 tenemos que: 

E(rr) -xr ., oe.111.9 

con rr < re 

donde xr co denota el potencial de Ionización de la órbl ta 
correspondiente al radio rr. 

Aqu1 se presentarán las secciones ef lcaces que predominan 
en cada uno de los anteriores procesos (captura coulomblana y 
radlativa). Las secciones eficaces de captura coulomb!ana se 

46 



denotarán como <rcc y las que son válidas para la captura 
radlatlva se denotarán como <rcr. 

A energias c~nétlcas de 1/2meVR2 :s 9 MeV/nuc. predomina la 
O'cc; y a 112moVR i:: 9 MeV/nuc predomina O'cr (véase l"!g, 11 I. 2) 

De acuerdo con 1 a oc .11 r. e se puede obser"'-'ar que 1 a 
captura coulomblana en los Plasmas (T >> O) es un proceso 
raro y en ocasiones Inexistente, ya que la velo=ldad termal 
hace que la velocidad relativa sea enorme. 

En nuestro caso, los proyectl les lnlclalmente tienen una 
carga QL, que es la carga correspondiente a los eUe:rnentos que 
constituyen a los proyectlles (a la temperatursa local del 
Plasma), al !nielo de la aceleración (33) . Ahc-ra, sl este 
proyect 11 empieza a ganar energla del medio, está en la 
posibilidad de Intercambiar carga con su alre-dedor. Se 
supone que los proyectiles no sólo se mueven, slrmo que están 
sujetos a un proceso de aceleración (slmll;;;:;ar al que 
probablemente origina a los Rayos Cósmicos), 

La carga del proyectl 1 evo! uc!ona al lnterac-cl.onar éste 
con su alrededor. Las variaciones de la carga_ se pueden 
describir por una ecuación semlempirica que las representa 
bastante bien, según experimentos efectuados [53] y es: 

donde (3 = Vp/C 
~ = exp [-130(kT/mc2

)) 
k es la constante de Boltzman 
m es la masa de los blancos 
Z • es la carga nuclear del proyectll 
qv es la variación funcional de la carg=a 

IIl.10 

Esta ecuación nos describe únicamente la form=a funcional 
en que evoluciona la carga c;\esde O hasta Z. Para el presente 
caso tenemos que la carga q empieza en un valor QL, asi que 
haremos una parametrlzaclón para expresar Ja evol~cl6n de la 
carga y la ! levaremos desde un valor QL, hasta Z , siguiendo 
la evolución de acuerdo con la ec. 11 1. 10, esta 
parametrlzac!ón es una recta, lo que nos corod'l!ce a la 
siguiente expresión de carga efectiva (53) 

III.11 

q• = [ (Z - QL)(q •_ q • )/ (Z - q • )) + t::QL 
V vlh vth 
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• donde qvlh es la carga efectiva de los Iones acelerados 

cuando están a velocidad termal (ec.III.10) véase flg. III.3. 
De esta manera, asignamos una,carga QL a un Ion que tiene 

velocidad termal, es decir, qv (IJterMI) ~ QL , y termina 

aslntótlcamente hacia Z, de Igual manera que como lo describe 
la ec. 111.10. 

Con esto tenemos una buena forma de calcular la evolución 
de la carga de un proyectil que atraviesa un medio, mientras 
es acelerado a partir de su energia termal local, as1 que 
procederemos a evaluar las secciones eficaces. 

Para introducir el efecto de la Temperatura en las 
ecuaciones, tomamos en cuenta que a bajas temperaturas (para 
gases atómicos), los electrones están atados a sus núcleos, y 
un proyectil al tratar de arrancar un electrón de los átomos 
del medio, "sentirá" que esta atadura disminuye con la 
temperatura, hasta que finalmente los electrones se liberen, 
cuando T 2': Tlonlzoclon. 

De acuerdo a algunos autores (3,54] podemos escribir el 
potencial atractivo como un producto de funciones 

UrOTAL lJc t/J (T) III.12 

donde Uc es el potencial coulombiano y 

t/J(T) 1 - exp (1 - T1/T) II 1.13 

es una función moduladora del potencial, que depende de la 
temperatura; de manera que, a temperaturas bajas, el electrón 
siente (básicamente), sólo la atracción coulomblana del 
núcleo, y ésta desaparece abruptamente para temperaturas 
cercanas a TI (la temperatura de Ionización). 

Para tomar en cuenta este efecto, dividimos nuestras 
secciones eficaces (para gases atómicos ,T=O) entre la forma 
funcional de decaimiento del potencial, ya que al disminuir 
la ligadura de los electrones, es mucho más fácil capturar\~s 
(55]. Se tomó una temperatura de Ionización T1=2.5X10 K 
que es la que corresponde a la temperatura de ionización 
mayoritaria, para un medio de hidrógeno. 

A temperaturas T > TI las secciones eficaces sufren una 
drástica disminución a causa de que los electrones se liberan 
de sus núcleos y la velocidad termal de los blancos, vt, 
aumenta drásticamente (vt = v'3kT/m ) . 

En la figura III.4 se ilustra la apariencia de la sección 
eficaz de captura, en todos los rangos de temperatura Y 
energia. Se muestran también los resultados para T :s T1 en 
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que se hizo la siguiente aproximación: 

cree/l/J(T) con T1 = 2.5 X 104 ºK donde 1/2mvn2< 9MeV 

y CTer/l/¡(T) para cuando 1/2 mvn2 ~ 9MeV 

y, en las reglones restantes, (T > Ti) la figura III.4 
presenta los resultados de crer que, suponemos, domina en esas 
reglones. 

El cruce entre cree y crcr , se indica con una l 1nea sólida 
(caso en que cree = crcr) . Para 1 as secc 1 ones ef 1 caces de 
pérdida crpc (que también se 11 ustran), introducimos también 
el concepto de velocidad relatl va vn, la cual reemplaza a la 
velocidad del proyectil, Vp, y calculamos las secciones para 
cualquier rango de temperatura (figura III.5). 

Para medio atómico se emplearon las secciones eficaces 
convencionales, Independientes de la temperatura. (48] 

Al introducir los efectos de la temperatura en las 
secciones eficaces, esperamos tener una visión más real lsta 
de la transferencia de carga, durante un proceso de 
aceleración de un proyectil, que está Inmerso en un medio de 
temperatura finita. 

Ya que se ha tenido cuidado de poner como condición a la 
frontera, el que todas las modificaciones tiendan a la forma 
original de las fórmulas no modificadas, (es decir que se 
reduzcan a éstas) en el rango en que éstas se derivaron, se 
puede decir, con absoluta confianza, que no se han modificado 
las secciones ya conocidas. Con las modificaciones aqu1 
propuestas, se tiene una herramienta adicional para evaluar 
los sucesos que ocurren en otros rangos de temperatura. 

Una vez conocidas las secciones eficaces que van a 
emplearse, el siguiente paso es conocer la evolución de carga 
de los proyectiles, (si pierden o ganan electrones) en base a 
estas secciones. Para tal fin, se proponen aqui algunos 
criterios de evaluación, para saber que proceso es el que 
tiene mayor probabilidad de ocurrencia. 
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111.b DELlMITACION DE LAS CONDICIONES PARA EL 
ESTABLECIMIENTO DE Ilil"EJICAMBIO 

DE CARGA 

Cuando los proyectiles se empiezan a acelerar y están 
Inmersos dentro de un medio gaseoso (por ejemplo en un 
Plasma, como ocurre en la mayoria de los escenarios 
astrof1sicos), los proyectiles empiezan a Interaccionar con 
la materia circundante. 

Dependiendo de la densidad, carga y temperatura del medio, 
la Interacción entre el medio y el proyectil, es más o menos 
Intensa. Al Interaccionar el proyectil con el medio, existe 
un Intercambio de energ1a, lo cual, puede provocar una 
Ionización del proyectil (pérdida electrónica), o bien puede 
provocar la captura de un electrón del medio (captura 
electrónica). 

Estos procesos dependen tanto del camino libre medio de 
las particulas, como de las caracterist!cas del medio y del 
proyectil (por ejemplo de su carga, masa y velocidad). Pero 
al establecerse el Intercambio de carga en el proyectil, ésto 
puede afectar la ganancia de energ!a del proyectil, s! es que 
se está acelerando mediante algún mecanismo electromagnético 
(que son los más comunes). Tal cambio en la ganancia de 
energ1a afectar1a, a su vez, a los procesos por efectuarse, 
lo cual !mpl !ca que puede haber una retroal !mentación en 
estos procesos. 

Puesto que es posible que exista una retroalimentación 
entre las causas del Intercambio de carga y el Intercambio 
mismo, es necesario evaluar la Importancia entre el camino 
libre medio para Intercambio de carga del proyectil (pérdida 
y/o captura de electrones) y el paso caracter1st!co de 
acelerac Ión. 

Por s!mpl!c!dad consideraremos únicamente dos mecanismos 
de ace leraclón en nuestro anál !sis, a saber: aceleración 
estocástica (mecanismo Fermil y aceleraciones por variaciones 
periódicas de campos magnéticos (mecanismo Betatrón), cuyas 
ganancias de energia cinética se pueden expresar como: 

dE/dt 11 1/2 a = a (2µc2) 112 
r 

(en el caso de aceleración Ferml) y 

dE/dt = aE11 11 = 1 
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(en el caso de aceleración Betatrón) 

donde a, es la eficiencia hidromagnética de aceleración 

del mecanismo Fermi 
ab es la eficiencia hidromagnética de aceleración 

del mecanismo Betatrón 

Dado que la aceleración se inicia a energias termales, a 
energias elevadas la captura electrónica es insignificante en 
relación a la pérdida electrónica, como se puede inferir 
fácilmente de las secciones eficaces (véase flg III.4,5), por 
lo tanto en nuestro caso (de captura), estamos en el dominio 
no-relativista en donde el proceso de captura electrónica es 
el dominante. 

Para rangos no relativistas en la velocidad tenemos que: 

IIl.16 

donde µ es la unidad de masa atómica, A es el número de masa 
atómica, Vp la velocidad del proyectil, y con estos elementos 
se deducen criterios que nos permitirán decir cuales procesos 
se establecen en el proyecti 1, a su paso a través de un 
medio. 

Empleando la regla de la cadena, tenemos que: 

d/dt V (d/dx) ya que v dx/dt Ill.17 

y sustituyendo 111.u en 111.11 tenemos que: 

dxdE_ 2 11 
dt dx - a (µAvp / 2 ) 

entonces 

dE/dx a (µA/2)~ v211-l 'n 211-1 dE =a (µA/2)''v dx 

pero como 
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E = µAv2/2 .. dE = µAvdv 

entonces 

µAvdv = a (µA/2)~ v2~-l dx 

entonces 

µAv 1 -2~+l dv = a(µA/2)~ dx 

.. 
III.18 

Definamos ahora la velocidad de cruce ve como la velocidad 
en que 

crcaplura O"perdtda 

y, a continuación, Integramos la ef!c!encia de aceleración 
(ee.111.10) para el rango de velocidad en que 

V :S Ve 

que es el rango de velocidades en que domina la captura. 
Ahora definamos a L = (x-xol como la distancia en a que el 
proyectil alcanza la velocidad ve, e Integrando la ec. IIl.18 
a lo largo de L, podemos obtener una expresión para la 
eficiencia de aceleración en función de la velocidad a(v, ). 

Introducimos ahora una condición para que se establezca el 
Intercambio de carga (en este caso, la mayor parte es 
captura) en base al camino libre medio y la distancia L, que 
es: 

;l. 1/N(Zt)o- < L 111.19 

y l < L 

donde ;l. es el camino Ubre medio para el intercambio de 
carga, L es la long! tud de materia atravesada, l es el paso 
caracterlst!co de aceleración (dado por el mecanismo), N(Zt) 
es la densidad numérica del medio con que Interacciona el 
proyectil y o- es Ja correspondiente sección eficaz (de 
pérdida crp o captura O"c) • 
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Cuando la longitud de materia atravesada, L, es mayor que 
el camino libre medio (~), llegamos a la siguiente condición 
para captura. 

111.20 

y para pérdida 

a < 2(v3-2~ - vc3-2~ ) N(Zt) crp (µ/2) 1-~ / (3-2~) 

II !. 21 

donde a es la eficiencia de aceleración. 
Esto nos define un rango en la eficiencia de aceleración 

en donde sea posible la captura (v~vc) o la pérdida (v~vc). 
Sin embargo, a causa de las colisiones lnelásticas de los 

proyectiles con el medio, tenemos también una eficiencia de 
deceleración. 

Por supuesto, para que el mecanismo de aceleración sea 
efectivo y produzca part1culas supratermales, se debe 
satisfacer la siguiente condición: 

111. 22 

donde ac es el valor critico de la eficiencia de aceleración, 
definido cuando las tasas de aceleración y deceleración son 
Iguales. Es decir, es el valor que necesita superar nuestro 
mecanismo, para ser efectivo. A esta eficiencia se le 
denomina Alfa Critica. [25) 

La Alfa critica en un medio de hidrógeno atómico, en el 
caso en que las partlculas se aceleran por un mecanismo 
Ferml, se puede expresar como: [52) 

j ac j = 3. 38X10-
13

N(Ztlq
112 

/ A 11!.23 

y, en el caso de que el mecanismo de aceleración sea el 
Betatrón, esta eficiencia se expresa como: 

j ac j = 4.SXl0-9 N(Zt)q0
'
16 T -o. 27 A-º· 79 

111.24 
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En un medio compuesto por Plasma las respectivas 
ericiencias de deceleración son: 

para el caso Fermi 

1 ac 1 = 3. 89X10-7 N(Zt) 0 ' 98 ql. 92 T -o.oo A-o.ea 

III.25 

y para Betatrón 

1 ac 1 = O. 28 N(Zt) 0 ' 97 ql. 97 T -1.ts A-o.e? 

III.28 

En suma, los criterios de Intercambio de carga se pueden 
reducir a evaluar cuándo: 

1 « 1 
> 1 y ;\ < L 

1 «e 1 

para los casos de Interés, ya sea Plasma o medio atómico, en 
los casos de pérdida o de captura. 

En base a estas evaluaciones, se puede delimitar cuándo se 
establece el proceso de captura o el de pérdida o ambos a la 
vez. En los presentes cálculos se emplearon las siguientes 
expresiones para la evo! uclón de la carga, en los casos en 
que domina la pérdida o la captura, respectivamente: 

Para pérdida (53, 54) 

ec 111. 26 1 

Esta expresión descrlhe un proceso en que domina el 
proceso de pérdida de electrones, por lo que tiende más 
rápidamente a Z, que en el caso de equilibrio de carga 
(ec. III. 11). 

En el caso de que domine el proceso de captura, la 
expresión correspondiente muestra cómo la carga efectiva 
tiende a cero, ya que la particula se está cubriendo de 
electrones. 
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donde 

• qc QL exp [ -130(¡3-¡3th)º' 33 I .¡2/3 ) ec 111.28', 

v/c /3th = Vlh I c 

Ambas aproximaciones teóricas (q~ para la captura y q: 
para la pérdida) hay que corroborarlas con el experimento, 
ademé.s de que podrian mejorarse introduciendo en cada una de 
ellas una dependencia con la.S respectivas secciones eficaces. 
[53, 54] 
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In.e EVALUACION DE LA EKISION FOTONICA POR CAPTURA 
El.ECTRONICA DE LOS RAYOS COSKICOS SOLARES 

DURJJITE SU ACEl..ERACION 

A diferencia de los procesos de captura electrónica que se 
presentaron anteriormente, en donde considerabamos que las 
part 1culas que capturaban a los electrones eran las del 
medio, en este caso las particulas que capturan a los 
electrones serán los proyectiles que cruzan el medio y a su 
paso tienen la oportunidad de Intercambiar carga con el 
medio. 

Aqu1 se hace un análisis de las emisiones de proyectiles 
sujetos a una aceleración e Intercambio de carga con el 
medio, los cálculos que aqul se muestran son el resultado de 
una simulación numérica de un proceso de aceleración en 
condiciones similares a las existentes en la atmósfera solar 
(Corona Solar), en el que se presenta el fenómeno de emisión 
de fotones debido a la captura electrónica. 

El escenario fislco en que se desarrolla el fenómeno es el 
siguiente: 

En el Sol existe una gran cantidad de partlculas Ionizadas 
debido a la elevada temperatura. A tales temperaturas el 
medio es, comúnmente, un Plasma (véase Apéndice I). 

En este medio, las particulas cargadas de la atmósfera 
solar (Iones y electrones) están sujetas a los Intensos 
campos magnéticos que existen en el Sol, asl como a la 
Interacción electromagnética de su alrededor, ya que la 
atmósfera está consti tul da por particulas cargadas que se 
desplazan, generando campos electromagnéticos. 

Sabemos, porque as1 lo muestran los experimentos y 
observaciones de particulas, que en el Sol se llegan a 
producir Intensos mecanismos de aceleración, que aceleran a 
las part!culas del medio, desde energlas termales hasta 
cnergias muy elevadas, conocidas como supratermales. 

Para que esto sea posible, los mecanismos de aceleración 
deben ser más eficientes que los mecanismos deceleratlvos. 

La deceleración, en su mayor parte, es producto de las 
colisiones lnelástlcas que sufren los proyectiles en su 
trayectoria a través del medio, cuando se están acelerando. 

En el presente trabajo, tomaremos en cuenta sólo a tres de 
los mecanismos de aceleración más comunes y probables, bajo 
las condiciones solares en que se presume, se generan los 
Rayos Cósmicos Solares (SCR), y que son: El mecanismo Ferml, 
el Betatrón y los campos eléctricos estocásticos. 

El mecanismo Ferml, es un mecanismo de ganancia de energia 
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en que la aceleración es producto de las variaciones 
espaciales del campo magnético y afectan a la velocidad de la 
particula en su componente paralela al campo magnético. 

El mecanismo Betatrón se presenta cuando existen 
variaciones temporales de campo magnético y afectan a la 
componente transversal de la velocidad (respecto del campo 
magnético), la aceleración que producen los campos eléctricos 
estocásticos, es muy semejante a la aceleración de Ferml, 
sólo que la aceleración es producto de colisiones con campos 
eléctricos fluctuantes alrededor de un valor promedio. 

A causa de los mecanismos de aceleración del medio, 
algunas particulas cargadas (Iones y electrones) empiezan a 
ganar energ!a, las part!culas aceleradas (originalmente con 
energ!a termal) llegan a tener energ!as hasta de GeV's. (56] 
(véase Apéndice IV. Unidades). 

En general, las partlculas solares tienen una energ!a 
menor a lGeV, pero en ocasiones se encuentran hasta de una 
energ!a mayor, aunque éstas son las menos numerosas. 

Las part!culas que empiezan a ganar energ!a, Interactúan 
de forma distinta con su alrededor, alterando su carga, que 
antes de acelerarse corresponde a la carga de la especie 
atómica de la partlcula a la temperatura del medio, que 
denominaremos Carga Local ( QL(Z) ), definida por las 
condiciones de equllbrlo de Ionización a energ!as termales. 
(véase Tabla 111.2) 

La particula, al intercambiar carga con su alrededor, 
puede perder o ganar electrones. Sin embargo, en forma 
estadlstica, una part!cula que atraviesa un medio, sufre 
ambos procesos, pero uno de los dos procesos domina al otro, 
(dependiendo de la velocidad de ésta) y es as! como el 
proyectil altera su carga neta (o efectiva). 

Regularmente, una particula que atraviesa un medio empieza 
a decelerarse por las collslones y a cubrirse de electrones 
hasta que, finalmente, terrnlna en reposo y muy probablemente 
con carga efectiva cero o casi cero, dependiendo de la 
temperatura del medio. 

Pero en el caso en que la part!cula se acelera dentro del 
medio, sucede lo contrario, empieza por ganar electrones a 
bajas velocidades y una vez que alcanza la velocidad critica 
ve , empieza a perder electrones a medida que se acelera 
hasta que, a muy altas energ!as, termina desprovista de 
electrones. 

Esta serle de fenómenos sucede frecuentemente en el Sol, 
principalmente durante las fulguraclones solares, (mejor 
conocidas por su nombre Inglés " Solar Fiares") y en general 
en cualquier medio en el que el camino libre medio para 
Intercambio de carga, sea menor que la longitud de materia 
atravesada L (ec.111.10) 

En esta simulación se emplean espectros de aceleración con 
dependencia temporal, los cuales se obtuvieron al resolver la 
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ecuación de Fokker-Planck s!n téra!no fuente, lo que !mpl!ca 
que el espectro de Inyección q(E, t) = O . Es decir, que no 
existe un flujo de part!culas acele~adas previamente. 

El término q(E,t) (!ones/eV•cm) representa a la 
contribución de las partlculas que tienen una velocidad y 
distribución supratermal, antes de empezar a funcionar el 
mecanismo acelerador, como en el caso de una aceleración en 
etapas sucesivas. (22) 

Esta suposición corresponde a un escenario donde las 
part!culas que se aceleran son las del material termal que 
hay en la vecindad, en donde se establece el mecanismo 
acelerador. A este tipo de aceleración se le conoce 
usualmente como, la primera etapa de aceleración. En estas 
cond!c!ones la solución general a la ecuación de Fokker
Planck es de la forma: (21, 22) 

N(E,t,Z) 
e 

1. 4 lXlO NoA(E") (E"-mc2 lº' 6exp[-(E"-mc2 )/T(kT-t l l 
A(E)T 1

'
6 

( iones/eV cm3
) 

oc.111.27 

donde T es el t lempo promedio de confinamiento en la reglón 
de aceleración, K es la constante de Bol tzman, No(Zl es la 
densidad termal de Iones con número atómico Z1 m es la masa 
de los Iones acelerados, E" es la energ!a !niela! de los 
iones (3/2kT :S E" :S El. en la distribución termal y t es el 
tiempo de aceleración de las part!culas y resulta de resolver 
la ecuación: 

t ~ .. dE' / A(E') oc.llI.2B 

donde A(E) es la tasa de aceleración del mecanismo que se 
considere. En este caso: 

A(E) dE/dt para el mecanismo Ferm! 

oc.111.29 

y 

A(E) dE/dt para Betatrón 

oc. 111.30 
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y 

A(E) para campos eléctricos fluctuantes 
(C.E.F) 

La tasa de aceleración en el rango no relatlvlsta (que es 
donde se presenta la captura electrónica), se puede expresar 
como: 

A(E) = cxc71 

donde ll = 1 para Betatrón 
ll =· 0.5 para Ferml y para C.E.F. 

Para determinar los enlaces que se producen en el proceso, 
es Indispensable tener Información de la eficiencia de 
aceleración del mecanismo de que se trate. Sabemos que la 
eficiencia de los mecanismos debe cumplir que: 

1 <Xc 1 < a < 1 CXc 1 l!J (ere, Ve, 71, T) llI.31 

donde la función l!J = (ee. IIr.20/laclJ, con 1 ac 1 dada por 
los valores de las ecuaciones 111.20,23,24. (de acuerdo a las 
condlclones del medio y del mecanismo acelerador). 

En el presente trabajo suponemos que a~ ac(l!J + 1)/2, y de 
esta forma podemos, además, obtener Información respecto de 
la dependencia de la eflclencla de aceleración con la 
energ1a (sl este paré.metro se desconoce), ya que la :función l!i 
depende de ere y Ve y estos paré.metros dependen de la energla 
de los proyectiles. 

El tiempo de con:flnamlento de los proyectiles en la reglón 
de aceleración (T), es un parámetro libre muy Importante, en 
esta simulación se tomaron valores dentro del intervalo 
(10-2

- 10) segundos, ya que es un tiempo t1plco de 
con:flnamlento en las condiciones solares. (21, 57) 

Resumiendo el procedimiento anterior, el panorama general 
se puede describir como sigue: Dado un mecanismo de 
aceleración, un Ion proyectil, la temperatura, densidad y 
número atómico del medio, se determina si se cumple el 
crl ter lo de captura electrónica ( ee.111.10-22), después se 
determina el nivel atómico en el que se establece la captura 
(ee.II!.7-9). 

Para tal fln se supone que la velocidad relativa de los 
proyectiles (que están bajo aceleración) es el resultado de 
todas las lnteraclones que tienen con su alrededor, incluida 
la 1nterac1ón que t lenen con el electrón que capturan, es 

... 
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decir, que la velocidad a la que se establece el enlace (en 
caso de existir) es la velocidad relativa, y en base a dicha 
velocidad, se calcula el nivel de enlace. 

Una vez que se establece el nivel de la captura, se puede 
evaluar el fotón emitido en el proceso, (ec.111.1. l y 
finalmente se evalúa el flujo total de fotones emitidos en 
cada una de las frecuencias (ec.III.32). 

Es necesario recalcar que, cuando los proyectiles Clones) 
capturan electrones, lo hacen en órbitas que, en ocasiones, 
corresponden a estados excitados, y es de esperarse que en un 
tiempo muy corto decaigan a un nivel base del ion, emitiendo 
un segundo fotón. Sin embargo el presente trabajo se limita 
sólo a las emisiones que resultan co110 consecuencia directa 
de la captura electrónica, ya que las emisiones posteriores 
corresponden a las transiciones ligado-ligado (desexcltaclón) 
a pesar de que son una consecuencia (secundarla) de la 
captura de electrones. 

Para facl 11 tar la comparación con las observaciones, el 
flujo de energla F(hv,t) se calcula al nivel de la órbita 
Terrestre (1 U.A.), suponiendo un volumen productor tlpico 
(V) en una fulguración solar ("solar fiare") (véase Tabla 
III.3) y las densidades de los blancos N(Zt) corresponden a 
las abundancias solares para cada elemento al nl vel 
cromosférlco. {18) 

Asl que finalmente la expresión para el flujo por captura 
electrónica de los proyectl les de energla E, al interactuar 
con un medio con densidad N(Zt) se puede expresar de la 
siguiente manera: 

F(hv,t) =N(E,t,Z)N(Zt)VpO'cEhvV/[4n(lU.A. )2
) ( ergs/cm2seg) 

oc. 111.32 

donde ~e denota la sección eflcáz de captura de los 
proyectiles y hv la energla del fotón que se produce en cada 
interaclón (ec.111. 7). Por lo que el producto superior 
representa al número promedio de capturas (por unidad de 
tiempo) entre los proyectiles de energla E y el medio, las 
cuales producen un fotón de energla hv, y cuya producción 
total se diluye esferlcamente hasta una distancia de una 
unidad astronómica, esta dilución se representa por el 
denominador. El procedimiento numérico que se llevó a cabo 
en la simulación se describe con más detalle en tabla III.4. 
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TABLA 111.3 

Tamafio de una fulguración solar ("solar flare"), según 
imagenes de rayos X. Para varias densidades electrónicas Ne 

Ne Volumen radio (si la fuente es esférica) 

109cm-3 3.4Xl027cm3 9330 Km 

1010 3. 4Xl02s 2010 

1011 3.4Xl023 430 

1012 3. 4Xl021 90 

Parámetros de una etapa post-fulguración ( "post-flare") 
(evento del 6 de noviembre de 1980 14:45) 

Pre-fulguración 
("pre-flare") 

Inicio de la fulguración 
( "flare onset" l 

Temperatura maxima 
Densidad má.Xlma de energia 
Densidad má.Xima 
Volumen total 
Energ!a máxima contenida 
Masa total 

Zdenek Svestka 

T = 7.2X106 ºK 
Ne = 6.8Xl08 cm-3 

T = 1.0X107 ºK 
-3 11. 2 erg cm
9 

_ 3 
Ne = 23ax1g cm 
1.1Xl031 cm 
1.2x10 erg 
4.4X1015 g 

Solar Flares and Coronal Physics Using P/OF as a Research 
Tool. Proc. workshop. Marshall Space Flight Center Alabama 
mayo,1985. pp 41-66. [69} 



TABLA III.4 

Para evaluar numerlcamente las emisiones producidas por el 
proceso de captura electrónica, se elaboró un programa 
en lenguaje FORTRAN que calcula tales emisiones. 

A continuación se muestra su diagrama de bloques, que se 
construyó en base a las subroutinas que hay en él. 

PROGRAMA PRINCIPAL 

1 ... Lee los parámetros Iniciales de temperatura, 
medio, tiempo de confinamiento en la 
aceleración, números atómicos del proyectl 1 
(T, D, i:, Zp, Zl). 

densidad del 
reglón de 

y del medio 

2 ... Elige una energla Inicial para los proyectiles (la energla 
termal) 

3 ... Selecciona la carga adecuada del medio y de los 
proyectiles (QL(T)). 

4 ... Calcula la carga efectiva en función de la velocidad q• 
5 ... Calcula los criterios para decidir si se establece captura 

electrónica lacl < iai y h < L , mediante la 
SUBROtrrINE CRITER 

6 ... De establecerse la captura se procede a evaluar la emisión 
por la captura mediante la 
SUBROtrrINE EMIS 

7 ... Se Incrementa le energla de los proyectiles en una 
cantidad predeterminada AE, y retorna al paso 4, hasta que 
se cubre el rango 
deseado. 

8 ... Finaliza el proceso. 

SUBROlITINE CRITER 

le .. Evalua el alfa critica lacl, que es el valor limite en 
la eficiencia de aceleración del mecanismo. 

2c .. Calcula la velocidad de cruce ve en donde uc(vc)=O'p(Vc) 
mediante la 
SUBROtrrINE VCRI 

3c .. Calcula la secclon eficaz de captura y la de pérdida 
mediante la 
SUBROlITINE SECEFI 

4c .. Y finalmente evalua los criterios de captura 
lacl < iai y h < L 



6c •. Retorna al lugar en que se llamó. 

SUBROUTINE VCRI 

lv .. Elige el valor inicial de la energia de los proyectiles 
2v .. Calcula las secciones de captura y pérdida mediante la 

SUBROUTINE SECEFI 
3v .. Verifica si ambas secciones son iguales si asi es 

finaliza el proceso. 
4v .. Incrementa el valor de la energ!a del proyectil en dE 
Sv .. Retorna al lugar en que se llamó. 

SUBROUTINE SECEFI 

ls .. Elige el tipo de sección eficaz que se ha de emplear en 
base a la temperatura del medio. 

2s .. Si T< T(ionización) calcula con las secciones de medio 
atómico mediante la 
SUBROUTINE ATOHIC 

3s .. En caso contrario llama calcula con las secciones de 
un medio de plasma, mediante la 
SUBROlJfINE PLASMA 

4s .. Una vez que ha calculado las secciones (adecuadas) de 
pérdida y captura. Retorna al lugar en que se llamó. 

SUBROUfINE ATOHIC 

la .. Evalúa las secciones de pérdida y captura, de acuerdo con 
la velocidad y carga del proyectil, as! como la 
correspondiente velocidad de cruce, de acuerdo con la 
tabla II I. 1 

2a .. Retorna al lugar en que se llamó. 



SUBROlJl'INE PLASMA 

lp .. Evalúa las secciones de pérdida y captura, de acuerdo con 
la velocidad y carga del proyectil, y la velocidad 
de cruce ve, acorde con los criterios de la tabla III.1. 

2p .. Retorna al lugar en que se llamó. 

SUBROlJl'INE EMIS 

le .. Calcula la eficiencia de aceleración del mecanismo, como 
una función de la velocidad (a ~ exc(~ + 1)/2) 

2e .. De acuerdo con la carga efectiva del proyectil se calcula 
su configuración má.s probable, suponiendo que el ni~el 
má.ximo de degeneración de cada uno de los niveles es 2n. 

3e .. Se calcula el radio de enlace al que corresponde la 
captura. 

4e .. Se calcula la energla del fotón que se emite como 
consecuencia de la captura (ee.r11.1) 

5e .. Se calcula el tiempo de aceleración (ee, 11r.2a) 
6e .. Se calcula el flujo de proyectiles a la energla de interés 

en base al espectro de aceleración (N(E,T,Z)). 
7e .. Finalmente se calcula el flujo total de fotones al nivel 

de la órbita terrestre (oc. rrr.32). 
Se .. Retorna al lugar en que se llamó. 



III~C.1 ANALISIS DEL KETOOO Y SUS 
PERSPECTIVAS 

La caracteristica más importante que hay que hacer notar 
es, que los flujos de emisión que se obtuvieron por el 
presente método, (fig. IJI.6-9) son observables. Las escalas 
temporales que se requieren, son detectables y el rango de 
observación en frecuencias que se requiere (de radio a los 
rayos X) está dentro de las posibilidades de observación, con 
la tecnologia actual. (69} 

En el presente análisis se utilizan las emisiones que 
provienen de proyectiles de Fe, Si y Ca, ya que se encontró 
que estos elementos t lenen emisión por captura electrónica 
tanto en medios atómicos como en plasmas, por. lo que son 
ideales para ilustrar las diferencias que existen en uno y 
otro caso. Con ellos se puede ilustrar la dependencia que 
éste tipo de emisión tiene con la temperatura, y además se 
encuentran presentes en la atmósfera solar (18} en las 
cantidades suficientes para que sus emisiones sean 
detectables. (69} 

A continuación se muestra un análisis en base a las 
emisign~s de ~s~os tres el.pm;ntos, a diferentes temperaturas 
(BxlO K, 1~1 K, 

1
;¡ SXlO K), eg difentes condiciones de 

densidad (10 y 10 particulas/cm ) y con tres diferentes 
mecanismos de aceleración (Fermi, Betatrón, y Campos 
eléctricos estocásticos), con el fin de ilustrar las 
condiciones fisicas que pueden inferirse mediante el presente 
método. 

En la figura IJ l. 6 se muestran los resultados al evaluar 
el flujo de fotones resultante F(hv,t), para un par de 
procesos de aceleración (Fermi y C.E.F.), en condiciones 
similares de temperatura, densidad y proyectiles. Esto es con 
el fin de mostrar que se puede distinguir el tipo de proceso 
aceleratlvo que originó la emisión, ya que los diferentes 
mecanismos aceleran cantidades diferentes de proyectiles a un 
tiempo dado, produciendo diferencias notables en el flujo de 
fotones por captura. 

Como se puede apreciar, las diferencias en el flujo son 
detectables (de uno a dos ordenes de magnitud) y las 
diferencias en la escala temporal son del orden de 20 ms., 
que coincide con las escalas de tiempo en se presentan las 
estructuras importantes en los flujos de emisión de las 
fulguraclones (69}. 

En esta figura se Ilustra el perfil temporal de la emisión 
resultante de la Interacción de proyectiles (iones de fierro 
acelerados por los respectivos mecanismos) con un medio de 
Iones de fierro, a una temperatura de 107 °K. Puede 
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apreciarse que el mecanismo C.E.F. produce flujos más 
intensos en ambas bandas de energia, y tarda má.s tiempo en 
desaparecer que el mecanismo Fermi ( ~ 20ms.). Estas 
diferencias que se presentaron bajo las condiciones de este 
ejemplo nos muestran la posibilidad de definir rangos tiplcos 
de variación para los diferentes mecanismos para poderlos 
identificar de una manera rápida. 

La figura III.7 nos muestra que la emisión de este proceso 
en un medio de Plasma, está constltuido por bandas estrechas 
en el dominio de los rayos X, ya que debido a la gran 
velocidad relatlva entre los proyectiles y el medio, los 
enlaces de los electrones se establecen en niveles atómicos 
muy Interiores donde los niveles energéticos están bastante 
separados flg. III. 10 

Esta es una caracteristica importante ya que en un medio 
atómico la emisión resultante está en el cent inuo, como se 
muestra en la figura II I. 8, as! que podemos distinguir, de 
entrada, si la emisión proviene de reglones a temperaturas 
elevadas (correspondientes a un medio de Plasma) o si 
proviene de temperaturas bajas (medio atómico) ya que en un 
caso esperaremos bandas de emisión y en el otro esperaremos 
un continuo. 

En un medio atómico la deriva de emisión no es muy 
diferente para diferentes proyectl les, sal ve en las altas 
energias, (en el lejano UltravloJeta y rayos X) en donde las 
diferencias entre sus cargas q es má.s notable ya que se 
pierden más electrones que a bajas energias. 

Estas caracteristlcas del medio atómico se deben a que los 
electrones que capturan los iones, en su mayoria, están 
atados (Inicialmente) a un núcleo atómico y por lo tanto la 
velocidad relativa del par Ion-electrón es muy baja. 

Sin embargo, en el caso de un medio de Plasma, las bandas 
de energia son caracteristicas del proyectil de que se trate 
y de la temperatura a que se encuentre el medio. 

En la figura III.9 se muestran unos perfiles temporales en 
el infrarrojo a dos longitudes de onda (125.2, 49.7 µm), para 
un proceso de aceleración tipo Betatrón, en un medio atómico 
y por lo tanto en w1a emisión en el continuo. 

Como se puede apreciar, la escala de la evolución temporal 
y la Intensidad de cada una de las lineas, es caracteristica 
del proyectil de que se trate, y del mecanismo de 
aceleración, as! que, en una emisión real, si se establece el 
mecanismo acelerador y nos fijamos a una long! tud de onda, 
por las escalas temporales a la que aparecieran las 
emisiones podriamos decir de que elemento se trata. 

Los cálculos y el análisis anterior, están hechos para un 
evento de aceleración que ocurre en condiciones solares, pero 
es por completo aplicable a las condiciones que pueden 
presentarse en un experimento de Plasmas en el Laboratorio, 
ya que los parámetros pueden modificarse de acuerdo con las 
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condiciones en que tenga lugar el proceso. 
Podemos decir que es posible obtener un panorama general 

de las condiciones que prevalecen en el Plasma, asi por 
ejemplo de las figuras III. 7-8, podeJDOs inferir la 
temperatura en que se lleva a cabo el proceso de aceleración, 
el tipo de proyectiles que intervienen, e Inferir los 
elementos presentes en el medio, con los que interacciona el 
proyectil (blancos). 

Al hacer estructura fina en los espectros de emisión, se 
pueden obtener caracter1st!cas importantes del Plasma, como 
se muestra en la figura 111.6, en la que se muestra cómo es 
que en base a la estructura e~ 20 115) temporal del flujo de 
emisión, es posible Inferir el tipo de mecanismo de 
aceleración, y en base a la Intensidad del flujo, se puede 
Inferir la densidad del medio (si se cuenta con un espectro 
observacional del evento de particulas). 

De la figura 111.9 se puede Inferir, de una manera un poco 
más fácil, el tipo de proyectil (part1cula rápida) que está 
presente en el Plasma. Esto es particularmente útil en el 
estudio del origen de los rayos cósmicos solares, y en el 
estudio de las Impurezas de algunos Plasmas de laboratorio. 

En el caso de los Plasmas de laboratorio, en muchas 
ocasiones se contaminan por part1culas "Indeseables" que, en 
ocasiones, son particulas que provienen de las paredes del 
instrumento mismo, y pueden producir Inestabilidades que 
afectan y en ocasiones destruyen el sistema, por lo que la 
Identificación de las part1culas responsables es muy 
Importante. 

Sin embargo en ocasiones sucede que las impurezas 
provienen del exterior e Inciden con una cierta velocidad 
inicial, que disminuye a medida que atraviesan el medio, en 
este caso t !ene lugar un proceso dece lerat 1 vo, al contrario 
del ejemplo que estamos manejando. Este fenómeno es 
susceptible de abordarse con el método aqu1 expuesto, 
modificando nuestro criterio para el establecimiento del 
Intercambio de carga bajo aceleración. 

La modificación necesaria es sencilla, basta con quitar la 
restricción de que la ef !cienc!a de aceleración sea mayor que 
la eficiencia cr1 tlca, para que este método sea apl !cable a 
las nuevas condiciones. Sin embargo este fenómeno ya se ha 
estudiado, aunque muy poco, sobre todo para evaluar la 
emisión resultante de la Interacción de los rayos cósmicos al 
pasar a través del material interestelar {13, 61, 16). 
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111.C.2 COtcLUSIONES 

De la simulación anterior podemos inferir la utilidad de 
este tipo de espectroscopia, ya que se puede obtener 
información muy valiosa del medio, como lo es la temperatura, 
densidad, y composición. Además de estas caracterlsticas, se 
pueden Inferir caracterlst!cas de los proyectiles, tales como 
su densidad, número atómico y mecanismo de aceleración. 

De esta manera se puede apreciar que el estudio de este 
tipo de emisión es muy út 11, ya que nos proporciona un 
panorama general de las condiciones más Importantes que se 
establecen en el Plasma que se observa, ya sea astroflslco o 
de laboratorio. 

Es Importante sefialar que, en los cálculos anteriores, no 
se presupone ninguna diferencia fundamental entre un Plasma 
astroflslco y uno de laboratorio. Lo único que cambia es la 
evaluación numérica de cada uno de los parametros que 
Intervienen en el cálculo de la emisión por este proceso. 

Este hecho hace que, las perspectivas para el empleo de 
este tipo de emisión en el diagnóstico de Plasmas sean 
buenas, ya que lo mismo se puede aplicar a un experimento de 
laboratorio, que a una Instancia astroflslca, como las 
estrellas. El único requisito es que se establezca la 
captura electrónica en los proyectiles, ya que si no es asl, 
entonces las emisiones que se producirán, serán las 
convene1onales y el análisis será por completo diferente. 

El tipo de aceleración, su eficiencia, el camino medio 
libre, la densidad, etc., todos son parámetros que se pueden 
adaptar de acuerdo con el medio que se trate de estudiar, ya 
que, en general, cada medio necesita una evaluación diferente 
para poder Inferir sus caracterlstlcas a partir de sus 
respectivas emisiones de fotones. La simulación y análisis 
que aqul se presentan, son sólo una muestra de cómo es que se 
puede emplear el método para obtener Información acerca de un 
medio. 

El análisis de esta emisión puede presentar algunas 
ventajas respecto del anál !sis convencional, en el que no se 
toma en cuenta a las part lculas rápidas que pueden estar en 
el Interior del Plasma. Las ventajas son, que podemos 
Inferir caracterlstlcas de las partlculas rápidas que están 
presentes en los Plasmas, dando un método al ternat 1 vo para 
medir y corroborar las propiedades que ya se podlan Inferir 
mediante otros métodos. 

El método también tiene limitaciones para su aplicación, 
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por eJemplo, en la radiación solar el fluJo de fotones es 
poco intenso en las longitudes de onda del visible, si se 
compara con su emisión térmica, (o de cuerpo negro) por lo 
que quedaria opacada. Sin embargo esta l lmitante no es muy 
seria en el caso de estudiar los plasmas de laboratorio, ya 
que usualmente son poco densos y por lo tanto ópticamente 
delgados por lo que no tienen emisión de cuerpo negro. 

Otra llmitante es que el equipo que se necesita (para el 
análisis del perfil temporal) es muy sofisticado 
(actualmente) ya que se necesita de una gran resolución 
temporal (milisegundos). 

Además el hecho de que, de una sola observación, seria muy 
dificil poder decir algo respecto de las caracterlstlcas del 
medio que se observa, ya que es necesaria una gran cantidad 
de información acerca de las emisiones para que se pueda 
precisar el diagnóstico del medio que se observa. 

Sin embargo a pesar de las limitaciones que pueda tener 
este método, las ventaJas de tener un método alternativo para 
el análisis (en los casos que sea aplicable). son de mucha 
importancia, ya que además de tener un método más de 
diagnóstico, se tiene una herramienta adicional para apoyar y 
verificar las observaciones que se hacen por otros métodos. 
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APENDICE 1 

ELEMENTOS DE FISICA DE PLASMAS 

Este es un breve recordatorio de los conceptos 
fundamentales de la fislca de Plasmas, hecho con el fin de 
aclarar algunas de las dudas del lector, y además, aportarle 
una visión general del tema, que le facilite la comprensión 
del trabajo en general. 

Los gases altamente Ionizados son buenos conductores de 
electricidad. Las particulas cargadas de un gas ionizado 
Interaccionan con el campo electromagnético local; además, el 
movimiento colectivo de estos portadores de carga puede 
producir campos magnéticos y eléctricos. 

Cuando está sometido a un campo eléctrico estático, un gas 
Ionizado actúa como cualquier otro conductor; los portadores 
de carga de un gas se redistribuyen rápidamente de tal manera 
que la mayor parte del gas se blinda o apantalla del campo. 
A las reglones del gas relativamente libres de campo, donde 
las cargas espaciales positivas y' negativas casi se 
equilibran, Langmulr (38] les dló el nombre de Plasma, 
ml!lntras que a las reglones de carga espacial o a las de 
campo intenso sobre la frontera del Plasma les dló el nombre 
de Valnas. 

En forma equivalente podemos decir: un gas lenizado que 
tiene un número suficientemente grande de particulas cargadas 
para blindarse a si mismo, electrostáticamente en una 
distancia pequefia comparada con la longitud de su sistema, es 
un Plasma. El interés más antiguo en Plasmas fue en conexión 
con la electrónica gaseosa (descargas eléctricas a través de 
gases, arcos, llamas, etc.); el interés más reciente se ha 
dirigido hacia problemas de Astrofislca Teórica y al problema 
de confinamiento de iones en reactores termonucleares 
(fusión). 

El área general de estudio que contiene la interacción de 
gases ionizados con campos electromagnéticos dependientes del 
tiempo se llama Dinámica de Plasmas. Para muchos de los 
problemas de esta área (y éstos son los más importantes e 
Interesantes) es Imposible tratar a un Plasma adecuadamente 
con formulaciones puramente macroscópicas. En su lugar, es 
necesario ut1 l izar lo que se conoce convencionalmente como 
Teoria Cinética. Deben estudiarse los movimientos 
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individuales de los iones y electrones: deben tomarse en 
cuenta sus colisiones con otras particulas a través de la 
ecuación de transporte de Bol tzman. Por tanto, existe una 
formulación rigurosa para problemas de Plasma, pero su 
resolución es extremadamente dificil en general, excepto para 
situaciones en que es permisible despreciar algunos términos 
de la ecuación de Boltzman. Sin embargo, hay tres 
formulaciones aproximadas que proporcionan considerable 
conocimiento respecto a lo que sucede dentro del Plasma. 

El primero de estos métodos es la Teorla del Equi llbrio, 
que se basa en la premisa de que las colisiones entre 
partlculas cargadas son suficientes como para mantener la 
conocida distribución de Haxwell-Boltzman para partlculas en 
el cuerpo del Plasma: 

2 
N¡(v)dvxdvydvz NoJ G:~T) 312 e -mpv 12kT dvxdvydvz 

ec. A.1 

donde NoJ es el número de partlculas del tipo ¡ por unidad 
de volumen en el Plasma, vx, vy, y vz son las componentes de 
la velocidad, mp es la masa de las particulas del tipo ¡ y 
T es la temperatura absoluta. Entonces pueden calcularse las 
propiedades cinéticas y de transporte en función de esta 
distribución de velocidad. 

El segundo método aproximado es la Teorla Orbl tal, que 
trata el movimiento de las partlculas cargadas (Iones y 
electrones) en campos eléctricos y magnéticos prescritos. 
Estos campos pueden ser funciones tanto de la posición como 
del tiempo. La Teoria Orbital es una buena aproximación para 
el movimiento de partlculas en un Plasma cuando las 
colisiones entre las partlculas no juegan un papel 
importante, esto es, cuando el camino libre medio para 
colisiones es muy grande comparado con las caracterlsticas de 
la órbita o el sistema de Plasmas mismo. En estas 
condiciones, el efecto de las col islones puede estudiarse 
como una perturbación, y el problema principal se centra 
alrededor de hacer el campo electromagnético "prescrito" 
autocompatlble¡ en otras palabras, el campo prescrito debe 
ser la suma del campo externo y el campo producido por las 
partlculas orbitales. 

El tercer tratamiento aproximado es la Formulación 
Hldromagnética. Aqui, las ecuaciones electromagnéticas 
clásicas (ecuaciones de Maxwell) se usan junto con las 
ecuaciones clásicas del movimiento de fluidos. 
Evidentemente, el tratamiento hldromagnétlco es sólo una 
descripción macroscópica del Plasma: se vuelve una buena 
aproximación cuando el camino libre medio para colisiones es 
muy pequel'lo comparado con las dimensiones del sistema de 
Plasmas. El panorama hidromagnético forma un buen punto de 
partida para exponer el movimiento colectivo de las 
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particulas en el Plasma. 
Huchas de las propiedades importantes de los Plasmas 

pueden obtenerse mediante las aproximaciones mencionadas 
anteriormente. Para simplificar, se supone que el Plasma 
consiste de electrones (carga -e) e Iones positivos con carga 
+qe; pueden estar presentes é.tomos neutros pero en mucha 
menor proporción que la materia ionizada. 
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Al .1 NEUTRALIDAD ELECTRICA DEL PLASMA 

Una de las propiedades más Importantes de un Plasma es su 
tendencia a permanecer eléctricamente neutro, esto es, su 
tendencia a blindar la carga espacial positiva y negativa en 
cada elemento de volumen macroscópico. Un ligero 
desequlllbrlo en las densidades de carga espacial da origen a 
fuerzas electrostáticas Intensas que actúan, siempre que sea 
posible, en el sentido de restaurar la neutralidad. Por otra 
parte, sl un Plasma se somete deliberadamente a un campo 
eléctrico externo, las densidades de carga espacial se 
ajustarán de modo que la mayor parte del Plasma se blinde del 
campo. 

Por ejemplo, supongamos que una carga esférica +Q se 
introduce en el Plasma, sometiendo en esta forma al Plasma a 
un campo eléctrico. Realmente, la carga +Q se neutralizará 
gradualmente debido a que le llegan continuamente part1culas 
cargadas procedentes del Plasma. Los electrones se sienten 
atraidos mientras que los iones se sienten repel ldos por la 
carga +Q y ambos adquieren velocidades de desplazamiento 
según su estado de energla. 

La probabilidad de encontrar una partlcula cargada en una 
reglón particular de energ!a W es proporcional al factor de 
Boltzman exp(-W/kTl. Por tanto, la densidad de electrones 
Ne está dada por 

Ne u - Uo 
No exp (e~) A.2 

donde U es el potencial local, Uo es el potencial de 
referencia (potencial del Plasma), T es la temperatura 
absoluta del Plasma , k es la constante de Boltzman y No 
es la densidad electrónica en reglones en que U = Uo. Sl No 
es también la densidad de iones posltlvos en reglones de 
potencial Uo entonces la densidad de iones N1 está dada 
por: 

( u - Uo) N1 No exp -e ~ 

El potencial U se obtiene de la solución de la ecuación 
de Polsson: 

Co (N1e - Nee) 
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Esta ecuación es no lineal y en consecuencia debe integrarse 
numéricamente. Por otra parte, una solución aproximada para 
A.3 , que es rigurosa a altas temperaturas, es adecuada para 
nuestros propósitos. Si kT/eU, entonces 

senh (eU/kT) ., eU/kT 
y 

A,4 

cuya solución es 

U = Uo + 4n~or exp (- -ji-) A. S 

Aqui r 
+Q y h 
por 

es la distancia desde la carga eléctrica esférica 
es la distancia de blindaje de Debye que está dada 

h ( Co k;) 1/2 

2Noe 
A.6 

Por tanto, la redistrl buc!ón de Iones y electrones en el 
gas es tal que deje fuera a Q completamente en una 
distancia de unos cuantos h. 

Un gas ionizado se llama Plasma si la long! tud de Debye, 
h, es pequef\a comparado con sus dimensiones f1s!cas. Esto no 
es una gran restricción mienJr

0
as que la !onij~ción de

3
1 gas 

sea apreciable; a T = 2 x 10 K y No = 10 part/m la 
longitud de Debye es 2. 2 x 10-e metros. 
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AI.2 APROXIKACION DE PARTICULA SIMPLE. 
ORBITAS DE PARTICULAS Y l«lVIMIEHTO DE DERIVA EN 

UN PLASMA. 

La órbita de una partlcula cargada q que se mueve en un 
campo eléctrico y magnético prescrito puede calcularse 
directamente por la ecuación de la fuerza de Lorentz 

F = q [E + -
1
- ~ X B) c 

A.7 

Como ejemplo veamos primero el caso en que el campo 
magnético es constante y ~ = O. Este caso tan sencillo es, 
sin embargo, el que fundamenta el funcionamiento de los 
aceleradores de partlculas, tales como el Ciclotrón y el 
Betatrón. La fuerza de Lorentz se reduce a 

F -9.... (~X B) 
c 

es decir, la fuerza es siempre perpendicular al campo 
magnético y a la velocidad ~ de la particula de carga q, 
es decir, la energla cinética total permanece constante 

k 1 ~ Tmp 

donde mp es la masa d~ la partlcula. Es conveniente 
descomponer la velocidad Vp en dos componentes: v11 una 
velocidad paralela a B y v

1 
una velocidad ortogonal a B. 

Ya que la fuerza no actúa en la dirección paralela a B 
entonces 

también permanece constante, de donde 

1 2 
T mpvl 
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es también una constante de movimiento. La fuerza de Lorentz 
proporciona una aceleración centr1peta 

2 

qv
1 

B a la que se 

opone la aceleración centrifuga mpv
1

/R donde R es la 

distancia al punto de atracción (la l !nea magnética), 
entonces 

cuando 

El radio R se llama frecuentemente Radio de Larmor de la 
particula. El movimiento completo de la part1cula cargada se 
describe como giro de la particula en una órbita Cla órbita 
de Larmor) superpuesta en un movimiento uniforme del centro 
orbital, o centro guia, a lo largo de una l !nea de campo 
magnético. 

El campo magnético actóa para confinar el Plasma, atando a 
las part.iculas en órbitas circulares alrededor de las lineas 
del campo. Por supuesto, no se observa confinamiento en la 
dirección del campo. Para iones y electrones de la misma 
energ1a cinética k

1 
, los electrones giran en órbitas mucho 

menores. 
Una cantidad interesante que se emplea a menudo es el 

momento magnético 

µ corriente x área 

donde T = (2n/w) que es el periodo de giro. 
A esta primera parte expuesta a grandes rasgos se le 

conoce como Teor1a del Centro Guia o de Primer Orden. Esta 
teor1a se puede aplicar sólo en casos especiales. Las 
restricciones se pueden encontrar en [ 14, 70] y se conocen 
como las Invariantes adiabáticas, que cuando se cumplen, la 
aproximación de primer orden es buena para describir al 
Plasma. 
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CAMPOS UNIFORMES ELECTRICOS Y HAGHETICOS 

En un momento y lugar cualesquiera, los campos m1l-8né~ico y 
eléctrlc~ definen un plano con ~os dos vectores B y E. 

Sea ez en la dirección de B 

B z 

./ 
X 

y ~ en el plano z,x entonces B (0, O, Bzl: ~ = (Ex, O, Ez) 

r = q e~ + - 1
- '1x81 c 

,. mx 1 
q [Ex + e Vy Bz] 

my l vx Bz 
c 

mz = q [Ez] 

(Véase Apéndlce V) 

por lo cual, la solución para z es inmediata ya que 

z = -9_ Ezt z = __g_ Ezt2 

m m 

suponiendo 

to O; Zo O; Zo O; Xo O; Xo = O; yo O; yo = O 

y de la ecuación para y tenemos que 

-9_ X Bz 
c 
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reemplazando en mx tenemos que 

mX = q [Ex + c (- __g_ Vx 
me Bz t)] • q [Ex - ~2 X Bz] 

entonces 

qEx -
2 

X ( :CJ X Bz m 

de donde 

X + C!/xBz qEx 
m 

que es una ecuación diferencial para 
general es 

X= Aeªl + k(t) 

donde k(t) es una solución particular. 

X cuya solución 

Con las condiciones a la frontera apropiadas puede 
obtenerse x y por lo tanto y, quedando resuelto el 
problema en su forma más general [14]. 

CAMPO MAGNETICO CONSTANTE EN EL TIDIPO PERO 
VARIABLE EN EL ESPACIO. (E = O) 

Supongamos que una part lcula cargada se mueve en un campo 
magnético casi uniforme, en el que las lineas del campo 
convergen lentamente en el espacio. El movimiento de la 
part lcula puede considerarse como una perturbación de la 
órbita helicoidal. 

Supondremos que la linea de flujo que pasa por el centro 
guia coincide con el eje z y que el campo magnético tiene 
una slmetrla azimutal respecto al eje z, como se muestra en 
la figura Al. 1. 

Considerando la componente z de Ja fuerza de Lorentz 
tenemos que 

Fz Br 1 r=R 
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cargada 

líneas de campo ma9nético 

FIG AI.1 
¡.----·-·---------------

li'neas de campo ma9nét1co 



pero como--divB O, _o bien, para el presente caso 

a 8Bz -¡;- -a¡:: (r Brl + az = O 

y como las lineas convergen lentamente 8Bz/8z puede 
considerarse constante sobre la sección orbital donde 

además 

estas 

V e 

Br lr=R=-1- R 8Bz 
2 az 

es análoga a la v.L del caso 

susti tuclones en Fz se tiene que: 

mpdv
11 - - 1- ~ Rv 8Bz 

dt= 2 c .L 8Z = 

anterior. 

ae. 
-µ 8Z 

Haciendo 

empleando la expresión para R en una sección pequel\a del 
espacio. La energ1a cinética total k de la part1cula no se 
altera en el campo magnético, puesto que la fuerza de 
Lorentz, que siempre es perpendicular a la velocidad, no 
puede hacer trabajo. La k.L definida aqu1 no toma un valor 

constante, como tampoco lo toma k
11 

, pero podemos escribir 

(por conservación de la energ1a): 

d (1 2) d dt 2 mp vil = dt (k - k.L) 

- ..!!._ k 
dt .L 

- ..!!._ (µ Bz) 
dt 

donde d/dt es la derivada con respecto al tiempo tomada 
sobre la trayectoria dinámica. 

Por otra parte, multiplicando por v
11 

= 8z/8t, tenemos 

d ( 1 v2 l dt 2 mp 11 
8Bz az dBz 

-m az az = -µ dt 

comparando las dos expresiones podemos darnos cuenta que 
µ = cte. del movimiento. Sin embargo, debe resaltarse que 

75 



este es un resultado aproximado, vá.l ido mientras Bz varia 
lentamente. SI B cambiara sustancialmente en distancias 
del orden de R, las aproximaciones usadas en la derivación, 
la segunda expresión de momento, no serian válidas. 

También es de Interés el hecho de que la part!cula esté 
restringida a moverse sobre la superficie de un tubo de 
flujo. Esto se sigue porque el flujo magnético que atraviesa 
la órbita es: 

11Bz 

y µ es constante. El movimiento de la part!cula se ilustra 
en la figura AI.2. 

La componente z (componente paralela) de la fuerza es 
siempre en tal sentido que acelere las partlculas hacia la 
parte más débil del campo. Las part!culas que giran y que se 
acercan a regiones del campo magnético más intenso, son 
decelerados en la v

11 
Por otra parte, si el campo aumenta 

v
1 

se incrementa. Entonces, si la convergencia del campo 

magnético es suficiente, la partlcula girará en una espiral 
helicoidal cada vez más cerrada hasta que finalmente se 
refleje hacia el campo más débll (véase Espejos magnéticos, 
{65)). 
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AI.3 LAS ECUACIONES KAGHETOHIDRODIIWIICAS (MHD) 

Los movimientos colectivos de las partlculas en un Plasma 
tales como "el efecto de estricción" y las oscilaciones del 
Plasma se manejan mucho mejor con una formulación MHD. 

Según esta descripción, el Plasma se considera como un 
fluido clásico que obedece las ecuaciones convencionales de 
la hidrodinámica. Sin embargo, el fluido es un conductor 
eléctrico y, por tanto, las fuerzas electromagnéticas deben 
tomarse en cuenta expllcltamente. 

La fuerza por unidad de volumen de Plasma se puede 
escribir como: 

Fv = J X B - VP A.e 

donde J es la densidad de corriente y P es la presión del 
fluido. 

Otras fuerzas tales como la gravltaclonal y las fuerzas 
viscosas, también pueden Incluirse como términos aditivos en 
la expresión de Fv. 

Debido a la neutralidad eléctrica (aproximada) del Plasma, 
el término pE no necesita Incluirse Junto con los otros 
términos de fuerza en la ec. A. 8. Las desviaciones de la 
neutralidad es claro que deben considerarse en la ecuación de 
Polsson, pero generalmente se desprecian en las ecuaciones 
dinámicas. Por lo que el equilibrio del momento requiere 
sólo de que: 

l; ~~ = r, ~~ + (v · Vlv] J X B - VP A.9 

que es la ecuación de movimiento o la ecuación de Euler, del 
fluido. Aqul l; es la densidad de masa del Plasma y v es 
la velocidad de su fluido. Para problemas en los que el 
movimiento hidrodinámico no sea particularmente grande, el 
término que contiene (v·V)v generalmente puede despreciarse. 

En ocasiones conviene interpretar al término J x B de la 
ecuación A. 8, como aquel que surge de una "presión 
magnética". Esto puede hacerse con ayuda de la Ley Circuital 
de Ampere, que para el presente caso se expresa como 

y, la identidad 
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8. X v. X 8 = ve+ 8
2

) - . (8 • V)8 

Por lo tanto 

J x 8 = - _l_ 8 X (V X 8) 
µo 

82 
- V~µo) + µo (8 • V)8 

ec. A.10 

La cantidad 82
/ 2µo es la densidad de energia magnética 

que es, por supuesto, a presión Jnagnética P.: 

p. A.11 

Sin embargo, deberá resaltarse que -VP• da, en la 
mayoria de los casos, sólo una parte de la fuerza magnética; 
la fuerza restante proviene del término (1/µo)(8•V)8, cuando 
J =O los dos términos del segundo miembro de A.10 se anulan. 

Además de la ecuación A. 9 y de las ecuaciones 
macroscópicas que rigen al electromagnetismo (ecuaciones de 
Maxwell), necesitamos dos relaciones adicionales para 
completar la formulación MHD. Estas son: 

1) La ecuación de continuidad del Plasma fluido 

o A.12 

2) Una ecuación que relaciona J con las cantidades de 
campo. La última relación es simplemente una forma 
general izada de la Ley de Ohm, que en ciertas condiciones 
puede escribirse como: 

J Ir (E + Vd X B) A.13 

aqui Vd x ii es el campo eléctrico del movimiento 
hidrodinámico del Plasma respecto de un campo magnético donde 
Vd es la velocidad de difusión del Plasma respecto del campo 
magnético y cr es la conductividad del Plasma. 

Una aproximación muy frecuente es la de hacer la 
conductividad del Plasma infinita. La ventaja de esta 
aproximación es que permite una simplificación sustancial en 
las ecuaciones MHD, presentando asi un panorama más claro de 
los procesos fisicos que tienen lugar en un Plasma. En 
algunos problemas, particularmente de los astrofisicos, la 
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aproximación es bastante buena. 
Para el caso de la conductividad infinita,,' la,Ley de Qhm 

se reduce a 

.. E + Vd X B = o 

La conductividad infinita (o, para fines prácticos, la alta 
conductividad) tiene una consecuencia importante, es decir, 
que el flujo magnético se congela en el Plasma. Si la 
ecuación A.14 se combina con la forma diferencial de la Ley 
de Inducción de Faraday, obtene11as: 

88 - -~ - rot ( Vd x 8 A.16 

la componente normal de esta ecuación integrada sobre una 
superficie S fija da: 

~t J B•n da= J V x (vd x B) • n da 
• • 

6 

d~ dt = ic Vd X B • dl ic 8 • (dt X v) 

oc, A.1B 

donde c es el contorno fijo en el espacio que limita a S 
y que es por donde se mueve el flujo macroscópico del Plasma, 
i dt x v se puede considerar como el incremento de área por 

e 
unidad de tiempo de la superficie de la cara superior que 
está limitada por c, y ic B•dt x v es el flujo magnético 

asociado con esta área aumentada. La ecuación A.te establece 
simplemente que el cambio de flujo por unidad de tiempo por 
el contorno c es sólo lo que deberiamos calcular 
geométricamente sobre la base de que todas las lineas de 
flujo se mueven con el fluido. Concluimos, por tanto, que 
las lineas de Inducción magnética se congelan cuando cr -) ex> 

en el material perfectamente conductor. 
As1 pues, el conjunto de ecuaciones MHD quedan resumidas 

en: 

Leyes de Maxwell: 

V X H 8D 
J+~ 
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ae 
17xE=-at 

17 D = p 

17 e= o 

Conservación del Momento: 

t; ~~ = i; [ ~~ + (v•17)v ] 

Equlllbrlo de fuerza: 

B2 1 J x ii = - 17 (-) + - (8•17)8 
2µo µo 

Conservación de la masa: 

Ecuación de Ohm 

~ + 17· Ci;v) = O dt 

J = V (E + V X ii) 
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AI.4 OSCILACIONES ELECmOSTATICAS DEL PLASMA 

Las oscilaciones electrostáticas en un Plasma fueron 
expuestas primero por Tonl<s y Langmu!r [73}. 

Realmente, hay dos tipos posibles de oscilaciones 
electrostáticas: las oscilaciones de alta frecuencia, que 
son demasiado rápidas para que las sigan los iones, y las 
oscilaciones de los Iones, que son tan lentas que los 
electrones se distribuyen alrededor de los Iones en una forma 
estad1st lea. Exponemos sólo el primer caso, el llamado de 
Oscilación Electrónica, que es el más Interesante. 

Fijemos nuestra atención en una reglón del Plasma que 
contiene una densidad uniforme de Iones posl ti vos N. Aqui 
no hay Iones negativos. Inicialmente los electrones también 
tienen una densidad uniforme N, pero supongámos que cada 
electrón se desplaza en la dirección x a una distancia 1; 
que es Independiente de las coordenadas y y z, y es cero 
en las fronteras del Plasma. El desplazamiento de los 
electrones perturba el Plasma neutro produciendo una carga en 
cada elemento de volumen AxAyAz: 

óp AxAyDz - Ne AyDz ( I; - (1; + ~; Ax)] 

ai; 
AxAyAz Ne ax A.17 

El movimiento de los electrones produce un campo eléctrico 
E(x,t) que, debido a la slmetria del problema, está en la 
dirección x. Por tanto 

V•E ó BE _!__ Ne 81; ax-= Co ax-

ec. A. te 

que cuando la integramos obtenemos 

E=~I; 
Co 

A. le 

Aqu1 la constante de integración se ha tomado Igual a 
cero, puesto que la formación de "vainas" blindará o 
apantallará el Plasma de un campo eléctrico externo. 

La fuerza sobre cada electrón es -eE que, seg(m la 
ecuación t..10, es proporcional al desplazamiento i;. Por 
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tanto, cada electrón osclla respecto a su posl.cl.ón O!'l.gl.nal 
con un movimiento a!'mónico simple. La ecuación del 
movimiento es: 

2 

~~ 
Co 

o A. 20 

entonces la (I'ecuencl.a de ose! lación del Pl~ma fV2 Wp/21t 
se define, en consecuencia, ya que Wp = (No/moco) donde 
mo es la masa del electrón. 
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APENDICE JI 

ESPECTROSCOPIA Y FISICA A TOMICA 
(20, 40, 51) 

Cada elemento emite un espectro que le es caracteristico: 
el espectro de lineas para átomos o iones y de bandas de 
emisión para moléculas. La presencia de ciertas lineas o 
bandas en el espectro de un gas o cuerpo sólido indica la 
presencia de un cierto elemento en la fuente emisora. 

Cada linea se caracteriza por su longitud de onda A, su 
frecuencia 11 y su número de onda k. Estas cantidades 
están relacionadas de la siguiente forma: 

_;:___ = 1 
11 T Ali, 1 

donde c es la velocidad de la luz en el vacio; en el aire, 
donde el indice de refracción es n, la longitud de onda es 
rigurosamente: 

pero como para el aire 

A airo 
Avac1o 

n 

n "' 1, entonces Aalro "' Avaclo = 

Al!.2 

c 
11 

en este caso, aunque para algunos materiales la n sea 
considerable. 

Los primeros trabajos de espectroscopia, puramente 
empiricos, permitieron mostrar evidencia de que los espectros 
de gases contenian serles de lineas. Asi, Salmer en 1885 
hace notar que en el espectro del hidrógeno, entre A = 3600 A 
y A = 6562 Á, existe una serie de lineas (de Salmer) cuya 
longitud de onda está dada por 

G 
n~ 

n~- 4 

donde G es una constante, nt un número mayor que 2. 

Alt.3 

En 1890, Rydberg generaliza este traba.jo y muestra que todas 
las lineas que aparecen en el espectro del hidrógeno, y 
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descritas por series previamente obtenidas, se pueden obtener 
por la fórmula: 

k R (~ - ~) AII.l 
n m 

donde R es l_!I¡ constante de Rydberg relativa al hidrógeno 
( 109677. 581 cm ) , n caracteriza a la serle y será 
constante para toda la serle de lineas, por ejemplo: 

n = 1 
n = 2 
n = 3 
n = 4,5 
etc. 

Serle de Lyman (uV) 
Serie de Balmer (visible) 
Paschen 
Serles de Brachett, Pfünd 

m caracteriza la linea de cada serle y tendrá valores 
superiores a n. El limite de la serle está dado por m ~O 
a la que corresponde un número de onda limite 

klla = ~ 
2 

n 
AII. S 

A través de la fórmula de Rydberg, 
escribe como 

la serle de Balmer se 

k 1 1 ] R (-- -
22 .. z 

AII.B 

En 1908 Rltz generaliza el trabajo de Rydberg y encuentra 
que el número de onda de cualquier linea está dado por la 
diferencia de dos términos llamados "términos espectrales", 
es decir 

k ~ = - 1
- = Tn - Ta c i\ 

AII.7 

Es la Mecánica Cuántica la que nos permite encontrar la 
relación entre los términos y la estructura del átomo que los 
eml te. 

En 1906, Einstein asocia a la radiación de frecuencia 11 

con un fotón_~e energ1!!:_
1 

hv (h es la constante de Planck, h 
= 6. 624 x 10 ergs seg ) . 

Las experiencias de Rutherford (1911) mostraron que el 
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é.tomo esté. constituido por un núcleo de carga ze y, 
alrededor de él, se encontraban z electrones de carga e. 
Bohr, en 1913, mostró que los electrones de un é.tomo no 
pod!an efectuar un número Indefinido de órbitas alrededor del 
núcleo, excepto en ciertas órbitas prl vi legladas, 
correspondientes a Jos estados de energla discretos de un 
é.tomo: en las que el electrón no emite energ!a alguna al 
moverse alrededor de la órbita, a excepción de cuando pasa de 
una órbita (m) a otra de diferente energ!a (n), y esto 
corresponde a la emisión de radiación (o al proceso Inverso, 
absorción) cuya energ!a se pod!a expresar como: 

hVOll = E. - En E. > En 

k _!:'.__ = 1 - CE. - En) = Tn - T• c T-hc 
oc. AII.B 

La energia E de las órbitas queda definida a través de 
los términos espectrales. Cuando Ja energ!a E. corresponde 
a un electrón que ya esté. libre del é.tomo, es decir, E. = O, 
entonces 

En 
Tn = - hC 
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EL ATOi«> DE BOHR 

51 bien la teorla de Bohr se ha modificado y perfeccionado 
por las teorlas modernas de la Mecánica Cuánt lea y 
Ondulatoria, ésta facilita la comprensión de los procesos de 
emisión que dan origen a los espectros atómicos. 

Bohr supuso que en un átomo en que un electrón describe 
una órbl ta circular alrededor del nllcleo de carga ze, lo 
hace de manera que la fuerza coulomblana y la centrifuga 
quedan equilibradas, es decir 

2 ze 
2 

r 

2 mv 
r 

.. r = ze2 

2 mv 
AII.10 

pero, además postuló que sólo son posibles las órbitas en las 
que el momento angular mvr es un mllltlplo entero de h/2n 

mvr h 
n 2i n = 1,2 .... Al!. 11 

que es la condición de que en una órbita existan un número de 
ondas de deBroglle asociadas al electrón para evitar 
Interferencia destructiva, de lo que se deduce que las 
órbitas permitidas están a una distancia rn del nllcleo, tal 
que: 

2 rn = n 
n2 
-ao z AII .12 

esto es, son proporcionales a n2
; ao se define como el radio 

de Bohr y es la primera órbl ta para el átomo de hidrógeno 
(z=l; n=ll y se emplea como unidad de medida en las 
dimensiones atómicas. 

ªº 
-e 

0.529 x 10 cm Al¡, 13 

y la superficie que se cubre con este radio se emplea como 
unidad para la medición de secciones eficaces de choque: 
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Ali.a 

Para terminar de ilustrar el panorama general, es 
necesario aclarar que el electrón (o electrones) no gira, en 
realidad, alrededor del núcleo atómico, lo hace alrededor del 
centro de gravedad del sistema y lo hace como una particula 
de masa reducida 

donde M 
electrón. 

es la masa del núcleo y 
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HODELO DE SOKMERFELD 

Los electrones dentro de un campo coulomblano pueden 
describir órbitas elipticas alrededor de un núcleo. 
Sommmerfeld Introduce un nuevo postulado que permite 
determinar los ejes de la elipse. Este postulado dice que la 
Integral de la fuerza (acción), en un periodo de movimiento, 
es un múltiplo de nh, 

! PI dq1 = mh Ali.IS 

donde pi es el momento conjugado de la coordenada qi. En 
consecuencia, tenemos que para el radio vector y para el 
ángulo polar 

! pr dr = nrh 
AII.17 

que, de acuerdo con el teorema de Llouvllle [40], el momento 
angular pf es constante para un sistema aislado, entonces: 

6 

Al l. IB 

nr es el número cuántico radial y nf es el número cuántico 

azimutal, que en la serle aparecerán como: 

k(k=n, n-1,. .. , 1l 

y, resolviendo el sistema de ecuaciones se pueden encontrar 
los parámetros de la el lpse, semieje mayor a y semieje 
menor b, 
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ao 2 
-n z b 

nk ~nk 
z 

Ail.19 

donde n = k + nr es el número cuántico principal. 
La energ1a total del electrón en una órbita circular es la 

suma de su energ1a potencial y su energia cinética: 

En 
2 
~ + 1 2 

r 2 mv 
2 
~= 
2r 

AII.20 

todas las órbitas estables ligadas tienen un valor negativo y 
para n ~ m le corresponde E = O, es decir, a partir de este 
momento los electrones están completamente libres. 

Sommerfeld obtiene también la energia de las órbitas 
ellpticas y encuentra la siguiente expresión que depende del 
número azimutal k: 

En, k 
2 2 u z 
n2 [+- +)] 

Al l. 21 

donde ex = 2ne2 /he = 7. 2977 x 10-3 es la constante de 
estructura fina. 

Ahora bien, mediante la ec. AII.21, podemos obtener la 
expresión exacta para la constante de Rydberg, ya que 

k hc (Ea - En) [~- ~] 
n m 

R (~ - ~) 
n m 

ec. AII.22 

puesto que el hidrógeno tiene un campo perfectamente 
coulombiano de fuerza central, y como z = 1, entonces 

R 
2 4 211 µe = 109677.58 cm-1 

ch3 
AII.23 

88 



Sin embargo, como se aprecia, la constante de Rydberg 
depende de la masa reducida µ, es decir, de la masa del 
núcleo, ya que la d~l electrón se mantiene constante y, por 
ejemplo, para el He tenemos 

R + 
He 

109722.263 -1 cm 

y, cuando se tiene un núcleo de masa Infinita 

&> 109737. 3 cm -I 

que es el número de onda que se utiliza como unidad de 
energia, y que es 

R = 13.605 eV Ail.24 
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REPRESENTACION GRAFICA DEL A1UHO 

Para facilitar la comprensión de los procesos que tienen 
lugar en el átomo se puede representar cada nivel discreto 
del átomo por una linea horizontal separada una distancia 
proporcional a su separación energética respecto de las demás 
lineas. 

Una linea de emisión (transición entre dos niveles 
diferentes) se muestra por una linea que va de un nivel de 
energia a otro (véase figura AII.1). 

n 

~ continuo n=co 

n=S 

n=4 

n=3 

J.Hcx 
H/3 

n=2 

· 1Ly«(e) lLy«(a) 

=! 

(") Orbltas hiperbólicas no cuantizadas. 
(••) Orbitas ellpticas cuantizadas. 

(e) Proceso de emlslón 
(a) Proceso de absorción 

E>O (•) 

E=O 

( .. ) 
E<O 

E=-hcR 

Fig. AII.1: Diagrama de niveles de energia para el 
hidrógeno. (esquemático) 
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ESTRUCTURA FINA DE LAS LINEAS DE OOSION 

SPIN DEL ELECTRON 

Con los números cuánticos definidos, n y k, es suficiente 
para explicar el espectro del hidrógeno y de los átomos 
hidrogenoides, pero no explican por qué existe una gran 
dispersión en las lineas de emisión en los elementos 
alcalinos y por qué hay lineas que son dobles y aún triples. 
Un sinnúmero de factores que se observan no pueden explicarse 
completamente con los números cuánticos n y k. 

En 1925, Goudsmit y Uhlenbeck (27] propusieron una 
explicación alterna que fue apoyada por los experimentos de 
Stern y Gerlach. La explicación fue que el electrón posee un 
momento angular intrinseco o "spin", que es independiente de 
su estado de movimiento traslacional, que se denota como S 
y puede tomar los valores de ±1/2 h; y cuya expresión es 

s YsTS+IT h donde s = ± 1/2 

oc. All.25 

A este spin se le asocia un momento magnético igual a un 
magnetón de Bohr, (e/2mc)(h/2n). La interacción del momento 
magnético del spin con el campo magnético del momento orbital 
t produce el acoplamiento de los momentos angulares y se 
obtiene un momento cinético total, caracterizado por un 
vector J cuyo valor está dado por 

J = v¡c¡ + 1 > h AII.26 

y J = t ± 1/2 para cada una de las t' s, t = k.,, O, de tal 
forma que a un electrón en una órbita eliptica, le 
corresponden 4 números cuánticos n, t, s, J. El electrón con 
t = O se llamará electrón s, electrón p si t = 1, 
electrón d si t = 2, electrón f si t = 3, etc. 

Para un átomo (o ion) complejo, cada electrón será 
caracterizado por 4 cantidades numéricas ni, ti, s1, .J1. 
Los vectores correspondientes no serán independientes y se 
verán afectados por las colisiones coulombianas, momentos 
magnéticos externos, etc., que afecten a los electrones de 
una misma capa. 

Las interacciones spin-órbi ta (t, s) son de origen 
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magnético. Por el contrario, las interacciones órbita-órbita 
(ll,l2) y spin-spin son principalmente producto de fuerzas 
electrostáticas. 

CONFIGURACION 

Los valores de n y t relativos a los diferentes 
electrones de un átomo o ion constituyen la configuración de 
éstos. 

La energla de un nivel depende de n, el número cuántico 
principal, los electrones están agrupados en capas 
correspondientes a los diversos valores de n, 

n = 1 
n = 2 

n = 3 

capa 
capa 

capa 

K 
L 

M 

t = o 
t = o 
t = 1 
t =o 
t = 1 
t = 2 

electrón ls 
electrón 2s 

2p 
3s 
3p 
3d 

El número de electrones que existen en cada capa está 
limitado por el principio de exclusión de Pauli, el cual dice 
que en un átomo dos electrones no pueden tener el mismo 
conjunto de valores que los caracteriza (n, t, ~.mal y el 
número de electrones posible se anota como exponente en el 
s1mbolo que representa su c

2
on1;1gi¡raclón electrónica. As1 

pues, la configuración ls 2s 2p es para 8 electrones 
distribuidos de la siguiente forma: 

2 
2 
4 

para 
para 
para 

n = 1 
n = 2 
n = 2 

t = o 
t = o 
t = 1 

s ± 1/2 
s ± 1/2 
s ± 1/2 

El número máximo de electrones dentro de un mismo subgrupo 
está dado por 2(2t + 1). Los subgrupos que contienen el 
número máximo se dice que están saturados. Los electrones en 
un átomo siempre tienden a acomodarse en la configuración de 
m1nlma energla. 

ACOPLAMIENTO L, S 
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Si las fuerzas electrostáticas entre los diferentes 
electrones son las más fuertes, el acoplamiento se llamará 
L,S (o Russell-Saunders). Los diferentes ti no son 
independientes y están relacionados de tal forma que forman 
un vector 

L (ti, l2, t:J, ... ) All.27 

cuya magnitud es L = VITG1T h y se proyecta sobre los 
ejes tomando todos los valores comprendidos entre L y -L. 

L está cuantificado, los diferentes ti no pueden dar 

sino una serle discreta de orientaciones. 
Asi, para 2 electrones de momentos orbitales t1 y l2, L 

tomará todos los valores entre t1+l2 y lt1-l2l. Cada valor 
de L corresponde a un estado de energia diferente. La 
diferencia de energia entre los diferentes niveles será una 
medida directa del valor del acoplamiento. 

De la misma forma que estas fuerzas, el spln total será: 

f(s1,S2, ... ,sn) s Al l. 28 

Se pueden acoplar L y S para dar un momento angular 
total J que será caracter1stlco 

f(L,S) J A!l .28 

J es un vector cuantizado de magnitud .,r¡r¡+fí h y L y S, y 
tomará todos los valores entre L+5 y L-5 

Si L>S, 
5>L, 

J tendrá 
J tendrá 

25+1 
2L+1 

valores diferentes 

donde a 25+1 se le llama la multiplicidad del término. Asi, 

para un sólo electrón: 
s = 112 = s, 2s+1 

para dos electrones: 
s = º· 2s+1 1 
s = 1, 2s+1 = 3 

para tres electrones: 
s = 112, 2s+1 2 

2, los términos serán dobletes. 

los términos serán slnguletes 
trlpletes 

términos dobletes 
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s = 3/2, 2s+1 = 4 cuadrupletes 

En resumen, un término espectroscópico caracterizado por 
ciertos valores de L, S, J se escribirá como: 

en algunas notaciones se agrega el indice a si la suma 
aritmética de l1 es impar y ningW¡ indice si es par. 

Por convención: 
a L = O se le denota con la letra S, 

L = 1 P, 
L = 3 D, 
L = 4 F, 
etc. 

similar a las letras de la configu~ación electrónica. Asi, 
por ejemplo, el término espectral, P2, denota un electrón en 
un estado con multiplicidad 3 = 2s+1, J=2 y L=l, quedando 
asi determinado su estado. 

ACOPLAHI ENl'O J, J. 

En este acoplamiento, cada momento orbital l1 en un 
sentido, está cuantizado separadamente, de la misma forma que 
el spin s1. l1 y s1 componen a un J1 igualmente 
cuantizado 

f(l1,s1) AII. 30 

y J será la suma cuantizada de todos los JI 

f(JI) J All.31 

Este esquema, llamado acoplamiento J, J es útil en los 
elementos pesados donde los electrones "activos" son más de 
1. 

Supóngase que tenemos n electrones activos entonces, para 
obtener el acoplamiento, primero obtenemos los momentos 
angulares (l1) y spinoriales (s1) y obtenemos un momento 
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angular resultante para la part1cula l: 

JI L1 +SI 4!!.32 

y, entonces, podemos combinarlo y obtener el 1110mento angular 
total resultante: 

J =E JI AI!.33 

Este esquema es de gran utilidad para los elementos 
pesados, en los que la interacción spln-órbita es mayor que 
la interacción spln-spln o la orbital-orbital. 

ACOPLAMIENTO J,L 

Este acoplamiento es útil para los gases raros como el 
neón, argón, etc. El neón

2 
ve~e 10 electrones; la 

configuración fundamental es ls 2s 2p . Los seis electrones 
2p forman una capa saturada y hace falta una energia 
considerable para que un electrón pase a una capa n=3. 

Suponiendo que se cede tal energ1a, los S electrones de la 
subcapa 2p se acoplan como 

5 

Js = E J1 
1 

y un acoplamiento l 1ga a Js, de los electrones p, con el 
momento angular del sexto electrón 

E CJs, Lal /t. 

entonces, el momento cinético total es 

J /¡,±Se 
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TRANSICIONES EHTRE NIVELES DE ENERGIA 

Una linea espectral es una transición de dos niveles de 
energia que están representados por la diferencia de los 
términos espectrales caracteristlcos de los niveles inicial y 
final. 

As1 por ejemplo, la l lnea de resonancia del He se 
escribe como la emisión observada: 

(;\ 584 .J.¡ 

No son posibles todas las transiciones entre niveles de 
energla; tienen ciertas reglas de selección que deben 
cumplirse. La más Importante, la regla de Laporte, da las 
condiciones en que una transición puede ser posible (sólo 
para radiación dipolar eléctrica): 

Condiciones rigurosas: 
lit = ± 1 
llJ = ± 1 

La transición J = O ~ J = O está prohibida 
Condiciones válidas en acoplamiento L,S: 

AS O (misma multiplicidad) 
AL=±l,0 

En una forma más general podemos decir que una transición 
es posible si los elementos de matriz 

Vmn = J f>:(r) V(r) f>n(r) dr 

son distintos de cero. Donde V(r) es el potencial de 
acción sobre la función de onda f>, para modificarla. Entre 
los potenciales más comunes están el de Radiación Dipolar, el 
Cuadrupolar y de orden mayor. 

Por ejemplo, en presencia de campos eléctricos y/o 
magnéticos intensos, las reglas de Laporte no se cumplen. 
Existen también tablas que resumen el análisis de los 
espectros obtenidos en el laboratorio. Estas tablas son muy 
completas para los átomos neutros, pero muy deficientes para 
los elementos fuertemente ionizados y, son inexistentes, para 
algunos Iones, ya que Jamás se han estudiado en el 
laboratorio; as! que lo que se hace en ese caso son 
extrapolaciones teóricas. A este tipo de transiciones en que 
se necesitan términos cuadrupolares y de orden superior para 
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explicarlas, se les da el nombre de transiciones prohibidas. 
Esto llevó a la necesidad de conocer una expresión teórica 

para los pesos estadistlcos de un determinado nivel atómico, 
que nos dé el número de estados simples de la misma energia y 
as! poder determinar las Intensidades de las transiciones. 

Conociendo J, el número de estados simples de la mlsma 
energia es 

g .. 2J + 1 All .34 

llamado factor de degeneración de un nivel. Para un nivel 
de~ átomo de hidrógeno con número cuántico principal n, g = 
2n , para un electrón libre g = 2 (dos orientaciones 
posibles del spinl. Para un3grupo de términos de mlsmas L y 
S pero diferentes J como P2, 1,0 

g (2L + 1) (25 + 1) Al!. 3S 

siendo este el número máxlmo de electrones con ese estado de 
energia. [ 51] 

EFECTO ZEEHAN 

En ausencia de un campo magnético, los niveles de energia 
son degenerados, ya que, aún después de todas las 
Interacciones spln-spln y spln-órbl ta, la energia depende 
todavia sólo de la magnitud de J y no de su orientación. 
Pero, cuando se aplica un campo magnético externo, la 
degeneración se rompe debido a la Interacción µ·B entre el 
campo magnético y el momento magnético resultante del átomo. 
Esta energia de Interacción tiene tantos valores posibles 
como haya componentes posibles del momento magnético µ y, 
asi, tlene un valor diferente para cada valor de J.. Esto 
significa que un nivel cuyo número cuántico del momento 
angular es J, debe dividirse en 2J+1 niveles en presencia de 
un campo magnético. La explicación cuántica del efecto 
Zeeman se basa en las transiciones entre niveles de energia 
separados, como se Ilustra en la flgura AII.2. 

En el caso !lustrado, con cuatro estados inlclales y dos 
finales, hay ocho transiciones concebibles, as! que se pueden 
esperar ocho lineas espectrales en lugar de tres, como en el 
patrón normal del efecto Zeeman. Sin embargo, exlste una 
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regla de solución 

AmJ ± 1 ó O 

que reduce a seis el número de transiciones posibles en este 
caso. El número real de lineas espectrales observado puede 

F1g. AII.2 

~{ 
+3/2 

+1/2 

-112 

-3/2 

+1/2 

-112 

ser menor de seis; si, por eJe~plo, la separación de energla 
entre los niveles superiores h'i>:i12) es igual a la separación 
entre los dos ni veles ( 5112), entonces transiciones 
diferentes producen fotones de la misma energla, y se 
observan sólo tres lineas espectrales (la transición 1 
involucra la misma diferencia de energla que la 4, etc. l. 
As1 que la observación del efecto Zeeman en un caso dado 
depende, por lo común, de la división del estado inicial 
respecto a la división del estado final. Cuando las 
separaciones son iguales, resulta el efecto Zeeman "normal". 

Calculemos ahora la magnitud de la división para cualquier 
estado dado. Para hacer esto necesitamos evaluar µ·W para 
cada uno de los estados atómicos permitidos en presencia del 
campo magnético externo B. El momento µ es la suma de los 
momentos 

µspln = - es 
m 
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AII.36 

que resultan de los momentos del spin y el orbital del 
electrón, por lo tanto 

-µ = ~ + ~ = e (25 + L) = e (S + J) 
m 2m 2iii 2iii 

AII.37 

La ec. AII.37 indica que µ no es paralelo a J (a menos 
que S=O). Veremos que este hecho es responsable de la 
existencia del efecto anómalo. 

Sea B el campo externo, el campo interno acopla a L y S 
dentro del é.tomo y hace que L y S precesen alrededor de la 
dirección J, mientras que el campo externo hace que el vector 
µ (ó J+S) precese alrededor de la dirección de 8 (véase fig. 
AII.3). 
La precesión de µ alrededor de J es tan ré.pida que podemos 
evaluar el valor promedio de µ-8 promediando el vector µ 
sobre una revolución completa alrededor del vector J. Durante 
una revolución, la componente de µ perpendicular a la 
dirección de J tiene un valor promedio nulo y la componente 
de µ paralela a J tiene la magnitud constante µ·J/IJI. El 
vector µpro• es por tanto un vector de esa magnl tud, cuya 
dirección es la dirección de J, y podemos escribir 

µpro• = ....e:.:!_ J 
IJl 2 

UI.38 

En esta expresión se puede verificar fé.cllmente que tiene 
la magnl tud y dirección correcta. El valor promedio de la 
energla de interacción es, entonces: 

<Energla> -µpro••B = -
(µ-J) (J•B) 

IJl 2 

Sustituyendo AII.38 en AII.39 tenemos que 

<Energla> +e 
2iil 

((J+S)•J) (J·B) 

IJl 2 

ó, si B esté. en la dirección z 
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entonces, como 

CfJl 2 +<J·5) 

IJl
2 

ILl 2 = (J-5)·CJ-5) 

entonces 

J•S = IJl2 
+ 151

2 
- ILl2 

2 

y asi, obtenemos finalmente que: 

<Energia> +eBJz [ 1 + _2_m __ 

AII,41 

AII.43 

AII.U 

Los estados permi tldos deben ser, entonces, elgenestados 
de los operadores IJl

2
, 151

2
, ILl 2 y Jz, y los niveles de 

energia se obtienen sustituyendo los eigenvalores de esos 
operadores en la ecuación AII.44, tenemos 

AII.4S 

donde g es el llamado factor de Landé, que está dado por 

[ 
l + J(J+l) + 5(5+1) - L(L+l) ] 

g 2J(J+1) 

El factor g depende de los pesos relativos de L y 5 al 
determinar el vector J. 51 L=O entonces J=S y g=2; si 5=0 
entonces J=L y g=l. En ambos casos µ es paralelo a J; la 
diferencia entre los factores g se origina por la 
diferencia entre las razones glromagnétlcas para el spln y 
el momento angular orbl tal. Cuando ni L ni 5 son cero, g 
puede formar un valor fracclonal y hasta menor que 1. 
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APENDICE 111 

TERMODINAMICA 
(51, 74) 

EQUILIBRIO TERMODINAKICO Y MICRORREVERSIBILIDAD 

Dentro de un gas (ó material) a una temperatura T, en el 
que se encuentren átomos, moléculas, iones, electrones, etc., 
a cada instante ciertas particulas se excitarán y otras se 
desexcitarán, algunas perderán electrones (ionización) y 
otras podrán capturar electrones. 

Un estado de equilibrio termodinámico es aquel en que cada 
uno de los procesos entre las part1culas del medio, como la 
emisión, absorción, ionización y las colisiones, son 
contrabalanceadas de manera exacta por su inverso, provocando 
as1 que las variables termodinámicas permanezcan constantes 
en el tiempo. As1, por ejemplo, podemos decir que entre 2 
niveles, n y m, de un átomo, el número de excitaciones por 
absorción de radiación es igual al número de desexcitaciones 
por emisión de radiación: 

AIII,! 

y, el mismo número de excitaciones por colisiones inelásticas 
será exactamente contrabalanceado por el número de 
desexcitaciones por colisiones 

• .col 
l'ln~ NiHn AIII.2 

En estas condiciones se dice que los procesos son 
"microrreversibles". La energ1a cinética promedio de las 
particulas está regulada por la radiación emitida en los 
choques, la distribución de las diferentes part1culas entre 
los estados simples de energia que puedan ocupar. Las 
funciones de distribución microscópicas se determinarán a 
partir de los parámetros macroscópicos, como temperatura y 
presión, que existan en el medio. 

El equilibrio térmico será en donde las funciones de 
distribución sean estables desde el punto de vista de la 
mecánica estadlstica, suponiendo partlculas indistinguibles. 

Si decimos que las part1culas está.n determinadas en su 
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posición por las coordenadas q1 y su velocidad por ql ·y, 
considerando un sistema con tres grados de libertad, podemos 
definir la posición de las particulas en el espacio fase por 
6 coordenadas: qx, qy. qz, px, py, pz; donde los pi son los 
momentos de las part iculas. El elemento de volumen 
Infinitesimal en este espacio fase será: 

di: dqx dqy dqz dpx dpy dpz 

que podemos escribir como 

di: V dpx dpy dpz 

donde V es el volumen infinitesimal del espacio geométrico. 

LEY DE HAXllELL 

Esta ley permite encontrar el número dN de particulas de 
una especie dada (dentro de un medio de temperatura T, en 
equilibrio termodinámico) con velocidad comprendida entre v 
y v+dv 

oc.AIII.3 

donde N es el número total de particulas de la especie, m 
la masa de cada particula, k la constante de Boltzman y T 
la temperatura del medio. La demostración de esta ley se 
hace de la siguiente forma: 

Supongamos que dentro de un volumen V = dqx dqy dqz, 
existen Nt, N2, ... , NJ, . . . particulas de energia \lt, W2, 
... , WJ, Si el sistema de N partlculas en total y 
energia total W está aislado, entonces 

n 

N E NJ AIII.t 

w E NJ WJ AJII.S 
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Si el número de particulas de un estado o especie es 
grande, el estado promedio será muy cercano del estado más 
probable para el que la probabilidad X será máxima. 

LEY DE BOLTZKAH 

Esta ley nos da 
niveles n y m 

la razón entre las poblaciones de dos 
de un átomo o de un ion, de pesos 

estadisticos gn y 
(suponiendo equilibrio 

g., y de energias -En y -Em 
termodinámico). 

Alll.B 

donde -Em y -En son los valores de la energia interna, 
tomando en cuenta que el limite para el continuo es E=O. 

Pero, en general, se prefiere utilizar la fórmula de 
Boltzman expresada con los potenciales de excitación de los 
niveles n y m (potencial X = O para el estado 
fundamental) 

entonces 

N. ~ e -;i:ruilkT 
Nn = gn 

Alll. 7 

un.e 

y P~f-2 emplear los potenciales en electronvolts (1 eV = 1.602 
x 10 erg). La ecuación toma Ja forma: 

donde 

9 
5040 
-T-

(5040 = c.(_1_. 6_0_2_x_,k,...10_
1
_
2

'-) _l_o-=g'--e) 

y, dado que el potencial de excitación XI O, entonces 
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AIII.10 

Esto nos ayuda a definir una función de partición de la 
población en un átomo o ion respecto de los varios niveles. 

Sabemos que 

N E Na 

ec.AIII.11 

N1+N2+N3+ ... = N1 (1+ ~ + ... + ~; + ... ) 

y, mediante AIII.10, podemos escribir a N como 

N NI ( -X21kT + • • . + ga e-;¡:,./kT + ] g¡ g1+ g2 e . , .. 

ec. AIII.12 
Y, esto nos permite definir a 

"' B(T) = E ga e-X,./kT AIII.13 

•=O 

como la función de partición. 

LEY DE SARA 

Esta ley permite determinar el grado de ionización de un 
medio en equilibrio termodinámico. 

Un átomo A se ioniza y se convierte en un ion A+ 
cuando pierde un electrón 

Sean No, N1 las poblacio~es de l~s niveles fundamentales 
del átomo A y del ion A por cm , Ne la densidad de 
electrones; go y g1 los pesos estadlsticos de los niveles 
fundamentales del átomo y el ion, y ge el peso estadistico 
asociado al electrón. 

La ley de Saha nos permite encontrar la razón entre 
N1Ne/No en función de la temperatura 
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N1No g1go 
N;- = go 

(2111DokTl 312 e-x1/kT 
h3 

AIII.14 

donde mo es la masa del electrón; k la constante de 
Bol tzman; h la constante de Planck y x1 el potencial de 
ionización (expresado en unidades cgs). 

Si deseamos encontrar el cociente de las poblaciones 
totale~ de los átomos neutros N, de los iones ionizados una 
vez N y de los electrones libres No, basta con reemplazar 
en la fórmula los pesos estadisticos por las funciones de 
partición, entonces 

N+No B 
-N-=2~ AllI.16 

de un ion r veces ionizado respecto de los r+l veces 
ionizados, la ecuación toma la siguiente forma 

Nr+INo Br+I (2mnokT) 312 -x~/kT 
--¡r,:-- = 2 S.:- h 3 e AII 1.16 

donde Xr es el potencial necesario para pasar de r a r+l, y 
Br+t, Br son las funciones de partición de Nr+I y Nr. 

En el caso de un átomo de hidrógeno, se puede calcular la 
población total de los átomos en el nivel excitado de nllmero 
cuántico n (Nn), respecto de la densidad de protones N1 y 
de electrones libres No. 

N1No 
~= 2 

AIII.17 

n 

donde R es la constante de Rydberg (véase Apéndice !!). 
La ley de Saha se establece suponiendo que las particulas 

son indistinguibles e independientes. Pero en el caso de un 
plasma, cuando su densidad es elevada, no se pueden ignorar 
las interacciones y conducta colectiva de las particulas. No 
obstante, se puede aplicar una corrección a la ley para tomar 
en cuenta las interacciones en estos casos, y que equivale a 
una modificación en el potencial de ionización XI, que se 
reemplaza por x1 -Ax1, donde 
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AIII.18 

donde q es la carga efectiva del ion; p
0 

es la longitud de 

Debye, distancia a la que los iones y electrones de un medio 
blindan la acción de una carga. 

2 
p "" D 

kT 
AIII.19 • 

4ne2(Ne+¿q92 Nlq l 

donde Nf :is la densidad de particulas de la especie 
ionizada q veces. 

LEY DE PLANCK 

Dentro de un medio en equilibrio termodinámico, ciertas 
partlculas se excitan o ionizan con la absorción de radiación 
y otras se desexcitan o recombinan con la emisión de 
radiación. La distribución espectral de la radiación que 
emite este medio en equilibrio radiativo es la que determina 
la ley de Planck (la radiación de cuerpo negro). 

Un cuerpo está en equilibrio radiativo cuando, a cada 
frecuencia, cada unidad de volumen emite la misma cantidad de 
radiación que absorbe. 

Esta ley proporciona la densidad de radiación
3 

'Uv 
(cantidad de energia por unidad de frecuencia y por cm , que 
pasa en un Instante dado por un punto dado) y la distribución 
de la intensidad Iv (energla que pasa normalmente a través de 
la unidad de superficie por unidad de tiempo y por unidad de 
ángulo sól idol. 

Entre 'Uv y Iv existe la relación 

1 Jtn 
'Uv = - Iv díl 

c o 

ec, AIII.20 

(íl ángulo sólido). 

que, cuando la radiación es homogénea e isotrópica (como en 
el caso de equilibrio termodinámico) se transforma en: 
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El número de oscilaciones de frecuencias comprendidas 
entre v y v+dv, según el electromagnetismo clásico, es: 

8Jlll2 
Q11 .. -2-c511 

c 

pero se obtienen resultados erróneos cuando se le asigna una 
cantidad de energia a cada frecuencia. 

Planck propuso que las oscilaciones de frecuencia 11 
tenian energias que eran múltiplos enteros de h11, donde h 
es una constante pequef\a que se determinarla con el 
experimento. Y que, entonces, en un intervalo 11, 11+d11 
existian N11 = 'Uv d11/h11 cuanta luminosos. 

La energia total W = E N11 hv es constante y entonces el 
estado más probable se encontrará anulando las derivadas de 

c5 log X - µW Ali l. 21 

donde X es la variable aleatoria que les asigna la 
estadistlca de Base-Einstein, lo que nos lleva a que 

N11 

donde 

Q11 
2 

~c511 
2 c 

Empleando la fórmula de Stirling y suponiendo que Q11>>N11, 
la densidad de energia se obtiene reemplazando Nv y Q11 por 
sus valores 

'Uv 8nh11 
3 c 

donde µ = (kT)-1 para un medio con temperatura T. 
La ley de Planck da la distribución de la densl.dad de 

radiación en función de la frecuencia de la siguient~ forma: 
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BllV 
3 

l 'Uv 
3 h11/kT 

- l c e 

o la intensidad 

donde h 
c 
k 

111 
21w3 1 

2 lw/kT 
- 1 c e 

1.IIl.23 

-'l:I 6. 62 x
1
JO erg seg (constante de Planck) 

3 x 10 c~~eg (velocidad de la luz) 
1.382 x 10 erg/grad (constante de Boltzman) 

Un estudio global de la radiación nos conduce a que, si 
integramos la radiación sobre todas las frecuencias, tenemos 
que 

"' 'U(T) = f 'Uv dv 
o 

Alll.2t 

donde a= 7.569 x 10-15 erg/cm3 grad1
• 

La densidad de energia en un cuerpo negro es proporcional 
a la cuarta potencia de la temperatura (Ley de 
Stefan-Boltzman), y la intensidad total es 

I = B AIIl,25 

donde <T = 5. 6724 x 10-5 erg/cm2 grad1 seg (constante de 
Stefan). 

La distribución de energia de Iv en función de v o de 
111 en función de i\ presenta un máximo en una vmax ó 
i\&ax determinada, dependiendo de la temperatura. 

La ley de Wien proporciona el valor de i\Mx. Como 
sabemos, si hacemos la sustitución de 11 por i\ mediante la 
relación i\ = cv, tenemos que: 

AllI.26 

y, haciendo 
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obtenemos que 

A""'xT O. 289715 cm grad 

y el valor de vmax correspondiente a un máximo de Iv no es 
mé.s que el valor de v que corresponde a A ... x. 
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APENDICE IV 

CONSTANTES FISICAS Y UNIDADES 
(9, 20, 62, 65, 14] 

CONSTANTES FISICAS 

Velocidad de la luz 

Carga eléctrica 

Constante de Planck 

Constante de Boltzman 

Número de Avogadro 

Faraday 

c· 
2 

c 

e 

2 
e 

h 

Chcl 2 

e/he 
2 (e/he) 

k 

1/k 

F=NAe 

Número de masa atómica . µ = N-1 

(C
12 = 12) 

µc2 

110 

4.8032 x 10-10 statcoulomb 
4. 8032 x 10-lo (erg-cm) 112 

1.6021 X 10-19 C 
1. 6021 x 10-12 erg/V 
3. 7946 x 10-7 (Me V-cm) 112 

1. 9040 X 10-13 MeV-c 

6.6256 x 10-27 erg seg 
4. 1356 x 10-21 MeV-seg 
1. 054 x 10-27 erg seg 
4. 3322 x 10-•3 (MeV-seg) 2 

1. 2880 x 10-21 seg 
3. 1613 x 10-17 erg cm 
1.9731 x 10-11 MeV cm 
389. 36 Hev2 bn 
1.9231 x 10• (MeV cm)-112 

3.6982 x 108 (MeV cm)-1 

1.3805 x 10-18 erg/grados -· 0.8617 x 10t eV/grados 
1.1605 x 10 grados/eV 

6.0225 x 1023 átomos/mole 

9.6487 x 10• C/mole 

1.6604 X 10-2t g 

1822. 83 mo 
931.478 ± 0.005 MeV 



Masa del protón 

Masa del neutrón 

Masa del electrón 

Carga electrónica 
especifica 

Constante de 
estructura fina 

Radio orbital de Bohr 

Sección eficaz atómica 

Radio clásico del 
electrón 

Magnetón de Bohr 

Magnetón nuclear 

Factor de conversión 
de energla 

Tiempo 

Tasa de desintegración 

Longitud de onda de 
Compton 
(para el electrón/2n) 

ma 

2 mac 

e/me 

aa=h/mce2 

2 nao 

µo=eh/2mec 

1 eV 

1 dia 
1 afio 

curie 
rutherford 

:l.=hlmcc 

'~1:s126 x 10-2
• s 

939,256 ± 0.005 MeV 

939.550 ± 005 MeV 

9. 1091 X 10-28 g 
O. 5486 x 10-3 amu 
511.006 ± 0.002 keV 

1. 7588 X 108 C/g 

1/137.039 
7. 2972 X 10-3 

5. 2917 x 10-9 cm 

8. 797 X 107 bn 

2. 8178 x 10-13 cm 
0.2494 bn 

0.57882 x 108 eV/gaus 

0.31524 x 10-11 eV/gauss 

1.6021 x 10 -12erg 

86 400 seg 
7 3.156 x 10 seg 

3.79 x 10 10dls/seg 
10 dls/seg 

3.86144 x 10 -11 cm 

Energla de lonlzación para el 
átomo de hidrógeno normal 

2 • 2 l Io=~n mee /h 

=e /2au í 2¡ 212 ) 13.60 eV 
=mee 'J.a. 

2 
1 =la(Z /n ) 

Energia total de enlace electrónico 
en un átomo (Modelo de Tomas-Fermi 
con coeficientes empirlcos) 

Ba(z) 

111 

15. 73 z 713 



CONSTANTES NUKERICAS 

e= 2.718282 

log
10

e = O. 434294 

1( = 3.141593 

11R = o. 564190 

112 

1/e = O. 367879 

log 10 = 2.302585 • 
11:

2 = 9. 864604 

1/v'2i' 



TABLA DE UNIDADES Y EQUIVALENCIAS 

CANTIDAD FISICA SIMBOLO MKS CGS 
(Racionalizado) (Gaussiano) 

Longitud metro(m) 102 centimetro 
Masa m kilogramo (kg) 103 gramo (gr) 
Tiempo t segundo (seg) 1 ~egundo (seg) 
Fuerza F newton 10 dinas 
Trabajo w joule 107 ergs 
Energia u Joule 107 ergs 
Potencia p watt 7 -1 

10 ~rg seg 
Carga q coulomb (coul) 3x10 statcoul 
Densidad de -3 3 3 carga p coul m 3x10

8 
statcoul/cm 

Corriente I ampere (coul/seg) 3x10 statamperes 

Campo eléctrico E volt -1 1 -4 m 3x10 statvolt/cm 

Potencial q,, V volt 1/300 statvolt 
-2 6 -2 Polarización p coul m 3x10 s~atcoul cm 

Desplazamiento coul -2 
D m 12nx10 statvolt/cm 

eléctrico statcoul/cm2 

Conductividad mho m -1 B -1 
O' 9 X 10 ~f~ 

Resistencia R ohm 1/9 x tP seg/cm 
Capacitancia c farad 9 x 10 cm 
Flujo magnético ~.F weber 108 maxwell 
Intensidad H ampere vuelta/m 4n x 10-3oersted 

magnética 
-11 2 Inductancia L henry 1/~ x 10 seg /cm 

Inducción magnética B weber m -2 10 gauss 
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TABl..A DE COHVERSION DE LOS SIKllOLOS FORMALES 
( ELECTROKAGNa'I SI«>) 

CANTIDAD SISTEMA 
CGS (Gaussiano) HKS 

Velocidad de la luz c (µocal-
Campo eléctrico EC;,Vl v4nco' E(<fi, V) 

(potencial,voltaje) 
Desplazamiento D V4TC/co' D 
Densidad de carga p ( 1N4'1Cco')p 
Inducción magnética B ./411/µo' B 
Campo magnético H ./411µ0' H 
Magnetización M vµo/411' M 
Conductividad CT cr/4nco 
Constante dieléctrica e e/ca 
Permeabi lldad µ µ/µo 
Resistencia (impedancia) R(z) 411co R(z) 
Inductancia L 411co L 
Capacitancia c ( 1/4nco)C 
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APENDICE V 

VERIFICACIONES MATEMATICAS 

CAPITULO l 

fnm = m Bnm hv/ (ne2) 

demostración 

de la ec.I.20 dEv = -4nlvne 2Nnfna/ (me) 
y de I.21 dEv = -4n~vNnBnahv/c 
entonces como = 2 ~ ne fn./m = ynahv 
y de 3 tenemos que fn• = mBnahv/(ne ) 

dfn1t/dk "' fnlt 

demostración. 
de la ec. I. 32 tenemos que si ;\ = 28g11/ (3V:Íngnn3) 
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mvdv = hd11 

de a ecuación del balance de energla tenemos que: 
1/2 mv

2 
+X = h11 •.••••••• 1 --+ 11 = mv2(2h)-1 + X h-1 ......... 2 -,. d11/dv = mvh-1 .. mvdv = hd11 Q. E. D. 

demostración: 
de la ley de Planck (véase Apéndice 111). tenemos que: 

....... 1 

y remplazando 111 en la ecuación I.59 

N d11 = 4nNna:nJc (1-e-hll/kT)(h11)-12h113c-2(ehll/kT 
º"' 

y de la ley de Saha (véase Apéndice 111). 
NtNe/Nn = n-~ - 3(2l!lllckT) 312 e-hcR/n~T 

entonces 

y reemplazando 4 en 2 tenemos que; 

N = 4n1Xnk (l-e-h11/kT)(hv)-12h113c-2(eh11/kT - 1)-1 X 
º"' 

X [(N1Ne)-1 n-~-3 (2nmekT) 312 e-hcR/n~T¡- 1 

.... 3 

.... 4 

... 5 
y de la ec. l. 44 tenemos que _

1 10 6 6 2 -i-
IXnk = 64(3/:i) 11mee (n c h 11 ) gil 

y sustituyendo 6 en 5 tenemos que 
..... 6 

N = 411 (1-e-h11/kT)(h11)-12h113c-2(eh11/kT - l¡-1 X 
º"' 

X 

~ -1 10 s e 2 -1-
X 64(3v3) nmee (ne¡¡ 11

2
) g1~ 5 ..•.• 7 

por eliminación directa de 11 /11 y n In y reagrupando los 
demás términos se tiene que; 

N =8n264mee1°C3V:i' ch2)-1[2nmekf312 NINeT-
312 

gil n-
3
11-

1 
X 

º"' 
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X ... 8 

Para poder reducir la ecuación 8 se deducen las siguientes 
identidades entre los cocientes de exponenciales 

entonces 

-hv/kT 
e ... 10 

(l-e-h11/ltT)((eh11/kT_11e-hcR1n2tT1-1 = e-hvlltTehcR!n2tT ... ll 

11 = e-hv/kT+hcR/n2JtT y como cR/n2 = Vn entonces 

11 = e-hv/kT - hvn/kT = eh(11-11n)/kT ... 12 
finalmente tenemos que 

N F NtNo T-312 gil n-3e-h(v-vn)/ltT /11 X 
neo kn 

X 8n264mce10(3V:i' ch2
)-

1(2nmck)-312 
••• 13 

y de 13 tenemos que si reemplazamos a 

8n264mce10(3v':i' ch2
)-

1[2nmck)-312 por una constante [ entonces 

tenemos que ([ = 3.260X10-6 en unidades c.g.s.) 

Q.E.D. 

CAPITULO l!. 

ns(u,v)r [nr(u,v)s V tl-1~ (2ln Al- 1 [ln(Ct~2 ) + 11.23)-1 X 

X ( [ln(Ct~2)+9.23) 2 + 4 ) 
demos trae i ón: 
Para particulas no relativistas la expresión 11.1, se puede 
llevar a la siguiente forma {JK]. 
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(cr,v)r,V t = [7.6X10-9fZ2
/ (f3AE) ) [ln(Ctj32

) + 11.23) .... 1 
entonces 
nr(cr,v)r,V 1 = nr [7.6X10-9fZ2

/ (j3AE) ] [ln(Ctj32
) + 11.23] 

.... 2 
y de la ecuación II ·-fli te~emos que 
na(rr,v)sVt = [3.BX10 nrZ f I (j3AElnA) ) X 

X ( [ln(Ctj32 )+9.23] 2 + 4 , ..• 3 
Al efectuarse el cociente entre 2 y 3, por eliminación 
directa (término a término ) tenemos que: 

2 
nr(cr, v)rV1 [naV1 (rr, v). V 1 ]-1 = 2lnA [ ln(Ctf3 l + 11. 23 1 ... 4 

[ ln(C1132)+9. 23] 2 + 4 
entonces 

X • (. [ ln(C1j32 )+9, 23) 2 + 4 ) Q.E.D. 

CXnlt 
-- sec. 

altn 
2Nn4nmev lnA 

demostración: 
sustituyendo la ecuación II.20 en la ecuación II.19 tenemos 
que: 

«nk/a.kn aec. 

N1Ns fa(v) h2 
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y como 

(ehv/kT_ l) 

(1- e -hv/kT) 

entonces 

entonces 

ank 
--- sec. 

aJm 2Nn4rrmev 

ehv/kT _ 
1 

ehll/kT -1 

hll/kT 
e 

y como Ns Nr/lnA (para el caso de electrones) entonces: 

ank 
--- sec. 

CXlm 2Nn41n11ev lnA 

Q.E.D. 

ank sec. = ~ [-C- ]
2

(2rrmc) 
112 

(kT)3/2 e (11-11n)h lkT fa(v) 
<Xkn NeT 2n 11 hlnAv 

demostración: 
De la Ley de Saha (véase Apéndice 111) se tiene que: 

Ni Ne 
N;;- = 
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entonces se tiene que 

NI 
N;;- = 

(2mnekT) 312 

NoT n2h3 

-hcR / Cn2kTl e 

y sustityendo 2 en la ec.II.21 tenemos que: 

...• 2 

«nlt 
a;;k aec. Nrfa(v) 

(he) 2ehv/kT (2mnekT) 312 

lnA2me41[JJ2 V NeT n2h3 
-hcR I Cn2kTl e 

finalmente al reagrupar los términos se obtiene que: 

<Xnk aoc. = !!!, [-º-)2(2mno)l/\kT)3/2 e(11-11n)h /kT fa(v) 
<Xkn NoT 2n 11 hlnAv 

Q.E.D 

APENDICE l 

Sean: ~un vector con componentes vx,vy,Vz tal que 
~ = (vx, Vy, vz) 

y B otro vector con una sola componente en la dirección 
z tal que B = (O, O, Bz) 

entonces 

~X B = 1 v~ 1 Ir. 
Vy Vz 
O Bz 
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l(vyBz) - J(vxBz) 

Q.E.D. 
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