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Algún tiBJlO ha que la i'bt<m\tica trata de eocontrar algunas coodid.ones que sean necesarias, o -

bien suf:!clentes, para asegurar algunas caclusiones. El sentido amlltico de la busqwla de tales -

cooiidones ha desatado un enarne caOOal de rruevas tmclas, ru:has de las etnles surgieron sin a~ 

te relaci6n con el nllMo que vivimls, !>'00 que ya ahora re <ruest:ran catD s6lli!os cimientas que sopor

tan la RUyoría de las verdades que aplicmns, a va::es de mJnera na:ánic:n, en J1U'!St:ro fas:imnte mmlo. 

Tan lleno este fil.tmo de inrerrelnctones y ElrnllnÍlls tan perfectas que, grocla.s a esl1l ciencia, han -

p<xlido = descubiertas sin la necesidad, a veces :!m¡xisible, de cmprolnrse de imnera anpírlca, 

No significo ero é.to que el apoyo intuitivo en tal labor no sea de capital :lm¡xJrtancia; el "'!!!. 

prolxirlo ex¡:erinentalnrnte 009 da confianza y ánJmis ¡ma reguir adelante doode nuestra 1áiqnra es -

nuestro raciix:lnio y nuestros fuW:oo fusiles una pl!JIB y un l"pel., 

Aqui 009 daroros a la tarea de analizar las características :lm¡xJrtantes de un ti¡xi es¡ttial de

funciones, de entre nu:Ms otroo, las .fuocioocs de VARIACICN ,llJJl',IDI, ""' faniliad2anms coo el.Jas... 

y vereros = se canportan sobre tafo en cuanto a sucesiooes, diferonciabilidad e integrac:l6n sobre

éstas. 

Fn algunos llD!Bltas sacrif:ican:ms el "1\ll"' wd.90 y elegante de cacluslooes que ra¡uieran -

de un conocimiento anterior de otras mms de la /ohtsaítiai diferentes a las nociones l:Ésicas de un -

prilrer curso de Análisis /ohtaiático; talo esto coo el único prop6sito de que JUJestra exposiciÓn, a -

veces larga, '""' canprendida totalmente y sin detasúldre esfuezzoo, 



Int:ontm"Eml.s, hasta denle lo j>lI11tita nuestra intuición, de ejeDplificar los resultados que ob -

tengooos a fin do " ""1tir en nuestras llllOOS " lo que nuestro razoooniento dedu:d.vo cacluye. 

ÚJs invito ¡x.e¡ a SllJErg:imls en esta nueva aventura, denle ya au:hos ran estado, ¡:mo alma -

coo el intinerarlo mis accesible ¡ara OOSJUOS, sin daiasUldos sobresaltos y aurx¡ue lentos, cm la -

fime seguridad de q"' nuestros objetivos """' alcanzarlos. 

~ agradecer a todos aquellos que cm su constante apoyo nvral y huJBno colalxlraron a que -

este nvdesto traoojo ven por fin su t:enniro:i6n. 

Gradas a todos p.ies 1 

R.L.G. 
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Fn este capitulo trataraoos oobre las propiedades !Dsicas de las furciones de varll!ci6n aco

tada en un lntervalo fa,b], BV fa,b]. 

Yermos, entre otras COS3S, corxliciorX!s suficientes y necesarias µmi~ ma función perte

nezca a BV a,b • Prolnrrnos que BV a,b es un espado vectorJal. oobre 1t< e Jntroduciroros

una oomn en ~te. Adrnás cllicutirums brev"1E!lte la estreda re1aci6n entre longitud de arco y -

variaci6n total, 

1.1 ID1N!Cllll Y SlS ffill'IERAS cmIDJElClAS 

IE'JNIC!llll.l&..n{:[a,b]~K., l':'o•X.<><',<')?< ... ¿)l',,L.} 
una partición de [a,b]. Sea 11¡(P)definido par H 

11f(p), kff(ic.)-f(?f._,)/ 

Si el conjunto A = { 11J (P) ( 'P una partici6n de [a,b] ~ está acotado, es decir 

11¡(P).5 fw1 para toda ¡artici6n 'P de fa,b], diroTos que J tiene V1\RL\Cllll NJJrADA "!!. 

[a,b]. 
La coleccl6n de todas las funciones que tiene variaci6n acotada en [a, b] "'1Ú denotada par -

BV (a,b] • 

Si f ~ BV (a, b} defininos 

V¡ [a,b],,,.ipl'VJCP) )Puna ¡artici6n de fa,b] f 
Al núrero ~ la,b] lo J.1rnnroroo la VARL\Clrn IDrAL de f en fa,b] • 



El conjtmto de tolas les ¡xisibles ¡artic.iooos de la,b] será desigrodo por O¡_a,b). 
Algunas propiedades :importantes de tales fuociooes ron las siguientes. 

f" BV La,b] 
'IRXID~\ 1.1 Si f es m:nótona, creciente o decreciente, m fa,b] ~tooces -

mmnw:rai: Sean f llDTlÓtona en~,b1 y P" G[a,b] . Qinsideraros 

11fl?)· ~1 ifty.)-H'¡,-1)\ 
• { ~ fé.'1<,) _ f (x, _,) 1 ti' ~ es cnciente 

f;,1&..,)-f(;t.), ~· J/ es decreciente 

cam estas dos 51.JTOS ron telescópicas se tiene que 

( 
f(¡,,)-fW..) 

1 
!/,es creciente 

'lJf (¡>) < ¡r .. J _ ¡a.) I 1 / es d'f!ti~f (,,J 
por lo que Vf(P),s-f~"'f(P)'P" (/[a,b]~ ~ ~ f(,,.)-f(b) 

9'gÚn que f sea creciente 6 decnciente en (.a,b) . Asi fe BV (a,b ). *" 

Note que si f es constante en (a,b] 
1 

Y¡ (a,b J = O 

'TEllIB-11 1.2 Si q: la,b]_.,. K satisface la condidlin de Lipschitz, -

f J¿,)_ J (11)/1"1/l'.-~ 1 pera toda 1.; ~ é la,b] mtonces qf BV (!',b] y en tal= \Í; [a,b}"'1(b~t<) 
M-:;J' si f jt.-)/ ~ M pera toda f.E(a,b] entoo:es f ¿ BV [a,b] y re tiene que '4 (a,b]! M(b-o.) 

00-ImRACIOO: Suponga qua j:(a,b]_., 'i._ satisface la condici6n del tecrl!IB. Fntonces si -

P € CY[a,b] oo tiene. >' )/ ">' 1 ) 
'11f (p): f.1 J(x.,)-7ü,.1 -" ~' M l:<.-1•-' ~ M (t..-.:t 

por tanto q~ BV la,b}y Vi¡(a,b]: ~r+1tr), La,b] ~ ~ t··io,_,,.,) 
/Jy;¡d bien si 1 f ÍX) 1 ~ fv1 pera toda ')( € [a, b] por el teorora del valor nalJo re tendria -

11&>-tt¡)I; 1~'<?)/lx-¡ 1, ~ ~f x- / 
de lo que 

lf&l-f(¡)/! M 1~-¡ 1 pera toda 'T~,b]. 

que 
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IDIBlRAClCfü Su¡xmga que p 2 B. y l"r sirr¡llicidad que p y {). difieren l"r s6lo -

uro de sus l'Jllto5. Asi <9: ~ '4, JC,1 · - . , ""Y 
f; ~k.,K, 1 .. • ,~, ... ,)C,.~ 

donde e {; (;t, ft; 1) .Ahora bim ) "' 1 
' Vf(() .~)f&~)-f~.-1) 

:! i' 1 f(x,J-r (~_,JI~ l1<cJ-f <x,) ¡, !f(x,J rrc ;I 
,-,=-• 

: 11¡ (p). 
Si P;? {) y /,stas difieren en mis de un l'Jllto, digrnns :11 , cntooces f6nrese la cad""!!. 

& : r. 5''P. 5 - - .51',, = f' donde r. ' ?.:.; € C?[a,b] que difieren en s6lo un ¡Alllto. 

Aplicando a éita lo prolxldo anterioarente tendnmJs 'lif ( {}.) ! 11[ (F: ) _< • • • .! 1J ('P) 
es decir P 2 & --}. -vf (P) ~ .,;{ (f}) . 

Para probar la otra parte defiroros A,. = ~1' / 'P e GJLa,b} con a lo l1És )\ ¡Allltos }-

y~= UA,. (e Cf[;i,bl) ) 
de aqui A,, 5 Al'f-1 y también 1'71 5 r,.; , y coosideraros la ~n (-r,. • Sijf;IW (:>,b] 

,., tieie que 11f (.&) .! -Vf a .. ) con lo que la socesúln (v¡ (r,..)) es creciente y acotada 



por vf [ a,bJ y tmlrams que 

~"1 ,,¡¡(rJ • wt {'lif (P.,,) ! r,, COlO antes r = Vt (a,bJ. *" ,, 
11:UU:)'V. l.4 Si j (: BV [a,b) enronces J está Dt:Otada en I • [a,b] y re-

tiene 1 p1 S / f (t'}/ + ~[a,bJ. 

OOIBIRAC!Cll: Utiliz3mo l10t~(:/i0ftK)-f (, . .) 1 
~ rffr<)/.i lfC~-f(,..)l-1 lf{t.)-f(I()/ 
.! lf(a)l<'ll¡(P) , -p-·1a,x,L.Y 

lf&)I t lf{a)! +Y¡ (a,b] '¡nra 1:00a ;<'E-.T ' 

y asi 1 
df~.r; ~ti tfl>.:)I HI ys /f(,.)/• '4ra,h]. '"' 

1,2 ESPICIO va;nru,\L Y tm-V. PARA BV fa,b]. 

V<DlDS ahora que BV fa,b} es un es¡ncio vectorial de flll1Ciooes sobre íR , !ajo la sum y Tilll.I;!. 

plicaci6n escalar ordinarias. IIx:luoo lnjo algunas suposiciones verrnos que el prodocto y cociente -

de funciones en BV J!.,b] es de nuevo un ell31eflto de BV la,b] . MEmis aqui .introdtclreros una nornn -

en BV fa,b] , 11 llB'/• lnjo la ctcl discutiraros CDOvergercla en BV (a,bJ en el capítulo siguiente, 

'!IIlIDI\ l.5 Si f1 q (: 'iN (a,b] y ~ ( K entonces "'Í y j + ~ (: BV (a,b]. 
Matús ) 

V"Í [a,la] • lodV¡ (d,1..1 

'4•1[a,L.J ~ v°r[a,i.,J~ v.,ra,I..] 

!Jl:}ffilR/.cJ.lll: 5u¡xJnga q~ ¡, l f 'iN (a,b] y ri. ( K. s.a.,. P ~ (il(a,b1 , 

v~f(p). ..t 1 °'f&.)- O(f6,_,) / ~ /,d ~,1f(x-.)-f(~.,)1 

de lo que 

es decir 

~., . \ 
~ /o!l 111 (PJ 

jUP j-v .. ¡(P) !PdYI•·b] !: locl Vf[a,b]. 

v"f fa,bJ = 1~1 · ~ l•.bJ 



Ahora considere 
l< 

'11¡+1 (p) '° ~1 1 (f-11 )ci.¡.)- (f-1;)(y,._,) 1 

,~1 1f(~)-f<Y,,.1)' 1~J-;~)I 
5 ~11 f<)(¡,)-f<x..,)/ .. i,I j&.)-7<'~-1)! 
s Ví[a,h)• v'j [a,b] 

¡>.ir consiguiente 

nnu:H\ 1.6 Si f, J f BV (a,b} entm:es f 1 ~ JJV (a,b] y se tiene 

V¡q[a.h] !' lflr V, [a,b]• ~J~ Yf[a,h]. 

()t. /11 ! j{x) ¡nra rola )( f I # (a,bJ entonces 

¡f " JJV (a,b) y l/{f [a,bJ ~ Yf [a,b~ 1 

11MSIRACIOO: Su¡xmga que J.1 f JJV (a,b} y 'P € (f [a,b] . 

Qinsiderams '1Jf1(p),,. j, J f{¡.)J4t)- f(:<,..1)cj1X.-1) 1 

re aqul. 

1 ¿,1 f&.) [ 5&.)-J~-1)] f ¡&..,)[f4 )-fc>..,)] l 
! J,t+ex,)l/J&~J-;(x,.,)/+~, lfx-•. ,)1/f~,)-f&,.,)/ 
~ ilfllrYjtP • 1171~ v'f(r) 

i Note que aqul asunimJs el troxi de que j {al y ~ 1 H¡ son finitos debido al telre!B 1.4 

Para pratnr Ja otra afirnncl6n su¡>Jllga que f <i 6V(a,b1 y t;Or1 { f&-} para tala f fo [a,b] 



caro y¡<1)= Í:J /ftY.) - h&..,) 1 , PE O (a,b] 

1 i. /f<Y,,). f(x..,)/ 
"'' 1 f6ó,). f(x,.J/ 

" 
5 ,¿., .z 1 f(x, l-f (){ •. ,) 1 

,,. "'"' 
; )/-,,11f(P)~ ~,Yr-kk] 

ff € BV (a,b)y 'x¡ [a,b].! :»:' ~[a,b] 
con lo que 

"* 

El siguiente ejcrJlllo nuestra la necesidad de la corilici6n añadida a la últ::Um ¡rute del teore

nn anterior. 

¡xirlo que ~ 11 ~ (r.,.) f "11 ; ::~ ro está ocotado y asl. f0 { eN (o, 1 J a ¡esir de -

qoo f •1 ZJe,v[b,1]. 7'J 

'!l[ffil,\ 1.7 In funci6n f-.df~6~·1f{i.)l•Y¡ (a,bJ es una oorna dentro del

es¡a:io vo:toriBl BV [a,bJ • 



Wrsnw::roi: Sólo debrnns proror que, si f, j f BV (a,b] . 

i) ifl~.¡Hl y /fi/8.,; () <'-)- f es la funci6n cero. 

ti) l~f'·· = l~/J{ef&, 
ill) if+7d0., $. (fi/5 '{ + fJIJ., 

il e.om uf'~" " fj(,.)I + Vf (a,bl se tiere que 1if1L;;. () 
Si if tl.~,:·o<->, /f(")/~o " '1 (a,b]" e 

(->, f(,.)~ tJ ,. f es c:onstanre en (a,b]. 

~ ftx): o ' Y €~.b] · 

!.as darost:raciones de ti) e iii) se siguen del teoram 1.4 "* 

1.3 C\RACll'RJZACIQI DE BV (a,b] . 

1 
Hasta aquí nuestra d.is:usi6n de ~ (a,b] se fu taro considerando un :IJlterválo fijo [a,b] , 

arora vroms las propiedades de vf [ a,b l en funci6n del :IJltervalo aDllteniendo a f fija • Se ten

drá que las funciones perterecientes a BV [a,b] oon aquellas, y sólo aquellas, que ¡xalen expresrrre

= la diferencia de dos funciones e.recientes. 

Se anu1:izru¡\¡¡ brev"""1b! algunos aspoctos sobre la cootinuidad dentro de BV (a, b} • 

1 
'lHlIDI\ 1 8 Sean f <:- BY (a,bJ y e" (a,b) 

Ent:ooces f t•.cl Y flrc.h1 f 7'.iVCa.cJ,. 'E;>V[c,I,,] 

respectiVDOEnb!. Ade!És 

e inversmente. 

8 



Aúnnás '4[a,c]-< '/¡ [c,l.J ~ "4 [a,l.] 

La desigwldad en el otro sentido se probal1Í = sigue: · 

Sea &i:{¡r.,X, 1 y1 , ••. x~\ r 0(a,b)ycoo.sic!ere P= lju~c~ 1 

SU]XXlga que e " r l<(.,' ''" J \ 
Fntonces, ya que 1' 2 & 1 -Vf (-p)? 1.1¡ ( g)) 

&..n 'P.=-P/l (a,c} y Y.=P!l[c,k] entonces 1J¡(p),.v¡(P.)-t11f(P,) 

y asi 11f (él.) 5 11f (r.) +7Jf (p.) 

~ \J [a,c]+ '!¡: [c,b.] 

por tanto '4 (a,b] ~ vf [a' e] + '4 te, ¿,] . fu lo que se concluye 

V¡ [a,l.] ' V¡ [a,c] 'Y¡ [e, L.] 
fu la últinn ¡nrte de la dmostración vmos que 

l f 1''/[a,cJn 13\f[c,la] _,,. 1 ~ 'B'/[,,,la] 

'!liREJ>I\ 1.9 Sea f f BV (a,b] • fufininns 

1'.í ()() = ¡ o , /(=-<.. 

f ) "Í [",X) , X~ (",¡,] y re tiene que ff J es creciente 

en (a,b) • Adan\s )1{ = tf -f tnmbién lo es. f 

IiMSlRAGIOO: &..n t<.<x, f>)(,5 L entonces Jf6<,)-f}(x,)r'vf[~.f,J-'4 [a_t,] >,o 
porque el tcoram anterior asegura que '4= ( ", )(' ] " '4 [ '1, )(' r 

Asi ff ()(,)? ~&;)por coo.siguiente ry en la,b] ' 

Ahora bien )lf (x,}-11{ (~,) = 1J.l'J?) -~Ó<,)- [ f(x,)- f (><,) J 
= V¡lx.,x,J- [f(X>\-f(x;)] 

y por el teoram anterior 

y cam /fü,)- f&.l/! '4[ll,, y,J re tiene f1f (y,)J 1t¡6<,) 
asi /ff / en la,b) ** 

ID\\ 1.10 Sea f f BV [a,~ continua por la derecha en ( ~ (a,b) • Para E> O 
dado existe ~ > {) y una ¡nrticlón f), = ~ e, )(' ' . . . y,.: L, ~ ' sufidentenente tiro de re, ¿, ] 

con X,-c < ~ tal que d, ,j_ 11 1 ,.f 
'/¡ [c,b J- /2 ! 72 + J;,f ffr,)-j(~ •. ,) .f J2 -1 Yf [x,,LJ 

de lo que re sigue: • J [ J 1r J J Vf e,)(,= Yf[c1b -Y¡[x.,I.. 5f::-



:. 
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,. 

a) Para tolo E- '> O eiclste {¡ > O tal que 

e (X< c.iá '""' lf6c)-ffr) / l f2 Y 

b) Yf [a,b] "".-i1praro J 'Vf('P) / P t 0[a,b] ¡ 
!)! b) y las propiedades del supram se sigue que !.'\ra tolo {->O existe fJ E-O [ <.k] tal que 

V¡ [c,loJ-yf ~ 1/f (f)) (1) 

Sea 'P: 8 V~ lC1 ) ) X, E- ( ( 1 C.f ~),una nueva ¡artid6n de [ ( 1 l, J 
es claro que 'P ;>él y por tanto, según (1), que 

\f [c,L]- ~ l 111/r) . 
: z I f6.)-frx,_,) / 
- ~ 1 f&.)-f (x,-1)/ .i /f(\(J-f fr) 1 

l ~:: i 1f(-x,J-f(x,-i)1 
y por a) pera ese 

5 ~h + Yf Cx, t,] 
por lo que se obti""' lo que querllirros ** 7 • 1 

ID'.lID\\ 1.11 Sea f E Cla,b]. f l: BV ¡a,b) si y silo si f es la dif!! 

renda de dos fuclooes =it:inuas crecientes. 

DEMmllAC!OO: Veaoos que j continua por la derecha en e E- [a,b) implica que fr 
1 

y por consiguiente )f , tmbién lo es. 

Sea ~ > O dado, del teorotn anterior existe ~ > O tal que 

U)C<C+~ _.,. /V¡ [c,lo]-1 [,,,/..] f <E 

°" /\f [ c,,x-J l ~ 
-; /~(x)-rtCc)/a 

por tanto 'ff es continua por la derecl1a en e . 
Siguiendo la darost:mc.ihn del 1em 1.10 se puede probar de ml!1era similar que f continua a la -



i:z.quien!a de e implica que h también lo es. 

Asi J i<- C{a,b] impÍica 1f ,,. }1f i; G[a,b] • 

Y cam f • 1J. - "YI¡ la corclusi6n del teorain es obvia. ** 

Note que lo descrn;xisicilm de una f f- BV (a,b] continua está dada JXlr dos funciones crecien -

tes ,, f A ff también contfuuas. 

'!IDID~\ 1.12 S5:1E- BV [a,b) y C e-(a,b) entances fot1 í(x) ~ /,,/ti. f(x) 
,)f-1t.., 'J X-1C 

existen. AdB!Ús estos limites ron i excepto, posiblarente, JXlr una coleccilxn contable de ¡>JO~ 

en [a,b] • 

DENNIRACIOO: l'csta probar el cnso en quet en ta,b), pues si ésto I""' y 'J f- BV (a,b) 

entonces 1 = y1 - 111 donde r.,,I ~ )11 Y en [a,bJ y aplicando lo anterior ª esta "" ten-

drla que <j satisfocerá tambiéi ~tras af · es. 

Bien, l 
Sea ( xJ ~ e . una sucesi.6n creciente entonces la sucesi6n j 1 ( x,.) J es crecí"!!_ 

te y acotada JXlr j&J JXlr lo que { f(.<~) f--7 ~t J f&.J 1 H N ~ • L 

Notaros que L es independiente de la sucesi6n (x,,) escogida ya que si ('J¡i) es otra -

tal y l ¡ ; Jt.'t if (.1~) j H N h L entonces existirla }f, f N tal que / 
f t1~.) > L Ol 

y la nueva sucesi.6n que consiste de -t¡J
0 

y todos los valores ){" de ix" ~ nuyores o iguales-

ª éste tieren tambiéi catD supram a L contrndiciendo (1). 

Amra bien, sea (tx..) ~e ~ .x,. (e prol>inm:is que 

lnri f()l,) ~ L 
~ 

De ()<¡,) extraiganos una sucesi6n (x,.J...,. e creciente, 

¡nra ésta "' tiene 

~tr¡ f(.x,.,.) = L es decir ¡nra todo t-;>o dado existe N.>o tal-

que 11. > N, --> 1f(x •• )-L1 < €: (2) 

y ¡ara este mlsiD E existe N, > O tal que 

11 

>t> N~ ~ e--"',.<~ 
Sea N = )lf'4- 1 N., , N2 ~ . Si ¡nra algún ~ > N se tuviera lf (xr )- LI > ¡; 

esto contradicirla (2) pues )lr JXlede rer escogido dentro de nuestra sucesi6n ( X,.K ) 



\· 

Por lo anterior cotcluJnos que llm ¡(~ f (e ') 
X-<C) 

lB prueba de que fo·i!ff.•;)~f(') existe es sirni.lar. 
)1-fl 

Paro prol.m nuestra últinn afimnción, procedaros COllJ sigue; 

considertmJS 
Sea j,, f (e~)- fcd donde 

6,. ={a (a,b)) }e> ~ ~ 
es finito, ya que si no fuer;' ast "'J;Í" 'rrems contable y ¡ma tales e 

~je> !:, Í'' -+ M 

que contradice el tecl1o de que 

¿ ¡, ( ¡t1-)-f(11.) ( finito ) 

Caro el conjunto de cliscont:lnuidadcs de f es 

y siendo ésta la unión contable de conjuntoo-

finitas, s 
Nota: H\s adelante en el capitulo 3 introduciraJDs el concepto de IR'rlida cero con el cual el -

teoram anterior puede enurcier9' CUJD sigue; 

m:REM\ 1.12 El conjunto de cliscontinuidades ¡ma f f BV (a,b] tiene m!ida-

cero. 

l.4 u:tmllJD IJE Afro Y BV [a,b} . 

Aqui ver13lllS la relación entre las funciones de B1' [a,b 1 y las curvas rectificables, es decir -

aquel.las con longitul de aneo finita. 

lE'INICICN 1.2 Sw f : ¡a,b ]-? H<.~ continua y 'P d}) (a, b J 

A1 (p ). J, U ftt.). f<l •.. )/ 
si A.f (-p) Í. M y t:OOn 'P E-(} /a,b] direros que f es una cun-a RI:CTIFIC\l'lll y su -

JJNmUD Ill Afm, denotada ¡:<>r ~ (a,b] se define p:>r 

12 
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In idea gealétrira de Jo anterior Clln5iste en aproxiJm!" la longitud de la CUMl naliante ¡x¡llgonos -

:inscritos en ella; ¡xir ejenplo: j(bv----.. 

'!Bll!M\ 1.13 Sea ) f: [a,b] 7 't conclnua, con sus CDlJIXlOl'llte5 fK 
dadas¡xir Í" { j. 1 p1 •• • {>< 

Fntonces J es m:tificable si y rolo si cada ""'lJOOOlte Í" f! BV [a,b) en tal cnoo 

')< 

"'{. la,b] ~ ~f la,b) $ ~ ~, la,b] , ¡:'.· 1,2, . • • )?'1 

00-ffiIRACICN: Si 'f;.11-.. i,, ... , f ~ J ~ Cf la,b] se l::iene 

)! lft" . . . 1 ~ I f, c'.t:)- f.<t.J I ~ ~f (r·) f tr- 1 f1 (t.)- f; á,) c1> 
¡x¡r lo que to:las las afinmci.o!les del tmrom "' si~ de (1) • '"' 
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Aqui analiwrotr;;s alguras de las propiedades de { f BV [ a,b] :Inherentes a sucesiones de ésta§_. 

Fstabla:eraros qoo el eslXJCio oornru!o (6111\trioi) (p)¡, 1 lev) es canpleto, es decir toda suce

si6n de O:iuchy eo BV converge a un elerento en BV. 

Ad<mis prolnraros dos teorums de es:ogencla en BV robre suces:lorcs en él. 

2 .1 (J}IPlEITIUIJ OC BV a, b • 

'!Hll&ll 2.1 Sea <f) uro su::esión en B\I [a,b] convergente en cada punto de -

la,b] aura funci6n f y su¡xmga que ¡ara algún M >O se tiene '1~ [a,b]_s M ¡ma -

toda .,., ~ N . Fntoo:eS f E fW ¡,.,b] y vf [a,bJ .5 M . 

D!MEJRICICN: Su¡xinr;i qoo (f )_,. f en [a,b] y \f. Ja,b].!' M 
1 

)t?? N 
de aqui se tiene que 

hmlf(:<,)-f!,<,)/ = lft><J j&,)/, x,Y, f[a,b]. 
Sea P• 1 ~.,X,, .. . / li'( ~ f (j)[a,b] reo= 

-t1¡{r ). §,lf~~)-ft,< .. ,)! 
• ~ {-, 1 f (J(K). ¡:,, &. •I> 1 

~ -i;-,.(P) 
-~ t.!Tl "1'~ [a,lo] 

)1 

:t l<1 
¡x>r consiguiente f é: BV (a,b] y Yf [a,b} ~ 1-1\ "* 
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El siguiente ejaliplo nmstra la necesidad de la CD!illci6n 

de que la convergencia sea un!fonre. 

aún a pesar -

Sean ¡ara 1:00a )1 f tJ 

y el teoram 1.2 así lo aseguran. Adaiús si considernnos 

lf,.6<)-¡txHs lx~fic! 5: x, •u[,,,¡,,,,.-] 
< _!_ - /rr . 

ll)t <{! I ;ñ /1->-0<> 
VEllDS la convergencia es uniforne pero aún sin amnrgo / { BV [a,b J cam ya villos ant:eriommte. 

) 
'llrRfMA 2.2 O:rnpletitud de BV (a,b] • 

Soo (f una=esi6nenBV(a,b}. 6{.-fmll~Osi J1<)1-). "'° , 
&it:ooces existe una func:!OO f ~ BV [a, b) ¡ara la cual 1 f- { ( ev ~ O • :n )1 ~ = 

;/ 

DtM:SIRACIOO: Su¡wmga que <f) sstisfoce lo anterior, es decir, ¡ara todo f)O dado existe 

tJ (~) tal que -

)1,)11 ~ J.f(~) ~ 1J•· fm ~e,y<f 

Para cada j~I·[a,b] ootienequesi ;>1,"1~ N(~) ent:Dnces 

,\ if.il..,\fo(.cHdf1r1-fo..Rr~ l/fm-fnle,- <~ (1) 
de lo que ({r¿,.}_J es una ...:cslhn de Cauchy en i{ y ¡:or tanto coovergente a algún núrero, -
dig¡mvs, f< .,,) . 

1 

i 

1 
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Ihlininns f l'x) = '1_n fo (Íc) pira t:00a )U- I ; [a, b] . 
n. (1) CO!cillÍl!DS si )1,? tJ (f:.) es fijo y m ? N (¡;) entonces 

11 faéK) - fo&) 1/ ( (- ¡ma tOOa >C f- :r 
tamndo el llmi.te sobre )"1 se tiene que 

M_?N(!:)~lif..(x)-f(")//(f, Kt:-:I 
es decir <¡~)~f; veairos que/ E J!I [a,b]. n. (1) fijaros }>1,:;, N(~) 
y si )1,? N(E- ~ lf,,,,· • IB'{ ¿E 

_.,. llf<ile'l ~ M donde M • € + lf .... 11,., 
_,,.V¡.,. Lo..l,J ' M 

y cam ( ~< N(<l)~ f aplicando el- teoraro 2.1 se tiene que f, es de variBci6n acotada en (a,b] 

La prueta a nuestra últinn afirnnci6n re sigue de que y ..,. f si )t -> "' y la con-
tinuidad de la nornn // l/&I ** 

UNA 2.3 &?a (f•) una sucesi6n de funciones crecientes defini<las en I • 1.a,b]ta

les, que 1/ r llr f, ""' ~ )f E N • Fntonces se ¡>Jede extraer una sucesi6n parcial de <f )con
\"ergente en cada ¡:unto de I • [a,b] • 

!JEMfilRACICN: Sean l., t,1 .. ., r, / .. . tcxlos los ¡:untos rncionales de (a,b]es decir 

.S: tl(l[a.b] = \t;I ie N~ 
eam ![ f" I~ -11''\ 11 of , ,., tiene que la su:en6n (f,(t,)) ~,Ftada <l{'r M > po.r. 

lo que, según el teoram de lblzaoo..Weirstra, existe una subsu:esi6n (f (') de (fo) conver-

gente en r. ) ) ¡\ .1\ 
Cam Wnb!én (f,/' (r,) está acotada, de (//'} escojaros la sucesi6n (¡,. ('J conver-

gente en f¡ (y, por supuesto, en ~. ) , n. ~inductiva es:6~ (.f,. (•'), )!,? 2 
(J. I>··> ) ' 

de tal fornn ~ue ésta sea una suhsucesi6n de J" convergente en los p..mtos / 1, ,~, , , •• f1' 

({/"') converge en .5 , ya que~\ r~ ~ S escoja11Ds )1.? K. y tendreros que (j/")(r.)) 
converge debido a "11 constru:ci6n de (f. c .. i_; 
&?a f 'J (¡/"J-t f en !J=!J. (1 la,bJ 

si r¡'tr~ ~ S entonces f/"~.)-f,t•l(fJ')~o 
.'. ~)r¡ f_f,/")(1.). fi.(nh;JJ· f(r,)-f(r/)~ O parlo que f/ en S. Aro-

ra definarros a f en tcxlo (a,b) crnn sigue 

f6>= "1)v¡ _fe~) 
este llmi.te existe debido al teofQ;; 1.12 



18 

Probamros que la funci6n oo decreciente f , obtenida de esta forno, es en todos sus pun -

tos de cont.:inuidad el límite de ( f ~ (>)) , es decir si C es uno de tales puntos 

f fr) ~ ~~ f t•(c) . 
Bien, """ e tm tal punto, entooces ¡ara cualquier "° > O se puede escojer J > O 

tal que 

Jc:-)(kG-'> lfCc)-f(id\ <';i Ol 
Swn r, Y ~ (é s tales que C- .& <: f, -f f: < r, <' Cf á A 

1<;1'1(~) ~ i~t"t.J-f' {r,J,(f _ 1rr»(r.)-r (r.)/tlf (2) 
de (1) y (2) se tiene que: ¡• 

/f"
1
(i,). f/"t, )/s lf.l"t1,)-f(1,)/+ 1 f(r,l-f(r»/+ lf(1,) -¡/"t,J / 

í ~ + ~% i : ~f;{ 
U1Jl) f "Y en ,5 tendrrnos que ffiJ f Cr:h f (•{t,) y adalÉs 

lf Cci-f/"~) 1 ! /f(( )-f ú.)/ i / f(!.)-¡/•>(i.)/ • lf/"h)-p»(c) \ 
í f.: f + 1 :f/"frJ- {/'"!(Í,) 1 
í f3i ;~ 
. ~ 

de lo que concluirros que f (C') = /,,~ fo tn! (C') 

Ahora bien, U1Jl) f j en [a,bJ se. si':"" del teo. 1.2 que el conjtmto de di9:ont.:inuidades -

¡xua f es rnnerable diganus D = ~ J..: 1 t ~ Ñ l ~ (a,bJ . 
Fn reguida cFderarus la sucesi6n <iy.) donde 1•º f/") varos que i9. ~1 .SM, M N 

AplicandJ, a ( 1A ) el procero (dlagonal), dado nnterionrente ¡:ara q,.) , obtendrems tma nueva '!!!. 

cesi6n ~h ~) : ( j ~ (,,)) que converge a f en todos los puntos de O y por tanto que -

converja en todo I= [,;,k,] · 
Asi ( ¡,)<) es la sucesi6n de <f~) de""'1da. 

Ahora ima de rruestras netas. 

'JIDIDI\ 2.4 &a q,.) tma sucesi6n de funciones en BV [a,b} tal que 

1\ f" /I ei~ ! M / )1 i:, N . Fntooces existe tma sullsucesi6n (h") de ( f ) la cual, conver-

ge en todo punto de [a,b] a tma fü1clón f f BV (a,b] tal que 1 f !ev $ M. 



W!EffiACICN: S... (f) =se supone en el teorotn. Olm f " BV (a,b] , t= 1J, -'1f donde fr. A >t¡,. / e:i[a,b] • 

Yff, [a,bJ = Vf. la,b).df.~...,!M sesiguedelteorem t.4que 

) 1 n.Jx 5 /v1 
Considerews ( F'¡,. , Por el teorotn anterior ¡xxlaros es:ojer una subsocesi6n (ff,..) 

que converge en todo (a,b) a una cierta funci6n, digams f¡ . !A! aquí también obteooros la sub.o;¡[ 

cesién (f~~) de (f) . Así las funciones )1¡,.~ = r¡ •• -f·· son también no decrec:!ent:es y 

11 ~¡. Ir ,! ~ffn):r 4 llJ~. l.r ~.? M ~ ¡xir lo que de 6¡,.J ¡xxkm:~. 
extraer una subsocesi.6n ( )IPtr )' que converge en todo (a,b) a una cierta función, di¡¡31ll5 >t¡ • 

!A! tal forna que la subsucesi.ón ({11,1) de ({n) CDnverge en (a,b] y adeiás 

<fr1,,) -'r rr )1f = f 
El m:ho de que f E' BV [a,b] y ~ f ~"'~ M se sigue del teoram 2.1 ** 
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C\PTilJID 3 

DIFrnFN:IAC!OO EN BV fa,b]. 

El prop6sito ptinciptl de este capítulo es el de establecer el 00:00 de que t:OOa fuo::ión de va

riaci6n acotada en (a,b] , .{ ~ BV [a,h] tiene derivada finita excepto, posiblarente, en wi conjun

to de lll'!dida cero. Prol:anmJS aqul el= en que { / en (a,b) de lo cual, según el teoram -

l.8, se seguirá nuestra afirnocihn. 

3.1 illlAS B.\5Iffi3. 

r:fFINICICN 3.1 ( nalida según lebesgue ). Sro (a,b) un intervalo abierto en K 
def:lnlnJJS la 11l'!dida de [a,b1según lebesgue, _!{ (a,b) , cam sigue 

/f(a.h)• b- a. 
Si A~ R defioinJS la lll'!dida exterior de A/' {A ) , =: 

~'(A):,~¡_ ¿(¡, •. a.,) 
A¿UB. 

Ibnde el ínf:ino se tano sobre todos 1oll cuhr:!nrl.entos de A por un ninero contable de in -

terva1os abiertos ( C1 • , b .- ) 
A su vez def:inlnos la 11l'!dida inferior de A,/{• (A) cam: 

~,.(A);J!(e,)/<"(!?A) doode '62A 
y diroros que A es nulible según lebesgue si ) ) 

~,(A)~"(A ;/(A 
Nota: Se puede prolnr que A ~ iR es aalible ( según !Ebesgue ) si y sólo si pera todo €~0 exi.<I 

te 13 abierto en K tal que • / ) -
/\.AA6 <(tf 
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Le aquí tanbién es ¡x¡s:ible concluir que s e R tiene milida = si ¡ura carla E > o 
existe un recubr:imiento nurerable de S J>Jr ""'1lo de intenalos abiertos, tales que la sum de ~ 

longitudes sea rrenor que E 

Cam SJbeoo.s la derivarla de una furci6n f en )t, , J (Y.) , está dada J>Jr 

f(x.), "~~ t<:)jtx;) 
l'ste Umíte ¡>Jede, ¡x:¡r SU!'J"StO, no e.'<istir. Sin Biixlrgo introducireros algunos CD!lCeptos -

nuevos .. 

IJEFINICI(}I 3.2 Sea 

tenga a )<'. , Considercms el cociente 

f una función definida ei algún intenalo que con -

i) 

ti) 

ili) 

iv) 

1\.,1 (xJ 

)<J (x. ) 
!'l;(x.) 
>.;(x.) 

J{x). ftx)- (_{_:.) entot>:es definirnJs, ¡ura f 
)(-;<, 

que es el llmlte superior de 1 cuando :X tiende a X por la derecha 

(X -1- X. f. ) , a este valor• finito o infinito lo l.lanararos núrero dezi 
vado superior derecm. 

( nlÍ!ero derivado inferior derech:> ) caro el limite inferior de 'J cuando x -> )(,' 

( nlÍ!ero derivado superior izquierdo } caro el Umíte superior de J cuando x-t X -

( nlÍ!ero derivado inferior izquierdo ) caro el Umíte inferior de J rumdo x -. )(, · 

Le esto se sigue que .A) 5 N _ ;.,· $ ~; (l) 

Menís, si !.:.,( ~ )..). son finitos y coinciden su valor crnún es f(x.) ~ /l.) (XJ , >J (x.) 
slmiJarnente "' tiene ¡ara f' (x:) . fu lo cual conclulmls que ln e.<i.steocla de j'(x. (finita} 

equivale a qoo, en este punto, 1c. , son finitos y coinciden todos los núreros derivados de f· 

Por tanto nuestro teorena le poderos enunciar caro sigue: 

TErnlMA 00 tmm.IE: Para lDlO fUlld.6n creciente en f a,b] , las relaciones 

- ""' <' .>-.:,p.).. ~ ,\,' • l:...i " ""' (2) 

,., CUTiplen en todos los puntos de (a,b] excepto pJSiblarente en un conjunto de oalida cero ( ie "en-

casi" todos los puntos de (a,b}). 

fura la derostraci6n de éste oo:es:ltareros algunos 1ams :irnp:lrtantes aSi c:mo otros definí -

r clones. 
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Direlos que ~ es un l'JOto invisible p:ir la derecha ¡nrn f si existe J € la,b] tal q~ 

:5>Y. y arlarás ' 1 ) J¡ 1 1<~)>)1,1~ f{:t; ,f(:t.),f(x! :f'<l,t. 

Note: qoo en el= de ff en (a,b) o f f(&,b], l<'lx, =ú i¡¡U3l a j(:t/) Y ff'x:) res -
¡x?CtiVIJlreflte, '/ 

ill\\ 3.1 El conjunto de todos los 11JOtos invisibles p:ir la derecha ¡nrn -

J: [a,b]-> 'K es la uni6n de no nus un nfuero contable de :intemilos abiertos disjuntos dos a -

dos, (o,,~k) enloscualessetiene j(a.')s>iA4cjf(";), f(C>.,),j(&.,')j 

IDIBIBACIOO: Sea f., :invisible p:ir la dera:la de f en [a,b] es decir existe ~ > ,t "' -

[a,b] tal que fC;)> "11;W,(;jft.Y.·),f(1.), f{Y.') /: Mx. entonces li = f t5)-1<1_,,. >O 
y ¡nra este € :> O existen .!J. , ~ 2 > O tales que 

_y,-~· tx< :<. --;. l.¡C..-)-fú·:)I (E U> 

y >'• <X< Y· 1 J, ~ /f(><)- f(y.')/ <E· 

si J= },.;.,, {.S., j,, /-" ~ 
de aqui )C.. J <,e< ¿c. ~ f(~-f(x)> l"l;t, -f&:)> O 

~ f(~> f Cx) (2) 

y Y·<'X<".if> -+f{y)f<x) con "S;.x,. 
Prolmeros que ¡nra tales >f , éstos también sen puntos :invisibles p:ir la derecha ¡nrn f. 
Swn (')c~)_,y • ("/~)__, ¡ socesiones m (x.-S, ~·~ J ~ente y decreciente

res¡x>:tiVIJlreflte. Entonces .,,/tiene que f (';C,) < f(y y .f(1") "fG;J ¡nrn toda X 

de lo cual /,im f(,I(,.) ~ f(><) < f (1'-) { 
)< .\ ,)) (3) 

h'"Jr f{~n)=f(~"J (f(~ ) 

fu (2) y (3) se tendrla qJ,, ¡nrn i:Ja ;a (r.-S, Y,1$ s [a,b] existe 5 '7 X tal q~ 
f &j)~~ j fó<~ f(J,f<>r•) ~ 
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1" lo anterior se tiene que el conjunto de ¡untos invisibles !Xlr la derecha de j, G, 
1 

I 

es abierto con lo que f (,Go..•_)_ >•~M/¡,,a,,c, lor•j.)algun'' Jl:'.f.€NJ' . (4) i.::,1;··.· 1 Su¡xingairosque f(a;),.,W,,ff(h;),f(t,,c),f(f.,')} ¡nraalgún K.E- 'J. 
ie 

entonces exi.siliia )!. f (o,, lo.) tal que f(x.) > MJ., 

fu:in B=lH(a,,l.,)/f6.·hf(x.)j(+<f;) "'x•:$vfb ;/ = ;1• ¡; (a.,h,,) entoo:es x • es inv:isib!J> FOr la derecha ¡nra j , existe entonces '1 
~., x" tnl que f(~)> 14x• :¡ 

V= que ") r/ (a,,b~) ya que si ésto sucel.iera"" tendría que f(,)>f(x0~ f(,t.)> t<'.¡,¡ 
A ~ > X • contrario a Ja definici6n de )< * . 1 

Por otro Jndo si '1 "' b., entonces M¡., < f(xJ ! f (x •) ' f ( !I) contra-

dicimlo que he no es invisible ¡x¡r la dero::ln ¡nra .f , 
Ad<m\s '7 .,d._. es ~ble !>JOS f(11)., f &:·)~ l'<ti.,. 
1" lo anterior ro tiene que ( 4) no puede cunplirro y así 

f(a/)~»t~ff(k;),¡(1,,.),f(b/)]. ~f:J ** 

Nota: Un ¡unto )l. se llann invisible ¡x¡r la :izquierda~ ¡nra una funci6o f cuando exi.ste-

1 <X. tal que f<?)> MI<'. 
Los m!sros rozomnlentos l'J"len ser usadoo ¡nra airx:luir que el conjunto de estos ¡untos(inv:Lsi 

bles ¡x¡r la 12.quienla), G , es 

G• !;i/a.,t..), .:ro-! donie (a..·,1,,:)fl ~·.b;1 J, 11• t'.¡/ 

y ademls {(a/h Mh , 1<r:-T. 

11l1\ 3.2 Soo f. en qa,b) con :>-; y Á.t dos de sus núreros derivados. 

rwoscualquier <, C ~ & con a.tc.t C<!<X> • f' Yc 
definams ¡ 

Er+'~ [o,/.,] ¡..;!,.,),e ~ .1¡{x)~ e ~ , 
entonces 
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I:i'MfilRlí:ICN: ~ y, é (x¡) tal que X {>G) ¿ e , entm:es ¡xir la d finici6n de -

,>; (¡1.) , del=í existir J < • tal que f (-')-f(x.) <' e 

"j- Y. 
deloque f&.}-f(>1'.)>c'5-c)(, obien j("))-c";>f(J<.)-cy, 

1 
~~X. 

Por tanto ~ es invisible ¡xir la izquierda ¡nra la función f·"): f ) . e)( • lhl 

lam anterior el conjunto de tales puntos )'. , digmns G es igual a 

) 
G: U (~efe , .J,SN 

los ( !Xc,f• disjuntos dos a dos. cf-J. 

don!eadan\s (a!cf)5 («,f) ~ f(Q(c)-C.Kc ~ mJ- cfl(, ~E- • 

o equivalentarente / 

f(f()-f(~c): e (f,.x.) (1) 

~ Gc'i~"<"•f•)/M6·h d 
?,' ~ t: G .. eitonces e.tiste .!!: :- ~. ta1 que i<=)- ¡(.,,,.) > e 

deloque f(!i)-C7>f(x.f- Cx. 7- X. 

es decir )C. es un punto invisible ¡xir la derecha de Jéx): j(>:")- Cx ¡xir el Jrna-

anterior se tiene que 

G., = U ( ()("'"• 6,,"), :J, nJ 
~é-:r, I 

dmle ('Y" , f"" J oon disjuntos do.s a dos y adan\s (et,~ .,,J ~ (r¡(, , ) con 

~"" - rx'," ~ -E [1 < f·~>. f<c<.J J (2) 

de las definiclores de G -' G. "' tiene que 

Er(l("·f)s "~ (c(,",6.J 
mis aún de (2) y (3) / 

(3) 

;¿<f..,..- e(~.).! ..l.2, [ f($.J-f<« )] 
l<,Jt e &",)1 J CJl"'I 

caro v<J(,"·f"J ~ (°"·fJ ~ ~f[(c<.,"'f"~)l ~ f(~cf" ~ 
/[~f((,"l"")J,.y[ ('4,,f.,JJ 

l'JeS f I en [.a.b1 • -!- [f( ~.)-f(«c,,)j 

~ f(/") _ (~.) 



se sigue que --<-<f"•, -o(~.)~ e' ~ r J(!i.)- f(o<J] 
t-,,., k' J 

según (1) _< ..s. i, <t·-<><'·) 
e" 

~ f <r-ot) 
¡xirloque / [ fff1 (x.p)J ! f(~-c<). 

"* 

3.2 Tl:llIBI\ DE l.flll'SJ,'E: En este rn:tJe11to ¡xisare1DS a la datDStnlci6n del teoretn -

de lebesgue que según v:irros, equivdl.e a protar que. 
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Pura f/ en [a,b] sus nÚ!eros derivados son iguales y finitos en casi todas los !JJJltos de [a,b] 

IJEH:SIRl.CIOO AL Tl:llIBI\ DE l1llffillE: lbgánns antes algunas observaciones. Sólo onalizarl'!IDS -

las !JJJltos de continuirlad ¡nrn {en la,b] ya que el conjunto de todos los danís tiene nallila cero -

( teoram 1.12 ) AdffiÚs, sólo rosta protar que 

~.Ux.) < "" 

.)..: (x.h rl;. (x.) 
(I) 

(2) 

En efecto si consideraros t~(x)' - f{-x) definida en 

puessi '1',.i'll1 '" [- ,-tt] 

en casi todos las !JJJltos /. de 

[a,bJ 

(-l,,-o.),f/ en [-1.,-"'] 

~ -x~-"· 
-'> f(-><.)i! f (.,,,) 
....,. r~/(.)5 -f"(x,) 

y siendo /1J (,y.) ,.. ).;" (- r.) los nÚ!eros derivados superior derecln e inferior i2quierdo -

¡nra f " en -X. respectiV(llE!lte se tiene que 

pues fj f,.f [a,/.) 

!lj(-i.-,)= h¡(x.) .. ,.;'~>9~ hi (") (3) 

Sólo protnraros una de las dos igualrlades, la otra puede obtenerse de nnnera similar 

~).(.,...): t,.,,, >ub\i"ó<)-i"(-x.) 
1 
-~.<'/(-)("r t 

r .. ., I l<-+ ¡r, l 

, h"1 $-"tl - f(-x)+f(x.) -x. "X t-!<.+f) 
r-1<> 1 ,,_.X. ' 

= /,,wi ><J/, { f(~x)-f(x.) ' - y."'"' <'-i<.tr l 
r-10 I x. x. J 



r h'n1 tu/,{ f(u.}- f(><J l Y• .U ;A. 1 X, ~ 
r .. o · / ..« ·Jt. 

= '1; 6') ¡ara f 
Por esto ru¡xmiendo que (1) y (2) oon válidos, aplicadas a f; se tiene que 

x·~.,,.) ~ li/(.,,.) 
lo cual implicaría scgún(3) que 

)..J(y.h f.,.¡(x.) (4) 

re (1), (2), (3), (4), y la definici6n de níneros derivados se sigue 

con lo que 

en X y la afirm:i6n de nuestro teol"al!! 

9! tiene. 

Proceda= a la prueln de (1) y (2) . 

(1) Si /.l; t'x), • Ql ¡ma algún Y, f (a,b], entonces dada cualquier f1 >O existe ) >)C. 

tal que f{ ~) . .f(><.) 
_,___.¿• ..l.._ > M 

~-,Y. 

de lo que f{-))-M ~)> f {~)- Mx. 
1 

Asi X. es un punto invisible por la de-

re:ha de la fwcl6n 5(x:) = f (x:). M ~ 
Por lo que del 1am 3.1 

G=IX•E-[•.h]'l).)(x.).+oolsU(a •. la..), J".cN 
) 

J ll'W 
donde los (a,/•• SJO disjuntos dos a dos, y adanls 

.f(a.).f'<1a. !. J{fo.). Ml.1: • ~~:r 

lo~- a. { [fa .• ) -f(a.)(M 
sutando robre k <:- T 

E (lo.-a.).: ~ J(l.ic)-f(a .. )<- :Vc.)-fr ... ) 
ll'~J "'-1" M M 

o bien 

""" !/ en (a,bJ • Pero M piede tomrse tan grande ¡ara que si f >O es dado 

.E(¡," -a. ) "' f{ 1.)-f!:::_) 
ir;.T M < ~. 

26 
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¡xirtanto ,11(G).uA(U (a~,k,)).2-.,.(b,-a,h ¡mat<xlo E.,O, 
/". I •rcT ""J 

delocwl ~(6): o 

Por consiguiente A; ( ~ "° en c:as1 todas partes de [a,b] • 

Note que /l; .= - <1:> es :lm¡xisíble ya que f(~ -f()I.) > ó 
)'-X. 

si 7>x. y í/enfa,b]. 

Para prolm- (2) proccdanos ~ sigue. ~ e, e ' p y el conjunto r=, CCJlO 00 da~ 
en el lrnn 3.2. Se seguirá que ).;. ? /:,.). casi en todas partes de (a,b} si prolmos que -

/ {E() : t) ya que el conjunto ¡ ¡ l 
A~ 1 j(dd,bJ "·tx)d:,.J.(>.:) 1$ u¡r 

dmie f: (c , e, C E ~ fE 
Asi A sería cubierto ¡xir un núrero contable de conjuntos de lllillda cero, ¡xir tanto 

/(A):. O. 

Bien, rea¡( Ef)' i: , entonces ¡xir Ja definición de l!lilida de un conjunto en R , re -

tiene que ¡ma .;:.>O dado existe un conjunto abierto G = J {a<o /,,,.) , donde (a~,/,,"' ) 
son d.lsjuntos dos a dos,tal que u¡ 'J.!"N 

Ef:;G - Z., (t,., •• ac)dH 
l«;-T 

Si f. fiº u=f (1 (a.~ b .. ) 1 entonces t~ :H. pero por el laJB 3.2 si /:? J 
·h ~ (b., -do<) lo que Jmplica que L f -.;:_ (ble ) ( ) 

"' ,.e;; ., .a .. :'/ t+f- ) 
cam E-> o es arbitrario re sigue que t !: ( t ; asi O ~ f t }-f de donde t ~o ya-

que OLf<I ,./ 
Así /'(9)~ o , ¡ma toda (" ¡e , c,Cé- f) 

es decir. \ 

~ (AJ =- t> caro oo quería. "* 



C\PilUlJ) 4 

!Nll'GRACIOO EN BV la, b] • 

Ahora considerararos la integral de Riamnn-Stieltjes, uro generalimci.6n de la integral de -

Riamnn, algunas de sus propiedades mis importantes y su relación con las furciones de variación aro

tada, En este cupítulo prolnraros la integrabilidad de las fuociones de variación acotada regún -

Riarnnn-Stieltjes en Wl interwlo la,b]. 

Adarós vemros que p:rl13iOs reducir nuestro estudio al caSJ de integradores crecientes sin ~r -

der gcreralidad robre los de variación acotada. 

4.1 INl1ffilL RIDml-Sfm:I'JES. 

Sólo daroros algunas definiciones y enurctaran:Js algunas propiedades l>lsicas. 

re aquí en adelante suporrlratos que nuestras fuociones son i:eales definidas y acotadas en \ll1 -

cierto intervalo, diganos la,b 1 . . 

DEFINICIOO 4.1 Sen 

uro suna de la fonin 

" ó(f,f.o1.) = !;, f(f.).t.~. donde 

se llimn uro SU1Il de Riamnn-Stieltjes de f respecto de o< • 

D!rooos que f es Riamnn-Integrnble respecto de oc en la,b] , y ea:ribiraros 

f e:, í2.(ct) en [a,b J , si existe Wl n!itto I con la sigulente propiedad: 
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Para cada E> O , existe una ¡mtición R de (a,b] tal que, ¡macada ¡artición P.;? P~ 
y ¡ma cada ela=ci6n de los J>l!ltos f, i<- [ \(._, , X, J oo tiene 

1 S(P.f,oc)- I /¿ f 

(J. (L ) 
C1iando tal r ex:iste ffite es único y lo representaretos ¡xir I.• J,..f Jo<:),.. f(><)J.«(x 

y d.iroros que e.>d.ste la integral, 

A las funciones f ,.. O< les llimlron:>s integrardo e integrador res¡a:tiV<m!llte, 

A ¡nrtir de la definición anterior oo es tare3 difid.l prolnr que la integral de Riamnn-Stieltjes 

es un operodor l..ireal. robre integrando, integrador e intervalo, S6lo enunciararos ffitas sin prueln -

alguna , ya que esto corres¡xnle a la teorla de integrad6n Riarunn-Stieltjes y asl, silo ros con -

centrararus en las propialades donde se dis:ute la relevancia de las furciores de variación acatada -

en esta teorla. 

Asi pues: 

(a,b) y 

en la,b] y 

1l:UIDI\ 4.3 Si c. <:- (a,b) y dos de lDS integrales en (1) existen entonces la-

ten:era también existe y 

en la,b] y 

1l:UIDIA 4.4 ( Integrac.ión ¡xir ¡mtes ) Si f f .(&)en (a,b] entonces o(f 2C¡) 
s:¡J(,l4 ) ... l.cdf. f<")C(a.)- ff"')"'(.,.). 

4.2 INlEillAl.ES SUP!lUffi E llITTRICl! Y CllIDICirn re RIDl\NN, 

Por lo pronto, ¡:era simplificar nuestra dis:usión, trataretos la teoría de integrncián de 

lliamnn-stieltjes silo i= el = de integradores llt)f](\Hf koci¡fiJS'erefN)rus ~e en el-

SAlJft DE LA BIBLIO'rttii 



tearaia 4, 7, que ésto es tm general caro estudiar la teoría ¡:ara integradores de variación acotada -

es decir nuestros integradores podrán tener una fornn m3s general que el ser r.ecesniaialte crecien -

tes. 

Para esto necesit:aran:>s algunas definiciones. 

WlNICIOO 4.2 S... f " 0 {a,b] y rean 

t--1.(f)= 1 j f6d/ td'<,.., Y.,] f 
M. e¡)~ ·~¡ ¡ f6:) 1 H f Y. . ., k. J ~ , los i¡,fueros 

U(P,j,oc) ~ ~_1"1ef)L...-, Y L(P,f,o<)• J;.
1
>i<df)6.'<c 

se llmnn respectivanente, sums SUPffi!ffi e INFERiffi de Stieltjes de j con res¡n:to a lX ¡:ara P, 

Note que si i [a,b] se tienen las desigualdades 

PE 
L (Y, f/x.) ! 5( P,f,o().,: <J{p,f,o() 0La,b] (*l 

Vean:is algunas de sus consecuerdas 

'llifilM\ 4.5 S... °'/ [a,b) entonces 

i) 'P.s:p' ~ U(r'.¡,x)~ U(F:f,o<.) ~ LCP'.f,o<.h l(P,f,o<.) 
ii) ~· r,,?, "0[a,h] , 

L(P,,f
1

c.:.)5 U(r,.f,iX) 

I 
DEMER/oCIOO: Para prolnr i) lasta considerar s61o que 'P y P difieren en s61o un l'Jllto, -

digatDs e . Si e ¡;. ( Yí . ., }(,' J se tiene 

u (r,'¡, c.:)= !, M.(f)LIK. i M' ("'cd- "'(Y.·.,)]+ 1-1•' t "'(k:)-«<cJ J 
donde M

1 
.... tv{'' so''/~suprrno/de f en ()t,'.,

1
(] y lri',d respectivauente. -

Caro M
1
5M¡Cf) y M 11

.{ M,·q) 
"' tiene u ( p ', f, ol) ~ () ( r 1 f 1 o(.) . Para las SUlllS lnferiores la daoostroci6n es si-

milar s61o lny que tmr el OO:ho de que ,.,·!! 7"1°( f) Y hA •' !:' 7111° (j) 
Para prolnr ii) sea 'P: -P, !) P7 entonces, IX'r i), se tiene 

L(r.,f,:<) ~ l (P,f,<X) ~ U(P.f,o<) ~ U(r,,¡,.x). "* 
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pecto de 

~rn 4,3 S... 1(a,b] • las integrales 9JPERJffi e INmUCll de f <e§. 

IX se definen, res¡;a:tivanmte, caoo: 

Í(f,ot) = S,.b f Jx ~ '"/ j U (P,f ,o1.) / '{'r;: @[a,bJ ~ 
f (f,"_), f; ¡Jc1. = "'f 1L(1',f,o1.)/ Pr;: GJca,hJ) 

1" esta definici.ón y la desiguahlad (*) se tiene que ¡aro C>'/(a,b] 

J:(f,"-) 5 i<f.ot) I 

Para analizar los teorams de eidstencia ocu¡nraros, según lo sugieren las desigualdades (*) ,

que la diferencia entre las r su¡criores e inferiores sea tan ¡cqueiia croo sea ¡:osible y asl. con

jeturar la C-'dstencia de L J J ,t • Por lo que dararos una definición conc.is> de esta idea. 

ID'lNICirn 4.4 Clmdición de Riemnn. Diraros que j S'ltisface la condición -

de Ri6!D1lll res¡;a:to de Ol en (a,b) si, l"I'a cada E.'> O , e.'dste una ¡nrtición P~ E' {jJ (a,b] 

tal que 

Vffi!llJS que el que f sotisfuga esta condición y f f ((~) en (a,bJ son equivalentes si Ol ¡ [a,b] . 

'!ffill:}\\ 4,6 Si ¡/fa,b] entonces las tres afinlllciones siguientes oon equi\'a-

lentes~) 1 E: 2(0<.) en f.a,b] 

ii) sotisface :'.'condición de RiamM respecto de el en (a,b] • 

iil) J.(f, o<) <I. ( f, o<.) 

ll!MSilW:IOO: Probaro!Ds que i) ~ ii) _.,. iil) _,. i) , 

Su¡:onga que i) se ClllJPle, entonces dado E'> O sea P~ ? P.? 1'., :implique que 

1#,fa,Jb,<.-A/ 'f dmle A=5:f'ÍrX 

\,f,Ht;)L)..x"-AI ¿ ~ Y t. •. t: ~ r"··•, x.J 
)1 

canbinando~tassetiene / ~lf(b-)-f(f;J]t:,c<, j L ~ 
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Y= f"1.,.Cj)-?Jt<(f L ¿.-i/' { f {!<")· ft'x') / Y 1 :/ G- ()t..,, Y.] y ) se tiene que~ 
ten t. 

1 
h Ge ( )!,;., , 1r. 1 tales que 

j(&)-J(t:J> Mdf)->11.<j)-/.. ,con h: J{ro(c¡,J.o1(,.)] 

IJJ(P,f,o<)- L (P, f,ot.) = J, [ 14.Cf)-ntdf) J b_.(< ,, 

! i [ f(&). ¡a,:)] 60<. f "f;/~i«c 
l'::I 

~ 2f+? = t 

... i) -? ii) 

Suponga que ii) se cunple, dado ri'-? O existe "Pf tal que P.? PE' implica 

_ lJ ( P, f,x) d ( P, f ,o( ) +€ ¡xir Jo que ¡:anrn1 tal /7 / 
I..(f,x) 5 U (p, f,x..) ¿ l (P,f ,o<).¡ f 5 J Cf,~)-t E 

es de::ir 

Í.(f,ct.) :3 J;(f,o<.) y as!. .Í(f/X)= :f:(f,ot.), 

¡x>r tanto ii) ~ iii) . 

Amra suponga que i.<¡, o1.) «J q
1
o1) ,_ A . Lbdo E>O ""' °Pe

1 

tal que fil 'P2 P/ 
se tenga <J('P,f,och .i(f,o<) ~E-

Asl misoo rea y/ .;> 7 .2 re ,, implique que 

L ( P, f,x» :¡; q,c1.)- E 

Soo "P f = -Pr:/ U P/ entonces si P 2 'fl: se tiene 

A-f~J;Cf,Ol.)-u L(P,f,,x)5-;(F'.f,x)~ U(P,f,o<)<i(f,c<)•r:: :At~ 
por tanto 

/ S(P, f,J<' )-A/¿€ fil 1'2]i de lo que"' coocluye que f t:' J'.(:<) 
en (a,b) y adaiás 5; f tÁ<X ~ Á ** 

4.3 'lilll!N\S DE rosIDCJA 

Veairos en este lll'.llEllta dos de nuestras rrctas : El analizar integrales con integradores crecien 

tes ro pierde generalidad sobre loo de variacihn acotada, teoroia 4.7. Adarns la integrabilidad ~ 

1 

1 

: 1 

1 
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Riennnn de las funciones de varlaci.6n acotada, teorE!lll 4.9. 

Fn el teoram 4.1 vIBos que si f €- 2 (o<} (12(~) entonces f f 1 ( 0<-f) en 

[a,b] • Pero algunos ejenplos caro el siguiente pruelxm que d recíproco oo es, ~te, cier-

to. Ve<mns éste, 

Si f{K)= )( , YE [a,1] oc(x). i 1 
1 lC~ ~f\C~,1] 

(/ 1 XI.'- él'f\ (4, 1] 

ya que si esto ¡osara, según el teorBID de integracl6n JXlI" ¡mtes, 

).'Ol.Jf e.'<istiríaycooo M.(oc):I 

{jJ (a,bJ se seguirla que 

<J(P,f,ii.)::I A L(P,f,.X): O o bien 

¡nra toda 

contrario al 1-e::ro de que, según el teorBID 4.6, éstas deberían ser igwles. 

VeaJOS que en el caso de funciones de variación ocot:arla existe una deocanpooici6n tal que el -

reciproco del teorera 4.! es cierto. 

1Blll:}I\ 4,7 Su¡xm¡µros que 'l: f 'iN (a,b) y que f está definida y acot:ada-

en (a,b] , Si J f 2Cci)en [a,b] entonces f f 2. (f) en [a,b]. 

WffilRAC!CN: Recuerde que { ó l< ~ -<. 
P,.(.,), I (. J 

) 
Vot[a,K],J,cEd,I.. 

Si f"-0" & o entonces f es constante en (a,bJ y el resultado es imaliato. Por lo -

trinto sea f.,_(.1.) > O • Supon¡µros que ~ f ~c•,bJ ! M . Dldo que f.-/ en p,1¡) s6!o ten -

draros que prolm que f SJtisfoce la condiciÓn de Riarann res¡:a:to de f" en la, b] • 

Ihdo f'>D es:ojamls P'° t:al. que '?2 ?,, implique 

l#Jrt,)60<'..-A 1.: ¡la 
/~1 j(&')&.-AI -:?. 

J.. 
ctorx1e A= ) .. fdo< 

y ./:,. -1:: ~ t r., .. ' X. ) 

1 
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canbinando las dos prinEras desiguahlades t:endríBllns que 

Prolnroros que r 2 Pi; implim ) 

Í. [ M" (f)- >M.<¡) J ( 6f=« - / 60lc / < ~ 
y •=• 

¿ 
1 

[ k1 • <{) • )i,1 • (j) J / li DI.e 1 < ep J que SU!ándolas "' obtiene 

U(P,f,f"')- L (r,f,x) < (; 

es decir f satisface la condid6n de Riffiil!lll respecto de f O( en (a,b] • 

Para prolnr la pr:iJrera desigualdad, saberos que L>f"• ~ /60(~ 1 ( teo 1.4 ) y así 

¿, [M.,Cf )- )l!kq>J (.6r,,. l~o<. I) s 2 M ~,< .c.r".- 1 ~Cl'..j) 
,. ;;>M (v., [0 ,i,,] - ~ 1 b«. I) 

Para la p~ta de la c!esiguahlad re=te, =tdenms A~P{{ f ~:)~: r . 
~f . B(p).~K/fc<,<O~ 

ysea h: J 4 y"- [a,b] . Si /(E N_p) eocojanos f. , ./:,' tales que 

faJ. ro:)>rxr.ql-ñl«¡)-h 
pero si ¡a:'lb(p) eroigrnDS -f., t: tales que 5a;).f<tr)>Mc<f)-n1.q)-h 

,. 
Así .L(M.Cf)-l>Hf)]iti'l'.l¿,t_ )lf{f.)-f{f/)J/t>t<rl f 

~:1 H-A(p 
)' 

+ !;B(p}f<t.)- ¡a.:)J. ti!:, /t.o<k/ 

t r ~ /,,. 'I/,,. Ca, lo] 

• ~+ ~ , ~ 
todo esto pruela que f (: 2 <r"-) en [a,b] ... 



'!IDIDIA 4.8 Sea ol BV (n,b] y su¡»nga que { f 2CJ) en (a,b]. Fntonces -

f f 2(oc.) en cada subintervalo ( c,J J S ( a,b J. 

Ol!3ERVi'Cllli: No prolmams el t:eoram. O:no "'=~-»· y amOOs r"/ y >t~/ en (a,b]' 

Por el t:eoram anterior f f '27-J y l"r tanto f ¡;. '.26t.) . Por consiguiente si el t:eoram es 

verrladero ¡ara integradores crecientes se tendrá que f € 2 e-,.,. ) (l 7. ( i1"' ) en ( e, J.] lue

go f t: '.{(o<) en Cc)J 
!\! aqui Ja relevancia del teoram anterior, sólo pruebe ¡ara 1 (!i,b) • 

'!Il.1IDl\ 4.9 Integrabilidad de ex f BV (a,b). Si f ( C [ a,b) y rx f BV(a,b] 

entonces f (: 2.Co<) en [n,b] • 

Nota: debido al t:eoram 4,4 tendroros que este teoram asegura que 

>:o:(~)~ e:ó..ste. 

DEME!RACIOO: O:no apuntalDS arriba es suficiente probar el teorrnu ¡ara 1.[a,b]con IX{tJ.)01.(¡,,} 
O:no f (: C[a,bJ re tiene que f es unifonrarente cont.lnua en [a,b] , es decir, ¡ara f ;;>O 

¡xx!l31DS encontrar ~(f) > () tal que 

1~-i¡I·«~ ~/ft~)-f(11ll<E:~ donde A=2[a(J,.)-.x(1,)J 
Si "P~ es tal qlie (PE Í ¿ á entonces { 'P .!Pe Implica 

M~Cf)-}11, Cf) ~ iA 

y nultiplicando esto l"r !::,.ot, ~ O y SlJlil!'<!o sobre }<. se obtiene 

l"r lo que f 
en [a,b] "'* 

U(P.f,cX-)- L(P,f,oi.) < ~ ,f,.6-0<, 

=~ 
( (; 

&itisfoce Ja c:oolición de Riemmn respecto de ol en la,b) , luego f ~ ](o<) 



!aros resu;ú.do aqui las propiedades mls importantes de las furdooes de VARLICIOO ACIJl'All<I, tra

tando de que nuestro trabajo s6lo reuniere en si lo referente a cliferenciaci6n e integrod.6n robre -

dichas funciones. 

En el priner capitulo dis::utlJros las propiedades bisicas de BV la,b] , cam aquellas refereat~ 
a la nnnera alternativa de definirlas cam las funciones tales que pueden ser expresadas cam la dif~ 

rercia de dos funciones crecientes. Adems de aquellas que tienen longitud de an:o finita. 

Siguiendo nuestra dis::usi6n amli2arros sucesiones ea BV la,b] prolmns la cmpletitud de éste -

ÚltillD, OO:ho que !"tmite establecer en BV [a,b1 todos los teorB!llS de topologja que se refieren a -

espadas cmpletos. 

AsirniBm, proilmls que el conjunto de discontinuidades de una funci6n f E BV [a,b] es de -

nalida cero, y aún mis que ti.ene derivada finita en casi todos los ¡>Jlltos de la,b] • 

Para finalizar nuestra ex¡nsici6n v:inDs que este tipo de funciones ron sianpre integrables, -

mén de ser de importancia vital al reducir integrabilidad a la condiciÓn de Riamnn dada s6lo ¡ara -

el caso de integradores rrooltonos. 

!.as consecuercias de tales propiedades s6lo fueron nm:ionadas dejar<lo a un lado su aplicación

ª una iategral mls general, la integral de Lebesgue, ~to debido a que estaba fuera de las _objetivos-

de este tra!njo. 

Fs¡ero se encuentren satisfechos con nuestro viaje que nos ta nnstrado s6lo ¡mte de lo mls im

portante sobre funciones de este tipo. 

Gracias. 

R.L.G. 
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