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RESUMEN

-

En el presente trabajo se presenta una modelacidn mecdnica y experimental
del problema de cortante puro de barras prismaticas. '

La parte de la modelacidn mecdnica comprende Ta determinacidn de la fun--
cion de deformacidn que transforma los puntos de la configuracidn no defor
mada en puntos de l1a configuracién deformada, asi como los campos vectoria
les y tensoriales de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos, respecti-
vamente,

Se presenta un caso general de cortante no lineal para el cual se determi-
nan campos vectoriales y tensoriales materiales. Tal caso es particulariza
do por exigencias de equilibrio del balance del momento angular en los ca-
sos de: cortante 1ineal con extensidn simple y cortante puro para los cua-
les se determinaron campos materiales (configuracion no deformada) y cam-
pos espaciales (configuracidn deformada).

La parte experimental se disefié en base a 1a modelacion mecdnica antes -
descrita utilizando el método fotoelastico como té&cnica para "reproducir"
el cortanfe puro. Se utilizé un poliuretano Psm-4 comoc material fotoelds-
tico del que se caracterizaron las propiedades Gpticas y mecdnicas corres
pondientes.

Finalmente se presenta la comparacidn entre los resultados anal fticos y

los obtenidos mediante la experimentacidn.



NOMENCLATURA

B campo tensorial de deformacidn ‘izquierdo de Cauchy-Green
B cuerpo

b, campo vectorial de fuerzas de cuerpo materiales

B campo vectorial de fuerzas de cuerpo especiales

[ campo tensorial de deformacin derecho de Cauchy-Green
c campo tensorial de elasticidad

E campo tensorial de deformaciones infinitesimales

e vector unitario

E campo tensorial de gradientes de deformacifn}

F elemento mecﬁnico (Fuerza axial o fuerza cortante)

f funcion de deformacidn

f(B) configurac1§n deformada

f campo vectorial de aceleraciones

I tensor identidad

I intensidad Tuminosa

K constante

M elemento mecdnico momento (momento flexionante o momento torsionante)
m momento por unidad de drea

i orden de franja isocromitica

n vecter normal unitario a las fronteras

P vector de posicidn

P carga

R espacio tridimensional

R matriz de rotacidn

s " tensor de esfuerzos de Prola-Kirchhoff {en la configuracién inicial)
g esfuerzos residuales

traccion de superficie
’ iii



seccidn transversal

tensor de esfuerzos de Cauchy .(en 1a-configurac1§n dqfnrmada)
represent;cién material del tensor de Cauchy
campo vectorial de desplazamiento

coordenada en x

coordenada en y

coordenada en 2

mbédulo de Young

vector nulo

espacio euclidiano de puntos

sfmbolo de permutacidn

constante de calibracion fotpelfstica
relacion de Poisson

producto tensorial

producto vectorial
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En 1a Mecdnica de Materiales existen problemas que se presentan en
forma directa y sus efectos se pueden apreciar ffsicamente, tales como: .fle
x1d6n, carga axial, panedo, etc., ¥y otroslcuyos efectos no son posible ver
directamente como es el caso del cortante puro, cuya discusiﬁn mecanica y

experimental comprende el presente trabajo de Tesis.

E1 cortante puro es dificil de darse en forma directa, existiendo
algunos estados de esfuerzos donde es posible encontrarlo, tales como un es
tado biaxial de esfuerzas son S, = - 51(“y=' W;) analizado en planos a 45“;

o en una seccidn transversa) de una barra sujeta a torsidn pura,

Al discutir mecdnica y experimentalmente el problema de cortante puro,

se pretende lograr los siguientes objetivos:

a) La modelacién matemitica del problam de cortante puro a partir de
suponer un cortante generalizado.

b} Justificar el cortante puro tratade en la Mecinica de Materifales
Clésica, utilizando 1a Mecdnica del Medio Continuo.

c) Analizar y reproducir experimentalmente el problema mencionado
atendiendo las restricciones tanto cinemiticas como de cargas
impuestas por 1a modelacidn mecdnica. Para demostrar que a par
tir de esta se pueden disefiar experimentos, y al mismo tiempo
justificar 1a relacidn entre 1a modelacidén y 1a experimentacién
fisica;

d} Justificar posibles investigaciones en la Meclnica de Materiales

' utilizando 1a metodologia empleada en el presente trabajo.

Para desarroliiar el presente trabajo de tésis, y lograr los objetivos



antes mencionados, se dividié &ste en tres capftulos y tres apéndices.

E1 primer=capftulo es el que contempla todo lo relaciorado con la
mode]acién mecdnica del problema de cortante con tadas sus bariante;. Para
lograr lo anterior, se parte de un problema generalizado de cortante, cuyas
condiciones cinemiticas se dan en las ecuaciones (2-6), las que permiten de
terminar 1a funcion deformacidn (no lipeal algebrdicamente) para este caso,

¥ que se expresa en (2-7) y se discute en el apéndice A,

Tambi&n se determinaron los campos tensoriales y vectoriales (Gra
diente de deformacion, desplazamientos, deformaciones de Green-Cauchy fzquier
do y derecho, deformaciones infinitesimales, esfuerzos y elementos mecdnicos

(fuerzas y momentos)). Siguiendo una notacidn tipo Gurtin [13].

Al discutir el cortante generalizado, se encuentra que las condiciones
de balance angular (2-26)2 expresadas literalmente en (2-33), se satisfacen

siempre y cuando se den las copdiciones c1nem§t1cas {(2-34) y {2-35).

Debido a To diffcil de dar las condiciones anteriores, el problema
se deja a nivel de campos materiales. Para darse una idea de lo anterior ob
sérvense las figuras 3 y 4, donde se tlustran las tracciones de superficie,

fuerzas de cuerpo y condiciones de frontera.

Buscando condiciones cinemiticas que satisfagan el balance angular
del problema antericr, es como se determinan las condiciones (2-35). (2-37}
y (2-38) de las que se derivan como casos particulares, dos estados de cor
‘tante: uno que se le 1Tama cortante puro o cortante simple, dado por (2-37)
y (2-38), ¥y otro 1lamado cortante 1ineal con extensién, producto de satisfa
cer (2-35). | |



Del coriante puro se puede decir que resulta de utilizar el balance
angular (2-37) en (2-34) y ésta en (2-7), resultando la funcidn de deforma
cién (2-60) que gobierna este problema, 1a cual sirve para‘ determinar todos
los campos vectoriales y tensoriales mencionadeos en el cortante generalizado.
En este caso, la modelacidn mecdnica comprende tanto campos materiales como

espaciales.

Lo mﬁs relevante que se puede decir del cortante simple, es que es
1soc§r1c§. es decir, preserva volﬁmenes. Aunque existen condiciones como
1a (2-76), en la que se exige un campo de fuerzas nulas (d1f1c11 de dar}.
Por 1o que el cortante simple, tal y como 1o trata.la Mecdnica de Materiales,
sin justificario, es diffcil de reproducir sobre todo en cuerpos sujetos

a fuerzas gravitacionales.

Para el caso de cortante como extensién en tres direcciones 1+ 8 ¥
€3 deducido a partir de introducir las condiciones cinemdticas {2-86)-{2-91)
en (2-34), tiene como tensor de esfuerzos de Piola a (2-95), cuyas componen

tes son: 513 = 531 y 522.

Lo interesante de este casc es que todos los campos (esfuerzos, de
formaciones, desplazamientos, tracciones de superficie, fuerzas de cuerpo,
etc.), se determinaron a partir del estado de esfuerzos (2-95), hasta llegar
a la funcidén de deformacidn Tineal (2-121), la que se discute en el apéndice

B.

Como se ve, aqui queda demostrade que es posible resoiver un probie
ma de la mecdnica suponiendo, ya sea la funcién de deformacién (los dos pri
meros casos) o partiendo de un estado de esfuerzos como lo demuestra el

Galtimo caso.



Algunas de las caracteristicas principales .del cortante linela, como
lo son: tracciones de superficie, fuerzas de cuerpo y condiciones de fronte

ra, se ilustran en las figuras 8 y 9.
E1 segundo capitulo comprende 1a etapa experimental, donde se utili

za la fotoelasticidad como herramienta experimental para “reproducir” el cor

tante puro, atendiendo a las condiciones impuestas en 1a modelacidn mecdnica.

Para hacerlo, se hizo primeramente un modelo de material fotoeldsti
co, que sirvid para obtener las grificas de datos de las figuras 18, 19 y 20,
en las que se observa que el material fotoelistico (Psm-4) tiene un comporta

miento 1ineal tanto ﬁptico como mecinicot

Lo uniforme de las grificas mencionadas se debe al marco de carga
que se disefid tomando en cuenta la modelacidén mecdnica, que permitic "repro

ducir" experimentalmente el problema de cortante puro.

También se maquind una barra, de la que se determinaron las propieda
des dpticas y mecdnicas {3-5) y (3-2), esto es, constante de calibracidn fo
toeldstica, médulo de elasticidad y relaciin de Poisson, mismas que se empleé_

ron en la determinacidn de resuitados tebricos y experimentales.

Los patrones de franjas de isoclinas e isocromiticas que aparecen
en las figuras 16 y 17 son mds que elocuentes para dar una idea de cdmo se

reprodujo el cortante; lz uniformidad de los patrones habla por si sola.

En cuanto a los detalles de la fotoelasticidad, &stos se dan en el
apéndice C, donde, se dan sin mucho detalle los fundamentos y alcances de

ésta, para el caso bidimensional.

Finalmente, cabe hacer notar que los objetivos planteados inicial

4



mente en la presente tesis, se lograron.

Y ésto queda reflejado claramente en el capitulo de las conclusiones.



CAPITULO II

MODELACION MECANICA

2.1 Intreduccion.

E1 objetivo del presente capituio es desarro]1ar 1a metodo]ogfa apro
piada para estudiar el problema de cortante purpl utilizando 1a modelacidn me
cénica. Y, al mismo tiempo darle una justificacidn al problema de cortante pu
ro tal v como lo trata la Resistencia de Materiales desde un punto de vista

de la mecinica del medio continuo.

Es en este sentido, como al suponer que unabarra experimenta una rota
cidn con extensifn, se determina primeramente la funcidn de deformacidn que
gobierna e} problema general, que se ha Tiamado Cortante no Lineal con Ex
tensién, y que se discute en primer té&rmino, para el que se determinan todos'
los campos tensoriales {gradiente de deformacidn de despliazamiento, tensores
de Green-Cauchy, izquierdo y derecho, infinitesimales y de esfuerzos), y me
diante‘1as ecuaciones de equilibrio de fuerzas‘y momentos, el estade de fuer
zas que producen dicho fendmeno. Asi como los elementos mecdnicos {fuerzas y
momentos) en la seccidn transversa1lde 1a barra producido peor el estado de
cargas asociado al problema. Y es discutjendo 1a condicidn de equi)ibrio de
momentos, cémo se obtienen 'lps siguientés - - — - ~. estados de cortante a

partir del caso genera}; . : -

1. Cortante Simple sin Extensidn;

2. Cortante lineal con Extensidn eng,, &, ¥ e;3.

Para cada unb de los casos anteriores se discuten por separado sus -

campos materiales y espaciales.

Resulta importante sefiztar algunas caracteristicas de cada caso, por
lo que respecta 21 primero, que es derivado a partir de usar las condicio



nes de balance anqular (2-37) en (2-34) y posteriormente .. en la funci@n
de de?ormaciéd (2-7), para de ahf obtener (2-60), que representa la fun
cion de deformacibn que gobierna un estado de cortante puro tal y como lo
trata la resistencia de materiales clasica, ‘dandole a través de la determi
nac1§n de los campos tensoriales mencionados arriba, tanto en forma material

como espacial, una verdadera justificacidn al mencionado problema.

En cuanto al segundo prob]ema (Cortante S1mp]e con Extensiﬁn), 1)
decd que este fue resuelto en forma inversa al anterior, ya que se pértio
de conocer un estado de esfuerzos (2-%5), producto de uti]fzar las condicio
nes cinemiticas (2-86)-(2-91) en (2-34). Y de ahf determinar todos los cam
pos tensoriales va mencionados, hasta 1legar a obtener 1a funcidn de deforma
cién apropiada dada por (2-121}, Para éste caso,igual que el anterior, tam
bién se discutieron suscampos materiales y espaciales (esfuerzos, de formacio
nes, desplazamiento, tracciones de superficie, fuerzas de cuerpo, etc.).
Dando a través de los desarrellos correjpondientes de cada problema, una vi

sién clara, de 10 que se le == =" 1lama estado de cortante puro.

Como aclaracidn importante es bueno mencionar que en este capitulo

la nomenclatura empleada es tipo Gurtin,



2,2 DEFINICION GEOMETRICA DE BARRA E HIPOTESIS CINEMATICAS.

En esta parte se ‘define . con respecto a un sistema ortogonal de re

ferencia, una barra prismdtica, denotada por B, como el siguiente subconjun

to de RB.

3
B = {(xl,xz.xz) e R

: OfxySh, 05xyTh, xy = B, JoR

(2-1)
donde

nl=[0,L], b:Q+R+, higsRY y L:Q+Rf, son respectivamente los espesores

del cuerpo B, en las direcciones, 811 €5 ¥ £3.

Esta definici6n se muestra en Ta(fig. 1), donde, se cbserva que la

frontera 8B, del cuerpo estd dada por:

6 6
a8 = % 2B, = U 08By, (2-2)
§=1 i=1 '
donde
BBI = {(_L.xzsxs): 0<J(2<b. 0<x3<h}’
332 = {(o,xz,xa): 0<x2<p, 0<x3<h},
353 = {{xl ,b.xa): OfxlfL : foaf.h}s

b e ot (2ea) o
3By = {(xl,o.x3) P 0%xy L, 05x3:h}' G -

3Bg = {(xz-xz'h)"OS*iSL’IO:KZ:p}'1  5-i

3Bg = {(”1'3230)F'°§xlftffuf*

<)
g}



£l

La seccidn transversa]..s¢. de 1a barra ]a definiremos por:.
2
Sp © {(xz.xB) : 0%x,5b, ofx3$h} CR _ (2.4)
de donde se observa que es un subconjunto acotado de R3

E1 primer objetivo es determinar la funcidn de deformacidn

f:B+£(B) del cuerpo B anteriormente descrito, 'que se supone .
sujeto a un estado de cortante simple en el planc X{Xg» con extensidn en las
demas direcciones. Para esto se supone . que dicho cuerpo esta sujeto a la

siguiente funcidn de deformacidn:
£IX,Y,2) = (a°+a1x+a22+a3xz, Co + €Y, dg + dlz), v (X,Y,2) e B, { 2-5)

Cuyos coeficientes, se evaldan a partir de condiciones cinemfti

cas determinadas de 1a configuracitn’'deformada que se muestra en la(fig. 2)
De la(fig. 2) se observa

f,{0,0,0) = (0,0,0},
£1(0,0,h) = (xy.¥,,2;) = {z, tan 6.0,2 = (a2;,0,2,),
fz(plpsh) = (xz -_0.21).

£5(1.0,0) = (L,0,0),

> {2-5)
f4(0|b|0) = (_O.yq.ﬂ_).
\fs(ogb.h) = (uzl..vpzl‘).

fB(LI_bIh} = (Xz.yq.zl).
f7(L:b.0) = “-._y450)s .

&

donde, tan € = a. Al determinar con estas restricciones los coeficientes

de tal funcidn (para detalles ver apéndice A)se concluye que:

&zy .(xé-L;azi) ¥ ‘zi

v(X,¥,2)e B (2-7)

R



Obsérvese, que 1a matriz del campo tensorial F:B+L(R?.R3). 11amado

gradiente de deformacién, estd dado por

. azy ]
1+kZ 0 —h—-+ kX

RNt R)
[F(X.¥, D)3 = [VF(X,¥,1)] = - © 0 yu/b 0 en (X,¥,Z)es (2-8)

0 0 zy/h |

donde:

Ky, = L.- . az; '
K = _£_~tﬁ__~ﬂ_l 2-9

Observacién 2-1: Como E(X,Y;Z) depende de las coordenadas, £:8+F(B)

representa una deformacién no homogenea,

Comentario: Si se analiza todo 1o que hasta ahora se ha determinadd

se 1lega a la conclusidén de que el fendmeno objeto de estudio es CORTANTE
SIMPLE CON EXTEMSIQN, para poder reproducirio experimentalmente habra que
dar una serie de condiciones, en cargas de cuerpo y superficie, que hasta es
te momento no Se sabe s{  se podrén aplicar o no. Por Vo que se: contin{a’-

con el objeto de aclarar el presente comentario,

-

- 2-3. CAMPOS VECTORIALES Y TENSORIALES: DESPLAZAMIENTOS, DEFORMACIONES Y
ESFUERZOS.

A continuacion, Se intenta de determinar l1os campos tensoriales de
deformacidn, desplazamientos, deformaciones de Green-Cauchy derecho e izquier

do, infinitesimal y de esfuerzos,

Tensor de deformacidn.

F(X.Y.Z) = Fa(X.YiZ) e, Rey V (X,Vi2) ¢ B

10



De acuerdo a Yo encontrado en (2-8), setiene que (2-10) estd dado

para este caso como:

. _‘qzl‘ U 70 ..zl' .
F(X.v,7) = (1+KZ)e, @ 51+L—ﬁ~ + legl Re, + —e, e, & Re,

¥ (X,Y,Z) E B (2-11)

Continuando, ahorase procede & determinar el campo vectorial de

desplazamiento g;a4 VERazg, definido por:
u(X,¥.2) = f(X,¥,2) = (%,Y;Z) en (X.¥.2) e B (2-12)
de donde, se obtiene al sustituir (2-7) en (2-12) que
oz, y4~b . zl-h
u(X.¥,2) = |22 + KXZ, —p—¥. —5—2Z| en (X,¥.Z}) € B (2-13)

con 1o que puede construirse el campo Tensorial Vu:B+L(R3,R3) 1lamado gradien
te de desplazamientos, cuya representacién matricial ‘es:

— oz, -
kZ 0 -t KX

ui_(x,v.i y4-b
fou(Xx,Y,Z)] = ey =0 —5 0 » m(X,¥,Z) ¢ B (2-14)

0 1] —F

cuya representacién tensorial es:
ozy yq-b. 21-h
X.v,2)=kZ ¢y Rgy + [T* "-"] & Reg* Vet Fg iy
v (X,¥,2) e B (2-15)

5e determinan a continuacién los tensores de deformacidn de”Green-Cauchy .
derechp e izquierdo esto est .

C=F'FyB = FF'
Cuyas representaciones matriciales son:

11



(1+k2)? 0 [1+k2]|_32h—1 + kX]
0

[c(x,v,2)} = 0 yg/b’ en (X,v,2) £ B{2-16)

. - -1
2 Y'Y J F4
2 1 1 1
{1+kZ) [T + RX] . O —h~2' + e kX
[a(x,v.z2)3 = ) 0 yﬁ/bz 0 en (X,v,2) e {2-17)
az 2
1 1 2,2
;2_ + 5 kX 4] zllh

Ahora se construye el campo tensorial de deformaciones infinitesi

males E : B » s(R%,R%) definido por

E(X,¥,2) = 3 [Ve(X,Y,2) + WT(X,¥,2)] en (X,¥,2) e B (2-18)

cuya representacion matricial es

kZ 0 %-th-l-+ kY]

[E(X,¥,2)] = (O —5— 0 en (X,Y,Z) ¢ B " (2-19)
' =h
%th_l' * “ﬂ 0 ilh— -

Estimacign del error que se comete al linealizar el problema objeto

de este estudio. se sabe que:
- = T 3 -
e =/ /) = tr (v W )® ) ( 2-20)
Pero
Tr(ve? wu) = vu!, vu,, = vu,, Vu ' ( 2-21)
=ik "=ki ki "k _ -

12



por 1o que (2-20) desarrollando operaciones es

e= I:(RZ)Z N [yfc;b]z ' [Zlh'-_h}z + (Ezﬁl+ kxla:lé _ iz-zz)

Con tode lo :calculado hasta ahara, se puedh'

determinar el estado de esfuerzos al que estd sujeto el cuerpo B, bajo

las condictones cinemdticas impuestas,

51 se pdrte de que el cuerpo B .es e]ﬁstico 11neal y'ss ecuaci@n consti

tutiva es:
S(X,Y,2) [E] = S(X,Y,Z) [1] + €(X,¥:Z) [E] + Ofe) (2-23)

Considerando que los esfuerzos residuales g(X.Y,Z) [1] son nulos, ¥

estimando un error de orden O(e), v asumiendo por otra parte que B es homoge

nea, isotrdpo y eldstico ]ineai, - - =--= Tlos esfuerzos estan dados por:
SUWLD) = S = g [EGYD) + 5 Tr B ()] (2-24)

donde 8 es el mddulo de Young, v es el coeficiente de Poisson O<v<} y

E(X,Y,Z} es el Tensor de deformacidn infinitesimal, {X,¥,Z) e B.

Por tante, después de sustituir datos en {2-24), se determinan cada
una de las componentes del Tensor S{X,¥,2), también Ylamado tensor de Piola-

Kirchhoff, cuya representacién matricial es:

iR " Ga-b 2y-h
f1-v v 174 1 1 ]
T_-TG"“I?JGE:: i I ‘EFZH““"‘
. -h . - 2 -
EERR23 St S S G gﬁtm J,ﬁq 0
1fuz, ey 2ph T Ya-
. , EF‘T’ * k{l 0 T h T vE‘z* 5

en {X,¥Y.,2) e B . (2-25) .

13



E1 objetivo-siguiente comprende 1a discusidn de las cargas que producen

el fnnﬁmeno'objetu del presente trabajo para lo cual ‘se debe = mostrar pri
meramente que PioVa-Kirchhoff, satisface las condiciones de consistencia,

para fuerzas y momentos expresados por:

div S(X,Y,2) + b (X,¥,2) = pf(X,Y,2) = @ caso estético

T T en {X,Y,Z)cB (2-26)
§(xlviz} E (X,Y,Z) = E(X.Y,Z) ] (X,Y,Z)

De 15 primer condicién de (2-26) se determina. ej campo vectorial

: B+ R3. 11amado fuerzas de cuerpo: =~ ‘. R

[er

div S(X.¥,2) + b, (X.Y.Z) =8 o

~0
(2-27)
b IX.Y,Z) = - div 5(X,Y,2)
que en componentes cartesianas se reduce a:
- ~ 3 _
byy = = div 5,4(X,¥,2),; en (X.¥.Z) € B CR (2-28)

Por 1o que al sustituir datos en (2-20) ¥ rea112ando las operaciones

correspondientes se tiene que cada uno de los componentes de fuerzas de

CUerpo son:

bo, = bo, = 8,

2 .
. {2-29)
- - Bk =
b03(x|Y.Z) = mm i b03.
Reescribiendo la expresién para bo3 en (2-29),
ETI*‘jTI‘E“T'“;;:‘;‘:""‘ (2-30)
- v -
ObSErvacién'Z-zz(é-so) implica que ’ el movimiento del cuerpo est§ restrin
gido de la siguiente manera:
Para un problema f{sico dado, 4. ---.--- bog, B, v son datos, Por

14



tanto, la

mis diffcil conocerla, resultando este procedimiento mis factible para resol

- incégnita es k, que por depender de ciertas variables es

ver un problema dado, que partir a 1a inversa dar un Qa]or de k, y después

buscar un material que dado su peso y propiedades mecdnicas satisfaga el va

]or de k dado.

Despejando o de (2-30); -

L l2(14v){1-2v) “bo3 ¢ o -1
[ % Lh + x, - Ly 3;

Esta ¢itimae expresidn

ra decir que Qa]ores debe tener el &ngulo de rotacidn @, ¥y en base a esto de

cir si el problema

e R
i

" (2-31)

indica qud parametros hay que contro]ar pa

es 1ineal o no lineal en cuanto & deformacio

nes 0 sea que ]os gradientes de los desp]azam1entos sean pequefios o grandes. W

Ahora, procediendo

0 sea equilibrio de momentos,
Para §(X.Y.Z) FT(X.Y.Z),ise tiene

o

3y T, " (¥a=b

' 2
oz

-b . Z,=h
T._8B Yal 1.y {ﬂ__ v 1"
SF' = T 0 Y [—1—-2__ 5 B * o7 [RZ + —-h_]:' 0

+

& examinar la segunda condicidn de consistencia,

-b

1'&21} ]
ot + Loz +
. ~b 2z
4" 1

[-h-+k5| [_ . —-ﬁi i—-r[m

e

R
I.2v h

en (X,¥,Z) € B
15
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Para F(X,¥,2) §1(X,¥,2)2

_ ) | N -

[1+k2],:11__;2“\’_)k2+ ["'B“ “‘h‘—]:]* 0 2{1+k2][ +k£|+

1 .0.521 2 h y -k

Zl=F~ *+ kX T“kx =5 —h— r‘z—[kz" _b_]
E§T_IEB N

0 y“ 1y Y4 frne 0
'TTF'"TT‘ "'?“ “h |
_ - o .
en {X,Y,Z) ¢ 8B (2-33)

Observacign 2~3: nna1fgaﬁdq -+ (2-32) y (2-33), de acuerdo con la ecuacidn de

equilibrio de momentos deber{a ser iguales, de entrada .se aprecia que no

1o son, perp existen condiciones suficlentes que °© ~ permiten que si sean

iguales, 1as que a continuacién ‘se discuten

De (2-32) y (2-33) se observa, que para que estas sean iguales se de

bera cumplir gque:

z . z.-h - .ya~b

o = % [1+kZ] + [Wl:\:’ —h—_l * o (kZ + 4b-_ ]] ( 2-34)
La condicidn, que hace posible que (2-34)} sea valida es:

4

-ﬁ—- = 1 + kZ y’

(1-v) ——h—-+ v [kz + ] =0 (2-35)

Para que la segunda expresién de (2-35) sea satisfecha, se deberd

"cumplir que:

16



1 - =
= 0~ zl h, ¥
y =b .
A" -

Con zlnh en la primera expresion de (2-35) se determina que k=0, y
a su vez con esta condicién en 1a segunda expresidn de (2-36}, se deduce que
¥4=b..  Por tanto, tenemos que una condicion muy importante, que haga posible

gue (2-34) sea satisfecha, y por ende la condicidn de equilibrio de momentos

es:
zy = h,
¥g * b (2-37)
k=0

Es de esperarse que (2-37) no es ]a Gnfca condicidn, deberdn existir

otras condiciones cinemidticas que satisfagan (2-33) y por tanto {(2-34). B

Por otro lado, analizando la condicidn k=0, para la ecuacidn de equi

t1ibrio de fuerzas (2-30), se determina que:

2(1~29) (14v) _
8

gk

(Teyy = bog k=

0 + boy = 0, (2-38)
ademéis, para que k=0 se tendra que satisfacer que:

Xp-L-az,=0 o x,-l®az, + oz, = Tan 6 z; = x,-L,

de donde
L
tan 6 = - {2-39)
1
La ecuacién {2-39) 1o que . confirma, es lo que se establece en la confi
guracidn deformadp; 0 sea -se demuestra aloo que fisicamente se da en

17



en el fendmenc que se supone, a través de (2-7).

Observandg (2-37}, (2-38) y (2-39) 1 puede apreciarse. mis adelante,
que estas expresiones lo que garantizan es un estado de cnrtante‘simp]e sin

extensign,

Obserééciﬁn.é-4: Ana}izahdo todo ]o encontrado en las expresiones de {2-32)-

(2-39), se puededecir, que estos conducen a tener tres problemas de cortante

a tratar, que son:

a) Un cortante no ]1nea] con extensiones en ey, gz Y g3,
que resulta de la existencia de ciertas condiciones cinemdticas diferentes

de (2-37), tal que (2-35) sea satisfecha, * es el caso tratado hasta aquf,

b} Un cortante simple lineal sin extensidn producto de {2-37) ¥

{2-38) en {2-34} donde las deformaciones sean infinftesimales, y el d1timo

c) Un cortante lineal con extensidp, que serfa un caso intermedio,

producido por (2-35), y que mis adelante fe discute ° ampliamente.

Es en base a lo anterior, que Se propone a estudiar Tseparadamehte

{10s casos antes. mencicnados.

2-3. Tracciones de Stperficlie y Condicicnes 'de Frontera caso a)
para este caso, servirgn - todos los campos materiales encontrados hasta
(2-35) faltanda por detérminar; tracciones de superficle, condiciones de

frontera, elementos mecdnices y 1a representacidn material del tensor de

Cauchy.

A conttnuacién, s¢ determina €] campo vectorial § : B -+ R3 11ama
do tracciones de superficie. "Del Teorema'de Cauchy tenemos

S=Snen 38, . - (2-40)

18



donde

: 38 + R es el campo vectorial de vectores unitarios, normales

a aB.
: Tensor de Piola Kirchhoff

137,

De acuerdo con el sistema de coordenadas y las fronteras enumeradas

‘ver (fig. 1),-1as tracciones son:. *
Para 9B, con n = (_1.0',‘0): .
T'B:fﬁ" 4 .z'; .
SI(L.Y’Z) = "'V - _E'_ —r + (1'\’) kZ}.
52(L,Y.Z) =0
8 - '
53(L-Y-z) 19 £=) {UZI + kX}.-

Para 38, con n = (-1,0,0);

T ¥ b 2 -
. _ -8 4 1 (1.
SI(O!Y!Z) - +v -] {U[ b + h j + (1 \J) kz}o

SZ(G.Y.Z) = P.

55(0,Y,2) = ﬁ,‘f{_—\;){.aal + k{l.

Para 3By con n = (0,1,0}, se tiene

Sl(vxi.bt.z) _ﬂa

’ SZ(F.P.Z) = TF(=RT {(1-v) =tV . .t vkz},A

i}
o
LI

S3(x.b.2)

19



Para 3B, con n = (0,1,0), se tiene

Sl(xoosz) = _0:

.8l
SZ(X’Oaz) m:m{(l v)  * B + v kZ

Y4~ V.O(zl4h)' };

5,(X,0,Z) =0,
3 ) b en 0B (2-41)

Para la frontera 38; con n = (0,0,1)}, se determina

(x . B 1%, '
SV = gy R KK

Sp(X,Y,h) =

1
o

1

. z.-h  vly,-b) T
= B 1 4 : .
53(x.7.h) 1,‘,.“ —2v). [{1'\’) h + b = v kz] .
Por dltimo para 2Bg con n = (0,0,-1), se encuentra

( -8 1% +
sl X,Y,0) = =) | h !(x‘ »

Sz(xnvoo) = O!

’ z.-h  w{y,-h)
53(x.lyso) = = 8 =7y l[(l-‘\)) lh + 3 -V RZ].

+y h

Observacién 2-6: de {2-41) puede decirses que la barra bajo estudio

» estd sujeta a tracciones de superficie en todas las caras, en algunas con
tracciones normales y cortantes, entendidndose mejor al ver la (fig. 3), don
de estan representadas esquemdticamente, tracciones de superficie y fuerzas

de cuerpt; . B

E1 objetivo sfguiente .., es determinar las condiciones de frontera

20



a que esta sujeto B. En la interseccidn de 8B, y 8Bg, evaluando

(2-13) con u(X,0,0} resulta

u{x,0,0) = (0,0,0] (2-42)
por To que el cuerpo B, deberd verse como en la {fig. 4).
é-4 ELEMENTOS MECANICOS

En esta parte, se prétendgldeterminar los elementos mecdnicos (fuei
zas y momentos), que actuan sobre la seccifn transversal Sy de B, producidos
por el vector esfuerzo S = (S,, S,, S3) que actua sobre esta, como se ilus
tra en la (fig. 5), y que al integrar los campos vectoriales de momentos j
tracciones sobre Sy, Se obtienen dichos elementos mecanicos mediante:
FX,0,2) = Is S(X.1.2) dA = (F(X.1,2), FplX,¥.2), Fylx,1,2) ]

T en (Y,Z)EST

Mix,v,z) = Is m{X,Y,2) dA = Is (P(Y,Z)xs(X,¥,2Z) dA = (M;(X,¥,2),
T T
Mp(X,¥.Z), My(X,Y¥,Z))

“{2-43)

Para el problema bajo andlisis '-» cortante no lineal con exten

sidn, %o tiene - en la seccidn transversal 1a noymal unitaria es:
n= (,10030)3 . (2-44)

ademds el vector esfuerzo, esta dado por: '

Yamb -h
+ (1-\)] kZ]’ _0. zrfm—Fzﬁ—l- + kﬂ en (Y.Z) [ ST (2—45)

De acuerdo con (2-45) solo actuan en S, dos fuerzas, una normal en la
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direccidén X y una fuerza cortante en la direccién Z, las que se determinardn

al sustituir (2-45) en (2-43‘). realizando ja integracidn como sigue

h b N h
B y“ L) 4 (1+9) k2| dY az
Fltﬁ’p'hj N PN PR § D1 § -0 v “TT_ ,

o Ap=L=-0o2,.
= '(-ﬁ;)-?m {v[h(y4-b)+b(zl-h)] + (1-v) —2—]_—1%’1} ~(2-46)

Fplx,b.h) = 0 ' (2-47)

F3(x,b,h)

u

" oz ' I~ {x,-L-0z
J, [, e[t ] avez = ek, fomy 0+ —zr—"ﬂ (&40

Como se puede observar, en ]as expresiones para F1 y F3.-se simplifica

ron al sustftuir la definicién de k tal como se hizo en (2-9},

En cuanto al vector momentos M(X,Y,Z), dado por (2-43) en 1a

expresién para momentos, el vector de posicién P(Y,Z} estd dado por

B(Y.Z) = Y_Ez + zga en (le) E ST’ . (2"50)
y también, el vector esfuerzos esti dado por:

S(X,¥.2) = 5,{x,Y,Z) e, en (X,Y.I) B, (2-51)

Por otro lado,se tiene que Tos componentes de momento por unidad de

drea estin dados como sigue:

m(x,¥,2} = P(Y,2) x S(X,¥,2)

n

X, e, X Sk(S,Y;Z) % i
X, S (x.v,2) e_xe, (Y€
7 (Yoz) e S

7 con a=2,3, k, £71,2,3"

(2-52)

Por 10 que cada uno de los componentes de m(X,Y,Z) de acuerdo con

(2-52), y haciendo el cambio de coordenadas (X,Y,Z) ='(§1. Xps X3}, con el
22



objeto de simplificar el manejo matemﬁticp. son como sigue:

xleﬁ.
(x5:%4) € sT(z-sa)

ml(;‘l :i21i3)'= xz 33(2.1)"2:33) - 33 Sz(ﬂ_l .XZ,X3)

NOTA: Se Tes colocd ja barra arriba a xl.xé ¥ X3 en el cambio de coordenadas,
con el fin de no confundirlas con las coordenadas de los puntos, definidas al

principio del trabajo.

Por 1o que al sustituir (2-48) en (2-53) y éstas a su vez en {2-43)
se obtienen cada una de las componentes de momento sobre ST; como sigue:

az

fib heb :
. _ e e gm o= o= oy e . g |*1 = 1= = .=
Ml(xl l.boh), IDIOXZ Ss(xl .xz.xa)dxz dxa ‘(njom[—h— + kx]] 32 dxz dxa
_ (2-54)

oz

= B [ 1., -L-o:zl :Ib h
e T T TR T
heb _
"2‘*1-b-“1=f I %y Sq(%;.%5a%5) dik, dXg,
he @ . f (Yg~b  23-h
{ ,( HT\?)‘(‘FN){ ["‘}B"' + “5"‘1"'(1 v) k x3}"3 dx2 dxa,

L (2-55)
después de realizar operaciones

B _ oY, A1 Xp-b-0zy 2y
= - v[—— TT*’(I\J)_’_#T}-

De manera similar, se determina Ma(X;.X;.%5)

. ' i =b  z,=hy ;.2 Xp=L-oz, .2
= = = -8B -{ (Ya 17"} bh ) e 1 b°h
M3(x)»%p.%5)= (1-v)(1-2u){“[ =t TRz Y ‘3‘} (2-56)

Observacifn 2-6: Analizando (2-54)-(2;56) se observa - que ST ests§ sujeta a

dos momentos flexionantes My ¥ M3 ¥ un momento torsionante Ml; debiéndose
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este d1timo a 1a ubicacidn del sistema de referencia,principalmente. g

2-5 TENSOR DE CAUCHY
 Siguiendo con el andlisis + & continuacién se determina  1a repre
sentacifn material del tensor de Cauchy, mi;hé . que se relaciona con

los tensores de Picla y gradiente de deformacidn mediante la siguiente expre
sibn:

§(X.Y,Z) s deT E(X.Y;Z) Im(X.Y,Z) f_T(X.Y,Z): 4

TalX,¥a2) = (det FO,Y, 20070 s(x,v.2) FT(X,Y.2),
donde:

Im(X.Y.Z) es la representaci6n material de Cauchy,
ademds, ademds

T,(6Y.2) = T T(x,v,2), ( 2-58)
es decir, simétrico,

Por 1o que, sustituyendo datos en (2-57), y desarroilando y simplifi

cando © se . determina. que:
- f1- ¥q-b E
. (1+I:Z){-1]—‘_:2";kz+ Yy [“ j} L + kx| ]
. 1 uzl + kX 2
Tplraya2) = ?l}ﬁ' "
. gbh Y (1-v Y4
T TyaZ,(T9K7) 0 v{rz—'—“s" "'Z”E‘Z+T} 0
(1+kz) + kX 1{1-y_#"h ‘
z 0 | AT2s
~h z2,-b] 2. -
v 1-v 4 cey 4
t_h_ N kx]{l—z-_ g W 1—2—|}z+ ' } - v|}z+ Tj}
L T "
e {(X,Y,2) e B (2-59)

24
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Observacidn 2-7: Analizando los elementos que conforman Im(x,Y;Z). se

observa .  que este no es simétrico, ¥y lo serd sj? se establecen las mis
mas condiciones que'satisfacen (2-39), ya que Cauchy se relaciona en forma di
recta con el equilibrio de momentos, obsérvese (2-57) y (2-32). Por tanto,
de una u otra manera se hubiesenabordado los tres temas a desarrollar que se

mencionaren en su oportunidad anteriormente. W
2-6 GORTANTE ° PURD

Este fendmeno, se obtiene al introducir las condiciones (2-37) y
(2-38) en (2-32), (2-33) y (2-34), ocasionands una serie de simplificacio

nes en todos los desarrollos, hechos hasta (2-34),

E} cortante simple tal y como lo implican (2.37) y (2-38), es la
forma como lo trata la mecanica cldsica, es imposible de reproducirlo dado
que (37) no puede . satisfacerse por ningdn material, que posea masa y sujeto
a fuerzas gra§1taciona1es. a@n cuando la mecﬁnica cjasica diga que los efectos

debido a peso propio son desprec1ab}e§; y pareciera esto congruente con (2-3B).

Es con estas ideas en mente, como se desarrollard el cortante simple,
tratando de ligar el planteamiento de la'modelacifn mecdnica con la mecanica

de materiales clasica.

Por principio de cuentas, :se tiene la funcibn de deformacién que re

sulta de aplicar (2-37) en (2-7), que es:
f(X,¥,2) = (X+aZ,Y,Z) ¥ (X,¥,2} € B (2-60)

donde (2-60) es T1a fupcifn de deformaciép. que representa un cortante simple,
tal y como se encuentra en los diferentes textos de Mecdnica del Continuo.

Es de esperarse que Tos cambios sufridos por f:B4f(B)CR3. alteren todos
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los campos y tensores determinados anteriormente, comose describe a’” contidua

cidn:

Obsérvese que para el campo tensorial'fzaéL(R?.R3) 11amado gradiente

de deformacidn, su representaciﬁn matricial est$ dada por:

0 a

efyxavaz |
[E(xnviz)] = [gf(XSV!Z)] = ""_—"a'xr— -c 0 1 0 = E en (X.Y.Z)EB (2"61 )
o o1

Observacién 2-8: debido a que F(X,Y,2Z) no depende de 1as coordenadas, {2-60)

representa una deformacidn homogénea, 'Ademis es fdcil - - determinar que
det F=1>0 (2-62)

Siendo (2-62) de particu}ar importancia, ya que el hecho de que
det F=1 significa que el movimiento dado por (2-60) es un movimiento isocéri
co, &5 decir preserva volimenes, siendo esto una de las particularidades de
la teoria cldsica del cortante simple, en 1a que se establece que solo hay
distorsiones angulares sin extensign, implicando a su vez esto que no haya

cambios de volumen. B

Por otro lado, se tiene que la funcién inversa de deformacidn: i.e.
£ 1 ¢(B)B es:

) = (a2 YT Yz e £(B), (2-63).

cuya representacidn matricial del gradiente es:

0 -p
rorly = oty ,21 = [0 1 ofe
= W¥o,2)1 = n fB) (2-64)
0-0-1
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Por tanto, de {2-61), (2-62), (2-63) y (2-64} puede decirse que
“estos, 1 implican’ que (2-60) es efectivamente una funcién de defor

macibn,

A continuacidn, se pretende enunciar las expresiones resultantes para
los campos tensoriales de deformacién, desplazamientos, deformaciones de

Green-Cauchy derecho e {zqulerdo, infinitesimales y de esfuerzos.

Tensor gradiente de deformaci@ﬁ, dado por

g(x,'v..Z) = F”.(X,Y.Z) e; 02y v(X,Y;Z) e'B, ( 2-65)
De acuerdo a (2-61), implica que {2-64) esta dado para este caso como:

FOXY\Z) = F = ey S ey +ep Rep + 38 eg +azy R egl,

en {X,Y,2) é B { 2-66)

Ahora, se détermina e} campo vectoria1"g=&¥ﬂ? . }1amado desplazamien

tos dado “por
u(X,v,2) = (a2,0,0) ¥(X,Y,Z) ¢ B. ( 2.67)

Cuya representacién matricial del campo tensorial vu:B»L{R®,R’), 11a

mado gradiente de desplazamiento, €s la siguiente:

0 a
[vu(X,v,2)]1 = [Yu] = |0 0 -0}, ¥ {X,Y.I) B, (2-68)
0 00

Sfendo su representacion tensorial, la sigujente expresidn
" wulX,¥.Z) = Yu = ce; ey VY(X,¥,Z) €. : ( 2-69)

E1 siguiente objetivo, g5 determinar los tensores de deforma
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cidn de Green-Cauchy, derecho e jzquierdo esto es C y B cuyas representacio

nes matriciales son:

0’ o

[6(x.V,2) =[] = [0 1 0| en(X.i2) ¢B, (2-70)
@ 0 14 '
Yy
wl 0 & |
[B(X.¥,Z)] = [8] = | © 1 Of en (X.¥,Z) €8, (2-71)
o 0-1

Enseguida, se determina - el campo tensorial'E:B+s(R?.l§). 11amado

deformaciones infinitesimales, definido por
E(X,Y,2Z) = % [vu(x,v,Z) + ng(x.Y-.Z)j en (X,Y,Z) e'B, - (2-72)

Cuya representacian matricia] es:

0 ¢ of
[E(x,Y,2})] = [E] = | O 0 0| en{XY,2)ecB “{2-73§
/2 6 ©

Estimacién del error e, que se admite al linealizar el problema de

cortante puro.
£ = I]Vgell = tr (VET 12)1/2 = (2-74)

Observacién 2-9: Tomando en cuenta las componentes de [EJ. se Tlega a 1a con

clusién, de que la Gnica deformaci6n que estd presente en la barra es la debi
da a) cortante en el plano XZ, por lo que, el siguiente objetivo serd de

terminar el estado de esfuerzos que produce dicho estado de deformacifn. Es
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de esta forma que tomando .en cuenta (2-24) y {2-73) que se determina el tep

sor de Rjn]a-Kirchhoff como:

N 0 0 u?
[s(X,v,.20] = [s1=4%|0 0 0| ene . ( 2-75)
-laf2 0 0
"

Por otro lado, asi como en el caso anterior, aqui tambi&n debe verifi:
carse, que S satisfaga las condiciones de equilibrio de fuerzas y momentos,
expresados a través de (2-26) de 1a primer condicién en (2-26) (equi]ibrio de
fuerzas), se determina el campo vectoria]{E:B$R3 1lamado fuerzas de cuerpo,

que de acuerdo con {2-75) .se !nfiereque las tres componentes son: Ver Fig. 6

bo1 = oié].?.S en B {2-76)

Dbservﬁciﬁﬁ 2-10: Tomando en cuenta (2-76), se tiene * es un caso fisi
camente imposible de repvaducins ya que no existe un material en la tierra con
tales caractertsticas (fuerzas de cuerpo nulas). Por lo que, el cortante pu

vo es un problema estrictamente imposible de reproduciv’ . M

" E1 siguiente paso; es verificar equilibrio de momentos: para esto

“se utiliza 1a segunda expresién de {2-26) asi como (2-61), (2-75), de donde

'se determina después de sustituir datos y realizar operaciones que;

%12 0 w2

s1=810 o olenm.y (2-77)
a2 0 0]
712/2 0 ulg

TFsT] = 1_55 0 0 0| en B. (2-78)
oz 0 0]
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Como se podra observar, a traves.de (2-76), (2-?7) y (2-78) y toman
do en cuenta (2-26) que Pio]a-Kifchhoff.(Z-?S) satisface equilibrio de fuer
zas y momentos, por lo que - el . siguiente paso, Serd determinar el campo

vectorial §:B+R3 11amado Tracciones de Superficie,
2.7 TRACCIONES DE SUPERFICIE Y CONDICIONES DE FRONTERA

Para determinarlas, se tomara en cuenta la ecuacidn (2-40) con todas
sus caracteristicas explicadas anteriormente. Es en este sentido, que se’de

termina Que las correspondientes tracciones de superficie son para cada fron

“tera como sigue:

Para 1a frontera 28, con é_é (1,0,0}: °

Sl(L,Y,Z) = Sz(LtYIZ) = On

= = _ Bo
S5{L,Y,2) = 54 = S EE
Para 98, con n = (-1,0,0)

Sl(p-Y-Z) = SZ(D,Y.?)-ﬂ 9-
Bo

$3(0.¥.2) = S3 = - FrrRey -
Para 1a frontera 883 con n = (0,1,0), 1as componen en 3B
tes de tracc1§n son: (2-79)

8, (X.b,Z) = S,{(X,b,Z} = S5(X,b,Z) =0,

De igual manera, para 3B, con n = (0,-1,0)

5,(X,0,2) = 5,(x,0,7) = s5(X,0,2) =0,

Por otra parte, se tiene que para 3Bg con ﬁ = {0,0,1), lojsi!

guiente:
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= = - Ba
$1{%.Yah} = S = Frray

sz(x.v;h) = s3(x.v;h) = 0,

De 1a misma manera, para 8Bg con n = (0,0,-1) encontramos

$,(X,¥,0) = §; = - yrfd,

S,{X,¥,0} = s5(X,Y,0) =0. "

La representaciﬁn grafica de fuerzas de cuerpo y tracciones de super

ficie, se 1lustra.en ]a(jlﬁ -6
2-8 ELEMENTOS MECANICOS

Continuando con el estudio, el sfguiente paso a realizar, sera
1a determinaciSn de elementos mecénicos (fuerzas y momentos), de acuerdo como
1o establece 1a mecdnica de materiales, en la seccidn transversal de la barra,

ST' inducidos por el cortante puro.

Antes de evaluar los elementos mecinicos, se discuten- las condicio
nes de frontera tipo Dirichlet, en la interseccién de Jas fronteras 3B, y

3Bg. Del campo de desplazamientos:
u(X,¥,2) = (aZ,0,0), ¥ {X,¥,Z) ¢ B (2-80)
Por tanto con

_u_(U-O:O) = (,0-0:0.)3 (2'81)

/

con 1o que el cuerpo debe verse como en la (Fig - 7).,

'

. Respecto a los elementos mecanicos, se obtienen median
te Tas ecuaciones (2-43). Se sabe por otro lado que e vector esfuerzo que

actua en S; para este caso con i = (1,0,0) estd dado por
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S{X,¥,2) = {(0,0,80/1(1+v)) (2-82

Por 1o que de acuerdo con (2-82) y (2-43), se determina que cada una

de las componentes de los ejementos mecinicos son:
FUERZAS

FI(Xsp'h) = Fz(ﬂtplh) =0

heb o - .- .enST { 2-83)

F (x b h) = F = Bu .dy-dz = Babh .

3i%sbs 3% o) BIRY ZTwY

MOMENT0S

Para este caso, se tiene -de acuerdo con (2-53) y (2;82) que ]os mo
mentos pdr unidad de area son:

my (X,¥,Z) = ¥ S.(X,¥,2)

1 ’ 3t ens, ( 2-83)

mz(xovlz) = m3(x:V:Z) = 0

Por 1o que las componentes de momentos, de acuerdo con (2-84) y {2-43)

resultan ser:

(x.b.h) "P a ga_bZh

M, {x,b,h} =M, = J I ETT__T Y dydz = i)

1 1 0’0o v 1+ en ST { 2-85)
Ma{x,b,h) = Ma(x,b,h) = 0

Observacién 2-11: Analizando {2-83), (2-85) -se qomﬂdquu& 1a barra en cor

tante purc estad sujeta a los elementos mecdnicos de una fuerza cortante en la
direccidn €4, ¥ un momento torsionante en la direccidn e;, este dltimo de
bido principélmente al sistema de coordenadas empleado, el cua] esti'fuera

del centroide de la ST.
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2-9 CORTANTE LINEAL CON EXTENSION EN g1 & é&‘

Este cortante, es producido por las condiciones suficientes que hacen

posible que el balance de momentos (2_32), y (2-33) sea satisfecho, las que

a continuacién se enlistan

21 (
H =1+ KL 2-86)

de (2-86), también se tiene que:

2.-h
kz = L, (2-87)

Y por otro lado se tiene (2—35)2. que a cantinuaclon :se reéscribe’

b
(1-v) T + v (RZ + 3.4?._] =0, {2.88)

Yy~ -b
Despejando -—5—- se tiene que

= 2 = - Kz, (2.09)

Y4-b - _ 11-v} N7 n
v

a su vez de (2-89);

Loy 217"

A"

Y . '
£=1- - KZ. (2-90)

Por otro lado, de {2-88):

-z-l'h-—h I [kZ + y4b b] . {2-21)

Dependiendo de las” codiciones que se elijan, se tendrdn Jos siguien
tes estados de esfuerzos (Picla-Kirchhoff). De esta manera se obtiene uti
1izando (2.86) y (2-91) el estado de esfuerzos esta dado a través del si

guiente tensor de esfuerzos
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—— —

Y, b . .
&Em\,[ﬁfg_ﬂa 0 FHatk(x+2) ]

. - ERRY -b
siLYiz)egh| o St kZ] . 0 en (X,Y,2)el 2-92)

| Lrark(xe)3 0 0

-

Observacién 2-12: al utilizar las condiciones anteriormente sefialadas, se lo

gra eliminar S35 y por ende 1a traccién de superficie en la direccibn ey,

aﬁn cuando §(X.Y,Z) sigue depeﬁdiendo de X,Z'Z.

Atora, con las condiciones (2-86) y (2-90), encontramos que .61 estado

de esfuerzos es:

_ - 1 T
E(Z- _ﬁ_ 0 '2- [a+k(X+Z)]
2 -‘h -
S(X Y. Z)"-B— 0 -E(Z +Tlm_} 0 en (X,Y.Z)gg, {2-93)
1
Z o
_2[a+k(x+ N | . o |

gbservacmn 2-13: Como se podra observar, a_] jgual que el caso anterior, se

obtuvo una simplificacién similar, &

A continuacidn, se 1nc}uirén otras condicjones, con el fin de hacer
la mejor simplificacidn. Como una primera alternmativa, se sustituird (2-87)
en (2-93) manteniendo 1a componente S,; como en {2-25), es decir, sin ha

cerle ninglin cambio, de esta forma:

'—1 -h + ,y4-b 1% 1
T [ * v L 0 i i |
_ B | Yarb. . . (2Z,=h .
§(X.Y.z)=ﬁe~—\; 0 m+ "‘V(—h—] . 0. . [en (X'Y.Z)EB
(2-94)
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i [oz - :
%,E—"_l+k’i| 0. 0.

Utilizando (2-87) en (2-93), se tiene que

o o L%, gy
ZI"R T A
S(X,Y,Z}=-8 0 SwAh 0 en (X,¥.2)eB, {2-95)
= [N 1+v v _E'— . [ ] gy
oz, )
%..h_l +‘k{' 0 0
. ' g

Gbservacifn_2-13: de 1a expresién (2-95), se concluye que existen algunas

simptificaciones importantes, come lo son:

1. s{X,Y.Z) solo depende de una sola’'coordenada, la (X) y no de
(Z) como en (2.92) y (2-93),

2, Se )ogr§ etiminar la tracciﬁn en 1a direcc1§n e ademés de lo

1!
traccién en e5, ya eliminada en (2.92) y (2-93),
‘3, "También, se elimind 1a contribucidn de la deformacién unitaria
S va-b :
en la direccidn' e,, esto es —%;73 y solo depende de los pard

metros Xo» 29s ademﬁs de la coordenada X.

Como se podrs observar, (2-9%) representa un estado de cortante
con traccién de superficie en la direccién éz. Procediendo con €1  estu
dio, se determina & continuacion el estado de cargas que produce el estado

de esfuerzos (2-95). K

E1 campo vectorial Q:B+R? » 1lamado fuerzas de cuerpp, :esta dado para
este casg, utilizando Ta ecuacidn de equilibrioc de fuerzas (2-26) de la siguien

te manera:
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que en componentes® es:
bo,(X,¥,2) = ~ d1v S, (X,¥;2), 5 en (%,Y,2)eB (2-97)

Por la tanto, con (2-95) en (2-97) cada una de 1las

componentes de fuerzas de cuerpo son:

bol(x.Y.Z) = 0
boy(X,¥,Z) =0 _ - (2-98)’
- é ‘ ‘B 'i.&sztqzl
bo., = k = <
37 Iy 201wY T Lh
2-10 TRACCIONES DE SUPERFICIE Y CONDICIONES DE FRONTERA
En esta parte, se determinara el campo vecturia] _$_.:B+R3 ]]amado trac
) . /
ciones de superficie, que se obtendrin utilizando (2-40) y (2.95), en

1as fronteras correspondientes , con sus respectivas norma'_les‘ unitarias, por

tantot’

Para 1a frontera aB_l, con n = {1,0,0), se tiene W

S1(L.Y,Z) = 5,(1,Y,2) = O,

8__ %%
SB(LOYUZ) = W—h— + kl- »

Para 28, con n = {-1,0,0), se tiene

SI(G-Y.Z) Sz(olylz) =0,

-8 [?21:] R
T+wi2 "R |* o

A continuacidn-se tiene para la frontera 38, con n = (,0.,1'.{-)) ol

$5(0,Y,2)

las componentes de tracciones de superficie:

51(_)(.5,21 =0
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- z1"h 14y 2,-h

52(?‘-_'3..2) - ._w I Sty B_**\',*ﬁ'-. en
' S4(x,b,2) = O, ¢(X.Y.2)eau

Y para 38, con g =(0,-1,0}, 2.99 )

’ sl(xounz) f’ _0-

o« _ g %jth _
Sz(X.D,Z) =GT= Szn

8S,4{X,0,Z) = 0.

Por otra parte, e tiene ~ para 38 con o = (0,0.1),que

las tracciones son: . .
8 (X Vah) = B[S s kx|
1the Y 2Ty [T 7 e
Sp(X.¥,h) = s5{X,¥,h) =0,
Y para la frontera 3B con,é = (_0.0','—1.)'.' tenemo_s; ’

S, {X,Y,0) = 2B . gk R
1 0t HIEO R
sz(x.v,o) = s3(x,v.0) =0 .

Observacifn 2-14: Antes de representar grificamente (2-99), debes determi

nar el estado de deformaciones infinitesimales y el campo de desplazamientos
asociados a (2-95), asT como 1as condiciones de frontera ‘que esto fmplica,

para garantizar si las traccliones encontradas son las correctis. Jg§

Por 1o que ‘el siguiente objetive, ‘€5 determinar e] tensor de
deformaciones 1nfin1tesima'}es E, que de acuerdo con [ 13 ], se tiene que

Ya relacidn de formacidn esfuerzZos es:

E(X,Y.Z) = 2 [(14) S = v(tr 5) 11 en (X,¥.Z) c B (2-100)

hes

r

De donde, al sustituir {2-95) y Tr S en (2-.100‘),58' tiene que la re

presentacidn matricial de £, "esta dada por
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2 =h Jaz —‘
= o 3Ry
S Z;=h C - :
CE(X.Y, 23] = | . - ST 0 en (X.Y,2}eB {2-101)
B E i I
n |

A continuacidn, ‘se intenta’' . determinar el campo vectorial u:B+R

3

Tlamado campo de desplazamientos.Pero antes debe verificarse si (2-101) satis

face las ecuaciones de compatibilidad, con el fin.de garantizar un dnico cam

po de desplazamientos asociado a (2-101).

Asi,se tiene que de acuerdo con [ 17 1, las sels ecuaciones de

compatibilidad, dadas a partir de

rot rot € = 0 en (X,V,Z) (2-102)
son

Epz,33lXYeZ) + gy (X, ¥2) = 0,

Eaz,zp{%.¥.2) = 0.

E (XIY‘IZ) = 0 k]

11,33 , L en (X,Y,2)eB (2-103)

E11,22(%:¥52) = 0,

Ezz,31{XsY>2) = 0. ‘

Tomando en cuenta (2-101) se concluye gque se satisfacen las seis  acua-

ciones Ue{2-103),implicando que existe un dnico campo de desplazamientos asg

ciado a {2-95},

Por To tanto, tomando en cuenta lo anterior, puede decirde que exis-

ten condiciones por - determinar‘é;B+Rs,

Antes de proceder a determinar. cada una de las componentes del vector
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de desplazamientos,se hace: el siguiente cambio de sistema de coordenadas
{X,Y,Z) = Rl. RZ' 23). ¢on el propésito de hacer mES'operat!Qu'e] manejo mate

mgtico. )

Cada una de las componentes de u, esto es u,(R;. %5, %),
up{® . %50 R3) ¥ ug(R;. R,. Ry}, se obtienen al integrar las relaciones defor

maciﬁn desplazamiento, dadas por
1 y T . . .
E=3{vu+vu]en (X, %, R3)€ B, . (2.104)

de (2.104), se tiene que las seis ecuaciones implicitas en 1a expresién men’

clionada son:

Eu(xl. le 23) el u_]..l(xl. xz- X3}'

Eaa(xl. Rz. 23) = uz.é(xl. Rz. RS).

E(X.X.R)"U (glxvg):

33'" 2' 73 3,3'"M1 2 3

K len (21.22.!3)58

E1alRye Ras Rg) = gluy 301, Ry R3) +ug 4(R1y %50 R3000 (2-105)
1

512(31' Rzo xa) - Z[U;’z(xls xas Ra) + uz‘l(il. RZ" 23)_:!9

=1 ,

De donde al integrar las tres primeras ecuaciones :de {2-105).5¢ obtie

nen las tres compenentes de u(Rl.XZ.RS) de ia siguiente manera:

Zl-h 3
z.~h .
up(Rp%pke) = = G Ry + Fp(R1.%g)  fen (R, iRy, %y)eB (2-106)
- _ .zl-h k
Ua(kl sﬂ2|23) = "T‘ 23 +f3(xlii2)c

L4

Al evaluar (2-106) con la condicidn X,=R,=X,=0, se obtiene que:
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f2(22’i3) = ul(_U.iz.R:,_)‘-
fa(R1:%3) = u2(21.9;23}. ‘en (X),85.%3) . ~(2-107)
£3(R3Rp) = ugRy.R,.0).

Por otro lado, se tiene que al utilizar la cuarta ecuacién de (2-105)

y la componente E,5 de (2-101), 1a siguiente relacién
: ez (s

Ademds, a) derivar: 1a primera y ‘tercera ecuacién de (?-106) respecto a

ia Yy i1 respectivamente, da lugar a  las siguientes relaciones:

01.3(21 .12,33) = f1’3(R2,g3) »
' (2-109)
Us,1 (%) sR2aR3) = F3 1 (R1085).

Que al sustituir (2.109) en (2-108). produce la siguiente expresidn

3(x292 } + fa l(xlix ) —ﬁ— + kg (2*110)

Por otro lado, Se tiene al utilizar la condicidn de frontera

XI=RZ=R3=0-en cada una de las componentes de (2-13), 1o'siguiente

- CtZl
upf9:8.%5) = 5~ Ry = 7 (X585
U,(R,.0,%3) = 0 = £,(R;.R3), en (R;.%5.%;)eB (2-111)
Ua(xl 2.0) =0 = fa(xl.xz).

De la primera expresi6n de (2-111)3

.ol '
£ 3(%p0%y) = L (2-112)

L4

También utilizando la tercera ecuacidn de (2-111) y (2-110), es'fd~

cilmente Qer'que
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uzl
.35 * Ky ( 2-113)

Observando (2-112) y (2-113), ‘se cocluye “que 1a

nica condicibn que satisface 1a 1gualdad de ambas es que ;

le =0 (2-118

Para que {2.114) sea satisfecha,se réquer1r§ que k=0, impilicando esto

de acuerdo con la definicidn de k en (2-9) que

xz-L-uzlﬂﬂ @

XpeL (2-115)
o= 5- Z Tan @

1
Evidentemente que {2-1314) y (2-115), " - implican un campo de de

formaciones pequeﬁag; para que k=0, ocasionando d]gunos cambios significati
vos en las expresiones determinadas anteriormente como 1o son, esfuerzos dé
formaciones 1nf1n%tesima}e;, fuerzas de cuerpo y tracciones de superficie,
satisfechas por el dnico campo de desplazamientos dado por {2-106), que des
pu€s de hacer algunas simplificaciones, implicadas por (2-114) y (2-115) que
da como sigue:

a? . 24=h Z,«h z.-h
u(R; o8y .R5) = [—Hl By ¢ AR - LR, A xs]en (R;,.8,,%;)cB  (2-116)

A continuacibn, se desarrolla 1a nueva forma de todos los campos

, determinados en este caso.

Esfuerzos, en este caso (2-95} queda como

oz, |
0 o L
. : z.- .
S(R;Rp%q) = g (00 S XL A 0 en (R).8,.%;)en (2-117).
oz, : '
= ° 0



Fuerzas de 'cuerp_o, las tres componentes dadas por {2-~98) quedan como

0]

bOi(ilnizais) = .
boz()'(‘l_.lﬁz,ﬂa) =0 ‘en (Ry1%peK3)eB ( 2-118)
b03(21 ‘22'23) ='Q' .

Como se podra ver en (2-118), las tres componentes de fuerzas de cuer
po son nu]a_s, not§ndose una diferencia importante con respecto a (2-88) en )a
que existfa componente en la d1recc1§n 84, es evidente que el nuevo problema
producto de (2-114) es fisicamente imposible de reproducir ya gue se trata de

un cuerpo que no pesa, Siendo esto imposib'le.

Por otro lado, las tracciones de "+ - superficie dadas por

(2.99) se transforman a:

Para 3By con p = (1,0,0)

. * A ..Q?l '
$altaRpaR3) = 85 = gy H

Para 2B, con 2 = (-1,0,0)

51(0|22023) = Sz(.0|R2|x3) = ,0'
§.(0,%,. %) = ='_B.10!11.
3R 830 = 53 % T W
Para 3B5 con 2 = {0,1,0)

sl(xl'b’x3) = ps
..;17h .
Sp(3pabikg) = - 8 T

'53(x1'b'x3) = 0

Para 3By con n = {0,-1,0) . . = Il-en (R).R,.Xq)eB “(2-119)
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Sl(xl |p’x3) = A

‘re

S5(X;.0,%5)

n

©, <fm? ‘o
|
7

53(%,,0,R,) =
Para 9Bg con ﬁ = (0,0,1)

g e
SRy Raah) = v
Sz(xlgngh) e S3(X.1.R2|h) =..00 '

Y por G1timo para n = (0,0,-1)

- g - 0Zy.
sl(xl.ﬁz.o) =81 = wyET

52(21‘22’0) = 52(21 ,22.0 =0

De (2-118),(2-119) y (2-116) se pueden establecer las cargas que pro
ducen este fenfimeno asi como las condiciones de frontera como se puede ver en

las (figs 8 y 9.

_ A continuacidn, se determina 1a funcidn de deformacidn asociada al
'presente ~ problema * - , para lo que se utiliza Ja definicibn de vector
de desplazamiento, en la que se uti}izaré (2-115), es en este sentido se tié_

ne jo siguiente:

De donde, al despejar f(X;.R;.%;) de (2.120}, se tiene que la funcién
de deformacién f.B+f(B) es:

- el z 2,-h Z ]
Ry ) = (Sl Ry + 2 8y, (1= 3 o %) en (REpbden rrzn)

Por 10 ~ tanto, a continuacién s5a procade a determinar los

' gradientes de deformacidn y de desplazamiento, dsi como los tensores de'qé
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formaciﬁn ferecho y izquierdo .de _Green-_(:aychy‘.

Gradiente de deformacidn, cuya matriz és:

|2

[F(R; 28,83 =

1 0 oy
T W
zléh
¢ 1-J% O
.z
0 0 T%

= [Flen (R;,%,,R3)eB (2-122)

Al observar (2.122), Puedé apreciarse-que (2-121) representa un campo

de deformacidn homogenen, esto es no depende de las coordenadas,

Ensequida se détermina 1a representaciﬁn matricial del tensor gradien
te de desplazamiento Vu:B+L(R;.R3) mediante

[Vu(R, .Ry0R5) ] =

[2_-h .
I 0 1
“h “h
zl-h
0 -vw ©
-h
0 0 :

en (Rl 'Rz !ia)EB

{2-123)

Para el tensor de deformaciones Thfinitesimales (2-101); se hace kx=0,

* Para el caso de los tensores de Green~-Cauchy, estan dados por:

C(%, .8,.8,) =

107273

BIR,,%,4Ry) = F(R,.R

1°72°

FT(R;2Ry0%,) F(R

1°%00%3) ¥
T,
Ry} FI{X;.8,5.%5)

{2-124)

Que al sustituir (2;122) ¥y su transpuesto en (2-124) se obtiene

[E(il'r !R3) = [E] =

r?zllh)z

0

2,2
.uzlfh :

0

2,2
o 21/h

0

Pﬁli o I’h]z

en (Xl. 2|R )FB
(2-125)



y tambi@n

- 2 ¥
4z, 2 z .2

A4 (0 1

B+ o =3 .

2
: . z.=h )
[B(R,.%,.%3)] = (€] = 0 - [1 - -\;Lﬁ-.] 0 | en (R).R,.85)e (2-126)

2 4
h h®.

y f1na]mente se astima e] error cometido al linealizar el prob}ema, para
To que utilizando (2.20) y (2-21) - se cancluye que:
' .‘i‘.zl-h 2 ZE /2 ( )
E“_[‘v[—h-—l* o 4 2-127
Por otro )adp. se tiene que la representaciﬁn material de] tensor de
Cauchy Im(Rl.Rz.Xa). se obtiene utilizando (2-56) y {2-57) y sustituyendo
los datos correspond1ente$ como sigue

2

o 1
3 0 z
Byh hive1) 2270 [, Ach "
I'"ql ’22'23)'2'""('\?1-_2?‘}?)'{'1';\'{)' 0 - —T——;z— [1_- - Olen (Rl.xz.xs)sa
1
> 0 ¢ (2-128
z. 9 )

Obserﬁaciﬁn 2:15: De acuerdo con los componentes de (2-128) es ficil darse
cuenta qde Im(i1.32.23) es simétrico, condici6n de suma importancia para este
tensor, ya que esta directamente relacionado con la cond1c1§n de ba]ance angu

lar, ya que una implica la otra. R
2-11 ELEMENTOS MECANICOS

, Se desafro11an - a continuacidn, de acuerdo con la termino]ogfa de la
mecinica de materiales, los cdlculos de los elementos mecdnicos {fuerzas y

momentos) que actdan en 1a seccién transversal 5t de 1a barra en estudio, en
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1a que actda un vector esfuerzo S = (51.52,33). que para elpresente caso ' de

acuerdo con 134 ecuacién (2-119) es:

. B - S ‘ R
§_(x1 '22|23)=-s_=-(_03 pa 2‘(—1%—)' '—h]'.'). en (22923) S ST - (2"'129)

para una Sy con n = (1,0,0).

Be acuerdo con (2-129)}, solo actia en St una fuerza cortante en la
direccibn g, y un momento torsionante en la direccién éi' los que se‘determi-
nan utilizando (2-143) y (2-129), de esta manera::

FUERZAS

F1{R ,bsh) = Fy(R ,b,h) = 0u

h b oz, a Bz.b [ €0 St { 2-130)
- B - - L

MOMENTOS

De acuerdo con {(1-1-13) y {1-3-44} se establece que

m iR % R3) = X, S5(R),8,,%3)

my(Ry oRpeR3) = ma(X ,R,.%5) = 0 (2-131)

Por 1o que las componentes de momentos son

) heb
My(Ryabok) = IO[O %, S3(%;:85.R,) dX, dRy

heb - g % - ‘auzlbz. o
= Iofo m—-h— i2 dxa dR3 = m en ST (2-132)

My(X,b,h} = My(X,,b,h) =0,

Observacidn 2.17: Es de particular importancia, hacer algunos comentarios acer

ca de la modelacidn mecdnica del presente probjema'(CORTANTE LINEAL CON EXTEN
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SION). Ya que estd hecha muy diferente a los otros dos casos tratado_s., pdr el
hecﬁo de que aqui la mndelacic‘_).n; empez6 a la 1n§ersa'. es decir, primerc se de
el estado de esfuer‘z'us y a partir de ahi se derivan todos los campos, hasta
Tlegar a la funcidn de deformacidn del problenia. ~Siendo esta mode]acit"m un

buen ejemplo de como se puede resolver un problema en forma inversa, cuando no

se puede hacer normalmente a partir de la cinemitica del problema. B
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2-12  CAMPOS ESPACTALES

En esta parte, se intenta desarrollar las representaciones espacia
les de todos los campos materiales construidos para los casos [2-67 y 2-97,
¢ sea para el cortante simp]e sin extensifn y para el cortante 11nea1 con ex

tension en g;, e, ¥ e,.

Empezando .. por construir los campos espaciales para el caso de cor
tante puro . Y como primer término trataremos de determinar el tensor de

Cauchy T,

De ‘acuerdo con el teorema de Cauchy I A 1. en un movimiento que
sat{sface 1os principios de halance 1ineal y angular, existird un campo espe
cial tensorial T:f(B)}»L(V,V), 1lamado tensor de esfuerzos de Cauchy, tal que:

1) s{n) = T(n)

1) T e siv.v) (2-133)

if1) divT +b =p ¥ en f(B)

Por otro lado, sabemos que la representacidén material de T{X,Y,Z) esta
dada de acuerdo con (2-57), con 1o que al sustituir datos en dicha ecuacidn,

se determina que:
o« /2 0 of2
T2 =T s qig | 0 0 0 fen (X,V,2)e8 - (2-130)
of2 0 0

Como se obserba ' en (2-134) la representaci6n material de Cauchy
no depénde de las coordenadas, esto es debido principalmente a que se trata
de un campo de defermacidn homogéna, por tanto es de esperarse que ia repre

sentacidn espacial de Tp sea Ta misma, esto es:
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fof2 0 w2
T(X,Y,Z) = =150 0 0| ¥ (X,Y.2)ef(B) {2-135)
@2 0 0

De acuerdo con (2-135}, se ve que esta es simétrica satisfaciendo la
tercer condicion de.(2-123)5 siendo una condfcidn ligada directamente con el
principio del balance aﬁgu]ar. 0 sea que se satisface ya que un caso impli
ca la otra. Faltando checar el equilibrio de fuerzas, 1o que ge pretende {
tontindacién hacer De esta condiciﬁp; se-determinarﬁn las componentes del
campo vectorial E:f(B}+R3.11amado fuerzas de cuerpo en 1a COnfiguraciﬁn de
formada. Ademas se tiene que por tratarse de una situacién estdtica PV=0,
por lo tanto temande en cuenta que (2-135) no depende de las coordenadas, se

tiene lo siguiente:
d']\f I =0 v b1=_0,1=.1.'2'3 an (X:Y.Z)Ef(B) (2'136)

De esta manera - al igqual que en la representaciﬁn material,
- las componentes de fuerzas de cuerpo son nu]as, haciendo esto (2;136) que e]
cortante simple en 1la configuraciﬁn deformada no se pueda reproducir ffsici
mente, por las razones similares expuestas con anterioridad para el caso ma
teria]. De (2-135) y (2-136) se determina que Cauchy satisface ]os princi
pios de balance 1ineal y angular dados por:

divT+b=0

g } en (6). (2-137)

1=

Observacién 2-17: No se procede a determinar todos los campos tensoria

les determinados materialmente, a sus respectf&os espaciajes; porgque si se

analiza todo lo que se hizo, se tlega a la cunc]usiﬁn de que estos cofnc?l

den, dado que no dependen de las coordenadas, Y en los si aparecen éstas,
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como 1o .es el campo vectorial.de‘desp1azamientos'(2;6?); no se altera ya que
1a funcifn inversa de deformacifin (2-63): para el caso de la coordenada "ZI"
es ]a ‘que aparece en los desplazamientos, pemanece'igu.a_'l. haciendo esto

que también los desplazamientos coincidon en ambas configuraciones.

El Gnico campo que no es igual, -es el .de tracciones de superficie en
Sy debido a la inclinacidn de é&sta y por ende los elementos mecdnicos, sien

do esto 1o que a continuacidn .se determina-, ]
2-13  TRACCIONES DE SUPERFICIE Y CONDICIONES DE FRONTERA.

Es el campo vectorial 'é.:.f-(a)-vB con normales unitarias ﬁ:af(ﬂ)-ﬂ-‘t?. las

que determinaremos mediante }a expresiﬁn
- SIK,YLZ) = T{X,Y)Z) n(X,Y;Z) en (X,Y,Z)EF(B) (2-138)

Para este caso yase: conocen T(X.‘V..Z_); por 1o que el ‘' siguiente paso
es determinar la normal un‘ltar"l‘a'.- respecto al nuevo sistema de coordenadas, en
que la seccidn transversal de referencia ahora, en la configuracidn deforma

c1§p. véase 1a fig ( 10).

Observacifn 2-18: Sise analjza la configuracién deformada, puede’ detectarse

de que esta rota respecto al sistema original, por lo tanto, uti]izando ]a
matriz de rotacifn del sistema (2-139),se encuentran. las componentes de la
normal unitaria a la seccidn transversal de la siguiente manera, para ver'dg

talles ver fig {( 11 ).

cosG O seﬁ
[R1=p O 1 0| (2-139)

’ -{-sem® O cosg

Para determinar n', se utiliza. 12 siguiente expresign:
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{n} = [R] {n'} {2-140}

Despufs de sustituir datos en (2-140) y resolver el problema, se deter-

mina que las componentes de la normal.n' sén:
n* = {cos®, 0, -send), - (2-141)

Entonces las tracciones que resultan utilizando Cauchy, son iguales a
las que se obtienen utilizando Piola para las fronteras, en las direcciones

€, ¥ &3, Menos para e,, que son las que a continuacitin se determinan .

Tracciones de superficie en la frontera con"g'=(cosp; p; -sena),

estdn dadas’ por
= ) . . _
S =Tyyny en af(B), B (2-142)
Sustituyendo datos en la expresién anterior

sj(L.Y,2) = s} ='ﬁf%%3)[a cosé - sendl, l

S5(L,Y,2)

L}
a
-

n
wn

en 9B, (2.143)
S§(L.Y.Z) = S§ = Py cose. - ]

¥y para la frontera 38, con n'={-cosg, 0, senB}, se tiene

'Si(O.Y.Z) = ?TI%%} [-a cos f sene] = S},

s3(0,v,2) = 0, en 3B, {2-144)
. _ = Bo =
Ss(O,Y,Z) = m c0s0 SE-

Lz representacidn gré&fica de las tracciones de superficie en la configy

racidn deformada, se ilustra en 1a fig { 12').

Observacifn 2-19: Debido a la aparicifn de tracciones normales .en ST; ademé&s

de las tracciones tangenciales To que se ‘estd cun§a11dandp. es To que esta
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blece [ 1% ). Para e} caso'de deformaciones finitas, donde dice gue "no

es posible reproducir un estado de cortante puro por 1a ap]icac1§n de.esfpeg
zos cortantes so1amentef; siendo esto o ‘que puede dar Ya pauta para‘de
terminar cuando hay que considerar que se .esta’ en un campo de deformac1§n‘fl

nita o infinitesinal, W

En cuanto a las condiciones .de frontera, - - ----t-f- debido a que
el campo de desplazamientos (2-67) es el mismo para ]a representaciﬁn material
y eSpaciaj; las condiciones de frontera, por tanto ser§'1gua1e;. 1mp]1cando
‘esto‘que el cuerpo tumbién estarf fijo en el plano XY para este caso tambiﬁp,

por 1o que el cuerpo deberd verse en este caso 1gual que en ja{fig.‘7}
2-14  ELEMENTOS MECANMICOS

En e#ta ocasi8n, los elementos mecinicos (fuerzas y momentos); serdn
determinados de manera diferente a ]as configuraciones materia]e§. por medio
de las ecuaciones ({2-43). Aquj: como de 1o que se trata es de determinar e]g_
mentos mecdnicos en configuraciones deformadas, estos deberan ser determina

dos seglin [1% ], por las siguientes expresiones:

E(X.V2) = Jaf(p)T(xmtx)dA, - ]apT(ﬂp)) 6(pInip)dA,,
MIX,Y,Z} = J {x=0)xT(x)m{x)dA, = J{ (£ {p)-0)xT(F(p))G{pIn(p}dA
af(p) ap P
en (X,Y.Z)EST (2-145)
donde: .

T(x) es la representacibn espacial del tensor de Cauchy
I(f(O)).es la representacidn material del tensor de Cauchy

{%-0) vector de posicitn del vector esfuerzo en la secciﬁn deformada
(fip)-0) vector de posician del vector esfuerzo en la secciﬁn no deformada

m(x} normal unitaria a S; en la configuracidn deformada
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n{p) normal unitaria a S¢ en 1a configuracién no deformada

Gip) = (det F) FV

Cabe mencionar que las expresiones {2-145)}‘50n'muy similares a las
expresiones (2-43) de fuerzas y momentos utilizadas en campos materjales, la
diferencia estriba en que (2-145) permite ‘determinar elementos mecZnicos es
_paciales a partir de hacer integrales en la configuracidn inicial (vEase los
miembros derechos de 2-145); ﬁaﬂque resulta dirTcil resolver las integrales
del lado 1zquierdo, ya que en general nose conoce a detalle la configuracidn
deformada, haciendo esto diffcil conocer los 1Tmites de integracidn de las
mismas integrales. Es de esta manera como, se determinan los elementos me

cdnicos en St deformada, en la direccifn de los ejes coordenados X, Y y Z.

A continuacidn, se determinan_ las fuerzas que actuan en ST' para la
cual se utiliza ia primera expresidn de (2-145), de la que ya se conocenal

gunas de sus partes, que son

«?72 0 /2

T(F(p)) = ey | 0 0 0| en {X,Y,Z)cB, (2-146)
- |af2 0 i}
n(p) = {1,0,0), . (2-147)

6(p) (2-148)

]
-
. n
II
] o
o
[ = ]
-

Ya que det F = 1,

Sustituyendo datos se ‘cbtine el integrande de (2-145); que representa

%
tracciones de superficie y lo denotaremos por 'S , como sigue
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s" = T(#(p)) s(PInlE) = (0, 0. 7 y)s (2-149)

donde al integrar en ST.sé ocbtinen 1as componentes de fuerzas de l1a siguiente
manera

b ce s Ce
N L Ba _ _ o, & Bobh
(FyaFpifq) = J'oJ’o(p. 0. m) dydz = (0, O, 2T ) (2-150)
En cuanto al vector momentoésé hace Tlo siguientg; de acuerdo con
{2-149} y-(2-145)2. el integrando de esta en similitud con (2-52) no es otra
cosa que los momentos por unidad de area manejados ya en campos materiales
que para este caso es, haciendo el cambio de coordenadas (X,¥,2) = (Ry:%5.%3)

con jas consideraciones hechas con anterioridad de 1a siguiente manera:
- X R * : .
g_(xl.xz,xs) = £yp0 Xu SK(XI.RZ.RB) con a=?.§,k.n=;.?,3 {2-151}

De esta manerase tiene que (2-151}, de acuerdo con (2-149) y el vector de po
sic1§n (2-50) que para este caso es similar, se descompone en los siguientes
términos:

my(Ry.%5,R5) = X, S

My (RyoR5.R3) = my = 0 {2-152}

Vmatxl,xz,x:,’) =m, = 0

por 1o que al sustituir datos en (2-145), ° cada cada uno de los componen

tes del vector momentos son-cofio sigue:

hep . - - Y 2
= B = = 4= _ Ba bTh
Ml(xl .p.h} = JOIO "2'(-1—_';\7)-' xz dxzdx3 = W
My (%, ubyh) = 0 ' (2-153)
Ma(xisbsh) =0

_Obéervaciﬁan-ZO: al analizar {2-150) y (2-151) se ~ aprecia " qu= solo

una componente de fuerza en la diveccidn e, y una de momento torsionante

en 1a direccidn e, , debiéndose esta Gitima, como ya ° se indicG - R prin
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cipaimente a 1a ubicaciﬁn del sistema de coordenadas, No hay que perder de\
vista que estos componentes de elementos mecinicos estan orientados de acuerdo
con los ejes coord;nados 1n1cia]e§; entonces 5§ tomamos en cuenta que ]a sec
cidn transversal estd inclinada las componentes de elementos mecinicos que s0
bre esta actdan son los que resultan de proyectar sobre esta (2-150)3 y (2-153)1

de acuerdo con las componentes de ]a'norma] unitaria expresadas en (2-141), [

Con esto Uitimo, damos por terminada la modelacidn mechnica del CORTAN
TE SIMPLE, restando hacer comentarios y conclusiones finales, ]os.que se ha

ce al final del trabajo.

El siguiente objetivo, ‘es_ determinar los campos espaciales del

caso de CORTANTE LINEAL CON EXTENSION.

Efmpezando por escribirv 1a funciﬁn inversa de deformaciﬁp, i.e.
f'l:f(B}+p, estando representada en el apéndice B por la ecuaciﬁn {13) ¥ que
a continuacidn .se reescribe: ”

L) - ]fll (x"-az”y, ———T::-ﬁ-. E“T z*-J en (x",v",2)ef(B) (2-154)
[1 - TEﬁ?J .

De acuerdo con (2-154) y todos los campos materiales determinados para
éste caso, se tiene que los (nicos campos que serdn diferentes en ambas confi
guraciones (material y espacial) son: el de desplazamientos, dado por (2-116),
por depender de las cuordenadas; "Permaneciendo los dem8s de la misma manera,
por tratarse principalmente de un campo de deformaciones homogenea. Por lo
tanto, a continuacién se determinma 1la representacidn espacial de] campo vec

torial E;B*R?, 11amado desp1azam1ento§; de 1a siguiente manera:

De acuerdo con (2-116), se tiene que

~.Zy=h . ={z.-h) . z.:h .
1 ol Ly, 2 -z]

oz, .
a2y = [z + e xSl ! (2-155)

55




" Y, por otro lado: se tiene’ la representacidn .espacial de (2-155),

‘dada por: -

- * Kk %k . .

uglX LY ,2) = ulx,v,7) Lo e . - {2-156)

{X,¥,2) = £ (% ,Y',27) '
Donde después de sustituir datos én-(2-155); se cbtiene
.« .Zi%h * . 2.:h
gE(x*.v*,z*)=[az'+ 1 xeaty, L, z,"']‘ en (X",¥",2")ef(B)
1 {1'—- I%"EFT] 1 (2-157)
' 1

A continuacién, se pretende determinar la representacién espacial del -

campo tensorial T:f(B)+L(R?.R3) 1lamado tensor de Cauchy, para el que ya #e
conoce: sy representacién material, dada por (2L128)} ¥ que al observar esta,
nos damos cuenta que no depende de las coordenadas, por lo que su representa

cidn espacial coincide con esta 1a siguiente:

2

a /2 o of2
-h Z,-h
=T= B\Jh "h(\""l) zl [ - 1 ] -
T(X,¥,2)=T =T (R | O vz (3 ) O [en flB) (2-150)
1
af2 0 0
Observando el campo espacial (2-158), se obsérva que este satis

face los pﬁincipjus de batance 1ineal y angular dados por (2-137} y del que
se establece que las componentes de fuerzas de cuerpo espaciales son nulas,

ya que div T=0, al jgual que el caso anterior esto es
{2-159)

E1 campo tensorial de esfuerzos de Cauchy, serd utilizado para determi
nar el éampn vectorial i:f(B)+B, 11amado tracciones de superficie, siendo es

tas, el objetivo siguiente.’
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2-1% Tracciones de Superficie y Condiciones de Frontera: Caso Cortante Li
nea1,ﬁpra determinar las traccioneg}.&tilizaremos Ta expresidn (2&138), ¥
debido a que 1a configuracién deformada para el presente casé y el de cortan
te puro son muy paracidas. en cuanto a que tiene las normales unitarias expre
sadas por relaciones similares a (2-139), (2:140) y (2&141); siendo esto fmpor

tante, ya que no §e determinan para este caso.

Por o tanto utiiizando {2.141), (2-142) y (2-158), se determina cada
una de las componentes de las tracciones de superficig; de la siguiente mang

ra, en las respectivas fronteras de f(B).

Para 1a frontera aB1 con n=(cosa 0 isend), se tiene que:

Si(L.Y.Z) =5 = _avha —— (@ cose - sen 9),
; (vh—zl+h)(1+v)

sy(L,y,2) = 0,

S'(L.v,Z) = BY h_a cose
3 (vh-zl+h)(1+;;7

Para la frontera 38, con n=(-cosg, 0, seno),

2(0 Y,2) = su = 1‘5:%!¢%Tr1¢37 {sent - a cose):
sé(oivlz) O:

-Bv h a cos®

vh-2.+ +v
1

53(0,Y,2)

Por otra parte, se tiene para 3B, con n=(0,1,0}, 1o siguiente:

5i{x.by) = §; =
' ) ' -Bh (z -h) [1 . (zl-h)]
52 X,0.y = 52 (vh-21+h) Zg - wh - |?®

s3(x.b,y) = 0. en af(B)

'De 1a misma manera, para 38, con n=(0,-1,0), (2-160)

Si =0
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B hz(zl-h) (1 (zl-h)]
8, = - - — s
2 T(uh-zl+h)-2§ VR
sy =0,

Y, para 1a frontera 3Bg con n={0,0,1), las tracciones son:

: S .. Buha
S{Ye0) = 8] = prgRmzRICT

Sp{X.¥4h) = S5(X.Y,h) =70,

finalmente, se tiene que para 3Bg con éﬁ(ﬂ;p;—l}: 1o sigutente;

= = ;‘BQIh o
S{GY.0) = S} = g(Roz AT

s5(X,¥,0) = si(x,v,0} =0,

Como, se podré observar a diferencia del caso anterfor aqui si se deter
minan las traccionés de superficie espaciales para toda af(B), ya que existen
algunos cambios significativos, respecto a Tas determinadas para este proble
ma en forma material, y que estan dadas por {2-119), implicando estos cambios °

importantes en los elementos mecdnicos, como es de esperarse,

Una flustracifn grafica de las tracciones de superficie podra observar

se en 1a fig. 13 .

A continuacibn, se determinardn Jas condiciones de frontera en despla
zamientos a que estd sujeto el cuerpo B, en la configuracisn deformada. De

{(2.157) tenemos que al evaluar esta con condiciones nulas, el siguiente re
sultado’
u (0,0,0) = (0,0,0), (2-161)

Otro resultado, se obtiene con 1a condicién (X,0,0), que a continuacién
se aescribe
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z;-h _

Pe (2-161) y (2-164}, se obserﬁa'que el (nice punto fijo de 1a barra
es el origen del sistema de coordenadas, y también que el plano XY no se mué

ve en la direccitn Z. La representacién grifica de las condiciones de fronte

ra puede verse enp la fig;14

2-16  ELEMENTOS MECANICOS

'51 siguiente pasp: es determinar los elementos mecanicos (fuerzas
y momentos), para una seccibn transversal ST; en f{B), tal y como 1o estab1§
ce la resistencia de materiales: "En esta ocasidn;'igual que el caso anterior
{CORTANTE SIMPLE) se utilizan las expresiocnes (2-145); para determinar dichos
elementos mecanicos, considerando la caracteristica de estas expresiones; men

cionadas anteriormente.

Enseguidase pretende: determinar el vector esfuerzP. que actua en ST‘
' ¥ que esta dado a través del integrando de (2-147)1, de :esta manera se obtiene
cada una de las partes de este, estan dadas por: Tensor de Cauchy dado

por (2-158), y las normal unitaria iqual que (2-147) y G{p) sustituyendo datos

en su expresifnse encuentra que estd dado de la siguiente manera:

1 0 0
] z, 21-h z1 o
E(X.Y,Z) « 5 [1- _V'h_] 0 ——-—-z—l-_-_ (2-163)
o(1- 2
-0 0 1

Sustituyendo (2-158), (2-147) y (2-163) en el jntegrando, se obtiene

el vector esfuerzo en Sy, el que esta dado por:
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* . leu: i * W
5.(X,Y,2) = l_ﬂ. 0, “ﬁ'(m)] ¥ (585,55} en S : (2-164)

De donde, ald integrar sobre ST.SE obtiene que las componentes de] vec

tor fuerzas est3 dado por:

* x * 321& leaP
(FFpi3) = [0, 00 gty avdz = (0. 0, ] (2-165)
Por 1o que respecta a) vector momentos, en .. vista de que

(2-164) y (2-149} tiene componentes en la misma direccidn, las componentes
de momento por unidad de area dadas por {2-151) para este caso tambiﬁn smsi

milares escrib1éndo]a a continuacilin:

* o
my Xy 1 Ry4%5) =

1
=
L)
wn
W

my(%y 1%p0%5) = 0 (2-166)
* - - . )
ma(xl.xa,xa) =0

Por 1o que al sustituir {2-164) y (2166} en (2-145}2,53 obtiene cada

uno de Tos componentes del vector momentos como sigue:

hebpzgab . gzjab’h )
Ml(xnpuh) = IOJO ETI:GT XZ dX?dXB = —HTTTGT
Mz{x.p.h) =0 (2-167)
M3(¥’p‘h) =0
Observacién 2-21: De acuerdo con (2-165) y (2-167) se aprecia que los

‘ﬁnicos elementos mecanicos que actuan en ST en la direcciﬁn él' e, y &4 son,
solo una fuerza cortante en la direccidn €3 ¥y un momento torsionante en la di
recciﬁn 21 debiéndose,estp. como  se menciona - anteriormente a la ubicac1§n
del sistema de coordenadas. Por otro lado se tieneque para conocer los ele
mentos mec?nicos sobre 5; Tnclirado hay que proyectar los elementos mec?nicos

obtenidos en ST‘

60



Con.esto se , ~ temina: la mode]aciﬁn mecinica correspondiente

al Cortante Simple con Extens1§n; ‘
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CAPITULO IIT

ANALUISIS EXPERIMENTAL DE UN PROBLEMA DE CORTANTE PURO
3.1 INTRODUCC{ON

En este capfitulo, se dan a conocer las actividades desarro-
lladas en la etapa experimental del problema de cortante puro, cu-
ya modelacibn mecfnica se hizo en el capitulo anterior. Tomandoc en
cuenta la modelacidn del problema mencicnado, y considerando gue -
la experimentacidn debfa hacerse lo mis apegada a esta, se optd -—
por usar a la Fotoelasticidad como herramienta experimental, por -
_gonsiderarla la mas adecuada entre las t&€cnicas experimentales --
de campo comoleto conoéidas

Para hacer el estudio, se escogid un material fotoeldstico,
tipo Psm~4 fabricado por Photolastic Inc., por cosiderarlo el mids
adecuado para el presente trabajo, poi sus caracteristicas de ri-
gidez ysensibilidad fotoel&stica, con el cual, se maguind el mode
lo gque se sujets a cortante puro, ast como, una barra prisméfica
de la que se determinaron las propiedades &pticas ¥y mecinicas del
material, es decir, la constante de calibracifn fotoelfstica o; ,
el m6dulo de elasticidad B y la relacidn de Poisgson. V.

Por otra parte, para complementar 1lo anterior se constru-
¥5 el marco de carga gque permitid producir el estado de cortante-
deseado, al aplicar las tracciones de superficie y condiciones de
frontera tal y como se establecieron en la modelacifn mecfnica --
del problema.

Una vez hecho lc anterior, se pas6 a la obtencidn de datos
fotoelfaticos (isocromiticas e isoclinas), para diferentes nive—-
les de carga. Observandose en estos, patrones homogéneos en el mo

delo, siendo lo anterior la mejor evidencia de que la carga apli-
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cada corresponde a una traceién de cortante puro.

Por otro lado, es bueno mencicnar que graciag al &xito obtg
nido en la presente etapa, fu& posible establecer una metodologfa-
tanto mec&nica como experimental de un problema de la mec&nica de=
materiales gque originalmente parecia muy dificil de hacer. Y con es
to se consigque un obkjetivo muy importante; unir la modelacién mecH
nica a la experimentacidn fIsica, ya que ha quedado demostrado en-

el presente trabajo gque ambas deben interrelacionarse.

3.2 TECNICA EXPERIMENTAL EMFPLEADA ¥ SU JUSTIFICACICN.

Dadas las condiciones de frontera (2-81) y tracciones de -
superficie (2-79) que en la modelacifn mec8nica se determinaron, =
para el cortante simple, y tomando en cuenta que la experimenta---
cidn f£isica se tenfa que hacer con una técnica gue permitiera re--
preducirlo y comprobarlo lo mfs real, fu& gque se usf a la fotoelag
ticidad como herramienta experimental, por considerarla la té&cnieca
ideal de campe completo dentro de las que se conocen , dados sus al=-
cances, y que finalmente permitid consegquir el objetivo deseado; -
reproducir el cortante simple.

Tomando en duenta, que el problema a resolver es el de cor
tante puro y, dentro de la informacidn que se puede cbtener a par-
tir de uﬂ estudio fotoeldstico son campos de esfuerzos cortantes -
miximos e inclinacién de esfuerzos principales, la fotoelasticidad
es la herramienta adecuada para resclverlo, como se antig-j;’.ﬁ’ " lineas
arriba, de ahf el hecho de que se haya empleado. Es obvio gue una-
manera de checar el problema de cortante purc es a través de esta-
t8cnica (para ver detalles de la fotoelasticidad consultar el apé&n
dice C), ya que permite ver el fenSmeno en forma directa, pudiéndo

se entender el problema a travEs de ella de las siguientes maneras:
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a)} Al observar un patrdn de franjas isocromliticas de cortan
te puro, todo el modelo aparece cubierto por una‘séla franja, ‘es -
decir , ge corrobora el fen8mene por un lado, y por otro, que el -
sistema de carga empleado es el adecuado, siendo esto un paso muy
importante en nuestro experimento, y su vinculacidn con la modela
cifn meca8nica, como parte modeladora del mismo.

b) Para ia isoclina correspondiente a 45°, se observa -
que todo el modelo se pone totalmente obscuro, lo gue implica @ =
que.todos los puntos del modelo entd3n sujetos a un estado uniforme
de esfuerzos principales, inclinados 45°. De acuerdo con la elasti.

cidad bidimensional, la situacifn anteriocr, corresponde a un esta-

. 4o de cortante puro, siendo &sta otra manera de checar el estado

de esfuezos en cuestidn.

Como se puede ver, son varias las maneras de comprobar un --
estado dg cortante puro, utilizando la fotoelasticidad! en este ca
20 cbviamente que se aplicé en forma bidimensional.

' Lus principales razones para que se usara como tégnica ex -
perimental a la fotoelasticidad, fueron las antericres.Asi se pu =
do - comparar de mejor manera el cortante dado por la modelacidn me

c8nica y la experimentaciSn fiIsica.

3.3 DETER!&INACION’ DE LAS PROPIEDADES MECANICAS Y OPTICAS DEL MATERTAL
EMPLEADO EN EL EXPERIMENTO
Para hacer esta parte, se maguind una barra prismitica de -
material fotoelastico con las dimensiones gque a continuacién se ~=
dan,
- L = 20 cm.

b = 2.55 cm. (3-1}

0.9 com.
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mismas que permitieron producir un aestado uniaxial de esfuerzoes de
tensifén. Despu&s de hacer varios intentos de aplicacisn de carga -
axial, auxiliandonos del polariscopio para su comprobacidn median-
te la obtenciSn de un patrSn homogeneco de isocromatica en toda la-s
barra y haciendo mediciones de deformacitn longitudinal y transver
sal con un vernier de precisifn en un tramo de calibracidn de la -
barra, se encontrd gque las propiedades mec&nicas, mddule de elasti

codad ¥ relacién de Poisson del poliuretano usado son las Si~—-—

guientes.
B = 36,875 Kg/cme _
v = 0.44 . (3=-2)

Tomando en cuenta los valores dadoas por {(3-2), ¥y comparéndo-
los con las propiedades de los poliuretancs que la literatura cone-
sultada para este caso maneja, es f&cil darse cuenta gue estos son-
muy parecidos, por lo que se considera que son aceptables., Lo ante-
rior, se debe en gran medida a que las mediclones de deformacibn se

'hicieron rigurosamente.

Por otro lado, se tiene gque en cuanto a la calibracidn foto-
elastica del Psm-4, esta se llevo a cabo utilizando la barra que se
usé para determinar las propiedades mecdnicas, misma que tambi&n ge
sometid a un estado de esfuerzos de tensidn, observando en las prue
bas un comportamiento completamente linecal entre cargas ¥ drdenes -
de franjas isocromiticas. Donde, al utilizar 3a ecuacifn esfuerzg --
aptica (3-3),

81 -5 _ 7 max = Ro (3~3)

2 |3
y tomando en cuenta el presente caso, un estado uniaxial de eg--

fuerzos en la direccidn (1) (direccidn de la aplicacibn de la carga),
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se tiene que 5, = 0, de esta manera se concluye que la constante de

franja esti dada en forma directa simplificande (3-3) pox.

2N {3-4)

Se sabe que (3-4) es la expresidn mfs simple de la fotoelasti
cidad bidimensional, gue relaciona la constante de calibracién con -
los esfuerzos aplicados, misma que se uga ampliamente para calibrar-
materiales fotoeldsticos.

De esta mahera, se tiene gque al efectuar las diferentes prue-
has de carga, con sus respectivas tomas de ordenes de franija, se en-
contrS que la constante de calibracién para ei material usado en el=
modelo de cortante, tiene el siguiente valor.

O = 0.108 Kg/cm? 6 franja (3-5)

Es asi, como con (3-5) se da por terminada la etapa de deter-
minacién de propiedades mecinicas y fotoelasticas del Pam-4
3.4 MODELO EXPERIMENTADO Y MARCO DE CARGA.

En esta parte de la etapa experimental de la investigacidn, -
el objetivo principal fué hacer el modelo de material fotoelég

tico con su respective marco de carga, misamos gue a continuacifn se~-

detallaréin.
Del material cuyas propiedades . se ‘determinaron. -
.anteriormente , . Be maquind en el Laboratorios un modelo pris-

m&tico, tal y como lo especifican las caracteristicas geom&tricas de
la‘modelacién mecinica en las ecs. {2-3) y que se ilustra en la fig.

(16) con las siguientes dimensiones:

L 5 cm.

0.9 cm. (3-6}

h = 5 cm.
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Es importante mencionar, gue debido a gque se contaba con_éoﬁ
ca existencia de material fotoelastico, por ser este muy caro y de

importacidn, solo se maguind un modelo con las caracperisticas geo=
mé&tricas (3-6), mismo que se usd en el experimento.

Por otra parte, se tiene que para aplicar las tracciones de-
cortante que se dan en la modelacidn ecs, (2-79) al modelo maguina-
do, se le colocaron tres plaquitas de acrilico perforadas en su paxn
te media, pegadas a sus respectivas fronteras con plastiacero dev=-
con, logrando una perfecta unifn en toda la superficile de pegado.

Por otro lado, es bueno comentar que se hicieron varias prue
bas de pegade, siendco el plastiacero devcon el pegamento due menos-
esfuerzos residualcs indujo al material fotoelghtico, siendo &ste =
el motivo que oblig8 a usarlo como pegamento., Tambi&n con el objeto
de satisfacer las condiciones de frontera (2-81), y que se ilustran
en la (£ig-7), se pegd el modelo en su frontera inferior a una base
fija, logrando reproducir las condiciones antes mencionadas de mang
ra excelente.

Una vez que todo lo anterior estuvo hecho, se procedis-
a disefiar l1os mecanismos de aplicacién de las cargas regueridas, --
que se hicieron por medio de poleas y con cables utilizando~
balines de plomo para las pesas gue se usaron y gque permitieron ---
aplicar las cargas, como podrd observarse en la (£fig.15), obtenien-
do excelentes campos de isoclinas e isocromdticas con el marco de =
carga usado.

Cabe-aclarar, que la ley de tracciones de superficie dada -~
por las placas de acrflico, tal vez no parezca la mis adecuada, pe-
ro se decidif a usarlos como mecanismos de aplicaci&n de cargas des

puss de un concienzudo anflisis de la situacidn experimental que se
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se pretendla resolver.
Una vez observados los patrones de franjas ( isocromiticas e
isoglinas } ,que se producian al aplicar las cargas, se llegd a la -

conclusidn de gue el marcoe de carga qi:e se empled fué el adecuado.

3.5 OBTENCION DE DATOS Y SU INTERPRETACION.

BEsta parte, se centrari principalmente, en los pormenores de
- 1la informacifn obtenida en el desarrollo experimental del presente
trabajo. Comoc se sabe, de un estudic fotoelfistico como este ca
so, la informacifn gue se obtiene es; patrones de franjas de isocro-
miticas y de isoclinas que despufs son se interpretan de acuerdo con =
los objetives a seguir.

Se dir8 primeramente, gque al modelo experimental sujeto a un
estado de cortante puro, se le aplicaron varios niveles de carga de-
termindndose para cada uno el correspondiente orden de franja N, y -
verificando al mismo tiempo que la isoclina producida por cada carga
fuera la de 45°. observandose excelentes patrones de ambas franjas,
cocme se observard en las figuras 16 y 17, donde se aprecia con cla-
ridad un patrdn de isocromiticas y otro de una isoclina de 45°. Se
ve en ambos casos que todeo el modele fu& cubierte por una sola fran
ja, dando una idea de c&mo se distribuyeron los esfuerzos cortantes
en el modelc. La uniformidad de éstos se debe principalmente al mar
'co de carga disefiado en base a los requerimientos de la modelacidn
mec8&nica,

Es asi, como con los datos obtenidos, cargas y Srdenes de -
franjas, se construyd la gridfica N-P de la figura 18, donde se ob -
serva un comportamiento lineal entre cargas y &rdenes de franja; y

fué con los datos de &sta grifica y utilizando la ec. ( 3-3 ) que -
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es la misma que la ec. ( 1 ) del apéndice C,como se construyd la gri
fica de la figura 19, en la gque al igual gque la anterior ge observa

un comportamiento completamente lineal de la distribuclfn de esfuer-
z08 cortantes en el modelo en relacifén a las cargas aplicadas.

Por otro lado, se tiene gue con otro conjunto de datcs suma-
mente importantes ( &ngulogs de giro ® y tracciones de superficie P )
s8e construyS la gri-fica de la figura 20, en la gue se obgerva un -
comportamiento lineal.entre P y © del modelo ensayado. Cabe aclarar,
que los Angulos de giro e determinaron haciendo escrupulosas medl -

c¢iones en las configuraciones deformadas del modelo gue aparecen en

- las fotografias de lags isocrom&ticas e isoclinas.

Es conveniente resaltar la importancia que tiene para el pre
gente trabajo la filtima curva mencionada, ya que 8 es el dato que -
permite relacionar los resultados experimentales con los de la mode~-
lacifn mec8nica, como se demosgtrari m&s delante en el capftulo de =
las conclusiones.

Es importante, hacer un comentario acerca de los niveles de
carga a los que estuvo sujeto el modelo, ya que si se observan las -
distintas gr&ificas donde &stas aparecen, es ffcil darse cuenta de -
que la mixima resultante de traccidn aplicada fué de 2,100 Kgs. De~
biendose &sta , a gque el modelo en &ste nivel de carga empezt a fa -
llar, mediante la aparicifn de una grieta en la esquina inferior iz-
quierda, con sus correspondientes efectos de concentraciones de es -
fuerzos que impidieron seguir tomandco mds datos. Aungue se piensa -
gue los datos tomados scon suficlentes para dar por analizado el pro-
blema de cortante simple, al menos en su ctapa lineal (ya que el cam=-

po de las deformaciones se censidera pequeiio}.
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- CAPITULD. IV
CONCLUSIONES

De acuerdo con el trabajo realizado en la modelacidn me-
cinica y en la parte experimental (capitulos 2 y 3 ) de &sta t&-
sis, y tomando en cuenta los resultados obtenidos, se puede de -
cir, que los objetiveos planteados inicialmente, fueron satisfe -
chos. A continuacidn, se exXxpone un breve comentarico acerca de -
las conclusiones gque de &ste trabajo se pueden hacer.

A la primera conclusifn que se llega, es de que se logra
establecer una relacisfn entre la modelacifn meclnica y la expe-
perimentacién fisica, a través de un problema de la Meclnica de
Materiales, dando la pauta para pensar en justificar sistemfitica
mente la Resistencia de Materiales desde un punto de vista de la
Meclnica del Medio Continuo, en sus diferentes tBpicos, como; -
Toreidn, Flexidn. Pandeo , etc.

Por otra parte, se tiene gue a través de la modelacid&n -
mecénica, fué& posible demostrar la existencia del problema de -
cortante puro. Para ello, se partid de suponer un cortante gene-
ralizado, quedando claramente demostrado, qué para podexr darlo,
se deben de satisfacer las condiciones de : .
a) Una funcidn de deformaciﬁn'homogénea dada por (2-60]..
b) Un campo de desplazamiento lineal en X,.

c) Un tensor de deformaciones infinitesimales (2-73), donde
sole aparece la deformaciln de cortante E 5 = Ej; .
d} Un tensor de esfuerzos de Piocla con 513 - S31 ’
5117822783378;53753,75,,75; ,=0.
e) Un campo de fuerzas de cuerpo nulas dado por {2-76) .

2 - - s
También se tiene que de acuerdo con el determinante
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de la representacidn matricial del tensor de deformaciones, es-
to es {(2-60), y gque esta dado por (2-62), el movimiento modelado -
{cortante puro) es igocBrico, es decir, preserva volGmenes. Lo an~
terior, es de relevante importancia, ya que es una de las principa
les caracteristicas, del problema en cuestidn, y que no se demueg-
tra en la literatura de Mecfnica de Materiales, afin cuando en algu
nos textos de las referencias es tratade en cierta forma menos ri-
gurosa que aqui [1), [13], ([23], tocando vnicamente algunas cueg--
tiones similares, en las gue se coinciden.

Un detalle muy importante gue se debe sefialar, es due el tor
tante simple, se puede pregentar cuando el campo de deformaciones=-
agociado es del tipo infinitesimal, comec se demuestra en la modela
cidn mecénica y en la experimentacidn fisica.

Por otra parte, se tiene que si los &ngulos de giro son muy-
grﬂndes.la representacifn material y espacial del estado de esfuer
zos (2-27) y (2-134) ofrecen resultados muy dispares, como podri =~
observarse en la fig-23, maxime cuando se trata de un cortante no-
lineal.(deformaciones finitas con alabec de las caras del modela).

En cuanto a la parte experimental, se puede decir dque para -
un cierto &ngulo de distorsidn superior al miximo experimentado, -
los campos de esfuerzos observados se empezaban a distorsionar, es
decir, ya no eran homogénecs, debiendose principalmente a la pre--
sencia de esfuerzos normales en las caras laterales del modelo.

La confiabilidad de los datos obtenidos (Esfuerzos y Despla-
zamientos) en la modelacitn mecénica y en la parte experimental, -
es buena,Para ello cbservense las gré&ficas de las figuras 21 y 22,
donde: son comparados estos, apreciindose una c¢oincidencia casi-

exacta en ambos, afin cuando los datos experimentales fuercon obteni
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“ dos a partir de una configuracifn deformada o espacial, y cohparg
dos con datos materiales determinados en la modelacidn, debi&ndose
la coincidencia A1 hecho de que el problema se comport$ linealmen-
te en un campo de deformaciones infinitesimales.

De lo anteriormente menciocnado,es importante decir ' * gue la ex-
perimentacitn fisica se hizo * a partir de la modelacién mecAnica,
ya que se marca la pauta para disefiar otros experimentos. _

Por Gltimo, se dir8 tambi&n que la curva de la £ig.22, donde,
ge exXpresa el estado de desplazamientos tebrico y experimental en-
2= h/2 es la misma para ambos estados, ya que los dos usan para de
terminar U; al mismo dato que es e = Tan @, de ahi la coincidencia,

Algunos posibles trabajos gque se pueden realizar, y gue tie-
nen estrecha relacién con el presente, podrian ser los siguientes:

a) Una continuacidn en la discusidn matemBtica y experimen—-
tal del cortante simple en su etapa no lineal.

k) Una discusitin a fondo de la Mecfnica de Materiales utili-
zando la Mec8nica del Medio Continuo.

c} Justificar a los Mé&todos de Andlisis ExXperimental de Ege~-
fuerzes, utilizando la modelacitn meclnica, como un buen-—

trabajo de apoyo para posibles estudios de problemas avanzados -
de 1a mecdnica.
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Fig 8 Tracciones de superficie y fuerzas .de’ cuerpo para el cortante lineal con extension
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Fig 9 Condiciones de frontera para el cortante lineal con extension
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Fig 10 Configuracién deformada de la barra
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" Fig 11 Detalle de rotacion del sistema de coordenadas y normales unitarigs -

. _Ba
T 2(14v)
———— i  ——  ———
/ L Ba
Sl ~——-—-—-2‘1+y} [aCose-sen 9]
S‘3= B —g—Cose
{(1+v}) 2

Fig 12 Tracciones de superficie espaciales para el cortante simple
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Fig 13 Tracciones de superficie y fuerzas de cuerpo espo-
ciales para e! cortante lineal con extencion
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Fig 14 Condiciones de frontera espaciales para el cortante con extension
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F1g.16 Marco de carga empleado en el experimento, donde, se puedé obgervar
el modelo cargado, apreciandose la rotacifn de las lineas verticales

marcadas ( fotocopla tomada de un negatlvo )
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Fig 18 Fotograffa mostrando un patrdn de franjas lsocromfticas con N=2,57

y resultante de traccidn P=1.272 Kgs., obs&rvese que tode el modelo

egtd cublerto por una sola franja ( fotocopla tomada de un negacivo )

e )

L A Y

T et

" - : .
M 54 .3 T b
N (311 (17 2TTT S salall]

R R TIAgLERIE
PSR N #t

!
Fig.17 Fotograffa de la isoclina de 45° del modelo sujeto a una resultante

de traccién P=0,530 Kgs., apreciandose con clarided :la uniformidad
de esta ( fotocopia tomada de un negative )
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Fig 18 Curva orden de franja-corga del modelo sujeto a cortante puro
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Fig, 19 Curva donde se observa el comportamiento de los esfuerzos experimentales

conrespecto a las cargas en cualquier punto del modelo
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Fig. 21  Grdfica esfuerzo cortante-carga para cualquler punto del modelo
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Fig. 22 Curva cargo-desplazamiento tedrica 'y experimental para un punto
situado en  Z=hye
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Flg. 24 Representagion esquemdtica del sistema planc de esfuerzos y

deformacidnes.
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CAMPO CLARO

Fig. 26 Patrones de ffanjas ispcromiiticas. para una barra simplemente
apoyada con carga aplicada en el centro del cliarc, donde, se
apreclia con claridad la forms de enumerar las franjas para

ambos campos
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APENDICE A
DISCUSION DE LA FUNCION DE DEFORMACION DEL CORTANTE LINEAL CON EXTENSION

En esta parte, se pretende determinar por un lado Tos coeficientes
de 1a funcibn de deformacién (2-7) para ‘el caso de cortante no lineal con ex
tensidn, vy por otro lado checar si (2-7) 'es efectivamente una funciﬁn de-qé

fbrmuciﬁn.

En primer términp; ge determinan . 1os coeficientes de (2-7), para lo

cual haremos usc de las condiciones cinemdticas axprasadas en (2-6).
De la condicién {2-6)1,

a_ =0, ,
c =0, ().
d =0, '

con (6-2), se determina que

aoh = uzl

dlh

- 2, = % zy, '.(2)

It
N
3
=3

L

1 = #1/h _ : (3)j

De Ta condicion cinemdtica establecida en (2-6)5, se tiene la si

guiente relacifn
aL + ayh + aglh = x,, o | @

despejando 2, de (4),

3 xo-alL-azh

. S 5
a3 Th (6
Tomando &n cuenta (2-6)4. se determina que

a, =1 : o | (_6_)
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y con (2) y (6) en (5}, el valor de 1a constante a, es determinadp; que
resulta ser
B Y7
_ %2 1. :
Bl ()
Con la condiciSn asumida.en (ZJG)EQ_ej #a]nr de la constante C, .es

determinado, siendo esto
Cy = yy/0 (8)

Una vez que se determinan todos l1os coeficientes, se sustituyen es

tos (1), (2), (3), (6), (7) y¥ (8).en la funcidn de deformacidn resultando

ser
oZ Ro=-L-oZ y z
£(X,V,2) = Eﬁ +bz e 2ty oy, -hl-z:l ¥(X,¥,2) ¢ 8 (9)
£l siguiente objetivo, es . determinar si (9) es efectivamente

una funcién de deformacidn, por lo que a continuacidnse prueban Ias propie-

dades que ésta debe satisfacer.

1} Obsérvese que la matriz del camﬁo tensorial F£B+L(R?.R3). 1Tamado

gradiente de deformacidn, estd dada por:

1+kZ O uzllmkf

) . ,fi(X,Y,Z '
[E(xlv’z) ]=[YF(X,Y.Z)]E ——-B—XJ__ = 0 .V4fb 0 en (st.z)EB (10)
' 0 o leh
donde
‘= XZ—L-uz1
- Lh

Observandose de {10) que 71a derivada de (9) existe y es continua.
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A continuacién se prueba que f:B+f(B) sea uno a unp, para que esto

suceda,se tendra que cumplir:
£(X,¥,2) = #(x5,v.2) " (11)

sus tituyendo datos en (11}, se pjlantea ]o sjguiente A

2. . .
1 _ 3 1 * 'ﬁ* .

X4 p2 2+ kXL =X + =1 +kXZ, . (12)
Yy _.Yl -* ]
Y5 (13)
F4 4

15.%.7*. )
S e | (s,

‘De (13) Y (14)-

Y=y | | (15)
-

z=1 (16)
Sustituyendo (16) en (12),.se obtiene
* 0z _x * * ‘élzl o

Pgra que 1a igualdad (17) sea cierta, se requiere que

X=X ' (18)

be (15) vy {16) se concluye que f:B+f(B) es uno a unoc

ii) Determinacidén de . 1a inversa f‘lgf(B)+B. de 1a funci@n de de
formaci@n.Se sabe - que V¥ (X,Y,Z)eB existe un (X*,Y*,Z*)zf(B) tal que,
f(ﬁ.Y.Z) = (x*,Y*;Z*), esto es una transformaciﬁn f*:f(B)»B Tamada inversa
de f.B+F(B) [vﬁase Bentley and Cookel. Por 1o tanto, para obterer 1a inver
sa de la funcidn de deformacign, se plantea ' el sigufente sistema de ecué

»

ciones:

oz, . .
X b =2 KXZ =X, (19)
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TY=Y, (20)
z
14 .5
WT'Z = Z (21)
Resolviendo el sistema anterior, -conduce a lo siguiente
hi*f.f'z*ﬁf
= _:—%-—r- R {22)
[14+k — Z ]
1
BT (23)
4
7=t " (28)
1 :

Con estas G1timas tres expresiones, se determina que 1a funcién inversa es:

- * Kk _* * * *
YL m et b D My " 2 Ner ) (28)
1+ Kb z*] Ya 1
Z,
1
Checando si f"lzf(B)#B es derivable y continua, se ~ determina
la matriz asociada a su gradiente, como sigue
- L
1 _Xkh o kW2 /zy 7
] * Z L W
1+ khZ 1 I+khZ 1+ khZ |2
Wt NI ! % %
1,.% * _% af (X ,Y .Z ’
[vF (X .Yy ,2)- =X = b/y, 0 (26)
- J
5 o 0 h/z, i

- . * .
como, se puede observar en (26) f 1:f(B)+B es ‘ continua si Z no toma el va

lor de Z* = - lekh.

Se sabe que:

Y,z Y, 2, . %,iL-éz, ~ : '
det[E{’X.Y,Z)-]=-Eq—\_I—1{1+I:Z}_-ba‘hl‘L-l + ZLh Lzl w(x,v,2)eB {27y
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Observaciﬁn‘ﬁ;l.

Para que det[vf(X,¥,Z}] sea > 0, se requiere necesariamente que k 2 0
ya que, de acuerdo con la orientacidn del sistema de coordenadas z?2 0, ¥,

para que k sea mayor que cero se requiere que:

>
XZ-L-ﬂzl 20 0
> - (28)
xz-uzl =L '

Comentario final: Camo, se puede observar a través de Tos desarrollos segui

dos en este ap?nd1cg. la funcién de deformacidn para este prob}emp,'para po
der ser}o tiene que satisfacer ciertas condicionantes tanto en su inversa

como en su gradiente y continuidad, condiciones gque necesariamente iﬁducir§n
problemas en Ta formuiaciqn del problema. Como sucediq con Yos principios d

de balance ecs, (2-32), (2-33) y (2-34) de 1a primera parte.
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APENDICE B

DISCUSION DE LA FUNCION DE DEFORMACION DEL GOPTANTE LINEAL CON EXTENSION

En esta parte, se demuestra que (2-122) satisface los correspondien

tes axiomas que la hacen una funcidn de deformaciﬁn.

i) Obsérvese que la matriz del campo tensnr"ia? 'F:B#L(R.S.Ra) ]jamado

gradiente de deformacion, estd dada por:

zllh Cl.h -+
. 2.
EFOXY. D))= [F1= | 0 1-3— o |en(Xy,I)e8 (1)
0o o zy/h

de donde, se puede ver que' st derivada existe ¥ es continua ademis ge tiene

que f:8+f(B) es uno a uno, en efecto

£(X,Y,Z) = f(x*.v*.z*) | {2)

por 1o que sustituyendo datos en (2), se plantea el siguiente sistema de’

ecttaciones
o2 4 oz 4
1 1, %1 % % o+
It X T X, (3)
z.-h 2.-h .
ll - ;}77] Y = (1 -2 h] Y, (4)
5 N B N
_ﬁl.. 7 = _hl z - (5)
De (4) y (5}, se determina que
* ’ -
. . : . o
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Con (7) en (3), se plantea lo siguiente

oL, L2y oz .z
1 * 1 - 1 * 1‘*
o T e iy Sl it
2. L2 . .
1 - 1 * - »* )
TT°X = T;-x. = o= X {8)

De (6), (7) y (8), se concluye que, efectivamente (2-122) es una funcién uno

a uno,

ii' Ahona ‘se. dbBhiene- - l1a inversa f'lzf(B)+B de ]a‘funciﬁn de defor
macién.

Puesto que ¥ (X,Y,Z,)cB existe un (x*,Y*,Z*)éf(B), tal que f(X,Y.Z)=‘
(x’.vf;z*), esto es una transformacidn f*:f(B)éﬁ) 11amada inversa de f:B+f(B).

Por jo que para obtener}a, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones

o

z g, .
'—Hl— Z+ "% X = X*. (9)
zl-h *
z
sz=17", (11)

De donde, al resolver el sistema de ecuaciones formado por (9), {10),

y (11), se obtiene,

A

1,

(12)

e
]

_ Eof'taﬁtp:i1affﬁ5§i6nﬁihvéfsh.de.deformacién es, tomando en cuenta
s e T .
{12y .~ ..
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. . * N
f“l(xf;yf;z*y ?:E%[‘(xﬁ"de); f*-"h%*:ﬁ—a %l“ZiJ.en (X*;Y*,Zf)ﬁf(B) {13)

_[17‘_-\)1” 1

A] determinar el gradiente de (13_)', se aprecia . ‘que su derﬂada

existe, slendo la representacidn matricial de este lo siguiente

H/Z' 0 LY
1 F3
S,k kA * -Zi"‘h 1 x * x
fvf X,y ,Z))=}0 ¥ /[1— —\,——h—] - 0 len (X ,Y ,Z. )ef(B) (14)
o 0 h/z1 B

i11)Probar si el determinante de (1), o sea deT F es mayor que cero

¥ (X%,Y,Z)eB. De (1) se tiene:
2 z.-h 2

deT [F] = % [1 - -\,Lh—] = 5—:3 (h(14v)-2,) - (s)

Analizando {15) -se ' obsérva que deT F siempre serd mayor que

cero, ya que:

%
e 0, y . (16)
h(1+v) -2y > o (17)

La expresidn {16) implica  que es mayor que cero, debido principal,
mente a ja.ubicacién del sistema de coordenadas. Y por ju que respecto a
(17), diremos que ésta, también serd mayor que cerc, ya que sise toma en
cuenta el comportamiento de ]a barra, s1 esta sujeta a un campo de deforma
ciﬁn pequefia es seguro que se cumpla la condicidn mencionada, y si fuege fi
nito, se requerird de un campo de deformaciones muy grande para poder 16§rar
que sea menor que cero, siendo esto practicamente impOSib]e. Tomando en
cuenta.todo To anterior, puede asegurarse' que (2-121) es efectivamente una

“funcién de deformacidn.
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APENDICE C
EL METODO FOTOELASTICO
1. Introduccidn.

El método fotoeldastico, como herramienta de an8lisis de
esfuerzos, es una técnica experimental de campo completo, ya que
permite la determinacidn de campos de esfuerzos, siendo antigua
{ Ya que data del siglo XVIII ) ¥ una de las té&cnicas experimen
tales m#s precisas, de ahi el hecho de gque se haya ‘usado en el
presente trabajo, se pretende dar un bosgquejo general de ella, -
sin entrar en mucho detalle, ya que a guié&n se sienta interesado
#e les dar&n buenas referencias para éue las consulte.

Por otro lado, se tiene que la fotoelasticidad, o el Mé&-
todo Fofoel&tico, como se ha llamado en el presente apéndice, re-
sulta particularmente f{itil en el disefioc de partes estructurales,
asf 'como en el anflisis vy comprensisn del comportamiento mecini-

co de &stas.

Tambi&n, es importante decir, que es una valiosa herra -

-mienta en los estudios de distribuciones y concentraciones de es

fuerzos, redimensionamiento en la geometria de elementos, optimi
zacidn ( es decir, guitando material de aquellas zonas donde no-
Be esti esforzando la pieza en estudioc ). y prediccidn de posi -

bles fallas, principalmente en piezas de geometria irregular, =

donde una modelacidn matemitica resulta dificil.

Es pertinente, recalcar las ventajas gue la fotoelastici
dad tieng sobre otros métodos experimentales, como se dijo i =

neas arriba en la localizacidn de concentraciones de esfuerzos
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gue por lo general, es donde se originan las fallas.
En éste caso, el m8tcdo fotoeldstico se usd para compa -
rar y comprobar resultados tebricos en el problema de cortante -

puroc.

2. NOCIONES DEL METODO

La fotoelasticidad, se vale de la propiedad llamada bi -
rrefringencia temporal, que algunos materiales transparentes (sp
bre todo plisticos ) adguieren , cuando estfin sujetos a un esta-
do de esfuerzos.

La birrefringencia o d{ble refracdcién, es un fenSmeno -
en el que un raye de luz polarizada incidente sobre un plano de
un modelo transparente, es dividido en dos rayos cuando dicho mg
delo estd cargade, de ahi lo de temporal, siendo la direccidn de
€stos rayos la gue corresponde a la inclinacitn de los esfuer -~
208 principales, ademids de gue las velocidades de los rayos, son
proporcionales a las magnitudes de los esfuerzos respectivos en-
cada direccidn.

Por otro lado, se tiene que los rayos que emergen del mo
delo se encuentran desfasados y cuando se combinan , forman pa -
trones-de interferencia o franjas. Dicho desfasamiento 6 retraso
relativeo, especIificamente es la diferencia en longitudes de on ~
das que experimentan los dos rayos al atravecar el modelo.

Para poder obtener la informacidn que la fotkoelasticidad
proporciona { patrones de franjas isouromdticas e isoclinas ),es
necesario, ademis de contar con un modelo de material con las =

propiedades &Gpticas adecuadas, el elemento principal de trabajo,
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dque es el polariscopic, con el que se observan los patrones antes-

mencionados.

hungue la fotoelasticidad es una t&@cnica para resolver tan
to problemas bidimensiocnales como tridimensionales; en el presente
ap&ndice se enfocd al uso de &sta para el caso bidimensional, ya =
que es donde se usa con més frecuencia, y no se entrari en una dig
cusién de la fotoelasticidad tridimensional, debido a que se re -
quiere explicar para su entendimiento, procedimientos y t&cnicas -
gque se salen del alcance de &ste apéndice y que no se justifican -

en el presente trabajo.

3. FOTOELASTICIDAD BIDIMENSIONAL

CQmolse dijo anteriormente, el &nfasis serd hacia el cago-
bidimensional, por su sencillez de comprensibn e inmediata aplica-
bilidad prictica, va gque no requiere de muchos conocimientos para

obtener resultados concretos.
A continuacidn, se explicari sin mucho detalle, el proble~-

ma de esfuerzos plancs, quidn esté interesado en preofundizar al -
respecto, podrf recuxrir a las referencias que se dan en la biblig
graffa [g-1,[16],([23].

Se dice gue un problema de la mecinica de materiales es

jdealizable mediante un sistema plano de esfuerxzos, cuando satisfa-

ce ciertas condiciones tanto yeométricas como de cargas. Estricta-

mente hablando, todos los problemas de la mecdnica son tridimensig

nales, por tanto, es importante tenexr en cuenta gue cuando se ha=-
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ble de un sistema plano, ya sea de esfuerzos o de deformaciones,
esti presente una solucidn aproximada, y en la medida en que las

condiciones anteriores sean satisfechas, dicha aproximacifn ser8

mas" exacta.

Las condiciones mencionadas para esfuerzos planos,se pue-—
den entender de la siquiente manera: en cuanto a las condiciones
geométricas, se dird, que éstas exigen que el cuerpo sea delgado,
es decir, de un espesor cuya magnitud sea pequeiia comparada con -~
las otras dimensiones del cuerpo, Y respecto a las cargas, &stas
deberan actuar paralelaé al plano del cuerpo como Se observa en -.
la figura 24.

En un sistema plano de esfuerzos, suponiendo gue el plano
es el XY , las componentes de esfuerzos son Sx, Sy y Sxy, siendo-
nulas las demis componentes del tensor de esfuerzos. ¥ si Este -
plano es principal, sSlo existen dos componentes de esfuerzos; S1
Y 52 ( 53= 0} donde, uno es miximo y otro minimo.

En &ste caso se tomard como 5; el mayor de los dos alge =
braicamente hablando, con el propdsito de que ( S, - Sz) sSiempre
sea positivo. Los planos en el gue actfian S, ¥ 5, tienen unaorien
tacidn con respecto al sistema XY, que se denotan - por ©
Y 9:1_‘1}-3.

La nomenclatura usada en esfuerzos principales ¥y la in -
clinacidn, sexrviri para las ecuaciones de la fotoelasticidad que

se usarin posteriormente.
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4 ISOCROMATICAS

Dentro de la informacidn gue se puede obtener de un estudio
fotoel&stico, estin los patrones de franjas de isocromfticas e iso-
clinas, y los que se relacionan con los esfuerzos, son las isocromia
ticas, que eri pocas palabras pueden ‘definirse ° como; el lugar gep
métrico de puntos donde el esfuerzc cortante es mixime & la diferen
cia de esfuerzos principales es la misma.

Los patrones de franjas isocroméfticas, se obtienen en un mo
delo de esfuerzos planos, cuando &ste es expuesto a un campo de luz
polarizada circular. Dicho campo de luz, es obtenido mediante un -
dispositivo llamado polariscopic, y si adem8s la luz es monocromiti
ca, dichos patrones son una secuencia de bandas oscuras y luminosas

cuya distribucifn es proporcional a las cargas externas aplicadas
al modelo.

El modelo matemfitico que relaciona los esfuerzos con las i-

socromiticas, estd dado mediante la siguiente ley esfuerzo Sptico =~

bidimensional.

= (1)

donde:

Sl,S2 son los esfuerzos principales

q-f Coeficiente de esfuerzo &ptico, cuyas caracteristicas de -
penden del material gue estd heche el modelo el modelo y
de la luz empleada en el experimento.

t espesor del modelo

108



13 orden de franja isocromética, O retraso relativo.

De la ec. (1) , se ve claramente  que el orﬁen de franja
R o retardacién relativa, es directamente proporcional a la dife-
rencia de esfuerzos principales..

Los patrones de franjas isocromiticas obtenidés de un an&-
ligis fotoeldstico, son de dos tipos; uno, en el gue las bandas os
curas se cuentanm por Srdenes enteros, B = 0,1,2,...n, que corres-
ponden a un campo oscurc, y la otra, cuando la intensidad de la luz
es méxima ( campo clarc )}, donde los Srdenes de franjas son contar
1’ n

dog por medias unidades, es decir, N = % . 15 roeees 3

Para propSsitos de andlisis, por lo general, es suficiente
con uﬁ patrén de franjas, pero cuando se requiere mis precisidn, -
o8 recomendable tener los dos patrones de franjas mediante fotogra
fias para obtener mejores resultados.

Algunos analistas de esfuerzos, a través de la liﬁeratura,
recomiendan trabajar con fotograffias de campo claro, ya que en Sg-
tas se aprecia el modelo, pero los resultados serian los mismos si
se usa uno u otro campo, cuando el material fotoeldstico es sensi-
ble.

Con lo anterior, sSe puede tener idea de 1o que se en
tiende por orden de franja isocromftica N para un punto, éue en po-
cas palabras se vresume - como el nliimero de franjas que pasa a tra
v8s de un punto durante la aplicacidn de cargas al modelo en .estu -
dio [ 16 1.

Una de las principales dificultades con los patrones de i-
BOcromﬁiicas, es saber numerarlos, sobre todec en piezas de geome =«

trfa irregular, donde es dificil situar un orden cero. De ahi la
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conveniencia de trabajar primero con campos oscuros en el polaris-
qopio, va que es en &stos, donde gse detectan agquellos puntos con

R = 0. Se recomienda para su localizacibn , ubicar las esquinas 1i
bres del modelo, ya gue mediante la teoria de la elasticidad para
un caso de esfuerzos plancs, es fAcil analizar una esquina libre,
ya sea interna 6§ cexterna y fijarla como un punto con esfuerzos nu-
los, y por tanto, la franja encontrada es de orden cero. Tambi&n -
hay puntos internos con orden nule y se identifican jugando con las
cargas en el modelo y cbservando en el polariscopio. Como se ve, =
es f8cil obtener resultados de la fotoelasticidad bidimensional =
Vsin mayor dificultad. '

' Tambi&n existen t&cnicas cuando el m&todo se complica y se
vuelve tedioso como es el caso de estudiar puntos internos en los
que se tienen que determinar fracciocnes de franjas y separacidn de
egfuerzos, las cuales son explicadas ampliamente en la bibliografia
que aparece al final del trabajo.

Una vista de patrones de franjas isocromfticas tanto para

campo claro como escuro, se observan en la figura { 25 ).

5 ISOCLINAS

Otro patrdn de franjas que se puede obtener de un estudio
fotbeléstico, son las isoclinas o lugares geomé&tricos de puntos -
donde la inclinacidn de los esfuerzos principales o deformaciones
principales es la misma. es importante notar gue con &sta familia
de curvas junto con las de las isocrom@ticas, ademds de las t&cni-
cas de separacidn de esfuerzcs, son las herramientas necesarias pa

ra hacer un anflisis de esfuerzos utilizando la fotoelasticidad.

Al mismo tiempo se aprovecha el presente comentario para decir gque
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rara vez se resuelven problemas utilizando el método fotoelfisticeo
finicamente, debido al consumo de tiempo y lo caro dque resulta, -
por lo que se recomienda utilizarlo junto con otras-t&cnicas exps
rimentales.

Regresando al tema de las isoclinas, . - . Sse
dirad que &stas se obtienen con luz polarizada plana, es decir, se
“hace uso de un polariscopio plano. 8i se parte de que la intensi-

dad luminosa en un polariscopio planc esti dada por la ecuacidn

od
I=2 a2 sen2 2 e Sen2 3 { 2)

De &sta ecuacidn se observa gque la extincidn se debe a dos
cosas; la primera que es:

I =0, cuando 28 = nil donde n es un entero ( 3 )
Siende ( 3 ) la contribucién de la isoclina, y por otro lado

la extinridn ocurre cuando:

& ' -3
3 = nif, 8 R = s B ( 4)
Donde n es un entero, & donde la retardacibdn relativa R es un

nGmero entero de longitudes de onda, siendo &sta parte la contri -

bucibn debida a la isocromitica.

De las ecuaciOpes (3) y (4) se concluye gque : un modelo
analizado con luz plana muestra patrones de franja tanto de isocli
nas como de isocromfticas, siendo &sto, un problema al momento de
hacer las observaciones, ya que se presta a confusifn al no poder
distinguir uno @el otro, aungue va existen procedimientos para ha-
cer tal distincidn. En la literatura son muy claros al respecto, Yy
se sugiere que para evitar problemas, ademis del material fotoells

tico sensible, se maguine uno de un material fotoel&Astico poco sen
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sible a las isocromdticas como puede ser el acrilico, donde las i-
soclinas se aprecian claramente.

Una vez salvado lo anterior, se determinar?n las isoclinas
que se deseen para el problema en cuestidn, mediante una rotacidn
simultinea del polarizador y el analizador cruzados, recomendande
la variacidn de las isoclinas de 5° & de 10°, ya que con incremen=
tos de &ste tipo, son suficientes para saber la inclinacibn de Sl

Y S2 en todo el modelo.

6 POLARISCOPIO

El dispositivo mediante el cual la fotoelasticidad es fAcil
mente entendible, es el polariscopio, gue es un instrumento que usa
la luz po.larizada para su funcicnamiento. De acuerdo con la luz po-
larizada que se trabaje, &ste instrumento adgquiere los nombres de :
polariscopio eliptico, polariscopic circular y peolariscopio plano.
Siendo los de mas amplio uso en aplicaciones fotoelasticas leos dos
iltimos.

. Existen diferentes disefios de polariscopios, pero el que se
recomienda por su fAcil manera de construir, usar y de bajo costo,
es el de luz difusa, el cual da resultades altamente satisfacto =
rios, existiendo pocos problemas de la realidad gque nc se puedan -
analizax con &ste tipo de instrumento fotoeldsticamente hablando.

Por otro lado, tenemos gue en cuante al polariscopio pla=-
no , su conformacién esltd dada por : una fuente de lIuz, dos pla -
cés polarcid y un modelc, cuya representacidn esquemitica estd da
da en’la figura ( 26 }. Ccmo se dijo, &ste tipo de instrumento es

itil en la determinacidn de campos isoclinicos.
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Respecto al polariscopio circular, se puede decir gque,
es mis complejo, ya que tiene mis elementos que el anterior, sien-
do su principal utilidad la determinacién de patrones de isocromi-
ticas, y se muestra un esquema de &ste en la figura (27 ).

Es importante notar, gque se pueden hacer arreglos en los -
polariscopios con las lentes para obtener distintos campes de luz
polarizada { obhscuro ¥y claroc ). Tambié&n es claro comentar gque ade-
mis de las componentes gue se mencionan en las figuras ( 26 ) y
( 27 }, es importante contar con lentes monocromatizadoras, con =
el fin de obtener patrones de franja de un solc color para traba -
Jar mejor, ya gue de lo contrario, se cobtienen campos de bandas co
loreadas que a veces dificultan el an&dlisgis de datos, Asf como tam
biéﬂ, contar con una cfimara fotogrifica, va que resulta mis versS-
til trabajar sobre fotografias, que obtener los datos directamente
en el pclariscopio.

Con la explicacidn anterior, se considera gque se puede te-
ner una idea clara de lo gque es el método fotcelAstico, sus alcan-—
ces y los principios en los que se basa como M&todo de Andlisis Ex
perimeﬁtal de Esfuerzos. Existen mi&s detalles gue explicar del mé-
todo, como es la separacidn de esfuerzos,asi como técnicas de lec—
turas de fracciones de franjas isocromiticas que no se abordarin eo
en ésta ocasidn , ya gue haria muy extenso el presente apfndice -~
sin ser &ste el principal objetivo.de1nﬁsmo.Por lo que, a quié&n le
interese el m&tedo, =e le recomienda la bibliograffia gque al final

se enlista.
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