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RESUMEN 

En el presente trabajo se presenta una modelacfán mecánica y experimental 

del problema de cortante puro de barras prismáticas. 

La parte de la modelación mecánica comprende la determinación de la fun-

ción de deformación que transfonna los puntos de la configurac16n no defor 

mada en puntos de la configuración deformada. asf como los campos vectorf! 

les y tensoriales de desplazamientos, deformaciones y esfuerzos. respecti

vamente. 

Se presenta un caso general de cortante no lineal para el cual se determi

nan campos vectoriales y tensoriales materiales. Tal caso es particulariz!! 

do por exigencias de equilibrio del balance del momento angular en los ca

sos de: cortante lineal con extensión simple y cortante puro para los cua

l es se determinaron campos materia 1 es ( configuración no deformada) y cam

pos espaciales (configuración defonnada). 

La parte experimental se diseHó en base a la modelación mecánica antes -

descrita utilizando el método fotoelástico como técnica para "reproducir" 

el cortante puro. Se utilizó un poliuretano Psm-4 corno material fotoelás

tico del que se caracterizaron las propiedades ópticas y mecánicas corre! 

pondf entes. 

Finalmente se presenta la comparación entre los resultados analftfcos y 

los obtenfdos mediante la experimentación. 
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cuerpo 

campo vectorial de fuerzas de cuerpo materiales 

campo vectorial de fuerzas de cuerpo especiales 

campo tensorial de deformacifin derecho de Cauchy-Green 

campo tensorial de elasticidad 

campo tensorial de deformaciones infinitesimales 

vector unitario 

campo tensorial de gradientes de deformación! 

elemento mecánico (Fuerza axial o fuerza cortante) 

función de deformación 

configuración deformada 

campo vectorial de aceleraciones 

tensor identidad 

intensidad luminosa 

constante 

elemento mecánico momento (momento flexionante o momento tors1onante) 

momento por unidad de área 

orden de franja f socromática 

vector normal unitario a las fronteras 

vector de posición 

carga 

espacio tridimensional 

matriz de rotación 

tensor de esfuerzos de Prola-Kirchhoff {en la configuración inicial) 

esfuerzos residuales 

tracción de superficie 
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sección transversal 

tensor de esfuerzos de Cauchy .(en la configuración deformada) 

representación material del tensor de Cauchy 

campo vectorial de desplazamiento 

coordenada en x 

coordenada en y 

coordenada en z 

m6dul o de Young 

vector nulo 

espacio euclidiano de puntos 

sfmbolo de permutac16n 

constante de calibración fotoelástica 

relación de Poisson 

producto tensorial 

producto vectorial 
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CAPITULO 1 

!NTRODUCCION 

En la Mecánica de Materiales existen prqblemas que se presentan en 

forma directa y sus efectos se pueden apreciar ffsicament~. tales como:. .f1~ 

x16_n, carga axia_l, paned?• etc:, y otros cuyos efectos no son posible ver 

directamente como es el caso del cortante pur~. cuya discusión mecánica y 

experimental comprende el presente trabajo de Tesis. 

El cortaote puro es difícil de darse en forma direct~. existiendo 

algunos estados de esfuerzos donde es posible encontrarl~. tales como un e!_ 

tado b1ax1al de esfuerzos son s 2 • - s 1(QY:- ITx) analizado en planos a 45°, 

o en una sección transversal de una barra sujeta a torsión pura. 

Al discutir mecánica y experimentalmente el problema de cortante puro, 

se pretende lograr los siguientes objetivos: 

a) La modelación matemática del problam de cortante puro a partir de 

suponer un cortante generalizado. 

b) Justificar el cortante puro tratado en la Mecánica de Materiales 

Clásica, utilizando la Mecánica del Medio Continuo. 

c) Analizar y reproducir experimentalmente el problema mencionado 

atendiendo las restricciones tanto cinemáticas como de cargas 

impuestas por la modelacidn mecánica. Para demostrar que a Pª!. 

ti.r de esta se pueden diseñar experimento_s, y al mismo tiempo 

justificar la relación entre la modelación y la experimentación 

física; 

d) Justificar posibles investigaciones en la Mecánica de Materiales 

utilizando la metodologia empleada en .el presente trabajo. 

Para desarr:ollar el presente trabajo de tési_s, y lograr los objetivos 
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antes mencionado.s, se dividió éste en tr.es cap~tulos y tres apéndices. 

El primer"capftulo es el que contempla todo lo relacionado con la 

modelación mecánica del problema de cortante con todas sus variantes. Para 

lograr lo anterio~ 1 se parte de un problema gene~alizado de cortant~. cuyas 

condiciones cinemáticas se dan e11 las ecuaciOnes ( 2-6), 1 as que permiten· d!_ 

terminar la función deformación (no lineal .algebrá.icamente} para este cas~. 

y que se expresa en (2-7) y se discute en .el apéndice A. 

También se determinaron los campos tensori.ales y vectoriales· (Gr!_ 

diente de deformació.n 1 desplazamtento~. deformaciones de Green-Cauchy 1zqu1er:. 

do y derech~. deformaciones infinitesimales. esfuerzos y elementos mecánicos 

(fuerzas y momentos)).· Siguiendo una notación tipo Gurtin [13]. 

Al discutir el cortante generalizad.o, se encuentra que las condiciones 

de balance angular (2-26) 2 expresadas literalmente en (2-33), se satisfacen 

siempre y cuando se den las condiciones cinemáticas (2-34) y (2-35). 

Debido a lo diffcfl de dar las condiciones anteriores, el problema 

se deja a nivel de campos materiales. Para darse una idea de lo anterior o~ 

sérvense las figuras 3 y 4, donde se ilustran las tracciones de superficie, 

fuerzas de cuerpo y condiciones de frontera. 

Buscando condiciones cinemáticas que satisfagan .el balance angular 

del problema anterior. es como se determinan las condiciones (2-35.l, (2-37) 

Y (2-38) de las que se d.erivan como casos particulare.s, dos estados de CD!. 

tante: uno que se le.llama cortante puro o cortante simple, dado por (2-37) 

Y (2-3B). y otro .llamado cortante lineal con extensió_n, producto de sati~f.! 

cer (2-35). 
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Del cortante puro se puede decir que resulta de utilizar el balance 

angular ( 2-37) en (2-34) y ésta en ( 2-7.J, resultando 1 a función de deforma 

ci6n (2-60) que gobierna este problem.a, la cual sirve para· determinar todos 

los campos vectorial es y tensor1 al es mencionados en .el cortante general 1 zado. 

En este cas~, la modelación mecánica comprende tanto campos materiales como 

espaciales. 

Lo más relevante que.se puede decir del cortante simple, es que es 

isocóric~. es decir, ,preserva volúmenes. Aunque e~isten condiciones como 

la (2-76.J, en la que se exige un campo de fuerzas nulas (d1ffc11 de dar). 

Por lo que el cortante simpl~, tal y como lo trat~.la Mecánica de Materiales, 

sin justificarlo, es diffcil de reproducir sobre todo en cuerpos sujetos 

a fuerzas gravitacionales. 

Para el caso de cortante como extensión en tres direcciones!.¡• .!z y 

!!_3 , deducido a partir de introducir las condiciones cinemáticas (2-66)-(2-91) 

en (2 .. 34), tiene como tensor de esfuerzos de Piola a (2-95), cuyas compone!!. 

tes son: 513 = 531 y 522 . 

Lo interesante de este caso es que todos los campos (esfuerzos, d!!_ 

formaciones, desplazamientos, tracciones de superfici~. fuerzas de cuerp~. 

etc.), .se determinaron a partir del estado de esfUerzos (2-95), hasta llegar 

a la función de deformación lineal (2-121), la que se discute en el apéndice 

B. 

Como se v~. aqu~ queda demostrado que es posible resolver un probl.f! 

ma de la mecánica suponiendo, ya sea la funci6n de deformación (los dos pr1. 

mer~s casos) ·a partiendo de un estado de esfuerzos como lo demuestra el 

último caso. 

3 



Algunas de las características principales .del cortante linel~. como 

1 o son: tracciones de superficie. fuerza·s de cuerpo y candi cienes de front!_ 

r~. se ilustran en las figuras 8 y·9. 

El segundo capitulo comprende la etapa experimenta~. donde se util! 

za la fotoelasticidad coma herramienta experimental para 11 repraducirº el ca!_ 

tante pur~. atendiendo a las condiciones impuestas en la modelación mecánica. 

Para hacerlo, se hizo primeramente un modelo de material fotoelást! 

ca, que sirvió para obtener. las gráfi.cas de datos de las figuras l~, 19 y 2~. 

en las que se observa que el materi.al fotoeHstico (Psm-4) tiene un comport~ 

miento lineal tanto óptico como mecánico. 

Lo uniforme de las gráficas mencionadas se debe al marco de carga 

que se diseñó tomando en cuenta la mo~elación mecánfc~, que permitió 11 repr.9._ 

ducir 11 experimentalmente el problema de cortante puro. 

También se maquinó una barra, de la que se determinaron las propied!_ 

des ópticas y mecánicas (3-5) y (3-2), esto e_s, constante de ·calibración f.9._ 

toelástica, módulo de elasticidad y relación de Pofsson, mismas que se emple!_ 

ron en la determinación de resultados teóricos y experimentales. 

Los patrones de franjas de isoclinas e isocromáticas que aparecen 

en las figuras 16 y 17 son m~s que elocuentes para dar una idea de cómo se 

reprodujo el cortante¡ la uniformidad de los patrones habla por sf sola. 

En cuanto a los detalles de la fotoelasticida~, éstos se dan en el 

• apéndice .c. dond_e. se dan sin mucho detalle los fundamentos y alcances de 

ésta. para el caso bidimensional. 

Ffnalment~, cabe hacer notar que los objetivos planteados inicial 

4 



mente en la presente tes1~, se lograron. 

Y ésto queda reflejado .claramente en .el capítulo de .las conclusiones. 
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CAPITULO 11 

MODELACION MECANICA 

.2 .1· introe1.ucc1on. 

El objetivo del presente capftulo es desarrollar la metodologfa apro . -
piada para estudiar el problema de cortante pur~. utilizando la modelaci6n m!_ 

cánica. Y, al mismo tiempo darle una justificación al problema de cortante p~ 

ro tal J' como lo trata la Resistencia de Materiales desde un punto de vista 

de la mecánica del medio continuo. 

Es en este sentido, como al suponer que una b'ar.r.a experimenta una rot2_ 

ción con extens16n, se determina primeramente la funci6n de deformac16n que 

gobierna e~ problema general, que Se ha llamado Cortante no Lineal con E~ 

tensión, y que se discute en primer térm1n~. para el que se determinan todos 

los campos tensoriales (gradiente de deformación de desplazamient.o, tensores 

de Green-Cauchy, izquierdo y derecho. infinitesimales y de esfuerzos), y m~ 

diante.las ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos. el estado de fue!_ 

ZüS que producen dicho fen6meno. Asi como los elementos mecánicos (fuerzas y 

momentos) en la sección transversal de la barra producido por el estado de 

cargas asociado al problema. Y es Giscutiendo la condición de equilibrio de 

momento.s, cómo se obtienen "los siguientes·-·--.;..-, 

partir del caso genera_l :_ ·: 

l. Cortante Simple sin Extensión; 

estados de cortante a 

2. Cortante lineal con Extensi?n en ~1 • ~·y~· 

Para cada uno de los ca~os anteriores se Ciscuten por separado sus -

campos materiales y espaciales. 

Resulta importante señalar algunas caracterfsticas de cada ca~o,por 

lo que respecta al primer.o, que es derivado a partir de usar las cond1c1o 
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nes de balante angular (2-37) en (2-34) y posteriormente en la función 

de deformación (2-7). para de ahf obtener (2-60.). que representa la fu!!. 

ción de deformación que gobierna un estado de cortante puro ta~ y como lo 

trata la resistencia de materiales clásic~. 'dándole a través de la detenn! 

nación de los campos tensoriales mencionados arrib~. tanto en fonna material 

como espacial, una verdadera justificación al mencionado problema. 

En cuanto al segundo problema (Cortante Simple con Extensión). ·se 

dec·& que este fue resue~to en forma inversa al anterio.r, ya qu~ se partio 

de conocer un estado de esfuerzos (2-95.), producto de utilizar las condici.Q_ 

nes clnem&tlcas (2-36)-(2-91) en (2-34). Y de ahf determinar todos los ca!!l 

pos tensoriales ya mencionado.s, hasta llegar a obtener la funcicSn de deform!_ 

clón apropiada dada por (2-121). Para ~ste caso, Igual que el anterlor,ta!!l 

b1én se discutieron sus campos r.iateria~es y espFJciales (esfuerzos, deformaci~ 

ne~, despl azamient!J, tri\cci ones de supcrfi ci e, fuerzas de cuerpo, etc.). 

Dando a travtls de los desarrollos correSpondientes de cada problem~. una Vi 

sf6n clar~, de lo que se le-·--~ llama estado de cortante puro. 

Como aclaración importante es bueno mencionar que en este capitulo 

la nomenclatura empleada es tipo Gurtin. 

7 



2,2 DEFJlllCION GEOMETRICA DE BARRA E HIPOTESIS CINEMATICAS. 

En esta par.te se "define . con respecto a un sistema ortogonal de r.!_ 

ferencia, una barra prisr:látic~, denotada por ~. como el siguiente subconju!!_ 

to do R
3

• 

( 2-1 ) 

donde 

+ + + n1=[0,L], b:n+R , h:íl-+R y L:n+R., son respectivamente los espesores 

del cuerpo B, en las direccione~, !.¡•~y !a· 

Esta definic16n se muestra en la(fig .. 1), dond~, se observa que la 

frontera aB, del cuerpo está dada por: 

6 6 
aA = r. ªª1 = u ªª1' 

1=1 1 =l 
(2-2) 

donde 

ªª1 = {<L,x2,x3): O<x
2

<b, 0<x3<;h }• 

ªª2 ~ {co,x2,x3l: O<x2<?, 0<x3<h} 1 

ae3 = {<xl'b,x3): 
< < O-x1 -L < <} O-x3-.h , 

<2-3) 

{ (xl ,0 ,X3) < < < < } aB4 = : O-x1-L, O-x3-.h , 

ªªs = { (X¡ , X2, h) : < < < < } O-x1 -L, O-x2-.b , 

ªªs {<x1 ,x2 ,oJ: o< <L, -X¡-. • < <} 0-x2-.b , . 

8 



La secci6n transversa~ •. sT. de la barra la definiremos por:. 

sr • {<x2 .x3l : < < < < } O-x2-b, O-x3-.h C R2 ( 2-4> 

de donde se observa que eS un subcorijunto acotado de R
3 

El primer objetivo es determinar la función de deformación 

f:B+f(B) del cuerpo B anteriormente descrito, 1que se supone 

sujeto a un estado de cortante simple en el plano x1x3, con extens16n en las 

demas direcciones. Para esto se supone . que dicho cuerpo esta sujeto a la 

sfgufente funcf6n de deformac16n: 

( 2-5) 

cuyos coef1c1ente.s, se· evalaan a partir de condiciones c1nem4t!_ 

cas detenninadas de la conf1surac16n 'deformada que se muestra en la (fig. 21 

De 1 a (fi g. 2) se observa 

f
0

(D,D,O) • (0,0,0), 

t1 (~,0,h) = (x1 ,y1 ,z1 l = (z1 tan e,O,z = (az1 ,o,z1), 

f 2(o,o,h) • (x2,o,z1), 

f 3 (L,O,O) (L,0,0), 

f4(0,b,O) • (O,y4 ,0), 

t 5 (0,b,h) • (az 1 ,y4,z1), 
\ 

f 6(L,b,h) (x2,y4,zl)' 

f¡(L,b,O) (L,y4 ,o), . 

(2-6) 

dond~, tan e = a. Al determinar con estas restricciones los coeficientes 

de tal funci6n (para detalles ver ap~nd1ce A),se concluye que: 

( '"i f(X,Y,Z) = X+nz 
<•2-L~ª'1) Y4 'i ) 

+ lh XZ, by• 11 z 

V (X,Y,Z)E B ( 2-7) 
9 
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3 3 
Obs~rvese, que la matriz de~ campo tensorial [:B+L(R. ,R ), llamado 

gradiente de deformació~, está dado por 

l+kZ O ·~ + kX 

[~(X,Y,Z)] [~f(X,Y,Z)] o en (X. y. z) EB ( 2-B ) 

·o o 

donde: 

'2 " L - aZi 
K " lh 

Observación 2-1: Corno E(X,Y,Z) depende de las coordenada~, f:B+f(B) 

representa una defonnaci6n no homogenea. 

2-9 

Comentario: Si se analiza todo lo que hasta ahora se ha determihadd 

se llega a la conclus16n de que el fen6meno objeto de estudio es CORTANTE 

SIMPLE CON EXTEt!SION, para poder reproducirlo experimentalmente habra que 

dar una serie de condicione_s, en cargas de cuerpo y superffcf~, que hasta e!_ 

te momento no se sabe sf . se podrán apl 1 car o no. Por 1 o que se: Contf núa·' · 

con el objeto de aclarar el presente comentario. 

2-3. CAMPOS VECTORIALES Y TENSORIALES: DESPLAZAMIENTOS, DEFORMACIONES Y 

ESFUERZOS. 

A continuación, Se intenta de determinar los campos tensoriales de 

deformació!'l, desplazami ento_s, deformaciones de Green-Cauchy derecho e i zquie!. 

do, infinitesimal y de esfuerzos. 

Tensor de deformación. 

~(X,Y,Z). F1J<x.v;z) ~i Q !!,¡ V (x,v;z) E B 

1 o 
( 2-10) 



De acuerdo a lo encontrado en (2-8), so tiene que (2-10) est~ dado 

.Para este caso como: 

f(X. V ,Z) 
Ít [ca 1 · . Y.¡ . . . •1. 

=. ~l+KZli¡ g ~¡+ti-+ KX ~¡ g ~2 + b ~· g ~2 + 11 ~3 

Y (X,V,Z) e B ( 2-11) 

Cont1nuand~. ahora se procec!Y. Q·. determinar el campo vectorial de 
. 3 

desplazamiento J!.:B+ V:R =.~. definido por: 

J!.(X,V,Z) = f(X,Y,Z) -· (X,Y;Z) en (X,V,Z) e B ( 2-12) 

de donde, se obtiene al sustituir (2-7) en (2-12) que 

[az 1 y4~b . z¡-h;] 
u(X,V.'Z) = l"z + KXZ, -¡¡-V. TJ en (X,V,Z) e B <2-13) 

con lo que puede construirse el campo Tensorial Vu:B+L(R
3 

,R3) llamado gradie!!. 

te de desplazamiento~. cuya representac16n matricial es: 

kZ o ca¡ 

"+ kX 

[V~(X,V,Z)]: tui (X,Y,Zj = o 
y4-b 

o ,m(X,Y,Z)eB aXJ --¡;-

o o •i-h 
---¡;--

(2-14) 

cuya representación tensorial es: 

V (X,Y,Z) e B (2-15) 

~e determinan a continua~ión los tensores de deformaéión de~Green-Cauchy • 

~ereCh9 e izquierdo esto es~ 

C = F'F y B = FF' 
Cuyas representaciones matriciales son: 

1 1 



• 

( l+kZ) 2 o [HkZJb1 + kX] 

[~(X,Y,Z)] = .O y~/b2 o en (X,Y,Z) e s<2-16l . 
[l+kZJb1 . + k~ o 

b . 2 .2 
. . l + k~ + l . 11 . il 

[
az1 )2 n + kX . 

[B(X,Y,Z)J = o en (x,v.;z) e B ( 2-17) 

o 

Ahora se construye e~ campo tensorial de deformaciones infini tesi_ 

males 3 3 
~ : B + s(R ,R ) definido por 

~(X,Y,Z) =} [~~(X,Y,Z) + ~~T(X,Y,Z)] en (X,Y,Z) e B (2-18) 

cuya representación matricial es 

kZ o }bf + k~ 
[~(X,Y,Z)] = o 

y 4-b 
o- o en (X,Y,Z) e B . (2-19) 

}[;! + k~ o •1-h 
--¡;-

de este 

Estimación del error que se comete· al linealizar el problema objeto 

estudio. se sabe que: 

e= //V~,.//= tr (VuT 'i/u )~ 
--,.. -€ E 

( 2-20) 

Pero 

( 2-21) 
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por lo que (2-20) desarrollando operaciones es 

r, y -b 2 z -h 2 ("' . . 2]~ 
e:= ékZ)

2 
+ [ ~·) + [-\e-] + tf + kX) 

Con todo lo :cal~ulado hasta ahora, se pUede 

deterr.ifnnr el estado de esfuerzos al que está sujeto el cuerpo ,D, bajo 

las condiciones cfnem~tfcas impuestas. 

Si se parte de que el cuerpo Bes e14stico lineal )rSJ ecuaci6n const.J. 

tutiva es: 

~(x,v,z) [~) = s(x,v,z) [I] + c(x,v;z) [E]+ o(e:) - :::: - ( 2-23) 

Considerando que los esfuerzos residuales Scx.V,Z) [!) son nulo.s. y 

estimando un error de orden O( E), ~· asumiendo por otra parte que B es homog~ 

ne~. isotrópo y elástico ~inei'.11, - - - - - los esfuerzos estan dados por: 

donde a es el módulo de Young, ves el coeficiente de Pofsson O<v<~ y 

~(X,Y;Z) es el Tensor de deformación infinitesimal, (X,Y,Z) e B. 

( 2-24) 

Por tant~. despu~s de sustituir datos en (2-24), se determinan cada 

una de las componentes del Tensor S(X,Y,Z), también llamado tensor de P1ola

Kf rchhof.f, cuya representac16n matrf c1 al es: 

. . B 
[~(X,Y,Z)]-l+v 

tl kZ+ _; ¡-;i'4-b + zch-1 
r-Zv[b 11 

o 

y -b . ~ z -j 1-v t, + V. kZ+ 1. O 
1-2\i IJ 1-2\i 11 

. 1_.;, z1-h . : \J . f; y4~i..i 
0 1-2v -h- + l-2vlkz+ bj 

o 

en (X,Y,Z) e: B 

1 3 
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,1 
1 

• 

El objetivo·'Siguiente comprende la discusión de las cargas que producen . ' 

el fenómeno objeto del presente trabajo para lo cual ·se debé · mostrar prj_ 

meramente que Piol·a-Kirchhoff •. satisface las condiciones ·de cons1stenc1.a. 

para fuerzas y momentos expresados por: 

div ~(X,Y,Z) + ~(X,Y,Z) = pf(X,Y,Z) •!caso 

~(X,Y,Z) ~T(X,Y,Z) • ~(X,Y,Z) ST(X,Y,Z) 

estático 
} en (X,Y,Z)eB (2-26) 

De la primer condición de (2-26) se dc'termina· el campo vectorial 

b B + R3• llamado fuerzas de cuerp~: 

dlv s(x,v,z) + éo (x,v;z) • ! o 

E,,(X,Y,Z) = - dlv S(X,Y,Z) 

que en componentes cartesianas se reduce a: 

·· .. 

( 2-27) 

( 2-28) 

Por lo que al sustituir datos en (2-20) y realizando las operaciones 

correspondientes se tiene que cada uno de los componentes de fuerzas de 

cuerpo son: 

( 2-29) 

Reescribiendo la expresión para bo3 en (2-29), 

= -a 
2( 1+")(1-2vl 

x2.- L - az1 
Lh 

Observación 2-2: (2-30) implica que · 

gido de ~a siguiente manera: 

( 2-30) 

el movimiento de~ cuerpo est~ restr1_!!. 

Para un problema ffsico dad~. :, .. - - - ·- .... bo3 , .a. V son datos, Por 
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tant?• 1a • _ incógnita es _k, que por depender de ciertas varhbles es 

más diffc11 conocerl.a, resultando este procedimiento más factible para resol_ 

ver un prob~ema dad~, que partir a ~a inversa dar un va~or de ~. y despu~s 

buscar un material que dado ·su peso y propiedades mecánicas satisfaga el va 

lor de k dado. 

Despejando a de (2-30); · 

• T2c1+v)(1-2v) · bo3 
. a [ $ ( 2-31) 

Esta último expres16n indica qu~ parámetros hay que controlar P!!. 

ra decir que va~ores debe tener e~ ~ngu~o de rotaci~n ~· y en base a esto d~ 

cir sf el problema :- - - - ·- .. es 11neal o no lineal en cuanto a deformacio . . -
nes o sea que los gradientes de los desplazamientos sean pequenos o grande•.• 

Ahor_a, procediendo a examinar 1a segunda condición de consistenci_a, 

o sea equilibrio de momentos. 

Para ~(X,Y,Z) FT(X,Y,Z) ;.se tiene 

(l+kZ)~l-,v kZ 
~- .. v 

. r.z ~2 
}~+ kj 

O Y4 [1-v Y4-b + V -¡;lr=rv -b- l-2v 

}tt + k~ [!+kZj + 

--.l+kx 1-.v 1 + v. kZ+-·-· . o tea ~~ · z-h : [' y,¡-bJU 
n · l-2v 11 r-rv · b·. · 

, 5 

o 

o 

'h1~--"2" ~ + i-"2v[kz+ Y4-:u 
. . J 
en· (x,Y,Z) E B C2-J2) 



• 

Para F(X,Y,Z) ST(X,Y,Z)! - - . 

[l+kz]G1-~~kz+ i-'2~rrb + z1
h"hLJ+ º }t1+kzj~l+k~+ 

~ 2 taz.~~··z·-h ·· Y-uíl kX . . l+kX 1-v l + " (kz+ 4 ) ·. " . r:rv " r:rv --¡;-

o 

en· (X, v;z) e B ( 2-33 ) 

Observación 2-3: 7\nalfrando " (2-32) y (2-33), de acuerdo con la ecuacf6n de 

equi11brio de mamento.s deber{m ser iguale:;, de entrada .se aprecia que no 

'lo son, pero existen condfcfones suficientes que· 

iguales. la~ que a continuaci6n ·Se discuten 

pennften que si sean 

Oe (2-32) y (2-33) se observ.a, que para que estas sean iguales se d~ 

berá cumplir que: 

z 
zÍ¡ = } [l+kZ] ~ 

z -h . ( + · 1-v l + v . kZ 
'R\i -¡¡- r:rv ( 2-311l 

La condici6.n, que hace posible que (2-34) sea válida es: 

z -J.= l + kZ y, 

z1-h [ . Y¡j-b) 
(l-v) -¡;- + v kZ + -b-) e O ( 2-35) 

Para que la segunda expresión de (2-35) sea satisfecha, se deberá 

'cumplir que: 
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z -h -t- = o .... •1 h, y 

y -b 
kZ + -4,--- • O. ( 2-36) 

Con z
1

i:ih en la primera expresión de· (2-35) se determina que k=9, y 

a su vez con esta condición en ~a segunda expresión de (2-36_), se deduce que 

y4=p,. - Por tant~, tenemos que una cond1cfón muy important~, que haga posible 

que (2-34) sea satisfecha, y por ende la condición de equilibrio de momentos 

es: 

(2-37) 

Es de esperarse que (2-37) no e5 la antca condicid~, deberán existir 

otras condiciones cinemáticas que satisfagan (2-33) y por tanto (2-34). 8 

Por otro lado, analizando la condición k~O, para la ecuación de equi 

librio de fuerzas (2-30), se determina que: 

ademá~, 

de donde 

-ak 
2(1-v)(i+v) 

para que k=O 

x2-L-az1=0 o 

tan 
•2·L 

e= -
•1 

= 

se 

bo3 + k = 2ci-2~ici+~i = o ..... bo3 = o, (2-38) 
a 

tendra que satisfacer que: 

x2-L;;az1 -+ az 1 = Tan e •1 = X2""~• 

( 2-39) 

La ecuación (2-39) lo que éonfirma, es lo que se establece en la confi 

guración defonnad~, o sea se demuestra algo -que ffsicamente se da en 
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en el fenómeno que se supon~. a través de ( 2-7) • 

Observand2 (2-37_), (2-38) y (2-39) 1 puede apreciarse. más adelante, 

que estas expresiones 10 que garantizan es un-estado ·de cortante·simp~e sin 

extensión. 

Observación 2-4: Anal izando todo lo encontrado en las expresiones de (2-32)

(2-39_), se puededeci_r, que estos coriducen a ·tener tres prob~emas de cortante 

a trata.r. que son: 

a) Un cortante no 1 i neal con extensiones en ~l' ~ y ~, 

que resulta de la existencia de ciertas condiciones cinem&ticas diferentes 

de (2-37), tal que (2-35) sea satisfech:a, · es el caso tratado hasta aquf. 

b) Un cortante simple lineal sin extensión producto de (2-37) y 

(2-38) en (2-34) donde las deformaciones sean infinitesimales, y el último 

e) Un cortante ~ fneal con extensfó.n, que seria un caso fntermedf? 1 

producido por (2-35). y que más adelante se discute . ampliamente. 

Es en base a lo anterior, que se propone a estudiar separadamente 

ilÓs casós"antes.rnencior.ados. 

2-3.1 Tracciones de Superficie y·condiciones ·de Frontera caso a) 

para este cas~. servirán todos los campos materiales encontrados hasta 

·(2-35) faltando por determinar. tracciones de superficie, condiciones de 

frontera, elementos mecánicos· y la representación material de~ tensor de 

Cauchy. 

A continuació_n. se determina el campo vectorial 1 B + R3 llama 

do tracciones de superficie. ·Del Teorema ·de Cauchy tenemos 

s = S n en a~. ( 2-40) 
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donde 

!!.. : aa ~ R
3 es el campo vectori.a~ de vectores un1tar1o.s. normales 

a aB. 

S : Tensor de Piola Kirchhoff 

De acuerdo con el sistema de coordenadas y las fronteras enumeradas 

ver (fig. l), .. las tracci.o~es soo:.:_ 

Para ae2 con !!. = (-.1,0,0); 

· s
1 
(o,v.,z) = -B 

(l+vlli-2v) {
. ~4-b •1-~ 
"[_b_ + -~-] 

Para as3 con!)_= (0,1,0), se tiene 

B { . . Y4"b (z¡~h) •} 
s 2(x,_b,z) = (l+v)(i-zvl (1-vl -¡;- + v h +. ~kZ. , 
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~ara aB4 con !!. = (p,1,0), se tiene 

s1(X,O,Z) = O, 

Para la frontera aB5 con !!. ~ (p,p,l), 

s1(X,V,h) ~ n&i ·tnl + k~, 

s2(X, Y ,h) = O 

se determina 

Por ~ltimo para aB6 con!!.= (0,0, .. 1_), se encuentra 

Sl(X,V,O) m Úi~vi~l + k~, 

s2(X,Y,O) =O, 

\1 k~. 

Observac16n 2-5: de (2-41) puede decirse, que 1 a barra . bajo 

en aB (2-41) 

estudio 

1 está sujeta a tracciones de superficie en todas las cara~, en algunas con 

tracciones normales y cortantes, entend1~ndose mejor al ver la (f1g. 3), don 

de estan representadas esquemáticamente, tracciones de superficie y fuerzas 

de cuerpÓ. • 

El objetivo siguiente ·.··• es determinar las condiciones de frontera 
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a que esta sujeto B. En la intersecci6n de ae4 Y ae 6, evalua.ndo 

(2-13) con u(X,O,O) resulta 

u(X,0,0) = (O,O,O) 

por lo que el cuerpo ~. deberá verse como en la (ffg. 4). 

2-4 ELEMENTOS MECANICOS 

(2-42) 

En esta parte, se pretenden determinar los elementos mecánicos (fuer. 

zas y momentos). que actuan sobre la sección transversal Sr de _B. producidos 

por el vector esfuerzo ~ = Cs1, s2 , s3) que actua sobre es t~, como se i l u~ 

tra en la (fig. 5.J, y que al integrar los campos vectoriales de momentos y 

tracciones sobre ST, se obtienen dichos elementos mecánicos mediante: 

f(X, Y ,Z) 

!!(X,Y,Z) f !!!_(X,Y,Z) dA 
ST f (P(Y,Z)xS(X,Y,Z) dA = (M¡(X,Y,Z), 

s - -
T 

M
2

(X,Y,Z), M
3

(X,Y,Z)) 

en (Y,Z)EST 

( 2-43) 

Para el problema bajo análisis .~•cortante no lineal con exte!!. 

s_fón, Se tiene ·en la sección transversal la nonnal unitaria es: 

!!. = (_1,0,0). ( 2-44) 

además el vector esfuerz~, esta dado por: 

[ [ fY4-b z -hl 
• §_(X,Y,Z) = (S1(S,Y,Z), O, s3 (X,Y,Z) = Ql+vlfI-Zv) vl'O + -ii- + 

+ (l-v) k~, O, zjl+vl ~l ~ ~1 en (Y,Z) F- ST (2-45) 

De acuerdo con (2 ... 45) sol o actuan en Sr dos fuerza:5; una nonnal en 1 a 
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d1recc16n X y una fuerza cortante en la d1recc16n °!-• las que se determinarán 

al sustituir (2-45) en (2-43), realizando la integración cama sigue 

+ (!+\;) k~ dY dZ 

~,---.;ª~~ {. v[h(y
4
-b)+b(z

1
-h)] + (1-v) x2-L-azl ~} 

ll+vll i-2v) < 

(2-47) 

fh f b a [ az¡ ;] a r (x2-L-az¡) ;;i 
F3(x,b,h) = 

0 0 
~) -¡¡- + kJ dYdZ = Z(l+v) Ll b + . L bJ (2-4g) 

Como se puede observar. en las expresiones para F1 y F3 • se simplific!_ 

ron al sustituir la definic16n de k tal coma se hizo en (2-9). 

En cuan·t.o al vector momentos !1_(X 1 Y,Z.), dado pqr ( 2-43) en la 

expresi6n para momentos, el vector de pos1c16n f.(Y ,Z) est4 dado por 

f.(Y,Z) = Y_!z + Z.!J en (Y,Z) E ST' ( 2-50) 

y tambié.n, el vector esfuerzos está dado por: 

~(X,Y,Z) = Sk(X,Y,Z) ~en (X,Y,Z) E B, (2-5!) 

Po-r otro lad?,se ti.ene que los componentes de momento por unidad de 

área están dados como sigue: 

!!'_(X,Y,Z) • f.(Y,Z) x ~(X,Y,Z) •X°'~ x Sk(S,Y,Z) ~ 

: X°' Sk(X,Y,Z) ~ x ~k X E fil 

: X°' Sk(X,Y,Z) 'ak~ ~~ (Y,Z) E ST 

con a=~.~. ~. !=~ 1 2 1 3 · 

(2-52) 

Por lo que cada uno de los componentes de !!!_(X,Y~Z) de acuerdo con 

(2-52.J, y haciendo el cambio de coordenadas (X,Y~Z) = (x.l' x2, x3l. con el 
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objeto de simplfffcar el manejo matem4tic~, son como sigue: 

X¡ E [i, 

m1 (x1 ,x2,x3). = x2 s 3(x.¡ ,x2 ,x3) - x3 s2(x.¡ ,x2,x3l 

m2<x1·'2·•3l x3 51<•1;•2·•3> 
(x2,x3) E ST(2-53) 

m3(X.¡ ,x2,x3) e • ;¡2 Sl (x.¡ ,X2,X3) 

NOTA: Se les colocó ~a barra arriba a x1 .x2 y x3 en el cambio de coorden~das. 

con el fin de no confundirlas con las coordenadas de los punto~, definidas al 

prfncipfo del trabajo. 

Por lo que al sustituir. (2-45) en (2-53) y éstas a su vez en (2-43) 

M20<1 ,b,hl.=f:J:x3 s1 <x1,x2,x3> dx2 dx3, 

h b a .. . . Y4"b ii ~h . . 
= ÍaÍa n+VJT1-2vl {'{-1;- + "'"'rJ +( 1-vl k x3 }x3 dx2 dx3, 

(2-55) 
después de realizar operaciones · 

_ a [ ~4-b z1-")bh2 
- (1-v)(1-2v)vl-¡;- + lfJ-Z- +(1-v) 

(2-56) 

Observaci6n 2-6: Analizando (2-54)-(2-56) se observa· que Sr est4 sujeta a 

dos momentos flexionantes M2 y M3 Y un momento torsionante M
1

, debiéndose 
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este ú'ltimo a la ubicación del sistema de refe'"ncia,principalmente, • 

2-5 TENSOR DE CAUCHV 

S1gu1endo con el an~l1sis • a continuación se determina ~a repr!_ 
., 

sentac16n material del tensor de Cauchy, misma que se relaciona con 

los tensores de Piola y gradiente de deformación mediante la siguiente expr~ 

si6n: 

~(X,V,Z) • del E(X,V,Z) !m(X,V,Z) E"1 (X,V,Z), a) 
-l T en (X,V,Z) 

!i,;(X,V,Z) = (det E(X,V,Z)) S(X,V,Z) ~ (X,V,Z), 

donde: 

!m(X,Y,Z) es ~a representación material de C~uchy, 

adema~, además 

es deci~, sim~trico. 

e: B (2-57) 

( 2-58 ) 

Por lo que, sustituyendo datos en (2-57), y desarrollando y simpl if!_ 

cando se determf na. que: 

(l+ki){l~zv ltZ+ V ~4-b + Z¡·"]} + O 
" V 1-2V[b 11] 

}~1 + kJ
2 

Jm(x,y,z) = [ J 
ahh Y4 {1-v Y4-b + v r;z + '1"hi} 

Cl+ Jy4z1 \l+kl) 0 o !-2V--¡;- 1-zvl'.' -¡¡-j 0 

1 ~¡ ~ :ifl-v '1 -h 
l[(l+kZ) [11 + kJ + O li\l-2v rt + 

l
rCXZ1 + kx} {. 1-v '1 -h + V íkZ+ Z4-~} 
11 1-2V -n l-2VL: bJ 

L 
• (X,V,Z) E D ( 2-59) 
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Observación 2-7: Analizando los elementos que conforman !m(X,Y;Z,l, se 

observa que este no es s1métric~ .. y ~o será s.i se establecen las mi!_ 

mas candi e.iones que satisfacen (2-39.) ~ ya que Cauchy se relaciona en forma d! 

recta con el equilibrio de momentos, obsérvese· (2-57) y (2-32). Por tanto, 

de una u otra manera se hubiesai abordado los tres temas a desarrollar que se 

mencionaron en su oportunidad anteriormente. ~ 

2-6 CORTANTE . PURO 

Este fenómeno, se obtiene al introducir las condiciones (2-37) y 

(2-36) en (2-32), (2-33) y (2-34.J, ocasionando una serie de simp11ficaci.!!, 

nes en todos los desarrollos, hechos hasta (2-34). 

El cortante simple tal y como 1,0 impl lean (2:37) y (2-38), es la 

fonna como lo trata: 1~ mecánica cl~sic_a, es imposib~e de reproduclrló dado 

que (37) no puede . satisfacerse por ningún materia_l, que posea masa y sujeto 

a fuerzas gravitacionales, aún cuando la mecánica c14s1ca diga que ~os efectos 

debido a peso propio son despreciab~e:;; y pareciera esto cóngruente con (2-38). 

Es con estas ideas en ment~. cómo se desarrollará el cortante simpl~, 

tratando de ligar el planteamiento de la·modelación mecánica con la mecánica 

de materiales clásica. 

Por principio de cuenta~. :se· tiene la funci6n de deformación que re 

sulta de aplicar (2-37) en (2-7.J, que es: 

f(X,Y,Z) (X+aZ,Y,Z) V (X,Y,Z) E B (2-60) 

donde (2-60) es la función de deformaci~!l· que representa un cortante simple. 

tal y como ·se encuentra en los diferentes textos de Mecánica del Continuo. 

Es de esperarse que los cambios sufridos por . 3 
f:B+f(B)CR , alteren todos 
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los campos y tensores determinados anteriorment!!, como se describe a- c:ontirtu~. 

ción: 

Obsérvese que para el campo tensorial ·~:B~L(R3 ,R3) llamado gradiente 

de deformación, su representaci~n matricial está dada pOr: 

= F en (X,Y,Z)oB ( 2-61 ) 

Observaci6n 2-B: debido a que ~(X, Y ,Z) no depende de las coordenadas, (2-60) 

representa una deformaci6n homogénea. · Ademá:s .es fácil - - detenninar que 

dct F = 1 > O ( 2-62) 

Siendo (2-62) de particular importanci.a; ya que el hecho de que 

det F=l significa que el movimiento dado por (2-60) es un movimiento isoc6r.J.. 

co, es decir preserva volúmene.s, siendo esto una de las particularidades de 

la teorfa clásica del cortante simpl~, en la que se establece que solo hay 

distorsiones angulares sin extensió~. implicando a su vez esto que no haya 

cambios de volumen. • 

Por otro lad.o, se tiene que la funcic5n inversa de deformaci6n: i .e. 

t" 1 :f(B)~s es: 

-1 * * * * * * * * * * f (X ,Y ,z) =(X -aZ ,Y ,Z) Y(X ,Y ,z) of(B), ( 2-63) 

cuya representación matricial del gradiente es: 

-1 * * * [Vf (X ,Y ,Z )] ~ o "J 1 .º en 1{B) 

. o · l 
( 2-64) 
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Por tanto, de (2-61), (2-62), (2-63) y (2-64) puede decirse que 

·.esto~. 1 1mp~ 1 can-· que (2-60) es efectivamente una funci6n de defor 

maci6n. 

A continuació.n, se pretende enunciar ~as expresiones resultantes para 

los campos tensoriales de deformac16~. desp~azam1ento~, deformaciones de 

Green 00 Cauchy derecho e 1zqu1erd~, infin1te:~1males y de ·eSfuerzos. 

Tensor gradiente de defonnaci ~!1 • dado por 

~(X,Y,Z) • F¡}X.V,Z) ~i Q .!!J V(X,Y;Z) c·e. ( 2-65 ) 

De acuerdo a (2-61), implicó que (2-64) esta dado para este caso como: 

F(X, V ,Z) = F • [~l A ~l + ~ A ~ + ~ A ~ + ~1 Q !,Jl• 

en (X, Y,Z) ,; e ( 2-66 ) 

. . 3 
Ahora, se determina el campo vectorial· !!.:B+R., llamado desplazamie!!_ 

tos dado ·p9r 

ü(X,V,Z) • (aZ,0,0) V(X,V,Z) e B. ( 2-67 ) 

Cuya representaci6n matricial del campo tensorial vu :B .. L( R3 , 1t3), l la 

mado gradf.ente de desplazamfent~, es la siguiente: 

[y~(X,Y,Z)]= [~~] ~ :-~. V (X,V,Z) cB. ( 2-68) 

Siendo su representación tensorial, la siguiente expresión 

~u(X,V,Z) =y~=a~l A~ V(X,V,Z) cB. ( 2-69 ) 

.El Siguiente objetfv_o, es determinar los ·tensores de deform~ 
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ción de Green-Cauchy, derecho e izquierdo esto es e y B ·cuyas representac1!!_ 
" " 

nes matriciales son: 

[C(X,Y,Z)] = [~] 

y 

o· 

l 

o 

:1 en (X, v;z) .; e, 

l+aj . 
( 2-70) 

Enseguid?• se determina ·e~ campo tensorial ~:e+s(R~.i(.), llamado 

defonnac1ones infinitesimal es, definido. por 

1 T ~(X,Y.,Z) = '2' [yu(X,Y,Z) +y J!.(X,Y.,Z)J en (x,v.,z) E·e. ( 2-72) 

Cuya representación matricia~ es: 

[~(X,Y,Z)] [~] 
[

: : ~] en (X,Y,Z) E e 

a/2 o o 

. <2-73 j 

Estimacf6n del error _e, que se admite al linealizar el prob~ema de 

cortante puro. 

(2-74l 

Observación 2-9: Tomando en cuenta las componentes de [9, 'se .llega a la con. 

clus16.n, de que la anfca defonnacf6n que estli presente en la barra es la debf 

da a~ cortante en e~ plano X~. por ~o ·qu.e, .el siguiente objetivo será d~ 

tennfnar el estado de eSfuerzos ·que próduce ·dicho estado de deformacf6n. Es 
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1 • 

de esta fo.rma que tomando .en ·cuenta (2-24) y (2-73) que se determina ~l te!'. 

sor de Piola-K1rchhoff como: 

[~(X,Y,Z)] = [~] ~ l~ [: 

· a/2 

o 

o 

o 
ª'] o en B. 

o . 
( 2-75) 

• 
Por otro lad.0 1 as1 como en el caso anterio,r 1 aqu1 también debe verff.!.: 

t:"arse.·, que ~ satisfaga las condfcfones de equilibrio de fuerzas y momento~, 

expresados a través de (2-26) de la primer condicf6n en· (2-26) (equilibrio de 

fuerzas_). se determina 
. 3 

el campo vectoria~ ~:B+R ~lamado fuerzas de cuerpo, 

que de acuerdo con (2-75) .. se infiereque las tres componentes son: Ver Fig. 6 

( 2-76) 

Observaci6n 2-10: Tomando en cuenta (2-76), se tiene es un caso ffsj_ 

camente imposible de reprtiduc_fr. ya que no existe un material en la tierra con 

tales caracterfsticas (fuerzas de cuerpo nulas). Por lo qu~. el cortante P!! 

ro es un problema estrictamente 1mpos1b~e de reproducir' . a 

El sf,guiente pas~; es verificar:- equilibrio de momento~. para esto 

:se utHiza la segunda expresión de (2-26) asi como (2-61.J, (2-75), de donde 

se determina después de sustituir datos y rea~·fzar operaciones que: 

l'" o 

:J T 
0

B o en B, y ( 2-77) [SF ] • 1- O 
-- +v 

a/2 o 

r· o at2\ 

'[FST] = _L O o :J en B. ( 2-78) 
-- l+v 

a/2 o 
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Como se podra observar, a traves .de (2-76), (2-77) y (2-78) y toma~· 

do en cuenta (2-26) que Piola-Kirchhoff .(2-75) satisface equilibrio de fue!. 

zas y momento~, por ~o que · e-1 . Siguiente pas~. Ser~ determinar e~ campo 
3 vectorial ~:B~R llamado Tracciones de Superficie. 

2-7 TRACCIONES DE SUPERFICIE Y CONDICIONES DE FRONTERA 

Para determinarlas, se tomara en ·cuenta la ecuación (2-40) con todas 

sus caracter1st1cas expl fcadas ante·r1armente. Es en este sentid~. que ~e· d~ 

termina que las c"orrespondfentes tracciones de superficie son para cada fron 

tera como sigue: 

Para la frontera ae 1 con n = (~.9.0): 

s1(L,Y,Z) 

s3(L,Y,Z) 2\l+v}" 

Para as2 con ~ = C-.1,0,0) 

s
1

(0,V,Z) 

s3(0,Y,Z) 

s2(0,Y,Z) =O, 

ª" S3 = - 2(l+v) 

Para 1 a frontera ae3 con n = (~ ,1,0.), 1 as compone!!_ 

tes de tracción son: 

De igual maner~. para ae4 con.!!.= (~~-~.o) 

Por otra parte, se tiene que para aa5 con !l = (p,p,1), lo· si 

gufente: 
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Sl(X,Y,h) = sl = 2(~v)• 

S2(x,v;h) = S3(X,Y,h) = º· 
De ~a misma maner~. para ·as6 con!!.= (~ 1p 1 -l) encontramos 

Sl(X,Y,O) • 51 • - 2cf"+VJ• 

S2(X,Y,O) = S3(x,v;o) = º· 

La representación gráfica de ·fuerzas de ·cuerpo y tracciones de supe!: 

ffcf~, se ilustra en la(.!!A - ·51 

2-8 ELEMENTOS MECANICOS 

Continuando con el estudi~, e~ Siguiente paso a rea~izar, sera 

la determinación de elementos mecánicos (fuerzas y momentos), de acuerdo como 

lo establece la mecánica de materiale~. en la sección transversal de la barra, 

5r, fnducfdos por el cortante puro. 

Antes de evaluar 1os elementos mecánico:;, s·e discuten· las cond1c1.Q._ 

nes de frontera tfpo D1r1chlet, en la 1nterseccf6n de las fronteras ae4 y 

ae6• Oel campo de desplazamientos: 

!!.<.x.v,Z) = (aZ,O,O_), V (x,v .• z) E B (2-80) 

Por tanto con 

!!.(o,o,o¡ = (o,o,o.>. ( 2-81) 

con lo que el cuerpo debe verse como en la (Fig - 7). 

Respecta· a 1 os elementos mecánico:;, se obtienen media!!_ 

te las ecuaciones (2-43). Se sabe por otro ~ado que el vector esfuerzo que 

actua en ST para este caso con n = C.1.~.0) está dado por 
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~(X,Y,Z) = (O,O,llct/l(l+v)) ( 2-82) 

Por lo que ~e acuerdo con (2-82) y (2-43_), se determina que cada una 

de las componentes de los elementos mecánicos son: 

FUERZAS 

F1 (x,b,h) 

F3(x,h,h) 

MOMENTOS 

F
2

(x,b,h) = O 
h b : ... 

F3 e f 0f 0 21f~v) "dydz = llctbh 
m+vT 

( 2-83) 

Para este cas!J, se tiene 

inentos por unidad de a rea son: 

. de acuerdo con (2-53) y c2:02) que los ml!_ 

m1 (X,Y,Z) = Y s 3(X,Y,Z) 

m2 (X,Y,Z) = m3 (X,Y,Z) •O 
} en 5r ( 2-84) 

Por lo que las componentes de momento_s, de acuerdo con (2-84) y (2 .. 43) 

resultan ser: 

M
1
(x,b,h) 

M2(x ,_b,h) 

- - f hf b ª" . - !la b2h ) - Ml - o o 2(l+v) y dydz - 4( l+v) en ST 

= M3 (x,b,h) = O · . 

( 2-85) 

Observaci6n 2-11: Analizando (2-83), (2-85) ·se corclulle'q"" la barra en cor 

tante puro está sujeta a los e~ementos mecánicos de una fueY.za cortante en la 

direcc,i~n ~3, y un momento torsionante en la direcci~n ~l' este ~~timo de 

bido principalmente al sistema de coordenadas emplead~, el cua~ está ·fuera 

del centroide de la Sr. 
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2-9 CORTANTE LINEAL CON EXTENSION EN ~l' ~y~· 

Este cortante, es producido por las condiciones suftcientes que hacen 

posible que el balance de momentos (2:32.), y (2-33) sea satisfecho, las que 

a continuación se enlistan 

z 
-¡f- • 1 + kZ. 

de (2-86), también se tiene que: 

kZ • Zi;h. • 

Y por otro lado se tiene (2-35) 2, que a continuación '.se reéscrlbe: 

Z¡-h ( y4-bJ 
(1-v) -¡¡- + V \kZ + -b- • o. 

y 4-b 
Despejando ---O-- , se tiene que 

y 1·h 
-h- - kZ, 

a su vez de (2-89): 

Y4 = 1 1-v zl-h kZ 
b ---v-¡;-- . 

Por otro lado, de (2-38)! 

+ = i-~ (kz + y'\:b)· 

( 2-86) 

<2-87) 

( 2-90) 

( 2-91) 

Dependiendo de las·codiciones que se elijan, se tendrán los siguie!!. 

tes estados de esfuerzos (Piola-Kirchhoff). De esta manera se obtiene uti 

11zando (2:86) y (2-91) el estado de esfuerzos esta dado a través del s1 

gui~nte tensor de esfuerzos 
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l~vGz+"r4"tü .o . ~a+k(X+Z)J 

~(X, Y~Z) 1 ~" o bt~b + ".~~ o en· (X, Y ,Z)oe( 2-92) 

l[a+k(X+Z)] o o 
. . . . . . 

Observaci6n 2-12: al utilizar las condiciones anteriormente seHaladas, sel!!, 

gro eliminar 533 y por ende la tracci6n de superficie en la direcci6n ~· 

aún cuando ~(X,Y,Z) sigue dependiendo de X,-·z. 

Ahora, con las condiciones (2-86) y (2-90), encontramos ·que .el estado 

de es fuerzas es: 

r Zl•j k:- 11 o } [a+k(X+Z)] 

~(X,Y,Z)=1 ~" o t z1-h] - kZ +T o en (X,Y,Z)oB, ( 2-93) 

}[a+k(X+Z)] o o 

Observación 2;13: Como se podrá observar. a~ igual que el caso anterior. se 

obtuvo una simplificaci6n similar,• 

A continuación, se incluirán otras condiciones, con el ffn de hacer 

la mejor simplificación. Como una primera alternativa, se sustituirá (2-87) 

en (2-93) manteniendo la componente 513 como en (2-25), es decir, sin h.!!, 

cerle ningún cambi~, de esta forma: 

1 1•1-h Y4·~T 
l+v [ñ"" + " ~ O 

~(X• y; z )-1 !v 0 ~~;tfb + v(ZrhJ 
34 

1. 1""1 + kJ 
~en ·J 

O. en (X,Y,Z)oB 
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o 
o .J 

Utflfzando (2-87) en (2-93,) ,· se tiene que 

o o }t~l + k~ 
~(X, Y,Z)-l~v o ~+i 2i-h o en (X,Y.,Z)eB, ( 2-95) - v-11 

it•1 . j z-¡¡- + kX o o 

Observaci6n 2-13: de la expresi6n (2-95), se concluye que existen algunas 

simpl 1 ficaciones importantes. como lo son: 

l. ~(X,Y,Z) solo depende de una sola'coordenada, la (X) y no de 

(Z) como en (2~92) y (2-93), 

2. Se logr6 elfmfnar la traccf6n en la dfreccf6n !i• adem4s de lo 

tracción en !!a• ya eliminada en (~92) y (2-93). 

·3. También, se eliminó la contribución de la deformacf6n unitaria 
- y4-b 

en la dirección· .!2• esto es -O.-• y so~o depende-de ~os par! 

metros x2 , z1 , adema:s de la coordenada X. 

Como se podrá observa_r • (" 2- 9S) representa un estado de cortante 

can tracción de superficie en la dirección e2 . Procediendo con el es tu 

di~. se determina a continuaci~n el estado de cargas que produce el estado 

de es fUerzos ( 2-95). 1 

El campo vectorial 
• 3 
E_:B-+R., ~~amado fu_erzas de cuerpp, :esta dado para 

este caso, utilizando la ecuación de equilibrio de fUerzas (2-26) de la sigui•!!. 

te manera: 
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~cx.v~zl =. d1v ~(x.v,z.i.· 

que en componentes- es: 

Por lo tanto, con (2-95) en (2-97} cada una de las 

componentes de fuerzas de.cuerpo són: 

bo1 (X,V,Z} =O 

bo2(X,Y,Z} =O 

bo3 = ~k .. .. L l _ B . · ·~2·· .~~l 
- '2TfiW Lh 

2~10 TRACCIONES DE SUPERFICIE y CONDICIONES DE FRONTERA 

(2-96} 

(2-97) 

(2-98) 

En esta parte, 

cienes de superficie, 

. 3 
se determinará el campo vectorial S'B+R llamado trae 

. . - • I -

que se obtendrán utll izando (2-40} y ca. 95). en 

las fronteras Correspondientes , con sus respectivas norma~eS unitaria~, por 

tanto&· 

Para 1 a frontera aB1 , con !! = (_1,0 ,O) 1 se tiene 

s1(L,Y,Z) = s2 (L,Y,Z) • O,. 

_ B f 2 1 ~ 
s3 (L, Y ,Z} - (!+") 2 [" + k~.r 

Para as 2 con !!. = (-1,p,o_), se tiene 

s1 (O,Y,Z} = 52(0,V,Z) =O. 

-B razl] s3(o, Y ,Z) = n+VJ"2. [" • 

A continuació:i·se tfene para la frontera ae3 con.!!.= Cp •. 1.0.>. 

las componentes de tracciones de superficie: 

s1 C.x,b,z) = O 
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52(x,b,z) 

53(!' •. b;z) 

i!v 
2 1·h l+v 

• - = -vll".v. 

= º· 
Y para as4 con !!. = (O ,-1,0.J. 

5
1 

(X,O,Z) • O, 

· . . ª 2 i ~h 
52(X,O,Z) = v r¡- = 52 , 

53(X,O,Z) =O. 

Por otra part~. 'se ti ene 

las tracciones són: 

para as5 con !!. = (O ,o ,1), que 

51(X,V,h) = l!(t+v). ~l + k~, 
52(x,v;h) • 53(x,Y,h) •o. 

Y para la frontera.as6 con.!!.= (~.~~-1.); tenemo~, 

s1 (X,Y,O) • 2 tl~v) ~l +k~ 
52(X,Y,O) • 53(X,Y,O) =O 

Observaci6n 2-14: Antes de representar grHi.carnente (2-99.J, debe, 

en 
(X,Y,Z)eaa 

2-99) 

determi 

nar el estado de deformaciones infinitesimales y el campo de desplazamientos 

asociados a (2-95.), asf como las condiciones de frontera ·que esto fmp~fc~, 

para garantizar si las tracciones encontradas son las correctas. • 

Por lo qu~ ·el siguiente objetiv~. ·es determinar el tensor de 

defonnacfones fnffniteBimales ~· que de acuerdo con [ 13 ], se tiene que 

la relación de formación esfuerzos es: 

( 
l . 

~ x. Y ,Z) =ji [(l<v) ~ - v(tr ;J !J en (X, v;zJ e B (2-100) 

De donde, al sustituir (2-95) y Tr ~ en (2-100), sé tiene que la re 

presentaci6n matricial de E, -esta dada por . 
37 
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[~(X,Y,Z)].= 

Z¡-h 
11 

o 

} t~l + k~ 

1 .f"zl + kJ 
2'.["·] 

o en (X,Y,Z)EB (2-10!) 

. . 3 
A continuac1dn, ·se intenta'·: determinar el campo vectorial !-!_:B+R 

llamado campo de desplazamientos.Pero antes debe verificarse si (2-101) sati!!_ 

face las ecuacionP.s de compatfbi~ida~. con e~ fin de garantizar un único cam 

pode desplazamientos asociado a (2-101). 

Asi ,se tiene que de acuerdo con [ 17 _], 

compatibilidad, dadas a partir de 

rot rot E = .Q. en (X,Y,Z) 

son 

E22,33(X,Y,Z) + E33 22(X, v;z) . . = ~ • 
E33 , 21 (X,Y,Z) = o • 

o • 

las seis ecuaciones de 

( 2-102) 

E11 , 33 (X,Y,Z) 
en (X,Y,Z)eB 

E11 , 32 (X,Y,Z) 
( 2-103) 

o • 
E11 ,22 (X,Y,Z) = 9 • 

E22,3! (X, y ,Z) = o. 

Tomando en cuenta (2-101) se concluye que· se satis.tacen' las sei~. acua-

clones ae{2-'!03),implicando que existe un único campo de desplazamientos aso 

ciado a (2-95) . 

Por lo tanto, 

ten candi cfones por · 

tomando en cuenta lo anterio_r, 
. 3 

determinar ·.!!_:B+R . 

puede deci·rSe que ex1 s_-

Antes de proceder a determinar. cada una de 1 as componentes del vector 
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de desplazamiento~,se hace: el Siguiente cambio dp sistem~ de coordenadas 
. -

(X. v;z¡ = x1 , X2 • X3), con el prop6sfto de hacer más ·operativo ·el manejo mat!!_ 

m!tlco, 

Cada una de ~as componentes de !!.• esto es u1 (X1 , X2 , X3), 

u2 CX1 • X2 , X3 ) Y u3 (X1 • X2 • X3.l. se obtienen.a~ integrar las relaciones defor 

mac1~n desp~azamient~, dadas por 

de (2-104). se tiene que las seis ecuaciones impllcitas en lo expres16n me~ 

c1onada son: 

E11 (Xl' X2, x3¡ = u.l .l (X1 , X2 , x3.l, 

E22<X1• X2• X3l = "2,2<X1• X2• X3l• 

EJ3(X1• X2• X3l = u.3,3CX1• X2• X3)• 

E13(R1• R2• R3l = }ru1,3<R1· R2· R3l + U3,1<R1· x2. X3lJ. 

E12<X1• X2• X3) "}ru1,2<X1• X2• X3l + u2,1<X1• R2• X3)J, 

E23(X1· x2. X3l = !-ru2,3<X1• x2. X3l + U3,2<X1• x2. X3)]. 

en (X
1

,X2 ,X3 )EB 

(2-105) 

De donde al integrar las tres primeras ecuaciones :de (2-105).~é obti~ 

nen las tres componentes de u(X1 ,X2 ,X3) de la siguiente manera: 

z1-h 
"1<x1.x2,X3l = -h- xl + fl(X2,X3l•. 

z
1
-h _ 

u2 0<1 .x2 ,R3l = - vn x2 + f 2 (X1 ,x1l• en (x
1

,x2 ,x3 )EB (2-106) 

Al evaluar (2-106) con la condición x1=x2=x3=0, se obtiene que: 
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r2<x 2 ,x3) = u1(o,x2 ,R3), 

r 2(X1 .ll3l ~ u2 (Rl'~.Rjl. en (x1 ,R2 ,R3J 

r3<x1·;X2 l = u3 (X1 ,x2 ,oi-. 

( 2-107) 

~ar otro lado, se tiene que al ut111zar la cuarta ecuac16n de (2-105) 

Y.la componente E13 de (2-101), la siguiente relacion 

( 2,;,106) 

Además. al derivar· 1a· ·primera y ·terce'ra- ecuación de (?-J.06), respecto a 

x3 y x¡ respectivamente, _da 1 uga·r a 

u1, 3(x1,x2,R31 

u3 ,1!ll1 ,R2 .X3l 

las s1gu1entes relaciones: 

( 2-109) 

Que al sustituir (2~109) en (2-108.J, produce la siguiente expresión 

Por otro lado, se tiene al utilizar la condición de frontera 

X1=ll2=X 3=0 ·en cada una de las componentes de (2-13), 1o's1guiente· 

az
1 

_ _ 
ul(O,X2,X3l = h X3 = •1(X2,X3l• 

U2(R1,o,x3) =o r2!X1,X3J, 

u
3

(X
1

,X
2

,o) =O= r 3(X1 ,X2l. 

De la primera expresi6n de (2-111): 

ª'1 '1,3(X2,X3l = -n 

(2.1111 

(2-112) 

También utilizando la tercera ecuacion de (2-111) y (2-110.J, es'fá 

cilmente ver que 
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fl,3 ~ f + kll¡ 

Observando (2-112) y (2-113), ·,¡e cocluye que 1~ 

On1ca cand1c16n que sat1sface la ·1gualdad de ambas es que: 

kll = o 1 

( 2-113) 

( 2-114) 

Para que (i.114) ·sea sat1 sfecha, se requerirá que k=O, 1mpl icando esto 

de acuerdo con la definición de k en (2-9) que 

x2-L-llZ¡ =O ó 

X;r- L 
a = -

2
- :: Tan e 
1 

(2-115) 

Evidentemente que (2-114) y (2-115_), · · impl1can un campo de d!. 

formaciones pequefla.s, para que k=~. ocasionando a:~gunos cambios s1gn1f1cat1 

vos en las expresiones determinadas anteriormente como 10 so~, esfuer.;zos dé 

fonnationes infin1tesimales, fuerzas de cuerpo y tracc1ones de superf1ci.e, 

satisfechas por e~ '1n1co campo de desplazamientos dado por (2-106.), que de!_ 

pul!s de hacer algunas simpllflcacione.s, implicadas por (2-114) y (2-115) qU!_ 

da como sigue: 

. ( 2-116) 

A continuaci6_n, se desilrrolla
0 

la nueva forma de todo~ los campos 

determinados en este caso. 

Esfuerzo~.• en este caso (2-95) queda como 

o o azJ 
~ll<1.ltt,ll3l =-ª- o - ;,+i zi-h 

~ en (X1 ,ll2 ,ll3 )EB 
l+v -v-.-

·az . 1 o "2'ñ 

(2-117) 
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Fuerzas de 'cuerp,o, las tres componentes dadas por (2~98) quedan como 

( 2-118) 

Como se podra ver en (2~1ts_). ~as tres componentes de -fuerzas de cue.!:. 

po son nulas. not4ndose una d1 fe rene ia importante con respecto a ( 2~68) en ~a 

que exfstfa componente en ~a dfreccf~n !!a• es evidente que el ·nuevo prob~ema 

producto de (2~114) es f1sicamente imposible de reproducir ya que se trata de 

un cuerpo que no pesa. Siendo esto imposible. 

Por otro lado, las tracciones 

(2-99) se transforman a: 

Para ae1 con E.= (_l,O,O) 

s1(L,x2 ,x3) 

S3(L,X2,X3l 

• s2 (L,Xz,X3 ) = o, 

· a· .. "'1 
= 53 := nr+v> -,;-· 

Para ae 2 con~= C·.1,0,0) 

Para ae3 con ñ = (,0,1,0) 

º· s1 CX1 ,b,X3) 

s2Cx1 ,b,X3) = 

,s3Cx1 ,b,X3) =o 

Para aB4 con n = (0,-.1,0) 
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51(xl'o,x3J 

52(lt1 ,o,lt3) 

= 9, 
..• -h · e -1 

~ v-r.· 

Para as5 con !!. = (o,~;1) 

- B ·ª'1· · 51(x1 .x2 .h) - 2"CT+\i) n' 

52(ltl'X2,hl • 53(X1,X2,hl =·o. 

Y por último para !!. = (O .o .• -1) 

~. B ·. ª'1 
51 <x1 .xz .o> = 51 • m+vT" 

52(lt1 ,lt2 ,o) = 52(lt1 ,x2 ,o =o 

De (2-118),(2-119) y (2-116) se pueden establecer las cargas 'que pr!!_ 

ducen este fenómeno asi como las condiciones de frontera como se puede ver en 

las (figs 8 y 9). 

A continuación, se .determina la función de deformación asoc1ada al 

:presente· p'roblema ·· · , para lo que se. utiliza la defin1c16n de vector 

de desplazamiento, en la que se utilizará (2-116). es en este sentidos-e ti~-

ne lo siguiente: 

(2-120) 

De donde, al despejar f(lt1,X2 ,x3J de (2~120), se tiene que la función 

de deformaci6n f:B+f(B) es: 

(2~121) 

Por lo · tanto, a continuación SP. procP.de a determinar los 

gradientes· de deformaci~ri y de desp~azam1ento, ási como los tensores de· dé 
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formac16n slerecho y izquierdo -~e __ lreen-Cauchy._ 

( 2-122) 

Al observar lZ.: 122), Puede apreciorse·.que (2-121) ropresenta un campo 

de defonnación homogene~. esto es no depende de las coordenadas. 

Enseguida se determina la representación matricial del tensor gradieÍl 

te de desplazamiento 17~:B .. L(R3 ,R3 ) mediante 

•1-h o 
az 1 

11 ...,,. 
[V~(l(l'X2 ,X3 )] o 

z1-h 
o en (X1 ,X2 .x3 )o0 ( 2-123) "Vll 

o o 
z1-h 
-h-

J'ara el tensor' de deformaciones 1nfin1tés1m0.les (2-101);· se hace kx=O, 

p'ara el· caso de los tensores de Green-Cauchy, están dados por: 

~<~1.Xz,X3l ~1 <x1.x2,X3l ~(X1.x2,X3l y 
( 2-124) 

~<X1.x2.X3l = ~(X1,X2,X3l ~T¡;¡l ,X2,X3) 

Que al sustituir (2~ 122) y su transpuesto en (2-124) se obtiene 

[C] = 

2 
{z¡lh) 

o 

2 2 
!''1/h 

[1 -

2 2 
0 a z1/h. 

2 
z -hl .l. 
Vil o 

en (x
1 

,x2 ,X3 )oB 

( 2-125) 

o 
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y también 
2 

~r +·(if1· o ·1 Ct :7 '-.· 
2 h 

o [ l - ;":J o en (X1 ,X2,X3 )EB (2~126) 

2 

z~ J zl o a ·:-z i1 h 

y finalmente se éstima el error cometido al 1inea11zar el prob~em_a11 para 

lo que utili~.ando (2~20) !/ (2-21) se concluye que: 

[ 
,i (zl -hj 2 z~. J 1/2 

e = - V --¡:¡:- + a :-2"" 
h 

Por otro lad~. se tiene que la representaci~n material de~ tensor de 

Cauchy !m(X1 ,X2,X3 ), se obtiene utilizando (2~56) y (2-57) y sustituyendo 

los datos correspondiente:s, Como sigue 

2 . a o " T '2" 

!m(~1·X2,X3l•!m•cvh-z 1~h~{1+v) 
h(v+l) 'i·h l '1 ~h) -o ----r 1--,, o en (X1 ,X2,X3)EB 

V z 
l 

a o o (2-128) 
'2" -

Observación 2"15: De acuerdo con los componentes de (Z~l28) es f~cil darse 

cuenta que !m(i1 .X2 ,X3) es sjmétrico, condición de suma importancia para este 

tensor. ya que esta directamente relacionado con la condición de balance ang!I_ 

lar; ya que una implica la otra. • 

2-11 ELEMENTOS MECANICOS 

Se desaY.rollan · a continuación, de acuerdo con la term1no~og!a de la 

mecánica de materiales, los cálculos dP. los elemP.ntos mecánicos (fuerzas y 

momentos) que act~an en la sección transversal Sr de ~a barra en estudio, en 
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la que actúa un vector esfuerzo ~ = (s1 ,~2 ,s3), que para el presente casé> de · 

a'cuerdo cOn la; ecuación (2-119) es: 

. . . ·~ .. ·""1 . 
~(x1 ,x2 ,X3 l=~=(O, (), m+vl- 11.>. en Cx2.R3l e sT ( i-129) 

para una ST con b_ =- (.1,~,0). 

De acuerdo can· (2-129), solo act~a en Sr una ·fuerza cortante en 1 a 

d1recc1~n g_3 y un momento torsionante en la direcci~n !!.t, ~os que se ·determi-

nan utilizando (2~143) :i (2-129), de esta manera:: 

.• 

FUERZAS 

= F2(x
1 

•. b,h) =.o. 
h b az JJº zcr+vJ ·~ dRzdx3 

MOMENTOS 

De acuerdo con (l-1-13) y (l-3-44) se establece que 

m1Cx1 ,x2 ,x3 J = x2 s3 CX1 ,R2 ,x 3J 

m2CX1 ,x2 .X3J = m3(x1,x2 ,x3l =o 

Por 1 o que las componentes de momentos son 

fhJb • a az 1 
= o o m+Vrll Xz 

2 
_ flaZlb · 
- 4(l+v) 

( 2~130) 

( 2-131) 

e a~1J2J 

Óbservación 2-17: Es de particular importancia. hilter a~gunos comentarios acer. 

ca de la modelación mecánica del presente problema (CORTANTE LHIEAL CON EXTE!! 
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• 

SION). Ya que está hecha n\uy diferente a ~os otros dos casos tratado~, por el 

hecho de que aqu1 la modelac1ó!1• empez~ a la inversa-. es decir. primero se· de 

el estado de esfuerzos y a partir de ah1 se derivan todos ~os campo~ 1 hasta 

llegar a la función de deformación del problema. ··Siendo esta modelac16n un 

buen ejemp~o de como se Puede· .res~lver un pro~lema en forma 1nvers~, cuando no 

se puede hacer normalmente a partir de la cinemática del prob~etña. • 
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2-12 CAMPOS ESPACIALES 

En esta part~, se intenta de'sarrollar las representacjones espac1!, 

les de todos los campos materiales construidos para los casos [2-6] y [2-9] 1 

o sea para el cortante simple sin extensión y para el cortante lineal con ex 

tens1 ón en ~1 • !z y !:..) • 

Empezando ~· por construir los campos espaciales para el caso de ca!. 

tante pu.ro 

Couchy !· 
Y como primer t~rmino trataremos de determinar el tensor de 

De 'acuerdo con el teorema de Cauchy [ J?. ], en un movimiento que 

satisface los principios de balanc:e lineal y angular, existir& un campo esp!_ 

cial tensorial !•f(B)->L(V ,V), llamado tensor de esfuerzos de Cauchy, tal que: 

11) Tes(V,V) (2-133) 

i1i) div T + b • p V en f(B) 

Por otro lado, sabemos que la representación material de T(X,Y,Z) esta 

dada de acuerdo con (2-57), con lo que al sustituir datos en dicha ecuación, 

se determina que: 

o 

ª'] : en (X,Y,Z)eB (2-134) o 

o 

Como se obserba · en (a;.134) la representaci6n material de Cauchy 

no depende de las coordenada~. esto es debido principalmente a que se trata 

de un campo de deformación homogén.a 1 por tanto es de esperarse que la repr!!_ 

sentac1~n espacia~ de !m sea la mism_a. esto es: 
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• 

!(X,Y,Z) =-! = l~vf~2 : 
. k12 o 

a/21 
O .. V (X, y.,Zh:f(B) 

o . 
(2-135) 

De acuerdo con (2-135.J, se ve que esta es simétrica satisfaciendo la 

tercer condicion de (2-123.J, siendo una cond1c16n ligada directamente con el 

principio de~ balance árigu~a.r, o sea ºque se satisface . ya que un caso impl.:!_ 

ca la otra. Faltando checar e~ equi~ibrio de fuerza~, lo que se pretende ~ 

continUación hacer De esta condfció~, se determinar~n las componentes del 

campo vectorial !::f(B)-+R3 , llamado fuerzas de cuerpo en la configuración d!:._ 

formada. Además se tiene que por tratarse de una situación estática PV=O, 

por lo tanto tomando en cuenta que (2-135) no depende de las coordenadas, se 

tiene lo siguiente: 

div T =O -> bi=O,i=.l, 2 , 3 en (X,Y,Z)Ef(B) (2-136) 

De esta manera al 

las componentes de fuerzas de cuerpo 

igual que en la representaci~n material, 

son nulas, haciendo esto (2~136) que el 

cortante simple en la configuración defonnad.:> no se pueda reproducir ffsic!_ 

ment_e, por las razones similares expuestas con anterioridad para el caso ma 

terial. De (2-135) y (2-136) se determina que Cauchy satisface los princ:!_ 

pios de balance lineal y angular dados por: 

div T + b = o 
} en f(B). (2-137) 

Observación 2-17: No se procede a determinar todos ~os campos tensori! 

les determinados materialment.e, ~ sus respectivos espacia!e.s, porque si se 

analiza todo lo que se hiz~, se llega a la conc~us1~n de que estos co1nci 

de.n, dado que no dependen de las coordenadas, Y en los sf aparecen ~sta.s, 
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como 1" .es el campo vectori.al de .de~plazamientos (2-67), ria se altera ya que 

la funci6n inversa de defo.rmaciOn (2-63), para el caso de la coordenada "Zº 

es ~a que aparece en los desplazamiento~, Pennanece·1guaJ, haciendo esto 

que tambi@n los desplazamientos coincidnn en ambas configuraciones. 

El ünico campo que no es ·1gua.l, es el .de tracciones de ·superficie en 

ST debido a la inclinación de 6sta y por ende los elementos mecánicos, sien 

do esto lo que a cont1nuac16n :se de.termina·, • 

2-13 TRACCIONES DE SUPERFICIE V CONDICIONES DE FRONTERA. 

Es el campo vectorial ·1:.f'CB)+B con normales unitarias '!l:af(B)+R2, las 

que determinaremos mediante la expresión 

i(X,Y;ZJ • !!X,Y;ZJ !!_(X,Y;Z) en (X,Y;Z)e:f(B) 12-138¡ 

Para este caso ya se: conocen !(X,Y,Z), por lo que el siguiente paso 

es detennfnar la nonna~ un1tar1~, respecto a~ nuevo sistema de coordenada_s, en 

que la sección transversal de referencia ahor~, en la configuraci6n defonn!_ 

c18n, v.6ase la fig' ( 10) • .. 
Observación 2-18: 51 se an"aliza la configuración deformada. puede' detectars~· 

de que esta rota respecto al sistema original. por lo tantp. utilizando la 

matriz de rotaci6n del sistema (2-139), se encuentran. las componentes de la 

normal unitaria a la sección transversal de la siguiente maner~. para ver· de 

talles ver f1g ( 11 ) . 
cose o 

sen] 
[R] -[ o 

l 

CO:e . 
(2-139) 

-sen e o 

Para determinar!!.', Se utiliza· la siguiente expresión: 
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• 

(E_} = [R] {E_' l (2-140) 

Después de s~stituir datos en (2-140) y resolver el problem~, se deter

mina ~ue las componentes de la nonnal ·n' són: 

!!.' = tease. _o, -sene). (2-141) 

Entonces las tracciones que reS;ultan utilizando Cauchy, son iguales a 

las que se obtienen utilizando Piola para las frpntera.s, én las direcciones 

!z y .!J• menos para ~1 • que son las que a continuac16n Se determinan 

Tracciones de superficie en la frontera can· n_' ={cos~. p. -sene) 1 

están dadas· por .. 

si = TiJ nj en af(B), (2-142) 

Sustituyendo datos en la expresión anteriorj 

Si(L,Y,Z) S' 
. a 

sene_], 

¡'" "• 
1 = 2 (i~v)[a cose -

S2(L,Y,Z) ·º. 
Sj(L,Y,Z) s• ªª cose. 3 = "l"(T+V) 

(2-143) 

y para 1 a frontera aB2 con .!!' c{-cos.e, _o, sene), se tiene 

Si(O,Y,Z) (la [-a cos + sene] = Si, l en 

= m+v! 
Sz(O,Y,Z} o, ªª2 
s3<0,v;z) - f3a- • J 2(l+v) cose =.s2• 

(2-144) 

La representaciiin gr&fica de las tracciones de superficie en la config.!!. 

ración defo_nnada, se ilustra en la fi9 ( 12. ). 

Observación 2-19: Debido a la aparición de tracciones nonnales .en ST, adem&s 

de las tracciones tangenciales lo que se ·está convalidand~. es lo que esta 
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blece [ 13 :J. Para el caso· de defo.nnaciones finita.s, donde dice .que .''.no 

es posib~e reproducir un.estado de cortante puro por la ap11cac16n de .esfue!. 

zos cortantes solamente~'. Siendo esto ~o··que puede dar la pauta para·d.!!. 

tenn1 nar cuando hay que considerar· que se .esta' en un campo de defonnaci6n · fi 

n1ta o 1nf1n1tes1mal. ·11 

En cuanto a las condiciones .de frontera. - - - · --... ".' - debido a que 

el campo de desplazamientos (2-67) es el mismo para la representaci6n material 

y espacia~. las condiciones de fronter.a, Por tanto ser~·1guale~, 1mp~1cando 

esto ·que el cuerpo tambi~n estarS fijo en el plano XV para este caso tambi~~. 

por lo que el cuerpo deberá verse en este caso igual que en la (f1g. '7). 

2-14 ELEMENTOS MECMUCOS 

En esta ocas16r. los elementos mec§'n1cos (fuerzas y momentos), ser!n 

detenninados de manera dife.rente a ~as configuraciones materiale~, por medio 

de las ecuaciones (2-43). Aqu.i, como de lo que se trata es de detenn1nar el.!!. 

mentos mecKn1cos en conf1gurac1ones deformada~. estos deberan ser detenn1n! 

dos segOn [13 .J. por las siguientes expresiones: 

= 1af(p)T(x)m(x)dAX ~ JapT(f(p)) G(p)n(p)dAP, ¡ 
= J (x-O)xT(x)m(x)dAx j' (f(p)-O)xT(f(p))G(p)n(p)dAP 

af(p) ap 

f.(X,V~Z) 

Ji(X,Y,Z) 

en (X,V,Z)oST (2-145) 

donde: 

T(x) es la representaci5n espacial del tensor de Cauchy 

T(f(O)) es la representaciOn material del tensor de Cauchy 
• 

(X-O) vector de pos1c1ón del vector es fu~rzo en la secci6n defonnada 

(flp)-0) vector de posición del vector esfuerzo en la sección no deformada 

m(x) nonnal unitaria a s1 en la configuración defonnada 
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• 

n(p) normal unitaria a ST en la configuraci6n no deformada 

y 

Cabe mencionar que las expresiones (2-145}, Son muy similares a las 

expresiones (2-43) de fuerzas y momentos utilizadas en campos materiale.s, la 

diferencia estriba en que (2-145) permite ·determinar elementos mecánicos es 

.paciales a partir de hacer integrales en la configuraci6n inicial lv~ase los 

miembros derechos de 2-145), .Ya ·que resulta diifcil resolver las integrales 

del lado izquierd?, ya que eri genera~ no se conoce a detalle la configuracilin 

deformada, haciendo esto diffcil conocer los lfmites de integraci6n de las 

mismas integralesu Es de esta manera com?, se determinan los elementos me 

cánicos en ST defonnada, en la dirección de los ejes coordenados X, V y z. 

A continuaciÓr1, se determinan .. las fuerzas que actuan en Sr, para la 

cual se utiliza la primera expres16n de (2-145), de la que ya se conocen-al 

gunas de sus parte.s, que son 

l'" o 

"J T(f(p)) = Tl~v) O o : en (X,Y,Z)oB, 

· a/2 o 
(2-146) 

n(p) l~ ··º·º) 1 
(2-147) 

y 

r1 
o (Jj 

G(p) F-T 

L: 
1 ~· o . 1 . 

(2-148) 

Ya que det F = l. 

Sustituyendo datos se ·obtine el integrando de (2-145), que representa 

* tracciones de superficie y Jo denotaremos por ·s. • como Sigue 
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• 
1 .. 

'' -'. -
'' ... 
'' 

. ' ···~ ,, 

s • T(f(p)) Glp)n(p) = <.o •. o. zTl+"j)• (2-149) 

donde al integrar en ST, se obt1nen las componentes de fuerzas .de la 51gu1ente 

manera 
h b 

(F~,F;,F;) ". J
0
t (~, p,. z(r+\J)) dydz 

ila'bh 
= t.o. ·º· 2(l+v) (2-150) 

En cuanto al vector momentos s·e ha ce 1 o s 1 gui ent~. de acuerdo con 

(2-149) y (2-145) 2 , el integrando de esta en similitud con l2-52) no es otra 

' cosa que )os momentos por unidad de area manejados ya en campos materiales 

que para este caso es, haciendo el cambio de coordenadas (X,Y,Z): (lll'll2 ,ll3 ). 

con las consideraciones hechas con anterioridad de la Siguiente manera: 

(2-151) 

De esta manera se tiene que (2-151), de acuerdo con (2-149) y el vector de P2. 

s1c1ón (2-50) que para este caso es similar, se descompone en los siguientes 

términos: 

• • m1 (ltl'll2,lt3) • Xz 53 

f 
m2(ltl ,lti,lt3J a mz "" o 

m3lll1 ,ll2 ,1t3) 111 m
3 

= O 

(2-152) 

por ~o que al sustituir datos en (2-145)~ cada cada uno de los compone.!!_ 

tes del vector momentos son como sigue: 
h b ' ' 

M1<•1•b,h) e foJo ~(~! •2 dx2dx3 

M2(x
1 

,b,h) = O (2-153) 

M3(x
1 

,,b,h) = O 

.Observaclón .2-20: al analizar (2-150) y (2-151) se · aprecia ·que solo 

una componente de fuerza en la direcci~n ~3 y una de momento torsionante 

en la dirección ~1., debiéndose esta últlm.a, como ya se indicó ' , pri,!!_ 
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ci pa~mente a la ubicación del sistema de coordenada~, No hay que perder de 

vista que estos componentes de elementos mecánicosestan orientados de acuerdo 

con ~os ejes coord;nados inicia~e~, entonces si tomamos en ·cuenta que la seE_ 

ci6n transversal está inclinada las componentes de e~ementos mec~nica; que S!!_ 

bre esta actúan son los que resultan de proyectar sobre esta (2-150) 3 Y (2-1S3) 1 
de acuerdo con las componentes de la normal unitaria expresadas en (2-141 )~ 1 

Con esto Ültimo, damos por terminada la modelaci6n mec5nica del CORTA!!. 

TE SIMPL_E, restando hacer comentarios y conC~usiones finale~, ~os que se h!_ 

ce al final del trabajo. 

El siguiente objetiv~, "es determinar los campos espaciales del 

caso de CORTANTE LINEAL CON EXTENSION. 

Empezando por escribir la func16n inversa de deformaci~~· f ~e. 

f- 1 :f(B)+B, estando representada en el ap~ndice B por la ecuaci6n (13) y que 

a continuación ,se reescribe:~ 

-1 * * * ~h * * . y*. f (X ,Y ,z) = z (X -aZ ), --..-'--.e-

. 1 [ 1 - zv¡-iíh)' 
h J ... z Z en (X ,Y ,Z )E:f(B) 
1 . 

(2-154) 

De acuerdo con (2-154) y todos los campos materiales determinados para 

este cas~, se tiene que los Gnicos campos que serán diferentes en ambas confj_ 

guraciones (material y espacial) son: el de desplazamientos, dado por (2-116.J. 

por depender de las coordenadas. ·Permaneciendo los demSs de la misma manera, 

por tratarse principalmente de un campo de defonnac1ones horriogenea. Por lo 

tant!l, a continuación se determina la representación espacia~ del campo ves._ 
3 .. torf a 1 _!!: B-+R. • 11 amado despl azamf ento;S, de 1 a Sigui ente manera : 

De acuerdo con (2-116), se tiene que 

!!.lX. v;zJ • lca1. z1-h . .;(z.1-h) 
-,,-z+-,,-x, vh Y, 
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.v. por otro lado.' se tiene la representación :espaci.a~ de (2-155.l. 

•dada poi-: 

. * * * ~(X,Y,Z) (2-15.6) 

Donde tfespués de sustituir datos en (2~156.l; se obtiene 

* * * (. * . z¡.:.h * * . y* . . . z1 ~h *)· * * * 
!![(X ,Y ,z )= aZ + rX -aZ .l. . , -z-Z en (x·;y ,z )ef(B) 

1 [1" ." h l l (2-157) . rz¡::nr 
A continuaci6n, ,se pretende determinar la representaci6n espacial del 

3 3 .. 
campo tensorial !:f(B)+L(R ,R ) llamado tensor de Cauchy, para el que ya se 

conoce: su representación material 1 dada por ( 2: 128); y· que al observar esta, 

nos damos cuenta que no depende de las coordenadas, por lo que su represent!_ 

c1ón espacial co1nc1de con esta la siguiente: 

a 2/2 o a/2 

!(X, y ,Z) =!n,=!=¡ vh-z
1 
+~Jh+") o -h(v+l) z¡-h ( zl-hj o f(B) (2-150) ---r 1- - en v z vh 

l 
a/2 o 9 

Observando el campo espacial (2-158_). se obsérva que este sat1 !_ 

face los principios de balance lineal y angular dados por (2-137) y del que 

se establece que las componentes de fuerzas de cuerpo espaciales son nulas, 

ya que div !=O, al igual que el caso anterior esto es 

b1=º1=1,2, (2-159) 

El campo tensorial de esfu.erzos de Cauchy, será utilizado para determi 

nar el éampo vectorial 2_:f(B)+B, llamado tracciones de superficie, siendo e.!!_ 

ta.s, el objetivo' siguie"nte._ · 
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2-15 Tracciones de Superfi~ie y Cond1c1ones de Frontera: Caso Cortante L.!_ 

neal.P~ara determinar las traccione~.· Utilizaremos la expres16n (2!-1~8) 1 y 

debido a que la configuración deformada para el presente caso y el de corta!!_ 

te puro son muy parecidas: en cuanto a que tiene las normales unitarias expr!. 

sadas par relaciones similares a c2:139.l, c2.:,140) y (2.:,141.J, siendo esto 1mpor_ 

tant!i! •· ya que no Se detenni nah para este caso: 

Por lo tanta utilizando (2~141.l, (2-142) y (2-158.J, se determina: cada 

una de las componentes de las tracciones de superfici~. de la siguiente man~ 

r~, en las respectivas fronteras de f(B). 

Para 1 a frontera as1 con !!_=(ces.e; ~ • .:.sene), se tiene que: 
....... 

Sl(L,Y,Z) •SÍ 

s2cL,Y,Z) • º· 
·av·h a . 2 (a cose - sen ·e) 1 

( vh-z1+h)(1 +v) 

( ) av h a cose s3 L,Y,Z = ~~~~~~°"""z· 
( vh-z1+h)(1 +v) 

Para la frontera as2 con !!.ª(,;.cose, ~. sene); 

( ) 8vha .. ·¡ ) .. 
52 D,Y,Z •Si= \vh-zl+h)(l+v) sene - a cosa., 

S2(D,Y,Z) 

53(0,Y,Z) 

O, 

-13v h a cose 
(vh-z

1
+h)(1+v) 

Por otra parte, se tiene para as 3 con !!,=(0,_l,O), lo Siguiente: 

Sl (x .. b,y) = S' = o 1 2 

s2(x,b,y) s2 i::: 

-Bh .(Zl·h) ( . <•1·h)1 
= z2 1 - ·--vi;-:- • 

(vh-z1+h) 1 
Sj(x,b,y) = º· 
'oe la m1sma maner~. para aB4 con rr~(~,-~ ,o>: 

s• =· o 
1 
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• 

_Y, para la frontera ae5 con ñ=l~-.~.1),· las tracciones són: 

S' _ ; 6~ h a . 
1 - 2( vh-z1+h)\ l+v.)' 

Sj(X,Y,h) =·o. 

finalmente, se tiene que para ªª6 con !!.=(o,o;-1), lo sigu1ente 

s• - - ev h a . 
1 - '2'\vh-z1+h)(1+v)' 

s2<x.v,o) = s3cx.v,o) = o. 

Como, se podrá observar a diferencia del caso anterior aquí si se deter 

minan las tracciones de superficie espaciales para toda af(B_), ya que existen 

algunos cambios significativo~, respecto a las determinadas para este proble 

ma en forma material, y que estan dadas por (200 119_), implicando estos cambios 

importantes en los elementos mec~nico~, como es de esperarse. 

Una ilustraci6n gráfica de las tracciones de superficie podra observar 

se en la fig. 13 

A continuaci6~, se determinarán ias condiciones de Tr<>ntera en despl!. 

zamientos a que está sujeto el cuerpo~. en la configuraci6n deformada. De 

c2:1s1) tenemos que al evaluar esta con condiciones nula~. el siguiente re 

sultado" 

.!!. (0,0,0) = (0,0,0), (2-161) 

Otro resultad~. se obtiene con la condición· (X,0,0), ·que a continuac16n 

se escribe 
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. (z1-h . ) . 
u(X,O,O) =. z¡'"' O, O . (2-162) 

De (2-161) y (2-164,l ,"se observ• 'que el único 'punto fijo de la ~arra 

es el origen del sistema de" co~rdenada.s,' y también que .el p1ano XY no se mue 

ve en la direcci6n"Z, La representaci6ri gr6fica de las condiciones de front! 

ra puede verse en la fig. 14 

2·16 ELEMENTOS MECANICOS 

El Siguiente pas~, es determinar los elementos mecánicos (fuerzas 

y momentos), para una sección transversal ST. en f(B),· tal y como lo establ!, 

ce la resistencia de materiales. ·En esta ocas16n. igual que el caso anterior 

(CORTANTE SIMPLE) se utilizan las expresiones (2-145.l, para detenninar dichos 

elementos mecáni co.s, ·considerando la caracteri sti ca de estas expresione.s. me!!. 

cionadas anterionnente. 

EnSeguidase pretende· determinar el vector esfuerzf• que actua en ST' 

y que esta dado a través del integrando de (2-147) 1 , de lesta manera se obtiene 

cada una de las partes de este, estan dadas por: Tensor de Cauchy dado 

por (2-158), y las norma·l unitarh igual que (2-147) y G(p} sustituyendo datos 

en su expres16nse encuentra que está dado de la siguiente manera: 

1 o o 

G(X,Y,Z) z1 ( z 1-h] o zl o (2-163) a n 1- --
( z -,-

. vh 
h 1- --k-

-a o 1 

Sustituyendo (2-158.), (2-147) y (2-163} en el integrando, se obtiene 

el vector esfuerzo en ST' el ·que esta dado por: 
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s* (X. y ,Z) = [o. O, 2~~t:~) l (2-164) 

De dond.e. a~ integrar sobre s1 ,se obti:ene que ~as componentes del veE_ 

ter fuerzas está' dado por: 

(2-165) 

P_or lo que respecta al vector momento~. en .. v1 sta de que 

(2-164) y (2-149) t1ene componentes en la m1sma d1recc1ó~, las componentes 

de momento por unidad de a rea dadas por (2-151) para este caso tamb1én son si 

milares escribiéndola a continuación: 

m; (xl ,;¡2 ·•3> * 

) 
= •2 53 

* m2(xl ,x2,x) = o (2-166) 

* m3(x1,x2,x3l = o 

Por lo que al sust1tu1r (2-164) y (2-166) en (2-145¡ 2 ,se Óbt1ene cada 

uno de los componentes del vector momentos 

M1 (,x ,,b,h) 

M2(x.,b,h) 

fhJb az¡ab 
o o 2(l+v) 

o 

como Sigúe: 
3 

az¡ab h 
4(1+v) 

Observación 2-21: De acuerdo con (2-165) y (2-167) se aprecia 

(2-167) 

que los 

~nfcos elementos mec~nicos que actuan en ST en la dfrecci~n !.i• !z y !a son, 

solo una fuerza cortante en la direcci6n !...~ y un momento torsfonante en la di 

recci~n ~l' debiéndose-est~, como se menciona anteriormente a la ubfcac16n 

del sistema de coordenadas. ~ar otro ~ado Se ti"eneque para conocer los e~_! 

mentas mecánicos sobre ST inc!inado hay que proyectar ~os e~ementos mec~nicos 

obtenidos en sT". 
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Con.esto se , tennina; la modelaci~n mecSn1ca correspondiente 

al Cortante 51mple con Ex.tens16n. 
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CAPITULO 111 
. ~ . . . 
ANALISIS EXPERIMENTAL DE UN PROBLEMA DE CORTANTE PURD 

3.1 INTRODUCC~ON 

En este capítulo, se dan a conocer las actividades desarro

lladas en la etapa experimental del problema de cortante puro, cu

ya modelación mec§nica se hizo en el capítulo anterior. Tomando en 

cuenta la modelación del problema mencionado, y considerando que -

la experimentaci6n debía hacer$e lo m&s apegada a esta, se optó -

por usar a la Fotoelasticidad como herramienta experimental, por -

considerarla la más adecuada entre las t~cnicas experimentales 

de "campo como;>leto conocidas 

Para hacer el estudio, se escogió un material fotoe14stico, 

tipo Psm-4 fabricado por Photolastic Inc., por cosiderarlo el m§s 

adecuado para el presente.trabajo, por sus características de ri

gidez ysensibilidad fotoel4stica, con el cual, se maquin6 el mod2 

lo que se sujet6 a cortante puro, as! como, una barra prismática 

de la que se determinaron las propiedades 6pticas y mecánicas del 

material, es decir, la constante de calibraci6n fotoel..§.stica of , 

el. módulo de elasticidad S y la relaci6n de Poisson. V. 

Por otra parte, para complementar lo anterior se constru-

y5 el marco de carga que permiti6 producir el estado de cortante-

deseado, al aplicar las tracciones de superficie y condiciones de 

frontera tal y como se establecieron en la modelaci6n mecSnica 

de 1 problema. 

Una vez hecho lo anterior, se pas6 a la obtenci6n de datos 

fotoel4sticos (isocromSticas e isoclinas), para diferentes nive-

les de carga. Observandose en estos, patrones homogéneos en el m2 

delo, siendo lo anterior la mejor evidencia de que la carga apli-

62 



cada corresponde a una tracci6n de cortante puro. 

For otro lado, es bueno mencionar que gracias al ~xito obt~ 

nido en la presente etapa, fué posible establecer una metodolog!a

tanto mec4nica como experimental de un problema de ia meclnica de

materialcs que originalmen~e parecía muy difícil de hacer. Y con e.§. 

to se consigue un objetivo muy importante1 unir la modelaci6n mee!_ 

nica a la experimentaciOn f!sica, ya que ha quedado demostrado en

el presente trabajo que ambas deben interrelacionarse. 

3.2 TECNICA EXPERIMENTAL EMPLEADA Y SU JUSTIFICACION. 

Dadas las condiciones de frontera (2-81) y tracciones de 

superficie (2-79) que en la modelaci6n rnec~nica se determinaron, -

para el cortante simple, y tomando en cuenta que la experimenta--

ci6n fisica se tenía que hacer con una técnica que permitiera re-

producirlo y comprobarlo lo m!s real, fu~ que se us6 a la fotoela~ 

ticidad como herramienta experimental, por considerarla la técnica 

ideal de campo completo dentro de las que se conocen • dados sua al

cances, y que finalmente perrniti6 conseguir el objetivo deseado; -

reproducir el cortante simple. 

Tomando en cuenta, que el problema a resolver es el de co~ 

tanta puro y, dentro de la información que se puede obtener a par

tir de un estudio fotoel~stico son campos de esfuerzos cortantes -

mlximos e inclinación de esfuerzos principales, la fotoelasticidad 

es la herramienta adecuada para resolverlo, como se anticiP6 .. · lineas 

arriba, de ah! el hecho de que se haya empleado. Es obVio que una

manera de checar el problema de cortante puro es a través de esta

t~cnic~ (pa~a ver detalles de la fotoelasticidad consultar el ap~~ 

dice C), ya que permite ver el fenómeno en forma directa, pudiénd2 

se entender el problema a trav~s de ella de las siguientes maneras: 
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, 

a) Al observar un patrón de franjas isocrom&ticas de cortaa 

te puro, ~odo el ~odelo aparece cu~ierto por Una s6la franja, ·es 

decir ,. se corrobora el fenómeno por un lado, y por otro, que el 

sistema de carga empleado es el adecuado, siendo esto un paso muy 

importante en nuestro experimento, y su vinculación con la model~ 

ci6n mec4nica, como parte modeladora del mismo. 

b) Para la isoclina correspondiente a 45°, se observa -

que todo el modelo se pone totalmente obscuro, lo que implica · 

que todos los puntos del modelo entan sujetos a un estado uniforme 

de esfuerzos principales, inclinados 45°. De acuerdo con la elast~ 

cidad bidimensional, la situación anterior, corresponde a un esta

do de cortante puro, siendo ~ata otra manera de checar el estado 

de esfuezos en cuestión. 

Como se puede ver, son varias las maneras de comprobar un 

estado de cortante puro, utilizando la fotoelasticidad, en este cª 

ao obviamente que se aplicó en forma bidimensional. 

~as principales razones para que se usara como t~cnica ex -

perimental a la fotoelasticidad, fueron las anteriores.A~! se pu -

d~ · comparar de mejor manera el cortante dado por la modelación m! 

clnica y la experimentaci6n f!sica. 

3,3 DETERMINACION DE LAS PROPIEDADES MECANICAS Y OPTICAS DEL MATERIAL 

EMPLEADO EN EL EXPERIMENTO 

Para hacer esta parte, se maquin5 una barra prism~tica de -

material fotoelastico con las dimensiones que a continuaci6n se -

dan, 

L.= 20 cm. 

b = 2.55 cm. 

t = 0.9 cm • 

(3-l) 
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miamaa que permitieron producir un estado uniaxial de esfuerzos de 

tensi6n. Oeepu~s de hacer varios intentos de aplicaci6n de carga -

axial, auxilia'ndonos del polariscopio para su comprobación median

te la obtenci6n de un patr6n homogeneo de isocrom!tica en toda la~ 

barra y haciendo mediciones de deformaci6n longitudinal y transve~ 

sal con un vernier de precisión en un tramo de calibraci6n de la -

barra, se encontró que las propiedades mecánicas, módulo de elast,! 

codad y relaci6n de Poisson del poliuretano usado son las si---

guientes. 

f3 = 36,875 Kq/cm2 

" = 0.44 (3-2) 

Tornando en cuenta los valores dados por (3-2), y comparándo-

lo& con laa propiedades de los poliuretanos que la literatura con--

sultada para este caso maneja, es f!cil darse cuenta que estos son-

muy parecidos, por lo que se considera que son aceptables. Lo ante

rior, se debe en gran medida a que las mediciones de deformaci6n se 

hicieron rigurosamente. 

Por otro lado, se tiene que en cuanto a la calibraci6n foto

elastica del Psm-4, esta se llevo' a cabo utilizando la barra que se 

us6 para determinar las propiedades mecánicas, misma que tambiAn se 

someti6 a un estado de esfuerzos de tensi6n, observando en las prug 

bas un co111portarniento completamente lineal entre cargas y Órdenes -

de franjas isocromáticas. Donde, al utilizar '11' ecuaci6n esfuerzo-

úptita (3-3), 

T - 1i1 max - ·ºt (3-3) 

y tomando en cuenta e.1 presente caso, un estado uniaxial de es--

fuerzas en la direcci6n (1) (dirección de la aplicaci6n de la carga), 
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se tiene que S2 = O, de esta manera se concluye. que la constante de 

franja estfi dada en forma directa simplificando (3-3) por. 

(3-4) 

Se sabe que ( 3-4) es la expresi6n m6.s simple de la fotoelast.! 

cidad bidimensional, que relaciona la constante de calibraci6n con -

los esfuerzos aplicados, misma que se usa ampliamente para calibrar

materiales fotoe1tsticos. 

De esta manera, se tiene que al efectuar las diferentes prue

bas de carga, con sus respectivas tomas de Órdenes de franja, se en

contr6 que la constante de calibraci6n para el material usado en el

modelo de cortante, tiene el siguiente valor. 

ªf = 0.108 Kg/cm2 6 franja (3-5) 

Es as!, como con (3-5) se da por terminada la etapa de deter

minaci6n de propiedades mecánicas y fotoelasticas del Psm-4 

3.4 MODELO EXPERIMENTADO Y MARCO DE CARGA. 

En esta parte de la etapa experimental de la investigaci6n, -

el objetivo principal fué hacer el modelo de material fotaelá~ 

tico con su respectivo marco de carga, mismos que a continuaci6n se-

detallar6.n. 

Del material cuyas propiedades ~ se determinaron~ 

anteriormente se maquin6 en el Laboratorios un modelo pris-

m!tico, tal y como lo especifican las caracter!sticas geom~tricas de 

la modelación mecánica en las ecs. (2-3) y que se ilustra en la fig. 

( 15) con las siguientes dimensiones: 

L = 5 cm. 

b O. 9 cm. (3-6) 

h 5 cm. 

66 



Es importante mencionar, que debido a que se contaba con.Pº~ 

ca existencia de material fotoelastico, por ser este muy caro y de 

importación, solo se maquin6 un modelo con las caracterlsticas 9eo

m~tricas (3-6), mismo que se usó en el experimento. 

Por otra parte, se tiene que para aplicar las tracciones de

cortante que se dan en la modelación ecs. (2-79) al modelo maquina

do, se le colocaron tres plaquitas de acrílico perforadas en su pa~ 

te media, pegadas a sus respectivas fronteras con plastiacero dev-

con, logrando una perfecta uni6n en toda la superficie de pegado. 

Por otro lado, es bueno comentar que se hicieron varias pr?~ 

bas de pegado, siendo el plastiacero devcon el pegamento que menos

esfuerzos residuales indujo al material fotoel6stico, siendo ~ste -

el motivo que oblig6 a usarlo como pegamento. También con el objeto 

de satisfacer las condiciones de frontera (2-81), y que se ilustran 

en la (fig-7), se pegó el modelo en su frontera inferior a una base 

fija, logrando reproducir las condicion~s antes mencionadas de man!!_ 

ra excelente. 

Una vez que todo lo anterior estuvo hecho, se procedi6-

a diseñar los mecanismos de aplicaci6n de las cargas requeridas, --

que se hicieron por medio de poleas y con cables utilizando-

balines de. plomo para las pesas que se usaron y que permitieron --

aplicar las cargas, como podrá observarse en la (fig.15), obtenien

do excelentes campos de isoclinas e isocromáticas con el marco de -

carga usado. 

Cabe aclarar, que la ley de tracciones de superficie dada -

por las placas de acrílico, tal vez no parezca la mSs adecuada, pe

ro se decidi6 a usarlos como mecanismos de aplicación de cargas de§. 

pu~s de un concienzudo análisis de la situación experimental que se 
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se pretend!a resolver. 

Una vez observados los patrones de franjas ( isocrom!ticas e 

isoclinas ) ,que se producían al aplicar las cargas, s·e llegó a la 

conclusi6n de que el marco áe carga qÜe se· empleó fué ·el adecuado. 

3.5 OBTENCION DE DATOS Y SU INTERPRETACION. 

Esta parte, .se centrará principalmente, en los pormenores de 

la informaci6n obtenida en el desarrollo experimental del presente 

trabajo. Como se sabe, de un estudio fotoel§stico corno este CJ!. 

so, la informaci6n que se obtiene es; patrones de franjas de isocro

mgticas y de isoclinas que después son se interpretan de acuerdo con -

los objetivos a seguir. 

Se dir4 primeramente, que al modelo experimental sujeto a un 

estado de cortante puro, se le aplicaron varios niveles de carga de

terminándose para cada uno el correspondiente orden de franja R, y -

verificando al mismo tiempo que la isoclina producida por cada carga 

~uera la de 45º. observándose excelentes patrones de ambas franjas, 

como se observar4 en las figuras 16 y 17, donde se aprecia con cla

ridad un patrón de isocrom&ticas y otro de una isoclina de 45°. Se 

ve en ambos casos que todo el modelo fu~ cubierto por una sola fran 

ja, dando una idea de c6mo se distribuyeron los esfuerzos cortantes 

en el mode1o. La uniformidad de ~stos se debe principalmente al ma.!: 

co de carga diseñado en base a los requerimientos de la modelaci6n 

mec&nica. 

Es as!, como con los datos obtenidos, cargas y 6rdenes de -

franjas, se construy5 la gráfica N-P de la figura 18, donde se ob -. 
serva un comportamiento lineal entre cargas y órdenes de franja; y 

fuA con los datos de 6sta gráfica y utilizando la ec. ( 3-3 ) que -
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es la misma que la ec. 1 ) del apéndice c,corno se construy6 la qr! 

fica de la figura 19, en la que al igual que la anterior se observa 

un comportamiento completamente lineal de la distribuci6n de esfuer-

zos cortantes en el modelo en relación a las cargas aplicadas. 

Por otro lado, se tiene que con otro conjunto de datos suma

mente importantes ( ángulos de giro e y tracciones de superficie P 

se construy6. la grá-fica de la figura 20, en la que se observa un 

comportamiento lineal entre P y a del modelo ensayado. Cabe aclarar, 

que los ángulos de giro ~e determinaron haciendo escrupulosas rnedi -

cienes en las configuraciones deformadas del modelo que aparecen en 

· las fotografias de las isocromáticas e isoclinas. 

Es conveniente resaltar la iIDportancia que tiene para el pr!!_ 

sente trabajo la filtima curva mencionada, ya.que a es el dato que 

permite relacionar los resultados experimentales con los de la mode-

laci6n mecánica, como se demostrará más delante en el cap!tulo de 

las conclusiones. 

Es importante, hacer un comentario acerca de los niveles de 

carga a los que estuvo sujeto el modelo, ya que si se observan las 

distintas gr&ficas donde éstas aparecen, es fácil darse cuenta de 

' 1 que la m4xima resultante de tracci6n aplicada fué de 2.100 Kgs. De-.. 
.. 

-
'i 

biendose ~ata , a que el modelo en éste nive1 de carga empezó a fa -

llar, mediante la aparici6n de una grieta en la esquina inferior iz

quierda, con sus correspondientes efectos de concentraciones de es 

fuerzas que impidieron seguir tomando m~s datos. Aunque se piensa 

que los datos tomados son suficientes para dar por analizado e1 pro-

blema de cortante simple, a1 menos en su L'tapa lineal (ya que el cam

~o de las •deformaciones se considera pequeño). 
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CAPITULO IV 

CONCLUSIONES 

De acuerdo con el trabajo realizado en la modelaci6n me-

cánica y en la parte experimental (capítulos 2 y 3 de· 6s ta t6-

sis, y tomando en cuenta los resultados obtenidos, se puede de 

cir, que los objetivos planteados inicialmente, fueron satisfe 

chas. l\ continuación, se expone un breve comentario acerca de 

las conclusiones que de éste trabajo se pueden hacer. 

A la primera conclusi6n que se llega, es de que se logra 

establecer una relaci6n entre la modelaci6n mecánica y la expe

perinientaci6n física, a través de un problema de la Mecánica de 

Materiales, dando la pauta para pensar en justificar s.istemlit:i.c~ 

mente la Resistencia de Materiales desde un punto de vista de la 

Mecánica del Medio Continuo, en sus diferentes t6piCos, como; 

Torsión, Flexi6n. Pandeo , etc. 

Por otra parte, se tiene que a través de la modelaci6ri 

mecánica, fué posible demostrar la existencia del problema de 

cortante puro. Para ello, se parti6 de suponer un cortante gene

ralizado, quedando claramente demostrado, que para poder darlo, 

se deben de satisfacer las condiciones de 

a) Una función de deformación homog€nea dada por (2-60). 

b) Un campo de desplazamiento lineal en x3 • 

c) Un tensor de deformaciones infinitesimales (2-73), donde 

solo aparece la deformaci6n de cortante E13 = E 31 

d) Un tensor de esfuerzos de Piola con s13 = s 31 , 

5 11=8 22=S33=S23=S32=S21=8 12=0, 

e) Un campo de fuerzas de cuerpo nulas dado por 

También se tiene qué de acuerdo con el <Ir.terminante 
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de la representaci6n matricial de1 tensor de deformaciones, es

to es (2-60), y que esta dado por (2-62}, el movimiento modelado -

(cortante puro) es isocórico, es decir, preserva vbltimenes. Lo an

terior, es de relevante importancia, ya que es una de las princip~ 

1es características, del problema en cuestión, y que no se demues

tra en la literatura de Mecánica de Materiales, aGn cuando en alg~ 

nos textos de las referencias es tratado en cierta forma menos ri

gurosa que aquí [l), [13], [23], tocando únicamente algunas cues-

tiones similares, en las que se coinciden. 

Un detalle muy importante que se debe señalar, es que el Co~ 

tante simple, se puede presentar cuando el campo de deformacionee

asociado es del tipo infinitesimal, como se demuestra en la modal~ 

ci6n mec4nica y en la experimentación física. 

Por otra parte, se tiene que si los 4ngulos de giro son muy

grandes la representación material y espacial del estado de esfue~ 

zos (2-27} y (2-134) ofrecen resultados muy dispares, como podrá -

observarse en la fig-23, máxime cuando se trata de un cortante no

l.ineal.(deformaciones finitas con alabeo de las caras del modelo). 

En cuanto a la parte experimental, se puede decir que para 

un cierto ángulo de distorsión superior al m!ximo experimentado, 

l.os campOs de esfuerzos observados se empezaban a distorsionar, es 

decir, ya no eran homogéneos, debiendose principalmente a la pre-

sencia de esfuerzos normales en las caras laterales del modelo. 

La confiabilidad de los datos obtenidos (Esfuerzos y Despla

zamientos) en la modelaci6n mecánica y en la parte experimental, -

es buena,para ello observense ias gráficas de las figuras 21 y 22, 

donde, son comparados estos, apreciándose una coincidencia casi-

exacta en ambos, aún cuando los datos experimentales fueron obten! 
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~ dos a partir de una confi9uraci6n deformada o espacial, y campar-ª. 

• 

dos con datos materiales determinados en la modelaci6n, debi~ndose 

la coincidencia al hecho de que el problema se comport6 linealmen-

te en un campo de deformaciones infinitesimales. 

De lo anteriormente mencionado,es importante decir· · que la ex

perimentaci6n f!sica se ñlzo ' a partir de la modelaci6n mec.S.nica, 

ya que se marca la páuta para diseñar otros experimentos. 

Por último, se dir! tambiAn que la curva de la fig.22, donde, 

se expresa el estado de desplazamientos te6rico y experimental en

Z= h/2 es la misma para ambos estados, ya que los dos usan para d~ 

terminar u 1 al mismo dato que es o<..= Tan e, de ah! la coincidencia. 

Algunos posibles trabajos que se pueden realizar, y que tie-

nen estrecha relaci6n con el presente, podr1an ser los siguientes: 

a) Una continuaci6n en la discusi6n matem6tica y experimen-
tal del cortante simple en su etapa no lineal. 

b) Una discusi6n a fondo de la Mec§nica de Materiales utili
zando la Mec§nica del Medio Continuo. 

c) Justificar a los M~todos de An~lisis Experimental de Es-

fuerzas, utilizando la modelaci6n mec!nica, como un buen

trabajo de apoyo' para posibles estudios de problemas avanzados -
de la mecánica . 
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Fig 1 Representación geométrica del cuerpo en estudio y sus fron1eras 
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Fig 2 Configuración inicial y final de la barra 
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Fig 3 Tracciones de superficie y fuerzas de cuerpo del cortante no lineal 
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Fig 4 Condiciones de frontera del cortante no lineal 
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Fig 5 El vector esfuerzo actuando en Sr 
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Fig 6 Tracciones de superficie y fuerzas de cuerpo para el cortante simple 
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Fi g 7 Condiciones de frontera poro el cortante simple 
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Fig 8 Tr~cciones de superficie y fuerzas .de· cuerpo para el cortante lineal con extensión 
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Flg 9 Condiciones de frontera para el cortante lineal con extensión 
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Fig 10 Configuración deformada de la barra 

so 



z 
Z' 

X' 

Flg 11 Detalle de rotación del sistema de coordenadas y normales unitarias 
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Fig 12 Tracciones de superficie espaciales para el corfanle simple 
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Fig 13 Tracciones de superficie y fuerzas de cuerpo espo -
cicles para el cortante lineal con extención 
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Fig 14 Condiciones de frontera espaciales para el cortante con extensión 
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Fig.16 Marco de carga empleado en el experimento, donde, se puede observar 

el modelo cargado, apreciandose la rotación de las lineas verticales 

marcadas ( fotocopia tomada de un negativo ) 
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Fig.18 Fotografía mostrando un patrón de franjas isocromáti.cas con A-2.57 

y resultante de tracción P•l.272 Kga., obsérvese que todo el modelo 

está cubierto por una sola franja ( fotocopia tomada de un negativo 

-, 

Fig.17 Fotografía de la isoclina de 45º del modulo sujeto a una resultante 

de tracción paQ,530 Kgs., aprcciandose con claridad ·la uniformidad 

de esta ( fotocopia tomada de un negativo ) 
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FIQ. 18 Curva orden de franja-coroa del modelo sujeto a cortante puro 
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F'IQ. 19 Curva donde se observa el comportamiento de los esfuerzo• experimentales 

con respecto o las cargas en cualquier punto del modelo 

88 



p .... 
a.o 

2.8 

2.tl 
---L. 

2.4 ªº'p 2.2 -..-
2.0 

1.e 

1.e 

1.4 

1.2 

1.0 

o• 

o.e 

0.4 

0.2 

0.2 0.4 0.6 0.6 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2D 2.2 2.4 2.6 2.8 

Flg. ~o Gráfico cargo- ángulo de giro para el modelo sujeto a cortante puro 
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O.D e MODELACION MECANICA 
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Flo. 21 Gráfico esfuerzo cortante- cargo para cualquier punto del modelo 
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Flg. 22 Curva coroa-de1plozomlento tec!irlca y experimental para un punto 

alluado en z•h/a 
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FIQ. 23 Gráfica llustrotlvo del error cometido ol comparar los tensores 

de esfuerzos Aola y Cauchy1 dado por T11 
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Esfuerzos planos 
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Deformaclónes planos 

Flg. 24 RepresentaGlon esquemdtlca del sistema plano de esfuerzos y 

deformaclónes. 
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CAMPO OBSCURO 

• 2·5 1·5 *" 
19~~-wP-~ª~ 

CAMPO CLARO 

Fig.26 Patrones de franjas isocromiíticas para una barra simp1emente 

apoyada con carga ap1icada en e1 centro de1 claro, donde, se 

aprecia con c1aridad la forma de enumerar 1as franjas para 

ambos campos 
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FiO. 26 Representación esquemotico de un polariscopio plano (campo obscuío) polorlzodor y 

analizador cruzados. 
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Flg. 27 Arreglo de los elementos de i..i pola.rfscopk> circular con pofarlzadar y analizador cruzados y placm de cuarto de 
onda cruzadas (campo obscuro). 



APENDICE A 

D!SCUS!ON DE LA FUNCION DE DEFORMACION DEL CORTANTE LINEAL CON EXTENSION 

En esta parte, ~e pretende determinar por un lado los coeficientes 

de la funci6n de deformaci6li (2-7) para el caso de cortante no lineal con el!. 

tens16rt• Y por otro lado checar si (2 .. 7) ·es efectivamente una función de· dé 

formac16n. 

En primer t~rmin~. Se determinan, los coeficientes de (2-7). para lo 

cual haremos uso de las condiciones cinemáticas expresadas en (2-6). 

De la condici6n 

a .. O, 

l o . 

e = o o • 

do "" o. 

con (6-2), se determina 

•oh = cxz
1 -> 

d¡h = zl -> 

(2-6)1" 

que 

ª2 
- a. - .n zl. 

dl = z1/h 

(1) 

(2) 

(3) 

De la condición cinemática establecida en (2-6) 3 , Se tiene la s1 

guiente relación 

despejando a3 de (4), 

~ x0-a 1L-a 2h 
ª3 Lh 

Tomando en cuenta (2-6) 4 , se determina que 
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1 

y con (2) y (6) en (5); el valor de la constante a3 es determinad?, que 

resulta ser 

(7) 

Con la condición asumida .eri (2-.6) 6 ; .el valor de la constante c1 .es 

detenninad~, siendo esto 

(8) 

Una vez ·que se determinan todos los coeficientes, .se sustituyen e!_ 

tos (1), (2),.(3), (6), (7) Y (8) en la.función de deformación resultando 

ser 

f(X, y.;z) 
c<Z¡ •2-L-aZ¡ Y4 

+-h-z+ Lh xz,Tv, v(x,v;z) €a (9) 

.El siguiente objetiv!J, es detenninar si (9) es efectivamente 

una funci6n de defonnació_n, por lo q11e a continuación ~e prueban las propie

-dades que ésta debe sat,isfacer. 

i) Obsérvese que la matriz del campo tensorial 

gradiente de defonnación, está dada por: 

. 3 3 
~:B+L(R. ,R _),llamado 

l+kZ O az/h+kX 

tfi(X,V,Zj 
[F(X,Y,Z)]=[Vf(X,Y,Z)]~ a = O 

- - XJ . 
y 4/b O en (X,V,Z)€B (10) 

o o 

donde 

Observandose de (10) que la derivada de (9) existe y es continua. 
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A continuaci6n ~e Prueba que f~B .... f(J3) sea uno a un~, ¡)ara 'que .esto 

sucedaJ se tendra que cumplir: 

f(X,Y,Z) * * * f(X , Y , Z ) 

sustituyendo datos en (11), se p~antea ~o siguiente 

~l * ai.i * * * 
X + n- Z + kXZ = X + ~ Z + kX z. , 

Y4 . Yi * 
-¡;-Y =-¡;-Y 

De (13) y (14), 

* y = y 

* . z = z 

Sustituyendo (16) .en (12) ,.se .obtiene 

* aZl * X(l + kZ ) + h Z * * Ca¡ - * X (1 + kZ ) + -h- Z 

Para que la igualdad (17) sea cierta, se requiere que 

* X X 

De (15) y. (16) se concluye que f:B+f(B) es uno a uno 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) . 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

i i) Determinación de la inversa f-l, f(B)->B, de la función de d~ 
* * * . formación. Se sabe que V (X,Y,Z)cB existe un (X ,Y ,Z )cf(B) tal qu~. 

. * •. * * 
f(X,Y,Z) =(X ,Y ,Z ), esto es una triln~formación f :f(B)-+B llamada inversa 

de f:B->f(B) [véase Bcntlcy and Cooke]. Por lo t.anto, para obtener la inver 

sa de la función de deformació'1, .se plantea· el siguiente sistema de ecua 

ciones: 

az1 * 
X + ll Z + kXZ = X. , ( 19) 
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zl * 
11 z = z 

Resolviendo el sistema anterior, 

. b * 
Y=y-Y, 4 . 

. . 
. . h * 

.Z=-Z: 
zl. 

(20) 

(21) 

conduce a lo siguiente 

(22) 

(23) 

(24) 

Con estas íiltimas tres expres1one~, se determ1i1ria que ~a· funci6n inversa es: 

f- 1cx* ,v* ,z*)=q x* - a.z* , ~y*, ~ z] V (X* ,v* ,z*)of(B) 
kh *) Y4 . zl 1 + - z 
zl 

(25) 

Checando si f- 1 :f(B)~s es derivable y continua, se · determina 

la matriz asociada a su gradiente, como sigue 
* * a.khZ tz1 1 X kh a. - z¡:- - + 

1+ khZ l+khZ 
(1+ k~~ J2 

1 * * * Z¡ Z¡ 
l * * * tr (X , Y ,Z j 

[~f- ex , v , z ) J= ax J = b/y4 o 

o o h/z1 

com~, se .puede observar en (26) r 1 :f(B)~B es continua si * Z no toma el va 
* lor de Z = - Z/kh. 

Se sabe que: 

vz vzr, 
det[~(.x, Y ,Z)J=rtcl+kZ]= b

4 h\~ V(X,Y,Z)eB . (27) 
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Observación A-1. 

Para que det[Vf(X, v.;z)] sea > O; se requiere necesariamente ·que k ~ O 

ya qu~, de acuerdo con la orientación del sistema de coordenadas Z ~ ~' y, 

para que k sea mayor que cero se requiere que: 

x2-L-aZ¡ ? O o 

x2-az1 ? L • 
(28) 

Comentario final: Com~. se puede observar a trav~s de ~os desarrollos SegU! 

dos en este ap~ndic~, la función de ·deformación para ·este prob~em~, para p~ 

der ser~o tiene que satisfacer ciertas condicionantes tanto en ·su inversa 

como en su gradientP. y continuida~, condiciones que necesariamente iriducir~n 

problemas en la formulación del problema. Como sucedió con los princ1p1os d 

de balance ecs. (2.:32), c2:33¡ y (2-34) de la primera parte. 
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APENDICE B 

DISCUSION DE LA FUNCION DE DEFORMAr.ION DEL r.DP.TANTE LHIEAL ·CON ÚTENSJON 

En esta part~, se demuestra que (2-1-22) satisface Jos correspondie!!.. 

tes axiomas que la hacen una función de deformaci6n. 

i) Obsérvese que la matriz del campo tensorial ·~:B .. L(R3 ,R
3

) llamado 

gradiente de deformación, está dada por: .· 

z1/h o .azl 
11 

[~(X,Y,Z)J = [~] = o 1 
.. z1~h o en (X,Y,Z)EB (1) - vn 

o o z1/h 

de dond.e, se puede ver que su derivada existe y es continua ademá:s se' tiene 

que f:B-..f{B) es uno a un~. en efecto 

* * * f(X,Y,Z) = f(X ,Y ,Z) (2) 

por lo que sustituyendo datos en (2), se plantea el siguiente sistema de' 

ecuaciones 

- ( •1-h) - 1--h-

'1 * 
= llz 

De (4) y (5), se determina que 

* y = y 

* z = z. 
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Con (7) en (3_), se plantea lo siguiente 

aZl * . zi az1 * . zi . * 
-0-z + 11 X=-n-Z + 11 x 

* X (8) 

De (6), (7) y (8.J, se concluye que, efectivamente (2-122) es una funci6n uno 

a uno. 

ii' Ahona. ~se. ti6'bieoe· · la inversa f-l :f(B)-).B de la 'fu.nción de defor 

mac16n. 

* * * Puesto que V (X,Y.;Z,)i:B exfate un (X ,Y ,Z )d(B), tal que f(X,Y,Z)= 

* * * * . . (X ,y: ;Z _), esto es una transformación f :f(B)->B) llamada inversa de f•B+f(B). 

Por lo que para obtenerl_a. 

azl "1 . * 11Z+11X = X • 
[ •1-hJ * 1 -Vil y = y • 

•1 * ñz = z 

se plantea el siguiente sistema de ecunciones 

(9) 

(10) 

(11) 

De donde, al resolver el sistema de ecuaciones formado por (9_), (10), 

y (11), se obtiene, 

-· h z * z - z 1 

l * 
y y 

z-hj'~i 
(1 

1. 
(12) 

-~ 

h * * X=-(X. -aZ). 
•1 . 

Por tant~, la :-fUn_ci 6n ._inversa de deformación e~, tomando en cuenta 

(12) 

, o 2 



-1 * * * . ~ * - * ' . v: 
f (X. ;v .. ;z ) =. z (X.,-aZ. l, -.(--=.z

1
·_·h}, 

. . 1 1 -
\) h 

h. *j -Z. 
Z¡ 

* * * en (X ;Y ,z. ),:f(B) (13) 

Al determinar el gradiente de (13)-, se aprecia ·que su derivada 

ex1st_e, siendo la representación matricial de este lo siguiente 

o o 

Zi"h) 
\) h ') 

* * * en (X ,Y ;z )d(B) (14) 

ifi)Probar si el determinante de (1), o sea deT Fes mayor que cero 

V (x,v;z)oB. De (1) se 

z2 
deT [~] = ~ ( 1 

ti ene: 

z2 
= -.J, (h(l+v)-z1J 

vh 
(15) 

Analizando (15) -se obsérva que deT F siempre será mayor que 

cerp;, ya que: 

'1 Vh > o, y 

h(l+v) - z > O . l 

La expresión (16) implica 

(16) 

(17) 

que es mayor que cer~, debido principal. 

mente a la ubicación del sistema de coordenadas. Y por lo que respecto a 

(17.l, diremos que ést_a, también será mayor que cer~, ya que si se toma en 

cuenta el comportamiento de ~a barr~, s1 esta sujeta a un campo de defonn~ 

ci6n pequeña es seguro que se cumpla la condición mencionad~, y si fuese fi 

nit~, se requerirá de un campo de deformaciones muy grande para poder lograr 

que sea 1nenor que cer~, siendo esto pract·icamente imposible. Tomando en 

cuenta todo lo anterio_r, puc'de asegurarse· que (2-121) es efectivamente una 

función de deformación. 
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APENDJ:CE C 

EL METODO FOTOELASTICO 

l. Introducción. 

El método fotoelástico, corno herramienta de análisis de 

esfuerzos, es una técnica experimental de campo completo, ya que 

permite la determinación de campos de esfuerzos, siendo antigua 

( ya que data del siglo XVIIJ: y una de las técnicas experime~ 

tales m4s precisas, de ahí el hecho de que se haya usado en el 

presente trabajo, se pretende dar un bosquejo general de ella, -

sin entrar en mucho detalle, ya que a quién se sienta interesado 

ae les dar§n buenas referencias para que las consulte. 

Por otro lado, se tiene que la fotoelasticidad, o el Mé

todo Fotoelático, corno se ha llam·ado en el presente apéndice, re

sulta particularmente útil en el diseño de partes estructurales, 

as! 'como en el an&lisis y comprensión de1 comportamiento rnec~ni

co de listas. 

También, es irnportante decir, que es una valiosa berra -

.mienta en los estudios de distribuciones y concentraciones de e~ 

fuerzas, redimensionamiento en la geometría de elementos, optim! 

zaci6n ( es decir, quitando material de aquellas zonas donde no

se estli esforzando la pieza en estudio ) • y predicción de posi 

bles fallas, principalmente en piezas de geometría irregular, 

donde una tnodelación mat.eruát:ica resulta difícil. 

Es pertinente, recalcar las ventajas que la fotoelastic1 

dad tien~ sobre otros métodos cY.perimentales, como se dijo li 

neas arriba en la localización de concentraciones de esfuerzos 
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que por lo general, es donde se originan las fallas. 

~n éste caso, el método fotoelástico se usó para campa 

rar y comprobar resultados teóricos en el problern~ de cortante 

puro. 

2. NOCIONES DEL METODO 

La fotoelasticidad, se vale de la propiedad llamada bi -

rrefringencia temporal, que algunos materiales transparentes (s2 

bre todo plásticos ) adquieren , cuando están sujetos a un esta

do de esfuerzos. 

La birrefringencia o cbble refradciófln es un fenómeno -

en el que un rayo de luz polarizada incidente sobre un plano de 

un modelo transparente, es dividido en dos rayos cuando dicho m2 

delo está cargado, de ahí lo de temporal, siendo la dirección de 

~atoa rayos la que corresponde a la inclinación de los esfuer -

zas principales, además de que las velocidades de los rayos, son 

proporcionales a las magnitudes de los esfuerzos respectivos en

cada dirección. 

Por otro lado, se tiene que los rayos que emergen del rn2 

delo se encuentran desfasados y cuando se combinan , forman pa -

trenes de interferencia o franjas. Dicho desfasamiento 6 retraso 

relativo, específicamente es la diferencia en longitudes de on -

das que experimentan los dos rayos al atrave$ar el modelo. 

Para poder obtener la información que la fot:.oelasticidad 

proporciona { patrones de franjas isocron1áticas e isoclinas ) ,es 

nec~sario, adernüs de contar con un modelo de rnat~rial con las 

propiedades ópticas adecuadas, el elemento principal de trabajo, 

1 o 5 



• 

i ... 
• 1 

i .. 

que es el polariscopio, con el que se observan los patrones antes-

mencionados. 

Aunque la fotoelasticidad es una técnica para· resolver tall 

to problemas bidimensionales como tridimensionales: en el presente 

ap~ndice se enfocó al uso de ésta para el caso bidimensional, ya -

que es donde se usa con más frecuencia, y no se entrará en una di~ 

cusi6n de la fotoelasticidad tridimensional, debido a que se re 

quiere explicar para su entendimiento, procedimientos y t~cnicas 

que se salen del alcance de éste apéndice y que no se justifican 

en el presente trábajo. 

3. FOTOELASTICIDAD BIDIMENSIONAL 

Como se dijo anteriormente, el ~nfasis será hacia el caso-

bidimensional, por su sencillez de comprensión e inmediata aplica-

bilidad pr4ctica, ya que no requiere de muchos conocimientos para 

obtener resultados concretos. 

A continuaci6n, se explicará sin mucho detalle, el proble

ma de esfuerzos planos, quién esté interesado en profundizar al 

respecto, podrá recurrir a las referencias que se dan en la biblig 

graf !'.a [B ·], [16], [23] • 

se dice que un problema de la mecánica de materiales es 

1dealizable tro.ediante t.1r.. sistC:!ma plano de esf\lerzos, cuando satisfa-

ce ciertas condiciones tanto c; . .::or11étric::.;u.; co1110 de cargas. Estricta

men~e ~~~an~o, todos los pro?lemas de la mecánica son tridimensi2 

nales. por Canto, es importante tener en cuenta que cuando se ha-
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ble de un sistema plano, ya sea de esfuerzos o de deformaciones, 

está presente una soluci6n aproximada, y en la medida en que las 

condiciones anteriores sean satisfechas, dicha aproximaci6n será 

"más" exacta. 

Las condiciones mencionadas para esfuerzos planos,se pue-

den entender de la siguiente manera: en cuanto a las condiciones 

geométricas, se dirá, que éstas exigen que el cuerpo sea delgado, 

es decir, de un espesor cuya magnitud sea pequeña comparada con -

las otras dimensiones del cuerpo, y respecto a las cargas, éstas 

deberán actuar paralelas al plano del cuerpo corno se observa en -· 

la figura 24. 

En un sistema plano de esfuerzos, suponiendo que el plano 

es el XY , las componentes de esfuerzos son Sx, Sy y Sxy, siendo

nulas las demás componentes del tensor de esfuerzos. Y si éste 

plano es principal, s5lo existen dos componentes de esfuerzos; s 1 
y s 2 ( s 3 = O) donde, uno es máximo y otro mínimo. 

En éste caso se tomará como s 1 el mayor de los dos alge 

braicamente hablando, con el propósito de que ( s 1 - s 2 ) siempre 

sea positivo. Los planos en el que actúan s 1 y .s2 ~ienen unaorien 

taci6n con respecto al zistema XY, ·que se denotan por e 

y 0+1)/. - -'~ 

La nomenclatura usada en esfuerzos principales Y la in -

clinaci6n, servirá para las ecuaciones de la fotoelasticidad que 

se usargn posteriormente • 
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4 ISOCROMATICAS 

Dentro de la informaci6n que se puede obte~er de un estudio 

fotoelAstico, están los patrones de franjas de isocromlticas e iso

clinas, y_ los que se relacionan con los esfuerzos, son las isocrom! 

ticas, que eri pocas palabras pu"eden deflnirse como; el lugar 9e2 

m~trico de puntos donde el esfuerio cortante es máximo 6 la difere_!! 

cia de esfuerzos principales es la misma. 

Los patrones de franjas isocrom&ticas, se obtienen en un m2 

delo de esfuerzos planos, cuando ~ste es expuesto a un campo de.luz 

polarizada circular. Dicho campo de luz, es obtenido mediante un 

dispositivo llamado polariscopio, y si además la luz es rnonocromát!, 

ca, dichos patrones son una secuencia de bandas oscuras y lwninosas 

cuya distribuci6n es proporcional a las cargas externas aplicadas 

al modelo. 

El modelo matem~tico que relaciona los esfuerzos con las i-

socrom4ticas, est§ dado mediante la siguiente ley esfuerzo 6ptico -

bidimensional .. 

( l ) 

2 t 

donde: 

son los esfuerzos principales 

Coeficiente de esfuerzo óptico, cuyas caracteristicas de 

penden del material que está hecho el modelo el modelo y 

de la luz empleada en el experimento. 

t espesor del modelo 
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orden de franja isocromática, ó retraso relativo. 

De la ec. ( 1) , se ve claramente-que el orden de franja 

R o retardaci6n relativa, es directamente proporcional a la dife

rencia de esfuerzos principales •• 

Los patrones de franjas isocrornáticas obtenidos de un an&-

lisis fotoelástico, son de dos tipos; uno, en el que las bandas o~ 

·curas se cuentanu por 6rdenes enteros, ~ = O, 1, 2, ••• n, que corres-

penden a un campo oscuro, y la otra, cuando la intensidad de la luz 

es m4xima (campo claro), donde los órdenes de franjas son conta-

dos por medias unidades, es decir, R n 
2 . 

Para propósitos de análisis, por lo general, es suficiente 

con un patrón de franjas, pero cuando se requiere rn4s precisi6n, -

es recomendable tener los dos patrones de franjas mediante fotogr~ 

fias para obtener mejores resultados. 

Algunos analistas de esfuerzos, a través de la literatura, 

recomiendan trabajar con fotografías de campo claro, ya que en ~--· 

tas se a~recia el modelo, pero los resultados serian los mismos si 

se usa uno u otro campo, cuando el material fotoelástico es sensi-

ble. 

Con lo anterior, se puede tener idea de lo que se en 

tiende por orden de franja isocromática R para un punto, que en po-

cas palabras se resume como el número de franjas que pasa a tr.!!, 

v~s de un punto durante la aplicación de cargas al modelo en.estu -

dio 16 J • 

Una de las principales dificultades ~on los patrones de i

socromfiticas, es saber numerarlos, sobre todo en piezas de qeome 

tri~ irregular, donde es difícil situar un orden cero. De ah! la 
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conveniencia de trabajar primero con campos oscuros en el polaris

copio, ya que es en ~stos, donde se detectan aquellos puntos con 

A = O. Se recomienda para su localización , ubicar las esquinas 1.! 

brea del modelo, ya que mediante la teoría de la elasticidad para 

un caso de esfuerzos planos, es fácil analizar una esquina libre, 

ya sea interna 6 externa y fijar1a como un punto con esfuerzos nu

los, y por tanto, la franja encontrada es de orden cero. Tambi~n -

hay puntos internos con orden nu1o y se identifican jugando con las 

cargas en el modelo y observando en el polariscopio. Como se ve, 

es flcil obtener resultados de la fotoelasticidad bidimensional 

sin may.or dificultad. 

También existen técnicas cuando el método se complica y se 

vuelve tedioso como es el caso de estudiar puntos internos en los 

que se tienen que determinar fracciones de franjas y separaci6n de 

esfuerzos, las cuales son explicadas ampliamente en la bibliograf!a 

que aparece al final del trabajo. 

Una vista de patrones de franjas isocrornáticas tanto para 

campo claro como escuro, se observan en la figura ( 25 ). 

5 ISOCLINAS 

otro patrón de franjas que se puede obtener de un estudio 

fotoelástico, son las isociinas o lugares geornGtricos de puntos 

donde la inclinación de los esfuerzos principales o deformaciones 

principales es la misma. e~ importante notar que con ésta familia 

de curvas junto con las de las isocromáticas, además de las t~cni

cas de separaci6n de esfuerzos, son las herramientas necesarias P.!. 

ra hacer un análisis de esfuerzos utilizando la fotoelasticidad. 

A1 mismo tiempo se aprovecha el presente comentario para decir que 
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rara vez se resuelven problemas utilizando el método fotoel!stico 

dnicamente, debido al consumo de tiempo y lo caro que resulta, 

por lo que se recomienda utilizarlo junto con otras·t6cnicas exp~ 

rimentales. 

Regresando al tema de las isoclinas, se 

.dir4 que éstas se obtienen con luz polarizada plana, es decir, se 

hace uso de un polariscopio plano. Si se parte de que la intensi

dad luminosa en un polariscopio plano está dada por la ecuaci6n 

I 
2 2 2 '-'· 2 a sen 2 e Sen 2 2 ) 

De ésta ecuación se observa que la extinción se debe a dos 

cosas.1 la primera que es: 

I. = ·O, cuando 20 = n'\1' donde n es un entero 3 ) 

Siendo 3 la contribuci6n de la isoclina, y por otro lado 

la extinción ocurre cuando: 

nrr , 6 ( 4 

Donde n es un entero, 6 donde la retardación relativa R es un 

nWnero entero de longitudes de onda, siendo ~sta parte la contri 

buci6n debida a la isocrornática. 

~e las ecuaciones ( 3 ) y ( 4 ) se concluye que : un modelo 

analizado con luz plana muestra patrones de franja tanto de isocl! 

nas como de isocrornáticas, siendo ésto, un problema al momento de 

hacer las observaciones, ya que se presta a confusión al no poder 

distinguir uno del otro, aunque ya existen procedimientos para ha

cer tal distinción. En la literatura son inuy claros al respecto, y 

se sugiere que para e·vitar problemas, además del rnateria1 fotoel!Ja 

tico sensible, se maquine uno de un material fotoelástico poco sen 
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sib1e a 1as isocromáticas como puede ser e1 acrí1ico, donde 1as i

soc1inas se aprecian claramente. 

Una vez salvado 1o anterior, se determinarSn las isoclinas 

que se deseen para el problema en cuesti6n, mediante una rotaci6n 

simu1t4nea del polarizador y el analizador cruzados, recomendando 

la variación de las isoclinas de 5° ó de 10°, ya que con incremen

tos de ~ste tipo, son suficientes para saber la inclinaci6n de s 1 
y s 2 en todo el modelo. 

6 POLARISCOPIO 

El dispositivo mediante el cual la fotoelasticidad es f&ci! 

ment·e entendible, es el polariscopio, que es un instrumento que usa 

la luz polarizada para su funcionamiento. De acuerdo con la luz po

larizada que se trabaje, éste instrumento adquiere los nombres de i 

polariscopio elíptico, polariscopio circular y polariscopio plano. 

Siendo los de más amplio uso en aplicaciones fotoelásticas los dos 

últimos. 

Existen diferentes diseños de polariscopios, pero el que se 

recomienda por su fácil manera de construir, usar y de bajo costo, 

es el de. luz difusa, el cual da resultados altamente satisfacto 

rica, existiendo pocos problemas de la realidad que no se puedan 

analizar con éste tipo de instrumento fotoelásticamente hablando. 

Por otro lado, tenemos que en cuanto al polariscopio pla

no , su conformación está dada por : una fuente de luz, dos pla -

cas polaroid y un modele, cuya representación esquemática est& d.!; 

da en' la figura ( 26 ). Como se dijo, éste tipo de instrumento es 

Gtil en la determinación de can1pos isoclínicos. 
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Respecto al polariscopio circular, se puede decir que, 

es rn~s complejo, ya que tiene más elementos que el anterior, sien

do su principal utilidad la determinaci6n de patrones de isocrom4-

ticas, y se muestra un esquema de éste en la figura (27 ). 

Es importante notar, que se pueden hacer arreglos en los -

polariscopios con las lentes para obtener distintos campos de luz 

polarizada (obscuro y claro). También es claro comentar que ade

m!s de las componentes que se mencionan en las figuras ( 26 ) y 

( 27 ), es importante contar con lentes monocromatizadoras, con 

el f!n de obtener patrones de franja de un solo color para tra~a 

jar mejor, ya que de lo contrario, se obtienen campos de bandas c.Q. 

!oreadas que a veces dificultan el análisis de datos, Así como tam 

bi~ñ, contar con una cámara fotográfica, ya que resulta m4s vers4-

til trabajar sobre fotografías, que obtener los datos directamente 

en el polariscopio. 

Con la e·xplicación anterior, se considera que se puede te

ner una idea clara de lo que es el método fotoelástico, sus alcan

ces y los principios en los que se basa como Método de Análisis E~ 

perimental de Esfuerzos. Existen más detalles que explicar del rnE

todo, como es la separación de esfuerzos,así como técnicas de lec

turas de fracciones de franjas isocromSticas que no se abordar4n Q~ 

en ~sta ocasión , ya que haría muy extenso el presente ap6ndice 

sin ser ·és~e el principal objetivo del mismo .Por lo que, a quiAn le 

interese el método, se le recomienda la bibliografía que al. final 

se enlista. 
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