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PRÓLOGO 
En su enunciado original el Teorema de Ramsey (Ramsey j 1030J) dice: 

Si coloreamos lBB aristBS de una grállca completa infinita, con un número finito 
de colores, obtendremos como subgrállca inducida a una gráfica completa infinita con 
todBS sus aristBS del mismo color. 

Este enunciado es equivalente, vis algun debilitamiento del axioma de elecci6n, 
al siguiente: 

Para cualesqufora. n, r1 1 r2• • .. , rn. números naturales, c.xiste otro número m = 
m(n, ri, r2i · ~. 1 rn.) tal que, si coloreamos las aristas de Km con n colores obtendremos 
una Kr¡ con todBS sus aristas del color r¡ para alguna 1 :5 i::; n. 

A partir del redescubrimiento de este resultado por Erdos y Szekeres, la teor!a 
de Ramsey (cuya área de estudio es la de problemaa •cmcjantca al original de Ramsey), 
se ha convertido en una rama vigorosa y elegante de Ja combinatoria, tanto finita como 
infinita. 

MuchM y muy variadaa generalizaciones y sofisticaciones Re han dado del re­
sultado original, quizá una de las más interesantes sea el llamado teorema inducido de 
Ramsey en sus dos versiones (para vértices y ariete.a): 

TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (vértices): 

Dados una grállca H y un número r, existe otra grállca G con Ja propiedad de 
que si coloreamos los vértices de G con r colores obtendremos una. copia, monocromática 
en vértices, de H, como subgrállca inducida de G. 

TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (aristas): 

Dados una gráJlca H y un número r, existe otra gráfica G con la propiedad de 
que si coloreamos las aristas de G con r colores obtendremos una copia, monocromática 
en aristBS, de H, como subgrállca inducida de G. 

Dep!ostraciones de estos resultados se pueden encontrar en Nc.!etfil-Rodl [1978J 
o en Deuber [1975j. 

Con respecto a este problema Erdas (P. Erdos-A. Hajnal j1967J), plantea la pre­
gunta de que si será posible encontrar una gráfica que satisfaga alguno de los teoremns 
inducidos pero con número de clan pequeño (se define el número de clan de una gráfica 
G como el mayor n, tal que Kn CB subgráfica de G); para H = Ks se encontraron 
gráficas G con número de clan 5 (Graham j1968J) y 4, (Irving jl973J); Folkman j1073J, 
obtiene el siguiente resultado: 

TEOREMA DE FOLKMAN 

Dada una grállca H existe otra gráfica G, can el mismo número de clan que H 
y tal que si 2-coloreamos /115 aristllS de G obtendremos una copia de H, monocromática 



en aristas, como subgráBca inducida de G. 

Sin embargo, debido en parte a la publicación póstuma del artículo, la cons­
trucci6n de Folkman reaulta sumamente enredada y además solo es útil en el caso en 
que se utilicen 2-coloracionea, por lo que Ne!ettil y Rodl 11976), dan otra demostración 
a este teorema que se extiende de manera natural al caso de hipergráficas y a cualquier 
número finito de colores. 

El objetivo del prcaente trabajo es exponer de manera sencilla dos demostra­
ciones, una de Hen•on y otra de Komjath-ROdl al teorema de Folkman en su versi6n 
para coloraciones de vérticca. 

TEOREMA DE FOLKMAN (versión vérticC8): 

Dados una gráfica H y un número r, existe otra gráfica. G 1 con el mismo número 
de clllll que H y tal que si coloreamos Jos vértices de G con r colores obtendremos una 
copia de H, monocromática en vértices, como subgrálica fodudda de G. 

A Jo largo de este trabajo nos reíerircmos a este teorema simplemente como el 
TEOREMA DE FOLKMAN, omitiendo la referencia a que se trata de la versión 
en vértices. 
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INTRODUCCIÓN 

En una primera sección de este capítulo introduciremos la mayor parte de la 
notación utilizada en el trabajo, aunque posiblemente en algún momento se definiró.n 
conceptos y su notaci6n, que por ser necesarios solamente para el desarrollo del capítulo 
en que aparezcan no estó.n consignados aquf. 

En la segunda parte de esta introducci6n de demostraró.n algunos resultados 
preliminares como son el Lema de Infinitud de Konlg y el Teorema de Ramsey. 
Cualquier notación utilizada y que no aparezca definida con anterioridad podrá encon­
trarse en algún texto estandar de teor!Í. de gráficas o teor[a de col\iuntos, como por 
ejemplo Hrbaceck- Jech l19B4], Behzad- Chartrnnd- Lesnie.k- Foster 11981]. 

I. NOTACIÓN 

Si X es un conjunto denotamos: 

1 X 1= el cardinal de X, 

IX]'= {A~ X 11 A I= r}, 
N = {0, 1, 2, ... } (el coajunto de loe números naturales), 

w = el conjunto de los numeras naturales con el orden usual, 

1 NI= No. 
SI n E N definimos: II = {O, l, 2, .. ., n - l}, (1 lt I= n) por tanto O = ,¡,, 

Si 1 X 1= n diremos que X es un n-con;'unto y si A E IX]' diremos que A es un 
r-•ubcon;'unto de X. 

Utilizaremos letras itálicas minúsculas (m,n,p, ... ) para denotar números na­
turales y \etras griegas (>., "• w, .. . ) para denotar ordinales y cardinales infinitos (los 
primeros identificadas con el coajunto de sus predecesores y los segundos con ordinales 
iniciales). Recordemos que un cardinal es sucesor si su (ndicc es un ordinal sucesor 
y límite en caso contrario, si " es un cardinal denotaremos por K+ o. su sucesor y si 
" = >. + escribiremos >. = "-. 

Diremos que f es una /unción con dominio A y codominio B, (o máB sencilla­
mente una función de A en B) y escribiremos f : A --+ B si f ~ A X B (el producto 
cartesiano de A y B) y para todo elemento :r de A existe un único elemento y de B 
tal que (:r,y) E /; también utilizaremos la notación usual y= f(:r). Nótese que esta 
definición implica en particular que la• funcione• •on coniunto•. 

Se dice que g y / son funcione• compatib/<0 si el hecho de que (:r, y) Y (:r, z) 
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sean elementos de ! n g implica que 11 = z. 

Con las definiciones anteriores y recordando un poco la notación de la teoría 
clásh:a de conjuntos tenemos como inmediato el siguiente resultado: 

LEMA 

Si F es una familia de funciones, UF es una función si y solamente si las 
funciones elementos de F son dos a dos compatibles, y en ese caso ten~mos: 

Dom(LJF) = LJ Dom{!), 
/EF 

Codom(LJF) = LJ Codom(f), 
/EF 

(LJ F)(:c) = /(x) 'I f E F, :e E Dom/. 

Si A~ dom/ denotaremos por /Í A, la re•lriccián de fa A, a la siguiente función 
domfí,¡= A, codomff,¡= cadomf, /f,¡{:c) =/(:e) V:c E A; si J es una restriccón de 
g diremos que g extiende a /. Como es usual denotaremos por ¡-1{:c) a In imagen 
inversa de :r. 

Por último sin EN definimos exp1(n) = n y expiH(n) = (e:ci{n))". 

GRÁFICAS 

Una gráfica G, ea un par (V(G),A(G)), donde V(G) es un conjunto a cuyos 
elementos llamaremos vlrtice• y A(G) ~ !V(G)j2 es el conjunto de ari•la•; si x,y son 
tales que {x, y} E A(G) se dice que los vértices :e y 11 son adyacentes en In gráfica 
G y en ese coso escribiremos x adya ¡¡ omitiendo el sublndice en caso de que esté 
sobreentendido. 

A lo largo de todo cote trabajo se manejarán gráficas finitas, es decir, con 
número de·vértices finito, en caso contrario se indicará explicitamentc. 

Una gráfica H eo •ubgráfica de olea gráfica G si V(H) ~ V(G) y A(J/) ~ A(G); 
si además A{H) = A(G) n !V(H)j2, diremos que la gráfica Hes •ubgráfica inducida de 
G, y escribiremos H = (V(H))a. 

Se dice que una función f: V(G) -> V(H) es un homomorfismo de gráficas si 
x adya y=> f(x) adyn J[y). 

Un homomorfismo es inmerJión oi es inyectivo y /(x) ady f(y) => x ady y. 

Finalmente fes isomorfiamo si es inmcrsi6n y es supraycctiva; se dice que 
dos gráficas H y G son i.somor fas si existe un isomorfismo cp entre ellns y en ese caso 

\O 
escribimos: G ~ H. 
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Si existe una inmersión tJ¡ de la gráfica Gen la gráfica H se dice que la gráfica H 

admite a la gráfica G y en este caso escribimos G ~ H 1 en caso contrario se escribirá 
H 'f+ G (véase ilustración 1). 

Si G es una clase de gráficas definimos U G (la unión di,junta de C) como: 

V(li C) = LJ (V(m) x {m}), 
mEO 

A{liC) = {{(u,m),(v,m)) J {u,v} E A(m)). 

Es decir, la unión disjunta de una familia de gráficas es la gráfica que se forma 
ajenizando los conjuntos de vértices de los elementos de le. familia y con cada uno de 
estos conjuntos forlllAt una gráfica isomorfa al elemento de la familia correspondiente 
(véase ilustración 2). 

Denotaremos por Kn a la siguiente gráfica: V(Kn) = ff, A(Kn) = [ñ]2 , obvia­
mente J V(G) J= n y A(G) = JV(G)]2 implica que G ~ Kn (il. 3). Es te. gráfica se 
conoce como la gráfica completa con n vértices. 

Definimos el número de clan de una gráfica G como 

cl(G) = sup{n J Kn <-+ G} 

Por una n-colora<ión de la gráfica G entenderemos una función f: V(G) -• ñ, 
y por una n-coloración de ari•taJ una función g : A( G) --< ñ. 

Se dice que una n-coloración f es buena si /(x) = /(y) implica que {x, y} rt 
A(G). El número cromático de G (x(G)) es el mínimo n tal que existe una buena 
n-coloración de G. 

GRÁFICAS DE RAMSEY 
Una gráfica Ges un& gráfica de Ramsty con respecta a la gráfica H y ar, si 

pare. cualquier r-coloración de G existe una subgráflce. inducida de G que es iimmorfe. 
a H con todos sus vértices del mismo color, en ese caso escribimos: 

Une. gráfica Ges una gráfica de Ram•ty en ari•t•• con respecto a la gráfica H y ar, 
si para toda r-coloro.ci6n de las aristn."I de G, G admite a. H de manera que todns sus 
aristas sean del mismo color, en ese caso escribimos: 

G _, (H)~. 

Con esta nomenclatura podemos reformular los teoremas inducidos de Ramsey 
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G= 

-~-



G1= 

u .. 2 

G3=' 

./\~ .. ' G,1~~\.U 
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llG = 
ll. 2 (continuación) 

K1 

Ki 
ll. 3 
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TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (vértices) 

Dada una gráfica H y un número r e.xi."ite otn gráfica G tal que 

G-+ (H)~. 

TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (aristas) 

Dada una gráfica H y un número r existe otra gráfica G tal que 

G-+ (H)~. 

Ejemplos 

Es facil verificar que 

sin embargo al comprobaci6n del primer hecho es trivial mientras que la carn.cterizaci6n 
de las gráficas con número cromático dado es un problema no resuelto. 

Por otra parte tenemos el siguiente hecho: 

G ~ K,(n-l)+I > G ~ (K.)~ 
y G es minimnl en vértices con respecto a esta propicdad 1 sin embargo el problema de 
encontrar una p = p(n, r), tal que si 

G = Kp-. G-+ (Kn)~ 
y G sen minimal en vértices con respecto a esta propiedad, es un problema no resuelto. 

De lo anterior podemos concluir que cada una de las propiedades de Ramscy 
(vértices y aristas), posee un interés particular. 

En realidad Ramsey no estaba pensando en gráficaa cuando demostró el teorema 
que lleva S'u nombre y que da origen a las definiciones anteriores, la formu1nci6n original 
de este tipo de propiedades se refiere a números cardinales, se dice que un cardinal 1t 

posee la propiedad de Ramsev con respecto al cardinal ,\ supra-n, sub-r si para toda 
r-coloraci6n de los n-subconjuntos de cualquier x.-conjunto A obtenemos un ,\-conjunto 
D, liomogénco con respecto n. In. colornción (esto significa que [BJ" es mono<:ron11Hico) 1 

B ~ A, y en este caso denotaremos: 

I<-> (>.)~. 

El lector interesado en In propiedad de Ramsey para cardinales puede referirse al texto 
de P. Erdos, A. Hajnal, A. Maté y R. Rado (11984Jl que contiene grnn cantidad de los 
resultados más importantes que sobre el tema se han encontrado, 
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O-ÁRBOLES 
Definiremos un o-árbol como un orden parcial l (T, :O) tal que: 

i) :::$ tiene un mínimo (i.e. un x E T tal que x :::$ l/ para todo y E T). 

ii) el conjunto de predecesores de cualquier elemento x(= {y E T 1 y :::$ x}) 
está bien ordenado (es decir cualquiera de sus subconjuntos no vacios tiene un primer 
elemento). 

En vista de que los conjuntos de predecesores de cada elemento están bien orde­
nados, para cada cJcmcnto :z: existe un único ordinal que es isomorfo (con isomorfismo 
de ordenes) a su conjunto de predecesores, a este único ordinal lo dcnotn.rcmos por o(x) 
(el orden de x) ¡ al conjunto de todos los elementos ele T con orden ex lo dcnolurcmu:, 
La y lo llamaremos el a-ésimo nivel de T. 

La altura (lth} de un o-árbol T está definida como 

lth T = sup{a + l J La f 4>}. 

Para cndn x E T definimos el conjunto de •uc"º"' inmediato• de x en T como 

•im(x) = {y ET 1 x-< y y o(y) = o(x) + l}. 

Una rama del o-árbol T es un conjunto maximal (con respecto a la inclusi6n) 
totalmente ordenado por :::$. 

Como ejemplos de o-árboles podemos dar los siguientes: 

1) (N .~)= w= los naturales con el orden usunl, el mínimo es el O, cndn nivel 
esta formado por un solo elemento que es el mismo que le dn. nombre, es decir el nivel 
5 (hay que recordar que los ordinales finitos coíncidcn con los cardinales finitos de 
manero. natural) tiene como unico elemento al número 5 cuyo conjunto de predecesores 
es 5 = {O, l, 2, 3, 4}, In altura del o-árbol es w ya que ninguno de los niveles finitos es 
vado y no tiene niveles con índice infinito, por otra. parte la unica rama C8 el conjunto 
mismo, lo que será cierto para todos Jos conjuntos bien ordenados. 

'2)( {o, 1, 2, 3, 4}; {(o, 1), (o, 2¡, (o, 3), (o, 4), (1, 2), (1, 3). (1, 4), (3, 4)}) 

(il. 4). 
Este o--á.rbol tiene como mínimo al O, sus conjuntos de predecesores son: 

Pr(O) = 0,Pr(l) = {O},Pr(2) = Pr(3) = {0,1},Pr(4) = {0,1,3} fácilmente 
se puede verificar que estos conjunto~ CRtan bien ordenados con respecto al orden del 
conjunto. 

l Por lo que teodremo• que lur O·úliol J uo cno·&rbol o c:ou. pareddL 
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Este o-árbol tiene 2 raro ... {0,1,2} y {0,1,3,4}, y sus niveles son: 

Lo= {O},L1 = {l},L2 = {2,3},L3 = {4}. 

Ahora con toda esta notación procederem08 a demostrar algunos resultados que 
posteriormente nos serán de utilidad. 

11. PRELIMINARES 

EL LEMA DE INFINITUD DE KONIG 

(D. Konig !1927]) Si (T, :::>) es un o-árbol de altura w y cada uno de sus niveles 
es finito, entonces T tiene una rama infinita. 

DEMOSTRACIÓN 

Dado un o-árbol T que satisface las hipótesis del teorema se construirá una 
sucesión de sub-o-árboles (Tn,:::> fr

0
), n < w de tal manera que: 

T=To2T12T2 ... 

y 

íl Tn 
n<w 

sea la ritma infinita. 

Para ln construcci6n de la succsi6n utilizaremos rccursión sobre los naturales, 

BASE DE LA RECURSIÓN 

Sea To = T, obsérvese que el nivel cero de To solo tiene un elemento que es el 
primer elemento del orden T. 

PASO RECURSIVO 

S~pongamos que Tn ya ha sido construido de manera. que su altura es w y parn 
cada k S n, Lk contiene solo al elemento "'k· 

Como 

Para cada% en Tn sea: 

Tn,• = {xk 1 k < n} LJ{y E Tn 1 x S y}. 

Tn =LJTn,• . 
donde x varía sobre todos los elementos del n~ésimo nivel de Tn tenemos que: 

w = lth(Tn} = sup lth(Tn,z) . 
- 10 -



como el n-ésimo nivel de Tn es finito, este supremo es un máximo y por tanto existe 
y en este nivel tal que lth(Tn,y) = w; definimos Xn = y y Tn = Tn,y, y no es difícil 
corµprobar que: 

{xn \n<w} = íl Tn 
n<w 

es una rama infinita de T. 

TEOREMA DE RAMSEY 

(Ram.sey [1930\) Para cualesquiera k y renteros positivos tenemos: 

es decir si k-coloreamos los r-subconjuntos de cualquier conjunto numerable (esto es 
de cardinal No) habrá un subconjunto infinito homogéneo para la colorad6n. 

DEMOSTRACIÓN 

Demostraremos el teorema por inducción sobre el ca.rdinn.l de los subconjuntos 
colorendoe (r). 

BASE DE LA INDUCCIÓN 

Parar = O el resultado es válido tomando como conjunto homogéneo al conjunto 
total ya. que todos sus conjuntos vados (el único que existe) estn.n coloreados con el 
mismo color. Pnrn. r = 1 el resultado es trivial ya que si coloreamos un conjunto infinito 
con un número finito de colores necesaria.mente debe haber una clase infinita puesto 
que In uni6n finita de conjuntos finitos es finita. 

PASO INDUCTIVO 

Supongamos ahora que para r ~ 2 timemos que 

No-+ (Nol;-1 

y en base a este r<'.sultado trataremos de demostrar: 

como la propiedad de Ram.sey solo depende del cardinal del conjunto y no del conjunto 
en s( mismo 2, podemos suponer que nuestro conjunto numerable son los naturales y 
demostrar que dada una coloración f : \N]' --> k existe un conjunto homogéneo infinito. 

2ya que 11 lot conjunto• tltnC'n el mbmo c.rdlnal, ion blyeclablu y componiendo lu coloraclonu con !u b\ytcclonn 
ex.bltnlH podemo1 eoconlrar lot conjunloe bomo1foeo• corrttpondlenl11, 
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Sea / la coloraci6n dada, construiremos un o-árbol T que dependa de /, con 
altura w, cuyos elementos sean números naturales y con cada uno de sus niveles finito. 

Definiremos al o-árbol de manera recursiva, es decir, nivel por nivel, y para cadn 
elemento :e que vayamos acomodando en él iremos construyendo simultaneamcntc el 
conjunto de los elementos que a la larga serán mayores que x una vez que Ja construcción 
de Testé términada; a este coajunto lo denotaremos P(x)3. 

BASE DE LA RECURSIÓN 

Comenzamos nuestra construcción definiendo para. cadfL n 5 r-2 (posiblemente 
solo el O): 

Ln = {n} y P(n) = N-{m / m$n)(= N-ñ+l). 

PASO RECURSIVO 

Suponemos que Ln y P(x) ya han sido definidos para alguna n ;::: r - 2 y parn 
toda x en ese nivel 1 lo que resta es definir quienes serán los sucesores inmediatos de una 
x arbitraria puesto que el nivel n + l de T esta formado por los sucesores inmediatos 
de todos los elementos del nivel n. 

Sea x en Ln un elemento arbitrario, para definir .!Ím(x), tenemos 2 casos: 

i) Si P(x) = t/¡, entonces definimos sim(x) = t/¡. 
ii) En caso contrario consideramos en P(x) la siguiente relación de equivalencia 

:,: para z,y E P(x), z =•y sii /(uU{y}) = /(uU{z}) para todo u E [{u 1 v :'5 x}J'- 1, 

donde f es la coloración dada de INJ'. 
Es de notarse que =z solo tiene un numero finito de bloques yn que por unn 

parte x solo tiene un número finito de predecesores (por tanto solo un número finito 
de r~1-adas de estos predecesores). y por otra f solo toma un número finito de valores 
distintos (a lo sumo k), por tanto, en el peor de los casos, el número de clases de 
equivalencia es igual a k· / [{predecesore.• de x})'-1 /. 

Una vez definida asi Ja relación de equivalencia, el conjunto de sucesores inme­
diatos de x es el coajunto formado al tomar de cada una de las clases de equivalencia 
al clemen~o mínimo (recucrdese que los elementos de nuestro o-árbol son números na­
turales). 

Para cada y sucesor inmediato de x definimos P(y) como la clase de equivalencia 
en la que originalmente se encontraba y suprimiendo a y mismo. 

Como el paso recursivo nos define completamente al nivel n + 1 y a los P(z) 
para todos los zen dicho nivel podemos dar por terminada la definici6n de T. 

En vista de la dcfinici6n anterior tenemos que cada nivel de T va a tener solo 

JpoJrl• pellHtMI ''"conjunto como el coqJunto de po1lblt11Ucflore1 dt z, pUfllo que todo11u. el,nunlo11trAn • foluro 
mayoru que z y fil pvti<"UIM conhndri a 101 IU(Uoru lnmedl.1~ de Hh, 
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un número finito de elementos y como T tiene primer elemento (solo uno) podemos 
concluir que cada nivel de T será finito. 

Como cnda nivel de Tes finito, y su altura es infinita, T tiene una rama infinita 
R (aplicando el lema de Kiinig). 

Definimos la coloración g : [Rj'-1 - k como sigue: para cada U E [R¡r-1, 
g(U) = f(U U {x}) donde x es un elemento de R arbitrario mayor que todos los 
elementos de U con respecto al orden en T. 

Nótese que g está bien definida ya que si x, y E R son :;-mayores que cualquier 
elemento de U y z es el máximo de U tenemos que por ser R una rama de T x ;;,. y y 
por tanto f(U U {x}) = f(U U {y}). 

Ahora, aplicando la hipótesis de inducción a R sabemos que hay un conjunto 
infinito Y!;;; R que es homogéneo con respecto a g, esto es existe i < k tal que g(U) = i 
para todo U E ¡y¡r-1. 

Sea ahora V E [YJ'; y sea z = max V, y sea U = V - {z} entonces, como 
U E ¡y¡•-l, tenemos que: 

i = g(U) = f(UU {z}) = f(V) 

y como V es arbitrario Y es un conjunto infinito homogéneo para f con lo que concluye 
la demostración. • 

COROLARIO (Teorema Finito de Ramsey) 

Para cualesquiera 3 enteros positivos k, r, m, existe n E N tal que: 

n->(m)¡;. 

DEMOSTRACIÓN 

La demostración será por reducción al absurdo, supongamos que para cada 
n > r - l existe f n : Jñ]' -. I una k-coloración con respecto a la que no hay un 
m-conjunto homogéneo. 

El conjunto: 
T = {f.filJ,I i $ n,n EN} 

ordenado con la inclusi6n (recordemos que las funciones son conjuntos), es un o-árbol 
de altura$ w, cuyo primer elemento es</¡ (ya que fnfo= </!para todo n) y el mínima 
de cualquier subconjunto de sus ramas es la intersccci6n del mismo (es decir las rama.e¡ 
están bien ordenadas). 

Pero como cada uno de sus niveles es finito (el n-ésimo nivel contiene a lo sumo 
n. todas las funciones den en k que son, en número, kn), y T tiene un número infinito 
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de elementos (ya que para cada n E N,fn ET), su altura debe ser infinita, por lo que 
aplicando el lema de Konig tiene una rama infinita F. 

Sea f = UF, como las funciones en F son compatibles fes una k-coloraci6n de 
[Nj', por el teorema de Ramsey hay un conjunto X~ N infinito y homogéneo para In 
coloración. Sea Y un m-subconjunto de Y y sea g E F tal que Y~ dom(g). 

Sea n y i ~ n enteros tales que g = In rli'I" entonces Y es un m-conjunto 
homogéneo con respecto a /n., lo cual es una contradicción, con Jo que queda demostrado 
el corolario .• 
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LA 

GENERALIZACIÓN 

DE 

KOMJATH-RODL 
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Komjath y Rodl (IIOBOJ) prueban el teorema de Folkman, de una manera cons­
tructiva1 sencilla, generalizable a gráficas infinitas e incluso con número de clan infinito 
taq:ibién. Esta prueba consiste en que dada una gráfica G y un número nnturnl r, se 
construye cxplicitamente otra gráfica H (que es finita, cuando G lo es), que con el 
mismo número de cln.n que G, y que resulta ser uno. gráfica de Rnmsey pnrn G y r. 

En vista de que Komjath y Rodl consideran tambien el caso de gráficas infinitn.< 
en su dcmostrnci6n 1 y que muchas de las nociones que tenemos definidas para gráficas, 
cstn.n pcnsadns originariamente en el caso finito, valdrá la pena generalizar algunns de 
estas nociones y enfatizar en las distinciones, en la mayoría de los casos sutiles, que 
resulten de la consideración de cada caso en particular, finito o infinito. 

LM sccccioncs de este capítulo serán las siguientes: 

1.·Dcfinlclonc1 1 entre las que incluiremos una generalización del concepto de 
número de clan, al caso de gráficBB infinitas. 

2.-Construcclón (1), de una gráfica de Ramsey H para una gráfica G (posi­
blemente infinita) y un número natural r, arbitrarios. 

3.-Conetn1cclón (2), de otra gráfica con las propiedades anteriores para el 
caso especifico de r = 21 pero con la ventaja de tener un número de vértices menor o 
igual que el de la construcción anterior. 

l. DEl'INICIONES 

!.-Sean G y H, dos gráficas arbitrarias (posiblemente infi11itas) decimos que M, 
es una gráfica de Ramscy para G y H, y escribiremos 

M-(G,H)~, 

si cada vez que coloremos los vértices de M con dos colores, digamos azul y rojo 
obtengamos una copia monocromática azul de G, o bien una copia monocromática ro Ja 
de JI_ 

2.-Sea >., cualquier cardinal (posiblemente infinito), definimos K~ (Ja gráfica 
completa· con >., vértices) como sigue 

K~ = (V(K~),A(K~)), 
donde V(Kü, es cualquier coajunto con cardinal>., y A(K~) = [V(K~)J2 ; notése, que 
K ~, está bien definida módulo isomorfismo de gráficas. 

3.-Sea G una gráfica arbitraria (posiblemente infinita) definimos el número de 
clan de G (cl{G}} y el número de clan '3trella de G (cl'(G)}, de la siguie11te manera: 

cl(G) = sup{>. 1 K~ <-+ G} 
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cl'(G) = inf{>. I K¡. '/-+ G} 

Es claro que esta definición de número de clan no ca más que una generalización 
de la definición dada en la introducción de este trabajo, ya que en el caso finito, el 
supremo de un conjunto deviene máximo. 

Por otra parte para gráficas finitas (por tanto con número de clan finito) no es 
dificil comprobar que cl'(G) = cl(G) + 1, sin embargo para el caso infinito la distinción 
es mñs sutil y depende da le.s características de los cardinales involucrados¡ como n 
continuación se hará notar. 

EJEMPLO 

Sea: 
G = II I<. 

nEw 

es decir, la unión disjunta de la familia de gráficas completas finitas (il. 5); tenemos 
por tanto: 

cl(G) = •up{n 1 Kn '-+ G} = •up{n E w} =No 

cl'(G) = inf {>. 1 K¡. '/-+ G} =No 

por tanto 

cl(G) = cl'(G). 

Es decir, para el cnso infinito no tenemos el mismo criterio para. relacionar las 
definiciones de número de clan y número de clan estrella, sin embargo podemos obtener 
el siguiente 

LEMA 

Si cl'(G) es cardinal •uceMr, entonces cl'(G) = cl(G)+, 

si cl'(G) es cardinal limite, entonces cl'(G) = cl(G). 
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1\ 

u. 5 
G=liKn• 
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DEMOSTRACIÓN 

Como 

ya que Kµ es una subgráflca inducida de KA, por cualquier subconjunto de vértices de 
,\ con cardinal µ. Por tanto tenemos que: 

c/(G) = •up{>. 1 KA<--> G) = 

U ,\ = {cl:(G) si c/'(G) es limite 
A<cl'(G) el (G)- si cl'{G) es sucesor 

Por tanto si ci'(G} es límite c/(G} = ol'(G} y si cl'(G} es sucesor c/(Gj+ = 
cl'(GJ .•. 

De cualquier manera dado cl'(G) podemos obtener c/(G). 

U. CONSTRUCCIÓN (1) 

Sean G y H dos gráficas (posiblemente infinitas) y sea F el conjunto de todas 
las funciones de V(G) en V(H) (no necesariamente preservando aristas). Definimos el 
producto-• de G y H (G • H) como la siguiente gráfica: 

V{G • H) = V(G) x F x V(H) 

{ 

i)v¡ = •2 y {w¡,w2} E A(H) 
o bien 
ii){v¡,v2} E A(GJ, f¡ =h. w¡ = /¡{v¡), w2 = /¡(v2)} 

Llama.remos a una arista del primer o del segundo tipo de acuerdo a que satis­
faga la primera o la segunda cláusula. 

A partir de la definición de In gráfica G • Il, tenemos como inmediatas las 
siguientes 

OBSERVACIONES 
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l.· G • H no admite triángulos con aristas mezcladas. 

D:E!MOSTRACIÓN 

Supongamos que a¡= (v¡,/i,w¡), a2 = (v7,f2,w2) y a3 = (v3,f3,w3) forman 
un triángulo con aristas mixtM 1 examinaremos los dos casos posibles: 

•)Supongamos primeramente que {a¡, a2} y {a2, a3} son aristas del primer tipo 
y {a¡, a3} es una arista del segundo tipo, por las definiciones de aristas del primer tipo 
tenemos que vi = v2, v2 = V3 por tanto VJ = v3, Jo cual es una contradicción, yn que, 
por la definición de arista del segundo tipo, {v¡, v3} E A(G). 

ii)Supongamos entonces que {a¡,a7} y {a2,a3} son aristas del segundo tipo)' 
{a1, as} es una arista del primero; tenemos entonces, recordando la definición de n.ristn 
del primer tipo, que v¡ = v3 y por la definición de arista del segundo tipo / 1 = h = '3 
por tanto w1 = f¡(v1) = f3(v3) = w3 lo cual tambien nos conducen una contradicción, 
ya que {w¡,w3) E A(H), por la definición de arista del primer tipo .• 

2.-Si Kp '-+ G • H, Kp tiene aristas de un so/o tipo 

Este hecho es un corolario directo de la obscrvnción anterior. 

3.-G y H se encuentran sumergidas en G • H de muchas maneras distintas. 

Se calcularán cotas. inferiores para el número de maucrns distintas en que !ns 
gráficas G y H estó.n sumergidas en G • H. 

DEMOSTRACIÓN 

1)Por cada vértice v E V(G) y por cada elección de funciones {/;};eV(/l) tene­
mos una inmersión \Ou,{/;};ev(//) de H en G • H definida como sigue: si 

por tanto tenemos a.) menos 

V(H) = {x;};eA 

\Ou,(/;);ev(11)(x;) = (v,f;,x;) 

1 V(G) l · I V(H) ¡/V{G)l·/V(ll) 

inmersiones distintas de H en G • H con aristas del primer tipo. 

i1)Para cada función f E F tenemos una inmersión .P¡ de Gen G•H con aristas 
del segundo tipo definida como sigue si 

V(G) = {y;};ee 

.P¡(y¡) = (v;,f,f(v¡)) 
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por tanto tenemos al menos 
1 V(H) ¡!V(G)I 

inmersiones distintas de G en G • H con aristas del segundo tipo .• 

4.- cl(G • H) ~ ma:i:{cl(G), cl(H)} 

Este hecho es un corolario directo de la observnci6n anterior. 

5.- cl(G • H) :5 ma:i:{cl(G),cl(H)} 

DEMOSTRACIÓN 

Suponga.mas que 

Kp .!., G • H, 

V(Kp) = p, 

definimos 
(v,,f,,w,) = ip(r), 

es decir la imagen de r 1 bajo la inmcrsi6n l'i por la observnd6n uno, tenemos dos casos 
por considerar: 

1)Las aristn.s de <p(Kp) son del primer tipo, en este cnso definimos 

V>(r) = w, 

no es dificil comprobar que 

is)Si !ns aristas de tp(Kp) son del segundo tipo, definimos 

V>(r) = "• 
un cálcul~ sencilo demuestra que: 

6.-
cl(G •JI)= ma:z:{cl(G),cl(H)} 

y 
cl'(G • H) = ma:z:{cl'(G),cl'(H)} .• 
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Una \'ez terminadas estas obser\"B.cioncs 1 pasaremos a demostrar un lema previo 
a la demostración que Kofi\iath y Rodl da! al teorema de Folkman. 

LEMA 

Si G y H, son dos gráñcns arbitrarias {posiblemente infinitas) entonces tenemos 
que: 

G • H-+ (G,H)~ 

DEMOSTRACIÓN 

Sea f : V ( G • H) _, 2 una 2-coloraci6n de V ( G • H) digamos en azul y nmnrillo. 

1)En caso de que exista v E V(G) tal que para todo w E V(H) hay un vértice 
(v,fw,w) azul, entonces, procediendo analogamentc a In observnci6n 4, 'P: V(H) _, 
V(G • H) definida como <p(w) = (v, fw, w) es una inmersión de H en G • H de color 
azul. 

ú)En caso contrario tenemos que para cualquier vérlive v E V(G) existe Wv E 
V(H) tal que todos los vértices en {v} x F x {wv} son de color amarillo, tomamos 
f E F tal que /(v) = wv, entonces el conjunto {(v, f, wv) [ v E V(G)} gencrn unn copia 
de G de color amarillo .• 

Con base en este resultado podemos nhorn demostrar y enunciar el teorema ele 
Folkman (versión gencrnlizndn para gráficas infinitas): 

TEOREMA 1 
Si G es una gráfica (posiblemente infinita) y r E N entonces existe una gráfica 

G' (que es finita cuando G lo es) tal que: 

i) ar-+ (GJ: 
ii) cl'(G') = cl'(G) 

DEMOSTRACIÓN 

Definimos G1 = G, G' = G • a•-1• Por In construcción del producto y In 
obscrvnci6n 3 tenemos que: 

cl'(G') =el'( G). 

A continunción demostraremos que: 

G'-+ (G)~. 
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Sea r el n 'umero de colores¡ si r = 1 el resultado es trivial y para r = 2 es el 
lema anterior¡ supongamos entonces que el teorema es válido para r = k - 1 ~ 2 y 
de'!'lostraremos que vale para r = k. Sea f una k-coloración de V(G') y elijamos un 
color, digamos el rojo, podemos decir que la gráfica está pintada de dos colores: rojo 
y no-rojo como ar= G • ar-t por el lema anterior sabemos que o tenemos una copin 
de G de color rojo (en cuyo caso ya acabamos) o una de cr-l de color no--rojo, pero 
en este caso como tenemos k - 1 colores no-rojos por la hip6tcsis de inducción tenemos 
una copia de G monocromática. • 

Podríamos haber definido ar = cr-J • G y la demostrnci6n que dimos SC'guirín 
funcionando, solo que en este caso el número de vértices de Gr crecerfn de manera 
n-exponencial, micntre.s que con la otra definición el crecimiento solo es exponencial. 
v.gr. si 1 V(G) I= n <No 

1 V(G2) l=I V(G) x F x V(G) 1= 
n2. nn = nn+2 = nn+l+l 

1V(G3)1= { n•n(•+2)". n•+2 = n(•+IJ'+(n+l)+l 
nn+2. n""t'J. n = nnnt2+n+3 

siendo el primer resultado el obtenido al aplicar la primera definición y el segundo 
aplicando la segunda. En general tenemos In siguiente 

AFIRMACIÓN 1 

DEMOSTRACIÓN 

1 V(G') 1=1 V(G) X F X V(G'- 1) I= 
n X (nEi;~(n+l);)" x nl:i;;~(n+l); = 

nEi:J(n+t)' = n (n+~'-1 • 

Sin embargo si hubieramos utilizado la definición 2 habr!nmos obtenido 

1V(G')1"' nEi;;J .. P\ 

En el caso de gráficas infinitas tendríamos In siguiente 
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AFIRMACIÓN 2 

Si 1 V(G) 1= 1t 2': No y r EN, r 2': 2 

DEMOSTRACIÓN 

1 V(G') I= 2~ 

1 V(G2
) J=I V(G) x F x V(G) 1= 

J 1t·1t"·"' I= 
'"'2. 2• 1= 2• 

1 v(G') l=I v(a) x F x v(G'- 1) 1= 
l it X (2")" X 2" 1= 

(2")" = 2• 

A pesar de todo 1 V ( G} 1 es un número enorme por lo que modificando un poco 
la demostración podemos obtener el siguiente 

TEOREMA 2 

Para toda gráfica H existe otra gráfica G tal que 

i) cl'(G) = cl'(H) 

ii) G-+ (HH 

iii) 1 V(G} :51 V(H} ¡x(IIJ+2 

donde x(h) es el número cromático de H. 

Para demostrar este teorema hnré:mos uso de la siguiente 

III. CONSTRUCCIÓN (2) 

Sea 1t = x(H) y sea 11: V(H) ..... 1t una buena coloración de V(H), sean {V¡}. 
las clases de color y Y el coajunto de todas las funciones g : 1t ..... V ( H), Sea G la 
gráfica definida como sigue: 

V(G) = V(H) x V(H) x Y 
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A(G) = {{(u¡,w¡,g¡),(u2,w2,u2)} 1 

l)Existe i tal que g¡(i) = v¡,g2(i) = u2 {u¡,u2} E A(H) w¡ 1 w2 E V¡ 
o b·ien 

2)g¡ = u2 1 {w¡,w2} E A(H),w¡ E V¡,w2 E V;1 g¡(i) = v¡,g¡(j) = v2 

Llamaremos a una arista del primer o segundo tipo dependiendo de cual cláusula 
satisfaga. 

OBSERVACIONES 

1.-G no admite clllIJcs con arjstas mezcladas 

DEMOSTRACIÓN 

Se puede comprobar de manera completamente analoga. a como se demostró In 
obscrvacion 2 n la construcción l. 

2.-cl'(H) = cl'(G) 

DEMOSTRACIÓN 

Sea jl = V(Kp) si 

Kp ¿", H 

sea u E V(H) y sea g: "-+ V(II) tal que g(:i:) = v para toda x E"• definimos ahora 
.P : V (Kp) -+ ll como sigue 

t/J(i) = (u,ip(i),g) 

facilmcntc se verifica que 

por tanto' 

c/(G) ~cl(H). 

Por otra parte si 

tenemos 2 casos: 

1)Los elementos de A(.P(Kp) son del primer tipo. Definimos ip(v;,w,-,g;) = v; 
y verificamos que 
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ii) En el caso de que las aristas de .P(Kp) sean del segundo tipo definimos 
ip(v¡, w¡, g¡) "= w; y tenemos que · 

Kp~H. 

Por tanto 
cl(G) :5 cl(H} 

por tanto 
cl(H} = cl(G}. 

Además, trivialmente, 1 V(G} l=I V(H) 1x(/l)+2 .• 

Terminadas las obscrvac:ioncs paso.remos a demostrar que la gráfica construida 
es efectivamente una grafica de Ralill!ey para H y 2. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 2 

Sea 1<. =1 V(G} 1, supongamos que coloramos los vértices de G de dos colores, 
digamos azul y rojo, si existe i E 1<. tnl que para. todo v E V ( H} existe w0 E V¡ y g0 E Y 
con g0 (i} = v y (v,w0 ,g0 ) es de color nzul entonces el conjunto {(v,w0 ,g0 ) 1 v E V(ll)) 
induce una copia azul de JI en G. Si por el contrario para cadn i E 1<. existe V¡ E V(Il) 
tal que para toda w E V¡ y g E l' con g¡ = v¡ el punto (u¡, w 1 g) es de color rojo, lijamos 
una. función g(i) >-> v¡ y definimos para cada w E V¡ h(w) = (v¡,w,g}, h sunmrge H en 
G e induce en ella una copin. de H con aristns del segundo tipo y vértices rojos .•. 
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PRUEBA 

INFINITISTA 
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HENSON 
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Aunque la prueba de Komjath-Riidl resuelve completamente el problema plan­
teado por Erdiis (P. ErdOs-A. Hajnal[l967J), y al mismo tiempo nos proporciona una 
prueba sencilla y contundente al Teorema de Folkmn.n, analizaremos en este cnpítulo 
otra prueba al mismo Teorema de Folkman debida a lfonson (C.\V. Henson [1971J). 

La prueba que da Henson al Teorema de Folkman es anterior n la de Komjath­
ROdl, y aunque no es constructiva, posee un encanto particular ni incorporar técnicas 
de la tcor{a de ?\.íodclos proporcionando un enfoque novedoso, elegante y fructiforo al 
estudio de la teoría de gráficas. 

Para demostrar que dada una gráfica 11 existe otra gráfica G con el mismo 
número de clan que H y que ademas cumple la propiedad de Ramscy, Hcnson analiza 
una clase de gráficas con número de clan acotado y con número de vcfticcs a lo sumo 
numerable. 

Para cada unn. de estas clases Hcnson construye una gráfica que, entre otrn..o; 
propiedades, admite a toda gráfica con número de vértices numerable cuyo mímcro 
de clnn no exceda a una constante p 1¡ postr.rionncntc demuestra parn. estas gráficns 
una propiedad estilo In. de Ramscy que resulta ser equivalente, via algún debilitamiento 
del axioma de elección, al teorema de Folkman¡ sin embargo la prueba que resulta es 
meramente existencial, es decir, no permite In. construcción cfcc.tivn de In gráfico. cuya 
existencia asegura. 

En este capítulo desarrollo.remos la prueba de Hcnson 1 sin embargo supondre­
mos, sin dar una demostración, la existencia de una familia de gráficas {Up \ 11 ~ 3}, 
donde Up es una gráfica uniuer.'lal para la clase de gráfica.s cuyo número de clnn es 
menor o igual que p; además de esta propiedad Up, es homoglnta. 

Este capítulo constará de lns Riguicntca secciones: 

1.-Definlclones, 

2.-Propledades Universales, para cada p?: 3, se definirá una propiedad (a la 
que llamaremos Ap), que caracterizan\ bajo isomorfismo a cada gráfica Up, (hecho que 
tampoco demostraremos aquf, pero que el lector puede verificar refiriéndose al lema 4 
y siguientes del apéndice). 

3.-Teorema de Folkman, se demostrará un teorema estilo el teorema de 
Ramsey para las gráficas Up, que resultará ser equivalente al teorema de Folkman, 
con lo que daremos por alcanzada nuestra meta, 

J. DEHNICIONES 

1.-Una gráfica G es HOMOGÉNEA sii para toda subgrálica inducidn H de G 
y cualquier inmersión f de H en G,f se puede extender a un automor/lsmo de G. 

1,we Ja Corutrucddn (2) y teorema• relacionado&"" ti •pfndke a ute lrab.:lo. 
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Es interesB.nte remarcar que si una gráfica es homogénea este hecho automn­
ticamente implica que su diámetro es menor o igual a dos, cuando es conexa, y uno 
en cada una de sus componentes si no Jo es 1 y además cada una de las componentes 
debe tener el mismo número de vértices. Este hecho se debe a que si tuviernmos unn 
gráfica G y dos de •us vértices u y v tales que de( u, v) ;o: 3 forzosamente debe existir 
un z tal que dc(u,z) = 2 y si definimos una función/ como /(u) =u y f(v) = z esta 
es claramente un isomorfismo entre {u, v }e y {u, z }e que no se puede extender n un 
automorfismo de G ya que en particular este deberla preservar distancias. 

2.-Sea C una clase de gráficas, se dice que una gráfica U es UNIVERSAL para 
la. c/nsc O sii para toda gráfica G que pertenezca. n la clase se tiene que G t..._., U y 
ademas u pertenece a la clase e. 

II. PROPIEDADES UNIVERSALES 

Henson construye una gráfica U que es universal para la clase de todas las 
gráficas con a lo sumo un número numerable de vértices (véase la Construcción (1) 
y teoremas relacionados en el apéndice) y para cada p E N, p 2: 3 construye una 
subgrñfica inducida Up de U que satisface la siguiente 

CONDICIÓN Ap 

Se dice que una grálica G, satisface Ja condición Ap si y sola.mente si 

1) Kp 'f+ Up 

ii)SiF1,F2 son doosubcor¡juntos, l!,jenos,y8nitos, de V(Up) yKp-1 'ft (F1)u,, 
entonces existe u E V(Up) tal que es adyacente en Up a todos los vértices de F¡ y• 
ninguno de Jos de F2• 

Por el hecho de satisfacer esta condición, la gráfica Up es universal en la clase 
de gráficas que no admiten a Kp y tienen a lo más un número numerable de vértices, 
por otra parte esta gráfica resulta ser homogénea y única bajo isomorfismo, por lo que 
podría pensarse que al estudiar las propiedades de Up estamos estudiando de golpe 
propiedades concernientes a todas las gráficas G tales que J(p 'f> G, este hecho se 
verifica en Ja siguiente sección. 
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m. TEOREMA DE FOLKMAN 

T~OREMA 1 

Sea p ~ 3, y supongam06 que V(Up) es coloreado de dos colores, digamos 1t2ul 
y rojo, denotamos por A al coajunto de vértices azules y por R al coajunto de 1•értices 
rojos, entonces: 

i) Existe B ~A tal que A - B es Bnito y (B)u, ~ Up; 

o bien 

i1J {R)u, admite a cualquier gráfica finita que no admita a Kp. 

La demostración de este teorema se llevará a cabo suponiendo que no se satisface 
la primera cl&usula y demostrando a partir de este hecho que la segunda debe ser 
satisfecha. 

Es de notarse que del hecho de que no se satisfaga la primera cláusula, automn­
ticamente implica que ni la parte azul de Up ni cualquiera de sus subgráflcas inducidas 
resultado de quitarle un número finito de vértices satisface la propiedad Ap, ya que 
esta es uno. propiedad universal que caracteriza bajo isomorfismo a la gráfica Up; este 
hecho y el que Up sea homogénea serán claves en la demostración del teorema. 

DEMOSTRACION 

Sean p ~ 3, A y B como en la hipótesis y supongamos que no se satisface la 
primera cláusula. Construimos recursivamente una sucesión {(C0 ,D0 ) 1n~1} donde 
Cn,Dn son subconjuntos finitos y disjuntos de V{Up) como sigue: 

BASE DE RECURSION 

Tenemos que 

(A)u, ~ Up. 

Pues de no ser as( tome.riamos B =A. 

Este hecho implica que (A)u, no Batisface la propiedad Ap, ya que esta caracte­
riza bajo isomorfismo a la gráfica Up, pero como dada una gráfica, cualquier subgráfica 
de la misma tiene número de clan menor que ella (hecho que nuestro lector podré. 
demostrar sin dificultad), necesariamente falla la cláusula ii de la citada propiedad es 
decir podemos concluir que existen 

C1,D1 ~ V(A) 
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ajenos Y finitos tales que Kp-1 'f+ (C¡)(l y cualquier v E V(Up) que sea adyacente a. 
todos los vértices de C ¡ y a ninguno de 16s de D 1 es de color rojo. 

Demostrada la. existencia de estos conjuntos podemos dar por establecida. la. 
base de nuestra construcdón recursiva, pasemos ahora nl paso de recursi6n. 

PASO RECURSNO 

Supongamos que para alguna n ~ l: 

(C¡,D¡), (C2,D2), ... , (Cn,Dn) 

han sido con•truidos. Sea En= U~ 1 (C¡ UD¡), En es un subconjunto finito de vértices 
azules, por tanto 

(A -En) u, 'I- Up, 

por tanto (A - En) u, no satisface la propiedad Ap, y necesaria.mente falla. la cláusula 
dos de dicha propiedad, por tanto tenemos que existen: 

Cn+1'Dn+1 
subconjuntos ajenos, finitos y disjuntos de A-En tales que todo vértice de Y(Up) que 
sea. adyacente a todo• los vértices de Cn+I y a. ninguno de los de Dn+l está en RUEn. 

Como este paso incluye a los elementos Cn+l y Dn+l de la sucCJlión podemos 
dar por términa.do nuestro pllBo recursivo y por tanto construida. la sucesión. 

Una vez construida. la. sucesión, sea H una gráfica finita que no admita a Kp y 
supongamos que V(H) = {a¡,a2, ... ,ak} es tal que Y(H) n Y(Up) = t/>; construimos 
la siguiente gráfica M: 

•){u,w} E A(H) 
o bien 

ú){u,w} E {E)u, 

o bien 

V(M) = V(H) U Ek 

{u,w} E A(M) $=? 

iil)u = a.¡,w E C; p.a.j = 1, ..• ,1:. 

AFffiMACION 
Kp 'f>M. 

DEMOSTRACION 
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Supongamos que existe F ~ V(M) tal que (F)M E!! Kp esto implica necesaria­
mente que F n l'(H) f ¡/¡ ¡· F n Ek 1 ,¡,ya que, por la construcción de M y por las 
propiedades de Up, ni H ni (Ek)u, admiten a Kp· 

Por otra parte como cada vértice de Ek eatá unido a lo más a un vértice de 
H tenemos que F n V(H) consta de un BOio vértice digamos {a¡} y el inciso iii de 
la definición de las aristas de M implica que: F n Ek ~ C ¡ para alguna j tal que 
1 :S j :S k, este hecho implica que: (C;)a(= (C¡)u,) admite a Kp-1 lo cual contradice 
la definición de C¡ •· 

Como Kp '/-> M tenemos que Jo.{ <-+ Up y como Up es homogénea existe una 
inmersión f de M en Up tal que f(v) = v V,eE,· 

Este hecho· es consecuencia directa del Teorema 1 del apéndice. 

Porotrapnrtecomo/(a;) r/cEkparal :Si :S k,porconstruccióny {/(a¡),v} f/c 
A(Up), Vv E D¡, f(a¡) es de color rojo, por tanto 

n!.. (R)u , 
y como le. gráfica H es arbitraria tenemoe que (R) u admite a cualquier gráfica finita 
que no admita e. Kp. •· ' 

En realidad más importante que et1te teorema (para nuestroe fines) resulta el 
siguiente corola.ria que es equivalente al teorema de Folkma.n en au enundaci6n original. 

COROLARIO 1 

Si p 2'. 3 y colorcarnoo los vértices de Up con un número finito de colores, 
entonces existe un color tal que la subgrá/Jca inducida por la clase de ese co/o.r admite 
a todas las gráficas finitas que no admitan a Kp. 

DEMOSTRACIÓN 

Procederemos por inducción sobre en número de colores al que denotaremos 
por n. 

Si n = 1 el resultado es trivial y si n = 2 el resultado es el teorema anterior, 
supongamos ahora el resultado villido para n = k 2'. 2 y lo demostraremos para n = 
k + 1. 

Sea f una k + 1 coloración de V(Up), elijamos un color, digamos el rojo, si 
le. gráfica inducida por los vértices de color rojo admite e. todn.s los gráficas finitos 
que no admiten a Kp ya acabamos¡ en en.so contrario y por el teorema anterior existe 
un conjuto B de vértices no rojos te.les que (u E V(Up) 1 ves no rojo} - Bes finito y 
(B)u, ~ Up pero el número de colores no-rojos es k, por tanto, aplicando le. hipótesis de 
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inducción, tenemos que existe un color S (n<>-rojo) tal que {{v E B 1 ves de color S}}u, 
admite a todas las gráficas finitas que no admitan a Kp •· 

A continuación demostraremos la equivulcncia entre este corolario y el teorema 
de Folkman que rcenunciaremos a continucaión. Para la demostración utilizaremos el 
lema de infinitud de Kiinig como en la demostraci6m dada en la introducción para el 
teorema de R8.1Il8ey. 

TEOREMA DE FOLKMAN 

Sea H una'grállca llnita y r;::: 1, entonces existe G otra gráfica llnita y tal que 

G--+ (H)~ 

y 
cl(H) = cl(G). 

TEOREMA 2 

Teorema de Folkman {=} Corolario 1. 

DEMOSTRACION 

i)=<> 
Supongamos el teorema de Folkman y la negación del corolario 1, i.e. 3/: N -+ r 

una r-coloración de V(Up) tnl que Vj O$ j < r 3H; gráfica finita que no admite a Kp 

Y H; 'f+ {/-1 (i))u,· 

Sea H = u¡;;A Il; evidentemente cl(llj;;A)H; = max{cl{H;) 11 5 j < r} por 
tanto cl(H) $ p por tanto (por el teorema de Folkman), existe una gráfica finita M tal 
que 

c/{M) = cl{H) $ p 

y 
M-• (JI)~. 

Por otra parte existe 'P tnl que 

M<!'.u, 
por tanto si definimos ip como la corrcstricci6n de 'P a su imagen tenemos que: 

/-;¡;: V{M)-+ r 
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ea una r-coloración de V(M), por tanto 3k < r tal que H ._, ((!o ¡¡;¡-1(k))M .!. 
(i,01 ¡-1(k))M = (/-1(k))u, ya que~ ea isomorfi•mo de gráficas. 

Por tanto, H1c '-' TI L-+ (1-l(k))u, lo cual contradice la definición de H1c •· 

ii)<.= 

DEMOSTRACION 

Supongamoo ahora el corolario 1 y la negación del teorema de Folkman, i. e. 
exi•te H gráfléa flzíita y r E N tal que para toda otra gráfica finita G, cl(G) = cl(H) 
existe fa una r-coloración de V(G) tal que 

H 'f+ (l¡j1 (k))a, O$ k < r. 

Sea p - 1 = cl(H) y sea 
Hn = (ñ)u,. 

es decir H0 es la subgráfica inducida de Up por el coajunto {O, 1,2,. .. , n-1}',cl(Hn) $ 
el (Up) = p - 1 por tanto por hipó tea is 

Hn f--< (H)~ 

1'.e. 
3/0 : V(Hn) __, r 

tal que 
H 'f+ (!;;1 (k))n. O$ k < r. 

Sea 
T = {/nÍil • $ n,n EN}. 

Como en Ja demostración dada al teorema finito de UarnBey, se demueatra que 
T = {T, 5:;} es un o-árbol de altura infinita y con cada uno de su• nivele• finito por 
tanto (por el Lema de Infinitud de Konig) existe F una rama infinita de T. 

Sea f = UF; /:N __, 1'3 es una r-coloraci6n de V(U,), por tanto (por el 
corolario 1) 3k < r tal que 

2corno u, llrn• un nilmrr nu111rr1Lle Je vhtk" podrmo•, dn p'rdlda dt 11neral!Jad 1uponu qui V(U,.) = N. 
3 / llent como dominio a loa OllhU!'.lfl dl'bldo a qur F aJ ur rama dd o•trbol, en particular cootltnt a lodu Ju ruhlcclonH 

de IH runclonn que contl.enr L11quea1u vu ponen un dominio arbllruhun~nte 1ranJ1. 
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Sea m = max{<p(u) 1 u E V(H)} y sean s,t ~ m tales que /1f¡E F. 

H !', U-¡(k))u, = (!;1f¡(k))u, = (!;1f¡(k))y, <-+ (f,-1(k))y,, 

lo cual es una contradicción con las definiciones de / 1 y de H,. •· 

Después de demostrar el Teorema de Folkman, Hcnson plantea la siguientre pre­
gunta: Puede el corolario 1 extenderse de manera que diga: Dados r y p y/: V(Up) -+ f, 

Existe k < r tal que 

Aunque Ko,mjath-Riidl [1986] afirman dar una demostrnción para el caso p = 3, 
al parecer esta conjetura continúa abierta. 
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APÉNDICE 
GRAFICAS HOMOGENEAS 

En este apéndice se desarrollará la teor(a de Gráficas homogéneas que sustenta 
la demostradón que Henson do. o.l Teoremo. de Folkma.n. 

El estudio ,de estructuras homogéneo.a fue comenzndo por Fraiasé ([19541) en el 
contexto de la teoría de Modelos; Henson (!19711) especifico. la noción de homogeneidad 
a la teoría de Gráficas (a lo la.rgo de todo el o.péndice se supondrá que 1 V(G) Is No 
para toda gráfica G que se mencione). 

Este apéndice consiste en una serie de resulta.dos y demostraciones un tanto 
técnicn.'l sobre gráficas homogénerui y universales (lo.a definiciones de estos conceptos 
aparecen tanto en este apéndice como en el capitulo 2 ), sin embarKO si el lector desea 
hacer acto de fe y evitar lrui demostraciones, puede estar seguro <le que esto no le 
dificultará la comprensión de los restantes capitulo• de la tesis; incluso, es suficiente 
conocer las definiciones contenidM en el capítulo 2 para entender la prueba que da 
Henson al Teorema de Folkman. 

Si a pesar de las anteriores a.dvertcnda.s1 el lector prosigue en su empeño de 
hincarle el diente ni presente capftulo, recompensaremos su temeridad brindandole un 
indice y breve bosquejo de lns secciones que integran este apéndice. 

La meta a alcanzar al final de este capitulo ca que el lector quede conven­
cido de la en'•toncia de una gráfica U y de una fttmilia de subgráficas inducidM de la 
misma que por cumplir con ciertM propiedades serán llamadas gráficas Uniueroa/., y /o 
llomoglnea•. 

El apéndice consta de las siguientes secciones: 

1.- Deflnlclones de gráficas Homogéneas. El plural se debe a que, con mir ns a 
fácililar el manejo <le la noci6n de homogeneidad, drunos una definición alternativa y 
equivalente a la usual. 

2.-Ublcu!dnd, este concepto indica la relación entre la estructura de ciertns 
gráficas infinitas y sus subgráflcns inducidas finitas. Daremos algunos resultados al 
respecto. 

3.-Proplcdndcs Unlversrues. Este nuevo enfoque, un tanto categórico, a la 
teor(a de gráficas homogéneos permite una mayor elegancia y fácilidad <le manejo de 
estas estructuras; Introduciremos las propiedades y enunciaremos 3 lemas previos ni 
del teorema 4 1 que solo es categórico en su perspectiva ye. que en ningún momento uti~ 
!izamos técnicas algebraicas o resultados ajenos a este apéndice para su demostración. 
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4.-"Conetruccl6nes" de las gráficas prometidas. Como nuestros lectores se­
guramente se han ya percatado, el autor no posee el menor escrupuJo en rcaJizar "cons· 
truccioncs" en las que el axioma de clecci6n juega un papel esencial¡ he nquf una nuc\'n 
licencia que al respecto nos hemos permitido, para lograr nuestros fines. Los últimos 
teoremas del apéndice justificaran nuestros medios, al demostrar las propiedades que 
hablamos prometido tendrían nuestras gráficas. 

I. DEFINICIONES 

Se dice que una gráfica G es HOMOGENEA si y so/r.mcnte si: dada una sub­
gráBca H de G y una inmersión J de H en G, f se puede extender a un automorBsmo 
de G. 

En el capitulo 1, se esbozan algunas propiedades de las gráficas homogéneas 
finitas, sin embargo es el cnso numerable al que aplicaremos los resultados consignados 
en este apéndice. 

El Teorema 1 nos proporcionará una definición alternatim de gráfica homogé­
nea, que será la más utilizada a lo largo de todo el apéndice, cabe aclarar que nuestra 
primera dcfinici6n es Ja usual. 

TEOREMA 1 

Una gráfica Ges J1omogénea si y so/amente si para toda H, subgráBca inducida 
de G tal que j V(H) I< No y u E V(H), cualquier inmersión I'• de H - u en G se puede 
extender a una inmersión ¡:; de JI en G. · 

DEMOSTRACIÓN 

i)N <eesidad 

Sea G una gráfica homogénea, Huna subgráfica inducida de G, u E V(H) y I' 
tal que 

H-u..:!...G. 

Como G es homogénea, I' se extiende a ¡:;, automorfismo de G que restringido 
a V ( H) es la inmersión buscada. 
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ii)Su/iciencia 

Para demostrar la suficiencia de la suficiencia de la afirmación hecha en el 
teorema será necesaria la siguiente: 

OBSERVACIÓN 1 
Si 

K y M son dos subgráflcas inducidas finitas de G tales que K ..___, M y G 
cumple la propiedad de que: 

"Para toda H, •ubgráfica inducida de G tal que 1 V(JI) I< No v v E V(JI), 
cualquier inmer&ión tp, de JI - v en G •• puede exlender a una inmeraión ip de H en 
c.• 

Entonces 

cualquier inmersión !/!, de K en G se puede extender a una inmersión 'i> de M 
en G .• 

DEMOSTRACIÓN DE LA SUFICIENCIA 
Sea G una gráfica tal que para toda subgráflca H de G cualquier v E V(H) y 

cualquier función tp tal que 
H-v¿:__,G 

existe ¡¡; extensión de tp tal que 

JI¿_, G. 

Supongamos, (sin pérdida de generalidad ya que nuestra gráfica es numerable), que 

V(G) = {v¡,v2 0 ... }. 

Sea H una subgráflca finita de G y supongamos que 

Sea tp tal que 

Sea 
Hó = ({tp(w¡)}l=l U {v¡})c 

Esto es, Hó será la subgráflca inducida en G por el conjunto de vértices de H, unión 
el primer vértice de G en el orden que le hemos dado. 

Notése que con esta definición no aseguramos que necesariamente H 'I Hó en 
vista de que el conjuntos de vértices de H y { v¡) no tienen por que ser necesariamente 
njenos. 
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Como H .2':.. G y H = H0 - v¡ existe v>' que extiende a V' por hip6tesis del 
teorema ya que H0 es también una subgráflca inducida finita de G, es decir: 

Hó~G 
y 

v>'(w;)=v>(w;) i=l,. .. ,t. 

Sea 
n0• = (v>'(v(Hol u {v1})a. 

La definición de esta H0' nos permitirá más tarde asegurar la suprayectividad del 
automorft.smo que estamos buscando. 

H0' es subgráfica inducida finita de G y H ~ H ... 

Sea p = (v>'fv¡11¡)-1• p(v>'{H)) = H, por tanto, aplicando la observación 1, 
tenemos que existe r.p•• que extiende a p y además: 

Definimos ahora H1 = v>"(H0'). Y a la función inversa de v>'" la llamamos 
'PI· {Nótese que v1 pertenece tanto al dominio como a la imagen de 'PI· 

Con la definición y este primer paso queda establecida la base de nuestra cons­
trucci6n recursiva. 

Ahora explicaremos el paso recursivo: 

Supongnmos ahora que para alguna n hemOB construido ya una sucesión finita de 
subgráficas inducidas finitas de G tales que 

H f;; Ho f;; H1 f;; ... f;; H •. 

y 

para toda 1 :;; i :;; n. 

Y asimismo, una sucesión de funciones: 

Tales que: 

H;..!'.!.G 

para toda 1 :;; i :;; n. 
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Y ademils: 

{t111 t12,. .. , v¡} <;Dom(<¡:>¡) n Im(<p¡). 

Sea 
H~ = ('Pn(V(H.)) U {v.+¡})a 

Como Hn ~ G y Hn = H~ - "•+I existe <p~ que extiende a 'Pn por hipótesis 
del teorema ya que H~ es también una subgráflca inducida finita de G. 

Sea 
H~' = {cp~{V(H~)) U {vn+1})a. 

H~' es subgráfica inducida finita de G y H ~ H~'. 
Sea Pn = ('P~ÍV\lln))- 1 . Pn('P~(H)) = H, por tanto, aplicando la observación 

11 tenemos que existe 'Pn• que extiende a Pn y además: 

Definimos ahora Hn+I = cp~'(H~'). Y a la función inversa de cp~' la llamamos 
'Pn+I· (Nótese que "•+1 pertenece tanto al dominio como a la imagen de 'Pn+1l· 

Como el paso recursivo ya incluye una gráfica más y su correspondiente in· 
mcrai6n al cabo de un mímcro numerable de iteraciones podemos dar por construidas 
lns siguientes tmccsioncs: 

Obsérvese que 

Il = Ho <; H¡ <; Il2 <; ... 

cp = 'PO <; 'PI <; .... 

Ü Hn=G 
n=O 

y, por otra parte, que el hecho de que exista la relación de contención entre las funciones 
implica la compatibilidad de lM mismM. 

Definimos 
00 

'P= u 'Pi· 
i=l 

como habíamos observado, las funciones son compatibles, por tanto la uni6n de las 
mismas es una función. 

A continuaci6n dcmostrn.rcmos que ip es el automorfismo buscado, es decir que 
por una parte es un automorfismo y por otra que extiende e. i.p. 
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AFffiMACIÓN 

1j5 es un automorfismo de G. 

i) La Uni6n arbitraria de funciones compatibles e inyectivas es inyectiva; ya que 
si no lo fuera debería haber un elemento de la familia que no fuera inyectivo. Y las 
inmersiones son inyectivas. 

ii) La imagen de la uni6n de una familía de funciones es la unión de las imagcncs. 
y 

00 

Im(rp) = LJ Im<pn 
n=O 

00 

2 U (V(ll) U {vi.v2,. .. ,vn}) = V(G). 
n=O 

Notésc que estamos abusando un poco de la notación al considerar V ( ll) ~ 
V(G). 

iii) Ahora demostraremos que 1j5 preserva adyacencia en ambos sentidos. Sean 
x, !J E V(G) => :t = v¡, y = v¡, p.a. i,j E N supongamos sin pérdida de generalidad 
que: i '.5, j 

\!5( v¡) adyc \!5( v¡) 

# 'P¡(v¡) adyc 'P¡(v¡) 

# v¡ adyc v¡ # "' advc Y•· 

Con estos tres incisos queda demostrado que ~ ce un automorfismo de G, y una 
rapida revisión del concepto de uni6n de una familia de funciones en la introducción 
demuestra que 1j5 extiende a <p. 

Con el resultado anterior queda demostrada la suficiencia de la condición de 
homogeneidad del Teorema 1, y por tll.Ilto la equivalencia de las definiciones dadns. • 

II. Ubicuidad 

Se dice que una gráfica (en general una estructura relacional), es eompleta4 

mente ubicua, si queda. determinada bajo isomorfismo, por sus subgráficn.s inducidns 
(en general subestructuras inducidas) finitas. 

Podemos constatar que, de los criterios de homogeneidad que dimos, ambos 
están relacionados directamente con las subgráficas inducidas finitas de las gráficns 
homogéneas en cuestión, hecho que, por otra parte, presenta una cierta similitud con la 
filosofía implicada en el Lema <le Infinitud de Konig (vénse In sección correspondiente 
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en la introducción e este trabajo) 1 que, en su momento, jugará. un papel esencial f!Il In 
aplicación .de estos teoremas sobre gráficas infinitas al caso finito. 

Comenzamos segunda sección con el teorema. 2, que nos proporciona un criterio 
de sub gráficas inducidas finitas, para determinar cuando una gráfica homogénea admite 
a otra gráfica cualquiera. 

TEOREMA 2 

Sea G una gráfica homogénea y sea H una gráfica numerable cualquiera, si G 
admite a todas las gráfica.s finitas que admite H entonces 

H.__. G 

Nótese que la afirmación de este teorema, deviene trivial en el caso que alguna 
de las gráficos involucradas sea finita por las siguiente observaciones: 

1} Toda gráfica se admite a sí misma, basta con tomar como inmersión al 
automorfismo identidad; por tanto si la gráfica H es finita, G admite a ll por hipóte­
sis, satisfaciendo al teorema. 

2) Si la gráfica G es finita, digamos con n vértices, y la. gráfica H es infinita 
basta con tomar cualquier subgráfica inducida de H con n + 1 vlirticcs, pnra que el 
teorema se cumpla por vacuidad. 

Podemos por tanto suponer que ambas gráficns, G y H, son infinitas (numera-
bles). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 2 

Sean G una gráfica homogénea numerable y y H una gráfica numerable cual­
quiera, tales que G admita a todas las subgráflcns finitns de H. Supongamos (sin 
pérdida de generalidad, ya que las gráficas son numerables) que 

Definimos ahora una sucesión (H¡, H2,Hs, .. . ) de subgrl\flcas inducidns finitas 
de H de la siguiente manera: 

Hn = (v¡,v¡,. . .,vn)ll 

es decir, la gráfica Hn es la eubgráfica inducida en H por el conjunto de loe primeros 
n vértices, en el orden dado. 

Es de observarse que 



y que Hn es une. subgráfica finita (de hecho con n vértices) para cada n EN. 

Construiremos ahora recursivamente una sucesión de funciones 

!JASE DE LA RECURSIÓN 

Como el conjunto de vértices de G es no vncio (de hecho numerable) podemos 
elegir un punto u E V ( G) y definir 

v>1:V(H1)-+ V(G) 

como 

v>¡(v¡) =u. 

Es fácil verificar que: 

H¡..!'.!..G¡ 

obsérvese que por In hipótesis del teorema podemos considerar a ll2 como una subgrá­
fica inducida finita de G (ya que G admite a todas las subgráficas inducidas finitns de 
JI y H¡ es una de ellas). 

Por otra parte, por construcción, tenemos que H1 = H2-v2 1 por lo que podemos 
considerar a 'PI como una inmersión de H2 - v:i en G, por lo que, aplican<lo el teorema 
1 y la observación anterior sabemos que cp¡ se puede extender a una función, a la que 
llamaremos '1'2, tnl que 

y además 

'l'l ~ '1'2 

Con esta definición y esta primera extensión, podemos dar por sentada la base de 
nucstra construcción recursiva¡ pasaremos ahora a la descripción del pn.so recursiviJ. 

PASO RECURSIVO 

Supongamos que para alguna n ;::: 2 y para toda k :5 n hemos construido una 
función 'l'k con dominio en los vértices de Hk y codominio en los vértices de G tales 
que H¡ ~ Il; para to<la i menor que i y ambas menores o iguales que n, tal que 

en particular tenernos que 

Hn~G. 

A continunci6n se explicará como obtener 'Pn+l· 

Por la hip6tesis de que G admite a todas las subgráflcas finitas que Il ndmite, y 
por el hecho de Hn+l es una subgráfica finita de H (ya que tiene, por construcci6n, como 



conjunto de vértices, { v¡, v2, ... , Vn+ ¡}, con cardinalidad n + 1), podemos considerar n 
Hn+I como una subgráflca inducida finita de G. 

Por otra parte como Hn = Hn+l - Un+l podemos considerar a <pn como unn 
inmersión de Hn+l - Vn+l en G y aplicando el teorema 11 sabemos que 'Pn se puede 
extender a una inmersión ct'n+l de Hn+l en G, es decir, existe V'n+l tal que 

y además 
H¡ ~ H2 ~ ... ~ Hn ~ Hn+I 

en particular las funciones son compatibles. Una vez definida la funci6n 'Pn+t podemos 
dar por concluido el paso recursivo. 

Si repetimos el paso recursivo una cantidad numerable de ocasiones podemos 
suponer construida la siguiente sucesión de funciones: 

'PI ~ 'P2 ~ 'P3 ~ · · • • 

tales que 

Hn~ G VnEN. 

Como In funciones son compatibles (por la relaci6n de contención), podemos 
asegurar que 

00 

'P = U 'Pn 
n=l 

es una función, y el hecho de que rp es la inmersión buscada, se demuestra de mnncrn 
completamente analoga a como se hizo en el teorema l. 

En realidad, podemos mejorar un poco el resultado obtenido en el teorcmn 2, 
de manera que nos sea más útil posteriormente. Sin alterar demMiado la demostración 
podemos obtener de esta manera el 

TEOREMA 21 

Si Ges una gráfica homogénea, y H otra gráfica cualquiera tales que existe una 
sucesión de {Ln \ ne; N} de subgraficllS inducidas finitas de H tal que: 

1) 

2) 
00 

U Ln= H, 
n=l 
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3) 

Entonces: 
H<-+G 

DEMOSTRACIÓN 

Sean G una gráfica homogéneas numerables y y H una gráfica numerable cual­
quiera, ta.les que 

1) 
L¡ !;:; L2 f: ... , 

2) 

3) 

Supongamos (sin pérdida de generalidad, ya que las gráficas son numerables) 
que 

A ca.de. elemento w; de la sucesión le asocie.mas un par ( n, w¡), tal que w¡ es el 
elemento dado y n es el indice de la. primera gráfica. Ln tal que w¡ E L,., Demostrnremos 
que esta n.socinción es una hiyección: 

1) Por la relación de contención (1) tenemos que si w¡ E Ln cntencos w¡ EL,. 
para toda m ~ n. 

2) Por otra pnrtc como U::"~i Ln = H (2), tenemos que Vi3n ta! que w¡ E L,.. 
Y viceversa, pam cada v E Ln existe i E N tal que v = w¡. 

3) Como los indices de la sucesión san naturales, <?Xiste, por el teorema del buen 
orden para naturales, un mínimo natural n tul que w¡ E Ln• 

Definimos nhora un nuevo orden en el coajunto de parcjns {(n,w¡)}; de la 
siguiente manera: 

(n,w¡):; (m,wj) *> 

1) 

o bien 

2) 
n = m y i$j. 
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Como cada una de las gráficas Ln es finita y el número total de vértices de /[ 
es numerable podemos verificar, que el conjunto de parejas, con el orden que le hemos 
dado es isomorfo a w, ( el conjunto de los números naturales con el orden usual). 

Definimos por recurai6n la siguiente funci6n {: 

€(1) = (1, w¡) 

donde w¡ es el vértice de L¡ con indice mínimo. Una vez definido {(n) 
consideramoo dos casos para definir {(n + 1) 

1) 
3wk E Lr talque k > j. 

En este caso dcfi~imos 
{(n + 1) = (r,wm) 

(r,w;) 

donde Wm es el vértice de L, cuyo indice (m) es mínimo con respecto a la propiedad 
de ser mayor que j, 

2) En caso contrario definimos 

donde s es el menor índice entre las gráficas Ln que contengan algún vértice distinto 
de los contenidos en Lr 1 y WJ; es el menor de los indices de loa elementos de Lr mayores 
que Wm· 

Por el teorema del buen orden para naturales, podemos afirmar que la funci611 
e está bien definida, y es inyectiva, por el teorema de recursi6n podemos afirmar que 
el dominio de In función son los naturales y como cada una de las gráficM Ln es Rnitn, 
la funci6n es sobre. 

Ahora dcflnitnos una nueva enumeración de los vérticcn de H: 

V(H) = {v¡,v2, ... }, 

donde Un= e(n). 
Definimos ahora una sucesi6n (H1,H2,H3, ... ) de subgráficas inducidas finitas 

de H de la siguiente manera: 

Hn = (v¡,v2, ... ,vn)H 

es decir, la gráfica lln es la subgráfica inducida en H por el conjunto de los primeros 
n vértices, en el orden dado. 

Es de observarse que 

K¡ = ll1 f: Il¡ f: ll3 f: ... , 

y que Hn es una subgráfica finita (de hecho con n vértices) para cada n EN. 



En este paso podemos repetir la demostración del teorema 2, identificando 
nuestra H¡ con la Il¡ de aquel para cada 1 :5 i :5 n .• 

El teorema 3 demostrará la ubicuidad de las gráficas homogéneas. 

TEOREMA 3 

Sellll H y G grá!lcns homogéneas, si G admite exactamente /ns mismas grállcas 
llnitas que H entonces G ~ JI. 

Obsérvese que el hecho de que alguna de laa gráficas sea finita implica que la 
otra lo es, y de hecho, si este es el cMo1 ambas tendrán el mismo número de vértices 1, 

Por otra parte si las gráficas G y JI son finitas, resulta que G admite a II, como 
In función implicada tiene que ser inyectiva y las gráficas tienen el mismo cardinnl 1 es 
sobre, y por el hecho de que preserva adyacencias en ambos sentidos, rcsultn ser un 
isomorfismo de gráficas. 

Una \.'CZ hecha la observación anterior, basta. ahora con~idcrar el cMo de gráficas 
infinitas. 

DEMOSTRACIÓN 

Sean G y J{ gráficas homogéneas numerables y supongamos que admiten las 
mismas gráficas finitas. 

Como las gráficas son numerables podemos suponer que: V(H) = {v¡,v2, ... } 
y V(G) = {wi. w2, ... }. 

Utilizaremos una construcción doblemente recursiva. 

BASE DE LA RECURSIÓN 

Sea Il¡ = v1 , en particular podemos considerar a Il¡ como una subgráflca 
inducida finita de JI, y por la hipótesis del teorema sabemos que existe una inmersión 
¡;1 tal que 

JI¡~G. 
definimos ahora 

G¡ = (i51(v¡), w1)a. 

es decir la subgráflca inducida finita en G por la imagen de la inmersión de Il¡ y el 
primer elemento de V(G) en el orden que le hemos dado. Como \O¡ es inyectiva, por 

1 SI uta aflrmad6n no u dd todo dara, puede c;on1ullane la prlmrra oburnclón a la drmo1\udóo dtl teorema 2. 
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ser inmersión podemos definir TJ.11 = ~¡- 1 , entendiendo que esta inversa. tiene como 
dominio solamente la imagen de ¡p:1. con lns dos definiciones anteriores y en vista que 
el dominio de t/i1 es igual a la imagen de ¡o1 que es igual a 1'1(vi) que a su vez es igual 
por definición y recordando la definición de subgráfica inducida a G1 -w1 tenemos que 

v1 G1-w1........., H 

por otra parte como por hipótesis G y H admiten a las mismas gráficas finitM, por 
hipótesis del teorema, y Gi es una de ellas, y además G1 es admitida por G, podemos 
considerarla, (a G1) 1 como subgráfica inducida de H, y por el teorema 1, sabemos 
que la inmersión t/J¡ de G¡ - WJ en ll se puede extender a una inmersión, a la que 
llamaremos i/i1o de G1 en ll, es decir existe una función i/i1 tal que 

Gi~H. 

Por otra parte tenemos que ¡p-1 y tjj1 son funciones inversn.s una de la otra, en 
la parte de su dominio donde la afirmación tiene sentido, esto es: 

y 
;¡5¡;¡i¡(w1)=w1 

donde 1¡¡1 denota a la función identidad en H1. 

A continuación definimos la siguiente subgráfica inducida finita de H: 

Esto es, la gráfica II2 es la subgráfica inducida finita en H por el coajunto de vórtices 
{v¡,;¡i¡(w¡),v2} recordando las definiciones de 

Hi =vi 

y de 
Gi = (w1o\01(v1lla 

asimismo teniendo en cuenta que 
;¡;) =\011 

y que ;¡i1 es una extensión de t/i¡, tenemos que 

H1 ~ Gi ~ H2. 

Con la construcción de las gráficas G1, H¡ y H2 y las funcioncs\O¡ y 'ii1 podemos 
do.r por concluida la bn.sc de nuestra construcción doblemente recursiva. 



PASO RECURSIVO 

Supongamos que ya hemos construido para alguna n ~ 2 la siguiente sucesión 
finita de gráficas inducidas finitas de G y H (recuérdese que por hipótesis del teorema 
3, G y H admiten a las mismas gráficas finitas): 

H¡ <;; G¡ <;; J/2 <;; G¡ <;; ... <;; Gn-1 

y las siguientes sucesiones de funcioncs,(que no esta por demás recordar que son con· 
juntos): 

y 

tales que 

y 

para toda i S n - l. 

Y tales que 

y 

para toda iS n-1,j $ i. 

Sea 

H;~G 

G· .!!_, H 
1 

1P;?i;(w;) = w; · 

Hn = {v1,?i1(w1) ... ?in-1(Wn-1),vn)H, 

es decir, Hn es la subgráfica inducida finita en H cuyo conjunto de vértices es In imngcn 
de Gn-1 bajo ?in-l unión el n-ésimo vértice de H en el orden que le hemos dado a 
V(H) desde el comienzo de la demostración', por otra parte como G y H admiten lns 
mismas gré.flcns flnitRB, y Hn es una subgráflca inducida finita de II, podemos concluir 
que G admite a Hn, en otras pnlnhrns 1 podemos considerar a lln como una subgráfica 
inducida finita de G. 

Como, por hipótesis de recursión 

?i1 <;; ?i2 <;; • • • <;; ?in-1 

podemos concluir que 
n-1 
U ?i; = ?in-1• 
i=l 

25¡ el lector no queda lo 1ufldrntemenle convtncldo dente bec.bo, o de al¡uao1 olro1 que 1e da.r'n 1ln du:no1tracl6n del1ldo 
a que forman parle de la b11.1e de nue1lr• conllruccldn recunJYa, no llen• mú que rnl•.r la bue de la t:"onttrucclón, unat 
cuantu llneu m4a 11.rrlha •n ule mbmo Av'ndice. 
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A continuaci6n definimos 'Pn = ~;~ 1 entendiendo como es costumbre que esta 
función inversa es la inversa de la corrcstricci6n de t/Jn-1 a su imagen y que está bien 
definida ya que tPn-1 es una inmersión y las inmersiones son inyectivas. 

Recordando también la. hipótesis de recursión tenemos que 

l"n[V(Hn)] = l"n[{v1, ~i(w1) .. · ~n-i!Wn-1)}[ 

= {1"n(v1),\?n(~¡(w1)) ... 

.. · l"n(~n-1(wn_¡))} 

= {~n-1(v1),~;:1(~1(w1)) .•. 

• · · ~;:1(~n-l (w._¡))} 

= {~n-1(v1).~) 1 (~1(w1)) ... 

•· · ~;!.1(~n-1(w._¡))} 

= {~) 1 (v1),w1 ..• , Wn-1}, 

y recordando que también por hipótesis de la. construcción las funciones ~j y \?; son 
casi inversns para cada j ~ n podemos reescribir el conjunto anterior como 

Lo cual dicho de otra. manera, recordando la. definición de ~n-l dada. por la hipótesis 
de recursi6n, quiere decir que ii'n-l sumerge a. Hn - Vn en Gesto es: 

y este hecho aunado ni Teorema 1, implica que existe una inmersión, a la que llamaremos 
\?,,. de Hn en G y esta inmersión extiende a. 'Pn-ló es decir existe una función 'Pn tal 
que 

1) IOn-1 ~ \On 

y 

2) Hn~•G. 
Definimos ahora 

Gn = (wi.\?1(v¡),w2,\?2(v2}. .. .,;p.(vnJ.wn)G 

la subgráfica inducida en G por el coajunto formado por la imagen de 'Pn y el vértice 
siguiente de Gen el orden que de antemano le hemos dado a V(G). 
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definimos ahora 1/Jn = ip; 1 teniendo bien en claro que esta inversa se loma 
sobre la corrcstricción de ip n su imagen donde es biyección debido al hecho de que es 
inmersión. 

Al igual que hicimos al definir 'Pn recordamos todas las propiedades de t/Jn 
implicadas por las hipótesis de nuestra construcd6n rL'CursiYn. y obtenemos lns siguientes 
igualdades: 

t/Jn(V(Gn)) = t/Jnl{ W¡, ipi(v¡), w2, ip2 (v2),. .. , ;p.(vn)}] 

= {t/Jn(w¡),v1,t/Jn(w2),v2, ... ,v.} 

= {;¡i¡(w¡),v¡,;¡i2(w2),v2, ... ,v.} 

= {;¡in-1(w¡), v¡, ;¡;n-1(w2), v2, ... , vn}· 

Por lo que tenemos (recordando lo que sea pertinente recordar) que: 

Gn-Wn~H 
pero aplicando la hipótesis del teorema y teniendo presente que Gn es unn subgri\ficn 
finita inducida de G, aplicamos el teorema 1 para obtener una extensión de t/Jn, a la 
que llnmnremos ;¡in y que cumple las siguientes propiedades: 

y 

2) Gn~H. 

Una vez conHtruidn esta func.i6n da.moa por terminado el paso rccur~ivo, y por 
tanto la construcción de las siguientes sucesiones (G¡, G2, ... ) y (H¡, If2, ... ), de subgrñ­
flcas inducidas finitas de G y H respectivamente, y que satisfacen la siguiente relación 
modulo isomorfismo de gráficas: 

Otra propiedad de la sucesión, es 

00 00 

LJ Iln = H y LJ Gn = G. 
n=l n=1 

Paralelamente n ]a construcci6n de la sucesión construimos funciones 
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tales que 

a.bH 
.Hn~G 

y paso a paso son uno el inverso del otro. 

A continuaci6n definimos 

n=l n=l 

teniendo en cuenta que la contcnci6n de las funciones implica en particular la compa­
tibilidad de las mismas y este hecho (el que las funciones sean compatibles), asegura 
que tanto 'P como t/J catan bien definidas como funciones. 

Ahora solo resta por demostrar que 

" H :=! G. 

Sean x,y E V(Il) esto implica que x = v¡,y = v; sup s.p.g. i? i. En vista de 
la deflnici6n de 'P y teniendo en cuenta que 

tenemos que: 
'P(x) = iO;(v¡) =li';(v;) 

'P(Y) = iO;(v;) 

Pero como 'Pn es inmersión de gr1Lficas1 podemos asegurar que 

x adyu y-:= i";(x) adya i";(y). 

Por otro. pnrtc, si recordamos que 1/1 y tp son inversas por secciones, es decir, 
las funciones de lns que son unión son inversas, tenemos que: 

.Pl<'(v;) = ~i+ti";(w¡) = v¡ 

'P.P(w¡) = i";+i.P;(w¡) = w¡. 

Por tanto como 'P preserva adyacencias en ambos sentidoo y tiene inverso (,P) podemos 
afirmar que es el isomorfismo buscado. • 

Al respecto de este teorema el lector interesado puede referirse n Hodkinson 
y Macpherson ([1088J), y a Macpherson ([19861) para un estudio mós detallado de 
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IRB gráficas ( y en general estructuras relacionales) que están determinadas por sus 
subgráficas (en general subestructuras) inducidas finitRS. 

III. PROPIEDADES UNIVERSALES 

Estas propicdades 1 como su nombre lo indica caracterizarán, bajo isomorfismo, 
a cierta familia de gráficas homogéneas. 

En primer Jugar definiremos una propiedad universal a la que Jlnmnrcmos 
Propiedad A, en seguida se demostrará que esta propiedad caracteriza bajo isomor­
fismo, a una familia de gráficas numerables que admiten a todns las gráficas numerables 
y finitns. 

PROPIEDAD A 

Sea G una gráfica con un número numerable de vértices, se dice que Ja gráfica 
G satisface Ja propiedad A si: 

Para cualesquiera Fi,F2, subcoqjuntos, finitos, ajenos y disjunta.r; de V(G) 
existe un vértice u de G que es adyacente en G a. todos los vértices de Fi y a ninguno 
de los de F2. 

Al respecto de nlgunas aplie:ncioncs de esta dcfinici6n que no serán relevantes 
en el desarrollo de la prueba de Henson, el lector interesado puede referirse a P. Erdéis 
y A. Renyi ([1063Jl. 

Del enunciado de In propiedad A, se siguen de manero. inmcdintn los siguientes 
lemRS: 

LEMA 1 

Si una gráfica G satisface la propiedad A, es homogénea. 

Pnrn la demostración de este Icmn utilizaremos la caractcrizaci6n <le homoge­
neidad que obtuvimos el teorema l. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 1 

Sea G una gráfica con un conjunto de vértices numerable y que satisface la 
propiedad A. 

Sea H unn subgráfica inducida finita de G y sen v un vértice de H. 
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Se& iJ> un& inmersi6n de H - v en G, es decir 

H -v <---+ G. 

A continuaci6n demostraremos que ,P se puede extender a una inmersión 1fi de 
H en G, y aplicando el teorema 1 y tomando en cuenta que la gráfica H es arbitraria. 
habremos demostrado que la gráfica G es homogénea. 

Sean Fi = ,¡,jN(u)J y F2 = Jm(V>)-F1; dicho de otra manera F¡ es el conjunto 
de los vértices de la imagen de t/J que provienen de los vértices de H - v que son 
adyacentes en JI (y por tanto en G, ya que Hes subgráfica inducida de G), a u, y 
por otra. parte n ninguno de los de F2 (por tanto tampoco en G, por la ruz6n antes 
aducida). 

Es de notarse que el hecho de que la gráfica JI sea finita implica que H - v es 
finita y por tanto ~u imagen bajo 1/i es finita (ya que TjJ es una inmersión, en particular 
es biyccti\'a sobre su imagen); nsimismo como In. imagen de /{ - t' bajo ,.P es finita, los 
conjuntos F¡ y F2, anteriormente definidos son ambos finitos. 

Ahora bien, como G satisface la propiedad A, sabemos que existe w E V(G) 
tnl que w cs adyacl'ntc en G ll todos los vértices de F1 y a ninguno de 1os de F2i es 
decir, w es adyacente en G a todos los vértices de la imagen de !Ji que provienen de los 
vértices de JI - v que son ndynccntcs a v en H y por otra parte w no es ndynccntc en 
G n. ninguno de los vértices de la imagen de t/; que provienen de los vértices de H - v 
que no son ndyncentcs a v en H. 

A conlinuaci6n definimos, ijj, como una extensión de tJ;, como una función de 
V (H) en G de la siguiente mnnern: 

;¡;(x) = { /(x), si x 'f v; 
w, si :r =v. 

Debido a las propiedades de w y al hecho de que t/i sumerge a H - v en G no 
es difícil comprobar que 

+ H<--+ G .• 

LEMA 2 

Si una gráfica G sn!isface la propiedad A, entonces admite a toda gráfica finita 
H. 

DEMOSTRACION DEI, LEMA 2 

Por in<lucci6n sobre el número de vértices de las gráficas finitas 
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BASE DE LA INDUCCIÓN 

<P<-+ G 

por vacuidad, y como 1V(G)11 O, tenemos que si 1 V(H) 1= 1 

H<-+ G. 

PASO INDUCTIVO 

Supongamos que 
H '---' G 

para toda H tal que 1V(H)1= n 2: 1, y sea K tnl que 1V(K)1= n + 1, sea v E V(K), 
como 1 V(K - v) I= n existe.¡, tal que: 

K - V.!_, G. 

definiendo ;¡i de manera ana!oga a como se definió para la demostración del lema ante­
rior, y por razonamientos del todo similares podemos concluir que: 

K.1_.G, 

Como/( es una gráfkn arbitraria con n+l vértices podemos <lar por terminado 
el pnso inductivo y por tanto lo. demostración por inducci6n. 

Por tanto si G satisface A, G admite a cualquier gráfica finita .• 

LEMA3 

Si una grÁ/lca numerabfo cumple Ja propiedad A, admite a todas las grá/lcas 
numerables. 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 3 

Sea G una gráfica numerable que satisface In propiedad A, y sea Il cualquier 
otra. gráfica numernb!e. 

Supongamos sin pérdida de generalidad que V(H) = {v¡,v2 ... },y pnrn cada 
n E N definimos 

- 55 -



Es decir ll n es la subgráfica inducida en H por los primeros n vértices en el 
orden que le hemos dado a l'{G). 

Por el lema anterior, sabemos que G admite a todas las gráficBS finitas, en 
particular admite a todas las H 0 • 

Ahora bien, no es difícil comprobar que la sucesión de las H" satisface las 
hipótesis del teorema 21 por lo cual, podemos afirmar que G admite a Il ·• 

TEOREMA 4 

Cualquier gráfica G (] V(G) J= No) que satisface la propiedad A es homogénea, 
es más, cualesquiera dos gráficas que satisfacen la propiedad A son isomorfos. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4 

La demostrnci6n de este teorema es una aplicación directa de los 111mas 2 y 3. 

DEFINICIÓN 

Si M, es una clnse de gráficas, djremos que G es una gráfica universal para /a 
clnsc M, si 

H'-' G 

para toda gráfica Il E M y adem8s G E M. 

IV. CONSTRUCCIONES 

CONSTRUCCIÓN {l) 

Para efectos de esta construcci6n será conveniente recordar los siguientes hechos 
básicos de teoría de conjuntos, que el lector puede encontrar demostrados con detalle 
en cualquier texto básico sobre la materia, (por ejemplo Hrbacek-Óech J1U84Jl. 

1) La uni6n numerable de conjuntos numerables es numerable. 

2) J [NJ<w J= No, es decir, existen una cantidad numerable de subconjuntos 
finitos de nnt11rnlf'~. 

El hecho 2, es una consecuencia directa 1, que a su vez lo es del axiom.n. de 
elección. 

Pasemos pue• n la construcción de la gráfica prometida. 

Sea {Pn J n EN} una enumeración de los subconjuntos finitos de N, cada uno 
ocurriendo un nurnt•ro infinito de oca.qiones. 
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Es decir tomamos una cantidad infinita numerable de copias de cada uno de los 
conjuntos finitos de N. 

Si a este conjunto de copias lo denotamos por C podemos formalizar esta noción 
definiendo: 

G = {(Pn, m) \ P0 E ¡N¡<w,m EN}. 

Donde hemos considerado a los conjuntos finitos de naturales ya enumerados 
en una sucesión Pn 1 n E w. 

Sea ahora ti() < 111 < ... una sucesión de naturales tal que 110 > max Pn Vn E N. 

Donde max Pn denota al elemento máximo de P., que existe debido a que Pn 
es finito. 

Sea U la siguiente gráfica: 

V(U)=N 

A(U) = {{w,11.} \ w E P.,n EN}. 

Una vez construida la gráfica U pasaremos a demostrar que esta es una gráfica 
universal para la clfl.Sc de todns las gráficas con ní1mcro numerable de vértices. 

Para lograr esto será suficiente con dcmoslrnr que satisface la propiedad A, y 
el resto será implicado por los lemas 1, 2 y 3 de la sección anterior de este apéndice. 

El hecho de que la gráfica U satisfaga la propiedad A queda implicado por el 
hecho de que sntisfncc una propiedad más fuerte, a la que llR.marcmos propicdnd A1, 

cuya definición dnmos a continunci6n: 

PROPIEDAD A' 

Se dice que una grállca G, tal que V(G) = N, satisface la propiedad A' si y 
solamente si: Pnra todo Fe V(G) finito existe 11 arbitrariamente grande en V(G) tal 
que: 

F = {w \ w < 11 y {w,v} E A(G)}. 

Esto es, uno. gráfica G que tiene como conjunto de vértices o. los naturales, 
satisface la propiedad A' 1 si y solnmcntc si 1 por definición, para cada subconjunto finito 
de vértices, existe una sucesión estrictamente creciente: 

va < vi < vs < . · · , 
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de vértices de la misma tal que para cada i E N podemos expresar a F como 

F = {w i w < v¡ y {w,v¡} E A(G)}. 

AFIRMACIÓN 

A 1 =?A 

DEMOSTRACIÓN DE LA AFIRMACIÓN 

Sea G una gráfica, cuyo conjunto de vértices sean los naturales y que satisfaga 
la propiedad A1

• 

Sean F¡,F2 subconjuntos ajenos, finitos de V(G). 

Sea r = max Fi U F2, r está bien definido ya que por hipótesis tanto F¡ como 
F2 son finitos y por tanto F 1 U F2 también lo cs. 

Como G satisface la propiedad A', sabemos que existe v E I' ( G), tal que: 

F¡ = {w / w < v y (w,v} E A(G)}. 

No es dificil comprobar que ves testigo de la propiedad A .• 

Demostremos a continuación que In gráfica U, satisface la condición A1, y por 
tanto la propiedad A, lo que la constituirá en gráfica universal para Ja clase de todas 
las gráficas con una cantidad numerable de vértices. 

TEOREMA 5 

I,a grállca U satisface fo propiedad A' 

DEMOSTRACIÓN 

La demostración se sigue trivialmente de la definición de la gráfica U. 

Sea Fe V(U), finito, es decir F = P,¡ para una infinidad de j¡ E O, el con­
junto de las numerables copias de subconjuntos finitos que tomamos como base para 
In construcción de U. 

Sea v;01 el io-ésimo término de la sucesión de naturales, en basen la cual hemos 
construido n. In. gráfica U¡ recordemos que v; > maxP¡ Vj EN. 
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Consideremos ahora la subsucesi6n formada por: 

V.fu< Vj¡ < Vfl.,,, 

Recordando la definici6n de U tenemos que 

A(U) = {{w,vn} 1 w E Pn,n EN}. 

Ahora considerando la definici6n de los v;, tenemos que: 

Vi EN 

F = {w 1 w < v;, y {w,v;) E A(U)}, 

ya que cada vértice de la sucesi6n es adyacente a cada uno de los vértices de F, por 
deflnici6n, y por otra pnrte solo es adyacente a ellos .• 

COROLARIO 

La gráfica U, es homogénea, y universal en la e/a.se de toda.s ls.s grálics.s con 
una cruJtidad numcrllblc de vértice.'1. Es más, cualquiera otra gráfica que tenga estas 
propiedades es isomorfa a U·• 

A continuaci6n construiremos una familia de gráficas universales para ln.s cln.scs 
de gráficas cuyo númf'ro de clan no exceda a una constante p. 

Estas gráficns serán subgráflcas inducidas de U, y quedarán determinadas por 
propicdndcs univcrsnlcs nnnlogM a la propiedad A, a ln.s que llamn.rcmos Ap parn. cadn 
p;::3 

Antes de demostrar lns propiedades que hemos anunciado poseerán estns gráfi .. 
cns, pasaremos n su: 

CONSTRUCCIÓN (2) 

Sea p ;:: 3, definimos Up como la subgráflca de U inducida por el siguiente 
subconjunto de V(U): 

V(Up) = {m 1 m EN y no hay un subconjunto finito 

A e N tal que m = max A y 

(A)u ~ Kp}· 
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De esta definición se sigue claramente que 

y, 

Este último hecho es fácil de comprobar ya que si v E V (U) = N sabemos que 
no hay un subconjunto finito A<; N tal que v = max A y (A)u ;:! J(P para ninguna 
p > v, por tanto si elegimos p > v, podemos estar seguros que v E V(Up)· 

A continunci6n pasaremos a demostrar que para cadn p ~ 3, Up 1 es In. gráfica 
universal homogénea de la. clase de todns las gráficas numerables cuyo numero de cln..n 
no exceda a p. 

Para <lcmostrnr este hecho 1 demostraremos que cada Up satisface una condición 
nnn.logn. a la condición A misma que denotaremos por Ap y que enunciamos a conti· 
nunci6n: 

Sea p 2: 3. 

CONDICIÓN Ap 

Se dice que una gráfica G, tal que V(G) = N, satisface la condición Ap si y 
solamente si: 

1) 

2) Si F¡,F2 son dos subcoz\iuntos, finitos, l\ienos de V(G) tales que: 

entonces liay un vértice de G que es adyacente a todos los vértices de F¡ y a ninguno 
de los de Fl. 

AFIRMACIÓN 

Up satisface Ap 

DEMOSTRACIÓN 

La dcmostrnción de esta afirmación la realizaremos en dos etapas, una parn 
cndn cláusula de la propiedad Ap. 

Sea p 2: 3 y consideremos Up. 
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DEMOSTRACIÓN DE LA PR™ERA CLAUSULA DE LA PROPIEDAD 
Ap· 

Se llevará a cabo por reducción al absurdo. 

Supongamos que: 

sea 
n = {v>(u) 1 V E V(JCp)} e V(Up) 

sea, ahora, m =: ma:c ll, 

Kp a! (B)u, = (B)u. 

Lo cual es una contradicción con la definición de Up, ya que estnmos exhibiendo 
un conjunto finito de vértices de U que inducen una Kp y cuyo mi\ximo (m) esta en 
V(Up). 

Por tanto 

Kp '/-> Up, 

DEMOSTRACIÓN DE LA SEGUNDA CLAUSULA DE LA PROPIEDAD 
Ap• 

~upongamos F¡,F2 como en In hip6tesis de In propiedad Ap. 

Como F1 y }"'2 son ambos finitos, tenemos que F1 U F2 es finito,de lo que en 
particular podemos <lcducir que tiene un máximo, al que 110.mn.remos z. 

Por otra parte como U ea.ti!\fn.ce la condici6n A', sabemos que existe v E V (U), 
tal que v > z y además: 

Fl = {w \w < v y {w,u} E A(U)}. 

Como Up es subgr6.fica inducida de U tenemos que (F1)u = (F1)u, y como 

Kp- t '/-> (F 1) u, 

tenemos que 
J(p 'f-> (F1 U {u})u 

por lo que v no puede ser el máximo de ningún conjunto finito que induzca una l(p, ya 
que la gráfica inducida en U por el conjunto de todos los vértices adyacentes a v y que 
son menores que él(= F 1), no admite a Kp-I• por lo que si recordamos la definición de 
V(Up), podremos deducir que v E V(Up)· Por otra parte v no es adyacente a ninguno 
de los vértices de F2. • 
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A continunci6n demostraremos que Ap es efectivamente la propiedad universal 
que caracteriza a la gráfica universal para la clase de gráficas con número de vértices a 
lo sumo numerable y con numero de clan menor que p 

Lo cual realizaremos en variM ctapn.s 1 de manera completamente annloga a como 
se hizo para demostrar el teorema 4, de la sccci6n anterior de este mismo apéndice. 

LEMA4 

Sea p ~ 3 y supongamos que G satisface Ap, si H es finita y Kp '/--> H y 
v E V(H) y existe f tal que 

entonces f se puede extender a una función J tal que 

n·La 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA ( 

Sea G una gráfica con un conjunto de vértices numerable y que satisface lu. 
propiedad Ap. 

Sea Huna subgráfica inducida finita de G, y sea v un vértice de JI. 

Sea t/J una inmersi6n de JI - v en G 1 es decir 

H - V'--+ G. 

A continuación demostraremos que Vi se puede extender a una inmersión !fj de 
H en G, y aplicando el teorema 1 y tomando en cuenta que la gráfica H es arbitraria 
habremos demostrado que la gráfica G es homogénea. 

Sean F¡ = Vi(N(v)J y F2 = Im(!/i) -F¡; dicho de otra manera F1 es el conjunto 
de los vértices de la imagen de Vi que provienen de los vértices de H - v que son 
adyacentes en H (y por tanto en G, ya que Hes subgráfica inducida de G), a v, y por 
otra parte F2 (por tanto tampoco en G, por la razón antes aducida). 

Ahora bien, como G satisface la propiedad Ap, por la primera cláusula sabemos 
que 

Kp '/--> G, 

lo cual implica que: 
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Por la segunda cláusula, sabemos que existe w E V(G) tal que w es adyacente 
en G a todos los vértices de F¡ y a ninguno de los de F2; es decir, w es adyacente en G 
a todos los vértices de la imagen de .¡, que provienen de los vértices de H - v que son 
adyacentes a v en H y por otra parte w no es adyacente en G a ninguno de los vértices 
de la imagen de T/J que provienen de los vértices de II - v que no son ndyaccntcs a ven 
H. 

A continuación definimos, -;¡;, c:omo una extensión de y/J, como una función de 
V(H) en G de la siguiente manera: 

;¡;(:r) = { f(:r), si :r t v; 
W1 si X::: V, 

Debido a las propiedades de w y al hecho de que ,¡, sumerge a H - u en G no 
es dificil comprobar que 

LEMA 5 

Si G satisface Ap entonces: 

para toda H t.11 que 

~ H.__, G .• 

H.__, G 

La demostración de este lema es completamente analoga a la del Lema 2 de 
este mismo apéndice .• 

LEMA6 

Si una gr~/lca numerable cumple Ja propiedad Ap, admite a todas /ns gráficas 
numerables, que no admitllll a Kp. 

Este resultado es una aplicación directa del teorema 21 
·• 
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TEOREMA 6 

Up es homogcnca, unica bajo isomorBsmo y universal en Ja clase de llt.S gráficas 
cuyo numero de clan es menor que p. 

DEMOSTRACIÓN 

Se sigue del hecho de que Up satisface Ap y de los lemas 4, 5 y 6 .•. 

Con este teorema damos por términado este apéndice y cumplido nuestro objc· 
tivo, al haber construido las gráficas, U y Up y demostrado que cumplen )ns propiedades 
promctidrus. 
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