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PROLOGO

En su enunciado original el Teorema de Ramsey {Ramsey {1930]} dice:

. Si coloreamos las aristas de una grédfica completa infinita, con un mimero fnito
de colores, obtendremos como subgréfica inducida a una grdfica completa infinita con
todas sus aristas del mismo color.

Este enunciado es equivalente, via algun debilitamiento del axioma de eleccién,
al siguiente:

Para cualesquiera n,ry,rg,...,r, ndmeros naturales, existe otro mimero m =
m(n,rq,r9,.,.,ra) tal que, si coloreamos las aristas de K, con n colores obtendremos
una Ky, con todas sus aristas del color r; para alguna 1 <i < n.

A partir del redescubrimiento de este resultado por Erdos y Szekeres, la teoria
de Ramacy (cuya drea de estudio s la de problemas semejantes al original de Ramsey),
se ha convertido en una rama vigorosa y elegante de la combinatoria, tanto finita como
infinita.

Muchas y muy variadaa generalizaciones y sofisticaciones se han dado del re-
sultado original, quiz4 una de las mAs interesantes sea el llamado teorema inducido de
Ramsey en sus dos versionea (para vértices y aristas):

TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (vértices):

Dados una gréfica H y un nimero r, existe otra grdfica G con la propiedad de
que si coloreamos los vértices de G con r colores obtendremos una copis, monocromdtica
en vértices, de H, como subgrdfica inducida de G.

TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (aristas):

Dados una grédfica H y un ndmero r, existe otra gréfica G con la propiedad de
que si coloreamnos las aristas de G con r colores obtendremos una copia, monocromética
en aristas, de H, como subgrdfica inducida de G.

Dejnostraciones de estos resultados se pueden encontrar en Nefettil-Radl [1978]
o en Deuber {1975}

Con respecto a este problema Erdos (P. Erdos-A. Hajnal [1967]), plantea la pre-
gunta de que si serd posible encontrar una gréfica que satisfaga alguno de los teoremas
inducidos pero con nimero de clan pequeiio (se define el nimero de clan de una gréfica
G como el mayor n, tal que K, es subgréfica de G); para H = Ky se encontraron
gréficas G con nimero de clan § (Graham [1968}) y 4, (Irving [1973]); Folkman [1973],
obtiene el siguiente resultado:

TEOREMA DE FOLKMAN

Dada una gréfica H existe otra gréfica G, con el mismo niimero de clan que H
y tal que si 2-coloreamos las aristas de G obtendremos una copia de H, monocromética
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en aristas, como subgrdfica inducida de G.

Sin embargo, debido en parte a la publicacién péstuma del articule, la cons-
truccién de Folkman resulta sumamente enredada y ademds solo es 1til en el caso en
que se utilicen 2-coloraciones, por lo que Neictfil y Radl [1976], dan otra demostracién
a este teorema que se extiende de manera natural al caso de hipergréficas y a cualquier
nimero finito de colores.

El objetivo del presente trabajo es exponer de manera sencilla dos demostra-
ciones, una de Henson y otra de Komjath-Rodl al teorema de Folkman en su versién
para coloraciones de vértices,

TEOREMA DE FOLKMAN (versién vérticea):

Dados una grdfica H y un ndimero r, existe otra gréfica G, con el mismo nimero
de clan que H y tal que si coloreamos los vértices de G con r colores obtendremos una
copia de H, monocromdtica en vértices, como subgrdfica inducida de G.

A lo largo de este trabajo nos referiremos a este teorema simplemente como el
TEOREMA DE FOLKMAN, omiticndo la referencia a que se trata de la versién
en vértices.
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INTRODUCCION

En una primera seccién de este capitulo introduciremos la mayor parte de [a
notacién utilizada en el trabajo, aunque posiblemente en algin momento se definirdn
conceptos y su notacién, que por ser necesarios solamente para el desarrollo del capitulo
en que aparezcan no estn consignados aquf.

En la segunda parte de esta introduccién de demostrardn algunos resultados
preliminares como son el Lema de Infinltud de Konig y ¢l Teorema de Ramasey.
Cualquier notacién utilizada y que no aparezca definida con anterioridad podr& encon-
trarae en algin texto estandar de teord de gréficas o teorfa de conjuntos, como por
cjemplo Hrbaccck- Jech [1984], Behzad- Chartrand- Lesniak- Foster [1981].

1. NOTACION

Si X es un conjunto denotamos:

| X |= el cardinal de X,

[XI'={dcXx| 4]=r},

N ={0,1,2,...} {el conjunto de los niimeros naturales),

w = el conjunto de los numeros naturales con el orden usual,

| ¥ |= Ro.

Si n € N definimos: # = {0,1,2,...,n — 1}, (| ® |= n) por tanto 0 = 4.
Si | X |= n diremos que X cs un n-conjunto y si A € [X|" diremos que A es un
r-subconjunto de X,

Utilizaremos letras itdlicas mindsculas (m,n,p,...) para denotar nimeros na-
turales y letras griegas {),x,w,...) para denotar ordinales y cardinales infinitos (los
primeros identificados con el conjunto de sus predecesores y los segundos con ordinales
iniciales). Recordemos que un cardinal es sucesor si su {ndice es un ordinal succsor

y lfmite en caso contrario, si x es un cardinal denotaremos por x+ g su sucesor y si
x = At escribiremos A = £~

Diremos que [ es una funcién con dominio A y codominio B, (0 més sencilla-
mente una funcién de A en B) y escribiremos f : A — B si f C A x D (el producto
cartesiano de A y B) y para todo elemento z de A existe un 1nico clemento y de B
tal que {z,y) € f; también utilizaremos la notacién usual y = f(z). Nétese que esta
definicién implica en particular que las funciones son conjuntos,

Se dice que g y f son funciones compatibles si el hecho de que (z,y) y (z,2)
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sean elementos de f N g implica que y = 2.

Con las definiciones anteriores y recordando un poco la notacién de la teorin
cléstea de conjuntos tenemos como inmediato e} siguiente resultado:

LEMA

8i F es una familia de funciones, UF es una funcidn si y solamente si las
funciones elementos de F son dos a dos compatibles, y en ese caso tennmos:

Dom{{JF) = |J Dom(/),
JeF
Codom{{JF) = |J Codom(f)},
JEF

(JF)z) = f(z) Vf € F, z € Domf{.

Si A C domf denotaremos por f 4, la restriceidn de f a A, a la siguiente funcién
domf{ o= A, codomf{ 4= codomf, f{4{(z) = f(z) Vz € A4; si f es una restriccén de
g diremos que g extiende a f. Como es usual denotaremos por f~1(z) 2 la imagen
inversa de z.

Por tltimo si n € N definimos ezp'{n) = n y ezp™*1{n) = (ezp'(n))".

GRAFICAS

Una grdfica G, es un par (V(G), A(G}), donde V(G) es un conjunto a cuyos
elementos llamaremos vértices y A{G) C [V(G)]? es el conjunto de aristas; si z,y son
tales que {z,y} € A(G) se dice que los vértices = y y son adyacentes en la grifica
G y en ese caso escribiremos z adyp y omitiendo ¢l subindice en caso de que esté
sobreentendido.

A lo largo de todo este trabajo se mancjardn gréficas finitas, es decir, con
namero devértices finito, en caso contrario se indicara explicitamente.

Una gréfica H es subgrdfica de olra grafica G si V(H) CV{(G)y A(H) C A(G);
si ademés A(H) = A(G) N[V (H))?, diremos que la grafica H es subgrdfica inducida de
G, y escribiremos H = {V(H))g.

Se dice que una funcién f : V(G) — V(H) es un homosmor fismo de gréficas si
z adyg y = f(z) adyy f(v)-

Un homomorfismo cs inmersidn si es inyectivo y f(z) ady f{y) => z ady y.

Finalmente f es fsomorfismo si es inmersién y es suprayectiva; se dice que
dos graficas H y G son {somor fas si existe un isomorfismo ¢ entre ellas y en ese caso

escribimos: G = H.,



Si existe una inmersion ¢ de la grafica G en la gréfica H se dice que 1a grafica H

admite a la grifica G y en este caso escribimos G < H, en caso contrario se escribird

H + G (véase ilustracién 1).
Si C es una clase de gréficas definimos [ C (la unidn disjunta de C) como:

V(IIC) = U (V(m) x {m}),

meC

A(lIC) = ({{s,m), (v, m)} | {s,v} € A(m)}.

Es decir, la unién disjunta de una familia de gréficas es la grifica que se forma
ajenizando los conjuntos de vértices de los elementos de la familia y con cada uno de
estos conjuntos formar una gréfica isomorfa s! elemento de 1a familia correspondiente
(véase ilustracién 2).

Denotaremos por Ky, a la siguiente grafica: V(Kn) = 11, A(Kn) = [7i]?, obvia-
mente | V(G) |= ny A(G) = [V(G)]? implica que G = K, {il. 3). Es ta gréfica se
conoce como la grifica completa con n vértices.

Definimos el ridmero de clan de una gréfica G como

cl{G) = sup{n| K, — G}

Por una n-coloracidn de la grifica G entenderemos una funcién f : V(G) -+ @,
y por una n-coloracidn de aristas una funcién g : A(G) — 7.

Se dice que una n-coloracién f es buena si f(x) = f(y) implica que {z,y} ¢
A(G). El ndmero cromdtico de G (x(G)) es el minimo n tal que existe una buena
n-coloracién de G.

GRAFICAS DE RAMSEY

Una grafica G es una grdfica de Ramsey con respecto a la grifica H y o r, 8i
para cualquier r-coloracién de G existe una subgréfica inducida de G que ea isomorfa
a H con todos sus vértices del mismo color, en ese caso escribimos:

G — (H)L

Una gréfica G es una grdfica de Ramaey en aristas con respecto a la gréfica Hyar,
si para toda r-coloracién de las aristns de G, G admite a H de manera que todas sus
aristas sean del mismo color, en ese caso escribimos:

G — (H)}.

Con esta nomenclatura podemos reformular los teoremas inducidos de Ramsey
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TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (vértices)

Dada una gréfica H y un nimero r existe otra gréfica G tal que
TEOREMA INDUCIDO DE RAMSEY (aristas)

Dada una grdfica H y un nimero r existe otra grdfica G tal que
G — (H)2.

Ejemplos
Es facil verificar que
)G — (Ka)} <= A(G) # ¢

2)G — (Kq)! <= x(G) > r
sin embargo al comprobaci6n del primer hecho es trivial mientras que la caracterizacidn
de las gréficas con niimero cromético dado es un problema no resuelto,

Por otra parte tenemos el siguiente hecho:

G= Kr(n—l]+l S G (Kn)rl
¥ G cs minimal en vértices con respecto a esta propiedad, sin embargo el problema de
encontrar una p = p(n,r), tal que si
G = Kp=> G — (Ku)}
y G sea minimal en vértices con respecto a esto propiedad, es un problema no resuelto.

De lo anterior podemos concluir que cada una de las propiedades de Ramsey
(vértices y aristas), posee un interés particular.

En realidad Ramsey no estaba pensando en gréficas cuando demostré el teorema
que lleva su nombre y que da origen a las definiciones anteriores, la formulacién original
de este tipo de propiedades se refiere a nimeros cardinales, ge dice que un cardinal
posee la proptedad de Ramsey con respecto al cardinal A supra-n, sub-r si para toda
r-coloracién de los n-subconjuntos de cualquier x-conjunto A obtenemos un A-conjunto
B, homogéneo con respecto a la coloracién (esto significa que [BJ" es monocromitico),
B C A, y en cste caso denotaremos:

& — (AP
El lector interesado en la propiedad de Ramsey para cardinales puede referirse al texto

de P. Erdas, A. Hajnal, A. Maté y R. Rado {{1984]) que contiene gran cantidad de los
resultados mas importantes que sobre el tema se han encontrado,
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0-ARBOLES
Definiremos un o-drbol como un orden parcial * (T, <} tal que:
f) < tiene un mfnimo {i.e. unz € T tal que z < y paratodoy € T}.
it) el conjunto de predecesores de cualquicr elemento z(={y € T | y % 1})

esta bien ordenedo (cs decir cualquiera de sus subconjuntos no vacios tiene un primer
clemento).

En vista de que los conjuntos de predecesores de ¢nda elemento estén bien orde-
nados, para cada elemento z existe un dnico ordinal que es isomorfo (con isomorfismo
de ordenes) a su conjunto de predecesores, a este dnico ordinal lo denotaremos por oz}
(el orden de z}; al conjunto de todos los elementos de T con orden a lo denoturemos
Ly y lo llamaremos el a-ésimo nivel de T

La altura (Ith) de un o-drbol T estd definida como
{th T =sup{ea + 1] La 3 &),
Para cade z € T definimos ¢l conjunto de succsores snmediatos de z en T como
sim(z) ={y €T |z < yyoly) = ofz) +1}.

Una rama del o-drbol T es un conjunto maximal {con respecto a ln inclusién)
totalmente ordenado por <.

Como ejemplos de o-drboles podemos dar los siguientes:

1) (N,<)= w= los naturales con el orden usual, el mfnimo es ¢l 0, cada nivel
esta formado por un solo elemento que es el mismo que le da nombre, es deeir el nivel
5 (hay que recordar gue los ordinales finitos cofnciden con los cardinales finitos de
manera naturaf) tiene como unico elemento al ndmero 5 cuyo conjunto de predecesores
es § = {6,1,2,3,4}, la altura del o-frbol es w ya que ninguno de los niveles finitos ¢s
vacio ¥ no tiene niveles con {ndice infinito, por otta parte ls unics rama ey el conjunto
mismo, lo que serd, cierto para todos los conjuntos bien ordenados.

2)({0,1,2,3,43: {{0,1), (0, 2), (0,3),(0,4), (1,2),(1,8),(1,4), {3, 4)})
(il. 4).

Este o-4rbol tiene como minimo al 0, sus conjuntos de predeccsores son:

Pr(0} = 0, Pr(1) = {0}, Pr(2) = Pr(3) = {0,1}, Pr(4} = {0,1,3} fécilmente
se puede verificar que estos conjuntos estan bien ordenados con respecto al orden del
conjunto.

1Por Lo que tendrenios que leet o-&1hol y 1o ecro-&tbol o cosn parecida.
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Este o-drbol tiene 2 ramas {0,1,2} y {0,1, 3,4}, y sus niveles son:

Lo = {0}, Ly = {1}, Ly = {2,3}, Ly = {4}.

Ahora con toda esta notacién procederemos a demostrar algunos resultados que
posteriormente nos serdn de utilidad.

1I. PRELIMINARES
EL LEMA DE INFINITUD DE KONIG

(D. Konig {1927]) Si {T, X} es un o-irbol de altura w y cads uno de sus niveles
es finito, entonces T tiene una rama infinita.

DEMOSTRACION
Dado un o-4rbol T' que satisface las hipétesis del teorema se construird una
sucesién de sub-o-drboles (Ty, < [1,,), n < w de tal manera que:
T=Tp2T12T...

N Tn

n<w
sea la ruma infinita,

Para la construceién de la sucesién utilizaremos recursién sobre los naturales.

BASE DE LA RECURSION

Sea Tp = T, obsérvese que el nivel cero de Tp solo tiene un elemento que es el
primer elemento del orden T,

PASO RECURSIVO

Supongamos que Ty, ya ha sido construido de manera que su eltura es w y para
cada k < n, Ly contiene solo al elemento zj.

Para cada z en Ty, sea:
Toe={zx [k <n}U{yeTulz< v}

Como
Tu=UThe
z

donde z varfa sobre todos los clementos del n-ésimo nivel de Ty, tenemos que:

w = th(Ta) = st;plth(Tn,,)

- 10 -



como el n-ésimo nivel de T, es finito, este supremo es un méximo y por tanto existe
vy en este nivel tal que Ith(Tyy) = w; definimos 2o = y y Ty, = Tny, ¥y no es dificil

comprobar que:
{zaln<w}t= T
n<w

es una ramea infinita de T'.

TEOREMA DE RAMSEY

(Ramsey [1030]) Para cualesquicra k y r enteros positives tenemos:
Ro — (Ro)}
es decir 8i k-coloreamos los r-subconjuntos de cualquier conjunto numerable (esto cs
de cardinal Rg) habré un subconjunto infinito homogéneo para la coloracién.

DEMOSTRACION

Demostraremos el teorema por induccién sobre el cardinal de los subconjuntos
coloreados (r).

BASE DE LA INDUCCION

Para r = 0 ¢l resultado cs vélido tomando como conjunto homogéneo al conjunto
total ya que todos sus conjuntos vacios (el dnico que existe) estan coloreados con cl
mismo color. Parar = 1 ¢l resultado es trivial ya que si coloreamos un conjunto infinito
con un nimero finito de colores necesariamente debe haber una clase inflnita puesto
que la unién finita de conjuntos finitos es finita.

PASO INDUCTIVO
Supongamos ahora que para r > 2 tenemos que
" Ro —+ (Ro);~!
y en base a cste resultado trataremos de demostrar:
¥ — (No).

como la propiedad de Ramsey solo depende del cardinal del conjunto y no del conjunto
en sf mismo %, podemos suponer que nuestro conjunto numerable son los naturales y
demostrar que dada una coloracién f : [N]" — k existe un conjunto homogéneo infinito.

bles y jendo Ias

1! t con fea b

va que of los conjuntor tienen el mismo cardinal, son biy
podemos loa h ¢

- 11 -



Sea f la colotacién dada, construiremos un o-4rbol T que dependa de f, con
altura w, cuyos elementos sean nimeros naturales y con cada uno de sus niveles finito.

Definiremos a! o-drbol de manera recursiva, es decir, nivel por nivel, y para cada
elemento z que vayamos acomodando en él iremos construyendo simultaneamente el
conjunto de los elementos que & la larga serdn mayores que x una vez que la construccidn
de T esté términada; a este conjunto lo denotaremos P(z)3.

BASE DE LA RECURSION
Comenzamos nuestra construccién definiendo para cadan < r—2 (posiblemente
solo el 0):
Ly={n} y Pa)=N-{m|[m<a}(=N-nFI).

PASO RECURSIVO

Suponemos que L, y P(z) ya han sido definidos para alguna n > r — 2 y para
toda = en cse nivel, lo que resta es definir quienes serdn los sucesores inmediatos de una
z arbitraria puesto que el nivel n + 1 de T esta formado por los sucesores inmediatos
de todos los elementos del nivel n,

Sea z en Ly un elemento arbitrario, para definir s¥m(z), tenemos 2 casos:

t) Si P(z) = ¢, entonces definimos sim(z) = ¢.

it} En caso contrario consideramos en P(z) la siguiente relacién de equivalencia
=;: para 2,y € P(z), 2=, ysil f(uU{y}) = f{uU{z}) para todou € [{v|v < z}J""!,
donde f es la coloracién dada de [V]".

Es de notarse que =; solo ticne un numero finito de bloques ya que por una
parte z solo tiene un niimero finito de predecesores (por tanto solo un niimero finito
de r-I-adas de estos predecesores), y por otra f solo toma un mimero finito de valores
distintos (a lo sumo k), por tanto, en el peor de los casos, el nimero de clases de
equivalencia es igual a k- | [{predecesores de z}] ™! [ .

Una vez definida asi la relacién de equivalencia, el conjunto de sucesores inme-
diatos de z es el conjunto formado al tomar de cada una de las clases de equivalencia
a] elemento minimo (recuerdese que los elementos de nuestre o-frbol son niimeros na-
turales).

Para cada y sucesor inmediato de z definimos P{y) como la clase de equivalencia
en la que originalmente se encontraba y suprimiendo a y mismo.

Como el paso recursivo nos define completamente al nivel n + 1y a los P(z)
para todos los z en dicho nivel podemos dar por terminada la definicién de T,

En vista de la definicién anterior tenemos que cada nivel de 7" va a tener solo

3Podris pensatse este conjunto como el conjunto de posibles sucesores de z, puesto que todos sus elementas serdn a futuro
mayores que x ¥ en particular contendrd & loi sucesares inmediatos de ente,

-~ 12 -



un nimero finito de elementos y como T' tiene primer elemento (solo uno) pedemos
concluir que cada nivel de T serd finito.

Como cada nivel de T es finito, y su altura es infinita, 7' tiene una rama infinita
R (aplicando el lema de Kanig).

Definimos la coloracién g : [R]™! — k como sigue: para cada U € [R|"",
g{U) = f{U U {z}) donde z es un elemento de R arbitrario mayor que todos los
clementos de U con respecto al orden en T

Nétese que g estd bien definida ya que si z,y € R son <-mayores que cualquier
clemento de U y z es ¢l mdximo de U tenemos que por ser R unaramade T z=,yy
por tanto f(U U {z}) = f(UU {y}).

Ahora, aplicando la hip6tesis de induceién a R sabemos que hay un conjunto
infinite Y € R que es homogéneo con respecto & g, esto es existe § < k tal que g(U) =4
para todo U € [Y]™—L.

Sea ahora V € [Y]; y sea z = maz V, y sea U = V - {z} entonces, como
U € [Y]~], tenemos que:

i=g(0)=f{UU{}) = [{V)
y como V cs arbitrario Y es un conjunte infinito homogéneo para f con lo que concluye
la demostracién. g

COROLARIO (Teorema Finito de Ramsey)

Para cualesquiera 3 enteros positivos k,r,m, existe n € N tal que:

n — (m)}.

DEMOSTRACION

La demostracién serd por reduccién al absurdo, supongamos que para cada
n > r —1 existe [y : [B]” — K una k-coloracién con respecto a la que no hay un
~m-conjunto homogéneo.
El conjunto:
T= (fnfmr| F&<nneN}

ordenado con la inclusién (recordemos que las funciones son conjuntos), es un o-drbol
de altura < w, cuyo primer clemento es ¢ (ya que fu[g= ¢ para todo n) y ¢l mfnimo
de cualquier subconjunto de sus ramas cs la interseccién del mismo (es decir las ramas
estdn bien ordenadas).

Pero como cada uno de sus niveles es finito (¢l n-ésimo nivel contiene  lo sumo
a todas las funciones de n en & que son, en nimero, "), y T tienc un nimero infinito
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de elementos (ya que para cada n € N, f, € T}, su altura debe ser infinita, por lo que
aplicando el lema de Konig tiene una rama infinita F.

Sea f = UF, como las funciones en F son compatibles f es una k-coloracién de
[N]", por el teorema de Ramsey hay un conjunto X C N infinito y homogéneo para la
coloracién. Sea ¥ un m-subconjunto de Y y sca g € F tal que Y C dom(g).

Sea n y 7 € n enteros tales que g = f,.[m,. entonces Y e8 un m-conjunto

homogéneo con respecto a fy, lo cual es una contradiccién, con lo que queda demostrado
el corolario.g
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Komjath y R6dl ([1986)) prueban el teorema de Folkman, de una manera cons-
tructiva, sencilla, generalizable a graficas infinitas ¢ incluso con nimero de clan infinito
también, Esta prueba consiste en que dada una grafica G y un niimero natural r, sc
construye explicitamente otra grifica H (que es finita, cuando G lo es), que con cl
mismo nimero de clan que G, y que resulta ser una grifica de Ramsey para Gy r.

En vista de que Komjath y Rodl consideran tambien el caso de graficas infinitas
en su demostracién, y que muchas de las nociones que tenemos definidas para graficas,
estan pensadas originariamente en el caso finito, valdrd la pena generalizar algunas de
estas nociones y enfatizar en las distinciones, en la mayorfa de los casos sutiles, que
resulten de la consideracién de cada caso en particular, finito o infinito.

Las seccciones de este capitulo serdn las siguientes:

1.-Definiclones, entre las que incluiremos una generalizacién del concepto de
nimero de clan, al caso de gréficas infinitas,

2.-Construccién (1), de una gréfica de Ramsey H para una grifica G (posi-
blemente infinita) y un nimero natural r, arbitrarios.

3.-Construccién (2), de otra grifica con las propiedades aateriores para el
caso especifico de r = 2, pero con la ventaja de tener un nimero de vértices menor o
igual que el de la construccién anterior.

1. DEFINICIONES

1.-Scan G y H, dos grificas arbitrarias (posiblemente infinitas) decitnos que M,
cs una grafica de Ramsey para G y H, y escribiremos

M — (G, H)},

si cada vez que coloremos los vértices de M con dos colores, digamos azul y rojo
obtengamos una copia monocrom{tica azul de G, o bien una copia monocromitica roja
de H.

2.-Sea A, cualquier cardinal (posiblemente infinito), definimos K (la gréfica
completd con X, vértices) como sigue

Ky = (V(IK)), A(K,))s

donde V (K)), es cualquier conjunto con cardinal A, y A(K)) = [V (I,)1% notése, que
K, estd bien definida médulo isomorfismo de gréficas.

3.-Sca G una grifica arbitraria (posiblemente infinita) definimos el nimero de
clan de G (¢l(G)) y el nimero de clan estrella de G (c1*(G)), de la siguiente mancra:

c(G) = sup{A| Ky — G}
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c*(G) =inf{M | Ky # G}

Es claro que esta definicién de niimero de clan no es més que una generalizacién
de la definicién dada en la introduccién de este trabajo, ya que en el caso finito, el
supremo de un conjunto deviene méximo.

Por otra parte para grificas finitas (por tanto con mimero de clan finito) no es
dificil comprobar que ¢l*(G) = ¢l(G) +1, sin embargo para el caso infinito la distincién
es mas sutil y depende da las caracterfsticas de los cardinales involucrados; como a
continuacién se hard notar.

EJEMPLO

Sea:

G¢=1[ Kn

nEW

es decir, la unién disjunta de la familia de grificas completas finitas (il. 5); tenemos
por tanto:

el(G) = sup{n| Ky — G} =sup{n€w} =Ry

d*(G)=inf{A| Ky G} =g
por tanto
d(G) = *(G).
Es decir, para ¢l caso infinito no tenemos el mismo criterio para relacionar las
definiciones de nimero de clan y nimero de clan estrella, sin embargo podemos obtener
cl siguiente

LEMA

Si ¢el*(G) es cardinal sucesor, entonces cl*(G) = cl(G),
si cl*(G) es cardinal limite, entonces cl*(G) = ¢l(G).
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DEMOSTRACION

Como
Ky—G=> K, =G VYu<,

ya que K, cs una subgréfica inducida de K, por cualquier subconjunto de vértices de
A con cardinal g. Por tanto tenemos que:

c{G) = sup{A | Ky —~ G} =
A= {cl'(G) si ¢/*(G) es limite

A<el*(G) M (G)™ A si ¢*(G) es Bucesor

Por tanto si ¢*{G) es lmite ¢/(G) = ¢l*(G) y i el*(G) es sucesor c!(G)t =
o (G)m.

De cualquier manera dado ¢f*(G) podemos obtener ¢l(G).

1I. CONSTRUCCION (1)

Scan G y H dos gréficas (posiblemente infinitas) y sca F el conjunto de todas
las funciones de V(G) en V(H) (no necesariamente preservando aristas). Definimos el
producto-s de G y H (G » H) como la siguiente gréfica:

V(G* H) =V(G) xF x V(H)

A(G « H) = {{(v1,/1,w1), (va2, fa, w2} } |

o bien
5i){vy,va} € A(G), f1=f2, wy = fi(v1), w2 = fi(v2)}

Llamaremos a una arista del primer o del segundo tipo de acuerdo a que satis-
faga la primera o la segunda cldusula.

{i)vl =vy y {wy,wa} € A(H)

A partir de la definicién de ln grifica G « H, tenemos como inmediatas las
siguientes

OBSERVACIONES
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1.- G+ H no admite tridngulos con aristas mezcladas.

DEMOSTRACION

Supongemos que a; = (vy, f1,w1), a3 = (v2, f2,w3) ¥ a3 = (v, f3, ws) forman
un tridngulo con aristas mixtas, examinarenos los dos casos posibles:

f)Supongamos primeramente que {ay, a2} y {az, a3} son aristas del primer tipo
y {a4,a3} es una arista del segundo tipo, por las definiciones de aristas del primner tipo
tenemos que vy = vy, v = vg por tanto v; = vy, lo cual es una contradiceién, ya que,
por la definicién de arista del segundo tipo, {vy,vs} € 4(G).

#)Supongamos entonces que {aj,az} y {ag,a5)} son aristas del segundo tipo ¥
{ai, a3} es una arista del primero; tenemos entonces, recordando la definicién de arista
del primer tipo, que vy == vy y por la definicién de arista del segundo tipo fy = fa = f3
por tanto wy = fi{v;) = fy(vs) = ws lo cual tambien nos conduce a una contradiccion,
ya que {wy,ws} € A(H), por la definicién de arista del primer tipo.m

2.-Si Ky — G+ H, K, tiene aristas de un solo tipo
Este hecho es un corolario directo de la observacién anterior.
3.-G y H se encuentran sumergidas en G ¢+ H de muchas maneras distintas.

Se calcularén cotas.inferiores para el nimero de mancras distintas en que las
grificas Gy H cstdn sumergidas en G+ H.

DEMOSTRACION

f)Por cada vértice v € V(G) y por cada eleccién de funciones U-}leV(ll) tene-
mos una inmersién o, fideevim de H en G + H definida como sigue: si

V(H) = {z:hiea
. Culfidievim #i) = (v f5%;)
por tanto tenemos al menos

[ V(G) |- | v (&) V@IV

inmersiones distintas de H en G « H con aristas del primer tipo,
#)Para cada funcién f € F tenemos una inmersién ¢y de G en G+ H con aristas
del segundo tipo definida como sigue si

V(G) = {!/l'}iEf
brlw) = (v /1 S (w))
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por tanto tenemos al menos

(v(H) Ve
inniersiones distintas de G en G+ H con aristas del segundo tipo.g
4.- (G + H) 2 maz{cl(G),cl(H)}
Este hecho es un corolario directo de la observacién anterior,
5.- cl(G + H) < maz{cl(G),el(H)}
DEMOSTRACION
Supongamos que
Ky HesH,
V{X,} =7,

definimos
(ve, frowr) = 0 (r),

es decir la imagen de r, bajo la inmersién ¢, por la observncién uno, tenemos dos casos
por considerar:

i)Las aristas de p(Kp) son del primer tipo, en este caso definimos
#{r) = wr

no es dificil comprobar que

K% H.

11)Si las aristas de y( Kp) son del segundo tipo, definimos
Wr) = or

un céleulo sencilo demuestra que:
K4 om
8.-
(G » HY = maz{cl(G),cl{H)}

cl*(G» H} = maz{c!*(G),cl'(H)}.;m
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Una vez terminadas estas observaciones, pasarcmos a demostrar un lema previo
a la demostracién que Komjath y Radi dal al teorema de Folkman.

LEMA

Si G y H, son dos grificas arbitrarias (posiblemente infinitas) entonces tenemos
que:
G+H — (G,H)}

DEMOSTRACION
Sea f : V(G #H) — 2 una 2-coloracién de V(G + H) digamos en azu! y amarillo.

1)En caso de que exista v € V(G) tal que para todo w € V{H) hay un vértice
(v, fw,w) azul, entonces, procediendo analogamente a ln observacién 4, ¢ : V(H) —
V(G « H) definida como p(w) = (v, fuw,w) ¢s una inmersién de H en G + H de color
azul,

#1)En caso contrario tenemos que para cualquier vértive v € V(G) existe wy €
V(H) tal que todos los vértices en {v} x F x {wy} son de color amarillo, tomamos
f € F tal que f(v) = wy, entonces el conjunto {(v, f,w,) | v € V(G)} genera una copia
de G de color amarillo.g

Con base en este resultado podemos ahora demostrar y enunciar el teorema de
Folkman (versién generalizada para graficas infinitas):

TEOREMA 1

Si G es una gréfica (posiblemente infinita) y r € N entonces existe una gréfica
G" (que es finita cuando G lo es) tal que:

i) G"— (G)}
i) el*(G") = eI*(G)

DEMOSTRACION

Definimos G! = G, G" = G + G"~!. Por la construccién del producto y In
observacién 3 tenemos que:

d'(G") =cl*(G).
A continuacién demostraremos que:
G" — (G)L

- 902 -



Sea r cl n'umero de colores; si r = 1 ¢l resultado es trivial y para r = 2 es ol
lema anterior; supongamos entonces que ¢l teorema ¢s vélido para r =k -1 > 2y
demostraremos que vale para r = k. Sea f una k-coloracién de V(G") y clijamos un
color, digamos el rojo, podemos decir que la grifica estd pintada de dos colores: rojo
¥y no-rojo como G™ = G s G"™! por el lema anterior sabemos que © tenemos una copin
de G de color rojo {en cuyo caso ya acabamos) o una de G™! de color no-rojo, pero
en este caso como tenemos k — 1 colores no-rojos por la hipétesis de induccién tenemos
una copia de G monocromatica. m

Podrfamos haber definido G* = G™=1 4+ @ y la demostracién que dimos seguirin
funcionando, solo que en este caso el nimero de vértices de G" crecerfa de mancra
n-exponencial, mientras que con la otra definicién el crecimiento solo es exponencial.
vgr sl |[V(G) |=n <N

V(G |=]V(G) x Fx V(G) |=
2,0 n+2___nn+l+l

n n =n

2
3 1= [ nn(0t2)” et o L (nb )4 (nt1)+1
l V(G ) '— {““_H . nnn+: n= nnn+1+n+:

siendo el primer resultado el obtenido al aplicar la primera definicién y el segundo

aplicando la segunda. En genera! tenemos la siguiente

AFIRMACION 1

[v(G") ! nEilnstf

DEMOSTRACION
V(6" |=| V(G) x F x V(™) |=
n X (n):v!;g("“)i)" X nE.:g("ﬂ)‘ =
B
Sin embargo si hubieramos utilizado la definicién 2 habrfamos obtenido
[V(G") | nEicoerp’n,
BEn el caso de gréficas infinitas tendrfamos la siguiente
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AFIRMACION 2
Si|V(@)|=n2RoyreN,rz2’
V(e - 2
DEMOSTRACION -
[V(GY) = V(G) xF x V(G) |=

jgn®on|=
|~7.2I¢|=2K.

V(G = V(G) xFxV(C™) |=
[ % (27)% x 2% |=
(2‘)5=2K

A pesar de todo | V(G) | es un nimero enorme por lo que modificando un paco
la'demostracién podemos obtener el siguiente

TEOREMA 2
Para toda grdfica H existe otra grifica G ta! que

i) o*(G) = cl*(H)
i) G — (H)Y
i) |V(G) <| v(a) X2
donde Xx(H) es el nimero cromftico de H.
Para demostrar este teorema harémos uso de la siguiente

III, CONSTRUCCION (2)

Sea x = x(H) y sea IT: V(H) — « una buena coloracién de V (H), scan {V;}«
las clases de color y Y el conjunto de todas las funcicnes ¢ : £ — V(H). Sea G la
grifica definida como sigue:

V(G)=V(H)xV(H)xY
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AG) = {(viyun, 91), (v2, w2, 020} |
1)Existe £ tal que g;(f) = vy, g3(¢) = vg {vy, 03} € A{H) wy,wy € V;
o bien
2)g1 = g2, {wr, w2} € A(H), w1 € V;, w3 € V}, 01(i) = vg,01(f) = v2

Llamaremos & una arista del primer o segundo tipo dependiendo de cual cldusula
satisfaga.

OBSERVACIONES
1.-G no admite clanes con aristas mezcladas

DEMOSTRACION

Se puede comprobar de manera completamente analoga a como se demostré la
observacion 2 a la construceién 1.

2.-el'(H) = ¢l*(G)
DEMOSTRACION

Sea p=V(K,) s
K, 5 H
sea v € V(H) ysea ¢ : x — V{H) tal que g(z) = v pam toda x € «, definimos ahora
¥ : V{K,) — H como sigue
¥(i) = (v,0(i)s9)
facilmente se verifica que
Kia
por tanto’
d(G) = d(H).
Por otra parte si
Kp= G
tenemos 2 casos:

i)Los elementos de A{¥(Xp) son del primer tipo. Definimos p(v;,w;, ;) = v;
y verificamos que



5} En el caso'de que tas ulstas de v(KP) sean del segundo tlpo deﬁmmos
plvy, wJ, g,) =uw;y tcnemos que : ;

L R Kp"—'H,_

Por tanto -
- d(G) < el(H)
por tanto

el(H) = el(G).

Ademés, trivislmente, | V(G) |=| V(H) [x(H)+2 g

Terminadas las observaciones pasaremos a demostrar que la gréfica construida
es efectivamente una grafica de Ramsey para H y 2.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

Sea x =| V(G) |, supongamos que coloramos los vértices de G de dos colores,
digamos azul y rojo, si existe 1 € x tal que para todov € V(H) existewy, € iy gy €Y
con gy(i) = vy (v,wy, gv) es de color azul entonces el conjunto {(v,wy,gv) | v € V{H)}
induce una copia azul de H en G. Si por el contrario para cada 5 G » existe v; € V(H)
tal que para toda w € V; y g € Y con g; = v; el punto (v;,w,g) es de color rojo, fijamos
una funcién g{i) — v; y definimos para cada w € V; h{w) = {v;, w,g), h sumerge H en
G ¢ induce en ella una copia de H con aristas del segundo tipo y vértices rojos.m.
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Aunque la prueba de Komjath-Réd| resuelve completamente ¢l problema plan-
teado por Erdds (P. Erdas-A. Hajnal(1087]), y al mismo tiempo nos proporciona una
pru_eba sencilla y contundente al Teorema de Folkman, analizaremos en este copitulo
‘otra prueba al mismo Teorema de Folkman debida a Henson {C.W. Henson {1971}).

La prueba que da Henson sl Teorema de Folkman es anterior a la de Komjath-
Rodl, y aunque no es constructiva, posce un encanto particular al incorporar técnicas
de Ja teorfa de Modelos proporcionande un enfoque novedoso, clegante y fructifero a)
estudio de la teorfa de graficas,

Para demostrar que dada una grifica H existe otra grifica G con el mismo
nimero de clan que H y que ademas cumple 1a propiecdad de Ramsey, Henson analiza
una clase de grificas con nimero de clan acotado y con nimero de veftices a lo sumo
numerable.

Para cada una de estas clases Henson construye una grifica que, entre otras
propicdades, admite a toda gréfica con nimero de vértices numerable cuyo mimero
de clan no exceda a una constante p !; posteriormente demuestra para estas grificas
una propiedad estilo la de Ramsey que resulta ser equivalente, via algiin debilitamiento
del axioma de cleccién, al teorema de Folkman; sin embaorgo la prueba que resultn es
meramente existencial, es decir, no permite la construccin efectiva de la grafiea cuya
existencin asegura.

En este capftulo desarrollaremos la prucba de Henson, sin embargo supondre-
mos, sin dar una demostracién, la existencia de una familia de graficas {Uy | p > 3},
donde Up es una gréfica universal para la clase de graficas cuyo nimero de clan es
menor o igual que p; ademés de esta propiedad Up, es homogénea.

Este capitulo constard de las siguientes secciones:

1.-Definiclones,

2.-Propledades Universales, para cada p > 3, se definirg una propiedad (a la
que llamaremos Ap), que caracterizaré bajo isomorfismo a cada grifica Up, (hecho que
tampoco demostraremos aqui, pero que el lector puede verificar refiriéndose al lema 4
y siguientes del apéndice).

3.-Teorema de Folkman, se demostrard un teorema estilo el teorema de
Ramsey para las graficas Up, que resultaré ser equivalente al teorema de Folkman,
con lo que daremos por alcanzada nuestra meta,

1. DEFINICIONES

1.-Una grédfica G es HOMOGENEA sii para toda subgrifica inducida H de G
y cualquier inmersién f de H en G,f se puede extender a un automorfismo de G.

1ytase 1a C )y 1 dos en el apéndice a este fzabajo.
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Es interesante remarcar que si una gréfica es homogénea este hecho automa-
ticamente implica que su difmetro es menor o igual a dos, cuando es conexa, y uno
en cada una de sus componentes 8i no lo es, y ademés cada una de las componentes
debe tener el mismo nimero de vértices. Este hecho se debe & que si tuvieramos una
grifica G y dos de sus vértices u y v tales que dey(u,v) > 3 forzosamente debe existir
un z tal que dg(u,z) = 2 y si definimos una funcién f como f{u) =uy f(v) =z esta
es claramente un isomorfismo entre {u,v}¢ y {8,2}¢ que no sc puede extender a un
automorfismo de G ya que en particular este deberia preservar distancias,

2.-Sea C una clase de grédficas, se dice que una grdfica U es UNIVERSAL para
la clase C sii para toda grifica G que pertenczca a la clase se tiene que G «» U y
ademas U pertenece a la clase C.

II. PROPIEDADES UNIVERSALES

Henson construye una grifica U que es universal para la clase de todas las
gréficas con a lo sumo un nimero numerable de vértices (véase la Construccién (1)
y teoremas relacionados en el apéndice) y para cada p € N,p > 3 construye una
subgrifica inducida Up de U que satisface la siguiente

CONDICION 4,

Se dice que una gréfica G, satisface la condicién Ay si y solamente si

i) Ky~ Up

i1)Si F1, Fy son dos subconjuntos, ajenos, y finitos, de V(Up) y Kp—y & (FI)U,,v
entonces existe u € V(Up) tal que es adyacente en Uy a todos log vértices de Fy y a
ninguno de los de Fy.

Por ¢l hecho de satisfacer esta condicién, Ia grifica Uy es universal en la clase
de gréficas que no admiten a K y tienen a lo mda un nimero numerable de vértices,
por otra parte esta gréfica resulta ser homogénea y tinica bajo isomorfismo, por lo que
podrfa pensarse que al estudiar las propiedades de Up estamos estudiando de golpe
propiedades concernicntes a todas las gréficas G tales que Kp v~ G, este hecho se
verifica en la siguiente seccién.
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I, TEOREMA DE FOLKMAN

TEOREMA 1

Sea p > 3, y supongamos que V(Up) es coloreado de dos colores, digamos azul
¥ rojo, denotamos por A al conjunto de vértices azules y por R al conjunto de vértices
rojos, entonces:

i) Existe B C A tal que A — B es finito y (B)yp = Uy

o bien

i) (R)y, admite a cualquier grdfica finita que no admita a Kp.

La demnostracidn de este teorema se llevard a cabo suponiendo que no se satisface
la primera cldusula y demostrando a partir de este hecho que la segunda debe ser
satisfecha.

Es de notarse que del hecho de que no se satisfaga la primera cldusula, automa-
ticamente implica que ni {a parte azul de Uy ni cualquiera de sus subgraficas inducidas
resultado de quitarle un nimero finito de vértices satisface la propiedad A, ya que
esta cs una propiedad universal que carscteriza bajo isomorfismo a la gréfica Up; este
hecho y el que U}, sea homogénea serdn claves en {a demostracién del teorema.

DEMOSTRACION

Scan p > 3, Ay B como en la hipétesis y supongamos que no se satisface la
primera cléusula, Construimos recursivamente una sucesién {(Cn,D,) [ n > 1} donde
Chn, Dy, son subconjuntes finites y digjuntos de V{Up) como sigue:

BASE DE RECURSION

Tenemos que

Ay, # Up.
Pues de no ser asf tomarfamos B = A,

Este hecho implica que (A)y no satisface la propiedad Ap, ya que esta caracte-
riza bajo isomorfismo a la gréfica U,, pero como dada una grifica, cualquier subgréfica
de la misma tiene némero de clan menor que ella (hecho que nuestro lector podrd
demostrar sin dificultad), necesariamente falla la clusula 5 de la citada propiedad es
decir podemos concluir que existen

C1,D1 C V(A)
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ajenos y finitos tales que Kp—l o (Cl)y y cualquier v € V(U,) que sea adyacente a
todos los vértices de Cj y » ninguno de los de D, es de color rojo.

Demostrada Ia existencia de estos conjuntos podemos dar por establecida la
base de nuestra construccién recursiva, pasemos zhora al paso de recursién.

PASO RECURSIVO
Supongamos que para alguna n > 1:

(C1,D1),(C2,D2),...,(Cun,Dn)
han sido construidos. Ses By = UL, (C; UD;)}, Ey es un subconjunto finito de vértices

azules, por tanto
(A —E")Up # Up:

por tanto (A — E")U,’ no satisface Is propiedad Ap, y necesariamente falla la cliusula
dos de dicha propiedad, por tanto tenemos que existen:

Cnt+1,Dast
subconjuntos ajenos, finitos y disjuntos de A — Eq tales que todo vértice de V(Up) que
sea adysacente a todos los vértices de Cp 4y ¥ & ninguno de los de D,y estf en RUE,,

Como este paso incluye a los elementos Cpyy ¥y Dy de la sucesién podemos
dar por términado nuestro paso recursivo y por tanto construida la sucesién,

Una vez construida la sucesién, sea X una gréfica finita que no admita a Kp y
supongamos que V(H) = {ay,a3,...,a;} es tal que V(H) N V{U;) = ¢; construimos
la siguiente gréfica AM:

V(M) = V(H)UE;
{u,w} € A(M)

){u,w} € A(H)

o bien

W{y,w) e (E)

o bien

Wu=a;we&Cjpaj=1,...,k

AFIRMACION
K, 4 M.

DEMOSTRACION
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Supongamos que existe F C V(M) tal que (F)jr 2 Kp esto implica necesaria-
mente que FNV(H) # ¢y FNE, #£ ¢ ya que, por la construccidn de M y por las
propiedades de Uy, ni H ni (Ey)y, admiten a X,

Por otra parte como cada vértice de E} estd unido a lo mds a un vértice de
H tenemos que F N V(H) consta de un solo vértice digamos {a;} y el inciso 1if de
la deflnicién de las aristas de M implica que: F NE; C C; para alguna j tal que
1 <j <k, este hecho implica que: {C;}g(= (Cj)u,) admite & Kp_y lo cual contradice
Ia definicién de C; .

Como Kjp ¥+ M tenemos que M <+ U, y como Uy es homogénea existe una
inmersién f de M en Up tal que f(v) = v Ve,

Este hecho es consecuencia directa de! Teorema 1 del apéndice.

Por otra parte como f(a;) ¢ E paral < j < k,por construccién y {f(aj), v} &
A(Up), Vv € Dj, f(ay) es de color rojo, por tanto

H < (Rly,

y como la grafica H cs arbitraria tenemoa que (R) U, admite a cualquier gréfica finita
que no admita a Kp. .

En renlidad més importante que este teorema (para nuestros fincs) resulta el
siguiente corolario que es equivalente al teorema de Folkman en au enunciacién original,

COROLARIO 1

8i p > 3 y coloreamos los vértices de Up con un nimero flnito de colores,
entonces existe un color tal que Ia subgrdfica inducida por la clase de ese color admite
a todas las gréficas finitas que no admitan a K.

DEMOSTRACION

Procederemos por induccién sobre en nirmero de colores al que denotaremos
por n.

Si m =1 ¢l resultado es trivial y si n = 2 el resultado es el tcorema anterior,
supongamos ahora ¢l resultado vélido paran = k > 2 y lo demostrarcmos para n =
k+1.

Sea f una k + 1 coloracién de V(Up), elijamos un color, digamos el rojo, si
la grdfica inducida por los vértices de color rojo admite a todas las gréficas finitas
que no admiten a X ya acabamos; en caso contrario y por el teoreme anterior existe
un conjuto B de vértices no rojos tales que {v € V(Up) | v es no rojo} — B es finito y
(B)U, = Up pero el nitmero de colores no-rojos es k, por tanto, aplicando la hipétesis de
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induceién, tenemos que existe un color S (no-rojo) tal que {{v € B | v es de color S}y,
admite a todas las gréficas finitas que no admitan a X, g.

A continuacién demostraremos la equivalencia entre este corolario y el teorema
de Folkman que reenunciaremos a continucaién. Para la demostracién utilizaremos el
lema de infinitud de Kdnig como en la demostraciém dada en la introduccién para el
teorema de Ramsey,

TEOREMA DE FOLKMAN
Sea H una'grdfica finita y r > 1, entonces existe G otra grdfica finita y tal que

G — (H);
Y
cl{H) = el{G).
TEOREMA 2
Teorema de Folkman <= Corolario 1.
DEMOSTRACION
i)=>

Supongamos el teorema de Folkinan y Ia negacién del corolario 1, 1.e. 3ft IV = ¥
una r-caloracién de V{Up) tal que Vj 0 < j < r 3H; gréfica finita que no admite a K)

Yy Hj o (f_l (j))Up'
Sea H = |[i2f H; evidentemente /(L}Z§}H; = maz(c(H;) |1 < j < r} por
tanto ¢/(H) < p por tanto (por el teorema de Folkman), existe una gréfica finita M tal

que
d{M) =cl{H) <p

M — (H ),l.
Por otra parte existe p tal que
ME U,
por tanto si definimos @ como la correstriccién de ¢ a su imagen tenemos que:
V(M) —F
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es una r-coloracién de V(M), por tanto 3k < r tal que H < {(f o 8)"(k))as &
(@Y k)ar = (f"‘(k))y’ ya que P es isomorfismo de gréficas.

Por tanto, Hy < H < (/‘l(k))up lo cual contradice la definicién de Hy .

1§)e==

DEMOSTRACION

Supongamos ahora el corolario 1 y la negacién del teorcma de Folkman, i.c.
existe H gréfica finita y r € NV tal que para toda otra gréfica finita G, el(G) = cl(H)
existe fg una r-coloracién de V(G) tel que

Ho (5 k)e, 0k <r.
Sea p—1=cl(H) ysea
Hp = (K)U’l
es decir Hy, es la subgréfica inducida de Up por el conjunto {0,1,2,...,n~1},c(Hn) <

cl(Up) = p~ 1 por tanto por hipétesis

Ho o~ (H)!

At V(H,) = F

tal que
He (k) g, 0Sk<r,

Sea
T={fa[sls<nneN}L

Como en la demostracién dada al teorema finito de Ramsey, se demuestra que
T = {T,C} es un o-4rbo! de altura infinita y con cada uno de sus niveles flnito por
tanto {por ¢l Lema de Infinitud de Kénig) existe F una rama infinita de T.

Sea f = UF; [:N — 73 cs una r-coloracién de V(Up,), por tanto (por el
corolario 1} 3k < r tal que

7 & (1Y k),

2Como U, tlene un nimer numerable de vértices podemon, aln pérdids de gencralldad suponer qua V (Up) = N.

34 tlene coma domlnlo a loa naturates debldo & que P al aer rama del o-drbol, en particular contiene a todaa las reslricclones
de Ins funclones que contlene lax que a su ves poreen un dominlo arbitrarininente grande.
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Sea m = max{p(v) | v € V(H)} y sean 3,t 2 m tales que fu[;€ F.

HE (YKo, = U7 0D, = U TN a, = T ) aye

lo cual es una contradiccién con las definiciones de f, y de H,. @

Después de demostrar el Teorema de Folkman, Henson plantea la siguientre pre-
gunta: Puede el corolario 1 extenderse de manera que diga: Dadosry py f: V(Up) — F,

Existe k < r tal que
Up = (/7 (B,

Aunque Komjath-Radl [1086) afirman dar una demostracién para ¢l caso p = 3,
al parccer esta conjetura continda abierta.
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APENDICE
GRAFICAS HOMOGENEAS

En este apéndice se desarrollaré ia teorfa de Gréficas homogéneas que sustenta
la demostracién que Henson da al Teorema de Folkman.

El estudio de estructuras homogéneas fue comenzado por Fraissé ([1954]) en el
contexto de la teor{a de Modelos; Henson {{1971]) especifica In nocién de homogencidad
a In teorfa de Gréficas (a lo largo de todo el apéndice se supondré que | V(G) |< Ry
para toda gréfica G que se mencione).

Este opéndice consiste en una scrie de resultados y demostraciones un tanto
técnicas sobre gréficas homogéneos y universales (Jas definiciones de estos conceptos
aparecen tanto en este apéndice como en el capftulo 2 ), sin embaryo si el lector desea
hacer ncto de fe y uvitar lns demostraciones, puede estar seguro de que csto no le
dificultard la comprensién de los restantes capftulos de Ja tesis; incluso, es suficiente
conocer las definiciones contenidns en el capftulo 2 para entender la prucba que da
Henson al Teorema de Folkman,

Si a pesar de las anteriores advertencias, el lector prosigue en su empeiio de
hincarle ¢l diente al presente capftulo, recompensaremoa su temeridad brindandole un
indice y breve bosquejo de 1as secciones que integran este apéndice.

La meta a alcanzar al final de este capftulo es que el lector quede conven-
cido de la ezistencia de una gréfica U y de una familia de subgréficas inducidas de la
misma que por cumplir con ciertas propiedades serdn lamadas gréficas Universalesy/o
Homogéneas.

E} apéndice consta de las siguientes secciones:

1,- Definlclones de gréficas Homogéneas. El plural se debe a que, con miras a
facilitar el manejo de la nocidn de homogeneidad, damos una definicién alternativa y
equivalente a la usual.

2.-Ublcuidad, este concepto indica la relacidn entre la estructura de cicrins
grificas infinitas y sus subgrdficas inducidas finitas. Daremnos algunos resultados al
respecto.

3.-Propledades Universales. Este nuevo enfoque, un tanto categdrico, a la
teorfn de gréficas homogéneas permite una mayor elegancia y fécilidad de mancjo de
estas estructuras; Introduciremos las propiedades y enuncinremos 3 lemas previos al
del teorema 4, que solo es categérico en su perspectiva ys que en ningiin momento uti-
fizamos técnicas algebraicas o resultados ajenos a este apéndice para su demostracién.
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4.-“Construcciénes” de las gréficas prometidas, Como nuestros lectores se-
guramente se han ya percatado, el autor no posee el menor escrupulo en realizar “cons-
trucciones” en las que el axioma de eleccién juega un papel esencial; he aquf una nucva
licencia que al respecto nos hemos permitido, para lograr nuestros fines. Los dltimos
teoremas del apéndice justificaran nuestros medios, al demostrar las propiedades que
habfamos prometido tendrfan nuestras gréficas.

1. DEFINICIONES

Se dice que una grdfica G es HOMOGENEA si y solamente si: dada una sub-
gréfica H de G y una inmersién [ de H en G, f se puede extender a un automorfismo
de G.

En e] capftulo 1, se esbozan algunas propiedndes de las gréficas homogéneas
finitas, sin embargo es ¢l caso numerable al que aplicaremos los resultados consignados
en este apéndice.

El Teorema I nos proporcionard una definicién alternativa de gréfica homoyé.
nea, que scrd la més utilizada a lo largo de todo el apéndice, cabe aclarar que nuestra
primera definicién es la usual,

TEOREMA 1

Una grifica G es homogénea si y solamente si para tods H, subgrdfica inducida
de G tal que| V{H) |< Ro ¥ v € V(H), cualquier inmersidn p, de H —v en G se puede
extender a una inmersién @ de H en G.

DEMOSTRACION
1) Necesidad

Sea G una gréfica homogénea, H una subgréfica inducida de G, v e V(H) y
tal que

H-v¥iq.

Como G es homogénea, © se extiende a B, automorfismo de G que restringido
a V{H) es la inmersién buscada.

- 87 -



i)Suficiencia

Para demostrar la suficiencia de la suficiencia de la afirmacién hecha en el
teorema seré necesaria la siguiente:

OBSERVACION 1

Si

K y M son dos subgrdficas inducidas finitas de G tales que K ~— M y G
cumple la propiedad de que:

“Para toda H, subgrifica inducida de G tal que | V(H) |< Ry yv € V(H),
cualguier inmersion w, de H — v en G se puede extender a una snmersién B de H en
G.*

Entonces

cualquier inmersién ¢, de K en G se pucde extender a una inmersién § de M
enGm

DEMOSTRACION DE LA SUFICIENCIA
Sea G una gréfica tal que para toda subgréfica H de G cualquierve V(H) y

cualquier funcién ¢ tal que
H-vtig
existe @ extensidn de o tal que _
Hq.
Supongamos, (sin pérdida de generalidad ya que nuestra gréfica es numerable), que
V(G) = {v1,v3,...}.
Sea H una subgréfica finita de G y supongamos que
V(H) = {wy,wy,...,w}.

Sea p tal que
1,

Sea
Hj = ({p(w:)Hzy U {vid)a
Esto es, H{ scrd la subgréfica inducida en G por el conjunto de vértices de H, unién
el primer vértice de G en el orden que le hemos dado.
Notése que con esta definicién no aseguramos que necesariamente H # Hg en
vista de que el conjuntos de vértices de H y {v1} no tienen por que ser necesariamente
ajenos.
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Como H <4 @ vy H = Hj — vy existe p* que extiende a  por hipdtesis del
teorema ya que Hj es también una subgrifica inducida finita de G, es decir:

L]
B

e (w) =e(w) 1=1,...,¢
Sea
H' = {p*(V(H3) U {m}}a.

La definicién de csta Hg* nos permitird més tarde asegurar la suprayectividad det
automorfismo que estamos buscando.

Hy* ca subgréfica inducida finitade Gy H £ He,
Seap = (p‘{v(”))'l. p(p*(H)) = H, por tanto, aplicando la observacién 1,
tenemos que existe ** que extiende a p y ademds:

v &6

Definimos ahora Hy = ¢**(Hg*). Y a la funcién inversa de 0** la llamamos
1. (Nétese que vg pertenece tanto al dominio como a la imagen de .

Con la definicién y cste primer paso queda establecida la base de nuestra cons-
trucei6n recursiva,

Alora explicaremos el paso recursivo:

Supongamos ahora que pars alguna n hemos construido ya una sucesién finita de
subgréficas inducides finitas de G tales que

HCH)CH C...C Hy.

Y
{vl,uz,.‘.,v;} C V(HI')

paratoda I <1 <n,
Y asimismo, una sucesién de funciones:
pCp1Cp2....C n.
Tales que:
H; &, G
para toda 1l <1< n,

- 89 -



Y ademds; .. . E :
{v1,va,.%., 4} € Dom(p;) N Im(p;).

: Sea
! Hpy = {en(V(Hn)) U {tns1})c

Como H, LN y Hy = Hp, — vq41 existe o, que extiende a oy, por hipétesis
del teorema ya que Hy es también una subgréfica inducida finita de G,

Sea
HR* = {on(V(H)) U {va1))e-

HJ}' es subgréfica inducida finita de G y H En, g,

Sea pn = (wn [y ""))‘1. P (ion (H)) = H, por tanto, aplicando la observacién
1, tenemos que existe v, que cxtiende a pn y ademds:

L

Definimos ahora Hny1 = @y’ (Hp'). Y a la funcién inversa de ' la llamamos
©nt1. (Nétese que vy4y pertenece tanto al dominio como a la imagen de wqyq).

Como el paso recursivo ya incluye una gréfica m4s y su correspondiente in-
mersién al eabe de un nimero numerable de iteraciones podemos dar por construidas
las siguientes sucesiones:

H=HyCH CH,C...
p=poSP1C....

Obsérvese que

00

U Ha=¢C

=0
¥, por otra parte, que el hecho de que exista 1a relacién de contencién entre las funciones
implica la compatibilidad de las mismas,

Definimos
o0
7=Ue:n
$=1
como habfamos observado, las funciones son compatibles, por tanto la unién de las
mismas es una funcién,
A continuacién demostraremos que i es el automorfismo buscado, es decir que

por una parte es un automorfismo y por otra que extiende a .
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AFIRMACION
P es un automorfismo de G.

1) La Unién arbitraria de funciones compatibles e inyectivas es inyectiva; ya que
8i no lo fuera deberfa haber un clemento de la familia que no fuera inyectivo. Y las
inmersiones son inyectivas.

#1) La imagen de la unién de una familfa de funciones es la unién de las imagenes.

Y o0
Im{®) = | Imea
n=0
oo
2 U H)U vy, vg,...,v8)) = V(G).
n=0
Notése que estamos abusando un poco de la notacién al considerar V(H) C
V(G).

i1i) Ahora demostraremos que P preserva adyacencia en ambos sentidos, Sean
z,ye V(G) > z = Vi ¥ = v, pa. 1,J € N supongamos sin pérdida de generalidad
que: 1< 5
B(v;) adye B(v)
@ p;(v;) adyg v(v)

@ v; adyg v; ¢ = adye ym-

Con estos tres incisos queda demostrado que % es un automorfismo de G, y una
rapida revisién del concepto de unién de una familia de funciones en la mtroducclbn
demuestra que P extiende a p.

Con el resultado anterior queda demostrada la suficiencia de la condicién de
homogeneidad del Teorema 1, y por tanto la equivalencia de las definiciones dadas. g

11, Ublcuidad

Se dice que una gréfica (en general una estructura relacional), es completa-
mente ubicug, si queda determinada bajo isomorfismo, por sus subgrificas inducidas
{en general subestructuras inducidas) finitas.

Podemos constatar que, de los criterios de homogeneidad que dimos, ambos
estdn rclacionados directamente con las subgrdficas inducidas finitas de las gréficas
homogéneas en cuestién, hecho que, por otra parte, presenta una cierta similitud con la
filosoffa implicadn en ¢l Lema de Infinitud de Konig (véase la scccibn correspondiente
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en la introduccién 2 este trabajo), que, en su momento, jugard un papel esencial en la
aplicacién .de estos teoremas sobre gréficas infinitas al caso finito.

Comenzamos segunda seccién con el teorema 2, que nos proporciona un criterio
de subgréficas inducidas finitas, para determinar cuando una grafica homogénca admite
a otra gréfica cualquiera.

TEOREMA 2

Sea G una grifica homogénea y sea H una grdfica numerable cualquiera, si G
admite a todas las grificas finitas que admite H entonces

H— G

Nétese que {a afirmacién de este teorema, devicne trivial en el caso que alguna
de las grdficas involucradas sea finita por las siguiente observaciones:

1) Toda grédfica se admite a sf misma, basta con tomar come inmersién al
automorfismo identidad; por tanto si la grifica H es finita, G admite a H por hipéte-
sis, satisfaciendo al teorema.

2) Si la gréfica G es finita, digamos con n vértices, y la gréfica H ecs infinita
basta con tomar cualquier subgréfica inducida de H con n + 1 vértices, para que el
teorema se cumpla por vacuidad.

Podemos por tanto suponer que ambas gréficas, G y H, son infinitas (numera-
bles).

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2

Sean G una grifica homogénea numerable y y H una gréfica numerable cual-
quiecra, tales que G admita a todus las subgrdficas finitas de H. Supongamos (sin
pérdida de generalidad, ya que las gréficas son numerables) que

V(H) = {vg,v2,...}.
Definimos ahora una sucesién (Hj, Ha, Hs,...) de subgrdficas inducidas finitas
de H de la siguiente manera:
Hyp = (v1,02,.. .2yt

cs decir, Ja grifica Hy es la subgréfica inducida en H por el conjunto de los primeros
n vértices, en ¢l orden dado.

Es de obscrvarse que
Ki=H\CHCHsC...
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¥ que Hy, es una subgréfica finita (de hecho eon n vértices) para cada n € N.

Construiremos ahora recursivamente una sucesién de funciones

BASE DE LA RECURSION

Como el conjunto de vértices de G es no vacio (de hecho numerable) podemos
elegir un punto u € V(G) y definir

p1:V(Hy) — V(G)

como
pi({v) = u.
Es fécil verificar que:
; RLLATL X
obsérvese que por la hipétesis del teorema podemos considerar a Hg como una subgra.

fica inducida finita de G (ya que G admite a todas las subgrificas inducidas finitas de
H y Hy e8 una de ellas).

Por otra parte, por construccién, tenemos yue Hy = Hy—vsq, por lo que podemos
considerar & v; como una inmersién de H3 —vg en G, por lo que, aplicando el teorema
1 y la observacién anterior sabemos que o se puede extender a una funcién, a la que
llamaremos 3, tal que

0H3a.
y ademés
w1 C 2

Con esta definicién y esta primera extensién, podemos dar por sentada la base de
nuestra construccién recursiva; pasaremos ahora a la descripeién del paso recursivo.

PASO RECURSIVO

Supongamos que para alguna n > 2 y para toda & < n hemos construido una
funcién g con dominio en los vértices de Hy y codominio en los vértices de G tales
que H; C H; para loda § menor que j y ambas menores o iguales que 7, tal que

i e,

en particular teneinos que

H, &G,

A continuaci6n se explicard como obtener wp 4.

Por la hip6tesis de que G admite a todas las subgraficas finites que I admite, y
por el hecho de .41 cs una subgréfica finita de H (ya que ticne, por construccién, como
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conjunto de vértices, {v,v3,...,0p+1}, con cardinalidad n + 1}, podemos considerar a
Hyay1 como una subgréfica inducida finita de G.

Por otra parte como Hy = H, 41 — a4y podemos considerar a ¢, como una
inmersién de Hy41 — vp41 €¢n G y aplicando el teorema 1, sabemos que pq se pucde
extender a una inmersién wn4) de Hyyq en G, es decir, existe g1 tal que

P+l
Hn+l s G.

y ademés

HyCHyC...C HaC Hyyy
en particular las funciones son compatibles. Una vez definida la funcién ) podemos
dar por concluido el paso recursivo.

Si repetimos e} paso recursivo una cantidad numerable de ocasiones podemos
suponer construida la siguiente sucesién de funciones:

P1CwCesC...,

tales que
H, %G VneN.

Como In funciones son compatibles (por la relacién de contencién), podemos
asegurar que

o0
e=Uen
n=1
es una funcién, y el hecho de que p es la inmersidn buscada, se demuestra de manern
completamente analoga a como se hizo en el teorema 1.

En realidad, podemos mejorar un poco el resultado obtenido en el teorema 2,
de manera que nos sea més Gtil posteriormente. Sin alterar demasiado la demnostracién
podemos obtener de esta manera el

TEOREMA 2/

Si G es una grafica homogénea, y H otra grifica cualquicra tales que existe una
sucesién de {Ly | n ¢ N} de subgraficas inducidas finitas de H tal que:

1)

ncnc..,
2)
oo
U Ln,=H,

n=1
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3)
Lpe—— G

Entonces:

DEMOSTRACION

Sean G una gréfica homogéneas numerables y y H una grifica numerable cual-
quiera, tales que

1)
LiCiC...,

2)

o

U Lo=H,

n=1
3)

Lpe— G
Supongamos (sin pérdida de generalidad, ya que las gréficas son numerables)

que

V{H)} = {w;,wy,...}.

A cada elemento w; de Ja sucesién le asociamos un par (n,w;), tal que wy; es el
elemento dado y n es el indice de Ia primera gréfica L, tal que w; € L, Demostraremos
que esta asociacién es una biyeccibn:

1) Por la relacién de contencién (1) tenemos que si w; € Ly entences w; € Ly,
para toda m > n.

2) Por otra parte como U.{ Ln = H (2}, tenemos que Vi3n ta! que w; € Ly,
Y viceversa, para cade v € Ly, existe ¢ € N tal que v = w;,

3) Como los indices de la sucesién son naturales, existe, por ¢l tearema del buen
orden para naturales, un minimo natural n tal que w; € Ly,

Definimos ahora un nuevo orden en el conjunto de parejs {(n,w;)}; de ln
siguiente manera:

(ryw;) 2 (mrw)') *

n<m

n=my i<j
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Como cada una de las grificas Ly, es finita y el ndmero total de vértices de If
es numerable podemos verificar, que el conjunto de parejas, con ¢l orden que le hemos
dado es isomorfo a w, ( el conjunto de los némeros naturales con el orden usual).

Definimos por recursién la siguiente funcién ¢:

€)= {1,w)

donde w; es el vértice de Ly con indice minimo. Una vez definido £(n} = (r,wy)
consideramnoe dos casos para definir ¢(n + 1)

1)
Jwy € Ly talque k> j.
Tn cste caso definimos
é(n +1) = (r,wm)
donde wy, es el vértice de Ly cuyo indice (m) es minimo con respecto a la propiedad
de ser mayor que j.

2) En caso contrario definimos

§(n + 1) = (s,wy)

donde s es el menor indice entre las grificas L, que contengan algin vértice distinto
de los contenidos en Ly, y wy ¢s el menor de los indices de los elementos de L, mayores
que Wy

Por el tcorema del buen orden para naturales, podemos afirmar que la funcién
¢ cstd bien definida, y es inyectiva, por el teorema de recursién podemos afirmar que
¢l dominio de la funcién son los naturales y comno cada una de las graficas Ly, es finita,
la funcién ca sobre,

Ahora definitnos una nueva enumeracién de los vértices de H:
V(H) = {vy,v3,...},

donde vy = £(n).
Definimos ahora una sucesién (Hy, Ha, Hs,...) de subgrdficas inducidas finitas
de H de la siguiente manera:

Hy = (v1,02,0- 0y 0n) g

es decir, la gréfica Iy, es la subgrdfica inducida en H por el conjunto de los primeros
n vértices, en ¢l orden dado,

Es de observarse que
Ky=HCHCHsC...,
y que Hyn es una subgréfica finita (de hecho con n vértices) para cada n € N.
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En cste paso podemos repetir la demostracién del teorema 2, identificando
nuestra H; con la H; de aquel para cada 1 <7< n.g

El teorema 3 demostrard la ubicuidad de las grificas homogéneas.

TEOREMA 3

Scan H y G grdficas homogéneas, si G admite exactamente las mismas grificas
fnitas que H entonces G = I,

Obsérvese que el hecho de que alguna de las grificas sea finita implica que ln
otra lo es, y de hecho, si este es el caso, ambas tendrén el mismo nimero de vértices !,

Por otra parte si los grificas G y H son finitas, resulta que G admite a H, como
ln funcién implicada tiene que ser inyectiva y las gréficas ticnen el mismo cardinal, cs
sobre, y por el hecho de que preserva sdyacencias en ambos scutidos, resulta ser un
isomorfismo de grificas,

Una vez hecha la observacién anterior, basts ahora considerar el caso de gréfieas
infinitas.

DEMOSTRACION

Seen G y H grificas homogéneas numerables y supongamos que admiten las
mismas gréficas finitas.

Como las grificas son numerables podemos suponer que: V(H) = {vy,vs,...}
y V(G) = {wy,wy,...}.

Utilizaremos una construccién doblemente recursiva.

BASE DE LA RECURSION

Sen Hy = vy, en particular podemos considerar a H; como una subgréfica
inducida finita de H, y por la hipétesis del teorema sabemos que existe una inmersién
7, tal que _

e,
definimos ahora
Gy = {B1(v1), w1)g:

es decir la subgréfica inducida finita en G por la imagen de la inmersién de Hy y el
primer clemento de V'(G) en ¢! orden que le hemos dado. Como $ es inyectiva, por

1S5 esta afirmacién no et del todo clara, puede consultarse ls primers observacion a la demosteacién del teorema 2.

- 41 -



ser inmersién podemos definir ¢y = @ ! entendiendo que esta inversa tiene como
dominio solamente la imagen de ;. con las dos definiciones anteriores y en vista que
cl dominio de y; es igual a la imagen de B que es igual a p;{v{) que a su vez es igual
por definicién y recordando la definicidn de subgréfica inducida a G — w; tenemos que

¥
Gl—u)"-—l—»H

por otra parte como por hipbtesis G y H admiten a las mismas gréficas finitas, por
hipétesis del teorema, y G es una de elles, y ademés G1 es admitida por G, podemos
considerarla, (& Gy), como subgréfica inducida de H, y por el teorema 1, sabemos
que la inmersién ) de Gy — wy en H se pucde cxtender a una inmersion, a la que
llamaremos ¥y, de Gy en H, ¢s decir existe una funcién §; tal que

&L .

Por otra parte tenemos que Py ¥y Tﬁl son funciones inversas una de la otta, en
la parte de su dominio donde la afirmacién ticne sentido, esto es:

181 = 1y,

FLv1(wy) = v
donde 1y, denota a la funcién identidad en Hj.
A continuacién definimos la siguiente subgrifica inducida finita de H:

Ha = (v, ¥1{w1),02) i1-

Esto ¢s, la gréfica Hy cs la subgrafica inducida finita en H por ¢l conjunto de vértices
{v1,¥1{w;),ve} recordando las definiciones de :

H=un

y de
Gy = (w1, By(ul)e
asimismo teniendo en cuenta que
Fo_ =1
¥ =By
y que ¥y es una extensién de ¢y, tenemos que

Hi € G € H.

Con la construccién de las grificas G1, Hyy Hay las funciones By y ¥ podemos
dar por concluida la base de nuestra construccién doblemente recursiva.
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PASQ RECURSIVO

Supongamos que y& hemos construido para algunan > 2la sii;uicntc sucesion
finita de grdficas inducidas finitas de G y H (recuérdese que por hipétesis del teorema
3, Gy H admiten a las mismas grificas finitas):

HCGCHCGC...CCh

y las siguientes sucesiones de funciones,(que no este por demds recordar que son con-
Jjuntos):
=]} [« ] c...¢ an—l

y
$1C¥... C ¥y
tales que
/AN
y —
6w
paratodai<n-—1.
Y tales que _
Wi = 1y,

Y

Pivi(w;) = w; -
paratodai<n-1,j<1.
Sea

Hy = (v, ¥1{w1) . ¥py(wn-1),vnd 1,
es decir, Hy es la subgrifica inducida finita en H cuyo conjunto de vértices es I imagen
de G,—; bajo ¥,_; unién el n-ésimo vértice de H en el orden que le hemos dado a
V(H) deade el comienzo de la demostracién?, por otra parte como Gy H admiten las
mismas gréficas finitas, y H, es una subgrifica inducida finita de H, podemos concluir
que G admite a Hy, en otras palabras, podemos considerar a F, como una subgréfica
inducida finita de G.

Como, por hipétesis de recursién
Y1 C02C€...C ¥y

podemos concluir que

n—~1
U %=%p-1
=1

251 el Jector no queda |o suficientemente convencido de eate hecho, o de algunos otros que se dardn sln demostracién debido
8 qué forman parle de la base de nuestra conalruceidn recurslva, no tiene ms que revisar [a base de la construceién, unas
cuantas lineas mda arriba en este mlsmo apéndice.
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A continuacién definimos o, = V)‘;_l_l entendiendo como es costumbre que esta
funcién inversa es la inversa de la correstriccién de Yn—1 a su imagen y que esté bien
definida ya que t,_; €8 una inmersién y las inmersiones son inyectivas.

Recordando también 1a hip6tesis de recursién tenemos que
alV (Hn)] = onl{v1, $1(w1) ... a1 (wn-1)}]

= {en(v1),Ba(@1(w1)). .
v on(Pnny (wa-1))}

= (B (v1), Fnts (Br{n)) ...
.. 'W:}-l(wn—l(wn—l))}

= (Faa (1), 97 (B (w)) ..
e P Prc (wr1))}

= (B (e)owr ..o o),

y recordando que también por hipdtesis de la construccién las funciones ;b'i ¥ Bj son
casi inversas para cada j < n podemos reescribir el conjunto anterior como

{En—-l("l)-wn—lw(“’l)! cerPa-ts 75(‘"'-—1))'

Lo cual dicho de otra manera, recordando la definicién de $,,.; dada por la hipétesis
de recursién, quiere decir que $,,_,; sumerge a Hy ~ v, en G esto es:

H’,.-v,,viol G,

y este hecho aunado al Teorema 1, implica que existe una inmersién, a la que llamaremos
By de Hy en G y esta inmersién extiende a P,_1; es decir existe una funcién B, tal
que

l) Pn-1 C P
2) Ha £ G,
Definimos ahora

Gn = (w1, B1(v1), w3, B2(v2), .., Bulvn)swn)e

la subgréfica inducida en G por el conjunto formado por la imagen de B, y el vértice
siguiente de G cn ¢l orden que de antemano le hemos dado & V(G).
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definimos ahora ¥, = P, ! teniendo bien en claro que esta inversa se toma
sobre la correstriccién de B o su imagen donde es biyeccién debido al hecho de que es
inmersién.

Al igual que hicimos a] definir @, recordamos todas las propiedades de vy,
implicadas por las hipétesis de nuestra construceiédn recursiva y obtenenos las siguicntes
igualdades:

Un(V(Gn)) = ¥n[{w1, B1(v1), w2, B2 (v2), ., Brlva)}]
= {$n(w1),v1,¥n(wa), vy, ..., vn}
= {$1(w1),vy, Y3 (wa)sva, ... v}
= {$nm1(w1), 1.8 (wa), 02,00y un)
Por lo que tenemos (recordando lo que sea pertinente recordar) que:

¥n

Gp —wp —

pero aplicando la hipétesis del tcorema y teniendo presente que Gy cs una subgréfica
finita inducida de G, aplicamos ¢l teorema 1 para obtener una cxtensién de ¥, a ln
que llamaremos t,, y que cumple las siguientes propiedades:

1) wn—l C¥nC V’-n

2) G ¥ .

Una vez construida esta funcién damos por terminado el paso recursivo, y por
tanto la construccién de las siguientes sucesiones (Gy, Ga, ...} y (Hy, Ha,...), de subgrd-
ficas inducidas finitas de G y H respectivamente, y que satisfacen la siguiente relucién
modulo isomorfismo de gréficns:

HMCGICH;CGy....

Otra propiedad de la sucesién, cs

o0 -]
UHe=Hy |Gn=0.

n=1 n=1
Paralelamente a la construccién de la sucesién construimos funciones
P1E¥aC...
Pr1EP2C ...
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tales que
- L
) A
¥ paso a paso son uno el inverso del otro.

A continuacién definimos
e Q0
p=U®ny v=U",
n=1 n=1

teniendo en cuenta que la contencién de las funciones implica en particular la compa-
tibilidad de las mismas y este hecho (el que las funciones sean compatibles), asegura
que tanto ¢ como ¢ estan bien definidas como funciones.

Ahora solo resta por demostrar que
"3
H=G.
Sean z,y € V(IT) esto implica que z = v;,y = v; sup 6.p.g. J > {. En vista de
la definicién de ¢ y teniendo en cuenta que
enCpmensm,

tenemos que:
v(z) = B;{v) =wi(w)
wly) = 8;(v;)
Pero como p, es imnersién de grificas, podemos asegurar que
z adyy y <= () adyg 7;(v).
Por otra parte, si recordamos que ¢ y ¢ son inversas por secciones, es decir,

Ins funciones de las que son unién son inversas, tenemos que:

delw) = Pep®ilw;) = %

() = Brpavi(wy) = wi

Por tanto como ¢ preserva adyacencias en ambos sentidos y tiene inverso (¢#) podemos
afirmar que es el isomorfismo buscado. g

Al respecto de este tecorema el lector interesado puede referirse a Hodkinson
y Macpherson {{1988]), y a Macpherson ({1986]) para un estudio més detallado de
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lns gréficas ( y en general estructuras relacionales) que estdn determinadas por sus
subgrdficas (en general subestructuras) inducidas finitas.

III. PROPIEDADES UNIVERSALES

Estas propiedades, como su nombre lo indica caracterizardn, bajo isomorfismo,
a cierta familia de grdficas homogénens.

En primer lugar definiremos una propiedad universal a la que llamaremos
Propiedad A, en seguida se demostrard que esta propiedad caracteriza bajo isomor-
fismno, a una familia de graficas numerables que admiten a todas las graficas numerables
y finitas.

PROPIEDAD A

Sea G una grifica con un mimero numerable de vértices, se dice que la grifica
G satisface la propiedad A si:

Para cualesquiera F1,F2, subconjuntos, finitos, ajenos y disjuntos de V(G)
existe un vértice u de G que es adyacente en G a todos los vértices de Fy y 8 ningune
de los de F,.

Al respecto de algunas aplicaciones de esta definicién que no serdn relevantes
en el desarrollo de la prueba de Henson, el lector interesado puede referirse a P. Erdés
y A. Renyi ([1063]).

Del enunciado de la propiedad A, se siguen de manera inmediata los siguientes
lemas:

LEMA 1

Si una grdfica G satisface la propiedad A, es homogénca.

Para la demostracién de este lema utilizaremos la caracterizacion de homoge-
neidad que obtuvimos el teorema 1.

DEMOSTRACION DEL LEMA 1

Sea G una grifica con un conjunto de vértices numerable y que satisface la
propiedad A.

Sea H una subgréfica inducida finita de G y sea v un vértice de H.
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Sea ¢ una inmersién de H — v en G, es decir

H-ve— G,

A continuacién demostraremos que Y se puede extender a una inmersién ¥ de
H en G, y aplicando el teorema 1 y tomando en cuenta que la grafica H es arbitraria
habremos demostrado que la gréfica G es homogénea. .

Sean Fy = y|N(v)] y F3 = Im(¢) — Fy; dicho de otra manera Fy es el conjunto
de los vértices de la imagen de ¢ que provienen de los vértices de H — v que son
adyacentes en Hf (y por tanto en G, ya que H es subgrifica inducida de G), 8 v,y
por otra parte a ninguno de los de F2 (por tanto tampoco en G, por la razén antes
aducida).

Es de notarse que ¢ hecho de que 1a grifica H sea finita implica que § — v es
finita y por tanto su imagen bajo ¥ s finita (ya que ¢ es una inmersién, en particular
es biyectiva sobre su imagen); asimismo como In imagen de } — v bajo ¥ es finitn, los
conjuntos ¥y y Fa, anteriormente definidos son ambos finitos,

Ahora bien, como G satisface la propiedad A, sabemos que existe w € V{G)
tal que w es adyacente en G u todos los vértices de Fy y a ninguno de los de Fy; es
decir, w es adyacente en G a todos los vértices de la imagen de ¢ que provienen de los
vértices de H — v que son adyacentes A v en H y por otra parte w no ¢s adyacente en
G a ninguno de los vértices de la imagen de ¢ que provienen de los vértices de H —v
que no son ndyacentes a v en H.

A continuacién definimos, ¥, como una extensién de ¥, como una funcidn de
V(H) en G de la signiente manera:

W) = {I(z), sz A v

w, siz=uv
Debido a las propiedades de w y al hecho de que ¢ sumerge a H — v en G no
es dificil comprobar que _
AN Ca
LEMA 2
Si una grdfica G satisface Ia propiedad A, entonces admite a toda grifica finita

H.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2

Por induccién sobre el nimero de vértices de las gréficas finitas

T



BASE DE LA INDUCCION .~

¢ G

por vacuidad, y como | V(@) |# 0, tenemos que si | V(H) |=1

H— G.

PASO INDUCTIVO

Supongamos que
He— G

para toda H tal que | V(H) |=n 21,y sea K tal que | V(X) |=n+1,sea v € V(K),
como | V(K ~ v) |= n existe ¢ tal que:

K—v‘—ﬁ-’G.

definiende ¥ de manera analoga a como se definié para la demostracién del lema ante-
rior, y por razonamientos del tode similares podemos concluir que:

K6

Como K cs una grifica arbitraria con n4-1 vértices podemos dar por terminado
cl paso inductivo y por tanto la demostracién por induccién.

Por tanto si G satisface A, G admite a cunlquier gréfica finita.g

LEMA 3

Si una grédfica numerable cumple la propicdad A, admite a todas las gréficas
nuinerables,

DEMOSTRACION DEL LEMA 3

Sea G una gréfica numerable que satisface la propiedad A, y sea H cualquier
otra grifica numerable.

Supongamos sin pérdida de generalidad que V(H) = {vy,v3...}, y para cada
n € N definimos
Hp = ({ulr'JZv e 1"“})”‘
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Es decir Hpn es la subgrafica inducida en H por los primeros i vértices en el
orden que le hemos dedo a V{(G).

Por el lema anterior, sabemos que G admite a todas las graficas finitas, en
particular admite a todas las H,,.

Ahora bien, no es dificil comprobar que la sucesién de las Hy sntisfuce. las
hipétesis del tcorema 2' por lo cual, podemos afirmar que G admite a H.y

TEOREMA 4

Cualquier gréifica G (} V(G) |= Ro) que satisface la propicdad A es homogénea,
es mds, cualesquicra dos gréficas que satisfacen la propiedad A son isomorfas.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4
La demostracién de este teorema es una aplicacién directa de los lemas 2 y 3.
DEFINICION

Si M, cs5 una clase de gréficas, diremos que G es una grdfica universal para la
clase M, si
H— G

para toda grifica H ¢ M y ademds G € M.

IV. CONSTRUCCIONES

CONSTRUCCION (1)

Para efcctos de csta construccién serd conveniente recordar los siguientes hechos
bésicos de teorfa de conjuntos, que el lector puede encontrar demostrados con detalle
en cualquier texto basico sobre la materia, (por ejemplo Hrbacek-Cech [1084}).

1} La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

2) | [N]* |= g, es decir, existen una cantidad numerable de subconjuntos
finitos de naturales,

El hecho 2, es una consecuencia directa 1, que a su vez lo es del axioma de
cleccién.

Pasemos pues a la construccidn de la grafica prometida.

Sea {Py | n € N} una enumeracién de los subconjuntos finitos de N, cada uno
ocurriendo un nunero infinito de ocasiones.
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Es decir tomamos una cantidad infinita numerable de copias de cada uno de los
conjuntos finitos de N.

Si a este conjunto de copias lo denotamos por C podemos formalizar esta nocién
definiendo:

C = {{Pa,m) | P, € [N|*¥,m e N}.
Deonde hemos considerado a los conjuntos finitos de naturales ya enumerados
en una sucesién Py, n € w,
Sea ahora vy < vy <...unasucesién de naturales tal que v, > maz P, Yne N.

Donde maz P, denota al elemento miximo de Py, que existe debido a que P,
es finito.

Sea U la siguiente gréfica:
v{U)=N
A(U) = {{v,vn} |0 EPnn € N},

Una vez construida la gréfica U pasarcmos a demostrar que esta es una grifiea
universal para la clase de todas las gréficas con nimero numerable de vértices.

Para lograr esto serd suficiente con demostirar que satisface la propiedad A, y
cl resto serd implicado por los lemas 1, 2 y 3 de la seceién anterior de este apéndice.

El hecho de que la grifica U satisfaga la propiedad A queda implicado por el
hecho de que satisface una propicdad més fuerte, a la que llamaremos propiedad A’,
cuya definicién damos a continuacién:

PROPIEDAD A’

Se dice que una grifica G, tal que V(G) = N, satisface In propiedad A' si y
solamente si: Para todo F C V(G) finito existe v arbitrariamente grande en V(G) tal
que:

F={w|w<vy {wv} € A(G)).

Eato es, una grifica G que tiene como conjunto de vértices a los naturales,
satisface la propiedad Af, si y solamente si, por definicién, para cada subconjunto finito
de vértices, existe una sucesién cstrictamente creciente:

vp<vp <vs <.,y
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de vértices de la misma tal que para cy.gk i € N podemos expresar 5 F como

e {w|w s vi v {5} € A(G)}:

AFIRMACION
Al=s A i
DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION

Sea G una gréfica, cuyo conjunto de vértices sean los naturales y que satisfaga
la propiedad A4’,

Scan Fy, Fj subconjuntos ajenos, finitos de V (G).

Sea r = maz Fj UFq, r estd bien definido ya que por hipétesis tanto F; como
F3 son finitos y por tanto F) UFy también lo es.

Como @ satisface la propiedad A', sabemos que existe v € V(G), tal que:
Fi={wlw<v y {wv}e AG))}

No es dificil comprobar que v es testigo de la propicdad A.g

Demostremos a continuacién que la gréfica U, satisface la condicién A, y por
tanto la propiedad A, lo que la constituird en gréfica universal para la clase de todas
las grificas con una cantidad numerable de vértices,

TEOREMA 5
La gréflca U satisface In propiedad A’
DEMOSTRACION

La demostracién se sigue trivialmente de la definicién de la gréfica U.

Sea FC V(U), finito, es decir F = P;; para una infinidad de j; € C, el con-
junto de las numerables copias de subconjuntos finitos que tomamos como base para
la construccién de U.

Sea v, ¢l jo-t¢simo término de la sucesién de naturales, en base a la cual hemos
construido a la grifica U; recordemos que vy > mazP; Vi€ V.
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Consideremos ahora la subsucesién formada por:

Yo < Y5 (Uj]....

Recordando la definicién de U tenemos que

A(U) = {{w,vn} |w € Pa,n € N}

Ahora considerando la deflnicién de los vy, tenemos que:

WieN
F={w|w<v; y{wv;}eAU)}

ya que cada vértice de la sucesién es adyacente a cada uno de los vértices de F, por
definicién, y por otra parte solo es adyacente a ellos.g

COROLARIO

La grifica U, es homogénea, y universal en la clase de todas las grificas con
una cantidad numerable de vértices. Es mds, cualquiern otra gréfica que tcnga estas
propiedades es isomorfa a U.g

A continuacién construiremos una familia de graficas universales para las clnses
de griificas cuyo nimero de clan no exceda a una constante p.

Estas grificas serdn subgrdficas inducidas de U, y quedardn determinadas por
propiedades universales nnalogns a Ia propiedad A, a Ins que llamarcmos 4, para cadn
pz3

Antes de demostrar las propiedades que hemos anunciado poscerdn estas grifi-
cas, pasaremos & su:

CONSTRUCCION (2)

Sea p 2 3, definimos Up como In subgrafica de U inducida por el siguiente
subconjunto de V(U):
V{(Up} = {m |m € N y no hay un subconjunto finito
AcNtalquem=maz Ay
{Ay = Kp}
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De esta definicién se sigue claramente que‘
Up—r Uppy— U
b g

U= 0.
p23

Este 1ltimo hecho es fécil de comprobar ya quesi v € V(U) = NN sabemos que
ne hay un subconjunto finitec AC N tal que v = maz A y {A)y = Kp para ninguna
p > v, por tanto si elegimos p > v, podemos estar seguros que v € V (Up).

A continuacién pasaremos a demostrar que para cada p > 3, Up, es la gréfica
universal homogénea de la clase de todas las grificas numerables cuyo numero de clan
no exceda a p.

Para demostrar este hecho, demostraremos que cada Uy satisface una condicién
analoga a la condicién A misma que denotaremos por Ap y que enunciamos a conti-
nuacién:

Sea p2 3.
CONDICION 4,

Se dice que una grifica G, tal que V(G) = N, satisface la condicidn Ap si y
solamente sit

1)
Kyt G

2) Si Fy,Fq son dos subconjuntos, finitos, ajenos de V(G) tales que:

Kp—-l ‘/_’ (FI)G

entonces hay un vértice de G que ¢s adyacente a todos los vértices de Fy y a ninguno
de los de Fy.

AFIRMACION
Up satisface Ap
DEMOSTRACION

La demostracién de esta afirmacién la realizarernos en dos ctapas, una para
cada cldusule de la propiedad Ap.

Sca p > 3 y consideremos Up.
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DEMOSTRACION DE LA PRIMERA CLAUSULA DE LA PROPIEDAD
Ap.
Se llevard a cabo por reduccién al absurdo.

Supongamos que:

v
Kp «<— Up,
&ca
B = {(v) |v € V(Kp)} C V(Uy)
sea, shora, m = mazx B,

Kp = (B)UP = (B)U-

Lo cual es una contradiccién con la definicién de Up, yn que estamos exhibiendo
un conjunto finito de vértices de U que inducen una Kp y cuyo méximo (m) esta en

V{(Up).

Por tanto

Kp 4= Up,
DEMOSTRACION DE LA SEGUNDA CLAUSULA DE LA PROPIEDAD
Ap.
Supongamos Fy,Fy como en la hip6tesis de la propiedad Ap.

Como Fj y Fy son ambos finitos, tencmos que Fy U Fy es finito,de lo que en
particular podemos deducir que tiene un méximo, al que llamaremos z.

Por otra parte como U satisface la condicién A’, sabemos que existe v € V(U),
tal que v > z y ademés:
Fi={wlw<vy {wv}€ A{U)}.

Como Uy es subgréfica inducida de U tenemos que (Fy)y = <F1)Up y como

Kp—l '7L_' (Fl)Up

tenemos que

Kp o/ (F1U {v})y

por lo que v no puede ser ¢l miximo de ningin conjunto finito que induzea una Ky, yu
que la gréifica inducida en U por el conjunto de todos los vértices adyacentes a vy que
son menores que ¢l (=Fy), no admite a K,_1, por lo que si recordamos la definicién de
V (Up), podremos deducir que v € V(Up). Por otra parte v no es adyacente a ninguno
de los vértices de Fp. i
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A continuacién demostraremos que Ap cs efectivamente la propiedad universal
que caracteriza a la gréfica universal para la clase de gréficas con nimero de vértices a
lo sumo numerable y con numero de clan menor que p

Lo cual realizaremos en varias etapas, de manera completamente analoga a como
se hizo para demostrar el teorema 4, de la seccién anterior de este mismo apéndice.

LEMA 4

Sca p 2 3 y supongamos que G satisface Ay, si H cs finitay Ky /> H y
v € V(H) y existe [ tal que

H-vlg

entonces [ se puede extender a una funcién T tal que

nlig

DEMOSTRACION DEL LEMA 4

Sea G una gréfica con un conjunto de vértices numerable y que satisface la
propiedad Ap.

Sea H una subgréfica inducida finita de G, y sea v un vértice de H.
Sea v una inmersién de H ~ v en G, es decir

H—-y«—G.

A continuacién demostraremos que ¢ se puede extender & una inmersién ¥ de
H en G, y aplicando el teorema 1 y tomando en cuenta que la grafica H s arbitraria
habremos demostrado que la gréfica G es homogénea.

Sean Fy = ${N(v)]y ¥z = Im() — Fy; dicho de otra manera Fy es el conjunto
de los vértices de la imagen de ¥ que provienen de los vértices de H — v que son
adyacentes en H (y por tanto en G, ya que H es subgréfica inducida de G), a v, y por
otra parte F'3 (por tanto tampoco en G, por la razén antes aducida).

Ahora bien, como G satisface la propiedad Ap, por la primera cliusula sabemos
que

Kp ¢ G,
lo cual implica que:

]{p—l 7——" Fi.
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Por la segunda cliusula, sabemos que existe w € V{G) tal que w es adyacente
en G a todos los vértices de F; v a ninguno de los de Fy; es decir, w es adyacente en G
a todos log vértices de la imagen de ¢ que provienen de los vértices de H — v que son
adyacentes a v en  y por otra parte w no es adyacente en G a ninguno de los vértices
de la imagen de ¢ que provienen de los vértices de H — v que no son adyacentes a v en

H.

A continuacién definimos, ¥, como una extensién de , como una funcién de
V(H) en G de In siguicnte manera:

- _ [ f(z), siz#uv
'b(z)*{w, siz=u.
Debido a las propiedades de w y al hecho de que ¢ sumerge a H ~ v en G no
es diflcil comprobar que
¥

H—Gg
LEMA &
Si G satisface Ap entonces:
He— G
para toda H tal que
Kp¥— H.

La demostracién de este lema ea completamente analoga a la del Lema 2 de
este mismo apéndice.g

.LEMA 6

Si una grédfica numerable cumple la propiedad Ap, admite a todas lus gréficas
nuroerables, que no admitan a Kp.

Este resuttado cs una aplicacién directa del teorema 2.

-89 -



TEOREMA 8

Uy es homogenes, unica bajo isomorfismo y universal en Ia clase de las gréficas
cuyo numero de clan es menor que p.

DEMOSTRACION

Se sigue del hecho de que Up satisface Ap y de los lemas 4, 5 y 6.,

Con este teorema damos por términado este apéndice y cumplido nuestro obje-
tivo, al haber construldo las gréficas, U y Uy y demostrado que cumplen las propicdades
prometidas.
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