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lNTROOUCCION. 

Un tema de constante estudto dentro de la teoría de probabtlldad lo 

constituyen los teoremas límites para sumas de variables aleatorias 

tndependientes, entre los cuales el principal y pionero es el c~lebre 

Teorema Central del L{nüte. Las distribuciones estnbles son las Únicas 

posibles dislribucicnes que son l(1nitcs de sumas estandarizadas de 

variables aleatorias indepenJienles con la mlsn1a dislrlbucidn. Por lo 

tanto las distribuciones estables constituyen una generalización de la 

distribJcidn normal. El estudio probabílislico do astas dislrtbuciones 

fue iniciado por Levy (192'1 y 1927) y continuado por Gnedenko y 
Kolmogorw ( 1954) entre otros. 

Por ctro lado las dlstribuclcni=s estables se han utilizado para 

modelar fenómenos en ár-eas tan di'.-ersas c·Jn10 en Economía: t\•landelbrol 

( 1973); Frelitz and Smith ( 1972); y Paulson, Holcomb and Leitch( 1975) 

modelan fenómenos relativos í3 Ingreses y variación de precios en 

mercados especulallvos a lr;;:ivés d~ las dislril:ucion<JS eslables. Elllol, 

W. Montroll, and John T Bendler ( 1984) utilizan estas distribuciones 

para desarrollar la teoría de Relajación Dieléctrica; y John T. Bendler 

( l 984) lo hace para la teoría do ll.clajaclÓn Mednlca. Asimismo en 

Zolctarev ( 1986) enconlramos un mod»lo general para el "campo de 

ucción" creado en un determinado punto yc:!_l(R m por un subconjunto de 

part(culas puntuales en VCRm, desarrollada con las distribuciones 

cst<ibles, cncontr-ándose tan1blén aplicaciones en p::irlicular al canlpo 

gravitaclonal de las estrellas; a la dlstrlbuclón Je la temperatura en un 

1-cactor nuclear¡ a la distr·ibuc16n d•? esfuerzos en una rnnlla cristalina; y 
a la distril:ución del can1po mugne'lico generado por un<l red de n1agnelos 



elernentales. Tan1bién en esta referencia se encuentrun desarrollados 

algLITTos modelos con apllcaclones en Ingeniería y electrénica 1 finalmente 

con las distribuciones estables este autor calcula los probabilidades de 

algunas caminatas aleatorins y algunos prccesos de rnrrliflcai:ión. 

El objetive fundarnental del presente lralx1jc consiste en rresenlar, 

dentro del rnarco de la Inferencia eslad!slica, silnilitudes y contrastes 

entre la distribución nor1nal y las otras distribuciones esttlbles. Para 

esto en el Capítulo 1 se presentan los principales resultados de la teoría 

de probabilidad de las distribuciones estables y sus dominios de 

atracción, asi como sus propiedades. En particular se e:.tudian las 

distribuciones estables simétricas para las cuales se introduce una 

pürametrización de la función carnctcrísllca distinta a la que es comán 

en la literatura. Asimismo se deduce una expresión para el parámetro 

de escala en función de los percentiles de la distrlbuclén. Este ~!limo 

resultado no fue encontrado en la lileralura y es empleado 

posteriormente en el Capítulo III de este trabajo. 

Uno de los contrastes entre la distribución normal y las 

distrlbucloneo estables es reflejado en el hecho de que se hayan tenido 

que desarrollar- métodos especiales de estimación para estas últimas. En 

el Capítulo 11 se presenta un esludio bibliografico de los principales 

resultados en inferencia estndístictl para las distribuciones estables. 

Un tema principal d·2ntro del eslu<llo estadística de la dislrlbuclón 

norn1al lo consl lluye el problema de construir intervalos de confianza 

para la media 11 de una distribución con ·1arlan:a a2 finita. En el 

Capítulo 111, último d,, este trabajo, lnvcsllgamos el problema de 

ccnslruir inte1·•,ic:iloz de confianza p<:1ra el pnrán1etro de localización de 



uro distribución estable slmétrtca. tonto para el coso en que el 

parámetro de Cscala es C•Jnocldo carne el caso en que ns desi:onocldo. 

Finalmente se reportan los estu:Hos da sln1ulacién realizados para 

lnvest tgar: 

o) La robuztlcldad de la dlslrlbu·oi•!n t·slud•nt denlrc do la familia do los 

dlstribJcioncs estables Ghnétrlr:as. 

b) Ln rapidr.:! de converr,1~nr:la d0 ur1<:1 cstLldÍ-:.>' ica <111á'lcb~ a l.:i t-studcnt 

c:c1¡•.;trui<l~ ...:11 U:ase u l:..i J•.:!<lLI'..:t::IÓn d1.?l parár11et1·0 d•? t?::c3la que ~e ba•:i: en 

el Capi'tulo l. 

e) La precisión de les lnlervt.il0s de confiunza ccnslruldos ccn ambas 

cstadfstica!3 en el rango ccrnún de di~tribuclones estables en donJe las 

<les nltern::il l\'LIS pLJo:::cJ<Jn sc1~ ut ll i::ndas. 

·" 



CAPITULO 1 

DISTRIBUCIONES ESTABLES 

El Teorema Central del L!1nlte es uno Je los l€cre1nas principJles 

en la teoría dt probabilidad y en estad{stica. La esencia de este teorema 

consiste en establecer lus condicicnes bajo h:is cuilles sumas 

estandari:nd<:1~ de '.'arinlilcs alealoriu::; indepe11dientes e idént lcamente 

distribuiJris {V.él. i. i.d.) r.:onvergcn en Jislrib•Jcién l1 la distribución 

ntJrrnill c~ltfr1d<ir. Es posible c:-:t~ndcr los cü11ceplcs irJ1crenlcs a ·este 

learcrnn, a toda::; aquellas distribuciones de probabilidad que son l!mltes 

de sumas c~tui1dnrizadas de •1.a. i. i.d. 

Los primcrcs estudios al rc~pecto se lnicinron con P. Levy (1924 y 
1927). Post~riorn1cnte enccntr1:1mos una teoría probabll!stlca elaborada 

alrededc1· de las llamadas O/Sl R/BUC/ONES ESTA/3LES en Gnedonko y 

Kolmogoro·1 i 1954) y Feller (1966). De .islas, no solo la distribución 

nor1nal e~ un ejernplo, sino algun:is olrns, como la dlstribuci6n Cauchy a 

lu cu<il, c.:arno vere1nos mds adelante, ccnvl:!rge uro sucesién de sun1as de 

•1.a.l.l.d. cuya función de distribución es la t·student con dos grados de 

libertad. 

En este ct:Jpftulo se presenta un resumen de los principales resultados 

de la leor!a gencr<ll de las distribuciones estobles 1 as! como algunos 
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resultados p::irtlculares- que soa usarán en cap(lulos pcslerlores. Las 

demcsti:-aclcnes que no se. incluyen aqu(, aparecen en su innycr(a en 

Gncdcr.ko ¡• Kolmcgorov (1954). 

Sea { x
0

) 

IJénllc•menle 

una suce5lén d~ •,iariabh?s aleatcrins lnd<Jp~nJienles e 

distribuidas CCn ÍunciJ11 Je di:.trilu•:iL(n e;. ~i e;o.:}slen 

nuceslones d"= números f":ales { b
0

} y { a
11

} l ci:-nacid~s co1110 ccn~lantes 

de estandarl::::oción) con ti ;-O. tal qu·:? !·! su.:·:~l·!n 11 

( 1.1) 

ccn•1erge ':!11 distribución a i.:n?i '>'tiriuL·l~ al~alo1·ia ~\ i:cn funcl1!11 de 

distribución F. cnltJnces d-:cirtK'S que!!] l?~ illret!da a F. 

l~:'E!t!~~QtL!,_1_ 
El cc~njunt.•J Je l·~.Jns 1'1s f1Jr":·:·i-.~11~s d•" rlist1·if:.1JCiÓn q•1·::? st:·n ntrn(clus a 

uno fur·ct·!n d» dic11-¡<,u-oié11 F so lbma DOMINIO DE ArRACCIONdo F. 

El Te1:n.:1n"J Cent1·1l d•:::l Lt1nil0 cl<ÍsictJ nos 111uestra que la fun::idn de 

dlslribu:i·.1n n>Jt'rr::il ti'?n·~ IJ!l dtJ1nirüo 1+.~ <ltra,:ci·~n no ·:acÍL'. Este 

111\~1110 ler.•r<:111<:1, ju11l0 t.:·:.:11 un p:s1_Jltndo '·]'J·; p·.:-~tr:-1·lr)r111enteo se vci·J, nos 

1111J•::!slri'.ln qu:: pod1·(::i11 e:d5lir· di8triLuc::ii.:-n."'s. con Jorninio de atraccidn 

•:.:ic(o, rol' <::?jen1Flu las cli~tril:u-::ii:::nes l3i11·.:-n1ial, Poisscn y E:.:pcní1nciul. 

En c-:lu s~i:·:lén se 0:-:ponc la le01·(a Je aqu'::!ll'-ls dislribuci•Jn..;s cuyo 

da1ni11io (k: ül1·acci•!n es 11'.1 ·.i:i•.:i', .... Tc·dns c~;las dislribu::ioncs, llan1nclas 

•:!:l:Jr_)lc-;. 1·r~¡;r·escnt~n un:1 gcne1·;i!i;:nr::iéi1 J•::? lu dl$triliuciÓ11 n'Jnnal y 

li·~n'211 1~1 \·a!ir.JSt.l pP~picd:id de d<:ir urn gí'!11~1·üli:::ncir511 del Teorema 
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Central del Limite. 

DEFINICl~_L~ 

Una función de distribución F se dice que es una DISTR/OUC/ON 

EST AOLE si llene un dominio do at1·acc!cln no vacfo. 

El siguiente teorema (cuya den1ostrac(cn aparece en Gnedenko y 
Koln1ogorov (195'1)), proporciona una caraclerlzación de las 

distribuciones estables a través de su función caracterlsllca .p ( t) . 

J:.EOREM~l,J__ ( CARACTER!ZAC!ON CANON!CA 1 
Para que una función de distribución F sea eslable es necesario y 

suficiente que el logarlln10 de su función característica cp pueda ser 

expresado de la slr,ulente manern: 

(1.2) ln<j>(t)=lyt-clllªI l+lflrhw(t,cr) 1 

donde a, p, y y e son constantes tales que y es un número real, 

-JSfl:<;I,O(crS2,c)0 y 

w(l,crl= 
2 { 

tg(-~éu) para a;'-1 

· -.Tí lnl t 1 para cr=l 

Si Fes una distribución estable, decimos que {cr,/l,y,c) es su vector 

de parán1etros. El pardmetro a se conoce como el exponente 

característico o el (rvJlce do estabilidad de la distribución F. Si crfl{0,2] 

se demuestra que <j>(t) na es una f unclón caracterfsllca (Feller, 1966). 

El para'mctro /l es el sesgo, st /l=O la distrlbuc!Ón es simétrica 

alrededor de y; es seogada a la derecha para O <JlS ! y sesgada a la 

l~qulerda parn -1 ~{J<.O; aden1ás la v;:iri<ible aleatoria es pcsltiva si y 
~olo si {1= 1, a< 1 y y~O¡ es negalivu si y solo si fJ~-1, a', 1 y y~O. El 



parámelro y es un porámetro de locallznción y la conslante e es un 

parámetro de escala. 

Otra representaolón que es Úll I para caracterizar los domtnlos de 

atracción de las distribuciones ~st¡¡bleo está dada por el siguiente 

tearerna. 

11~..Q,Rl::f';:lf) __ _l,?_ 
Par:i que: una función d1J distribuci6n F -:en función caracterísllca cp 

sc<i estable, es nec~sario 'j suficiente que F sea infinitamente di'llsible y 
que In tP puada exFresar.:;e como: 

2 

(l.31 

1 2 7. 
ln<j>lll=iyl--2·0 l 

o para a--::- 2 y en c.:uyo c11so e=-¿-

fo llx dx 
ln<j>(tl=lyl+c 1 (exp(llxl·!-------1----n·- + 

·co 1 +x2 1 x 1 ª 

f 
CO l l V d X 

+c 2 (explilx)-1-----'-' 1--n 
0 l+x2 lxl ª 

para O<a <2 ·,con c 1 y c 2 constantes no negativas y c 1+c 2 )0. 

A conllnuaclón se recuerda la defl11lclón de una distribución 

inflnil¡¡mente divisible. 

OEFINl!;;,10~_!,1 

Una función de dislrlbuclén F 'º dice que es INFINITAMENTE 

DIVISIBLE si para cualquier entero pc::;ilivo n existe una fu11CiÓn de 

distribución F tal que Fes la n·convoluoión Je F , es decir. n n 

(1.4) F=F*F* ... *F n n n 

7 



EqutvalenternEnle, una función caracter(stlca $ se dice qoo es 

inflnilarnente divisible si para cualquier entere pcsitbo n e:<lsle un> 

funcl6n caracter(sllca .p tal que 
n 

ll.5) .P\tl=( ojln\l) ¡n 

A continuación se presentan tres ejcrnplos de- distribuciones estables, 

tienen lu pat'licularida<l de ser· lus Ú11ic<i'.3 lcyr.:!~ esluUles para las cuales 

se canece su Í'Jncldn de densidad en f crrna cerr:J.da. 

ºfJYIPL.Q ___ \, \_ 

La distribucién normal con media µ"F. y \'Orianza a2 ) O ~s una 

distribución e:>taGle sln1étrica. En cl'ecto, suslHuyend0 en la e.~preslón 

{1.21 tr~:.:!, J?=O , )'=Jl y e -=aí·/2 ~~ obli~ne la funci6n r;aracter!stlca 

' ll.bl ·t\tl=c:<p\ iµt --!fr t 2 1 

que llene ascclada la función <le donsidad 

( 1 :11 

QL~[!-Q __ \,~_ 

-117 (:<-µ)' 
flx1=(2rra') e'p\----------1 

202: 

Sustituyendo en la expresión \ 1.2) a= 1 y ¡J=O obtenemos la siguiente 

función crirncter!stica 

(1.8) ojJlt)=exp(iy t-cl l/) 

que corresponde a la distribución Cauchy con par:imetro de localización 

y y par:imelro de escala c, cuya función de densidad es: 

EJEMPLO 1.3 

1 
r ( x; y' e 1 = ------------------

crr [ l + ( x - y /c 121 

El caso u=l/2, fl~I, y=O y c=l, corresponde a la distribución 

" 



estable pooitiva ccn función de densidad. 

(l.10) 
-1,' i l 

í(xl=l2rrx3
) expl-2:;-) <0,ooilxl 

conocida como la distribuci6n de Levy. En donde Ico,ooilxl es la íuncl6n 

indicadora del conjunto de ndmercs reales positivos. 

Llnc de los problen1a~ impcrtant~s en J:i teorfa de l~yes estables es la 

determinación de los dorninics d~ atracción. En esta sección se presenta 

un resumen de los princiFales resultados qu-3 sirven pa1'a dar una 

soluclén completa al problema. 

El siguiente teorema caracterl.::3 a los r-J..:mini0s de atracción de 

distribucion~s estables con índice u lO--:a<2), única y e:-:clusivarnente a 

'.rovés del cc1nport;:irnicnto de las colas <l0 las distribuciones. 

JJ.;'._QL'.l;:_t,16 _ _1_,:}_ !CARACTERIZ:\CION DE [!OMINIOS UE ATRACCION) 

Una funci6n de dltribucién F perterte,:e al dominio de atracción de una 

dir.lribuclén 1?~·.t.1blc cor1 {ndlce <t IÜ\(J"~'.:i ::;i y solo si 

(1.11) 

y 

{ 1.12) 

______ ,. 
e, 

CU:Jndo X ___ .,. O> 

para cLE1lquicr ccnstnnle k>O 

-1~rtd1Ht +{~¡- -----> k ª cuando x ---• ro 

Las conslantcs c 1y e¡ están sujelas a la condlcién c 1 ~0 , c2 ~0 , 

c 1 +e, )0 , y están reloclonadas a la distribución estoble por medio del 

teorema l. 2. 

9 
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La ccn•.-ergencla C!3lableclda en 1.11 se puede Interpretar de la 

siguiente n1ani~ra: Para x lo sufici~ntemcnte grande, el área F{-x) en la 

cola Izquierda de la distribución, ~e puode ccnoldcrnr pmrercional al 

drt!a 1-F(x) en In celo derecha, cc·n faclor d~J prcporcionalidad c 1/c 2 , 

en otras palabra5, se p•Jo!de decir •1ue lns colas d·~ !ns dlstribu-:i0n·?s en 

el dominio d·? atracción de una loy estable están balanceadas. La 

ccnvcrgencla establecida en 1. 12 nos indican que las colas de la 

dl~tribución v;:irfiln lcnturnonte curiri•:fo ~ tienda al infinitc, lo g'-P

signlflr.:iJ qu~~ el r·~so en las colas dc;i1·ed1il e i:::qulerda a partir de k:< y 

-kx rcspectivan1cnte 1 parü c•JJlqui~1· :--:~O }' k!O e:. del nii~rn!J crden que 

el pezo de 1::1s calos 1-F(:<l+F{-x). Pl)T' br•J'/edad direnics qu~ las 

distribuciones contenicfr1s en el darninio de alr~cclón de unn ley estable 

r;:~n índice u (0\u(2) llenen" coln~ pesadas" 'l qui::! '.'élrl<Jn regular1nente 

en lrifi111to. 

L:l elccciéri de Jo::; con-:lantes <le l?Star.dJri::.ach~n se ~~J~d~ d~du:::ir de 

lu d.:.:n1o:!~l1·:::i-:l·~n 1J-;l l•::o:!!"~/n1 ".j1E! h~i::·::11 1. ;r1r:der1~·J y K·:-l111::.!g•:·1cv(19S-1}. 

En '2!:to Jen·1·J~ti·:Jcidn St~ r:islublccr:'n c0ndicicnes e:-:pl!•:itu~ pllr<J bn , de 
hech:i, partl l.:! elección d,:: 1<:1s conslüntcs IJn iJS neces<iri•:' y suficiente 

qui:? s~ satisff'l[Jn la~ cc-ndicianes 

11.I:!! 

<:' 1 . 

nf ( b :<) ----> -----
n 1:< Iª 

C; 
11 ( 1 - F { b '! l -----> -----

n :-: ::-r 



[ 

b~- (;dF l•I 
11 -('U 

l l. 1. ·l) n /ml ln.p lJ /bn) 1 

a ::O 
n 

si 1 <a~ 2 

Si U:= 1 

si O (a'· i 

El leorema l .3 nos dlce que las distribuciones estables no normales 

pueden n1odeln·r fen6n\enos en los cuüle:::; la probnbllidad de observaciones 

grandes, es alt<.:1. Sen aden1ás 1ncdelcs alternali\'C5 ü la distribuc:ldn 

normal dentro di} la eslad.!sticc:i robusta~ ya que u~ni:!n la ventaja sobre 

otros yü prepuestos {·:er ,1\rdre·.11s et al ( 1970)), de poseer una 

estructura prcbabll!stica rica y bien desarrollada. 

IJn ejen1plo de <1pllcaclén del tcorcrna l .3 es el siguiente. 

S-!f:.!0l'L0 .J..,_4_ 
La distribución t-Student con 2 gradas de libertad pertenece al 

domlnlo de atracción de una distribución Cnuch}'. 

En efecto, la función de distribuci¿n de la t-Studenl can 2 gra<las de 

libertad es 

por la tanta 

y 

c, 
luego --= 1 e, 

F2 l-:<1=-~---~scn(arctg-~-) - - v_r 
l - F2 (x) :=J- _ _!_sen ( arctg~!..) 

2 z v-?~ 

, osea c 1=c2 

Además aplicnndo lil regla de L 1Hospllal se ti~ne 

11 

-ro(x(ro 



X 2 2 
cos{orc!g-'-) ( 1 +k x /2) 

1-F(xJ+F~' 2f (-xl rr lim _ _ '-=llm- - _ --= lim----- ---·--2--
x->rol F( kx)+ ( X) x->ro 2f Fl<xl x·>ro kcos(orctgEl (l+x /21 

IT 
2 2 2 

=lim-1-b!.j-~_LL=\;; = k 
X·>ro k ( 1 /X + 1 /2) / -

El resultado se sigue aplicando el leoremo 1.3. 

1:1. D. 
Los resultados del teorema 1.3 no son ciertos pwra la dislrlbuclón 

norinal, con\o lo fHU~~\1·il el siguiente h.?ore1n~, pues llene colas 

despreciables o seo " no Jlf!Sodus ". 

JJ;'.Q)~J::t0A .. L1 ( CONOIC!UN DE L!NDEMBERG - FELLER l 
Uno [unción de distribución F pertenece al dominio de atracción de 

una dtstrlbuclón n1Jrn1al no deger1erada, sl y solo si, 

(l.15) J dF(x) =O ( 1
2 J x' dF(x)) 

:x\;,l \x\O 

cuando l _., ro 

Equl va lenlen1e;ite 

Í d F (xl 

(l.16) lim ___ l'.E} _____ = o 
t -.-0') 2 í 2 t x dF(xl 

\x\<t 

El siguiente resultado se refiere a la existencia de los momentos de 

las dlslrlbuciones en el dominio de atracción de una ley estable con 

(ridlce a. 

·~ 



TEOREMA 1.5 

Si Una función de distrlb~;¿n G pertenec~ al dominio de atracclén de 

Una distribución estable con fndlce a, entonces para todo r tal que 

Ol> r(a(2 

(1.17) 

+ru . . 

J 
1 x (drJ¡x) <o:: 

-QJ 

es decir, G llene tecles les mcn1en1.cs de orden esti·icta1nenle menores 

que a. 

DEFINICION 1.4 

Un2 función de Jlstrlbu:!Ón G º'' dice quo part•:noce al DOMINIO DE 

ATRACCION NORMAL de una dlslrlbuc!Ón eslable 1~ can (rvJ!ce a, si 

está en el do1ninio de Lilra•:cidn de F y si la:; constcntes de 

1 lu 
1JSlandLirlzaci¿11 bn S•.:11 d·:! la forn1:1 :iri ' , C'Jfl n un"1 constanlt? puslliva. 

En p<lrticular, toda di~lribu::ién eslabl02 pF?rlenece a su propio don1lnio 

do z1tr~ccicín rl•Jr·rnril. En efccl0, nstc J\'?St1ltad0 s•:: de~prcndc de la 

de111oslración d<:l slguiente le•.:-1"0n1c:i. 

TEOREMA l. 6 

Toda distribuclén ~stabte r~rtcnec~ <J su prcpio dominio de atracción. 

IJcmostraclÚl1 . .:=eu. F u11J funcidn d~ distribucic<n estable con índice a, 

r4uo:! por !:.encillc::: /' sin pd'r·di.Jw de genernlidad supondrernos que es 

simétricn t{J=Ol. v sean ~ 1 ,.'< 2 •••• ,X n variables alealorlas . n 
independientes e i<lénlican1.:::inte distribuid;:¡s con función de dislribucidn F 

y función carnctcrr~uca </> • Sea Z una variable aleutoria de la forma 
' n 

- ' 2 n=bn 2:X1-ªn 
1:.-': 



La función caracler!sllca Je Zn es: 

. . 1 
<I>. {l)=E[exp(llZ )]=E[exp(ll(b- ¿x 1-a ))]= 

... n · n .·- n n 

=exp(-ltan) E [exp ( 1t < 2X 1)] ~exp (-llan) [ </> x (l b~1 :] n = 

• _1 _1 a n _1 _1 a 
=exp(-llan) [exptlylb

11
-cltb

11
1 )] =expllt(ynbn ·a

11
)-cn!tb

11 
1 1 

Hacienda b
11
=nl/a y yn<-an=y a sea a

11
=yln(a-l)/a_I) se llene 

q•Je 

<I>. (t)=exp(lyl·cltiªI 
"11 

Lu·,go la funcidn de distribución de la variable aleatoria 2
11 

es F y 

tri 1:ialmcnte c-Jn·1erge en dlstribuo::iór1 a F. 

El teorc111~ 1.6 1~n particular permite aplic;:ir Ja interpretación qu-= 

hicin1<Js del teore1n::i 1.3 al ccnjunto de di~tribui:lcnes estables con 

(ndice u {Ü· u·~2J. l\c!:un1i~ndo. pod·~n1cs dc•:ir que las distribu:iones 

cst::iblcs c~n índice a (0\u<2J, tienen " cofa!; pc!>aÚas " y que '/arfan 

regularment~ en infinito. 1\dcm<Ís en ·:irtud d~2l teuren1a 1.5 l<lS distrl-

bui:!icnes c~t;Jbl~s con fndic12 u tien~n rnornentos de orden menores que a. 

Las ~lf;Ulentcs de~ tccrcmtls coracl~riz<in c:i los donlinlas de alracclo'n 

ncr1n:::il de díst ribu..:icnc~~ t~stnblcs. 

ll:~JREMJ\ 1.!._ !TE'.'RLMA LL\'.-;11 :u DC:L LIMITE CENTRAL! 

Una funcí611 de> di~lríbuc!Ón F p1::rtcn~cc ol do1ninlo de atracción 

n•J1·rnal de In di~tribuc!Ón norm:'ll, si y ~e-lo si F tiene var!nn?a uz flnlta, 

y en tal caso b =u n"2• 
n 



:n::uRl.::MA 1.u 
Para que una función de d!str!buclún F perl~nezca al dorn!nlo de 

alracclón normal de una d!slrlbuclón estable con índice a (O<a<Zl es 

necesar:-lo y suílclenle c¡ue 

(l.18) 
( 

a · · · -a (c 1c +a,(x)) !xi . 
Flxl= .·· 

a - a l-lc2 c +a,(x))!xl 

si X <0 

dorv:le e es una const'anla poslllva, c 1 y c2 eslan relacionadns con F por 

medio del teorema l.3 y a 1 lx) , a 2 (x) satisfacen la condición: 

(1.19) l!m a 1 { x l = 1!ma 2 { x l =O 
!x 1-•w I=< 1-•w 

El siguiente teorema proporclcn<J líl constru~cién y generación de 

algunas distribuciones que perten'2cen a distinto~ dominins de íllracci6n. 

TEOREMA l.9 (Shap!ro 1.1975)) 

Sea X una variable aleatcric:i con funcldn de densidad f, tal qlP

f(Olr'O y f es continua en :-:=O. Entonces parn cuülguier r')Ü la variable 

1/IXlr pertenece nl d'Jminio de atracción de una distribución '=!slable. 

Si O<r~l/2 entonces la vur·iuble 1/IXlr perlen~ce al dominio de 

atrucciÓn de una distri~ución nJrn13!, si r) 1/2 entonces 1/IX\r 

pertenece al d'Jmlnio de atrncción de 'Jrt3 di~tribucián estable ccn índice 

a= 1 /r. ,'\d.-.:n1Ós para r> 1, si X es ~'.1'3 '.'t:lrl3bl~ alealo1·ia ccnle•lida en el 

don1inlo d~ atracción de una distribL'CiÓn "?Stélble ccn i'ndice a l0<..a<2), 

entonces IXlr pertenece al dcn1inlo de atracción de una distribución 

eslnble ccn (ndice a /r. 

15 



1.4 PROPIEDADES DE LAS DISTRIBUCIONES ESTABLE!':. 

La siguiente propiedad se deduce inmediatamente de la forma de la 

función caracterfslica de una disll'ibuc1J11 estable expresada e11 la 

relación ( 1.1). 

PROPIEDAD 1.1 

Todas lilS dislribucloncs eslnblos son absclutamenle ccnliriuas 'j la 

f1;111.·ló11 tl·~ Jt!11:;i1bd l lt..:111~ d•.?r·lv<..1d<..1:~ 1~u11t i1u1;i111l!lll•..? diJ'c1·11r1•.:iaG\es. 

A pesar de que este resultndo asegura la e:-:lslencia de la función de 

densidad de una distribución estable, es Imposible e:<presar estas 

funciones on forma cerrada, salvo en los casos mostrados en los 

ejemplos 1.1, 1.2 y 1.3. Para distribuciones estables simétricas 

(JJ=U) con parárnetro Je escala e::: 1, se han dado desarrcllos en series 

(Fcller 1966), los cuales se mue~trnn ;:i contlnuaclén. 

LEMA 2.1 

a) Para x> O y O (u<! 

(1.20) l r [k u 'l J - a k k n , 
f(x;u,y)=--ir~.;:-2---n-----1-x ) senza(y-a, 

b) Para x)O y i <u<2 

(1.21) l rll+k/uJ k krr f(x·a y)=--- ""-----r;-- (-x) sen----(y-a) 1 
' 1r:< L. KI 2a 

e) Para x(O y l (u<2 

(1.22) f (X; a, y)= Í (-x; a, y) 

En conlr·asle con estas exp~siones para la función de densidad, 

16 



recordemos que el teorema 1.1 a travi!s .de .la expresi6n ( 1.1), 
proporclcna una forma cerrada para 18 función caraclerfsllca de una 

distribución estable. 

La zlguionte prcpiedad e• una condición aréloga a la condlc!Ón de 

Llndemberg-Feller para el cas•J O<a1.2, y refuerza la interpretación 

que hicimos del teorema 1.3. 

PROPIEDAD 1.2 
Pai·3 toda dislrlbu~!·!n estable con (ndico a [0 <a·: 21 se llene que 

(1.23) 

en donde ca>O. 

lln; xª f l -F (xi+ F(-:d] =ca ,,,_,,,, 

Ot.:mostraclún. Del tccren1a 1.8 s<:? s!gu9 qu•: el J(111ile ( 1.2J! exist~ parn 

tocia dlstribur..:ién qui::! pe1·tcn-2zi:é!. <1! dor11inlo Je Lilr'.:lcclcfn 11orn1al de una 

di-=.trlbuclón 1'.}5lablc ccn (ndice a ({)f,u<~J. y come tcdn distr·ibui:ión 

estable perten~ce a su propio d::rninic d~ atracción normal, la propiedad 

1.2 c¡ui:d.:i d~rno~;lrada. 

r).D. 

ÜQ · eGl:::i prcpiedod ~':! dod•J:o gu•:> el área de las colas de la 

Ji~lriUucién !lende t3 r:e1D cuandt• x->-c.u, esto i:=:s debido a qu~ :<.ª para 

O-:.a<2 d!ver,_;e a 1-rr:- cu:udo x-.,rn ¡· p:iru qu·:i el J(n1!te ( t .23) sea 

íinlto, ~s n'1cesé1riL1 qui? 1-F(:d 1-F!-:<) ccnver ja a C"?:l'O n1ás 

r;:ipidnmenle cuélndo x-ho; ade1nás está rncstrando la rapidez de 

ccn·~rgencla. En erecto, de los teore1nas 1.3 y 1.6 concluimos qui?: las 

distribll':ionr?s cstnbl~s can índice u (C(a(2) llen<.:!n colas pesadas, 

variando rcgularn1ente en lníinito, y del leore1na 1.4 en combln3cién con 

in prcpicdwrJ 1.2 se deduct"~ que no ~s de 0rden 2, sino 1nds lcnla, de 

17 



hecho es de or-den a. De aqu{ se sigue que mientras n1<Ís pequeña sea a, 

más pesadas serán las colas de la d!slr!buc!ón. 

Del teorema 1.5 se deduce que toda d!slr!buc!Ón estable ccn Indice a 

(0<a~2) posee lodos los rnomenlos de orden estrictamente mencres 

que a, y de la propiedad 1.2 se corcluye qu<:? los rnomentcs rn::iyores o 

iguales que a no existen, excepto para la dislribucién normal (a=2) que 

llene n1om~ntos de todos los órdenes. En particular pnra 1 ·~a·~2 las 

dlslrlbuciones estables tienen rncme11los de primer orJ¿11 siendo y la 

rnedla de la dislribuclén, y 11u llenen v<J.rianza finita. En ~l caso en que 

O<u( 1, tan1paco poseen m<:?dia. debido a que n'J e~islen n101n<:?ntcs 

mayores e iguriles que uno. 

L<l ::;lguicnl~ propiedad íue probada p•..:-1· lbrar,irnov-Cher-rlin ( 1 ~l59). 

PROl'lEOAD 1.3 

Tcd<1s las distribu::iones estaliles s:Jn unirnadales. 

Las prcpicdc:ides vistc:is hasta aquf, junto con les rcsultn~los de la 

c·~ccidr1 1.2 nos prc¡:orcicnan una id•?:<l global del ca1nporta1nienlo de las 

dislribuclrJn~s estobl~s. A parlir de cstr~ r1101nento nu·?stro esludi0 se 

ccrv..:cntrarn' sélo en Ja clase sln1dtric<J de estas distrlbucl0nes. 

2.4 QlSJRlllU¡;IO~l:!i!;:?J:ABIJ::.S S.Ifo.,1f,J'RII_AS. 
E11 ~:.:;la s•.:ccit.511 se 1.::.;tu1.lin11 !;1~ dislribu·_·lc11-:-s cslnbles sln1élrlcas y 

'.'cremes su-: similitudes y r:cntr·ostcs con In dislrlbucién nor1nnl. Para 

ello seguiremos una r-epar·an1'}trización distinta a la onconlradil 

u:;uahno11te en la literatura, dicha r·eparnrnetri<::<lcii5n coincide con la 

usndil p::irri In distribuci6n norn1al. 
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El leorem3 1.1 dice qu~ una dl"'.rlbu:lén estable es simétrica si y 
solo si su runct6n caracter(sllca es de b forma 

ll.24) 

c0n ·tn<l<t~, Q•,u 1,2, ·cr,·~ y·~(l'I y c··o 

dond'3 el pard1nelro de lcc::ili::a.:1•5n y, qua en este ca~o especial coincide 

ccn el centi-o d~ ~.\Jní!lr(n, ~s l::i n1ed!n11a. l<l n1oda y pai-3 l <u-:;2 es la 

nteclia de la distribución. En an:il·~gfr1 ccn la nc-tacién pilra la distribución 

narmnl, se p~cmrlazurn' la lel1·é1 y por la letra µ. El pnr·dmi:?tre de 

escala e, qu.; rara a=2 está relacionada con l;i v<Jrlan::a de la 

distribución norrnal por n1edlo de la Igualdad c-=o~/2, se 

repüra1netrL:Lird suslituy·~nd0 -: r•Jr aª /u. r\l fin:il d<; esta seccldn 

darernos un significado e interprclt1ci1!n dr.o> a". 
Con eslcs carnbios '=11 la nataci¿r11 t=nernos que una distrlbucldn F es 

estublc slm~trlca si y solo si su furv~ic!n caracter(stica es de la forrna: 

(l.~51 
u 

~·ll)=o:·.p li¡i l - _q __ 11 1 ª ,1 
!T 

-1.r<l','.l~, -r".'-'.}J','"'-', o'.·0 y ü•,aS.2. 

En gcn~r<Jl se die<? C"j'.Je ur:3 dislril:u-.::ir5n de probabilidad está 

estandoriz.ada si los par·ám•:?ti-cs de lccalizacián y csc;Jla sen cera y uno 

rc::pecli•:amente. La <listril: 1Jr::i0n establCJ slrniitrica est~ndar para a=Z, 

utilizando nucstr'1 repnran1etri:.ar=IÓn <Ju/a, corresponde a la 

dislribuci15n nor1nal estándar t11~ü c1:::: l). En ca1n\Jio si 

estancla1~1:::.am0s ut ilizun'1o el pa1·ámetr·o de escala e fe= t ), rJl índice a= 2 

le correspond<? la distril..iuc:ién a::r1nal con rnedia µ-=O y varianza a 2 =2. 

La disl ril'uci0n nr..Jrrnnl estrln.JLlr está r•2lc:i<::icrK1da ccn la distribución 

Cuo.J-:hy c~lórv.lor a travds d'"!l si~uicntQ resultndo. 
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TEOREMA l. !O 

Sean X, , X2 variables aleatorias lr1Jependlenles e idénticamente 

distribuidas como la normal estándar. Enlences la variable aleatoria 

Y=X,/X 2 está distribuida como la Cauchy estándar. 

El siguiente teorema (Shashanka 1981) es una generalización del 

antP.rlor, para disl rl bur:ir.n~s r.~l<1blcs. 

TEOREMA 1.11 

Sean X1 , :"<2 , ••• ,Xn variables aleatorias independientes con 

función de distribución normal estándar y n~2. Enlences para V n 

definida por 

{

X, 
\/n= ?n-2 2 . 2 2 2 2n-3 

exp2 I- -1JX 2X, (X,1 ... (Xn) 

si n=2 

si n~3 

(donde exp2 (x)=2x) la variable aleatoria U=X 1/V n llene una 

distribución estable simétrica con (ndlce a 2-n. 

La familia de las distribuciones estables tiene, al Igual G'Je la 

. distribución normal, la propled_ad de ser Invariante bajo 

lransformaciones lineales, resultada que se expresa en el siguiente 

teorema. 

TEOREMA 1.12 

Sean X,,X,, ... ,Xn variables aleatorias Independientes tal que para 

1=1,2,. .. ,n ; x1 llene una distribución estable simétrica 1*1 F1 con 

vector de parámetros (a,µi'aª /a), y sean a11a2, ... ,an n números 

reales. Enlences la variable aleatoria Sn=:Ea1 X¡ llene una distribución 

estable con vector de parámetros (a, :Ea1µ 1 , :Ea~uª /a). 
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·n:l jREMA .1.:.lQ 

Se<Jn X1 , X2 variables aleolcrlas independientes e id4nticamente 

dlslrlbuldas como la normal estándar. Entonces la variable aleatoria 

Y=X 1/X 2 estd distribuida coino la Cauchy estándar. 

El siguiente leorema (Shashanka 198 1) es una generall:aclón del 

anterior, piJra dislrlbuclr:one~ e~t;iblcs. 

TEOREMA l. 11 

Sean X 1 , Xz '" .. 'Xn variables aleatorl<:1s independientes con 

función de dislrlbuci6n norrnal estándilr y n~2. Enton-:es para V n 

deíinida por 

~i n=2 

si n<o 3 

(donde exp,(x)=2x) la variable alealorta U=X 1/V n llene una 

distribución csta':;,le simétrica con !ndlce a 2-n. 

La familia de las dlslrlbuclones estables llene, al Igual q•Je la 

dlslrlbuclón normal, la propiedad de ser Invariante bajo 

transformaciones lineales, resultada que se expresa en el siguiente 

teorema. 

TEOREMA l. 12 

Sean X 1,X2, ••• ,Xn ':<'1riubles aleatorias independientes tal que para 

1=1,2, ... ,n ; x1 llene una dlstribucién 1~stublc slrnátrlca '*1 F1 can 

vector de p<:lr<Ín1clrcs {a,JJpºª /a), y sean a11 a2, ... ,an n n6mercs 

reales. Enlences la variable aleiJtoria Sn =:Ea¡ Xi tiene una distribución 

est<:ible ccn vector de pordrnctrcs {a, ¿aiµi, La~oª/u). 



'* 1 .~unque el teorema es más general, pues no es necesario pedir 

simetría, para nuestros fines basta e:o:presarla de esta manera. 

Demostraclón. Desarrol!ernos la funo:ién caracterfslica de Sn y a través 

d•l !eorema 1. l deduciremos el resultado. 
n n 

<P (l)=E[explitS ll=E[ílexp(lla 1X1l)=ll<P (ta 1l= 
sn n 1 . 1 x 1 a . .· 

n o i u n - ·- n a a a 
=r¡exp0µ 1ta 1--a-Jta 1J i-="'plll~a 1 µ 1 -i~Ja 1 J a 1l[l[ /a) 

Entonces por <21 ~eor--Jma~ 1.1, S
0 

es 

paránmtros 1 a,~a 1 µ 1 ,:¡:a~ar.'a). 
estable slrnétrlca con vector de 

Q.D. 
~r? rlc~pp~11dn. rl0l lr;f'1·11n1:i nril(•rlcr •¡•r •;\ una v;i1'iilhl0 ;dral0r·iil X 

llen~ distribución estable F C•J11 '.'eclor de parrln1elrus tu,µ,acr/u), 

entonces la lransfor1naclón Y=a+bX llene distribución estable con 

veclor de parámetros 1 a, a +b µ, bª aª/ a). 

En !JDrlicular la lr·nsfcrmación 

ll.26) z = __ ::<:_:J• __ 
a 

tiene una distribución estable slnl'?t1·ict1 estdndar. 

En virtud de este resullndo, en ln práctica, al igual que püra la 

Llislrlbucl6n nor·rnal, ba!:lll eslu~lar las distribui:lones estables 

simétricas estandar, que denotarernos por medio de ESE(a). As( pues si 

X es unn variable aleatoria ccn estas caracter(sticas, se escr~blrrl: 

ll.271 X -ESE(al . 

En ca::;r:i d1:! que X no e:::te estandari:::ada ~e escribirá: 
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(1.28) X - ES(cr,¡1,0) . 

Ya se ha observado que las Ónlcas distribuciones ES(a,p,o} para las 

cuales su íuncién de densidad se conoce en forma cerrada son la normal 

y la Cauchy. Esta óltlma es la única para la cual se conoce s~ función de 

dlstrlbuc!Ón en forma cerrada. Fama y Roll ( 1968) construyeren tablas 

para la funcidn de distribución de ESE(u) para valores de u en el 

intervalo 1S'.uS:2, trunc'1ndo las serles dadas en la expresión (1.21) y 

utilizando los resultados de Eergstrom(! 952) para l <,aS'.2, es d~cir, 

k 
(1.29) fx\x;al=- ~ 2:_1:~+- ~~cr~~~tl- sen\L~g)+R\x) 
dende el residu0 

O S'.:!B 

y 
(1.30) 

R(x) =O(x -a (n+ 1)-1) 

IR(:<) 1 < Mx -u tn+ l )- I para alguno constante M>O 

ro 

F 1 ~ k rtakl k¡¡u) fR d .,tx;a)=l+---¿\-1) ------,,-oen(---,,- - ,(u) u 
" rr 1 k! X OK -

X 

donde el resiclu•J 

f°' l -uln+l)l 
X R \U) duc 1) -'\;-¡¡,:.¡-r¡--- . 

,'\ contlnu<Jción desnrrollarncs expreslcr1es integrales equivalentes 

par;:i f {x;a) 'J F {x;aJ ulili::ando In rcparametrlzt:1cién oª /u (Füma y 
X X 

Roll (1968), uti!i~aron uª pcir::i las e:-:presl~nes de series truncadas). 

Para la rurv.:id11 dí:! dr2nsidad d0 Ul\a dislribucién i:.~:E(u) apliquemos 

la r.Jr·mula d~ invcrsié11 

{1.32) 
ro a 

lf (J u 1 f \X)=--- COS \ :<l) exp (- -·--- 1 ) <l 
:-: 1r u 

o 



Debido a! (ndlce a en el e:·pcnente de t dentro de la íuncldn 

e~:f!oncri::lal, no es fá·.::11 cnc·.::r.lrar una form"J. cerrada para esta funclón. 

Una "'presión de b [unción de dlstrlbcr.i~n de gran ulllldad se construye 

a ccnllnuocl61. 

Ullll:and·J la e:<preslón para C,lx) dacia por ll.32) y como FiOJ=0.5 

se tler~ que para x~U 

o sea 

º' 
(l.33) - - l f scn\;:l~ oª a F x<x;al-=0.~+-¡,- -----¡-----e,pl--(i-t ) dl 

o 

y para:-: <O, se lien~ 

ll.341 

Las [unciones de rfonslda•l y de distribuci6n de las ESE(a), pueden 

SQr evaluadas de forrr1a <listín, a íl h1s en1pleadas pcr Fama y Roll al 

ulili::3r r116todc:c. numéri-:cs p:lí.! r_:;Jlcuh1r- las integrales e:n las 

'.:!:"':pP?SioJnc~ 11.:.-!~) '/ (1.JJ¡, 1~·cn lc·s r·'C:-:-,1Jltnd·:-~ de dicha C'.'aluücl6n se 

con~.;lruycr-en \<:ibl::is de ESl::{a) para va1·ic~ valores de u en el intervalo 

\ 1, .~ J lns cu'..llc-: ap:J1·cc.:0.n en 1~;6me.:: :\1·ias-P4'rcz Abreu { 1986). 

l~tll'O cr.1nt~lr.1n•~r1~i11· 11~n1\~1·ir:-1 :.: L0.f)n1<!t1·i(:a111cnlc las in'•.!1·prclnl!ioncs 



que hicimos ~el teorema 1.3 y de la propiedad 1.2, pres•nlamoo a 

conllnuncién labias resumidas de los percentllos de dislrlbc•;iones 

ESE(u) )' do lus funciones do densidad para valores d• cr entro 1 y 2. 

A<lcrrH~D se br.-s11ucjnn lo!-~ r,rdíicn!i ele In~ fu11clo11cs de dcnsl•Ii1d pJra 

nlgu1os vnlurcs de u. 
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. DENSICJADES DE PROBABILIDAD PARA LAS DISTRIBUCIONES ESE(a) 

x a=l 

o.oo .318 
0.02 .318 
o.:m .306 
0.40 .274 
0.50 .234 
o.uo .19•1 
1.00 .159 
1.20 .130 
l .'10 . 107 
1.bO .Oll9 
1.80 .075 
2.00 .063 
2.20 .054 
2.40 .0•17 
2.60 .041 
2.80 .036 
3.00 .031 
3.20 .028 
3.40 .025 
3.60 .022 
3.80 .020 
4.00 .018 
6.00 .008 
B.00 .004 

l0.00 .003 
15.00 .oo 1 
20.00 .000 
30.00 .000 

-
• O a= 1.1 

2 .3349 
2 .3345 
1 .323•1 
4 .2928 
1 .2519 
1 .2095 
2 .1711 
5 .1389 
f> . l 1 :~<J 
•I .092•1 
1 .0763 
7 .0636 
5 .0536 
1 .0456 
o .0392 
o .0339 
8 .029fa 
3 .0260 
3 .0231 
8 .0205 
6 .0184 
7 .0165 
6 .0071 
9 .0039 
2 .0024 
4 .0010 
8 .0006 
4 .0002 

~--- ---- -------

--- ---
a= 1.2 a= 1.4 a= l • 5a=1.7 a= 1.8 a= 1.9 

---- ,___ -- --·---<-·-+------
.3·185 .3689 
.3480 .3684 
.3377 .3591 
.3082 .3317 
.2674 .:!919 
.:!233 .2465 
.1820 .2014 
.1466 . l 60G 
.1177 • t ;~C<l 
.0948 .0901 
.0769 .0772 
.0630 .0608 
.0522 .0483 
.0437 .0388 
.0369 .0316 
.0315 .0260 
.0271 .0217 
.0235 .0183 
.0206 .0155 
.0101 .0134 
.0161 .0116 
.0143 .0101 
.0058 .0035 
.0030 .0017 
.0018 .0010 
.0007 .0004 
.0004 .0002 
.0002 .0001 

.376 5 .3880 
1 .3878 
1 .3794 
7 .3545 
7 .3172 
1 .2721 
8 .2246 
1 .1790 
'I .138•1 
b .10+1 
2 .0774 
5 .0568 
1 .0416 
1 .0305 
7 .0227 
1 .o 171 
9 .o 131 
6 .o 103 

.376 

.367 
.3•10 
.301 
.256 
.209 
.167 
. 1:\0 
.IUO 
.077 
.059 
.046 
.036 
.028 
.023 
.018 
.015 
.013 
.011 
.009 
.008 
.002 
.001 
.000 
.000 
.000 
.000 

o .0082 
o .0066 
4 .0055 
1 .0046 
6 .oo 12 
2 .0005 
7 .0003 
2 .ooa 1 
1 .0000 
o .0000 

------- -------- -

.3923 .3959 

.3922 .3958 

.3840 .3878 
.3599 .3644 
.2233 .3285 
.27fJ'/ .2846 
.2310 .2367 
.1 A4<1 .1895 
. l •12;! . l '161 
. lUbS .1081 
.un7 .0783 
.0557 .0547 
.0394 .0373 
.o:rn .0250 
.0196 .0166 
.o 140 .0110 
.0102 .0073 
.0076 .0050 
.0058 .0035 
.0046 .0026 
.0037 .0019 
.0030 .0015 
.0007 .0003 
.0003 .0001 
.0002 .0001 
.0000 .0000 

·ºººº .0000 
.0000 ·ºººº 

---
a=2.0 
--------
.3989 
.3989 
.3910 
.3683 
.3332 
.2897 
.2420 
.1942 
. l ·197 
.1109 
.0790 
.0590 
.0355 
.0224 
.0136 
.0079 
.0044 
.0024 
.0012 
.0006 
.0003 
.0001 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 
.0000 



PERCENTILES DE DISTRIBUCIONES ESE {a) 

--- -- --- --< 1a=1.0 a= 1.1 u= 1.2 a= 1.4 a= 1.5 a= 1.7 a=!.8 a= 1.9 a:::.2.0 --¡--;-;- --- ----- ----- --- --- --- ------ ---
0.2 '.5628 .5662 .5690 .5731 .5747 .5770 .5779 .5786 .5793 
0.4 ¡ .6211 .6281 .6338 .6425 .6457 .6507 .6525 .6541 .6554 
0.6 .6720 .6827 .6915 .7050 .7101 .7180 .7210 .7236 .7257 
0.8 .7148 .7288 ."1'105 .7589 .7659 .7770 .7813 .7850 .7881 
1.0 .7500 .7667 .7810 .eoJG .8125 .e267 .8323 .8372 .8413 
1.2 .7789 .7976 .8138 .8397 .8501 .8670 .8738 .8797 .8849 
1.4 .8026 .8227 .8401 .8683 .8798 .8986 .9064 .9132 .9192 
1.6 .8222 .8432 .8612 .8907 .90c7 .9228 .9311 .9386 .9452 
1.8 .8386 .8600 .8783 .9082 .9204 .9•109 .9495 .9572 .9641 
2.0 .8524 .8739 .8923 .9219 .9.l,10 .9542 .9627 .9103 .9773 
2.2 .8642 .8856 .9038 .9328 .9•H5 .9639 .9721 .Y795 .9861 
2.4 .8743 .8955 .9133 .9.J l·I .~1527 .9711 .9788 .9856 .9918 
2.6 .8831 .9040 . 92 ¡.¡ .~1 .:H!S .9591 .976·1 .9e?4 .9897 .9953 
2.B .8908 .9112 .9282 .95·12 .%43 .9803 .9868 .9924 .9974 
3.0 .8976 .9176 .93·10 .959() .9685 .9833 .9892 .9942 .9987 
3.2 .9036 .9231 .9391 .?529 .9719 .9856 .9910 .9955 .9993 
3.4 .9089 .92~0 .9435 .9C:G3 .9747 .9875 .9923 .9963 .9997 
3.6 .9138 .~L!:~·l • ~_1 .. ¡-7.¡ .~!69.~ .<l"/71 .9890 .993J .9969 .9998 
.1.ll .'.llB 1 . l)~!b.! .n~~<H! . 1\ l 11 ,ll)<.l:~ . t\(HJ:! . ~)q.¡ t .~191J .9999 
•1.0 .9220 .9398 .'1SJ8 .97JB .9809 .9912 .99•1B .9977 .9999 
6.0 .9474 .9615 .9721 .9858 .9903 .9960 .9978 .9991 .9999 
8.0 .9604 .9720 . 980'1 .9907 .9938 .9976 .9987 .9995 .9999 

!O.O .9683 .9782 .9851 .9933 .9956 .998•1 .9992 .9997 .9999 
15.0 .9788 .9861 .9909 .9963 .9977 .9992 .9996 .9999 .9999 
20.0 .9841 .9899 .9936 .9975 .9989 .9995 .9998 .9999 .9999 
30.0 .989'1 .9935 .9961 .9981 .9992 .9997 .9999 .9999 .9999 ----- -------- ------- ------- -------- --------- --------- ------- -----
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El parámelro de e5cala aª es la varianza de la distrlbucld'n 

únicamente en ca5o de la distrlbur.Jón nonnal (u=2l, debido a q•Je no 

uxiGlc11 1110111cr1luu HILl)'UT'CS u igu.:ilcs yw u ~'ara u·,....!¡ l!!l pa1·liculor na 

c:-:lsten segundos n-1omentos. En su lugar, se enccnlró {lema 2.3) una 

relación para el parámetro de escala a en términos de los per-centiles 

tle la dlstrlbución, P.sta r~loc:ién r::oincide ccn el siguiente resultado para 

la dlstrlbucid'n de Caur.hy. 

LEMA 2.2 

El par~metro de escala a en la distribución Cauch)' es el rJngo 

lnlercuarlll, es decir 

(1.35) a= 1/2(Q3 -Q 1 ) 

donde Q1 y Q3 son el primero y tercer cuartll rcsp€cllvan1ent 0 • 

/Jemostrucid11. Evaluando la función de distribución 

F(,)=0.5+ -~- m-ctg ( (x- ¡1)/a1 

en el primero y tercer cuartll obtenemos: 

o sea 

F ( Q3 ) =0.5 + l-arctg((Q,- ¡1 )/a) =O. 75 
rr 

F(Q 1) =0.5+-Larctg ( (Q 1-µ)/a) =0.25 
Tí 

arctg ( (Q3 -µ )/al={ )' arctg ((Q 1-p)/al=- ~ 

luego Q,-µ rr 
----,,- = tg-;¡- = 1 y 

0,- ¡1 ___ ª ___ = tg (--J[-l=-1 

Igualando estos resultado:; se obtiene flnálmente. 

a=-~- (Q,-Q,) 

28 
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En general, si evaluamo• la función do distribución ( 1.33) en 
11a · x =o /a ' cbten~:!n1os: 

Q) 

F F l/a 0 - l J sen\ol 1ul/a, crt ·a d 
· fxl= (o/cr I= .~+--- ---------'--"-----' "'Pl-l-----;-1 ) l 
X ·x 7r . t l / u o · a 

l I Cl 
y apllcarnb el cambio de variable u=lo/cr • )\ se cbtleno: 

m 

l 'a - 1 f sen! uJ u F \o/a' l=L'.:H-·- __________ ,,.,p\-ll idu 
~ Tí u 

o 

Not~n·~ que el lodo de11:•:ho •k •.:!;ln ig1J11lth·I dcpt:l1•k1 1.~11!~::11nento. del 

í11<licc a y no del pa1·án1l~t1'0 d·::? 0-:•.:<il<:1 cr. ~eu 1·CT 1_'1 \·wlor de f2~la funcidn 

1 'u 1 'u c•:alu.::u.la en :<-:o/u ' , (!5 decir, Fvlv/u ' J=i· y dc::iignernr;s con 
" " 

t:\. el r -nercr.:ntll d~ la distribL1c:i•!r1, o scti F ('J J:...-1' • Cc·n esta u r :-: r u 
u 

n'Jtacid'n se t ienc qui:;: 

ll.36) 1 'a ,-, :: a/u ' 
- ¡-

u 

u 

Por ser I7 (x) sl1nétrica alrcdedcr de 11=0, se tii:::ne que: 
X 

(l.371 QI = - C• -r ·r a a 

Puesto que o es un par:ímelro de escala el cual debe ser invariante 

b;:ijo locilll~ación, promE<liundo cbtenemos: 

,-, - Q 
~r 1-r a ____ q __________ q_ 

- ---p-
2 a 'a 

(1.38) 

E::;te desarroJlo sirve de base para demostrar el siguiente lema el 

culll es llr1J. generalización del lema 2.2. 



LEMA 2.3 

El parámetro de escala o de una dlslrlbucl6n estable con (ndlce a 

satisface la siguiente Igualdad: 

(l.39) a=-~ a 1iª(Q -0
1 

) . 
. . ru - - r a 

Los valores de r para distribucicnes ESE{a) { 1 SaS2J, se 

oblu·1ieron evaluando ~(u/ul/a) ccn el nlismo rnélcdo cr::n flTJ~ ·se 

elaboraron lns tnbl::Js y los ·:ul1Jr·cs de 1~\. s~ calcularon u partir de la 
(f 

rclnción {1.36) o con las tnblas anterior1n~nlc mcncicnild<is. 

Los rcsult:idos se rnuestt·an en la siguiente tabla 

-
1) 1 'a u r u , 

a T u 

2.00 o. 7502 o. 7071 l.4142 
1.99 0.7602 0.7076 1.4131 
1.98 0.760! 0:10e:~ 1.'11 l'J 
1. ')'/ !UGO!l O. '/O!!'~ 1.· 11 Oi! 
1.96 ü.'/J99 o. 7093 1.4096 
1.95 0.7599 0.7100 1.4084 
1.90 0.7595 0.7133 1.40 lS 
1.80 0.75B7 0.72 í4 1.3861 
1.70 0.7579 o. 73 IB 1.3663 
1.60 0.7571 o. 7'154 1.341-1 
1.50 0.7563 o. 7631 1.3103 
1.40 0.7555 o. 7863 1.2716 
1.30 0.7545 0.8172 1.2236 
1.20 o. 753'1 0.8590 l. 1640 
1.10 0.7519 0.9170 1.0905 
1.00 0.7500 1.0000 1.0000 



CAPITULO lI 

METOOOS EST AOISTICOS PARA 
DISTRlBUClONES ESTABLES. 

2.1 INTRODUCCION. 

En el capítulo 1 hemos visto que niJ se ccr.ocen expresiones cerradas 

p<:!ra los runclones de densidnd de lt:is distribuciones estables, salvo los 

casos de las dislrlbuc:l0nes i'~ormal, Cauchy y Lev>'· Ashnismo del 

leorerr.a 1.5 y d~ l;:i propiedad 1.::! se tiene i:¡ue las distribuciones 

estables con índice u. u/.(fi,::'., s~lo tl~n·~n n10111enlcs de orden 

estrictamente n1enores que u. L·J anlerier dificultt1 la aplicación dS! los 

métodos clásicos de infereno::i3 est<Jd(stlca en leyes estables; con10 por 

ejempla los rnétodos de máxim:J ·:erDsimilitud, estin1adores lnsesgados 

de vari<lnza m(nim'3, n1étodcs basados en la función de distribución 

e1npÍrica, et•_:. 

Estos dificultades han dado lugar a que se hallan desarrollado 

n1étodas estad!stlcos e~pecinles par-a '=Slti familia de distribucicnes. En 

el presente cnpítulo prcsentan1cs algunos d•::? eslcs m!ftodos especiales, 

los cuales abarcan un per!ad1J de• ~O años a partir del trablljo pionero de. 
Fnrnn y Roll 119ú8). Uur-untr.: 1~~5lc tler11po se h:i hi:chu ~nf<.1sls en el 

p1-elJlc111:.i d·~ 1•:_;li111:1•:i1~n, ¡•:11·:1 •!l cu~1l ~,~ ¡ 1 1·1c:;r~11la11 dlf1.!!'1111tr~~~ 

estirnadores y métodos de estimación, especialmente para el parámetro 

cl!2 escala y el e:-:pcn~nte caracter!stico. Además incluimos los estudios 

referentes n la apllc<.1cién d~ los md'tcd1J$ cl.1siccs d~ estirnac-l6n, los 

cuales requieren de rnétcdrJs nur11ér·icos cspi:i:iales para su 
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lmplemenlación. 

Al final del capítulo mencionamos algunos trabajos sobre pruebas de 

bondad de ajuste y recopilamos las principales ideas y referencias sobre 

regresión lineal y series de lier11po cL1ando la~ distribuciones de errores 

pertenecen a la fornilia de las distribuciones estables. 

2.2 ESTlMAfJCJRE.S DE LOS PAR/\METROS DE UNA rnsn~lllUClON 

ESTABLE. 

2.2. l ESTlM/\OORES DEL l'/\RAMETRO DE ESCALA u. 

Fama y Rol! ( 1968) han prepuesto un estimador simple del 

parámetro de escala de una distribución estable simétrica. Estos 

aulor·es obtienen el estimador en formo empírica usando las tablas de la 

función de distribucioln para distribuciones estables simétricas 

estandarizadas, que presenli3n en este mismo artículo. En su trabajo 

ullllzan la fur>olón característica para distribuciones estables simétricas 

parametrlzada en la forn1a: 

l2. l) 

El cambio del parámetro de escala en esta parametrización prodoce 

que la distribución normal estandarizada le=!) no coincida con la 

distribución normal estdndar, sino con la distribución normal con 

"'arianza a 2 =2. Comparando lo ;:interior con lo paran1elrizaci6n que 

dimos en el capítulo 1 en la expresión tl.25), el caso a=2 es la 

distribución normal estándar. 

El esthnador del pa!~án1etro de escala e qu~ los autores proponen est.! 

dado por la expresión: 



\2.2\ .. _ l l". ·?") ·'\ ?B)) c--;s'.tiT2T·u\a,. ~-u u,._ 

dende 0\a,pl es el p-percenll l muostral de lo distrlbucl6n estable con 

Ítidlce a. 

Para obl~ner este esl\n1ador, los autores se basan en el hech-;, de que 

~l l11lcr•.'nl11 I' ·.1. t: rle 1111'1 •.ll~tr·\Uut::iL<n 0st;1lJI•:' ::;1111.Jtri•:a c5 

ap1'0Xilnadarnc11te el ru1150 lnte1'Cuar·tll, por· lo que lt1 ~stanJariza1.:i6n de 

las ecuaciones 

(2.3) y 

es cqÜ\valcnte o locer los 1~.J11¡:;0.s intep..:uartilc:s apro:<i11i:J.don1ente 

iguales para dislriLuc\cn..)s n-::1'.l.~\c~ c·:n dll'erenles u '~. Lo anterior 

hace a esle eslilnadi:-r robusto con respecten a. Aunqu-2 los r!lngos semi

lntercuarliles propor·l~i0rK1.n unCJ inr.dlda "tosca" pc1·0 Gfica;: Uol p::lr~inctro 

e, en muestras grlln'J~s otros rangos inter-percentll8s son menos 

sesgados, en p~11·ticuln1· cu?indo n) t. B sa lienl~ que: 

(2.•\) ula, .75) ·~ .96c 

De ncuerdo a 10s lnbl<:is pr.:;senlüdas peor Fn.rna y Roll, el percenlll 

.72 de una distribucién eslablt? si1nélrlca cslan:hrizadu (p=O,c::l) 

ootd en el intervalo .824 S u ~ .830 l i.e .. 8]7±.003 l para l <a<2, 

f'<Jr lo cual ;_¡f lr1nc:in lo:.; ::iut•:-res que al est\n1ar e usando los perce11t lles 

mu~strales . 7 2 y .~!J, el ~i:!sgo a~intÓlico es rnenor del 4% rJel valor 

T'P.ül. En un urt{c1Jlo pasl~rior, Fa1na y Roll (1971) presentan una 

.1pro:-;in1ncl¿n p:1rL! !J \'llri:in::a di; e dadü por : 



(2.5) u'(c)~ 2(0.28)(.72-.28) ( 1 ]' 
- n(fla,.12) )2 T.654 

. donde f(a,p) es la función de densidad de una distribución estable 

slmétrlca con índice a evaluad~ en el percentll p, y n es el tamaño de la 

muestra. 

En el case de la distribución normal y según la parametrlzaclón 

l2.1), se sollsface que c=alf~ , Jcnde u es k1 desvlaci6n estándar· de 

la población. Además si "s" es la desviación estándar muostrol, su 

cflclencla como estimador de e es sustnncialrnente maycr que la de C, de 

hecho 

(2.6) 
Vor ls/{'Fl 
---------------- = O. 3 H 

Val'( e) 

~~ill e1nl.~éH'!:'' 1_;ornr~ ::'' 1nc~nr~\on~ m1l01·inr·111~1111~ 1: I"'!~; llli{S robu~tri (jUC 

"s" cuando u es de!sconocida, debido n que l<l dispcrsh.)n rnucst1·al de 

s/'/_'.!..., aument<:i rdpidll1n1~nte al disnlinulr a. Por ejen1plo In desviación 

media ubsolutw {r>.·1/\01 de h:is distribucicni~:..:. tvltJnlc CCJrlo de s/'{2' :,i C 

para n-=591) 1·cpc1·tacb:-; p11r F~rna y H.0ll s~ pn:~:cr1l:::in t~ll In lnbl.:-1 2.1. 

n 
La variación tnedia absoluta -~- Llx ... XI se ha propuesto como un 

n 1 l 
c~tlrnador de la dlspersi6n, cuando la rnu~stra no proviene de una 
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dlsrlbuclén 11crmal. Sln embargo lnvesllgaclones Monte Cario lndlcan 

que es menos eficiente que C1 e:-:ceptc cuando a está cercano a 2. Otro 

estimador posible de escalo es el l'vl1\0, definido por: 

m~d(xi ·n1cd(:-;1, ..• ,:-:n) l 

Famo y Roll (1971) comparan medias rnuestrales )' desviaciones 

est:índar del MAD y de e en 1O1 n1'Jestras Monte Cario de tamaño 

rr::299, result<idcs que !;~ ~surncn ~n la tabla 2.2, de los cu:::iles se 

concluye que el uso de C es prer~riblE.· ni uso del f\~.l\lJ )' que este último 

no es robusto en u. 

Un estimador del rnrámetru de c~cala similar a (~.2J, será 

presentado cn el car!tuL: 3. Est~ ·~sl1~11~1.J1JI' 50 1))\ien:: n1cdiante 

consldcrncloncs teóricas y no ernpíricas con10 en Fa1nn y H.r.:11 (1968). 

Igu::ilmente se deducen rcsultadi.:s asintr_<tic.:os püra él. 

a 2.0 1.9 !. 7 1.5 !.:>. !. 1 1.0 

e .966 ,99g 1.002 1.004 1.005 1.005 1.oos 

afel .OG l .06[! .OG9 .071 .07:] .081 .086 

MALI 1.123 !.17'l !.2GO 1.7·1'1 2.655 S.llrl 7.723 

at~·F'iü1 .0·13 .u:-1 .H() .SOi 1.68E ·l.776 8.9~1 

2.2.2 ESTIMJ\DURE.S DEI_ EXPONENIE CJ\RACTERISTICO 11. 

1\rnli::-1n.l0 01 c·J111p•:crt.1rnie11t'J de lc:s p.,1·c'2ntiles 0:11 lo1s celas de una 

distribucién Gslable !:iir11"1lric<:! c•J;ind•J i .. :d e:~pGnente caré!.~ler(stlco a 

dccrecf~, Fw11vJ :: R,-~11 ! 1Cl/1) pn.:puri.-~11 vw1·ic:.; estlr11adores de u 

::.:;. 



cbtenlclos a par·\lr de esladístlcüs de ordtJn. A conllnuaclón describin1os 

estos estlmadcre::;¡ sea X1tX2, ... ,Xn uro muestra aleatoria rJe una 

dislribución eslabie simétrica, y seun xp y x!·p los re.oFecllvos p y 

l·p percentilos, poro algm valer grande de p 1 por ejemplo p=0.95 ). 

l)\tli:.anrJo el estirr1ador de f'ISCala C presentado en {2.1) puede cbtenerse 

en ba~>? a le:. sirnctría de la dislrlbución u11 estlrnndor :!:P del 

p·percentll de unn distribución ESl::(1r) rle In !3iguit"!ntc fern1a: 

12.7) 
,. :~ -Xi- :~ -:~1-z =---P. _______ !?__= (0.827) ___ g _______ l',_ 

P 2e ;:,,,-x,,0 

Un csllmndoI' de u, denolüdo por a p , se obtiene entonces buscando en 

In::; t<.:1blns rl~ las dlstribuclones E~?E(a) el ·;nlor de a que t::orres¡:¡onde al 

p-perccntll n1~s pr'Óxirno <.1 

e:-:pre-::ar con10 una función 

(2.8) 

Zp . Este estirnador forrnnln1cnte ~e puede 

g lp,zPl = ªr 

que ::isign3 a cadoi ·.'oler de p y n cada p-rercenlll ::: de una distribución 
p 

ESC{u) un único csli111ud1~r <le u. A¡:urcnt~rnent~ no ruOJlk~ d·~t-=rrninarse 

<J.nalfticamente un vrilor de p Óptimo; sin ernbargo Farna y Roll sugieren 

tomar valore:; granJes de p. yn gue lns diferencias entre los 

p-pcrccntilcs para diferentes \'alares <le u crecen con p. 

Farn.:i '/ l<c•ll f 1971 l rcrcrt:in distribu:icnes empfrii::n:; de ~p para 

val'Jres de p en P-1 int·~r··.ialo ü.935'pSU.99 '/ para 9 t<:unanJs de 

mu~Gtra. Las conclusiones qu~ se obli'2n.:n de este estudio sen quoJ pt:ira 

u>l.9 •::! n1QjCr f?sti1~1ador rc:.pcclo n un sesgo mfrü1no y a la 

d12~.·,ilacié11 'J~:t :índ<J1 · 1.:.:s n ,99 . 1\J,~1nct's ost:gurnn gue clmnda ne s~! tienl'? un 

l~1n~Íi·:- di: n1u-?stra sul"lcl>:!nlr2n1cnle gran.Jo, o se <lesi::cnoce si el 



verdadero valor de a es cerc!1n':' a 2, ent·~nces a , 99 es un esti1nador 

rela\lvnn1cnlc pobre. Con r·esp~cto 'll !;/'.?!::~O tnÍnitno y a la dispc1-sidn, el 

es\irnodor á,99 es da1niruJd0 FCr tl.97 'l a.95 . '~'bservan ta111bhÍn que si a 

e~t.& cerc.in•) :i 1, no h:::iy ningunJ .... ~ntaj:.i ~ustan.:-ial al usar estlrnadores 

da a basados en pe1-centiles 111·~ncres q•_ie p=.75. 1Jbser'.'nn que por 

1?jen1pl'J ü .93 licn•:?' una di~Fet~i,:n en \•:!des les ca~os 111ny1Jr a la 

.J\'.'[·•:1~:j1~ll tl1• cf.~1:; :: 11,'ll , \':1\1.'I'•": .\•; ,,. ,'l.t \"1r.'1"'•!\ 1••',lttoli:1.!1.\'j pl~\"ll fl•' 

rué más 

dispersn. que para los vnlores de p ~ .93. 

Finalm!:'nlc, Fan1:.i y Rcll h:<J.r::en un'J cc1nparacién con otros 

es\lrno:!ores que se vcfr1n pn:111ctcdc·rT!~. pc1· 0jc1nplc: 

(2.9) 

resultando ccn un sesgo mnycr y un;:i desvinción estándar ligera1nenle 

mayor al obtenido con ü .97 • También ccmpa1·nron con otro esli1nadcr que 

obtuvieron utilizando el lecren1a 1.12 qu~ establece qu~ la suma de 

n-varl<:!bles alealor·ias estables Independientes e identlcamente 

di5tribuith.is es una dislrlbucién estable con el niismo exponente 

carac\erfstlco, pero con pará1netro de escala en dado por: 

(~.10) 
1 la 

e =en ' 
" 

dende e es el parán1etr'C de 

suma. Sustituyendo en esta 

e~r::ol::i de les tdrmlnos lndl'.'lduales en la 

igualdad eslln1adores é y 
" respectivamente y despej<:1ndo a se obtiene el estimador 

(2. 11) 

que no rc~ult<:1 ser un estirnador eficiente rel<J.1 ivo a ü .97 • 

C1 de en y c1 



Otro estimador del exponente caracterfstlco a es propuesto en De 

Haan y Resnlk ( 1980). Este es construido tambl~n con estadísticas de 

orden, obtenidas de varinbles aleatorio::; :-\¡,X2, ... ,Xn independienles e 

igualmente distribuidas con función do distribución perteneden•.e al 

dominio de atracción de una distribución estable con índice a, O (a (2. 

Para ccnstruir el estlmüdor, sean Xu,,X 12 ,, ••• ,X(nl lüs estad(stlcas 

de crden do las -.·ariables IXil,IX,l, ... ,¡:\I, )' Y.,,,) .,, .... ,Y(n) 
_I ~ 1 _ I 

las estad(stlr.os de orden de IXil , ¡x,¡ , ... , IX,,I . Con nsta 

notación se t i0ne c¡u·~: 

12.121 Y -x-' 
(11-. (n· l+I) 1=1,2, ... ,n 

l_ltillzondo la C::l!":::Jclcr::wciÓr1 rf·: !0~. rk~rninios df1 n\rncc-ién dnda por la 

c:~prc:.il611 (t.t:~) drJI l.":Jp!tulo l, en ur1 a1·t(culo nntcrior· Uc Hann l19-/9) 

demuestra que si k=k(nl---•m y k/n=k(n)/n--->O cu3ndo n--->o> 

entonces SIJ llene el siguiente l!mite ~n probabilidad 

_ I _ 1 

Llrntlnkl (lnYlk) - lnY 111 l=a 
n __ .,°' 

De (2. 12) zc llene en pnrticular que: 

(2.13) 
- 1 -1 -1 - 1 

Lirntlnkl (/nX 1,,.k+ll·lnX 1111 1=a 
íl --~ ID 

en probabilidod, 

Esta igualdad proporciona un est hnador 

(2.14) - lnk u = ------------¡----------
/11 X ( n) - nX(n-k+ i) 

del expon~nt~ caraclcr{stlco a, el cual por construcción es debilmente 
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conslslente , 

Para el caso. porllcular en qoo X~ 1X2, ••• ,Xn sea una n1ueslra 

aleatoria de una disiribuci6n estable, Ham y Resnlck ( 1980) ob\lenen la 

distribución asintóllca d~ la estadística (2.14). Resultado que a 

conllnuación se presenta. 

TEOREMA 

Sean X1,X2, .. • ,X una muestra aleatoria de una distribución • fl . 

estable F con índice a, O{a(Z. Entcni:i:s para las estadísticas de orden 

variables IX11.IX2l, ... ,1:\I; la X u,,x ,2 ,, ••• ,:X(n) 
variable aleatoria 

(2.151 

de ·las 

alnX(n) - a lnX(n-k+ I) - lnk 

llene la función de dislribuclén asin\Ól \''º 

!2.16) 

donde k=kln)=lnn e kook(n)=e,pllnn)P 

C•bservac\Ón: La dislribuci•Ón (2. 16) es uno de \res posibles 

dislril:uclcnes <le e:-:t1.,,rnc~. 



2.3 METODOS DE ESTJM/\CION DE LOS P/\RAMETROS DE UN/\ 

DISTRJBUCJON EST /\13LE SIME.TRJC/\. 

En esta sección se presentan diferentes métodos de estimación para 

los panlmetrcs de una distribución estable simétrica. 

2.3. l ESTIMl\l.JORES l'OR EL METOOO DE MOMENTOS. 

Un:i ver.:Hén del 11 rndtodo de rnornuntos " es desnrrollada en Press 

(1972). En este artículo lns distribuciones estubles son pararnet;izadas 

mediante In función Cén·n·:ler!st lea, expresando el logaritn10 de esta 

funcién en la ~lguiente forma: 

(2.17) 

donde el ·:ectur de pardmetras \11,0,u,fl) y la función Wll,a) cu111plen 

can los requisitos d0l leoren1a 1.1 . 

Prlmerarn~nlc, ~e deducen ~stirn:idores e;.-.pl(cllas pnra el parámelr'O 

di: escala a y pi:lra el e:~pon~nte caracter{sllco u y en furY.:ión de éstos, 

se obtienen cslirnadores do los pará'tnetros 11 y fJ. 
Seo X¡,X2, ... ,X un:J mu~stra alentor~in de una distribución estable 

n 
ton funcidn característica dada por (2.17). Lr~s ostinindores de a y a los 

ablir:!l1'? r-=solviendc el si~te111a J~ dn5 ecu:i.cicrl'~~; para a y u qu~ se 

fortna 31 ·:·,:alu<lr el n1ÓJula de 1~ rurv::ién ('3r<:ic\i::r(slica 

en dos vnlorc.s ds l •.lifercnles rl~ cer~), 1 1 7.1_ 7 ~ !.:Uponiend(J. que at-1 y 
~'.J~itilU}'Cnd•J 1J1(l) ¡.1rn· ln fu.•1cid11 c3raclcr!~;li1-"n enipírica i/>\l) definida 



pcr: 

(2.18) 
.. . l n 
.Plll =--, :Eexp(ilXjl 

n ' 

l,;1 :~1llu1•.l1~11 cl1~l !;\~1''111'.I ··I~ •"1'111• 1 '"~li111i1rlnrP~ d" n y (1 

ros¡xicll'.'a~cnte a: 

(2.19) 

In \-!'.'._\_~:~-'.~-~ 1 
In \ </> 1 t 2 l 1 

a ':'" -· -------------------
111\t1; t 2 \ 

¡· 

(2.20) 
.. In \ t 1 \ 111 l - 111 \ .¡. 1 t 2) \ I · In l t 2 \ In ( - In 1 </> l l 1) 1 ) 

lr1 a = ------------------------------ ------ ----------- ----------------- --
111 1 l 1 / (' 1 

Para eslhnur el pard1nelro de loca1i;:aclón p y el r,csgo (1 1 se dE!ílne a 

u(l) como la parle lmagimria doi icg3rilmo de ia función caracler(slica 

es decir: 

(2.21) 11 - 1 u(l)=¡1t·o)tl /Jlw{l,n) 

se eligen dos valores de t dlfer~ntes de cero, l 3 '1 t"; y para a f 1 se 

tiene 

(2.22) ulll a-1 na ------ = µ - (] /3 l t 1 lg --.,--
t k k -

k = 3,4 

Descon1ponicndo la P.~rl>.? re.al e in1aginarla de la función 

c<:1ructer(stlc3 empírica <Plt), en sun1Lls de senos y CCISenos, y 

~:'.presándoln en c:cordcn;::idas polnres, 1-iress deduce ~1 siguiente 

estimador do la función u ( l): 

... 



n n 
Ull) = orclgll:E sentX. )/\1: costXJ) 1 

1 J 1 

Susl!luyenda esto expresión en (2.221 y resolviendo el sistema de 

ecuaciones qw generan l 3 y t", se obtienen los siGuientes esttrn::idcres 

pora µ y {J. 

y 

(.l.2·1) 

· ¡ ült 3 ) • ¡ Gil,) 
1 1 

a- u-
t • -------- - 11 J 1 ------

t 3 l -t 
¡1 = ------------------------------------

11, ¡ ü- l _ ¡ t, ¡ ú - l 

1 
0_11_,_l Q'.L • 11 

' J l " fi = ----------· -----··------------- ·-----
11 

u-i a-11 rrc:l t, ¡ -11, 1 éHg ··r 

Para el caso a= l, deducen en íor1na m1áloga los estln1adcrcs 

(2.25) 
lnl~>ll1ll 

o = - ----------------
1 t ,¡ 

lnlt•I ln!t,I 
--T;- ü (L 3 l - ----¡~---- O(t,) 

(2.26) ¡1 = --------------------
In\ ~~-1 

(2.27) 
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Todos estos estln1ad':'r~s de "n.~0rnentcs" son ccnslstenles ya que la 

función característica empírica «l>lt) es un esllrlJador consistente de 

lj>(l). Obsérvese que la rapidez de convergencia depende de los valores 

l¡,lz.l 3 y l, elegidos. 
p,..,55 ( 197 2) demuestra que: 

(2.28) ¡· -Jti_fi __ :_~]_g_ 
Sz 

con'lergen en dislribucién a la disll'ibuoién normal estándar, cuando 

n--.. u~. en dende s 1 y s 2 están dad<:is pcr: 
.. ... ,. ... 

l+l•Pl2ti!l-21.P(ltll' l+l.P12t,11-2l.Pll2ll 2 
n 1 = ----.---------... -------------------- + ------;:;.-·-----------.. ----------------- -

2 [lcj> ( l il l In 1 .P l l 1) 1 In l l ,/t, W 211.P l l 2l l In l .P l l 2 l I ¡,¡ l l 1/l2 IJ' 

l .P t t , +t 2 J I + I .P l t , - t , ! 1 · l •P 11 1 1 11 .P l t, l 1 
- -~---------:::--------··----.------------.-.··-----------------

l 4•lt d l l <J>(l2l l l11l.PI1 ,11111 l .Pll2i I [ l11ll 1/t2! ]' 

l 1+1.P t: l,) l -21.P 1t11I'Jlln11212 1i+l.P(2l,)1-21.P ( l211'1llnll112 
52 = --------------------------------- + ---------------------------

211 .P ( l 11 l In l .P ( l ,) l 111 l l 1/ l, 1 2 l I .P ( l 211111 1 .P ( t , JI In 1 l 1/l2 I 

11.Plt ,+t ,J l+l .P 1 t ,-1,11-21.p lt il 11.P lt,111111 lt ti In lt2I 

l .P ( ! 1 1 11 .P l l , l l 111 1 .P ( 1 1 11 /n l .P ( I, l 1 ! In 1 t 1 / l 2 I [' 

Pcr lo tanlc. los lnle1".':::1los de confianza para les Fa1·án1etros a y a 

con lan1añD d•: 1nu~stra lo suflci<.?nte~·1ente grand'?s, están dados por las 

exprcsiono?s: 



(2.29) 
S¡- · S¡ 

á-Z 1 /?---(a (i'r+z1 ·-·-· 
·E ~ .r'.'~ · ·E/2 .r'.'~ · y n y n 

52 Sz 

ü exp (·ZI·•/? ·.r::=;) (o ( o"exp(Z 1.,17 .r'.'~ ) 
'"'yn '"'yn 

(2.30) 

donde Zl·E/2 es el (l·E/2) pen:entll de la dislribuci6n 11ormal 
· estándar. 

Es lmporl11nte comentar que los estimadores propuestos par Press 

(1972), llenen la desventaja de que pueden producir resultados no 

satlsfactorlos1 como proporcionar una estlmaclén de a menor que cero o 

mayor que dos, es decir el estimador ú no preserva rango. 

2.3.2 METOOO DE MAXIMA VEROSlMlLrJUIJ. 

Para obtQner el estimador n1áxln10 veros!n1il del vector de 

parámetros de una distribucién estable deben1os encontrar un vector 

8={a,a,µ,/3} que corresponda a un máximo de la función de 

veroslmllltud '..(O). 

Uno representación de esta funclcín se obtiene apllcondo a la igualdad 

n 

la f érn1ula el~ inverslén: 

L(O) = llf lxi;OJ 
1 X 

" 
12.31) f)x;O) = .2Jif. f exp(·ixtl.P,lt)dt 

·11 

En particular, para variables aleatorias X,,X2, ... ,Xn 

independientes con función de densidad común f,lx;OJ en la familia de 



distribuciones estables slm<Ílrlcas, .se cbllenc que.: 

·;, .· :._Ji '. ·. . . .. , . ·. -. . . . 

L(Ol=(-~LJ i'lfe:.:pHlµ-x )l+-'!.'.'.¡1¡ª)dt 
: · ... ~ 1 - i a .. 

(2.32). 

-· 
o equlvalenlernente 

n rr lf 

(é!.J2J L(O) = (-2~-) f ... f~xp1-1:o;:(¡1-··: 1 11 1 +-'i;-~::!:ft 1 1ªJdl 1 ... dln 

-1r -11 

Debido a In con1plejidnd di:'! estns e:~prcsloner;, es clt::iro que 

necesitan10:.; ci:'l11lor con tdc::nlc3S especlale:; pnra encontrar un máxi1no de 
L(O). 

Ouf'.-louchel (1973) dernuestra que si se desconocen <r y JI entonces la 

funcicín de veroslmllitu:l L(OJ no llene rml:<imo ·si 0(u$2 y -oo.,µ(co, 

ya que L(a,µ)-·>+oo cuornlo (u,¡il--•(0.:<k), donde 'k es cuolqulera de 

los n '.'alares n11J~stral~s 1~Llser·:ad,:.is. Ezt~ re:.ultado nos dice qu-~ no 

existe el estirn8dor 1náxin10 'leros(mll en el espacie de par·án-1elros 

E>={(u,¡1) IOt,aS2 , -r:.."O<.Jl<ro} de la farnilta de distribuciones estables. 

~in embargo Oufvlou.:hC?l den1ueslra qu~ el estimador máximo verosfmil 

en re!3trlngido al espacio de purá1n12t1·05 o (={(a,¡1) 1 E"~a~2, -oo<µ<co} 

pnra r>O arbltrarlCJmente f"'.:ogueño, ~:~lste, es consistente y 
asintótican1ente no1·r11al. /\clernds el i:.·a50 iu-1,(J:tO) debe ser e:<cluido. 

En esta ccn'.1ergencia la rnatri: l(n1ite de ccvarianzas d8 Vñ' (O- O) es 
J -

!' ( Oi dende 1 es la matrl~ de información de Fisher. 

Feuer·.•erg~r y lvli:Ounnough l 1981} utilizan el alg0ritrno de la 

lrnnforrnoda rdpida d" Fcurier pro evaluar la función de densidad dada 

en la expresién (2.31) y prcs~nl<:!n un <:studio rv1onle Ca!'lo para los 

e~;t1111üdl)~:; .i~ 1ntf:-:irna V•:!1·0sirnilit11d d•1 ley•~$ ~sl'lbl·~!:: ~i1110trica~. 



También ullll:an el algoritmo de la transformada rápida de F ourier para 

resolver la ec•Jación de verosimilitud 

o:> 

(2.34) J 
alnf.!x;0) 
--"---d[F (xl-F,(x;O)] =O ae n · 

-u> 

donde fX )' f' X son las funciones de densidad, y de distribución 

respecllvamcnle y F n es la función de distribución emplrica. 

2.3.:I METOLlü UE MINIM/\ Ui~ff/\NCI/\. 

lJlro mdlcdo de eslln1ación del vector de parárnetrcs de una 

disl rlbuclón eslable es prcscnladc por Paulson, Holccmb y Leitc~ { 1975) 

Este método tmnblón utl iizu la i'uncié11 c:a;uctc1·lstlca ~mplrlca <P ! t ). 
El cslln1ador de "dislanclo n1í11hna 11 O= ( tr,j,C,{J) que preponen, es 

aquel que curnple con: 

{2.35) 

m 

1 ~ Min J 1 <P ( t) - ~ { t) l 2 exp { -1 2
) <ll 

(u,y,c,/J) ·co 

Los autores antes rnencionados, utilizan los pollnomlos de Hermile de 

grado 20 (ver Abramowitz y Stegun (19&4, p 924) para resolver esla 

expre!::üón y presentan los re:;ultados para varios tamañas de muestra, 

observandose una concordancia excelente de los valores estimados con 

los parán1etros. 

En el nndlisis general que presentan wflrman que cuando /J=O, .• a y C 

están íue:.temente correlacionados, aL1ngue de manera d~bll con fJ y y. 
Ademds f3 y ·(lambién se correlacionan fuertemente. En el caso general 

todos ii, Y, C ,(1 estdn carrelacion3do~; conjuntan1cnte. 



Excepto cuando /1=±1, pcr simetría Jos rango:; estudentlzados 

muestran que las dlslrlbuclones rnarginales de U,j,C,p son 

consistentes con Ja normalidad en el ntvel ?•. slgnlficancla del 5%. De 

hecha, cua~do ¡J=0 1 los csl3.:Jfo:ticos a,y,.: sen . asintótlc::amente 

ncrn1ales y u i' e se di8.tribU'/en indepcndientc1nen\e d0 y. 
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2.'1 OTROS TOPILDS IJE INFERENCll\ ESTl\IJJSTJCA. 

2.'1.1 PRUEBAS DE BONIJAD DE /\JUSTE Y UN/\ PRUEBA DE 

SIMETRJA. 

Las pruebas de bcflClad de ajuste clásicas corno por ejemplo la ji· 

cuadrada de Pearson, la de Kolrnogorov y Srnirnov o la d~ Andernon

Darllng, requieren evalunr la función de dislribuci6n hipólelica F(~) en 

varios vulore~ de :(, y por lo lanto puedr: succJcr que estas pruebas no 

~ean útiles cuanJo fl1) se tengan n11.2dios disponibles corno tablc::is de 

probabilidad o alr,orltmcs para evaluar la función de dislribuoién F(x), 

t<:1l corno suo:;~.J~ en r.:l c21·.;0 di: J3~; dist ribu:;icrv:!s eslllbles con e:~ponente 

carnr;terísllcc..' tr11 ':' u-:;2. 

Una aH~rnJti•:a a ~ste problen1n lü prcpcrcionan 1-lcathcote ( 1972) y 

Kontrouvelis ( 1980), quienes desarrollan pruebas de bondad de ajuste 

b<:1sadas en estJdÍsticJs de pru,~ba obtenidas con la fun::ión c<:1racter(stica 

empfrlca. E~lo es pasible debido a la r:orri'?sponden::la uno a uno enlre 

las funr:ii:ines d·~ distribui::ién y lí3s funciones cara-::ter!sticas, pcr lo cual 

ln~. hipótesis pueden ser c:-:pn:!Séldzis cqui•;;iJentemenle en trlrrninos d(? la 

funch~n c::ir.:icti~r!stica l/>(I) en Ju;',<Jr d~ l<l fun::ión de dislribución F (:-:). 

En l:::i p1·u-::ba de l 1ondad de ajusll~ que pr'csenla He<Jthr::ote (19721 

r.rJn;,lderíl lil h!rótesls nula 

!lu <foil 1 - </< 0 11 ! 

donde $0 (t} es l<i función car·cK~lerfstlca de una Vdriable al<J<:1loria X 

sin1d'trici1 olrcdcdoi· cJ,?J origen, Ju cu~1l debe ser con1pletamente 

c:pcclílcadn, i:·ontra un:1 liipótcsü; alte1·rm con1pletarnentc general. 

Ln rcslril;(:ién qu•:? hui.:1~ el üLllor a v01rinbles <Jleatorlas sirn&trlcas 



ah1..~cJ01· del u1·igen es Úlllc<i111ent•J µar 1..'011venic11cla1 Jeúiclo a que estas 

variables aleatorias tienen fu11cidn carncler(stlca real, la parle 

imaglrmria se hace cero ccn la ccnsecuente simpllficacidn en las 

distribuciones· límite de bs parles real e Imaginarla de la funcl6n 

caraclerlst!ca empírica. 

La eslad(sl\ca de prueba que prepone Healhoole es: 

(2.381 

donde X¡,X2, .•• ,X
0 

es una 1nuestra aleatoria de la distribución 

referida. 

SI la hlP6tesls nula es cierta se llene que: 

(2.391 

La Independencia de las variables X.,X,, ... ,X Implica la validez 
n tX. 

del Teorema Central del Umlle aplicado a las variables sen!--:tll, con 

j=l,2, ... n, en dende para cada t ~e lien~: 

" _ 112 f 2 
(2.401 Um P{Wntl)~:<}=l2rr{l-<ji,(l)) expl-:¿¡¡-!.pmTldy 

n-.-co 
-ro 

En virtud de es\<J ir,ualcl;:id la hipótesis n1Jla {2.37) queda determinada 

por las colas de la dislribu•:lón ji~cundrada ccn un grado de libertad, es 

decir, se recho;:a H0 si: 

(2.411 w (tl~lt-.¡,,11iJx 2 

n (l,c,'2} 
•l<r 



o si 

,Wn(l):? ( hp0 ( l) J ,'( 2 

. . (l,1-r/2) 
(2.~1) 

donde X 2 es el •/2 percenlll de la dbtrlbuc!Ón ji-cuadrada con un 
11,</2) 

grado de llber:ad. 

En las pruebas de bondad de ajuste, la hipótesis de lnvesllgacl6n 

gcncmimonlc oolncide ccn la hlpdlezls nulo, de ah! qCP- d estudio d·> la 

pol<~ncln d~ );1 p11.K~l,:1 <)'Ir? ~n n~I.-, ~o!:.o dcpl'rWI•: rl~l '.''1lnr rk~ 1 ~t~r,ido, C:1 

de fundamental Importancia. Al respecto llealhcole (1972) obsena lo 

siguiente: 

Suponiendo quo la función do dislrluud<in es Ft:<) con funclán 

coractcrf!ltlca 

\2.42) 

entonces la n 1i::dJ a )' la varl<inza de W n { t ) san: 

12.43) 
In 

EIWn(l)j=(2n) v(l/2) ; Vor1Wn(l)J=t-u(l)-2v2 \l/2) 

La varloole nlealorla Wn{l)/(l-ull)-2v2 (t/2)) llene una 

distribución asintótico ji-cuadrada no centrnl con un grado de llborlad y 

parámetro de no centralidod 

\2.-MJ 2nv2!t/2l 
\i 1' "T:uTtF2·:,zTt721 

Una apro:dmaclén " lü potencia de la prueba cuando el parámetro de 

no centraliclc:1d es estrictamente posili•IO es: 

(2.45) K = 1-<l•{o (l))+'l>(b (l)) 
n n n 



Per'J Anll)'O si y solo si vlt/:!l"t'J. Si vlt/~l=O ccn10 en el caso 

de un3 variable ale;:¡tori:i .'\ ~ilndtricLI alredc·jor del orlr.~11, entonces 

!f>lll=ult) y s~ llene un3 ji-r:~::idr·n'!J centr«ll. ,A,den11s la pctcncia de la 

~~::: ::= 1-1·1~-~~!~'.~!-~-~:Ll,.~/.2-L , z' . '.::_~~'.:}_'.~~J-,L~L~_LJ 
. 1 o/>11) hp{I) 

2 
df.Jnrie Z e.'.:i unü '.'arlnblc '11·:-nturia •itJc se di~\1·ibu;"e con10 l<l ji-cuadrada 

con un gradiJ de lib•=rtad. En este caso la poleni:ia d8 la prueba no se 

apro:-:ilna a t cuando n--...-n. y bLljo esla 5ituaclén W
11

{t) no es una 

estadíslica de prueba snt l•..;factorln. S•.: puede e•1itar esta siluación 

desagradable usando una eslad!slicD d·~ prueba m<Ís adecuada, por 

ejen1plo Hc::ithccle ( 19721 prcpontJ In estn.Jíslica: 

(2.47) Un(ll=/:~·S:co~[-~;1] 
basado en la parte reul di? lü función Cüracter!stica empírica con media 

y ·:ariDnzD: 

º' 



in 
(2.48) EIU

11
(l)J=(2n) u(l/2) Var!Un(l))= l +u(tJ-2u21t/2) 

respecllvamente. La potencia de la prueba basada en Unit) es de la 

forma. (2. 45) )' es asinlollcamente igual a l. 

Healhcote ( 1972) aplica esla metodología en dos cases espcclales: 

a),· Cuando las hipétesis nula y alterna difieren Únicamente en los 

parárnetros de locallzL1cién y escalo¡ en tal caso Ja hlpdtesis alterna es 

de la forma: 

(2.49) 11 1 : FlxJ=F,[-~-~I~] 

donde F0 (;:) es la funclón de distribución especlílcada en la hipótesis 

n1Jk1. 

b).- C:uwndo la variable aleatoria X tiene unil dlstrlbuci·~n estable 

sirnélrica y lois hlpÓl'?sls nula y alt•:r-ri::1 en tdrrnincs di? la funci6n 

caracler!stica qu~dan planteadas ele l<i siguiente forma: (suponiendo que 

el exponente cziracler!sllco a es desconocido) 

12.50) 

donde O<u~2, c>O y -(l")<µ(Cí', 

En la prueba de bondad de ajuste que presenta Koutrouvells (l 980) se 

contrasta la hipótesis nula H0 : <ji(t)=.Poll) contra una hipótesis 

allernal!va simple H1 : <j>ll l~<P1lt!. 

:·:,~ .Jeri11·~ L'.¡(I) y :_~¡(1) c1J1110 la pa1·I<~ 1·1~al e i111<1gi11<l1·in 

respecl!vamenle de la íunclón .¡.1(t) para 1~0,l,n. Donde <j>n(t) es la 

función característica empírica. O<Jdos m números reales lhlz, ... ,lm sea 

~1 tL 1 ,ti, ... ,tn1
l ~l vector rJ,~ dhncnsión 2m definido por: 

• [ ~ <: <: 1 f.c.51 l {¡ I t ,,1 2,. • .,tml ~ c1 ( t, 1, .. .,ci (tml .-1 (t,),. ... - 11 tmJ 
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y seo Q 1=( w\J la·matrlz slm~trlca de crden 2mx2m, donde: 
.J 

[

C1ttttkl+C11lflk)-2C1(tjlC1(tk) sl !Sj; k>=m 

(2.52) wJk= C1(tftkl-C¡llj+tk)-2S1(1j)S1(tk) si m+ISJ; kS2m 

S1(1j+lk)-::\!1j-tk)-2C1(1j)S1(tk) sl ISJSm 
m+!SkS2m 

La prueba qlll? prop«Jne Koulrouvclis se íundümenla en el siguiente 

rezultado: 

TEOREMA. 
Sean l1tl2, •.• ,tm m nún1eros reales tales que Q0 sea no singular, la 

forma ouadrállca 

(2.52) 

llene bjo H, una distribución asintótica ji-cuadrada con 2m grados de 

libertad. 

Este leoren1a sugiere que cuando el ta1naño de la n1uestra n sea lo 

suftcienlcrnente grande, se pued":? prcbar la hipdtesls H0 con la siguiente 

regla de declslón: 
o 2 

(2.53) Rechazamos Ho sl : Q > X ( 7 ) n .... m,E 
2 

donde X( 7 ) es el •·percenlil de la dlstrlbuclón ji-cuadrada con 2m ... m,<= 
grados de libertad. 

Estas pruebas di::ber!an ser fáciles de aplicar cuando •Poll) sea fácU 

de evaluar, corno en el caso de las distribu:lcn~s estables. Sin e1nbargo 

esta melodologfa es cornplicada debido a que, por una par·te se deben 

elegir 'ld~cuJd::imentc el nún1~ro entero nt y los valar<25 tht 2, ... ,trn para 

s:. 



qll<l resulte focllble Invertir la matriz 110 de orden 2m><:?rn establecida 

en el resultado que íundan1enta esta pn.ieba, y por otra parle para 
o 

valores grandes de m, 1::_, converge en distribución rnuy lentan1en1 ~ a z n 
X (:!m) y asl. u n1r:::nos qtr- n sea 111u>' grande, estn pn.reba resulta Inútil. 

En el presente trabajo no se han tenido estas dificultades debido a 

(¡ue se constru1•crcn algoritmos para evaluar tonto las fun<:lcnt?s de 

densidad cerno lns funclarl€s d0 distribu:i•1n de l:::is ley-:s estables 

~11 nl<t l'i'!n!:.. 

L::n un 01·1 (culo p1.;stc1·\cr Kout l'Qll':t?l l~ y K1~l lcr·111•~i~r· 1 t 98 1} 

pror.orclonan un:i prui:?bn de bcndad dG aju:::.te extervJlend·~ el case 

propua:::.lo pc1~ KautMU'Jel Ir. t 1 ~_18(),1 CJ! cn~0 ·~n qtir;. ~;e lengnn qu~ 1.:sl l111ar 

loo p::ird'111cln..:s rJi:? In dislribur:idn. Ln C!:;\ad(stlca d<:! pru~bn pt'('-puesla 

lieoo lnn1biér1 una distribución tisinlÓtlca ji-cu:idrad.i que dls1ninuyc los 

gr;:idos de ilb:!t'lad en c;:int icbd ibu~I ni 11t~n1er•) dr~ p:::lrd'rnelrcs estin1üdos. 

La hlpótc~ls nula es d•~ lü fcrrnn: 

{2.5<1) con OC8Cl~p 

donde iPotl,0) es un elemento de unü fan1ilia de funciones 

caracler!sticüs parn la cual el vector de pard'n1eli-os 0
1

={0!,02,. •• ,0pl 

es desconocido y debe scr estimado. 

El prcccdlrniento de la. presente prl!eba es análogo al presentado por 

Kcutrouveli!:: 11980), pero se g~ncrnli;:nn las parles real e imngln3rl.:i 

de IJ>(l), ccn-:.lderandoln5 tan1bién cerno funciones de O, asi ccn11J los 

vcctore~ {¡i i=O,n de din1ensic.<n 2111 que en este caso están d.id'JS por: 

12.55) 

Tarnbién la n1alriz Q(Ol de ord~n 2m>.-:2rn ~1'! ccnsidera con10 función de 

O. Aplio:on el pr~c~<li111icnto prcpc1'Cic11:.-id~ por Feucr•1erger y 

5.1 



McDunnough (1981) tratado anteriormente en la sec:Ión (2.3.2) para 

csli1nnr- el vector dC? par<Ín1t?lros. Con el est lmador en de e se lleva a 

cobo la prueb de hipótesis 12.541 bsándose en la forma cuadrática . ·' (;!.56) Qn=211!{n·(!On)! U(O! il, 11 -~iCJn)) 

que bajo H0 ebedece una distribu:idn aslntdll•:a ji-cuadrada cCJn 2n1-p 

grados de llborlad. 

Uria prueba de hipét~si!; p;;irn probnr la sin1etrfH de una dist1·ibución 

de proOabilidad alrededor del origr::n es de~arrollatla en Feu•2rvergr:r y 

Murelka (1977). llllli:an la furdén carac!el"fsl!ca 0111p(1·lca </>
11

(t) para 

pn:portJr la siguiente e~t:1df-:tir::u .J,1 pr·ur~bo: 

"' 
[2.b7) r ~ r (/m.P {ti i'd•]{ll 

fl n 

'" 
donde f] es unn fu11clr.511 d~ dislr·ibu:iún sirnétrica 3Jrcdedcr de origen con 

función característica r,(u). Los ClUlor•::os '.Jugi•:?rcn esl;;i eslé.ldÍstlcn 

bc:i~nndo~e e.n el hecho d•;! que uri:1 funcir5n '~n1-aclerÍslio.:u P.S 1·c<JI si >'solo 

sl la función de dlslribuci611 i:arT<:spcnJi~nt·~ e-:; siniri'trJca alrcded1.:or del 

origen. 

La pru~b3 se fun.J¡]rncnli1 en el slguk!nle resultada. 

TEOREMA. 

Sea Guro función de distribución sirnétrlca alrededor del ortgen y 
sea Tn con10 en (2.57), adernás sean 



"' 
l= f (/m olJ(l) )2 dG(l) 

y -ro 

o 2= f f lm 4>ll1) /molJ(l 2 ) l2Re(-ij>(l1+l2) +4>(l 1-l2))-4 /m!J>\l 1)/m<j>\l 1)J 

1/2 
dGil 1ldG(l 2) 

Cuando oZ>O, n {Tn - l) es aslnlotlcamcnle nar1nal con m<;!din cero 

y varianza a 2• Sl o2 =0 la dlslrlbución asintótica es degenerada en cero, 

Los procC50S de inferencia estad!slica que se basan en la funcién 

c~racler!stlc<J empírica conlo estimador de ln función caraclerfsticn san 

ccnsislcntes debido a que <P
11

ll) es un eslin1ador consistente de iJl(t). En 

efecto, p~rn CJ<llqulcr ·1nlar de t fijo q, ttl es la sun1a de v.n.i.i.•J. ccn 
11 

·1alor esperadJ !/>(l). Por lo tanto, !"JI' la ley fuerte de l•os ¡;rondes 

números, !/>n(l) converge en prnboGtlidad a !J>(l). Ademós se tiene el 

slgulontc resultado cuya dcmoslración se en1:ucnlra en Feu~rverber y 

Murcika (1 YT/). Este es an:llc¡;o del lecrcma •fo l~li·:cnko·Con\clli para 

funciones ck:! distribuci6n. 

TEOREMA l'ura l°',''' 

PI Lim Sup I !/> l l) - 4• l l) 1 =O]= 1 
11-->,,, lll';T n 

1:in·1h111•11I·· 1111'll''\Pl1:111v1~ 1¡ur~ q\1·n:~ 11~¡•\1,,~; r\1• \11\"1•1·1•11•.:la 1~~;l:i1\(~;tlca 

f'!I h"?J"~~ r.stcJ\il~s co1no rT•¡._;rc!:;idl\ y 5crics 1lc lic1npo ~on ur:lu::'tlincrite 

lemas de irl'J~,;tigación. Los articules Ka11lor y Sleiger (1~7·1), Yohai y 

Marcnna [1917), Cline \1985), y Cline Brockwell l1985) entre olrcs, 

trutnn 1,;stos lr.tn<::i!; 'i cc11tlen~n refc1-cnclí.ls al rc.spccto. 



CAPITULO I 11 

lNFERENClA ESTAIJlSTlCA PARA EL 
P/\R/\METRO DE LOCALlZ/\ClON 

3.1 INTRODUCCION. 
El presente capitulo lo dedlcnren1os a desar1ullar iníerencla 

ectad{stlca para el parán1etro de locali:.:aci6n de una cll~trlbuci6n estable 

5iln6trlca. 

Se jen1ostr6 en el tecr~n1a 1.12 qu·~ las distribuclcnes establ~s sen 

in·:ariantes bajo transfcr-mnclcni:~ line'3l~s. t\demds por d'2finlci6n, son 

distribociones l(n1ite de surnas de variabli:i~ aleatorias incir.:pcndientes e 

ldentlcrJmente distribuidas, eslrin:h:irl::adt1s ccn"·enientemcntc. Por cistas 

razones, con10 se verá más t1delante, les aspectos de inferencia 

estLid(stlca se desarrollnr·an en fcrn1il análoga a como se hace en la 

l·~crta chíslc<l de la distribuclén ncrn1íl.I. 

Hacer el nn:1l\!jis de esl é! 1ní.lnr:rn 1 pern1ile eslabl~·::~r en t?l niarco de 

la eslad(s\ica inferencia!, similitudes y contrastes entre la dlslribución 

normal y lns ctras clistribu::iones estables simétricas. 

Pri~er¡:¡mente se estudia la robuslicidad de la distribución t~studenl 

~n la farnilia de las Jistribu:io:.:n,_;r; [Sl:(u) clJ3fldiJ a d>?cr-ece alejarYJose 

de :!. Se estudin aden1ás1 la distribución asin•.dth:a de u11a estadística 

tipo t-studcnl ger11::i1~ali2'.ada 1 qu.;! se obtiene al eslandari:ar en forma 

riJr:<:uJJu nl •:;stu.Jíst ico -:~, c 1Jan:k~· la rnun.stra alealo1·ia corP:!spcnde a 

unoi dlst1·ibu::id'n f~;E(n). 
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Se consl.t'tJyen lnterv::ilcs de ccnflnn::a pnra el p3rámetr•" d'2 

lacalizadén ¡1 de '.Jrul distribución ESEia), iorlio pJra el ºª'º en 1'-" el 

p::u-J1natro de escaln es conocido, corno el cas.o en qu--.'.! ~s rJes•.:on-:•:ld~. 

Cu:in-.ic el pt1:<Írr1ctro de escal-a es úcsccnocld1;,1 se pu~~n ci::n~truir 

lntcrv:ih1~ d~ i::cnfia11:::i p<l1"1 el ¡:.-.u·11n•:?l1-o de l•Jcilll::3clén ¡.r, n1i:?·Ji<J.nt~ 

ln dislribuclr.!n t-'3ludcnt~ en al r111ga 1;.h:? •talorcs d•..! a d•:-n.J"J ~slu 

di~lri1•1t""l•~n '"~ 1·1•h1nl:1. T:1111l1\• 111 ·~·· r111t•d1·11 ... ,~1nl1,1\1· l11lr•1·\•:1l•''.-. 1lr~ 

ccnfian:.:3 ullllznnrJ.J In e5l<.1díslicn l·~hY.k::nt g•..!ne1·nllzad::i. pa1·a '.1 al•:1·~~ 

de a y lt1n1ilño!:i de rnUQslra n, en donde la dis.trlbuclr.n cn1pú·tcn se 

njust'J n la di~tribu1:i•5n :.isl11tótica. EGtudia1ncs la calidad el~ e...:tcs 

111ler.'<Jlc~ de conflan::a en ~I dc1nlnio c0111ún do; valer-€~ di} u en dende 

::in1bns ccn!.;lrucci011o;!i ti·~n·~n v~1lidcz. 

La lr1fcrenci::i C!Zl::id(st lea p::lra k1 

rn~slr~ X 1 ~:\.:., ••• ,Xn preceda 
¡ 

n1edio. Jl=E[XI en el c3so en que ta 
de una distibuciÓn ncrn1al 1 con 

'.'arlan::a o :::\1c::ir[Xj ccnccida, se desarrolla a lra·:és de la 

dlstriUu:ién e:~u·..:l'1 del e!;l~d!stlco -;,~. Esta dislribu:ión se canece d~bldo 

a qu~ la distribución ni:orn1<Jl es hr1arianle bajo transfcrn1aclanes 

lineales. Snbe~11c-s que esta propiedad lambién se ~allsface en la familia 

de la!; dist ribucicnc!i e~tablr~s. Entonces, en analogía ccn este resultado, 

se deJucc del teorema l. 12 del c:ip(lulo l 1 qu·~ si X1 ,X2, ... ,Xn es unJ 

r11ue!j\t-;J aletllcri:i de una distribución fS{u,µ,c/1
), ln e~twJfsticti ~..¡ 

llene una distribución ·~stabl<:~ con ·:ector de p<ird1netros 

1-a a la,¡1,n o ). :Si ~drJ1nds aplicnn1os ~l r··~sullwdo cbtenidoJ en la 
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expresión 1.26 a la e5ladísllca x , se obllene que 

(3.1) zla),,,n(u·l)/a --~--:: __ ~--

ª 
llene una distribución ESE (a ) , 

Cua~o el pará1netro d~ escala o y ~l e:-:pcnente carar::tcr(~t leo a san 

conr~clJc~, el hacer lnfc:ren-:la est:i·.h'stica en la ían1llia de las 

cli~trlb~lonc:: ES{u,¡1,au) f'Jl';J •:?! pm·:ln1et1"'1 d-= lccé1li=Jcién JI n-1 

prccenl3 n1nycr problc1113'.' di:'-'!~l·.:i a 1r!s: ::e ccn.Jco h:i Jis\ribucién de 

prcbobilldad e:rncta de la varl"l.•lo alcotedo dado ''n la iguoldo<l 13. !), i' 

'Y.j -ni..ifl~lanto ccn t•¿n:r 3CC0.!;•) :i tublas di: 1-'r•:t_,nbilid:iJ d~ distri'.~··Jr::icnes 

ESE"(u). Ccn ~sl'~ flrJFt{s!li: ~ .. '! ~h1b•:-rarcn l~1blas con pi:rcr_•nlilcs de .l. 

di~lrib•.11":\n11r_•!"" ESJ._(n) 1'~1··1 •.t-il·~I'"", .J.- ir •'11 .... 1 ii1\C'J".'nl·., l <u<:-'.. rk~ 13~ 

Cll'I lcr: ~C' pri?~·::!lllil Ufl •1:·• 1 ·~r:t·~ •::!11 •]l •:::-ipft •J!•:i ! <l·.~J r1 ··:~;·.?rite lrabujci. IJna 

'.'Cr5lén miÍs complela de:: •.:stus t3b!J~ se en~'..!·."'ntrn eri 1_3ó111>?:= ,i\rias

P<Íroz Abrou 119!!6}. 

3.3 RL1BUSTICIU1\U LE L1\ Lil'.'T_Rl81_11~J~,'.l.i_t-STl_llJLNJ UENTRU DE 

U\ FAMILI1\ DE L'LIRIBULIUl~ES 1'5TA81.ES Sfü·IETRIU\S. 

Es bastante con0cido que la distribución t·stui;Jent es robusta dentro 

de un conjunto grand•:; de distribLY..:ion.;s. Ad~mn's. del tecr-:;ma de 

contlnuldnd de Lovy ~a do~ducc 'luc Jng ril:.tribl1(:iar1cs f:S{ct 1Jl 1 au) 

convergen en dislribu<:iÚn a la distribución nor1nnl Nlµ,o 2
) cu;:indo 

a---)2-. Estos ·resultados sugieren realizar un estudio sobre la 

robusllcldad do lü distrJbuclcln l·studenl en la familia de las 

distribuciones ES(a,µ,oª), cuando el expcrir~nte característico a se aleja 

de 2. 
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Este estudio se llev6 a cabo shnulando muestras ah.:.:llarlas de 

distribuciones [S[(u) para dlferenles valores de a entre 1 y 2 y para 

diferentes t:::unaOOs de n1ucslrn. Se utlllzó la cstad(sllca Anderson

Dorllng para las pruebas de bondad de ajuste de la esladíst lea 

( 3.2) 
x-µ 

t = /ñ -------
s 

dende :~ = 1 /n L :-: 1 y 

contra la distribución t-student con n-1 grados de libertad. 

Con un nivel de significanciu e=O.O 11 se obtuvo que para n1ueslras 

de tamaño n=!O, lo dislribuclón l-studenl es robusta sólo para valores 

de a entre 1.4 y 2. Aslrnlsmo se obtU'/O que para muestras di:! tamaño n 

entre 15 y 30 esta estadística es rcbusta p31-a \1<3lore::; de a cintre t .3 y 
2. Ver labia 3. 1 al fiml de esto capitulo . 

. h.d~n11s !:':""! cb::::~!"."! ~l ci::ntP'::rt::inli-=nt·) birncda! di:- 13 1:H~11·il.;u~ién 

!,_i,;~) olr·~d·-::·J·~1· de u:-!. ~i~ndiJ e'.:;ta binl'~d;llid~1rJ rn:rs nl<lt't":::i..\;-i f_'UJndo a 

~·:: nr.:011.,_"J o t ;.' d·.:~'1r:ir1.!'.:i•:::nrJo o 1nedic\a qu:- u :.;i.J ha~·~ n1ás gr<inde, 

c(Jfno puc'J•..: ·~:·!.:~r":a1·~1~ c::11 l'-'5 si(;uie11les lüstogratnas, los 1;1J1les se 

•Jbtu·:ler'C'n b~fl~rt:1ndo e 00 1nuc~lrns alc::itcrias de t un1nñ:'.I n= 15 de 

d1::;trlb•..1r;i•J1~~; E!:El_a) '/ <lgtLlp;:indo er1 16 \nter··:alo~ li:~'3 ·;::dores 

C'JI "t'C~l'Qll•.l\('I 1\ r~:::; d·~l c~t ']1 l{~l\i:o. t. Ln:.~ Íigur·~!_; J. 1 ól :! .5 C01 Tc~rl'.!Hdcn 

::i lc!3 v<llcrcs Je u-::l.O. L t. 1.2. 1.J. y 1.·-l, rc!3p~1;ti'.'<:ln1t::!nle. 
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FIGURA 3.4 
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FIGURA 3. S 

L'ebldo a qui'.! es peligro:;o hncer lnfereno:i11 estad(stli:a para el 

par:frnetro de lccal\::acién cu:uvJc- la dislribur.:lón mu~str<ll de la 

C!:ladf!lllca carrespcnrlientc e5 birnr.>dal, no conviene hacer Uf\ e~i.udlC' de 

In <ll~lribu:ión c:-,nctn d<? ki ~~t3d{!:lica (J.2) fu<;r::i de:! rJnb~ <l·::: '.'nlores 

rJc II donJc hl Jictrb.:-:i¿n t--:::t:;•J~n! P.~ rcbu-:t::i. 



3 .4 UNA ES'i.<\DlSTIC.'\ t··STUDENT GENERALIZADA. 

i:1tra form3 de h:ic•:r infe~ncla estadfstlca p3ra el FJrán11Jt1-o d~ 

lcca.li:::iclén µ ~J1 •Jrr:i dl:::;trlbu:idn cst:!bl~ sin1étr\c3, o::u:!n:k~ el 

parámetro de ~scala es desconci:ldo, se p1.1?de ll~·1ar a caVo (al it;•J:i\ ;:¡~~ 

ccn la dislribu·:lén n-Jrn1all, ~usliluyend1~. en la e~pr~sh!n {~. l) el 

parárnetro de ·:~1:ala o por un estln1ador o. A p1rtir de est0 hay das 

posibilidades, una es investi¡;~1~ la dislribución e.-.:01cta del estad(stlco "1SÍ 

obtenhl0, y l:::i otr;;i consisto l?n in·:c!.:tigcH~ su distribur;ir:!n aslnti.5ti•:3. 

Prcc~dicndo de estw 111"\nera, •:btenJr!:!rn.:-s 011 priln<Jr l•_ig:ir· un 

estirnador consistente del p<lrámctro de escal::i. Reenipln:undo en 13 

e•.:U:::l~ié11 ( 1.J9) }1.)S p~rc•?ntiles CI y 1,) l-r por les correspcn.Jii?nl•15 
·ru a 

ru y r l-lr pc:-ccntlles mu~slrnles, qu~ d•::notaremcs p•Jr q1, \' q t-r 
u u 

re~µci::tl•:nr11r:int1:, cbten•::111•;s un eslin1:l'J01· c1 d•?l µ:irán1etrc d·: e~i:1lü u, 

es decir 

1J.J1 
~ 1 1.1u 
v::--- a , 1 qr -1~ 1-r } 

2 u a 

La 1.=i:-r1~2~¡;!;n:Hcntc est üd!st lc:i •:¡i .. 1•? c:c obt h~ne <il ~u:t il. 'Jlr el 

•1stit11nilor· o p·:ir ~l p:i1·ñr11'~11~:i de 1:~;r:al:1 u P!l 1:1 igu::il•_bd {..\. \ l, es unn 

general!:.acidn d•? la ~~t:idi'st ir;:i t -studcnt~ la c•Jé!l pucd~ e:--.pre~:Hlr-s•? o::n la 

ícrn1a 

t 3. <! l 
u {1·-lr' 1 u ·~-11 

t ~n '' -·---~----

" En inf•::rtni:in esladi':tica p3ra h~:.,'L:s t;st:ibJ...:::~ n0 norn1J!~~, no es 

!mpt::rt:inlt:~ ccn;,::cr l:J .Jl~~lrilJ1J•::ién i:'~:actn dr.d e:Hrv.l(sti•.=•J tJ.·~). Esto se 

debo: a qu-:: sicrnpre S<o:! n-=ce::ütan co~nsid~rur niuestras d~ ta111año n lo 

sufir.:Ient~111cnt•~ grnnJP.~ p::ii·a obs<Jrv~1· el c·;.rnf.'crtn1nlc11to de las 

,· 



col:i~ F'CSudLls •J·~ las. di~tril"..!·:icr~a.s r.~t:.Jb!•Js llt) n-:rnt'1lcs. Por lo tanto 

1-:\1".'1¡.,.~1''.,'l''"'I'•···· ol··l 1'1 .. ···1111 •• t1··1l1·1.I••. , ... ··•!l'i•·i•·111<• i11··, .. ·11-.·;•1· .~J ... 1" 1~1 

diotrlbuclón nslnl•lli~n do b o~tnd!"' i<:n l.!.·!). 

Lao propiedades do la diolri~udón aolntót lea del cotatlfollco (3.4) 

dcr~ndcn U·~ l:1s pr-.::rt~dad1;~ d".? !·~·:. r-·~1-r:r;;ntilcs mu<:::slrale!:. Es bien 

t:cnocido qtr- !?SlQ!; Úl\iln•:>:'.! !;('n t'Rl\n1adOJ'C!; COfl~iS!cnti:s rJ.:? los 

ccrrr.?!il'CrY.licnh?'~ po:rcent.H~:~ d·:o la (fi~tri!:·•Jci·~(ll. Por l·.l f;111t0, cun•:luhncs 

q•J~ 1~! i:!slin1nd·Jr (:].~>~ ·~-: '!!1 -;~!!111'.1·!·~1· c"11·:i!:'·.::11•1_' rl(~l p::n·:f111•1l1"1'J d~ 

C5CalL! U • 

. ~\ cc11tinuu1.::i•!11 p1.,Jsn11t":.!nn;s otics prcpi~d,·J•.::•3 del csthunJor t.!.3), 

qu~ ~e cbtienen Je n1ni1e1-a c;:i.!Z.i ln111ediala a partil· de l!ls pr::ipicdadt?s 

asintdtlca~ de !es p•;!J'(!~nlil<;?s muestrales 1 con1r) esthnadcres de los 

pcrc~ntilc5 de una di~lril: 1.Jci•5n. Se deducirá .J1J estns propiednd~s !<1 
distrlb'J':lón asint•~lir;;:i d0.I esttidfsll ... :1J l.::'.<-\}. 

PROPOSIClüN 3. 1 

di5trbución ES(a 1 µ,o ª1 ccn O·~ a~ 2. El <:?sladfstistJ tJ.~!J S<lll!:>fac•:? 

lo ~lgui<:!nle: 

a) l::s un estirncd•:ir fU!?rtcn1enl<;? ccnsistcntc del pi!rrl'rn•3tro dQ escala a 

b) Es a~!ntat ica1no::nt~ ncr111Lll. y ·~~ un ostin1adcr i~esgado de 

'.':lrion.-:n aslnt1_<licn <la~l;i p:1· 

(3.5) 
.;n !_ f l '~' r 

u 

dcn<l•:? fes In funr.::i•J'n di:: 0J:n:id:i·l d~ .'. 1 

DEMOSTRAC!ON 



al Esta afirmación es un c•so parllc•Jl"r d,,I t"c,-.;m> .::.3 .1 

demostrado en Serfl!ng (19!!0), el cual establece qtl'! para cualq•Jler 

númoro p tal que D<p<.1, si { es la Único solución de F(x·!>p<>F!,.!, 
p -

entoni::e~ el p-percentll n1ueslral qp de unn 1nuestra de tamnno n, 

corl'lerge a tp con prcbabll!dad une. En particular, por· •er la" 

dislrbtr.:iones estables ccnUnu1s, se llenl! q1J~ el p-r"?ro:-'2ntil '-" ,·:.!.:~ un:J 

distrib!.K:lÓn entablo os la única solución d~ F!x·!S·p~F(:·:!. Pcr Ir:- tanto 

el r-rerc~ntll n'l'J<:!:<::.lral '-ln Js- ~nJ distribu·:Jén '?S!<l~-'l~ i:-:. 1.!!l. i::::.tirn;.¡dor 

' Í'.JQrli:-rn~n'·? c•.·n~!o;t.~n!q dril fl pi:!r•~._,,11,il '-' d·'! la disl1·1b.ri•.<n. l\o: <?~!·~ 
p 

1n ... 11fla1k, !"'" :.i>:'~' l~ dr•111n'.·l1·~1··i·<11 d·~ 1:1 pp··r·~"':ii'i•~n. 

bJ L'omo la fur1ción de d~osldad dn una dl'.>trlbu::id'n C'Slabl~ ~s ri~~itl·:a 

y conllnU1l, e11toru:es poi· el tea1·e111;-i 2..J.:J 8 dr~1110~lr3•.h:o ~n 

Se1.,.!irig!19HOI fil'.? t Jerlü '.J'!>~ ~1 \'~!·::t1~r· !g l-r ,. ¡
1
• ) es a~inlol ican1C?rtte 

cr n 
nor1nül bi•:;iriad1J, con ·:~r:tcr de rncdins /(1 11 ) •• rn<Jtrl:: rl~ -. !-r ''""'r : 
'.':'Jrian:as y C0'/<irJnn:<15 a, . dada rm~ 

IJ 
( 1- r l f' u u rr 11 :-- --- ------- --- · · -- --- 'l 

n [f1i;o 1 f')] 
(f 

r t 1- r ' 
t.r a' 

077-. ----------- . ---, 

nj_f l'Jr i J 
u 

a " 

Del teorema de Cramer-Wold (ver Serfling(l 980) p.18) se concluye 
. que la combinación lineal establecida en (3.3) converge en dlsÍrlbucl<!n a 

la distribución normal. Adcmds aplicando la llneal!dad del operador E[xJ 
~ tiene 

t !/a [t' 1-1 ¡ _ =-2u ""1r - .... 1-r -o. 
a u •• 



Finalmente, apllcaryJo Jti slm•tr(áde Ja fun~ldn de densidad a Ja 

matrl~ de varla~as. y c:<l•iarlan::ai, § de Ja_ fdrmula para Ja varianza 

de uria comblnacldn lineai' de v~~labJes ál~atorlao se llene 
'· ... -

r,:_1. 1:1. o. 
El slgutont•, teorema establc-:e la dl"trlb•.r.16n aointólloa del 

estadrsllco (3.<!). 

TEOREMA 3.1 

Seiln :\¡,X 2, ••• ,:\n ·:a1·lJbles nh;3torlas inr.Jepen·Jicnlt?'.3 e 

it..!enlic:!1n1Ente dist ribuiU:Js C·.:!n f un,::i.Jn cfr.~ di~lril::u·::ién ES! JI ,a ,ocr) i::on 

'J·~u<:!, Entcr:i::-c:; la ..:st;vJ(sth-:J 1..1.·I! •-:1:::n·:•~1~~·; 0n Jiclril:ucid'n J In 

dtotribudón ESEiul. 

rn:MVJ'l'l~ACIUl'i 

El teorema l. 12 

·:ilrlubl•:? alcntcri:i 

t.:S{u,~,aª). Pcdcrno~ 

nl·:?Jlcrlas 

r;:sl<ibleo:C q~ .. Y' J:i funciért de Ji~J 1·i!.: 1JC!~n d•: la 

ntu-l )/a{:-'.·J1) c•:::r1·~:F0nd~ a la di!:tribucién 

c11t•::inc~:: dr::·:it, 'r.10 l:i '.2'.J:.:r~sit!n d·:? '.'::iri:ibles 

alentori<l con Ji:;tribu•..:i¿n 

c~n·i(>I(/? •:11 di:.tribui::ién u una •1uriab!e 

LS!cr ,fJ ,au). :\d'.:!n1Js <l0 2·:=u·~rd•1 con f<l 

propcslción 3.1 a} ten~111c:s qu? la varinhl~ aleatorin o c011·:e1·b"! en 

· probabllidnd n In constante o. Por el tecr-i3mn d~ Slulsky (·:e1· Sc1·í!Jr1~ 

61 



t 1980! p.19) cCnclulsno? q~ Is suceslon de vdri.ables a1~ntcrlas 

(u· !)/a "· µ n . ---.i---
o 

canwrga en dlstrlbuclén a una variable aleatoria X con Jlstrlbuclén 

ESE!ul. 

Se f'93li::6 un estudio d1~ slmulc::ición par3 ln·,1estl[;<Jr la rapide:: di; 

conv•:?J"Gencla de l:i e:3tndf~ll•:::i IJ.'1} pora dif1::!renl~s val•.::ires d~ a, toles 

que 1 Sa~2. l:.ste ~studlo se llevó a cabo aplicando pru·JL·as d; bonrJJd 

de ajuste a (3.4). Se utlll:Ó In e~tadlsllca Anderson-Uarling 0omo 

esta.dfstlca d~ pr.ebo y Jos n.:sullüd1::s obtenldcs se muesti-.:in •?n la labln 

3.2, dt' les cuJl(!~ con un nlv"Jl de slgnlflcancla l=0.01, se coni:luy<;? que 

la con·1Crgc~la e!:l ráF'i-:lu para valc1~5 da a 12nl~ l y 1. 7, siendo esto 

apro:-:irnocién b:=:isl:intc bL~n:i para ti11n:ir"1.0:. d·~ n1ueslra n1ayor~s o lf,ut:ll~s 

que 15. 

3.5 ESTIM/'.l~_!_CIN POR IHIERVALOS PAR/\ El, P/\RAl!IETRLJ Ol;, 
LOCALIZACIUN ¡1 DE UM/\ LllSlRlllUCl~Jl'i ESí ABLE SIMETRIC/\. 

La construcch~n de lnt~r·1alcs d'C' confinn::.a p3r3 el p3rirnetro <le 

loc<lli:tK':ién J' di:! 1-rn3 di!:lribu,::ió11 est<:ible '.'.iin1~lrir.::a para el ca~o en (IU<:! 

~l o::•.pcno:nt~ o:·Jruc.l~riSth~o u ~·:a •.::..-:n>Jcid·J. !:e pu·2de l!e·1ar n •.;abo en 

íc1·1r1n análcgJ .J •:('J no 'JO l!Jc•;:on 1:~~tn~ cr.:-r1slru·::1::ii:11•.:os t:ll l~ ti::orfa clásica 

Je I:i di<.:;.tribui:t({n no:Jrni:Jl. E-:to:i e::; <lo:l:lidc ::i lu sitnr.?trÍ<J do: !L1 fun·::ién de 

rl~n3icbd y il lt1 analer,Íti ,~11t1·n la:J e"Slllrl(~.~lir·~¡r; 1:!.l! y !."J.4J ccn las 

c:;lwl(:.::;lit::J:; :: :/ l t 11<.'1"111:.il c•:tJndtu· y l·~~tud1~11\ ) r~sp1.'.!Lli'::J111enl1:!, Así 

p•Je:3, un intervalo de confitln:;J p:::ira el pará111elro di:! lcr.::ali::::.icJr!n I' d.:.? 



uno dlstrlbuclén ES 1 a. ¡i. a u! os do lo formo 

[~'.~~~1~;.i~~-~1~~:~~:~~~~~~~~~~~~=~~~·:~~~~·~·~~~:~·:~~~~~~~~~~~~~·~~~~~~:~~~~~-'~i~J 
Si el e:~~on.;Htc co_r::ir,;turCstico, a y •:?l p:lréÍ111ctro d.::? ~Gcaln son 

c·JÍl'J~li:!cs, un intervalo d·~ CQnflnn:a :il 1_1-c) 100'.~ ~s 

u 
dende z

1 1 ., e~ i:?! per·..:entil 1-f. 1 -2 ·.le 1 .. !!1<1 di~lriL•Ji.=i6n l:SE!<r). -e,.:.-

Pnr":J el caso ·~n que el p;:ir·árnslr'ü de cscah:i o s.;a desccnr.Jcido los 

result11dos obtcnidc-s el·~ los estu:lic:'.J •J·~ ~lmulación prcporclon::in Jos 
' fcrrnas de construir l•::os ir1lcr•1alos de confinn::a para µ. llna::o.CoQsist<; en 

ullli:ar la di~trilución l-stuJ.~nt en<:?! ranf:o d~ v<:ilcres de ci '/ tan1aíY:Js 

de rnucstr:J dende est;:i disti·ibucid'n sea rcbu:::ta. Pcr li..' lt:1_nto, de las 

ccnclusicnes obtenld<:is i:n Ju s•?ci::i0n 3.:~. ~'? tii:n9 qu~ pa_rn n:~1s y 

valores de a entre 1.3 )' ~' un inter\lal<.J de c•::nflílnza pai·a µ al 

{l-•)100% es: ' 

[---------------------------] --- .-• 
'.'-, ± t 1- c,-'2 --·-.~_:::~-

---------- --- ------~ ~-~-------
tJlra ícr111a de ccnslruir inter•:alos de ci:níian::a c•Jnsiste en utili:.ar 

la rapidez d~ ccnvi::rgen-:ia r:le !a ~stad!stica l-stu•Jo:nt g•::!no:ralizada 

estu.iind~ '2n h1 !:i::co:=i611 .! .·l. ·:-=·:: lÍ'.:!n-2 que pJrJ n> 15 y u en! P: ! y 1. 7, 

un int•Jl''.'Lllr; rlo: c0nna11::i FJf'] Jl ül ! 1-r:) 1 oo~; C'3 
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[ __ ~±~~~~~~:] 
Sustituyendo a ¡mr ~u equlval"')\e dado en (3.3), ~l ln\ervalo queda 

expre~ado por 

[
-------------, -------------¡ ! ·u 

___ a u ' lqr -<11-r ) 
~~ -+.: Z¡ , ----------\-q_. _______ q, __ _ 

·€/ .... ·· \H- J. lT .• n 
.. . .. -· - . . . ·-··· -·--· . 

Cu:indo el parrlmctrc clc ezcak1 o es des<:cnocido, obser·,r~1nos que 

para 'lalcres de a entra 1.J y 1.7 y tainafí·:?S de nlU•?:slra n>.15, se 

pueden ulili:ar 1;:15 •:?Sl;:.id(sllC<JS C~.2) '/ lJ.4) para ccnslrUÍI' les 

lnlct"1:ilos de c1:-nfian::<..1. s~ estudió lu caliLlnd de an1ba~ ccn~trucclones 

alravés de 'Jll r:studio de sin1ul:Jcién par~ cotnpurar la lr:inglluJ promedi? 

de mnbo~ inlt:r·:alos d•:? ccrifi:::n1:a. Les rc~ultadrx: abtcnir.los s•:: n:portan 

en la tabla .~.J. En elles se concluye qu~ ln cr~nsh-tJCch~n q~1·:: utHi::a la 

cstadíst lea lJ. 4), ¡.:rcporcir:;n3 L.;n pr0nv2dio inler·1.:il JS n1ás pr~..:i~cst es 

decir d•1 menor lcngitud 1 que los constr1.1idos con la estad(stica l3.2). 

Por esta razón reca1nenda1ncs el uso de la eslad!stlca l3.'\) cuando 

a1nbus ccnsln.:ccion~s tengan va lit.le::. Adem<Ís debemos tener en cu11nta 

el con1porlan1iento bir11c.J3l de la estad{sticn l3.2) a medida q1Je a 

decrece wcen:nnrJ~s~ a 1. 

3.6 SlMULAC!ON. 

Los estudies de sin1ulaciÓr. realizados en el pre~cnle trabajo se basan 

en el algorltrno pr-csen\ado en Chambors-Mallcws-S\uck(l976\ para 

7•) 



gener.:tr v;:irlobles aleatcrl:is inda¡:r:ndlente:s cc-n Í'.tnclón de rJlslrlbuc!Ón 

estable. El algcrltn10 ccnsldera dos varlabl<;?s aleatorias ·.v y 4' 
dl~trlb•Jidas !ndependlcnte111ente ·corno una exponencial estd'nd::1r, y corno 

uno uniforme en el intervalo (-lf/2,rr/21 respecllvamt.:?nle. Entonces 

ccn 4•o = · t 1 /2) 1T /l l k (u l/cr), bs e:•fr<!Sicms 

(3.5) 
. . l . 

l( ) ··-;lT'l.'COSilj>)·¡ 
S(a,/l)= ~ +rr+/l.P lontlj>l·/J!nl·'"·¡--·--------J si a=! 

. ·21f+/l.P 

~en reprcsentar:icnes de varla'::lcs 3lt:?ntcrlns con l'•.!11·.:icl-1 do ·Jisll·il:~u;i 1:<n 

estnble· estánd:ir con e:-:-pc-r1~n~~ cnr<Jr:~ ~1 ·{!:1_ it::o a :: pari1n~tro d~ !3eS'b'2' P. 
La ~~tod!sÚ•;a de pru<?b:1 •.J! i li::nd3 ~n '·~·Jis loo: pru•:bas d<:! bon.l:Jd d8 

2 
ajuste e5 lo t::st;:id(stlcn ,t\r.•1·:r::•:n·[1a1·llng .A.rn' la cu01l p:u·a valr;r¡:s x11 

:-:· ..... :-: ··!·~ 1~1 ·Hst1·ll~1_,.;¡J11 •·111¡•(1+.;~1 cr·.: 
•. 111 

!3.6) 

en dende x!ll l"Y:r1-escnt3 la csl ¡yl{st li::1 d~ •:-ri.1-::n. Los \",] lcrc~ 0::1·ít ices th?' 

c!.;t3 •:!:;t;:i,J(~tlc:i p3r~ nl~1Jn:r; ni·:~~l"'5 .Je "Ji!_",niri•::c1n:ia e y l3rn~ñ'os de 

1r1u·~!llra 1n ~ 15 !:•')n les !.ilf,IJl~nle!:: 

( 10.15 o. 1'J IJ.'J~- 1.J.0.:5 0.01 
----------··- --- -- ------ ---------· ··----··---------· --------------------
'o'a lcres cdticcs l.610 l .0 33 2.492 3.070 3.857 

" 



,.,,,,, .... ,,. ... ':--------·.-. ... ·----· - . 

se hicieron paro lnveo~lgar la rob11stlcldad de la dislribudón l-stuJenl, 

lo rapidez de ocnvergonclo do la disl1·ibucién l-studenl gonoralizada :: b 

colld:id de los lnlervalcs de confié:lnza ccnntruiJi:-s con tales estodf!:li•::as. 

TAEL.A 3.1 
E~lod(stlca Anderson·Darllng (AD) obtenida ccn mU<:?sl ras d0 tamam 

n= 1 O }' n= l 5 con 500 repel icionos, para pNbor b r·obustlddad de la 

dislribucién l-sl•Jdent. 

-::ili·--1-9--q~---i -~,~;-J·--1-~:;- ---¡-;;;; ---l · ;;~~----1--,;;:-¡·. -1--~;;-l 
u • - ·-- .,. ·-- j ·-- ·-" _,_ - -- ---- ------ -------- -------- --------· -------- ---------

n= 10 AD 0.352 1.195 1.678 l.'111 1.607 1.792 1.215 --- ----- ------- ----·---- --------- ------ ---------- ---------tffi 5 A-~- _:i:_:e~ _'.:::;_~: _::~:: __ !_·_:~?- _1_::_~~ _::::_'. __ !_:~:?_ 

TA~LA 3 .2 

Est:Jd(slii;;a 1\nJernon-L'arling (t\L!J obt·~nid~ r::i:n lan1nr~Js d<? rnu·~~tra 

n= l (\ i' n= ! :.~ c-:-n f?JO r<:p:!I ii:-icr\•:s, µ:ir·:i cL-:er»·ar (;_¡ rapid~:: .Je 

•.;r;n.,·r:i~en:i:! ·:!J !;1 distrH.:•J•::i•5n l·r;tu-l•:!nt ,,.-:nera!i:.Jd3. 

·--··- --··------¡·-·-·----· -----. ·----- -- -- ··--··----¡·-------- ---·-------¡ a 1,l_\9 1.i.1E 1.97 l.Y1.:.. 1.~15 1.~1 ü !.~~Q 

·t~~-~x~- ~:~:. '.::i'.'.~~·- -~~:~~ .. -~:~~~:[~:~:.;~! :-,~~'.~~;~-- -~~:~:~- --~:::;~.~~-
n~I.:: ,\O l·l.7- :o.c<J •... .::,\> 9.h,.l , .... ·l .::.009 _,¡ __ . 
------ ----- -------- --------- --------- -------- --------- ---------- -----------



• 
T.<\l.!U, ~.2 

. Lcn¡;il_ucl pro1netllo de SUD lnle1·•:3lcs d~~ -:1::nfinn:a ccnst ruid0~ ccn la 

l-stu::lent ( t l y ccn ln t-gsn·~r3ll::,~·i:i l t -g l rara tnrn:ir1Cs d~ n1u11stra 

n=lO y n-=15. 

l.99 
------- ---------- ----------[- ----- --- -------- ------·----
l. 9e 1.97 l.95 1.9S 1.90 1.so 
------- -- ·- ------ ------ ---· -- ------ - ---------- ----------

a 

n= 10 1.975 l.~52 1.•ISD 1..5.15 l.liJO :~.088 2.UOG 

l-¡;· 1.133 l.152 l.170 l.178 l.228 l.280 1.'173 

n=15 l 1.10·1 l.121.! 1.16~ 1.l]'J 1.160 l.356 2.320 

t-g 0.882 0.8°J Q.89~ 0.916 0.915 0.988 l.20.5 

-~~ ~~:~~-- -~~-:~~1~~~!{~:~ ~~;i:¡f i~~¡~~?:;-i~~r~;~~~f ~- ~~~~~~;~~ ~;~~~r-
t ..••• 5 _.ó ..• ! ...... 1 L ••. l. ••. _9 __ l ....... o.1 1~ .... A 

- -------- ------- --------- ---------- ----------- --------- ---------- ----------
t-g 1.883 2.4:~2 3.~:1:: ·!.'.1~'0 6.~~~'0 ~1 .535 16 .. ~56 ~U.118 

-;- 2~8;:;2- 2:iiüfi -;-_-;;;-,;T4:;;1;,~-- ·¡5-.-.~~iü :i-:-1~-;~10- j:¡:2·21 :~-e-.-575 

-~~~ ~~:~~~~ ~~!~~ ~~~.~~~-~~-.l~~~~?~L!= ~~~~~(~~ ~~~~~~ ~~~~~~~ ~ ~~~~~~ 
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