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INTRODUCCION 

Los haces empezaron a estudiarse en el período de 1935 a 1940. Las 
primeras definiciones fueron dadas por H. Whitney, Hopf y Stiefcl, 
quienes mostrarton la importancia de los haces en aplicaciones de la 
Topología en la Geometría Diferencial. 

El concepto de haz vectorial surgió del estudio de espacios vecto
riales tangentes a objetos geométricos como: esferas, espacios proyec
tivos y en general variedades düerenciables. 

Serre demostró en 1955 que existe una correspondencia uno a uno 
entre los haces vectoriales algebraícos sobre una variedad afín y los 
módulos proyectivos finitamente generados sobre su anillo de coorde
nadas. 

Por algún tiempo se supuso que que existía una correspondencia 
similar entre haces vectoriales topológicos sobre un espacio Hausdorff 
compacto X y los módulos proyectivos sobre el anillo de funciones 
continuas valuadas de X en los reales, hasta que la demostró Swan en 
1962. 

En 1986 Vaserstein extiende el resultado de Swan a un espacio 
topológico arbitrario. 



INTRODUCCION 2 

El propósito de este trabajo es mostrar que existe una equivalen
cia entre la categoría de k-haces vectoriales de tipo finito sobre un 
espacio topológico arbitrario y la categoría de módulos proyectivos 
finitamente generados sobre el anillo de funciones continuas del espa
cio topológico en el campo k. 

En el capítulo 1 se exponen los conceptos generales sobre haces. 

En el capítulo 2 estudiamos los haces vectoriales, que son haces lo
calmente triviales· con la estructura de espacio vectorial de dimensión 
finita en cada fibra. En la primera sección se define la categoría de 
haces vectoriales. En la segunda sección se muestra un funtor que va 
de la categoría de k-haces vectoriales sobre un espacio 11 a la cate
goría de modulas sobre el anillo de funciones continuas de lJ en k. En 
la sección 3 se definen los funtores de K-teoría topológica y K-teoria 
reducida, que van de la categoría de k-haces vectoriales establemente 
equivalentes en la categoría de grupos abclianos, y se menciona el 
teorema de la periodicidad de Dott. 

En el capítulo 3 se muestra la equivalencia de las categorías de 
haces vectoriales y módulos proyectivos. En la primera sección se da 
la demostración que diera Swan para espacios topológicos Hausdorff 
compactos y en la segunda se presenta el resultado que diera Va.scr
stein. En la tercera se trata el problema de clasificación de haces 
vectoriales de tipo finito sobre un espacio topológico X. 



Capítulo 1 
HACES 

En este capítulo definiremos la categoría de haces, veremos que es 
una categoría abeliana (con la suma de Whitney como suma). Dare
mos algunas proposiciones y ejemplos importantes que se utilizarán 
posteriormente. En la segunda sección definiremos los conceptos de 
función inducida, restricción de un haz y una generalización de éste 
último que es el de haz inducido. 
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HACES 

1.1 DEFINICION. Un haz es una tripleta (E, p, B) donde p: E__, B 

es una función continua de espacios topológicos. 

Llamaremos a B el espacio base, a E el espacio total y a p la 
proyección del haz. Para cada b E B, el espacio p- 1 (b) se llamará 

la fibra del haz sobre b E B. 

Intuitivamente uno piensa en un haz como la unión de fibras p- 1 (b) 

para b E B parametrizado por B y "pegadas" mediante la topología 
del espacio E. 

Notaci6n. Usaremos las letras griegas (€,.,,p,~,etc) para denotar 

haces. E({) y B(€) denotarán el espacio total y el espacio base de € 

respectivamente. 

1.2 EJEMPLO. Denotaremos con n = 5 1 = {(cos 2irx, sen 21rx)J:r E ¡o, 1)} 

el círculo de radio unitario, E= ((cos 2u,sen 2u, :r)Jx E R} a la hélice 
sobre 5 1 y p: E -. D a la proyección dada por 

p(cos 2.-:r,sen 2.-:r,x) = (cos 2.-:r,sen 21<x) 

Entonces (E,p,B) es un haz y la fibra en (O,l) es Z. 
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1.3 DEFINICION. Un haz (E',p',B') se llama subhazdel haz (E,p,B) 

si E' es subcspacio de E, B' es subespacio de D y 

p' = P!E•: E'_... B'. 

Nota. Por transformación debe entenderse función continua. 

1.4 DEFINICION. Sean e= (E,p,B) y e'= (E',p',B') dos haces. 
Un morfismo de haces (u,l):e __,e• es un par de transformaciones 
u: E~ E' y /: B ~ B' tales que p'u = fp es decir el siguiente diagrama 
conmuta 

E u _... E' 

B _!_. B' 

Esto también se puede expresar por la relación: u(p- 1 (b)) e (p'- 1(/(b)) 

para cada b E B. 

Nota. Obsérvese que f está determinada en forma única por u 
cuando p es suprayectiva. 

1.5 DEFINICION. Sean e= (E,p,B) y e'= (E',p',B) dos haces so
bre B, un morfismo de haces sobre B (B-morfismo) u: e~ e' es una 
transformación u: E_... E' tal que p = p'u, es decir 

E E' 

p"' / p' 

B 

conmuta, esto es: u(p- 1 (b) e p'- 1 (b) para cada b E B. Lo anteriorsig

nifica que u preserva fibras. 

Los morfismos u sobre B son solamente morfismos de haces (u, ln)· 
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1.6 EJEMPLO. Si e'= (E',p',B') es un subhaz de { = (E,p,B) y si 
/: B' __, B y u: E' _, E son transformaciones de inclusión, entonces 
(u,/):{' _, { es un modismo de haces. 

El par (lE,ln):(E,p,B) __, (E,p,B) es un modismo de haces que es 
un B modismo. 

Si (u,/):(E,p,B) _, (E',p',B') y (u',/'):(E',p',B') _, (E",p",B") son 

modismos de haces, tenemos un diagrama conmutativo: 

E 
u 

E' 
u' 

E" _, 

lv l•' lpº 

B -'-· B' 
,. 

B" _, 

Como p"u' = f'p' y p'u = fp, porque (u',/') y (u,/) son morfismos de 
haces, entonces p"u'u = f'p'u y f'p'u = f'fp, luego p"u'u = f'fp por lo 
que las composiciones anteriores definen un morlismo de haces 

(uu', //'):(E, p, B) -• (E",p", B") 

dado por la composición (u',f') o (u,/) de (u,/) y (u',/'). 

Denotaremos por H a la categoría cuyos objetos son los haces, cuyos 

morfismos son los morfismos de haces y la composición de morfismos 
de haces. Denotaremos por Hn a la categoría cuyos ojetos son los 

haces sobre B, cuyos morfismos son los B-morfismos y la composición 
de morfismos es la composición de B-morfismos. 

1.7 DEFINICION. Un morfismo (u,/):(E,p,B) __, (E',p',B') es un 

isomorfismo si existe un modismo (u',/'): (E',p',B') -• (E,p, B) tal que 

/'o/= In, /o/'= In•, u' o u= lE y u o u'= !E'· 

1.8 DEFINICION. Una sección de un haz (E,p, D) es una función 

continua a: B __, E tal que p o • = In, es decir una sección es una 

transformación •: D _, E tal que •(b) E p- 1 (b), para cada b E B. 
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1.9 PR.OPOSICION. Si (E',p',B) es un subhaz del haz (E,p,:B) y 

•: B --. E es una sección de (E, p, B), entonces • es una sección de 
(E',p', B) si y sólo si a(b) E E' para toda b E B. 

Demostración. Como 1 es sección de (E',p',B) ten.emes que 
a:B - E' e E por lo que • es sección de (E,p,B). Inversamente, 

sea b E B, p'•(b) = (Pls·•)(b) = p•(b) = b.• 

1.10 DEFINXCION. El espacio F se llamará la fibra del haz (E,p, B) 
si toda fibra p- 1 (b) para b E B es homeomorfa a F; 

1.11 EJEMPLO. El haz producto sobre B con fib¡~'.F~sq~xF;~;n¡; 
donde pes la proyeción sobre el primer factor. · .. ,, =· ·=~· · 7

'' 

1.ll DEFINICION. El haz (E,p,B) se llamará trivial con fibra .F si 
(E,p,B) es isomorfo al haz producto (B x F,p,B). 

1.13 PR.OPOSICION. Toda sección• de un haz producto (B x F, p, B) 
es de la forma a(b) = (b, /(b)) donde /: B - F es una transformación 
definida únicamente por •· 

Demostración. Cualquier a: B ~ BxF es de la forma a(b) = (•'(b), /(b)) 

donde a': B - B y /: B - F son definidas de manera única por 
a. Como pa(b) = •'(b), tenemos que, • es una sección si y sólo si 
a(b) = (b, f(b)) para cada b E B.• 

Esta proposición nos dice que hay una biyección del conjunto de 
todas las secciones de (B x F,p, B) en el conjunto de transformaciones 

de B-F. 

1.14 EJEMPLO. Sea < x, y > el producto escalar en R.n y llxll = 
,/< x, :r > la norma euclideana. El haz tangente sobre sn denotado 
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T(Sn) = (T,p,Sn), donde T = {(b,:i:)I < b,:i: >=o} es un subhaz del haz 
producto (sn x Rn+ 1 ,p, sn). Un elemento (b, x) E T se llama vector 

tangente a sn en b. Las fibras p- 1 e T son espacios vectoriales de 
dimensión n. 

Una sección de T(S") se llama campo vectorial tangente en S". 

1.15 EJEMPLO. El haz normal sobre S" denotado .ll(S") = (N, q, S"), 

donde N = {(b, :i:) 1 x = kb para alguna k E R} es un sub haz del haz 
producto (S" x R"+ 1 ,p,S"). Un elemento (b,x) E N se llama vector 

normal a S" en b. Las fibras q- 1 e N son espacios vectoriales de 
dimensión l. 

Una sección de .IJ(S") se llama campo vectorial normal en S". 

1.16 DEFINICION. El producto de dos haces (E, p, B) y (E', p', B') es 
el haz (Ex E',px p',B x B'). 

1.17 DEFINICION. El producto fibrado {1 Ell 6 de dos haces {i = 

(E1 ,p,, B) y 6 = (E2 ,p,, D) es (E1 <DE,, q, B) donde 

E 1 ID E2 = {(x, :i:') E E1 x E2lp,(x) = P2(:i:')} 

Y q(x,:i:') = P1(x) = p2(x'). 

Este producto librado se conoce también como la suma de Whitney. 

Nota: La fibra de q- 1 (b) de {1 <D6 sobre b E Des pj" 1 (b) xp:¡ 1 (b) e E 1 x E, 

por esto se llama producto librado. 

A continuación recordemos como se construye el producto de dos 
categorías n y e, denotado D X C: Los objetos de D X e son pare
jas de objetos (B, C) donde B es objeto de D y C de C. Las flechas de 
(B, C)--+ (B', O') en BxC son parejas de flechas(!, g) donde/: D--+ B' y 
g: e C', y la compos1c1on de dos flechas 
(B,C) ~ (D',G') (~) (B",C") se define en términos de las composi

ciones de D y C por (!', g') o(!, g) = (!'o/, g' o g). 
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1.18 DEFINICION. Los funtores P: D x C ~ D y Q: D x C --'-' C 

llamados las proyecciones del producto se definen por P(f, g) _ :=_ f _y 
Q(f,g) = g. 

P y Q gozan de la siguiente propiedad: 

Dada cualquier categoría D y dos funtores R y T existe un funtor'
único F:D ~ D x e tal que: PF = R y QF = T, es decir conmuta el 
siguiente diagrama 

D 

B J:.... DxC ~ C 

Esta condición requiere que Fh, para cualquier h en D sea (Rh, Th). 

Inversamente, este valor para Fh hace a F un funtor con las propie
dades requeridas. 

Esta propiedad en la categoría producto nos dice que las proyec
ciones P y Q son universales. 

También recordemos que dos funtores U:D -• B' y V:C -• C' 

tienen un producto U x V:B x e___, D' x C' definido por (U x V)(B, O)= 

(U B, VC) y (U x V)(f,g) =(Uf, Vg). 

De otra manera, U x V puede describirse como el único funtor que 

hace conmutar el siguiente diagrama: 

D J:__ DxC ~ e 

lu luxv lv 
B' ~ B' xC' ~ C' 

Por lo tanto el producto x asocia a cada par de categorías (B,C) 

una categoría D x e, y a cada par de funtores (U, V) un funtor U x V. 

Aún más, cuando !ns composiciones U o U' y V o V' están definidas, 
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claramente (U' x V') o (U x V)= (U' o U) x (V' o V} por lo que la operación 
x es un funtor, es decir, restringiendo a categorías pequeims es el 

funtor 

x: Cat x Cat -• Cat. 

A continuación definiremos a E9 como un funtor Hn --• n,, de la 
siguiente manera: sean e1 = (E1,p1 ,B), e; = (E;,p'1 ,B), {, = (!i'.,p,,D), 

e;= (~,p~,B) E-haces y sean U¡:(1 _,e; y u2:6 ~e; dos /J-mor
fismos. Entonces definimos el B-morfismo u 1 ID u2 : (E1 ffi /1'1 , q, JJ) --• 

(E\ mE;,q',B) como (u1 (J)u2 )(x1,x1 ) = (u1(xi),u2(x2 )). 

Como p\u1(xi) = pi(x,) = p2(x2) = p~(x2 ), u1 (IJ u2 es un modismo bien 

definido. Claramente IE, © lE, = lE,tllE,. 

También, si u 1:e; __.e;• y v,:e~ __ .,..{~son n-morfismos entonces 

{u1 (IJ u2) o (u1 ElJ112) = (u1 o u1) !D (u, o u2). 

Por lo tanto E9 es un funtor y el producto fibrado es el "producto" 

de la categoría Hn. 

Veamos que el homomorfismo 

u:BxF1 xF2 

(b, v .. 112) ,_. 
(B X F,) ElJ (B X F1) 

u(b,v1,112) ""(b,11,,b,112) 

define un E-isomorfismo de haces producto. Definamos u': (b x F,) IJJ 

(B x F2 ) __, B x F1 x F2 con (b, y1 ,b, v2) ,__. (6, 111, v2)· Tenemos que: 

(uu')(b,111,61 v2) = u(u'(b,y¡,b, 112)) 

= u(b, 1/1, V2) 

= (b,y,,b, 112) 

(u'u)(b, Vil 112) = u'(u(b, !11 .!12) 

= u'(b,¡,i1,b,y2) 

= (b, Y1i Y2) 

= lsxr1 xr, 
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Por lo tanto u'= u- 1 • 

Usando este isomorfismo y las propiedades funtoriales de EEl tene
mos la siguiente 

1.19 PROPOSICION. Si e1 = (E1 ,p 1 ,B) es un haz trivial con fibra 
F1 y e. = (E2 , p,, B) es otro haz trivial con fibra F2 , entonces e1 ro (2 es 
un haz trivial con fibra F1 x F2 • 

Demostración. Por la propiedad de las fibras del producto librado 
sabemos que 

1.20 PROPOSICION. Las secciones a de un producto fibrado 
{E1 Gl E., q, B) son de la forma a(b) = (at(b), ,,(b)) donde a1 es una sección 
de {E1 ,p 1 ,B) y'• es una sección de (E2 ,p,,B). 

Dcmoatrnción. Cada sección-···cs una transformación a: B - E, ©E, e 

E, x E. tal que q o•= 18 por lo que • es de la forma (•db), •1 (b)) donde 
a1:8 ~E, y a,:B ~ E2 • 

Como b = qa(b) = p1 (• 1 (b)) = p,(.,(b)) Vb E B, • es una sección.• 
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2 HACES INDUCIDOS 

Sea Conj la categoría de los conjuntos. Sus objetos son los conjuntos 
y sus morfismos son las funciones. 

Supongamos que tenemos el siguiente diagrama en Conj 

e 

A __!_, B 

2.1 LEMA. a) Existe un diagrama conmutativo 

D ~ C 

A __!_, B 

que tiene la propiedad siguiente: dado cualquier diagrama conmuta
tivo 

E __!_. C 

A __!_, B 

existe una única función .\:E__, B tal que 1 = h.\ y m = k.\. Es decir, 
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el siguiente diagrama conmuta 

~ 

A .!...., B 

b) La tripleta (D,h,k) con la propiedad (a) es única salvo isomor

fismo. 

Demostración. Sea De A X e tal que D = {{r, !I) E A X Gj/(r) =/(y)) y 

definimos h: D - C tal que h(r, v) = v y k: D-+ A tal que k(x, y) = x. Si 
1 y m son dados con gol= fom definirnos>.: E - D por >.(e) = (m(e), l(e)). 

Claramente >. es única.• 

2.2 DEFINICION. Llamarnos a k la función inducida de g por f y 

escribimos k = f"(g), f'G = D y h = j. 

f'C=n L e 

2.3 COROLARIO. f.'(/2(g)) = (Mi)'(g). 
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El resultado ris im:iiediatoal·observar el siguiente diagrama: 

2.4 PROPOSICION. Las funciones inducidas existen en la categoría 
Top de espacios topológicos. 

Demostrnci6n. Consideremos A X e con la topología producto y a 
D '--' Ax C con la topología subbásica. Entonces h 0~ ir0Ju, k = .-AJu 
son continuas. Además la función .\:E .... • IJ es continua si y sólo si 
i o.\: E __. A x C es continua. Esto es <'<¡nivalcnte a que .-0 o i o.\ = 

m: E -... A y "D o i o.\ = 1: E__. C sean continuas. 

\'~º 
\ lwA l• 

:e A ..!.... A xC 

El diagrama de las funciones inducidas f'(g),Í se llama a menudo 
producto fibrado determinado por / y g. 

Una clase importante de diagramas de producto librado está deter
minada por las relaciones de equivalencia que a continiuaci<ín definire
mos: 
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2.5 DEFINICION. Una relación de equi\·alencia en un conjunto A 

es una función suprayectiva p: A - B, BE Conj . 

Nota: Si deseamos considerar la relación de equivalencia como un 
subconjunto Re A x A con ciertas propiedades (reflexiva, sim'étrica y 
transitiva) podemos recuperar a R como p" A= {(:i:, y) E AxAl/i(:i:):; p(y)} 

p'A = R A 

l•"(p) !• 
A ..!.... B 

R es la gráfica de la relación de equivalencia p. 

~.6 DEFINICION. Sea { = (E, p, B) un haz y A un subconjunto de 
B. Entonces la restricción de {a A, e¡_., es el haz (E 1 ,p1,A) donde 
E'= p- 1 (A) y p' =PIE·· 

A e B 

Nota: Si e es el haz producto sobre B con flbra F y si A es un 
subconjunto de B, entonces e1 .. es el haz producto sobre A con fibra 
P. 

La restricción satisface la siguiente propiedad <le transitividad. Si 

e es un haz sobre o y A e Be e, entonces e: .. = Wn )\ .. y elo =e. como 
ilustra el siguiente diagrama: 

E" E' 
11 11 

p-'(A) e p- 1(B) e E 

A e e e 
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2.7 DEFINICION. Dos haces€ y r¡ sobre B se llamarán localmente 
isornorf os si para cada b E B existe una vecindad abierta U ele b tal 

que {!u es isomorfo a rl!u· 

Nota. Claramente dos haces isomorfos son localmente isomorfos. 

/ 

2.8 DEFINICION. Un haz €sobre B se llamará localmente trivial 
con fibra F si e es localmente isomorfo al haz producto (D X F,¡i, /J). 

2.!l PROPOSICION. La relación de ser localmente isomorfos es una 
relación de equivalencia. 

Demostración. i) Sea e= (E,p, b). Para cada b E IJ tomamos como 

vecindad a U= IJ y ten,emos que €\B = €\B por lo que €está relacionado 
consigo mismo. 

ii) Sean e y ,, localmente isomorfos, entonces para cada b E /J existe 

U vecindad abierta de b tal que €1U ~ r¡JU. Luego r¡ es localmente 
isomorfo a e. 

iii) Sean U y V dos vecindades abiertas de b En tales que €\u:! •1\u 

son U-isomorfos y r¡\v ~ rlv son V-isomorfos. Luego, los haces {\unv 

y dunv son U n V -isomorfos ya que: U n V es abierto, U n V e U y 
unv e v. 

Como €\u ~ r¡\u entonces €\unv ~ r¡\unv y 11\v "" ~\v. Por tanto 
•1'unv ~ rlunv y tenemos que €\unv ~ r¡\unv .• 

2.10 COROJ,ARTO. Si {es localmente isomorfo a un haz localmente 

trivial, entonces e es localmente trivial. 

Demostración. Por la transitividad de la relación.• 

Decimos que una propiedad es local en haces si es una propiedad 
de haces que permanece entre los haces localmente isomorfos. 

Si u:€ __, r¡ y v: r¡ __, € son dos B-morfismos y A e D,entonces 
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(iiu)A = vAuA, (l¡}A = l¡¡A Y uA = u/sciJA):{IA--+ q¡A es un A-modismo. 
Por lo tanto { >---> {!A y u,__. u A define un funtor de HB - HA. 

A continuación generalizaremos este concepto: 

2.11 DEFINICION. Sea { = (E,p, 8) un haz y/: 8 1 --+ 8 una función 
continua. El haz inducido de e bajo f tiene como espacio base a 8 1, 

como espacio total a 

/"E= {(b1, x) E B1 x El f(b1) = p(:r)} 

y como proyección f'(p) = p1 a la transformación dada por (b 1,x) ,__. b1 • 

Lo denotaremos por/"({)= (/'(E), f'(p), 8¡). 

2.12 PROPOSICION. Sea { 1111 haz sobre By A un subespacio de 
B con inclusión i: A._. B. Entonces {!A y j' (O son A-isomorfos. 

Demostración. Definamos u: el .. - j'(e) tal que u(x) = (r(x), x) y 
v:i' (el --+el" tal que v(p(x), x) = x. Es inmediato comprobar que u es 
un A-isomorfismo y v es su inverso.• 

Sea f'W el haz inducido de {bajo /:B1 _, 13, entonces la pareja 
(11 , /) donde fi: f' E_, E dada por /¡{b1 , :r) = x define un modismo de 
f'({) _,e que lo llamaremos morfismo canónico del haz inducido. El 

diagrama es: 

(b1, :t} X 

!"(E) E 

1 lPa~/'(p) l• l 
B1 _!_. B 

b¡ p(:r) = f(b¡) 

2.13 PROPOSICION. Si (/1, /): f'({) _, {es el modismo canónico de 

e bajo /: B1 - 13, entonces \lb1 E B la restricción /¡: PÍ 1 (b) - p-1 (l(b1 )) 
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es un homeomorfismo. También si (v, !): r¡ - e es cualquier morfismo 

de haces, existe un ll1-morfismo w:r¡ - !'(€) tal que ftw = v y w es 
único con esta propiedad. 

Demostración. Como p¡- 1 (bi) = ((b 1 , x) E b1 x E 1 p(x) = f(b,)} e b1 x E 

tenemos que p- 1 (/(bi)) = p' (p(x)) = z, por lo tanto la función 

fE:b 1 x p- 1 (/(bi)) - p- 1(/(bi)) dada por (b 1 ,x) ,_. f¡(b 1 ,x) ~ x es un 
homeomorfismo. 

Ahora, sea w(11) = (p0 (11),v(11)). Como (v,J) es un morfismo tenemos 

que /(p,(v}) = p(u(11)) por lo que w: E(r¡) _, E(f"(e)) = /"E es un ll1-

morfismo. Obviamente ftw = v. 

El diagrama es: 

E(r¡) 

J' E illl /( E 

.··' 
~-· 

/) 

Veamos la unicidad: la igualdad pi(w(11)) = p,(y) es cierta para 

cualquier B1-morfismo w, y la relación /(w = u implica que w(y) = 

p0 ((y), v(y)) para cada 11 E E(r¡).• 

2.14 PROPOSICION. Para cada transformación /: D1 _, 8 la fa

milia de funciones f': 110 , __, Hn define un funtor. Además, para un 

D-morfismo u: e -· ·• r¡ el siguiente diagrama conmuta: 

E(/'(r¡)) -~ E(r¡) 

/"{•l/ "/ l E(/"(€)) E(e) 
'\. l '\. 

n, --'· n 
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Demo•traci6n. Claramente, como f"(u): /'(€) - f'(r¡) es un B1-mor
fismo definido por f'(u)(b1,x) = (b 1,u(x)), se tiene que f'(l() = lrW• y 

si u:r¡ - ~es otro B1-morfismo, entonces f'(uu)(b1,x) = (b1,uu(:i:)) = 
f'(u)(b1,u(:i:)) = f'(u)f"(u)(b1,z). Por tanto f' es un funtor. 

Si (b 1,:i:) E E(r(€)), u(/1)(b 1 ,z)) = u(z) entonces 

u(z) = / 0 (b1, u(z)) = / 0 (/"( u))(b1, x) 

luego tenemos uf(= / 0 /"(u).• 

:1.15 PROPOSICION. Sean g: B2 - B1 , /:B1 - By e un haz sobre 
B, entonces 1'(€) y e son E-isomorfos. Además g'(/"(€)) y (fg)'({) son 

Brisomorfos. 

Demostración. Definamos u:e - l'(e) por u(:i:) = (p(:i:),:i:). Clara
mente es el isomorfismo (l((p(z),:i:) = z). 

Definamos u:(fg)'(e) - g'(/'(€)) por u(b2 1 x) = (b2,g(b2),:i:). Clara

mente u es isomorfismo.• 



Capítulo 2 
HACES VECTORIALES 

En la primera sección de este capítulo definiremos los conceptos de 
haz vectorial y morfismo de haces vectoriales. Además daremos una 
caracterización de los B-isomorfismos de haces vectoriales, veremos 
que el haz inducido r(e) de un haz vectorial admite una estructura 
de haz vectorial y que los haces vectoriales inducidos por funciones 
homotópicas son E-isomorfos cuando lJ es paracompacto. 

Un haz vectorial es un haz con la estructura adicional de espacio 

vectorial en cada fibra. Este concepto surgió del estudio de los campos 
vectoriales tangentes de variedades difcrenciables. 

En la segunda sección veremos como son las secciones de haces 

vectoriales y veremos que el conjunto de secciones sobre un k-haz 
vectorial sobre un espacio D admite una estructura de k"-módulo. 

En la tercera sección definiremos algunos de los conceptos elemen

tales de la J(- teoría 
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HACES VECTORIALES 

Nota. Los campos que nos interesan son el de los números reales 
R, el de los números complejos C y el de los cuaterniones ){. 

1.1 DEFINICION. Un k-haz vectorial e sobre un espacio topol6gico 
B consiste de un haz (E, p, B) donde la proyección p: E - Bes suprayec
tiva y para cada b E B, existe una vecindad U de b, un entero n y un 
homeomorfismo h: U x kn - p- 1(U) tal que la restricción bx k" =. p- 1 (b) 

es un isomorfismo de espacios vectoriales \lb E B. Esto es: en cada fibra 
Fb(e) = p- 1 (b) tiene la estructura de un espacio vectorial de dimensión 
finita sobre k. 

Si k = R, e se llama haz vectorial real. 

Si k =e, e se llama haz vectorial comple;'o. 

Si k = ){, e se llama haz vectorial cuaterni6nico. 

El U-isomorfismo h: U>< kn - p- 1 (U) se llama carta coordenada local 

de e. 
Nótese que no se requiere que n sea constante. La dimensión de la 

fibra Fb puede variar con b. 

1.:i PROPOSICION. La dimensión de las fibras de un haz vectorial 
es localmente constante. 

Demostración. Para cada b E B, existe U vecindad de b, un entero n 

y h: U x k" -+ p- 1 (U) homeomorfismo tal que p- 1 (b) ~ b x k". Si V e U 

es un abierto en la componente conexa de b, tenemos que V x kn es 
homeomorfo a p- 1 (\!) 

donde i es la inclusión de V x kn en U x P y 1f es la proyección de p- 1 (U) 
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en p- 1 (V). ir oh o i es continua ya que .,,., h e i lo son; es supraycctiva 

porque .. Jo es, además es inyectiva porque i lo es. Por lo tanto"º hoi 

es un homeomorfismo de V x kn en p- 1 (V). 

Sea b' en la componente conexa de b en U, existen U' e U, un entero 
m y un homeomorfismo h': U' x km __, p- 1 {U') tal que la restricción a 

b' x 1cm _, p-1(6') es un isomorfismo de espaCios vectoriales. Como 
U' x km es homeomorfo a p- 1¡u1¡ y p- 1(U') es homemomorfo a 

U' x kn, luego n = m. Por lo tanto la dimensión del haz es localmente 

constante, y si B es conexo, es constante.• 

1.3 EJEMPLO. El haz tangente T(Sn) (véase el ejemplo 1.1.14) 

tiene una estructura natural de haz vectorial real en cnda fibra pues 
es un subespacio de Rn+ 1 ya que T (sn¡ es subhaz del haz producto 
(Sn X Rn+•,p,Sn). 

Un morfismo de haces vectoriales es una transformación que pre
serva fibras y que es lineal en cada fibra. De manera más precisa 
tenemos: 

1.4 DEFINICION. Sea e= (E,p, B) y e'= {E',p', ll') dos haces vecto
riales. Un mor[~mo de haces vectoriales {u, J): e-• e• es un morfisrno 
de haces subyacentes u: E__, E' y f: B _, B' con p' o u= Jo ¡1 y tal que 
la restricción u:p- 1(b)--. p'- 1 (/(b)) es lineal Vb E H. 

1.& PROPOSICION. Sean (u,J): e_, e' y (u'.J'):{' -~ €" morfismos 
de haces vectoriales, entonces el morfismo de haces subyacentes 

(uou',fo/'):{--+e' 

es un morfismo de haces vectoriales. 

Dcmostrad6n. (u o u',/ o f') es un modismo de haces subyacentes y 

como u y u' son lineales en las fibras, u o u':p- 1 {b) ·-• p1· 1 (!o f'(b)) es 

lineal.• 
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El diagrama es: 

E(e) ~ E({') ~, E({") 

!p lp' lp" 

B({) ..!.... B({') ..!....' B({''). 

Denotaremos con HV a la categoría de haces vectoriales, por HV n 

a la categoría de haces vectoriales sobre B y B-morfismos,y por HVn 

la subcategoría plena de haces vectoriales de dimensión n sobre B. 

1.6 EJEMPLO. Sean e= (B X kn, p, B) y r¡ = (D X km' p, D) dos haces 
producto. Los B-morfismos son de la forma u(b, :i:) = (b, f(b, x)) donde 
/: B x kn ___,km es una transformación tal que f(b, x) es lineal en x. 

Sea .C(k", km) el espacio vectorial de todas las transformaciones li
neales de kn en km.-.C(k",km) es isomorfo a k"m. 

Entonces f:B x k" ___,km es continua si y sólo si b ,_. f(b,_) como 
función B ___, .C(k",km) es continua. 

Es decir, el siguiente diagrama conmuta 

(b,:r) 

Bx K" u ___, 

B 

u(b, :t) = (b, f(b, z)) 

I.'T DEFINICION. Un isomorfismo de haces vectoriales sobre Bes 
un morlismo u: e ___, e tal que existe u: {' ___, e con uu = 1 ( y uu = 1 ('. 

A continuación veamos un criterio para decidir cuando un B-mor
fismo es isomorfismo. 
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1.8 TEOREMA. Sea u: e - e' un B-morfismo entre haces vectoria~· 
les. Entonces u es un isomorfismo si y sólo si u: p- 1 (b) ----+ (p•¡-1 (b) es 
un isomorfismo de espacios vectoriales \lb E B. 

Demostración. La implicación es inmediata pues el inverso de 
u:p- 1 (b)----+ p1- 1 (b) es la restricción a (p')- 1 (b) del inverso de u. 

Inversamente, sea v: e' - e la función requerida tal que vl{p')- 1 (b) es 
la inversa de la transformación lineal restringida u:p- 1{b)----+ {p')- 1 (b), 

v será la inversa deseada si es continua. 

Sea U un conjunto abierto de B, sea h: U x kn ----+ p- 1 (U) una carta 
coordenada local de e, y sea h':U x kn - (p')-'(U) una carta coorde
nada local de(. Es suficiente mostrar que v:(p')- 1 ( 7 ')----+ p-•¡u¡ e!' 
continua para tal U. 

Por el ejemplo 1.6, la función h'- 1 uh es de la forma (b,:c) .-. (b, fb(.c)) 

donde b .-. lb es la transformación U - .C(kn,k"'). Entonces las 
funciones h- 1 y h' tienen la forma (b,z} .-. (b,¡b- 1 (z)) donde b ~--. 

ft; 1 es la transformación U ----+ .C(kn,km) por lo tanto la restricción 

u:{p'¡- 1 (U)----+ p- 1 ¡u¡ es continua.• 

1.9 DEFINICION. La suma de Whitney de dos haces e1 y 6 sobre B, 

denotada por e. Ell61 es el producto fibrado de los haces subyacentes e, 
y 6 con la siguiente estructura de haz vectorial: q- 1 (b) = p¡- 1 {b) x P2 1 (b) 

tiPne la estructura de espacio vectorial de la suma directa de dos 

espaci06 vectoriales. 

1.10 PROPOSICION. Sea /: B1 ----+ B. Sea e un haz vectorial sobre 
B. Entonces f' (e), el haz inducido del haz subyacente de{, admite una 
estructura de haz vectorial y (/1,f): f'({) -~ {, el morfismo canónico 
del haz inducido, es un morfismo de haces vectoriales. Más aún, esta 
estructura es única y /¡:p¡- 1 (b} - p- 1 (b) es un isomorfismo lineal. 

Demostración. La fibra P!'(b) de /'{{) = {E1,P1, Bt) sobre b, E 81 

es b1 x p- 1 (/(bi}) e E, e 81 x E. Ahora, para (b1,:r) y (b1,:r') E v-'(bi) 
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requerimos que (b1 , x) + (b1o x') = (b 1, x + x') y n(ba, x) = (b¡ ,nx), n E 'k, 

Como fe (b1, x) = :r, la restricción fe: p¡-1 (b1 ) --+ p..: 1 (b) es un isomorfismo 
lineal.• 

El diagrama es: 

b1 X p-I f(bt) = b¡ X p-I (p(x)) = b1 X X 

p-1 (bi) 
E !.J... E ,,-'(b) 

T !p' !p T 
B, L B b 

b, 

Si u: e__, ., es un B-morfismo de haces vectoriales y si /:B1 __, B es 
una transformación, entonces r(u):r(e)--+ f'(r¡) es un n,-morfismo 
de haces vectoriales. 

E(f"(r¡)) -·-·----+ E(r¡) 

r1uv u/ 

l E(/'(()) Et . . 
l ---

! 
B, - -> B 
J 

B --
B1 

Esto es inmediato pues f'(u)(b 1,x) = (b 1,u(:r)), i.e. la linealidad de u 

sobre /(bi) implica la linealidad de r(u) sobre b,. 

Por lo tanto r: HV n --+ HV n, es un funtor. 

1.11 LEMA. Sea r: n X l --+ B X I definido por r(b, t) ~ (b, 1) y HCIL 

ek = (E, p, B X /) un ha~ vectorial sobre n X l donde B es un espacio 

paracompacto e I es el intervalo cerrado ¡o, 1¡ en R. Existe una trans
formación u: E--+ E tal que (u, r): e __, ( es un morfismo de u es un 

isomorfismo en cada fibra. 

Demostración. Sea {U;};EI una cubierta abierta localmente finita ele 

B tal que e¡(U, X J) es trivial. Esta cubierta existe (véase IHJ p;Íg. 27) 
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y la paracompacidad de B. Sea {q, ),e 1 una em·olvente de la unidád 
subordinada a la cubierta {U.J,e 1 , esto es, el soport\? de q¡ es un sub
conjunto de U, y 1 = max q¡ (b) para cada b E B. 

•El 

Sea h,: U; x l x k" - p- 1 (U x l) un (u, x /)-isomorfismo de haces 
vectoriales. 

Definimos un morfismo (u,, r,): e 
r;{b,t) = (b, me.x(r,(b).t)), u; es la identidad 
U; (h¡{b, t, :i:)) = h, {b, max(r, (b), t), z) para cada 

e por las relaciones 

fuera de p- 1 (U, x l), y 
(b,t,z) E U, x l x k". Le 

damos un buen orden a I para cada b E B hay una vecindad abierta 
U(b) de b tal que U, r U{b) i- 0 con i E l(b) donde l(b) es un subconjunto 
finito de l. 

En U(b) x l, definimos r = r,(n) ... r,(!), y en p- 1 (U(b) x /),definimos 

u= u,(n) .. · u;¡I) donde /(b) = {i(l), .. ., i(n)} e i(l) < i(2} < .. · < 1(n). 

Como r, en U(b) x l y u, en p- 1(U(b) x /} son distintos para i <t l(b) 

las transformaciones r y u son composiciones infinitas de transforma
ciones donde todos excepto un número finito de términos son idénticos 

cerca de un punto. Como cada u, es un isomorfismo en cada fibra, la 
composición u es un isomorfismo en cada fibra.• 

1.12 TEOREMA. Sea B paracornpacto. Si /, g: B ~ B, son ho
motópicas, y e un haz vectorial sobre B1 , entonces /"(e) y g'(e) son 

E-isomorfos. 

Dcmostrad6u. Sea h: B x l -- B, una transformación con li(z,O) = 

/(z} y h(l,z} = g(r). Entonces f'W ~ h'(.;)~nx(o) sobre lJ y g'{e) ~ 

h'(.;)\nx{•l sobre B. 

h'(e}lnx(o) y h'(e}lnx{•l son E-isomorfos y además,/'(.;) y g'({} son 

E-isomorfos.• 
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2 SECCIONES 

:u DEFINICION. Una aección 1 de e sobre un subconjunto A es 
una función continua •:A --+ E(e) tal que p1(z) = "· Se sigue in
mediatamente de la definición de haz vectorial que para toda z E B 

existe una vecindad U de" y secciones 1 1, ••• •'" de e sobre U tal que 
1 1 (11),. . .,• .. (y) forman una k-base para Fw para cada, E U. Diremos 

que'••· .. ,• .. forman una baae local en z. 

Cualquier sección de { sobre U puede ser escrita como 

donde 4'(11) E k. 

Note que • es continua si y sólo si cada "' lo es. (Esto es inmeo.11-
ato para la base local e1, ... e .. la cual obtenemos de la definición de 
haz vectorial. Si •1,. .. , '" es otra bnBe local, 1;(11) = EJ iii1(11)e¡(11) y 
11 ,_. (a1¡(11)) es una transformación continua U -+ GL(n, k). El re
sultado se sigue del hecho de que A -+ A-1 es una transformación 
continuo. en GL(n, k).) 

Similarmente, si 1 11 ... , • .. y 11,. • ., 1,. son bases locales para e y ., 

en % respectivamente y /:e -+ .,, entonces cerca de "• /(10(11)) e 

}:1(a;1(11)t¡(w} y f es rontinua si y sólo si cada 0i;(11) es continua. Si 
/:e -+ '1 es inyectiva y suprayectiva, el hecho de que A,_. A- 1 en 
GL(n, k) es continua muestra que ¡-• es continua:. En otras palabrM, 
tal / debe ser un isomorfismo. 

:u LEMA. Sean 11, ... ,t.,. secciones de e sobre una vecindad U de 
z tales que 11(z), ... ,1 ... (z) son linealmente independientes. Entonces 
existe una vecindad V de" tal que t1(11) 1 ... ,t.,(•) son linealmente in
dependientes para cada 11 e V. 
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Demostración. Sea 1 1,. .. , •n una base local en :r. 

Sea 11(11) = í:a;1(11)•;(11). Alguna m x m submatriz de (a;;(:c)) debe de 
ser no singular por hipótesis. Además ésta submatriz debe ser no 
singular en (a;1)(11) para toda 11 suficientemente cerca de :c. Para los 
números reales y complejos, esto se sigue tomando determinantes. 
Para los cuaterniones debemos reemplazar la matriz por una. real de 
4m x 4m. Entonces sabemos que si no se anula el determinante de esta 
l::natriz real, es equivalente a que la matriz original sea no singular. La 
existencia de una submatriz no singular de m x m claramente implica 
la conclusión del lema. 

Observación. En general, no es cierto que las tra.neformacioncs de 
haces vectoriales tienen núcleo e imagen en la ca.tegor!a de haces vec
toriales. 

2.S EJEMPLO. Sea B = 1 el intervalo unitario y { el haz producto 
l X /e donde p(:r,11) = :r. Sea /:{-+e dada por /(:r,11) = (:r,:i:v). La 
imagen de / tiene fibra de dimensión 1 en dondequiera excepto en 
., = o donde la fibra es cero. Entonces im / no puede ser un haz 
vectorial. Similarmente /ccr / tampoco puede ser haz vectorial. 

:u PROPOSICION. Sea '" { -+ r¡ un morfismo de haces vectoriales 
las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

1) im u es subhaz de r¡. 

2) leer u es subhaz de e. 
3) Las dimensiones de las fibras de im u son localmente constantes. 

4) Las dimensiones de las fibras de leer u son localmente constantes. 

Demostración. Es claro que (3) y (4) son equivalentes y que son 
implicados por (1) y (2) respectivamente. 

Veamos que 3 implica 1: Sean :r E B, 1¡, ... ,•m una base local de e 
en :i: y 11 , ... , 1,. una base local de r¡ en :r .' Sea 1 la dimensión de la fibra 
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de im u en :i:. Reenumerando si es necesario, podemos suponer que 
usi(:i:), .. ., ua1(:i:) generan a F.(im u) y son linealmente independientes. 

Reenumerando otra vez, podemos suponer que 

u1,(:i:)1 .. ., ua1(:i:)1 tr+1(:i:)1 ... 1tn(:i:) 

son linealmente independientes. Luego por el lema 2.2 y como las 

dimensiones de las libras de r¡ son localmente constantes 

ua¡(:i:), .. ., u11(:i:)1 t1+1(:i:),. .. 1 tn(:i:) 

forman una base local para im u en :i:, por lo que im u es subhaz de r¡. 

Veamos que 3 implica 2: Sean 111 ... 1 •m como antes. Para todo y 

cercano a :i:, podemos escribir ua.(11) =E~ a;;(11)u•;(11) para i >l. 

Sea •H11l = •;(y) - E~ a;;(•)•;(y}. Entonces •i.+ 11 ... 1 •:., son secciones 
locales del ktr u y son linealmente independientes cerca de x. Como 

hay el número exacto que debe de haber de ellas, deben formar una 

base local del ker u, por lo tanto leer u es rmbhaz de {.• 

2.5 ODSERVÁCION. Sin ninguna hipótesis, esta demostración prue

ba que si dimkF.(im u) = n entonces dimkF,(im u) ~ n '111 en alguna 

vecindad de :i:. 

2.6 DEFINICION. Un producto interior en un le-haz vectorial { 

está dado por un producto interior ( , ). en cada fibra F. que varía 

continuamente con :i:. 

2.7 LEMA. Si B es paracompacto, todo k-haz vectorial sobre B 

tiene un producto interior. 

Demostración. Sea {U0 } una cubierta localmente finita de B tal que 

p- 1 ( U0 ) = U0 x len•. Es trivial construir un producto interior ( , )0 , en 

cada p- 1(U0 ). Sea {w0 } una partición de la unidad en B sobre R. para 

la cubierta {Ua}• Definamos (•1,•2). =E0 wa(:i:)(e1,•2)a,.·• 
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2.8 PROPOSICION. Si B es paracompacto, cualquier subhaz r¡ de 
un haz vectorial e es sumando directo. 

Demostración. Escojamos un producto interior para e, este pro
ducto define una proyección u,: F.(e) - F,(r¡) que varía continuamente 
con :r. Luego u: e----. r¡ es una transformación de haces vectoriales. Por 
la proposición 2.4, í = ker u es un subhaz de e. De aquí que e= r¡ mí·• 

2.9 DEFINICION. Sea k8 el anillo de funciones k valuadas en B. 

Si {es un k-haz vectorial sobre B denotamos con r({) el conjunto de 
todas las secciones de { sobre B. 

Si ,, y •2 E r(e), definimos (•1 + •2)(:r) = •d:r) + •2(:r). Si •E r(e) y 
a E k8 , definimos (a•)(:r) = a(:r)•(:r). Con estas definiciones rw tiene 
estructura de k8-m6dulo. Claramente r es un funtor aditivo de la 
categoría HV8 (k) a la categoría de k8-m6dulos. 

Si e es el haz trivial E{{) = B X k" entonces r(e) es obviamente un 
k8 -m6dulo con n generadores. 

! 
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3 K - TEORIA TOPOLOGICA 

En esta sección construiremos de dos formas distintas el grupo de 

Grothendieck 9(M), definiremos el funtor Kk:Vect(B) _,Gr y el funtor 
de K-teoría reducida Kk y enunciamos un resultado importante de K

teoría reducida. 

Sean e= (E1,p1,B) y '1 = (E,,p.,B) dos haces vectoriales. Diremos 
que e y '1 son equivalentes si existe un homeomorfismo u: E1 _, E2 

tal que p2u = p1 y cuando u se restringe a una fibra p¡ 1(x), u es un 
isomorfismo de p¡- 1 (x) en Pi' (x). 

Esto es una relación de equivalencia en el conjunto de haces vec
toriales sobre B. Denotaremos por Vect(B) al conjunto <le clases de 
equivalencia de haces vectoriales sobre B. 

También recalquemos que si e y 11 son haces equivalentes sobre B y 
/: D1 --+ D es uno. transformación continua, los haces inducidos f'W 
y /'(11) son equivalentes sobre D1 • Por lo tanto f:B 1 ...-. B induce un 
funtor covario.nte 

/": Vcct(D) -• Vect(Bt). 

Nota. 1) Todo homeomorfismo es una equivalencia homotópica. 

2) Vect(B) es un monoide abeliano bajo la suma de Whitney E!l. 

3) Vect( _) es un funtor contravariante de la categoría de espacios 
compactos con modismos de clnses de homotopía de transforma
ciones continuas en la categoría de monoides abclio.nos, i.e. si 
/:B1 __, B es una equivalencia homotópica entonces Vect(f) = 

j': Vect(B) __. Vect(Bi) tal que e,_. /'(e) es un isomorfismo. Por 
abuso de notación e denota aJ haz y a BU clase de isomorfismo . 

A continuación asociaremos a un monoide M cualquiera un grupo 
conmutativo g(M) . La contrucción de 9(M) es semejante a la de los 
números enteros a partir de los números naturales. Dicho grupo 9(M) 
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se llamará el grupo de Grothendieck de M. Pero antes ilustramos la 
construcción de los números enteros a partir de los números naturales. 

11 - 31 11 - 21 11 - t] ¡2 - ti is - ti 

Definirnos en M x M una relación de equivalencia de la manera 
siguiente: (m,m) - (n,n) -=> 3m" y n" tal que (m,m') + (m",m") = 

{n,n') = (n" 1 n") i.e. m+m" = n + n" y m' + m" = n+ n". 

Es claro que - es una relación de equivalencia en M x M y que 
9(M) es un monoide abeliano. La pareja (1 1 1) 1 donde 1 es arbitrario, 
representa al elemento identidad de 9(M) y el inverso de(•,•') es(•', 1), 
por lo que 9(M) es un grupo. 

Si , E M definimos /(•) = {(1+1
1

1 1
11

)} denotaremos 

/(•l = l•I =U•+,,,,")} 

claramente (1 1 11
) representa 1•1-1•'1 en 9(M). 

l1J - l1'I = (1 + 111
1 1

11
) - (•' + 1 11

, 1
11

) = (• - a', O) ya que (• 1 11
) - (• - a', O). 

Otra manera de ver 9(M) es como el grupo abeliano libre generado 
por el conjunto M módulo el subgrupo generado por 

{(• + •') + (-1)1 + (-1)11
}. 
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La unicidad de .9(M) se sigue de la conmutatividad del diagrama 

9(M) 

M ~ .Ir 
9(.M) 

3.1 DEFINICION. Si Bes un espacio topológico compacto, definire
mos el grupo (o anillo) Kk(B) como g(Vcctk(B)). 

Así las K•(-) definen un funtor contravariante si /:B1 __,By 

g: B2 __, B, entonces Kk(lg) = Kk(g)Kk(I) y Kk(l11) = IK,(JJ). 

De una manera más precisa (e, 'I) =e - ., E K• (B) entonces 

Kk(l)(e- ,,¡=/'(el - !'(,,¡=(/'(el.!'(,,)) 

El diagrama es: 

Vcctk(B) E_, Vcct1.(fJ,) -~ .. Vcct.(82) 

l l l 
K•(B) K~_lf.l Kk(Bi) K2i<¡) Kk(B2 ) 

3.2 EJEMPLO. Sea rg:Vectk(B) __, Z el morfismo de scmianillos 
llamado rango o dimensión del haz vectorial (en la componente de B 

que contiene a su punto base). Todo haz vectorial sobre un punto 
x0 es trivial, si a un haz vectorial de dimensión n le asociamos un 
entero positivo n, obtenemos una correspondencia uno a uno entre 
Vect({x0 )) y el monoide z+ (de todos los enteros positivos). Así es 

que K({x0 )) ~ z. 
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De la construcción de .9(Vect.(B)) tenemos _el siguiente diagrama: 

Vcd•(B) Kk(B) 

'-:ª 1 
z 

i.e. rg((- r¡) = rg(e) - rg(r¡). 

Si :r0 es el punto base de B e i: {:ro} - B la función inclusión 
y e: B __, {:ro} la función constante, e o i lleva a :r0 en sí mismo y 
K(i) o K(c) = lK(n) y por lo tanto K(i) es epimorfismo. Si definimos 
K(B) = ker K(i) obtenemos una sucesión exacta que se escinde 

O_.... K(B) __, K(B) K~) K({:r0 }) _....O 

por lo tanto K(B) 9! K(B) ill Z. 

Si f:B1 ____, B entonces Kk(f) es la restricción de Kk(f) y K•(-) es 
un funtor contravariante y se llama funtor de K-teoría reducida. 

Veamos otra manera de definir K(B). 

3.S DEFINICION. Dos haces vectoriales e y '1 sobre B son estable
mente equivalentes, si existen haces o• y o• tal que { (!) o• y ,, ©o• 
son isomorfos sobre B. Escribiremos e - r¡ si {y r¡ son establemente 
equivalentes. 

Es fácil ver que - establece una relación de equivalencia y que haces 
vectoriales isomorfos son establemente equivalentes. 

Así, la equivalencia estable puede verse como una relación en 
Vectk(B). 

3.4 TEOREMA. Si B es un espacio topológico tal que para cada 
haz vectorial { sobre B existe un haz vectorial '1 sobre B tal que 
{$r¡ E! om, entonces o: Vcctk{B) -+ K.(B) definida por o({)= {- rg{, es 
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suprayectiva y a(E) :: a(q) si y sólo si E es establemente equivalente a 
,,. 

Nota: De éste teorema vemos que las clases de equirnlencia pueden 
identificarse con los elementos de Kk(B). 

A continuación mencionaremos algunos resultados de la K-teoría 
topológica: 

1) Si Bes un espacio paracompacto contractible entonces Kk(B) =o 
y Kk(Sº) = z. 

2) Para esferas s0 , s 1 , s2 , ss y s• K11 (Sº) = Ko(Sº) = K11 (Sº) ::! z, y 
si Ka lo denotamos por Ku y K11 por Ka y KH por J{Sp tenemos 
que 

Ko(S') E! Z /2 
Ko(S2 ) E! Z/2 

KO(S5 ) ~o 
KO(S') !:! z 

Ku(S') E! O 

W(S2
) E! Z 

Ku(S5 ) ~o 
Ku(S') e!O 

KSp(S') !"'!o 
KSp(S 2

) ""o 
Ksp(S 5 ) !"'!O 

KSp(S') !:! Z. 

Nota: También se sabe que Kú(S") !"'! Ku(S"+2), que KO{S") ~ Ko(S"HJI 
y que KSp(S") E! KSp(S"+<). Esto es lo que en K-Teoría topológica se 
conoce como la periodicidad de Bott. Así que todos los Kk(S') están 
determinados. 

Los grupos K(B) y KO(B) fueron introducidos por Atiyah y Hirze
bruch [A-HJ. 



Capítulo 3 
HACES VECTORIALES 
Y MODULOS PROYECTIVOS 

1 TEOREMA DE SWAN 

En esta sección mostraremos que si B es Hausdorff compacto hay 
un isomorfismo de Jlom(e,.,) en TJom •• (r(e),r(.,)) 

1.1 LEMA. Sea B un espacio topológico normal, U una vecindad de 
:z: y • una sección de un haz vectorial e sobre U. Entonces existe una 
sección •' de e sobre B tal que •' y • coinciden en alguna vecindad de 
:z:. 

Demoetraci6n. Sean V y W vecindades <le :i: tales que V e U y W e V. 

Sea w: B __, R tal que w ¡W = 1 y w IB - V = o y 

•'(r) = {"'(r).(11) si 11 E U 
•'(r) = o si 11 rt U.• 
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1.2 COROLARIO. Sea B un espacio topológico normaL Pará 
cualquier z E B, existen elementos 1 1 , ••• , •n E r(e)· que formaii'mia. 
base local en B. Demostración. Es inmediata.• 

t.:I COROLARIO. Sea B un espacio normal. Si u, 11: e--+ r¡ y r(u) = 

r(v): rw - f(r¡) entonces u= 11. 

Demostración. Dado e E E tal que p(c) = z, existe 1 E r(U) con U 

vecindad de z tal que •(z) =c. Por el lema anterior, existe•' E r(el tal 
que •'(z) =c. Ahora u(c) = u1'(:r) = (f(u)1')(z) = (f(11)1')(z) = 11(c).• 

1.4 LEMA. Sea B un espacio topológico normal y •E r(e). Supon

gamos •(:r) =o entonces existen 1 1 , ... , •n E r(e), a 1 , ... , ª" E k 8 tal que 
a;(:r) =O para i = 1. .. n y 1 = í::a;•;. 

Demostración. Sea 1 1 , ••• , •n E r(e) una base local en :r. Sea •(11) = 

¿;b,(11)•;(11) cerca de :r, b;(11) E k. Sea a; E k8 tal que a, y b, concuerdan 
en una vecindad U de :r. Sea V una vecindad de :r tal que V e U. Sea 

a E k8 tal que a(:r) =O y 0(11) = 1 V11 E B- V. Entonces•= a•'+ Í::•••• 
pero a(:t) =O y a;(:r) = b;(z) =O.• 

1.5 COROLARIO. Sea!, el ideal bilateral de k 8 que consiste de to
das las a E k8 con a(:t) =o. Entonces rw;1.rw ~F.(~) el isomorfismo 

dado por • >-• •(z). 

Demostración. Del lema 2.2.6 y la demostración del corolario 1.3.• 

1.6 TEOREMA. Sea B un espacio normal. Dado cualquier k 8
-

morfismo h: r( e) --+ r( '1) existe una única k-transforrnación de haces 

vectoriales u: e__, '1 tal que h = r(u). 

Demostración. La unicidad se sigue del corolario 1.3. Ahora h in
duce u,:r(e}/I.r(el __, r(r¡)/I,f(r¡). La totalidad de estos da lugar a 
una transformación u: E__, E', esta transformación u es k-lineal en las 
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fibras. Falta ver su continuidad. Si , E r(e) (ua)(x) = u,•(x) = (h(•))(x) 

por construcción, así que h = r(u). 

Para. checar la continuidad sean 1 1 ••• •m E f({) una base local en x. 

Si e E E y p(e) está cerca de x, tenemos que<=¿: a;(•)•;(p(e)) donde las 
a; son funciones p-valuadas continuas. Ahora, u(e) = ¿:;a;(e)u•;(p(e)). 

Como u•; = h(•;), u•; es una sección continua de r¡. Luego, todos los 
términos de la suma son continuos en e. Lo anterior significa que u es 
continua.• 

1.7 COROLARIO. Sea B un espacio topológico normal. Sean e, 'I 
dos A:-haces vectoriales sobre D Entonces ( ~ 'I si y sólo si r(e) ~ f(r¡) 

como 1:11-módulos. 

Veamos ahora que si B es Hausdorff compacto, los k8 -m6dulos que 
pueden ocurrir como r(e} para alguna e son exactamente los módulos 
proyectivos finita.mente generados. 

1.8 LEMA. Sea B Hausdorff compacto. Sea e un A:-haz vectorial 
sobre D. Entonces existe un haz trivial , (i.e. E(,) = D x k") y un 

epimorfismo u: ' --· e. 
Demostración. Para cada :r E B, elegimos un conjunto de secciones 

1,,1 , ••• ,• •••• E r(e) que forman una base local bajo una vecindad u. de 
:e. Un número finito de u. cubren a B, por lo que hay un número finito 
de secciones •1 ••. •n E f({) tal que •i(:e) ... •n (z) generan F.(e) para cada 
:i:. Sea r un haz trivial con E(,}= Bxk". EntoncP.s r(r) es un k8 -módulo 
libre con n generadores e1 •• ·'-n· Definamos una función I'(f) ---• r(t) 

por medio de e; ,_.. ••· Por el tcorPma 1.6, esta transformación está 
inducida por '"I° - e. Como u(o¡) = •¡, •;{:t} E im u, por lo tanto u es 
suprayewctiva.• 

1.9 COROLARIO. Si B es Hausdorff compacto, cualquier A: haz 
vectorial sobre B es suma directa de un k-haz trivial I°· 
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Demostración. Sea u: f - e como en el lema 1.8. Sea r¡ = ker u. 
Luego 11 es subhaz de f· Por tanto f = r¡ ED e. Claramente e'!::!! e.• 

1.10 COROLAllIO. Si B es Hausdorff compacto y e es cualquier 
k haz vectorial sobre B entonces r(e) es un k8 -módulo proyectivo 
finitamente generado. 

Demostración. Por el corolario 1.9, r(e) es un sumando directo de 
r(f) el cual es un k8 -módulo finitamente generado.• 

1.11 TEOREMA. Sea B un espacio Hausdorff compacto. Entonces 
un k8 -módulo pes isomorfo a un módulo de la forma rw si y sólo si 
P es proyectivo finitamente generado. 

Demoatraclón. La implicación se sigue del corolario 1.10. 

Inversamente: Supongamos que Pes proyectivo y finitnmentc gene
rado. Luego l' es sumando directo de un k8 -módulo li 11rc finitamcntc 
generado L, entonces existe un endomorfismo idcmpotcnte g: L --. L 

con p !::!! img. Ahora L = r(d donde f es un k-haz vectorial trivial. Por 
el teorema 1.6, g = r(u) donde u: f - f. Como 92 = g el teorema 1.6 
implica que u2 = u. Si supiéramos que e = im u es un subhaz de f 

tendríamos que f = t ED '1 donde r¡ = ker,., y por lo tanto p !::!! imr{u) = 

r(e), puesto que r es un funtor aditivo. (Por la propcsición 2.2.4) 
es suficiente probar que dirn,F.(e) es localmente constante. Como 
u2 =u, '1 = kau = im(l - u) y F,(f) ~ F,(() ED F,(r¡). Supongamos que 

dim.F.(() = h, dim.F,(r¡) = k por la observación 2.2.5 aplicada a u y 
a 1 - u, tenernos que dim•F•(e) ;:: h y dim•F.(r¡) ;:: k para toda 11 en 

alguna vecindad de "· Pero dim•F•(e) + dim•F.(r¡) = dim•F.(f) = h + k es 
constante. Por lo tanto dim.F,(f) es localmente constante.• 
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2 TEOREMA DE VASERSTEIN 

En esta sección generalizamos el resultado de la sección anterior 

para un espacio topológico arbitmrio, con una definición apropiada 
de haz vectorial de tipo finito, es decir, mostramos que lo. categoría 
de hu.ces vectoriales de tipo finito es equivalente o. lo. categoría de 
módulos proyectivos finito.mente generados. 

2.1 DEFINICION. Seo. B un espacio topológico. Un haz sobre D 

es de tipo finito si existe una partición finita S de 1 en D (i.e. un 
conjunto finito S de funciones continuas no negativas en B cuya suma 
es 1) tal que la restricción del haz al conjunto {:r E D\/(:r) 'f O} es trivial 
para cada f en S. 

Por ejemplo, cuando Bes Hausdorff compacto, todo haz sobre Bes 
de tipo finito sobre D. Para un espacio normal D nuestra definición 
de tipo finito es equivalente a la siguiente definición (Gl: existe una 
cubierta abierta T de D tal que la restricción del haz a cada U E 7' es 
trivial. 

J?enotaremos por P(k8 ) a la categoría de k1J-módulos proyectivos 
finito.mente generados. 

2.2 LEMA. Todo objeto P en P(k 8 ) es isomorfo al espacio columna 
de una matriz cuadrada hermitiana idempotente e = r. 2 = r.' sobre k 8 • 

Demostración. Como P es isomorfo a un sumando directo del mó
dulo libre (k 8 )n para algún número natural n, entonces es isomorfo al 
espacio columna de una matriz idempotente de n por n, a = a2 sobre 
k 8 (i.e a la imagen a(k8}n). Como a= a2 , tenemos que (a')2 =a' y 

(1+(1-2a){1- 2a'))a' = 2aa' = a(l + (1- 2a}(l - 2a')), 
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donde 1 representa a la matriz identidad en M,.k8 • Como (1-2a)(1-2a•J 

es una matriz hermitiana semipositiva, existe una matriz g = g• en 
GLnkn tal que g2 = 1+(1-2a)(1-2a•J [LJ. Definimos e= g- 1ag. Entonces 

y e'= (g- 1ag)• = g•a•g-h = ga•g- 1 = 2aa•g-• = ag2 g-l = ag 

Así, P es isomorfo al espacio columna de e= e2 = e•.• 

Todo objeto P en P(kn) dá un k-haz vectorial r•(P) sobre B de la 
manera usual. A saber, el k-espacio vectorial en el punto :r de B es P 

evaluado en :r; i.e. P ®• kn, donde v: k8 - k está dado por v(f) = /(x) 

para cualquier función continua /: B - k. Cuando P es el espacio 
columna de una matriz e = e2 e Mnkn, la fibra en x es justamente 
c(:r)Kª. . 

La trivialidad local de r"(P) se sigue del siguiente lema: 

:u LEMA. Si e= e2 E Mnk8 y g = c(:r)e(11) + (! - e(z))(l - •(11)) E GL .. k 

con :r, !/e B, entonces las matrices e(:r) y •(11) son similares sobre k. 

Demoetracl6n. 

e(z)g = e2 (z)e(y) + (e(z) - •2 (z))(l - •(11)) 

= e(x)•(11) + (e(z) - e(:r))(! - •(11)) 

= e(:r)e(11) +O 

= e(z)e(11) 

= e(z)•(u) +O 

= c(z)e(11) + (1 - e(x))(•(!I) - •(11)) 

= e(z)e2 (11) + (1- e(z))(e(11)- e2 (y)) 

= ge(11). 

cuando ge GLnk, concluimos que g-•e(z)g =•(y).• 
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2.4 COROLARIO. Para todo objeto P en P(k8 ), el correspondiente 
k-haz vectorial f"{P) es de tipo finito. 

Demostración. Por el lema 7.2, Pes isomorfo al espacio colunma de 
e= e2 =e• E Mnk8 para alguna n. 

Nótese que kn tiene la métrica usual J(z;)l2 = "L::;z;, la cual lo hace 
un espacio de Banach, por lo que Mnk es un algebra de Banach con 
respecto al operador norma. 

Consideremos el conjunto Y= {p = p2 = p' E Mnk}. Este conjunto es 
compacto ya que: 

(i) !PI= Jp'J = IPllPI =>!PI= 1 si p '#O por lo que !PI$ l. Luego Y es 
acotado. 

(ii) Sea {Pn}neN e Y convergente. Veamos que limneN Pn está en Y 

Por lo que Y es cerrado. 

~k~ Pn = n)jE~ p~ 

= ~k~PnPn 

= lim Pn lim Pn 
nEN nEN 

= (_!iE~Pn) 2 

lim Pn = lim P~ 
nEN nEN 

= .!ie~ 'Pn 

= '~k~Pn 
= {lim Pn)' 

nEN 

Como Y es compacto, existe una partición finita {ip;} de la unidad 
en Y tal que 

<pj 1 {(0, l]} e U; 

donde u, es una cubierta abierta finita de Y. 

Consideremos la cubierta abierta de Y {Un = {Jp - ql < ~; n E N}, 

existe m EN tal que U= {U1 ,. . .,Um} cubre a Y. Tomemos una par
tición de la unidad subordinada a U. Como U es numerable, entonces 

ip¡'{(o, l]} e 1<>j 1({0, tJ) e u, 
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Entonces si <p;(p)<p;{q) t- O tenemos que IP - qf < t $ k· 
La matriz anterior e puede ser considerada como una transfor

mación continua B ~ Y. Así que la partición S' da una partición 
finita S de 1 en B. Tenemos que l•(:r) - e(y)I < 1/3 siempre que x e y 

estén en la misma parte (i.e. /(:z:)/(y) t- O para alguna f Es). 

Para cualquier parte U(!) = {x E B/f(x) t- O}, donde f E s, y cua
lesquiera :z:, 11 E U(!) tenemos que e{:z:)g = ge(y), como en el lema 2.2, 
donde 

g = •(:z:)e(11) + (1 - e(z){l - e(y)) = 1 + (e(y) - e(z))(l - 2e(y)). 

Como 

/g - 1/ = /e(11) - e(z)){l - 2<(11))/ $ /e(11) - e(z)/11 - 2e(11)/ < (1/3) • 3 = 1 

concluimos que g E GLnk [M]. Fijando z E U(!), tenemos que e(y) = 
g- 1e(:z:)g donde g depende continuamente de y E U(/). Como k es un 
álgebra con división, el espacio columna de e(z) es un espacio vecto
rial finito dimensional sobre k para cada z en B. Además el espacio 
columna de la restricción de e a U(/) es un ku(l)_módulo libre fini
tamente generado. Así la restricción del haz r• (P) a U(!) es trivial. 
Entonces, el haz es tipo finito.• 

2.6 LEMA. Para todo k-haz vectorial { de tipo finito sobre B, el 
k8 -módulo rw de SUS secciones globales es proyectivo finitnmente 

generado (i.e. r(e) E P(k8 )). 

Demostración. Sea S una partición finita de 1 en B tal que { es 
trivial sobre cada U(/) = {z E B/f(x) t- o), f E S. Para cada f en S 

elegimos una base libre a1, •.. ,an(/) para r(e)/U(/). Quisieramos exten
der éstas a;(/) a secciones globales del haz. En general esto puede ser 
hecho sólo después de una modificación de a;(/). 

Escribimos a;(/)= L;c;;(f,g)a;(g) en U(!) n U(g) para toda g E S. Es 
claro que existe una función continua no negativa /' en B tal que /' 
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y / se anulan en el mismo conjunto y c;;(/,g)f' --+o en U(/) n U(g) 

cuando /(z)--+ o, para toda i,j y g. Entonces 

b·(/) = {ª;(/)/' en U(/), 
1 o en B- U(I) 

es una sección global continua del haz. Más aún, 

{b,(IJIU(f): 1 sis n(/)} 

es una base para rwiuui. 
Mostremos ahora que {b;(/): l S i S n(/), / E S} es un conjunto ge

nerador para el k8 -módulo r¡o. Sea a E r(e). Escribimos •IU(I) = 
E c;(/)b;(/) con e;(/) E ku(I). Existe una modificación, dependiendo 
de a, de la partición S tal que la cubierta abierta {U(/):/ E S} ele B 

permanece igual, pero en la nueva partición tenemos que e;(/)/___. o 
en U(/) cuando/~ o. Tenemos d;(/) E k 8 definida por 

d·(I) ={e;(/)/ en U(/) 
' o en B - U(/). 

Aún más, 

n(/) 

• =E E d;(/lb;(/l. 
/ES j:l 

Además tenemos una transformación suprayectiva de (k11)N sobre 
r(e), donde N = Eies n(/) es el número de generadores. Usa,ndo una 
forma hcrmitiana definida positiva en (k8 )N {digamos, la forma es
tandard (a,b) ,_. I:ajb; para a= (a1), b = (b;) en (k8)N), obtenemos que 
el núcleo del homomorfismo (k8 )N ~ r(e) es un sumando directo de 
(k8 )N. Así r(e) es un k8 -rnódulo proyectivo.• 

2.6 TEOREMA. La categoría P(k8 ) es equivalente a la categoría de 
k-haces vectoriales de tipo finito sobre B. 

Dcmoetración. Inmediata de los lemas 2.2 y 2.5.• 
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3 OTRAS EQUIVALENCIAS 

En esta sección tratarnos el problema de clasificación para haces 
de tipo finito sobre un espacio topológico X, es decir, el problema de 
identificación de las clases de isomorfismo en P(k8 ) con las clases de 
homotopía. 

Sea G(k") el conjunto de todos los subespacios del espacio vectorial 
k" de dimensión n sobre k. Como ~s usual, G(k") es dotado con la 
topología de la unión disjunta de las variedades de Gra5sman Gm(k"), 

donde O:,; m::; n. La topología en G(k") puede ser dada explícitamente 
identificando a G(K") con el subconjunto Y1 = {p = p2 ~ ,,. E Mnk) o 

Y2 = {"E Mnk 1 "' = ""• = 10 ) del anillo de matrices Mnk (el cual tiene 
la topología del producto directo de n2 copias de k). Los siguientes 
subconjuntos de Mnk son homotópicarnente equivalentes a G(k"): Y, 0= 

{e= e2 E Mnk}, Y,= {a= a• E GLnl:}. 

La inclusión l:" e l:"+' induce la inlusión G(k") e G(k"+') la cual 

corresponde a la transfomación b >--+ ( ~ ~) en los conjuntos Y, y Y3 

y a la transformación b ,__, ( ~ ~1 ) en los conjuntos Y2 y Y,. 

3.1 TEOREMA. Existe una biyección entre cualesquiera dos de los 
siguientes conjuntos: 

i) Las clases de isomofismo de k-haces vectoriales de tipo finito 

sobre B. 

ii) Las clases de isomorfismo en P(k8
). 

iii) Las clases de isomorfismo en P(ká1), donde ká1 e k8 es el subanillo 
de funciones acotadas en B. 

iv) Las clases de isomorfismo de .1:8 -módulos proyectivos finitamente 
generados con formas hermitianas positivas definidas. 
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v) El límite inductivo de clases de homotopía de transformaciones 
continuas de B en G(kn) cuando n _, oo. 

Demostración. El isomorfismo de los cojuntos (i) y (ii) se sigue de 
la sección 2 del capítulo 2. 

Isomorfismo de (ii) y (iii): Por el lema 2.1 del capítulo II todo 
objeto P de Pk" es isomorfo a un objeto extendido de algún objeto de 
Pkf!. Ahora, sean P y Q objetos de Pkf/ los cuales son isomorfos sobre 
el anillo más grande k8 • Queremos probar que P y Q son isomorfos 
en Pkf/. 

Reprcsentarc:nos a P y Q como los espacios columna de matrices 
p e= p2 = p' y q = q2 = q' en M,.kf!. Utilizando las operaciones de 

estabilización e 1-+ ( ~ ~) (las cuales aplicaremos hasta obtener la 

misma n para p y q), y un isomorfismo de P y Q sobre k8 , podemos 
suponer que g- 1 pg = q para alguna g en G Lnkn. 

Sea g = g'h la descomposición polar de g, i.e. g' = g" es hermitiana, 
h = h'- 1 es ortogonal (unitaria), g'2 = gg' y el centralizador de g' en 
Mnk8 es el mismo que el de n', así pg' =¡/p. Por lo tanto h E GLnKI/ 

es a.cotados y h- 1ph = h'pg = q. Así, P y Q son isomorfos sobre kf/. 

Isomorfismo de (ii) y (iv): Mostraremos que todo objeto P en P(k8
) 

tiene una forma hermitiana. positiva. definida. Por el lema 2.1, P es 
isomorfo al espacio columna e(k8 )n de una matriz e= e2 =e' en Mnk 11 • 

Definiremos una forma hermitiana positiva ~:e(k8)n x e(kD)n _, k8 

por 

~((a;J, (b;JJ = ¿ a;b,. 

Note que (1- e)(k8 )n es el complemento ortogonal de e(k8 )n. 

Ahora mostraremos que cualesquiera dos formas hermitianas posi
tivas definidas ~ y 111 en P son isomorfas. Siguiendo el teorema 8.8 de 
[K], consideremos h = ~- 1 111 E Aut(P) (donde~ y 111 son pensadas como 
transformaciones P _, P'). Entonces hes autoadjunta y positiva con 
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respecto a t (a saber, 
t(hu, v) = (thu)v 

= (>Itu)v 

= 'It(u,v) 

= 'It(v, u)' 

(t(hv, u))' 

t(u, hv)" 

t(u,hv) 

y t(hu, v) = 'It(u, v) >O para O 1' v E P). 
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Sea g su raíz cuadrada positiva autoadjunta. Tenemos que 'It = th = 

tg2 = g'tg (es decir, .¡.(u,v) = t(hu,v) = tg2 u,v) = <l>(gu,gv)), por lo que 
t y .¡. son isomorfas. 

Isomorfismo de (ii) y (v): Identificnmos a G(A:n) con {p = p2 = p' E 

MnA:} y a Hom(X,G(A:n)) (es decir, las funciones continuas X-> G(kn)) 

con {e= e2 =e' E MnA:8
}. 

Por el lema 2.1, todo objeto P en P(k8 ) es isomorfo al espacio 
columna de una matriz e. Mostraremos que la imagen de e en 
limir(B,G(A:n)) no depende de la elección de e (donde .-(B,G(A:n)) de
n~ta las clases de homotopía en Hom(B,GW))). 

Sean a = a2 = a' en Mmk8 y b = b2 = b' en Mnk8 tales que tengan 
espacios columna isomorfos. Utilizando las funciones de estabilización 

• ._. ( ~ ~) las cuales no cambian las imágenes en el límite inductivo, 

podemos suponer que m = n y que las matrices a y b son similares. 
Esto es, b = gag- 1 con gen GLnk8 . 

Entonces tenemos, en M2nk·ª, que 

(g~I ~)(~ ~)(g g~1)=(~ ~)· 

Por el lema de Whitehead, la matriz ( ~ 9~ 1 ) es el producto de 

matrices elementales y, por lo tanto, homotópica a Ja matriz iden

tidad. Así que ( ~ ~) y ( ~ ~) son homotópicas en el conjunto 
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{•=•'E .M2nk8 }. Esta homotopía puede ser retractada a una homo
topía en el subconjunto {e = c2 =e• E .M2nk8 } (usando, por ejemplo, 

la prueba del lema 2.2 con B x {t:O::; t::; l}). Por lo que, (~ ~)y 

( ~ ~) son homotópicas en Hom(B, G(k2n}). 

Así, tenemos una transformación bien definida de las ch1Ses de iso
morfismo de objetos en P(.l-11) en li_T"(B,G(kn)). Esta transformación 
es suprayectiva, se puede ver asignando a cada e = c2 = e• en Mnk8 su 
espacio columna, el cual da una transformación de liml<(B,G(kn)) en 
P(k 8 ) {salvo isomorfismo en P(k8 ), esta transformaciÓn es suprayec
tiva por el lema 2.1). 

El siguiente lema completa nuestra prueba. 

3.2 LEMA. Cualesquiera dos matrices homotópicss en Horn(B, G(kn)) 

son similares. En particular sus espacios columna son isomorfos. 

Demostración. Sean a,b E Hom(B,G(k")) homotópicas. Es decir, 
existe una función continua e: Bx{t:O::; t::; l}-+ G(kn) tal que e(., o)= a 

y c(·, l) = b. 

TI G(kn) denota al conjunto de funciones continuas {t: o::; t ::; l} _, 

G(kn). Entonces G(kn) da una métrica (la inducida por la norma en 
Mnk) en fl G(kn}. 

Como TI G(k") es un espacio métrico, es paro.compacto. Sea S' una 
partición del localmente finita en n G(k") tal que IP - qj < 1/9 siempre 
que p y q estén en la misma parte. La transformación e da una par
tición localmente finita S de B tal que !c(:i:,t)- c(y,t)i < 1/9 para toda t 
siempre que :re !I estén en la misma parte, es decir, /(:r)/(y) .¡.o para 
alguna f E S. 

Para cada f en S elegimos un punto :i: = :i:(/) en U(/) = {z E B : 

/(z) f. o} y un número positivo e(/) tal que !c(:i:,t) - c(:i:,•ll < 1/9 cuando 
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lt - •I <e(/). Entonces 

~ü ütfü: 
~rnrnn-rc1.: 

lc(z,t) - c(z, •)I $ lc(x, t) - c(x, •)1 + ic(z, t) - c(x, t)I + ic(z, •) - c(x, •)I 

< 1/9+ 1/9+1/9 = 1/3 

para toda z en U(!) siempre que lt - •I < ((/). 
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Definimos 6(z) = L:ies <(/)/(z) para toda z en B. 6 es una función 
positiva continua en B tal que lc(z, t) - c(z, •ll < 1/3 cuando lt - •I < 6(z). 

Para toda z en B y cualquier entero r ~ O definimos 

t,(z) = min(l, r6(z)), c,(z) = c(z,t,(z}). 

Entonces c0 =a, c,(z) = b(z) parar~ l/6(z) 1 y lc,(z) - c,+ 1 (z)I < 1/3 para 
toda z y r. 

Definamos g, = c,c.+ 1 + (1- e, ){1 - c.+1) para toda r. Entonces (ver el 
lema 2.1 y su prueba) c,g, = g,c,+ 1 , ¡1- g,¡ < l¡ por lo que g, ~ GL,.(k8 ) 

para toda r. Más aún, g,(z) = l parar~ l/6(z). 

Finalmente definimos ¡¡(z) = g0 (z)gi(z) .. " Entonces g E GL,.k8 y 

ag = ¡¡b¡ por lo que ¡¡- 1ag = b. El lema ha sido probado, por lo que el 
teorema ha sido probado. 

:1.:1 OBSERVACION. Usando el hecho de que G(kn) es homotópica
mente equivalente a {h = hº E GLn(k8 )} obtenemos que cualesquiera 
dos formas hermitianM nosingulares homotópicas sobre k 8 son iso

morfas (cuando B es compacto, esto es bien conocido¡ vea [K]). El 
inverso (que cualesquiera dos formas isomorfas son homotópicas) es 
falso, corno se muestra en el siguiente contraejemplo. 

Sea 
• ' ,, 2 } B = s ={(:e¡) E R 1 L., X¡ = l ' a= (~ 

b = g'ag. 

Si a y b fueran homotópicas, podríamos tener b = h'ah siendo h el 
producto de matrices cerca del¡ por lo que h E GL1k8 (E,k8 ). Entonces 
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gh- 1 E U(k 8 ) e GL1k 13 (E2k8 ); por lo que g E GL¡k8 (E,kº). Pero ges 

homotópica a la transformación identidad •' __, S' la cual no puede 
ser pasada a través de la inclusión S 1 e S' (la cual corresponde a la 
inclusión GL 1 G e GL2 C). Por supuesto que a y b son establemente 
homotópicas. 
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