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INTRODUCCION

"Platén, en 1la puerta de la Academia
donde ensefabo a conocer las 1ideas
eternas, habio puesto un rétulo que reza-
ba asi: "Que no entre aqui quien no sepa
geometria®. En nuestro época, las Focul-
tades donde se ensefla a conocer proefunda
y eficaozmente o lo noturalezo moterial
que nos rodea prescriben, con menos
solemnidad quizg, pero con iguol
exigencia, una regla de conducta que
podria resumirse en estos términos: "que
no entre aqui gquien no sepa cdlculo infi-
nitesimol". (Roberto Saumells)."

La idea fundamentol del Cdlculo diferencial vecto-
rial es la de oproximacidn local de funciones (f: DcR" -+ R™)
por medio de funciones lineales. £s la ensefianza cldsica del
Célculo elemental, la derivada en un punto - pora una’
funcién de R en R - se define como un nimero y no se hace
referencia alguna o funciones 1linecles por existir una
correspondencia biunivoca entre tronsformociones lineales de
R en R y numeros. A esto se debeyque lo idea fundamental
quede prontomente abscurecida (cfr. Dieudonné J. Fundamentos
de Andlisis Moderno. Reverté. Borcelona. ' 1879. pdgina 145).
Més adelante, al tocar el Cdlculo de funciones de varias
variaobles, 1os cursos se centran en enseiar algoritmos:
como calcular derivados parciagles, direccionales, vectores
gradientes: cdémo oplicar todos estos conceptos parg
diferentes propésitos, etc.. Pero con mucha frecuencia se
omite la explicocidén de eso idea fundamental: pensor  en 1la
diferenciabilidad como la posibilidad de aproximar
linealmente de manera local.

Ocurre entonces que cuando los estudiontes quieren
abordar el estudio de algunas romas de las Motemdticas
superiores vinculadas ol Cdlculo vectorial, como pueden ser
Geometria diferencial, Topologia diferencial, Teoriao de
operadores, ecuaciones diferenciales, etc., encuentran unc
solucién de continuidad entre el contenido de los cursos que
han recibido y esta perspectiva del Cdlculo que es lo
requerida en el estudio de esas 4rsas.



El presente trabajo constituye wuna propuesta
dodéctica para contribuir o resolver esa situacién. Se trata
de unas consideraciones dirigidas al profesor, a fin de
orientarle sobre el modo de presentar este enfoque del
Célculo diferencial vectorial desde que se introduce el
Cdlculo de varios variobles, lo cual suele hacerse en 1los
primeros semestres de los carreras en donde se estudia esa
asignatura. De esta formo se evito el tener que aguardar
hasta cursos més avanzados de Andlisis matemético pora
cubrir ese material. Resulta interesante esto, pues en 1los
planes de estudio de varias disciplinas cientificas:
Ingenierfia, Economia, Fisica, etc. no estdn previstos tales
cursos y s{ en cambio se requiere a veces de esa perspectiva
un tanto mds abstracta del Cdlculo.

Las péginas de este trabajo no pretenden ser unas
notas para el curso de Cdlculo diferenciol vectoricl, pues
ademds de considerarlo una pretensién demasiado ombiciosa,
resultaria inoperante ya que un curso as{ varf{a bastonte
dependiendo del contexto en el que se estudie. (Como se
mencioné anteriormente, la idea es que el moterial que se
propone pueda servir para distintas especialidodes). Se
incluyen, para ser presentcdos a los estudiantes, textos con
el contenido maotemdtico necesario para conseguir el objetivo
propuesto. Esas partes van siempre entre comillas pora
distinguirlas del texto principal que estd dirigido ol
profesor. En él se hacen comentarios y observaciones acerca
del contenido y la forma de presentar el materiol: aspectos
que conviene resaltar, recursos que pueden facilitar el
aprendizaje, etc..

Cabe sefiolar que los temas aqui presentados deben
complementarse con los que constituyen el temario
tradicional de un curso de Cdlculo diferencial de varias
variables. Por otro lado, no se trata de convertir el curso
de Cdlculo en uno de Andlisis motemdtico. Por tanto, si bien
se busca reforzar 1la parte conceptual, el énfasis debe
enfocarse - segln la opinién del autor - en aprender a usar
las técnicas del Cdlculo pora las distintas aplicaciones de
éste. Sin embargo, el tener cierta comprensidn de esa idec
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central del Cdlculo diferenciol redundard en un mejor manejo
de los algoritmos. Ademds se estard en condiciones de mds
facilmente proseguir el estudio de otras ramas de las
Matemdticas.

Cada capitulo comienzo con una introduccidén al mismo
(aunque no en todos los casos dicha introduccidén se seflale
de manera explicita) en la que se explica el contenido y el
orden  de . los temas trotodos. No obstante, o manera de
presentacién, es oportuno bosquejar brevemente el esquema
general de la obra:

Se comienza revisando 1la nocidén de derivabilidad
para las funciones de R en R, aprovechando esta ocasién paro
hacer ver que la existencia de la derivada de una funciédn en
un punto implica 1la existencio de una funcidén lineal que
aproxima a la funcidén dada alrededor del punto en cuestiodn.

- En el capitulo 2 (funciones de R en R") y la primera
parte del capftulo 3 (fbnciones de R" en R) se recoge un
moterial usual en los cursos de Cdlculo: 1la manera de
introducir a 1las funciones en cuestidn, los recursos para
visualizar su comportamiento y los conceptos de limite,
continuidad vy derivada, pues son temas preliminares
necesarios para el estudio de la diferenciabilidad.

Lo que sirve pgrea motivar el estudio de la
diferenciabilidad desde otra perspectiva: no como . lc
existencia de un punto (en R 6 R") (que resulta de un ciei .c
limite) sino como aproximacidén lineal local, es precisomente
el advertir - en el caso de funciones reales de varias
variables - que las derivadas (parcioles y direccionales) no
resultan una generalizacidén completamente adecuada del
concepto de derivada y sus implicaciones para las funciones
de: R .en ‘R. Lo anterior supone un conocimiento de los
transformaciones lineales al que estd dedicado el
capitulo 4.
oboon o nao o
o0 g Y@ .con  los. elementos necesarios sobre transforma-
ciones: lineales, .se analiza con ese enfoque la diferencio-
bilidad. de 1las funciones en los distintos casos que se han
trabojado: -funciones de R en R, de R en R", de R" en R.

3
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{copitulo 5). De esto forma se puede emprender el estudio de
la diferenciabilidad pora el coso general, i.e. el de las
funciones R" en R™ (copitulo 6).

En el ultimo capf{tulo se presenta la Regla de lo
Cadena. Este tema monifiesta claoromente lao ventaja de haber
hecho énfasis en la diferenciabilidod como aproximacidn
lineal. Yo que las férmulas cldsicos que dan las derivadas
parciales de uno funcidn compuesta pueden parecer bastante
artificiosas, en cambio 1lo ofirmacidn del teoremo resulto
clara si se razona a base de aproximociones lineales: la
diferencial de una composicidn de funciones es lo
composicién de las diferencicles.

Las caracteristicas diddcticas con las que se busca
focilitar el aprendizaje y que estdn presentes a lo largo de
todo el trabojo son las sigulentes:

- Al - introducir algiin objeto matemdtico o concepta
nuevo, tratar de relacionarlo con otros ya conocidos.

- El1 recurso a la geometria: si hay imdgenes que
puedan ser asociadas o los conceptos, éstos se asimilan més
fdcilmente.

- Todo el desarrollo de la diferenciobilidad se
-hace a través de dos 1lineas paralelas: lo perspectiva
analfticao y la geometric del tema. '

- Remitirse frecuentement: a ejemplos especificos
que permitan ver gl estudionte cémo se llevan a la prdéctica
y se traboja operativamente con las ideas gque se hon estado
manejando .

- Hacer 1las formulaciones para 10s casos generoles
después de haber onolizado casos concretos.

Con 1la presentacién de la diferenciabilidad en los .
términos que se proponen, se conseguird mayor unidod en los
temos que tradicionolmente integron el curso de Cdlculo
diferencial vectorial (derivadas, diferencial, diferencial
total, matriz jacobiana, vector gradiente, obtencién de

4



planos tangentes a superficies, etc.). Esta unificacidn del
material facilite al estudiaonte estructurar este nuevo
conocimiento, lo cual repercute en una mayor claridad en los
conceptos.

Es interesante resaltar que la concepcidn misma del
Célculo diferencial como la teorio de aproximaciones
lineales a funciones, corresponde a una idea muy refinada y
relativamente novedosa del Cdlculo y distao bastante del
concepto original de esta roma de los Matemdticas. Yo lo
. habia dicho David Hilbert:

"Cudn propio de la naturoleza de la cien-
cia matemdtica es que cada auténtico
avance vayo unido a 1la 1invencién de
herramientas mds potentes vy de métodos
mds sencillos, herramientos y métodos que
ayuden a comprender teorias previas y a
desechar otros desarrollos mds complica-
dos."



CAPITULO 1

LA DERIVADA DE FUNCIONES DE R EN R.

Cuando se emprende un conocimiento nuevo, es
preferible, porque 1lo facilita, apoyarse en conocimientos
que vya se poseen y que se manejan con familiaridad vy
soltura.

Esta es la razén por la que se‘sugiere empezar el
estudio de 1la diferenciabilidad de las funciones de varias
variobles, revisondo la idea de derivada para funciones real
valuodas. Ademds de servir de repaso, se pueds aprovechar la
oportunidad para reformular 1la definicidén de diferencia-
bilidad que los estudiantes monejuan, a fin de presentarla en
términos que permitan, luego, relacionarla fdcilmente con la
correspondiente para funciones de varias variaobles.

Lo definicidn del Célculo elementecl que los
estudiantes conocen es la siguiente:
"Definicidn. La funcién f: D ¢ R - R es derivable en
xg (xp € D) si existe
f(xg + h) - f(xg)

lim
h-+@ h
(i.e. f(xg + h) - f(xp)
lim = L con L € R)
h~@ h
o equivalentemente si existe f(x) -~ f(xg)
1im ———
XX X - Xg

Este 1limite se llama la derivada de f en Xg y se
denota tradicionalmente por f'{Xg) ¢
df

dx |x = xg

Asociada a esta definicién estd la correspondiente
interpretacidén geométrica que les resulta familiar:



"En la grdéfico de la funcidn f, la expresidn:
fx) - f(xg)

es 1o pendiente (la tangente del dngulo de
X - xg

inclinacién) de la rectao que pasa por los puntos

(xg. f(xg)) v (x, f(x)). (ver Figura 1.1)

Y

A medido que x se aproxima a xg
y=tix)  esta recto se acerca cada vez
més a la recta T que es
tongente a la grdfica de la
funcidn en el punto {xg, f{xa))
Por lo tanto f'(xg) que es el
valor limite de las pendientes
de 1las rectas que pasan por
X {xg. f{xg)) Y (x, f(x)) es

igual ol valor de lo pendiente

de la recta tangente a la curva
Figura 1.1 en el punto {xp, f(xg))."

?‘.x)-'(:c)

(xgstlx gy}

A\

= _.-.----_-[-
¢

X

Aprovechando que 1los estudiantes ya hon asimilado
estas ideas, conviene hacerles notar que, si bien se tiene
una idea intuitiva de 1o que es una recta tangente o una
curva en un punto, definir este concepto en términos
geométricos precisos resulto complicado. Es por ello que la
definicidn mds econdmico que puede darse de recta tangente a
una curva en un punto es precisumente la que se da en base
al concepto de derivada, a saber: "la recta tangente a la
gréfica de la funcidén y = f{x) en el punto (xg, f(xg)) es
aquella recta que pasa por el punto (xg, f{xg)) y tiene pen-
diente igual a f'(xz) donde

f{xg+h) - f(xg) f(x) - f(xp)
f'{xg) = 1lim = lim ——————
h-¢ h X% X - Xg
siempre y cuando este limite esté bien definido, 1i.e. 1la
recto_tongenﬁe no siempre existe."

o Como los estudiontes han manejado el criterio de que
,si esta, bien ‘definida lo recta tangente o la grdéfica de la
‘fdncionlfén;‘un punto (propiedad geométrica), entonces la
fuﬁc1on “es derivable en el punto (condicidn andlitica):
observacién antérior contribuye a hacerles ver que pueden
intercambiarse 1los papeles, y que sean las condiciones




analiticas (si existe el limite
fxg + h) - f{xp)
lim )
. h-+g h

las que definan las propledades geométricas (entonces se
define la recta tangente como la recta con pendiente f'(xg)
que pasa por ol punto (xg, f{xp)) de la grdfica de f). Esto
permitird 1luego, por ejemplo, definir el espacio tangeite a
una funcidén real de varias variables si ésta es diferen-
ciable.

Nuestro objetivo final serd hacer ver que la
existencia de dicho limite es equivcolente a la existencia de
una transformocidén 1lineal de R en R (*) que satisface una
clerto condicién de aproximacidén local a la funcidn, pues
éste es el concepto de diferenciaobilidad pora funciones

" vactoriales en general. Sin embargo, para no introducir
demasiado material nuevo en esta primero parte, que sélo
pretende ser una.revisidn de diferenciabilidod para el caso
unidimensional, serd suficlente por el momento con ver que
la definicidn de derivaobilidod de una funcidn f en el punto
xg, puede reformularse introduciendo a 1la funcidn cuya
grafica es 1la recta tangente o la gréfica de f en el punto

(xg, f(xa)). Para ello se puede seguir el siguiente razono-
miento:

(*) A este nivel habloremos de funciones lineales de R en R
en el contexto de la Geometria analitica elemental, que 1los
estudiantes conocen. No se hard en el contexto del Algebra
lineal, pues se propone hacer un estudio detallado de las
traonsformaciones lineales mds adelonte, ya que éstas no son,
por ahora, necesarias: se puede adelantar bostante en el
curso sin recurrir a ellas.



_ "Si lo derivada de una funcidn y = f(x) en el punto
g, se definid como:

f(xg + h) - f(xg) f{x) - f(xg)
f'i{xg ) = 1lim = lim ——m—————
] h X4Xg X - Xg
Fx) - f(xp )
=> 1lim ———— ' {xg) = @ ..., {1)
X% X ~ Xp

Ahora, f(x) es la ordenada del punto {x, f{x)) en la
gréfica de f, mientras que la recta tangente a lo grdfica de
f en el punto {xg, f(xg)) tiene por ecuacién:
vy - f(xg) = £'(xg) (x-xg) => la funcidén F cuya gréfica es la
" recta tangente o la curvao en (xg, f{xp)) estd dada por:

F(x) = f(xg) + F'(xg) (x-xg)

Observamos que es una funcidén de la forma F = mx + b
con my b constantes. En general a una funcidn de esa forma
se le 1llama wuno funcidn afin, en particular si b = @, es
decir, F es de la forma F(x) = mx, s& le lloma una funcidn
lineal. Lo grdfica de una funcidn ofin es siempre una linea
recta, y si b = @ dicha recta pasa por el origen.

Podemos consideror la diferencia dada por:
R(x, xg) = F{x) - F(x) = f{x)} - f'(xg) {(x-xp) - f{xg)."

Hay que hacer la observacién de que R(x, xg) es el
error que cometemos si en vez de tomar el volor f(x) como la
imagen de x bojo f, tomamos F{x). "La diferencia
R(x, xg) = f(x) - F(x) depende de x y de xg. Tenemos
entonces que
R(x,xg) f(x) - F(x) f(x) - f(xg) 1 (xp) (x-xg)

X-Xg X -Xg X=Xg xX—-Xg
R{x,xg) f(x) - flxg)
=y 1im ~————— = lim ———— - f'(xg) = f
X-Xg X=X X% X-~Xg

{en virtud de (1)).
Lo que se interpreto diciendo que cuando X-Xg, 1a
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diferencia R(x,xg) = f(x) - F(x) se va o cero mds répido que
x-xg. En términos mds precisos:

R (x,xg)
VE>@  38>8 tal que — ¢ Esi| x-xg| ¢ 8
xX-Xg
=> | R{x.xg) | = | fl{x) - F(x) | <& x=xg | ..0oov ... (2)

Xg.

del punto de
entendemos que
diferencia | f(x) - F(x)
general que la diferencia

Lo que nos dice que podemos hacer que la diferencia
entre los valores de f(x) y de F(x) sea tan pequefa como
queramos siempre y cuando x esté suficientemente cercano a

Se dice entonces que F es la aproximacidén lineal de
f en xg, en el sentido de que la funcidn cuyo gréfica es la
recta tangente da una buena aproximacién de la funcién cerca

tangencia.
para

Donde por buena aproximacién,

cada x que esté cerca de xg, la

es pequefla, mds pequefia en
X-Xg

Es claro de (2) que entre mds nos acercamos a xg, la
aproximacidén entre F y la funcidn f es mejor.

Por ejemplo en

demasiaodo lejos.”

Y

Finilyg
1zl
oy .
x 1
u i
> | A
k4 : H
T I
x X1
Figura 1.2
Como es

figura 1.2, en x1 estamos

Se podria hacer a los
estudiontes el comentario de
que en sentldo estricto la
expresién aproximacidén 1lineal
constituye un abuso de lenguaje
porque en general F es una
funcién ofin, pero la funcién
ofin puede pensarse como una
funcién lineal trasladoda.

muy factible que 1la idea de pensar en una

funcidén como "aproximacidn" a otra funcién sea novedosa para
los estud

iantes,

presentar algunos ejemplos
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especificos que les permitan ver en términos prdcticos en
qué consiste esa idea. Pueden ser ejemplos como los
propuestos a continuacidn:

"Dadas las funciones siguientes, encontraremos la
funcion aofin F que oproxima a cada una alrededor del punto
especificado. Verifiquemos con algunos valores, que paro
puntos cercanos al especificodo 1las imdgenes de dichos
puntos bajo la funcién f vy bajo la funcidn afin F estdn
cercanas.

(a) F(x) = 1/x  xg =1

Hemos visto que F(x) = f'(xp){x-xg) + f(xg) nos da
lo funcidén aofin que aproxima bien a f.

VIS PLIES

En nuestro caso f'(x) = -1/x% => f'(1) =
f(xg) = f(1) = 1
CF(x) = (F1)(x-1) + 1T = - x + 1T+ 1= - x4+ 2
con lo que cerca de xg = 1 esperamos 1/x ™ - x + 2
fix) = 1/x F{x) = - x + 2 [R{x,xg)| = |f(x)-F(x)]
f(.5)=2 F(.5)=1.5 R(.5)|=0.5
f(.8)=1.25 F(.8)=1.2 R(.8)|=0.85
fL.9)=1.111111 F(.9)=1.1 R(.9){=0.811111
£(.999)=1.9010681 F(.999)=1.861 |R(.999)|=6.000001
f(1)=1 F(1)=1 [R(1)]=0
(b) f(x) = 1ln x xg = 1
F(x) = f(xp) + f'{xg) {x-xg)

fr(x)

1/x => £(1) = 1
f{xg) = f(1) = @

SOF(x) =8+ 1 (x-1) = x-1

- cerca de xg = 1. Inx ~ x-1
Cf(x).= 1n x| F(x) = x - 1] [RGx k)| = [£00-F(0)]

L f(2)F.8931 | F(2 )= [f(2)-F(2)]|=.3p69
f(1.5)=.4054 F(1.5)=.5 [£(1.5)-F(1.5)|=.0945
f(1.01)=.08099 F(1.81)=.01 [F(1.81)-F(1.91)|=.08081
£(1.961)=.000999|F(1.881)=.0081!|f(1.0681)-F(1.801)|=.088080801
F(1)=0 F(1)=6 | [F(1)-F(1)|=8
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Lo situacién geométrica de ombos casos se ilustra en

(b}

la figura 1.3."

Y y
(a)

IO P

Gz A

Figura 1.3

El énfasis en estos ejemplos debe ponerse en que si
una funcidén f es derivable en xg, disponemos de un algoritmo
pora encontrar una funcién ofin F {(que es una funcidén
especialmente simple) que tiene 1la propiedod de que si
estamos préximos o0l punto xg, el error que cometemos ol
aproximar los vaolores de f con los de F es pequedo, mds
pequefio mientras mds cerca estemos del punto xg. De
hecho podemos elegir x para que R{x,xp) seo tan pequefo como
deseemos.

Es frecuente que en los cursos, al hablor de estas
ideas, se propongan como aplicacidén de lo que se ha visto
problemas del tipo: "encontror una aproximacién para (65)V2n
que han de resolverse considerando que la funcidn f(x)=(x)"?
es derivable es xg=64, en donde ademés conocemos su valor
f(64)=8; se encuentra lo aproximacién lineal F para esa f y
una oproximacién para f(85) estard dada por F(65). En este
tipo de ejemplos se debe reforzar la parte conceptual: se
dispone de un algoritmo parac aproximar con una funcién afin
a una funcidén alrededor de un punto y no tanto en la
materialidad del resultado obtenido: pues con los recursos
con 1los que se dispone actualmente, estos aplicaciones
numéricas pueden porecer innecesarias. s '
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El profesor debe hacer notar que como conclusidén deil
trabajo anterior se tiene que:

"Si una funcién f es derivable en xg, es decir,
: f(xp+h) - f(xg)
existe el limite 1im = f'(xg), entonces se.
h-+¢ h
puede definir la recta tangente a la curva y=f(x) en el
punto (xg,f(xg)) vy dicha recta es la grdfica de la funcidn
afin dada por F(x)=f'(xg) (x-xg) + f{xg) que nos da una
buena gproximacidén para los valores de la funcién f
alrededor (o cerca) del punto xg. Buenu en el sentido de que
la diferencia entre Jlos valores de f(x) y F(x) para x's
cercanas a Xxg se va a cero mds rdpido que x-xg, i.e. si
R{x,xg) = f(x) - F(x):
R{x,xg) Fx)-f(xg)-f'(xp)(x-xg)

lim —————— = 1lim =@ ... ... (»)"
X-Xg  X-Xp X—4Xg X - Xp

Como en su momento nos interesard hablar de
transformaciones lineales mds que de funciones afines,
podemos reescribir de una vez (*) en términos de funciones
lineales, haciendo las siguientes observaciones:

"Si hacemos h=x-xg, tenemos que (*) es equivalente a

fxg+h) ~ f{xg) - f'{xg)h
1im
h-g@ h
una funcidén lineal L:R = R por medio de L{(h) = f'(xg) h
(f'(xg) es wun niumero real), L es una funcidén lineal, pues
es del tipo f(x)=mx con m constante. En otros palabras,
hemos probado que si f: D € R = R es derivable en xg,
entonces existe una funcidn lineal dada por L(h) = f'(xg)h
tal que : fxg+h) - f(xg) - L{(h)
lim N {xw)n
h-@ h

it

g. Con lo que, si definimos

Resulta muy importante destocar los papeles
distintos que juegan cada una de las variables que
intervienen en (*%*): x es un punto del dominio de la
funcién f en el que pedimos que f sea derivable, una ve
escogido, queda "fijo" para el resto de la exposicidn.
Mientras que h es la variable que evoca movimiento, es 1la
que propiamente *yvaria®” {al grado que la estomos
considerando como tendiendo a 8); denota al incremento
o partir de xs (la antiguo x es ahloru x = xg + h). Para
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calcular L, h tiene que satisfacer xg + h € D, el dominio de
f {ver expresién (**)). No obstante, la funcién L{h)=f'(xg)n
estd definido ¥V h € R.

Una vez hecha 1la distincidén entre el cardcter
"estdtico” de la variable xg y el caordécter "dindmico" de la
variable h, se puede hacer ver mds claramente cudl es la
interpretacidén de (#%):

"En estos términos (**) nos dice que si consideramos
las funciones de h dadas por

T(h) = f(xg+h) - f(xp)
L(h) = f'(xg)h

su diferencia R(h) = F(h) - L(h) = (F(xgth)-F(xg)}-{f'(xg)h)

satisface que R(h)
: 1im —— = §. Es decir qua cerca de h=g
4 h

L ‘aproxima a f. Esta situacidén se ilustra en la figura 1.4."

grafica do L
grdfica de T
LS Y] b - - - h
]
y:fix)
< X
g
Figura 1.4

De esta forma, se hon proporcionado todos 1los
elementos para reescribir la conclusién en una notocidn muy
conveniente, porque serd la que se usard en dimensiones
superiores:

*Si wuna funcién f:D ¢ R - R es derivable en xg, entonces
existe una funcién 1lineal L (de R en R) definida por
L{h) = f'(xg)h que satisface:

14



si (i) R(h) = f(xgth) - f(xg) - L(h); entonces
R(h)
(1i) 1im =g "
h-g@ h .
Se puede comentor que con frecuencia se unen (i) y (ii) en
una sola condicidn, pidiendo que 1la funcién 1lineal L
satisfaga:

f(xg+h) - f(xg) - L(h)
lim = @
h-+@ h

Es 1interesante contraponer el concepto de diferen-
ciabilidad al de continuidad:

"Si una funcidén f: D € R - R es derivoble entonces
es continua. Sin embargo sabemos que el reciproco no es
cierto. Se tiene un ejemplo cldsico en la funcidn f: R - R
doda por f(x) = |x| que es continuoc en R y no es derivable
en B. Si bien 1los ejemplos mds comunes son de funciones
continuas que no son derivables en algin o en algunos
puntos, se pueden dar ejemplos de funciones que no son
derivables en un nimero infinito de puntos (figura 1.5)

Figura 1.5

Incluso 1la situacidén puede ser mdés radical. Pues
existen funciones que son continuas en todo R y en ningln
punto de R son derivables."

Para un ejemplo de una funcién con las
caracteristicas anteriores se puede consultar: Spivak
Michael, Calculus (volumen II), Reverté; Barcelona, 1981,
pégfno§562k—627.‘“

R R }

Sin embargo estudiar con detalle ese ejemplo supone
el’ conocimiento de la convergencia uniforme de series
infinitas, tema que los estudiantes desconocen a este nivel.

15



CAPITULO 2

FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE REAL

Una vez estudioda la diferenciabilidad de funciones
de R en R, la pregunta es {con qué conviene seguir?, se
sugiere emprender entonces el estudio de funciones de
variable real cuyos valores estén en R". La raozén de esta
propuesta es que, ol seguir siendo funciones de una variable
son por tanto del tipo de funciones con las que ya se ha
trabajodo, ademds estas funciones las podemos pensar como
colecciones de funciones reales de una variaoble y por tanto
pueden reducirse al caso anterior.

Por otro lado, como sus contradominios son
subconjuntos de R"; son una oportunidad de ir adquiriendo
familiaridad con el ambiente natural del Cdlculo vectorial.
En sintesis, este tema constituye una buena etapa de
tronsicién pora el estudio de las funciones vectoriales de
varias variables.

Al trabajor con estas funciones se recomienda que,
aunque los resultodos se enuncien en su forma general, se
haga una referencia constonte a los casos n = 2, n = 3. Pues
por wuna parte son los que en lo prdctico aporecen con més
frecuencia. Y por otra, porque los elementos de R" para esos
casos, pueden interpretarse geométricamente como vectores en
el sentido de esta palabra que los estudiantes conocen y
manejon, por ejemplo, desde sus cursos de Fisica. Y es un
principio Gtil en 1la ensefanza de las Motemdticas que el
aprendizaje se facilita si es posible ver a un mismo objeto
desde distintos puntos de visto. Ademds de que el recurso
que proporcionan los dibujos, que para estas dimensiones es
posible hacer, es tombién de mucha ayuda.

Se supone que los estudiontes poseen un, conocimiento.
previo de la estructura de R" asi como del tema de vectores.

Una manera tradicional vy al parecer eficiente de
introducir a los funciones vectoriales de manera natural es
considerar el movimiento de una particula en el plano o en
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el espacio. Un prototipo de esta formo de razonamiento seria
el siguiente:

"Si pensamos en un punto que se mueve en el plano a
lo largo de una curva, para poder describir su posicidn
necesitomos dos coordenadas: x,y. (Ver figura 2.1)

y Més ain x, y varian con el
tiempo t: por lo tanto
necesitamos dos funciones: una
que relacione x y t, a saber
que para cada tiempo t nos dé
la abscisa del punto P al
tiempo t; y otra que relacione
. y con t, que nos dé la ordenada
L X del punto P al tiempo t, i.e.:

g x: R+R x = x(t)
- VP RR oy o= y(t)
Figura 2.1 Por tanto, podemos formar una

funcidn f: R-R? que para cada
tiempo t nos dé: f(t) = (x(t), y{t)) € R? que es la posicidn
en el plano del punto P. (Figura 2.2)

fltp) = (x(to), y(tp))

) = {x (g, y (Y

g

Figura 2.2

Ahora bien, podemos generalizar esta idea pensando
en funciones que, en general a cada ndmero real {sin
necesidod de interpretarlo como tiempo) de un cierto
subconjunto D ¢ R le asocien un vector de R". A una funcidn
de este tipo f: D ¢ R + R" se le llama una funcién vectorial
de-variable real.

17



Como para cada x € D, f(x) € R" =»
f(x) = (y1, y2. «.... . ¥n). Cada uno de los niémeros y; que
constituyen las componentes del vector f(x) depende del
nimero x, por tanto, caoda una de las componentes y; define
una funcidn real valuada cuyo dominio es D.
vi = fi{x) fi: D € R4R

f
con lo que f: D - R" estd definido por:
fx) = (f1(x), FfaAx), ..... v falx))

Las funciones f; se llamon las funciones coordenados
de f."

: Un comentorio casi obligado de estas funciones es
los recursos con los nue contamos pora visualizarlas, si
bien, al ser funciones cabric preguntaorse por su grdfica, la
manera mds odecuada de dorse una idec geométrica acerca de
ellas es por medio de su imagen, que corresponde generalmen-
te, a 1lo idec intuitiva de curva que es familiar para los
estudiantes. Sobre esto se podric mencionar que:

"l.a imagen de una funcidén f: D € RR" es el subcon-
junto de R" dado por { f(x) € R" / x € D } . Como f(x) € R"
=> f(x) = {y1. va. ..... v Yn)

y1 = fi(x)
(*) 4 y2 = fa{x) x €D
yn = fn (%)
y para i =1, 2, ..... ., n fi: D & R9R

A las expresiones (*) se les llama las ecuaciones
parémetricas de la imagen de f con porémetro x. Aunque se
les llama ecuociones son propiomente funciones reacles de una
variable.

Podemos pensar que, generalmente, unoc funcidn
vectorial 1o que hace es "meter" una copio de la recta real
(como si fuera un olambre muy dictil) en el espacio R"
deforméndolo, (como ‘"enrolldéndolo" y torciéndolo) segin el
patrén prescrito por las ecuaciones paramétricas. (Ver
Figura 2.3)"
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T

(1)
f f(g)

N

o~
-

P .
=l

f(x)

Rn
Figura 2.3

Cabe mencionar ~que hay funciones vectoriales cuyo
comportamiento no corresponde a la imagen intuitive referida
anteriormente. Erf el c¢aso de las curvas de Peano, gque son
curvas gque cubren una superficie. Un ejemplo especifico es
el siguiente: '

sea f: [8, 1] + [#, 1] x [#, 1] & R® definida de la
siguiente formo:

Cada tg € [#,1] puede expresarse de manera lnica
como un decimal infinito:

[»]] az az © aj
tg =~ .010205 ... =~ 4 — 4 -~ + ... = E ~— con #0;¢9
18 182 1@ t=1 1g!

(1o unicidad se obtiene eliminando las exponsiones que
terminan con puros 9's, 1i.e.

1 1 9 g 1 2
— e e o b L, om )
(I ERT CRT LT 1 18
De esta forma f se define como:
- f
La1003 .. ... Oy ... - ‘(.010305 ..... , .0O040§ ..... ) 1.e.
b aj f @ a2i+1 © azi
— — (T R > — )
i=1 1p! 1= g 1=1 19
f @s, suprayectiva pues dado p = (.00203..... . .bybabz. .. ..) =
N @ aj o by
=(E ~— , & — ) € ([#,1]x[8,1]
i=1 g 1=1 gt
escogemos tg = .otbjopbsasbs..... € [#,1] y f(tg) = p

...(Para probar que f es continua en ty, Vtg € [@,1],

CATELI L
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debemos probar que dada € > @, existe § > § tal que si
|t] < & entonces || f(ty + t) - 7(tg) || < €. Sea ty € [#,1]

entonces ty = .a1020304.... Escogemos N € N tal que
2/10N <& vysea & « 1/16”

f(tg) = (.010305... Q-1 O2ne1.... .020405... Oy Ogwep. . . )

si |t] < & entonces

tg + £t = .010003... GN... Q2N O+t OQNe2 CONMZ « v v v o

=) f(tg+t)=(.010305...005-1 B8 8 B...,.000405...008y 8 8 B...)
+(.0 88 ...0 ooNet OoNes. .., -8 B B...8 oonez Opneg. .. )

s fleget) - ftg) || =

” (.BF...0 byer byes bDyis. . ., .00, . .8 byio by bmg...)”

donde bpsj = Ooneg ~ Oaej

Si B = (.bnet bNes Daes..., Dy Dnes bwg...)

1B fse2

N _ 1 2 .

y || fltagrt)-f(tg) || = 1] B|]] — ¢ — <& ‘1.c.q.d.

g
i.e. f es continua y subrayectiva. Sin embargo si
las funciones vactoriales son diferenciables, un
comportamiento de eso naturaleza queda excluido, y el
comportamiento de la funcidn s{ se cdecla a la imagen que se
propuso.

Haobitualmente al hablar de las funciones vectoria-
les, los textos ponen el énfasis en la parte operativa y de
aplicaciones, en términos de 1las observociones que se
hicieron al principio del capitulo, parece un tratamiento
adecuado. s v

S6lo’ se harén consideraciones'“acércd” ‘e ‘alginas
cuontas cuestiones sobre el tema, - de cardcter més bien
tedrico. Cuestiones que van directamente encaminadas o
preparar el estudio de la diferenciabilidad de las funciones-
vectoriales.

Sobre 1la definicidén de limite para estas funciones,
es frecuente que en la bibliografia se den formulaciones
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como la siguiente;
"Sir: DER - R r(t) = (fi(t). fa(t), f3(t))

entonces 1im r(t) = (1im fy(t), lim fa(t), lim fs(t) )
t-a t-a t-+a t-a

Esta formulacidn tiene la ventaja de ser
operativamente muy Util, ademds reduce inmediatamente el
problema de limites a limites de funciones reales, donde se
cuenta con experiencia y miltiples recursos para calculor
limites. Sin embargo, se propone como una mejor opcidn, dar
primeramente la definiciodn de limite en términos de epsilons
y deltas, que una vez interpretoda geométricomente permite
entender mejor 1o que estd pasando. Ademds, el enfrentarse
con la formulacidn de € - & desde chora, focilita que el
estudiante adquiera familiaridad con esos argumentos lo cual
resulta de mucha utilidad, pues si bien parao las funciones
vectoriales de variable real se pudo evitar esa formulaciédn,
al 1llegar o 1las funciones de varias variobles, se hace
ineludible recurrir a ella y serd mejor para el estudiante
si ya ha podido ejercitarse. Ademds esta formulacidn tiene
la ventaja conceptual de tratar a las funciones vectoriales
como '"unidades", como entidades propias y no sdélo a través
de sus funciones coordenadas.

Como segundo paso, paro tener también las ventajas
operativas de 1la formulacidén en términos de funciones
coordenadas, se puede probar la equivalencia de ambas
formas.

Desde esta perspectiva tendriamos entonces que:
"Si f: D &R -+ R", decimos que el limite de f conforme t se
aproxima (o tiende) a a(t € D) es b (b vector de R")
denotado esto por 1lim f(t) = b;
t-a
si dado € > @ es posible encontrar & > @ tal que
|| f(t) -b || <€ siempre que 8 ¢ |t - a| < &

Intuitivomente podemos pensar en una situacidén como
la que se sugiere en la figura 2.4, donde si 0P % 08 son los
vectores de posicidn °~ correspondientes (o] f(t) Y b
respectivaomente, entonces conforme t esté mds cerca de a, el
vector OF se aproximo al vector OB en el sentido de que P se
acerca cada vez mds a B.
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P
B
f(t)
a-8
]
1 b
\ ’
/i
Figura 2.4
Tenemos el siguiente :
Teorema. La funcién f: D € R » R" definida por .
flt) = (fi(t), fAL), ..... . fa{t)) tiene limite
conforme t -+ a si y sélo si fj tiene limite conforme t - a;
fir: DER-Rparai =1, 2, ..., n. En cuyo caso:
lim f(t) = ( lim f1(t), lim fo(t), ..... , lim f,(t) )
t-a t-a t-a t-a
Demostracidn.
Si f tiene limite conforme t=ao => 3 b = (by, by, ..., by)
€ R" tal que lim f(t) = b 1i.e. Dado € > @, 3 8 > B tal que

t-o
|| fCt) = b || < € siempre que 8 < [t ~a | ¢ &

[IFCE)-b] [=((F1(£)-b1)% + (F2(t)=b2)? +...+(Falt)-bp)?)2 ¢ E
=> para cualquier i € {1, 2, ... n}

|fi(t) - by| < ||f(t) -=b]] <& st 8¢ |t-a] <8

= para i =1, 2, ... n 1lim fi(t) = by
t-a
Inversomente si lim fij(t) existe para t =1, 2,...n,
t-+a
y denotamos dicho limite por by, i.e. lim fy(t) = bj ‘para
t-a
i =1, 2, ... n. Por definicién de limite para el caso real

22



tenemos que dado €/(n)"?, 3 &; para cada 1 € {1, 2, ... n}
tal que

[fi(t) - bi| < €/(n)"2 siempre que 8 < [t - a| ¢ &.

Sea & = min {8y, 8, ... &} ., &> @

Si @< |t - ol < & se tiene que para codo i i€ {1 ....n}
[Fi(t) - by < €/(n)V2 =5 |f(t) - bg]? < E¥Yn.

Sumando las expresiones correspondientes para

1 =1,2, ... n tenemos que s1 # < |t - al < &
[F1(£)-by |2 + | Fo(t)=b | + + | fa(t)-bn]? < n(€¥/n) =
=y ((F1(t) - b))%+ ..., # (falt) - b))V2 ¢ €

[|f(t) - b|] ¢ € donde b = (by, by, ...by) =
= (1im f1(t), 1im fao(t), ..... , lim fa(t) )

t-a t~a t-a
i.e. lim f(t) = b. "

t-a

Se puede sefialar a los estudiantes que este teorema
justifica que en ocasiones se defina el 1limite de una
funcidén vectorial conforme t tiende a a (t € D) como el
vector cuyas coordenadas son respectivaomente los limites de
las funciones coordenadas conforme t -+ a, en el caso de que
dichos limites existan.

Habiendo trabajodo con detalle 1la definicidn de
limite; 1la definicidén de continuidad no ofrece ningun
problema. Se puede presentar en términos de € - 8 repitiendo
la' exposicidén” anterior simplemente sustituyendo al vector b
por" ‘f{a)™ (el mismo cambio hace que 1la interpretacién
géoétricd ‘dade para el limite sirva para la continuided).
De manera mds escueta se puede definir la continuidad de una
funcién vectorial en a si se sotisface que lim f(t) = f(a).

_ t-a
Al ~igual que en el caso real hay que hacer notar que la
expresidn onterior supone que, de hecho, se estdn dando tres
condiciones:
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(1) f estd definido en a
(1i1) 1im f(t) existe
t-a
(11i) 1im f(t) = f(a)
t~a

El mismo teorema citudo anteriormente (he aqui otra
razén para presentarlo) permite concluir que si
f(t) = (f1(t), ft), .... , fn(t)), entonces f es continua
en a <¢=> fy, ....... , fa son continuas en a, 1o que nos
proporciona una manera sencilla de estudiar la continuidad
de una funcidén vectorial de variaoble real: estudiando la
continuidad de 1las funciones coordenadas, Qque ol ser
funciones reales de una varioble, los estudiantes pueden en
muchos casos  por simple 1inspeccién saber ddénde son
continuas.

Para demostrar que 1la continuidad de una funcidn
vectoricl es equivolente a la continuidad de sus funciones
coordenadas, se puede calcar 1lo demostrocidn del teorema
anterior sustituyendo by por fi{a) para i =1, 2, ..., n.

Se ha de mencionar que lo continuidad de f en un
subconjunto de R se define de la manera usual:
"f: Dc R -+ R es continua; si es continua en t, V t € D."

Acerca de la definicidn de diferenciabilidad:

Nuestra idea es, en breve, hablaor de diferenciabili-
dad de una funcidn vectorial en un punto como la existencia
de una tronsformacidn lineal que oproxima localmente a lo
funcidén. Sin embarge adn no ha sido necesario hablor de
transformaciones lineales Y en este momento no hay
suficiente motivacidn para hacerlo, pues pora estas
funciones, al igual que en el caoso anterior, la existénciq
de dicha aproximacidén linecl es equivalente a lad existencia
del familiar cociente diferencial, es decir "

f(tg + h) - fty)
lim .
h-@ h donde hemos convenido en que
f(tg+h) - f(tg) 1
—  [f(tg+h) - f(tg)]
h h
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de esa forma el concepto de diferenciabilidad es formalmente
el ‘mismo que tenfamos para funciones reales de una variable,
Por ello se puede proponer, a este nivel, como definicidn de
diferenciabilidad, lo derivabilidod de la funcién:

"f: D¢ R+ R" es derivable en ty (tg € D) si

1
lim —— [f(tg+h) -~ F{tg)]
h-+@ h
existe en R", en cuyo caso 1o denotamos por f'(tg) y el
vector f'(ts) se 1llama 1la derivada de f en tg. (Se
consideran aquellas h's pora las cuales
tagth € Dy h = ).

Si convenimos en que f(tg+h) - F{tg)

h
1
= — [f(tgth) - F(tg)],
h lo definicidén de derivada para
este caso es formalmente la misma que para el caso real:
f{tg+h) - f(tp)
fr{tg) = 1lim
h-+{ h
aunque no hay que olvidur que para el caso vectorial, la
expresidn anterior es una igualdad entre vectores de R"."

El teoremo citado en el caopitulo nos permite
nuevamente dar la ‘"versidn operativa" de la definicidn de
diferenciaobilidad para funciones vectoricles, puesto que
como consecuencia del mismo obtenemos que una condicidn
necesaria y suficiente para la derivabilidad de una funcidn
en un punto, es la derivabilidad de las funciones coordena-
das en el punto. Con lo cual, para calcular la derivada de
una funcién vectorial en un punto, basta con formar el
vector cuyas coordenadas son las derivados de las funciones
coordenadas en el punto ya que: 1

— [f(tgrn) - Ftg)] =

h
1
= — [(fi(tgth)-Ti{tg), Fa(tath)-Fa(tg), ... faltgth)-fo(tg))]
h )
( fi(tg+h)-f1{tg) fa(tg+n)-fa(tg) fn(tﬂ+h)—fn(tn)) -
- , - - )
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Con lo que si tomomos el limite cuando h -+ ¢ en
ambos miembros de (*) el limite del lado izquierdo que es
f'(tg), existird si y sdélo si coda uno de los limites

fi(tg+h)-fi(ty)

lim
h-¢ h existe, paro & =1, 2, 3, ... n.
En cuyo caso tendricmos que:

f(tg+h)-f(tp) f1(tgth)-Fi(tg)” fal tg+h)-fn(ty)
1im = (lim ve ... 1im
h-+@ h h-+@ h h-§ h
1.e. f'(tg) = (Fy'(tp), f2'(tg), ..... . fnt(tp)).

Que es 1la definicién de la derivade de la funcién
vectorial f en el punto ty que don varios textos; pero que
se propone presentar mds bien como una forma prdcticao de
calcular la derivada.

Un comentario que cabria hacer sobre 1la notacidn,
motivado por la confusién que a veces se da en el caso real,
es que se ho de precisar su sentido a fin de distinguir
cudndo se habla de la derivada de una funcidén vectorial en
un punto, que es un vector de R", y cudndo de la funcidn
derivada denotada por f', que es una funcidn vectorial que a
cada t le asocia el vector f'(t) en coso de que éste exista,
En términos de 1las funciones coordenadas es la funcidn
definidao por:

£r(t) = (fyr(e), fr (), ... fr (L))
para aquellos t's para los cuales f(t +h) - f (t)
lim
h-+@ h

existe.

Como nos serd de utilidad al hablar de la
diferenciabilidad de una funcidn vectorial en términos de
aproximaciones 1lineales, es bueno que aqui se mencione la
interpretacién de la derivada de una funcién vectorial como
un vector -tangente. Se puede hacer con planteamientos como:
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"La definicidn de la derivado de una funcidn vector-
rial admite una interpretacidén geométrica interesante en
R2 y R°. Por ejemplo sea f(t) = (fi{t).fa(t),f5(t)) v f;
para 1=1,2,3 es una funcidén derivable. Denotamos por C la
curva con ecuaciones paramétricas

x = fi(t)
y = fa(t)
z = fy(t)
como ilustrodo en (1) de figura 2.5.

z f(t+h)-f(t) z 1/h[f(§+h)—f(t)]
P
Q.
\’C//(t)
R

f(t+h)

\ Y
(1) (11)
X
Figura 2.5

si 0P y 0Q son los vectores de posicidén correspondi-
entes a f(t) y f(t+h) respectivamente, entonces PQ = 0Q-0P,
es una representacidén geométrico del vector f(t+h) - f(t).
Se. sigue que 1/h PQ es una representacién geométrico gg
1/h (f(t+h) - f(t)). Si h># entonces 1/h PG es un vector PR
que tiene 1lo misma direccidén que PA. Més adn si @<hct
entonces 1/n > 1y |PR| > |PQ|. como se 1lustra en (ii) de
la Figura 2.5. Si h -+ ¢ entonces Q se acerca a P y el vector
PR se aproxima a lo que intuitivamente llamamos el vector
tangente a C en P. La recta tangente se define como el
conjunto {f(t)+ f'(t)/\eéR} ¢ R", es pues la recta en R"
que pasa por f(t) en la direccién del vector f'(t)".

Un comentario que contribuye a sacar mayor provecho
a esta interpretacién geométrica es el mencionar que el
vector f'(t) apunta en la direccidén en la que la curva estd.
siendo “trazada" por f(t) conforme t aumenta, i.e. f'(t)
seflala la direccidén en la que la curvo estd siendo recorrida
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(conforme t crece)(Figura 2.6)

y fr(t)

— f(t)

-
=

6 |
Figura 2.6

Finalmente, interesa dejar cloro que la derivaobili-
‘dad para funciones vectoriales implica continuidad (al igual
que en el caso real). Esto sirve para, posteriormente, dorse
cuenta del contraste al 1llegar a funciones de varias
variables, en donde la derivobilidod entendida como
existencia de derivadas parciales o direccionales, no
implica 1la continuidod de 1la funcidn en el punto. Eso
contribuird, a su vez o motivor el estudio de la diferencia-
bilidad pora esas funciones en términos de aproximaciones
lineales. Conviene entonces presentar el siguiente
resultado:

"Si  f:DER-R" es derivable en tgeD, entonces f es
continua en tg.

Necesitamos probar que lim f(tgth)=1f(ty).

h~§
Consideremos lim (f{tgth) - f(tg)) =
h-@
f(tg+h) - f(tg) . f{tgth) - f(tg) -
1lim [ ] h = 1lim [ ] limh =
h-+§ h h-¢ h h-g@

f1(tg) 1im h = 9.
h-#

~ lim f(tg+h) = f(tg) => f es continuo en ty
h-+¢

Obsérvese que, como un casoc particular, se tiene el

‘resultado anterior para las funciones reales ‘de_ una
variable." :
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CAPITULO 3

FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

'
3.8 INTRODUCCION

Nuestro objetivo finol es estudiar 1la diferencia-
bilidad de 1las funciones de R" a R". Estas funciones o
transformaciones se descomponen en funciones coordenadas de
la monera usual: f: D ¢ R" + R"
f(x) = (fi(x), falx), ..... fa(x))
para i =1, 2, ....m f;: DR =*R

Dado que operativomente resulta muy util trabajar
con 1las funciones coordenodas de una transformacidn, tiene
especial interés estudiar las funciones reales de varias
variables.

Los comentarios y observaciones que sobre las
funciones reales de varias variables se hacen en el presente
capitulo, se centran en aquellos temas directamente
relacionados con la 1idea de diferenciabilidod para dichas
funciones. E1 esquema que se sigue es: posibles modos de
introducir a las funciones de varios variobles, los recurcos
que se wutilizan para visualizarlas, las definiciones de
limite vy continuidad para dichas funciones; para finalmente
abordar la nocidén de diferenciabilidad, tema que presenta
sus dificultades desde el punto de visto diddctico. Pues
para las funciones de una variable, la diferenciabilidad
suponia simplemente la existencia de un limite, para las
funciones de varias variables en cambio, lo diferencibilidad
supone lao existencia de una cierta transformacién lineal.

Este paso conceptuocl ha de hacerse gradualmente.
Es por ello que para estudiar la diferencibilidad de las
funciones de varios variables se propone hacerlo en etapas
sucesivas: intentando generalizar la idea de derivada que se
tiene para el caso anterior se hablaria primeramente de
derivadas parcioles,  luego de derivodas direccionales, ya
que en su definicidn y en su manipulacidn sélo se necesita
del concepto de derivada que yo se posee.

Posteriormente se propone hacer ver que estas dos
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extensiones de la ideo de derivada, no son suficlentemente
adecuados en el sentido de que por si solas no aseguran que
se preserven dos piopledades que nos interesaria que lg
definicién de diferenciaobilidad para funciones de varias
variaobles 1lo hiciero - como sucedia ep el caso de una
variable - : la continuidad y consecuentemente la existen-
clo de espocios tangentes.

3.1 FUNCIONES REALES DE VARIAS VARIABLES

Nos encontramos propiamente ante el primer tema que
resulta totalmente novedoso porg los estudiantes, pues si
bien en el capitule anterior se habldé de funciones cuyos
valores eran vectores; éstas no constituion esenciolmente
objetos nuevos, vya que de ordinario en los primeros cursos
de CdAlculo se estudia el tema de las ecuaciones paramétricas
ol menos para representar curvas en el plano y una adecuada
comprensién de ese caso proporciona los elementos necesarios
para entender lo que sucede en el caso general. Ademds, en
el estudio de dichas funciones atlin estaomos dentro de un
mismo dmbito, de un mismo nivel conceptual: el cdlculo de
funciones de una sola variable (real).

Sin emborgo con el estudio de las funciones real
valuadas de varias variables nos aventuramos en un tema en
que los estudiantes no tienen ninguna experiencia previa vy
por otra parte, supone dar un paso conceptual: pasar de una
o mas variables.

Es recomendoble que a lo largo de la exposicidn de
este tema; sin dejar de comentar que 1los resultados y
afirmaciones pueden ser generalizados, el profesor se
refiero continuamente a los casos de dos y tres variables.
La sugerencia anterior obedece a varias razones: el hombre
en el proceso del conocer, va de lo particular a lo general,
de lo concreto a lo abstracto; es por ello que si de primera
instancia los resultados se presentan de manera abstracta vy
para cosos generales, el estudionte seguromente tendrd mas
dificultades para entender el materiol que si, por el
contrario, va teniendo una cierta experiencia de lo que
sucede en casos particulares y sencillos como-en el plano y
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en el espacio. Por otro parte, estos casos son susceptibles
de ser visualizados geométricomente y esto, sobre todo
estando en una etapa nueva de aprendizaje en Motemdticas,
proporciona una gran ayuda. Finalmente, porque en la vida
profesional de muchos de los estudiantes que cursan el
Célculo vectorial, estos casos serdn suficientes pora cubrir
las necesidades reales que se presentan.

Por ser un tema nuevo, es interesante motivar su
estudio, Una manera de 1lograrlo es hacer ver a los
estudiantes que situaciones en Matemdticas con las que vya se
ha experimentado previamente pueden interpretarse desde esta
perspectiva: relociones cuantitotivas que se han manejodo,
al troducirse al lenguaje formal de las Motemdticas resultan
ser funciones de este tipo. Por ejemplo el volumen V de un
cilindro esté& dado en términos de su rodio r y de su oltura
h por la férmula V = wrlh. En este hecho estd "latente" una
funcidn de dos variables, r y h definida por f(r,h) = arlh,
que estard definida parar > 8 h > 8, formolmente f:DSRZR
donde D = {(r,h) € RS/ r> B, 0 > gl. Andlogomente el
volumen de un sdlido rectangular cuyas dimensiones son a, b,
¢ es funcidén de tres variaobles (pues V = abc) 1lo que se
denotaria por f: D ¢ R* + R con
D = {(x.y.z) ER /x>0, y > 8, z> ﬁ} y f(o,b,c} = abe.

También se puede hacer ver gque dichas funciones
aparecen de manera natural en muchos contextos al ser la
manera mds conveniente de describir moteméticomente algun
problema. Por ejemplo:

"En el estudio de las condiciones climdticas, la
temperatura se mide en varios puntos del espacio (de la
Tierra) y en diferentes tiempos. Escogiendo marcos de
referencia para el tiempo y el espacio; unao monera adecuado
de describir la temperatura es medionte una "funcidn de
tempe;pturd". una funcidn 8: R* » R tal que 8(x,y,z.t) sea
el valor de la temperatura en grados centigrados en el punto
del espacio con vector de posicidn (x,y,z) para un tiempo de
"t" unidades."

Caobe  hacer la siguiente observocidén sobre 1la
terminologia.
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} "Dada una funcidn de este tipo f: A c R" » R, i.e.
V a € A, f(a) € R (A es el dominio de la funcién y es un
cierto subconjunto de R"). Como cada punto p de R es una
n-ado de numeros reales p = (xj,X2,...X,) podemos escribir
f(p) = f(xq,...,%xa) con xy ER L = 1, 2, ...n. Eg? hace que
a dichas funciones se les .llame 1indistintomente funciones
reales de variable vectorial o funciones reales de varias
variables lo que enfatiza el hecho de que consideramos a las
coordenadas de un punto p € R"
p = {x{, %2, ...., Xp) como varios variables reales y
f{p) = f(xq, ...., %,) € R depende de esas voriables."

Sobre los recursos para visuclizor geométricamente a
estas funciones puede mencionarse que si bien paro represen-
tor pictdéricamente a las funciones f: R-> R (n = 2 6 3)
dibujamos sus imdgenss - como subconjuntos de R" -, para
estas funciones no es til ese recurso pues como sus
imégenes estdn contenidas en R, los detalles finos sobre su
comportamiento se pierden; es por eso que, - como era lo
habitual para el caso recl - solemos representar grdficamen-
te a dichas funciones (para el caso n = 2) por medio de su
gréfica:

"La gréfico de f: D ¢ R" » R es el subconjunto de
R™ dado por {(xq1,x2, ..., %0 Xp1) € R™ /xpuyafxy, ..., %) b
=4(p f(p)) € R™/pen}.

A la expresidn xp=f(xy,%2,....%,) (z=f(x,y) para
el caso de 2 variocbles) se 1le lloma la ecuacidén de la
gréfica. Paroa el caso de dos variables por 1o comin la
gréfica adopta la forma de uno superficie en el eépucio.'
siendo f(x,y) 1la distancia orientoda desde (x, y g) hasta
(x,y,.F(x,y)) (ver figura 35.1).
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z Superficie z=f{x,y)

|_ /

4

/

.\/

-~

) B -

4. Dominio D de
Figura 3.1

Para n=3 la grifico estd en R Yy yo no la podemos
dibujar, si se pueden dibujar, en cambio, los conjuntos de
nivel

f:DSR™R y ¢ € R el conjunto de puntos en D parao los
cuales la funcién tomo el valor ¢, se llama el conjunto de
nivel correspondiente a ¢, i.e. es el conjunto {pGD/f(p):c}.

Estos conjuntos de nivel también pueden dibujaorse
para el caso n=2 resultando generalmente curvas en el
plano. Los conjuntos de nivel proporcionan un recurso (til
tombién para darse unc idea geométrica del comportomiento de
la funcidn.®

Es conveniente que se trabojaron con detolle algunos
ejemplos sobre cdémo construir las graficas de funciones de
dos variables, determinando dominios e imdgenes de las
funciones correspondientes, puesto gque esto ayudo o los
estudiantes o adquirir préctica en visualizor objetos en R®
Yy si alcanzan o "ver" y "dibujor" lo que pasc ohi, podrdn
luego "imaginar" o "intuir® lo que sucede en mas dimensio-
nes.

Después de haberse familiarizado con el concepto y
los maneras de visualizar a estas funciones se suele
emprender el estudio del andlisis de las mismas: limites,
continuidad, etc..
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En el caso de las funciones de una variable, incluso
cuando no se sefalaba de manera explicita, los estudiontes
infer{ian que los dominios eran o toda la recta o intervalos
o uniones (de un ndmeroc en general pequefo) de intervalos.
Dicha suposicidn obvioba el tener que hacer mayores
comentarios al respecto. Sin embargo chora los dominios son
subconjuntos de R" (n 2 2) y por tanto es fdcil que los
estudiantes no tengan "o priori" uno ideo sobre cémo hon de
ser dichos conjuntos. E1 profesor, en cambio, saobe que
existe una "forma general” o ol menos unao "forma particular-
mente apropiada"™ para los conjuntos que constituyen 1los
dominios de definicidén de las funciones con las que se va a
trobajar (pensando en que finalmente llegaremos o estudiar
diferenciobilidod): que dichos dominios sean conjuntos
gbiertos (abierto con la topologic de R" inducida por .la
norma (usuolmente se considera la normo euclidiana)). Esta
situacién podria motivar al profesor a comenzor a dar las
definiciones topoldgicas correspondientes: punto interior,
punto exterior, punto frontera, conjunto abierto, etc..

Sobre esto, una advertencia: el curso de Cdlculo
vectorial es un curso muy extenso y con la consiguiente
limitacién de tiempo para ver el moterial previsto, esto
fuerza al profesor a prescindir frecuentemente de lo que no
sea estrictaomente necesario pora la continuidaod del curso.
Esta referencia a conceptos topoldgicos puede evitarse, por
un lado, por no ser estrictamente necesaria y ademds porque
supone sobrecargar de moterial nuevo ol estudiante.

Por tanto, por simplicidad y a efectos de ahorrar
tiempo, se recomienda limitorse a dominios que sean
conjuntos wobiertos, de esta forma el ilinico concepto que se
necesita introducir es el de € - vecindad y se hace a los
estudiontes lo observocidn de que:

"Asi como en el Cdlculo de una variable, al
considerar un punto en el que lo funcidén estuviese definida,
pensdbamos en que de hecho, lo estaba en todo un 1intervalo
que contuviera al punto, ghora al considerar un punto que
esté en el dominio de la funcién, supondremos que la funcidn
de hecho, estd definida en todos los puntos "que rodean™ al
punto en cuestidén si éstos estdn suficientemente cercanos.
Para precisar esta idea introducimos la idea de £ - vecindad
de un punto p de R" como el conjunto 4x€R" / ||x - p|| < E}

34



que se denota Bg(p). Veamos qué forma tienen las vecindades
para los casos n = 1, 2, 3.

(i) En R con p = 2, una € - vecindad de p es un
intervalo abierto {t € R/ |t - 2| <&} =(2-€, 2 +€)
(Figura 3.2 (1)).

(i1) En R?con p = (-1, 1) una & - vecindad de p es
el interior de wun circulo (o disco) de radio £ con centro
en p: {(x1, x2) € R? / ({x1 + )% + (xp - NHV2 ¢ €}

(Figura 3.2 (ii)).

(1i1) En ®¥con p = (-1, 1, 2) una & - vecindad de
p, es el interior de una bola de radio £ con centro en p:
{(x1,%2.%3) € RY / ((x1+1)% + (x-1)% + (x3-2)2)V2 ¢ g}
(Figura 3.2 (1ii)).

1 7 2
47' N

\’(-42.' 1

—0 E O |l T (ii)
2-€ 2 2+E -1 X1
(1)
X3 fRS
(1i1)
X1
Figura 3.2

Por ello para designar o una € - vecindad para los
‘casos n = 1, 2, 3 también se utilizon los nombres md
familiares de intervale, disco y bola. .

Con esta terminologio al trabajar con alguna funcién
y- considerar algdin punto p de su dominio, supondremos que
existe un. nimero real & > § tal que f estd definida pard

BE(p)-"
:6on 'ese breve antecedente se facilita estudiar
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limites, continuidad y diferenciabilidad para estas
funciones,

Para la definicién de limite se propone presentar la
formulacidén cldsica en términos de epsilons y deltas, con 1la
correspondiente interpretacidén geométrica:

"Definicidn.

Dada wuna funcidn f: D ¢ R" > R y p € D decimos que
f(x) tiende a L (L € R) conforme x tiende a p denotado
“lim f(x) = L
X-p si para cualquier € > @ se puede encontrar un
nimero & > # tol que |[f(x) - L| ¢ €& siempre que
8 < |lx-pl] <8 (x€D).

Para f: D € R+ R tenfamos que la definicidn

lim f(x) = L

X-p queria decir, geométricamente que para cual-
quier intervalo de radio €& alrededor de L, podiamos
encontrar un intervalo de radio & alrededor de p tal que 1la
imagen bajo f de cualquier punto de este segundo intervalo -
a excepcién quizéd de p mismo -~ cafa en el intervalo
alrededor de L. (Ver Figura 3.3)

lim f(x) = L
Xx-p

p-& p p+d

Figura 3.3

Para el caso de dos dimensiones f: D & R+ R
tenemos una interpretacidén andloga sdélo que en lugar de
considerar intervalos de radio & con centro en p, serian
discos de radio & con centro en p. Concretamente si
f: DER R, p=(ab)€eRry
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lim f(x,y) = L

(x,y)*(a,b) , , tenemos que para cuolquier intervalo de
radio € olrededor de L: {L - €, L + £); es posible encontrar
una & > @ tal que para todo punto {x,y) dentro del circulo
de radio & con centro en (a,b) - excepto, posiblemente el
punto (a,b) mismo -~ el nimero f(x,y) se encuentra en el
intervalo (L - €, L + £€) (1.e. si #<((x-a)? + (y-—b)z)V2 < 5
entonces {f(x.y) - LI < E) como se ilustra en la Figura 3.4,

z R .
T L+E

tt

T fix,y)
1+ L-€

Figura 3.4

Si pensamos en términos de lo gré&fica, como la-
gréfica de una funcién f: D ¢ R® » R es una superficie S en
R3 cuya etuacidén es z = f{x,y). Intuitivamente
1lim f(x,y) = L
(x,y)+(a,b) nos dice que cuando el punto (x,y,8) se
acerca al (a.b,9) sobre el plano Xy el punto
correspondiente (x,y, f(x,y)) sobre S se acerca al (a,b,L)
{que puede estar o no estar sobre S).

A fin de cuentos, la definicién de limite; al igual
que en R, sélo precisa matemdticamente la idea de que "f(x)
estd tan cerca de L como queramos, con tal que x esté
suficientemente cerca de p"."

. La experiencia ha demostrodo que el tema de limites
en general resulta ser un tema dificil pora los estudiantes,
mds ahora, si estdn tratando con un objeto nuevo para ellos
que son los funciones de varics variables. Es por tanto
conveniente dotar o los estudiantes de recursos concretos
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que les permitan enfrentar los problemas. En el siguiente
texto se propone un esquema que los estudiantes pueden
seguir: sustitucidn directa, probar que el l{mite no existe
(viendo que la funcidén tiene limites distintos conforme nos
acercamos al mismo punto de maneras diferentes), o aplicar
otros recursos como cambio a otro sistema de coordenadas o
intentar aplicar directomente la definicidn.

“"En la préctica, para calcular lim f(x)

X-4p se puede
intentar primeraomente sustituir directamente como se hacia
en el caso de funciones de una voriable, si la sustitucidn
directa, dao 1lugar a una formao indeterminada, se habré de
investigar el limite siguiendo diversas trayectorias, lo que
puede mostrar que el limite no existe; o bien, puede
resultar conveniente usor otro sistema de coordenadas para
calcular el limite. Se proporcionan tres ejemplos:

xzy
Ejemplo 1. Calcular lim — si este limite
(x,y)+(8,8)  x+y?
existe. Como 1lo sustitucidn directa nos da una forma
indeterminoda, intentomos acercaornos ol (@,8) por algunas
trayectorias. Intentemos acercarnos primeramente por los
ejes: por el eje x => y = @ g
1im f{x,y) = lim f(x,8) = 1im —_— =
(x,y)+(8.8)  (x.y)+(2.8)  (x,y)=(8,8) x*

Por el ejey => x = @ )
1im f(x,y) = 1lim f(@d,y) = 1lim — =
(x.y)~+(8,8) (x.y)+(2,8) (x.y)+(8,8) v

Intentemos acercarnos por cualquier recta no
horizontal que pase por el origen, y =mx m » #,

xzy x%(mx )
i1im = lim —— =
OGy)(B.8) xi+y? (xy)(8,8)  x*+(mx)?
mx> mx 9
1im ————— = lim = = @,
(x,y)=(9,8) x4 +mix? (x,y)+(9,8) x2+m? g+m?
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De acuerdo con esto; podriamos pensar que f(x,y)
tiene el limite @ cuondo (x,y) tiende a (#,8). Sin embargo:
si (x,y) se aproxima a (#,8) a lo largo de la pardbola y=x2
entonces:

xzy x2(x?)
lim = lim ———— =
(x.y)=(8,8) x"+y®  (x.y)+(8.8) x*+(x?)?

x* 1 1

lim ' — = 1lim —_—
(x,y)+(8.8) 2x* (x,y)+(8,8) 2 2

Hemos visto que no toda trayectorioc que pasa por
(8,6) 1lleva ol mismo valor limite y por lo tanto el limite
no existe.
szy
Ejemplo 2. Calcular 1lim ——ee
(x.y)+(8,8)  x%+y?

Cambiando o cocrdenadas polares tenemos:

5x2y 5(r cos 8)2 (r sen o)

lim = lim
(x,y)+(9,8) x21y? r-+@ rt
(pues si (x.y) - (8.8) entonces r -+ @)
= 1im 5 r sen 8 cos? 6 = (5 sen ® cos? 8) limr = 4§,

r-g r-+@

>(2y2

Ejemplo 3. Probar que 1lim — =

(x,y)=(2.8) x%+y?

Sea £>@ dada. Queremos ver que existe & tal que |f(x,y)-L| =
= | F(x.y)] < & st |0 y)-(8,8) | =] [ (x.v)||=(3+y?)72 ¢ &

como x% ¢ x? + y?

y2 < x2 " yz

_ xy? (x2+y?)?

tenemos que |f(x,y)| = < = x24y?

x24y? x4y

con 1o que si ||(x.y)|] = (x%+y?)V% < (872 =y x%y? ¢ E
y- tendriamos que [f(x,y)l ¢ x+y2 ¢ E 4 si & = (E)Vz_
=) If(x.y)l < € siempre que l](x.y)|[ <8
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. x2y?
i.e. por definicién 1im —_— = g "

(x,y)(8,8) x4y

La idea de 1los ejemplos anteriores es, como se
menciondé, mostror al estudiante distintos recursos con 1o0s
que puede contar parao determinar limites de funciones.

Después de estudiar 1la idea de limite para estas
funciones, la continuacién habitual y 1égica es hablar de la
continuidad. Sobre esto, el dnico comentario que se hard es
sefalar las pautas minimas que habria que cubrir:

"Para definir lo continuidad de una funcidn
f: D ¢<R'2R, enp (p € D) necesitomos al igual que en el -
caso real, las tres condiciones:

(i) f esté definida en p
(i1) 1im f(x) existe
X—p
(111) 1lim f(x) = f(p)
X-p

Tenemos la siguiente:

Definicidn. Sea f: D c R" + R, p € D. Decimos que f
es continua en p si: lim f(x) = f(p)
xX-p
En general, nos interesord la continuidad de una funcidn en
su dominioc. Decimos que f: D ¢ R" + R es continua si f es
continua en p, V p € D.

Vemos nuevamente que es, escribir en términos
precisos, 1la 1idea de que f(x) esté muy préxima a f(p) si x
estd suficientemente cercao de p.

Para f: DS R® » R 1la continuidad de la funcidn
significa geométricaomente que su grafica (que es una
superficie en m’) no tiene rupturas. De hecho podemos pensar
que para una funcién f: D c R" + R la continuidad de la
funcién significa que su gréfica, aque la podemos imaginar
como una especie de “superficie" en R™! no tiene rupturas."
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_ Sobre el tema de continuidad, una observacién que o
veces se omite vy si conviene hocerla pues hace ver a los
estudiantes el tipo de dificultodes que aparecen al trabajar
con funciones de varias variobles. Especificamente les hace
advertir que para entender el comportamiento de una funcidn
no basta con analizar su comportomiento en cada variable por
separado. La observocidn es que si una funcidén de varias
variocbles es continua, entonces también 1o es en cada
variable (i.e. si montenemos fijecs las demds variables).
Mientras que una funcidn puere ser continua «n cada variable
por separado y lo funcidn misma no ser continua. Como
ejemplo de la situacidn anterior se puede proponer:

-
e st (k) = (0.9)

[ 8 st {x,y) = (8.9)

f(x,8) = 8= f(d,y) - f(x.8) como funcidén de x es continua
en x = § andlogamente con y. Y sin embargo f no es continua
en (@.¢) como funcidn de dos variables yo que

lim f(x,y) no existe. (Esto pucde verse fdcilmente por
(x,y)+(8,8) ejemplo si utilizomos coordenadas polares).

Al encarar ¢l tema de la diferencigbilidod para las
funciones recles de varias voriables, lo hocemos guiodos por
un objetivo claro: generalizar para estas funciones el
concepto de derivada. La primera idea que sSe ocurre es
seguir un recurso de las Matematicas que consiste en reducir
de dimensidén un problema. En términos de ensehanza vy
aprendizaje esto lleve o reducir el problemo nuevo a uno
cuya resolucidn es conocida.

En el contexto en el que estamos, esto se traduce en
buscar reducir o las funciones de varias variables a
funciones de wuna variable vy oplicarles las técnicas de
diferenciacidén que ya se conocen. Esto se logra a través de
los conceptos de derivada parcilal y de derivada direccional.
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Es por ello gque 1o mayorfa de los textos -de la
materia, después de haber hablodo de 1los limites y la
continuidad para funciones de varios variables, abordan
alguno de los dos temas mencionados.

Sobre esta posibilidad paro el orden del curso se¢
sugiere optar por el estudio de las derivadas parciales por
las siguientes rozones:

i) €s lo coherente con la linea que se ha mencionado
de ir de 1lo particular o 1lo general: las derivadas
direccionales son una generalizocién de 1las derivadas
parciales.

1i) Si bien en ambos conceptos se reduce 1la funcién
a una funcidén de una variable, en el caso de las derivadas
parciales esta reduccién es inmediata: simplemente
considerar todos las variaobles menos una como constantgs.
Mientras que para los derivadas direccionales la reduccidn
es a través de un razonamiento indirecto: hay que parometri-
zar una recta que pasa por un punto y con una direccidn
determinados "y pensar en 1la funcidén restringido o esto
recta, que de esta forma puede pensarse como funcién de una
voriable, a sober el pardmetro (de la recta).

R 1i1) E1 proceso mismo de derivacidén paorcial es uno
experiencia mds familiar en el sentido de que cuando se ha
de+ trabajar con un fendmeno en el que intervienen vorios
variables, - 1a manera notural de investigor las relaciones
cuantitativas entre las variables es dejar fijos todaos menos
uno y analizar el combio que se obtiene al modificarlo, lo
que ‘expresa Lorson, en términos mdas formales, en la
introduccidén al tema de derivadas parciales de su libro:

"Al considerar aplicaciones de las funciones de
varias variables, surge a menudo la cuestidn: icdmo se verd
afectada la funcidén si se varion, uno, varias o todas sus
variables independientes? Podemos contestar dicha cuestién,
al menos en parte, si consideramos 1las variables
independientes una a una. Por ejemplo, el producto nacional
bruto es funcidén de muchas variables, como pueden ser-los
tipos de impuestos, la tosa de desempleo o las guerras. Un
economista que intente determinar el efecto que produciria
un aumento de los impuestos mantendria todaos las demds
variables constantes, mientras se suben o bajan los
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1mpuestds.}’Asimismo. para determinar el efecto de un agente
catalitico en 'un experimento, un quimico repetirfa el
experimento un cierto ndmero de veces, usando diversas

“cantidades de agente catolitico, mientras mantiene
“constantes otras variables como pueden ser la temperatura y
" la presién. .

En. matemdticos se sigue un procedimiento similar
~para determinar. la rozén de cambio de una funcidn f con
respecto a “uno-o.a-varias de sus voriables independientes.
Dicho procedimiento consiste en obtener la derivada de f con
respecto a cada variable independiente mientras se mantienen
constantes los valores de las demds variables. Este proceso
recibe el nombre de derivacién parcial y el resultado se
denomina derivada parciel de f con respecto a la variable
independiente elegida." '

" (torson R.- Hostetler R.; Cdlculo y Geometria Analftica.
México, McGraw-Hill, 1986, :pdg. 689). B
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Es por ello que la mayoria de los textos de la
materia, después de haber hablado de 1los 1limites y la
continuidad para funciones de varias variables, abordan
alguno de los dos temas mencionados.

Sobre esta posibilidod para el orden del curso se
sugiere optar por el estudio de laos derivadas porciales por
las siguientes razones:

i) Es lo coherente con la linea que se ha mencionado
de ir de 1lo porticular a lo general: 1las derivadas
direccionales son una generalizacidn de 1las derivadas
parciales.

ii) Si bien en ambos conceptos se reduce la funcidn
a una funcién de una variable, en el caso de las derivadas
parciales esta reduccidn es inmediata: simplemente
considerar todas 1las variables menos una como constantes.
Mientras que para las derivadas direccionales la reduccion
es a través de un razonamiento indirecto: hay que porametri-
zar una recta que pasa por un punto y con una direccidn
determinados vy pensar en 1la funcidén restringida a esla-
recta, que de esto forma puede pensarse como funcidn de una
variaoble, a saber el pardmetro (de la recta).

1ii) E} proceso mismo de derivacién parcial es una
experiencia mds familiar en el sentido de que cuando se ha
de traobaojar con un fendmeno en el que intervienen variacs
variables, 1la manera natural de 1investigar las relaciones
cuantitotivos entre las variaobles es dejar fijas todas menos
una y analizar el cambio que se obtiene al modificarla, lo
que expresa Larson, en términos mds formales, en la
introduccidén al tema de derivadas parciales de su libro:

"Al considerar aplicaciones de 1las funciones de
varias variables, surge o menudo la cuestidén: <{icémo se verd
afectada 1la funcidén si se varian, una, varias o todas sus
variables independientes? Podemos contestar dicha cuestién,
al menos en parte, si consideramos 1los variables
independientes wuna o una. Por ejemplo, el producto nacional
bruto es funcién de muchas variables, como pueden ser los
tipos de impuestos, la tasa de desempleo o las guerras. Un
economista que 1intente determinar el efecto que produciria
un aumento de los impuestos mantendria todas las demas
variables constantes, mientras se suben o bajan los

42



por:

of af

— (a,b); fy(a.b); fila,b) & — (Pg): fr(Pg): f1(Pg).
ag ox

Sobre el conjunto de puntos P donde f{(P) existe,
estos valores definen una funcidén que serd llamada la
derivada parcial de f con respecto a x y que se denota por
of
— ; fyx 6 fy, es decir °

ox
of
ox of
(a,b) ———— — (a,b).
ox
x f(a,b+h) - f(a,b)
De manera similar, si lim

h~g h

existe, se denota por of
~— {a.,b); fy (a.b) & f2(Pg)

ay
La funcidn definida para aquellos puntos P tales que
of
— (P) existe, se liamao la derivaoda parcial de f con
oy respecto o y que denotamos por
of
— , fy ¢ 5.
oy
of
Es decir oy of

P ————— — (P)

ay

Las derivadas parcioles heredan su interpretacidn
geométrica de la correspondiente para derivadas ordinarias.
La derivada de una funcién f de una variaoble en el punto o,
es la pendiente de la recta tangente o la curva descrita por
y = f(x) en x = a. Por lo tanto f,(a,b) es la pendiente de
la recta tangente a la curva descrita por z = f(x,b) en el
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punto (a,b). Curva que estd en
z y=b el planoy = b, i.e. 1la curva
que resulta de la interseccidn
de 1la superficie z = f(x,y) vy
el plano y =b (Figura 3.5).
Andloga interpretacidn se tiene

para fy(a,b) - i.e. : es la
LLEN y pendiente de la recta tangente
“E"mmwmn .
'4: o la curva descrita por z =
: f(a,y) en el punto (a,b). Dicha
curva estd en el plano x = a.
X . z=f(x,
tasb, o) (x Y)
Figura 3.5

Se puede hacer también la siguiente interpretacidn
de las derivadas parciales:

Si f: D ¢ R?® + R, entonces podemos pensar en que f
es una funcién tol que a caoda punto (x,y) de una cierto
regién D del plano le asocia su temperatura f(x,y) y ésta se
registra en un termémetro representado por un eje w.
(Figura 3.6).

Y

Figura 3.6

Observamos que los puntos (a,b) y {(a+h,b) se
encuentran sobre la misma recta horizontal, como se indica
en la Figura 3.7
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y w
(a,b) (a+h,b) - f{a+h,b)
- f(a,b)
- @
X
Figura 3.7
La diferencia f(ath,b) - f(a,b) es el cambio que

sufriric lo temperatura cuando el punto se mueve de {a,b) a
(a+h,b) y el cociente f{a+h,b) - f(a,b) / h es el cambio
medio de temperotura. Por ejemplo .si el cambio en 1la
temperatura es de dos grados y h = 4 entonces esta razén es
1/2, es decir, en promedio la temperatura combia (sobre 1la
recta y = b entre (a.b) y (o+h,b)) a razén de 1/2 grado por
unidod de distancia. Si ahora tomamos el limite cuando h-§,

i.e, fla+h,b) - f(a,b) of
lim = -— {a,b) tenemos la razdén de
h-g h ax

cambio instantdénea de 1lo temperatura con respecto a la
distoncia en el punto (a.,b) a 1lo largo de la direccidn
horizontal. Andlogamente

of

~— (a,b) mide la razén de cambio instantdnea de f en (a,b) a
Y .

lo 1laorgo de la direccidén vertical. (cfr. Swokowski Earl,
Calculus with Analytic Geometry. Boston, Mass.- Prindle,
Weber & Schmidt, 2nd. Ed., 1979, 768 - 771).

Como las derivadas parciales de una funcidén de dos
variocbles vuelven a ser funciones de dos variables, la
operacién puede repetirse. Las segundas derivadas se definen
como derivadas de primeras derivadas, las terceras derivadas
como -derivadas de segundas derivadas; de esta forma tenemos
definidas ‘derivadas de érdenes superiores. E1 orden de una
derivada es el numero total de derivaciones que se han
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realizado  paora calcular 1la ‘derivada en cuestién. Las
notaciones de 1las derivadas de 6rdenes superiores son
usualmente: r

d df 1 22
— [ — | = o= fyy o= fy
A% ox ax?

d of 1 2%f

| = fx=fn
Segundas ax ay - AxAy

derivadas g

|
N [ of - 22f
[

—— ——— = —— va = f12
ay ox - dydx
d of 1 2%
— — = ———"-2- = fyy = fzz
ay dy - oy
3 a2 f
Terceras — [ — } = —— = fix = finy
derivadas 4 ox ax? ax

.................................

Definicidén. Sea f: D € R" =+ R, continua. Se dice que
f es de clase Cf (K € N) en D si todas 1los parciacles de
orden § K existen y son funciones continuas en D.

Estas ideas se pueden generalizar a R" para n > 2,
definiendo la derivada parcial para funciones de n
variables.

Definicién. Sea f: D ¢ R" -+ R. Entonces las
derivadas parciales of af of

0xq1  OXp X
de 'f con respecto a la primera, segunda y n-ésima variable
también son funciones de n variables con valores .reales
definidas en el punto x = (x1, X2, ..., %) € D como:
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of of F{xy0%, oo oxpth, g )= F(xy, X2, .. Xq)
—(x)=—(x1,..,%5)=11im
aXJ aXJ h—g h

f(x+hej) - f(x)
= lim si el limite existe
h-g h

donde 1§ j ¢ ny ej; es el vector cuyos coordenadas son
todas cero, salvo un 1 en la j-ésimo coordenada.

£s decir of
—— es sblo la derivada de f con respecto
ax§
a la variuble xj manteniendo las otras variables fijas."

Después de haber visto lo concerniente a derivadas
parciales, como la siguiente idea en la linea de generalizar
para las funciones de wvorias variables el concepto de
derivada que tenemos para los funciones de una sola varia-
ble, conviene introducir el tema de 1las derivadas
direccionales. Pues pueden verse como una continuacidn légi-
co de las derivadas parciales a la 1luz del siguiente
cuestionamiento:

Si las derivedas parciales nos miden la razén de
cambio de la funcidén (con respecto o la distancia) a lo
largo de lus direcciones horizontal y vertical (para el caso
de dos variables) ¢no serd posible definir la rozén de
cambio de una funciép en un punto o lo largo de cualquier
direccién dada?

En primer lugar habria que precisarles a los estudi-
antes qué se entiende por "direccidén" y por "moverse a 1o
largo de una direccidén®. Esto se puede lograr comentando lo
siguiente:
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"En R tenemos sdélo dos direcciones: izquierda y
derecha. En R° podemos pensar en dngulos como lo monera
adecuada de describir direcciones {cada direccién puede
escribirse como (cos 8, sen 8) con 8 §$ 8 ¢ 2 n). En R3 y en
general en R" es mds fdcil decir que una direccidén es
simplemente un punto u en R" tal que ||uf| = 1.

Tal punto estd sobre la esfera unitario, intuitiva-
mente, pensamos en dicho punto como el vector unitario cuyo
extremo inicial es el origen y cuyo extremo final correspon-
de al punto u. Por ejemplo, si
deseamos olejarnos del punto xp
en la direccidén u, entendemos
que hemos de movernos desde xg
a lo largo del segmento de
recta hacia el punto xg + u.
(Ver Figuro 3.8). Saobemos que
en general, la recta con
direccién u y que pasa por xg
es el conjunto
i{x € R" / x = xg + tuf. "

LtER

k4

Figurao 3.8

Con estos elementos se puede definir entonces para
una funcidén f: D ¢ R® + R lo razdn instantdnea de cambio de
f en xg en la direccidén u precisamente como la derivade
direccional de f en xg en la direccién u: (Dyf)(xg), 1i.e.

f{xg+thu)-f{xg)

"(Dyf) (xg) = lim )
h-@ h si dicho limite existe."

Al trotor este temo habria que hacer ver que este
concepto es efectivamente , unc generalizacién del concepto
de derivada que teniamos para funciones de una variable,
i.e., si f:DERMR y u=1 entonces (D,f) (xg)=f'(xg).

(N.B. En R hoy dos direcciones posibles e; y -ey que
se identifican con los escalares 1 y -1 respectivamente).

Mds ain, convendria comentar que para funciones de
varios variobles 1la definicidn de derivada direccional
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incluye como casos particulares a las derivadas parciales,
pues éstas serfan simplemente -en esta nueva terminologia-
las derivadas direccionales en 1las direcciones ey, ep,

-
f(xgthey) - fxg)
"para i=1,2,...,n (Deif)(xg)=1im
h-@ h
Flxq, .o oxg+h, oo %y ) = Fxy, .. 00%,) of
= 1lim = —— (xg)
h-g h Ax{
(Suponiendo que dicho limite exista)"
of
i.e. (Deyf) (xg) = — (xg)
OXy

Al trotar con derivados direccionales se puede sefia-
lar que, sustanciolmente estomos reduciendo a las funciones
de varias variobles a funclones de una variable y aplicando
la definicidén de diferenciabilided que tenemos para ese
caso. Pues 1lo 1linea que pasa por xg con direccién u es el
conjunto {xgthu / h € R} y por tanto los puntos sobre esta
linea estdn determinados por el volor del porémetro h. Con
lo que si definimos a la funcidn F:R-R por la regla:

F(h) = f(xg + hu) J

dF
entonces (Dyf) (xg) = —
dh h=0@

Ademds este proceso permite presentor la interpreto-

cidén geométrica usual de 1la derivado direccional para el
caso de funciones f:DSR? -R :
"Si definimos 1la funcién F por la regla: F(h) = f(xg + hu)
entonces F es una funcidn de R en R y su grdfica corresponde
a lo interseccidn de la grdfica de f con el plano P que es
perpendicular al plano xy y que contiene a la recta paralela
a u que posa por xg. El punto (#,F(8)) corresponde al punto
(xg.F(xg)) (ver figura 3.9). Como

f{xgthu)-1(xg) F(h)-F(@)
Dyf(xg) = lim = 1im ———— = F'(#)
+ hog h h-g n
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decimos entonces que (D,f) (xg) es la pendiente en
{xp,f(xg)) de 1la curva C formada por la interseccién de la
grdfica de f y el plano P".

z

z £ jr(n)—F(a)

e

(11)

flx ¢|\u)-fy(x,)

Figuro 3.9

Es 1instructivo ver, en 1lao prdctica por medio de
ejemplos especificos cémo evaluar las derivadas direcciona-
les a través de considerar a la funcidn restringida a los
puntos de la recta, como funcidn de una voriable y derivando
oplicando los reglas de derivacidn conocidos:

"Como ilustrocién consideramos el siguiente eijemplo:
flx,y) = xB3xy  xp = (2,8)  u = (V/(2)V2 -1/(2)V7)
{obsérvese que u especifica la direccidn - 45°),

Nos interesa calcular (Dyf){xp)

Solucidn 1. Como xg+hu = (2+(2)'V2h‘ —(2)'V2h)
tenemos f{xg+hu) =

= {2+(:e)"’2h)2 302402 V) (=(2)2n) = 4 - 2V2hn?
(4 - ()Y - Yy - 4

o (Duf)(xg) = 1im = _(2)1/2 i . v‘
b h , :
Solucién 2. 2 dF 2
F(h) = f{xpg+hu) = 4 - h=-h =) = = — -2n
(2)/2 dh (2)'/2

“ (D) (xg) = Fr(B) = —(2)V2n
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El1 paso conceptuol siguiente consistiria en hablar
-dé la diferencicl de una funcidn de varias variables en un
punto. Sin embargo resulta conveniente motivar lo
introduccién de ese tema; vya que los estudiantes podrian
pensar que con 1las derivadas porciales vy las derivadas
direccionales ya se cuento con "la" generalizacién del
concepto de derivada para estos funciones, pues despuéds de
todo estdn fomiliarizodos con lao idea de que para funciones
de uno varioble, 1la derivade nos proporciona 1la razdén
instantdnea de combio de la funcidén en el punto. Y 1las
derivadas direccionales nos proporciona la rozdn instontdnea
de cambio de wuna funcidén en un punto, a lo largo de
cualquier direccidn.

Para ver que las derivados parcicles y direccionales
son una extensién todavia "olgo insctisfactoria” del concep-
to de derivada en una voricble se podrion hacer las
siguientes consideraciones:

"En el Cdlculo de una voriaoble se probd (cfr. Capi-
tulo 2) que si una funcidn f: D € R-R"(n 2 1) es
derivable en xg, entonces f resulta ser continuo en xg.

Analicemos por contraste, 1los siguientes ejemplos
pora funciones de dos varigbles:

Ejemplo a):
Xy
{(x,y) = (8.8)
sea f(x,y) = xZ4y?
g si (x,y) = (9,90)

f no tiene limite en (8,0); pues si nos aproximamos
a (#,8) por rectas de la forma y = mx tendriomos que:

Xy x{mx)
1im ———— = 1im ———— =
{x,y)*(8,0) x% + y? (x,y)+{(8.8) x? + m?x?
m m
lim —— R ———
(x,y)(8,8) 1 +m 1+ m

53



que nos da diferentes valores dependiendo de la eleccidn de

m, - el limite no existe => f no es continua en (8.8). Y sin
embargo:
f(h,8) - f(8,0) g -0
f'(9,8) = 1im = lim =1lim @ = ¢
h-+§ h h-g h h-0
f(8,h) - f(9.9) g -0
fy(8.8) = 1lim = 1im =1lim@g = @
h-@ h h-@ h h-@

Se observa entonces que fy(®,8); fy,(#,0) existen vy
sin embargo f no es ni siquiera continua en (8,8).

Lo razén es la siguiente: 1la existencia, de la
parcial fy en un punto p tiene que ver con el comportamiento
de la funcidén f sdélomente o 1o largo de la direccidn
horizontal, andlogomente la existencia de fy(p) nos dice que
f debe comportarse "bien" a lo largo de la direccidén verti-
cal (es decir a 1o lorgo de lo linea paralela al eje y gque
pasa por p).

Sin embargo entre estas 1lineas, la funcidén puede
comportarse "bastunte mal". Con lo que nos gustaria que el
concepto que demos de diferenciabilidad de una funcidén f en
un punto - de olguna manera - nos asegure que la funcidn f
se comporte bien a lo largo de cualquier direccidn.

En el ejemplo anterior, se puede verificar que las
derivadas direccionales de f en (@,8) no existen para
ninguna direccidn salvo las de los ejes con lo que se podria
pensar entonces que si todas las derivadas direccionales
existieran en el punto, entonces ol menos si tendriamos
asegurada la continuidad de 1la funcidén en el punto.
Consideremos parc ello el ejemplo (b):

Ejemplo b):
xy2
si x =@
Sea f(x,y) = x24yt
9 six=¢@
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Sea u = {a3,0;) cualquier vector unitario en mz,
tenemos entonces que

hso‘ozz
f(hu) - £(9.8) f(hay,hay) - £(8,0) h¥(ay? + hfap*)
h h h
01022 022
a ——— s si ay # @ (D,f) (8,8) = —
012 + h2024 a
si a; = @ entonces u = (P,07) @ =1 6 ap = -1
f(hu) - f(8,9) f(@.hay) - £(8,0) g -9
= = = 0
h h . h

(D) (8.8) = ¢

i.e. (Dyf) (8,8) existe pora todas las direcciones u. Por
" otro lado la funcidén f toma el valor 1/2 en cada punto (x,y)
de la pardbola x = y2 pues en esos puntos:

} y2y? v ]
flx.y) = flyly) = — e 2 —
yhayt 2y* 2

y f(8.8) =0 ~ f no es continua en el (8,8)."

Le presentocidn de-estos ejemplos debe acompanarse
siempre del oportuno comentario del profesor. Yo que la
conclusidén precipitada que de ellos se puede obtener es que
las derivadas parciales no son de utilidad, cuando en la
prdctica lao mayor parte de las funciones con los que se
trabaja son ¢ si no en todo su dominio, en un cierto
subconjunto de él y son por tanto continuas en dichos puntos
(son de hecho diferenciables como repasaremos en el Capitulo
5), vy usuolmente nos interesa lo que sucede con la funcidn
en el conjunto en el que es c'.

Se puede hacer ver que en ambos ejemplos las
derivadas parciales no son funciones continuas en el (0,8) y
ya desde ahora se puede seflolar que si las parcioles fueran
continuas, no se daria ese comportamiento. Hay que dejar
claro - que: los ejemplos presentados son casos atipicos, que
sin -embargo; se.le presentan al estudiante para convencerle
Lt oy .
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de .que 1la sola existencia de las derivadas (parciales o
direccionales) no constituye una extensidn completamente
adecuada del concepto de derivodo; pues para el caso de una
variable, lo sola existencia de la derivada de la funcidén en
un punto s{ garantiza 1lo continuidad de la funcién en el
punto.

Una idea que se les podria transmitir o 1los
estudiantes con el dnimo de reforzar la importoncia de que
lo extensidn del concepto de derivada implique 1la
continuidad, podria ser la siguiente, que al ser de cardcter
geométrico y no analitico les suele resultar més asequible:

Los estudiontes han aprendido que el que una funcidn
de R en R sea diferenciable en un punto es equivalente o que
lo recta tangente esté bien definida en el punto correspon-
diente de la grdfica de 1la funcidn. Si se piensa en
funciones de dos variables, por analogia con 1la situacidn
anterior se esperarioc que una generalizocidén del concepto de
diferenciabilidad (que se tenic pora el coso real) para
estas funciones fuese tal que osegurara la existenciao de un
"plano tangente" bien definido en el punto correspondiente
de la grdafica de 1la funcidén. Es claro, geométricamente
hablando, que para que esto suceda, la grdfico no debe tener
"rupturas", es decir, la funcidn debe ser continuag, sin
embargo, no es suficiente esta condicidn, pues para que el
plano tangente esté bien definido, la grdfica no debe tener
dobleces cortantes, esquinas o picos (éicdémo se podria
definir de manero unica el plano tangente en el vértice de
un cono?). Por tanto, si no hay continuidad de la funcidn en
el punto, no se puede definir un plano tangente en el
correspondiente punto de la gréfica.

La misma idea geométrica de definir la
diferenciabilidad para las funciones de varias variables
como la existencia del plano tangente puede ser mds
esclarecedora para los estudiantes.

Otra observacidén que podria hacerse en torno o:laos
dificultodes que aparecen al tratar de definir la diferen-
ciabilidad para las funciones de varias variables
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generalizando 1la definicidén de f'(xg) para una funcidén de
una variable es la siguiente:

"Se ha visto que la condicidén de diferenciabilidad
para una funcidén f: D S R =+ R en un punto p estaba dada por

f{p + h) - f(p)

la existencia de lim
h-g . h

Si f: D¢ R~ R la condicidén de diferenciabilidad
para f en p estd dada por la existencia de
9 + h) - f(p) .
llm e e e PP
h~@ h -

Claramente la expresidn anterior - que formalmente
“es la misma para ambos casos: el de funciones de R en R y de
funciones de R en R" - no puede trasladorse sin mds a este
nueve objeto de las funciones de varias variables f:DSR™R
pues en este caso h es un vector de R" y no tiene sentido
dividir entre vectores de R" (n 2 2). Sin embargo, si
traotamos de conservar 1la forma de la definicidén podriamos
pensar en definir la derivada de una funcidén f: D ¢ R" »+ R
f{p + n) - f{p)

en un punto p € D como lim :
h-8 fini!

Para wver que este intento no resulta, consideremos
el siguiente ejemplo.

Sea f: R? = R definida por r{x,y) = x + y. Es una
funcién muy simple, su grafica z = x + y &s un plano que
pasa por el origen. Si se entlende diferenciabilidaa como la
existencia del plano tangente, f deberia ser una funcidn
diferenciable en todo R, y sin embargo si trotamos de
aplicar a f lo "definicidn" de diferenciabilidad propuesta
anteriormente tenemos que:

f(p + h) - f(p) F(x,y)+( h2))-F(x.y)
1im = lim
- ||n]| (hy,h)=(8.4) (nyZ+h?)172

F(xthy, y+hy)-f(x,y)

= lim
(hq hg)=(8,8) (hy?+hy? )12
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X+hy+y+hg~-x-y
= 1im 3 =
(h1,h2)-+(8,8)  (hy2an2)12

hi + hp

= 1im
(hy,ha)~(8.8) (hi?+n,2) V2

Para ver que dicho limite no existe, podemos combiar
0 coordenadas polares:

hy + hy r (cosf+send)
lim = 1lim =
(hy,h2)+(8.8)  (hi?+n,?)"2 r-g r
1im (cosO+sen®) = cosB+send
r-g
que da valores diferentes para diferentes maneras de
acercarse ol (#,8) - para cuolquier p = (x,y) € R?
f(p + h) - f(p)
lim no existe.
h-@ [nt]

Es decir, la funcidn f(x,y) = x + y segin nuestra
"definicidn" no seria diferencicble.”

Las considerociones anteriores tienen por objeto
haber motivodo suficientemente la presentacidén o los
estudiantes del temo de la diferencial de uno funcidén en un
punto como la generalizacidn adecuada pora las funciones de
varias variaobles del concepto de derivoda de una funcidén de
variagble real {(en un punto). Generalizacién adecuado en el
sentido de que su existencia nos asegurard la continuidad de
lo funcidn vy la existencio del respectivo espocio tangente

{en el punto).

Uno buena concepcidn del concepto de lo diferencial
de una funcidn supone un cierto conccimiento y manejo de las
transformaciones lineales. Es por ello, que se propone hacer
en este momento del curso, una digresidén para hablar de las
transformaciones lineales. Un propdésito importante del
presente trobajo es convencer al profesor de lo conveniencia
de esta interrupcidn en el curso de la asignatura. Que si
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bien, de momento le supone al profesor recortar el tiempo,
de por si ‘restringido, del que dispone para:cubrir el
materiol, esto inversidn se verd luego recuperada cuandoia::
16'1uz de ‘laos transformaciones lineales, o los estudiortes.’
se les facilite aprender con mayor unidad, temas que ‘tradi~i:s
cionalmente constituyen escollos dentro de la ensefianza del
Cdleulo de varias variables como es la Regla de’'la ‘Cadena.

“7 7 0tra rozén que podrio reforzor el convencimiento
sobré-las ventajas de introducir en este momento un' estudio'®
somero acerca de las transformociones linecles es el hecho
de que en buena parte de lo literatura existente sobre el
tema , se omite este paso para hablar directamente de lo
diferencidl ~total de una funcidén -donde el mismo nombre
sigiere‘'que en ‘dicho concepto se toma en consideracidn,
de"alguna mdnera, el comportomiento de todas las vdriables
de’ lds ‘que depende la funcién - con un tratomiento que
resultard mucho mds claro paro los estudiontes si previamen-
te"'se ‘“han~ introducido los elementos necesarios  ‘sobre
transformaciones lineales. ' - e

““A " 'monera 'de ejemplo analicemos con cierto detalle
la manera en que uno de esos libros desarrolla estas ideas.
El contenido y 1la notacidn son bastonte parecidos a los
que se encuentran en varios textos.

cfr. Kaplon, Wilfred. Cdlculo Avanzado. México, CECSA.
10. edicidn, Junio'83. cfr. pdginas 173 -188.

Se comienza hablando de las derivadas parcioles para
funciones de dos voriobles de manera muy parecidao a la que
se propuso en el presente capitulo, si acaso se prefiere la
siguiente notacidn: S

of ‘ fixg + A, yg) - f{xg,vp) o
—' {xg,yp) = lim ' o Feeoomom
ax Ax~@ Bx S %6
of T fxg. v -+ dy) = f(xgoyg) oo i

— {(xg,yp) = lim

ay Toutoe ',0?;6\‘,}_‘6"'\ o 'Y oL RV NERTe Iy

: : NIE s (v
Se define como:Az el incremento dado por:

Az = f(x + Ax, y + Ay) - f(x,y)., considerando x,y coio
constantes, esto define a Az como una funcidn de Ax, Ay con
‘Yorpropiedad: de-que bz = 8 cuarido dx = @, by = B, -

S L R AT RATT I B A o S
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A continuacién se suele anolizar olgunos ejemplos
concretos para ver que para determinodas funciones z=f(x,y):
Az puede escribirse de la forma: Az = aAx+bAy + términos de
orden mds alto en Ax y Ay, donde a,b € R.

"En general se dice entonces que la funcién z=f(x,y)
tiene una diferenciol totol en el punto (x,y) si en ese
punto Az = 0Ax + bAy + EjAx + EjAdy donde a,b son indepen-
dientes de Ax, Ay y &;, E2 son funciones de Ax, Ay toles
que: lim &, =@ . lim & =8 . "

(ax,8y)~(2,8) (ax,ay)~(0.90)

Una observacién que se puede hacer aqui es que, como
puede verse del texto anterior, no queda clare lo naturaleza
de 1las funciones £&;, &;. Se menciono que son funciones de
Ax, Ay pero no se menciona si son funciones de otras
variables ademds de Ax, Ay. Sélo se especifica que se van a
cero cuando Ax, Ay se van a cero, y cabrio entonces pregun-
tarse que ton rdpido lo hacen. Prosiguiendo con el texto: "A
lo funcidén de Ax vy de Ay dada por aAx + bdy se le denomina
entonces 1la diferencial total de z en el punto {x,y) y se
denota con dz; i.e. dz = aAx + bAy.

Teorema: Si =z = f{x,y) tiene una diferencial total
dz = adx + bAy en el punto (x,y) entonces
3z az
Q = — b=—, i.e. los dos derivadas parciales'
ax oy existen en (x,y) vy tienen los
valores dados.

Dem. Si hacemos Ay = @, entonces como
Az = aldx + bAy + EyAx + €Ay, tenemos que:

oz Az Ax{(a + Ey)
— =« lim — = lim ~—~————— = lim (o + &) = a
ax Ax—@  Ax Ax-~g Ax Ax-+@

dz

Andlogamente se demuestra que — = b

ay
por lo tanto si z = f(x,y) tiene una diferencial total en
{(x.y) entonces dz dz

dz = — Ax + — Ay
ox ay

Por razones que mds tarde se explican tanto Ax como
Ay se pueden reemplazar por dx, dy en la expresién para la

69



diferencial total. As{ se tiene:

oz (5% 4
dz = —— dx + — dy

ox ay la cual es la forma ocostumbrodo
de escribir la diferencial., "

Se observa que la diferenciol total os{ definida es
una funcidn lineal en los argumentos dx, dy. Sin embargo si
los estudiontes desconocen la definicidn y las propiedades
de las transformaciones lineoles, el concepto anterior puede
quedar reducido para sellos™a una mera expresidn formal.

Contribuye a este peligro el hecho de que 1la
notocién que se usa con frecuencic puede resultor un tanto
confusa paro los estudiantes. No es una notacidn que sugiera
que dz es, de hecho, uno funcidn, que ademds es lineal en
los argumentos dx, dy. De hecho, el uso mismo de notaciones
como dx, dy parao designar o las variobles independientes,
deberio acompafarse de algun sefinlamiento para los
estudiantes pues no estdn fomiliorizodos con denotar de esta
forma a las variables independientes. Como dato significati-
vo, no gparece en el capitulo de donde estd tomado el texto
onterior la explicocién a lo que hace referencio el autor
sobre el cambio de notacidn de Ax, Ay por dx, dy.

Sin embargo, salvado esta confusidén en lo notocidn,
el desarrollo enterior es G(til como un razonamiento
heur{stico para hacer ver porqué es de esperar que la
extensidén, para los funciones de vorias variables, del
concepto de derivada de una funcidén de R en R en un punto,
es la existencio de una funcidn linecl que oproxima o la
funcién en uno vecindad del punto en cuestidn.
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CAPITULO 4

ALGUNOS ELEMENTOS DE TRANSFORMACIONES LINEALES

4.¢ INTRODUCCION

El porqué de presentar el materiol de este capitulo
obedece a wuna razén muy sencilla: para tener una adecuada
comprensién de 1la diferencial de una funcién F : DSR" » R"
se he de manejar el concepto de transformacidén lineal. Sin
embargo, es comin que los estudiantes a este nivel no hayan
llevado un curso de Algebra lineal. En ocaciones llevan un
curso de Algebra lineal simultdneo al de Cdlculo vectoriol y
suele suceder que cuando se requiere en Cdlculo de los
conceptos del Algebro lineal; éstos alin no se han visto o se
han estudiado de una manera un tanto abstracta, de tal modo
que se le dificulta ol estudionte aplicor esas ideas o las
necesidades especificos del Cdlculo. En otros muchos casos
los estudiantes no llevan ningin curso de Algebra lineal.

Con la idea de solventar cualquiera de esas
dificultades, se propone incorporar al curso, el tema de las
transformaciones 1lineales. Es importante que ese estudio no
se hagao de una manera abstracta sino remitiéndose o ejemplos
especificos de R" a R", o fin de facilitar lo aplicacidn de
esas ideos al Cdlculo.

Con ese objetivo en mente; qué temas hay que tocar y
qué aspectos habrio que resaltor es lo que constituye el
contenido del presente capitulo. En la primera seccién se
hablc sobre 1los preliminares de Algebra 1lineal que son
necesarios para entender las tronsformociones lineales:
independencia lineal, bases, coordenadas, subespacios
vectoriales. Para luego abordar el estudio de las funcilones
lineales.

Una 1idea importante es no pretender dar un curso
completo de la materia, sino limitarse o hacer una sintesis
de los resultados que sean de utilidad pora trabajar con
transformaciones lineales. E1 profesor es quien debe graduar
en base al tiempo de que disponga, al interés y la
preparocién previa de los estudiantes, etc., con qué tanto
detalle explicard los aspectos concretos del Algebra lineal,
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teniendo presente que a efectos del Cdlculo lo que interesa

es que los estudiantes sepan co6émo operar con las

transformaciones lineales y sean capoces de advertir la
conveniencia de que una funcidén arbitraria pueda ser
oproximadae localmente por una transformacién lineal.

Como prerequisito para el material de Algebra lineal
que se propone presentar: se presupone que el estudiante
maneja con soltura el dlgebra de matrices, incluyendo el
producto de matrices y la aplicacién de las matrices paro
resolver sistemas de ecuaciones de 1ler grado, 1lo cual no es
una condicidn dificil de cubrir, pues prdécticaomente lo
totalidad de 1los estudiontes que han de llevar Cdlculo
vectorial, han pasado vya por un curso de Algebra superior,
donde se revisa ese material.

4,1 ESPACIOS VECTORIALES

Los estudiantes estén fomiliarizodos ya con las
~operaciones de suma de vectores y de multiplicacién de un
vector por un escalar; Y las correspondientes
interpretaciones geométricas para los casos en 2 y 3
dimensiones.

Asimismo, 1les resultan muy claras, ol ser muy
f4ciles de demostrar, las propiedodes que dichas operaciones
satisfacen:

"Si u=(uq,uz, ... .up), va{vi,vz,...,Vn), w={wy,wz,...,w) € R"
r k, s € R entonces
MY u+vs=v+u
2Y u + (v +w)=a(u+v)+w
3Yu+ 8 =0 +u-=u
(*) 44) u+ (-u) = ¢ (i.e. u-u-=g)
5) k(su) = (ks)u
6) k(u + v) = ku + kv
17) (k'+ s)u = ku + su
) Ls)_Ju, =u (1 eRr) *

En ~ esta seccién se pretende presentar a 1los
estudiantes los conceptos del Algebra lineal que son de
utilidad para conseguir una mejor comprensién de las
transformaciones lineales, como es la independencia lineal:

"sSe Hiqe«que un conjunto de vectores {v1,....vk} de
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R" es linealmente independiente si lo ecuacidn:
(1)... Cvy + €avo +...+ Cyv = @ ct ER 1 =1,2,....,k
se satisfoce si y sélo si ¢y =¢p =...= ¢, = @
Si la expresidén (1) se cumple no con todos los ci's
necesariaomente 1iguoles Q g, entonces se dice que los

vectores son linealmente dependientes.

Notamos que para toda matriz A de n x k cuyos

vectores columna son viy,...,vg con vj = (°u-°u--’--°m) 1<€j<k
[ r i
€1 | l ¢y a1y Q2. .. 0% Cy
A L. = Vi, .. Vg =] . . =
Ck I | Ck Qn1 Gn2- . . Onk Ck
G11C1 + 042C7 +...+ OCk an ag Qk
= = Cy + C3 +..+4+Cyk =
GpiC1 + Qp2Cp +.. .4+ QnpCk Qn1 Qn2 i Qnk

Civy + Covy +...+ CyVg

Por lo que si consideramos a los vj's como vectores
columna, sus combinaciones lineales se pueden expresar como
Ac donde ¢ = (¢, ¢, ..., c). Por tanto, decir que
Vi, ..., Vg son linealmente independientes es lo mismo que
decir que Ac = §, se satisface sdlo para c = §. ’

En particular si k = n, A es una matriz cuadrada y
Ac = {} es equivalente a n ecuaciones lineales hoMQgéneas en
n indeterminadas. Los vectores columna de A: vq,..., v, serdn
entonces linealmente independientes, precisamente cuando
estas ecuaciones sdélo tienen la solucidn trivial C1=C3...=
cp=f; es decir, cuando det A = @ (la matriz A es no singu-
lar).

Conclusién: n vectores vi, vy, ... v, de R" son
linealmente independientes si .y sélo si lo matriz A cuyos
vectores columna son vq, ..., vy €8 no singular.” '
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También necesitamos el concepto de base {de R"):

"Se dice que k vectores vy, ..., v de R" son una
base de R" si todo vector v € R" se puede expresar de manera
Gnica como una combinacidn lineal de vy, ..., v, i.e. si
v v € R, V = CqVy + Cva + ... + Cxvk; para elecciones
tinicas de los numeros ¢4, €2, ..., Ck. A esos numeros se les
llama 12as componentes o 1los coordenadas del vector v con
respecto a la base {vi, vz, ..., vk

Ahora podemos enuncior algunas reglas concernientes
a independencia lineal y bases.

(1) Los vectores dvi, ..., vk} son lineolmente
dependientes si y sdélo si uno de estos vectores se puede
expresar como una combinacién lineal de los otros.

(2) Si uno de los vectores {vi,..., v} es el vector
cero, entonces 1v1. ey ka son linealmente dependientes.

(3) Si w4, ..., vk son linealmente independientes,
pero wvi...., Vg, Vks1 Son linealmente dependientes, entonces
Vk+1 S€ expresa como unc combinacidn lineal de vy, ..., vg.

(4) Si vi,.... vk son linealmente independientes vy
h ¢ k entonces vy, ..., vy son linealmente independientes.

(5) Si vy, ..., Vg son linealmente independientes vy
a{vy + azvz 4+ ...+ Ogvk = bvy + bavy + ...+ by,
entonces a1 = by, O = by, ..., Ok = by.

{6) Existen n vectores linealmente independientes en

R", por ejemplo los vectores:
e1=(1,8,...,0) e=(9,1,8,...,8), ..., e=(08.8,...,1).

(7) No existen n + 1 vectores linealmente indepen-
dientes en R".

(8) Si vq,..., v, son vectores linealmente indepen-
dientes en R", entonces forman una base paro R", en
particular eq, e, ..., e, forman una base de R" liomada la

base candénica de R,

(9) Toda base de R" consiste de n vectores lineal-
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mente independientes.

(18) Si k < ny vy, v2, ..., Vg son linealmente in-
dependientes, sentonces existen vectores de R": wvye1,...,vp
tales que qvi, vz, ..., Vg Vker, .... Vol constituyen una

base parg R". "

La 1lista -anterior proporciona un resumen de los
resultados usados con mds frecuencia acerca de bases e in-
dependencia 1lineal, para nuestros fines, dicha enumeracidn
es mds que suficiente.

Para que 1los alumnos se familioricen con estos
conceptos, convendric que demostraran algunos; los demostra-
ciones en su mayoria no son diffciles y odemds constituyen
un magnifico ejercicio para aprender a demostror cosas.

A manera de ejemplo se muestro (7): "No existen n+1
vectores linealmente independientes en R". Usaremos el hecho
de que dados b € R® y A una matriz de n x n, el sistema Ax=b
tiene solucidén vy esta es unico si y sélo si A es no singu-
lar. Supongamos que vy, ..., Vps1 SON vectores linealmente
independientes en R". Aceptando la validez de (4); vq,...v,
también son lineolmente independientes. En consecuencia, lo
matriz A cuyas columnas son vi,...,vq &S5 no singular. Por
consiguiente la ecuacidén Ac = vp tiene una solucidn dnico;
digamos c? » 8 esto es Vael = cPv1 + cfvz +.. .+ cnmm con
¢’ = (cf,cf,...,cf).

Pero por (1); vy, V2. ...., Vmi serian entonces
linealmente dependientes, contrario a 1lo suposicidn. Por
tanto, no puede haber n+1 vectores linealmente independien-
tes en R"."

Como es 1la base que aparecerd con mas frecuencia,
vale 1lo pena destocar 1la conveniencia de trabajar con lo
base canénica de R" :

"La base eq, e; ... e, mencionada en (6) se conoce
como la base candnica de R" (para n=3 en ocasiones se usa la
notacién 1,j,k en vez de ey,63,e3). Es una base con la que
resulta especiaolmente fécil de trabajor pues V v € R"
tenemos que: v=(Vq{,v2,...,Vp) = Vi81+V202+. .. +vpep."
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Es interesonte considerar el concepto de subespocio
vectorial de R", puesto que en su momento se hablord de
espacios tangentes:

“Si F es un conjunto (no vacio) tal que F ¢ R", F se
llamo un subespocio vectoricl si se satisface que para todos
u,v € F; X\ € R se tiene

u+veF
Nu € F "

Se puede hacer la observacién de que el nombre de
subespacio vectorial se sigue del hecho de que con las
operaociones definidas para R", F tiene estructura de
espacio vectorial. Es decir, la mismo estructura algebraica
de R" que estd caracterizada por el hecho de que los
elementos de F sastisfacen (*). E1 concepto se aclara con
algunos ejemplos como los siguientes:

"gjemplo 1. Sea F cualquier plano en R que pasa por
el origen. Los puntos (x,y,z) € F satisfacen unc ecuacidn
del tipo: ax+by+cz = @ con a,b,c € R.

Sean u = (uq.uz,u3), v = (vq,vz,v3) € F entonces

guy + buy + cus = '@
avy + bvy + cvy = @

Sumando estas ecuaciones obtenemos que:
a(uj+vq) + b{ug+vy) + clustvs) = 8~ u+v € F.

Sea u = (uq,uz,uz) € F, entonces aujtbuz+cus = @
multiplicando por » € R (arbitrario):
@ = N (auitbugrcus) = aluj+bluz+chus &~ Au € F => F es un
subespacio vectorial de R

Ejemplo 2. Si F ¢ R" y F es cualquier recta que pasa
por el origen, entonces F es un subespacio vectorial pues
los puntos x = {xy, %2, ..., X,) de F satisfacen:

x =ta a€R" i.e.

x1 = taoq
Xz = tap t €ER

........

Xq = tap
L Sirx,y € Froo x4y = (xq+yq, X2+y2, ...., Xptyn) como
para i = 1,...,n xj = toy yi = t'og t,t' €ER
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=y xytyy = (t+t'ay = t''og t'' €R. 1 =1, 2,

..... n
X +y €F.

Si x € F entonces Ax = (Ax1, AXz, ...., AX,) como
xi =tog 1=1,2, ..., n=> A = \to; = Ta; T € R
i=1,2, ...,n “ Ax €F 1l.e. F es un subespacio vectorial.

Un ejemplo algebraico familiar es el siguiente:

Ejemplo 3. Si tenemos un sistema de m ecuaciones con
n incdgnitas:

aypxy + QX + ... + Qip%p = by
QX1 + A%y + .. ..., + Qzp%p = by
OmiX1 + OmX2 + ...... + QmaXp = bp

Que se escribe en formo matricial como Ax=b. Se dice

que un vector s = (sy, S2, ...,S;) @S un vector solucidn del
sistema si
Xy = 83
X2 = S es una solucidn del sistema.
Xn = Sp

Si b = @8, el sistemo se llama homogéneo. Probaremos
quse el conjunto de vectores solucidn de un sistema homogé-
neo es un subespacio vectorial de R".

Sea F el conjunto de vectores solucidn del sistema
Ax = @. Sean vq, vy € F entonces Avy = @ y Avy; = @
A(vitva) = Avi#Avy = 8 + 8 = @ . vi+vp € F. Como Avy =
s N ER => Nvy =8 => A{Avy) = 87~ Avq € F.

A F se 1le 1llama el espoacio solucién del sistema
Ejemplo 4. Sea S = {v1, ey vk} una coleccidén de

vectores de R" y consideremos todas sus combinaciones
lineales, 1i.e. el conjunto F = {tivy + tavy +...+tevi/ty € R

i1 =1, 2, ... k}. Claromente F'es un subespacio vectorial de
R" llamado el subespacio vectorial generado por {vi,...,v},
también se dice que el conjunto de vectores S = {vq,....,w}

genera a F."
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. Se puede hacer el sefalamiento de que al tener
estructura de espacio vectorial, los conceptos de bases,
coordenas e independencia 1lineal se definen de igual modo
pora subespacios vectoriacles de R". En particulaor, en virtud
del Gltimo ejemplo, cabe la observaocién de que, alternativa-
mente, una base de un subespacio vectorial F ¢ R" puede
definirse como un conjunto de vectores de F que sean lineal-
mente independientes y que generan a F,

4,2 TRANSFORMACIONES LINEALES

Con el materiol de la seccidn anterior, se estd en
condiciones de estudiar con cierto detalle a las transfor-
maciones lineales.

"Definicidn. Una funcidn o transformacidén T de R" a
R" se dice que es lineal si tiene las siguientes propieda-
des: Yu,v € R"; N € R

T{u + v)
T(\u)

T(u) + T(v)
AT(u).

tomo una primera observacidn se tiene que si T es
lineal, entonces T mando al vector cero de R" en el vector
cero de R"., Pues dado cualquier v € R" 8 = dv (el de la
izquierda es el cero de R" y el de la derecha el cero de R).

T(@) = T(Bv) = #T(v) = @ gemr. "

Se puede sugerir a los estudiontes un recurso
gr4dfico que les ayude a asociar una imagen al concepto de
transformacién lineal:

"Es (til pensar en una transformacién lineal T:R™R"
como se sugiere en la Figura 4.1, en la cual los vectores
estdn representados por segmentos dirigidos desde el origen,
en este caso n = 2, m = 3."
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T:R2—R3

T
v —+ T(v) = w

Figura 4.1 (Transformacién lineal de R® o R¥)

Después de la definicidén, hay que presentar una
seleccién adecuada de ejemplos que incluyon el caso en el
que las funciones coordenadas estdn dodas de manera
explicita, 1lo cual sirve para que los estudiantes puedan
advertir que éstas tienen una forma particularmente simple.
(Sobre este punto se ahonda al final del capitulo).

"Ejemplo 1. Sea F: R? -+ R® dada por: F(u) = F(x,y) =
(x,x+y,x-y) Siu = (1,1) F(u) = (1,2,8)
Si u = (x7.y1) Vv = (xz,y2) entonces u+v = (x1+X2,yi1+yz)
=> F(u + v) = F(xy + x3, y1 + y2) =
(x1 + %2, (x1 + x2) + (y1 + v2), (x1 + x2) =~ (y1 + v2)) =
= (X1, %14y1, X9-y1) + (X2, X2+y2. x2-y2) = F(u) '+ F(v).

Si A €ER Mu = (Ax, Ay) por lo que:
FOAu) = FOM,AY) = (A, OAXHAY, Ax=AY) = Ax,x+y,x-y) = AF(u)
F es una funcidén lineol."

Un ejemplo particularmente importente es el de las
transformaciones matriciales, pues todas las transformacio-
nes lineales de R" o R" pueden reducirse a este caso.

"Ejemplo 2. Sea A una matriz de m x n y consideremos
la funcién T: R" -+ R" definido mediante la ecuacidn:
T(x) = Ax x € R".
Si x es una matriz de nx1 (un vector de R" puesto

como matriz columna); el producto Ax es una matriz de m x 1
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y es por tonto un elemento de R™. Ademds T es lineal pues si
u,v son matrices de n x 1; XN € R, por las propiedades de la
multiplicacién de matrices se tiene que:

T(u + v) = Alu + V) = Au + Av = T(u) + T{(v)

T(au) = A(MuU) = XAu = AT(u).

A la transformocidn 1lineal de este ejemplo se le
denomina multiplicacidn por A. A 1las tronsformaciones
lineales de este tipo se les llama tronsformaciones matri-
ciales.”

Ademds del caso general, es bueno mostraor ejemplos
especificos que ayuden a\ver como se trabajo con las
tronsformaciones motriciales:

"Ejemplo 3. Sea T: R? + R? dada por T(x) = Ax

donde A = 2 3 Colcular T(x) pora x3 = (1, @);
1 2 xp = {(B,1); x3 = (2,-1) y dibujar
las imdgenes siguiendo la ideo de

la Figura 4.1

[ ] [ 7
T(x;3) = T(eq) = 3 1 = 2
1 2 o} 1
“ o4 - 4 . 4
T{xp) = T(ep) = 2 3 ¢ = 3
1 2 1 2
T [ F
T{x3) = T(e3) = 3 2 = 1
1 2 -1
L B L 4 L R
Otra forma de calculor T{x3) hubiera sido observando
que x3 = 2ey.- €3 ooT(xz) = T{2e1 - &) = 2T(61) - T(eg) =
2(2,1) -.(3,2) = (1,8). La situacidn se describe gréfico-

mente en la Figura 4.2,
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Figuro 4.2

Obsérvese que en este ejemplo para i = 1,2; T(ei) es
la i-ésimo columna de la motriz A."

Se pueden presentar homotecias vy rotaciones como
ejemplos a trovés de los cuoles se puede entender mds acerca
del contenido geométrico tonto de 1las transformaciones
lineoles como de la estructura misma de R".

"Ejemplo 4. Sea k € R fijo. La funcidn T: R" » R"
definida mediante T(v) = kv v € R" es lineal:

T(u + v) = k{u + v) = Wu + kv = T(u) + T(v)
T(Au) = k{du) = Mku) = AT(u)

Si k > 1, T es una dilatacidén de R" v si @ < k ¢ 1
entonces T se denomina una contraccidn de R". En términos
geométricos una dilatacién "olarga" cada vector de R" por un
factor Kk y una contraccidén "comprime" cada vector por un
vector k (Ver Figura 4.3).

(i) Contraccién de R" (ii) Dilatacidn de R"

kv

N

Figura 4.3
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Las rotaciones tienen 1la ventaja adicional de
que pueden verse directamente como casos particulares
de las transformaciones matriciales:

"Ejemplo 5. Sea © un dngulo fijo y sea T: R? - R? la
multiplicacién por la matriz

A= cos © -sen B
sen O cos @

Si v es el vector (x.y) tenemos que:
T(v) = Av = | cos @ -sen @ x x cos O - y sen 0
sen 6 cos 8 v X sen 6 + y cos ©

Interpretando geométricomente, T(v) es el vector que
se obtiene al girar v un dngulo & en sentido positivo. Para
ver esta afirmocidén, sea ¢ el dngule entre v y la direccidn
positiva del eje x y sea v' = (x', y') el vector que resulta
de girar v un dngulo © (ver Figura 4.4). Tenemos que
demostrar T{(v) = v'.

Y Si r denota 1la longitud de v
“UUyW' entonces % = r cos ¢
s y = r sen ¢

v' P ikey) De igual manera, ya que v' tie-
ne loa mismo longitud que v, se
tiene:

(4 x' = r cos (8 + @)

x y' = r sen (8 + ¢).

Figura 4.4

Por tanto:

vi=ix'] = |rcos(6+¢) {r(cosBcos?-senBsen?)|=|xcosd-ysend
y' rsen(6+%) r{senBcos?+cosBsen?) xsenf+ycosd
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= | cos 8 -sen @ x = Av = T{v)
sen 6 cos 6 Y

A esta transformacidn se le llama rotacién de R? de
un dngulo 8."

Dos ejemplos muy familiores paro los estudiantes son
la funcién cero y la identidad: funciones especialmente
sencillas que son lineales.

"Ejemplo 6. Sea T: R" - R™ definida como T{x) = @
V x € R". Se suele llamar c T la transformacidén cero; es
lineal ya que: T(u + v) = = @8 + 0 = T(u) + T(v)
T{ku) = @ = kG = kT(u).

Ejemplo 7. Lo funcién T: R" - R" definida como
T(v) = v V¥ v € R" conocida como la funcidén o transformacién
identidad en R". Es 1lineal pues YV x,y € R", M € R: T(x + y)=
= x+y = T(x) + T(y) ; TOs) = Mx o= AT(x).

S$in embargo, conviene mencionar, por contraposicidn
al ejemplo 6 que las funciones constantes - salvo la funciédn
cero - no son funciones lineales:

"Ejemplo 8. Sea F: R" -+ R" definida como F(x) =
V x ER" a€R" - {8}. F(Ax) = o mientras que AF(x) = x
Si N = 1 => F(Ax) = AF(x) y F(x+y) = a =20 = a+a =

F(x) + F(y). = F no es lineal.
Es decir, 1las funciones constantes - para toda
constante diferente de cero - no son funciones lineales."

Como es una situacidn frecuente en la prdctica, cabe
mencionar - explicdndolo convenientemente - que el dominio
de una transformacidén 1lineal puede no ser todo R" sino un
subespacio vectorial de éste, y a su vez, el contradominio
ser un subespacio vectorial de R™. Al tener estos conjuntos
estructura de espacio vectorial estd definida una suma y un
producto por escalares, que son 1os elementos necesarios
para dar sentido ¢ la definicién de transformacidén lineal.
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4.3 PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES

Después de haber definido y dodo ejemplos de trans-
formaciones lineales, se pueden estudiar algunas propiedades
especificas de dichas fundiones, que proporcionen a los
estudiantes los elementos necesarios para operar
adecuadamente con ellas, como son los conceptos de niicleo e
imagen: )

"Si T: R" -+ R"™ es una transformocidn lineal,
entonces el nucleo de T, denotadc KerT, es el conjunto que
consta de todos los vectores en R" tales que T les osocia el
@ de R, es decir, KerT = {v E R": T(v) = #}. Por la obser-
vacién de que si T es lineal T(@) = 8, el ¢ de R” estd en
KerT.

La imagen de T, que se denota por ImT, es el conjun-
to de todos los vectores en R™ que son imagen bajo T de al
menos un vector en R", i.e. ImT = {y € R"; para los que
existe x € R" tal que T(x) = y}. equivalentemente ImT es el
conjunto de todas las imdgenes bajo T de los puntos de R",
i.e. ImT = {T(x): x € R"} = T(R").

Dichos conceptos de KerT e ImT se definen de la
misma forma, mutotis - mutandis si en 1lugor de T: R™MR"
tuviéramos: T: E ¢ R"~» F ¢cR" con E, F subespacios
vectoriales.

Ejemple 1. Sea T: R" -+ R" la transformacién cero.
Como T mapea a todos los vectores en § => KerT = R". Como @
es la Gnica imogen posible bajo T => ImT = 1¢F .

Ejemplo 2. Sea T: R"™ » R" la multiplicacidn por:

a4y Q12 .ol Q1
Q27 022 .. .n.n Qzn

A =
(oS I o Y B Omn ]

El nicleo de T consta de todos 1los vectores
x = (X1, X3, ....,'%y) que son vectores solucién del sistema
homdgéneo: - :
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KerT es el espacio solucién del sistema Ax = @ (cfr.
Ejemplo 3 de lo seccién &4.1).

La imagen de T consta de todos 1los vectores
b = {by, by, ....bp) toles que el sistema Ax = b tiene
al menos una solucidn. :

Dada T: R™ -+ R™ una transformacién lineal, entonces ,
(1) KerT ¢ R" es un subespacio vectorial de R".
(11) ImT ¢ R® es un subespacio vectorial de R™.

Demostracidn

(i) Sean vy, v; € KerT; N € R
Por demostrar
vi + vy € KerT
MWy € KerT

Yv1 € KerT => T{v;)
vo € KerT => T(v3)

]

9
¢

Ahora bien T(vitva) = T{vqy) + T{vp) = 8 + ¢ = @
oV + vp € KerT.
T{Avy) = NT(vy) = 2@ = 8 => vy € KerT.

(ii) Seon wy, wp € ImT; X € R
Por demostrar
wi + wy € ImT
Awy € ImT

Como wy € ImT => 3 vi € R" 3 T{vq) = w4
Como wp € ImT => 3 vp € R" } T(vz) = wp

Sean Vo= V) + V)
U = Avq
Entonces
T{v) = T(vqitvy) = T(v1)+T{vz) = witwp => wi+wy € ImT
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T(u) = T(Avy) = AT(vi) = Awy => Awy € ImT."

Conviene destocur que con los conceptos de nicleo e
imagen se facilita estudior los propiedades de inyectividad
y suprayectividad pora las funciones lineales:

“Dada T: R" - R" una transformacién linecl, tiene
interés preguntarse si T es inyectiva o suprayectiva. Recor-
dondo que T es inyectiva 6 uno - a - uno si xy # X,
Xy, X2 € R" entonces T(xy) = T(x;) y T es suprayectiva o
sobre si ImT = R".

De nuestra experiencia previc en el Cdlculo de una
variable, recordamos que en ocasiones no es fdcil saber si
dodo una cierto funcidn f: D € R —+ R ésta es inyectivao o
suprayectiva. En el cuso de las tronsformaciones lineales
este problema se simplifica bastante, por ejemplo una
transformocién lineal T: R"™ - R® es inyectiva si y sélo si
KerT = 1¢f (8 € R"). Pues supongamos que T es inyectiva y
x € KerT entonces T(x) = # = T(#) (lo dltima igualdod se da
por ser T lineal) y por ser T inyectiva x = @ . KerT = {g}.
Inversamente, si KerT={¢} supongomos que Tx = Ty => Tx - Ty
=@ => T{x ~y) =0 ~ x -y €KerT => x~y = @ =>x =y,

Ejemplo 3. Consideremos la siguiente transformacidn
lineal T: R® = R%:

1 -1 g X1 X1 - X3
T(xy, %z, x3) = Xz | =
g 71 X3 X3 - X3

Para hallor el nicleo debemos resolver
T{x1,%2,%x3) = (0,8) <=> (x93-%2, x-x3) = (8,8)

Xt =% =@ <=> X1 = %
X2 - X3 = @ (=> %y = X3

. las soluciones estén dadas por: 1(x1.xz.x3)€R3/x1-x2-x3F =
1t(1 1,1)/t€R} son pues 1los puntos de 1o recta en R’ que
pasa por el origen, en la direccidn del vector (1,1,1). Como
yo vimos este lugor geométrico es un subespacio vectoriol
de R3.
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Como KerT = $¢} > T no, es-inyectiva. Sin embargo

ImT = R? ya que las ecucciones: .

X1 - X2 = Y1
X2 - X3 = Y2

siempre se pueden resolver para cuolquier eleccidn de
(v1.y2) € R?, por ejemplo si hacemos x; = @ entonces
X1 = Y. X3 = -yp & T es suprayectiva,.

Ejemplo 4. Sea T: R" - R" dada por T{x) = x; la
transformacién identidad. T es inyectiva, pues si T(x)=T(y)
por un lado T(x-y) = T(x)-T(y) = @ y por otro T(x~-y) = x-v

x-y = @ =>x=y. T es suprayectiva, pues dado y € R"
T(y) = y. T es uno a uno y sobre es decir T es biyectiva.

En Algebra lineal, cuando una transformacidn lineal
T es biyectiva se dice que es un isomorfismo."

» Dos resultados ponen de relieve la facilidad
operativa de las transformaciones lineales: 1) el hecho de
que basta conocer los valores de estas funciones en los
elementos de una bose de R", para saber el valor de la
funcién en cualquier elemento de R". 2) Que siempre es posi-
ble obtener una transformacidén 1lineol aque mande a los
elementos de una base de R" en vectores de R" preasignados:

"S1 dos funciones lineales de R" en R" coinciden en
n vectores linealmente independientes, entonces son iguales.

Dem. Seon: T: R" + R®, F: R" » R" tronsformaciones
lineales. Sean {vy,....va} € R" n vectores linealmente in-
dependientes => constituyen una base de R".

Si T(vq) = F(v1),..... ,T{vy) = F(vp), tenemos que
probar que ¥ v € R™: T(v) = F(v). Sea v € R", v puede expre-
sarse entonces como: v = CyVvy+Cava+...+Cpvy para escalares

cj udnicos- i = 1,2,...,n & T(v) = T(cqvi+Cavat....+Cqvp) =~
C1T(vi)+caT(va)+.. ... +eaT{vp) = ciF(vy)+caF(vad+. ... +coF(vy)
= 'F{cqvitCavat. .. .. +Cpvp) = F(v).

Por tanto, con conocer los valores que una transfor-
macidén 1lineal de R" en R™ toma en n puntos convenientemente
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elegidos (form§: "'Jmo %gse. es d‘e::;:” sean linealmente inde-

pendientes), ésta queda completamente definida paora todo
punto de R".

Cabriac 1la siguiente pregunta ¢(es posible encontrar
una transformacién 1lineal que mande a los vectores de una
base de R" en puntos (o vectores) de R" previamente deter-
minados? La respuesta es afirmativa y por el resultado
anterior dicha traonsformacidn es unico.

Teorema. Si {vq,...,vo} es una base de R" y si
-|w1. A .wnl- son puntos arbitrarios (no necesariamente
distintos) de R™, entonces es posible obtener una

transformacién 1lineal T: R™ =+ R" tal que: T(v;) = wy,
T(v2) = wa,..... T(vp) = wy.

Dem. Sea x € R" => x = Cqvi+Cavat...... +Cqv, donde
los escalares ¢y son tnicos. Definimos T: R" » R" como
T{x) = cowj+Cawa+... .. FCAWN e (o).

Que T es lineal es inmediato pues dados x,y € R" se

tiene x = cCcqvi+CovaF..... +{:nvn y = dyvetdavot. .. .. +dnvn
donde los escalares cj y los dj son unicos
X +y = (ctdy)vy + (catdpdvy + oL + (cptdy vy
Y T(x+y) = (cytdidwy + (captdadwa + ... . ou... + (cptdp)wy =
CiWi+Cowat . . ... +Cpwnptdywi+dawat . . . .. down = T(x) + T{y) y si
MER Ax = ACqvy 4+ ACpvy +..... + ACpVp
T{Ax) = NCiwi+ACawp+. .. .. #ACaWn = MT(x)).
Ademds si x = vy => ¢q = 1 Cp=C3=..... =cp=B  T{vy) =

De igual manera si x=vj => cy=1 ¢cj=@ j=1..... n, j #
ion T{vy) =w i=1,..... n.

Ejemplo 5. Consideremos la base S = {vi,vz,vi} de R’
donde vy = (1,1,1), vy = (1,1,8), vy = (1 ﬂ ¢). Deseamos
encontrar una tronsformacidén 1lineal T: R -+ R? tal que:
T{v1) = (1,8), T{vy) = (2,-1), T(vs) = (4,3) y calculor T(u)
para u = (2, -3, 5).

Sea v = (x,y,z) € R’, entonces la expresién de v
como combinacién 1ineal de los vectores de S es: v=(x,y,z)=
zvy + (y-2z)vz + (x-y)vs. S1 wy = T(vq) = (1.8); w, = T(Vz) =
(2,-1); ws = T(v3) = (4,3) resulta de (a) que:

(V) = zw1+(y 2wt (x-y)ws = z{(1,8)+(y-z)(2,-1)+(x-y)(4,3)
= (z+2(y-z)+4(x-y), z-y+3(x-y)) = {4x-2y-z,Ix-4y+Z)
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"En particular si u = (2.-5,%) T7(2,-3,5) = |
= (4(2)-2(-3)-5, 3(2)-4(-3)+5) = (B46-5,6+12+5) = (9,23)."

Sin demostrarlo, porque implicoria desviarse un
tanto de 1los objetivos centrales de un curso de Célculo
vectorial, se podria presentar también el Teorema de la
Dimensidn, como un resultado Gtil para trabajaor con
funciones lineales, pues establece uno relacidén entre el
nicleo y la imogen de una funcidn lineol. Por ser especicl-
mente importante, sefialando el coso cuando el dominio y el
contradominio son equfios de la misma dimensidn.

"Teorema. Sea T: E <€ R" » R" una transformacién
lineal. E es un subespacio vectoriol de R", entonces
dim(ImT) + dim (KerT) = dim E.
*
En particular si T: R" -+ R", entonces por el teorema
agnterior las siguientes afirmaciones son squivalentes:
(a) KerT = {8}
{b) ImT = R"
(c) T es un isomorfismo.

Dem. a) => b) si KerT = {#} entonces dim (KerT) = @

y en el teorema tenemos que dim (ImT) = dim R" = n => ImT=R",
b) =>c¢) si ImT = R"; es decir T es sobre => (del teorema)
dim (ImT) = n y < n + dim (KerT) = n => dim (KerT) = @

. KerT = {8} => T es inyectiva y por hipdtesis era suprayec-
tiva, por tonto es biyectiva, 1i.e. T es un isomorfismo.
c) => a) si1 T es isomorfismo en porticular es inyectiva =>
KerT = 48} .

En otras palobras si T: R" -+ R" es una transforma-

cidén 1lineal inyectiva, necesariamente es suprayectiva y
vice-versa."

4.4 FORMA DE LAS TRANSFORMACIONES LINEALES DE R" A R™,

Con el material de los secciones anteriores, el
estudiante ha podido darse cuenta de que '‘las

‘8¢



transformaciones 1lineales son funciones con las que resulto
relativamente fdcil trabojar en virtud de sus propiedades:
- basta conocer 1los valores en los vectores de una base y de
esta manera quedan definidas en todo-su dominio. Siempre se
puede construir una transformocidén lineal que mande a los
elementos de ’una base cuolquiera de R" en los puntos de R"
que se desee. Hay una manera sencilla de saber si son
inyectivas (viendo que el nidcleo esté compuesto sélo del
vector @). Y en el caso particular de que la transformacidn
lineal vaya de R" en R" es inyectiva si y sélo si es
suprayectiva.

Lo anterior resulta interesante porque ademds de que
el estudiante vao aprendiendo a trabajor con los transforma-
ciones lineales, estd en condiciones de valorar mds la
conveniencia de tener una funcidn lineal que aproxime local-
mente a una funcidn dodo. De igual manera podrd osociar a un
nueve concepto - la diferenciabilidad - un objeto que para
81 vya resultard familior -las transformaciones lineales' -.
De esta forma el estudiante se sentird en confianza para
abordar el estudio de lo diferenciabilidad, lo que facili-
tard el aprendizaje.

Con a1l fin de reforzaoe el convencimiento en 1o0s
alumnos de que 1las Tunciones lineales son de uno forma
algebraica simple, vy en general, funcicnes con las que
resulta conveniente trobojar, odemds de oproporcionar una
manera operativa muy eficiente de trobejar con lus transfor-
maciones 1lineales, se proponc presentar el resultodo de que
toda transformacidén lineal puede verse como una transforma-
cidén motricial y determinor lo matriz asocicda a una
traonsformacién  lineal. Para conseguir este objetivo se
podrian utilizar rozonamientaqs como el siguiente:

"En los ejemplos que hemos analizado, dada una
tronsformacidn 1lineal de R” en R™ sus funciones coordenodas
eran de una forma especiclmente simple: eran siempre
polimonios de ler. grado en los variables xy,x3,...,%, (las
coordenadas del punto x = (xq,...%,) € R"); cobe la pregunta
{slempre es asi? 1la respuesta es si, como demuestra el
siguiente teorema:

Una transformacién lineal L de R" o R" tiene lo
siguiente forma coordenada:
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y1.= fi(X1, .. 0xn) = 01Xq#0eeXp+. . L 404X
(1) Y2 = fz()q. e .x,,) Q21X 1+Q29X2+. . . +0pXp

......................................

Yo = fa(X1, ... .%n) = OmiX140mX2 .. . +0pXn

donde los coeficiente ajy € R."

Nota: En esta seccién se usa la L para denotar a las
transformociones 1lineales en 1lugar de la T, por ser una
notacién muy frecuente con la que también debe
fomiliarizarse el estudiante.

“Dem. Sea {ey,....ey} la base conénica de R", por lo
tanto x=(X1,X2,...,%X3) € R" se escribe como
X=X101+X2€2+. . . . +Xq€n - L{X) = L{xye1+...+xpen) =

xiL(eq)+xal(e2)+. . . +x,L(e,). Como L(ex) € R® para k=1,2,...n
=> L(exk) = (o, G2k, --.-.Om).

Sea y = L(x) con y = (yi.y2....,Ya) entonces

Y = (yi,¥2....0¥n) = L{x) = xiL(e1)+xol(e2)+. . . +xal(ey) =
x1(a11.021. ....Om1)+X2(012.022.....Om2)+ ......
+Xn(01n,02n, [P 'umn) = (011x1+o12x2+. L HOIpXp, 029X1HQX%0+ . .

e 402n%n, . -, OpX1+0m2X2+. . . +0pxn) que es efectivamente la

expresién (1).
A su vez, otra manera de ecxpresar (1) es:

Y1 Qi1 012 O43....04 X1
Q21 Qz Oz3....02 X2
L Ym Om1 Om2 Om3...-Omn Xn

Que se escribe en forma m&s compacta como
y = Ax, donde A = (ay).
Por lo que dada la matriz A = (°U) de los coefi-
cientes, 1lo transformacién 1lineal L descrita en forma
coordenada por (1), queda completamente determinada.

Vemos que las columnas de 1la matriz A son los
vectores de R™: L({e) k = 1,2,...,n.

Hemos probado entonces que toda transformacidn
lineal L de R" en R" puede verse como una transformacién
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matricial: la multiplicacién por lo matriz A de mxn cuyas
columnas son los vectores de R" dados por L{ey), L{ez), ...,
L(e,), es decir: V x € R" L(x) = Ax.

Decimos que A es la matriz que representa a lo
transformacidn 1lineol L o due A es lo matriz de L, con
respecto a la bases canénicas .en R" y R®. Se puede repetir
el razonomiento si hubiéramos elegido otras bases para el
dominio y el controdominio, obteniendo igualmente que toda
funcién 1lineal de R" a R" tiene asociada una matriz A' que
depende de la eleccién de las baoses."

Se puede mencionar que, en el Cdlculo, habitualmente
se trabaja con la base candnica en el dominio y en el con-
tradominio y por ello se haoblao simplemente de la matriz
asociada a una transformacién lineal.

"Ejemplo 1. Encontrar lo matriz que representa a la
tronsformacidén lineal L: R® -+ RY defintda por L{xy,x3.x3)=
(x14%2,X1-%X2,X3.,%1), 0 en forma de vectores columna

X1 l’ X1+X7 1
L X2 = ‘ X1-X2

l. X3 " X3

L

Ley) = L(1.8.8) = (1,1.8.1)
L{ep) = L{(9,1.8) = (1.-1,86,8) + => Si escribimos 1o
L(es) = L{(P.6,1) = (,6,1.8) matriz A cuyos vectores

: columna son L(ey), L{es),
L{es) resulta:

1 1 g
A= [L{eq) L(ez) L(e3) = 1 -1 1)
| g 8 1
1 g ¢ .
Como comprobacidén veamos que:
1 1 ¢ X1 X1+X2 X1
Ax = |1 -1 @ X2 = XKy=X2 = L %2 | = L{x)."
g g 1 X3 X3 X3
1 "] g X1
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) Como nos interesard en su momento estudiar 1la
diferencial de funciones de R a R" y de R" a R, es chora un
buen momento para ver qué forma tienen les transformaciones
lineales para esos casos:

"Estudiemos cdémo son las transformaciones lineales
de R" o R, es decir funciones reol valuados de varias
variaobles que ademds sean lineales. Sea L: R" = R lineal.

Dado x = (X1,%X2,...,%,) € R"
L(x) = L{xjeq1+xze2+. .. +xp€n) =xqL{e1)+xaL{e2)+. .. +xaL{en)
como para i = 1,2,...,n L{e;) € R podemos denotar a
L(ey) = a3 y obtenemos:

(2).... L{x) = opx1+0pxa+. .. +0p%,

y la matriz A que representa a L es una matriz de un rengldn
por n columnas, a saber: A = (L(ey) L(ez)...L(ey)) =
(01 Oz...On). ¢

Podemos reescribir (2) como L(x) = a , x (donde .
denota el producto interior usucl de R" y a = (64,87,...,0,)
€ R" es el vector que se obtiene al considerar a la matriz A
de 1 x n como vector de R") i.e. L(x) = Ax = a ., x ."

Este Ultimo hecho interesa destacarlo, pues el
vector que se 1llaomé a, cuando dicha transformacidn lineal
sea la diferencial en un punto de una funcidn f de R" a R
serd justamente el vector gradiente de f en el punto.

"Se tiene entonces que toda funcidn lineal L de

R" en R es de la forma L(x) = a . x donde a =(aj.0p,...,0q,)
es un vector asocicdo a L. Dada L, dicho vector a queda
completamente determinado (pora i = 1,2,...,n o = L(e;)).

Inversomente todo vector v de R” determina una transforma-
c¢ién lineal L de R" en R definida como L(x) = v . x ."

Vale la pena reparar especialmente en los casos que
pueden ser dibujados:

"Si nos fijamos en los casos n = 1, n = 2 observamos

lo siguiente: Sea L: R - R lineal. Como x € R puede
escribirse como x =x . 1- 1 € R - aqui {1} es base para
R~ = L{x) = xL(1) = ox si a = L(1).

La grdfica de L que estd en R? es una racta que pasa
por el origen. (cfr. capitulo 1). (Obsérvese gue dicho lugar
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geométrico es un subespacio vectorial de R?).

St L: R® % R es lineal, entonces existe v = (o.b)etR2
tal que pora todo p = (x,y) € RZ L(p) =v . p
L(p) = {(a.b) . (x,y) = ax + by.

La gréfica (en R®) de dicha funcién L(x,y)=ax+by
tiene por ecuacién 2z = ax+by y por tonto corresponds a un
plono que paso por el origen. (Obsérvese que la grdafica es
un subespocio vectorial de R®)."

De ser posible, porque el tiempo lo permita, porque
los estudiantes tengan una cierta copocidad para la obstrac-
cién, se podrion generalizor los ideas anteriores y hablar
de hiperplanos:

"En general a las soluciones de una ecuocidn
6 « X = € a, x € R", ¢ € R que corresponde al conjunto
He =4x € R" / a.x =c, o=@} se le lloma un hiperplano
{en R").

En n = 1 H, = {xER/ox=c a=8} es un punto (x = c/a).
En n =2 He = {xER¥/a . x= c} = {x€R%fox+by = c} correspon-
de geométricomente a una recta en R°. En n = 3
He = {xERS/c o X = c} = {XERS/ax+by+dz = c} gue corresponde
o un planc en R

Si ¢ = @, entonces un hiperplono Hg en R" es un
subespocio vectorial de R" de dimensidn n - 1.

Dem. Hg = {x € B" /f a . x = 6 o € R"}; Hg < R

Por demostrar: X,y € Hp => x+y € Hp
x € Hg, X\ ER => Ax € Hg

Sean x,y € Hg =>0 « x =, o .y =@, Entonces
a . (x+y) = a . x + a .y=8+8=0 < x+ty € Hy
g« {(Ax)} =Xa . x) =X =8 = Ax € Hy.

Parao poder probar que cdim Hy = n - 1. Podemos pensar
en la transformacién lineal-L: R" -+ R dada por L(x) = a ., x.
En este caso Hy = KerL  dim Hg = dim (Kerl) y sabemos
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dim (ImL) + dim (Ker() = dim (R") = n. Lo que nos gustaria
probar es que dim (ImL) = 1, i.e. ImL = R (L es suproyecti~
va). Poro eso debemos probar que V ¢ € R,

Ix =x(c) ER" Ii(x) =a «x=1c., Comoa = §

s> 3i€ed1,....nf Yoy =8 (o= (o,0,....9))

Dado ¢ € R escogemos x = (8,8,....,c/ai,....8) con
c¢/oi en el 1i-ésimo lugar. Para dicho x € R” tenemos que
L{x) = (aj,ap....,aq,....00) « (8,8,....¢/lag,....8) = ay{c/a;)
= C, i.e. Hemos sido copoces de probar que existe x € R"
tal que L(x) = ¢ ¢ € R arbitrorio - L es sobre. Y por

tanto dim Hg = dim (kerlL) = n - dim (ImL) = n - 1.

Vemos que en el c¢aso n = 2; Hg corresponde o ung
recta que pasa por el origen: la grdfica de una funcidn
lineal de R' a R.

Pora n = 3, Hp corresponde ¢ un plono que pasao por
el origen: la grdfico de una funcidm linecl de R en R.

En general Hg es un subespacio vectorial de R" de
dimensién n -~ 1 y corresponde geométricaomente o la grdafica
de una funcidn lineol de R”' o R, pues una funcidn lineal
de R"!" en R debe ser de la forma: L: R -+ K

L{X1, .., Xp-1) = Q1x1+0pXz+, . . bO4-1%p-7 poOro algunos o3 € R

i= 1,2,...,n-1. Lo grdfica de dicha funcién estd dada por:
GrL = {(x1.x2,....xn4.xn) € R” [/ xy = L{x1.X2, 0.0 Xp1) =
O1x1+...+0n-1x,,_1}' C = *{(xhxz...‘,xn) € R"/a.x =28

con g = (01,02..“.on4.-1)} que es efectivamente un hiper-

plano en R%. "

"Veamos qué forma tienen 1las transformociones
lineales L: R+ R". Como t = t . 1, 1 € Ry {vi} con vy=1,
s base pora R, se tiene ghe L(t) = L{t . 1) = tL{1). En
otras palobras paro encontrar L(t) sdélo necesitamos conocer
L{(1) € R" y multiplicar escalarmente dicho vector de R" por
t.

Se tienen entonces dos posibilidodes: L(1) = # € R"
en cuyo caso L(t) = @ V t € R (1.e. L es la tronsformacidn
cero de R en R") é L{1) = ¥ en cuyo caso la imagen de L es
la recto en R", que pasa por el origen y por el punto L(1).
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Se puede ver que hay una correspondencia biunivoca
entre transformaciones linecles L: R - R" y elementos de R,
pues dado a = (ay,03,....0,) € R® dicho vector determina
una transformacidén lineal de R en R", a saber: L(t) = ta.
Inversamente dada una transformacién linecl L: R ~» R ésta
es de la forma L(t) = tL(1) donde L{1) = (a1,a2,....0,)ER"."

Como es un hecho que se wusa al hablar de la
diferencial de wuna suma de funciones diferenciaobles, cabe
hablar sobre la suma de funciones lineales:

"La suma L+l de dos transformaciones lineales
Li.L2: R" - R" es una nueva transformacidn definida, de la
manera ususal, es decir (Li+La)(x) = Li(x)+La(x).

Ademés si Li.lp son 1lineales entonces LitL; es
lineal, pues V x,y € R, M€R: (Lq+L2){x#hy)=Lo(x+Ay )+La(x+ry)
= LAty )+la(x)+ala(y) = Li(x)+La0)+x(Lo(y)+La(y)) =
(Li+#L2)(x) + M(Ly+L2)(y).

Mas oun. si Ay, A; son las matrices que representan a
L1 y Lp respectivamente, entonces: Lj(x) = Aix Lp{x) = Axx
(L1l (x) = Li(x)+la(x) = Ax+hAzx = (A1+Az)x  => A + Ay
es lo matriz que representa a Ly + Lp."

En el curso de Cdlculo vectorial diferencial un tema
importante es la composicidn de funciones diferenciables, lo
que presupone el manejo de la composicién de funciones
lineales. Es este momento del curso, un lugar adecuado para
introducir el tema:

"Si f: R+ R, g: R -+ R, Podemos formar la funcién
compuesta g o f: R + R definida por (g o f)(x) = g(f(x)).

Si ahora consideramos transformaciones 1lineales:
T: R" - R", S: R"™ - RP, podemos igualmente formar la
funcién compuesta de R" en RP denotada por S o T y definida
por . (s o THx) = $(T(x))
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T S
v R e P
SoT: R" ——— RP k6 v

‘Rn

Los objetivos minimos o cubrir son:
- Lo composicidn de funciones lineales es lineal:

"La transformacidn S o T: R” -+ R es lineal si
T: R" =+ R"y s: R" + R? 1o son.

Dem. Sean x,y € R", X € R
(S o T) (x+dy) = S(T(x+ry)) = S(T(x)+AT(y)) =
= S(T(x))+xS(T(y)) = (5 o T)(x)+X (S o T)(y)."

~ La matriz de la composicién es el producto de las
matrices:

"Para encontrar la matriz que representa a . lo
transformacién S o T, sean A y B los motrices que represen-
toan o T y S respectivamente, :

(S o T) (x) = S(T(x)) = S(Ax) = B(Ax) = BAx.

Por 1lo tanto BA es la matriz que representa a la
transformocidén lineal S o 7.

-~

Observomos que las restricciones en los tomafios de
las matrices parc poder efectuar el producto son satisfechas
pues B es de pxm, A de mxn . gl producto BA se puede
realizar vy es una motriz de pxn que representa o una trans-
formocidn lineal de R" o RP

Como wuna 1ilustracidn consideremos 1laos siguientes
transformaciones linecles del plano (R?Y en é1 mismo.

S: R » R?, S(x,y) = (2x-3y,x+y) i.e. B = 2 -3
1 1

L A

_ )
T: R R?, T(x,y) = (x+y, 3x+y) i.e. A = 1 1
3 1

BA = 2 -3 1 1 = -7 -1
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la transformacién S o T estd representada por la

matriz
-7 -1
4 2
En funciones coordenadas:
(S o T)x,y)=1[|-7 -1 X |=| -7x-y =>4 fi{x,y) = ~7x~-y
4 2 % Lx+2y fa(x,y) = 4x+2y
Como comprobacidn:
(S o TI(x,y) = S(T{x.y)) = S{x+y, 3x+y) =
= (2(x+y)-3(3x+y), (x+y)+(3x+y)}) = {-Tx-y, 4x+2y)
filx,y) = =7x-y
fz(x,y)‘= Lx+2y. "
- Lo concerniente a la inversa de una transformacidn
lineal:

Se supone Qque los alumnos manejan la definicidn de
funcidn inversa, y el hecho de que en general para una
funcién f: A » B (A,B conjuntos) f tiene inversa f': B = A
si y sélo si f es inyectiva y suproyectiva:

"Sea L: R" - R" una transformacidn lineol. Decimos
que L es invertible si existe una transformacidn denotada
LV RP -+ R tol que (Lo L) : R Ry (Lo L): R" » R
resultan ser la funcidn identidad en R",

Si L: R" -+ R" es lineal vy tiene inversa L7,
entonces L™' también es lineol.

Dem. Sean yy,y2 € R", X € R

Por demostrar L (yi+Ay2) = L7 (y1)+aL7'(y;) como L
es biyectiva (pues existe la inversa L”)

3 % € R" dnico ¥ L(x) = y1 (i.e. x3 = L Wyy))

3 x3 € R* tnico ) L{xz) = y2 (i.e. x2 = L™(y2))
L yitav2) = LTHL(x)4AL(x2)) = U (L{x1#2x2)) (Por lo
linealidad de L) = x1+hxy (por definicién de inversa)
= LWy )+al(yy) l.c.q.d.

Sea L: R" -+ R" una tronsformacidén lineal y sea A la
motriz que la representa & L(x) = Ax.
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Supongamos que L™ existe y sea B la matriz que la
representa, entonces (L' o L)(x) = BAx. Pues la matriz de
una composicidén es el producto de las matrices. Por otro
lado (L7 o L)(x) = L™L(x)) = x =>V x € R" BAx = x =)
BAx - Ix = @ (donde I es la matriz identidad de nxn)

(BA-I)x = B V x € R".

En porticular (BA-I)ey, = 8; k = 1,2,...,n (como en

general Ce, nos da la k-ésima columna de lec matriz C)
=> BA-I = @
BA = I

Andlogamente también debemos tener ABx = x V x € R"
de donde AB = I & B = ATl

En otras polabras si A es lao motriz que represento a
una transformacién 1lineal invertible L: R" - R", entonces
A"l es la matriz que representa a L',

Por lo cual, dada una transformacién lineal de R" en
Rr", para saber si es invertible (es decir L es un isomor-
fismo) basta ver que el determinante de su matriz osociada
es » @, pues en ese caso A! existe, y por tanto L7 existe,
vo que L't R" -+ R" es la tronsformacidén lineal definida
mediante la ecuocidén: L7(x) = A'x x € R"."
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CAPITULO §
DE REGRESO AL CALCULO

5.8 INTRODUCCION

Después del estudio de las transformaciones
lineales, retomomos el Cdlculo diferencial. Al disponer vya
de los antecedentes necesarios, se puede presentar la
definicién de diferenciabilidad de una funcién en un punto
como una aproximacidén lineal local a 1la funcidn, 1lo que
constituye la generalizocidn odecuada, para funciones de
varias variables, del concepto de derivada que se manejabao
para funciones reales de unao variable y cuya busqueda quedd
incoada en el capitulo 3.

Para que este concepto sea mejor comprendido cuando
se plontée en el caso general de funciones f:D ¢ R" -+ R", se
propone irlo presentando progresivamente. Con tal objeto, el
presente capitulo se aboco a revisar con cierto detolle en
qué consiste analitica Y geométricamente lo
diferenciobilidad pora los distintos casos que ya se han
estudiado: las funciones de R en R, de R en R" y de R" en R.

En los dos primeros, se  muestro que la
derivabilidad, -oquello en 1o cual han trabajado los
estudiantes- implica 1la existencia de wuna oaproximocidn
lineal locol (diferencicbilidad). Esto permite introducir un
nuevo concepto, oprovechando su relacién con otro que ya es
conocido. Una vez fomiliarizados con el nuevo concepto, se
estudio la relacidn de éste con el anterior, para concluir
que ambos son equivalentes, lo cual sirve para reforzar el
conocimiento de esto nueva propiedad que es la
diferenciobilidad,

Para el caso de funciones de R" en R, el esquema es
diferente. Basados en que ya se introdujo y se trabajé -en
los casos anteriores- la definicién de diferenciobilidad,
ésta se presenta como una propiedad de algunas funciones.
Una propiedad que tiene un contenido propio, que resulta mds
inteligible paora 1los estudiontes después de haberla
analizado en los casos mds familiores de funciones de wuna
variable. Como el propésito de presentar la diferencial es
‘mostrar que désta es la generalizacién del concepto de
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derivada parc los funciones de R® en R, se anolizan las
implicaciones de la diferenciabilidod, demostrando que con
la diferenciobilidad se satisfacen los condiciones deseables
pora una tal generalizacidn, tanto  analiticas (1a
continuidad), como geométricas (existencia del plano
tongente). Al trabajor esta lineo se obtienen los resultodos
que relocionan este nuevo concepto de diferenciabilidad con
la derivocidén manejodo anteriormente, destaca la utilidad
que - reportan las derivadas para trobajar con la
diferenciobilidad y, de hecho, constituyen ung  parte
importante del curso de Cdlculo vectoricl, la obtencidn de
la matriz Jacobiana, del vector gradiente, el uso del vector
gradiente para distintas oplicociones, el inferir la
diferenciabilidod o partir de la continuidad de las
parcioles, etc.

5.1 UN RETORNO A LAS FUNCIONES DE R EN R

Muchos libros de texto sobre el Cdlculo de una
voriable, tienen algin capituleo dedicado al estudio del tema
que denominon "Diferenciales". Ocurre que cuando los alumnos
en cursos de Cdlculo vectorial aprenden que la diferencial
de una funcidn (funcidén wvectoriol de voarioble vectoriol)
en yn punto,es unc tronsformacidén lineol que aproximo bien g
la funcién dada en unao vecindod del punto en cuestidén (donde
la frase "aproxima bien" tiene un sentido matemdtico
precise) y tratan de relacionor estas ideas con lo que
aprendieron en el Cdlculo de unc varicble con el nombre de
"Diferenciales", les parece que, fuera del nombre, tienen
poco en comun.

Citemos olgun texto que nos sirva de muestra paro
enalizar como es tratado el tema en buena parte de la
bibliografia existente. (N.B. Esto sucede especiolmente en
libros escritos hace ya tiempo, una bibliografia mds
reciente presenta este moaterial de uno manerg similar o la
que se sugiere en el presente trobajo).

"Diferenciales.
Definiciones: Si f’(x) es lao derivado de f(x) para
un valor particular de x y Ax es un incremento de- x,

arbitrariomente elegido, 1la diferencial de f(x) que .se
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representa por el simbolo df(x) se define por la igualdad:
dy

(A) df(x) = f'(x) Ax = —* Ax
dx

S1 f(x) = x, entonces f'(x) = 1y (A) se reduce a
dx = Ax. Asi{, cuaondo x es 1la variable independiente, la
diferencial de x (=dx5 es 1idéntico a Ax. Por tanto si
y = f(x), (A) puede, en general escribirse en la forma:
dy
(B) dy = f'(x)dx = — dx
dx

La diferenciol de una funcidén es igual al producto
de su derivada por la diferencial de la variable
independiente.

Veamos una interpretacidén geométrica de lo que esto
significo. Construyamos la curva y = f(x) (Figura 5.1). Sea
f'(x) el valor de la derivada en P. Tomemos dx = PQ.
Entonces, Y

"

dy f'{x)dx = tan T PQ
QT

- PQ = QT

PQ

n

Figura 5.1

Luego dy, o sea df(x), es el incremento (= QT) de la
ordenada de lo tongente correspondiente a dx.

Esto da la siguiente interpretacidn de la derivada
como fraccidn:

Si se representa por dx un incremento
arbitrariomente elegido de la variable independiente x para
un punto P(x,y) en la curva y=f(x), -entonces en la derivada
dy
— = f'(x) = ton T , dy representa el incremento correspon-
dx
diente de la ordenada de la tangente en P.
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£l lector debe advertir especiclmente que 1la
diferencial (=dy)} y el tncremento {=Ay) no son, en general
iguoles. En efecto, en la figura 5.1 dy = QT pero Ay = QP'.

Es claro que Ay(=QP' en la figura) y dy(=QT)} son
oproximademente iguoles cuando dx(=PQ) es pequedlo. Cuando
solamente se desea un valor aproximado del incremento de una
funcidén, es més fdcil, la mayor porte de las veces, colcular
el volor de la diferencial correspondiente y empleor este
valor." (Granville, Smith, Longley, Cdlculo Diferencial
e Integral, México, D.F. - UTEHA; Edicién revisada,
reimpresién 1962, pdgs. 164 - 166).

Despuds de una exposicidn come la anterior, los
libros suelen presentar ejemplos y ejercicios de
aproximocidén de funciones y de estimacién de errores. Sobre
este tipo de aplicaciones yo se comenté en el capitulo 1.

En la exposicidn anterior del temo queda muy diluida
la nocidén de diferenciabilidod entendido como la existencia
de una funciodn lineal que aproxima localmente o lo funcidn

dada.

Por ello, pare evitar eso falto de continuidod,
habria que tratar el tema de diferencicles para funciones
reales de una variaoble con el enfoque con que se hord para
funciones vectoriaoles.

Pueden servir textos como el siguiente, que dejon
clara esa idea: si lo funcién es derivable, existe uno
funcidn lineal que aproximoc localmente a la funcida.

"Para una funcidn f:D € R + R, lo derivada de f en
xg, denotada f'(xy), se define como el limite:

f(xp+h) - f(xp)

f'(xg) = lim
h-@ n en coso de que el limite exista.

Si la derivada existe para todo x en algin
subconjunto D' ¢ D, entonces podemos definir una nueva
funcidn llamada lo derivado de f que denotamos f'; f':D’ER-R
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de la siguiente forma: f'

x —— f'(x) x € D',
Para cada punto x5 € D' (i.e. f'(xp) existe)
definimos la funcidn df(xg); df(xg): R -+ R por:
df (xg)(h) = f'(xg)h VheER

Ndétese que ounque f' esté definida sélo en un cierto
subconjunto D’ € R, para cada xg € D', df(xp) es una funcidn
definida sobre todo R.

A la funcidn df{xg) lo llamomos la diferenciol de f
en xg. Se observa que f'(xg) es un nimero por lo que lo
funcidn df{xa) es una funcién linecl en la variable h.

Esta funcidn lineal oproxima localmente a la funcidn
en el sentido de que si consideramos la diferencia:
R{xg.h) = f(xg+th) - f(xg) - df(xg)(h)

R(xg,h) f(xg+h) - f(xg) ~ f'(xg)h
observamos que: lim lim
h-+§ h h-¢ h
f(xp+h) - f(xp)
= lim - f'(xg) | = F'(xg) - f'(xg) = ¢
h-@ h
R(xg.h)
i.e. lim ——m = 4§ "
h~+@ h

Si el profesor al hablar de la diferencial para

funciones reales, decidiera utilizor lao notacién:
dy = f'(x) dx {cfr. la expresién (B) del texto citado)

por ser ésta de uso muy frecuente en la bibliogrofia; el uso
de esta notacidén, debe acomponfarse de la explicaciédn
detolloda de 1la misma, oalgo que con frecuencia se omite.
'Concretomente. convendria sefalar que dy, dx se emplean en
.qStei'cbntexto para designor vaoriables en exactamente la
“misma forma que x, h, t, etc.
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-y Si se sigue esto linea habria
que dar, adecuada a este
lenguaje, 1la 1interpretacidn
geométrica en términos que

yz=fx) fueran muy explicitos. De tal

manera que quede clora la
idea: La gréfica de 1la
diferenciol de f en xg es la
recta tongente a y = f(x) en

(xg,. f(xg)), en un sistema de

ejJes coordenados con origen en

(xp.f(xg)). (ver Figura 5.2).

f{xgeh)-flx,)

t'{xgth

.
’
1l
'

g xg+h
Figura 5.2

"Si marcomos 1los ejes coordenados de un plano
cartesiano por medio de las variables dx, dy (en la misma
forma que se wuscn x,y para los ejes horizontal y vertical
habitualmente); lo recta por el origen y con pendiente m
seria la grdfica de la funcidn lineal: dx ~—+ mdx. Con lo que
dy = mdx seria la ecuacién en dicho planc de la grdfica de
la funcidn.

Supongamos que una funcidn f es derivable en xg.
Superponemos cahora el plano dx, dy sobre el plano de tal
manera que:

(1) E1 origen del plano dx, dy coincida con el punto
(xg, f(xg)). .

(2) Los ejes dx, dy sean paralelos a los ejes x, y
respectivamente vy apunten en las mismas direcciones.

(3) Los ejes dx, dy tengan la misma escala que los
ejes x y y respectivamente. (Figura 5.3)

Y

dy
o y=f(x) ‘La recta T es la
tangente a la grd-

fico de- f en el

punto (xg, f(xg)) v

—”,//( tiene pendiente

m= f'(xg).

(xg0tix,)

dy=f'(xg)dx

Figura 5.3
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Consideremos ghora la funcidén 1lineal dada por
dy = f'(xg)dx. Lo gréfica de esta funcién en el plano dx, dy
coincide con 1la recta tangente a 1la gréfica de f en
(xg, f(xg)) en el plano x, y. Esta tongente tiene por
ecuacidn y - f(xg) = f'(xg){x -xg). Si hacemos la traslacidn
de ejes (en eso consiste el proceso geométrico descrito en
los 3 puntos anteriores) dada por:

dy =y - f(xp)
dx = x - Xg

Lo ecuacién de la tangente en el plano x, y se
convierte en la ec. dy = f'(xg)dx en el plano dx, dy.

Ejemplo 1. Si y = x? entonces dy = 2xdx.
En particular pare x = 1 obtenemos lo funcidén lineal dy =
2dx. (Figura 5.4)
y dy
_dy=2dx

La ec. de la tan--

dx gente o 1la curva
y=x2 en el plono
dx, dy estd dada
por dy = 2dx.

y=x2

0 1

Figura 5.4

Como en 1la notacidén dy = f'(x)dx queda un poco
obscurecido el hecho de que dy es una funcién lineal en la
variable dx, se recomienda denotar 1la diferencial de la
funcidn y = f(x) en el punto xg como se hizo anteriormente: '

df{xg)(h) = f'(xg)h df(xg): R = R."

Otra notacidn, que se utilizard sistemdticomente en
todo 1o que resta del presente trabajo es lo siguiente:
Lexg: R = R, Lixg(h) = f'(xg)h.

Se recomienda esta notacidén porque pone de relieve
por un lado 1la naturaleza de funcién lineal que tiene la
‘diferencial de 1la funcién en el punto, al mismo tiempo se
hace mencidén explicita de 1la funcién y del punto en
cuestion.
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Un objetivo diddctico deseable es presentar la
diferenciabilidad de las funciones reales de una variable,
de forma tal que coincido con la definicidn que posterior-
mente se dard pora el caso general, (f: D ¢ R" -+ R" es di-
ferenciable en xp € D si existe una tronsformacidén 1lineal
L:R™R" tol que Pl fixg+h)~f(xg)-L(h)]]

1im =g ).
h-+g Hintl

Hasta ohora, el estado de conocimientos de los
estudiontes es el siguiente:

Una funcidén f: D € R - R es derivoble en xg € D si

el limite f{xg+th)-f(xa)
m —————— = f'(xg)
h-@ h

existe. Si lo funcidén es derivable en xg, entonces existe
una funcidén lineal 1llamada 1la diferencial de f en xg,
denotada Lfy, definida por:

Lf,xn(h) = f'(xg)h Lexg: R+ R
que satisface: fxp+h)-f(xg)-Lexa(n)
lim =8
h-g h

Cuya grafica en un sistema de ejes coordenados con
el origen en (xg,f(xg)) es 1la recto tangente a la curva
y = f(x) en el punto (xg, f(xg)).

Con estos elementos se puede entonces, centrando la
atencién en 1o funcidn lineal as{ obtenida, definir la
diferenciabilidad de una funcidén f: D € R + R en un punto

Xg.

"Definicidn. Decimos que f: D € R » R es diferencia-
ble en xg si existe una funcidén lineal L: R -» R tal que:
f{xg+h)}-F(xg)-L(h)
lim =g "
h-+g h

Para que 1los estudiantes tengon completo el cuadro
de lo relacidén entre el familiar concepto de derivabilidad
(como la existengia de un numero) y esta nueva idea de di-
ferenciabilidad (como aproximacién 1lineal 1local o lo
funcidén) habria que hacerles notar, que de la discusidn
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anterior se infiere que si una funcién es derivable en un
punto, entonces es diferenciable en ese punto; pero como
para este caso ambos conceptos son equivalentes, 1la afir-
macidn reciproca es vélida:

"Dada f: DS R - R xg € D.
Si existe una transformacidén lineal L: R -+ R tal que
f(xg+h)~f(xg)-L(h)
lim = @ i.e., f es diferenciable en
h-¢ h ¢ xg, entonces f es derivable
en xg, pues si L: R-> R es

lineal => 3 A € R } L(h) = Ah

f(xg+h)-f(xg)-L({h) f(xg+h)-f(xg)-Ah
S8 = 1lim = 1im =
h-+@ h h-+@ h
f(xg+h)-f(xg)
= 1lim ——mm—————— - A,
h-@ h
f(xp+h)-f(xg)
=) lim ———————— = A 1.0. A = £'(xp) "
h-+g h - (f es derivable en xp).

Como en este caso ambos conceptos son equivalentes,
cabe comentar que en ocasiones se uson indistintamente las
expresiones de funcidn derivable o funcidn diferenciable.
Sin embargo, como esta situacidén no se da para las funciones
de varias variables, ambos conceptos son equivalentes en
cuanto que uno implicao al otro, pero cada uno tiene una ra-
z6n formal diferente. La derivabilidad (de uno funcién f en
el punto xg) hace refererncia @ la existencia de un ndmero
real

f(xpg+h)-f(xg)
(denotado f'(xg) con f'(xg) = 1lim ————
’ h-@ h

Mientrds que la diferenciabilidad (de f en xg) connota la
existencia de wuna funcién lineal que aproxima localmente a
la' funcién dada (especificamente, si la funcién lineal se
denota L: R - R ésta satisface:
f(xg+h)-f(xg)-L(h)
lim = ¢#).
h-g¢ h
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5.2 UN RETORNO A LAS FUNCIONES DE R EN RM,

La situacidn con estas funciones es andloga a la de
las funciones de R en R, en el sentido de que lo que es
conocido por los estudiontes con respecto a estas funciones
es la derivabilidod de una funcidn f: D € R = R" en un punto
xg € D (cfr. capitulo 2) entendida como la existencia del
limite

f(xg+h)-f(xg)
lim ————————— = f'(xp)
h-8 h

siendo el Unico combic, que f'(xg) es un vector de R".

El objetivo de esta seccidén es estudiar la diferen-
ciabilidad de una funcidén en un punto, como la existencia de
una transformacién 1lineal que aproxima localmente a la
funcidn.

Aprovecharemos el hecho, de que para este caso ambos
conceptos son equivalentes poro introducir la idea de
aproximacién 1lineal local a wuna funcidén a partir del
concepto - ya conocido por los estudiantes - de derivada.
Con 1la ventojao de que los estudiantes o través de este caso
se 1irdn familiarizando con 1la idea misma de aproximar
localmente con transformaciones lineales y la correspondien-
te interpretacién geométrico.

Para ello, se podric seguir
el siguiente desarrollo:

"Dada una funcién f:DSR-R",
estamos interesados en la
fltg+h) manera en la que los valores de
la funcidn f combian conforme
nos movemos de un punto tg € D.

£ (tgeh)-F i)

f(t) )
¥ Para ello consideramos la

diferenciac f(tg+h)-f(tg) pora
oquellos h € R para los cuales
Figura 5.5 : tg + h € D (Figura 5.5) '
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Ejemplo 1. Sea D = (8,3) y f:D<R-R dada por
f{x)=1/x(x-3). Si tg=1, tenemos entonces que f{1+h)-f{1) =
= [1/(h+1}(h-2)]+1/2. Dicha diferencia estd definida paro
he (-1,2).

Supongomos que la funcidn f: D ¢ R - R" es derivable
en tg € D. Entonces f{tg+h)~f(ty)
lim ——————————— = f'(tg) .
~ h—@ h
Se sigue que para cado h ¥ tg+h € D (h = @) existe un vector
R(tg.h) € R" tol que:

(1) ..... f{tg+th) - f(tg) = hf'{tg) + R{tg.h) en donde
R(tg.h) f{tg+h)-f{ty)

1im ——— = lim —_— e~ (tg) = 8.

h-@ h h~8 h

La expresidn (1) indico que
ftg+h)-f(tz) se  descompone
como lo suma de dos vectores,
el primero de ellos hf'(ty) es
un vector tangente a f en tp;
f{t e M- £(1,) Tir,eh) el segundo vector R(tg,h) es
esencialmente e1 error que se
ROULM comete of moverse o lo largo de

LAY -.... la tongente en lugar de hacerlo
" a le lorgo de la curva. Lo des-
composicidén se  ilustra en la
Figura 5.6 Figura 5.6

-
e
.
L]

Ejemplo 2. Definimos f: R = R? por f{t) = (341, 8),

Para ty € R tenemos f'(ty} = (3%, 1)

(V h € R)Y Flegrh)~F(tg) = ((tg+h)’+1,(tgrh)) - (tgo+1,tg)
= (3tg?h+3tghfend,n) = n(3tg?, 1) + (3tgh?+hd, @)
~ R(tg.h) = (3tgh’+n®, @) h e R

R(ty. h) 1
1im ————— = 1im —~ h%(3tg+h,B) = lim h(3tg+h,8) = (#,0)
Y h h-g h h-@

Ejemplo 3. Definomos f: R-R? como F(t)=(1,2)+t{1,1).
Lo imagen de f es uno recta que pasa por (1,2). En tg € R
tenemos: f(tg+th)-f(tg) = (1,2)+(tg+h)(1,1)-(1,2)-ta(1,1) =
h(1,1)+(2,8). Se observa que f'(tg) = (1,1)
o f{tg+h)-f(tg) = hf'(tg) => R(tg,h) = (4,8) V¥ h.
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R(tg.h)
Claramente lim ———— = (@,9)
h-@ h

Podemos reescribir lo expresién (1) si definimos una
funcién lineal Lego: R = R por: Lepe(t) = tf'(tg) t € R,

(Por nuestro estudio del copitulo anterior, sabemos
que toda tronsformacién 1lineal de R en R" es de la forma
L(t) = to para algin a € R" (constante)).

De (1) obtenemos entonces que:

(2)..... f(tgrh) - f(tg) = Lreo(h) + R(tg, h)
{en toda nuestra discusidén se sobreentiende que las h € R
" permitidas son aquellas para las que tg + h € D). Ly s6
llama lo aproximacidén lineal o f en tg o la diferencial de f
en tg.

Ejemplo 4. Consideremos nuevamente la funcidén f :R-+R?
definida como f(t) = (t3+1,t) (Ver Figura 5.7), entonces
f(g) = (1,8); f(-1) = (8,-1) y tenemos: f(g+h) - (@) =

(W+1,0)-(1.8) = (n*.n) = n(B,1) + (n’,9)

Leg(h) = hF'(8) = n(8,1) -~ R(#.h) = (n% @),

f(=1+h)-F(-1) = ((h-1)’+1, h-1)-(8,-1) =
= (h3-3h%+3h-1+41,h-1)-(@,-1) = (h3-3n%+3h,n) -
- h(3,1)+(h3-3h% @) Lr-1(h) = hf'(-1) = h(3,1)

© R(-1,h) = (n3-3n% @) .»

vy = {184,5)-£(2)

Vo Hlt5)- 1)

Figura 5.7

De esta forma ya tenemos los elementos para definir
la diferenciabilidad de una funcidén f: D ¢ R -+ R":
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"f: D ¢ R - R" se dice que es diferenciable en
tg € D, si existe una transformacidén lineal L: R =+ R" tal
que: ’

f(tg+h)-f(tp)-L(h)
lim = g ."
h-@ h

De la discusién anterior 1los estudiontes pueden
notar que por lo pronto derivabilidad implica diferenciobi-
lidad pues si la funcidén es derivable, una transformacidn
lineal que satisface la condicién pedida estd dada por

Lf'm(h) = hf'(tg) h € R
{(a la que habiomos 1llamado la diferencial de f en tg).

Ahora habria que probar que la afirmacidn reciproca
tombién es vdlida, 1.e. que si una funcidén es diferenciable
entonces es derivable (en el punto) y que de hecho sdlo
puede haber una transformacidén 1lineal que satisfoga la
definicién de diferenciabilidad, 1o que justificaric el
nombre de la diferencicl de la funcién en el punto.

"Supongamos que f: D SR+R" es diferenciaoble en tgED
=y existe una transformacién lineal L: R =+ R" tal que:
fltg+h)-f(tg)-L(h)
lim = @
h-+@ h

Como L es lineal: para h € R L{(h) = hit{1) 1 € R.
Fltg+h)-f(tg)~hL(1)

1im = @
h-@ h
f(tg+h)-f(tg)
=y lim [ —_—— — (1) ] = @
h~9 h
f(ta+h)-F(tp)
1im —————— = (1)
h~g¢ h

Con- lo que, si f es diferenciaoble en tp, entonces f
es derivable en tg y L{(1) = f'(tp).

Para probar 1la unicidod de la aproximacién lineal,
cuya existencia estd postulada por la definicidén de diferen-
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ciabilidad, bosta recordar que una traonsformacidén lineal de
R an R" es la formo L{h) = hL{(1) h € R, L(1) € R*, =~ si f

es diferenciable por lo que acabamos de probar, la aproxima-
cién lineal L estard definida por L(h) = hL{1)=hf'(tg) hER
L o= Lrte "

Cobe hacer entonces, la misma observacién que se
hizo para el caso de funciones reales de una variable, en el
sentido de que por ser la derivaobilidad \ la
diferenciabilidad equivalentes para los funciones f:DSR-R",
‘en ocasiones se utilizon de manera indistinta los términos
derivable vy diferencioble pora estas funciones. Aunque nue-
vamente seria bueno insistir en el sentido de caoda una: f es
derivable en tg si existe un vector en R", denotado f'(tg)
tal que: 1lim (1/n) [f(tg+n)-f(tg)] = ' (ty)

h~g

y donde dicho vector 1o podemos pensar como el vector
tongente a la imagen de f en f{tg). Mientras que f es di-
ferenciable en tg, si existe una transformacidén 1lineal que
denotamos Ly, llamada 1lo diferencicl de £ en tp: Ly te:
R-+R" tal que: ftg+h)-F(tg) =Ly g(h)

lim = g,

h-s@ h

De hecho por 1las consideraciones anteriores esa
funcidén 1lineal estd definida por L¢e(h) = hf'(tp). Y la
correspondiente interpretocidn geométrica de la diferencia-
bilidad es que si Lgy no es la funcidn cero de R a R",
entonces la imagen de R bajo Lf:y es una recta - la
recta en R" que pasa por el origen y por Lgio(1) = F'(tg) -
que trasladada o f(tg) es tangente a lo imagen de f en
f(tg). (Ver Figura 5.8)

R R"

v 1U1,)

T Imagen de R bajo L¢,¢s trasla-
dada por f(tg)

Figura 5.8

104



La funcién cuya imogen es esta recta aproxima o la
funcidén f alrededor de tg, siendo esta oproximacién mejor,
mientras mds cerca estemos de tg; es decir, mientras h
estd mds préxima a @.

La intencién de 1las consideraciones anteriores ha
sido presentar a los estudiantes la nocidédn de diferenciobi-
lidad para funciones de R a R" a partir de la nocién de
derivada que yo se manejaba.

Con el propésito de que, una vez familiarizados con
la 1ideo de aproximar lineclmente de forma 1local a las
funciones que geométricamente equivale a aproximar a 1o
imogen de 1la funcidén en un punto por medio de la recta
tangente: puedan luego entender la definicién de diferencia-
bilidod que se dard para funciones vectoriaoles de varias
variables.

Para reforzar ain mds el nexo entre la definicidn de
diferenciabilidad que se ha dado para las funciones de R a
R" y la formulocién de esta definicidn para el caso general,
se puede hacer un pequefio ajuste en la definicidn de dife-
renciaobilidad:

"Definicién. Uno funcidén f: D ¢ R ~» R" es diferen-
cioble en ty € D si existe una funcidn lineal Lg g R -+ R"
llomada la diferencial de f en tp tal que:
si (1) f(tg+h)-F(tg)-Lste(h) = R(tg,h) (para tg+heD)

HR(tg )]
entonces (ii) lim ——— =
h-+9 In|

Ambas condiciones pueden expresarse en una sola,
pidiendo que Lf o satisfaga:
|| f(tgrh)-F(ta)-Lr,ea(n) ]|
lim =
h-9 |n|
(El combio puede hacerse yao que para h € R, u € R™;
h=2@c¢> |n| 8 y u-8<¢> {|ul| 0 ."
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Después de haber estudiado 1la diferencial de una
funcién en wun punto como una transformacidén 1lineal que
aproximao localmente a 1la funcidn, se puede introducir de
manera notural, 1la motriz Jacobiona de la diferencial como
la matriz que representa a 1la transformacién lineal con
respecto a las bases candnicas.

Esta manera de proceder, de presentor la diferencial
de una funcién como una transformacién 1lineal y no
simplemente como una matriz, como suele hacerse en algunos
textos se justificard en el siguiente capitulo.

"Si la funcién f: D ¢ R » R" es diferenciable en
tg € D, entonces existe Lits. Al ser una transformacidn
lineal de R en R", nos interesard, especialmente para
efectos de operor con dicha funcién lineal, la matriz que la
representa. Tenemos entonces la siguiente:

Definicién. Si la funcidn f: D ¢ R -+ R" es diferen-
ciaoble en tg € D, entonces la matriz de nx1 que denotaremos
por Jf.te que representa a la transformacién 1lineal
Leta: R = R" con respecto a las bases canénicas se llama la
matriz Jacobiana de f en tg. Como Ly to{t)=thye ps{1)=tf'(tg)

Y f,(tﬂ) = (f1'(tﬂ)l fz’(tﬂ)v vee fn‘(tﬂ)) =
= fi'(tgler + f2'(tgley + ... + f'(tg)ey.

Al ser la matriz de lo transformocidén lineal en este
caso la matriz cuyo {idnico) vector columna es L¢te(81) =
= Letg(1)ERY v Ly (1) = fy'(tg)er+fz’ (tg)ep+. .. +F,' (tg)en
=> 1la matriz Jacobiana de f en tg es:

' (tp)
Jite = f2' (tg)

.......

Es decir 1la matriz Jacobiana de f en ty, es la
matriz que se forma traonsponiendo al vector tangente de f en
tg vy considerando dicho vector columna como matriz columna."

La notacién J¢ iy para denotar a la matriz Jacobiana
de f en tg, ol hacer mencidén explicita de la funcién y del
punto en donde estd considerada la diferencial, resultard
una notacién conveniente para trabajar con la Regla de la
Cadena.
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5.3 UN RETORNO A LAS FUNCIONES DE R™ EN R.

E1 hecho de que si una funcidén f: D ¢ R + R" es
derivable en ty € D, entonces existe uno transformacidn
lineal Lfyy tal que la norma del vector diferencia o el
error entre esta funcidn lineal Liy, y f(tgrh)-f(tg) se va
o cero mds rdpido que h, cuando h se va a cero, permitié
introducir 1la definicidn de diferenciabilidad de una
funcidén en un punto, ¢omo la existencia de dicha aproxima~
cién lineal local (dnica).

Aprovechando esta experiencio con la definicidn de
diferenciobilidad se puede presentar chora la diferenciabi~
lidad como un concepto propio, sin hacer referencia a otro
propiedad de la funcidén como lo derivabilidad.

Se recomienda que, por simplificacidén, en este nivel
de un primer curso de Cdlculo vectorial, al hablar de la
diferenciobilidad de una funcidén en un punto, se considere
siempre, que dste, s un punto interior del dominio de la
funcidén. (Dado p € D, 3 € > 8  Bg(p) ¢ D).

"Consideremos la dife-

rencia f{p+h)-f(p) donde f{p+h)-f(p)
pEDCR" y heER" ) p+hED. Dicha +
diferencia expresa el cambio o —0

en f{(x) conforme x se alejo de f{p) f(p+h)
p. {Ver Figura 5.9) Figura 5.9

Definicidén 1. Una funcidén f: D ¢ R" -+ R es diferen-
ciable en p € D si existe una tronsformacién lineal
Lfp: R" =+ R tal que:

si (i) R(p.h) = f(p+h)-f(p)-L¢,p(h)
R(p.h)
entonces (ii) 1im ———— = @
h~e | |n{|

(se consideran aquellas h toles que p + h € D).
o bien (reuniendo (1) y (ii)):

f(p+h)-f(p)-Ls,g(h)
lim = @
h-g [inl]
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Ejemplo 1. Sea f(x1,x;) = xi°+x,® para cada p € R
£(p+h)-f(p)=2p1h1+2pohzthiPtha?  p=(p1,pz)  h=(hy, hy)
S1  Lrp(h)=2pihy+2p2hy  tenemos que f(p+h)-f(p)-Lsp(h) =
h+hg? = | |n]|?

f(p+h)-F(p)-Lyp(h) Hnll?

1im = 1im = Um ||h]|] =@
h-+g [Inll h+g | |n]] h-g

& La funcidén f es diferenciaoble en p = (py,p2)(V p € Rz).

Ejemplo 2. Sea f(x,y) = 2x-3y

p = (py.p2) € R® arbitrario f(p+h) - f(p)=

= 2(p1+h1) - 3(pp+hz) - (2p1-3p2) = 2hy-3hy

si Lf,p(h) = l—f.p(h'l-hZ) = 2hy - 3hp

tenemos que f(p+h)-f(p)-Ls,p(h)=2h1-3hy-(2h1-3h;)=0
£(p+h)=f(p)-Ly,p(h) g
1im - = lim
! [0l neg |||

= @,

lo funcién t es diferenciable en p = (p1,p2}(V p € R?).
Obsérvese que Ly, = f para cualquier p = (p1,p2).

De hecho el ejemplo anterior es un caoso particular
de una afirmacidn més general:

Ejemplo 3. Una funcidén 1lineal L:R™R es
diferenciable en todo punto. Pues para cada p € R", Lep = L
es lineal y satisface

L{p+h)-L(p)-LL,p(h) L{p+h)-L{p)-t(h)
lim = lim
h-g | In]] h-g [1n]]
L(p)+L(h)-L(p)-L(h)
= 1lim = @ "
h-+@ [Inl]

Recordemos que la introduccidén de la diferenciabili-
dad estd motivada, segin la idea del presente trabajo, por
el hecho de que, cuando se abordé el estudio de las
funciones reales de varias variables {cfr. copitulo 3) con
lo idea de tener para estas funciones uno generalizacidn del
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concepto de derivada que teniomos parao funciones de R en R;
los candidatos pora esta generalizacidn que se manejaron
entonces fueron desechados pues- no implicaban la
continuidad de la funcidén en el punto, propiedad deseable en
una generalizacién del cdncepto de derivada.

Como nuestra intencidn es hacer ver o los estudian-
tes que la generalizacién buscoda es Jjustomente la
existencioa de 1la diferencial de 1lo funcidén en el punto,
hobr{a que ir opuntondo hacia esa direccidn.

Para ello, como primer paso, hay que ver que la
diferenciobilidod de una funcién en el punto s{ implica la
continuidad:

"Teorema 1. Una funcidén f:DSR"+R diferenciable en
p € D es continua en p.

Por demostrar 1lim f(p+h) = f(p)

h-+@
Dem. Al ser f diferenciable en p, existe Lfp:R-+R lineal tol
que f(p+h) - f(p) - Ltp(h) (%)
lim = ¢ = en particular
h- [nf]

Hm  (f(p+h)-f(p)-Lsp(h)) = 8
h-¢

Como las funciones lineales son continuas => lim Lgp(h) =

h—+9
Le,p(8) = @ (por ser Ls,p lineal)
o 1im (f(p+h)-f(p)) - 1im L¢p (h) = @
h-@ h—+g
=y 1im (F(p+h)-f(p)) = & - 1lim f(p+h) = f(p) l.c.q.d."
h"ﬂ h-;g

Lta implicacidn (*) tiene relevancia pues de alguna forma se
hace referencia a ella con frecuencia. Por eso hay gue
Justificarla con detalle:
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f(x)

"Sea f: R" - R si lim = @ entonces lim f(x)=@
x-0 ||x|] x-+0
Tenemos que probar que:
V E > ¢, 38> 8 tal que si ||x|] ¢ & entonces
| £(x)]| < E. ‘
f(x)
Dem. Dada & > @, como 1lim
x+0 | [x]]

= @, es posible

encontrar ¢ > #  tal que

Sea & = min {8g,1}. si ||x|| <& = ||x]| ¢ 8¢y ||x|] ¢ 1
(Por (1)) como ||x]| ¢ 8¢ tenemos |f(x)| < & |Tx|| <.E(1)=E
l.c.q.d."

‘Unc de los utilidades del Teorema que afirma que una
funcidn linecl L que sotisfaga
f(p+h)-f(p)-Le,p(h)
lim =@
h-+g [ In]]
estd determinada de manera Unica, es proporcionar lo
igualdad

of
Lr,pley) = — (p)- que servird, por una parte, para tra-
ax bajar con la diferencial de f en el
punto p, vy por otra, para entender - en este caso de las
funciones de varias variabled - 1la relacién entre la nueva

nocidén de diferenciabilidad y los conceptos de derivabilidad
que se conocen para estas funciones: existencia de derivadas
parciales y direccionales.

"Teorema 2. Sea f: D ¢ R" » R diferenciable en p€D.
Entonces sélo existe una funcidén lineal L: R" -+ R tal que:
. f(p+h)-f(p)-L(h) '
(*) 1lim = @

h-8 [Int
Dem. Sea 4ey.e3,...,e,} la base canénica de R".
Observamos primero que si v € R" es uno direccidén 1i.e.
[tvl] =1, |Jtv]] = |t] t€eR = sites suficientemente

pequenfa p+tv € D. Por ello en la definicidén de diferencia-
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. bilidad podemos tomar h = te; y pedir que h-f es equivalente
a pedir t-g.

Como f es diferenciable en p, tenemos para cada
J:1 <€ § ¢ n:

f(p+tey)-f(p)-Lep(tey) f(p+tey)-f(p)-tls p(ey)
F=1im = 1lim
t-¢ ft] -0 t
f(p+tey)-f(p) tir,pley)
1im [ - } = @
t-0 t t
f(p+tey)-f(p)
Para 1 ¢ J ¢ n m ———— = Lf (o) ... (1)
t~g t .

Ahora si L": R" + R fuese otra funcién lineal que
satisfaciera (*), repitiendo el argumento anterior probaria-

mos que f(p+te;)-f(p)
1m —————— = L"(ey)
t-g t
Lrp(ey) = L*(ey) para y € {1,2,..... .nt.

Pero una funcién 1lineal en R" estd determinada de
manera UGnica por su efecto en cualquier base de R", en
particular en lo canénica {ei.ez,....eq}. Por lo tanto hemos
probado que L¢, = L".

Si una funcidén f: D ¢ R" = R es diferenciable en p,
la dnica funcidén lineal que satisface la condicidn {*) que
hemos denotado por L¢p se 1llama la diferencial de f en
p.ll

~ Una vez dado la definicién de diferenciabilidad, se
puede” recorrer el caomino 1inverso que se siguié paro
presentar dicha definicidén para las funciones de R a R". En
aquella ocasién a partir de la derivabilidad, 1llegamos a la
diferenciabilidad (para luego regresar a la derivobilidad y
ver que en ese caso ambos conceptos eran equivulenteé).
Ahora, a partir de la diferenciabilidad podemos llegar a la
derivobilided; lo cual resulta muy ttil pues ademds de que
las derivadas constituyen objetos familiares para los
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estudiantes, éstas nos proporcionon la manera operativa de
- trabajar con la diferencicl de una funcidén. Y 1luego en’
términos de las derivadas reformular 1la diferenciabilidad
que es 1lao manera usual de trabajor: dada una funcidn,
inspeccionar sus derivadas parcioles y donde éstas sean
continuas, sabemos que la funcidén es diferenciable. A su
vez, para trabajar con la diferencial lo hacemos a través de
la matriz que representa o dicha transformocién 1lineal (1la
matriz Jacobiana) que involucra precisamente a las derivadas
parciales.

En el siguiente texto se les presentarian a los
estudiantes los resultados que permiten relacionar 1la
diferenciabilidad con 1las derivadas, incluyendo el uso de
éstos para trabajor con la diferencial:

"La diferenciabilidad de f:D ¢ R™-R en p € D,
implica que existe una funcién lineal Lg, : R™R tal que VYh
con p+h € D tenemos que:

f(p+h)-f(p)-L¢,p(hreg+hoert. .. . +hyen)
lim = @
h-+8 Hinf]
=)

f(p+h)-f(p)-(bile p(er)+nols pl@2)+. . . . +hals p(en))
lim = @
h-@ | In]]
=)

f(p"‘h)‘f(p)'(hth‘----hn) i (Lf,p(e1)--~--l-f.p(en'))
lim = @
h-+8 Hnl

Recordamos que toda trasformacidén lineal L R" + R es
de la forma L(x) =a . x x € R" para algin a € R", que
estaba dado por a = {aj,qp, ...,0,) donde o = L(ey)
i=1,2, ...n.

En nuestro caso, la diferenciol de f en p: Lip estéd
dada por Lgp(x) = (Lrpler). Lyplea),..... v Leplen)) . x.

Y la clave para determinar L¢p(e;) para cada j=1..n
nos lo da la expresién (1).
f(p+tey) - f(p)

Lrpley) = 1lim
t-g t
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Reconocemos el lado derecho precisamente como la
derivada parcial de f con respecto a xj en p, i.e.
of of
— {(p) es decir, tenemos que Lrp(es) = —  (p)
aXJ X

Recordamos que las derivadas parciaoles son derivadas
direccionales en 1las direcciones determinadas por 1los
vectores de 1la base candnica. Con un argumento andlogo ol
utilizodo en el teorema 2, podemos probar el siguiente:

Teorema 3. Si f es diferencioble en p, entonces:
(1) (Dyf){p) existe paro cualquier direccién u.
(11} (Dyf)(p) = Lgp(u)

Dem. Como f es diferencicble en p => 3 Lgp: R" » R
una funcidén lineal tal que:
£(pth) - F(p) - Lyp(n)
lim =
h-9 ~ inld

sea h=tu con [Ju]||=1 como ||hf|=ft] => h =@ ¢=> t 48

f(p+tu) - f(p) - L¢p(tu)

lim . = f
-8 t
fp+tu) - f(p) tle,p(u)
= 1im [ - } = @
g t t
f{prtu) - f(p)
=y 1lim [ - Lfm(u) ] = @
LA’ t
f{p+tu) - f(p)
=» el limite lim que es precisamente

t—+g t
(Dyf)(p) existe y es Lgp(u).

En particular si f: D ¢ R" » R es difereaciable en
p € D, entonces las derivadas parcicles
of of
— (p) existen para cada 1 ¢ j $ ny — {(p) = L¢(ey)
Ox; Ox%j



{basta tomar u=ej en (i1l) del Teorema 3).

La matriz de 1xn que representa a la transformocidn
linanl Lfm: R" - R (la diferencial de f en p) con respecto
o las bases candnicas, que denotamos por Jf,p estd dada por:

Jp = [ Le.pler) Leplez). . ... Lrp(en) }
af af of
= — (p) — (p) ........... _— (P)
x4 3%y dxn

y se llama la matriz Jacobiona de f en p.

Podemos también formular la definicidén de diferen-
ciaobilidad en términos de los derivadas parcicles.

Teorema 4. Lo funcidn f: D € R® + R es diferenciable
en p € D si y sblo si:
(i) Todos las derivadas parcicles de f en p existen vy
of af of
f{p+h)-f(p)- (—(p),—(p)....—(p)).(hy,hg, .. . hg)
dxy Xy Ay

(11) 1im
h~@ finll
= @

Dem. 81 1la funcién es diferenciable todas 1las
derivadas parcioles de f en p existen, y ademds:

f(p+h) - £(p) - Lgp(h)

@ = 1lim -
h-g . el
of of
Fpth)-f{p)-(—(p),....—(p)).(hy.. ... hg)
axy OXp
= lim
~ hop SLIE

Inversomente si todas los derivodos parciales de f’
en p:
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of
— (p) 1§ j $n existen y se satisface (1i): nos fijamos

A%y en que la funcién definida por:
of of

L{h) = { —(p)..... —(p)) . (hy,....hy) ¥Yh=(hy,..., h,)ER"
ax1 OXp

resulta ser wuna funcién lineal que satisface las hipdtesis
del Teorema 2, y por ese Teorema, esta aproximacién lineal
debe ser Lfpy « f es diferenciable en p.

Ejemplo 4. Consideremos la funcidn f: R? + R dada
por f(xi,x;) = x12 + x¢. Sean x = {x1,%2) h = (hy,hy).
F(x+h)-F(x) = 2xihi+2xzhp+hi4ng? = 2xqhi+2xpha+ | |h] |2,

of of
Como — (x) = 2x5 y — (x) = 2x», la matriz Jacobiang de
Oxy X2

fen x es: Jry = [2x7 2x;]
SoLex (h) = (2x1, 2x2) . (hy,hy) = 2xqhy + 2x2h;
o f(x+h) = F(x) - Lek(h) = ||n]|?

£(x+h)-f(x)=L¢ x(h) [In]]?
=) 1im = lim
h~@ [Inl] h-8 |||

El Teorema 4 nos dice que si alguna de las derivadas
parciales de f en p. no existe, entonces f no es diferencia-
ble en p. (f: DS R+ R; p € D).

Ejemplo 5. Sea f: R" » R definida por f(x) = ||x|].
La derivada parcial of
i — (@) en caso de existir, se calcula

X1 considerando lo expresidn:
(B + tey) - f(B) [t]
lt] t t
pero lim ' — no existe y por ello f no es diferenciable
gt en @.

Es interesante recordar que el reciproco del Teorema
4 (1) no'es cierto: la existenclo de las derivadas parciales
de una funcién f: DS R" >R en p € D, no es suficiente
para asegurar que f sea diferenciable en p.

N
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Recuérdese el ejemplo analizado en el capitulo 3.

x Y

F(x,y) = 2y (x.y) = (8.8)

) si (x,y) = (8.4)

existion 1las parcicles de f en (9,8) vy sin embargo la
funcidn no ero continua y por 1o tanto no es diferenciable
en (8,8)."

En las funciones de R a R", derivobilidad y diferen-
ciagbilidad resultoban ser conceptos equivalentes, en este
caso en sentido estricto no es asi, como se les recuerda a
los estudliantes al final del texto anterior. Sin embargo,
en la prdéctica los funciones con los que habitualmente se
trabaja son ¢!, al menos en algin subconjunto del dominio, y
son por tanto diferenciables en dicho subconjunto.

Por ello interesaria presentar ‘este resultodo, es
decir, bajo qué condiciones derivabilidad implica diferen-
ciabilidod. Ademds de mencionar tombién el heche de gue en
lo prdctica 1los funciones que se monejon cumplen esa
condicidén, 1i.e., no s6lo se da lo mera existencia de los
derivadas parcioles, sino que dichas derivadas son continuas
en todo un subconjunto del dominio de la funcidn.

Por otra porte, con ese resultado, se introduce;
pues se requiere como lema paro la demostracién, una primero
versién del Teorema del Valor Medio pora funciones de varias
voriables, que tiene un interés y utilidad propios.

"Consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 6. Sea f: R’ - R definida por: f(x,y,z) =
xzy + 2z. En este ejemplo usaremos lo notacidn (x,y,z) en

vez de {xy,x2,x3).

Las derivados parcicles de f estdn dadas por:
aof of . of
— (p) =2xy — (p) =x2 — (p) =2
dx Ay dz donde p = (x,y,2z)

Para determinar si f es diferenciable en p € Ra
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"debemos preguntarnos si lo funcidén lineal Lep: R® + R dada

por af of of

Leplh)=(—(p),—(p).—(p)) . (hy.hy, h3) h=(hy,hy, h3 )ER>
ax Ay dz

of of of

1.e. Lrp(h) = —(p)hy + —(p)hy + —(p)h; =
. ox dy oz

= 2xyhqy + xzhz + 2h3 satisface que:

f(pth) ~ f(p) - Ly p(h)
lim = @
h-g fintl

Ahora f(p+h)-f(p)=2xyh1+x2h2+2h5+2xh1h2+h12y+h12h2
f(p+h) - £(p) - Lrpln) = 2xhiny + nidy + hyPhy
i.e. Rp(h) = 2xhihy + h12y + hy“hp

Para concluir la diferenciabilidad de f en p necesi-

tariamos ver que:
Rp(h) 2xhihy + hidy + hyng

g = lim = 1lim
h+¢ |lnl| oo finll

como |ht| ¢ {lp|] 1 =1.2,3 (pues para i = 1,2,3 |ni| =
(hi2)V2 < (n24n,%+ns?)Y2 = ||{n]]) tenemos que:

{Rp(n)| |2xhihy + hi?y + nyhy|

Intl [nl]

[ 2lxl il Il e ] Il e mfE

¢ Lalel 1m0 vl finlfz o g ] -

Hell C2lx] + vyl + [Inf] )
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|Rp(h)]

ie. B¢ —— < ||n|] ¢ 2|x| + |yl + ||n]])

[inl]

Rp(h)

g < lim s um [|nf] @lx} + |yl + [In]] ) =¥
h-+¢  ||h|] h-+@
Rp(h) f<p+h)‘f(p)"Lf.p(h)
i.e. 1lim =@ = 1lim
h-+¢ ||n}] h-@ [ In}]

f es diferenciable en p.
Obsérvese que diferentes elecciones del punto
p = (x,y.z) € R® dan lugar a diferentes expresiones para
Rp(h), pero en cada caso, la conclusién es vélida,

En el ejemplo 6, laos derivadas parcioles

of
. —

of X :
— : R* + R definida como: (x,y,z2) ——— 2xy
X

of
of ) oy
— : R®* » R definida como: (x,y,z) ———————t x?
oy

of
of dz
— : R® s R definida como: (x,y,z) —————s 2
¥4

son funciones continuas en R’ y la funcién f resulté ser
diferenciable para todo punto de R’. Esta es uno propiedad
relevante que nos proporcionard un reciproco parcial del
Teorema & (1).

Necesitaoremos un 1lema previo, que constituye una
primera versién del Teorema del Valor Medio para funciones
de varias voriables.

Lema 1 ,
Sea f: D ¢ R" + R donde D = Bg(p) para algtin
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p € R y € > @ (E € R). Supongamos que las derivadas
parciales de f (de primer orden) existen y son continuas en
D. Sea h = (hy,hz,...,hy) € R" tal que p+h € D,

t.e. ||n}] < € (ver Figura 5.18).

Entonces existen puntos py.p2,....pn € D toles que
of of of
(*) f(p+h)-f(p)= —(p1dm+—(p2Ihna+..... +—(pn)hn
Ox1 Ax7 AxXp
R Y
! \ Figuro 5.18
e Ao ] [Inf] <
N, .f

N.B. En esta versidén cada una de las derivados
of
parciales -— estd evaluada en un punto diferente pj€D.
Ax; Se puede mejorar este resultado probando
que los puntos p;i pueden ser todos reeplao-
zados por wun Unico punto p' convenientemente elegido que
estd en el segmento de recto que une p y p+h.

Dem. La prueba del lemo se hace para el caso de dos
dimensiones, pues esto ilustra el método general. Lo
notacién para este caso serd h = (hy,hy) y p = (x,y).

Sea q el punto p+(hy,8) = (x+hy,y) y escribamos:
f(p+h)-f(p) = (f(p+h)-f(q)) + (f(a)-f(p)) =
© s (fx+hq y+hy) - fxthy,y)) + (F(x+hyy) - fx,y)).
Se observa que en cada término entre paréntesis,
~*s6lo: una, variable ha sido alterada, aplicamos a cada término
el Teorema del Valor Medio para funciones de una variable,
posible pues cada derivada parcial existe. Podemos- entonces
asegurar: la _existencia de una x" entre x y x+hy y de una
y' entre y e y+hz; obteniendo puntos p' y p'' tales que:
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- of of
f(q)-f(p)=f(x+hy,y)-f(x,y) = hy —(x",y) = —(p') hy..... (a)
X ox

f(p+h)-f(q)=f(x+hq,y+hy)-f(x+hy,y) =

of of
= hy —(x+hy,y") = —(p'") hy..... (b)
oy Ay

(Ver Figura 5.11)

{x+hy,y+h3) = p+h

Figura 5.11 p''=(x+hy,y")
p=(x,y) pr=(x",y) (x+h1,y)
Sumando (a) y (b) tenemos quse:
of of
f(p+th) - f{p) = — (p')hy+ — (p'')h;
ax Ay

Que es la expresidn para dos variables de (#).

Con este lema, estamos en condiciones de probar un
reciproco parcial. del Teorema & (1).

Teorema 5. Sea f: D < R" -+ R una funcién cuyas
_derivadas parcioles existen en Bg(p) € D (p € D) si
of
—_ Be(p) SR+ R es continua en p, para 1 = 1,2,3
axy entonces f es diferenciable en p.

Dem. Debemos probor que existe una transformacidn
lineal L¢,p tal que:
f(p+h) - f(p) -L¢p(h) Rp(h)
lim = 1lim —— =
h-2 I1nll heg ||n||
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Como las parcicles de f en p existen podemos formar

el vector of of of _
{ — {(p), — (p),..... ., — (p) ) y considerar
X4 %7 Xy la = funcidn
lineal definida por .
of af of .
Lf.p(h) = (— (p), — (p)...... v —{p) ) . {hyhg.oihy)
X1 OX2 AXn
con h = (hy,hp,.... hy).
Para el <caso de tros variables p = (x,v,z);
h = 7" raprd in que necesitumos ver es que: '
af of af
si (1)..... Pov- = flpth)-f(p)- —(p)hy- —(p)hz- —(p)hs
ox oy oz
Rp(n} :
entonces 1lim —— oz 3
h-g  1|ni| .

Probaremcs el Teorema 5 pora esle caso, pues el
argumente facilmente se generaliza a n varioblss,

Por el lema 1 tenemos gue

oF of af
fp+h) - T(p) = — (p Jiy + — {p"'ihp + — (p' ' ' )hy
ax ay oz
Donde p'. p'’., p''’ son puntos en cada uno dc los

tres segmentos que forman uno poligonal de p o ps+n. Si p+h
€ Bg(p) esta poligenul estd contenide en Bel{p).

Regresando o (1) tenemos entonces que:

[«q{ af af af
Rp(h) = | (pry - — (p) ] hy + { — (p'") -~ - {p) ] hy +
AX

ax oy ay
af of
+ [ — (p'") - — (p) ] hy como |hi| < [|n]]
oz 0z 1=1,23
wy
|Ro( )] 1 , of of '
s 1= 60 - — @ Im]
[l Hinl] ax o



of of of of

= (p) = — ()] Ihe| + | — (p'') - — (p)] |hs]
oy oy dz oz
[Rp(h) | af of of of
= (2)..... ps——— < |—(p')- —(p)|+] —(p'')- —(p)] +
Ihl] dx ax dy dy
of df
+ = (p"")-— (p)]
Az 0z

si h=@ => p' = p, p'' =+ p, p''"' =+ p

of of of
y como -, —, — son continuas en p

dx dy oz

of of aof of
Um | —(p') -—(p) | = um | —(p') - — (p) |
h-@ Ox % pi=p Ox Ax

of of af of
=l um —(p)-—= ()| =]| —(p)-—(p) ]| =8
p'+p oOx X ax ox

Andlogamente con los otros dos términos del lado derecho
de(2)
Ra(h)

lim =@ =>f es diferencicble en p.
h-¢ ||n|]

Si recordamos la definicién de funcién de clase CK
en D, el Teorema 5 nos dice que cualquier funcidén de clase
C' en D es diferenciable en D. Donde por diferenciable en D,
entendemos que para cada punto p € D existe una funcién
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lineal Lf, : R™R tol que:
f(p+h)-f{p)-Lr,o(h)
lim =g "
h-g Hinll

A fin de facilitarle al estudiante el tener clara la
relacién entre los conceptos de derivabilidad y diferencia-
bilidod se le puede presentar, o modo de resumen el esguema
siguiente. Se incluyen también, para facilitar la consulta,
una coleccidén de contraejemplos, para que le sirvan de
referencic sobre 1la 1invalidez de las inversos de algunas
implicaciones.

"Es importante tener <clara 1la relacidén entre los
diferentes conceptos que hemos estudiado, estas relaciones
quedan resumidas en el siguiente esquema:

Teorema 6 Teorema 3 Definicidén de derivoda
direccional

Parcioles Continuos => Diferencicbilidad => Existencia de las «> Existencia de las
{de T en p) (de f en p) derivodas direccionales derivodos porcioles
(de f en p) (de f en p)

Cada afirmecidn reciproca obtenida al invertir una flecha no
es valida, i.e.

Existencio de las derivadas #> Existencia de las derivadas
parciales de f en p direccionales de f en p.

Ejemplo 7.
Xy

- (x,y) = (8.9)

sea f(x,y) = 4 x%+y
_ - 8 si (x,y) = (8.9)
Se probé. que
S ¥ af

— (8,8) y — (8.8)

% oy

123



existian (ombas eran iguales a @). (cfr. copftulo 3). Veamos
chora que salvo para las direcciones de los ejes, no existen
las derivadas direccionales de f en (@,4).

f(tv) - (@,9)

Debemos considerar
t
con v = (cos &, sen®)

f(tv) - £(0,0) 1 [ t? cos® send cos® send
______.__g] .

t t t2 t
si v determina una direccidén diferente de cualquiera da los

dos ejes =) cosO send = @

f(tv) - f(8,08) cosH send
~ (DyF)(F,8) = lim = 1im
t-¢ t t-+@ t
cosO send
pero el limite lim —mm— no existe
t-g t

“sivet(1,8) S vzt (f,1) (DF)B.8) no existe.

Existencia de las derivadas > Diferenciabilidad
direccionales (de f en p) (de f en p)
Ejemplo 8.
xy2 .
si x =@
sea f(x,y) = x2+y“
) T osix =9

Este ejemplo se trabajé en el capitule 3, vimos que
(D,f)(B8,8) existia paro todas las direcciones u, y sin em-
bargo .f no era continua en (#,8). Por el Teorema 1, f no es
diferenciable en (2,8) y (D,f)(#,8) existe para toda
u€Rr Y |ul] =1

Diferenciadilidad de #5 Las parciacles de f sean
f en p. continuas en p.
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Ejemplo 9.

Consideremos lo funcién g:R-R definida por

x% sen (1/x) si x = @
g(x) = .
g si x =@
Para encontrar g', si x = @ g(x) = x? sen (1/x) vy

aplicamos las reglas de derivacién usuales para obtener
g'(x) = 2x sen(1/x) - cos(1/x) (si x = @)
Pora calcular g'(¢) usamos la definicién

g(h) - o(#)
g'(8) « 1im —m———
h-@ h
Para ello:
g(h) - g(@) h? sen(1/h)
= = h sen (1/h)
h h
g(h) - g(8)
g'(g) = 1im —————— = 1im h sen(1/h) = ¢
h-+@ h h-g
1 1 1
( 9 ¢|h sen — |s|h] => 1im |nh sen - |=B => 1im h sen — = § )
h h-+@ h h-@ h
2x sen(1/x) - cos(1/x) six# 8
g'(x) =
@ six =0

Queremos ver que g' no es continua en #; para que lo
fuese necesitariomos que 1lim g'(x) = g'(9) = @

: x-+@
pero 1lim g'(x) = lim { 2x sen (1/x) - cos(1/x) )
x-@ x-+@ _
y como 1lim cos(1/x) no existe => 1lim g'(x) no existe => g’
el x-9

no es continua en @.
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En conclusién g es diferenciable en ¢ (La diferen-
ciabilidod de g en @ consiste en la existencic del limite
g(h) - g(#)

lim —————— pues paro las funciones de R en R, 1lo exis-

h-+@ h tencia de dicho limite implicao la existen-

cia de la aproximacidén 1lineal) pero la

derivada parcial de g (que en este caso sélo hay una, a
dg

saber g' = — ) no es continuac en #."

dx

A fin de cuentas, lo que resulta necesario, es que
el alumno tenga claro el "mecanismo operativo" a seguir para
saber en qué puntos una funcién f:0 ¢ R -+ R es
diferenciable y cémo calcular la diferencial en esos puntos.

Para ello se 1les puede recomendar la metodologia
habitual. Por otra parte, este modo de proceder proporciona
una manera mds nitida de presentar lao idea de la diferencial
total que se menciond en el capitulo 3.

"En la prdactica se suglere proceder de la siguiente
forma. Dada f:0 € R™R se obtienen las derivadas parciales;
se ve para qué puntos de D las derivados parciales resultan
ser funciones continuas. Sabemos entonces que la funcidn
dada serd diferenciable en esos puntos. (Obsérvese que f
puede ser diferenciable en otros puntos; pero en la prdctica
esos ¢asos son muy poco frecuentes). Para los puntos p en
los que f es diferenciable va o existir la transformacidn
lineal Lf&:RWﬂR que estd representada por la matriz Jfp
(la matriz Jacobiana de f en p), donde la matriz Jr, estd
dada por:

aof of of
Jep = [ — (p) — (p)..... — (p)}
x4 Ax2 Xn

Por tanto, la diferencial de f en p, L¢p:R™R estd definida
por:

of of of
Lep(h) = hy — (p) + hg — (p) + ... + hy — (p)

x4 0X2 OXn
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donde h = (hqy, hp, ..., hy)

(o bien como multiplicacidn de matrices:
of of

Lr,p(h) = [—~ (p)....— (p) ]

hy
AX1 Axn .
ha
Se 1ilustra el procedimiento anterior con dos ejemplos
especificos:
Ejemplo 18.
Sea f:R*-R dada por f(x.,y,z) = xy + xe?

of of of
— (x,y,2) = 2xy + 6%, — (x,y,z) = x%, — (x,y,2) = xé’
ox Ay oz

Las derivadas parclales son funciones continuas en
todo punto p = (x,y,z) de R’ => f es diferenciable en R’. Si
queremos calcular 1la diferencial de f, digamos en los
siguientes puntos: (i) (¢.8,8) (11) (1.8,2) (i11) (a,b,c)

(1) af .
— (8.8,8) =1
X
of
— (@,8,8) =8 | => La matriz que representa a
oy Lt (8,88 es
of Jf'(g'ﬂ'ﬂ) = [ 100 ]
— (8.,2,0) = ¢
Az -
~ Leys,p,0 (hihghs) = [ 1088 ] hy | = hy
ha
hy

Obsérvese que podemos cambiar de notocidn para denotar a las
variaobles de la funcidn lineal Ly, de una manera mé&s usucl,
concretamente:
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Lt.(0.9,8): R™-R
Le,goe) (xv,z2) =[ 188 ] x | = x (x,y.z) € R

Y
z

Por ejemplo:

Lo (3.1.-2) = [ 182871 | 3| = 3(1)+1(8)+(-2)(8)=3

3
-2
(i1) of 1
— (1,8,2) = ¢
ax
of
— (1.8,2) =1 F => La matriz que representa a
oy Lr,(1.8,2) €S
of Jr.(1,6.2) = [62 1 92]
— (1.8,2) = &°
oz 4
= Li1.8,2) (x.y.2z) = [e? 1 e?] x | = eéx+y+elz
Y
z

$1 queremos calcular L¢(1.9,2) (3.~4,5) tendriamos que:
Lr, (a2 (3.-6.5) = 3% + (-4) +e’5 = 8e% - &4

(ii1) af B
— (o,b,c) =2ab+e®
ox
of
— (a.b,¢) = a? =)
oy
of
~— (a,b,c) =ae’
dz -
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=> Le,¢ab,e) (X.v.2) = [2ab+e® a? ae®) X
Y
z

- Lrgab,c}{x.y.2) = (2ab+e®)x + a?y + etz
Donde (a,b,c) es cuclquier punto en donde f sea diferencia-
ble (en este caso, puede ser cuclquier punto de R3L

Como vemos: Lg (ab,c){x.y.2) = (2ab+e®)x + a’y + aez

El 1lado derecho en sentido estricto es funcién de 6
variables independientes reales a saber ({(a,b,c,),{x.y.z});
(a,b,c) corresponde a un punto en donde la diferencial de lo
funcidén existe y por lo tanto ol sustituir dichas variables
por las coordenadas de un punto especifico p en donde la
funcién sea diferenciable, cbtendriomos una expresidn de la
forma:

Lip {(xyy.,2) = Ax + By + Cz con A B,C constantes
que identificaomos como una funcidn lineal en los argumentos
X, ¥, 2,

Ejemplo 11: Sea f(x,y) = 2x -3y

5
of Las parciales son funciones constantes, en
— (x,y) = 2 particulor son continuas ¢n  tode punto de
X ®E .. 7 es diferenciable para todo punto de
Y

of

— (x,y) = -3

oy

Pare colcular lo diferencial de f en un punto {a,b) € Re
tenemos que:

of of X x
l-f,(u,b)(*-V) = —(olb) “(olb) = [2 —3]
ax ay y

2%x-3y

"
it

=f{x,y)
i.e. ¥(a,b) € R® L (p) = f "

Como 1la notocidén para la diferencial de una funcidn
que se utiliza en muchos textos es distinta de lo que se ha
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usado sistemdticomente en este copitulo, es oportuno hacer
algin comentario ol respecto. Este mismo comentario se puede
aprovechar para aclarar algln posible vestigio de confusién
que todavia pudieran tener los estudiantes con relacidén a la
notacidén diferencial de Leibniz.

"En el caso de dos voriobles, si f: D < R’ -+ R y f es
diferencioble en p € D, entonces Lg¢: R? + R est4 definida’
por:

of of X
Lrplx,y) = |—(p) —(p)
X Ay y
of of
1) Leplxy) = —(p)x + —(ply
ax oy

A lo expresién 1 (que no es otra cosa que la expresién
olgebroica de 1la diferencial de f en p) es a 1o que muchos
autores denominan la diferencial totaol de f en p.

Algunos textos en lugor de lo notacidén (x,y) pora
denotar las coordenados del punto en donde se evalia la
transformacién 1lineal utilizan (dx,dy) y en vez de Lr (g,p)
escriben df (g4 p) obteniendo expresiones como: .

af of
dfiepy = —(a,b)dx + —(a,b)dy
ax dy

Donde (dx,dy) denotariaon sencillamente las coordena-
dos del punto en donde se evalda la transformocidén lineal
dfia,b)y RZ -+ R y no tienen nada que ver con la idea vaga
de "cantidodes infinitomente pequefias"."
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5.3.1 EL GRADIENTE

Después de este estudio mds detallado de la diferen-
ciobilidad para funciones de varias variables, el estudiante
podrd tener un mejor entendimiento del papel que juega el
vector gradiente. Pues con frecuencia, el estudiante aprende
en 1los cursos de Cdlculo vectorial, a colculor el vector
gradiente y quizés a utilizorlo haciendo uso de su
interpretacién geométrica. Pero su conocimiento estd a un
nivel meramente algoritmico, cuando interesario que supiese
porqué resulta especialmente Gtil considerar el vector
formado con las derivadas parciales.

Como wuna posible introduccidén del vector gradiente
en este contexto de aproximaciones lineales se propone la
siguiente:

"Hemos visto que f: D ¢ R" + R es diferenciable en
p € D, si existe una transformacidén 1lineol llamada 1la
diferencial de f en p denotada por L. que satisface:

f(p+h) - f(p) -Lgp(h)

lim =@

h-g 11
Lp: R" -+ R estd representada por la matriz Jocobiana de
fen p,i.e. Lep(x) = Jrpx x € B" {puesto como motriz
columna).

Donde Jf, = [Lf'p(01) Lf_p(ez). - .Lf'p(en)] =

af of of
—(p) —(p)... —(p) => (1).... Leplx1,X20 .00y %) =
p
dx1 X2 Ixp
X4
of . - of . of of of
—(p)... —(p) . = —(p)xq + —(plxz +...+ —(p)xy
49X o .O%p : . AX4 AX3 OXp
Xn
ne - wabLOs~expresion. (1) puede reescribirse utilizando la

nocién de producto punto de 2 vectores en R" como:
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of of af

Lf,P(x1'x2l¢"'xn)A' ( —(p)l~(p)|~-|_(p) ).(X1.X2....,Xn)
x4 Ax2 AXp
of af of
. Al vector de R" dado por ( —(p).—(p)....—(p) ) 1.e. al
Axq oxg Axp

vector cuyas coordenadas son laos entrados de la matriz
Jacobiana en el mismo orden; se 1le denomina el vector
gradiente de f en p y se denota (gradf)(p) 6 Vf(p). Con lo
que podemos reescribir (1) como:

(2)...Lfm(x) = (gradf){p).x x € R"

Aqui cabe el peligro de una formulacidn que puede
resultar demasiado aobstracta pora los estudiantes, sobre la
que es oportuno advertir al profesor.

Si f es diferenciable en D, entonces (gradf) (p) =

of of
( —(p)e...... ., —(p) ) define una funcidn vectorial
x4 dxp
graodf: D ¢ R" -+ R" mediante:

(gradf)(p) of of
peEDECR p —  (—(p).,..,—(p))
A% Xy

Algunos autores hablan entonces de 1la funcidn grodf:
D € R" «.R" como "la derivada total de f" o como la "diferen-
cial de f" (en contraposicidén a la diferencial de f en algin
punto) denotdndola en ocasiones por Df.

Por esta expresidn habria entonces que entender - en
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el.lenguaje de las transformaciones lineales - que Df seria
la funcién (asociacidén) que a cada p € D le asigna, no el
vector de R" dado por (grad f) (p) -que es sencillamente un
elemento de R" - sino la transformacidén lineal L de R" en R
determinada por dicho vector; a saber: .

L{x) = (grad f) (p) . x x € R" 1i.e. Df:D =+ Lin (R",R)
definida por:

Df
p ———— Lgp : -+ R con pr (x)=(grad f)(p).x x€R",
donde Lin{R", R) = {F :R" + R/ F es lineal}

Entender esta terminolog{a supone una cierta madurez
matemdtica y por ello no se recomendar{a introducirla.

Desde 1luego que ol tratar el tema del vector
gradiente hay que presentar también su uso en aplicaciones.
Como algunas de los mds relevantes estdn:

~ Su uso para calcular derivadas direccionales:

"Si f:D ¢ B"™R es diferenciable en p € D, (D,f){(p)
existe para todo vector unitario u y  ademds
(Duf)(p)=Lr,p(u). En virtud de (2) tenemos que:

(3) i (O,F) (p) = {(grad f){p).u

Lo cual proporciona una manera especialmente
sencilla de calcular las derivados direccicnalss; resolvomos
nuevamente el problema de calculor (Dyf) (p) donde f:R%-R es-
t& definida por T(x.y) = x%+3yx p = (2,8) u= (1/(2)1/2
-1/(2)V?) (cfr. capitulo 3) perc ahora aplicando (3).
of of

— (x,y) = 2x + 3y , — (x,y) = 3x =>
Ax Ay
of af
— (2,8) = & — (2,8) = 6 => (grad f)(2,8) = (4,6)
ax dy
(Dyf)(p) = (grad f)(p) . (u.s).<1/<2>”2.-1/(2)’/2) «

u/(z)‘/z - 8/(2)"? = 2/<2)
- Como consecuencia de la anterior, su uso para
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determinar direcciones de méximo y minimo cambio de la
funcién:

"Como corolario de (3) tenemos que el gradiente de
f(en un punto) es un vector (en caso de que (grad f)(p) = 8)
que apunta en la direccién de méxima rozén de cambio y cuya
magnitud es el valor méximo posible de 1las derivadas
direccionales en p. Pues la rozén de cambio de f en p en una
direccién u (|]u|| =1) esté doda por: (D,F)(p)=(grad f)(p).u
= ||(grad f) (p)|| cose donde 6 es el éngulo que forman los
vectores u y (grad f)(p). Por lo tanto, el valor de (D,f)(p)
serd méximo cuando cos® = 1 => 8 = @ => u sea un vector
colineal vy apuntando en la misma direccidn que (grad f)(p),
y serd minimo cuondo cos8 = -1 => 8 = yw => u sea un vector
colineal que apunte en la direccidn contraria a {grad f)(p).

En cualquiera de los dos cosos el vector (grad f)(p)
apuntao en la direccidén de mdxima razén de cambio instdntanea
de la funcidn en p. La longitud del vector gradiente es la
medida de 1la rozén méxima de crecimiento, pues hemos visto
que la razén de cambio es mdximao cuando u es un vector
unitario en la direccidn del vector gradiente

(grad f)(p)
{D,F)(p) es méxima si u =

[|(grad £)(p)]]

en cuyo caso (grad f)(p)
(Dyf)(p) = (grad f)(p).u = (grad f)(p).

I|¢grad £)(p)||
[[(grad £)(p)]||?

ltgrad £)(p) ]|

= ||(grad f)(p)]].

Otro corolarto que se desprende de
(Dyf)(p)=(gradf)(p).u es que si queremos encontrar las
direcciones a 1o largo de las cuales la funcidén permanece
constante (i.e. f no experimenta ninguna razén de cambio)
basta ver que @ = (Dyf){(p) = {grad f)(p) . u para concluir
que si (grad f)(p) = @ las direcciones en cuestidén serdn las
determinadas por los vectores unitarios ortogonales a
(grad f)(p)."

-~ Como 1ilustracién de 1la aplicacién anterior, se
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presentan algunos ejemplos tomados de 1la 1literatura
disponible sobre el tema. Este tipo de ejemplos se proponen
porque faciliton al estudiante relaclonar el concepto mate-
mitico con su correspondiente aplicacién a  situaciones
fisicas muy concretas:

"Como ejemplo de 1la propiedad de que el gradiente
tiene 1la direccidn de cambio méximo de f, pensemos en un
esquiador que desciende por una ladera. S$i f{x,y) denota la
altitud del esquiador en el punto (x,y), entonces - Vf(x,y)
indica 1la direccién geogr&fico que el esquiador debe seguir
para descender por la trayectoria de mds pendiente. (Vf(x,y)
indica la direccidén de ascenso méximo).

of of
N&tese que el vector Vf(x,y) = (— (x,y),—. (x,vy))
Ax oy
indica una direccién en el plano horizontal (norte, sur,
este, etc.) y no apunta hacia arriba o hacla abajo.

Como ejemplo adicional de gradiente, considérese la
temperatura T(x,y) en un punto cualquiera {x,y) de uno placa
caliente. En este caso VT(x,y) nos da la direccidn de mdximo
incremento de temperatura en un punto (x,y), y - VT(x,y)
seflala 1la direccidn hacia lo que fluirfoc el calor (hacia el
punto mds frio).

Ejemplo. Si la distribucién de temperatura en uno
placa de metal viene dada por la funcidn T(x,y)w2ﬂ-4xz—9y?
(1)¢En qué direccidn con origen en (2,-3) aumentoc la
temperatura mds rapidomente? (Con qué proporcidén aumentao en
dicha direccidn?

VT(x.,y) = (-8x,-18y). En (2,-3) lo temperotura gumenta mds
répidamente en la direccién dada por VT(2,-3) = (-16,54) y
lo hace a un ritmo dado por ||VT(2,-3)||=(16%454%)2

(11)¢En qué direccién con origen en (2,-3) decrece la
temperatura mds rdépidamente?

La temperotura disminuye en mayor medida en la
direccidn ~-VT(2,-3) = (16,-54)." (cfr.Larson R., Hostetler
R.; Cdlculo y Geometric Anolitica. México, McGraw-Hill.
1986, pégs. 720-721).

- Como otra aplicacién se puede mencionar que el
gradiente proporciona el recurso, andlogo a la derivada para
funciones de uno variable, para encontrar extremos relativos

de una funcidn:
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"Recordemos que si una funcién f de R en R es
derivable; en los puntos x en los que f alconza olgin extre-
mo relativo {mdximo o minimo) se tiene que f'(x) = @.

Para el caso de funciones f:D S R"R si f es C' en D
Y "f tiene un méximo o minimo local en un punto pg € D,
entonces (grad f)(pg) = @, i.e., todas las derivadas
parciacles se hacen cero en pg.

Dem. Supongamos que pp s un méximo local para f.
Entonces existe una E-vecindad de pg:Bg(pp) tal que f(pg+h)

$ f(pp) si path € Be(pg) (1.e. ||n]| < €).
f(pg+th) - f(pg) S 8

Con lo que para cualquier direccidén u si t es suficientemen-
te pequena, (]t]| < €), pag+tu € Bg(pp)

f(pg+tu)-f(pg)
1im $ @ a> (D,F)(pg) $ @
t-9 t

~

(Pues por ser f diferenciable en pg el limite (Dyf)(pg)
existe independientemente de cdmo nos aproximemos a #, con
f(pg+tu)-f(pg)
lo que, si 1o hacemos con t > @, $ 8 )
t

(Dyf ) (pg) = (grod f){pg).u < 9
si reemplazamos u por -u tenemos igualmente
{grod f)(ps) . (~u) $ 8
=» {(grad f)(pg) . (u) 2 ¢
=> (grad f)(pg) . u =8 para cualquier
direccidén u de donde se sigue que {grad f)(ps) = &.

Cualquier puntc p € D en donde {grad f)(p) = @ se
llama punto critico de f. Si p es un extremo local de f,
entonces. es un punto critico de f. (Al igual que en el caso
real el reciproco de lo afirmacidn anterior no es cierto, no
todo punto critico es un extremo local de la funcidén)."
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"Recordemos que si una funcién f de R en R es
derivable; en los puntos x en los que f alcanza algin extre-
mo relativo (méximo o minimo) se tiene que f'(x) = @.

Para el caso de funciones f:D € R™=R si f es C' en D
y f tiene un méximo o minimo local en un punto pg € D,
entonces (grad f){pg) = ®#, 1i.e., todas 1los derivodas
parciales se hacen cero en pg.

Dem. Supongamos que pg es un mdximo local para f.
Entonces existe una E-vecindad de pg:Bg(pg) tal que f(pg+h)
< f(pg) si pg+h € Be(pg) (1.e. ||n]| < E).

f(pgth) - flpg) s @

Con lo que pora cualquier direccién u si t es suficientemen-
te pequena, (|t| < &), pg+tu € Bg(pyg)

f{pp+tu)-f(pg)
1im $ @ => (D,f)(pg) $ 0
t~0 t

(Pues por ser f diferenciable en pg el limite (D,f)(pg)
existe independientemente de cdmo nos aproxilimemos a @, con
' f(pg+tu)-f(pg)
lo que, si lo hacemos con t > 8, $9)
t

(Dyf)(pg) = (grad f)(pg).u < B
si reemplazamos u por -u tenemos lgualmente
(grad T)(pg) . (-u) < ¢
=> {grad f)(pg) . (u) 2 @
=> (graod f)(pg) . u =@ para cualquier
direccidn u de donde se sigue que {grad f){(pg) = 9.

Cualquier punto p € D en donde (grad f)(p) = & se
lloma punto critico de f. Si p es un extremo local de f,
entonces es un punto critico de f. (Al igual que en el caso
real el reciproco de la afirmacidén anterior no es cierto, no
todo punto critico es un extremo locol de la funcidn)."
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5.5.2 DIFERENCIABILIDAD Y PLANOS TANGENTES,

A fin de que al estudiante le quedara claro que lo
diferenciabilidod de uno funcidén reol de varias variables en
un punto es la generalizacidén mds adecuada del concepto de
derivabilidad para una funcidén de una variable, en un punto,
faltario hablar del aspecto geométrico de lo cuestién.

Hosta ahora ya se ha analizado que, desde la
perspectiva onalitica 1la diferenciabilidod cumple con las
condiciones deseadas: implica 1la continuidod, supone la
existencia de una transformocidén 1lineal que aproxima
localmente bien, en el mismo sentido que "mutatis mutandis"
se tenfia poro las funciones de una variable (segin se revisd
en el capitulo 1.)

Para completar el cuadro foltaria hoblor de la pers-
pectiva geomértrica: Lo diferenciabilidad de wuna funcidn
¢:R-R era equivaolente o la existencia de la recta tangente a
la grdfica de ¢ en el punto en cuestidn. Habria entonces que
mostrar que lo diferenciabilidad para una funcién f:D ¢ RZ%R
es equivalente a 1la existencia del plano tangente en
el punto, que seria la propiedad andloga que se esperaria de
la diferencicbilidod paro una funcidén de varias variables.

"Supongamos que f: DER? » R es diferenciable en peED

con diferencial L¢,: entonces: Rp(h)
(1)...... f(p+h)-f(p)-Lsp(h)=Ry(h) donde 1lim =
hag [ [n]]
Haciendo x = p+h, podemos reescribir (1) como:
A Rp(X—P)
(2)...... f{x)=f(p)+Ls,p(x-p)+Rp(x-p) donde 1lim =
xp | [x-pl]
con x €D

Lo grdfica de f es el conjunto G de R con
ecuacidn (3)....... z = f(x) = f(xq1,%x3)

Consideremos el conjunto T de R® con ecuacién:
(3)'..... voooz o= f(p) + Lep (x-p).
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Reescribiendo (3)' tenemos que si p = (pq,p2)
x = {x1,%2):

of of X1~p1
o tem) - [— @ —w] [ ]

axy ax; X2-P2
aof of
= — (p)x1-p1) + — (p)(x2-p2)
X1 Xy
of of
=> z = f(p1,p2) + — (p)(x1-p1) + — (pXxz=p2)......(4)
x4 X2

& T es un plano en R® que pasa por (p,f(p)) vy es
paralelo a 1la gréfica S de Lrp ya que la gréfica de L¢p
estd definida por la ecuacidn:
of of X1 of of
z=L¢p(x1,%2)= | — (p) — (p) = —(p)xy+—(p)xz ... (&)’
X1 axy JLx2 Xy AX2

Q

Figura 5.12
P = (p.f(p))

p+h

P

.81 nos movemos del punto p al punto p+h en RZ,
entonces el correspondiente punto Qi en el plano T tiene
tercera coordenada z = f(p) + Lrp(h). '

Por otra parte, el correspondiente punto Q; en la
gréfica 6 tiene tercera coordenada z = f(p + h) =
f(p) + Lep(h) + Ry(h).

——
La magnitud del vector Q0 indica el error que
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hacemos al suponer que el combio en el valor de f es lineal
conforme nos movemos de p. La diferenciabilidad de f en p
nos dice que el error es "pequefio" en el sentido de que
« —
Q:Q; = (G.G.Rp(h))
—————
(pues Qi1Q2 = (p+h,f(p+h)) - (p+h.f(p)+Lep(h))
= (8, f(p+h) - f(p) - Lrp(h))
= (8.8.Rp(h))

—

| [0102] | [Ro(n)|
Hm ——— = UM ——— = B ..., (5)
hsg  ||n]| h+8  ||n]|

Asi como en el caso de una variable, si bien se
tenfa una 1idea intuitiva de 1lo recta tangente ésta se
definia de una monera que resultaba operotiva en términos de
lo derivada. Aqui también, la definicidén operativa del plano
tangente es la que se da precisamente en términos de la
diferencial:

Definicién 1. Sea G < R® la grafica de una funcidén
diferenciable f: D ¢ R® » R. Para cualquier punto p € D el
plano en R® con ecuacién z = f(p)+ler p(x-p) (x=(xy,%2) € r?)
se llamo el plano tongente a G en (p,f(p)).

E1l plano tangente a G en {p,f(p)) es el plano que
aproxima mejor a G cerca de (p,f(p)) en el sentido que se
sotisfaga (5).

Inversamente, si para wuna funcién arbitroria f,
existe un plano tal que los puntos correspondientes Qi y Q;
como en la Figura 5.12 satisfacen la condicidén (5), entonces
f es diferenciable en p. La aproximacién lineal L, puede
obtenerse de la ecuacién del plano remitiéndose a (35‘.

Podemos reescribir la ecuacidén del plano tangente a
la grdéfica de f en (a,b,f(a,b)) como
z = f(a,b)+Lsp((x1,%2)-(a,b)) = f(a,b)+Lsp(x1-0,x2-b)

of of x1-a
= f(a,b) + [— (a,b) — (o‘b)] [ ]

X1 axy x2-b
of of

=> z = f(a,b) + (x1-a) — (a,b) + (x2-b) — (a,b) ..... (6)
A% %y
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Ejemplo 1. La funcidn f(x,y) = x*+y?* tiene gréfica

of of
con ecuacién z = xZ+y?. Tenemos — (x,y)=2x — {x,y)=2y.
X oy

La ecuacién del plano tangente o lo gréfica de f en
., b, a® + b?) estd dada en virtud de (6) por:
= (0 + b%) + (x - a)2a + (y - b)2b
.8. z = 2ax + 2by - (a +b?).

]

- N~

En particular el plano
tangente en (8,8,0) es z = @# (ol
plano xy) como esperoriamos al
ver el dibujo de 1o grdfica de
f. (Ver Figura 5.13)."

Figura. 5.13

S1 se deseara dar la generalizacién para funciones
definidos sobre dominios de dimensidn més olta y hablar por
tanto de espacios tangentes seria conveniente tomar en con-
sideracién lo siguiente:

Si definimos el espacio tongente a la grdfica G en
(p,f(p)) de unc funcién diferenciable f: D € R™' +» R (GeR")
en p € D, como el conjunto T ¢ R" con ecuacién:
xp = f(p) + Lep(x - p)i % = (X9,%,....%p1) € R

La definicidn 1les resultaric a los estudiantes més
natural si manejosen el hecho de que 1la gréfica de la
funcidn lineal: Lgp: R"! % R es un subespacio vectorial de
R" de dimensidn n-1 y por tanto el espacio tangente T es la
traslacién de dicho subespacio de modo que pase por
{(p.f(p)). Sin embargo como es muy probable que desconozcon
esos resultados, se les podria ayudor o que efectivamente
.vean a un espacio tangente como el andlogo en dimensién
superior de un plano tangente fijdndose en la forma que
tiene la ecuacidén del espacio tangente:

"E1l espacio tangente tiene ecuacidn:
sip = (Pr.p2e---1Pa1)i X = (X1,%2, .0 Xp1)
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of  of of x1-P1

Xp = F(p)tlep(x-p)=f(p)+ | —(p) —(p)...—(p) X2-p2
Ky d%2 O%n-1 veeen
Xn-1~Pn-1
af of of
Xp = F(p)+{x1-p1)—(p)+{x2-p2)—(p)+. .. . +(%0-1=Pp-1)—(p)
IX1 O%3 O%p-q

Una recta en R? no paralela a la direccién (@, 1)
tiene ecuacidn x; = axy + b. Un plano en ® no poralelo a la
direccidn (9,8,1) tiene ecuacidn xy = 01X1 + ax; + b.

La forma de la ecuacidén del espacio tangente es:
Xp = 01Xy + Q%2 + ...... + Op-1Xp-1 + D.

Con 1lo que podemos pensar en el espacio tangente
como una clerta "copia" de R"' metida en R"."
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CAPITULO 6
LA DIFERENCIAL DE FUNCIONES VECTORIALES

6.9 INTRODUCCION

Al hablar de funciones vectorioles, nos encontramos
de alguno manera en “"Terra Ignota". Es frecuente que los
libros de texto de Cdlculo o nivel bésico, aun cuando
hoblen del Cglculo de varias voriables no mencionen o las
funciones vectoriales de varias variables. Lo que constituye
una leguna, pues por una parte, su estudio tiene un interés
propio ya que dichos funciones apaorecen con frecuencia en
los Motemdticas, y por otra los mismos textos cuando
- en su momento - se refieren o la férmula del cambio de
voricbles para integrales miltiples, 1implicitomente estdn
hablondo de una de estas funciones; o bien, algunos 1libros
hablan de lo divergencia y el rotocional de un campo
vectorial, poniendo especiol énfasis en la parte olgoritmica
del tema, sin reparar suficientemente en el hecho de que
un compo es precisamente una funcidén vectorial; vy al quedar
un tanto velada la naturoleza de funcidn que tiene un campo
no se investigan cuestiones como su dominio, su imagen, su
diferenciabilidad, etc.. que sirven para entender mejor el
concepto. En sintesis, otra razdn para introducir el estudio
de las funciones vectoricles es que tarde o temprano,
aparecerdn en el desarrollo de 1los cursos de Cdlculo de
voriags voriobles y se tendrd un conocimiento mds profundo
de aquellos temas en las que aparecen si se las ho estudiado
con cierto detalle.

Una vez visto 1la conveniencia de presentor el
material, 1la pregunta obligodo es icon qué tanto detalle?
Teniendo en mente que nuestro objetivo es que los
estudiantes entiendan vy se familiaricen con el concepto de
diferencial de wuna funcidén vectorial, la respuesto o esta
pregunta pretende encontrarse en el presente copitulo.
S 'LqS“elementos bdsicos necesarios son: .

'1) Qué’ _es'hno'funcién vectorial o transformacidn - nombre,
este‘”ultiﬁd”"hue enfatiza el cardcter geométrico de estas
thcioné“#gomo “transformaciones o deformaciones de conjun-
tos -,

2) Cémo ‘se Lopero con ellos. Esto supone explicar 1la
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descomposicién de wuna funcién vectorial en sus funciones
coordenadas. Lo cual, ademds de proporcionar una manera
prictica de trabajar con 1las transformaciones; desde el
punto de vista didéctico es recomendable, pues se reduce un
objeto nuevo a uno que ya es familiar para los estudiantes
(las funciones real voluadas).

3) Con qué recursos se dispone para visualizor las funciones
vectorioles.

- 4) Limites y continuidad para estas funciones, que pueden
reducirse a los conceptos correspondientes para 1las
funciones coordenadas.

Los temas onteriores se estudian en las primeras dos
secciones. Con las definiciones de limite y continuidad para
los funciones vectoriales se puede hablar de la diferencia-
bilidad de estas funciones como la existencia de (a 1o mds)
una funcidén lineal que aproxima a la funcidn en una vecindad
del punto,

£l uso de funciones coordenadas permite reducir el
estudio de la diferenciocbilidad de las funciones vectoriales
al de las funciones real voluadas en donde ya se cuenta con
una serie de resultados importantes, Esto se trata con
detalle en la seccidn 6.3.

6.7 FUNCIONES VECTORIALES DE VARIABLE VECTORIAL |
t

En esta seccidn pretendemos abordar el estudio de
las funciones vectoriales de variable vectorial, es decir
aquellas que son de la forma f: D g R? > R" conn, m€ N.
Donde D & R" es un subconjunto abierto de R". Ya se han
trobajado los casos particulares: n =1 y m =1, Lo que
pretendemos en este estudio es generalizar muchas de
las ldeas que se manejaron entonces.

El primer objetivo seria hacer ver que dada una
funcién vectorial, ésta puede descomponerse en sus funciones
coordenadas, 1o cual resulta de una gran utilidad, pues
éstas son funciones real voluadas y por tanto del tipo de
las que los estudiantes vyo han trobajado. Ademds de que
operativamente, el uso de las funciones coordenadas
simplifica el trabajar con las funciones vectoriales.
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Por ello se sugiere la siguiente presentacién:

"Si A cR"y f es una funcién definida sobre A con
rango B contenido en R", f es una regla que permite asociar
o cada x en A(xER") un elemento y de B, la imagen de x bajo
f, hecho que denotamos como y = f(x). Como y es un elemento

de R"™ =>y = (y1.v2....,¥n). Cada uno de los nidmeros reales
yi depende de x, lo cual define m funciones real valuadas
cuyo dominio es D € R", es decir pora cada 1 = 1,2,...m

Yy = fi(x) fi: DcR"-R

En conclusidn, una funcidén f: D ¢ R” » R" 1a podemos‘
descomponer en m funciones real valuadas:
f(x) =y = (yry2....oym) = (F1{x), fa(x), ..., fp(x))
con fi: D¢ R"~+ R i=1.2,...,m

A las funciones fy: D ¢ R" + R se les denomina las
funciones coordenadas de f.

Esta descomposicién de una funcidn cuyo rango estd
en R™ (m 2 2) en funciones coordenadas es muy Util, pues
podemos conocer propiedades de 1la funcidn a través del
estudio de sus funciones coordenadas - que al ser funcio-
nes real valuadas -~ nos resultan mds fomiliores.

Podemos mediante combinaciones de estas funciones
originar otras de la manera usual:

Sean f: D ¢ R" =+ R" g: D¢ R+ R" ¢: D cR" R
definimos
(i) Lo funcidn suma f + g: D ¢ R? = R™ como (f + g)(x)
= f{x) + g(x), x € D. .

(1)' La funcidn diferencia f - g: DER" = R™ como (f - g)(x)
= f{x) - g{x), x € D.

(11) El producto ¢f: D € R" » R" como

(f)(x) = e(x)f(x) = (e(x)fy({x),...... Le(x)fp(x))., x €D,
(1i1) E1 producto punto f . g: D ¢ R" -+ R como

(f . gl{x) = fi{x)g({x) + .... + fu(x)gn(x), x € D.

donde fi: DER"-R gy: DER" R 1i=1,2....m

son las funciones coordenadas de f y g."
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A este nivel, en el que los estudiantes entran en
contacto por primera vez con las funciones vectoriales es
especialmente interesante enfatizar el cardcter geométrico
de estas funciones como transformaciones de conjuntos en sus
respectivas imdgenes. Para ilustrar la naturaleza geométrica
de estas funciones es de gran ayuda, prdsentar ejemplos como
los que se proponen, traobajados con cierto detalle a fin de
que 1los estudiantes adquieran el hdbito de pensar en estos
funciones justamente como transformaciones

"Ejemplo 1. Sea f: R’ - R? dada por f(x,y) =
(x%+y?,x+y). Tenemos entonces que: flx,y) = (u,v)
u = fi(x,y) = x%+y?  fy: R? 4 R
v = fa(x,y) = x+y f2: R 2 R

Bajo f el punto (x,y) es mondado al {u,v). De este
modo lo 4imagen de (1,2) es (5,3); la imogen de (@,2) es
(4,2) y la de (2,8) también es (4,2) (Ver Figura 6.1)

Y f v

(0:2)\ ________——-—'

Figura 6.1

Cualquier conjunto de puntos en el plano XY es
"mandado® o transformado por la funcidén en un conjunto de
puntos en el plano UV.

Podemos describir la imagen bajo f de algunas curvas

y regiones. Para determinar 1lo imagen de una 1linea

horizontal vy = ¢, hocemos la sustitucién correspondiente en
las ecuaciones que definen a f obteniendo
u=xt+c?, vext+c

Que pueden considerarse como ecuaciones paramétricas
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para la curva imagen en el plano UV. Para visualizar la
imogen podemos eliminar o x {que es el pardmetro) obteniendo
u'= (v - ¢) + c?. que corresponden (para diferentes elec-
ciones de c) a pardbolas que abren en sentido positivo y con
eje de simetric paralelo al eje u. Algunas de estas curvas
se muestran en la Figura 6.2

c=-1

Figura 6.2

. Con lo ‘que respecta a las regiones, observamos
primero que el punto (a,b) y el punto (b,a) tienen la misma
imagen. Por lo tonto, lo linea y = x divide ol plano XY en
dos semiplanos que bajo f tienen por imogen el mismo
conjunto del plano UV. Para determinar este conjunto,
primero determinomos la imagen de la recta X = y
substituyendo en las ecuaciones que definen a f obtenemos:

= 2x? que son los ecuaciones paramétricas pora la
2% parabola v? = 2u.

< C
t

i

!
La imagen de cualquier punto (x,y) estd en una de
laos dos regiones del plano UV en las que la pardbola

vl = 2u divide ol plano (Ver Figura 6.3)

bed
vSz2u

v - pues se tiene:
P - 2u-v? = 2(x%+y2)-(x+y)?
Gty i o N = xz + v - 2XY
(5o 1r ) u = (x-y)zzﬂ
2u ) V2

Figura 6.3

147



Inversamente se puede verificar que todo punto
(ug.va) tal que vg? § 2ug es la imagen bajo f de. algin punto

(x.y) € R%, De hecho si (up,vg) estd en el plano UV y
satisface vo $ 2up. Sean
x1 = vg/2 + (2ug- V02)1/2/2 yi=va/2 - (2ug- Ve, )'/2/2

xz = va/2 - (2ug-vg?)2 /2 yp=vp/2 + (2ug-vg?)?)2
se verifico que f(xq,yy) = (ug.vg) = f(xz,y2).

De esta forma uno puede imaginarse el efecto de f
aproximadamente como sigue: primero doblar el plano XY a lo
largo de lao lineo x = y; colocar el "pliegue™ a lo largo de
lo parébola v = 2u y luego aplenar suavemente el resto para
cubrir el interior de la pardbola (para permitir 1la
necesaria deformacidn podemos pensar en el plano XY como si
fuese una hoja hecha de goma). (Ver Figura 6.4)

y vi=2u

y=x

>

Figuro 6.4

Como otra ilustracidn, considermos 1lao siguiente
transformacién del plaono en R3, dada por S(x,y)=(u,v,w)
S:RZR u(x,y) = x+y, v(x,y) = x-y, wix,y) = xZ.

s(1,2) = (3,-1,1). La imagen de la linea y = x es la
curva con ecuaciones paramétricas dadas por: u = 2x, v = @,
w = x%, Que es una parédbola en el plano UW. La imagen
del plano XY bajo f es un cilindro paraobdlico tangente al
plano Uv. (Ver Figura 6.5). Pues un cilindro as{ estd parao-
metr‘izodopor(uvw)ERB)(uvw)a(2tﬂt)+x(116)
= (2t-\, )\, t%2) donde t,\ € R.

Sit=x, A= x-y (u,v,w) = (x+y,x-y,x?) "
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Filgura 6.5

El hecho de que la geometrio siempre resulta un gran
apoyo para el aprendizaje de las Motemdticos, hace que
convenga mencionor algunos otros recursos que pueden ser de
utilidad poro  visualizar, 1.e. pora tener una imagen
geométrica de los funciones vectoriales:

~ La Grdéfica:

"Como las transformacionss son funciones, tombién
podriamos considerar sus grdficos. Lo grdéfica de f: D ¢ R" -
R" es el conjunto definido por {(p,f(p))}/p ¢ D} ¢ R x R".
S6lo podemos dibujar lo grdfico de f en casos muy simples
{necesitomos m+n $ 3). Por ejemplo, la gréfica de la funcidn
f descrito en el primer ejemplo es sl conjunto de puntos
(x,y.u,v) € R* para 1los cuales u = x%+y%; v = x+y, 1i.e. el
conjunto de puntos {(x,y,u,v)ER'/ u=x%ty? vexsy (x,y)ER’}r

- Conjuntos de nivel:

El hecho de que la gréfica sélo puede dibujarse para
casos muy sencillos, motiva el odoptar otros recursos parag
visualizar 1las transformaciones; coma los conjuntos de
nivel:

"El conjunto de nivel de f: D ¢ R" + R™ correspon-
diente a ¢ € R" es el conjunto {x € D/f(x) = c}. Podemos
dibujar conjuntos de nivel de f para m arbitrario siempre y
cuando n £ 3. Veamos dos ejemplos de este recurso.
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Ejemplo (i) Definamos f: R® - R? por
f(x) = (X12+X22+X32.X1+X2+X3) x = (%1,%2,%3).

Las funciones coordenadaes de f son fy: 1 = 1,2
definidas como fi(x) =« x3+xf+x32; fa(x) = Xq+xp4x3. El
conjunto de nivel correspondiente a (-1,1) es vac{o. El
conjunto de nivel correspondiente a (1,1) es {(xq,xz,x3) €
R / x12+x22+>(32 = 1 y Xyexo+xy = 1

El conjunto de nivel correspondiente a (1,1) de f es
la interseccién de unao esfera y un plano en R® -un circulo-.

Ejemplo (1i) Asociada o una funcién diferenciable
f: DSR2 R existe una funciédn vectorial grad f: DSR™R".
tas funciones coordenadas de (grad f) son las funciones
definidas por las derivadas parciales de f: ‘
of
— :DSR" -+ R J = 1,....n. El conjunto de nivel de
%y , (grad f) correspondiente a & es el

conjunto de puntos criticos de f.,"

- Un recurso geométrico del que siempre se puede
echar mano es pensor en 1las funciones vectoriales como
tronsformaciones:

"Sin embargo lo mds prdctico al trabajar con
funciones vectoriales f: D ¢ R" -+ R" es pensar en que f
transforma a conjuntos de un espacio R" en conjuntos de R";
"deformando” o cada conjunto A ¢ D en su imagen f(A) € R"
que podemos imaginarla como una especie de "superficie" en
R™.

Por esta razdén a estas funciones también se les
denomina transformaciones, lo que enfatiza este aspecto
geométrico. (Figura 6.6)."

/—'\
% f(A) .

Figura 6.6
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6.2 LIMITES Y CONTINUIDAD.

Después de haber considerado la geometria de las
funciones vectoriaoles, se puede tocar el temo del andlisis
para dichas funciones. Si nuestro objetivo es llegar a
estudior la diferenciabilidad, es preciso reporar primero en
las definiciones de 1limite y <continuidad. Para ello es
necesario ver cémo se traducen en este contexto ambas
definiciones. Si bien formalmente sdélo hay que sustituir el
valor absoluto en las definicliones correspondientes para el
caso de funciones reales de variable real, por la norma
euclidiana; si resulta conveniente esclarecer el sentido de
las definiciones o base de explicar la geometrioc asociado a
ellas.

"Parc el caso de uno variable tenemos que la
expresién 1im f(x) = L
X-4p quliere decir que dada € > ¢ es
posible encontrar & > @ tal que |f(x)-L| ¢ € siempre que
g ¢ |x-p| < s&.

Lo correspondiente expresidén lim f(x) = L

& x=p
para el caso f: D < R" - R" significa que dado € > @ es
posible encontrar & > @ tal que ||f(x)-L|| ¢ € siempre

que ¢ < ||x=p|| < 8.

Lo que supone que dada uno E-vecindad en R™ con
centro en el punto L, podemos encontrar una §-vecindad en R"
con centro en el punto p de
forma que 1la imagen de ¢
cualquier punto de R" que esté ——

en el interior de dicha
8-vecindad (a excepcidén, quizd, '
del punto p) estard dentro de n m
la E-vecindad de R" con centro R i

en L. (Figura 6.7)
Figura 6.7

En términos de vectores lo definicién nos dice que
podemss’™ Wacéir l1a norma (en R") del vector ||f(x)-L|| ton
pequefia como queramos siempre y cuando estemos
suficientemente cerca del punto p: i.e. la norma del vector
x-p en R" sea suficientemente pequefa (aunque diferente de
cero). (Ver Figura 6.8)"
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J[x—p|] < 8
Figura 6.8

Algo que facilita el operar con las transformaciones
es presentar a los estudiontes lo demostracién de que la
existenciao del limite en un punto para unao funcidn vectoriol
es equivalente o la existencia del 1limite en el punto de las
funciones coordenadas yo que por un lado, esta demostracién
es en si misma, un buen ejercicio en el manejo de argumentos
del tipo: € - &, 1lo que sirve a los estudiantes para
adquirir madurez matemdtica. Por otro lado, este teorema
justifica el remitirse a las funciqnes coordenaduos de una
funcidn vectorial para estudiar propiedodes como la
existencia de 1limites, continuidad de la funcidn, etc.. Lo
cual operativamente es recomendable pues para estudiar
limites y continuidad de funciones real valuodas, 1los
estudiantes ya disponen de varios recursos (c¢cfr. capitulos 3
y 5).

“Teorema 1: Si f: D € R" + R" y descomponemos a f en

sus funciones coordenados f;: DS R+ R {1 =1,2,....,m
Fx)=(Fy(x), fa{x),......  fa(x)) entonces si L=(19,1s,.....,1p)
se tiene que lim f(x)=L ‘
X-*p si y sélo si 1lim fy(x)=1;
x-p i=1,2,....,m
Dem.

Supongamos que lim f(x)=L
X-p , entonces dada £ > @,
existe & > @ tal que si @¢||x-p[| ¢ & se . tiene que
llf(x)"‘l_ll < E e B ,J};w(“,

= [](f1(x)-1y, fa(x)-15,..... Fa(x)-1) || < €

=> (F{x)=17)% + (Ffa(x)-12)% +..... +(Fp(x)-1,)2 ¢ €2



lo que implica que para cads 1=1,2,...,m |fi(x)-1;] ¢ €
~ Dado € > @, hemos encontrado §>§ tal que si B¢||x-p|| < &
entonces |fi(x)-1j| < € => 1im fy(x) = 1

X~+p para 1 = 1,2,...m

Inversamente, supongamos que lim fi(x) = 1; .
x—p i =1,2,...m
Entonces doda € > @, exite & > 8 tal que
si ||x-p]| < 8 se tiene que |fi(x)-1;] ¢ €/(m)"? (para
i=1,2...m).

Sea & = min 181,8...8,} &> 8 si ||[x-p|| ¢ 8
entonces  |fi(x)-1;] <« &/(m)Y? para 1 = 1,2,...m
teniendo entonces que:

(F1(x)-11)% + (f2(x)-12)%. .. +(fu(x)-14)? ¢ E?
PF(x)-L] ]2 < €2 =>]|f(x)-L]] ¢ &€ =~ 1im f(x) = L ."
*-p

Entendida 1o idea de limite para estas funciones; 1la
definicién de continuidad de uno funcidén f: D € R" -+ R" no
ofrece ninguna dificultod:

f: D g R" = R” es continua en p € D si  lim f(x) = f(p)
x40

Lo que resulto canveniente es resaltar la naturaleza
geométrica de la definicidn de continuidad con senalamientos
como: "f es continua en p si puntos arbitraricmente cercanos
a f{p), son imbgenes de puntos suficlentemente cerconos a p.
(Ver Figura 6.8)."

4

N
f
. .

R

Figura 6.9 Geometria de la definicidn de continuidad
en p, para unc funcién f: R3 -+ B2,
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La definicidn de continuidad de una funcién en todo
un subconjunto es la wusual: "f es continua en D si f es
continua en p, para todo p € O". Conviene sefialar que:
*Intuitivamente, uno funcién f: D €& R" -+ R" que sea
contlnua en D es aquella que deforma a D, dobldndolo vy
torciéndolo, pero sin romper (Ver Figura 6.14)."

!Rn
f
TN,
| v
‘Rm
Figura 6.18

. Con el Teorema 1, es inmediato que la continuidad de
una. funcidn f: D ¢ R" -+ R" en p € D es equivolente a la
continuidad de cada una de las funciones coordenadas en p.
(Se puede repetir la demostracidn del Teorema 1 simplemente
sustituyendo L= (14,12,...,1p) por
f(p) = (filp). fa(p), ... . fa(p)).)

Este hecho conviene seflalarlo pues reduce el estudio
de la continuidad para funciones vectoriales ol estudio de
la continuidad para funciones real valuadas, que es un tema
ya familiar.

Si el profesor juzgara oportuno hablar del tema de
la continuidad uniforme, es déste un buen momento para
hacerlo, pues ya se han proporcionado los elementos
necesarios. La continuidad uniforme es una propiedad cuya
importancio se pone de manifiesto en situaciones de cardcter
tedrico. Es un hecho experimentado por los estudiantes (al
menos para el caso de funciones de R en R) lo mucho que
simplifica trobojor con funciones que tienen esa propiedad.
En particulor, si se introduce el tema, se puede probar que
las funciones lineales son uniformemente continuas, lo cual
resalta la conveniencia de contar con ellas como
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oproximaciones locales para funciones que pueden ser muy
complicadas. Por otra parte, el resultodo de la continuidad
uniforme pora las funciones lineales se usa en la demostra-
cién de la Regla de la Cadena (cfr. capitulo 7).

"La definicidén de continuidad uniforme también puede
"calcarse" de la correspondiente para el caso real
simplemente caombiando wvalores absolutos por las normas
eucliilanas de los espacios respectivos:

f: DS R-R es uniformemente continua en D
si doda € 5 #, existe 8 > § tal que |x-y| ¢ &
tmplica |f(x)-f(y)| ¢ €&, para cualquier par
de puntos x,y en D,

f: D R" +R" os uniformemente continua en D
si dada € > #, existe & > @ tol que ||x-y|| ¢ &
tmplica  ||f{x)-f(y)|| < €, para cualquier
par de puntos x,y en D.

Probemos el siguiente resultado:
Cualquier funcién lineal L R" » R" es uniformemente

continua en R". Puos dada L: R" = R™ lineal, existe una
matriz A = (ajy) de mxn tal que L(x) = Ax para x € ®".

Sea x = {x1,....%3) ¥y = L(x) = {yy,....Vn)
n m
Tenemos |{x||? = £ [x]? [Hyl1? = £ [wnl?
=1 1=1
Y1 } aig. . . Qyp X1
. . . . n
Como Yi = af1. . . Ofp . => y1 = £ ayyxg
. J=1 !
Ym Ont- « « QOmp Xn
: 2
n n n
= il ¢ [t Jayl Ixgl | ¢ |2 lagl? | | £ Il | -
§=1 J=1 3=1
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™M 3

[x|1?

iaulz ....... (1)

(por la desigualdad de Schwartz |a . b] ¢ ||a]| ||b]] a.ber")

Sumando las expresiones (1) correspondientes a
i =1,2,...m tenemos:

m m n
Hyl2 =2 qvil2 s TIx[1?2 | £ £ Jayl? ’
1=0 1=1 §=1
HeGO = TIvi s mibx]t ooveonins . (2)
m n 1/2
donde M = T £ fayl?
) 1=1 3=1

Con 1la expresidén (2), la continuidod uniforme de L
es fdcil de verificar pues dada € > 8, escogemos & = &/M
(suponiendo que lo tronsformacién no es la cero) entonces si

[lu-v|| <& u,veR"
[eCu)-L(v) || = JiLCu=v)}| ¢ mlju-v]]| < M8 = mE/M =€ v

6.3 DIFERENCIABILIDAD

En esta seccidn pretendemos enfrentar el problema de
presentar 1la definicidén de diferenciabilidad de una manera
diddctico eficiente. Es frecuente que los textos - quizé con
el énimo de facilitar las cosos - den la siguiente
definicidn:

"Sea f: D < R" + R®, decimos que f es diferenciable
en p € D, si existe una matriz T de mxn tal que:
|| f(p+h) - f(p) - Tni|
lim = g ."
h-@ linl]

Que puede no resultar una presentacidn adecuada,
puesto que la diferencial de una funcidén f en un punto p es
propiamente una transformacién 1lineal, una funcidn. Y si
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bien. es cierto que toda transformacién 1lineal es una
transformacién matriciol, matrices y funciones son objetos
matemdticos distintos, que ademds tienen connotaciones
claramente distintas para los alumnos. Las motrices son
pensadaos por los estudiantes como objetos de un cardcter més
bien estdtico: son arreglos de nimeros. Mientras que las
funciones son percibidas como un objeto dindmico: implican
variabilidad, cambio, movimiento.

Por otra parte, si se ha seguido 1la 1linea de
pensamiento del copitulo anterior y yo se ha estudiado el
materiol sobre Algebra lineal presentado en el capitulo 4, o
estas alturas, se tiene suficiente madurez matemética para
poder entender la definicidén de diferencial de una funcidn
en un punto en términos de transformaciones lineales; ya
que, o través de los casos de funciones de R a R, de R a R"
y de R" a R, los estudiantes han tenido la oportunidad de
fomiliarizarse con lo que supone, analitica y
geométricamente la diferenciabilidad entendido como aproxi-
macidn lineal local.

A sontinuacién se proponen textos que buscon logror
uno presentacidn odecuada al tema:

"Dada una funcidén f: D ¢ R" = K™ y un puntec p € O,
podemos considerar 1la diferencia f(p+h) - f(p) poara todas
aquelias h tales que p+h € D. Obsérvese que para cada h,
f(p+h) - f(p) es un punto de K"

Definicidn. Una funcidén f: D ¢ R" -+ W™ es diferen-
ciable en p € D, si existe una transformacidn lineal L RO-R"
tal que:

si (1) f(p+h) - f(p) - L(h) = R(h)
R(h)
= g . "

entonces (1i) lim
h+g | |n{]

Se puede senfolar que R(h) es el vector diferencia o
el error que se comete al aproximar la funcién f en una
vecindad del punto p, por la funcidén afin h ——f(p)+L(h).

"Ambas condiciones se pueden resumir en una pidiendo
que f(p+h) - f(p) - L(h)
lim = ¢ . "
h-+g [intl
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El siguiente teorema es muy importante pues nos
permite utilizar el material acerca de la diferenciabilidad
para 1las funciones reol valuadas en el estudio de 1u
diferenciabilidad de funciones vectoriales.

"Teorema 1. La funcién f: D ¢ R" -+ R" es diferencia-
ble en p € D si y sdélo si cada uno de sus funciones
coordenadas fi: D SR "+ R {i = 1,2,...m es diferenciable en
p € D.

Dem. Una funcidn L: R" -+ R" es 1lineal si y sélo si
cado una de sus funciones coordenadas es lineal. (cfr. capi-
tulo 4). Supongamos que f es diferenciocble en p €D
=» 3 L: R" + R™ lineal tal que:

(1) f(p+h) - f(p) - L(n) = R(h)

R(h)

(i1i) 1im
hag | |n]|

Considerando lo 1i-ésima coordenada de los vectores
involucrados en (i) obtenemos las siguientes expresiones en

términos de las funciones coordenadas para cada i=1,2,...m:
fi(p+h) - fi(p) - Li(nh) = Ry(h)
y como |Ry(h)| ¢ ||R(h)|| , pora cada 1 € {1,2,....m}
tenemos que: [Ri(n) [R(M)] |
g ¢ lim — ¢ lim ———— =
g (In| e [[n]]

fi es diferenciable en p i =12,...m,
Inversomente si cada funcidén coordenado de f es

diferencioble en p € D, entonces para caoda 1 = 1.,2,...m
existe una funcidn lineal Lj: R" <+ R tal que

(1)'  fi(p+h) - fi(p) - Li(h) = Ry(h)

Ri(h)
(i1)' 1im =
ng | |n]]
Definamos una funcién lineal L: R" -+ R" por:
L(h) = (Li(h), La(h),.......Ly(h))  h € R"
y consideremos R(h) = (Ry(h), Ra(h),.......,Ry(h})

(para aoquellos h € R" tales que p+h € D).
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Ahora (i)' y la manera en que hemos definido L:R"™-R"

implican que: f(p+h) - f(p) - L(h) = R(h)
y como |[R(h)||% = |Ri(h)[? + |Ro(R)]% +..... + |Rp(n) |2
Ri(h) ALIGMY
el hecho de que 1lim = @ implica que 1lim ———— =
heg | |n]] g |[n}|

por lo tanto f es diferenciable en p € D.

Se sigue inmediatamente de 1la definicién de
diferenciabilidad que las funciones lineales son
diferenciables en todo punto, pues dada L: R" » R", entonces
VpeR"

L{p+h) - L(p) - L(h) = L(p) + L(h) - L(p) Z g(h) = 0
R(h

i.e., R(h) = @ vy por lo tanto 1im
h-g ||h]|]|

Es decir, que para cualquier punto de R", la dife-
renciol de L en p es lo misma funcidén L, lo cual es claro,
pues para una funcién lineal su mejor aproximacién lineol en
una vecindad de cualquiera de sus puntos es ella misma."

Desde que se comenzé el estudio de la diferenciabi-
lidad, siempre se tuvo la preocupacién de que ésta implicara
la continuidad. Con el trabajo del capitulo anterior, esto
implicacidén pora el caso de las funciones vectoriales es
inmediota como corolario del teorema anterior.

"si f: D ¢ R" -+ R" es diferenciable en p € D,
entonces f es continua en p.

Dem. Como f es diferenciable en p, sus funciones
coordenadas son diferenciables en p, por resultcdos previos
de funciones real valuadas, esto implica que son continuas
en p, y por tanto la funcién f es continua en p.*

Otro resultado que hay que presentar es la unicidad
de la aproximacidén lineal a una funcidn:
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"$t f: D ¢ R'" - R" es diferenciable en p € D,
entonces existe uno unica funcidn lineal L: R" -» K", tal que

|1 £(p+n) - f(p) - L(n)]]
lim = @,

h-9 Hnll

’ Dicha funcidn lineal L: R" + R® esté dada por:
L(h) = Ly, p(h). Ly, pCh)oeeonin, o Lr p(h)) h eR

Dem. Si L: R" + R™ es lineal y satisface:
f(pth) - f(p) - L(h)
lim =
h-+g Hinll

Por 1la primera parte del Teorema 1, teniomos que
para i = 1,2,...m
fi(p+h) - fi(p) - Li(h) = Ry(h)

Ri(h)
lim
h+g ||h}]

y por el resultodo de unicidad que ya tenemos para el caso
de funciones real valuadas: las funciones Li: R" - R que son
las funciones coordenados de la funcién L, deben ser las
diferenciales en p de 1las correspondientes funciones
coordenadas de f. i.e. para 1=1,2,....m L = Lg , de
donde obtenemos la conclusidén deseada. "

Con estos antecedentes se justifica la terminologia
usual:

"si f: D ¢ R" -+ R" es diferenciaoble en p € D.
Entonces la Unica funcién 1lineal denotada por Lrp, que
satisface: o

[{f(p+n) - f(p) - Lrp(m)]
lim =
h-+28 IIntl

se llama "la" diferencicl de f en p."

A dn NG
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Se destacon nuevamente las conveniencias de la
notacién que se ha usado y recomendado consistentemente a 1o
largo del trabajo paro denotar a 1la diferenciol de una
funcidén en un punto: Lf,p- Al aparecer tonto la funcién como
el punto de manera explicita, la hacen una notacién
funcional para trobojor, por ejemplo, en las composiciones.
A su vez, el énfasis estd puesto en la letro L que pone de
manifiesto la naturolezo de la diferencial como una funciédn
lineal.

Conviene que 1los estudiontes sepan cdémo usar lo
notacién, un error que puede presentarse, por ejemplo, es
cuando se afirma que uno funcidn lineal L es diferenciable,
y que su diferencial en cada punto p € R" es ella
misma, algunos estudiantes podrian escribir lo anterior como
Lep = L(p) VpeE R". Lo que no tiene sentido, pues el lado
izquierdo es una funcidn, mientras que el lado derecho es un
vector de R, lo correcto es entonces escribir:

Lrp = L Y p € R",

Por ser la diferenciaol de una funcidén f en un punto
p; Lfp: R" - R" una funcién lineol, los estudiantes ya
estdn haobituados a asociar a dicha funcidn la motriz que la
representa. A esto vo dirigido el siguiente teorema:

Teorema 2. Si la funcién f: D ¢ R" » R" es diferen-
ciable en p € D, entonces todas las derivadas parciales

afy
( — ) (p) existen, y 1la motriz que representa a la di-
ax ferencial Ly, (con respecte a laos bases
canénicos de R" y R") es la motriz de mxn dada por:
[ afy ofy of,
— (p) — () . ... — (p)
Axq Ixg OXn
of; af2 af, ofy
— (p) —(p) . ... — (p) = | — (pP)
S%q X2 Axp 23]
2fn 3fn ofy
— (p) — (). ... — (p)
AX1 X3 AXp
L .
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Dem. Si f es diferencioble en p, entonces cada
funcién coordenada f; 1T § 1 ¢m tombién lo es, y por
resultados previos, los derivadaos parciales
ofy ’

— (p) 1¢J $n existen pora cada 1 € {1,2,...m} .
oXj

Tenemos entonces que para cada 1 $J § n:
Lrpley) = (Ley o (eg) Lr, p (e5)ionnn. o Lo p (e5))

of, af; ofy
= (— (p)y — (P)y .. v — (p))
oy dx§ oxy

Pero 1las coordenadas de Lﬁp (eJ) con respecto a la
base candénica de R" forma la j-ésima columna de la motriz
que representa a Ly, de donde se sigue la afirmacidén del
teorema.

Si f: D s R" ~+ R" es diferenciable en p € D, la
matriz de  mxn cuyas entradas son las derivadas

ofy
parciales [ — (p) ] se lloma la matriz Jocobiana de f en
oX§ p y lo denotamos por Jf,p.

Se observa que la matriz Jocobiana de una funcidn
diferenciable f: D ¢ R" - R" es una matriz de mxn, como
corresponde a cualquier matriz, que represente a una
transformacién lineal de R" a R"."

Los vectores Ly (e5)) € R" 1 ¢ J ¢ n cuyas
coordenadas formon las columnas de 1la matriz Jrp son
importantes en el estudio de una funcidén f: D € R" - R" que
sea ‘diferencioble en p € D. Una notacién especialmente
conveniente es denotarlos por:

of ofy ofy )

—(p) = (— (p), — (p),..... v o (p) ) = Lrp (&)
OX;j bXJ X ) oX§

Es una notacién conveniente porque sugiere que al

vector f(x) = (fi(x), fa(x),..., fu(x)) X = (X1, «..4Xp)
hay que derivarlo con respecto a 1la j-ésima wvariable
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mientras que las demds variables permanecen fijas, al modo
que se tenia para las funciones vectoricles de una variable;
en donde para derivar un vector se derivaba cada funcién
coordenada:

of d af, of3 ofp
— = — (f1.fa ... fp) = (— , — ..., , )
aXJ OXJ i X aXJ OXJ

Se puede incluso dar una interpretacién geométrica
itil para los estudiantes de los vectores

of
— (p), que se hard en el siguiente capitulo, como
OXj vectores tangentes a clertas curvas.

Ademds la notacidén anterior, permite una formulacidn
especialmente sencillo de olgunos resultados; concretamente
podemos reescribir a la diferencial Ly ,:

"Si h € R" h = (hy,hy,...,hp)
of of
Lf.p(h)‘l-f,p(h191+h292+~ .. +hgep)=hy — (p)+...+hy — (p)
AX1 Xy
La condicién que f: D & R" + R" fuese diferenciable
en p € D implicaba que: f(p+h)-f(p) ~ L¢p(h) = R(h)

of of of
i.e. f(p+h)-f(p) - [ h1—-—(p)+hz—-—(p)+-.-+hﬁ~—-(p)] = R(h)
ax1q A%y Axp
R(h)
1im = "
h-g  ||n]|

Aqui R(h) expresa una diferencic de vectores en R",
y osi escrita es fdlcil de recordar por la semejanza formal
que guarda con la expresidén que ya se conoce para el caso de
funciones real valuadas,

" - "Como. Uno consecuencia inmediota de lo que sucedia
en,. o1 casp . de, funpciones real valuadas, tenemos que la sola
existenciao de las derivadas parcioles

afy. o : :
— (p) 1T ¢ 1 ¢ m 1 ¢ § £ n no implica que la
axy funcién f sea diferenciable en p; pero al igual
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que entonces (y por los resultodos correspondientes) si las
derivadas parciocles existen en una vecindod del punto p y
son continuas en p, entonces s{ se satisface que f es dife-
renciable en p. Una funcidn f: D ¢ R" - R" cuyas derivados
parcioles existan y sean continuas en D, se dice que es
continuamente diferenciable en D, o que es c' en D. Tenemos
pues que cualquier funcidn ¢! en D es diferenciable en D.*

Seria Gtil sefolor a los estudiontes que cuando se
dice de una funcién f: D ¢ R" - R" que sus derivados
parcioles existen en algin punto p € D, hay que entender que’
si pensamos  en las funciones  coordenadas de f,
f = (f,f2,...,fy) estamos pidiendo que pora cada una de
ellas, 1las derivadas parciales con respecto a Xy,x2,....Xp
existan en p.

A manera de resumen, Se puede proponer a los
estudiantes un "esquemo operativo" como se hizo al hablar de
las funciones real valuadas de varias variables:

"Dada una funcidén f: D ¢ R" -+ R", calculaomos todas
sus derivadas parciales. En el conjunto D' € D en donde
todas las parciales sean continuas, la funcidn es
diferenciable.

Es decir, que L¢p existe para cada p € D' vy para
cada p € D', Lfp es la transformacién lineal representada
por la matriz Jacobiona de f en p."

El profesor tiene 1la experiencia de lo (til que
resulta disponer de "una interpretacidén geométrica de los
conceptos. Por ejemplo en el caso de una funcidén f: D € R+R,
si ésta es derivable en el punto p € D, asociamos a este
hecho la imagen de una curva en R? (que corresponde a la
gréfica de la funcién) y de una recta tongente o dicha curva
en el punto (p,f(p)). Mds ain, con el tratamiento que se
hizo de ese caso, los estudiantes han aprendido que para
puntos cercanos a p, la funcidén cuya gréfica es la recta’
tangente les asigna valores aproximados o los que les asigno’
la funcidn f.
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"Para el caso de una funcién f: D ¢ R” + R™ que seo
diferenciable en algin puntc p € D, puede resultar
conveniente pensar, no en lo ardficao de f (que seria una
especie de "superficie" en R" x R"), sino en la imogen de f
que consiste en una versidn distorsionada de D "metida" en
R". Al ser Lsfp R" - R" 1lineol, su imagen Ly, (R") es un
subespacio vectorial de R" que trosladomos ol punto f(p)eR™,
dicho subespacio vectorial trasladodo se -denomina espacio
tangente a lo imogen de f en el punto f{p)(Ver Figura 6.11).

l/\\-\! f e

i ~_af~\v/ 0 A

R" ~Lgp(RY)
trasladado
por f(p)

Figura 6.11%

Andlogomente para este c¢gso, paro puntos h  cerconos
a p, los volores que la funcidén lineal Ly, osigna o dichos
puntos estardn cercanos a las imdgenes de esos puntos bajo
f(p+h) - f(p). Técnicomente, la funcidn h —--—= f{pj+ls (h)
es una aproximacidn de primer orden o 1o funciodn
h —— f(p+h)."

De esta formao quedan cubiertas tanto la perspectivo
analitica como la geomdtrico de la diferenciabilidad para sl
coso de las funciones vectoriales.

Un elemento que facilita el oprendizoje de este tema
es remitirse o ejemplos numéricos especificos, a manera de
sugerencia se trobajaon dos de ellos:

"Ejemplo 1. Sea f:R*M-RZ f(x,y.z) = (2xP+y%+z, x-y?)
vemos quie los parciales de f son las funciones:

ofy ofy of4

- (X.\/,Z) = Lx . ("-sz) = 2V T <X‘le) =
ax oy ax’
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af; ' ofy of; ,
— {x,y,2) = 2x — (x,y,2) = -2y — (x,y.2) = 8
9x oy 0z

Como todos las parciales resultaron ser funciones
continuas sobre R® => f es diferenciable para cualquier
punto de R®, en particular si p = (#,1.2) tenemos que
Lf,(8,1,2) €5 la transformacidén lineal de R a R? representada
por la matriz:

Ofy af, of

— (0.1,2) — (9,1,2) — (8,1,2) g 2 1
X Ty oz

of> ofs of, .

— (#,1,2) — (8,1,2) — (8,1,2) g -2 ¢
oX oy oz

L i L J
Lf,(8,1,2) {(h) = g 2 1 hy = 2hy + hy
ha
g -2 @ hy -2hy

El hecho de que Lf, oproxima o f en una vecindad de
p, quiere decir que si h es pequeno, el punto de R? dado por
f(p) + Lgp(h) estd cercano al correspondiente dado por
f(p+h). Para fijar ideas, si h = {hq,h3, h3)=(9.91,0.63,0.62)
Lep(h) = (2(0.83)+08.02, -2(8.83)) = (#.98, -8.06)
f(p) = f(8,1,2) = (3,-1)
~ F(p) + Lrp(h) = (3.08, -1.06)
Mientras que f(p+h) = f(@.81,1.93,2.02) = (3.¢811, -1.0608)

Ejemplo 2. Consideremos la funcién f: R + R? dada
por f(x,y) = (|x-y|. x+y) las parcioles de f son:

ofy x-y ofy (x-y)
- (x.Y) = R (xlv) = -

ax [x-v| ay [x-y|
of; af,

—— (X|Y) = 1 _— (X.Y) = 1.

ax Ay



Laos parcicles de f existen y son continuas en el
complemento {( en Rz) de la recta y = x =) para cualquier
(x,y) € R® con x = y. f es diferenciable en (x,y). Si
(x,y) € R con x = ¥, lo matriz Jacobiana de f en (x,y)
estard dada entonces por

‘ Joafy dfy xX-y - (x-y)
v — (x.y) — (x.y)
% ay [x-y| [x-y|
I (xy) = =
. of; afy
2 — (x.y) — (x.y) 1 1
ax [:3%

=> si p = (x,y) € R® con x # y, la diferencial de f en p;
Lept R? -+ R? estd dada por:

(x-v) (x-y)
Leplh) = ( hy -
|x-v] |x-v|

hz, hy + hz )

si h = (hy,hy) € RS, »

167



CAPITULO 7.

LA REGLA DE LA CADENA.

Una de las aplicaciones mds utiles de la
presentacidén de la diferenciaobilidod en los términos en 1los
que se ha hecho en 1los copitulos anteriores, es la
simplicidad que toma la formulacién para la Regla de 1la
Cadena.

Es muy frecuente que en los textos de Cdlculo al
hablar de la manera de derivar parcialmente uno composicidn
de funciones de variaos variables proporcionen una lista de
posibles casos con uno fdérmula correspondiente para cado
caso,

A monerac de ejemplo, citemos un texto de la
literotura tradicional sobre el tema:

"Supéngase ...que f{u,v) es una funcién diferencia-
ble de u,v que a su vez son funciones diferenciables de una
voriable independiente x. Entonces..

df af du of dv

— e weema g e e

dx ou dx v dx

Considérese ohora 1la funcién f(u,v) cuondo u,v son
funciones diferenciables de dos voriables independientes
x,y. Entonces.. F{x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) es una funcidn
diferenciable de x,y cuyos derivadas parciales estdn dodas
por: ,

of of ou of v

— g e— m—— g —— ——

dx Au  Ax Av  ox

of of du af v

—— g e e e e
oy ou  dy dv  dy

i

Cuando flu,v,w) es diferenciable y u,v,w son
funciones de x, tenemos..
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df ~pf du of dv af dw

——m e e e e e

dx ou dx v  dx dw dx

Cuando u,v,w son funciomtes... de tres variables
X,yY.2 tenemos: fe.=2 fy ug + fy vy + fi wy
()
fy= fyuy + fy vy + fuwy
‘ fr= fuuz + fy vy + fow, "
(Brand, Louis. Cdlculo Avanzado. México, D. F CECSA: 1961;
cfr. pdg. 204 - 298).

Todos estos distintos casos quedan unificados al
presentar  la Regla de la Cadeno desde la perspectiva de las
transformacionc: lineales.

Los ingredientes necesarlos para esta presentocidn
son el tener claro el concepto mismo de composicidn de
funciones para funciones vectoriales de varilas variables:

"Definicidén. Sean g: EcRP A R"y f: D € R" - R"
tales que el dominio D de f contenga a la imogen g(E) de
g. Lo funcidn composicién f o g: E ¢ RP - R" estd definida
por:

(f o g){x) = flg{x)) x € E. (ver Figura 7.1)

Figura 7.1

Ejemplo 1. Sean g: R » ®R?, f: R™R? definidas como:

gty t2.t3) = (titg, tats) (t1.ta.t3) € R
f(x1,%2) = (sen xy, x1x2) (x1,%) € R?
Entonces

(f o g)(ts, tz»ts) flglty, ta. t3)) = Ftita, tats) =
= (sen(tity), titots).
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Ejeapio 2. §: & - Rf dnda por T{x,y} = (xy,2%,-y)

) S: W' - RS dodo por S(x,y.z) = (x-y.yz)
=y S a T: P2 - R°. Para coalcular la composicidén, S o T,
dadas los ecuaciones que describen o S y a T es conveniente
usar las mismas variables en ambas transformociones para
1designor a los puntos del espacio de "en medio™. Por tanto
si T maonda (x,y) en (r,s,t) y S manda (r,s,t) en (u,v) como

muestra la Figura 7.2, y si las ecuaciones para T y S son:

r = Xy U =1r —- s
T 108 = 2% S:
t o= -y t v = st
t
T
y T

Figura 7.2

Entonces S o T manda {x,y) en (u,v) y las ecuaciones
que describen a S o T estdn dadas por:

u = xy - 2x

v = -2xy

En este ejemplo particular tombién podemos formar .la
composicién T o S: R - ®’. Para dor las ecuaciones que
describen o esta composicidén podemos reformular ‘las
ecuaciones de las tronsformociones S y T en términos de
variables nuevas y suponer que S manda a (x,y.z) en (u,v) y
T manda a (u,v) en (r,s,t). De esta forma:
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Uu=x -y ro= uv

S: T: s = 2u
vV = yzZ t = -v
de donde
r=(x - y)yz
TosS = s = 2(x - vy)
t = -yz

Claramente, por otra parte, So T # T o S."
La Regla de la Cadena se enuncia entonces como:

"Sea g: E ¢ RP - BR" (E ¢ RP un conjunto ablerto),
y sea f: D < R"- R" (D < R un conjunto abierto), vy
g(E) € D. Sea F: E ¢ R + R" la funcidén composicidn de f y
g, i.e. F(t) = (f o g)(t) = f(g(t)) t €E.

Supongomos que g es diferencioble en o € E y f os
diferenciable en g{a) € D. Entonces F es diferenciable en a
y su diferenciol estd dada por:

(1) ..... LF,O = Lf.g(o) [o] Lg‘u

Y la matriz Jacobiaona de F en a, estd dada por el
siguiente producto de matrices:

(2)..... Jro = Jt‘,g(a) ‘Jg,a

Dem. Sea k = g(a+h)-g(a) '=> g(a)+k = g(a+h)
y (f o g) (ath) = f(g(a+h)) = f(g(a)+k).

Como f es diferenciable en g(a)
=> f(g(a)+k) - f(g(a)) - Lrg(k) = Ry(k)
Ri(k)
donde lim
ke | [k]]

A su vez, g es diferenciable en a
o k = g(a+h) - g(a) = Lg,a(h) + Ry(h)

Rz2(h)

donde 1lim
h-+@ HhH
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(f o g)(a+h)=f(g(a+n))=f(g(a)+k)=F(g(a))+Le g(a)(k)+Re(k)
= (f o g)(a) + Lf’g(o)(k) + Ry(k)

pero k = Lg q(h) + Ra(h)

“ {f o g)(a+h) = (f o g)(a) + Lega)Lg,a{h)+R2(N)) + Ry(k)
(f o g)(a+h) = (f o g)(a) + (Lf,g(u) o Lg,u)(h) + R(h)

donde (*)..... R(h) = Lt,g(0) {Rz(h)) + Ry(k).
Para probar que (f o g) es diferenciaoble en a,
bastaria probar que [ |R(n)]
im —— =
w8 |Inl]

Como f y g son diferenciables =)
[IRi(K) || < €]|k]| (s1 |{x]|] es suficientemente pequena)

FRa(n) || < &f|n]| (si ||n]] es suficientemente pequena)

El hecho de que las transformaciones lineales son de
Lipschitz (cfr. capitulo 6) nos permite saber que existe un
nimero M tol que:

[Lg,atn) || < m||n]}

Hitg@(Ra(h))]] ¢ M[[Ra(n)]]| (para cualquier h).

Como Lg.o{RY + Rz(h) <enemos que:

HkIL < m o]+ [(Ram 1] € m{[nl] + &lInl] < (e [n]].

Y usando este hecho en (#):

HRODIT ¢ |Lrg@Re(m] + [[RiCx)]]
< mira(n) ] + €flw]] < mel|n]] + eme)|{n}] < (2me1)E]|n]|
= IR} 7 |In]] ¢ (M + 1) €

Como € > @ es arbitrariamente pequefio
lrew) ||
=> lim ——— = §
h-+@ [{n]| => (por resultados del capfitulo 6)
F = (f o g) es diferenciable en o y su diferencial en o,
Lr,a . es la funcidén 1lineal Lgq: RP = R" doda por:

LFo = Lrgey ©  Lga

La expresién (2) se sigue de inmediato del hecho de
que la motriz de uno composicién de funciones lineales es el
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producto de las motrices, con lo que queda demostrado el
Teorema."

De la expresidn Jpg = Jrgp Jgo S€ pueden
obtener las formas de enunciar lo Regla de 1la Cadena que
agparecen en los textos. Yo que la entrada (1,j) de Jr 4 es
el producto punto del i-ésimo rengldén de Jrgq) vy 10
j-ésima columna de Jg,. Si denotamos o las variables en E
por t vy o las variables en D por x, tenemos que pora a € E:

OF afy 3Gy ofy Gl ™
(3)... — (a) = (g(a)) — (a)+...+ — (g(0)) — (0)
ot Ixy aty Xy aty

Es entonces en este momento cuando se puede
mencionaor a los estudiantes qua lo expresidn (3) es lo que
corresponde o las férmulas que presentan los libros al
hablar de lo Regla de la Cadeno. Aunque suele escribirse de
ung forma simplificada. El rozonamiehto que en el fondo se
hace y que es importonte hacerlo explicito o los estudiantes

es el siguiente:

Al consideror una funcién vectorigl f de m variobles
X{,...,%X;; Ccado uno de las cuales es funcidn de las

variables tq,...,t, la expresiédn:
(8). . FOq{tta, .o otpd oty ta o tp) e ety L tp))
lleva a considerar a f como funcidén de las variables
ti,...,t5. Si definimos una funcidn g: E ¢ R® - R como:
g(t1.....tp) = (%1, ... %) = (x1(t1,...,tp),....xm(t1...‘tp))’
(t1,....t5) € E.
Entonces (4) da los volores de la funcidn:
Fi E € BP ~» R, F(ty, ... .tp)=(F{tr, ... ). oo Bt oo b))
Flty, . .oatpg) = (Fog)(ty...,tp) (ty,...,t) € E.

La Regla de la Codena es simplificoda o la identidod
{compérese con (3}):

afy 3fy  axy afy  axy 3fy Xy
(5)... R et e RN Fo—
ot oxq Aty axz Ot Xy Aty
ofy oF;y AXy gy
Donda ~—— es reolmente — y —— egs realmente
ot oty ot oty



ofy

y s1 —— ha de evaluarse en t € RP usando (5)
atj
Iy ofy
entonces —— debe evaluarse en t y —— debe evaluarse en
btJ AXy
(X‘](t)‘ Xz(t)- LRI} xm(t))-

Una observacién muy importante para hacerla notar a
los estudiantes es que esta manera de enunciar la Regla de
la Cadena para el caso de funciones vectoriacles proporciona
unao auténtica generalizacidén de la Regla de la Cadena que se
manejaba en el Cdlculo elemental {de funciones reales de una
variable) en la forma:  dy [ dy ] [ dx ]

dt dx dt
"Sea g: R - R diferenciable en o € R. La diferencical
Lg.o estd definido como Lgo(h) = (g'(a))hy la matriz
Jocobiana de g en a es la motriz de I1x1: Jgq = {g'(0)).
Supongamos que f: R - R es diferenciable en g{a) entonces la
Reglo de la Cadeno implica que f o g es diferenciable en a.
Mds adn como
Jrge) = (F'{g(a))) v Jg,0 = (g'(a))
la expresidén (2) es una afirmocién acerca de matrices de
T x 1:
Jfog,0 = ((f o g)'(a)) = Jf,g(0)Jg,0 = (f'(g{a))) (g'(a))
i.e. (f o g)'(a) = f'(g(a))g’(a).
que es la forma elemental de la Regla de la Cadena.”

Con esta presentacién se tiene 1la ventujo de que los
estudiantes  pueden aplicar expresiones del tipo (5), que
operativomente resultan 1itiles, pero teniendo claro como
interpretar adecuadamente ese formalismo. Pues la expresidn .
{(5) es una versién simplificoda de (3) que permite
recordarla con mayor facilidad, pero tol como aparece
escrita, esté en términos menos precisos que lo (3). Es
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instructivo mostrar a los estudiantes el tipo de errores en
los que se puede incurrir cuando se efectuan manipulaciones
poco cuidadosas con expresiones del tipo (5):

"Considérese el siguiente "argumento":
Si z=f(x,y), vy=0(x,t) donde f y g son funciones real
valuadas. Entonces z estd definida como una funcidn de x,t.
Por la Regla de la Cadena: .
oz dz  ox 9z dy oz 9z 0y
(F) — 2 — — 4 — — = — = —

0} X dx Oy Ix oxX  dy X

9z Yy
entonces — — = @
oy X
En particular, si z = X% + Y; Yy =%+ t.
oz Ay
Entonces —— = 1 — = 1
oy ox
Q1 o= 8
El error del razonamiento anterior consiste en el
oz
abuso de notacidén que identifica — en la izquierda de (*)
X
az
con — en la derecha, cuando en realidad son can-
dx tidades distintos. S$i llamamos h al combio
de coordenadas: h

{x,t) —— (x,y), entonces el primero es

0 of of
— (foh){x,t) y el segundo es — (x,y) ( = — oh(x,t) )."
dx ox ox

Resulta fundomental 1lustrar el uso de la Regla de
la Cadena a través de ejemplos concretos:

"Ejéhplo‘3. g: R - R?

f: R -+ R?
gty tots) = (tytp, tats) (ty,t2.t3) € R )
fx1.%2) = (2x3 + %2°, 3% - x2) (x1.%2) € R
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la funcién composicidén F = f o g: R’ + R? esté dada por:
F(ti.ta.t3) = flg(ty, ta, t3)) = ftyty, taty)
= (2t4ty + tzztsz. 3t12t22 - tots).

De esto manera se puede calcular la matriz Jacobiana
de F en t o bien directamente o haciendo uso de la Regla de
la Cadena: Jrt = Jfget) Jg.t

Obsérvese que g(t) = (xi{(t), x(t))

con x1(t) = tit; x2(t) = totz
2 2x7(t) t; tq g
It = Jo.t =
6x1(t) -1 8 t3 ts
2 Qtots Wt ty B 2t 2t1+2t2t32 2t22t3 "
'0 JF't = =
6tqts -1 g ts ty 6t1t22 6t12—t3 -t3

Se puede hocer notar que, alternativamente, cada una
de 1las entradas de Jr se pueden calcular usando (5), por
ejemplo:
of4 ofy X1 afy A%y
—_—m e e ¢ - —— = 2%+ 2Xpty = 2t + 2t2t32.
oty 9X1 at; axp aty

Si se entiende 1la Justificacidn de esta manera
informal, por lo demd&s usual de trabajar, se puede hacer uso

de ella, yo que, como se menciond resulta Gtil operativa-
mente, '

"Ejemplo 4. Sean g: Ezg Rzzﬂ R?
f: R =+ R

donde E = {(ty,tz):tpta} ¢ definidas como
g(ty,t2) = ((t1-t2)"2, ty + t3) (ty.t3) € E
Flxx2) = ((xg + x12)/2, (xg - x12)/2) (x1,%7) € Rz-

La funcidn compuesta F = f o g: E € R -+ R? o5 dife-
renciaoble en E pues tanto g como f son diferenciables sobre

sus dominios. Podemos calcular la matriz Jacobiana Jg
escribiendo:
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x1(tt2) = (01-£2)"%  xp(ty.ty) =ty 4ty
y encontromos que:

oF, of 1 Oxq ofy Ix2 1 1
P e— W e— — o m—— = X‘] [-—_———. ] P 1
dt; Ay Oty  daxp oty 2(ty-ty)"2 2
1. 1 1 1

= (ty - )2 [———-———]+ = +— =1,

2(tq-tp) 2 2 2 2
dF1  ofy  oxq  ofy oxz -1 1
ARR I R UL RS PR
oty Xy oty ox; otp 2(t1—t2)v2 2

De la misma manera obtenemos que:

aF; oF;
— =8 — =
Aty oty
La maotriz Jacobiana Jr ¢ es la motriz identidad
I. ~ La diferencial de F en t, Lgy: R? + R? es 1la funcién
identidad."

Es 1nteresante resaltaor que para derivar funciones
compuestas, aun en casos mds complicados, se puede hacer a
partir del tratamiento propueste para la Regla de la Cadena.

Coqsidérese por ejemplo el siguiente conjunto de
ecuaciones u = f(x,y,z) z = g{x,y.t)
y = h{x,t).

Estas expresan o u como funcidn de x,t. Un diagroma
de la relacién entre las voriables seria:

X El sentido de 1la flecha

_,,4—””’/’/j;7 indica que se es variable

U e Z g independiente de la varia-
-~v-~\\§‘~::§ ¢ ble que aparece en el
y‘( lugar hacia donde se diri-

ge la flecha.
Figura 7.3

Introducimos tres transformaciones R,S,T toles que:
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estdn definidas como:
S:R°-R dada por

donde R.S,T

u=(SoToR)x,t)
T:®’+R® dada por

R:RZR> estd doda por

X = X X = X u = f(x,y,z)
R: y = h(x,t) T:4y =y
t=t z = g(x,y,t)
Esquemdticamente:
R T
(x,t) —— (x,y.t) — (x,y,2)
S
u
Para calcular las derivados parciales
ou du
— , — : encontramos la motriz Jacobiana:
ox ot :
du du
JsoTeR, (x,t) = { —_ — ]
% ot
Yy por lao Regla de la Cadena:
JIsoToR,(x,t) = IS, T(R(x.t))  ITR(xE) IR, (xt)
de donde obtenemos, omitiendo los argumentos:
1 8
of of of oh dh
we (2022 w |22
ox oy 0z ox ot
[} 1
1 g
g 1 @
Jr = 9g og g
ox 2y oz El producto de JgitJg da:

of ah af ag oh of 2g

of of og of dh of ag dh
[ e pn e

Ox 9z Ax dy Ox 9z Ay OX Ay ot 2z dy ot oz ot ]_
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qu ou
que es lo que se obtendria para [ - — ]

; ox ot
sl se utilizan las férmulos correspondientes de la Reglo de
la Cadena para este caso: u(x,t) = f(x, h{x,t), o{x,y.t)).

El hecho de que si f y g estdn definidas de manera
explicita; situocidén que se presenta con frecuencia en la
prdctica; se pueden calculor las derivadas parciales parao
f o g sin necesidod de la Regla de lo Ccdeno.'simplemente
obteniendo 1la expresidén para f o g en términos de las
variaobles ty, .... t,; hace que sean necesario motivar la
presentacidén de la Regla de la Cadena. Esto se puede hacer
sefialando lo importoncia conceptual que tiene ese resultado
para situaciones &n donde esa forma directa no es posible.

Como ejemplo concreto de lo anterior, estd 1la
generalizacién del Teoremo del Valor Medio:

"Teorema del Valor Medio. Sea f: D ¢ R™ » R" una
funcién diferenciable. D ¢ R" un conjunto abierto que
contiene a 1los puntos @ vy g+h y ol segmento que los une.
Entonces, para cualquier vector u € R", existe # ¢ @ ¢ 1 tal
que: (f(q+h) - £(q)) . u = Lrqeen (h) . u.

Dem. Lo funcidén f: D ¢ R" - R definida como
F(x) = (f{x)-f(q)) - u x €D

es diferencioble. Sea {ey,....,eq} la base candnica de R".
Se tiene entonces pora cada k = 1,....,m

of of
(»)..... —— (x} = — (x) . u=Lrx(e) . u xE€ED

AXy Axy

Ahora consideremos la funcién x: E ¢ R -+ R"
(8,11 ¢ E vy x(E) € D dada por x{t) = q + th
y consideremos lo composicién: F = F o x: E SR+ R
RN F
tr===x(t) = q + th —— F(q+th) = (f(q+th)—f(q)) . u

Fox
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F(t) = (F o x)(t) = T(x(t)) = F(q+th) = (f(q+th)-f(q)) . u
x es diferenciable en E y T es diferenciable en x{(t){(t € E)
F es diferenciable en E,

Y por loc Regla de la Cadena

of of 7
Jrt=F' (£)=3Fxity Ixt = {* (x(t))... — (X(t))] hy
AxX4 A%y hy
h = (hiiha, ..., hy) € R .
N
of of of
F'(t) = hy — (x{(t))+hy — (x(t))+...+ hy — (x{t))
31 %y Ay
of of . of
t.e. F'(t) = hy — (qg+th)+hy — (q+th)+...+ hy — (qith)
X4 Ay Xy
Por (*)
Fr{t) = (hibrgutn(e1)+holr qun(e2)+. .. .. +haly,getn{en)) . u =

= l—f.qﬂ:h(h) . u

El Teorema del Valor Medio aplicodo a F implica que
existe ® < © ¢ 1 tol que F(1) - F(8) = F'(8)

(flq+h)-f(q)) . u=F(1)-F(B)=F'(8)=Ls qegn(h) . u L.c.q.d.

, Un casoc particulor del teoremo onterior que aparece
cun frecuencia es cuando n = 1 y u = 1, E1 teorema aofirmaria
entonces que para cualesquiera dos puntos q,q+h en el
dominio de una funcién diferenciable f: D ¢ R® - R existe

'@ <8 ¢ 1 tal que f(g+h)-f(q) = Li qegnlh)

of af of :
Le,gron(h)= [—— (qg+6n) — (q+6h) ... — (q+6h) ] hy
OX1 ) 7) A%y ha
N

180



. of of
S f{q+h)-f(q) = hy — (q+6h)+...... + hy — (qg+6h)
X1 OXp '

De hecho el Teorema del Volor Medio del Cdlculo
elemental es a su vez un caso particular de este caso cuando
m-‘].“

En la enseflanza de las Maotemdticas un aprendizaje se
facilita si es posible acudir a algune interpretacidn
geométrica de forma que los estudiantes tengan una imagen
asociada al concepto que se pretende ensefar.

Es por esta razén que se propone introducir en este
curso, la interpretacidn de la diferencial de uno funcidn
vectoriol de varias variables que suele hacerse en la Geome-
tria diferencial. Yo que tiene la ventaja de ser de un cardc
ter muy geométrico y por otra parte, a estas alturos del
curso se dispone de todos los elementos necesorios para en-
tenderla. (cfr. por ejemplo, Do Carmo Manfredo P., Differen-
tial Geometry of Curves and Surfaces; Prentice-Hall,1976.)

"Dada una funcidn F: D ¢ R" -+ R" diferenciable.
Podemos interpretar th(h) de la siguiente manera:

Si consideramos una curva diferenciable «:{-£,€) » D
tal que o(@8)=p o'(@)=h. (Lo anterior siempre es posible,
pensemos por ejemplo en

o
t - p+th o:(-E,E) =+ D ¢ R")

Entonces por la Regla de la Cadena
lo funcidén B = F o o
B: (-€£,€) » R" as diferenciable
Y LF,p(h) = B’(G).
Esta definicién no depende de 1la eleccidn de la
curvao o mientras ésta satisfaga que: o(B) = p o' (@) = h.

Dem. Como o:(-E,E) » R" es diferencichle sobemos que

Lo, t{h) = Jo,th h € Ry Jy ¢ = (&' (t)) (a’'(t) colocado como
vector columna),
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Como F: D ¢ R® + R" es diferenciable,
: => B =F oo (-€,E)+ R" es diferenciable y
LB.~t(h) = JB.th h e€R con JB‘t = (B'(t))

A su vez, por la Regla de la Codena, si

B=Foux = JBt‘JFu(t) Jor.t

Jp,t = ) Lo (t)]

Evaluando en t = @

Ig,g = [B(8)] = Jro(g)[o'(B)] = Jrplh] = Lgp(h).

Esto prueba lo afirmacién: B'(8) = Lrp(h) y el
hecho de que la definicidén dada no depende de la eleccidn de
la curva o,

Es decir, que para calcular Lgp(h) pensamos en una
curva que pase por el punto p, con vector de velocidad h al
tiempo t = @ y restringimos F a los puntos sobre esa curvo,
de esta manera obtenemos una curva en R tal que al tiempo
t = @ pasa por el punto F(p), se calcula su vector de
velocidad al tiempo t =« @ y dicho vector de R' es
precisamente Lf o (h). (Ver Figura 7.4)."

B (9)= LF »(1)

F(p)

Lo interesante del resultado anterior, es que
permite interpretar 1la diferenclal de una funcién en un
punto en términos de un objeto que resulta muy familiar para
los estudiantes: el vector tangente a uno curva.

Figura 7.4
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