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ENTRODUCC1ON

Las gra&ficas son una de Jas herramientas mis utilizadas
actualmente en todas 1as ramas de las ciencias para hacer re-

presentaciones fisico-matemdticas; #stas ademds nos muestran,

en forma de dibujo, ta descripcidn de la realidad . visidle de
tedas aquellas formas, objetos, movimientos, materiales, etc.

Las graficas también sirven para realizar c8lculos  grificos

de elementos estructurales como se muestra en el presente
trabajo.

Tat vez sea repet:tr 10 que aparece en muchos de los traba
Jos de Mecdnica Aplicada, pero hemos guerido recopilar los mé
todos graficos que puedan ser mis Gtiles para el ingeniero eg
tructurista vy a 1os estudiantes de la carrera de ingenierva
civil i1nteresados en este tema.

El trabajo de i1nvestigacidn, ademss del an&tisis de los
teoremas de la estética grafica, contiene ejemplos précticos
que tlustran en forma clara y sencilla 1a aplicacién de estos
teoremas. Por otra parte, el trabajo se complementa con con-
ceptos importantes de los teoremas el3sticos y su aplicacién
a la socluci16n de los problemas hiperestaticos, &sta Gltima
parte, no estaba contemplada en principio para el presente
trabajo. Sin embargo, al encontrar que es posible l1a solucidn
de los problemas hiperestiticos utilizando tos métodos grsfi-
¢0sS, se opto por incluir ta solucidn de atgunos problemas que
pueden resolverse de una forma prictica y sencilla por estos
métogos. '

En su primer capftulio, el trabajo comienza con la defini
cidn de las propiedades de l1a estdtica y conceptos importan-
tes de los elementos estructurales y seguido.

Continua el segundo capftule con la parte que fundamenta
12 s0luci1dn de los problemas graficos, definiendose los teore
mas de composicidn y descompostcidn de fuerzas.

£1 capitulo tres contiene la determinacién grifica de di
ferentes figuras de 1os centros de gravedad y momentos de
inercia.

Los capftuios cvarto, gusnto vy sexto se dedican a la so-
lucién de vigas, armaduras y arcos respectivamente, aplicandg
se los principios defin:dos con anterioridad presentando ta
soluctdn de ejemplos practicos

€1 Gitimo capftulo hace una evaluacidn del tema de tesis
v ¢comentarios respectns al m:smo.

‘1



1. GENERAL1DADES

Para poder resolver 1os preblemas de ja Estitica Aplica-
da es necesario definir algunds conceptos importantes tales
como: concepto de estatica, accidn ge una fuerza, representa-
c18n grifica de una fuerza, reaccidn de una fuerza, elementos
de aplicaci1én, uniones, diagramas de cuerpo libre, condicio-
nes de isostitic:dad, estapilidad y grade de indeterminacidn
de una estructura, conceptos definigos en el presente capftu-
10,

1.1, Concepto de estitica

Estatica. En 105 textos es definida como una parte de la
mecanica que trata el equilibrio de o5 cuerpos sometidos a
1a acci1én de fuerzas que Jo solicitan; si actdan fuerzas en
varios puntos de un cuerpo sin gue causen movimiento alguno
se establece que el cuerpo esti en eqgu:iibrio. Por otra parte
,"1a estatica grafica se le denomina al conjunto de métodos
utilizados para 1a composic:én vy descomposici1dn de fuerzas,
asi como 1a investigacidn y enunctados de 1as condiciones que
deben cumplir las fuerzas, para que estén en equilibrio™ (i),

1.2, Accibén de una fuerza

La fuerza representa l1a accidn de un cuerpo sobre otro,
entendiendo por fuerza: toda causa capaz de producir o0 modifli
car el movimiento de un cuerpo. En la naturaleza encontramos
una extensa serie de fuerzas, 1as cuales se ejercen mediante
contacto directo o a distancia. Las fuerzas se clasifican con
d:ferentes criterios: segin su origen, su superficie de apti-
cacibén, la varijacidn en su accidn, etc,

Segin su origen tenemos entre otras 1as siguientes fuer-
zas: 1a gravedad, la sismfca, )Ja magné&t:ca y la catorffica
De estas fuerzas * {a de gravedad es ia mis importante por
que provoca un Movimiento Queé NOSOIrosS CONOCEMOS <COMO Peso.
En estado de equiiibrio, un cuerpo permanece estitico. Esto
es 2l movimiento creado por 1a gravedad es contrarrestado pofr
una reacc¢idn o una ser:e de ellas™(2).

1) Pautl Kililman " Escuela detl t&cnico mecinicoe® Eiementos de
grafoeststica : pag. 435

2} H Weerner Rosentnal " La €structura " pag. 2%



i.i.,;RepreaEhgéé(dn,q 4 ha fuerza :

or}pﬁ;ﬁaénltu&.”diréc,
5- caracter{sticas

Todas las €uerzas se >
. ei&n, sentido’: yi punto:deiaplicacidn,
pueden . representarse en:unvector,

) Hagnliud. £s-
unidades de peso (Xg.

Direccién. Es la’
fuerza tiende a mover. e)

Sentido, indica hacna donde se mueve l1a " fuerzai: es
hacia el cuerpo o en contra del musmo. su sentido se-indica
como mo positivo o negativo.. - L

Punto de aplicacién. Es el lugér donde actdan todas las
fuerzas de un cuerpo cualquiera, representado graficamente
por un segmento.

Para representar una fuerza, es necesaric que a partir
del punto de aplicacidn de la misma tracemos una recta en }a
direcec1én en que debe actuar. Para representar 1la magnitud,
tomamos sobre elia tantos segmentos iguales a 13 unidad comg
unidades de peso contiene la fuerza y en el extremo obtenido
trazamos una flecha, cuyo sentido representa !a accién de la
fuerza. E! namero de unidades de psso se representa por las
unidades de longitud y es llamada escala de fuerzas

La representacidn grifica de una fuerza se hace en la
fig. Y. En un punto A cualqutera, donde actia la fuerza F,
bajo un Sngulo oo respectc a 13 horizonttal CD, elegimos una
escala de fuerzas, 1a direcciéd4n es dadga por eice ,el sentido
por 13 flecha y la magnitud es el ndmero de segmentos iguaies
contenidos en la recta.

fig. |



1.4, Reaccidn de una fuerza

“En estitica no puede existir ninca una fuerza sola o
aislada; pues, en virtud de 1a ley del equilibrio, es preciso
que haya otra igual y contraria que la contrarreste® (3). Asf
como fue necesario conocer la fuerza por su accibébn o efecto;
1a reaccidn 1a encontramos en funcidn de la fuerza, pues  la
reaccién es i1gual a la fuerza pero de sentide contrarioc, es
aquf donde se presenta 1a estabilidad de 1los cuerpos. Por
ejemplo si¢ tenemos un cuerpo de peso P apoyado en una viga
fig.2, para que P esté§ en equilibrio es necesario una fuerza
R de 1gual magnitud a P pero de sentido contrario; que a su
vez se descompone en las reacciones parciales R y R2 en los’
apoyos.

P

[}

R
R R2
fig.2

1.5, Eiementos de aplicacién

En los problemas que resuelve la Esthtica Aplicada, las
fuerzas actdan sobre elementos que transmiten sus efectos a
otros cuerpos, siendo 1os elementos tambi&n cuerpos ffsicos
que para facilitar el anslisis se simplifican presentSndolos
de manera idealizada, logrando asf una representacidn mis sim
ple del problema real. Los elementos de aplicaciébn mis impor:
tantes son: E1 punto material o particula 4 e! cuerpo rfgido
y 1a barra.

a} Punto material

Se |lama punto material a un cuerpo de dimensiones tan
pequefias que su masa y su peso pueden considerarse concentra-
dos en un punto. Esto es, al realizar el anflisis meclnico de
un cuerpo puede considerarse que las fuerzas actuantes en &1
estAn concentradas en un punto y el resultado de este anfili-
sis no se altera por 13 consideraci5n hecha ig.3.

& l/Fz £1 F2

~E3 * e F3

gs ) toan F4

{3) Enrique Rodén " LO que no encontré en 1os tratados de .--
construccidn”® p&g.6



b) - Cuerpo rfgido

Se llama cuerpo rfgido a aquel que ante cualquier solici
taci1én exterior de fuerzas no modifica 1a distancia. retlativa
que existe entre dos puntos A, B “~cualesquiera .dentro de &1
fig.4, Esto es, el cuerpo no sufre ninguna deformacidn por la
aplicacisn de fuerzas.

Un cuerpo en 1a real:daa, al aplicarsele fuerzas exterio
res sijempre resulta deformado en diferentes escalas, tas de-
formaciones estaAn en funcidn de 13 rigidez del cuerpo vy la
magnitud de Jas fuerzas aplicadas a &ste, pero estd simplifi-
caci1én de considerar como cuerpn rigido indeformable, sblo se
acepta s1 los resultados del anSlisis son de rango menor que
tos maximos tolerados.

F2

Fi d; F3

iy

¢) La barra

La parra es un cuerpo de tres dimensiones pero que dos -
de ellas son mucho menores que la tercera fig.5; 1a barra se
representa por su eje longitudinal aque representa el eje de
simetrfa de! cuerpo, o es el lugar geométrico de los centros
de g avedad de cada una de las secciones transversales. Exis-
ten barras de eje curvo y recto bisicamente.

€je de 1a barra centros de gravedad

f19.5

Un conjunto de barras forma un sistema cuando para el
anflisis de uno de sus elementos es necesario analizar todo
el sistema. La f1g.& presenta dos esquemas uno de elios forma

un sistema y el otro no. '{H\/F'Z m ‘__H':
F3
AN Lo
(b}

fig.s (3)
‘9 Forma sistema No forma sisma



1.6, Uniones

Las uniones son los elementos que-ligan una barra con un
cuerpo rigido, con el sistema tierra o bien con otra barra,la
funcién de 1as uniones es restringir algunos © todos 1os des-
plazamientos entre los elementos que unen, de aquf resulta ne
cesario definir el grado de libertad: siendo el ndmero de
posibilidades de desplazamientos independientes que tiene el
cuerpo, 8stos pueden ser lineales (Jx’ J dz )., o bien
angulares (fx, Sy, $#z ). De lo anterior se deduce que un
sistema en el espacio, stn ninguna unidn, tiene 6 grados de
libertad. €n la tabla 1 se muestran los tipos de uniones en
el plano m&s comGnes, ¢On suS uniones y desplazamientos res-
pectivos,

Tabla {. Tipo de uniones en el plano

Tipo de unién apoyo ApoyYo Articu- empotra nudo
directo libre facién miento Jelsstico
5 IF IF IF

e e D]

p—y -

Esquema Nz F

; dx # 0 # 0 =0 =0 = 0
Despla- dy =10 = 0 =0 =0 =0
zamiento |P #0 # 0 £ 0 =0 =0
Rx =0 =10 + 0 + 0 £ 0
; Ry #0 # 0 # 0 £ 0 # 0
Reaccidn M =9 =0 =0 =0 £ 0

{.7. Diagrama de cuerpo libre

Al quitar ta unidn que liga un elemento de aplicacidn al
sistema tierra (fig.73), es necesario equilibrar el sistema
aplicando las reacciones necesarias para mantener el equiti-
brio de la viga sometida a una carga un)formemente distribui-
da y una fuerza oblicua F. Al sustituir todas 1las uniones,
para mantener el equilibric es necesario aplicar ias reaccig
nes que muestra e} esquema de la fig.7b.

1
Fy |
F M21 M23 !
W \ ) ( Fx__Jd
B B = T Ry
R1 th R3
(a) (by



1.8, Condiciones de" |sostat$cidad, eutnb||ldad Yy grado
. de lndetermlnacién devuna eéstructura,

Estas caraéterrtlcas de fas es!ruq/uras las podemus co-
nocer :por: el nimero 'y ta d:spusucrbn deisy apoyos, elem!ntos
Y unlones. .

- Se dice que un sistema estructural es isqét5tico sl &ste
puede resolverse a partic de las ~ecuaciones ‘de)l -equilibrio
que establece ta teorTa de 12 estitica, cuando no es . posible

‘..resolver e) problema por esta.teorfa se hace necesario apli-

car la teorfa elféistica.

Una estructura es inestable si tiene menosr reacciones de
fas requeridas ‘para mantener el equilibrio., Se dice que si
una estructura es estable para condiciones particulares de
carga, pero inestables para condiciones generales, la estruc-
tura serd inestable fig,8a.

() (b} (e)
fig.8

--Los sistemas de tas figuras 8a y 8b son inestablies por
que 5510 tienen dos reacciones y para que haya equilibria es
table, como minimo se requ.eren tres reacciones; ademss en el
caso de la fig.8a no se cumple el equilibrio horizontal. Cuan
do se coloca una articulacidn a un sistema que es estable, en
fa articulacidn el momento es nulae, por lo gque el sistema se
nace inestable y es necesar:o colocar por io menos un elemen-
to adiciona) de reaccidn fig.8¢c. Para que el sistema sea esta
ble, concluimos Aue una estructura estiticamente determinada
es aguella cuyas reacciones se pueden calcular a partir
de Yas ecuaciones del equitibrio. Es decir cuando el némero
de incégnitas es igual al namero de ecuacsones el sistema es
isoststico o estSticamente determinado. La fig. % tiene tres
reacciones y tres ecuaciones por (o cual cumple las condicic~
nes de la isostaticirdad.



ARx

‘Rr

- .. fig.9

F

“aaasSil.el ndmero de incégnitas ‘es méydrvque el. nGtmero de ecua
se-dice que el sistema-es‘estiticamente.indetermina
teniendo .un ' nGmero_ infinito de soluciones (fig.10)"

‘cione

S

Criterio para .determinar el

fig. 10

estabilidad de-una viga. (Ver fig.i1)

a) si
D). Si
¢} Si

Donde

r

r

<

3+c
3+c

3sc

nimero de reacciones o IO
ndmero de condiciones adicionales-o anticulacio

ta viga
la viga

\a viga

T

¥

4
g

!

&

1

3
4
|
A% {(by 5

—(2

1

Fig. it

1
fle— (o) 6
! !

L

£

frs

grado de ~ indeterminacidn

et inestable
es ‘isostitica

es hiperestitica

incégnitas

{(a8) 5 ¢ 3+3 .inest

> 3 ihipérestﬂtico.

do

o




incsgnitas es
barras, ‘cada nudo

En una armadura flg.ia,~él;ﬁﬁmérb:toté],de
el namero de reacciones :mis el nimeroide
tiene dos. ecuaciones de equlllbrio.

Criterio paraidg(érmihér
determinacidn. de: una:armadura

a}:si ber ¢ 2 .0 ,~iné$t$b|g g
B) Si bar = 2) . isostatice
€) Siber > 2 hl'perestétylc‘o“
Donde - b nGmero de barras .

r = némero de reacciones .
J .= namero de articulaciones

(a) 1343 = 2x8 "=~ isost8tico

(b} 94+2 ¢ 2x6

b
‘& (c) 9+4 > 2x8

(d) 16+3 > 2x6 - “hipereststicorinterno

fig.12

Cuando ta hiperestaticidad depende. de _una.reaccién o apo
yo es exterior, como en el caso de 1a fig.12c. Cuando la hi-
perestaticidad depende de una barra, 13 hiperestaticidad es
interior (fig.t1ad).



2. ANALISISVGRAFlCO DE COMPOSICION Y DESCOMPOSICION
DE FUERZAS EN EL PLANO.

a.i. Composicién de fuerzas.

2.1.1, Resultante de fuerzas concurrentes y concepto
de polifgono de fuerzas.

En e) punto A de un cuerpo cualquiera (fig.13a), actGan
tas fuerzas F12, ( debe entenderse fuerza F! y F2, en 10 suce
sivo se utilizari ests notac:én}, representadas gr&ficamente
por 105 segmentos AD y AB respectivamente. Si deseamos encon-
trar la fuerza resultante R de las dos fuerzas actuantes, la
podemos determinar trazando el polfgono ABCD que resulta al
trazar las lineas BC igual y paralelas a AD e DC igual y para
tela a AB. La resultante R se obtiene al unir los puntos A
con C, cuya diagonal representa en magnitud, direcciédn y sen-
tido la fuerza resultante R. El polfgono ABCD recibe el nom-
bre de paralelograma de fuerzas.

. c B F1 Cc
N, 0 ¢ A4
D A FT D AN’
(a) (b) (c)
fig.13
Por lo regular no se traza el paraielograma de fuerzas

pues se trabaja mds ¥y no es necesario, podemos encontrar la
fuerza resultante trazando el tridngulo de fuerzas ADC (fig.
13b). o el tri&ngulo ABC (fig.13¢), ahorrando trabajo de didu
Jjo. Los trisdngulos ADC y ABC se construyen trasladando parale
tamente una fuerza hasta que el punto de aplicacidn coincida
con el extremo de la otra fuerza que permanece fija en su pun
to de aplicacidn rnrcial A, al unir el punto inictal A, con
el extremo C, encontramos la fuer2a resultante R que tiene
sentido contrario a la de sus 405 c¢omdonentes en el contorno
del triingulo.

Al cambiar el sentido de la resultante en la fig.13, las

10

flechas gque indican tos sentidos de Fi, F2 y R tenarfan en su. -

contorno el mismo sentide, obteniendo una fuerza resyltante
de ac=18n nula, entonces se dice <que el sistema esti en-equli
Tibrio; esta prop:edad se enuncia como:



" Si tres fuerzas concurrentes con diferentes |fneas . de
accién se equilibran, se puede componer.en n trifngulo  de
fuerzas con un sentido constante en su contorno® (4}.

Cuando varias fuerzas concurrentes F1234 actfian en el
punto A, podemos encontrar ta resultante construyendo los
paralelogramos sucesivos de fuerzas. Para la composicién de
cada una de las resultantes parciales ri23 (fig.t14a), cons-
truimos los triSngules sucesivos de fuerzas, obteniendo el
mismo resultando (fig.14.b); construyendo el polfgono de fuer
zas, el trazo se simplifica aun mis que el anterior, para
ello acumulamos cada una de las fuerzas en el extremo de la
que le precede, sin neces:dad de trazar las resultantes par-
cirales ri123, basta con trazar ta resultante tetal R, ( véase
fig.14c), en la cual se observa ademss que e) orden como se
coloquen las fuerzas nco hace que cambie el resultado de R, en
todo caso e! tado AE, que cierra e} polfgono, representa lta -
fuerza resultante en magnitud direccidén y sentido. Al igual
qQue en el tridnguto de fuerzas, aquf la +fuerza resultante
tambi&n tiene sentido contrario a las componentes que forman
el contorno del polfgono de fuerzas, si cambiamos el sentido
de }a resultante obtenemos un polfgono cerradeo, teniendo en-
tonces una fuerza resultante de acci6n nula, estableciende
el equilibrio en el sistema de fuerzas, concluyendo gue:

"El orden como se coloquen las fuerzas es indiferentes,
siempre que se consideren todas las componentes, partiendo
del origen, siempre se tlega a un punto extremo £, obteniendo
la misma 1Tnea de crerre” (5).

“Para gque el sistema de fuerzas se encuentre en equili-
brio es necesario que e! extremo de 13 4ditima fuerza coincida
con el extremo de 1a primera, todas cen el mismo sentido, es
decir R = O" {6)

2.1.2. Composicién de fusrzam qua wotdan wn 1w miwma 17-
nea de accibn.

Cuando nos encontramos con fuerzas que actfian sobre-la.mis

ma 1Tnea de acci1dén y en el mismo sentido (fig.15a), el poli-

fig.14

{4) Otto Henkel "EstStica Apl|cada“. ! R pag;19
(5) Paul Killman "Esc. del T&cnico; Heesnico" Phg.442
(6) Jaime Torres H. “Mec;nnca,kp}uc;da'vg CLniioo pag.es




gono - de fuerzas es una recta igual a 1a -suma . de.  todas las
fuerzas .que componen el sistema, 1o cual representa la fuerza
resultante R en todas sus caracterfsticas,. magnitud;: - direc-
¢idn y sentido: donde R = F1+F24F34FA44F5 = OA: R CE e

'Si las fuerzas actdan en 1a misma 1Tnea de accidn, .. pero
de diferente 'sentido, la resultante -1a encontraremos haciendo
la suma algebraica correspondiente al sistema de fuerzas, su-
mamos . las fuerzas del mismo sentido-y efectuamos. en seguida
la diferencia, la solucidn graéfica es la mostrada en la fig.
16b, donde R = (F1+4F3+F6) - (F2+FA4+F5). = BC, si no existe di
ferencia el sistema ests en equilibrio.

OFi, F2 _F3 FA_ F5A AFs FA, F20 F1 . F3 :L‘Fbc
[ B et s § i * >
R N X . X R
+ ~

(a) (b)

fig.15

2.1.3., Resultante de fuerzas no concurrentes utilizando
el punto de encuentro.

Cuando se presenta el caso de componer varias fuerzas de
un sistema F1234, no concurrentes (fig.18), aplicadas en 1tlos
puntos ABC; 1a fuerza resultante R, se puede encontrar en mag
nitud,direccidn y sentido, vali&ndonos del siguiente princi-
pio: " El punto de aplicacién d2 una fuerza lo podemos trasla
dar a otro diferente 2n su |fnea de accién, pero el nuevo pun
to de aplicaciédn debe estar unido al cuerpo invariablemente",

La composicidn de las fuerzas se realiza en la fig.16 de
1a siguiente manera: para componer las fuerzas Fi y F2 no te-
nemos ningdn problema, pues tienen el mismo punto de aplica-
cién A, obtenemos 1a resultante parcial r! utilizande el para
lelogramo de fuerzas. Logrado esto, componemos las fuerzas ri
y F3, prolongindolas siguiendo sus correspondientes lfneas de
accidén hasta que se crucen en un punto N, 31 cual traslada-
mos 1a magnitud de cada una de estas fuerras, encontramos r2-
con 21 auxilio del paralelograma de fuerzas. Siguiendc el
mismo procedimiento prolongamos las !|fneas de acc:Sn de r2 vy

F4 que se cortan en el punto M, al cual tlevamos las magnitu-
des de las fuerzas y encontramos 1a fuerza r3 = R. Fuerza
resultante buscada, el trazo se agi1liza utitizando e) trifn-

gulo de fuerzas, no se hizs as! para hacerlo m&s entendible,

12



4
f1g.16

2.1.4, Resultante ae fuerzas no concurrentes, aplicando
los polfgonos vectorial y funicular,
a). Principio del polfgono funicular

Cuando deseamos encontrar
fuerzas F123,

1a resultante de un sistema de
coplanares y no concurrentes (fig.iT),

1a
posicidn de este tipo de fuerzas se puede realizar utilizando
la construccién
en et

com-
grifica del polfgono funicular, gque se basa
siQuiene andiisis,

F \

{3}

tig.17

Er un punto 1 cuh\quiéra sobre la' 1Tnea de accién Fi, po
demos descomponer dicha. .fuerza.en las componentes { vy 2,

que
son coplanares.y. concurrentes-en el punto |} en el punto J lg




calizado sobre la linea de accidn de Ff2, descompeonemos esta
fuerza en-tas componentes 2°. y 3, de tal forma que 2’ resulte
colineal, igual y contraria a la componante 2; finalmente en
K, sobre la ifnea de acciédn F3, se descompone esta fuerza en
Yas' componentes 3 y 4, donde 3° es colineal, igua! y contra-
ria a 3. Con esta construccibdn del sistema de fuerzas origi-
nal se reduce a las componentes t y 4 que determinan la fuer
22 resultante buscada, pues 1as componentes 2, 2° y 3, 3°,
anulan  su accién poer ser iguales en magnitud, de sentidos
opuestos y actian sobre la misma lfnea de accidn.

b) Principio del polfgono vectorial

De un sistema de fuerzas se obtiene el poligono de fuer-
Zas mostrando en la fig.18, para formar el polfgono vectorial
o de Varignon, descomponemos cada una de las fuerzas F123, en
suys correspondientes componentes: F1 en 1 y 2, las cuales se
intersectan en un punto O !lamado oolo, gQue forma el tridngu-
10 ABO; en sequida F2 en 2° y 3, de tal forma que 2° sea
1guatl, colineal y cpuesta a su homologa 2, obteniendo el
trisngulio BCO y por Gltimo F3 en 3° y 4, donde 3° sea igual,
celineal y contraria a 3, formando el trilngulo COD, Con 1ia
construccidn real zada, al i1guatl que en el polfgono funicular
las componentes homotogas 2, 2‘ y 3, 3’ resultan de accidn
nula, siendo las compenentes 1 y 4 fas que determinan la fuer
za resultante R, A

ﬁLt‘Ia..;-k
8 0

FZW
C

F3D

fig.18
¢) Composiciédn de fuerzas no concurrentes

Para obtener la resultante de es:e tipo de fuerzas, pode
mos determinalta sin hacer uso de 1os puntos de encuentro, tal
como se realizd en (2.1.3.), para ello utilizames los princi-
pios de tos poligonos vectorijal y funicular,

De un sistema ce fuerzas Fi234 (fiqg 19a) trazamo= el po
1 igono de fuerzas de ta misma manera cemo Se realizd para un
sistema de fuerzas concurrentes; aunque tas fuerzas no son
concurrentes, las fuerzas se puede resclver asf, gracias al
principro que establece que: "Por la trasiacién de una fuerza
no cambia 1a magnitud n1 la dreccdn ", £n ta fi19. 196 cons-
truimos e! polfgono se fuerzas zcumulando cada una de ealias
en e} extremo de 13 fuerza que le precede hasta llevarias to-
das paraielas a las fuerzas dadas, y uniendo e! punto inicial
con el extremo final,obtenemos la fuerza resultante R, en mag

14



nitud direccibdn y sentido. £n un punto cuatquiera fuera del
polfgono de fuerzas marcamos un punto O, llamado polo unimos
este punto ¢on cada uno de 105 puntos ABCDE, obteniendo las
componentes de cada una de l1as fuerzas segin el principio del
polfgono vectorial; a los segmentos OA, OB, OC, OD y OE los
l1amamos {, 2, 3, 4 vy 5 respectivamente, a 8stos se les deno-
mina radios vectores y en conjunto haz de radios; realizadd
&sto, con los radios vectores formamos el polfgono funicular
transportando cada uno de 1os radios paralelamente hasta que
corten las fuerzas en la siguiente forma: el vector 1{ corta
F1 en 1, a partir ae ] trazamos 2 que corta F2 en J, desde J,
trazamos 3 que corta F3 en X, a part:.r de X trazamos 4 Qgue
corta F4 en L y desde L trazamos 5 que i1ntersecta el vector 1
en un punto M, donde pasard la fuerza resulitante R determ-
nando su linea de accidn.

Como se enunciar§ en los principios de los polfgonos fu-
nicular y vectorial 1a descomposiciédn de cada una de las fuer
zas Fi1, F2, F3 y FA en las componentes a, -a, -b, ¢, -¢, d,
-d,y e; de las que tenemos que: a, -a; ¢, -c; y d, -d, tienen
1a misma Ifnea de accidn, son iguales y de sentidos contra-
rios, por lo que las componentes -b Yy e, en este caso particy
cular son 1as que determinan el valor de la resultante.

(a) (p)
fig.19

Si pretendemos equilibrar el sistema de fuerzas F1234,
(fig.19a), es necesario aplicar una fuerza F5, de magnitud
igual a R, pero de sentido contrario, con 1o cua! obtenemos
un polfgono cerrado, donde F5 actGa de E a A equilibrando el
sistema de fuerzas dado. :

2.1.5. Traslacién del polo y propiedades de los polfgonos
vectorial y funicular

"El punto donde se coloque el polo, respecto al polfgono

15



de  fuerzas es arbitrario, es indiferente cualquiera.que &ste
sea, de tal manera que Ya 1inea de accidn para la -resultante
sea.‘ta.misma®, :

En-un sistema. de fuerzas F1234 {fig.20) que -actGan en
‘puntos diferentes, trazamos el poligono de fuerzas; utilizan-
do diferentes posiciones del polo O y O’ trazamos los radios
vectores 12345 y 1°2°2°4°5* correspondientes a:cada  posicidn
de 1os polos. Los trasladamos al sistema de fuerzas forman-
do:dos polfgonoes funiculares, los vectores ' , 5 y {°,5° de-
terminan la misma 1fnea de accidn. de 1la resultante, con lo

_cual queda demostrado el enunciado anterior,

. ta distancia polar L, es la distancia.: normal - que - hay
desde la fuerza resultante al pole O, o a una fuerza resultan
te parciatl.

La - lfnea recta que une los polos O y O0‘ de los polfgonos
vectoriales se 1lama 1fnea de polos,

La 1fnea de homologfa ests determinada por los  lados
nomélogos del polfgono funicular que se intersecta en los pun
tos P12345. Los 1ados homdlogos corresponden a la misma compo
nente, de una fuerza determinada por 1los polos diferentes
{y-1’, 2-27,3-3’,4-4’), el eje de homologla es paralelo a la
1inea de polos.

Linea de homologio FI F2 F3

Linea de polos

(a) TS

fig.20
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2.1.6. Resultante de varias fuerzas paralelas
con diferentes puntos de aplicacién,

a) Fuerzas que actGan en un &8lo. sentido

La composicibébn de un sistema de fuerzas paraielas se
realiza de la misma forma como se hizé para las fuerzas no
concurrentes; pues estas fuerzas son del mismo género y por
lo tanto se utiliza el mismo principio de los polfgonos vec-
torial y funicutar,

En e! sistema de fuerza F12345 que actiGan seqgGn muestra
fig. 21a, trazamos el poifgono vectorial que en este caso es
una recta de magnitud igual a la suma de cada una de las fuer
zas dadas (fig. 2!b), marcando un polio O, determinamos el haz
de radios 1234%56,que trasiadamos paralelamente hasta el siste
ma de fuerzas, de 1a forma ya conocida, enceontrando la 1Tnea
de accibén de ta fuerza resultante R, con ‘o cual el problema
queda resuelto,

fig.21

b) Fuerzas que actGan en diferentes sentidos

En caso de que tengamos fuerzas paralelas pero de senti-
do contrario (fig.223), procedemos de 1a siguiente forma para
su composicién: trazamos el polfgono vectorial (fig. 22b) e
vando cada una de las fuerzas dadas sobre una tfnea paralela
al polfgono de fuerzas; separando cada una de ellas para en-
contrar con mayor claridad la fuerza resultante R, unimos
cada punto de estas fuerzas a un polo O cualquiera, cuyas
rectas determinan e! haz de radios, que al trasladarles para-
lelamente al sistema de fuerzas obtenemos la linea de accién

donde actda R,

17



y desiguales entre sf, la resultan(g‘eé exterjor e
cién a tas componentes, como.se:muestr. ]

(b)

(a) .
fig.23

2.2, Descomposicién de fuerzas

2.2.1. Determinacién de dos componentes de una
fuerza F, conocidas sus Ifneas de accidn.

Una fuerza Ff podemos descomponerla en dos componentes
ortogonales Fi{ y F2 concurrentes y coplanares, sblo si cumple
entre otras condiciones que sean sdlo dos las componentes vy
que se conozca Su 1inea de accién sobre 1a cual actdan las
componentes, As?, si la fuerza F act@a en un punto A donde
concurren Fi1 y F2 (fig. 24}, las componentes actdan seqdn las
1fneas de acc:tén 11 y 12, Para determinar la magnitud y direg
cidn basta con costruir el paralelogramo cde fuerzas ABCD , o
el triSngulo ADC.

11




De la_solucién grafica obtenida, tenemos que este problema es
estfiticamente determinado y presenta solucidn Gnica.

2.2.2. Obtencisn de una componente conocidas una de ullas
Yy su resultante

Cuando conocemos la lfnea de acc'4n y 1a magnitud de una
componente Fi, podemos determinar la otra componente F2 en
magnitud direccidn ¥y sentido construyendo el trisngulo de
fuerzas ABC, desde luego F es conocida. El punto de aplica-
cidn de F2 se localiza en el punto de encuentro de las fuer-
zas FY , F y 1a magnitud queda determinada por el segmento AC
(tig .2%5).

Fi
—Ey \
A \
\
FZ\/E/

fig.25

2..2.3. Conocidas las magnitudes de dos componentes
determinar las direcciones y sentidos

£l problema de determinar las dircecciones y sentidos de
dos componentes conecidas sus magnitudes, es estAticamente
determinade sd10o si cumplie con Ia condicidn F1 + F2 > F, Si
tenemos Fi y F2 de magnitudes AB y BC respectivamente y una
resultante F (fig.26). Para resolver el problema trazamos con
un comp&s arcos de cTrculo cuyos radios sean AB y BC, apoya-
mos en el extremo y origen de F. Las componentes buscadas F1{
y F2 quedan determinhadas por la intersecci186n de estos arcos
como se puede observar en la figura, donde el problema tiene
como solucidn Fi y F2 & Fi° y F2°, con lo «cual el problema
tiene dos soluciones.

tig. 26
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E) ‘problema presenta.solucidn . dnica sélo si Léisuma'élggi,

braica de las componentes es jgual a la fuerza:F:o sea F
4+ -F2-0 bien F =-F2a: - F1{ (fig.27).. L

—E—
' E—w + £2
Fl s lel ¢ Fl i
fig.27 }gﬂés'

Si 1a suma algebraica de las fuerzas :componentes es me-
nor:que la fuerza resultante F, entonces los arcos no se cor-
tan en ning@in punto por 1o que tenemos.un. probiema estitica-
mente indeterminado (fig.28).

2.2.4,Dada 1a magnitud de una componente y 1a direcolén
para la otra resolver el problema

Si conocemos la fuerza F en magnitud, direccifén y senti-
do 1a Iftnea de acciédn 1t y la magnitud BC de otra componente
f2 se pueden encontrar las partes faltantes que constituyen
los vectores de cada componente; trazado 1 paralelo a ella
misma que intersecta F en A, con un comp&s hacemos centro en
el extremo de F, cuyo arco tiene como radio 1a magnitud F2 y
trazamos el arco que intersecta la 1fnea de acci5n conocida
11 en los puntos B y B*. Det trazo resulta un problema est&ti
ticamente determinado, presentando dos soluciones F1 y F2 &
F1° y F2* (fig.29).

Fig. 29

El problema tiene solucién. Gnica ;' solo sy la ifnea‘de
accién de una de las componentes resuita exactamente: tangente
al arco de clfrculo que representa  1a magnitud. de las otras
componentes {fig.30), o se presenta el triénguloldéntro”de la
circunferencia como indica Ja fig. 3t

20



fig.>30

Elyjproblema,es”jndeterminado siiel arco ‘deicirculo es
_igual caUna‘'de:las componentes y no corta‘en’ ninguno ide-“los
puntos-lailfnea de accidn:conocida’ (fig,. 32). .. : S

F2

1

fig.32

2.,2,5.Como hacer pasar #) polfgono funicular por dos
puntos dados

Cuando deseamos que el polfgono funicular pase por dos
puntos 1,J en un sistema de fuerzas, el problema que se pre-
senta es bisicamente el de determinar ltas componentes de las
fuerza resuitante del sistema de fuerzas dado, las cuales de
ben ser concurrentes vy coplanares con la resultante, para su
solucidn se emplean los principios conocidos de los polfgonos
vectorial y funicular.

Para el sistema de fuerzas F123 (fi1g.33), deseamos gue los
fades { y 4 que determinan la fuerza resultante pasen por los
puntos 1 y J. Primeramente determinamos la lTnea de accibdn de
la resultante, construyendo e)! polfgono vectorial con un polo
denominado O y su correspondiente polfgono funicular; reali-
zado &sto, en cualauier punto sobre la I1fnes de accidn de la
fuerza resultante escogemos un punto A cualquiera y 1o unimos
con los puntos 1 y J; obteniendo los segmentos Al y AJ, los
cuales transportamos paralelamente al polfgono vectorial, en
ta interseccibn de estos segmentos encontramos el punto polar
O, con lo cua! hemos encontrado los tados 1t y 4° que deter-
minan la misma ifnea de accién de la resultante y pasan por
los puntoes 1 y J deseados; por consiguiente, e! problema que-
da resuelto. Este tipo de problemas tiene un nomero infinito
de soluciones v son indeterminados.

fig.33




2.2.6. Descomposicidn de una fuerza en tres o més
componentes de |Tnea de accién conocida,

Una fuerza F no se puede descomponer en tres componentes
concurrentes, conocidas sus I1fneas de accién., Sin embargo,
cuando las fuerzas son no concurrentes,de |fneas de accién cg
nocidas, si se puede descomponer en tres componentes. Sea la
fuerza F y tas direcciones 11, 12 y 13 dadas (fig. 34). Para
descomponer esta fuerza proiongamos ‘a fuerza F hasta que
intersecte la linea de accién 11 en el punte i, en seguida
buscamos 13 interseccidn de las dos tfneas de accidn restan-
tes en el punto J. Unimos los puntos | y J con el segmento |J
por donde pasari una de tas componentes Fi’, siendo ia otra
componente Ft que actda en la direccidn 11, determinadas por
ta construccidn del polfgono de fuerzas, finalmente en J des-
componemos F1‘ en las componentes F2 y F2 que actfian en sus
respectivas lineas de accion 12 y 13,componentes determinadas
con el polfgono de fuerzas, por lo que el problema queda re-
suelto siendo estiticamente determinado vy de solucién Gnica
El problema también se resuelve utilizando el polfgono vec-
torial (fig.3%5).

Fl

F2
F3

fig. 34 £ig.3%

2.2,7, Deacomposicién de una fuerza dada en dos compo--
nentes paralelas.

Para descomponer una fuerza resultante, en dos componen-’

tes paralelas RY{ y R2 (fig. 36a), de 1fneas de accién conoci
das 1y y 12 trazamos un segmento de magnitud igual a R , el
cual unimos por los extremos a un polo origen © (fig, 36b )
determinando los radios vectores | y 2, 8stos los llevamos pa
raleiamente a la fig.36a , a partir de un punto cualquiera-
I en la \fnea de accidn de R, trazamos leos vectores 1 y 2
Que cortan las lfneas de accién 1V v 12 en los puntos J y K
respectivamente, cerramos el polfgono funicular por medio del
segmento JK al que llamamos 3, lo trastadamos paralelamente
hasta el polifgono vectorial, el trazo lo realizamos desde O,

cartando ta fuerza R en un punto B. Por lo tanto, se han en-:

<antrado }as componentes buscadas, siendo Ri = AB y R2 = 8C.
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R

R2

O B O P

(2) (b}

fig. 36

Como se puede observar en la figura el problema se re-
suelve haciendo una serie de descomposiciones de la fuerza R
Primero se descompone R en las componentes a y b, las cuales-
a su vez se vueiven a descomponer en los componentes Ri, c ¥y
R2,-c respectivamente. De estas componentes ¢ y - ¢ son igua-
les y contrarias anulando sus acciones, con lo cual quedan Ri
y R2 siendo las componentes buscadas.

“En el esquema siguiente se muestra el procedimiento de la
descomposicidn™ (7).

Esquema. 1!

Cuando las ifneas de accibn se encuentran ambas a un la-
do de 1a fuerza R que se desea descomponer, la solucibn se ob
tiene de la misma forma anterior, véamos el caso de 1a fig.
37. Teniendo la fuerza R y las 1fneas de acciédn i1 y 12 so-
bre las que deben actuar 1as componentes Ri y R2. Construi-
mos el polfgono vectorial incompleto: con R, el pclo O y los
radios 1,2; desde un punto | trazamos los vectores { y 2 que
cortan las tineas de accidn 1t y 12 en los puntes J y K res-
pectivamente, cerramos el polfgono vectorial con el segmento-
JX = 3, transportado al polfgono vectorial que corta en C, se
determino R1 = AC y R2 = CB., La descomposicién de R sigue el
mismo esquema enunciado anteriormente.

(7T) Paul Killman * Escuela del  Técnico . Mécanico (Elemento’

de Grafoestfitica)" pag. 453
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(a) 7 (b}

fig. 37
2.2.8. Momento estitico de una fuerza

Sean las fuerzas F1 y F2 aplicadas a una distancia x{ vy
r respecto a un punto denominado centro de giro ¢r , ubicado
en un sistema de ejes coordenados (fig 38). Por definicién sa
bemos que e! momento esthtico de una fuerza es el producto
de dicha fuerza por la distancia normal al centro de giro (Me
= F.x). Obtenemos que los momentos estiticos para las fuerzas
dadas son:

M1 o: - Fi.oxt y G
M2 = F2. r Fi fie.38
T lye
cr
i xR Ty

En el caso de los momentos est&ticos el signo no ests de
terminado por la posicién respecto a los ejes coordenados, si
no por el sentido de! giro y se sigue por regla general la
convencién: Si el giro que provoca la fuerza es siguiendo la
travectoria de 'as manecillas del reloj, el momento sers posi
tivo {¢) v si es contrario a &stas, entonces el momento es ng
gativo (-). Las distancias x1 y r se llaman brazos de palan-
ca de las fuerzas F{ y F2 con respecto al centro de rotacidn

El momento eststico de un sistema de fuerzas estad defing
do por el teorema general que enuncia.

"La =suma algebraica de ltos momentcs estiticos, de odas
1as fuerzas de un sistema situadas en un plano respecto a uno
cuatquiera de 105 puntos de &ste, es igual al momento est5ti-
coc de su resultante respecto 3 ese mismo centro” (8).

B8) Qtto Henkel "Eststica Grafica " pag. 39
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Me = F.x

donde F es |a fuerza resultante de un sistema de fuerzas,
F= Fi « F2 .....Fn

Por el enunciado del teorema general podemos encontrar
el momento estitico que produce un sistema de fuerzas, aho-
rrando el trabajo de calcular el momento para cada fuerza vy
despuds realizar la suma algebraica.

Vamos a demostrar que se puede representar el momento es
tatico de una fuerza, respecto a un punto ¢r, haciendo uso
del poligono funicular.

Un sistema de fuerzas F1234 no concurrentes y coplanares,
que actian respecto al punto ¢r (fig. 39a)., Sea R = AE la
fuerza resultante para el sistema de +uerzas dado, que se
determind con el polfgono vectorial, construimos el polfgono
funicular localizando 1a Ifnea de accién de R, en el punto S
interseccidn de los vectores { y 5, llamamos L a t'a distancia
normal desde R al polo O, y r 1a distancia perpendicular des-
de ¢r a a la 1Tnea de accién de R. Por definicién e! momento
estatico es Me' = R.r

Podemos obtener otra expresidn para el momento; con el
auxilio de la semejanza de trisdngulos, en efecto, si trazamos
por cr una lfnea paratela a R que corta a 10s lados extremos
del polfgono funicular en M y N, obtenemos del dibujo,que tlos
trifingulos SMN y OAE son semejantes, por estar sus lados en
la misma relacidén Que sus atturas. De lo anterior podemos de-
cir:

MN/r = AE/L donde AE = R y llamamos MN = y
tenemos R.r = y.L pero R.r = "Me
luego Me =y. L

La nueva expresidn del Teorema de momento estitico; nos
dice: el momento estfitico para un sistema de fuerzas cual
quiera respecto a un centro de rotacién es igual al producto
de 1a distancia que existe entre sus ]ados extremos del polf-
gono funicular, determinada sobre la recta paraleia a la re-
sultante trazada por el centro de momentos, multiplicada por
ia distancia polar.
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(a) (b)

fig.39

Cuando se desee el momento estltico para sblo una cual-
quiera de las fuerzas del sistema, se procede de la misma for
ma. Por ejemplo, para la fuerza F1 1la distancia polar es L1{,
perpenticular a Fi,distancia medida desde Fi hasta O , r{ es
1a distancia perpendicular desde ¢r a 1a ifnea de accocién de
Fi; 1a distancia vyt = MINI que estf determinada entre los la-
dos del polfgono funicular { y 2. Observese fig. 39a, que las
partes sombreadas representan ta solucibn en }a semejanza de
los trisngulos axuradeos.

El momento est&tico es Me = yt.L}

S1 en el sistema de fuerzas dado son paralelas todas las
fuerzas, el procedimiento para determinar L y ¥ no varfa en
nada pr&cticamente, s&élo en el palfgono vectorial se observa-
que la resultante es una recta igual a la suma algebraica de
todas sus fuerzas. No consideramos importante su exposiciéng
pues serfa redundar sobre el mismo punto.

2.2.9 MHomento de un par.

Se dice que dos fuerzas F y -F forman un par si tienen
la misma magnitud, lfnea de accién paralelas y sentidos con-
trarios; estdn separados entre sf por una distancia d. Es e-
vidente que por tener una accién nula R = O formando un polf-
gono de fuerzas cerrado, el conjunto de fuerzas no puede sus-
tituirse por una fuerza Gnica. aunque las fuerzas no daspla-
zan el cuerpo sobre el que actGan, 8stas si producen un efec-
to de giro. La accibén de las fuerzas se representa por el
producto:

M z-F.d
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fig.40.

Entonces el momento del par es el producto de una fuer-
za F por su brazo de patanca d. £l signo depende .al igua
que e} momento estitico del sentido del giro, es positivo
cuando sigue }a trayector:ia de las manecilias del reloj, si
actia en sentido contrario seri negativo.

Al pretender encontrar Va resultante del sistema de fuer
zas de un par y su punto de aplicacién por los métodos grafi-
cos 1o Gnico que logramos es transformar un par de fuerzas en
otro par, como podemos observar en la fig.4l.

Para ello construimos el polfgonoe vectorial. Trazamos
e} segmento A8 que representa la fuerza f, al trazar el seg-
mento 8A = -F regresamos al punto inicial A, siendo R = O,
sus radios vectores 1 y 3 estin en 'a misma 1fnea; !levamos
tos vectores al sistema de fuerzas, el vector | corta f en un
punto 1, el vector 2 parte de | y corta -F en J, al! lilevar el
vector 3 y trasladarlo a partir de J, no es posible que se
corten. Entonces el par de fuerzas -(F,-F) se transforma en
otro par {(u,-u) ya qQque las componentes actian sobre 1a misma
ifnea, siendo iguales y opuestas teniendo accidn nula.

fig.a
23.2.40., Sustitucibén de! punto de aplicacisén de una fuerza F.

una fuerza f aciG2 en un punto A, en la dirgccn@n v-y
t¥ig.42), se requiere transportar el punto delaplncéctén a o.
tro tugar B en el mismo plano, situado a una distancia x. FPa-
ra lograr trasiadar 1a fuerza, es necesarfo agregar una fuar
za -F en &l punto B, en e}l mismo punto aplicamos otra fuer:za



F convirtiendo el sistema en una fuerza -F aplicada en B,
que junto con 13 antigua F aplicada en A forman un par, con
R =0. Tenemos ademis la fuerza F aplicada en B, fuerza tras-
ladada que sustituye la fuerza en A.

De 1o anterior se establece: " Toda fuerza puede ser
transportada paralelamente en su plano agregandose un momento
de traslacién, cuya magnitud es el producto de 1a fuerza por-
ta distancia x entre ambas I1fneas de accidn".(10)

tig. .42

(10) . Otto HenKel . "Estética ;Graficé“ - phg.586
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3. 'OBTENCION GRAFICA DE LAS PROPIEDADES GEOMETRICAS
3.1, Centros de gravedad
3.1.4., Definicidn grafica de centro de gravedad

En tos trabajos de fisica al. centro de gravedad se le dg
fine, para cada cuerpo pesado, como el punto de aplicacién en
el cual suponemos concentrado el peso del cuerpo.

AsT por ejemplo si tenemos un cuerpo sdtido, el cual di
vidimos en particutas 'afinitamente pequedas, !lamadas puntos
materiales, el peso de cada particula se le considedera como
fuerza que provoca un movimiento dirigido hacia el centro de
ta tierra, todas estas pequeias fuerzas pueden considerarse
que actdan paraleiamente entre sf; pues considerando las di-
mensiones del cuerpo, &éste resulta ser muy pequelo en compara
cidn con las dimenciones de la tierra, ademds el 3ngula de ip
clinacidn que existe entre 1as fuerzas no se distingue, resul
ta despreciable. Ahora bien los puntos de aplicacidn de las
fuerzas paralelas estin (nvar;ablemente unidos entre si, te-
niendo una resultante equivalente a la suma de todas las fuer
zas paralelas infinitamente pequefas que actian como el peso
total en el punto de aplicacidn, denominado centro de atrac-
¢cidn terrestre o de gravedad.

Al resumir el Glitimo pérrafo tenemos que el centro de
gravedad es:

"El centro de todas las fuerzas paralelas, que partiendo
del centro de 1a tierra actian sobre todos 10s puntos materig
les que componen el cuerpo en cuestidn" (11)

Queda claro que la gravedad es: la intensidad de la fuep
za con que atrae ia tierra a 10s cuerpos que se encuentran
en su superficie o cerca de eila, por 10 que resulta de espg
cial importancia conocer el centro de aplicacidn de la fuerza
que constituye el pesc del cuerpo, para asi lograr el equili-
brio con otra fuerza de igual magnitud aplicada en el mismo
centro y de sent:do contrario,

3.1.2. Propiedades de los centros de gravedad

El estudio de los centros de gravedad de todas las figu-
ras se suele clasificar en: lfneas, superficies y cuerpos.En
este trabajo de investigacidn se resuelven algunos problemas
de figuras que son de uso mAs comin para ta solucidn de pro-
vlemas de ingenieria civil en particular,

(11} Paul Killman " Escuela de T&cnico Meclnico® Psg.130
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Todas las figuras representantivas.de cuerpos materiales
cuyas particulas de longitud, superficie ‘o volumen son igua-
les en todos los puntos de 1a figura .y tienen el mismo peso,
se 1lama homogéneas. Por 10 tanto se denominarin hneterogé-
neas aquellas figuras materiales, cuyas partes aistadas de i-
gual magnitud tienen pesos diferentes

Para facilitar 1a determinacibén de los centros de grave-
dad se supone que las figuras de planes y 1Tneas son homogé-
neas.

Se dice que un Area de una figura es homog&nea con res-
pecto a un eye ss, que divide 1a figura en dos partes iguales
y cada punto P del Area corresponde a otro punto P’ de su mis
ma 4rea, de tal forma qQue 1a iTnea que une los puntos PP’ es
perpendicular al eje de simetrfa ss fig.43.

fig.43

Si dividimos el cuerpo en partes iguales de cada l|ado
del ejye de simetrfa, a igual distancia, tenemos que estas par
tes actuidn como fuerzas que giran con el mismo momento pero
de sentidos opuestos. Por consiguiente, el eje debe estar l1o-
calizado en el centro de gravedad, por &sta razén se habla
de 1ineas o ejes de simetria

3.1.3. Centro de gravedad de fuerzas paralelas.

Una figura compuesta homogénea se puede descomponer en
dos porciones que se representan como dos fuerzas actuantes
en 1os centros de gravedad respectives {(fig.44a); e! centroi-
de de toda la figura se localiza en ta 1fnea recta que une
tos dos centros. El centro de gravedad (¢.g) de ecstas fuerzas
se puede determinar como el puntec de aplicacidn de dos fuer-
zas paralelas, cuyas distancias a} centro de gravedad son di
y d2 respectivamente (fig.44c).
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A
Fi !
8
F2
D
(a) o).~

fig.44

Al considerar la semejénzé'dé los ™t
tendremos que: o : L

1C =B
Cx AB

y la de-los trifingulos OBD .y JCK’ s ti

Ck =80
CJ [+1]

multipl icando miembro a miembro las dos igualdades tenemos:

c ..k = 08 . BD 6 ic. = 8D
cK ¢J AB o8 cJ a8
pero como AB: = F{
Y BD = F2 '~ tendremos: ic = Fg
T ks cd [
y finaimente:1C = di
' iy CJz' d2 queda: dif = F2 ---m-e-mo--- [P
: S d2 Fi

_=Elisiguiente teorema nos dice que:

*E centro de una fuerza paralela del mismofsentido divi
de el segmento de sus puntos de aplicacién en forma inversa a
1as fuerzas dadas" (%2}.

£1 tecrema nos permite encontrar  e! centro de gravedad
de una forma mucho m&s sencilla.para el caso de 2 fuerzas pa-
raletas., Atendiendo al teorema que indica como se divide el
segmento AB fig.4%; en. razbn .inversa a sus fuerzas, 1o dnico

(12) Otto Henkel = . "Estatica Grafica" o Psg. 47T
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cambiar entre
las.y unirilos

que debemos hacer. para’ encontrar::.elii.c.gi:e
si.las . dos fuerzas, el . sentido . de:.una“de
extremos 8 y b, que corta AB'en el punto
cién de FR. o

‘b

{F1

Fo

fig.as fig.46

Podemos encontrar tambi&én el centro de gravedad cuando
tenemos fuerzas paralelas pero con sentido opuestos {fig.46),
para ello, puesto que el punto de aplicacidn es exterior hay
que permutar 10s puntos de aplicacibén y suponer 1as dos fuer-
zas dirigidas en el mismo sentido como se muestra en la figu-
ra,

Cuando tenemos fuerzas paralelas inclinidas, igualmente

se puede aplicar el teorema que nos facilita la determinacién
det ¢c.g. (fig.47}).

\

N,
% B
AN/ cg.
\&\F N,
f1g.47 fig.a8

De 1a misma manera podemcs encontrar el centro de grave-
dad de wuna l1fne quebrada formada por dos segmentos cuales-
quiera AB y BC (f.g.48B),primero encontramos ios puntos medios
respectivos Ct y C2, trazamos en estos puntos las fuerzas fi-
f2 proporcionales a su peso y encontramos e! centro de grave-
dad ¢ como muestra la figura.

3.1.4. Determinaciédn de la distancia x. al centro de
giro arbitrarioc.

De! teorema une tenemos que df = F2  w..-odacus 1y
d2. Ft ’

o bien Fl.dl = F2.d2 & Fi{.d1-F2.d2 .0




De 1o anterior sabemos que Fi.y F2:constituyen una. resultan
te, por 1o que podemos enunciar.el::
ral diciendo que:"La"suma’ de-10s:momentos;d
zas respecto al centro de gravedadiesicero

Ef.d:= 0

si en 1a fig.44.¢c, aceptamos
es la distancia desde D-a'C;t

con 1o cual
Z.Fd =L F(x-x0)
xo.z EZF.x
F

El valor representa la distaﬁcla,al centro de fuerzas pa
ralelas a. un punto de giro arbitrarig.D. o

de dondé

x = distancia a un. punto cualquiera dehbiroyén el mismo
plano. T :

3.1.5, Centros de gravedad de figuras rectilineas
homogéneas.

a) Centro de gravedad de una 1fnea recta

El c.g9. de un segmento de recta homogéneo se encuentra
en el punto medio de la recta, por este punto del segmento
pasa el eje de simetria NN nue es perpendicular a2l segmento
AB (£i19.49).

fig.ag

b) Centro de gravedad del perfmetro de un tridngulo
cualquiera.

Para la obtencién de su ¢c.g., primero encontramos 1os pun-

tos: medios de los segmentos AB, BC y CA que son los puntos

1, 2 ¥y 3 respectivamente , unimos estos tres puntos formando

otro triinguie auxiliar., E1 centro de gravedad se encuentra
en el centro del cfrculo inscrito (fig.50),
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fi1g.50

¢) - Centro de gravedad del contorno de una figura
irregular.,

Para resolver el centro de gravedad del polfgono, encon-
tramos 1os puntos medios de cada uno de los lados que consti-
tuyen 1a figura, en los cuales aplicamos una fuerza proporcig
nal a los pesos de cada linea; como 1a lfnea es nhomogé&nea, la
fuerza es proporcional a la longitud de cada recta. Lograde
&sto, trazamos fuerzas perpenticulares iguales a las anterio-
res en et mismo punto de aplicaciédn, procedemos a trazar et
polfgono de fuerzas y el funicular en ia forma conocida Ppara
el caso de fuerzas paralelas. Las fuerzas auxiliares F’ se
trazan a continuacidn de las originales formando un 8ngulo de
90 , trazamos 10s radios vectores t, 14, I1il, IV, Vv, Vi y Vil
uniendolas con el mismo polo O y trazamos el polfgono corres-
pondiente. E£n 1a interseccidn G de las dos lfneas FR y FR”’
que constituyen ejes de simetrfa, se encuentra el c¢.g. busca-
do (fig.54).
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d) Centro de gravedad de un arco de cfrculo.,

Para encontrar e}l centro de gravedad de una |Tnea regu-
lar (f19.52), tenemos 13 ecuacidn Xo'= (ZF.x)/(Z F), descom-
ponemos 13 longitud 4 en Al, que . tienen una distancia x res-
pecto a un punto de giro O cualquiera, ubicado en el mismo
plano. Las diferencias AL pueden encontrarse como un grupo
de fuerzas paraletas, al sustituir las variables de nuestro
problema en 1a férmula obtenemos.

Xo =ziL_;__<_ = (AL . x) = (As.r) = rZAg

Tenemos que s = S, siendo s, 13 longitud ab de 1a cu-
erda que une los extremos del arco circular por lo cual:

Xo =(r.s)/%

fig.52

Para localizar el punto de aplicacidn de } (arco circu-
lar), disponemos de la expresién Xo =(r.s)/l, que representa
1a distancia del centro de origen O, al centro de gravedad
buscando, sabemos que MN es un eje de simetrTa y en cualquier
punto del mismo podemos encontrar el centro de gravedad. Pa-
ra encontrar el punto exacto, trazamos cb = k/2 como recta,
llevaindola en forma tangente al arco circutar a partir detl
punto ¢, hasta d, unimos este extremo con el origen O, obte-
niendo la recta Od, desde b trazamos be paraleta al eje MN
que corta Od en el punto e, trazamos una perpenticular a 13
recta be, a partir de e qQqu2 cruza el eje MN en el punte C,
punto buscado.

ta demostraci16n de esta construccién se obtiene de la se
me janza de los triangulos Ocd y OCe, siendo:

r/kzay = x/(s/2) igual 2 Xo/s = r/k.
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3.1.6. Centro de gravedad de Areas plaﬁas.

a) Centro de gravedad de la superflcié triangular y
de un cuadrilitero

Por definicidn es sabido que toda mediana de un trifngu-
10 es eje de simetrfa, por lo cual contiene el centro de gra
vedad, entonces basta con trazar dos de estas rectas y en
1a intersecci18n encontramos e! centro de gravedad. Segin la
propiedad geométrica ta intersecci1édn de dos medianas divide
un trisngulo en la razdn 1:2; de donde se deduce que e! cen-
tro de gravedad estd en cada mediana a una distancia 1/3 de
12 base.

£19.53

Para encontrar el centro de gravedad de un cuadrilStero
regular, basta con cruzario uniendo sus diagonales Yy en la
interseccidn de estas encontramos el ¢.g. (fig.54).

En un cuadaritstero irregutar (fi1g.55), descomponemos e)
cuadrildtero ABCD en dos triSngulos ABD y BCD separados por
la diagonal BD, encontramos Sus centros respectives: ct y c2,
unimos ambos puntos con 13 recta c¢ic2 . Con la diagonal AC
obtenemos dos nuevos tri8nguios ABC y ACD, cuyos centros de
gravedad son ¢3 y c¢4; uniendo los puntos c3 y ¢4 que corta ci
c2 en el punto C, punto que constituye e! centro de gravedad
de la figura. Las rectas ctc2 y c2¢3 son ejes de simetrfa ---
pues en ellas se encuentra el c.g..

[ D

fig.54

/de gravedad de un trapecio.

La ‘détrminacién 'del’ centro de.gravedad del trapecic ABCD .
(f|g;5s);;e construye de la'siguiente manera: focalizamos los
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puntos medios de tas bases y los unimos ‘con:.la recta . ab,.la

cual constituye un.eje de simetrfa; con’lairecta Cgiparalela

a AB, divigimos ta figura en up tridngulo "y un:cuadrilStero,

cuyos centros de gravedad son c¢2 y cf respectivamente;qflqnir

4 B b C

A ae D
fig.56

ios puntos ci y c2 cortan ab en ¢, centro de gravedad de la
figura. Si prolongamos ia recta cfc2, &sta corta 2 la prolon-
gacibn de las bases en los puntos d y ., Si hacemos una revi-
8ién de la figura, observamos que la recta 8d = AD y Df= BC; -
deducimos que para encontrar el centro de gravedad de un tra
pecio, basta con transportar la distancia de 13 base mayor a
continuacién de ta menor y la menor a continuacidn de la ma-
yor,en sentido contrario a ia anterior. Unimaos ambos extremos
con una recta diagonal df, en 13 interseccidn de las rectas
ab y df encontramos el centroide C.

a) Centro de gravedad de un sector Circular

Si el sector circuiar ABC de radic r £ig,57, to descom-
ponemos en pequefios sectores de Sngulas muy pequefios; Jos cua
les reprasentan tridngulos, cuyo centro de gravedad dista del
origen 2r/3. E} arco que tiene et radio 2r/3 contiene el cen
tro de gravedad, por lo cual el c.g., se determina de ita misma
forma como se encontrd para el arco de cfrculo.
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d) Solucidn gréfica de! centro de gravedad de una
figura plana cualguiera.

Sea la figura A, que tiene un contorno cualquiera fig.-
58; de la cual queremos conocer el centro de gravedad: divi-
dimos ta figura en fajas paralelas, tratamos de semejar rec-
téngulos 1o mAs pequedos posibles para evitar mucho error; a-
plicamos fuerzas paralelas, correspondiente a cada faja, gque
sean proporcionales a las pequenas Areas aplicadas en sus
respectivos centros de gravedad. Construimos et polfgono de
fuerzas original y el potfgono de fuerzas auxiliar que son
perpend:culares a ias originales, aplicadas en el mismo punto
, para los radios vectores utilizamos el mismo polo, de &stos
construimos los poligonos funiculares v en 1a interseccién de

138 1fneas de accidn de las fuerzas F v F’estd ubicado el cen

tro de gravedad.

Para encontrar el centro de gravedad de una Area poligonal

de figuras compuestas; Seguimos el mismo procedimiento descri

to anteri;ormente (f19.59).

F8'
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fig. 58
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3.2, Momentos de inercia o de segundo orden
3.2,1. cdnslderacionea generales.

En 1a misma forma como el momento de primer orden es re-
querido para 1a solucién de problemas de ingenieria, también-
lo es el momento de inercia. Esta expresidn representa pro-
piedades fisicas y geométricas del elemento en estudio; al i-
gual que los centros de gravedad, donde su valor est§ en fun-
cibn de 123 geometrfa; en el caso de los momentos de inercia,
también depende del marco de referencia al cual se le relacio
ne.

Como se ha mencionado, el momento estAtico o de primer
orden es el progucto de una fuerza F por ia distancia a un
eje fijo llamado "x", el cual se presenta que: S

M =z F.x
Al muitiplicar el producto anterior F,x, nuevamente por
la distancia "x", obtenemos el nuevo momento "1", 11amado mo-
momento de inercia o de segundo orden, teniende cemo:

| = Fux.x, = F.x2

Pero tambisén dado un sistema de fuerzas paraleias; el mg
mento de inercia es i1gual a |a suma algebraica del sistema de

fuerzas, pudiendo expresarlio en forma general como:



1 :=EF.x?

3.2.2. Momento de inercia de una serie de fuerzas
paralelas o ;

Para determinar gr&ficamente el momento de inercia de un
sistema de fuerzas paralelas F12345 (fig.60), respecto a un
eje yy, existen bisicamente dos método; el método de Culmann
el m&todo de Morh.

a) Método de Culmann.

En primer lugar construimos el poligono vectorial co-
rrespondiente al sistema de fuerzas paralelas, encontramos el
haz de radios 123456, 1lamamos d la distancia que hay desde
el polo O a la fuerza resultante R que actui perpendicular
mente. Trazamos cada uno de los radios vectores en el sistema
de fuerzas formando el polfgono funicular, prolongamos tas
vectores hasta que corten el eje yy en los puntos Pt123456. De
12 construccidn podemos observar en el dibujo que se forman
tos trisngulos 11PtP2...., y JP2P3...., formados por cada dos
tados sucesivo del polfgono funicular con el eje vyy, estos
triangulos son semejantes a los trifngulos QGab v Obc del po-
tfgono vectorial, de 13 semejanza encontramos 1as relaciones:

Xt/ PP2 = d/Ft...., X2/P2aP3 = d/fF2......,
de 1o0s cuales tenemos

F1.X1 = d . PiP2 b4 Fa2.xX2 = d.P2P3
de aquT tenemos que :

PtP2 = EiIX1 - PiP3.= F2.%23

d B d

tomando 10&05 los trisngulos obt n@ﬁﬁs 1a expresisén en forma
‘generaliiss e it : g Al

=

S d(PIP2 4 P2P3 4..1.
obsérvande 1a figura sabemos ‘que:’
' CiptPe +TPRPISL L.l 2 PIPE = P

. Cuidando de,tomar cada segmento de recta con su signo 'co
rrespoendiente, en &ste caszo todos son positivos.
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Para obtener el momento estitico ‘sabemos que Sste es:

M=EF.X = d.P .

Los segmentos de recta P1P2, P2P3, P3P4, PAPS y PSPE an-
contrados sobre e! eje Yy, los consideramos como fuerza que
tienen una misma |Tnea de accién. Trazamos un polo 02, deter-
minamos el haz de radios L. 1) 11l IV ¥ V! vy paraletamente a
ellos trazamos e} polfgono funicular que corta al eje yy con

los radios -1 al VI en los puntos P{’P2°P3'P4°P5’ y P6’ que

forman 1os trifngulos.
I"P1“P2° .00y JP2P3Y L., ..

semegjantes a los tridngulos que tiene el poligono . funicular

M
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entonces tenemos que:
Xt / P1°P2° = d°/PiPR2
o bien e

X1.P1 P2 = d*.P1% P2

cosideracién tenemos:

Pero P1°P27 4 P2°P37 s L. 1 PI’PSY

finalmente tenemos ~ que €l momento de . inerc
'de ‘fuerzas'paralelas es: - <

5
125 Fx®:d. g P
1

Nota. Al efectuar 1a3s operaciones de 1a férmula la distancia
d debe medirse con 1a escala de fuerzas: las distancias d° vy
P” con 13 escala de longitudes,

El enunciado de ia formula obtenida nos dice: "El momen-
to de inercia de un sistema de fuerzas paralelas es igual al
producto de las distancias polares por el segmento que los 13
dos extremos del segundo poligono funicular determinan en el
eje de momenzos™ (13).

b) M&todo de Morh.

£1 método siguiente no utiliza . el-polifgono funicular au-
xiliar pero si el primer potfgono funicular con sus pasos ini
ciales iqualas, hasta llegar a 1a determinacién de:

PIP2 = F1 . X3 ....., . P2P3 = E2 . X2 .......,
] d .

Para determinar e! momento de inercia se requiere tam-
bién el 5rea que se muestra axurada en el dibujo de 1a +fig.
60, ta cual estsd limitada por el primer poifgone funicular, -
sus lados extremos y el eje de momentos yy. Esta &frea se de-

(13) Ottho Henkel "Estitica Grifica " pdg. 65



signa conla ietra-F en 1a férmula po

‘por 1o tant
~:-t8.dade.por:

Cuyo enunclado nos dice que:

"El momento de inercia de un sistema de fuerzas parale-
tas es igual al doble producto de la distancia potar, con e}

&rea F, comprendida entre el poligono funicular, sus lados el
tremos y el eje de momentos” (14).

La distancia polar d la medimos con la escala de fuerzas
y ¥ con 1a escala de longitudes.

3.2.3. Momentos de inercia de una Srea plana respecto a
un eje contenido en su plano.

Para determinar e! momento de inercia de cualquier figu-
ra plana, podemos dividir el Srea de la figura del problema
considerando pequefas &reas elementales que representan figu-
ras de ias cuales podamos encontrar el centrc de gravedad f4
cilmente. En io centros aplicamos fuerzas que sean propor-
cionales a las Areas elementales y ademis paralelas respecto
al eje con el cua! se pretende determinar ei momento ve iner-
cia, habiendo hecho estas consideraciones podemos resolver -
el problema vutilizando cualquier método expuesto para la de-
terminacién del momento de tnercia de fuerxas paralelas

Cuando se pretende encentrar el momento de inercia mint-
mo de una figura pltana, al observar el d:bujo +¢ig.60, nos da
mos cuenta gue si el eje yy pasari por ej eje vyo yo, eje de
simetrfa que contiene el centro de gravedad; tendrfamos sola-
mente el Srea F1 = Al, disminuyendo F en A2, comprendida an

{14) Otto Henkelt "Est&tica Grifica " pig. 65
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el polfgono funicular tJKLMN , consecuentemente el momento - .

de inercia mfnimo sers.

! min = 2 Ft , d m&todo de Horﬁ

ejemplo ilustrativo. Determinar el momento de inebéié de una
figura plana compuesta, mostrada en la  fig.61, respecto a un
eje que pase por el centro de gravedad. . 5

3I { r~——=1ai

26 M

SI 1 <—.§703

G=3x10=30 M%
Q,=2X20=40 M2
05=3x10=30 M2

ot ESC.LONG.

oS ESC . FZAS.  I=d.dp .
1:=60X25X6.20=9 300 M

fig.61
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4. VIGAS SOLUCIONADAS POR METODOS GRAFICOS.

4.1. Vigas lsostSticas

Las condiciones de i1sostaticidad para una estructura fue
ron descritas en el primer capftulo, establecisndose como pun
to importante: wuna viga serS isostftica si a partir de las g
cuaciones que establece 13 teorfTa de 1a estStica el problema
tiene solucidén, esto es, el namero de ecuaciones debe ser i-
gual al ndamero de incégnitas del sistema.

L.a teoria necesaria para resolver Jlas vigas isostiticas,
se establecibd en e! segundo capftulo y la parte que compiemen
ta esta teorfa seri presentada en 13 solucidn de cada una de
1as vigas, cuya explicacién se realiza a base de ejemplos con
siderarto mis ilustrativo. ’

4.1.1. Reacciones de 108 apoyos

Las -presiones en 103 apoyos son iguales y contrarias a
las reacciones de los mismos. La solucidn grafica de las
reacciones en los apoyos la determinamos utilizando los prin-
cipios de los polfgonos vectorial y funicular; asf come a3
descomposicidn de una fuerza en dos componentes paraielas,
conceptos que vienen presentados en el segundo capftuio.

Encontramos las reacciones para la viga (fig.62), que
contiene los datos de carga y longitudes, mismos que sSon neceg
sarios para poder resolver el problema. Observese gque para
todo cSiculo grafico es necesario fijar una escala, en este
caso una escala de fuerzas y otra de longitudes,

Definidas las escaias podemos trazar el polfgono vectorial
acumulando cacda una de las fuerzas; representando ta magr, -
tud a una misma escala; fi1jamos un pecls O cualquiera, uniendo
O con los puntos extremos de las fuerzas formamos el haz de
radios 12345 , trazamos e! polfgonoe funicular llevando cada
uno de 1¢s rad:os vectores paralelamente cortando las fuerzas
dadas en un punto dz2 su Ifnea de accibén, el trazo del oprimer
radio se hace en un punto | cuatquiera. Sabemos vya que en Ja
interseccidn de tos radios extremos 1 v S actda )a fuerza re-
sultante. Ahora par2 encontrar 1as presiones en los punta A
y B, el problema se reduce 2 la descomposticidn de una fuerza
en dos comoponentes dJde lineas de aczidn <onocidas y paralelas
, para lograrlo no es necesar«o trazar nuevos poligonos, pudi
endo ut:lizar los va trazades: pues a2 descomposicidn de R se
reatiza med.ante los |ados extremos ! y 5 que cortan tas 7.
neas de accidén en A y 8° La lfnea de c:erre (L.c) es la que
une los puntos A°, B, al itevar L.c¢ paralelamente hasta el
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poligono vectorial, que determina et valor de las reaccio-
nes, quedando resuyelto el problema.

Fi=3000 Fp=5000 F3=6000 Fq 22500 Kg.

A Gl G2 B ID

T
0] |2M | 250 1 200 110
| i [ . Razg310 Kg.
i !
|

RB=8190 Kg.
Gl

‘S”z | FIl~
Lk Ra Fz 0
Ir Rg F3

5 000
e e ESC. LONG .

o 5000 10

000
Sl £SC. FZAS.

[

fig.62

E1 diagrama de momentos flexionante corresponde a la zo-
na sombreada, punto a demostrar en el Inci1So siguiente.

4.1.2. Momento flexionante y esfuerzo cortante en una
viga sometida a fuerzas paralelas,.

a) Esfuerzo cortante. Fijacas ias escalas de fuerzas vy
tongttud. procedemos & determinar las reacciones en los apo-
yos A y B en ta forma va explticada (f19.62). En 13 +fig.63 se
observa que los polfgonos fumicular y vectorial son cerrados
indicande que las fuerzac estan en equ:librio con las reaccin
nes.

Por definicidn la fuerza co~tante en yna sacciédn de un
elemento estructurail cualquiera: es igual a 'a suma de todas-
las fuerzas activas y reactivas, a la izquierda o a la dere-
cha de la seccién; tomando como positivo el sentide ascenden-
dente v regativo el descendente. Si N - N es un corte sue di-
vide 2 viga en dos tramos, el ezfuerzo que actda en M -% de-
be ser jgual a ta suma de tcdas las fuerzas Que actdar 2 ta
12qurerga el corte, tensende que ol esfuerze en N - N es.

GM = RA - 4000



}
i
{
]

no fonicular;2
fpanxir'ce,losfpun(os,e y:E, . localizados ' en el polfgono vecto-

“Anora p'en]él corte N - N'encientra los lados del polfgg
yirL e, -8 prolongamos ‘1 Tneas ortogonales a

rial"i‘que '¢ortanila;‘1inea de-accién del polfgono de fuerzas.

..Determinamos el-vaior. del esfuerzo cortante en el corte N -N,

civEstol 'nos 'da ia pauta para poder trazar el diagrama del

ésfuerzo‘cortante. para ello basta proyectar ITneas perpendi-

culares a partir de los puntos A,8,C,D v € situadas en el po-

.1fgono de fuerzas. E1 srea axurada representa los esfuerzos

cortantes o tangentes siendo 1a ifnea de ceros o eje, e! vec-
tor L.c. Los valores del esfuerzo cortante determinados gra-

ficamente estsn dados en el diagrama.

b) E! momento flexionante est& definido para cualquier
seccidédn de una viga como: Ja suma algebra,ca de los momentos
estiticos de todas las fuerzas situadas a un mismo lade de la
seccién.

F) 24000 F=3000F 3 24000

N
Ra=58500 Kq.
Rp=5500Kg.
, 210,000
A .
Ral |Fi S~
B
FIFd o 2_ 0
E 3 -
c
R [F3 4
5500 1
o . 5000 10 000 D

ESC.FZAS. e —ymman 5. LONG .
) 0 2 3 4 5
{a) (b)

fig.63

Obtenemos a partir de la definicién el momento flexionan-
te en el corte N - N de 1a viga. Los momento de las fuerzas
RA = 5500 y 4000 kg que se encuentran a ia jzquierda de la
secci1én estin determinades por la ecuacifn Me s y.L , expre-
sidn deducida en el inciso (2.2.8.).

47



[ 3] momento f!exnonante es. lgua| a la suma de los dos fo-.

“mentos: estiticos que:producen: las:fuerzas 5500y 4000 Kg. Los
cuales estan de: acuerdo lar expr‘esmn,ac L-be.L "= MF, donde .
L es:la- dnstancua po\ar :
y por |o tanto‘

MF =7 ( ac ‘= b_cv) i

o bien MF.z ab ¥l

SegGn e) dibujo, si 11amamos- a cualq'ulerfpun,to Intermedlo
del poligono funicular \a ecuaclbn e

guiente expresidn.
MF = Ym . L : T

Expresisn que nos permite.deten
para cualquier punto de ‘la'viga; i

La distancia polar L debe ser medida conla escala de. . -
fuerzas y Ym con la escala de.jongitudes;: asf obtenemos que
los momento flexionante para el cor‘te N N ¥ el  momemto flex!-
onante miximo son:

MF . N - Nz 1.2 X 10,000 = 12,000 kg-m = {.2 ton-m

MF m8x = 1.4 X 10,000 = 14000Kg-m = {.43 ten-m

4,1,3, Carga uniformemente distribuida,

§i consideramos la viga mostrada en la fig.64, que tiene
una carga uniformemente distribuida W = 500 Kg/m, ocasionada
por el peso propio de cualquier elemento estructural, con un
¢laro de A4 metros. Determinar sus reacciones, esfuerzo cortan
te y momento fiexionante,

F=2000 Kg.
W=500Kq/m, RA=1000 Kgq.
A ;B L=2 500 21000 K
1 4.00 Re <1000 kg.

48.

] max =Ymox L
M mdx=0.4 x 2500
=1000 Kg/m
] 0.5 1 2
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Al considerar toda Ja carga W actuando en el centro dela
viga, formamos el poiTgono vectorial con ta fuerza F .y e} co
rrespondiente funicular que tiene los tados {, 2 "y L.g.
trisdnguto formado por el poifgono funicular no corresponde at
diagrama de momentos flexionantes en este caso; pues para car
gas distribyidas, el dragrama de momento flexionantes es una
pirabofa. Los lados | y 2 del funicular son tangentes a la pi
ravola que define el momento. Para construir el diagrama tra-
zamos una serie de lineas tangentes en (a forma que muestra
ta fig. 64,

£l esfuerzo cortante estd determinado por ia |fnea descen
dente A° B y L.c que cortan A’8‘ en un punto donde el momegn
to flexionante es méximo. e T

Las reacciones, el cortante y e! momento fiexionante es-
tan determinados en 'a fig.64.

4.1.4, Carga mixta directa

En ocasiones es necesario resolver vigas con cargas uni-
formes como la mostrada en ta fig.65., utilizando e! métoao
grafico se puede resolver con una aproximacién aceptable y sg
bre todo si se tiene habi)idad para e! dibujo , puede resul-
tar mé&s fbdcil resolverlo grificamente que utitizando el mé&to
do anslitico.

Para resolverlo, descomponemos la carga en dos tipos: u-
na tridngular y otra rectanguiar, a) aplicar 1os principios -
de los polfgonos vectorial y fumicular caorrespondientes ob-
tenemos las reaccsones, momentos fiexionantes y esfuerzo cor-
tante para 1os dos tipos de carga considerados. Los diagramas
de momentos; 10s trazamos a cads lado de (a L.¢ , siendo al
diyagrama que corresponde a toda 'a carga ia suma de los dos
momentos. Para determinar 21 esfuerzo cortante tamb:&n hay
que sumar los dos diagramas del cortantes acumulamos el valor
de uno de los diagramas al! otro, utitizando un compis o] pro
plems se simpliifica.

Tamb:£n se puede resolver dividiendo la figura en fajas
, resolviendo tode et oroblema a ia vez, come cargas aisladas

-49



N

AN

=

A

s

N
Y§§

4

D
/

Z

NN

Fig.65

4.1.5, Viga en volade

,‘/
a

" La viga en volado tambisn i.lamada mensula, est5 libre en

un. extremo y fija en el otro.

trada en 1a pared o mure, que

podemo
con. Is condicidn de que 1a viga no
reacciones probables Rx y Ry v un momenio par MA,

En 1a mayoria de las
nes analiticas para este tipo de problemas;

viga se da suponiends que la viga estsd tan fuyertemente

se

solucio-
ta solucidn de ta

enpo-

§ cargar lo que queremcs,
rompa

teniendo tres
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. fig.66

Para la solucién anterior, no hemos pensado en que pudie
ra fallar el empotramiento en el apoyo Yy que &ste se desque-
braje antes que pud.era romperse la viga, por lo que es pre
ciso al resolver una viga mensula : conociendo el momento
MA, revisar si & trozo de viga introducido en el muro resiste
1as cargas aplicadas a la viga.

Para 1a viga empctrada en un macizo AC se originan dos
reaccicones contrarias RB y RA, con trazo de palanca a, cuyo
producto corresponde at valor del momento MA . La reaccidn RB
es resistida por el peso de la pared superior, que equilibre
con exceso (factor ce seguiridad), 1a reaccisén en A es igual
a 1a suma de las fuerzas Qque actian en la viga més la reac-
¢cién en B, esto es, RA = RB + F.

Para obtener la solucibén 1-3fica (7ig.66), detreminamos -
en el siguiente orden:

a) Momentos flexionantes., Trazamos los polfgonos vectorial y
funicutar correspondientes a las ¢argas actuantes en la viga
de modo que e! primer lade de 10s pelfgonos sea horizontal.
Al construir el polfgone funicular 'a 1fnea de cierre L,c -,
sorta junto c¢on los tades 4 y | 1as 1Tneas de accién de las
reacciones RA y RB. £1 momento miximo se origina en el empo-
tramiento A, siendo Mm3x = -L,ymax
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b) .“Esfuerzo - cortante y reacciédn. Al llevar L.c al polfgono
vectorial, 8sta.cocta la prolongacidn de las fuerzas en un
-punto e, obteniendose RA =..F + RB, siendo RB el segmento ea
El esfuerzo tangencial o cortante, lo obtenemos al prolongar
ITneas ortogonales a-las fuerzas del polfgono vectorial , cu-
yos valores estin representados en la figura, el valor posi-
‘tivo, es debido. aj c&lculo andlitico, ya que el recorrido pa-
ra determinar los valores del cortante se hace de izquierda a
derecha, teniendo como primer fuerza RA, que tiene un sentido
ascendente (+).

4.2, Vigas continuas articuladas
4.2.1. Aclaraciones.

Las vigas que descansan en mais de dos apoyos se |laman
vigas continuas, este tipo de vigas son hiperestiticas Si no
se agregan articulaciones. La cantidad de articulaciones que
requiere una viga para hacerla isostética est3 en funcidn del
nimero de reacciones que tenga ta viga, &sta cuestidn fue tra
tratada en el capftulo t. Para una viga de tres reacciones vy
sélo dos ecuaciones: ta solucidn wutilizando las ecuaciones -
de la estitica se puede hacer colocando una articulacidn
transformando 1a viga hiperestatica en una viga continua arti
culada o Viga Gerber.

4.2.2. Viga Gerber con cargas aisladas.

a) Momento flexicnante. Una viga Gerber puede reducirse a
una viga con extremes en volado,como en Ia fig.62, donde te-
nemos una viga en doble volado con cargas aistadas paralelas

al componer las fuerzas y formar e! polifgono funicular 1a 1f-
nea de cierre A'B° = L.c, corta los lados 2 y 4 determinando
momentos negativos por encima de L.c y positivos debajo de 1a
misma. En los puntozs C y D, 6f y G2 los momentes son cero, <a
50 que sucede en la articulactdn de una viga Gerber, pues las
articulaciones no provocan momentos de reaccidn.

Si aplicamos articulacién en los puntos G y 62 , la vi
ga se hace inestable pero no se altera el equilibrio de 1la
misma, obsé&rvese que el segmento G1°G2° define 1l1a lfnea de
cierre, obsarvacidn que nos da una rauta para resolver 2! mo-
mente flexionante <e una viga Gerber,

Resolvemos ta viga (fig.67), construimos tantos polf-
gongs  vectoriales y funiculares fcmo trames de viga existan
(entre apoyo y apoyo), utilizando la misma distancia polar L.
Protongamos 1fneas verticaies a partir de las articdlaciones
{ v Il aue cortan al polfgone funicular correspondiente en -
los puntos ' y Ii°, para cuyes punios el momente flexionante
es cero; siendo estos puntos, lugar por donde pasan 1Tneas de
cierre: donde D‘C- = €3, la cual debe pasar por I1° , C°B’=CE
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que debe pasar por |’ y finalmente B‘A“ = C1, con lo cual he-
mos encontrado el &rea de momentos flexionantes para la viga
Gerber. Trasladando las |fneas de cierre Ci, C2 y C3 a sus -
respectivos polfgonos vectoriales, encontramos las reacciones
en los apoyos, segdn muestra el dibujo. Para lograr una sola
linea de cierre L.c horizontal basta con hacer un transporte
de polo, de tal manera que la Ifnea de cierre sea horizontal,

b) Esfuerzo tangencial., El diagrama de fuerzas cortantes hay
que trazarlo tomando en cuenta cada una de las fuerzas actuapn
tes. En nuestro c¢aso descendemos -F, luego ascendemos RA, ba
Jjamos F2 y asf seguimos trazando cada una de las fuerzas, te-
niendo en cuenta la magnitud a3 escala y el sentido para cada
fuerza hasta llevarlas todas al dibujo.

Fl F2 F3 (4 F5 F6 FT

0
/ﬁ////ﬁ |

fig.867

o x I




4.2,3. Viga Geroer con carga uniformemente distribuida.

WL1 WL2 PJL3 wL4 WLS
1 Il .

A 128 L4 —t

“ ciz . RA
M= E\n gt hsEcz»c‘ 1 --> 02

HILIN

B

03

04

0s

fig.68

a) Momentos {lexionante, Sustituyendo la carga uniformemente
repartida en cargas concentradas al centro de cada c¢claro, !a

viga queda reducida al c¢aso anterior. o

Hecho esto procedemos a trazar 10s polfgoﬁos vectoria- y:
ens la:

funicular, de tal forma que tas 1Tneas de cierre esté
misma 1fnea horizontal. e

Sabemos gue en los puntos donde se tienen las articula-

ciones no hay momento flexionante, por ifo tanto,.al “unir: los:

puntos !° y 1t° tenemos una de las Ifneas de cierre C2; esta

linea hay que prolongarla hasta que encuentre la lfnea de’agc’. -

cidn de los apoyos en B’ y C’.

Las otras dos !}fneas estin definidas por la dni&n de los:

segmentos A‘B° y C’D‘. Los puntos se trazan en ta forma ya cg
nocida. N e
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4.3, Vigas Hiperestéticas
4.3.1. Aclaraciones

Para 1a solucién - de.las vigas; no basta: 1a .aplicacién
de 10s principios de la estitica grafica por. . dependeride. la
naturaleza de 10s apoyos o la-continuidad de la viga y de - la
elasticidad de los mismo, por 1o que "para poder: resolverlas
se hace necesario-utilizar 12 teorTa 'de _1a elastncldaq, cuyos
prlnu|p|os no ser&n tratados en la.forma o atencién que mere-

ce el. tema por estar fuera del objetivo este ‘trabajo.

4.3.2, Linea elfstica de una viga
a) M&todo Grifico de Morh.

Para obtener la deformacidn de sistemas hiperestiticos o
estiticos es utilizada la teorfa de la elasticidad, misma teo
rfa que nos sirve para resolver los problemas hipereststicos.
Existen diferentes m&todos anBliticos que fundamentan su an8-
l1isis en esta teorfa y ‘os métodos grificos no son la excep-
cidn.

Las fuerzas exteriores actuantes sobre una seccibdn Z-Z
de una viga {(f19.69), podemos componerias y obtener una fuer-
za resultante R , la cual a su ve:r se puede descoponer en
los esfuerzos internvs: Longitucdinal o normal N, otro perpen
dicutar o cortante Q v un momento flexionante M = N.y = R.h,
siendo y vy h los brazos de palanca de ias fuerzas correspon-
dientes con respecto al centro de gravedad de la seccidn.

En 1a practica basta obtener los esfuerzos de flexidn pa
ra determinar 1as deformaciones, cuva linea resultante simple

mente se llama 1Tnea elistica.

Q
S Eﬁ//%iiz
Y !

La representacidn. grifica de ja linea elsstica de una vi
g9a empotrada en un . extremo (f19.70) que  ‘tiene un E y J cong

tantes a 1o largo de toda ta viga. Para encontrar dicha 17~
nea debemos cargar la viga con el Srea de momentos ‘- obtenida
como resuitado de las fuerzas externas actuantes en ella:. di-
vidimes 1a superficie de momentos en pequefas 5reas cuyo. . va-
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En seguida componemos estas fuerzas que representan las
fireas en un polfgono de fuerzas abcdefgh y con una distancia
polar H = EJ, obtenemos el polfgono vectorial y sy corres-
pondiente funicular, si tomamos un valor cualquiera W = M. x
y prolongamos sus vectores hasta cortar la iinea BsB° obten-
mos e¢1 segmento y, pero a la vex tenemos el triSngulo axura-
d0 en el poligeno funicular y su nomologo en el polfigono vegc
torial, por semejanza de trifdngulos tenemos que:

(M .Ax) /7 H =Ay /x

y = (M. Bx} . x = W.x pero H = JE
H H
PN y = W, x valor para s&lo un tramo x eldstico de lo
E.J viga. .

Al considerar toda la viga'néy,guegt!ner‘en cuenta -todos
los demAs vailores W, .con: 10;cua .tenemos que ‘el valor total
de la deformacisdn vale, -

]
Y as= Ay
[+]

xima es:



En este caso el.poltgonc funlcular nos ~definenla» 1Tnea
elsstica de la vKga. ‘ S

4.3.3. Puntos focales o fijos

Para poder hacer el anilisis grifico de la determinacidn
de los focos o puntos fijos; es necesario en primer lugar de-
terminar el Srea de momentos flexionantes de la viga, el cual
tenemos Qque resolver por 10s métodos aniliticos o . -utilizar
algin m&todo grafico-anAlitico, el cual usa muchas grificas.y
ecuaciones aniliticas, complicando demasiaco la solucidn;-
pues, hay que considerar el 3rea de momentos como si fuesen
pesos W y encontrar la 1fnea el&istica, en seguida encontrar
la tangente a la elasticidad en cada uno de t1os apoyos .de
la viga, siendo necesario utilizar més graficas y asl - seguir
una serie de pasos, resultando muy extenso y nada préctico pa
para tos propdsitos del trabajo, obtando por omitir este pun-
to.

Sin embargo, aunque se de j§ por un lado la demostracién’
rigurosa de como llegar a obtener los puntos fijos, dando por
verdadera ta forma de obtenerlos; pues io0s autores han expe-
rimentado y verificado sus propias experiencias Yy los 1leva-
ran a tales conclusiones, nosotros no encontrarfamos ta ver-
dad de tal principio, el cual admitimos por cierto.

Pero si indicamos la forma de encontrarlos, haciendo una
explicacibén clara v 158gica para su determinacidn, adem&s de
mostrar 1a forma completa de encontrar 21 momento flexionan-
te que en este caso e el punto importante 2 resolver,

4.3.4. Puntos fijos o focales en el eje de una viga

Cuando tenemos una viga de dos tramos 11 y 12 empotrada
“en un extremo y dos apoyos fijos, cargada solamente en e} tra
mo 12, con una carga W. La viga sufre una fiexidn segdn mues-
tra la fig.71, donde las fibras tensadas son marcadas con
1Tneas gruesas, correspondiendo un momento flexionante nega-
tivo y tas comprrmidas con lineas delqacas, t2niendo un momen
to flexionante positivo. Observese que el diagrama de momen-
tos flexionantes cambia de si1gnc en el punto M de nflexi1én
de ia viga, 0 sea donde camb:a el sentido de curvatura. Al
punto M ZAFRA .1o 1lamaba absisa unitaria o limite en su obra
"Calculo de Estructuras" trataremos de aclarar el por qQué de
este nombre.
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Al sustituir el empotramiento de A (fig.71} por un apo-
vyo fijo, el punto f1jo M se desplaza hasta el apovyo A (fig.
72), teniendo un valor de cero. Por lo tanto, de acuerdo con
esta observacién, la distancia del apoyo al punto fijo varfa
entre cero y un tercio de la luz, cuyo valor depende de 1la
elasticidag de los claros contiguos, punto que aclararemos
despuss de explicar como encuentrar los puntos fijos decono-
cidos.

En- una viga existen puntos fijos conocidos que son los
qQue tenemos a una distancia del apoyo A, igual a cero y otro
a una distancia del apoyo A igual a un terc.:o de la lux, caso
explicado en el pdrrafoc anterior; pero también hay puntos i
Jjos desconocidos como el marcado con la letra N (fig.71 y 72)
que estin situados a una distancsa 0 <§1/3, pero en todo caso
desconocidos. Estos puntos podemos encontrarlos haciendo unos
senci1los trazos, Por ejemplo, rFara encontrar el punto N de
ta viga (f1g.71). En primer lugar dividimos en tercios cada
unc de los tramos (fig.73), transportamos el tercio de menor
valor al tercio del ctaro contiguo, en este caso f1/3, trace-
mosto 3 partir de D hacia ta izquierda,en cuyo punto trazamos
una vertical; 1fnea que ilamamos d:ferencia de terctos; en
seguida, a partir del punto fijo conocido M, trazamos una 7~
nea MG de inclinaci1dn cualquiera, unimos E con B, prolongamos
nasta encontrar F, que unimos con G, siendo el pun%to fi130
N 1a interseccién del eje de ta viga con ta recta FG, cuya
distancia es obtenida al hacer el dibujo a escata.
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Si el empotramiento A de la viga (fig 71}, lo vamos des-
plazando hacia el apoyc B, situindolo en los puntos 1,2,3 has
ta llegar a B (fig.74) .Esto equivale a anular el tramo {1 que
al hacerse cada vez mis corto va disminuyendo Ja elfsticidad
hasta convertirse en un empotramiento-perfecto en B. Asfmis
mo observamos que el punto focal N  va desplazandose hacia D,
en proporcibébn al acercamiento del empotramiento hacia B y
cuando alcanza este punto, tenemes el punto focal exactamente
en el punto D a una distancia X2/3. La construccidn anterior
nos ayuda a entender cdmo ta variacidn de l1os puntos fijos
depende de l1a longitud de cada uno de los claros contiguos ,
de! tipo de sustentacidn y no de la carga actuante.

Concluimos que los puntos fijos estén situados todos en-
tre un intervalo 0 ¢ 1/3 independientemente del tipo de carga
, el punto fijo encontrado es e 1imite para e! cual puede
presentarse 1a inflexidn de la viga; pues '3 inflexidn no de
pende s&1o del tipo de viga sino también del tipo de carga.
Por 1o cual, nace la necesidad de explicar otro término 'que
son las lfneas en cruz o cruzadas.

LUy M/, al/s sswess s 53, s, a3/
1 i s ! I i he i ~1
N 8 i L 82 23
] ) ]

fig. 7%

Para calcular los puntos fijos de una viga de varios tra
mos procedemos en 13 siguiente forma: considerames una viga
de tres tramos, (fig.75), 11 = §3 , f2 menor que los anter:ir
res, en primer lugar dividimos 1os tramos en tercios y encon-
tramos ias lineas diferencia de tercios, en este case el ter
ci1o menor es §2/3 el cual llevamns a los tercios contiguos de
tos tramos f1 y l2, trazandolos a partir de los puntes a y b,
hacia la derecha e i1zquierda respectivamente, Después, traza-
mos la 1fnea AE de inclinacién arbitraria, el trazo a partir
de A 1o podemos empezar ahf pues &ste es un punto fijo conocli
do segin se explico; unimos FB prolongando hasta G que unimos
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podemos encontrdr tos: puntos fljos R Y. S segﬁn muestra dibUJo~*

de £ig.75.

Si el apoyo A estuv:ers empotrado empezamos el trazé a
part-r de ]1/3 medido desde A.

.4,3.5, Lfneas en cruz

Para poder encontrar 1os momentos en los apoyos, ademis
de los puntos fijos es necesario conocer las lfneas en cruz o
cruzadas, Para cada tipo de carga tenemos un diagrama de mo-
mentos flexionantes y sus correspondientes 1Tneas en cruz.

Para una viga con carga uniformemente distribuida a lo
largo de toda la viga, obtenemos et diagrama de momentos
siendo una paribola del tipo x , tas 1fneas en cruz son las
que unen e! vertice de la paribola con los apoyos (fig.76).

P
c, A I 8
o i 1 N
£ t+) ! T ) L
(3 7o
uaeoscmmt’i‘us F
Lineas an cruz
£i9.76 £ig.77

Las lfneas en cruz para una viga con carga <oncentrada
las encontramos trazando | a cada tado de la carga, unimos ¢
con M, prolongando hasta encontrar F y trazamos AF que define
ta primera de las 1fneas cruzadas; para encontrar la otra I17-
nea procedemos de 13 misma forma: unimos D con M prolengando
hasta encontrar £, que unimes con B siendo &#sta la tinea en
cruz BE (£fig.77)

Para encontrar las lfneas en c¢ruz de una carga concentra
da s§lo en un tramo del claro (fig.78) , podemos considerar
la carga como concentrada, para encontrar las itfneas en <ruz
, .utilizamos el procedimiento Ffig.77, o el que explicamos a
continuacién, que por supuesto puede aplicarse al! case de car
ga concentrada en un punto.



Trazamos- una:lfnea:horizontal 'BC ', unimos cada una con
tos apoyos, estas:1Tneas: 1as:11evamos paraletamente encontran
do-los puntos:E:ly.; Dil'que . al ‘unir con 105 . apoyos determinan
las:|Tneas en<cruz (fig.78) . .~

E Liheos en cruz

fig.78

Cuando en el tramo de una viga se tienen varios tipos de
carga: para encontrar las lfneas en cruz, basta con sumar a u
na de ellas el angulo de 1a otra. Por ejemplo, si tenemos una
viga con carga uniformemente distribuida y concentrada fig.79
obtenemos para cada diagrama de momentos sus correspondientes
iTneas cruzadas, la linea en cruz total AC podemos obteneria
con ==5+Io = Bo que define 1a 1Tnea cruzada AC v la recta BC
es definida por 1a direccidn «os+ {y = By

Lwieos en cruz

fig.79

E1° diagrama total es 1a suma de 10s dos ' momentos,: ‘para’”
obtener esta grafica  basta' sumar a uno'de ellos el otro mo--
mento en diferentes. puntos, ; :
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4,3,6, Vigas de un tramo con un extremo empotrado
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Entre 1as vigas hiperestiticas que podemos resolver f3§-
ci1imente por un diagrama a escala, utilizando los m&todos gri
ficos, estin 1as vigas empotrados en uno de sus extremos y en
el otro apoyo mév:l.

Resolvemos 1a viga para los dos tipos de carga m5s comid-
nes, Por e emplo, para una carga uniformemente distribuida a
1o largo de toda la viga (fig.80), primero procedemos a divi
dir en tercios el claro de la viga. Determinamos e} punto fi-
Jo, el cual estd ubicado a un tercio medido a partir de A.
Ahora hay que encontrar el diagrama de momento isostitico
que vale wi2/8 y dibujario a escala (especificada en cro-
quis). Encontramos ias lfneas en cruz; para el problema séio
es necesario la !Tnea a Ya izquierda, trazamos una vertical
que pase por el punto fijo, intersectando la 1Tnea en cruz en
el punto C, finalmente trazamos ia iITnea B°C que pasa por el
punto fijo conoci1do B‘, quedando resulto e! problema; siendo
el diagrama de momentos flexionantes e! que estd deilimitado
por 1a recta B°C y 1a par8bola de momentos isostSticos, Para
obtener el valor nomerico del momento; med:mos verticaimente,
teniendo en cuenta ia escala conocida, obtenemos ios momentos
que nos interesan por 1o general son (M - ) y (M + ).,

En el problema de las vigas con carga concentradas (fig.
81 y 82) el procecdimiento es el misme, obteniendo Gnicamente
otro tipo de momentos isostiticos M = Pba/L para la fig 81,

4.3.7. Viga de un tramo doblemente empotrado con .momento
de inercia constante. .

La solucidn grifica de una vvga cun clafo enpotrado
en sus dos extremos €s muy snmp!e (fng 83 v 64) “itgual aue




ia viga del! problema anterior y para todas las vigas e! pro-
blema ests pricticamente resuelto si sabemos encontrar los
puntos fijos, !'as lfneas en cruz vy los diagramas de momentos
isostAticos. Para este problema en particular tos puntos fi-
Jjos estin situados a 1/3 L, medidos a partir de cada extremo,
el momento vals (WL?) /8 para la carga un:formente distribui-
da a lo largo de la viga (fig.83)y Pba/L para la carga concen
trada (fig.84). Las lineas en cruz de la fig.83 son A°C, B°C
y A°D , B’C para 1a fig.84; finalmente obtenemos el diagrama
de momentos flexionante, quedando determinado por el momentos
isostidtico y la tTnea A"B" que pasa por la intersecci$n entre
los puntos fijos y las lineas en cruz.

Wz234o0n/m . y 44on
5.00 m A 1
8'M(-)=6.2%
A" Bu
wit)=310
c
/3 ’/37 /3

°='E=Essc.u)m. %Esc.uou.

fig.83 fig.84

a) Reacciones en los apoyos y diagrama de esfusrzos
cortantes.

Et valor total para una reaccidn de este tipo de vigas
es 1a suma de la reaccién isostAitica debida a carga mis la-
reaccidn hiperestitica producida por un momento en el empotra
miento o por la continuidad de la viga misma, en |23 que exis-
te un momento.

Asf pues Rt = Rist + Rhip Rhip = M/L
S 1a viga es continua a ambos extremos de los apoyos o do-
blemente empotrada existen dos momentos, por to tanto 1@ reac
cidn hiperestitica vale ¥

Rhipt =(Mi - M2)/L

14 Rhip2 =(M2 - M) /L
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4.3.8 Viga de dos tramos con carga uniformemante
distribuida y concentrada.
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Para resolver grificamente una viga con mis de un tramo-
y. con diferentes cargas, el problema puede llegar a complicar
se ‘por la cantidad de trazos que en ocasiones SON nNecesarios
hacer. Sin embargo,la solucidédn es muy simple. FPor ejemplo, oa
ra'la.viga (fig.85) determinamos los puntos fijos D y E usan-
do el m&todo explicado; después encontramos 10s diagramas de
momentos isSostiticos y trazamos en 1a parte inferior el dia-

1.591
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gqrama de los puntos fiyos, luego hay que trazar las |fneas en
cruz, trazando unicamente las que pasan por B"; pues son l|as
Gnicas que necesitamos, en el primer tramo de la viga se hace
necesario nhacer la suma de las dos lfneas en cruz { marcadas
con l1fneas punteadas ) obtenidas para cada diagrama de momen-
tos y asi obtener Ja linea de cruce total B"F; también, nece-
sitamos obtener e! diagrama isostitico total para este tra-
mo de viga, encontrindolo al hacer 'la suma de ambos diagramas
para diferentes distancias a 1o largo del claro de la misma.

Tenemos ya 1os puntos fijos, los momentos isnstiticos y
las ITneas en cruz; pudiendo encontrar !a interseccién a y b
entre puntos f130s y Ifneas en cruz. Ahora trazamos ta linea
de transmisiédn de momentos, siendo para €l primer tramo A"H
y HC" (13 linea debe pasar por la interseccidn "a" y los pun
tos fijos conocidos A" y C"), para el segundo tramo l!as IT-
neas de trasmisidn de momentos son C*l y 1A" ( la linea debe
pasar por la intersecc18n "b" y los puntos fijos C" y A").
Nos gqueda por encontrar unicamente la Ifnea de cirerre defini-
tiva, la cual podemos encontrar sumando o restando, segin co-
rresponda, e! momento que transmiten |las cargas que actGan en
el claro contiguo. Para nuestro problema, con sumar los momepn
tos en el apoyo central podemos encontrar esta 1fnea, si suma
mos las distancias B"H + B"l = B"J tenemos el punto por donde
pasa 1a 1fnea de cierre definitiva que juntoc con 1la Ifpnea de
momentos isostaticos determinan el diagrama de momentos
flexionantes.

De ta misma forma como se han resuelto estas vigas Sim-
ples, podemos resolver vigar de 3,4 & 5 tramos, con diferentes
tipos de carga empotradas en sus extremos o no, utilizando
el m&todo grafico. E| procedimiento es el mismo para  cual-
quier caso que se presente.

Para obtener el diagrama de esfuerzos cortante,’ téniendp
el diagrama de momentos es muy senciila su., determinacién.
Procedemos primero a descomponer la viga en‘'sus’ respectivos
tramos calculando las reacciones isostiticas’para.cada . viga,
en seguida obtenemos el cortante hipereststico: para-el . tramo
T, . o et s

A-Vhip = 4.80/L1

de tal forma que heéccione‘ca
donde el .cortante hiperestitico

B-Vhip = 4.80/L2
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4.3.9. Viga de tres tramos con moment
variables. s 0

Cuando las secciones en los tramos:.so
ferencia Onica que existe en el procedimie
1a forma de encontrar ia lfnea diferencia
despu$s poder determinar los:puntos:fijo

yilos momentos en’:
{as barras. .

Para encontrar la diferencia de tarc]ps en1a viga (fig.
86a), dividimos en_tercios 10s tramos. 'Si “los “'momentos  de
inercia-son 11 = 19,531 ,7127=10,000 y "13:=7"13,333/CH4,-"debe
mos-catcular los coeficientes. i

L a1 = 42°< 400 = 0.04'x 100°= 4
T 10,000 e

bt = 44 N 500
T4 .19,531.25

a2 =43 - =_350 = 0.026 = 2.6
137 13,333 3

b2 2400, = f2 = 0.04 = 4"
10,000 1 S ;

n

Después, trazamos 'Tpeas de inclinacidn arbitraria a par
~tin.de los puntos § y |1 :(fig,86b), -luego llevamos los valo-
res de los coeficientes en Ia ferma indicada en la figura; u
nimos los puntos Xi y X2 con las |fneas de ‘tercios 1° vy 1’
respectivamente; finaimente = trazamos. las 1fneas paralelas a
X117 vy a X2117, a partir de las distancias al y a2 que neosg
determinan las 'ineas Je diferencia de tercios en (oS puntos
1y 11" , entonces, podemos 'ya encontrar los puntos fijos
12345 fig.86¢, . .

Luego cbtenemos 1os momentos isostiticos (fig.. 86d); con
fas 1fneas en cruz que intersectan a los puntos.fijos enia,b,
c,d, vy e, trazamos la linea A‘a, continuando’es;a»lfnea hasta
el apoyo B, que debe transmitir el momentos.a’ los tramos 2.y




3, pasando por los puntos fijos 3 y §. Cantinuvamos con el tra
mo- 2, unimos {as interseccsones de los puntos fijos y }Tneas
en ¢ruz by ¢ que continuamos nasta los apoyos, hacemos la
transmisién de momentes. cuva }Inea pasa por los puntos fijos
A’y 5. lgua) hacemos con e] tramo tres: uniendo las intersec-
ciones d y e, continuando 1a ifnea a 1bs apoyos, transm:timos
el momento que pasa por los puntos fijos conocidos 2 y A’.
Para encontrar la ifnea de cierre definttivas, sumamos los mo
mentos de cada trame con los trasmitidos por ios otros tramos
Por ejempio para encontrar 1a linea A- B’ sumamos )0S momen-
tos en el apoyo B en ia siguiente forma: -

B" = mti + m2y - m3¢,

Wt

A3=3«5/'X2
b;//j/

A A =5

a)

fi19,88
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5 DETERMINACION GRAFICA OE ARMADURAS

"§.1. Armaduras isostSticas
5.1.1. Aclaraciones

. Una armadura es un sistema compuesto por un conjunto de
parras situadas en un mismoe plano, de tal manera que formen
una red de tridngulos Illamados sistemas reticulares, armadu-
ras o celdésfa. En 1o0s vertices de los trisngulos se forman ny
dos que unen 1as pi1ezas con articulaciones sin rozamiento
{ charnelas). Son |lamadas cordones o cabezas a l1o0s miembros
de 1a armadura que forman el contorne exterior (fig.B87),(in-
ferior ADF, superior ABCEF)}, y !tas barras que hay entre dos
cordones son dencminadas barras de relleno o celosfas.

€n las armaduras, la carga es de aplicacidn indirecta;
pues &sta es aplicada de modo que actie sobre Jos nudos uti-
lizando elementos auxiliares.

A D F
fig.87

Se ha dicho en el primer capftule que una armadura es
isostatica sélo si el nimero de ecueciones es igual al nGmero
de reacciones mis el namero de barras; st esto no ocurre, en-
tonces la armadura es hiperestitica interna o externamente;
para poderla resolver es necesaria 1a aplicacidn de la teorfa
de 1a elssticidad, pero sf &sta es i1sostitica basta ia teorfa
de 1a estatica.

5.1.2., M6todos de anslisis gr&fico para armaduras

Entre los métodos grifices mis conocidos estin los de
Culmann y el de Cremona: el primero es adecuado para hallar
los esfuerzos de algunas barras solamente; cuando es necesa-
rio conocer los esfuerzos en todas ias barras es recomendable
Ogtiiizar el método grifico de Cremona que deduce los esfuer-
20s en las barras correspondientes con la aplicacibén sucesi-
va de dragramas de fuerzas; para ilustrar dichos métodos uty
1izamos un ejemplo priactico de la armadura Alemana.
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8) M&todo grAfico de Culmann

Para encontrar los esfuerzos en todas las barras de una
armadura utilizando el método grifico de Culmann; resulta
igual de laborioso aue el método anAlitico de los nudos; sien
do &ste, especialmente indicado para hallar los esfuerzos
s6lo de algunas de las barras. Resolvamos la armadura ( fig.
88a). Si hacemos un corte N - N de tal forma que corte a io
ma&s tres barras. Para restabtecer el equilibrio del sistema
apiicamos tas fuerzas internas V,U,W; que s5lo pueden actuar
en 13 direccién de las barras existiendo sdlo esfuerzos de
compresidén y tensidn

. El cBlculo de las fuerzas Vv,U vy W, pueden hacerse con el
método de Culmann (fi1g.88b) (obsérvese que nos encontramos en
el caso explicado en 2.2.6. " Descompoasicibén de una fuerza en
tres componentes no concurrentes de |fnea de acciédn conocida

"y,

Las fuerzas que debemos encontrar actlGan en las direc-
ciones de las barras 234. La fuerza desconoc:da es el esfuer-
zo cortante que act@a en el corte N-N; si obtenemos la fuerza
cortante en este punto, debemos también localizar 1a iTnea
de accibn donde &sta actGa (este punto estd ubicado a una dis
tancia tal gque Vo.x = MF ), el producto del esfuerzo cortante
por su distancia nos determina el momento flexionante en el
punto donde se hacen concurrir las fuerzas (fig.88a)

Resuelta ests parte, para encontrar las magnitudes d= )3z
tres componentes (fig.88b), basta trazar Vo a escala,teniendo
en cuenta el sentido, llevamos U paralela a AE hasta Vo, igual
Vlevamos ta fuerza auxiliar Fa que cierra el polfgono y adn
faltan por encontrar dos componentes. Para encontrarlas des-
componemos F3 en las componentes W y V paralelas a las |fneas
de acccidn 3 vy 4 respectivamente. Obsérvese que el polfgono
es cerrado y por lo tanto €1 sistema esta en equilibrio.

Para saber si ias fuerzas corresponden a tensién o com-
presidn se sigue la regla: cuando las fuerzas actfian hacia
el nudo es una compresiédn y si actla en el otro sentido enton
ces es tensidn.

La magnitud-de 1as ‘fuerzas, la ceterminamos . midiendo - a
escala‘cada una.de las componentes obtenidas:en; el trazo.
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b) M&todo gréfico de Cremona

E) método de Cremona; resuelve. el problema gréficamente
por el principio de los nudos, estableciendo el equilibrio en
cada nudo por medio de una sucesidn de polfgonos de fuerzas.
Las fuerzas actdan en la direcciédn de las barras, teniendo el
mismo punto de aplicaciédn; por 1o cual,trabajaremos con sistg
mas de fuerzas concurrentes y coplanares.

Para aplicar este método es necesario seguir un sentido
de analisis que sea el mismo para todos los nudos, empezando
con una fuerza conocida y terminande con la dltima desconoci-
da.

Para hacer el anslisis grifico de la armadura ( fig.B88a )}
seguimos el giro de las manecillas del reloj, designamos las
las barras con ndmeros y 10s nudos :zon letras. Los datos nece
sari1os para realizar el cSlculo; estdn dados en la figura men
cionada, las cargas estdn compuestas del peso propio y de la
presifén de 1a masa ( P = 1500 Xg. )}, para determinar las
fuerzas en las barras la figura debe ser trazada a escala (es
cala de longitudes) y el trazo del polfgono de Cremona (a es-
cala de fuerzas (fi¢g.88¢c)). Para determinar las fuerzas en c3
da una de las parras: debemos empezar por un nudo donde haya
no mAs de dos fuerzas desconocidas y una fuerza c¢onocida , en
nuestro caso podemos empezar por 105 nudes A & B insiciando
por el nudo A.

La armadura tiene cargas simétricas verticales, donde
las reacciones son ficilmente deducibies, teniendo que:

Ra = Rb = {/2fP

Para una mayor claridad del método, analizamos cada nudo
por separado con la presentaciédn del diagrama de fuerzas (fig
88d)} para cada nudo analizado de la (fig.88a), a la vez vamos
construyendo el diagrama de Cremona {(fig.88c).Suponemos corta
tadas las barras t y 2 para restabier el equ:'ibrio en el
sistema es necesar:o aplicar 1as fuerzas f1 y f2 (fig.88.4d),
21 valor de estas fuerzas lo encontramos ficilmente st cons-
truimos un tridngqule Jde fuerzas abc , d:pugamas a escata la
fuerza que actda en el nudo A (Ra-P/2) y trazamos las |fneas
paraletas a !'as parras { y 2, lineas de ac<:16n de tas fuerzas
desconccidas f1 y f2 que actdan tambisn en el nude A, la in-
tersecc18n de las lineas | y 2 se localiza en 2l puntoe €, con
este 1razo nhemos encontrado 10s valores de las fuerzas csiendo
1z b¢c y 2=ca. El trazo de! polfigono debe realizarse siguienao
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el sentido de 1as manecillas del relcj. debemos trazar prime-;:-.

ro ab seguidos de bc y ca, para que no se tenga confusién hay
que poner el namero de la barra que corresponda . a'-la fuerza
en el diagrama de Cremona: adémas, marcamos con el signo:“ (-}
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la fuerza de compresién y con (+) la de tensiﬁn,~estosfsign05'”:7
no indica operacibédn Gnicamente los Gtilizamos para distjnguir S

el tipo de fuerza.

ST seguimos analizando la armadura, debemos continuar .cen

el nudo C, dnico nudo que tiene dos fuerzas desconocjdas. Ha-
ciendo un corte alrededor del nudo C, el equilibrio es resta-
blecido al aplicar 1as fuerzas i, f4 y £3; conocemos |as
fuerzas f1 y P, 1a primera fuerza conocida es f1 y 1a Gitima
desconocida es 3, segin el sentido de anadlisis. En 1a cons-
truccién del polfgono de Cremona, tenemos trazado fi1 marcada
como -1, ahora trazamos P igual a bd. Nos falta Gnicamente
por conocer f4 y 3, las cuales actdan siquiendo las direceig
nes de las barras 4 y 3 , las que llevamos paralelamente al
polfgono de Cremona (fig.88c).Construido el polfgono de fuer-
zas cerrado para el nudo C, hemos determinado 1as magnitudes
y sentidos desconocidos para estas fuerzas.,

Podemos continuar describiendo 1a forma como se va cons-
truyendo el polfgono de Cremona para cada nudo, Esto es inne-
cesario, pues la £19.88d muestra claramente el proceso &egul
do, Indicando el sentido de anélisis en cada nudo y el reco-
rido de la armadura estd marcado con la nGmeracidén, :

$.1.3. Armaduras de una sola vertiente
Por 1o general zon empleados en tejados alados; como son

ias marquesinas, balcones, andenes, entramados de edificios
etc. :

Pl c_-8 -4 b} a
[
RB,le wo_lP2 X | SIS Yo ]P4
I
|

P3
91 s\lps -y +6
-l +2 lP“ P2
RA +10
-1 Cc ’ RB P1

b d

RA
(2) (b)
fig.89

En 1a £ig.89y, esti representada una armadura de este
tipo, sometida a tas cargas:-P1234 ., .en el punto A 13 armadura




. 'esth apoyada en una‘articuiaci&n vy-en B anclada horizontalmen
-te.

Para encontrar ‘las reacciones en A y 8 , localizamos ta
1fnea de accién de R, para ello prolongamos la direcciédn de 8
que. intersecta R en x y unimos A con X; enseguida con un polf
gono vectoria)l abd fig. 89b, encontramos las magnitudes RA vy
RB. . i

Los esfuerzos en las barras jos podemos encontrar trazap
do ‘el polfgono de Cremona, comenzamos en el nudo €, continuan
do hasta llegar a B. El diagrama resueito se presenta en 1a
fig.89b, observese como el polfgono cierra perfectamente con
las fuerzas exteriores.

5.2. Deformacionas elfsticas de los sistemas retloulares

planos.

Las fuerzas exteriores actuantes es un sistema reticular
plano, producen en las barras esfuerzos de tensibén o compre-
sibdn; los cuales, a su vez ocasionan deformaciones de alarga-
miento o acortamiento y giro, para cada uno de los elementos.

SegGn 1a Mec8nica, una barra de longitud L y frea trans-
versal A, sometida a un esfuerzo T, sufre una variacidn de
tongitud AL = ¢+ L _---eceu-non 5

Donde el signo (+) indica tensién, y (-) compresidn. Si ' te-
dos los puntos de una barra experimentan el mismo aumentoe de
temperatura t se produce un incremento de longitud adicional

A o= wot
siendo w - el coeficiente de dilatacién

Los alargamientos o acortamientos para lac diferentes ba
rras son proporcionados directamente per la ecuacidén 5, Debhi-
do a las deformaciones en las barras, se - producen giros que
determinan una nueva posicidn en los nudos, cuyas posiciones
definen la deflexisn del sistema reticular. -

El ingeniero Francés Williot desarrollé un métodb grﬁfl:

co para determinar |a deformacibén elfstica aplicando el si-
guiente razonamiento, o :

En el tablero de Ya fig.90; sujeto,aluna fuerza P, se de-
sean encontrar las deflexiones de los.puntos d. 'y 'b gque resul-
tan de las deformaciones & AL. B :

Para intciar la adicibn de esfuenios‘embezaremos .en un
ounto fijo, en este caso a 'y b, El primer punto mévil. a caléy
lar d; que est4 unide directamente a.ios. " dos’ puntos . fijes.
Usando un comp5s con radio i3 + AS_'. trazamos un arco.que
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intersecta el arco 4 - A4 ‘en el punte . ‘d 'que‘indiqa la
‘nueva.. posicién -de d (. girando desde d - hasta d’). lgual
hacemos para.encontrar. el punto c¢‘, trazamos los arcos 5-‘5
hactendo centro en d’. .y 2 + A2 con cenitro’en a, que se“inter
sectan en c¢’. P S ) i
i l abcd=x

a2 fA‘! a2

83,7

1

a .

(a) L))
£ig.90

La construccidén anterior puede ser priactica en estructu-
ras pequeias, pero no para estructuras reales donde las defop

maciones y los gires son muy pequefios no pudiendo distinguir--

se la deformacidn..

Williot noté que si efectuaba las mismas operaciones con
1a misma secuencia, pero considerande todas las longitudes -i-
niciates a cero, puede obtenerse la misma informacién (fig.
90b) . Ademis, con est§ construccidn no es necesario utilizar
el tamatho real! de la estructura, teniendo la libertad de ele-
gir ta escala conveniente para obtener una mayor exactitud.

Para hacer el diagrama (fig.9%0b}. Consideramos que tg
das las longitudes en ias barras valen cero, con 1o cual se
traen todos los puntos a,b,c ¥ d a3l punto llamado x, siendo
e} anterior, el lugar de arranque del diagrama de Williot.

Los puntos de la estructura deformada se localizan por
medio de la deformacién en dos miembros que tengan un extremo
fijo, los puntos a vy b son {1 jos, empezamos en el punto &
que nos permite localizar el punto d°,

Para localizar d° trazamos -Ad y A3 en correspondencia
con el signo a partir de x; hecho esto, debemos trazar arcos
Que intersecten en d°. Sin embargo, en el diagrama de Willint
108 arcos se convierten en rectas 2rtegonales a las dirececig
nes de las deformacionas A4 y A3 aue se intersectan en d*, 1y
gar donde trazamos -A% que intersecta 2n lfnea perpendicular,
a la YTnes de accidn de A2 en el punto b’, con lo cual hemos
encontrado 1a deformac:én de 1a armadura simple (fig.%0).

Resotvamos un e)jemplo (fig.%ta). Primero trazamos el dia-
qrama de Cremona y encontramos jos esfuerzos en las barras

.74



suponemos unas secciones transversales - de  las barras de las

cuales conocemos sus Areas, Utilizamos Es2 100 000 Kg/cm2, de
terminamos las deformaciones AL de .cada .barra

, luego cons-
truimos el diagrama de Williot (fig.91p), que se aumento 15
veces,
RA PS5 o, la)
4
— 2
O N P3
2.5) -3 5 e P2
AT dgl, P
S =

1/’b-lo d -6 [ -2
B8 6.0m

fig. 91
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6.3, Armaduras hiperestéticas.

Seglin - se menciond en el capftulo. ., exisfén armaduras

de hiperestaticidaa externa o -interna , cualquiera-que -ésta.:

'sea, el problema se puede resolver.  utilizando el pnlrgono de

Cremena; -con el auxilio de etros métodos, que nos ayuden a en"

contrar el valor de las redundantes.

5.3.1 Armadura de hiperestaticidad externa

b 4 4 B ¢ 12i 16 &
38/ 7 o/ nf & 7 20
18 19 (@
A) 2 lcse 0t |4h1 18 )} 21 &C
P vpa IPs
RA RB RC
-4,-16
-14 ——— .
it
AN
e 18
'rpu . 17 3 RA
-15
*Rp.P/3 (B)
&4
o XAT4 ]
6 s (RcC
20
‘P2 20 b

ool

L
-8y-12 -fig.92

77..



Egemplifiquémos con una armadura fig.92a, estiticamente
indeterminada exter:ormente c¢on una radundante. §f calcula-
mos 10s valores de las reacciones RA, RB, y RC por el métedo
grafico de 1os puntos fisos 0 si. se prefiere algln método ani
litico, el problema puede resolverse ficilmente construvendo
el poligono de Cremona (f19.91b), cuyos diagramas de fuerzas
estan desglosados en la fig.92¢, correspondientes a cada nu
do del diaarama de la armadura-(fig.923a)

$.3.2. Armadura hiperestfticamente interna

Si 1a armadura resulta ser con hiverestaticidad interna
como. 10 es 13 armadura fig9 93a, para resolveria procedemos en
la siguiente forma.

€1 poifgono de Cremona puede construirse sin ningdn pro-
blema para l1os nudos a,b,c,d v &, pero al ltegar al nudo ¢
nos encontramos con una redundante, o sea hay tres esfuerzos
desconocidos vy con el método de Cremona séic podemos resol-
ver problemas estiticamente determinado {( con dos incdngnitas
a2 o maximo); o mismo ocurre si pasamos al nudo g, Por lo
cual no es posible seguir el anilisis hasta conocer el valor
del esfuerzo en una de las barras que concurren en cualgquiera
d2 10s nudos f & g.

El valor de estos esfuerzos 1os podemos encentrar si ha-
cemss un certe jue afecte 1as barras de cualquiera de 105 nu-
des que nos interesa conocer, el corte debe hacerse de tal
forma Que no ¢argamas nuevament2 en un 5i3tems indetermina-
do, luego hay que encontrar los valores para las barras uti-
tizando el método gr&fico de Culmann o el método andlitico
de secciones (m&todo de Ritter). Este dltimo mé&todo es muy
practico pues permite encontrar el esfuerze en una sola de
1as barras, ¢aso que no es posible con el método gr&fico Cul -
mann para &1 que hay que componar oQas las direcciones
de 1as barras.

£l mitodo de R:tter cons:ste en aislar por medio de un
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corte una parte de ta armadura y considerarla como cuerpo -

libre que debe parmanecer en 2quilibrio Dajo ia accidn de
tas fuerzas exter:'ores v las fuerc-2s Jde log miemoros afecta-
das por ei coarte E' c¢corte dere nacesce a2 tal forma que las
fuerzas desconncdas No sean Mis <2 tres, ni s2an todas con-
currentes, pues de 1o contrar:c Casmés en un problsma :nilster
minaco.

Volvrende al preblema, €1 nazemes
menes una de !as barras 3Jue concurre
tramos con que todes los cortes pog:
rras. Sin emdargo. $: hacemos un corte
barras que concurran en g, <¢on I oincian




ESTA TESIS WO DEBE
SALR DE LA SisilMTEC .
9

aplicar sin.ningdn problema . el método de Ritter para; en@qn-
trarla’fuerza.desconocida’ f2a: o 2 . :

, PX8.0 - Px6.2 = Px4.2 - 2.2P - 22X
£22x5 75 -68303 . : i ST
Tgpas 13622 Kq.
Después de encontrada 13 magnitud de la barra 22 en el
- nudo g, tenemos solamente 3 incégnitas por lo que podemos. con
tinuar analizando ia armadura para todas 1os demis nuqos f£,n,
i,j, ¥ k segiin muestra ta fig.93b.

La armadura gue estudiamos es de cargas simétricas,  para
1a cual basta resolver la mitad de la armadura, los valores
obtenidos en ta primera mitad de 1a armadura son igual a las
barras hombiogas de ta otra mitad.

valores de los esfuerzos para Ia»armadugq
£ig.93. B

{ = 10 600 Kg.
2= 8500 "
3 = 6 500 "
4 = 20 400 "
5 = 22 150 "
6 = 285 000 "

<7 = 267800 *. IR e

-8 = 26 00C "

-9 = 23 Q00 "

-10 = 22 250 ¢

“11 =23 400 * Ce2nzc1.300. 7
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8.3.3. Método de doble seccién de Rittar,

Cuando no es posible trazar una seccidn que corte a tres

barras no concirrantes y Que separe @n dos partes la estructy

ra, podemos trazar dos secciones SO y S5t jas cuales  tortan
cuatro barras cada una [fig.94), de las que dos son comunis a
ambas secciones.

Para encontrar los esfuerzos en las barras comunes 2 las

dos secciones, escribimos para cada seccidn la ecuacibn de mo

mentos refer(das a Jos puntos m y n, interseccibdn de tss If-
neas de accidn de las barras no concurrentes a los cortes de
cuyas expresiones Se obtiene un sistema de dos ecuaciones que
tiene como incdgnitas los esfuerzos para estas barras. U

P P
rmb :
l // l fa.mra -~ fb.rmb ~ Mm*
m 5 = ;
rma fa.rna - fb.rnb - Mn
[ a
X / tna
Se n
s’
Tnb
s fig.94

doande Mm es el momento que praducen P! y P2 respectc dem
Mn es el momento que producen Py y P2 respecto de n

rma y rmb son las distancias desde m a las barras a y b

rna y rnb son las distancias desde n a las barras a.y b

Resolv;endo e) ‘sistema anterior se deducen 10S esfuerzos
fa y fb, : T TR :

En ocasiones no. es posible reso)ver el snstemn.
de cuando el determunante de los coefnclentes’

rmb roo

Le cua\ se’ presenta cuando ‘e) punto de*
barras a v b, esti alineado con. fos. pun!os m Y. n‘;_

sin embargo, .es preciso notar que existen otros mstodos
ns)titicos igualmente pricticos para determinar 2sfusrzos en
na seccidn de 3 incdgnitas como son: mEtodo de Ia suma de mo—
mertos -y métode de transporte de barras. :
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5.3.4, Armaduras con disgonaiss cruzadas

La armadura de puerte (fig.9%), es indeterminada 4 veces
segdin puede observarse. S1 pretendemos resalverlio por el méto
do de Cremona debemos conocer por 1o menos los. esfuerzos de
4 barras diagonales (5,10,16 v 21) & (6,11.45 y 20). Sip em-
bargo, un anslisis en esta forma resulta complicado;  deberfa-
mos hacer 4 secciones las que resultarfan ser de 4 barras com
olicando mis su estudio,

En lugar de encontrar 1as redundantes por secciones, po-
demos dividir la armadura orimaria en dos armaduras parciales
{a) vy (b) to mismo hacemos con las cargas.

Las armaduras parciales son estidticamente determinadas
y por 1o tanto podemos construir sin ningGn problema el polf-
gono de Cremona para cada una.

Si se ha determinado la magnituad de cada barra para la
armadura (a) y (b), para encontrar los esfuerzo de 1a armagy
ra primaria: sumamos los esfuerzos de las barras que existan
en las dos armaduras. Por ejemplo, para obtener e} esfuerzo
de las barras 1z 1° « 17 , 3 = 3 &+ 3°‘ y asi sucesivamente
para cada barra. Para las barras diagonales ol esfuerzo que
se obtenga en las armaduras parciales es el que corresponda a
la armadura primaria, asi es v41ido proceder para este tipo
ae probliemas,

Ao 1 " (p) 7" 2= 2
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6. SOLUCION éRAFlCA DE ARCOS Y PORT1COS
6.1 Arcos Isosthiticos

6.1.1. Aclaraciones.

Son lliamados arcos, las estructuras curvas que cargadas.
verticalmente producen pres:ones oblicuas en los apoyos , &s-.-

tos se comportan como una viga de eje curvo, cuyas reacciones
dependen de las caracterfsticas de 10s unianes o sustentacio-
nes, dependiendo de #&stas tenemos que las estructuras son
isostiticas o hiperestSticas.

Cuando el arco tiene una extensidn en e! sentido
de su anchura recibe el nombre de béveda, 1o0s porticos son eg
tructuras continuas que pueden estar formados por un ndmero
variable de elementos, todos rectos o rectos y curvos, cuando
estdn formados de elementos rectos ortogonales reciben el nom
bre de marcos (fig.96¢c).

a) Arcos b) Porticos c) Marcos o
porticos

i L

fig.96

Para el estudio de los arcos es necesario hacer un
anadlisis de los grados de indeterminacién para los diferentes
tipos de sustentacién utilizados en 1a construccién; asT por
ejemplo, consideramos el arcc de la +fig.97a, sometido a u-
na fuerza F, cuya carga di origen a las reacciones RA y RSB
de las. cuales desconocemos: las direcciones, magnitudes vy pun
tos ‘de "aplicacidn, o bien deconocemos !as componentes --

F

8
RA RB’\

(a
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horizontales y verticales de RA y RB y sus momentos de empo-r
tramiento en A y B, Para encontrar las 6 reacciones s8lo dis |

ponemos de 3 ecuaciones de la estitica: V = o, H=zo0vy M=
o, stendo el sistema 6-3=3 veces indeterminade ( para un arceo
empotrado en sus dos apoyos

Para lograr un sistema iscstitico es necesario eliminar
3 redundantes, lo cual logramos utilizando otro tipo de sus-
tentacién diferente al empotramiento. Si el arco anterior le

colocamos 3 articulaciones una en cada apoyo y otra en la cla

ve, tenemos un arco isostatico ( fig.97b)

Tedricamente este tipo de apoyos: articulaciones, pueden
considerarse como un punto por el cual deben pasar las reac-
ciones, como en ellos ests impedido el desplazamiento la reac
cién puede tener una direccidn cualguiera. Asf pues , escoge-
mos unos ejes ortogonales que pasen por las articulaciones de
sustentacidn A y B, descompones las reacciones RA y RB  que
las siguientes componentes horizontales y verticales:

HA -7 HB -?
RA = RB =
VA -7 : VB -?
o bien grificamente desconocemos

Magnitud -? o] Magnitud <o

RA Direccién -2 RB Direccidn -? ;
Punto de aplicacidn - :{ :Punto’de-aplicacidén -

Observamos que el problema -tiene . cuatro iﬁcbghitas y.-1a
estitica sdlo di tres ecuaciones para establecer:.el’ equili~
brio en e! sistema. Sin embargo, puede establecerse.una cuar

ta ecuacidn sabiendo que la linea de presiones debe pasar ne-h

cesariamente por la articulacidn C, esto es:
McFi = O

Enuncrado nos dice que:

. "La_suma _de los momentos con tespec;q;a:
C, de todas las fuerzas que se encuentran-a‘'l
1a seccidn de dicha artuculaclén, deben ser
(15). e

Con est3 ecuacidn tenemos. cuatro.
estitica’y la cuarta establecnda perla ;
ta ifnea de presiones debe- pasar’ forzosamente por HEE artncula
cidn de ‘enlace C y 4 cncégnvtas. emostrand
de un- problema nsoststlco. % .

15) * Jaime Torres W - "Mecanic ‘Aplicada

i pag, 3507
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Otro arco isostAtico es el dela fig.97¢c -, para encon-
trar la direccidn de las reaccinnes trazamos unos ejes ortogg
nales, de - tal manera. gue uno pase por los apoyos A , B y el
otro por A; del trazo conocemos }as componentes HA y Va de la
reaccidn RA, la reaccisén ' RB es .conocida en direccién , debe
actuar perpendicular al plano de apoyo. Del problema descono-
cemos las magnitudes de 1as tres reacciones, mismas Qque
podemos determinar directamente por 1as ecuaciones del equi-
librio.

6.1.2, LTnea de Presiones.

Para el estudio de tas estructuras de eje curvo, la 17~
nea de presiones, o I(fnea de fuerzas obtenida al formar sec-
ciones a la izquierda de un corte cualquiera de 13 viga cur-
va, consideradas todas vy cada una de las secciones transvers3a
tes, no es otra cosa que las fuerzas interiores de compresidn
a que ests sometido el elemento estructural,

Para encontrar 1a linea de presiones es necesario haber
determinado las reacciones. Por ejemplo, para la fig.98 po
demos encontrar faciimente 1a 17nea de presiones, trazando
tos polfgones de fuerzas y funicular, (para el problema consi
deremos conocidos RA y RB)

Trazamos el polfgone de fuerzas: el cual, debe contener
RA, F1, F2 y RB, que debe ser cerrado y tener un mismo sen-
tido en su contorno. Considerando como polo O el punto de in-
terseccidén de las dos reacciones RA y RB; el radic vector 1,
en este caso es i1gual a RA , siendo &sta ta Gnica fuerza que
actGa a l'a izquierda de la saccidn a-a; el vector 2 es la re
sultante de tas fuerzas RA vy F! que actuidn a la izquierda
del corte b-b; e}l vector 3 es la fuerza resultante de RA ,
Ft y F2 que actdan a la rzquierda del corte c-c¢. Al trazar
el poligono funicular 123 hemos encontrado 1a direccién por
donde pasa 1a iinea de presiones y el poligono vectoriatl de-
termina 1as magnitudes de estas fuerzas para cada seccidn de
la viga curva. Si el arco lo sustituimos por la figura que
forma 'a linea de presiones articutandola en sus uniones, tg
nemos un sistema trabajardo 3 compresidn dnicamente.

Fl
R A=1

fo ke aes

fig.98
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8.1.3 Solucién Gréfica dal Arco Tril-artioulado,

a) Solucién General

; E} arco de tres articulaciones es una estructura
formada por dos barras de eje curvo, que tienen una articula-
cién de enlace comin a las dos barras y en Sus apoyos articu-
laciones de sustentacidn.

ta 2

RA

+ig.99

Para resoliver ei arco (fig.993a), se procede por etapas.
Primero consideramos que s&lo esté cargads la barra CB, para
ta cual encontramos |a fuerza resuitante R2 , determinada al
componer las fuerzas F3 y F4,-mediante - el poifgono vectorial
de poio 02 y su correspondiente.poligono funicular 456, que
determina la |Tnes de accién. : -
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Las reaccsones parclales raa Y. rbz que produce . ‘R2 pode-

mos  ‘encontrarlas,sabemos: .que:’:ia:lfnea ‘de’ presiones debe
pasar: forzosamente por .la. artiéul i6n -y Ya.Gnica fuerza que
ests a3 la izquierda:de la: secc16n ‘es la reaccisénira2. Por
10 ‘tanto, .esta reaccisn’ debe pasan;; por tag.articuiaciones Ay
Ci 1a prolongacién de-la recta AC intersecta l1a-1fnea de ac-
cién de -R2 -en D2, 'al. unir este piunto ¢on: B encontramos la
direccidn de rb2. El procedimiento seguido es vAlido pues G-
nicamente tenemos tres fuerzas . ra2, R2 y rb2. Conocemos las
direcciones de ra2 y R2, las cuales  no son paralelas. Por lo
tanto, para gque tres fuerzas estén:en equilibric es necesario
que sean concurrentes, siendo concurrentes precisamente en D2
el sistema de fuerzas ra2, R2 y rba.

De igual manera resolvemos para la barra AC, encontrando
las reacciones parciaies ral y rbi. Tenemos ya definidas l|a
magnitud y direccién de R2 y las direcciones ra2 , rb2. Para
encontrar l1as magnitudes de estas reacciones, llevamos parale
lamente a los extremos de R2 las direcciones encontradas, for
mando un polTgono de fuerzas R2, ra2 y rb2, con el mismo sen-
tido en su contorno (fig.99b). Se presenta el mismo caso con
R1, ral y rbi procediendo a hacer lo mismo para encontrar las
magnitudes rail y rbit.

Para encontrar la reaccisén RA componemos las reacciones
parciales rat y ra2, llevando ra2 paralelamente al extremo de
rat, cuya resultante define RA en magn:tud, direccién y senti
do. igual hacemos para encontrar RB, componiendo rbi y rb2.
La interseccién Ra y RB determina el polo O que es solucién
del problema y 1o uti'izamos para trazar los vectores [, I,
1y, tvyyv que forman el polfgono funicular de la I1fnea
de presiones., El polfgono funicular debe pasar forzosamente
por las articulacivnes A, B vy C; siendo cada radio resultan-
te, de todas las fuerzas situadas a la rzquierda de !'a secci-
én considerada. Por ejemplo, el radio polar 1!l es la resul-
tante de las fuerzas RA y F1 y F2 situadas a la izquierda del
corte c-c.

Cuando tenemos un arco de tres articulaciones, demasiado
curvo, frecuentemente las Ifneas de accidén de las fuerzas re
sultantes no se -intersectan con las ifneas de unién de las ar
ticulaciones, o caen fuera del alcance del dibuyo por 1o que
e) mstodo anterior es sustituido por el que se describe a con
tinuacién. "~

UL ST SO W PSRRI s
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Fig.100

Resolvemos el arco (fig.100a} a modo de ejemplo, el cual’

tiene los datos: attura 3m, luz 7m y las.fuerzas. E123{56_
igual magnitud 1,2 ton. : . ~

Calculamos primero fas des resultantes R{ y R2:dela fd;
ma conocida; luego descomponemos Ri en las fuerzas  Af 'y ~Ci-

que hacemos concurrir en un punto arbitraric E1.5 cuyas compg
nentes han de pasar, una por }{a articulacidn A y .la otra’ por
C., Descomponemos de la misma manera la resultante R2; hacien
do concurrir las componentes Bl y C2 en un punto cualquiera
E2.

Componemss las fuerzas Ci y C2 en el poligono vectorial
(f19.100b), qando origen a la fuerza C que debe descomponer
se en las componentes DI y D2 de direcciones conocidas AC y
BC. Finalmente, encontramos las reacciones en 105 apoyos: en
A componemos Al y D!, obteniendo RA y en B componemos D2 y B
que nos da RB, la interseccidn de estas reacciones define
el polo O, Que utilizames para trazar el diagrama de presi-

_.ones, definido por el funicular i,11,E8t,1V,V, VI yv Vil,

b) cCargas verticales

b.1) B&veda con cargas vesticales asimétricas.

. Las bdvedas estan unidas al sistema tierra por los estrj
bos E1.y E2 (fig.10!), para este s.stema tenemos seis incdgnk
tas, sin embargo como 105 materiales de construccidn de las
bsvedas.no -son completamente el&sticas para simplifisar su
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solucisn . “se plantea.’la hipotesis.de .que una’ 'b&veda.

como arcoitniplemente articulado; considerando articula
en. la.unién entre~la béveda -y los estribos y otra en’l:
cuya posicibén se supone ‘arbitraria. : 3

Para determinar las reacciones en los apoyos de un arco
con cargas asim&tricas; en el caso general de cargas vertica-
les, primero encontramos los pesos que actdan en 1a bsdveda,
dividiendo e! Area en cortes normales a la superficie de in-
trados (fig.101), formando dovelias paga, las cuales encontra-
mos su peso, igua! obtenemos los pesos de! relleno o sobrecar
ga y los sumamos con los pesos de las dovelas obteniendo fi-
nalmente los pesos actuantes P! y P2.,..Pn.

Para rewciver el arco considerames gque se obtuvieron los
pesos F1, F2..... ..Fe (fig.102a) con las fuerzas formamos el
poligono vectorial abQt (f1g.102b) vy su funicular 1727374°6°
6°7°; en seguida trazamos las lineas de cierre C1 y C2 para
cada una de las vigas curvas AC y B8C, direcciones que trans-
portamos paralelamente a) poligono vectorial , trazdndoias a
partir del polo O, cuyas trazos determinan 10s puntos x e Y
que proporcionan iz magnitud de las presiones en las articulg
ciones A,B y C. Después unimos los puntos A y C obteniende
ta 1inea S1 ,uniendo B y C obtenemos la otra linea $S2 : 17-
neas que al trazar en el poligono vectorial a partir de los
puntos x e y marcan en su intersaccidédn 8! poln Q, que alvunxr
con 1os evtremos a y b del poiigoeno de iuer;as proporcionan
la magnitud direccidn vy sentido de las reacciones RA y RB . ;
gi las cargas se hacen mis pequedas, e! djagrama de prasiones
se cenvierte en una curva continua que corresponde a una soly

cién mas exacta,

Los valores de 1as reacciones se encuentran midiande a
escala el segmanto de . recta determinaco.
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b.2) ja6vcdn'con cargas verticales simétricas

Cuando, )as cargas de 1a bdveda y - sobrecarga - actuantes
‘(fig.103a):  son sim&tricas respecto a un.eje E-E, podemos’ ‘ope
rar¢on’la-mitad de ia misma y encontrar unaisolucién mss ra-
pida. . ] : ~ ot

‘Consjderamos un ejemplo para jlustrar ei-método:que = re-
suelve .una-bdveda simétrica, los datos. estin dades en el .di-
buje (Fig.103).

v.Para raselver el problema depemos calcular tos pesos co-
rrespondientes al nimero de divisiones de !a bbveda en dove-
-} as,-mis. ) 0s.pesos de las _secciones de sobrecarga que corres-
pondert a .cada doveia y encontirar su respectivo centro de fuer
za. (Los pesos encontrados para los dates estén anexos al 4i-
bujo).

Hablendo encontrade los pesos P1234 componemos &sto:z en
un polfgono de fuerzas ab y con un polo Of, formamos el pili-
gono vectorial y su correspondiente funicular que nos propor-
ciona ta 1Tnea de accién R.

Sabemos que '3 |Tnea de presiones debe pasar por las ar-
ticulaciones A y C. El empuje H en C podemos considerarlo ho
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rizontal, el cual prolongamos hasta intersectar R en el punto
D, que unimos con A, construccidn que permite descomponer la
fuerza R 'en los componentes RA y Hc concurrentes en D, que
llevados al polfgono de fuerzas, determinan . las magnitudes en
1a ‘interseccidn O y nos permite encontrar ta 1fnea de presio-
nes , 11, 111,1V. y V.

" relleno = 1.8 . ton/m3

0 I 2 3
I £5C. LONG. boveda = 2 200 ton/m3
0 0000 30000
™% £SC.FZAS P1 =:10 650 Kg.
P2 = 8 500"
P3 = T7180° R
P4 = 6.200.%

b VzHe= za.gm

RA=425 ton,

(a} (b)

fig.103
6.1.4,  Arco Libremente Apoyado

a) 8olucién Omnars! para cumiguler sondicién de curgn

€1 arco libremente apoyado, es isostatico y-puede resol
verse por 13 teorfa de ta estitica, ta soiucidn al problema
es muy simple. El arco (fig.104a) sujeto at sistema de fuer-
zas F123456, donde las fuerzas valen F1346 = 1000 Kg, y Fa5 =
1200 Kg. ’

ATrazamos en primer instancia el polfgono de fuerzas ab.
utilizando un pele 01, obtenemos 10s radios vectores 12734~
5°6°7° (£19.103b), con éstos trazamos el poligono funicular,
haciendo que el vector 1’ pase por la articulacidn A y el
vector 7° corte la lfn2a de accidn conocida RB en un punto
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C, cuves puntos gefinen la 1fnea de. cierre L.c¢.. Llevamos

esta IlTnea al polfgono vectorial, trazandola por ‘el polo OF,
ahora trazamos R8 en el polfgono vectorial que corta Lic en
un punto O, la reaccidn la trazamos a partir ‘del punto. b,
finalmente unimos O con a que determina ‘la reaccidn RA," con
lo cual podemos trazar el poligono de presiones 1234567,

En el problema }as reacciones H y V, son muchas veces
tas que interesan, para encontrarlas hay que descomponer RA y
RB en Jas dos direcciones conocidas, el arco sometido a! sis-
tema de fuerzas dado tiende a desplazarse en B hacia 'a dere-
¢ha por 1o Qque para evitar este desplazamiento suele ponerse
un tirante AB qQue resista 1a fuerza de la reaccién HB, En sen

tido i1nverso.

] 1 2 3

e £ 5C.LONG.
0 1000 3000

(a) e —F5C.FZAS. 5

£ig.104

6.1.6 PBrticos isoatiticos. -

Los marcos o pérticos de tres articulaciones se resuel-"

ven igual que el arco de 3 articulaciones, pues las . reaccio-
nes no dependen de la forma de la estructura en general, sino
de la intensidad de las cargas y posictdn de las.articulacio-
nes. ;

£l m#todo de solucidn .ya 1o conocemos, por .jo .que consi-
deramos explicaciédn suficiente et dibujo (fig.1053 v 105b )
resuelto corn los datos contenidos en 13 figura.

92



(a) (b)
£ig.105

6.2.1 Elementos mecénicos de un arco.

Para encontrar ios momentos flexionantes existen varias
formas de hacerlo anSliticamente, asf si deseamos encontrar
el momento que producen las fuerzas a la i1zquierda del punto
G (fig.106}), el momento ser§ Ma = R xo - PIX1 - Pa2x2. Observe
que las distancia o brazo de palanca deben ser ortogonales 2
l1a fuerza considerada, la exgresién anterior puede simplifi-
carse si en lugar de cons:iderar cada una de las fuerzas uti-
l1i1zamos la resultante de tedas las fuerzas actuantes a la iz-
quierda de la seccién. Sabemos que la ifnea de presiones es
una resultante de estas fuerzas presisamente; el brazo de pa-
lanca que habrf de considerar es la excentr)cidad @ , por o
tanto tenemos MG = R3.e.

Para encontrar los esfuerzos nermales y cortantes en e}
punto Gt descomponemos R2 en una fuerza paraleia a la tangen-
te t, que corresponde a la fuerza normal M2 y otra perpendicy
lar a N2, que es el esfuerzo cortante GG, e) momento flexio-
nante para ese punto vale :

MGt = N2.e”

vy generalizado M= Ni., ei
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donde e’ es la excentrmc-dad medida perpentlcularmente a
1a normal desde 61, -

fi1g.106

£1 m&todo anterior podemos utilizarlo'para determinar
los ejementos mecSnicos (M,Q y N) del arco de ta fig.107.

£1 momento es negativo cuande la ifnea de acciéqrde, R
pasa por 1a parte inferior del! arco y positivo.si é&sta’
por 13 parte superior. ST

€1 esfuerzo cortante es positivo si tlene
afuera ael centro de curvatura y negativo:

€1 esfuerzo normal es negatio cuande’ :cmprtma YL P sitlvo
si1 es tensidn. REEN i : :
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a6 DIAGRAMAS Arco semicircular
a3’ roz:4,00 m,

RA = 1 900 kKq. 'RB's 970 Kg. -

do M bo VB = 930 Kg.. VA = 1 600 *
N 1 2 3 §
a3 ab ™™ £SC, OE LONG.
e ES,C. OF FZAS,
v
be
a4 P=2500 Kg.
as S2ae
e3 p ab {2
az \ b
Am,
et
o )
.“A 9o = 2' bo
/ Tl
T~ Jre
RA VA em ~
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Obtencién grifica de los esfuerzos en 105 pPuntos.

Qo (K} a2 a3 aa
WASQad Qel Qa2
1
NnoxVAV Nal N2 A', Aﬂua
RA1 p % Qos:0 Not
as a6 ab b bo

. zD’“' zB‘" lm”
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PUNTO

a0

a2
a3
a4
as
aé
ab
b1

bo

VALORES DE LOS ESFUERZ0S DEL PROBLEMA FiG. 107

MOMENTO
FLEX1ONANTE

« 1 615
3 040
- 3 895
3 040

- { 520

3 363

1 178

ESFUERZO
CORTANTE

- 1 650
- 1 400

- 850

900
1 400
1 650
{1 800 y 700

500

ESFUERZO
NORMAL

930
1 350
- { 600

- { 650

-t 300
950
600
980

970
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6.3, Pérticos hiparestiticos

El - ¢Slculo grafico para la viga continua ' ‘también- puede
aplicarse: al cllculo de ciertas estructuras.del’ tipo portico,
que.al desarrollarlas constituyen una viga - cont»nua, siempre
y-cuando-1as estructuras no sean susceptubl s . de deformarse
por 13 accidbn de las cargas. o

Una estructura puede ser |ndeformable:debf§o’a'Su'confi-
guracisn y tipo de sustentacisébn ( es. .indeformable:'sujeta a
cualquier condicién de carga }, ejemplo fig.108a; |0§b Y 198;

O cuando a pesar de ser deformable pdrfactuhr ias cargas
simétricas respecto 3 su eje de =|metrla. no-producen deforma
cién de la misma. : : AU .

{a) ‘ (b)
£ig.109

Como ilustracibn del procedimiento a segu:r. se: resulven.

los pérticos de las- -figuras 108a y 109a, la soiucién de este

sistema no requiere nfsicamente explicacisSn adicional, bastan

do0 ios conocim-entoz va adauiridos en la solucibdn de Yas v)-
gas, solamente es necesario desarroilar ios marcos como vigas

Yy en 108 <campios de direccidn considerar apoyos directds, pra

cediendo a resolver el problema, 1a solucién de estos siste-
mas se presenta en las figuras 110 vy 114,
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7. CONLUS IONES

Este cspitulo nace una evaluacibén comparativa de los mé-
todos grSficos con respecto a los métodos aniliticos y resal-
ta a grandes rasqos las ventajas y desventajas de estos m&to-
dos. As{mismo se vierten los comantarios referentes al trabs
Jjo presentado.

7.4, Utilizacién de los métodos grhficos ' en la
actualidad.

La vtilizacidén de los métodos graficos para la solucidn
de elementos estructurales en la actualidad estd pricticamen-
te en el olvido, debido principa!mente a3 que ia ensehfanza de
§stos no se imparte a los estudiantes de las carreras de in-
genierfa mas que en una forma muy superfiz:al, ensedandose
s6lo las nociones deil pelfgore de fuarzas, e! paralelogramo y
el tridngulo de fuerzas, pars a través de estos principios
obtener una solucidn an&litica de los problemas de la Mechni-
ca Aplicada. Cabe mencionar que la solucién grif.ca de problge
mas de Mecinica Aplicada es tan ant:gua como el planteamiento
de estos problemas, resultando un m&todo de soluci16n bastante
pr8ctico para ciertos problemas espec:ficos de la ingenierfa
civil, tales como armaduras, arcos 15os5titicos v algunats vi-
gas hirerestiticas. Por otra parte, pretablemente no sean muy
utilizados estos métodos debido al auge que Gltimamente a
tenido la utilizactdn de la computadora para la solucidén de
este tipo de problemas.

7.2, Utilidad pr&ctica de los métodos grs&ficos

Al resolver determinade nimerc de problemas de Mecinica
Aplicada pcr métodos anilit:cos » métodos grafices manualmen-
te, podemos dJarnos cuenta de ‘'a utilidad, ventajas y desventa
jas de unc de los m¥todes con respecto al otro. Al real)zar
el presente traba; ;s de investigacidn de métodos grificos, pa-
ra resolver problemas estructurales que interezan particular-
mente al ingenierc civ:! dedicado a ‘'as est-ucturas. pued?
conclurr 1o sigu:ente:

Ventajas
t. La solucidn grifica de un problema nos overmite visualizar

muy bien la selucidn vy el planteamiento .dei -misme  en
una forma mis objetiva y clara. g

2. Conociendo 1os principios de los polfgonos vector:al fu-
nicular, podemos resolver cuaqu|er ti dg vi ga |sos At~
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ca rara la cual podemos determinar el valor de las reag
ciones en los apoyos, los diagramas. de momentos flexionan-
tes y el ecfuerzo cortante. Asimismce podemos resolver
cualguier ti1po de estructuras: armaduras, para las cuales
encontramas 1os valores de las tensicnes y compresiones en
las barras; para 1os marcos y pdrticos isostAticos,
determinando las reacciones en los apoyos en una forma bas
tante simple; en donde suele complicarse un poco la solu-
cidn grifica es en algunas estructuras hiperestiticas
donde se tiene gue hacerse otro tipo de consideracidn y es
necesar:s hacer demasiados trazoes, complicando mis el pro-
blema: como en el caso particular de 10S arcos hiperests
ticos. .

Los métodos grificos resultan de interes primordial para
tas personas que tienen facitidad y les gusta el dibujo
técnico, pues los conocimientos tedricos que se requieren

para resoilver 1as estructuras por mé&todos gré&ficos son

minimos.

Especialmente en io qQue se refiere a 1a sclucibn grafica
de armaduras ya sean iscstiticas o hiperestiticas, de pocas
o mushas barras, el método gr&fico resuita mss prictico
para encontrar los valores de los esfuerzos en las barras;
pues el proced:miento nos permite encontrar rSpidamente
estos valores s'n necesidad de resolver manuaimente una
gran cantidad e ecuaciones para lo cual es necesar:o una
méquina programable o una computadora, requiriendo un pro-
grama.

Desventajas

Al resolver un problema grificamente por lo general se
cometen errores de medici&n, al transportar un vectbri a
otra posicidén, puede faliar el 8ngulo, Estas deficiencias
traen como consecuencia que-ei . resultado. ¢btenido no sea
muy exacto y se obtenga un resultadeo aproximado, para ob-
tener soluciones mAs exactas, es recomendable wutilizar
escalas grandes de tal forma que se pueda manejar .21 pro-
plema. .

Toao el trazo . desde =i element> Aue se v2 3 anilizar haz
ta la solucién, deben hacerse a escala y con ' la mayor- pre-
syci%4n pasible, de no hacerse asf. el rasultade - puede

estar mal o tener demas!i3do error.
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7.3. Comentarios de! trabajo

1

N

Este trabajo tiene como ob;etivos hacer una recopilacién
da fos métodos Jrificos que mean mAs précticos y que permi
tan al autudianta de la cacrera de ingenieria civil @ inge
niercs est-ycturiStas CONtar <on una nerramienta mis para
resolver los problamas Jde |3 Mecin:;ca Aplicada en una for-
ma mis senciila y amena.

Con esta tes:is se pretende tamb:&n conmtribuir al acerve
bibliografico de esta escueia en las mater:a de estructu-

ras.
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