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1 N T R o o u e e 1 o N 

El trabaJO que se pr-esenta en ~sta tesis, perm1t1rti a­

plicar las herramientas matemlH1cas, que tanto intervienen en la 

vida d1ar1a en el eJerc1c10 prbct1co de laz ernpresa3. 

Las t~cnicas que se m11estran, tienen como fin coadyuvar al 

control del "PUNTO DE EQUILIBRIO" (1ntersecc10n que e~15te 

entre las ventas y los costos totales de un producto) tra·.·~s 

del planteamiento de un modelo matem~t1co que determine el 

comportamiento de las ventas y de los co~tos. 

Para la formulac1on del modelo, se necesita como primer 

punto obtener e 1 prec 1 o por unidad ae 1 producto después el 

costo total que se deriva de la fabricación del mismo {gastos 

directos e indirectos que de ~ste provienen) enseguida se 

grafican Jos datos: pr1me~o de los r.ostos y después se observa 

que comportamiento tienen; se aplica uno de los modelos propues­

tos y se obtiene la función deseada. El mismo paso se sigue con 

el conJunto de datos que corresponden a ventas. 

Conociendo la función-costo.,. la función-venta, sP. puede 

obtener el "PUNTO DE EQUILIBRIO". 

Este trabaJO introduce el tema dentro del bmb1to de la 

PJaneaciOn, en donde surge la pregunta: A partir de qu~ nivel de 

ventas se empieza a tener Uti 1 idades y retroal imentar esta 

1 nformac 16n par a 1 a toma de dcc is iones. 

El siguiente apartado habla acerca de lo que son los coston 



y su importancia. Este concepto se mantiene durante todo e1 

trabajo ya que los costos influyen de manera importante en el 

precio del producto y determinan 'EL PUNTO DE EQUILIBRIO". 

Los siguientes capttulos proponen 4 modelos, tanto estadts­

ticos y numéricos para que se puedan oeterminar, como ya se 

mencionó el comportamiento de Jos datos (observaciones). 

Las tt:cnicas apl icadas 1 aunque son bien conocidas muchas ve­

ces no son manejadas por las personas que desean resolver 

problemas de este tipo, es por eso que se aplican tres casos 

pr~cticos, para que se observe que son algoritmos que tienen un 

grado de apl icabi 1 idad muy aceptable y que nacen posible obtener 

re e u 1 tados de ut, 1 1 dad. 

2 



1 . CONCEPTOS DE PLAtlEAC 1 ON 

/. f PLANF:ACION 

Para cualquier empresa, sea grande o pequena, el proceso 

de Planeacion representa una de las actividades mas importantes 

para la determinación y pronostico en las decisiones futuras 

de dicha empresa, sobre que camino seguir, que oportunidades 

elegir; para el provecho de eJCCutivos, empleados, acreedores 

y accionistas de la empresa y de su entorno en general. 

Una compartia, al desarrollar obJetivos, estrategias y 

po l t ti cas general es, prop.orc ¡ ona una base para que 1 os eJecu­

t i vos puedan tomar sus decisiones conforme a la alta dirección. 

La Planeaci6n Estratégica ooserva posibles 

al ternat í V"as de 1 os cursos de a ce i ón en e 1 futuro 1 y a 1 escoger 

algunas de el las, éstas se conv 1 crten en ta base para tomar 

decisiones encontrando las siguientes ventajas: 

- Simula el futuro. Es decir se pueden desarrollar modelos 

que ayuden a conocer (que puede ser con base en 1 as 

exper1eJ1c1as pasaoas) cualt:!~ JJut:üt:t1 ser l.:i::i c::pc.:t.3-tivae y 

oportunidades as1 como los riesgos que puede vivir una 

empresa en e 1 futuro. 

- Pro por e 1 ona un mecanismo para coordinar las partes 

relacionadas entre st en una organización, evitando la 

suboptímizacíon de actividades funciones. 
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Permite determrnar de antemano, las metas y aspiraciones 

tanto nivel empresa como a nivel de los CJecutivos en 

func10n del entorno en general. 

- Revela y a~lara oportunidades pel 1gros futuros. Por 

medio de la v1sual1zación de los obJt!tivos, de las metas y 

del saber realmente lo que se quiere. Se pueden tomar en 

cuenta posibles riesgos 

y ventajas futuras. 

tener eraras 1 as oportun 1 dades 

- La estructura de la empresa tiene una gran importancia 

ya que cualquier e1ecut1vo de la minma puede 10ent1f1car 

en un momento dado cuales son sus principios y priorida­

des. 

- Reconociendo de manera clara los puntos anteriores,se pue­

de tener una base para otras funciones 01rcct1vas y asf 

seguir con otras act1v1dades a niveles 1nfer1ores. 

- Por medio de programas y funciones ya establecidos 

se puede ver cual es el desempeno y el desar1·0110 del 

persona\. 51 hay desv1ac1ones se estarl:i en pos1b1l1dad de 

c:orreg1rlas1 pudiéndose identd1car tos elementos o las 

breas que causan problemas y Jos elementos que hacen f~lta 

para 1 a real 1zac16n y complementac16n. 
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- Reconoce recalca los puntos mits importantes o mhs 

delicados en cuanto al logro de los ObJet1vos y la 

realización de todas y cadn una de las metas. 

Esta serie de conceptos son Jos que dan &~rma a Jo que se 

denomina p1aneac16n Estrat~grca. Por medio de el los se puede 

establecer una gula, de cuales son los pasos a seguir para este 

proceso en cualquier empresa, ya sea grande o pequcna. 
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1. 2 - LOS OBJETIVOS 

Uno de los puntos mhs sobre~al ientes para la planeación 

en una empresa, es la generac16n de uti 1 idades. E 1 poder 

incrementar o mantener rJichas ut; 1 idaCfes, representa en la 

Planeación un objetrvo. 

Los objetivos asf como Jas metas deben ser especfficos. 

Estas óltimas deben servir como medida cuantitativa del eKito de 

la compania, eJemplos de esto~ pueden ser ~I rend1m1ento sobre la 

inversión1 los niveles de ut11 idades y los nivel~s de ingresD,en­

tre otros. AdemAs el proceso de p/aneac16n requiere que las 

premisas generales de las misiones y los propósitos se hagan 

en forma más concreta mediante el desarrollo de objetivos a largo 

plazo. 

Después de la definición de los objetivos y las metas parti­

culares, es posible planear una estrategia especffica para lograr 

dichos objetivos y propósitos. 

Los ObJetivos deben ser adecuados, factibles, aceptables, 

medibles, motivadores claros, debe existir una obl i9a~l6n 

por· parte ele Jos directivos con los mismos; asf como basarse en 

la participac16n del personal y su relación entre el los. 

En las empresas generalmente se 1 imitan a ~stablecer objetivos 

a largo plazo en relación con las ventas, uti 1 idades. rendimren­

tos sobre inversión. margen y participación en el mercado. 
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Entre mas grande sea la companla, mayor es la tendencia de 

que tenga un nómero 

plazo. 

mayor de objetivos de pJaneaci6n a largo 

En empresas muy pequcnas, el establecimiento de los ObJet1-

vos se puede l tevar a cabo mbs f8c1 lmente que en empresas gran­

des, ya que las relaciones entre los eJecutivos, el personal Y 

los gerentes son menos compl 1cadas. Por tal motivo la determin.a­

ci6n de los ObJet1vos-metas, se proponen, discuten y finalmente 

se establecen mediante el dtblogo continuo, lo cual constituye, 

la esencia en su determinación. 



1 ,3 - ANALISIS DE SITUACION 

Después de t1aber f1Jado Jos objetivos, es féc1 i determinar 

factores tales como Ja partic1pac16n del mercado, empleo Y precio 

del producto entre otro5. 

La evaluación del desempeno pasado como tambt~n de f~ctores 

ambientales presentes y futuros (internos y externos) representan 

un paso importante en el proceso de ptaneac16n, el cual puede 

real izarse por los directivos que efectuan sus propias 

evaluaciones individuales sin un proceso ~ormal, sin embargo, sus 

observaciones pueden reforzarse con la formal izac16n Oel anél ís1s 

de situac16n, no ex1!1te un formato patrón p8ra este an.61 rsls de 

situací6n; varia de empresa a empresa. 

El análisis de s1tuac16n tiene varios propósitos: por 

ejemplo, ayuda a los directores a identificar y anal izar las 

fuerzas más s19nifícat1vas en el medio ambiente de la empresa, 

sistematiza el proceso de evaluación para obtener mejores 

resultados, proporciona un foro para tratar los puntos de vista 

divergentes acerca del mrsmo, afirma opiniones 1ndef1nlaas acerca 

del medio ambiente en evaluaci6n y proporcio11a una base para 

continuar el proceso de planeación. 
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El primer paso en el anAlisis de situación consiste, en 

examinar Jas expectativas o 1nteresee de elementos externos a la 

companía. El se9undo 1 entender los rntereses de los d1rectivon 

dentro de la empresa, ya que conforme esta 6ltima, sus intereses 

se vuelven muy importantes en ~l proceso de p1aneac16n. 

Sin embargo, para las organizaciones grandes y pequenas, Jos 

intereses del eJecutívo en Je1e son de importancia primordial en 

la planeaci6n, 

Los directivos deben seleccionar los factores que se 

e3tudrarán y anal izarán con mayor profundidad seg6n el caso. 

Despu6s del aná1 isis de situación se sigue con la 

Identificación de oebil idade~. oportunidaaes, potencialidades y 

riesgos fundamentales en Ja planeac1ón. A peear ae que el 

concepto básico es sene! 1 to, pueae sin embargo tener dificultades 

al hacer eJ an&tis1s de situaci6n:del c6mo determinar tas medidas 

a uti !izar en la evaluación de debll idades, oportunidades, 

potencial 1dades rtesgos; del que los a1rect1vos acepten la 

realidad en una oportunfaad o un peligro, atribuirles distintas 

probabilidades, e incluso evaluar su importancia ne m~nera 

diferente, etc .. 
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1.4 - DESARROLLO DE PROPOSITOS Y HISIONES BASICOS 

Una de las responsabi 1 idades mas importantes de la alta 

dirección es la de formular los prop6sitos y misiones bésicos de 

la compan{a. En cada organizac16n existe un conJunto de metas. La 

base de creación de estas, es precisamente la formul aci6n de los 

propósitos básicos y las misiones de la empresa. Especif1camente, 

estos dos 61timos son una importante tarea de la alta direcci6n. 

Huchas compan,as preparan una serie de principios 

(propósitos y mtsiones) de la empresa. 

Generalmente incluyen los prop6s1tos económicos y sociales 

de la compania. sus lfneas de negocio y mercado. sus 

prActicas directivas, relaciones ae la compania con la comunidad 

deseos de ta alta dlrecci6n con respecto a ta unión de nego­

cios. Todo esto depende fuertemente de los valores1 aspiraciones 

e intereses del ejecutivo. Algunas empresas preparan prin-

cipios por escrito para s610 alguno ae estos factore~. cuando no 

se tienen por escrito generalmente existe un entendimiento im­

plfcito de prop6sitos y misiones. 

Las misiones a menudo est/m escritas como lemas; tienen un 

alto nivel de abstracción y pueden aparecer como relaciones 

pbbl icas y lemas comerciales. Las misiones frecuentemente 

describen s610 Jas lineas del negocio de la compaMta, mercados y 

el lentes a los que sirven. 
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1.5 - DESARROLLO DE OBJETIVOS A LARGO PLAZO 

Es importante para la planeaci6n, que las premisas amplias, 

abstractas a menudo ine~a~tas de los propósitos misiones, 

sean definidos en tbrminos mAs concretos. Solo defin1er1ao 

esas general' dades, 1 os directivos de una organ 1 zac i 6n pueden 

entender e~actamente lo que se 3upone que deben tratar de lograr. 

Teóricamente, se deben establecer ObJet1vos para cada 

elemento importante de la dirección en una organización,pero en 

realidad este es un requisito demasiado diffcil de realizar, asf 

que las empresas generalmente se 1 imitan a establecer obJetivos a 

largo plazo en relaci6n con ventas, ut1lídades, rendimientos, 

margen y particípaci6n en el mercado. 

Una vez que se han establecido los propósitos • misiones 

los objetivos bbsicos de planeac16n a largo plazo, sigue el 

desarrollo del programa de estrategias para llevarlos a cabo. 

- No existe un consenso en el significado de la estrategia 

de programa. 

- 1gua1mentc no existe un consenso en las clasjf1caciones 

tipos de P.9tr~t~gias de proqram~ 

- El proceso de formulación de estrílte91a es muy complejo 

- Cada problema para evaluar e identificar estrategias 

Importantes es ónice. 
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- Las estrategias exitosas son las que se 1nterrelac1onan 

entre st. 

- Lo que para una persona puede ser cstrateg1a 1 para otra 

no, lo que 1mpJ ica que no es posible transferir las 

estrategias de una companta a otrJ. 
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11. CONTROL FINANCIERO 

La ap 1 i cae 16n de técn i ca5 y concep:-:,s adecuados para 

procesar datos h1st6ricos de caracter económico de una entidad, 

son con el fin de ayudar a la administración a establecer planes 

para el logro de objetivos econ6m1cos razonat>tes, as! como para 

la toma de decisiones hacia el logro de eetos ObJet1vos; 1nclu-

yendo métodos conceptos necesarios para 

opci6n entre cursos de acci6n alternativos se 

ta p1aneac16n. La 

efectua través 

de la evaluaci6n e interpretación de los resultados. El estudio 

del control f1nanc1er'O involucra una cons1derac16n de las formas 

en que la información puede ser acumulada, sintetizada, anal izada 

y presentada, con re 1ac1 ón a prob 1 emas, dec 1 si enes y tareas cot 1 -

dianas especff1cas de la admrn1strac1ón de negocios. 

La piedra 

adminlstratiY01 

angular de cualquier sistema de 

es el concepto de 1 a evaluación 

control 

de la 

responsabi1 idad. La idea básica es que cada gerente en una empre­

sa, es responsable de una parte ae la actividad total. El sistema 

de evaluac1ón,debe ser disenado de tal manera que proporcione una 

medida en los efectos finAncieros de lag ~rt1víd~de~ por !as ~ve 

un gerente es responsable. Esta medida puede ser expresada en la 

forma de un ObJetívo financiero para cada gerente. Especificar 

ese objetivo ayuda en ta deJegaciOn de autoridad; un gerente 

sabe que la dec1si6n "correcta" 1 es el curso de acci6n que lo 

13 



lleve hacia su objetivo financiero. 

Cómo debe la gerencia medir los rcsultacos financieros 

logrados?. No e6 suficiente decir s1mplPmente que cierta división 

de productos en part1cular,es un centro de uti l 1C1ades¡ también se 

requieren dec1s1ones que cspec1f¡quen cómo aeoe calcularse Is 

uti l 1dad y particularmente Ja manera en que se estaotcccrirn los 

precios y la forma en que se cargarAn a Ja div1s16~ Jos servicios 

recibidos de otras unidades de ta organ1zac16n. De igual manera, 

aunque el concepto básico de un centro de 1nvers16n es senci 1 lo, 

es diffci 1 decidir cubles activos se deben incluir en la oase ae 

la inversi6n y c6mo serán valuados. Hay muchos m~todos de evaiua­

ciOn financiera que pueden ser uti !izados por organ1zac1ones 

especfficas. 

14 



11. 1 TIPOS DE RESPONSABILIDAD flNANCIERA 

Las diferentes iireas en una empresa, tienen como 

responsabilidad (en términos generales) de 1 levar un control 

financiero, aprovechar al m~x1mo tos recursos a ellos asignados y 

la maximizaci6n de los mismos. Asfm1smo cada una tiene di fe-

rentes responsabilidades especificas, dependiendo de su importan­

cia y del papel que juegan dentro de la entidad, los principales 

tipos de responsabi 11dad financiera pueden ser clas1f1cados como 

siguen: 

centros de costos Estandar: Tomando como ejemplo el 

departamento de producción en una fábrica, el objetivo del jefe 

del taller, es minimizar la variación entre los costos reales y 

IC'ls costos "estbndar",prev1amente establec1dos, #!stos Oltimos, en 

f1inci6n de la mano de Obr"'a directa y materiales requeridos para 

~ada unidad de producción. Generalmente también se considera 

responsable de un presupuesto flexible ae gastos generales, y su 

Jbjetivo, una vez más, es minimizar la variación entre costos 

•resupuestados y 1 os r·ea 1 e5. 

Centros de Ingreso: El eJemplo en este caso lo representa el 

lepartamento de ventas. El Objetivo del gerente de ventas es el 

te: generar los mbx1mos ingresos por las ventas y sujetarse a su 

i·esupuesto de gastos; por lo tanto, carece de autoridad para 

!ijar 1 os pre e i os e incrementar con esto e 1 vo 1 umen de ventas o 

1mentar su gasto de operación. 

15 



Centros de Gastos Discrecionales: En este caso el oojetivo 

del gerente del departamento es gastar la cantidad presupuestada 

para producir la meJor cal 1dad de servicio posible. Incluyen a la 

mayoria de los departamentos administrativos. No existe una mane­

ra prbct ¡ca de estab 1 ecer 1 a re 1aci6n entre entradas y sa 1 1 das. 

La gerencia sólo puede emplear su mejor JUicio para establecer el 

presupuesto. 

Centros de Ut1l1dades: un ejemplo de este tipo lo constituye 

la divis16n de un producto, en las que el gerente es responsable 

de la mejor combinac¡6n de costos e ingresos. Su objetivo ee de 

maximizar el renglón de totales, o sea, la ut1l1dad que resulta 

de sus decisiones. Asi, un gerente áe ventas a quien se le per­

mite fijar precios, puede ser responsable de las ut11 idades 

brutas (ingresos real menos costos estAndar directos de manufac­

tura}. Las ut1J1dades para un gerente de mercadeo de una 1 inea de 

productos, por otro lado, podrtan reflejar deducciones por gastos 

generales de fhbr1ca presupuestados y gastos reales de promoción 

de ventas. 

16 



Los puntos anter"' i ores nos aan una pauta para identificar e 1 

tipo de responsabilidad que tiene cada área dentro de una 

entidad, y de como cada d1v1s16n mantiene una 1mportanc1a dife­

rente efe acuerdo a las act1v1dades que ésta real iza. 

Cabe recalcar que varias breas se concentran en la 

minimización de Costos mientras que otras en la maximizaci6n de 

ut 1 l 1 da des. 

A lo largo de esta tés1s, veremos la importancia que tiene en 

el PUNTO DE EQUILIBRIO el maneJo adecuado y el conocimiento de 

los Costos, ya que éstos representan en términos generales para 

la empresa1 una buena medida y un punto para detectar deb11 idades 

(ya sea en una o varias Areas) y corregir en lo posible dicnas 

desv 1 ac iones. 

El Control adecuado en le entidad, de factores que afectan a 

las uti 1 idades (como pueden ser Jos costos) ayudar&n cada 

div1si6n a aprovechar Jos medios con que cuenta cada una en 

cuestión. 
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111, USO E IMPORTANCIA DEL CONCEPTO DE PUNTO DE EQUILIBRIO 

El concepto del "Punto de Equ11 íbr10",es una herramienta en la 

toma de decisiones para 1 a gerencia, ideada para relacionar los 

factores de: ingreso$ por vcntds y los de costos, a cierto nivel 

de volumen, de producción. 

Como las uti 1 idades de una compania (o sus pérdidas) se 

determinan por la relación entre los ingresos totales los 

costos totales a cierto volumen, las decisiones cruciales de la 

gerencia son aquél 1 as que afectan estos factores, 

Es verdad que los cambios en la unidad de volumen, logrados 

por una empresa tienen un efecto importante en el ingreso neto. 

Esto es debido principalmente al hecho de que una unidad más de 

volumen, da una base mbs grande sobre la que extender Ja can-

tidad total de los costos fijos de la empresa. Si la unidad 

de volumen estA un nivel bajo. la misma cantidad de costos 

fijos debe ser absorbida por unas cuantas unidades de volumen: 

Asf una pequena unidad de volumen tendra un costo por unidad 

m~s alto Y un mayor volumen nar~ que c1 costo por u1lid~d sea más 

pequeno. Sin embargo, debe ser también notado que otros factores, 

además de la unidad de volumen, tienen un efecto en la utilidad, 
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El anél is1s del punto de equi l1brio se apoya,en una la. etapa, en 

las suposiciones de que, los precios de venta no cambían y que los 

costos fijos permanecen constantes en toda la gama de las 

actividades¡ mientras los demAs costos var1an en proporción 

directa al volumen. Sin embargo, el análisis del punto de 

equi libr10 1 puede ser un instrumento gerencial eficaz, cuando se 

deriva de un intenso estudio del comportamiento de los precios y 

los costos, con la debida atenc16n a todos los factores que 

tienen influencia sobre Jos precios de venta y los costos. 

Ademés de 103 efectos de Jos cambios en los costos fiJOS 

variables los cambios en la unidad ae volumen, deben 

considerarse ros efectos de los cambios en Ja unidad de precios 

de venta. Los aumentos o disminuciones en el precio de venta 

tienen e1 efecto obvio de aumentar o disminuir Ja ut1I rl idad por 

unidad. 

Por supuesto, el aumento en los costos f•JOS tienae 

aumentar el total del costo de la unidad, mientras el aumento en 

la unidad de volumen tiende a disminuir el total del costo de la 

unidad. En otros easo8 1 hn:.· m.1s í<n.;'tores que combinados pue­

den afectar cierto cambio en ra misma. 

Como se dijo anteriormente, muchos cambios en los factores 

que afectan a la ut i !dad.ocurren dentro de un perfodo dado, en la 

sí tuac i 6n d 1 námi ca comer e¡ a 1. A 1 gunas veces 1 a unidad de pre e 1 o 

de venta, costos variable por unidad, total de costos fíjos, 
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unidad de volumen, pueden cambiar todos como resultado de las 

variaciones, en los planes de la administración o en ~actores 

e1<ternos. 

Sin embargo, 1 a préct i ca en muchas empresas, es 1 a de emp 1 ear 

técnicas que aislan tos cambios en Ja unidad de volumen de tos 

otros cambios que afectan la utilidad. Al aplicar estas técni-

cas, lo prActico es asumir que er presente patrón de costos, de 

precios de venta y productos mixtos, permanezca sin efecto o 

constante. La representación grhfica del punto de equilibrio 

dadas las condicione~ expre~adas (volumen variable y precios de 

venta y costos constantes) se muestra en la figura 1 i i .1. 

•:os tos 
y V'?:"'.~OS 

y 

1 

··-;"' - . .J 

de·~ ... ~~;¡,J11·1i...:n 

"figura í 1 i, 1 

Ejemplo grbfico del punto de equi 1 ibrio, considerando:votu-

men variable y precios de venta y costos constantes. 

20 



En general, un fabricante, un mayorista, un detal 1 ista 

o un vendedor de servicios espera que los ingresos por ventas 

totales sobrepasen Jos costos totales en un tiempo determinado. 

Sín embargo. cuando las ventas totales simplemente igualan los 

costos totales, la companta n1 ganó ni perdi6 dinero. Durante ese 

ano la firma simplemente sal i6 a mano, o sea, operó en el Punto 

de Equ 1 1 i br i o, 

El PUNTO OE EQUILIBRIO es entonces, el volumen o nivel de 

operaci6n en el que las ventas totales y los costos totales son 

exactamente iguales. Si la compan{a nubiera operado a un nivel 

superior al del punto de equ1l1br10 habrfa logrado una ut11 idad. 

Por el contrario, si la companfa hubiera operado a un nivel 

inferior al punto de equilibrio, habrfa tenido una p!rdida. 
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111.f USO DEL PUNTO DE EQUILIBRIO 

El uso que tiene el punto de equilibrio. en t~rmlnos 

generales. no se aplica exclusivamente a la planeaci6n, sino 

tambihn tiene otras aplicaciones en decisiones varias dentro de 

la empresa. Los siguientes ejemplos determinan las ~reas de 

actividad en que comúnmente se aplica. 

PLANEACION DE UTILIDADES- Ayuda a la gerencia en el proceso 

anual en ra elaboración del presupuesto, para Ja planeaei6n 

de uti 11dades. 

PLANEACION DE PRODUCTOS- Ayuda al grupo de investigación de 

mercados, a decidir cuhles productos nuevos se deben agregar 

y cuAles productos existentes, deben descontinuarse Para 

aumentar las ganancias ~e Ja companta. 

Fl.JACION DE PRECIOS DE LOS PRODUCTOS- Es 6t11 para 

relacionar la sensibilidad del precío y del volumen, de 

manera que ta ~irma pueda sacar ventaJa y asf aumentar las 

ut i 1 idaaes. 

SELECCION DE LOS MEDIOS DE PUBLICIDAv- ~roporciona la 

gerencia de ventas, información para seleccionar el mejor de 

los diversos medios ae publicidad, como periódicos, revis­

tas, radio, televisi6n, etc. 



SELECCION DE CANALES DE DISTRIBUCION- Se emplea para 

decidir, si la firma debe mantener su propia red de distri­

buciOn o utilizar tos canales de distribución de otras. 

FABRICAR O COMPRAR- Ayuda a la gerencia a la distribución 

Óptima de sus recursos de capital, al decidir s1 conviene 

fabricar todos o s61o parte, de los componentes de un 

producto, o comprar algunas partes a fuentes externas. 

RENTAR O COHPRAR- Sugiere a la gerencia si es mejor rentar 

o poseer maquinas o equipos para maximizar las utilidades. 

SELECCION Y REPOSICION DE EQUIPO- Relaciona los factores de 

costo importantes qu~ influyen en la compra de equipos 

nuevos, en comparación con la conservación de Ja maquinaria 

existente, a fin de lograr la minimización de 103 costos 

totales de producción. 
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IV - ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS DE COSTOS 

Como se mencionó en el capftulo anterior, uno de los 

elementos sobresalientes en la determinación del punto de 

equi l lbrio son los costos,cn este capftulo se presenta una serie 

de conceptos bbs1cos de lo que son los costos. 

En contabilidad, el término costo se define como el precio 

pagado o el valor real de un producto que se entrega a cambio, 

en el que estén implícitos los recursos o servicios que se ad­

quieren para su elaboraci6n. El costo constituye un sacr1f1cio 

econ6mico 1 el cual se mide por el valor monetario de ta transac­

ci6n de cambio. 

Algunos ejemplos en los que se aplica Ja base de costos, lo 

constituyen el valor de los inventarios, activos intangibles, 

inversiones permanentes y activos fijos, tates como edif iclos, 

equipos y terrenos. El costo representa el primer valor con el 

que se registran estos activos a la fecha de su adquisic16n. La 

contabilrzaci6n posterior de estos costos de adquis1ci6n implica 

otros conceptos de costos muy valiosos. 

Con mucha frecuencia, Jos contadores hablan del "costo" de 

un producto, de una operJci6n o a.: un scr'.Ji..:iv. R<:t..vriv ..... ~n, ~1n 

embargo, que la idcntí~ad especff ica de los elementos 

individuales de costo se pierde,cuando varios costos se acumulan, 

se reclasifican en las cuentas y por 61t1mo, $e cargan a los 

gastos de operación perí6dicos. 
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!V.1 EL CONCEPTO DE OETERMlN~CION DE COSTOS 

Los conceptos de compos1c16n, asignac10n y fluJO de costos 

constituyen el marco general paro las técr11cas de co5teo ae los 

productos. Sin embargo 1 la administración tiene otros diversos 

Otljet i VOS que requieren 1nformaci6n de costos, taJes como 

Plancac1on ae las operac1oni::os de rutina, control de la ef1c1enc1a 

~e las operaciones evaluación de loa resultados f1nanc1eros y la 

elección entre alternativa~ dentro de las decisiones a corto 

largo plazo. Cada uno de estos ObJetivos requiere de 1nformac16n 

ae costos apropiaoa para los problemas y circunstancias 

especff1cas. 

Los costos tienen 01versas caracterfst1cas 01ferentee, es 

por ello que los informes oir1g1dos a la adm1n1strac16n para un 

i1n espec1f1co deben enfatizar las caracterist1cas apropiadas. No 

es posible que !a 1nformac16n trad1c1onal, respecto a costos de 

producción para va1uac16n de 1nventa~ios 1 pueda satisfacer todos 

los requerimientos de información seMalados por Is adm1n1strac16n. 

El concepto de Determinación de costos indica que los costos 

deben 1dent1f1car·:;>e 1 rn!"t11rse y anatizarse de acuerdo con sus 

carai:ter1sticas especff'1cas. Estas caracter1st1cas )Qe11t;f1c?.n 

los tipos de costos requeridos para satisfacer las necesidades 

part1cu•ares de 1nformaci6n de la gerencia. 
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La p1aneaci6n de las operaciones de rutina, e~igc una 

estimación de \os costos en que se va a incurrir a los diferentes 

n1>Weles de actividad. La variabil 1dad en el volumen de producción 

de un producto determinado, es una caracterfst1ca importante 

para tos costos, debido a c,ue la administraci6n necesita saber 

cubles costos nabrhn de variar a medida que et volumen aumenta o 

disminuye. Algunos costos, tales como ta depreciac16n, tienden a 

permanecer constantes en cuanto a su valor total, respecto al 

nivel de actividad involucrado. Con base en estas caracter{st1cas 

se determinan cuátes costos son fijos y cuátes son variables. 

En el caso de presupuestos de u1: i 1 i dades, 1 as necesidades de 

informac16n básica radican en la variabilidad de los costos. El 

concepto de determinaei6n de costos exige que los costos fiJOS y 

variables sean 1dentif icados1 medidos y anal izados para 

proporcionar la informaci6n bhs1ca requerida. 



IV. 1 COSTOS FIJOS, VARIABLES Y SEHIVARIABLES 

Por razones de planeaci6n y control, deberb determinarse la 

variación de 1 os costos, con respecto a 1 os cambios en vo 1 umen 

par· a 1 a var i ac 1 ón de 1 a productividad ( 1 nsumo-produc to) . La 

var1ab11 idad describe el comportamiento oe los costos med 1 da 

que cambia el volumen. Los costos f 1Jos permanecen constantes en 

cuanto a su importe total, ajenos a los cambios en volumen; los 

costos Var1ao1es totales var{an en proporc16n con tos cambios en 

volumen, m¡entras que tos costo5 sem1var1nbtes son un~ comb1na­

c16n de los dos anteriores. 

COSTOS FIJOS 

tuviéramos un departamento cuyo volumen poten e¡ a 1 

oscilara en un rango de 10,000 a 14,000 horas de mano drrecta por 

mes, la deprecíac16n del equipo y los salarios de superv1s16n 

permanecen constantes cada mes y, por tanto, representan costos 

f1JOS. Considerados los costos totales, estos dos tipos de costos 

permanecen constantes, aón cuando el volumen de producción 

aumenta de 10,000 a 14,000 horas de mano de oora directa a través 

de meses sucesivos. 

COSTOS VARIABLES 

S1 a los obreros Que constituyen la mano de obra directa, 

se les pagaran cinco pesos por hora, el costo total de mano de 
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obra directa dependerfa absolutamente del volumen, debiendo con­

siderársele como un costo variabte. 

COSTOS SEHIVARl~BLES 

El consumo de energfa eléctrica en determinado periodo 

constituye un cargo f1Jo, pero puede aumentar en la medida que 

aumente su consumo debido a un incremento en las ventas¡ este 

tipo de costo constituye uno del tipo Semi variable. 

Es necesario que tos patrones de costos se determinen antes 

de que se ensamblen las estimaciones precisas de ~stos, mismos 

que habr~n de consultarse para f 1nes de presupuestos. Definir 

cu~les costos son fiJos y cu81es son varíables, es requisito 

indispensable para evaluar el impacto que causarán los costos, en 

las diversas alternativas en las ~ue se apoya la admin1straci6n 

para tomar una aec1si6n. 

En el caso de los costos Semlvar1ables 1 es necesaria una 

deseompos1ci6n de éstos en su componente Fijo y en su componente 

Variable, con el fin de tener 6ntcamente dos tipos principales de 

costos y real izar entonces al anál is1s del PUNTO de EQUILIBRIO. 

Los costos semivariables pueden descomponerse a sv vez en 

tipos generales: 

El primer tipo son aquellos costos que tienen un elemento 

fijo que se puede 1dentif1car fác1 lmente y un elemento variable 

que cambie en proporc16n directa al volumen. Como ejemplo de es­

te tipo de costos, ee mencionan los sueldos y comisiones de los 

agentes de ventas, en donde los sueldos representan la porción 
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fija las comisiones la porción variable, {su l tnea de e.os lo 

total sigue un patrón definido y pasa por todos los rangos de 

volumen a la misma tasa variable}. 

El segundo t1po 1 son aquello~ cargos que no pueden adecuarse 

o bien que no se adaptan al n1ve1 de act1v1dad alcanzado, es 

decir que aumentan con el volumen pero en forma escalonada. Como 

ejemplo, se pueden citar los costos de superYis16n y los salarios 

del personal de of1c\nas. Se hacen aumentos de la fuerza de 

trabaJo cuando el volumen alcanza ciertos como 

resultado, el costo se mantiene constante soore grandes campos de 

actividad y Juego tiene un ascenso sllb1to. {presenta problemas ya 

que la 1 tnea de costo puede ser en diferentes campos de actividad 

a una tasa diferente del promedio general). 

El tercer y óltimo tipo de costo sem1var1at>le son aquel los 

gastos que no guardan una relac16n medible con la actividad, y 

por lo tanto no varía en proporción al volumen, como pueden ser 

la publ ic1dad, la promoción de ventas, la invest1gac16n 1 etc. 

que son ejemplos de esta tercer categoria. 
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V, HOOELOS HATEMATICOS PARA DETERMINAR EL 

PUNTO DE EQUILIBRIO 

Para poder ootener el "PUNTO DE EQUILIBRIO", es nece-

sario saber qué tipo de comportamiento tienen tanto Jas ventas 

totales como los costos totales de un producto. 

Se proponen cuatro modelos para determinar e 1 

comportamiento funcional de las observaciones. En los casos más 

simples, podremos observar,que el comportamiento de tas ventas ya 

está determinado, debido a que se conoce el volumen el precio 

por producto (esto no siempre sucede) y serb necesario obtener el 

comportamiento de los costos. En termínos generales los métodos 

aquf propuestos servirán para encontrar el comportamiento de los 

costos totales como de las ventas totales de un producto. 

El criterio para escoger cualquiera de los cuatro modelos, 

depcnderh principalmente de la graficaci6n ae las datos (1 !amado 

diagrama de dispersión) en donde se podr~ obser...,ar sr ros puntos 

corresponden a cierta función ya conocida (es decir que los 

puntos se acumulen de tal manera que se piense en una recta, o en 

una parAbola o en cualquier función conocida). Para el ca~o en 

que no se tenga una 1 dea de que tipo de func i 6n se puede apl 1 car 

entonc¿s se ut1l1za el 6lt1mo modelo que es un método nurn~rico en 

donde se construye una función que pasa por todos Jos puntos de 

la gr-bfica. 

Los modelos se enfocarAn pr1nc1palmente a la determinación 

de la curva de c.ótslo.s, pudiendose aplicar al caso en que las 

ventas no tengan un comportamiento ya determinado. 
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V.I OETCRHINACION DE LA CURVA DE COSTOS 

los contadores de costos 1 es 1 n teresa mue no el 

comportamiento de ~stos porque entre otras cos.1s, es fundamental: 

t) Para eJercer el control, los costos vor1ables se 

consideran controlables en los niveles adm1n1stral1vos más baJoS, 

mientras que los costos fijos a menudo sólo son controlables en 

los niveles superiores. 

2) Para calcular las cuotas de gastos indirectos. 

3) Para formular los presupuestos del ~1eriodo y 

4) Para poner en prtlct 1ca la contab1 l 1dad º'-'r !rea de 

responsab1 l rdad. 

Algunas veces el comportamiento ael costo no requiere mucho 

anál 1s is; por ejemplo, cuando a una empresa se te cobran los 

servicios ae electr1c1daa a una cuota mensual de $5000 m<:is $100 

por Ki Jovatio hora adicional, o cuando se contrata a una secreta­

ria por cada tres o menos de los profes1onrstas que trabajan en 

la empresa, pagándole $5,000,000 anuales. 

El instrumento principal par¿i estudiar el comportamiento del 

costo, en circunstancias en las cuales no se establecen explfci­

tamente las relaciones, es el antd1s1s de rcgres16n. La regresión 

sirve para estimar alguna relación fundarn~ntitl entre los datos, 

la cual se reorP"•"rit;; p:r :..i 1 lneí:f rectJ, que es ta form.1 más 

utílizadéL t.a r~gre51ón expresa esencialmente tas relaciones 

pasadas por medio de una fórmula que se pucae usar para pronos­

ticar los cost0s. 

La regreoi~'n no es le: úni..:d manera de elaborar el pronóst1-
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co. El estudio da comienzo con el método ae maximo~ y mtnimos, 

tecnica tradicional de la contabi 1 idad, que se emplea cuando el 

tiempo Y/o et costo no permiten un estudio completo oe regresión. 

veamos un ejemplo: 

= costo en el ano 1 x = volumen en el ano i 

ese omiten 000) 
ano y X 

1963 262 60 
1964 230 55 
1965 247 72 
1966 256 62 
1967 240 56 
1968 330 75 
1969 314 74 
1970 340 65 
1971 346 66 
197Z 360 94 
1973 350 92 
1974 375 100 

totales s 3' 654 915 

El costo por unidad de producto de cada ano, se encuentra en 

la columna que contiene valores de y, mientras que et volumen ae 

ventas correspondiente, aparece en la columna que contiene va-

lores de x. La graf ica aparece enseguida: 

,;:;COSTO '" OMITEtl O:Ol 

300~ 

. . 

200 

100 

--¡-~----...-¡ --¡.,.....-.,.¡--...¡-··~ X:o'o/OL. 
50 60 70 80 90 100 

figura v. 1 • i 
o 

Los puntos corresponden a los costos totales por volu1nen ·ae venta 
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V.2 EL HETODO DE HAXIHOS Y HINIHOS 

En las interpolaciones estadfsticas pueden suceder dos 

casos: 

10. Calcular una curva que pase por puntos conocidos, 

Zo. Calcular una curva que pase entre esos puntos. 

En el primer caso se ajusta un conJunto de puntos a una 

curva respetando los valores conocidos, aunque éstos presenten 

irregularidades debrdas a causJS accidentales, que intervienen en 

el desarrollo del fenómeno a travi!s del tiempo. En el Segundo 

caso se pretende "suavizar" ~se comportamiento, es decir calcular 

una curva que se ajuste de la mejor manera a esos puntos y cuya 

distancia de cada punto hacia la curva sea mfnima. 

cuando las observaciones tienen un comportamiento de 

tipo lineal (es recomendable se d1bUJe primero un diagrama de 

de manera que grAf1camcnte se observe el 

comportamiento del conjunto de puntos) y se desea aJustar una 

recta a ese conJunto de observaciones, se uti 1 iza el método de 

mAximos y mínimos. 

supongamos un conJunto de observaciones (x., Y~), (x: ,y.,_), (x, 

(><. 1 Y,). Se aesea ajustar· dichas observac1onee a una 

ax• b ........ (v.2.11 

de manera que la suma de los c1Jadr~dos ae la5 d1fcrcnc1as entre 

las orde11adas de los puntos conoc¡dos y Jos correspondientes a la 

recta sea un mln1mo, se tiene que si ip(x) es la suma de 

d r chos cuadrados, se t ¡ene en genera 1 : 
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t(X) :: [f(X.)-y~ )
2 

+ [F(Xz.)-y~{ + ... + [F(X,..)-Y,~J;. 

de donde .PCX) '~ [f(X) - Y{ ........ (V.2.2) 

reemplazando el valor de la función en V.2.2 se tiene: 

f(x) ' ~ (ax • b - y{ 

Como por las condiciones impuestas anteriormente esta suma 

de cuadrados debe alcanzar un mlnimo, las derivadas parciales de 

la función .¡i(x) con relací6n a los parámetros desconocidos "a" 

y "b", deben ser iguales a cero. Luego derivando con relación a 

.. a", resulta: 

= 2E Cax • b - Y)x o I:{ax + bx - xY) 

Eax •Ebx - ExY' o .............. (V.2.3) 

Derivando con relación a "b", se tiene: 

d~ 

db 
ECax • b - Y) o 

E(ax • b - Y) ' o 

Eax. Eb - EY' o ............. (V.2.4) 

o 

Sacando las constantes fuera de las sigmas y trasponiendo 

términos en las igualdades V.2.3 y V.2.4, resulta: 

aEx + bEx = Zx Y 

a~x -+ no :. zy 

Este sistema de ecuaciones permite calcular los parámetros "a" 

Y b, con cuyos valonis, substituidos en la igualdad (V.2.3), se 

obtiene la función de ta recta pedida. 
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V.3 ANALISIS DE REGRESION Y CORRCLACION 

Lo que podemos real izar por medio del anal 1s1s de 

Regresión, es estaolecer como se relacionan o bien se asocian las 

variables entre sf. En el caso de los costos variables estos 

pueden presentar un comportamiento de tipo un1forme,de manera que 

con esta prueba podemos aeterminar con un cierto grado de 

confianza si nuestras observac1ones (en este caso los costos) 

aJUStan .1 una r~~cta, para posteriormente real izar nuestra prueba 

del punto de equ1l10r10. 

como Primer paso se traza un diagrama ae d1spers1on para 

fac1l1tar el anAl 1s1s. En segundo, se con9idera que la vor1at>IE' 

dependiente ast como el termino de error {que se denominara "e''}, 

son \·ar1ables aleatorias e 1nacpend1entes, mientras otra ele iaB 

variables (que se d~nom1nara "x") la el 1ge el exper1mentadc•r. 

Se nacen tambien c1erta9 supos1c1ones relacionadas con el 

hecno de que cada uno de les 1,a1ores oe "x" (en donde "X" 1na1ca 

cada uno (1e Jos valores de ta potJlac1t•nJ va acompal'\ado ae una 

ser 1 e:: de V<Jlores de "'1'' <en donde "Y" depende <le l.'3 serie 

de valore~ ae "X''). Se supone ademas que !a $er1e de Vai0res ae 

"y" Y el resultado de ros te1·m1r1os de error quedan a1str1ou1dos 

normalmente.Si~ embargo, e~J aistr1bución no set iene que GUPon~r 

para aplicar la~i t~cn1cas de r·egresion , per(.• sr se desean hacer 

declaraciones en cuant•:. a los limites de confianza es meJor 
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distribuir las observaciones "y" de acuerdo con las curvas t o 

normal .En todo caso se supone que el t~rmino de error es 1ndepen-

diente del valor de "x" que se el /Ja y que se 11ene un valor 

de O¡ es decir. E(l")::O, ast como una varianza desconocida, 

V(e). 

Cuando se expresan graf1camente, las medias de estas series de 

valores .. Y", designadas con ECYIX), deoen formar una l tnea recta 

que se conoce como l f ne<l de regres 1 ón de 1 a pob 1 ación. Expresado 

con stmbolos, E (YIX) :: a • bx. un valor 

podrb e><presar·: 

particular de "y" se 

y ECYIX) + e o y :: a + bx ·~. se supone tambien que la 

varianza de caaa subner1e ae valores de "Y'" es 1gua1 la 

var1an2a del termino de error, 

Esta condicron de varianza igual o constante se conoce cómo el 

supuesto de "nomosceaast1c1dad~(1a varianza no constante se 1 lama 

heteroscedast1c1aaaJ. Por Olt1mo, se supone que estas r~laciones 

se refieren Onicamente a la escala de los valores observados de 

"x". Fuera de esa escala, se debe ev1-::ar~ la er:trapo1ac1ón de las 

relaciones que resulten. 
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V.4 LA LINEA DE REGRESION 

Se expl 1car~ en la siguiente figura el modelo de rf!gres16n: 

··~·-:1"J+bx. 

o -
X, X 

figura v.4. i 

~ es la diferenG1a to­
tal, (e.d. y - y) 

¡~ es la d1ferenc1a ex­
pi 1cada (e.d. y - y) 

( es 1 a d 1 fe rene 1 a no 
exp 1 i cada e (error 
residual) (Y - y) 

Se puede observar que si los términos de error se suman 

simplemente es decir que ECY - y l=l:e 1 seria igual a o y el 

total de los errores positivos compensarfa el total de los 

errores negativos. Para evitar esto y para dar un significado 

individual a 1os errores, cada término de error se eleva al 

cuadrado.Se suman los cuaarado5 de tos términos de error ''e" y se 

min1m1za la suma "5", t.en1endo presente que se estb tratando de 

estimar las 1ncógnctas de la ecuación de regresión, "a" y "b", y 

Expresnnao lo s1gu1e11te en forma de ecuac16n tenemos: 

como ~e desea m1nirr11z,H· estc;1 !-luma t:nlon,.es se der1varb la función 
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con respecto a la variable b y se igualarb a o. oesarrol lando: 

<!S = -2Ex (y-a-bx) ' o 
db 

<!S = -2Ex(y-a-bx) ' o 
db 

-Ex (y - a - bx) o 

<;xy Ex(a+bX) 

• V. 4. 1 

Por otro laoo en la ecuación y : a + bx s1 se apl 1ca la suma se 

tenarA que: 

EY = Ea + EbX 

puesto que I!a indica que "a" aparece en cada una ae las "n" 

ecuaciones, se tiene que za = na, por lo tanto, 

na bEX • V. 4. 2 

Es interesante notar que estos resultados se hubieran podido 

obtener mas fhc1 lmente tomando la ecuación de una recta, 

y ~ a + bx, para luego sumar ambos laaos de Ja ecuación para 

obtener Ey na+ bEx, multiPlicar ambos lados ae la ecuacjón 

por "X" y luego sumar para obtener 

~xy aEx + b~x 

De V.4. 1 y V.4.2 se tienen IAs ~euacioncs normale5 de la linea de 

re.gres 1 ón: 

na + bJ.;x EY 

aEx + bZx I:xy 

Vamos a definir cada miembro con notac1on matricial 1 de 

manera que pooamos maneJar cada uno de Jos t~rm1nos de una manera 

rntw f.l.lc1 J y adecuada, donde: 



B [:] y = 

Y, 

e, Es una matriz de 2X1 (2 renglones 'I t columna) donde "a" y "b" 

son las incognitas de la ecuación de regresión. 

Y, Es una matriz de nxt (n reng 1 ones t co 1 umna) donde Y
1

, Y2 , ••• 

, ~son las variables dependiente~ 

X, Es una matriz de nXZ (n renglones y 2 columnas) donde la 

primer columna es de 1 y la segunda x~ ,x~, ····~~ son los val o-

res de Jos datos u observaciones. 

Los siguientes son productos de matrices que van a servir 

para definir posteriormente Jas ecuaciones normales para la 

regres10n. 

(XTX):[t 
x, 

t • 
X-;..:.• !J [: :; 'Jr = 

t Xn 

T ., (X X) : --,-X-T_X_I-[-::;; -EX~ J 
x' Y=r t ..• 

l x., • . . ( Ey l 
l Zx; Y;) 

(X XJ B lE:; 
l:x¡·'¡ 

1
- aj 

~x;J lb j 
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En termino de matrices, las ecuaciones quedan como: 

cx'x¡e 

cx'x¡-' (XTX)B 
'---y-----.) 

r 

B 

cx'Yl 

cx'xf' ex' y¡ 

ex' x( cx'y¡ 

Aqut la matriz "X" contiene Jos datos "~" observados asl 

como una columna de unos para permitir una 1ntersecc16n. 

"8" 1 es Ja denominación para las est1mac1ones del coeficiente 

de regresión y tiene en cuenta tanto a "a" como a "b" en el caso 

de dos dimensiones. Esta fórmula se emplea mucho en estndtet1ca 

matembtica por varias razones, siendo una de el las que permanece 

ínvariable (excepto para el n6mero de columnas en la matriz X} 

aunque en el análisis se usen dos, tres, cuatro o más variables. 

Se verb ahora cómo resulta todo esto en t~rm1nos de elementos 

matr1c1ales. 

x' 

X y X'Y 

[ t t ~OJ r ~:l x, x,. 

1: 1 
[ Zy J 

. 1 
ZX¡)l 

l Y~) 
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a 

;;y 
l:xy 

x1.,. 

{¡:x l:)' 
¡_ n~xy 

-1":><.l~XY~ 
-!-:x~y J 

Para rned r r la fac 1 1 1 dad o e 1 9rddO de adapu1c 1 ón del modelo 

a nuestra5 observac¡ones se niide por medio del cocf 1c1er1te d~ 

d1vid1da por la var1ar.:16n total, o sea; 

Var 1 ac ron exp 1 •cada I.:(9 - y/ 

Varrac1on totat ' -;(>:-::---;¡; 
- A ta diferencia que existe entre la mea1a de las observaciones 

tYJ y el valor est1mu<jo ¡y) que se obtiene de las variables 

independientes (><) se le 1 tama variac10n expJ icada. 

- A Ja difer-enc1a que existe entre un valor estimado cYl y a la 

observación en si (Y) se le denomina variación no expt icadd. 

- A ta diferencia que hay entre la media <Y> la variable 

dependiente {Y) se le 1 lam.::i '.'ar-1ac1on total. 

Se quiere demostrar que la var1acion total es igual a la 

suma de las varíac1ones e."\PI 1 cada y no expl 1cada. 

Se va a demostrar lo siguiente: 

l:(y - Y)~ 

Sustituciones: 

y a < ox 
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De las ecuaciones normales, que estan en términos 

observaciones reales 

¡;y na t b:Ex l:(a • bx) 

Exy azx t bl:X~ 

Igualmente: 

l:y(a aEy + b!:x;-

DEHOSTRACION: 

l:(y-y¡"- t l:(y-yt la suma de las var1ac1ones expl. y no expl. 

como se querta demostrar. 

:l:(y~- ZYY•Y 2 ) t ¡;¡y"- i!YY + y2 ) 

::i::9"- ZYl:Y•Zl:9'- z¡;yy • :i::r 

=l:9 - z9s9 + z:i::9"- z:i::r9 + :i::rª 

::i::9'' - z:i::9r • z:i::P'- z:i::P'+ :i::r' 

:l:( 92
- i!YY + y 2 ) 

:E(9-y}z::La variaciOn total, 

de 

Ahora se puede inaicar la razon y determinar r para ta linea de 

regreslon. 

variaci~n exp1 icada I;(y - ;/ 

VariiJCión total S(y - yj' 

Veremos ensegu, <1a /as componen tes 

determinac1cn, par.9 ver que re= fcov(x, Y)};;;/ V(X) V(>') 1 es un.:J 

relación cuyo conocimiento ser.s ótil m/Js adelante. 

r ~. =----=-----
E(y-y)2 S(y-y)'/n V(y) 

Sin embargo: 



1/nI:(y-y/' t/nI:(y-y(=t/n:E(a + bx - v/ 
l/n:!:(a•bx(- 2/n:E(a+bx)y+1/n;¡:y' 

a··-t 2abX + b~T.x"fn)- 2aY-2bXY+Y;-

Completando mediante la adic1on resta de 

agrupanao los term1nos 

l/nI:(y-y¡'°, [(a-y¡+ bxJ;o- ""~x''+ b'·1:x 2;n 

y 

·romando la primera ecuac1on normal y div1d1endo ambos lados 

por n, se puede ver que Y = a + bX¡ 

l/n:E(y-y¡Z, O + bi'( (:Ex 2 /11) - i< 2 ) 

, b"-V (X) 

por to tanto 

n:Exy-:Ex:Ey n;:cov (><,y) Cov (X. y) 
b =--·-·-.. -

n:Ex¿ - (:Ex ¡i: n2 vcxJ V(x) 

pero t /n:E(y-y¡" (Cov(x,y))?./V(x) 

De modo que 

[COV(X,Y)J
2 

V(x) V (Y) 

La ratz cuadrada del coeficiente de determinación es lo que 

se conoce como coeficiente de correlación (o sea r= ¡-;:-¡;-) y 

consti'tuye otra medida, aurique menos pre<'isa, d~ la asociación. 
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V.5 EL ERROR ESTANDftR 

El error e9tbndar sirve pr1mord1almente para establecer 

lfm1tes de confianz.J aJ;-ededor de las estimaciones, en forma 

parecida a como el estadístico elabora 5us cuadro5 de control, 

con el resultaao de que la est1mac1on se puede establecer con la 

precisión (toler-anc1aJ y conf1ab1I 1dad deseadas. 

En vista ae que 1 a regres 16n se basa en 1 as supos 1e1 ones ex­

presadas anteriormente, tal vez se ent 1enaa f:tci !mente que algo 

puede resultar mal cuando se hacen 1nferenc1as a partir del 

muestreo para hacer la regres.rón. Se podria o no saber, por 

ejemplo, que es posible confiar en la presencia de la homoscedas­

tic1dad. S1 prevalece la heteroscedastiCidad, la calidad de los 

coeficientes de regres16n se pone en peligro. Desafortunadamente, 

para comprobar esta condición serf a preciso contar con una gran 

cantidad de datos a partrr de los cuales se pudiera calcular la 

varianza de cada subser1e de valores de "Y" (es decir, los va-

lores de y asociados con cada "x" dada). Como Ja posesión de tal 

riqueza ae datos constituye un lujo.con frecuencia es necesario 

adaptar la recta y esperar a que suceda lo mejor. 

También surgen d1f1cultades (a través de errores estándar 

excesivamente grandes del coef1c1ente de regresión, que 

interfieren con la 1 d prueba 

estad1st1caJ si los términos de error no son 1ncrepeno1entes entre 

sf. A esta queja en particular se re llama autocorrelílc16n. Un 



caso de autocorrelación que se enC•Jentra con frecuencia es el 

siguiente: Dada una lectura que se aparte mucho de la pr-ed1cc16n 

de regres 1 ón, puede ocurrir que 1 a s 1gu1 t!nte 1 ectura pre!Jente una 

discrepdncia s1m1 lar, debido a que no hil transcurrido el tiempo 

suf1c1ente para que la acc16n correctiva produzca su efecto, 

Cuando esto sucede, los datos de la grhf1ca de d1spers16n 

parecerAn formar ondns, 1nd1cando un fenómeno de temporada, 

cuando en r'eal 1dad los datos sólo sufren Ja autocorrelación_. La 

prueba de autocorrelación mhs conocida en la estadfst1ca es la de 

Durb1n-Watson, d·; cuya formu1ac.16n es la s1gu1ente: 

e -:: error residual en el momento t :: yt - Yt para 

t= t, 2,.,. ,m 

d =¿;}e~- e'- .r· ;~e:· 

Hay que nacer notar oue los muestreos reducidos no se 

prestan para comprobar la autocorelaci6n 1 aunque las tablas D-W 

puedan 1nd1car apl icab1l1dad. Para obtener resultados confiables, 

se prefiere que las muestras sean por Jo menos de magnitud 50. 

S1 existe dependencia, las lecturas de"y'; por lo tanto los 

residuos, estartin relacionados linealmente e-..= pe,.\ ... error, en 

donde p < t • S1 p = o, habrh independencia y la correlacion no 

constituye problema. P~ra probar la h1pOtes1s nula H
0

: p o 

contra la nipotesis altern¡¡ H; p >o, se consulta la tab!?. y se 

observarl las siguientes cond1c1ones: 

dl <: d < o,,. 

d i D. 

aceptar· (ma& b1 en, no se puede rechazar} H_, 

la prueba no es concluyente 

rec11azrw H"' 



Para probar Hr- : p :. o contra H1 : p < O , se sust 1 tuye 4-d 

en las reglas anteriores. La autocorre1ac16n se puede tratar 

introduciendo variables ad1c1onales o transformando los oatos. A 

veces se empican variables ficticias para tal fin (como una 

variable distinta r:iara verano, otono, 1nv1erno y pr1mnvcr.:J, con 

una lectura de "1" si corresponde la cstac16n y de "0" en caso 

contrario. En real id.JO, sólo a tres de las cuatro estaciones se 

les as1gnarfar1 variables diversas. Reconoclénoolas separadamente 

a todas, la aependenc•a impide la inversión de x
1
x). 

Otro retraso se produce cuando los datos no son homogéneos 

y comprenden nuevos efectos. p,,r· ~Jemp10 1 la med1c16r1 ae costos 

puede 1nc1u1r en un periodo, cambios en la tecnologla., en la 

ef1c1encra de las mhqu1nas que no estaban r.resentes en otro. Las 

variables f1ct1c1as ayudan tamb1~n en este cdsO. 

Por lo regular, estos y otros protilemas llegan a entorpecer 

el anbl 1s1s de regresión. 
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V.6 OBTENCION DE LA MATRIZ DE VARIANZA-COV•,RIAMZA 

y DE LA roRHULA DEI. INTERVALO DE GON•IANZA 

Para s1mpl ificar, 9e na escr1tü B ;; (X~X) x Y en vez dt: e 

' X Y que resulta más apropiado. La diferencia raarca 

simplemente en que los datos con8t1tuyen una muestra tomada de 

una población. Si por eJemplo, los vo16mene~ 3e huo1eran 

pre~entado en alguna otra secuer1c1a, los costos pr·obablemente 

nabrfan ~•do d1St1ntos. ~un cuando la secue11c1a nuorera s1ao la 

misma, probablemente Jos costo~ natir1an YJrlaao en caso oe que la 

empresa hubiera tenido 1a onortun1aaa de proodr por segunda vez, 

debido a Ja naturaleza fortuita del proceso. 

En 1 a re gres 16n, 1 a ser• e de paráme trog de Pob ! ación es 

y los valores de .. Y .. se pueden obtener me•j1ante y: x~1 t:, 

en donde "E" es un término d~ error. Este término de error se 

relaciona con el error residual ya estuaiado, pi:oro es d1st1nto. 

Dada una lectura cualquiera de "X" (por ejemplo X = t), se supone 

que hay una distribución de valores de "Y" alrededor de la "Y" 

estimada y asociada con dicha "X" co sea, Yt> tal, que el error 

(et=Y.., -Y 1 ) se extiende de acuerdo con la d1stribuc16n normal de 

probabilidades, con media "O" y desv1cac16n estt1noar "'O", 1,,..orno 

consecuencia, el valor esperado d~ "€." es E{tJ=O. Tar:itnen 

se supone que el tt-rm1no de error correspondiente a algún otro 

valor de ''X" (por eJemplc X = s. siendo "e" el nuevo término de 

error) t.1ene la misma desv1ac1bn estanoar (OJ: un ~6lor· 

esperado de E(t}=O y no tiene corre1ac16n (asociac16nJ con 
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ningón término de error diferente, e.d. E(€,_e:)::O, en donde t 

s. (Si E(<, «J = o, estara pr·esente 1 a de 

autocorrelaciOn). 

Si se qu1srcra expresar la varianza de los t~rm1nos de 

error, se podr t .a usar e 1 producto vector i a 1 con e 1 res u 1 taao 

siguiente: 

Este concepto de var 1 anza constante se conoce como 

homoscedast1cidad. Independientemente del valor de que 5e elija. 

la varian7.a de su término de error ser:.i "o".EI valor real de 

"o se desconoce; de manera que la varianza ce mue!>treo, 

.¿ 
calculada previamente en "S,~" sirve para representar a •o ~ . 

,. T ·1 ..-
B= (X X) X Y 

= (XTXf1 XT (XCl t€) (recordar: Y:::XP ll) 

=!X x(¡x'x¡~ + ¡x'xf1x1 c 
l ·1 T 

=S+ (X X) X< 

La varianza es~ 

Y(~) E [ (B 

E lB 

' BJ(B 

(B• (X- xi' x' e)) IB- IB• (X
1 xj' x• e) tJ 

E crcxTxf'x'eiccxTx¡"'x'e{¡ 

E ( p:Tx) 1 x' ec' X (XTXí') 

Aquf se apl ic6 Ja regla matr1c1al de que la matr1i 

transpuesta del producto de doto o más matrices es 1gua1 al 

producto cie sus m~tr•ce!.' tran5PllC!'.:.tJ:; en .:.1'dt11 ír1v-=r·so. AdenHrn, 

debido a la s1metrla de x,.x. se tomó en cu~nta que [(X1 x) 1 1\~cxTx(. 
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Ahora advirtiendo que "X" es simplemente una matriz llenada con 

lecturas conocidas por lo tanto se puede trat~r com~ una 

constante, T •• 
se puede descomponer en factores (X XJ X flJera del 

operador de expectativa: 

V(B)= (X7 X(XTE(€<-)X(X'x)' 

(XTxj' X1 o)X(XTX( Recordar: E(e<')=o'Jl 

lar que se puede conmutar, 

V(B): s':,(x'xj (Recordar: s·.·,,, representa a a) 

Este resultado se conoce como matriz de var1anza-covarianza, 

que en sucesivo se designar& con "Y''. 

Para obtener un intervalo de confianza es necesario partir 

de vcél a V(Y). La conexión se estanlece tomando en cuenta que 5e 

pue<:'en obtener lecturas especffrcas de Y mult1pl1cando el ren-

g1on correspondiente de "X" por los par&metros de regresión de 

B: es decir, 9=x·
1 
8, se tiene 

V {,Y) =V (;(8} = x.v )._T 

Esta forma cuadrAt1ca se puede escribir nuevamente como 

V(y): S~, (_~ 

L n 
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V,7 EHPLEO DE LA HATRIZ Df VARIAN?A COVARIANZA 

En el capftulo anterior ser v1ó que "V" estb dada por: 

V ' s (X X) 

la matriz "V" quedar ta de la sq1u1cnt(,_• manera: 

1 
/ 

'; V~·. v •. r 

V v, - V,·;·_ V·!.h 

V,' 

donde "V;; .. es la varianza del coeficiente de regres10n "1"', 

mientras que "v" es la covar-1dn7.a de los coeficientes "1" y "J"J. 

Luego, s1 se designa un vector de fi Ja de "X" por "x;" se puede 

obtener la parte mhs d1f1ci 1 de la fórmula del intervalo cte 

confianza de modo siguiente: 

V ( Yl ' X· V X: 

La fórmula del intervalo ae confianza es entonces: 

Si se qu1s1era conocer el error e$tándar de cada uno de los 

coeficientes beta, se podrfa tomar la rafz cuadrada ae cada 

elemento diagonal de la matriz de var1anza-covarianza. Mientras 

mhs pequenos sean los errores estbndar en relación con sus 

respectivos coef1c1entes, más confiables serhn estos 6lt1mos. Si 

el anal istil se qu,s1era referir al costo marginal de un c..amb10 en 

el volumen, tomarla la pr1rnera derivada de Y :<ly/dx b. 

La mil~riz de var1anza-covarianza tiene otros usos. En 

estaatst1ca se emplean Dus elementos para comprobar formalmente 



los resultados de la regresión. Si la regres16n no cabe en la 

poblac16n, la incl inaci6n de la 1 fnea de regresión ele la poblac16n 

(E(Y· X)= A+ BX) Sera 1gua1 a cero (en nuestra notación B :- O}. 

se forn1ula entonces la h1POtes1s nula: 

H B 0 VS 

H-i: B t O. 

Luego, 5uponiendo un nivel de confianza del 95i':, el valor .. t 1
' 1 

para n-2=10 grados de 1 ibertal1, la estad1st1ca de prueba serh: 

b - B 

de manera que s 1 cae dentro del intervalo se l Jega a la 

conclusión de que no se puede recnazar la hipótesis alterna y que 

por lo tanto se debe conservar la linea ae regresión. 

Veamos: 

Un ejemplo en donde la intersección es negativa, la 

J lnea de regresión en este caso sirve sólo para pronosticar 

Jos costos totales dentro de la escala adecuada (observada). Esta 

situar.1611 ~uy1ere la conven1enc1a de dividir los datos contables 

en cuentas de costos flJOS, variables y semi variables y apJ 1car 

la regres16n ónicamente a los variables y semivar1ables. También 

puede sef' óti 1 d1v1d1r los datos en la 11nidad monetaria entre un 

Indice del poder de compra (como el Indice de precios al 

consumidor o el Indice de precios al mayoreo) para pasar los 

datos de, dinero, a un~ base comón, antes de formar ta lfnca de 
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reg~esión. Ese es un procedimiento com6n aunque se debería usar 

un fndice variable, to cual es poco usual. 

La matriz de var1anza-cova1·1anza se puede usar también para 

relacionar el error estándar de un coeficiente de regres16n con 

la desviac16n est!Jndar de la variable asociada. La fórmula es: 

Error e~t&ndar del Error e!tandar de regresiOn 
coeficiente de regres1on oesviac1on estbndar de la · 

variable del regresor 
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V.8 ANALISIS DE VARIANZA Y LA PRUEBA "F" 

Hay otr-as pruebas que se pueden aplicar. En r·eal 1dad, la 

prueba "f" e><plora de una sola vez la ecuación de estimación com­

pleta incluyendo todos sus coeficientes beta en conJunto1 y no 

uno solo cada vez. 

S1 la regresión no corresponde a la población, no habrá 

incl inac16n; por lo tanto, E(b)=B = o. En cambio s1 en 

verdad cabe la rcgres16n, la var1ac16n exp 1 1 cada será 

relativamente apreciable mientras que la no expl 1cado serh 

relativamente pequena. Cuando estas variaciones quedan d1Vid1das 

por sus respectivos grados de l 1bertad, las varianzas resultantes 

ser#m estimaciones de la varianza de la Población se conocen 

como estimaciones del "cuadrado medio". cuando las est1mac1ones 

respect11,1as ciel cuadrado medio se d1viden 1 el cociente e::. Ja 

raz6n "F", la cual: 

a) mide cu~ntas veces es mayor Ja estimación de varianza, 

basada en la var1ac16n explicada, que la estimación de varianzo 

basada en 1 a vc11 ¡ .:i..:. 1~r. n::: c:<p' 1 r~rlrt 

b) perm1 te oetcr-m¡nar s1 e::; rrobable QUE> una razón de tal 

magnitud se haya or1g1nado casualmente. 

Para facilitar los cálculos de la r·az6n "F" por 10 general se 

formula ur1a taLl.::1 .::!e, 11 :rnf!1 !'jJ~ <h~ varianza". La tabla s1gu1ente 

muestra la notación de I& tabla ANOYA. 
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V.9 MODELOS NO LINEALES 

En los capttulos anteriores ~e trató el problema ae aJustar 

una curva (cuyo moaeio fue el ae la recta) & un cor.Junto de 

observa e 1 ones, (que pueden ser 1 os costos) para despues det erm 1 nar 

el punto de equ¡ 1 ibr10. como primer paso se sug1r10 apl 1car un 

diagrama de d1spers1on el cual nos ayuda de una manera r&p1aa a 

identificar el tipo de comportamiento de nuestras observaciones, 

en este capitulo se sugiere un modelo que por su ~ac1 lidao de 

aPI 1cacron nos permite ae una manera rápida obtener cualquier 

otro modelo que no sea el l 1neal. Con el fin de et 1m1nar los 

cambios producidos por las fuerzas acc1dentates 1 y ct>tener la 

tendencia secular del fenómeno, o sea su marcna normal en el 

tiempo, se nace necesaria 1 a construcc ion de curvas que pasen 

entre los puntos conoc1aos que muestren el de5arrollo del 

fenomeno de un modo mas veros1m1 l. 

En estos casos se supone la ex1stenc1a de una ley definida a 

la que se hallan sujetos los datos, sino que se respetan ~stos 

Blinque no presenten cambios IOg1cos. 

Las curvas matem~ticas aaaptaoas a tas series crono10g1cas 

son aproximaciones emp1r1cas1 pero suponen Ja existencia de una 

ley que fija una tendencia consistente y uniforme, y que puede 

ser representada por una funciOn matemhtica. P~ra que tal 

n1potesis sea lógicamente aceptable, es necesario que en el 

perfodo homogeneo en el cual oeba existir la ley, no aparezcan 
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cambios intensos en tas con~ic1ones en que se ~e~arrolta 

fenómeno que se estudia. 

La experiencia na mo~trado que. en la mavorta ae los ca~ 

el aesarrotio ae tos fenómenos naturales presentan un conJunto a· 

tcyes que pueóen expre~arse por medio ac un reducido número ª' 
funciones en las que intervienen muy pocas constante~. Esta~ 

leyes pueden eer represcntada5, en la mayorfa oc los casos1 por 

rectas y parbbolas ae Oiferente9 grados. 

Supongamos que tas var 1 ac iones de un fenomeno en e 1 ti empú 

estan representa<Sa~ por toe puntos ,.,,<x..,, y~); /\13:.(x,, Y,,-::); 

Indican 1as dí5tintas ~echas conocidas. y 1as yes 

tas 1nten~tdades que en ellas aaqu1ere el fenómeno. 

La figura V.9. 1 muestra los puntos aislado~ A~, ~~, A~. etc., 

y la curva ,.8. 87", trazaaa entre esos puntos, e~ ta 

representacion de la función F(x}. 

:· 
c 
¡;. 
e .... 
e 
'" -
·-· "" :E 
111 
e 

"' -e 
figura v.9., 



Aho~a bien, entre los puntos A~ 1 Aé, A~, etc. puede pasar un 

inf1n1to nómero de curvas del tipo (je Ja curva B.B:;i: pero el 

método de los mfn1mos cuadrados ensena el procedimiento para 

obtener la función F(xJ de Ja curva 8~8 4 , oe manera que !a suma 

ae los cuadrados de las d1ferenc1Js entre las ordenadas y los 

punton conocidos y las correspondientes de la curva¡ A~y ~ A~y B,e 

etc. sea un m1n1mo. S1 representamos por· !JI{;<) a la suma de 

estos cuadradoa. se tiene, en general: 
~ i: ;: 

Hxl = [F(x1) - Y..J t [F(x,.) - Y~) + ••• +[F(x,) - Y,) 

Luego: 

~(X)=flF(X) - YJ" .................... V. t 

En esta igualdad1 f'(x) represent& ta i'unc10n de la curva 

ajustada y "YH las ordenadas ae los puntos eonociaos entre los 

cuates debe pasar IJ curva. Segun las cond1c1ones 1mpue5tas, 

~(xJ debe alcanzar un mln1mo, o sea, que su primera der1~ada 

con re1ac1on a cada Yariabte que contenga, debe ser igual a cero. 

Can esta cond1c1ón no puede obtenerse un max1mo porque la curva 

interpolada puede alCJarse de los puntos A., A~, etc., de manera 

que ¡p(x} supere a cualquier nOmero dada. 

57 



V, tO UN CASO: AJUSTES PARABOLICOS 

Volviendo a Ja función V.1 que debe presentar un mlnlmo, se 

tiene: 

m1n 1mizar <t(X) = :E[F (X) - yJ"· 

Se supone que se quiere ajustar entre varios puntos una 

parbbola del tipo: 

F(X) =ax~+ bX te .•..••... ' ••.• V.2 

Reemplazando este valor en la primera Igualdad, resulta: 

<t(X) =:!:(ax"+ bx + e - y¡'· 

Como esta función aebe presentar un m1nimo, sus derivadas 

parciales con relación a Jos par&metros a, b y e deben anularse. 

Luego: 

b,= 2*Cax'~+ bx +e - Y)xt= 2:*(ax 4
t bx!.+ ex;:- xY):O 

óa 

.!!.!.= z# (ax/·+ bx + e - Y)x 2*(ax 
~ 

+ b)('! + ex - xY) :O 
ób 

.!!.!.= 2~(axt:.""·+ bX . e - Y)x = 2*(axi' + bx + e - Y) :O 
óC 

Supr im 1 en do el factor 2 haciendo transposición 

ttrm1nos, resulta: 

aEx~+ b Ex~+ e Zx2 = Ex2 v 

..... V.3 

de 

Estas ecuaciones, como las enterlores que permiten calcular 

Jos parámetros a, b e, son precisamente Jas ecuaciones 

norma 1 es. 
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siguiendo un Jos estudiados 

anteriormente, se 'lega a las ecuaciones normales para parAbolas 

del grado que se rnd1ca. 

De tercer grado: 

aEx·· bZx~• c~x + nd EY 

a.Exq+ bEx~+ cExc+ a.Ex ExY 

a.Ex-+ bEx(1 + cEx · • dEx"': Ex~Y 

a.Ex~+ v:Ex.e: • czx"1 t d!::; :: !!x'::iY 

De cuarto qrado: 

aEx'1 ... b~x 2 ... c~x·~+ dEx + ne :. EY 

a.Ex-e.+ bEx'· + cZx..:. + or;l· + e.Ex ExY 

a.Ex¿• bEx!'.'.. + 

aI:x 
-¡ 

+ OI:x' + 

.. 
a Ex 

.. 
+ O:EX + 

cI:x '· + dEx..:+ 

czxr + dEx~~. 

cEx:· + dEx~+ 

eI:x "' 
eEx .;_ 

el':x -

I:x2Y 

I:x' Y 

Ex1.1Y 

Observando las ecuaciones normales para las curvas de 

segundo, tercero y cuarto grado. se puede deducir la ley que 

siguen estas ecuaciones y formar las ecuaciones normales de una 

curva ae cualquier grado. 
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V.tt ELECCION DE LA CURVA Y ADHERENCIA DE LOS 

INTERPOLADOS 

VALO 

Ya estudiados los diversos tipos de curvas que pue• 

ajustarse entre una serie de valores conocidos. 

sario fijar los 1 ineamientos generales para la elecc16n d 

tipo de la curva por interpolar, de manera que represente1 lo m' 

apro><imadamente posible, la ley del movimiento del fenóme 

dentro de 1 per r odo cona i derado. Es e 1 aro que no se pueden f I .; 

de una manera precjsa las basee que han de servir de norma p~· 

la elección de una curva, con la seguridad de obtener resultad 

que indiquen de un moao perfecto el movimiento secular d~' 

fenómeno, ya que no es posible obtener una comprobación de la 

Dondad de esos resultados. 

Es conveniente advertir que lo fundamental para la bu¡;na 

eJecci6n de determinado tipo de curva depende, mAs que todo 1 ue! 

criterio experiencia. A continuación se exponen algunas cons1 

deracionee generales que pueden servir para orientar la elec­

ción de 1a curva. Es necesario hacer antes que todo, 

coordenadas cartesianas, Ja representac16n gr6fica de los puntes 

cuyas abscisas y ordenadas son conocidas. Esta repree~ntaci6n se 

puede hacer en tas cuatro formas siguientes: 

to. Fijar los puntos en eJes coordenados de abscisas 

ordenadas trazadas en escala natural. 

so 



Zo. Abscisas en escala natural y ordenadas en escala 

logarf tmica. 

30. Ordenadas en escala natural y abscisas en escala 

logarftmica. 

4o. Abscisas y ordenadas en escalas logar{tmicas. 

Del estudio de la representación grhf1ca oel fenómeno en las 

diferentes escalas de que se ha hablado anteriormente, depende la 

elecci6n de la ecuación que representa su movimiento; ecuación de 

un tipo tal que su representación gr~fica en los eJes de escalas 

convenientes ~ea análoga, lo más posible, a la repreeentac16n 

grAf1cJ de los vdlores observados. 

La elecc16n del tipo de ecuación que debe empicarse para el 

ajuste debe hacerse después del estudio de las coordenadas de 

Jos puntos conocidos. Para tal elección se debe tomar en 

cuenta: 

a) Sí los valores de las abscisas y ordenadas de los puntos 

conocidos, siguen aproximadamente, las leyes de una progresión 

aritmética, 1 a ecuac: 1 6n que debe e 1eg1 rse debe ser de 1 a forma: 

y = ax • b 

b) cuando los valores de ~x~ forman progresión nr1tmttic~. 'l 

los de ttyw progresión geomeetr1ca, Ja función de tipo exponencial 

es la que més convenientemente puede ligar estas variables¡ luego 

la ecuación denc s.er del tipo: 

' y = at> 
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e) Si los valores de "x" y los de "Y~ forman progresiones 

geométricas, la curva representativa de la ecuación que liga 

estas var 1ab1 es debe ser ae 1 t 1 po parab6 I i co o h 1 pero6 I 1 co; por 

to tanto 1 la ecuación apropiada en este caso debe ser de la 

forma: 

y = axl 

Si los valores de ''x" siguen las leyes ae una progresión 

aritmética y las enesimas diferenc1a5 de "Y" son constantes, el 

tipo de ecuación mas conveniente es: 

y = axl"'. + o )( .... d + • • . + K 

Siempre que no sea posible elegir determinado tipo de 

ecuación, despu~s de haber seguido las indicaciones expuestas 

es conveniente adaptar a los datos varios tipos y ver cuál de 

ellos es el mas lógicamente aceptable. 

Ya escog1aa 1 a curva que debe ut 1 ! 1 zarse para el 

BJUSte, conviene medir el grado general de adherencia de los va­

lores interpolados a los observados. Un procedimiento para 

medir tal adherencia puede cons1st1r en el promedio ar1tmet1co de 

los valores absolutos de las d1ferenc1as entre los valor""~ rt"" I~ 

curva aJustada y 1 os observados. E~ e 1 aro quo:: i'! med 1 d,1 que e 1 

promedio de esos valores absolutos sea menor, et grado de 

adherencia es mayor y, por lo tanto, el tipo ae curva empleado es 

m.'is aceptable. 

Para evitar ra dualidad de los signos de las 01ft::renc1as 

entre 1 os va t ores a.1ustados los observados, es conveniente 
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calcular la media cuadrat1ca de esa~ diferencias en ~ez de 1a 

media ar1tm~tica. Si despu~s de medir Ja nanerenc1a de una recta 

o parbbola de segundo grado, que pasa entre varios puntoa conoci­

dos, se ve que no es satisfactoria la adherencia obtenida, es 

conveniente interpolar una par&bola de tercer grado1 puesto que 

al pasar de una parbbota de grddo ~n" a otrn de grado (n+l)1 

disminuye la media cuadrAtica de ras diferencias. 
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V.12 INTERPOLACION DE LAGRANGE 

(lnterpolaclOn con incrementos variables) 

El método sugerido en el capitulo anterior tiene la ve 

de ser un método f lle 1 1 para ajustar una func i 6n a un CónJ, n to 

de observaciones¡ aunque de antemano trn determine 1 a func' 

ya sea en base a modelos conocidos (experiencia en el 

comportamiento funcional de las observaciones) o bien el r~~· 

zar un diagrama de dispersión y aJustar de la meJor manera 

posible una curva a este conJunto de puntos. 

Existen varios métodos para la aprox1maci6n o 1nterpolac16n 

de un conjunto de observac 1 ones de manera que aJUStemos un po 1 1 •• 

nomio para determinar 5U comportamiento en un intervalo. De los 

distintos métodos numéricos que se uti 1 ízan, el método de 1n1 

po 1 ación ae Lagrange es uno de 1 os mbs cono e 1 dos y ap 1 1 e?. -,5 

Clentro Cle1 anál is1s num~r1co¡ este modelo permite encon1 

una fórmula de interpolac16n aplicable a funciones tabulares ~"n 

valores de "x" que no sean equ1d1stantes 1 como la definida en 

tabla siguiente y representada por la curva continua de la f1gu 1 

v. 12. 1 

-t-r-' ¿:-
Xt; y"! . . 

1 
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f i g. v. 12. i 

Para hacer la interpolac16n, se busca un poi inom10 que paee 

por todos los puntos de la tabla anterior. Es evidente que, si 

se tuvieran 6n1camente dos puntos, el poi inomio que pasa por 

éstos es de grado uno (recta)¡ s1 se tuvieran tres, el POI 1nom10 

es de segundo grado (parábola), etc. En el caso general de tener 

n puntos, como en la tabla anterior, el poi inomio debe ser de 

grado n-1, o sea 

y . • . + a x +a r.-: . ~ ! 

Este poi 1nomio puede escribirse en la forma: 

A (x-x.,) {":-X~) {X i\.-.. d (X-XnJ ... 

+ A~(X-Xi} (x-x!.) (x-x,,) (X-Xr.) + 

+ A~ (X-X1) cx-x,:) (x-x ... r) cx~xn) + ••• t 

+ A,-.(x-xd cx-x2 > <x-x-.tJ (x-x,, .1) • (V. 1) 

el cual tamb1~n es de gr3do n-1. Los coef1c1entes A~,A~,A2 , ... ,A~ 
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se determlnarhn de manera que la gr~flc~ del p0Jinom10 p~se por 

~odos y cada uno de lo~ puntos especificados. como ae indico en 

1 a figura V. 12. 1 • 

Entonces, si x=x 1 en (V.1), y sera 1gua1 a y, o 

seD 

y 11 1(x,-x,,)(x 1 -x::,JCx,-x,1) ••. cx,-x,.J 

de donde: 

11, .•• (V. 2) 

Si x:x.,..,y=Y;_._, y se tiene 

Yz =llz(X¡-_-x 1l (X¿:;-X~) (Xz.-X~) ... (X,¡e-X,) 

por 10 tanto: 

y,_ " : -------------------
cx,,-x. J (Xz.-X;.'.) (X2 -X.,) , , • (X2 -X,.) 

Si x:x.!'. • Y=Y::;, y se obtiene 

es decir: 

Y; 
11~= -----------·-··-----·· -·-·------

(Xi-><1) Cx::-x2 ) (X::_-Xq) • Cx2 -)(r) 

. , • (V, 3) 

... CV. 4 J 

Procediendo en forma anatoga se obtiene 109 dem&s 

coeficlente3 de v. t: et t'.tltimo se obtiene haciendo en V.1 x = Xn, 

quedando Y= Yn1 o sea 

por 1 o que: 
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y 

Ar.== !Y.5) 

Sustituyendo (V.2) a (V.5) y las demhs ecuaciones que se 

obtendrtan procediendo en la rn1sma forma, se 1 lega fina1mer1te a 

{X-X,0) {X-X~.) (x-x.,) . ( x- )( ,,) 
--- - --· --·-- y 1 + 
, , • (X, - X,) 

(X-x 1 ) (x-x~) (x-x,•) .•. (X"-x,,) 
--·---------- -

(x?.-x 1 ) Cx;~-x:!i} (x2 -x,¡ . , • (x.:-x.} 

(x-x~) {X-X7) (X-XL,) ..• (X-X11l 

y • 
2 

y.~ + •• ' + 
{X!'.,;-X.•) (X!'--X;.-) (X!--X4) , , • {X ... -Xt~ -

(x-x..,) (x-xzl (x-x!) ... cx-x,. 1 ) 

-·---·-·· ·• ·-- - -- - - ------ - Y r V. 6 
(x.-<.) (x.-x;) (x.-x~) ... (x.-x.) 

tsta es fa fórmula de interpolac1on de Lagrange. En esta, 

(x ... , ,y .. ), (x¿.Y:~>, (X-::1Y-:;>. ... , {x,,,y,1) son las cooraenadas de los 

puntos que definen la función tabular y "y'" es el valor de 

la función para un valor dado de "x". Puede demo~trarse que s1 

los valores de "x" est&n 1gualmP~t~ eer~~¡ad:c, I~ rlrrnula ~Ul!l-

c1de con la de Newton. 
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VI. OBTENCION DEL PUNTO DE EQUILIBRIO 

El punto angular para la elaborac16n 1je este trabajo ha 

sido principalmente el de establecer en cualquier momento la 

relación que existe entre el volumen de los gasto9' de las 1nver­

stones y el volumen de ventas que se reQu1eren para obtener 

rentabi 1 idad en las operac1 ones. S1 todos los costos de una 

empresa fueran variables, no ex1st1rfa el problema, relativo al 

volumen de venta5 que se requieren para lograr el punto de equi­

l 1br10. Sin embargo, ya que el nivel <le los costos totales, puede 

ser inf1uenciaao por el volumen de las inversiones fijas que la 

empresa real ice, los costos fiJOS resultantes pondrán a la empresa 

en una posición de p~rd1da hasta que se logre ur1 volumen 

suficiente de ventas. Por to tanto, el anélis1s del punto de 

equrl1br10 es un aspecto formal de la planeac16n, el cual se basa 

en las relaciones que existen t:-ntre las ventas o 1ngr'csos totales 

y los costos totales. S1 una empresa ha de evitar p~rd1das conta­

bles, sus ventas deben cubrir todos los costos; loe que varfdn 

~irect~mente con Ja proaucci6n y que no cambian a medida que se 

modifican ros niveles ae producc1dn. 

El prime~ raso~ efectuar para llevar dicho cbiculo es el 

tener separados Jos Costos {los que tienen que ver con ta 

producción del o de los bienes) en fiJOS y var1ao1ec {punto que 

ya tratamos en el capltulo 11/) y enseouid~, re2l1ZiJ(' un d1agran1a 

de a1spersi6n de Jos costos v~r1Dble& para observar un 

comportamiento y asf ajustar uno de los modelos Yd propuestos en 
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capttulos anteriores. cuando por cualquiera de Jos m~toaos 

sugeridos se haya obtenido una func16n 1 debemos ver cuál es 

entonces el comportamiento de las unJdade5 de producción o D1en 

de nuestras ventas, es decir; la misma empresa puede determinar 

para sus niveles de producción un modelo 1 ineal o bien, si se 

desea nacer un pronostico y la5 ventas varfan en precio o en 

cantidad debido a la demanda en el mercado, la competencia o bien 

a otros factores, entonces de 1oua1 manera se deberá nacer un 

diagrama de d1spers1ón al vorumen de producc1dn o a las ventas y 

~e dcterm1ndrh t~mbién para este otro grupo de ooservac1ones un 

modelo a DJUS1.ar·. As! quP- los métodos antes vistos serán 

aplicables tanto a costos var·iables como a venta5 (variables 61 

asf lo ha determinado el problema). 

La naturaleza del análisis del punto de equ111or10 se 

muestra en 1 a f 1 gura V 1. 1. 1 que es 1 a gráf 1 ca ohs 1 ca de 1 punto de 

equ 1 1 i br 1 o. Dicha grbfica se na formulado sobre una base 

unitaria, donde las unidades producidas se muestran en el eJe 

nor1zontal 1 y los ingresos y costos en el eje vertic1al. Los 

costos fijos de $40,000 se representan mediante una linea 

nori7ontal~ siempre son los mismos -fíJOS- 1ndepend1entemente del 

n6merCi cJe unidades que se produzcan. ~e ria z.upu~?"'"' oue tos 

costos variables son de $1.20 por unidad, y que laz un1dadeD ne 

venden a $2 por pieza¡ por lo tanto, el ingreso total se ha 

dibuJaOn como una recta, la cual debe aL1mentar a medida que ee 

eleve la producci6n. La pendiente, o tasa de az~~nso, de la 

recta del ingreso tott.11 es mlls incl ;nada que la 1 fnea del costo 
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total. Esto debe ser cierto, porque la empresa estb ganando $2.00 

de ingresos por cada $1.ZO que se paguen por mano de obra y por 

materiales es decir, los costos variables. 

Arriba, hacia el punto de equi 1 ibr10, en el punte de 

1ntersecc16n de la recta de ingresos totales con la recta de 

costos, la empresa sufre péra1das. o~spués ae es~ punlo, emp1~za 

obtener ut1l1dades. La figura v1.1.1 muestra un punto de 

equr l 1br10 a un nivel de ventas y de costos de $t00,000, lo cual 

representa en este caso un nivel de producc16n de 50,000 

unictades. 

El chlculo del punto de cqu 1 l 1 bri o pu e a e 1Jcvar3e 

algebraicamente teniendo en cuenta que tanto las ventas totales 

como los costos totales tienen un comportamiento de ttpo 1 ineal. 

Definamos: 

X Unidades producidas 

V Punto de equ 1 1 i br i o en venta5 

u Punto de equ 1 1 1 br io en unidades vendidas 

p Precio ae venta X unidad 

F Costos f1j05 

A Costos variables 

e Costos totales 

E Ventas Totales 

Punto de equ1 1 ibr10 
en unidades = U 

C = F 

F + AU = PU 

F . 
Px 

70 

Ax 

Punto de equr 1 ibrio 
en vcnta.:i--:V 

V = F + AU 



PU - llU V F + ll(F /P-1\J 

U(P-11) F • F(l\/P-'°') 

F/(P-'°') u F (! ·~> P-" u =-L.. 
P-'°' F (P- ... +A) 

p.:-;¡;-

V FP 
¡>:;\ 

Este es uno de los pasos mA3 simples para real izar el 

cblculo del punto de equi 1 ibrio. Hay que tomar en cuenta que 

hicimos el calculo sobre Ja base de que tanto nuestras unidades 

de produccion (o ventas) y los costos totales son amooe rectas. 

costos 
y ventas 

y 

1!;;,,,,------------- x unidad 
~ de volumen 
~~) oreo d12 perdido 

[] •Jt"E-•J d·? ·;1ar:an.:l·::: 

F 1 GURA V, ! . i 
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Como segundo caso podemos considerar a los costos totales 

como una función no lineal, de manera que lo que tendremos serán 

dos puntos de equi 1 ibrio, cuya grbfica se muestra en la figura 

Vl.t.íi 

'"---------_,.X 
CISTl!I mft~gL~1':1f.i; • mm m11111.cs 

En el tercer caso en el que ambos modelos !On no 1 ineales, 

tamb,~n tendremos dos puntos de equilibrio. La grAfica se muestra 

a continuacíón (figura Yl.1.1ii): 

PUNTD DI: EDUIUIR 

,./ 
,1 

// EHTft5 TDTRLES 

li!j oreo de utilidad 

figura Vl,1.lii 
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VI 1. OBTENCION DE LA HAXIHA UTILIDAD 

Hablamos en el capitulo anter1or del caso en que tenemos dos 

puntos de equ1l10r10 esto es, que en un intervalo determinado 

para cualquier valor inferior al primer punto de equ1 librio, 

tendremos p~rd1das y lo mismo sucederá para valores superiores 

al segundo punto de cqui l 1br10, Jo cual quiere decir que entre 

estos dos puntos tendremo~ un t.rea de uti l 1dad. La pregunta 

inmediata es: Dentro de éste intervalo, cu.!11 es la mbx1ma uti 1 i­

dad que puedo obtener? En este caso definiremos que la ganacia 

total o la mhx1ma utilidad se define como la diferencia entre eJ 

ingreso total y et costo total. Es decir, si P(x) es la ganac1a 

total obtenida por la producc10n y venta de •xN unidades de 

cierta mercancia entonces: 

P(X) 'R(x) - C(X) .................... Vll,I 

c:oncie R(x) es el ingreso total y C(x) representa el costo total. 

de VII .t obtenemos~ 

p• (X) R'(x) - C'(C) .••••.•.••••••••.. Vll.2 

La func1on P' (X) se denomina func1on de la ganacia marginal 

y P' (K) es la ganancia apro~imada obtenida a partir efe la (k +- 1 

unidad después de que se han producido y vendido k 

unidades, f'I partir de VI 1.2, la ganacia margínal es el ingreso 

mnr.gin.11 rni!n.:.s. ~l i.;.o6Lv mdrv1rkl. 

En las f1gura5 (a) y {b) encontramos tas gráficas de una 

función del costo total. En la figura (a), ae muestra la gráfica 
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de una función del ingreso total de una empresa determinada, y en 

la figura (b) tenemos la gráfica de la función de la ganancía 

total corresondiente a dicha empresa (la cual se denotará por 

GT), 

IT 
o 

b 

Se puede observar en la figora (a) que cuando la curva CT 

esté arriba de IT (cuando el costo es mayor que el ingreso), 

entonces en 1 a figura (b) 1 a curva GT está por debajo de 1 e Je "x" 

(la ganancia es negativa; es decir, la companta muestra 

peerdidas)¡ esto ocurre cuando e s x < ><¿Y cuando x > x?. cuando 

1 a curva CT esta debajo de 1 a curva IT (cuando e 1 costo es menor 

que le ingreso), la curva GT se encuentra arriba del eJe "x" (la 

ganancia es positiva; es decir, la companta muestra ganancias); 

esto ocurre cuando xa< x < x!. En los puntos de 1ntersecciOn de 

las curvas CT e IT (cuando esttt en punto de equilibrio), la curva 

GT corta el eJe x (ta ganancia es cero) y esto ocurre en los 

puntos x~ y x~. 
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Determrnemo;; nhora quf. n•Vo?-1 r:F• procu::c16il se; ni!t:e".1\ ·1 1·.-i··:· 

obtener- Ja mtJY-1ma ganar1c1~1. En la figura (a), la dt&táncr.;, 

vertical entre tus curva!> 1·1 y· CT íJilrd un valor particular ae .. ~:" 

en P(x}, e! r;ual aa lil gémanc10 tot,::,t correspondiente a es.:- v?.tor 

de "x". ~u.Jndo la d1st,;nc1a >.Jert1ca1 es mayor, P(x) trenc un 

valor máximo. Observemos, de la figura la}, que la C11stan 1:1a A& 

es la mayor d1stanc1a vertical entr-c las dos curvas en el inter­

valos [X;::11':_) • y esto octJrte en el n6mer0 crft1co ''x", oc la 

funciOn "P". De la ecuación Vll.2 vemos que P'(x)::O s1 y solo !;i 

R' Oc) :C' ex>. Asf, para una ganac1a máxima, el ingreso marginal 

debe ser igual al costo mara1n.1J, Notemos, en la figura (a), que 

en los puntos "B" y "A" sobre ambas curvas, las rectas tangentes 

son paralelas )' de aquf R' (X l : C.'(~· ) . 

De la ecuación v11.2 

P"(x): R"(x) - C"(x) ............... Vll.3 

Ya que "P" tendr~ un valor mAx1mo relativo en un nómero x, 

para el cual P' (xJ ::: O y P'' (X) <o, podemos concluir, de las 

ecuaciones VI 1.2yVI1,3, que esto ocurrirá para un valor de "x" 

para el cual R' (x) =C' {X) y R' • {x) < e•• (xJ. Por 10 tanto, la 

func16n de ?a ganancia tendrb un valor mbximo relativo, cuando el 

Ingreso marginal iguale al costo marginal, la pendiente oe Ja 

grbf1ca, de la función ~e1 inare~o rn~rglna!, 5ca m~n0r 4u~ 1a 

pendiente de Ja grbfica oe la función del costo marginal. 
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V 1 1 • CASOS PRACT 1 COS 

CASO 1. - En se resuelve un 

comportamiento l 1nea1 para las venta5 y en el caso oe los costos 

tenemos estrmac1n~s de los costos de acuerdo al volumen de venta. 

se va a 1n1c1ar la manufdctura oe un producto en la compat1fa 

X. Se han her::no /os estudios de merr..ajo pr?rt1nentes y ne na 

obtenido que el producto podrh venderse a $200.oo por unidad y 

que esta cantidad no variar·A durante el periodo de venta. Por 

otro lado se t 1ene un estudio por Parte d<::-1 aepartamento de 

costos tian pronost 1cado durante el periodo de venta los 

siguientes costos: 

COSTOS VARIABLES 
---2-62 

230 
24 7 
258 
240 
330 
314 
340 
348 
360 
350 
375 

UN 1 DA DES (VOLUl:!.Qil 
60 
55 
72 
62 
50 
75 
74 
85 
88 
94 
92 

100 

se desi:"~ c;~h~r -:u~! en el p1..1ntv d~ t!<.,u111or10 de manera que 

podamos establecer el volumen m1n1mo de ventas para igualar 

nuestros costos totales. 

- Como primer punto tenemos que hacer un diagrama efe 

dispersión Para obs~rv~r ~I comport~u11~rtl~ de Jos costos. 
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Veamos: 

($E OMITEN OOl)J 

V= co·:;rlJ 

30ü 
. · 

. . 

:-:-:: -¡ 

IULI ~----.---..---...--....,..-....,.-~ 
O ~·Li 60 7ü 80 '30 íOO 

figura v11.1 

Las observac1onen se separan del eje •x" y •y" lo 

suficiente como para suponer que se puede ajustar un modelo 

1ínea1. 

J~Ué:"6tros ot..s€rva ..... vnt:s s1Jgicrcn que ap1 ,quemo;:. e: mcdclv de 

regresi6n (en casu de no tener elementos $uficientes -tablas o 

una calculaciora- para real izarla se puede efectuar· el método de 

máximos y mínimos visto en el capitulo v.2. 

En IJ tabl.;. ;;1gu112n!.\O: ::.e Uc~arrol l.J una tabla p:irn obtener 

cada uno de Jos elementos de la ecunción de regresiOn. 
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Definimos: 

X UNIDADES (VOLUMEN) COSTO 

XY COSTO • VOLUMEN 

Diferencia entre la media la observación 

Diferencia entre la media y el valor estimado 

(Y-YJ 

<Y-Yl 

c'í-n Diferenci~ entre el valor estimado y la observación 

COSTO VOLUMEN TOTAL EXPL 1 CADA NO EXPL. 

y X xi:'. XY rY-Yf <Y-ri2. cY-Ylr. 

262 60 3,600 15,720 1. 606. 25 2,764.70 105.48 
230 55 3,025 t2,650 5,520.25 4,761.99 30. 17 
247 72 5, 164 17,784 3,306.25 190.48 1. 909. 56 
258 62 3,844 15,996 2,162.2b 2, 141.41 .05 
240 58 3,364 13,920 4,160.25 3,512.34 27.41 
330 75 5,625 24,750 650.25 16.46 673. 75 
314 74 5,476 23,236 90. 25 53.39 262.46 
340 65 7,225 26,900 1,260.25 607.40 50.20 
346 88 7,744 30. 624 1 ,892.25 1,455.95 28.55 
360 94 8,8J6 33,840 3,080.25 3,322.52 4.59 
350 92 B,464 32,200 2,070.25 2,615.97 31. 88 
375 100 10,000 37,500 4,970.25 5,948.37 43.90 

-------------------------------------------------------------
TOTALES 
$3,645 915 72,387 267. 120 30,999.00 27. 611. 00 3,688.00 

Incorporando los datos de cooto y volumen en la tabla que se 

acaba de elaborar se obtiene: 

X,. X X X 

(66 
1 106) r: 

.1'.l 
55 [ 12 915 J 

915 72.387 

l; 
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TESIS ESTA 
SALIR OE LA 

NJ DEBE 
B!BLIOHGA 

1 
55 

B 

T 
X y 

10~ J 1 
262 -; r 3. 65-' '¡ 1 
230 'I 2r.r .12n) 

l 3~5) 
ex' x)' x' Y 

[

72,387 -9151 í 3,65/:¡ 

~---~.J l_2G7,t20) 

31' 149 

'(2· 3039243 
- . 0291225 

-.0291225][ 3,654-,. 
.0003019 . 287,120~ 

La ecuac1on de cstima~ion es 

yo$56,685.90; $3,2474 X 

=Costo f1JO +Costo Vaí1ablc 

var1ac1on expl 1cada E(Y - Yt 27,611 

Variación Total :E (y - y)' 30' 999 

'l-56. 6659)'¡ 
3.2472 

Las cifras anter1ore~ s0 t1an tomado de los totale~ de la9 

columnas correspondientes de la tabla nnterior. 

El valor de i nd i '-~ª qu;;: rcgre316n na 
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sign1f1Csítivarr:ente la pos1l)r 1 idad de estimar· el costo Cabe 

1ntroduc1r una mc.J 1)ra ·-se na explicado únicamente el 59Z de la 

Vi!r1aci6n ant<:>r1or, no el 100%-, No ob!itante, la var1ac16n se ha 

reducrdo en forma aprcc1abl~ y se pueden hacer estimaciones mAs 

precisas ~·esto se puede hacer viendo las desviaciones estAnctar 

antes y despuhs de la regres1on. 

s, ,,=· 'É--¡;,·-~-)t-/n =1 3~-3aa11-2 ~ = 1 s. o 

s1 se hubiera ignorado lü variable de volumen y sólo se hubiera 

considerado la var1ilC10n al azar de los costos, se habr1a 

obtenido Ja variación esthndar muestra! "s", que es la ratz 

cuadrada de la var1acion de los costos totales: 

s.1=, ~yY/rí' :(~999/!2': 50. 83 

Para "S," se p 1 erde un grado de l 1 bertad a 1 tener que usar 1 os 

datos para est 1m.:3r "y .. ¡ para "s" se pierden dos grados de 

libertad para estimar lo5 parhmetros "a" y "b". Las est1maéiones 

modificadas de la desviación estándar vienen a ser 

s 1 = s/n-¡,:,--:¡ 50. 63 .{t2/i1 53.09 

S,~= "1;,;r;-:2 16.80 /12716 18. 41 
V> 

S1 deseamos establecer un intervalo de confianza del 95X 

para nuestra 1 tnea de costo, '· t_ 2.22B, cooten i ao de la 
·"'wt 

tabla en el apl!nd1 ce) la fórmula serh: y .! t V (y) 

(56,885.90 

Podemos observar Ja grbf1ca con los resultados: 
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X Super 1 or Inferior 

55 256 21 '5 
58 264 226 
60 ~69 234 
62 2·15 242 
72 30;1 <!76 
74 309 285 
75 312 289 
85 347 319 
86 356 326 
92 37;; 330 
94 361 344 

100 404 359 

Si obtenemos ahora la matriz de var1anza-covarianza 

tendremos que: 

V 
,,.;. 
s 

I•• 

suponiendo que x 

(1 , 55) vf 11= 
\ ss.1 

l, ''° m 

. -9.666 

(86.66) 

-9.8667 ; 

. 1293 j 

La formula del 1nterva10 de confianza queda entonces: 

yH .. (v()·J 56.68& ; 3.25(55) + 2.22a.-fJ6,6.:: 
• 1 -;:,~ • .,:: V 

= tC1~, 256) , al entero mlts cercano 



Si queremos conocer \ú!;) cri·or~G estbndar de cadi! uno de 1os 

coef1cienteü beta, se podrL'J tomar la ra\'z cufldrada ele caCla 

elemento 01e:qr·nal de la matriz de var1anza-covc.ir1anza. as! el 

error esttlnd;,r del costo ftJO (el par;imetro a o B) es 

780.567 :- $27.9-1 ces decir, '$27,940 al reponer los 000) 

Y el e1ror e5~tHir:lllr del costo variable~-. es 

. ,\29399:. $.3(, 

Nos resta probar st efectivamente nuestro modelos de regres1on 

tiene sentido. Para esto vamos a hacer uso oe lo visto en el 

capitulo' .6 es decir: 

H 0 : B o 

H1 : B O 

suponiendo un nivel de confianza del 951.,el valor "t", para n-2: = 

10 grados de l 1bertad, es t 2.220 y la estadfstica de prueba 

será: 

b - B 3. 247 4 - o 
9.02 

.3& 

Puesto que el valor de 't"excede el valor critico de 2.26 1 se 

1 lega a la conc.1us1~m de que no se puede rechazar Ja h1p6tes1s 

alterna que por lo tanto se det>e conservar 1 a 11 nea de 

regres16n. 

Por Óltimo realizando el anbl1s1s del cap\tulo v.e t~:fl!'n'l'J5 

preseilte con los cA1cu1os ya realizados 1a tabla ANOVA. 



Origen de 
la var1aci6n 

Regresi6n 

Error 

Total 

Grados de 
libertad 

10 

tt 

suma de 
cuadrados 

27,61 t .oo 

3,388.00 

30, 999. 00 

F se calcula F=27,6tt/338.0 = Ot.5 

Cu edr a :v' ~; 
Hed1(~: 

21 ,61 t. oc· 

338. (l.) 

2,818.09 

en una tabla f {ver en el api!nd1ce), con un nivel de s19nifícan~ 

cia det 51 F = 4.96. 

La hipótesis nula es H .. : B= o vs. H-1: Bt O. Si se crea 

una región de rechazo del 5X, I~ •F• erf~ica es F 4.96. 

Puesto que se excede de esta cifra, se rechaza H y ~e llega a la 

conelUBjón oe que los datos no pueden provenir de una Población 

en la cual no estA presente la regresión. 

En seguida graficaremos nuestra9 ventas con respecto a los 

Costos Totales para asl encontrar el punto de equi 11or10 

gráficamente (figura VI 1.1) 

"'-..,--1o~n-r~mi,...T"í,~llltll"""''l""'"T"-r-S'lll2'T""----~unldodes 
m 11111Dl!Otli 

figura Vll.1 
e 1 punto ele equ i 1 i br i o se encuentra en 1 a in tersecc 1 ón de 1 as 

dos rectas cuando ~ es igual a 289 unidades. 
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Ter1emos ahora JUnta~ las dos ecuaciones: 

66,865.9 t 3.2474 X 

200X 

De la página 69 se tiene, que parn obtener el punto de equi l 1Drio 

definimos: 

F 56,885,9 (costos f iJosJ 

A 3.2472 (costos variables) 

p 200 (precio de venta por unidad) 

u 
Punto de Equ1 1 ibrio 

en unidades 
vendidas 

F 

e 

f P 

F 56,685.9 

p - A 200-3.2474 

56,685.9(200) 

269. 14 

V 
Punto de Equ111brio 

en ventas 57,824 .8013 
P-A 200-3.2474 

Lo cual nos indica que se necesitan producir un mfr1imo de 

289 unidades para sal ir a mano con los costos totales que en ese 

punto serán de$ 57.824,8 (y que coincidirAn con las ventas) 
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debe 1 anz ar n 1 mercado un nuevo producto que pue:::· ·:enderse 

de personal ad1c1onol, y s1 IJ demandei alJmenta scrt:J nece[.".ar10 

ampliar los horarios de maqui lay costura. fl grupo ::Je tt!cP1cos y 

especial 1stas ha dado un presupuesto durante un per·todo de 

fabr1cac16n-venta de un mes y na propuesto Jos s1gu•entes costos. 

Se aesea averiguar que tan conveniente es fac·r1car d1cno 

producto, en base los gastos que este 

implica. 

Las ooservaciones son las s1gu1entes: 

COSTOS F 1 JOS 

COSTOS VAR 1 ABLES 

2t. 2 
26. 5 
32. 9 
40. 4 
42. 5 
45. 7 
40. 9 
53. 1 
55. 3 

$29,000.00 

{om1t1mos los 00) 

y 

264.4 
396.6 
594.5 
676.7 
970.6 

1117. 1 
124 7. 2 
1500.2 
1620.3 

mismo 

Segán to visto en el capttulo V.4 real izaremos primero un 

diagrama de dispersión para ver el comportamiento de nuestras 

observaciones: 
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);:, 
!.OOG 
i..aoo. 
l,60C 

l .• ~OD 

i.2nn 
l,ODD 

BDD 
iOQ 

~Dll 

!DC 

1...-,--.,.--.,--.,--.,..-.,..,x unidad~ s 
lD !O lll ~Q SQ &Q 

f 1 gura V 1 t. i i 

Siguiendo Jos criterios vistos en el capitulo V.4, trataremoa 

de ajustar alguna ecuación al conjunto de observaciones; 

Si vemos, la diferencia aproximada que nay entre las 

observaciones de •y•, mas o menos siguen el comportamiento de 

una progresión geométrica: 

264 

264 

264 (1. 5) 

396 

264 ( 1.5) 

594 

264 ( 1. 5) 264 ( 1.5) 

691 1136 

En el caso ae tas observactones de ~x~, el comportamiento 

aproximado es también el de una progresi6n geometr1ca: 

21, 21(1.2) • 21(1.2) 21 ( j. 2) 

21, 25. 2 30.24 3G. 12 

Como "X" forma apro~imadamente una progresión geométrica ar 
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igual que li-t de "y", el modelo qu\? meJOr se ajtrnta es t <J5 

observac1one5 es 

bien el de nifn1mos cuadrados. 

Escogemos el de mtn1mos cuadrados, para hacer dicha 

apro>:imac16n de la funci6n, Para facil1tar los chlculos se 

hace una: transformac16n a la función, como sigue: 

1 n y 1 n (a xL 1 

lna • ln(xl¡ 

1 na + b 1 nx 

Para transformarla en una ecuaci6n de tipo lineal. Aplicando 

las ecuaciones normales para este m~todo (la teorta se vi6 en el 

capitulo V.2) : 

na + oz : ~Y 

a:E>< t bl:x~: Exy 

=> 

(:Ex1 ) (:Ey) - (:EX) (:Exy) 
a= 

n:Exy - (:Ex) (:Ey) 
b=------------

n:Ei<" - (:Ex(-
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y In;-: lny 1 nxln:r' 

Y XY 

--------·----- ---------·---. ···----·-·-------· 

2'. 2 264.4 3.05•00 5.5.,74 17.0333 9.32&9 
26.~ 396. 0 3. 2"/"114 5.9834 19.6084 I0,7396 
32.9 594.5 3.49J40 &.3677 22.3147 12.2036 
40. 4 878. 7 3.69682 6. H84 25.0720 13.6612 
42.5 970.6 3.74950 6.8779 25.7666 14.0587 
45.7 1117. 1 3.82209 7. 0184 26.8249 14.6083 
46.9 1 274. 2 3.88977 7. 15 27.6186 15.1303 
53. 1 1500.2 3.97217 7.3133 29.0496 15. 7761 
55.3 1620.3 4.01277 7.3903 29.6555 16. 1023 

-------------------------------------------------------

a 

32.9702 60.4768 223.1588 121.6292 

(121.6292) (60.4768) - (32.9702) (223. 1586) 

9(121 .6292) - 1087.03 

0.2425 

9(223. 1568) - (32.910234) (60.4766) 
b = ------------

9(121.6292) - (1087.03) 

2 

sustituyendo en 1 a ecuac16n: 

lny In(-_. 2425) . 2 lnx 

lnv 1ne·z'-i~s 1n X~ 

lny In(, 7135,(¡ 

y 1 a ecuación queda: . 785 
;2. 

y X 

Ahora para obtener el punto de equi 1 ibrio, igualamos las 

dos ecua e i oncs: (no olvidando los costos fijos) 
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26.3 X 

-.785x~- 26.3X + 29 0 

Resolviendo la ecuación de seoundo grado tenemos: 

26.3 .! (26.3) - 4(-.765) (29) 
-------·-----------

X .. o 1 f, 235 
' 

2(-. 785) 

Para obtener la máxima uti 1 idad (visto en er capftuto VI 1) 

necesitamos igualar la primer derivada de los Costos Totales 

(1 lamadoa costos Harg1na1es1 con tas Ventas Totales. 

OBSERVACION: N6tese que no es necesario derivar la ecuaci6n 

correspondiente a ventas totale51 ya que es una recta. 

R (X) .. 785 X + 29 

C(x) 26.3 X 

C' {X) R (X) 

.765 X + 29 52.6 X 

. 785 X - 52.6 X -29 

X(.785-52.6) -29 

){ 29/$f.81& 

,559 

Para demostrar que en ese punto existe un m&ximo1 debemos 

rrob¿:r que R' f (x) < e·· cxJ 

R'(X) ' .78o 
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C' (X) : 52.6 X 

R" (X) = o C" (X) = 52.6 

o < 52.6 efecivamente nay un má~imo. 
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CASO 111.- En este tercer e_1crr1PlO s<..- ;,ptiC1'3rt1 la t~;cnica de 

1ntel'"'polación df' Lagrange, cor. el fin d~ rno-:'tr'i?r 1,'1$ <ldcrente5 

técniC-'ls que 5e rnuefit.ran en e~t~ traDJjo. 

VEIHAS TOTALES COSTOS TOTAL(5 

X y X y 

1. 1 4 3.oe ,07 2¿ 

t 4. 04 40.&3 \5. t 1 26.57 

20. 93 50.09 41. 97 57.24 

Graf i quemos nuestras observaciones para ver su 

cornportam1ento: 

~! // 
lSi ./ ::t __ .:---·___..-~/ 
15 , 

l.li ¡ 
1 ¡ 
a r-y-i-r·a--, -l-s--5-ª~,-a~s--..,~-o··• _1,_s ...... .,4-·a""r-s- x 

Aqu1 1a cur1,1a de costos ta de ventas pre~entar1 un 

comportamiento no 11neal 

f1gu1~a VI 1.1 
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Uti 117.ar-emo~ el m~tooc de 1nterpolaí~ión de LagranQe visto en 

el capitulo v.12 : 

(><-t·~.04) (x-26.~3) (X-f .14) (>:-2.6,9~=t) 
·,- ---- ·--·-.. -· .. 3 . 08 + "---. -~--- .... ---------- 4 o. 6 3 • 

(1.14-\9.0•\) (l ,14 .. 27.93) (14.04-1.14) (IA,04-26.93) 

(X-1, 14) (X-l•l,04) 
------·--------------- ~o. 09 
(26.93-1. 141 (26.93-14.04) 

Desarrollando se tiene: 

y:.009x~- 3.79x + 3.5 -.244x~+ 6.658x - 7.5 + . t5t~~- 2.287x + 2.41 

y= -.084x2 • 4.192x - 1,59 

Que es la ccuaci611 de los costos Totales 

Por otro lado haremos el mismo c~lculo para el caso de las 

ventas totales: 

(X-15, 11 J (\-41 .97) (X-.07) (X-41 .97) 
22 ~ ··---------------------- 2$.57 -t 

(.07-15.11) (.07-41.97) ( 15. 11 - . 07) ( 1 5. 1 1"41 . 9'1) 

(X-.07) (X-15. 11) 
-------------------- 57. 24 
(41 .97-,07) (41.97-15.11) 

Desarrol !ando nos queda: 

• 05lx¿o._ -

,772.X • .054 

:.·;: .02x;: - .005x + 22. 

Ya deftnia~G ta~ do6 iunc1ones (hay que tomar en cu~nta que estas 

tune iones son 
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cual estAn definidos n11estras observaciones), ee ~rafica y se 

vera donde se encuentran el (o los) punto(s) de equi 1 ibrlo: 

60 

55 

50 -·-
/ '· ~ 

~5 / ."; 
~o : ]5 / 
JO / 
!S f -
10 / 
15 .¡ 
10 

.....,.....,....,-,....,....,....,-,..,....,..-.-,-,....,..-.-,..,_, X 

Para encontrar algebr~ícamente tos puntos de equil 1brio de 

dicnas funcione3, en el intervalo de nuestras observaciones, 

igualamos los costos totales a las ventas totales y enseguida nos 

dispondremos a resolver la ecuacion resultante: 

-.OB4x 2 + 4.192x - 1.59 = .02xª- .005x + 22 

-.084x"- .02x.2+ 4. 192x + .005x - 1 .59 - 22 = O 

.104x~- 4.197x + 23.59 =O 

Como ~e trata de una ecuac16n de segundo grado1 por medio de 

la fórmula general encontraremos las dos rafees (en nuestro caso 

se trata de los puntos de equi 11brio que buscamos). 

4.197 !. (4.197) - 4(.104)(23.59) 

2( .104) 
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4.t97.! 2.793 

.206 

Xi : 6.99/,208 : 33.606 Xz= t,404/.208 6.75 

SuStituyendo en las funciones correspondientes tenemos los de 

y: 

Ya= 22.6746 

Lo cu a 1 qui ere decir que, a un n 1ve1 ¡ nfer i or a J as 7 

unidades, tendremos p~rd1das y to mismo sucederb cuando rebasemos 

las 33 unidades; Asi mismo que dentro de este intervalo (6,33) 

tendremos un área de utilidad. 

Seguramente que nos interesamos en conocer cuál va a ser la 

m~xima ganancia dentro de este intervalo. Utilizando los 

elementos vistos en el cap{ tu lo VI 1 resolveremos: 

Se van a obtener tos costoe marginales (que 1mpl ica sacar la 

primer derivada de las funciones en cuesti6n}. 

R(x) -.064.f+ 4. t92x - 1,59 

R' (X) 2(-.064)x + 4. t92 

- . t68x 4. t92 

.02x' - .05x + 22 

2 (. 02) X - , 005 

. 04x - . OOf> 

Para encontrar et punto donde se encuentra la mAxima 

ut.i 1 idad hacemos R' (x) = C' (>O 
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-.168x + 4. 192 = .04x - .005 

-. 1sex - .04x + 4. 192 + .005 o 

-.2oex + 4.197 o 

X 4.197/.208 

20. 1 779 

Para demostrar que se trata de un valor máximo, debemos 

probar que R•' (><} < C' / (x). 

Obteniendo la segunda derivada de cada una de las funciones 

obtenemos que: 

R' (X) 

R'' (X) 

P' (X) 

P'' (X) 

-. 16ex + 4. 192 

- . 166 

. 04x - . 005 

.04 

- • 168 < • 04 

lo cual demuestra que existe un m~x1mo. Entonces obtendremos la 

m~x1ma ut1I idad cuando se produzcan entre 20 y 2t unidades. 
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IX. CONCLUSIONES 

Como se ~a podido observar a 10 largo de este traoaJo el 

Punto de Equilibrio tiene una Importancia relevante, en Ja toma 

de decisiones para la Planeacion en una empresa, como medida de 

control y ayuda a detectar p~rdidas que 1 leven a un posible 

desequil 1brio econom1co de la empre5a. 

La soluciOn que se ha propuesto para encontrar el "punto de 

equilibrio" permite aplicar modelos matem~t1cos, practlcos para 

la reso1uc1on del problema a tratar. 

E5 po51ble ajustar modeloo (l lneoles y no 1 inealesJ tanto a 

los costos como a las ventns (observacione~) de manera que ya 

establecidos se pueda determinar •e1 punto de equil iOrio•. 

Es importante recalcar que siempre que se tengan un conjunto 

de observaciones se deben realizar diagramas de di5persiOn para 

que se tenga una idea mbs precisa de la funcion que se desea 

aplicar¡ que entre menos datos tengamos, nuestras aproximaciones 

no ser&n del todo adecuadas. As1 mismo cuando se trabaje el 

modelo lineal siempre se sugerir& que ae aplique el an&I 1s1s de 

regresión con el fin de poder cersiorarse s1 nuestras n1pOte­

SiS tienen un porcentaJe de apoyo. 

En et caso de las 1nterpo1aciones no 11nea1es, el poder 

establecer un "comportamiento" de antemano, d1f1cu1ta en gran 

medida la ap1 icación de dicho algoritmo¡ pero Ja experiencia ha 

dado ciertas pautae a seguir (que fue el temo tratado en el 
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capitulo v.tt) para aplicar reglas senc111B5 que noe orienten 8 

determinar un comportamiento funcional. 

Por Oltimo se analizo un algoritmo que se sugiere ut 1 1 1 zar 

en caso de no ajustar ninguna de las tecnicag vistas en los 

capftulos anteriores: con el fin de .:lar otra alternativa a la 

solucion de dicho problema. 
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X - APENDICE 

Distribuc10n normal: 

NORMAL DISTRJBUTJON hinFlt'-~ided) 
Proportion (A) oí,.holc arca Jyinii lo rJfhl of C'lrdmalt rhtough x = µ + :a 

[:u (1 - ¡1)r:') 

De\iaic Devlalc 
(:) Prefü 0.00 O.O! 002 0.03 OCM 005 006 0.07 U.08 009 Prcfü. (:) 

O.O O.!i m;;J %(1 920 8SO 810 801 iC>I 721 6kl 641 04 ºº 0.1 0.4 602 !i62 522 483 44.1 404 364 325 :?H6 247 0.4 0.1 
0.2 0.4 207 168 129 000 052 Ol'f'974 9.'6 !:jQ] 819 O.J 0.2 
0.3 0 . .3 821 7"J 745 707 669 6.l:! 594 m 520 483 0.J 
0.4 446 409 372 336 )()) 264 ~:!8 19:? 156 121 OJ 04 

il5 OJ 005 051.1 015Jy1:0 9iti~-9¡-~--h?T~ 0.2 05 
0.6 0.2 743 709 676 643 611 m 54ó 514 4'3 451 0.(i 
0.7 420 389 358 327 296 2M :?3ti :<>6 177 148 0.2 D.i 
0.R 0.2 JJY 090 061 on oo __ ~_pñr 949-9~·~9:-fsb7- 0.1 OR 
0.9 0.J l!-H ;14 788 762 736 711 685 (,(;) 6-'.S 611 0.9 

LO 587 562 539 515 492 4fi9 +•6 42J -WJ 379 l.O 
JI 351 335 314 292 271 251 no :!IO 190 17!1 0.J l.l 
1.2 o 1 JRJ}LU.LQ2l_O~f!.Jh'li2...Q-!l.J9'..;S· o.o l.2 
lJ o.o 9óH !.1.:1 934 918 901 885 bW RIJ lDfi 82.l 1.3 
J.4 ~Oh 793 178 76< 749 7.15 721 708 6'J4 NO l.4 

1.5 66S 65'i M3 630 618 606 594 5k2 5;¡ 55 1) J.l 
l.6 >18 537 526 51(1 505 495 485 475 465 455 J.6. 
l.7 446 436 427 418 41.!'l 4-01 39: 384 375 367 1.7 
1.8 359 351 344 ~Jb 3:'~ JJ] JJ4 J07 301 ~9-t 1.8 
l.9 2kí' '" 274 268 262 :5fi .:~ :..i.i 239 23~ L9 

2.IJ 12/.i "' ::?17 212 2il7 :o: '"' j(J: lkx /hJ 20 
21 179 174 170 166 ¡(,2 15t-: 15"1 130 146 143 ? l 

" IJ9 Ct• IJ2 129 12~ 12: 119 116 11.1 JJO 00 22 
.:o .~ o.o J'lLJ.Q:t...JfilffJÍJ~··9391¡¡¡-¡¡j~ ¡¡r:¡,-g¡-2. 0(.1(¡ 2 .. ~ 

" 0.1() 820 7% 776 755 7 J.~ 714 6'1l (."'(> tn 6J() 2.4 

25 fi21 /JU i;t.''.l .5'.'0 !"~~ : .. t,; -'~-· ~,,.. 4'J-t 4SU 2 5 
2.t> 4M• 45.J 440 -t:".> 415 40.! )'JJ 179 36~ 35i 26 
2.7 .147 J)(, 326 JJ7 _'lt.)7 ::!IJS 1S9 ::'..EO :n 26~ 2.7 
2.8 2~6 24~ 240 233 ]:!ó 219 211 205 1'>9 193 2.8 
2.<J ººº JR7 lkl 175 169 "" 159 ,,., 140 1-t·I 1311 ººº 2.9 

--------------~---

Adapled wuh p<'rmi~~1011 from 0. L 0;:111cs. cd. Th<' D,·ti.¡11 a11J Am1!n1s nf 
/11Ju1tri.il l.~f('rimcnrs, 2nd r:d., Olhcr ¡1nd Hoyd, Fdinb:irgh, 19~. cw11Jcn:.e<l 
and m.faplt.'il "ilh permi~~ion from E. S. Pc.1rnm and H. O. lfank:, Biorn.·rri~a 
1i11i/"~fi•1 S1mfarida1u, Vol. l, Cam!lridrr l'n!v~n.i:;. rr,~1. :..:e"' Yorl, 195-1 
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Distribución t: 

.A, 
~::L.!...±'-~ 
0<1lnl>utmn"r1 

"Prol:>.1\.ihly .,,. A~~:? 1n T.,.o T .1111 oí f),~1r1bu:•~'1 0Jt~,.!e 1.1·VJl1,1~ •ti TJbic 

Degrcnof -----
1'1nh:1h1t1ty 

Free dom 0.9 0.1 º·' Ol º·' '" 005 00! 0.01 0.(JOI 

O.lstl e'·º 1.000 !<l•,J 1 U78 l'i.H4 11:0f. 111121 61.6'7 616.619 
0.1<12 J~j U 8;JG l..'fo L;i:.b .!.1:ll -UOJ r, U1.l 9.'}25 JU:fi 
0.117 º·'=4 0.76S 1.250 l.G.HI 1.HI J/82 4.S41 J.1141 12\124 
0.114 O.,J4 o 741 l.IYO l\JJ 2.112 Z.776 .l.747 """ 8.610 
0.132 0.40!! Cl7H 1 "' 1.476 2.0IJ 2HI }}l'j5 4.032 6ftb'1 

6 o.i11 o"" 0.71~ l.IH 1..140 1.94! 2-141 J.141 l.707 5.959 
7 0.130 0.402 o 711 1.119 1.415 l.b'}j 2.16S 2 <NS J..499 S.401 

• 0.110 º"" 0.706 110! l.l?7 """ 2.1~ l.ll96 J.lH 5(>41 

• 0.129 ').J9!l o 71Jl IH>J l.J9) l.illj ni;~ 2 1121 uso 4.781 
10 0.12? 0.)97 0.700 1 091 1.372 l.!!'12 n:11 2ifl.4 J 169 4 .. H7 

11 0129 0.396 Ot.•17 l .u~8 l.Jt>l 1796 2!01 :!.718 J, 11)1~ 4.-417 

" 01211 0.)9~ ()(¡,5 l OHJ l.JS6 1.7112 2179 2'i81 J.O~S 4 ~IR 
ll 0.1:!8 . , .. ú.{;'}4 1079 l.JSO 1.771 2 160 2 1"~0 J.012 4221 

" o 123 0.JllJ o f92 lll76 UH 1.761 !14-' !6:4 2'177 4,140 

" OIZ'f 01?J Qf,91 !')14 1)41 1 ~.! J 2 t l I :! ifl! :;'?17 4011 

" !.l.JU o .192 06'XJ 1011 l.l\J 1146 l.1:0 2.5ill 2.921 4.0lj 
17 ll.12~ 0)91 o li!l'J l{ló'j 1.111 1 ~.;o 2111.J 2 . .567 2.llll!f }'16l 

" U.l!i 0.192 0.61111 "''" l.llO UH !.101 !B2 1.878 J.'Hl 

" 0.121 •). I~¡ ulin !O!·t. 1 .12~ 1 1!'1 :;'(fl.1 2 . .51\1 2í161 UaJ 

'º O.IF o J',11 o 6117 ](.>'i4 1. 11~ 1.72~ :!: ''·~~ 2.l28 2.!lH }BSO 

21 OIF ,)j<¡J U.6116 j('li) 1.1:.1 J"'!I 2 \),~ Bl!I !01 J!il9 

" 0.127 ú.I'.'(} o '>li6 !flo'>I JJ11 17lJ !OH 2. ~Oll 2 ll.I~ J.~n 
. 2] __ 0.127 ""' o.'.a5 uv.o 111'1 1.7¡4 _:!:06/" ~ j!)Q 21107 }.767 

24 0.121 0190 º"' 1 0111 /.1111 1711 v_)(,..C 2492 2.797 1.7·U 
2' o 127 (J ~YIJ [) 634 1 v~s Jll6 l.iüd ?NA 2.-l~S 2.7117 J72l 

" 0.121 0.)90 Ot,1'!4 1 O~il IJl.5 [.70'1 2.os~ ,,479 :!.779 1'07 
n 0.lli o )11'.I 06114 10}1 1..114 1.101 2052 l,47.1 2711 J.b'IO 

" 0127 O H9 O.Mil 101.-; llll 1 701 ]o-t! 2461 V61 J."174 

" o 127 ·))1111 0681 1 OH Ull 16'19 2.fl·O :!.-462 2.7'6 J.M~ 

'º 0.127 o 119 O.fil) 1 on 1.110 l.t>'H 2C4i 2.417 2.7.50 , ... 
'º 0.126 OJU Oe.81 1030 1 \1).) 1.!.U lOZI 2-42) 2.71).1 J.rn .. 0.126 O . .:S'7 0.679 10'6 1.296 1671 l.000 2.)90 2.660 ).460 

"º 0.IM o )!6 0.677 1041 l.!59 l.6S!i l.'fSO 2.HI l.617 J,Jll 

0.126 O.J&l 0.67.c 1 OJ5 1211? l.6-15 1.9M 2.}26 2.576 L!<JI 

M~;~~'::::::~ ;:~W::! ~ ~11~~;; ;~1~ ~~~~~~[.;~.10i~~~~~b~~;~:1¿,vrPf;/~{;~:;~'~fi~~¡~:~~ ::i 
pubfühcn. 
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Oistribucion f" (fjo:); 

1 51.-::: ~ ~ ::. :; ~~~~~ ~~:!::~ ~:~;:~~ ss:.~~ ~~ ! < ! 
!if!:: -

i;::1~ ;~~ 
,. i ~~~,~~ r.::~~:; ~!~~;; ::~t:~ ~ ;;!'.~:. -

~ ~i~= -
~:~~ ~ ~~~ ~;:~~~ e:;,-:. :J ;.;:~:~~ ::~: ·~ 

. 
I! 

. ... ~." ~·" 
;¡ 

1 

, 
~;:-:- P:.! --· ;~!~:: ~~::~~ ::~;: ;;;: ,.. ~•ro,.,,., ~;:! ·' - É ~ ';~~~ 

~ 
:;¡;;i ;::·~.~ ~::~ ~=~:::. ;~:-:?. ~~: ~?.~~~ ~~~=~ 

~ ~·~º 
. 

ª 
n; ~~ :::;.§ ~: ..... ~~~.:.: -~ ~;:~;;~ ~;:;:~:: 

~ ~3:~~ " . . .. -.., ..., , 
1 

¡¡ ~¡~~ ;~!;'. . :: ·;~!:= ~~~~~ ~~?.::~ ~~:,~;:: E~5~:! ~ 

~"g ~~;S:! ;;~!! ~~::::~ ~~!.?.~ ~~~~:: R~:::: ?:.3 
~ 

§&:~:! 
,.¡,....., ....... i si~~ ~3!? • :::. ~i ~ 2s;~§ f.~~~?. ~!~~;J - . ... ..... - ! ;; 

'i~~ ~; ~:~ ~~~;~ ~!~ \;:,;:: ~~~~~ ~~:.22 
,)_ 

.>'S:~:! -- --- ~ I! 

·~~ ~!:;~~ .. ~;: ~ E.~ • !::~:= 3~:2~ ~~:::~~ 1 ~·~· 
. . . 

~i§i ~= ~'.! ~ ;; , -- ~:: ~~:: =~~~~ ~~~ ~~ < ·- -- "' 
~:;;; ~ ~ " ~ :~ ;~~~~ ? 'J,! 1.~ !~~~5 ~==;.~ l 

ª ~:U-;:! <- . ..... ~ ............ 
~ 

o 
::::;:;::; ~;~~f :~;~ l !:~~~~ ~~~~~ ~~~!~ 

= 
~ l'r.:: - -. - ~ 
~ ~ 
~,.~ ~:!~~ !3 . ~~ ~;.!;;t.~ =: ~ ~ :r,., ~~:~~ 

Q- .... - ..... 

~ 
t ~ ... :....:.;;·.::-~ }. 

~ 

~~~; ~;;;~~ ~? ::~~ :~~~~ ;;;~~ ;;;~~ ~~~;:~ . 
.ll 

Cf$ ~; ~ ~~~~~ ~~;:~ ~ l :;;~.~::! :.u~~.x ;5;~~ i 
~~"' -~ 

................... 
[ 

-ª"ª :;-;::;::;r:; ~~:~~ :~;~~ ::~~~;; ~~!~:\ :~:~ : 
~·~" 

: 2:"' .... : 
~~'l gª~~ ~!;~: ::!;;: 3~E~~ SS~~~ 5;~== ~ 

~~~~ • 
----- --- -- P.;::;~~~ ~:::~::rn '"'2!! ' 

~ 

100 



01str1buciOn f (5X): 
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