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I TRODUCC I ON

El trabajo que se presenta en ¢ésta tes:is, permitird a-
plicar Ias herramientas matematicas, que tanto intervienen en 1 a
vida draria en el ejercicio prjctico de 1as empresas.

t.as teécnicas gue se muestran, trenen como fin coadyuvar al
contro! del "PUNTO DE EGQUILIBRIO"™ (tnterseccidn  que existe
enire las ventas y los costos totales de wun producto) a traves
de! " planteamiento de un modelo matemadtico que determine el
comportamiento de las ventas y de lo2 costos,

Para la formulaci¢n del modelo, se necesita como primer
punto obtener el precioc por unidad de! producto y después el
costo total que se deriva de la fabr,cacidén del mismo (gastos
directos e indirectos que de éste provienen) enseguida se
grafican 10s datos: primero de 105 £ostos y después se observa
que comportamiento tienen; se apii¢a uno de los modelos propues-
108 ¥ sSe obtiene la funcidn deseada. E! mismo paso 5& sigue con
el conyunto de gatos que corresponden 3 ventas.

Conociendo fa funci¢n-costo y la funcion-venta, se puede
obtener el "PUNTO DE EGUILIBRIO",

Este trabajo introduce el tema , dentro de! bmbito de ta
Planeacion, en donde surge la preguntia: A partir de qué nivel de
ventas se empieza a tener Uutilidades Yy retiroalimentar esta
informacidn para la toma de dec¢isiones.

£1 siguiente apartado habla acerca de 1o que son 103 CosStos



y 8u importancia. Este concepto se mantiene durante todo el
trabajo vya que 108 costos influyen de manera importante en el
precio del producte y determinan “EL PUNTO DE EQUILIBRIO".

LosS siguientes capltulos proponen 4 modelos, tanto estadis-
ticos Yy numéricos para que Se puedan ceterminar, come Yya se
menciond el comportamiento de los datos (observaciones).

Las tecnicas aplicadas, aungue son bien conocidas muchas ve-
¢es no  8on manejadas por las personas que desean resolver
probiemas de este tipo, es por eso que se aplican tres <asos
practicos, para que se observe que son algoritmos que tienen un
grado de aplicabilidad muy aceptable y que hacen posible obtener

resul tados de utstidad.



t. CONCEPTOS DE PLANEACION
t. 1 PLANEACION

Para cualquier empresa, sea grande o pequefta, €l proceso
de Planeacitn representa una de 1as actividades mas importantes
para ta determinacion vy pronostico en las decisiones futuras
de dicha empresa, sobre que camino Seguir, que oportunidades
elegir; para el provecho de ejeccutivos, empleados, acreedores
y accionistas de la empresa y de su entorno en general

Una compafiia, al desarrollar objetivos, estrategias vy
politicas generales, preporciona una base para que los ejecu-

tivos puedan tomar sug decisiones conforme a la alta direccidn.

La Planeacién Eatratégica observa posibles
alternativas de los cursos de accidén en e! future, vy al escoger
atgunas de ellas, &stas sg convierten en 1a base para tomar

decisiones encontrando las siguientes ventajas:

- Simula el futuro. £s decir Se pueden desarrollar modelos
que ayuden a c¢onocer (que puede ser con base en las
experiencias pasaqas) cuales pueden s5er 133 cspesilativas v
oportunidades ast comod 108 r1e8g0s Que puede Vvivie una

empresa en el futuro.

- Proporciona un mecanisme para coordinar 18s partes
relacionadas entre si en una organizacidn, evitando Ila

suboptimizacion de actividades y func:ones,



Permite determinar de antemano, |as metas Yy aspiraciones
tante a nivel empresa come a nivel de los g jeculivos en
funcion del enterno en general

Revela vy aclara oportunidades y peligros futuros. Por
medio de Ja visualiZacion de 1os objyetivos, de las metas vy
de saber reaimente 10 que se quiere. Se pueden tomar en
cuenta pogibles riesgos y tener claras !as oportunidades

y ventajas futuras

La estructura de la empresa tiene una gran mportancia
ya que cualquier ejecutivo de la misma puede dentificar
en un momento dado cualées SON SUS Principios y pr:orida-

des.

Reconociendo de manera clara 1os puntos anteriores,se pue-
de tener una base para otras funciones airectivas vy asi

seguirr con otras actividades a niveles inferiores.

Por medio de programas y funciones vya establecides
se puede ver cual es el desempefio y el desarrollo del
personal. Si hay desviaciones se estard en posibilidad de
torregirlas, pudiéndose identificar los elementos o tas
4reas que causan problemas y 'os elementos que hacen falta

para la realizacidn y complementacién



- Reconoce y recalca Jlos puntos mas importantes o mbs
delicados en cuanto al logro de 103 obgyetivos y la

realizacidn de todas y cada una de |as metas.

Esta sgerie de conceptos son los que dan “ormd a 1o que  se
danomina planeacién Estrategrca, Por medio de eltlos se puede
establecer una guta, de cuales 3on o5 pasos a Seguir para este

procesc en cualquier empresa, va sea grande o pequefia.



.2 ~ LOS OQBJETIVOS

Uno de los puntos mas sSobresalientes para la planeacién
en una empresa, es la generacidn de wutilidades, El poder
incrementar o mantener dichas utilidades, representa en ta

Planeacidn un objetivo.

Los objetivos asf{ como las metas deben ser especificos.
Estas d¢ltimas deben servir come medida ¢uantitativa del éxito de
la compania, ejempios de estos pueden ser el rendimiento sobre la
inversidn, los niveles de utilidades y 1os niveles de ingreso,en-
tre otras. Ademéds el procesc de planeacién requiere que las
premisas generales de 1as misiones y los propdsitos se hagan
en forma més concreta mediante el desarrollo de objetivos a largo

plazo.

Después de 1ta definicién de Jos objetivos y las metas parti-
culares, es posible planear una estrategia especf/fica para lograr
di¢chos objetivos y propédsitos,

Los objetivos daben ser adecuados, fact bles, aceptables,
medibles, motivadores y «claros, debe existir una obligacidn
por parte ge los directivos con los mismos; asi como basarse en
la participacidn del personal y su relacién entre ellos.

En las empresas generaimente se limitan a establecer cbjetivos
a largo plazo en relacidn con ias ventas, utilidades, rendimien-

tos sobre inversidn, margen y participacidn en el mercado.



Entre mas grande sea la compaftia, mayor es la tendencia de

que tenga un ndmero mayor de objetivos de pianeacién a largo

piazo.

En empresas muy pequeftas, el establecimiento de los objyeti-
vos se puede llevar a cabo més fhcilmente que en empresas gran-
des, ya que las relaciones entre los ejecutivos, el personal vy
los gerentes son menos complicadas. Por tal motivo 1a determina-
¢ibn de los objetivos-metas, se proponen, discuten y finalmente
se establecen mediante el dislogo continuo, 1o cual constituye,

la esencia en su determinacibn.



+.3 - ANALISIS DE SITUACION

Después dg haber fijado los objetivos, es féci1i determinar
factores tales como la participacrdn del mercado, empleo ¥y Precto

del! producto entre otros.

La evaluacién de! desempenrc pasado como también de factores
ambientales presentes y futuros (i1nternos y externos) representan
un paso importante en e! proceso de planeacidn, el cyal puede
reatizarse por los airectivos que efectuan sus propias
evaluaciones individuales sin un proceso format, sin embargo, sus
observaciones pueden reforzarse con la formalizacién de! anflisis
de situacidn, no existe un formato patrdn para este andliisis de

situacidn; varia de empresa a empresa.

€1 andlisis de situacidn tiene varios propdsitoes: por
ejemplo, ayuda 2 las directores a identif.car y analizar las
fuerzas més significativas en el medio ambiente de la empresa,
sistematiza el proceso de evaluacién para obtener mejores
resul! tados, proporciona un foro para tratar 105 puntos de vista
divergentes acerca de! mismo, afirma opiniones indefinidas acerca
de! medio ambiente en evaluacidn y proporciona una base para

continuar el proceso de planeac¢ién,



E! oprimer paso en e} andlisis de situacion consiste, en
examinar las expectiativas o intereses de elementos externos a |a
compafiia. &} segundo, entender los intereses de los directivos
dentro de la empresa, ya que conforme esta Gltima, sus intereses
se vuelven muy importantes en &) proceso de planeacidn.

Sin embargo, para las organizaciones grandes y pequefias, los
intereses del ejecutivo en jete son de importanci:a prmordial en
la ptaneacidn,

Los directivos deben seleccionar ltes factores que se

estudiaran y analizarin con mayor profundidad segln el caso.

Después del analisis de situacién se sigue con la
identificacién de debilidades, oporiunidades, potencialigades y
riesgos fundamentales en la planeacidn. A pesar de que el
concepto bisico es sencillo, puede sin embargo tener dgificultades
a) hacer el an8lisis de situacidn:del cémo determinar las medidas
a wutilizar en ta evaluacién de debilidades, oportunidades,
potencialigades vy riesgos; del que 103 directivos acepten Ia
reatidad en una oportunidad o un peligre, atribuirles distintas
probabilidades, e incltusoc evaluar 8y importancia de mancra

diferente, etc..



1,4 -~ DESARROLLO DE PROPOSITOS Y MISIONES BASI1COS

Una de 1as responsabilidades mas 'mportantes de 1a aita
direccidn es ta de formular 10s propdsitos y misiones basicos de
la compafi{a. En cada organizacibn existe un conjyuntoe de metas. La
base de creacidn de éstas, es precisamente ta formulacidn de los
propésitos bisicos y !'as misiones de 1a empresa. Espectficamente,
estos dos Gltimos son una importante tarea de la alta direccidn.

Muchas companias preparan una serie de principios
(propésitos vy misiones) de )a empresa.

Generaimente incluyen 10s propdsitos econdmicos y sociales
de la compafiia, sus 1{neas de negocio Y mercado, sus
précticas directivas, relaciones de la compania con ta comunidad
y deseos de ta alta direccidn con respecto a la unidn de nego-
¢cios., Todo esto cepende fuertemente de 105 valores, aspiraciones
e intereses det ejecutivo, Algunas empresas preparan prin-
cipios por escrito para sélo alguno de estos factores. Cuando no
se tienen por escrito generaimente existe un entendimiento.  im-

pifcito de propésitos y misiones.

Las misiones a menudo estAn escritas como lemas; tienen un
alto nivel de abstraccidn y pueden aparecer <¢como relaciones
ptblicas y lemas comerciales. Las misiones frecuentemente
describen sbélo las lineas del negocio de i1a compafifs, mercados y

clientes a 108 que sirven.



1.5 - DESARROLLO OE OBJETIVOS A LARGO PLAZO

Es importante para ia planeacidn, que 1as premisas amplias,
abstractas y a menudo inexactas de los propdsitos y misiones,
sean definidos en términos mbs concretos. Solo definiendo
esas generalidades, lo0s directivos de una organizacién pueden

entender exactamente |0 que Se supone que deben tratar de lograr.

Teéricamente, se deben establecer objetivos pars cada
etemento importante de la direccidn en una organizacién,pero en
realidad este es un requisito demasiado diffcil de realizar, asf
que las empresas generalmente se limitan a establecer objetivos a
largo plazo en relacidn con ventas, utilidades, rendimientos,

margen y participacibn en el mercado,

Una vez que se han establecido 108 propbdsitos , mis:iones vy
los objetivos basicoes de planeacidn a largo plaze, sigue el

desarroilo del programa de estrategias para llevarios a cabo,

- No existe un consenso en el significado de 13 estrategia
de programa.

- lguailmente no existe un consénso €n 1as clasificaciones vy
tipnos de eatrategias de programa

- El proceso de formutacibén de estrategia es muy compiejo

-~ Cada prcbteﬁa para evaluar e identificar estrategias

importantes es finico.



- Las estrateg as exi1losas son las que se interrelacionan
entre si.

- Lo que para una persona puede ser estrategia, para otra
no, lo que implica que no es posible transferir las

estrategi1as de una compafita a otra.



I, CONTROL FINANCIERO

La aplicacidn de técnicas y concepics adecuados para
Procesar datos histdricos de caracter econdmico de una entidad,
son con el fin de ayudar a la administracién a establecer planes
para el togro de objetivos econdmicos razonabtes, asi como para
fa toma de decisiones hacia el logro de eatos objetivos; tnelu-
vyende métodoes y conceptos necesarios para ta pilaneacidn., La
opcidn entre cursos de accién alternativos se efectua a través

.de la evaluacibdn e interpretacién de los resultados. EI estudio
del control financrerc invelucra una consideracidn de las formas
en que la informaci)én puede ser acumulada, sintetizada, analizada
Y presentada, <on relacidn a problemas, deci1Siones y tareas coti-

dianas especi{ficas de la administracidn de negocios.

La piedra angular de cualquier sistema de control
administrativo, es el concepto de la evaluacidn de la
responsabifidad., La idea bésica es que cada gerente en una empre-
sa, es responsable de una parte de la actividad total. El sistema
de evaluacidn,debe ser disefado de tal manera qQue proporcione una
medida en los efectos financieros de las actividades por las que
un gerente es responsable. Esta medida puede ser expresada en la
forma de un obyetivo financiero para cada gerente, Especificar
ese obJet}vo ayuda en 1a delegacion de autoridaq; un gerente

sabe que la decisidn "correcta™, es el curso de accién que lo



lleve hacia su objetivo financiero.

coémo debe la gerencia medir |08 resultadoes Financieros
logrados?, No es suficiente decir simplemente que c¢ierta divisidn
de productos en particutar,es un centro de util ,dades; también se
requieren decisiones que especifiquen cédmo agewe calcularse la
utilidad y particularmente la manera en que se establecerdn 1os
precios ¥ |la forma en gque se cargardn a la divis:iédn los servicios
recibidos de otras unidades de !a organizacidn. Oe (guai manera,
aunque el concepto bAsico de un centro de invers:6n es sencilio,
es dificil decidir cuhtes activos se deben inclur en la base de
la inversién y cébmo serdn valuados. Hay muchos métodos de evalua-
cién  financiera que pueden ser utilizados por organizaciones

especificas.



1.1 TIPOS DE RESPONSABILIDAD F INANCIERA

Las diferentes treas en una empresa, tienen como
responsabilidad (en términos generales) de llevar un control
financiero, aprovechar al maxime los recursos a ellos aaignados y
ta maximizacidn de 1os mismas. Asimismo cada una tiene dife-
rentes responsabilidades especificas, dependiendo de su importan-
¢ia y del papel que juegan dentro de la entidad, los principales
tipos de responsabilidad financiera pueden ser clasificados como

siguen:

centros de Costos Estandar: Tomando como e jempio el
departamento de produccibdn en una fPabrica, el objetivo del jefe
del taller, es minimizar 1a variacién entre 1os costos reales vy
los costos "estsndar”,previamente establecidos, &stos 6ltimos, en
Fﬂncién de 1a mano de obra directa y materiales requeridos para
cada unidad de produccién. Generalmente también se considera
responsgable de un presupuesto flexible de gastos generales, Y su
objetivo, una vez mds, es minimizar la variacién entre costos

esSUpUEsS1ados y jos reaies,

Centros de Ingreso: El ejemplo en este caso lo representa el
iepartamento de ventas. E| objei.vo del gerente de ventas es el
fler generar 108 mAXimos ingresos por las ventas y sujetarse a su
resupuesto de gastos; por.ic¢ tanto, carece de autoridad para
ajar- los precios e incrementar con esto el volumen de ventas o

imentar su gaste de operacidn,



Centros de Gastos Discrecionales: En este caso el objetivo
del gerente del departamento es gastar la cantidad presupuestada
para producir la me or ¢alidad de servic¢io posible. incluyen a la
mayoria de !os departamentos administrativos. No existe una mane-
ra prictica de establecer la relacibdn entre entradas y salidas.
La gerencia sélo puede emplear su mejor juicio para establecer el

presupuesto.

Centros de Uti)idades: Un ejempio de ¢ste tipo 10 constituye
ta divisidn de un producto, en tas que el gerente es responsable
de la mejor combinacidn de costos ¢ ingresos. Su objetivo ea de
maximizar e! renglén de totales, o sea, la utilidad que resuita
de sus decisiones. Asfi, un gerenie de ventas a quien gse te per-
mite fijar precios, puede ser responsable de las uti)idades
brutas (ingresos real menos costos esthndar directos de manufac-
tura). tas uvtilidades para un gerente de mercadeo de una lfnea de
productos, por otro lado, podrian reflejar deducciones por gastos
generales de fAbrica presupuestados y gastos reales de promocidn

de ventas,



LoS puntos anteriores nos dgan una pauta para identificar el
tipo de responsabilidad gque tiene cada 4rea dentro de una
entidad, y de como cada divisidn mantiene una importancia dife-
rente de acuerdo a las actividades que ¢sta realiza.

Cabe recalcar que varii3s bdreas Se concentran en Ia
minimizacién de Costos mientras que otras en 1a maximizacidn de
Ut lidades.

A 10 targo de esta tésis, veremos !a importanci:a que tigne en
ei PUNTO DE EGUILIBRIOC e! manejo ade¢uado y =1 conocimiento de
los Costos, vya que éstos representan en términos generales para
la empresa, una buena medida y un punto para detectar debilidades
(va sea en una o varias breas) y corregir en lo posible dichas
desviaciones.

El Control adecuadc en l!a entidad, de factores que afectan a
las utiligdades (como pueden Ser ios costos) ayudarén a cada
divisién a aprovechar los medios con que cuenta cada una en

cuestidn,



P11, USO E IMPORTANCIA DEL CONCEPTO DE PUNTO OE EQUILIBRIO

£) concepto del "Punto de Equilibrio",es una herramients en
toma de decisiones para la gerencia, ideada para retacionar 10s
factores de: ingresos por ventas y 108 de costos, a cierto nivel

de volumen, de prodguccidn.

Como Jas wutilidades de wunha compafifa (o sus pérdidas) se
determinan por {a relacidn entre los ingresos totales y 1los
costos totales a cierto volumen, las decisiones c¢crucrales de la

gerencia son aquéilas que afectan estos factores,

£s verdad que los cambios en |3 uynidad de volumen, }ogrados
poer una empresa tienen un efecto importante en el ingreso neto.
Esto es debido principalmente al! hecho de que una unidad mis de
volymen, da una base mas grande sobre la que extender la ¢an-
tidad total de los costos fijos de 1a empresa. Si ta unidad
de volumen estd a wun nivel bajo, 'a misma cantidad de costos
fijos debe ser absorbida por unas cuantas unidades de volumen.

Ast una pequefia unidad de volumen tendrd un c¢osto por unigad
més alto y un mayor volumen hard que e} &65te por unidad sea més
pequeno, Sin embargo, debe ser también notado que otros factores,

adem#s de la unidad de vaolumen, tienen un efecto en la utilidad,

la



E! anflists del punto de squilibrio se apoya,en una la. etapa, en
las suposiciones de que,los precios de venta no cambian y que 10s
costos fijos permanecen constantes en toda la gama de 1as
actividades; mientras Jlos demds costos varfan en proporcidn
directa al! volumen. Sin embargo, e! andlisis del punto de
equilibri:o, puede ser un instrumente gerenciai eficaz, cuando se
deriva de un intenso estudio del comportamiento de los precios ¥
los costos, c¢on la debida atencidédn a todos los factores que
tienen influencia sobre los precios de venta vy los costos.

Adembs de |os efectos de los cambios en 1os costos fijos vy
variables y lo5 cambios en la unidad de volumen, deben
considerarse o8 efectos de ios cambios en la unidad de precios
de venta. Los aumentos o disminuciones en el precic de venta
tienen el afecto obvio de aumentar o disminuir 1a utililidad por
unidad,

Por supuesto, ei aumento en los costos fijos tiende a
aumentar el total del ¢osSto de |a unidad, mientras el aumento en

ta unidad de volumen tiende a disminuir et total del costo de la

i

unidad. En otros casos, hay més factores que combinados  pue-

den afectar cierto cambio en |a misma.

Como se d;jo anteriormente, muchos cambios en los fTactores
que afectan a la utildad,ocurren dentro de un perfodo dada, en la
situacidén dindmica comercial. Algunas veces la unidad de precio

de venta, costos variable por unidad, total de <¢eostes fijos,



unidad de volumen, pueden cambiar todos <come resultade de 1las
variaciones, en los planes de la administracién ©¢ en factores
externos.

Sin embargo, la préctica en muchas empresas, es 1a de emplear
técnicas que aislan 1os cambios en la unidad de volumen de (oS
otros cambios que afectan la utitidad, Al aplicar estas técni-
cas, lo préctico es asumir que e! presente patrén de costos, de
precios de venta y productos mixtos, permanezca sin efecto o
constante. La representacién gréfica de! punto de equilibrio
dadas las condicioned expresadas (volumen var:able y precics de

venta ¥ costos constantes) se muestra en ta figura iii.l.

COStns
¥ venias

NI TIIES

PUNTD DU EQUILIBRIG

CpsTng
£1305

figura iii. 1

;jemplo grafico del punte de equilibrio, considerando:voiu~

men variable y precios de venta y costos constantes.

ao



En general, un fabricante, un mayorista, un detallista
o un vendedor de servicios espera que los ingresos por ventas
totales sobrepasen 108 costos totales en un tiempo determinado.
Sin embargo, cuando las ventas totales simplemente igualan los
costlos totaies, 13 compafnta ni gand ni perdid dinero. Durante ese
anec la firma simplemente salidé a mano, o sea, operd en el Punto

de Equilibrioe,

El PUNTO DE EQU!ILIBRIO es entonces, e} volumen o nivel de
operacién en ¢l que las ventas totales y los costos totales son
exactamente iguales. Si la compahfa hubiera operado a un nivel
superior al del punto de equ)librio habr{a logrado una utilidad.
Por el contrario, si fa compani{a hubiera operado a un nivel

inferior al punto de equitivrio, habria tenido una pérdida.
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11,1 USO DEL PUNTO DE EQUILIBRIO

€1 wuso que tiene el punto de equilibrio, en términos

generaltes, no se aplica exclusivamente a la planeacidn, sino

también tiene otras aplicaciones en decisiones varias dentro
la empresa, Los siguientes ejemplos determinan )as éAreas

actividad en que coménmente se aplica.

de

de

PLANEACITON DE UTILIDADES- Ayuda a 1a gerencia en e) praceso

anual en la elaboracidn de! presupuesto, para la planeacién

de utilicades.

PLANEACION DE PRODUCTOS- Ayuda al grupo de investigacién

de

mercados, a decidir cubles productos nuevos se deben agregar

y cudles productos existentes, deben descontinuarse para

aumentar las ganancias de la compafita,

FIJACION DE PRECIOS DE LOS PRODUCTOS- Es &Gtil para

relacionar |a sensibilidad de) precio y del volumen,
manera que la firma pueda sacar ventaja y asi aumentar

utilidades.

SELECCION DE LOS MEDIOS DE PUBLICIDAD- Proporciona a

de

I as

Ia

gerencia de ventas, informacidn para seleccionar el mejor de

tos diversos medios de publicidad, como periddicos, revis-

tas, radio, televisibn, etc.
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‘SELECCION DE CANALES DE ©DISTRIBUCION- Se emplea para
decidir, si la ?irma debe mantener su propia red de distri-

bucién o utilizar los canales de distribucién de otras,

FABRICAR O COMPRAR- Ayuda a la gerencia a la distribucién
dptima de sus recursos de capital, al decidir si conviene
fabricar todos o sélo parte, de 103 componentes de un

producto, o comprar algunas partes a fuentes externas.

RENTAR O COMPRAR- Sugiere a la gerencia si es mejor rentar

o poseer mAquinas o equipos para maximizar 1as utilidades.

SELECCION Y REPOSICION DE EQUIPO~ Relaciona !os factores de
costo importantes que influyen en ta compra de equipos
nuevos, en comparacién con la conservacidn de la maquinaria
existente, a fin de lograr 1a minimizacién de 108 costos

totales de produccidn.
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IV - ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS DE COSTOS

Como se menciond en el capftulo anterior, uno de ios
elementos sobresalientes en la determinacién del punto de
equilibrio son ios costos,en este capftulo se presenta una serie
de conceptos bisicos de lo que son los costos,

En contabitidad, el término costo se define como el precio
pagado o el valor rest de un producto que se entrega a cambio,
en el que esthn impifcitos los recursos o servicios que se ad-
quieren para su elaboracidn, E1 costo constituye un sacraificio
econdmico, el cual se mide por el valor monetario de la transac-

cidn de cambio.

Algunos ejemptos en los que se aplica la base de costos, lo

constituyen el valor de 108 inventarios, activos intangibles,

inversiones permanentes y activos fijos, tates como edificios,
equipos y terrenos. £1 ¢osto representa ¢l primer valor con e
que se registran estos activoes a la fecha de su adquisicién, La

contabilizacién posterior de estos costos de adquisicibn implica

otroes conceptos de ¢costos muy valiosos.

Con mucha frecuencia, los contadores hablan del "costo" de
un producto, de una operacidn © 42 un servicio. Revonoven, $in
embargo, que 1a identigad especifica de los elementos

individuales de costo se pierde,cuando varios costos se acumulan,
se - reclasifican en las ¢uentas y por dltimo, <e cargan a los

gastos de operacidn periddicos.
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V.1 EbL CONCEPTO DE DETERMINACION DE COSTOS

Los conceptos de composicidn, as(gnaci16n y flujo de costos
constituyen el marce general para 1as técnicas de costeo de tos
productos. Sin. embargo, la administracidén tiene otros diversoes
opjetivos Que requieren informacién de costos, tates c¢omo
planeacidn de las operaciones de rulina, controt de la eficiencia
de las operaciones. evaluacidn de Jos resuitadoes financiercs vy la
eleccidn entre alternativas dentro de [as decisiones a corto ¥
targo plazo. Cada uno da entos objetives requiere de iaformacidn
de cos5tos spropiada para 108 probliemas vy circunstancias
especfficas,

Los ¢o8108 tienen diversas caracterfsticas diferentes, vy es
por etio qQue {os informes girigrdos a (a administrac:én para un
7in espectfico deben enfatizar las caracteristicas apropiadas. No
es posibte que ta informacidn tradicional, respecto a ¢ostos de
produceidén  para vatuaciédn de inventarios, pueda satisfacer 1odos
108 requerim:entos de informacibn seftalados por 1p admin;straciédn,
El  concepte de Determinacidn de Costos indica aque Jos c¢ostos
deben identificarse, medirse y analizarse de acuerda con  Sus
caracteristicas especifrcas. Estas caracteriaticas gent;f.can
los tipos de costos requeridos pora satisfacer las necesidades

particulares de informacidn de fa gerencia.
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La planeacidén de 1as operaciones de rutina, exige una
estimacidn de 105 ¢OS108 en que sSe va a incurrr a tos diferentes
niveles de actividad. La variabilidad en el volumen de produccioén
de un producto determinado, es una caracteristica importante
para los «costos, debido a que !a administracidn necesita aaber
cubles costos habrdn de variar a medida que el volumen aumenta o
disminuye. Algunos costos, tales como 1a depreciacién, tienden a
permanecer constantes en cuanto a su valor total, respecto al
nivel de actividad involucrado. Con base en estas caracter{sticas
se determinan cubles costos son fijos y cubles son variables,

En e! caso de presupuestos de utilidades, !as necesidades de
informacién bAsica radican en 18 variabilidad de ios costos, €1
concepto de determinacidn de costos exige que los costos fijos ¥y
variables sean identificacos, medidos vy analizados para

propoercionar ia informacién bAsica requerida
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V.1 COSTOS F1JOS, VARIABLES Y SEMIVAR!ABLES

Por razones de planeacién y controtl, deberd determinarse la
variaciébn de ios costos, con respecto a los cambics en voiumen
para 1a variacitdédn de la productividad (insumo-producte). La
variabilidad describe el comportamiento de |los costos a medida
que c¢ambia el volumen., Los costos f:jos permanecen constantes en
cuanto a su importe ilotal, ajenos a 108 cambios en voiumen; los
costos Variaples totales varf{an en proporcibn con tos cambios en
volumen, mientras que tos cestos Semivariables son una combina-

cién de 10s dos anteriores.
COSTOS F1UOS

Si tuviéramos un departamento cuyc valumen potencial
os¢ilara en un range de 10,000 & 14,000 heoras «de mano directa por
mes, la depreciacibn del equ)po y los salarjos de supervisidn
permanecen constaentes cada mes y, por tanto, representan costos
fijos. Considerados 1¢s costos totaies, estos dos tipoes de costos
permanecen constantes, adln cuando el volumen de produccidn

aumenta de 10,000 a 14,000 horas de mano de obra directa a través

de meses sucesivos,
COSTOS VARIABLES

Si 3 los obreros que constituyen 1a mano de obra directa,

8e 1es pagaran cinco pesos por hora, el costo total de mano  de
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obra directa depender{a absolutamente dei voelumen, debiendo con-

siderédrsele como un costo variable.

COSTOS SEMIVAR{ABLES
El consumo de energfa eléctrica en determinade periodo
constituye un cargo fijo, pero puede aumentar en 1a medida que
aumente s8u consumo debido a un incremento en las ventas; este

tipo de Costo constituye uno del tipo Semivariable.

Es necesario que 165 patronegs de ¢costos gse determinen antes
de que se ensamblen }as estimaciones precisas de éstos, mismos
que habrdn de consultarse para fines de presupuestos, Definir
cubles costos son fijos y cubles son variables, es requisito
indispensable para evaluar el impacto que causarin 10s costos, en
ilas diversas alternativas en |as que ge apoya Jla administracidn
para tomar una gecisién.

En el caso de jos Costos Semivariables, es necesaria ufa
descomposicidn de &stos en su componente Fijo ¥y en su ¢omponente
Yariable, con e! fin de tener dnicamente dos tipos principales de
Costos y realizar entonces al anéilisis del PUNTO de EQUILIBRIO.

Los costos Semivariables pueden descomponerse a su vez en 3
1ipos generales:

El primer tipo sOn aquellos ¢ostos Que tienen un  elemento
fijo que se puede identificar ficilmente y un elemento variavle
que cambie en proporciédn directa al volumen, Como ejemplo de es-
te tipo de costos, se mencionan los Sueldos y comisiones de 108

agentes de ventas, en donde los sueldos representan ia porcidn
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fija vy las comisiones la porcidn variable, {(su linea de costo
total sigue un patrdn definido y pasa por tedos los rangos de
volumen a3 la misma tasa variavie}.

El segundo tipo, son aquellos cargos que no pueden adecuarse
¢ bien due ne se adaptan al nivel de actividad alcanzado, es
decir que aumentan con e} volumen pero en forma escalonada, Como
ejemplo, se pueden citar 105 c05103 de supervigidn y 108 salarios
det personal de oficinas., Se hacen aumenteos de ta fuerzZa de
trabago cuando el! volumen alcanza ci1ertos niveles, como
resultado, el costo se mantiene constante sobre grandes campos de
actividad vy luego tiene un ascensco sdbito. (presenta problemas va
que 1a linea de costo puede ser en diferentes campos de actividad
a una tasa diferente de! promedio general).

El tercer vy ditimo tipo de costo Semivarsable son aquellos
gastos que no guardan una relacié4n medibie con la actividad, Yy
por lo tanto no vari{a en proporcidén al voliumen, como pueden ser
a2 publicidad, 138 promocidédn de ventas, 1a investigacién, etc.

que son ejemplos de esta tercer categoria.
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V. MODELOS MATEMATICOS PARA DETERMINAR EL

PUNTO DE EQUILIBRIOQ

Para poder obtener ei "PUNTO DE EQUILIBRIO", es nece-
sario saber qué tipo de comportamiento tienen tanto 1las ventas
totales como !os costos totates de un producto,

Se proponen cuatro modelos para determinar et
comportamiento funcional de 1as observaciones. En 10s casos més
simples, podremos observar,que el comportamiento de (as ventas ya
esth determinado, debido a que se conoce el volumen vy el precio
por producto (esto no siempre sucede) y ser) necesario obtener el
comportamiente de 103 costos. En términos generales los métodos
aqui{ propuestos serviradn para encontrar el comportamiento de los
cos810s totales como de las ventas totales de un producto.

El criteri¢ para escogér c¢ualquiera de los cuatro modelos,
dependerd principalmente de la graficacién ce las datos (]iamado
diagrama de dispersidn) en donde se podra observar s: 10s puntos
corresponden a cierta funcién ya conocida (es decir que los
puntos se acumulen de tal manera que se piense en una recta, o en
una parédbola o en cualquier func¢ién conocida}. Para el caso en
que No se tenga una idea de que tipo de funcidn se puede aplicar
entonces se utiliza el dltimo modelc que es un método numérico en
donde Se construye una funcidn que pasa por todos tos puntos de
la gréfica.

Loa modelos se enfocarsn principalmente a ta determinaceén
de a3 curve de costos, pudidndose apiicar al caso en que las

ventas no tengan un comportamiento vya determinado.
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V.t DETERMINACION DE LA CURVA DE COSTOS

A los contadores de <costos les interesa mucho el
comportamiento de éstos porque entre otras cosas, es fundamental:

1) Para ejercer el control, tos costos variables se
consideran controlables en los niveles administrat.vos mis bajos,
mientras que 108 costos fijos a menude 8610 8on controelables en
los niveles superiores.

2) Para calcular las cuotas de gastos indirectos.

3) Para formular los presupuestos del periodo vy

4) Para ponesr en practica la contabilidad per Area de
responsabilidad

Algunas veces el comportamiento del costé no requiere mucho
andlisis; por ejemplo, cuando a uUna empresa se le cobran los
servicios de electricidad a una cuota mensual de $5000 mas $100
por Kilovatio hora adicional, o cuando se contrata a una secreta-
ria por cada tres o menos de !os profesionistas que trabajan en
la empresa, pagdndole $5,000,000 anuales.

El instrumento principal para estudiar e! comportamiento del
costo, en circunstancias en 1as cuales no se establecen expifci-
tamente las relaciones, es e! andlisis de regres:én. La regresidn
sirve para estimar alguna retac:8n fundamenta! entre los datos,
ta cual se reoresentz por la iines recta, Qque es ta forma mds
utilizada. La regresidn expresa esenciaimente ias relaciones
pasadas por medio de una férmuia que se puede usar para pPronos-
ticar los costos,

La regresidn no es la Unica manera de elaborar €l pronésti-
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co. EI
tecnica

tiempo vy

estudio da comienzo con el método de maximos y minimos,

tradicional de

/o el

la ¢ontabilidad, que se emplea cuando el

costo no permiten un estudio completo e regresion,

veamos un ejemplo:

Yy =

El costo por unidad de producto de cada ano,

costo en el ano

{se
ano y
1963 262
1964 230
1965 247
1966 256
1967 240
1968 330
1969 314
1970 340
1971 348
1972 360
1973 350
1974 37%
totales $3,654

x

omiten 000)

X

60
55
12
62
58
75
74
85

la columna que ¢ontiene valores de vy,

ventas

lores de

Y=
4
400 4

corregpondiente,

La

aparece en

valumen en el

afe

se encuentra en

mientras que el

rafica aparece enseguida:
O «SE OMITEN D000

-

(4]

i

-~
3

- I_
&l

figura v.i.i

!
70

1 1
80 20

volumen de

la columna que contiene va-

Los puntos corresponden a8 los costos totates por volumen de venta
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V.2 EL METODO DE MAXIMOS Y MIN!IMOS

En las interpoiaciones estadifsticas pueden suceder dos
casos;

10, Calcuiar wuna curva que pase por puntos <conocidos, y
2o. Calcular una curva que pase entre €505 Puntos.

En el primer caso se ajusta un conjunte de puntos a uUna
curva respetando |los valores conocidos, aunque éstos presenten
irregularidades debidas a causas accidentaies, que intervienen en
el desarroile del fendmeno a través del tiempo, En e! Segundo
caso se pretende "suavizar® ese comportamiento, es dectr calcular
una c<urva que Se ajuste de la mejor manera 3 e808 puntos y cuya

distancia de cada punto hacia 'a curva sea minima.

Cuando las observaciones 1tienen un comportamiento de
tipo lineal (es recomendable se dibuje primere un diagrama de
dispersién, de manera que grAficamente se observe el

comportamiento del conjunto de puntos) y se desea ajustar una
recta a ese conjunto de observaciones, se utiliza el método de

m&ximos ¥y minimos.

Supongamoes un ¢ohjunto de observaciones (x.,v.}. (x.,v. ), (X
W¥e)y o+« o, (X_,y, ). Se desea ajustar dichas observaciones a (na
recta y = ax + b ........(V.2. 1)

de manera que la suma de los cuadrados de las difefencias entre
tas ordenadas de 108 pyntos conocidos y los correspondientes a la
recta sea .un minimo, sSe tiene que 51 ¢(x) es fa suma de

dichos cuadrados, se tiene en general:
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PUX) = [F(x-D=y: 17 % [F(X)mypd + voo + [F(X)=y 1

ae donde (¥} = £ [F(x} - Y ... ..... (v.2.2)

reemplazando el vator de 1a funcaion en Y.2.2 se tiene:

Ll 2.

#i{x} = 2 (ax + b - y)
Como por las condiciones impuestas anteriormente estia 3uma
de cuadrados debe alcanzar un minimo, {as derivadas parciales de
la funcidén ¢(x) con relacién a los pardmetros desconocidos "a®

y "b", deben ser iguales a cero. Luego derivando con relacion a

“a", resulta:
de
—— =z 2% (38X + b = ¥Y)X = O L(ax + bx = xY) = O
da
Zax +EZbx - EXY = O ... {V.2L3)

Derivando con relacién a "b", se tiene:

Ll

—— =z E(ax ¢+ b -~ ¥Y) = 0

ab

Z{ax + b -Y) = 0

Zax + Zb - ZY =20 ,....... . ... (v.2.4)

Sacando tas constantes fuera de las sigmas y trasponiendo

términos en las igualdades v.2.3 y V.2.4, resulta:

8Ex + bEIx = EX ¥
arnx + no = Y
Este 5|stem§ de ecuaciones permite calcular lcs pardmetros "a®
Y b, con cuyos valores, substituidos en la igualdad (v.2.3), se

obptiene ia funcién de la recta ped:da.
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V.3 ANALISIS DE REGRESION Y CORRELACION

Lo gue podemos realizar por medio del analisis de
Regresidén, es establecer como se relacionan o bien se asocian |as
variables entre si, En el caso de 1038 costos variabies estos
pueden presentar un comportamiento de tiypo unrforme,de manera que
con esta prueba podemos determinar con  un  cierto grado de
confianza s8i nuestras observaciones (en este caso los costlos)
ajustan a una recta, para posteriormente realizar nuestra prueba
del punto de equitlibrio.

Coma  praimer pase 8¢ traze un dragrama de  d(spers:on  para
facilitar e) anhiisis, En segundo, se conaidera que |a variabte
dependiente asi como e)] termine de error (que se denominparda e},
son variables aleatorsas e ndependientes, mientras otra d¢ ias

variables (que se depominaréd "x")la el ge el experimentader

Se hacen también ciertas suposiciones retacionadas con el
hecho de que cada uno Je los valores de "x" (en donde "xX" indica
cada uno de 10s valores de 13 poblac,ién) va acompafiado de  una
serie de  valores de "y" (en donde "y" depende de la sere
de valores de "x"). Sa& supone ademas que la serie de Vaiares de
"y" y el resultado de los términos de error auedan disiriburdos
normalmente.Sin embargso, €53 distribucidn no se tiens que suposner
para aplicar 1as técnicas de regresion , perc s: se¢ desean hacer

declarsciones en cuants a ltos |imites de confianza es megor
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distribuir las observaciones "y" de acuerdo con ias curvas t o
normal .En todo ¢as0 3e supone que el término de error €3 indepen-
diente del valor Jde "x" Qque se elija y que Sse tiene un valor

de ©; es decir, E{(e})=0, a3s! como wuna varianza desconocida,

vie).
Cuando 8e expresan graf,camente, las megias de est9s series ge
valores <y", designadas con E(YIX), deben formar una itnea recta

que se conoce como |inea de regresion de la pobtacion. Expresado
con simbolos, E(YIX} = a + bx, Un valor particular de “y" gse
podré expresar:

y = E(YIX) + & & y = 3 + bx +&. Se supone también Que 1a
varianza de c¢ada subserie de valores de "y" ¢3 igual a la
varianza deil téerm:no de error,

Esta condicrodn de varianza ,gual o constantie s¢ conoce come el
supuesto de "nomoscedastic:idad”{la varianza no constante se¢ |lama
heteroscedasticidad). Por ¢itimo, se supone que estas reiaciones
se refieren dnicamente a |a ecscala de 105 valores observades de
"x". Fuera de esd escala, se debe eviiar 1a extrapotac;on de las

relaciones que resulten.
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V.4 LA LINEA DE REGRESION
Se explicard en la siguiente figura el modelo de regresién:

S eg la dgiferencia to-

tal, (e.d. y - vy)

T i es 1a diferencia ex-
plicada (e.d. ¥ - ¥)

{ es la diferencia no
explicada ¢ (error
residual) (y - ¥)

Y
I} = 7N
X, x
figura v.4.i
Se puede observar Qque sSi 108 términos de error sSe suman
simplemente es decir que £(¥ - y )=¥e , serfa igual a O vy el

tetal de los errores positivos compensarfa el total de {08
errores negativos., Para evitar esto y para dar un significado
tndividual a 1os errores, cada término de error se eleva al
cuadrado.Se suman los cuadrados de ltos términos de error "e" y se
minimiza la suma "§", teniendo presente que se esté tratande dJde
estimar 1as incbégnitas de 1a ecuacidbn de regresién, "a" y "b", vy

RO "KM e "Y', Qque Son Galus empiricos.
Expresando lo siguiente en forma de ecuacidn tenemos:

. >
5 =Zei= Z(vy, -y ) = By, - a-bx:)

como se desea minimizar €5ta suima enlonces se decrvard ta funcidn
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con respecto a la variable b y se igualars a 0. Desarrollando:

48 = -2TZx(y-3~bXx) = O
4

o

45 = -2Lx(y-a-bx) = O

(=3

-Ex{y - a - bxi = 0
Exy = Ex(at+bx)
EXY = aZx+bEx . . . Y. 4.0
Por otro lado eén 14 ecUacidn ¥y s & + bx 81 8¢ aplica ta suma se
tendarsd gque:
Ly = Za + Ibx
puesto que Za indica que "a" aparece en cada una de las "n"
ecuaciones, 8e tiene que %3 = na, por ioc tanto,
Ey = na + DbEIx . . . .v.4.2
£3 interesante notar que estos resuitados se hubieran podido
obtener mas facilmente tomando ja ecuacidn de una recta,
Yy = a + bx, para luege Sumar ambos lados de Ia ecuacidn para
obtener Zy = na + b3Zx, multiplicar ampbos 1ados de I3 ecuacion
por "x" y luego sumar para obtener

Exy = abx + bZx

De v.4.1 y v.4.2 se tienen las ecuacionts normales de la line2 de

regresén:
na + bEx = Zy
aXx + bIx = Ixy
‘Yamos a definir cada miembro con notaci6n matricial, de

manera gque podamQs manejar ¢ada uno de 105 terminoeg de una manera

nas Tac:l y adecuada, donde:
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£5 una matr,2z de 2X{

son ias incégnitas de

Es una matriz de nxi
, ¥, son
Es

una matriz

primer columna es de | y

{2 rengtones vy

(n renglones y f

la segunda x, , %oy ... %,

I's ~
Py 1
Y = .. X= .
Y 1

cotumna) donde

fa ecuacidn de regresidn,

columna) dondge

las variables dependientes

de nX2 (n rengtones y 2 columnas)

son

res de los datos u observaciones.

Los siguientes son productos de matrices que van
para definir posteriormente 1las ecuaciones normaies
regresioén,

<"1 ... x, !
Xy Xy . Xe xz ’
. N Ix;
. sz foj
>‘l’\
o 1 x; -EX;
(X X) = -
IXTXE | -Ex; n
x’Y:[a YY) Y
[Xae o Ryt 2y, l
RN
cy Ex;n)
W
- nooEx) A
(X' X)B = J' |
Xy Bx; Lb)
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donde |a
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En término de matricesa, las ecuaciones quedan c¢omo:

rn Tx; ‘a} Ey“
x, BX; b Oy
. 7 j
x'x)B = x'v)

T T B = R ()
ALt
T

B = < x (xXTYy

Aqui ta matriz "X" contiene los datos "x" observados asf
como una columna de unos para permit(r una snterseccidn,

"B", es 1a denominacidén para 1as estimaciones del coeficiente
de regresién y tiene en cuenta tanto a "a" como a "b" en el caso
de dos dimensiones., Esta férmuia se emplea mucho en estadistica
matembtica por varias razones, siendo una de ellas que permanece
invariable (excepto para el ndmero de columnas en ta matriz X)
aunque en el andlisis se usén dos, tres, cuatro o més variables.
Se vera ahora cémo resulta todo esto en términos de eliementos

matriciates,

x X x X
P | | [s X, -~
Xo Xp .o X %, n lef
T 25
PR x Exu
t Xy
x Y xy
[1 . ) iJ yq
Xe Xa oo Ee )|y,
. l Y,
. ! EXH
Kd
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T .
8 tx X3 X'y
a}l  fEd -m) T Ey Y fExomy -mwaExy
’ t-Ex n Exy | @ nExy -ExZy
T L 4 T e v ——
b‘ 18x° - (Bx) nEx? - (Exy

Para medir la facilidad o ¢! grado de adaptaciédn del modelo

a nuestras observaciones se¢ mide por medio del  coeficiente  de

determinacion (rz;, que es Ya razén de la variacidn explicada
dividiga por la vari1acibn total, o sea;
- 342
Variacion expiicada o(y - ¥
r€ oz - - - Eaataten
- =
vartacion totat Z(y - v)

- A la diferencia que exi1s5te entre 1a media de (as observaciones
{¥3 ¥ e! vailor estimado (¥) que se obtiene de |as variavbies
rndependientes (x) se le Jllama variacion explicada.

- A la diferencia que existe enire un valor estimade (¥) vy a la
observacion en st (y) se je denomina variacion no expiicada.

- A ta diferencia que hay entre ta media {(¥) vy la variable
dependiente {y) se le 1lama variacion total.

Se quiere demostirar que la variacion total es igual a la

suma de las variaciones explicada y ne explicada,

Se va a demostrar 1o siguiente:

variacion Total - VYariacion explicada + Variac:on no explicada

s =23 - o

=

By - v)® By - 9)

Sustituciones:

In



De las ecuaciones normales, Que estan en términos de
observaciones reates
Zy = na + bEx = X(a + bx) = E¥
Bxy = 4Ex + bEX
lgualmente:
Syg = Xy(a + bx) = afy + bIxy
DEMOSTRACION:
2(9-9‘)Z * E(?-y):": la suma de l1as variaciones expl, y no expl.
SR(PE 2pPeP?) « B(PE- 2yf o+ ¥E)
2By~ 2FES+R2EFE- 2By + Ey°
=Ly - 2955 + 285°- 2ZyP + my?
=E55 - 25fy + 287%- a2mpPi+s my°
3B(FE- 2Py ¢+ ¥7)
:Z(P- ¥)®2= La varijacion totatl,
como se queria demostrar,
Ahora se puvede indicar 18 razon y determinar r pars la linea de
regresion.
variacion explicada 55 - 2P

variacion total P - ¥R

Veremos ensegu:rda las componentes del rcoeficente de
determinacien, para ver que r% : [covix, y)}‘—"/ vixIveys, es una
retac:ion cuyo conocimiento sers vtil mas adelante.

SeP-50° B(F-P1Fsa E(r-$) sn

a— i =
v~y )? Z(5-yi¥n 263

Sin embargo:

az



1/0E(F-3)7 = 1/nEF-¥7=1/n2(a + bx - vi°
= 1/nE(2+bxY~ 2/NE(8+bX)F+1 /NEF’
x 2+ 2ab%k + DAZXT/N)- 2a¥-2bXKy+y’
: {a~F) + 2pX(a-¥)+p xx"/n

& ¥y

z

Completando mediante 1a adicion y resta dge b
agrupandgo 108 términos
1NE(F-$)17: [(a-7) + bRIT- pig ¢ b Ex%/n
‘Tomando la primera ecuacioéon normal y dividiendo ambos |ados

por n, se puede ver que ¥ = a + bx;

1/NE(F-91%: 0 + BY((ZxE/m) - R
= bV (x)
por o tanto
NEXy-ExZy nCov(x,y) Cov(x,y)
b nEx® - (2x)F : néy (x) T V(.x)a
pera 1/NEF-F) = (Covix,¥y)F/vix)

De mode que

fcov (x,y) 1%

vi{x) v(y)

La raiz cuadrada dei coeficiente de determinacidon s 1o que
se conoce como coeficiente de correlacion (o sea r=/ ré) vy

constituye otra medida, aundque menoa precisa, de la asoeciacian,
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¥.5 EL ERROR ESTANDAR

€} error estandar sirve primordiraimente para establecer
timites de confianza alrededor de las estimaciones, en forma
parecida a como el estadi{stico elabora sus cuadros de control,
con el resultado de que la estimacidén se puede establecer con 1a
precisién (toterancia) y confsab:lidad deseadas.

En vista de que la regresidn se basa en las suposiciones ex-
presadas anteriormente, tal vez se entsenda facilmente gque aligo
puede resultar mal cuando se hacen inferencias a partir del
muestreo para hacer la regresién, $Se podria o no saber, por
ejemplo, que es posible confiar en |a presencia de la homoscedas-~
ticidad, §$: prevalece la heteroscedasticidad, la catidad de los
coeficientes de regresién se pone en peligro. Desafortunadamente,
para comprobar esta condicién serfa preciso contar con una gran
cantidad de datos a partir de 108 cunl!cs 8e pudiera caicular la
varianzZa de cada subserie de valores de "y" (es decir, 108 va-
lores de y agoc¢iados con cada "x" dada). Como la posesién de tal
riqueza de datos constituye un lujo,con frecutncia €5 necesario
adaptar la recta y esperar a que suceda lo mejor,

También surgen dificultades (a través de errores esténdar
excesivamente grandes del coeficiente de regresién, que
interfieren con la precisidn y distorsionan ta pruepa
estadistica) si los términos de error no son independientes entre

s{. A esta queja en particular se le |lama autocorrelaciotn. Uun
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caso de autocorrelacidn gue s2 encuentra con frecuencia es el
siguiente: Dada una lectura que sec aparte mucho de |a predicctédn
de regresion, puede ocurrir que la siguiente lectura presente una
digcrepancia simiiar, debido a que no ha transcurrido el tiempo
suficiente para que la accidn correctiva produzca su efecto,
Cuando esto sucede, los datos de Va gréfica de dispersiédp
parecerin farmar ondas, indicando un  fendmeno de temporada
cuando en realicad los datos s6lo sufren 1a autocorrelacidn. La
prueba de autocorrelacidn més conocida en la estadistica es 1a de
Durbin-watson, 'd; cuya formulacidn es 1a siguiente:

e = error residual en el momento t = 9!— Y, para
t=t,2,.,.,m

d :' e, - R o
Ste - e

[Fel

Hay que hac¢er netar que los muestreos reducidos no  3se
prestan para comprobar ia autocorelacidn, aungue las tablas D-w
puedan indicar aplicabilidad. Para obtener resultados confiabiles,
se prefiere que las muestras sean por lo menos de magnitud 50,
Si existe dependencia, las lecturas de'y, vy por lo tanto tos

residuos, estaran refacionados linealmente e, = pe,,+ error, en

donde p < {1 . S: p = O, habra independencia y 1a correlacion no
consttuye problema. Para probar la hipotesis nula H,: p = 0
contra la nipdtesis alterna H. p > O, se consulta la tabla y 3ae

observan 1as siguientes condicione

a > D, @ aceptar (mas bien, no se puede rechazar). H,
d,< d < Dy : la prucba no es concluyente
g g D torechazar M,



Para probar H. @ p = O contra Hu;: p ¢ 0, se sustituye 4-¢
en |138s reglas anteriores, La autocorrelacidn se puede tratar
introduciendo variables adicionailes o transformandoe los aatos. A
veces Sse  emplean variables ficticias para tal fin (como una
variable distinta para verano, otofio, invierns y primavera, <on
una lectura de "1" si corresponde la estac:dn y de "O" en caso
contrario. En realidad, sélo a tres de las cuatro estacionesy se
les asignarifan variables diversas. Reconociéndolas separadamente

1
a todas, la dependencia impide la inversién de X X}.

Otro retraso se produce cuanda 108 datos no son homogéneos
y comprenden nuevos efectos. Por egempio, ta medicidn ge costos
puede incluir en un periodo, cambros en la tecnologia » en Ja
eficiencta de 1as maguinas que no estaban rpresentes en otro. Las
variableg ficticias ayvdan también en estle caso.

Por lo regulear, es5tos ¥y otros problemas llegan a entorpecer

el and1is)1s de regresién.
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V.6 OBTENCION DE LA MATRIZ DE VARIANZA-COVARIANZA

Y DE LA FORMULA DEL INTERVALO DE CONF I ANZA

- R A
Para simplificar, 88 ha eéscrito B = (X ®X) X Y en vez de 8

4

. T
TX) x' Y que resulta mas apropiado. La diferencia radica

=X

simplemente en  que los dato3d consl)tuyen uns muestirad tomada de

una poblacidén. Si Lor ejemplo, ios voldmenes 3e  hubiéeran
presentado en alguna otrs secuenci:a, Jlo8 c¢osStos probablemente
habr{an sido distintos, Aun cuande la secuencia hubrera side |a

misma, probaplemente los costos nahrian variado en caso de que ia
empresa hubiera ten ) do 13 oportunIdad de probar por Segunda  vez,
debi1do a la naturateza fortuita del proceso.

En la regresién, ta serig de pardmetros de poblacidén es
B y 108 valores de “"y" se pueden obtener mediante y = xft €,
en donde "e€" es un término de error. Este términc de error se
retaciona con el error ra2sidual ya estudiado, paro €8 distinto.
Dada una lectura cuatquiera de "X* (por ejemplo X = L}, se supene
que hay wuna distribucidn de vaiores de *y" alrededor de i1a "y"
estimada y asociada con dicha "X" (o0 ses, ﬂ) tal, Qque el error
(e{=Y‘-§<) se extiende de acuerdo con la distribucién normal de
probabi lidades, con media "O" y desvicacién estanaar g, Loino
consecuencia, el valor esperado de "e" €8 E£(€}:=0. También
se  supone que el término de errcr correspondiente & algun  Otro
val&r de "X" (por ejemplo X = a, siendo "e" el puevo términc de
error) ‘tiene la misma desviacién estandar (o) un  valor

esperado de E(€)=0 y no tiene correlacidn (asociscibdny con
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ningén término de error diferente, e.d. E{e.e.):0, en donde t

13 S. (Si E(e, €; 0, estara presente la condicion de

autocorrelacion)
$i se quisrera expresar la varianza de tos termiynos de
error, se podria usar el producto vectorial con el resultado
siguiente:
E(ee™): a?l
Este concepto de varianza constante se conoce como
homoscedasticidad., independientemente del valor de que e eltja,
ta wvarianza de su término de error serd "o".El wvalor real de
"¢ " se desconoce; de manera que la varianra ce muestreo,
-
calculada previamente en "S " girve para representar a3 "o "
- o
Bzx'x) XY
Tyt T
=2 (X' X) X (XB +e)} (recordar: Y=XB it¢)
Tt T VRS T
(X X} (X'X)P o+ (X X) Xx'¢

Tt 1
=B+ (X X) Xe

La varianza es:
vy = £ [(B - BIB - B)

: EUB - (B+ (X X]' X e1y{B- (B (X x] X e} )

E Lo x1' X e) (x"xy'x"eN
s ELexTxy X ee x(xTXY ')
Aquf se aplicd la regla matricial de que ta matriz
1ranspuesta del producto de dos o mbds matrices es igual al

producto de sus matrices transpucsias en orden  inverso., Ademas,

debido a la simetria de X'X, se tomo en cuenta que [(X X)T=(x X).
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Ahora advirtiendo que "X* es simplemente una matriz !lenada con
iecturas conocidas y por o tantao se puede tratar coms una
constante, se puede descompener en factoeres (XTxf X fuero del

operador de expectativa:

VB s T K Etee) XXX
= (xXx7 x"o¥x (x"x] Recordar: E(c€)zs”I)
= (XTxi'(xwX)oqx'xfiPorque g'es una cantidad esca-
lar que se puede conmutar,
e.d. dix=xo’
= oTxy!
viB)z 8%, (x'xJ (Recordar: S, representa a o}

Este resultado Se conocCe como matriz de varianza-covarianza,

que en sucesivo se designara con V",

2k COTE]
Vv = S, (X' X) = matriz de varianza-covarianza

Para obtener un intervalo de confianza es necesario partir
de V(é) a V(?). La ¢onexidn s¢ establece tomando &n Cuenta que se
pueden obtener lecturas especificas de ? multiplicando el ren-
gitoen  correspondiente de "X*" por 108 parsmetlros de regqgresion de

A ~ A
B; es decir, y=x.B. Se tiene

A
V(P =v(xB) = xV xT
Esta forma cuadrética se puede escribir nuevamente como

vipre 8,

L n o S(x-x)

tos o (x - %)
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V.7 EMPLEO OE LA MATRIZ DE VARIANZA COVARIANZA

En el capftulo antersor ser vid gue "V" estés dada por:
- -
Vi 5 (X X)

’

la matriz "v" quedartia dc 13 sigutente manera:

donde "v.. " es la variapza del coeficiente de regresién ",
mientras que "v " e5 }a covarianza de |03 coeficientes (" y " ")
Luego, 81 se designa un vector de fila de "X" por "x;" se puede
ocbtener la parte mas dificii de la foérmula del intervalo de
confianza de modo siguiente:

VP = %V x|

La férmuta del intervato de confianza es entonces:

Vs

-
YA ey

Si se quisiera conocer el error estidndar de cada uno de oS
coeficientes beta, se podria tomar Ia rafz cuadrads de cada
eiemento diagonal de la malriz de varianza-covarianza. HMientras
mis pequefios sean |os errores esthndar en retacibén con s8us
respectivos coeficientes, més confiables serdn estos kitimos. §i
el analista se quisiera referir al costo marginal de un cambio en
el volumen, tomarla 12 primera derivada de } JAy/aAx = b

La mairiz de varianza-covarianza tiene otros usos. En

estadistica se emplean sus elementos para comprobar formalmente
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ltos resultados de la regresidn. $i la regresién no cabe en 1la
poblacidn,ta inclinacién de Ia 1inea de regresién de la poblacion
(E{Y’' X)= A + BX) Sera igual! a cero {eh nuestra notacién B = ¢},

Se formula entonces la hipotesis nula:

Luego, suponiendo un nivel de confianza del 957, et vaitor "t",

para n-2=10 gradoes de libertad, la estadistica de prueba serh:

de manera que si cae dentro del intervalo se llega a la
conclusidn de que no se puede rechazar 12 hipbdbtesis alterna vy que
por 1o tantoc se debe conservar !a linea de regresién.

Veamos:

un ejempio en donde la interseccidn es negativa, ia
l{nea de regresidn en este caso sirve sélo para pronosticar
los costos totales dentro de la escala adecuada (observada)., Esta
5ituacidn sugiere |a conveniencia de dividir jos dates <c¢ontabtes
en cuentas de costos fij0s, variables y semivariables y aplicar
la regresidn dnicamente a los variables y semivariabtes. También
puede ser odtil dividir los datos en 1a unidad monetaria entre un
fndice del poder de compra (comoe el {ndice de precios al
consumidor o el indice de precios al mayoreo) para pasar |08

datos de, dinero, a una base comdn, antes de formar la l{ines de

w



regresién. Ese es un procedimiento combn aunque se deberfa usar
un fndice variable, lo ¢ual e¢s poco usual

La matriz de varjanza-c<ovarianza se puede usar tamb:én para
relacionar el error estdndar de un coeficiente de regresidn con

la desviacidn estandar de 1a variable asociada. La férmula es:

An-Nv., = 8, WTx - 7o

€rror estandar de! _ _Error_eatandar de regresion
coeficiente de regres:idén - Deaviacidn estadndar de |a
variable del regresor

Simplificando, vz s, 7 Jinzx# -wfﬁx)a)/n
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v.a ANALIStS DE VARIANZA Y LA PRUEBA "F*

Hay otras pruebas gue se pueden aplicar. En  realidad, ta
prueba “F" explora de una sola vez la ecuacidn de estimacidn com-
pleta incluyendo todos sus coeficientes beta en conjunto, Yy no

unc solo cada vez.

Si  la regresién no corresponde a ia poblaciébn, no habri
inciinacién; por 1o tanto, E(b)=B = O. En cambio , g1 en
verdad cabe 13 regresidn, 1a variacibn explicada seré

relativamente apreciable mientras que a3 no explicade seréd
rejativamente pequefia., Cuando esStas variaciones quedan divididas
pPoOr sus respectivos grados de libertad, las varianzas resultantes
serdn estimaciones de la varianza de 1a poblacidn y se conocen
como estimaciones del "cuadrado medio". Cuando 13s estimaciocnes
respectivas de! <cuadrado medio se dividen, e¢) cociente co 12
razdn “F", la cual:

a) mide cuintas veces es mayor Ia estimacién de varianza,
pasada en la varitacidn explicada, que l1a estimacidn de varianzao
Dasada en ta voiiowdh Ng explinada

D) permite determinar i es probable que uwna razbn  de  tal
magnitud se haya originado casuatmente,

Para facititar los chleculos de la razén "F" por 10 genaral se

formuta una tabla de, "anfl:sis de varianza". La tabta sigurente

muestira ia potacién de ta 1abla ANOVA.
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ORIGEN DE LA

GRADOS DE

SUmA DE LOS | CUADRADOS

VARIACION LIBERTAD j CUADRADOS 3 HEDIOS
Regresion (R) n CoaRr-vF ) BG-if/m
: : oo
error_(g) | nemet L omgent I m@-y i meme
n-t =g-yF |G-y 1 /net

Totat (T)
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V.9 MODELOS NO LINEALES

En 108 capitulos anteriores se tratd el probliema de ajustar
una curva (cuyo modeio fue el de la recta) & un congunto de
observaciones, (que pueden ser 108 costos) para despues detlerminar
el punto de equilibrio. Como primer paso se sug@:irio aplicar un
diagrama de dispersion el cual nos ayuda de una manera rapida a
identificar el tipo de comporiam:ento de nuestrasg otservaciones,
en este capitulo se sugiere un modelo que por su facilidad de
aplicacion nos permite de una ma8nera rapida obtener cualquier
otro modelo que no sea e! lineal. cCon et fin de eliminar |os
cambios progucidos por |las fuerzas accidentales, vy cbtener la
tendencia sgsecular del fendmeno, o sea su marcha normal en el
tiempo. Se hace necesaria la construccién de curvas que pasen
entre 108 puntos conoc:dos y que muestren el desarrollo del
fenomeno de un modo mMAS verosimil,

En estos casos se supone ja existencia de una ley definida a
ta que se hatlan sujetos 108 datos, SiNoc que se respetan estos
aungue no presenten cambios logicos,

Las curvas matem8ticas adaplagas 8 1as series cronolédgicas
8on aproximaciones empiricas, pero suvponen la existencia de una
ley «que fija una tendencia congsistente y uniforme, vy que puede
ser representada por una funcién matematica. Para que tal
hipotesis gsea logicamente aceptable, es necesario que en ¢!

periodo homogéneo en e! cual daeba existir la ley, no aparezcan
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cambios intenses en las condiciones en que ae desarrolla
fenémeno que 3¢ estudia.

La experienc:d ha mostrade gque, en la mayvoria de 103 cat
e) desarratic de 108 fenomenos naturales presentan un conjunto d
feyes que pueden expresarse por medio de un reducido numero o
funcioned en 1as que intervienegn muy pocas constantes. Estas
feyes pueden ser representadas, en |a mayorfa de ios c¢asos, po!
rectas y paré&bolas de diferentes grados.

Supongamgs que |as variaciones de un fenémeno en el tiempo

estan representadas por 1os Ppuntos A, (x,, ¥,)}i A (%, Y )i
AxlXze ¥ 00 Adlxe, Yadi Ap(¥oa Yol AZ(®:, ¥.)i en toa que l1as
equis indican las distintas Fechas conocigas, vy 188 yes

las intensidades que en eltas adquiere £t fendameno,
La figura V.9.) muestra 108 puntos zislados A., A_, A,, etc.,
y {a curva *8.8.,", trazaca entre es03  puntes, es 14

representacidn de 1a funcidn F{x}.
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Ahora bien, entre los puntos A,, Az, Asxr etc, puede pasar un
infinito ndmero de curvas de) tipo de 1a curva 8.8, ; peroc el
método de Tos minimos cuadrados ensefta el procedimiento para
obtener la funcién F(x) de 1a curva B.B,, de manera que {a suma
ae !os cuadrades de fas d;ferencias entre 13as ordenadss vy ios
puntos conocidos y Jas correspondientes de 1a curva; ALY R,A;Y Bs
. etc. sea un minimo. S representames por ¢(x] a 1a suma de

es5tos ¢uadradod, se tiefte, en gdeneral;

WX} = [F(xe) - Yol ¢ [F{X:) - Yol 8 0o ¢(F(x.) ~ ¥, 15

Luego:
s z
w(x)=§LF(x) L & N 2

En esta iguatdad, F(x) represents fa funci)dn de ta curva
ajustada ¥y "Y* 1as ordenadas ae los puntos conocidos entre los
cuales debe pasar !a curva. Segun las c¢ondiciones impuestas,

P (x) debe 2icanzar un minimo, O Sea, Qque S¢ primera derivada
con relacrdn a cads var,able que ¢contenga, debe ser i(gual a cero.
Con esta condicion no puede obienerse un madximo porque ta  curva
, etc., de manera

interpolada puede aiejarse de los puntos A, A

o=

que ¢(x} supere a cualquier numereo dado,
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V.10 UN CAsO:

Volviendo 3
tiene:

minimizar ¢(x) = E{F(x)

Se supone

parabola del tipo:

F(x} = ax”™ + bx

Reemplazando este valor en

¢(X)=S{ax"+ bx

Como esta funcidén debe

Parcialea con relacion a los

Luego:

1a funcidn V.1

que se quiere ajustar

AJUSTES PARABOLICOS

S

entre variocs puntos

+C .v.2

la primera igualdad,

presentar un minimo, sus

parametros a,

d¢= Eé(axh* bx + ¢ -~ Y)xf: Bécaxqt BT+ ex®- x¥)=0

da
g9z 2E(ax™+ bXx + ¢ - Y)x = 2fi(ax®s 0 ¢ cx - x¥):=0
4b
1" . T, &
do= Egtax'* bx + ¢ - YIx = ag(ax + bx + ¢ - Y)y=z0
¢
Suprim: endo el factor 2 vy  haciendo transposiciédn
términos, resulta:
azZx“+ b Bx“+ ¢ zxt:z =X’y
3=+ b Zx"4 ¢ Tx = ERY Ver VL3
anx®+ b £x + n¢ = IY
£stas ecuaciones, como las enteriores que permiten calcular

los parbmetros a, b vy ¢,

normales.

son precisaments las
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siguiendo un procedimiento andlogo & los estudiados
anteriormente, se )lega a las ecuaciones normales para pardbotas
del grado que se indica.

De tercer grado:

azx"+ bEx"+ cIx + nd = BY
fn -
azx' + bEx”+ eIDx+ dEx = IxY
-

aBx™+ bEx'4 cEx"+ dEx": EXCY

azx“+ vaEx+ czx+ a2 = Dwy

De cuarto grado:

amx s bExY+ cEx7+ dEx ¢+ ne = TV

= “ N =
aZx~+ bEZx ¢+ cZx "+ dEx + eZx = EXY
azx®e bEx®+ cxx“s dExTs enx® = 2xfy

aZx '+ bEx + ¢Zx"+ dEx“y eEx T = mx'yY

aZx’+ DEX + cEZx"+ dEx"+ eZx " = Ex'y

Observando 1a€ ecuaciones normales para tas curvas de
seqgundo, tercero y cuarto grado, 8e puede deduci+ la ey que
siguen estas ecuacrones y formar las ecuaciones normales Ce una

curva de cualquier grado.
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V.1 ELECCION DE LA CURVA Y ADHERENCIA DE LOS VALO

INTERPOLADOS

Ya estudiados los diversos  ti:pog de curvas gue pue
ajustarse entre uns serie de valores conocidos, es ne
sario fijar los lineamientos generaies para |a eleccidn o
tipo de la curva por interpoiar, de manera que represente, lom’
aproximadamente posible, ta 1ey de! movimiento del fendme
dentro dei perfodo considerade. E£% ¢laro que no se pueden fi
de una manera precisa las bases que han de servir de norma pa
la elecciédn de una curva, con 1a seguridad de cbtener resultad
que indiquen de un modo pertecto el movimiento Secular de!
fendmeno, ya que no es posible obtener una comprobacidén de Ia
bondad dé esos resultados.

Es convenirente advertir que le¢ fundamental para ta bucna
eleccién de determinado tipo de curva depende, maAS que todo, ce!
criterio y experiencia. A continuacidn se exponen algunas consgi
deraciones generales que pueden Servir para orientar la elec-
cidn de 1a curva. Es necesario hacer antes que todo, €
coordenadas cartesianas, la representacién gréfica de los puntos
cuyas abscisas y ordenadas son conocidas. £sta representacién sc¢
puede hacer en [as cuatro formas siguientes:

to, Fijar 108 puntos en ejes coordenados de abscisas ,

ordenadas trazadas en escala naturaj.
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2o. Abscisas en escala natural y ordensdas en escala
logari{tmica.

30. Ordenadas en escala natural ¥y abscisas en  escala
tegar{tmica.

40. Abscisas y ordenadas en escalas logar{imicas.

Del estudio de |a representacidn grbfica del fenbmeno en las
giferentes escalas de que se ha hablado anteriormente, depende la
eleccidn de 1a ecuaciédn que representa su movimiento; ecuacidn de
un tipo tal que su representacidn gréfica en los ejes de escalas
convenientes sea anhloga, o mas posible, a la representacién
grhfica d¢ los valores observades.

La eleccidn del tipo de ecuacidén que debe emplearse para el
ajuste debe hacerse después del estudio de 1as coordenadas de
los puntos <¢onocidos. Para tal eleccidn sge debe tomar en
cuenta:

3) Si los valores de 13s absc¢isas y ordenadas de los puntos
conocides, siguen aproximadamente, las leyes de una progresidn
aritmética, la ecuac:én que debe elegirse debe ser de 1a forma:

y = ax + b

b} Cuando 108 valores de "x% forman progresidn arytmética, o
10s de "y" progresién geomeetlrica, la func:én de tipo exponencial
es 'a que mis convenientemente puede¢ ligar eatag variables; luego
ia ecuacion debe ser deil tipo:

x
’ Y = ab

61



c) Si los valores de "x" y los de "y" forman progresiones
geométricas, la <urva representativa de 13 ecuacién que tiga

estas variables debe ser del tipo parabdlico o hiperbédiico; por

e tanto, la ecuacidén apropiada en este caso debe ser de la
forma:
y = ax®
Si los valores de "x" siguen las leyes de una progresion

aritmética v tas endsimas diferenc:as de "y* son constantes, el
tipo de ecuacidn mas conveniente es

y oz oax'+ ox ' Lo 4k

Siempre que no sea posible elegir determinade tipo de
ecuacidén, después de haber seguido 1as indicaciones expuestas
es conveniente adaptar a 1os datos varios tipos y ver culdi de
ellos es el mas tdgicamente aceptable.

Ya escog:aa la c¢urva que debe utitizarse para el
ajuste, conviene medir el grado general de adherenc:a de los va-
lores interpolados a 108 observados., Un procedimiento para
medir tal adherencia puede <onsistir en el promed:so aritmético de
108 valores absolutos de las diferencias entre 108 valores da la
curva agustada y 105 observados. Es claro que a# medidas que el
promed:o de esos valores absolutos sea menor, et grado de
adherencia es mayor y, por lo tanto, el tipo de curva empleado as
mds aceptable.

Para evitar la dualidad de {os 5ignos deg lags difeérancias

entre loa valores ajustados y 1os observados, es conveniente



calcutar {a medg:ra cuadratica de esas aiferencias en vez de |8
media aritmética. §i despuén de medir la adherencia de ung recta
O paraboila de segundo grado, que pasa entre varios puntos conoci-
dos, 3e ve que no €3 satisfactoria 1a adherencia obtenida, es
conveniente tnterpolar una parabola de tercer grado, Puesto que
al pasar de una parégbota de gradoe "n" a otra de grado (n+1),

desminuye ta media cuadratica de las diferencias,
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V.42 INTERPOLACI!ON DE LAGRANGE

{Interpolacioén con incrementos variables)

E1 método suger:do en el capitulo anterior tiene ia ve
de ser un método FACil para ajustar upa funcidn a un cony.nto
de observaciones; aunque de antemanoc se determine la func:
ya sea en base a modelos conocidos (experiencia en el
comportamiente funcional de l1as observac¢iones) o bien el rex:
zar un diagrama de dispersidn y ajustar de la mejor manera
posible una curva a este conjunto de puntoes.

Existen varios métodos para la aproximacidén o interpolacidn
de un conjunto de observaciones de manera que ajustemos un poali~
noemio para determinar Su comportamiento en un intervalo, De 105
distintos métodos numéricos que se utilizan, el método de int
polacién ae Lagrange es uno de 10S mas conocidos y aplica 78
dentro del! andlisis numérico; este modelo permite encont
una férmuia de interpolaciédn apiicable a funciones tabulares c.n
valores de "x" que no sean equidistantes, como la definida en
tabia siguiente y representada por la curva continua de la figu 2

V.i2.:
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!
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X, X X3 Xy %,

fig. V.12,

Para nacer la interpolacidn, se& busca un polinom:o que pase
por todos ltos puntos de la tabla anterior. Es evidente que, 3i
se tuvieran Gnicamente dos puntos, el polinomio que pasa por
éstos es de grado uno (recta); si se tuvieran tres, el poiinomio
es de segundo grado (paribola), etc. En el caso generalrde tener
n  puntos, c¢omo en ta tabla antericr, el polinomio debe ser de

grado n-1, o sea

Este polinomio puede escribirse en la fTorma:

Y = A (=% ) (M- ) K- Agd -0 (X=Xn) o+
FOAL(X-X ) AR-K) (K=Ra)} oL (X=X} o+
+ Az(x»x1)(x-xh)(x—x-n coe {X=XR)Y 4 .k
AALXAX ) (XKy) (X= X)) 0. (X=Xo.q) . . . . (VL 1)
el cual tambien es de grade n-1. Los coeficrentes A A, Ay, ... Ay
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&8¢ determinaran de manera que la grafica del polinomio pase Ppor
todos y cada uno de los puntos especificados, c¢como se indico en

ta figura v.12.:.

Entonces, 8i xzx, en (V.t), » serd igual a y, o
sed
Y o3 AR (X R ) (R K)o (Rt K
de donde:
£}
Ay = e (VL 2)
(X mXe) (04=Bg) (X=X,) o 0 0 (XX, )

Si X=xX_.,y=y., Y 8¢ tiene
YA (XK y) (X, =Xx) (Xp=Xa)} o o (X=X )
por 1o tanto:

Yo
A = R (v, 3)
(Xpm X Y AR =X o) (X=X ) one (Xp=X,.)

Si X=Xy . ¥ars., Y se obtiene

Y22 Ax(Xg=%y) (Xn=%X3) (Xy=%4q) . . . (X,=X_
es dgecir:
Y:
A,z - Lo (vaa)
(X=X ) (Xa-X) (Xom-Xg) o . . (Xz=%)
Procediendo en forma andloga se obtiene 103 demas

coeficientes de ¥.,1; el ¢ltimo se obtiene haciendo en V.{1 x = X,
quedando v= ¥n, © 3€3
Yas Anl{Xa=%4) (X=X ) (Xp=Xg) - o o (% - X )

_por 1o que:

686



y
A= R (¥.5)
(X =Xy ) (%, =%, P (% =x )} . . (X =X_.)

Sustituyendo (V.2) a (V.5) y las demas ecuaciones que se

obtendrian procediendo en 1a misma forma, se llega finalmente a
(X=X2) (X=X2) (X=X} ... (X=Xn)

T e 7
(x‘—x:,_) (x‘—xl) (x.‘-x_‘) A ¢ T x.)

(X=X g ) (XoXp) (X=xy) .00 (X=%,)

+ = Tyt
(X2 ) (X=X ) (=) s (X, =X)

(X=X a} (X=X} (x=%,) .0 (X=Xy,)

+ e RN RN U A
(=% ) (R =X h (=%} v (Krox) 7
(x—x,)(x~x2)(x-x:) o xe% )

+ — e e e S . V.6
[CFEEPRREFES PO N EPEE 2% BRI § SR P)

£sta es la fermuta de interpolacién de Lagrange. En ésta,
(X, .y.), (X2 V2) (B ¥g) v (X Ya) soOn 13s coordenadas de los
puntos que definen la funcién tabular v "y" es el valor de
ta funcién para un valor dade de "x". Puede demostrarse que S
los valores de "x" estdn tgualmente papacizdse, ta flrawulas coin-

cide con la de Newton.
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Vi. OBTENCION DEL PUNTO DE EGUILIBRIO

£1 punto angular para la elaboracibén de este trabajo ha
s$ido principalmente el de estabiecer en cualdqu:er momento la
relacidn que existe entre el volumen de los gastos de 1as inver-
siones vy el volumen de ventas que seé requieren para obtener
rentabilidad en las operaciones, §i todos los <o3tles de wuna
empresa fueran variables, no existirfa el preoblema, relativo al
volumen de ventas que se redquieren para lograr el punto de equi-
librio, Sin embargo, Ya que ¢} nivel de los costos totales, puede
ser influenciado por ¢! voiumen de las inversiones fijas que 1{a
empresa realice, 108 ¢costos fijos resultantes pondrdn a la empresa
en una posicidn de pérdida hasta que s8se logre un volumen
suficiente de ventas. Por !o tanto, et anélisis de) punto de
equilibrio es un aspecto formal de la planeacidn, el cual se basa
en ias relaciones que existen entre 135 ventas o i(ngresos totales
¥y los costos totales, 8¢ una empresa ha de evitar pérdidas conta-
bles, sus ventas deben cubrir todos 103 costos; }log gue varlan
directamente con la proguccidn y que no cambian a medida gque se
modifican los niveles de producciédn,

EV primer paso a efectuar para llevar dicho chiculo e3 el
tener separados Jlos Costos {los que tienen que ver con 1}a
produccidn det o de los bienes) en Fijos y variables (punto que
ya tratamos en el capltulo V) y ensequida, reclizar un dragramna
de aispersibn de J1os costos wvarrables para observar tn

comportamiente v asi ajustar uno de 1os modelos ya propuestos en
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capftulos anteriores., Cuando por cualdquiera de 103 métados
sugeridos se haya obtenido una funcidén, debemos ver cull es

entonces el comportamiento de las unidades de producciédn o  bren

de nuestras ventas, €5 decir] 1a misma empresa puede determinar
para sus niveles de produccidn un modelo (ineal o bien, s« se

desea hacer un pronésticou vy las ventas varfan en precio o en
cantidac debido a 1a dem3anda en el mercado, [a competencia o tien
a2 otres factores, entonces de igupi maners se deberd hacer un
diagrama de dispersién al volumen de produccidn ¢ 2 las ventas vy
e determinard también para este otro grupo de observad:ones un
modelo 2 ajustar. As! que o8 métodos antes vistos serén
aplicables tanto a3 costos3 variabples como 8 venias (variables o)
agi{ lo ha geterminade e) probiemaj.

La nmnaturaleza dei andtisis dei punte de equiliorio ae
muestra en la figura Y!.1.1 que es la grifica bhsica del punto de
equilibrio, Oicha gréfica se na formulado sSabre una base
unitaria, donde {as wunidades producidas se muestran en el ege
horizontal, y 105 ingresos y co3t05 en el eje¢  verticial. Los
cos5t03 Fijos de 240,000 se repregentan mediante una linca
horizontal, scempre son 1os mismos ~fijos- independientemente de)
ntmeroe de unidades que sg produzcan. Se ha Iupuretn  aque  1as
cestog variables son de $1,20 por wnidad, v que 135 unidades se
venden & $2 por pieza; por lo tanto, e) ingress total se  ha
dibujade como una recta, i3 cual debe aumentar a medida que 8¢
eleve ta produccidn, La pendiente, © 1asa dt ascenso, de la

recta oél ingreso total es més inclinada que la )inea del costo

59



total. E€sto debe ser cierto, porgue la empresa ests ganando $2.00
de ingresos por cada 3$1.20 que se paguen por mano de obra y por
materiales es decir, los costos variables.

Arriba, hacya el punto de equilibrio, en el punte de
interseccidn de 13 recta de ingresos totales con l!a recta d=
costos, ia empresa sufre péroidas, Después de ese punlo, empi€za
a obtener utilidades. La figura YIl.t,1 muesatra un punto de
equilibrioc a un nivel de ventas y de costos de $100,000, lo cual
representa en este c¢aso un  Mmivel de produccidn de 50,000
unidades,

E! catculo de! punto de cqguilibrio puede tlevarse

atgebraicamente teniendo en cuenta que tanto 1as ventas totales

como 103 costos totates tienen un comportamiento de tipo lineal.
Definamos:

x = Unidades producidas

Y = Punto de equilibrio en ventasg

U = Punto de equ!librio en unidades vendidas

P = Precio de venta X unidad

F = Costos fijeos

A = Co8tos Variables

C = Coustos totates = F + Ax

E = Yentas Totates = Px

Punto de equilibrio Punto de equilibrio

en unidades = U en ventss:Y
c=F Y = F + AY
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F = PU - AU V oz F + A(F/P-A)

F = U(P=A) = F 4 F(A/P-A)
F/(P-A) = U = F(1 +_A )

P-A

U s _FE
P-A = F(P=-A#A)
P-A
Y = FP
P-

Este es uno de los pasos mas simples para realizar el
calculo del punto de equilibrio, Hay Que tomar en cuenta que
hicimos el calculo sobre la base de que tanto nuestras unidades

de produccion (o ventas) ¥ l¢s costos totales son ambos rectas.

§°3‘e°n5ms peNTRg TIIe €3
y :
PUNTE DE TOUILIBRIG J/
; €——= £35705 TOVRLET
.‘v«\\\\\
\\\;} tosTas
F1408

~ wnidad
de volumen

g% areag de perdida

areg 4 ganancis

FIGURA V. 1.
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Como segundo casco podemos considérar a los costes totajes
como una funcion no lineal, de manera que (o que tendremos serén

dos puntos de equilidrio, cuya grhfica se muestra en la

figura
Vi.t.ii
CRET0E FrIOS
D X
cosTe TIYQI gum'n‘ms + CORTUS ¥ARINALES
En €l tercer caso en el que ambos moedelos son no lineales,

también tendremos dos purtos de equilibrio. La grifica se muestra

a continuacidn (figura VI.1.1ii):

MUNTR DE EQUILISRIN

RO,
FEprrerinte

’ ‘l'l‘ . 1 e nr"~'h Q‘i'i'o'&"
5

il
‘*‘t.l".)""l‘l' AR

Y s
M area de utilidad
figura Vi1, 0ii
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Vil, OBTENCION DE LA MAXIMA UTILIDAD

Hablamos en el capftulo anterior de! caso en que tenemos dos
puntes de equilibrio &sto es, que en un intervalo determinado
para cualquier valor inferior al primer punt¢e de equilibrio,
tendremos pérdidas vy lo mismo sucederdi para valores superiores
al  segundo punte de equilibrio, lo ¢ual quiere decir que entreé
estos dos puntos tendremos un Area de utilidad. La preguntea
inmedgiata es: Dentro de éste intervalo, cull es 1a mbxima utili-
dad que puedo obtener? £n este caso definiremos que la ganacia
total o ta mixima utilidad se define <como la diferencia entre €1l
ingreso total y el ¢osto total, Es decir, 8i P(x) es la ganaci1a
total obtenida por la produccidn y venta de "x* unidades de
cierta mercancia entonces:

) PI{X) = R{x) = C{X) i ivvirarnieecraaa Vil
gonde R(x) es el ingreso total y C(x) representa el costo totat.
de Vil.1 obtenemos:

PrIx) = R(X} = C (C).vsriviraasnr eV 2

La funcion P’ (x) se denomina funcion de 1a ganacia marginal
Yy P’(K) es la ganhancia aproximada obtenida 4 partir de 18 (K + 1
)-é31ma unidad después de que se han producido y vendidoe Kk
uni1dades, A partir de Vvil.2, ta ganacia marginal es el ingreso
marginal mencs &1 <osle maryinegt

En las figuras (a) y (b) encontramos las gréficas de una

funcién. del costo total. En ta figura (a), se muestra la gréfica
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de yna funcidn del jngreso total de una empresa determinada, y en
la figura (b) tenemos )a gréfica de ta funcidén de ta ganancia

total corresondiente a dicha empresa ('a cua! se denotard por

GT)
(W)
B
. IT
a ' .
%y Ix, Xy
1 ' '
i t 1
1 1 |
' ' | GT
b 1 i 1 #b
t v
\ ' oo
1t + >
%, X }‘3
Se puede observar en la figura (a) que cuando la c¢urva CT
estd arriba de IT {cuando el costo &8 mayor que el ingreso},

entonces en la figura (b) la curva GT estd por debajo de! eje *x*"
{la ganancia es negativa; es decir, la compafita muestra
peerdidas); esto ocurre cuando C ¢ x ¢ X,y cuando x > X,. Cuando
18 curva CT esta debajo de 13 curva IT (cuando el costo es menor
que le ingreso), la curva GT se encuentra arriba del ege "x" (la
ganancia es positiva;, es decir, 1o comparia muestira ganancias);
S @St0 OCUrre cuando xa¢ x ¢ Xx. En los puntos de interseccion de
lag ¢urvas CT e IT (cuando estd en punto de equitibrio), ia curva
GT corta el eje x (la ganancia es cero) y esto ocurre en las

puntos x;v x..
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Detarminemos ahora qué nivel go produccidn &6 Hacasii PR L]
obtlener la mbéxims ganancia. En ia fTigura (a), lsa dratanctd
vertical entre tas curvas 1T v CT para un valor particular dge "x"
en P{x}), el c<cual A& la gananc:a total correspondiente a ess valor
de "x". Cuande la digtancia vertical es mayor, P{x) trene un
valar méximo. Opsearvemos, de ta figura (a), que 1a aistarncia AS

es  1a mayor disStancia vertical entre las dos ¢urvas en el inter-

valos [xg,x.], vy esto ocurre en el ntmero crftice "x", de la
funcion "pPr, De 13 ecuacidn Vil.2 vemos que P’ (x)=0 s: y scto si
R’ {x)=C’(x). As{, para una ganacia mdxima, el ingresc marginal
detbe ser igual al costo marginal, Notemos, en ja figurs (a), que

en j1os puntos "BY" -y "A" sobre ambas curvas, 1as rectas tangentes
son paraietas y de aquf R’(x ) = C’(x )
De la ecuacidn VII.2

Prox) = R {x) - C ' {x)vvnvinn v VIELE

Ya que "P" tendré un valor miximo reilativo en un ndmerc x,
para el cual P/ (x) = 0Oy P’ (X} ¢ O, podemos concluir, de 1as
ecuaciones v!1.2 y ¥il,3, que esto ocurrird para un valor de "x”
para el cudl R (x)=C*{x) ¥ R*"(x} <« C*’'(x). Por 1o tanto, ta
func.bén de !a ganancia tendrd un valor méximo relative, cuanac el
ingreso marg:nal iguale al costo marginal, y la pendiente ae J1a
gr&fica, ge la func¢idn del ingrect marginal, 58a  MGender que 33

pendiente de 1a ardfica de la funcidn del costo marginal.



Vii, CAS0% PRACTICOS

CASO t.- En este pramer problemy se resuafve un
compartamiento iineal para 1as ventas vy en el cazo ge 103 costos
tenemos estimacines de los costos de acuerdo al volumen e venta.

Se v2 a 'niciar la manufactura ge un preducto en la compafifia
X. Se nan hecno los estudios de mercadoe pertinentes vy  s&  na
obtenido que el producto podrhs venderse a $200.00 por unidad ¥y
que esta cantidad no variard durante el periodo de venta, FPor
otro lado sSe tiene un estudic por parte del Jdepartamento de
€0stos y Nhan pronosticade durante el periodo de venta los

siguientes costos:

COSTOS VAR}IABLES UNIDADES (VOLUMEN)
262 60
230 55
247 12
258 62
240 58
330 75
314 74
340 85
348 88
360 94
350 92
375 100

Se deaea sabor cyuld!l eg ¢l punte de equiitorio de manera gue
podamos establecer ¢1  volumen minimo de. ventas para igualar
nuestros costos totates.

- Como primer punto tenemns que hacer un  diagrama de

dispersidn para observar £l comportamienle de tos costos.
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Veamos:
(SE OMITEN 00t
Y= =70

h

3
T N N TT? K=V
a 50 B0 YO 8D 90 100

figura Vili.:

Las observaciones se separan del eje "x" y "y* o
suficiente come para suponer que se puede ajustar un  modelod
tineal.

HWuesiliras oObseéirvac ones sugieren que aptiguemos el modelds de
regresibén (en casu de no tener elementos suficientes -tablas o
una calculadora- para realizarla se puede efectuar el método de

médximos y minimos visto en el capitulo V.2,

)

£n 15 tabla siguicente se Jdesarroila una tabla para  obtener

cada uno de los elementos de la ecuacion de regresiodn.
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Definimos:
X = UNIDADES {VOLUMEN) Y = COSTO

XY = COSTO » VOLUMEN

(?—Y) = Diferencia entre ia media y la observacidn
{(Y-¥) = Diferencia entre la media vy el valor estimado
{?-Y) = Diferencia entre e! valor estimsdo y la observaciédn
COsTO YOLUNEN TOTAL EXPL ICADA NO EXPL .
¥ x 0k xy (%-vf (¥-9% r-*
262 60 3,600 15,720 1,806.25 2,784, 70 105, 48
230 55 3,025 12,650 5,520.25% 4,761.99 30.17
247 72 5,184 17,784 3,306.25 180,48 1,909.56
258 62 3,844 15,996 2,162.2% 2, 141,41 .05
240 58 3,364 13,920 4,160.25 3,512.32 27. 41
330 5 5,625 24,750 650,25 16.48 873.75
314 14 5,476 23,238 90.2% 53.39 e62. 46
340 8% 7,225 28,900 1,260.25 80T7. 40 50. 20
348 88 7,744 30,624 1,892.2% 1,455.95 28.55
360 94 8,836 33,840 3,080.25 3,322.52 4.59
350 92 8,464 32,200 2,070.25% 2,6t5.97 3t.88
375 100 10,000 37,500 4,970.25 5,948.37 43.90
TOTALES
$3,645 915 72,387 287,120 30,999.00 27,614.00 3,888.00

tneorporando 10s dates de c9gloe y volumen en 1a tabia que se

acaba de elaborar se obtiene:

)T (o

X X

1 [ 1 1 60}
60 55 , . . 100J11 885 [12 915 ]
. 7

915 72,38

i 100
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ES1S W) ODEBE
LA DIALIDTECA

BT84 1
SALUR BE

T i
X Y X
[ [ [ IR 1 eee™} [ 3.6547
60 55 . . . 100) | 230 ;=] 2B7.120 |
. I -
H
Lo
375}
gz x"xy* x'y
< 72,367 -915) | 3,654
-9t5 12 1287,120

12(72,387)-918

Y Y
72,387 -915] [ 3.654
-945 12| jes7 120

J L

4
34,449

={ 2.3039243 -.029122%5 3,654ﬁ' :| 56.6659 |
-.029122% .0003819 287,120J 3.247%}
La ecuacion de estimacdn &8s

y=$56,685,90 + $3,2474 X

= Costo figo + Costo variabte

Calculemoy anora et coetrorente de deloiminacidn "t
var)acion explicada E(F - ¥)° . 2T,611 s
- = - = = .89 = r
variacion Total (Y - vJ 30,999
Las cifras anteriores se han temado de los totlales de  [as
columnas correspondientes ¢ la tabla anterior.
E1 valor de r% incica que t: rearesidn na me jorado
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signtficativamente ta posibifidad de estimarr el casto. Cabe
introducir una mey ora ~-8¢ ha explicads Gnicamente el 857 de la
variacibn anterior, ne el 1007%-. No obstante, la variacibdn ae ha
reducida  en forma aprcceable y se pueden hacer estimaciones mls
precisas y esto s¢ pucde hacer viendo las desviaciones esténdar
antes y después de la regresion.

P ~ . N
§ 5 B(y -y n =5 3,388/12 = 16.8

81 se hubiera ignorado la variable de volumen y s¢lo se hubiera

considerado ia wvars;acion al azar de }(os costos, se habria

obtenido 13 variacidén esténdar muestral "s", que es ia raiz

cuadrada de |13 variacion de Jos costos totales:

S,5 Z(3 -y ¥/n =,30,999/12 = 50.83

Para "S; se pierde un grado de libertad al tener gque usar los
datos para estimar *y”; para "s" se pierden des grados de
libertad para estimar 10s parémetros "a” y "b®, Las estimaciones
modificadas de la adesviacién esténdar vienen a ser

§,: sv.ﬁ—/—n—: - 50.83 Jiz/1t = 53.09

5, sy{’hﬁ':é = 16.80 12770 = 18.41%

Si deseamos establecer un intervalo de confianza del 9574

para nuestra |inea de ¢osto, t . t.. = 2.228, (obtenids de la

tabta t en el apéndice) ta férmuia serd: y s+ t Viy)

(56,885.90 + 3.2472x) + 2.228(18.41) V/l/12 + (x-76.2857/2618.25

Podemos observar ta gréfica con 10s resultados:
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X Superior Infer:or

55 256 215
58 264 226
80 269 234
62 275 a2
12 303 2ie
T4 309 28%
15 312 289
a5 347 319
88 358 328
92 373 33a
94 381 344
00 404 359
$i obtenemos ahora ita matr:z de varianza-covarianza
tendremos que!
780.569 -9.8667 !

-9,866 1293

suponiendo que x = 585

(o, 55) v 1‘]
i l:  (85.86)

i 55)

La formula del intervalce de. confianza queda entonces:

preo . JYG s se 886 4 3.25(55) + 2.226756.60

= {(£1H, 2%6) , al entero mas cercano



Si - aQueremos conocer 1os ervoeres esténdar de cada uno de o8
coeficientes beta, se podris tomar ja ratz cuadrada de cada
etemento Atiagcnal de ta matriz de varianza-covarianza, ast el
error estandar del custo firjo (el parametro a o B) es

T80.567 = $27.%4 (es decir, $27,940 a3l reponer 105 000)
Y et error estandar del coBio variabies es
129399 & $.36
Nos resta probsr si efectivamentie nuestro modelos de regresion
liene sentido. Para esto vamos 3 nacer uso de¢ to visto en el
capituio .8 es decir:
Ho: B - ©
Hy: B 2 0
suponiendo un nivel de confiranza del 95%,el valor "t", para n-2 =
10 grados de libertad, es + 2.228 y 13 estadfstica de prueba
serd:
b -8 3.2474 - ©

t = = = 9.02

by .26

TS

Puesto que el vaior de ‘t' excede el valor critico de 2.28, se
itega a 1a conclugidn de que no sg puede rechazar ta hipdtesis
alterna y que por 1o tanto se dehbe conservar ia tinea de
regresibn.

Por &dl1timo reaiizando el anAltisi1s del capitulg V.8 tenemas

presente con los chiculos ya realizados i1a tabla ANOVA,
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Origen de Grados de  Suma de Cuadrannsz

ta variacién libertad - Cuadrados Medico
Regresién [ 27,611.00 27,611.00
Error 10 3,388.00 238.483
Total 11 30,999.00 2,818,09

F se calcula F=z227,611/338.8 = 84.5

en una tabla F (ver en el apéndice), coen un nive! de significan-
cia del 54 F = 4.96,

La hipdtesis nula es H,:i B= 0 vs, H,; Bt 0. 8i se crea
una region de rechazo del 5%, ta “F" criticaes F = 4.96.
Puesto que se excede dge este cifra, se rechaza 4 y se ilega a la
conclusidon de que 1os datos no pueden provenir de una poblacién
en la cual no estd presente 1a regresién.

En seguida graficaremos nuestras ventas ron respecto a los
Costos Totales para as! encontrar el punto de e€quiliprio

graficamente (figura Vil.i)

140, 800 FUNTD OF EDUILIGRIN TAS THTRLES
20,00

LR

10,000 GANANCIRS

(5705 TOTRLES

ar,oon | PERDIDRS

L o I';unic‘lcn:tes

LS . X Ll 1
i} Lo R ]
v
5% ENIDRDES
figura vii.i
el punto de equilibrio se encuentra en la interseccion de las

dos rec¢tas cuando x es igual! a 289 unidades.
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Tenemos ahora juntaz las dos ecuaciones:

56,885.9 + 3.z2474 X

200X%
De 1a pdgina 69 se tiene, que para obtener el punto de equilibrio
definimos:
F = 56,885,9 {costos fijos)

A = 3.2472 (costos variables)

p = 200 {precia de venta por unidad)
Punto de Equilibrioe F F 6,885.9
[V en unidades 2 ee— = : 289.14
vyendidas (o} P~ A 200-3.2474
Punto de Equitibrio FP = 56,885.9(200)
v = en ventas E ] = 67,824.8013

P-A 200-3,2474

Lo cual nos indica que se necesitan producir un minimo de
289 wunidades para salir a mano con o8 cosStos totales que en ese

punto serbn de ¢ 57,824,686 {(y que coincidirdn con las ventas)

84



CASO th,- En una fibr1co de copn so pcid dec caandn s s

debe tanzar al mer¢ado un nueve products qua puese vendarse a
$26, 300. 00, se sabe de antemana que se reguiere ta  contratecién
de personat adicional, ¥ sSi 13 demanda aumenta Sera necesario

ampliar los horarios de maquila y costura. EI grupe ae tderices y
especialistas ha dado un presupuesto durante un perfode de
fabricac.bn-venta de un mes y Na propuesto [0S Sigurantes costos.
Se desea averiguar qué tan conveniente es facricar dicho
producto, en base a los gastos qﬁe estie mismo
implica.

Las opbservaciones son 1as siguientes:

COSTOS F1JOS 429,000.00
COSTOS VARIABLES {omitimos ios 00}
X Y

21.2 264.4
26.5 396.8
32.9 594.5
40. 4 B78.7
42.% 970.6
45.7 11474
48.9 1247.2
63.1 1500.2
55.3 1620.3

seqln lo visto en el capitulo V.4 realizaremos primero un
djagrama de dispersidn para ver el comportamiento de nuestras

opservaciones:
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2,000 -
1.800 -
1,608
1,436
1,200
1,000 -] .

g0t -] .

o0 .

B .

200

% unidadss
&8

figura Vit ii

Siguiendo los criterios vistos en e capitulo V.4, trataremos
de ajustar alguna ecuacidn al conjunto de observaciones;

Si vemos, la diferencia aproximada que hay entire tas
observaciones de *y*, mas O menes siguen e} comportamiento de
una progresioén geométrica:

264 , 2BA(1.5) , 264(1.5) , 264(1.5) , 264(1.5)

= 264 396 ' 594 ., 891 . 1136

En el caso de las observaciones de *X*, el comportamiento
aproximado es también el de una progresidn geometrica:
21, 21¢4.2y , a1(1.2) , 2i{j.2)
21, 25.2 ., 30,24 3E.12

Come "X" forma aproximadamente una progresidn geométeica ar
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rgual gque la de "y*, el modelo que mejor se ajusta & e©5(335
t
observaciones es Y_ s .2 %
Podemos ut)lizar ¢l método de interpolacién de Lagrange o

bien et dec minimos cuadrados.

Escogemos el de minimos <cuadradeos, para hacer dicha
aproximacién de 1a funcidn. Para facilitar los chlculos se

hace una transformacidn a 1a funciédn, como sigue:

Iny = in(a x*)
= tna + in(xk)

= ina + b Inx

Para transformarla en una ecuacién de tipo lineal. Aplicando
tas ecuaciones normales para este método (la teoria se vid en el

capftulo v.2) :

na + b8 = Sy

azx + bzxi: Ixy

(BT 1 (By) - (Ex) (Bxy)

- -y
NaK = (Zx}

nZxy - (Ex)(ZYy)

nEd - (Exy
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»® ¥ Inx iny Ilpxiny {inxg

2
x Y Xy 3

21,2 264.4 3,05400 5.5774 17.0333 9.3269
26.% 396.8 3.27744 5.9834 19.6084 10, 7396
32.9 594.5 3.49340 ©.30877 a22.3147 12,2038
40.4 B878.7 3.69882 6.7784 £5.0720 13,6812
42.5 970.86 3.74950 6.B779 25.7886 14.0657
A45.7 1147.9 3.82209 7.0184 26,8249 14,6082
48.9 1274. 2 3.88977 7.15 27.8188 15,1303
83.14 1500.2 3.97247 7.3133 29.049%6 165,778t
85,3 1620.3 4.012717 7.3903 29.6555 16.1023

P 32.9708 60.4768 223.t588 121.6292

(121.6292)(60.4768) -~ (32.9702) (223.15868)

a3 =
g{121.6292) - 1087.03
a = 0,2425
9(223.1588) - (32,910234) (50.4768)
b =
9(121.62928) - (1087.03)
b= 2

sustituyendo en la ecuacibn:

Iny = In(-.24285) + 2 Inx

- 2MZE
+

Iny = |jne In x

tny = In(.TBSK)‘)

Y 1a ecuacion queda: y = ,785 x2

Ahora para obtener ¢! punto de equilibrio, iguailamos

dos8 ecuacioncs: (ne olvidando 103 costos fijos)

- B8
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786 X"+ 29 = 26.3 «x

-.7855"- 26.3x + 29 = ©

Resolviendo 1a ecuactdn de segundo grado tenemos:

26.3 ¢+ (86.3) - 4(-.785)(29)

X =z

2(-.185)
X,z 41,365
X.z 11,235

Para obtener la mdxima utilidad (visto en el capitulo YII)
necesitamos igualar 1a primer derivada de Jos Costos Totales
(1 tamados Costos Margaﬁales) con {as ventas Totaies.

OBSERVACION: Nétese que no es necesario derivar la ecuacidn

correspondiente a ventas totales, ya que €3 una recta.

R{x) = .785 x + 29
C(x) = &6.3 x

€ {x) = R(x)

185 x + 29 = 52.6 x
.785 x - 52.6 x = -29
x(.785-52.6) = -29

x =z 289/51.815

x = ,95%

Para demostrar que en ese punto existe un maximo, debemos
probar quc R'7(x) « €' (%)

R*(x) = .78%

R



C’(x) = B52.86 x

R*7(x)} = © G’ (xX) = %2.6

0 < 2.6 efecivamente hay un méximo.
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CASQ 1t,- En este tercer ejemplo s¢ aplicard la técenica de
interpolacidn de Lagrange, c¢on ei fin de moatrar 1as giferentes

téenicas que se muesStran en este trabajo.

VENTAS TOTALES COSTOS TOTALES
¥ Y % Y
1.14 3.08 L07 2e
14.04 40.63 15. 11 26.57
20,93 50,09 41.97 57.24
Grafiquemos nuesiras observaciones para ver su

comportamiento:
h

L
8
55 4 o7

52 :
G o
i .
P . 7
ELE. ’ o

ke = //'

Rl L

LS e

15 4 ;

Mg

54/

AQui ta curva de costos y ta de ventas presentan un
comportamiento no lineal

ftigura Yil.
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Utilizaremos el métode de intarpelacién de Lagrange viste en

el capltuio V.18

(x-14.04) (x-26.33) (x-1.14) {(x-26,93;
YR e e e o e 2.08 4+ -——-- 40,63
(1. 184=-19.04) (§,14-27.93) (14.04-1,14)(14,04-26.33)

(X-1.14) (x~14,04)
= $0.09
(26.93~1.14) (26.93-14,04)

Desarroliando se tiene
¥=,009x = 3.79% + 3.5 -.244x°+ 6.858x ~ 7.5 + . 451x - 2,287% + 2.41
y = -.0B4xZ+ a.192x - 1.59

Que es la ccuacidint de los Costos Totales

Por otro lado haremos el mismo caiculo para el caso de las
ventas totales:
(x-15. 81 ) (<x-41.97) {(X-.07) (%-41.97)

y = - S-ERR - - 26.57 +
(LOT-15.41)(.07-41.97) (15.11-.07) (15.11-41.97)

(%-.07) (x~15,11)

- —--  57.24
(41.97=-.07) (41.97~15,11)
Desarrol lande nos queda:
y = 038k .suEa _ 22.139 - 086x°4 2.76% - 193 + L05ix> -
TTex &+ . 054
y = .08x® - ,005x + 22

Ya gdefinigas las dos vunciones (hay que tomar en cuenta que e&stas

funciones son vhlidas solamente para el intervalo en et

b
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cual esthAn definidos nuestras observaciones), se grafica y se

vera donde se encuentran e! (o los) punto{s) de equilibrio:

&0
HE
5“ — W
L - s
L] p -

15 /' [

i -

al P

HE /

15 4
104
L

n % oI5 hﬁ#'hrﬁ'%':x

Para encontrar algebrdicamente les puntos de equilibrio de
dichas funciones, en el intervale de npuestras observaciones,
igualamos tos costos totales a las ventas totales y enseguida nos

dispondremos a resolver la ecuacion resultante:

-.084x%+ 4.192x - 1.59 5 .02x>- .005x + 22
-.084x%- .02x%+ 4.192% + .005x - 1.89 - 22 = O
.104xz- 4,197x + 23.59 = ¢
Comu se Lrata de una ecuac:bén de segundo grado, por medic de
la férmuia general encontraremos 1as dos rafces (en nuestro caso
se trata de 10S puntos de equilibrie que buscamos),

4.997 + (4.197) -~ 4{.104)(23.59)
X o= -

2(.104)
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4.197 3+ 2.793
.208

x4, = 6.99/.208 = 33.606 %x,= 1.404/.208 = 8.75

Sustituyendo en las funciones correspondientes tenemos los de

i
Yq= 44,4203 Yy = 22.8746

Lo cual quiere decir que, a un nivel inferior a las 7
unidades, tendremos pérdidas y 10 mismo sucederd cuando rebasemos
tas 33 unidades; ASi mismo que dentro de este intervaio (6,33)
tendremos un Area de utiiidad.

Seguramente que nos interesamos en conocer cubl va a ser la
mAxima ganancia dentro de este intervalo. Utilizando los
elementos vistos en el capituio YI| resciveremos:

§¢ van a obtener los costos marginales (que 1mplica sacar ia
primer derivada de las funciones en cuestién)
R(X) = -.084x°+ 4.192x - 1.59
R’ (x} = 2(~.084)x + 4,192
= -.168x _ 4.192
c(x) = .02x°- .05x + 22
C'(x) = 2(.02)x ~ .005

B .04x - ,005

Para encontrar el punto donde se encuentra lea méxima

utitidad nacemos R’ {x) = C’(x!
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-, 168x + 4,192 = .04x ~ .005
-.168x - .04x + 4,192 + ,005 = O
~.208x + 4,197 = Q
x = 4,197/.208

X = 20.1779

Para demostrar que s¢ trata de un valor méximo, debemos
probar Que R°’(x) < C*’(x).

Obteniendo 1a segunda derivada de cada una de 1as funciones
obtenemos que:

R* (%) = ~.168x%x + 4,192

R 7 (x) = -.168
P’ (x) = .04x - ,00%
P'i(X) = .04
‘. -.168 < .04

1o cua! demuestira que existe un méx imo. Entonces obtendremos {a

mbxima utilidad cuando se produzcan entre 20 y 21 unidades.
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IX. CONCLUSIONES

Como se na podido observar a 16 largo de este travaje el
Punto de Equilibrio tiene una importancia reievante, en la toma
de decigiones para la Planeacion en una empresa, como medida de
control vy ayuda a detectar pé&rdidas que lleven a un posible
desequilibrio economico de (a3 empresa.

La solucidon que se ha propuesto para encontrar el "punto de
equilibrio”™ permite aplicar modelos matemati¢os, Practicos pars
ia resolucion del problema a tratar.

Es posible ajustar modelos (lineales y no lineales) tanto &
los costos como 2 tas ventas {(observaciones) de manera que vya
establecidos se pueda determinar "el punto de equilibrio™.

Es importante recalcar que siempre que se tengan un conjunto
de observaciones se deben realizar diagramas de dispersion para
que se tenga una idea mAS precisa Jde 1a funcién gque 8se desea
aplicar; que entre menos datos tengamos, nuestras aproximaciones
no  seran del todo adecuadas. AS{ mismo cuando se 1trabaje el
medelo tlineal siempre Se sugeriréd que 3e aplique el anatisis de
regresién con el fin de poder cersiorarse si nuestras nhipote-
sis tienen un porcentaje de apoyo.

En el «c¢aso de las interpolaciones no lineales, el  poder
establecer un “"comportamiento” de antemano, dificulta en gran
medida la aplticacidén de dicho algoritmo; pPero la experiencia né

dado c¢iertas pautas a seguir (que fue¢ el tema tratado en el
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capltuto V.1{) para aplicar regias senci11as que n¢s orienten 3
geterminar un compofrtamiento funcionat.

Por ¢Gitimo se analizd un algoritmoe que 3& sugiere utitizar
en c¢aso de no ajustar ninguna de las técnicas vistas en les
capitulos anteriores; con el fin de dar otra alternativa a la

a30lucion de dicho problema.
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X -~ APENDICE

Distribucién normal!

NORMAL. DISTRIBUTION (single-sided)
Proportion (4) of whole area Tying lo right of ordinate through x = 4 + 20

ey - pha)

Deviate Deviate
(z)  Prefix 000 001 002 003 004 005 006 007 Q.08 009 Pretia (3

00 0S5 000]960 920 850 BIO 801 701 721 6K1 641 04 00
0.0 04 602 S62 523 483 441 403 364 335 M6 247 04 0
02 04 207 168 129 090 053 013974 936 537 859 0.3 02

03 03 B2 783 745 707 669 631 594 557 520 483 03
04 446 409 372 336 30D 264 225 192 1% 121 03 04
05 03 oas 050_015[9%1 946 9iT K77 €3 §I0 76 02 05
06 02 709 676 643 611 ST8 Sah 514 4K3 451 06
07 m 389 355 327 206 66 236 06 177 144 02 07
R 02 119 090 061 033 00s{y77 0¥ 867 04 OR
09 01 BF £18 786 762 736 711 685 660 635 6l 09
10 587 562 539 SIS 492 469 4i6 423 401 379

I 357 335 314 292 271 251 236 210 190 170 0.1

0

A
12 O1 )51 131 112 093 075 056 03§ 020 O o0 .2
13 00 6B HE1 931 918 901 885 569 K33 8, 8.)5 .3
18 &0n 733 778 764 749 735 721 708 &M 4
15 665 635 643 630 618 606 594 5K2 5TH £S5 1.5
16 548 537 526 516 505 495 485 475 465 16.
L7 446 436 427 418 409 401 392 384 375 1.7
Lg 359 351 3 236 32y 0 314 307 300 2 15
L9 K7 281 274 268 202 156 250 249 239 2W) 19
20 205 222 217 212 W7 T 197 §97 18 163 20
21 179 174 170 166 162 158 151 150 146 143 21
22 139 124 132 129 125 122 119 116 )13 110 00 22
23 0 107 104 ml‘)‘)(l 964 939 914 BEY §t6 842 00G 2.3
24 000 B30 795 776 753 73+ T4 695 G676 €57 639 24
25 621 & SET 870 IS0 S35 SI3 Sus 494 456 25
26 466 453 440 427 415 402 391 309 368 357 246
27 M7 336 326 317 307 19§ 289 280 271 26% 27
28 256 248 240 233 226 19 21} 205 199 193 248
24 Q00 1R7 181 175 169 led 159 154 147 144 13 000 29

!

Adapied with permission from O. L. Davies, ed . The Design and Anatysis of
Jndustrial Experiments, 2nd ed,, Oliver and Boyd, Fdinburgh, 19%6. condensad
and adapted with permission from E. S. Pearson and H. O. Hartley, Biometrika
Taltes for Siaristicians, Vol. |, Cambridge University Pres, New York, 1954,
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Distribucion t:

Peodubility = Ares in Two Ty of Distributinn Ot

al2-,

Dsinbution aof ¢

frobahitity

sfe br-Value in Tabie

Degrees of -

Ercedom 09 07 B3 03 02 At 00S 002 041 0.001
1 0158 5.0 1000 1943 LI KN4 12706 31 R2L 61637 616619

2 0142 0438 WAIG Lid6 fase L4 430 6 d65 9925 3.558

1 0137 0428 0.765 1150 L6IR 2383 FI&Y 441 ST 12924

4 QI3 0406 041 LIS0 1S3 L1322 276 L7446 3816
3 0132 0408 Q717 1136 1476 2015 15T }383 4012 6069

6 0131 0404 0718 1414 1440 1943 247 3043 2707 5,958

7 0430 0402 0711 1119 1415 e85 1365 2098 3499 3.408

3 0130 03 0.7 1108 1397 1460 2006 1396 )18 3041

9 0.129 9398 G703 1100 138) LE1 2K 1AL 3250 4781
10 0.129 0397 0.7 1093 1372 1812 223 2764 D169 AT
1 0129 0396 Uov7 1aMB RJ63 179% 2201 L6 NI0e 44D
1”2 0128 095 0675 1081 LIS6 1782 2179 2481 1085 418
3] 0128 009 0.694 1079 12350 1770 2460 260 Jo2 412
14 0135 0.39) 0.692 076 1345 1761 2143 624 2977 4040
ts 012y 0 069t 1AM 34 1Pty 13 Mea) 29%Y 40
16 42 0192 0650 L0 13T 16 1M 1533 19 4018
7 0129 0392 DAEY 16w LI L7400 2010 1567 2892 3.965
18 0127 019 0.685 1067 1330 174 1101 1SS) 2878 391
19 0127 Oyl 0628 1066 1028 1729 2409 253 2461 1.885
26 0427 8191 0687 1044 125 1728 2086 2318 184S 3850
2 0127 0391 0686 10RY 1320 171 2%k 2Sid 2830 3619
22 0127 130 0586 LO0A1 1N LTIT AT 2,508 2R 3.2
X 0027 090 G35 L@ 130 LTis 20677 1300 1807 3,767
24 0127 0390 0BRSS 1.039 ;s 1714 2064 2452 2797 3748
k) 0127 0390 D634 1058 136 1704 2060 2445 2747 172
2 0121 0390 0624 108 1315 L70s 205 2479 1779 1,701
F Q127 08y HD.6A8  LOM) EMI4 1763 2052 L4y 297 3.690
28 0027 G189 0681 10% L1 17035 2048 2467 2.76) 1.674
29 0127 2387 0683 105% 1313 1699 2048 D462 756 3.65%
i0 0127 089 G.633 1055 1310 ha?? 2441 2487 2750 1648
40 0126 9B D68 1030 L0} 1684 1ol ra2) 2K 3381
&0 D26 Q.07 0.679 L.048 296 1.67) 2000 2.3%0  2.640 3460
120 0425 0386 0.677 1041 1259 L&ss 1080 2318 267 3T
o= 0126 088 0674 1038 1282 1635 19 1326 2876 3.2

Abridged from Table 131 of Fisher and Yates Srariicd Tables for Bislogical, Agricsltural amd
Medical Rerearch published by Oliver and Boyd, Lid., Edinburgh, by pormission of the authon and

publishery,
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Distribucion F (14):

FO1THOK mEy T4 drniany ) 3IIQERY ] Y04 VILTATIErS a0 r2ge  PatReory EauTH () H PUT b0e € § g Wospmonerassd ra pxepoxtiy

mi Kt LT | ¢ S £ 4 il 8L Wl e 130 oy 19 e *
i L) AT Ml 0T ARl WD at Sel ot et Y &y LIY o
mt mi SO 8T a9 Tel LT AAT  ZIT REL SeE fIe @8y L O
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