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INTRODUCCTION



En este trabajo se pretenden analizar los temas que circulan
en torno del concepto de equilibrio economico.

Su desarronllo historico y conceptual requiere para su anali-
sig, una profundizacion minuciose en los pensamientos y propues-
tas teoricas de personalidodes tanto del ambito economico como
del terrenc éutemutico»

ftesde mi perspectiva, en la actualidad, desarrollar un tra=-
baJjo de indole historico, es muy necesario para analizar y escla-
recer muchos de los conceptos que se utilizan actuclimente en lo
literatura de la economia matematica y que hacen de las exposi-
ciones un materinl poco claro e intrincado. E£1 trabajo que desa~
rrollaremos aqui <en este 1ibro>, toca alqunos aspectos histori-
cos que son los mas reelevontes en lo evolucion del tema (Walras,
Marshall, HicKks, Samuelson), aunque no ahonda mucho en la discu-
cion de la evolucion de los modelos propuestos en un inicio y de
su evolucion. Nosotros trabajaremos con los conceptos ya depura-
dos de los economistos mas destacados de codo periodo.

Asi, ananlizaremos primeramente la proposicion de Walras,
quien, aun o pesar de apalizar un mercado de dos mevcanciaes y cu-
ya dinamica se considera inmovil (estatice), planto laes bases pa-
ra poder llevor el tema del equilibrio o un estudio detallado vy
minucioso.

Fosteriormente, analizaremos el trabejo de Marshaell, quien
aprovechandose del concepto de utilidad, propuso un analisis eco~

nomico que complementaba aquel realizado por UWalras. Trataremos



despues el trabajo de Hicks, trabaJjo este que generalizo la apli-
cacion del analisis estatico a un mercado con un numero arbitra-
rio de wercancias, Generalizacion que fue hecho apoyandose en
‘tecnicas matematicas muy elaboradag,

Finalmente, abordaremnos el trabajo de Samuelsony quien ana-
1iz0 1la conducta del equiilibrio en un mercado con un numero ar-
bitrario de mercancias y con un caracter de dinamicoy es decir,
tambien intervendra en el modelo de Samuelson la variabilidad de
la economio, la cual, dependiendo del tiempo, es su posicion de
mdmento economico que referiremos respecto al equilibrioy apoyan-
dose en la teoria de ecuaciones diférenciales y estableciendo los
criterios mediante los cuales el equilibrio es estable o noe, Todo
¢l desarrollo historico de la matematizaocion del concepto de e-
quilibrio, lo abordaremos en el Capitulo II del trabajo.

El problema de la existencia del equilibrioy que abordaremos
en el Capitulo I, requiere de la tecnica de teoria de Juegos de
mercados asi como del teorema del punpto fijo de Hrawer y algunos
rudimentos de lau teoria de conjuntos <conjuntos convexos>, la de-
mostracion se apoya en la utilizecion de funciones de wutilidad,
los teoremas ahi tratados son un poco especializados, aunque no
muy dificiles.

En el Capitulo III trabajaremos dos ejemplos mediante los
cuales se potencia leo oplicacion de la matematica dentro del te-
rreno de la economin} uno de ellos se npoya en 1la tecnica de din-

grama de fases, este es un eJemplo de un mercado con un  numero



arbitrario de mercancias y se utilizo lea tecnice de ecuaciones
diferenciales para su solucion. De paso, con estos e.jemplos, mos-
traremos que la tecnica matematica, posee una aplicabilidad enor-
me en economia y la necesidad, tanto por parte de economistas co-
mo de motematicos, para abordarle de manera gsistematica.

Para éntrur en tema, consideremos el siquiente problema ele-
mental?

Suponga el lector que llegase a un lugor con upa cievrta can-
tidad de mercancias de su propiedad, para intercambiarlas con o-
tros sujetos que tambien poseen un numero determinodo de mercan-
cias,

£s de esperarse que los sujetos, al intercambiar sus mercan-
cings, procuren mejorar su posicion 'economica' o, nal menos, deben
tratar de permanecer en la posicion con la que llegaron al merca-
A . do, En la figura, la curva 1
<j;: ' indica la cantidad de mercan

cing con las que el indivi-~
duo I llego al mercado, lue-
go, el procurara moverse ha-
cia arribo de dicha curvay

con el objeto de mejorar,.

O

AV

fnalogamente, supongase que

un comerciante al que deno-
minaremos el comerciante IX, quien llega al mercado con una can-

tidod de mercaencia denoteda en la curva 11, tambien pretendera,



al negociar, estar por encima de su cantidad inicial de mevcan-
cias (con lo que llego). Asi, cnda individuo pretendera mejorar
su posicion actual, y en esa

N
luchn por mejorary, sera ne-
- cesario interactuar en el
mercado y, para ello, tendra
que confrontarse (en este ca

30y, con el lector), y al ha-

cerlo ambos mercaderes, bus-

CJn A caran su beneficio, En 1la

- grafica, ponemos de cabeza

las coordenadas del comerciante II, con el objeto de dar la idea

de confrontacion, (Esta manera de analizar la utilizo Edgewort,
vea Cap. 1),

O

51 unimos los edes, tendre-

mos una situacion como 1la
que se observa en la figura.
Cada uno, respecto a su pun-—
to de referenciay (O ; 0O )
buscara su beneficio (g2 wo-

1 vera segun indican sus fle~

chag) y lueqo su negocincion

O

se llevara a caobo en la re-
gion de uso comprendida entre la curva I y la curva II,

En esa region habra puntos que convergan a ambos mercaderes

Tmi



mas due otrosy y de esos puntos habra uno que sere el mas adecue-
do para hacer el intercambio, Dicho punto, sera denominado punto
de equilibrios el analisis de las caracteristicas y propiedades
de dicho punto de equilibrio, forman parte del cuerpo de la obra
(Capitulo IX.- Evolucion Historica).

Finalmente, diremos que en el apendice matematico abordare-
mos los contenidos de las herrAmientos matematicas que se ubili-

zaron a lo largo del trabajo y onexo algunas notas que me parece

necesario ogregar.



CAPITULDO I

EXISTENCIA DEL EQUILIBRIO COMFETITIVO,

Y sin embargo se mueve,
Galileo.



Juegos de Mercados. Owen.,

Una clase importante de .Jjuegos n-personnles es el relaciona-
dp con situaciones de mercado., Supondremos que los n-Jjugadores
son vendedores avocados en vender sus (utilidades) mercancias pa-
ra incrementar sus utilidades, esas mercancias no tienen otro va-
lor gue 1ln utilidad que representan,

;Supondremos que hay m—mercancias C 4, € ysesy Em cada Juga-
dor tiene su paquete inicial, nasi el Jugador i-tiene un paquete
de mercancias iniciales que denotaremos como?

Wty uh, W, ey R
Cada Jugador tiene una funcion de utilidaed personal asignada,

u* 2,R1>u? tal que

.
*

U™ (X, s Xo» vaey Xm ) es la utilidad del paquete (X y X, yeesXm ).
81 8§ es una conlicion. Los miembros de dicha coalicion pueden
redistribuir sus bienes en la forma que se desee y podran obtener
cunlquier S-uple de mercapcias,

X (8> =X djeg = X5y X yvuaeXi) ieS,

que satisface

sz (X5 =2 WV iz
S )

(13.3.3) J .
X,;QO V- ies Jrha,,m
Cualquier S-uple de paquetes se llamaran paquetes factibles

de S Consideremos que no hay pagos, Fara cada §, V(8) es el con-
Junto de todas las (Y, Y,yese¥Ym) para los cuales existe upa lo-
calizacion factible %{(8) que satisface!

(13,3.4) vi 8 U <xt, x5, 000X para code i e S,



Generalizando, no se garantize gue el conjunto V(S) obtenido de

esta manera, es convexo, sino son convexos, entonces hay dos al-
ternativas,

hebemos disponer con la necesidad de convexidad [lo cual se
incluye orlginulmentg en la definicion de Juegal. Podemos redefi-
nir V(8> igual no al conjunto de todos los “Y" que satisfacen
(13.3+4) sino mas bien a la ¢ascara convexa del conJjunto. Puede
darse una posibilidaed de una complicacion desafortunada, No hay
ningun caso importante 'Y' cuando garantizamos la convexidad de
vig).,
(XIX1,3.1) Teorema.—~ 81 las funciones UL son concavosy los con-
Juntos V(8) definidos por (13.3.4), son convexos,
Demostracion! Sean YiY V(S) y 04Xl tenemos para coda i e §

NEUG) T=Ud

donde X = (X*); X = ii son paquetes factibles parn 8,

Pero entonces X = AX + (1 -A) X

tambien es un paquete factible para S8 y por concavidad tenepnsd
vt Ry =0t oxf - N Ut F,

lnego, para cada it AY; *(1-X )VP _"-;UL (% )

luego entonces de modo que V(8) es convexo
W -Nvev(s) | ’
A continuacion exponemos unos conceptos que seran utiles
para la demostracion den teorema siguiente?
Definicion! El corazon (de unn economia) es el conjunto d= Lialns

las localizaciones (paquetes) factibles que no son



bloqueadas por ninguna coaliciony en otras palabras,
es igual a}
h{xeﬁ;ﬂtxw:ﬁ}.

Geometricamente, el cornzop se interpreta como sigue! Con-
sideremns upa caja en la cual, en los vgrt{ces opuestos (de dicha
cadanl)y se halla el origen para cada consum;dor (I II). Las cur-
vas que se intersectan en el punto R serian las curvas de recur-
s0s inicinles con las que los consumidéres se presentan en el

mercodo,

A II Considerando nl consumidor I

Vemor que desde el punto I
Q como origen de la curva iy

el consumidor I mejora su
5 situacion, hacia abajo de la
jI curva 1, empeora su  situa-

cion (lao situacion iniciol).

tx Consideremos nal consumidor

}E by 11! VYemos que desde el punto
II como origen, a partir de iy hacia arriba, el mejora su situa-
cion y hacio abajo empeora su sitdacion (inicial),

Asi pues, es de esperarse que negocien Jjustamente en la par-
te sompreada, ahora cabe preguntarseaTodo punto de ese uso es
buena?. 8i el lector es observadar, notara que para una curva del

consumidor I (digamos J;)y hay une curva del consumidor II (diga-

Mmos Jg ) que es tangente o Jv Supongamos que son tangentes en L



Escodamos un punte T 453vemos que T es un punto en el que pierden

tanto I como I por hallarse debado de Jid JII respectivamente ese

T+ Asi es de esperarse que el punto de negociacion sean los pun-

tos de tangencin exclusivamente. La curva descrita por todos los

puntos de tangencia se denomina curva de contrato, que en la fi-

gura lo denotamos medi&nte la curva FR.

Observacien! Un punto de ln ca.ja supone el consumo de las merran-

cias involucradasy o unico que voria son las distribuciones en-

tre los agentes que interactuan.

Definicion! Diremos que X domina a X’ a traves de la coalicion §
y lo denotaremos como X' Bs X.

Estamos en posibilidad de analizar el siguiente teoremn!

XII1¢3+2 Teorema, Si las funciones UL son concavas, el Jjuego V,

tiene un corazon no vacio.
- Demostracion? Sea {5,,5,,..., Sh} una coalicion con vector de ba-

X
lance (“»,XL,AS,XQp--;kK ) suponga que Y er]v(
14 V(Sy)

Parn cada SJ hay un paquete factible Xi(sj)z (in ) j S
& .
J

oYy <l ot
a,Y‘zu ("X ) VieSJ'
. A X jou '
esco.jamos para cada ieN X‘ﬁz_ )\j( X ) LéSj
]

Py ~
no es dificil verificar que! X = (X;) ieN,
es un paquete factible para N, ahora por concavidad

U;(QL)ZZ XjU(;Xi) LeSj
J



en consecuencia Z: Aj s LQSJ de donde‘Y‘ﬁlJ;(Ql

)

en consecuencia, Y¢ v(hl) es decir el Jjuego tiene un corazon

no vacio.

Definicion! (Vector de balance) sea C=(S,, Si,...,Sn} unn colec-
cion de subconjuntos no vacios de N={1, 2, 3,....,N}' decimos—aue
C esAn—bnlnncendo (o simplemente balanceado cuando no hay confu-
sion de lo especificidad de N) s8i existen numeros positivos

Y 5 YyreeeyYm para cada ieN,

Z YiZ

ijes
entonces Y=(Y, s Y, yoeeyYm) se denonina vector de balance para C.

Los Yi son coeficientes de balance.

El corazon es ademas, un concepto de equilibrio! Funtes en
el corazon son de equilibrio en el sentido de que ninguna coali-
cion tiene la capacidad y la razon de perturbarlo, Los economis-
tas se interesan en una nocion fuente del equilibrio originado
por un sistema de precios.

Supongamos que se da un sistema de precios para  nuestras
condiciones. Esto no necesariamente implica que haya dineroj asi
las magnitudes de los precios representan razones en las cuales
las comodidades se pueden interconbiaer. Sea Fe=(P , %ﬁ,..., Pm) un
vector de precios. En este caso, cada Jugador quiere cambiar su
paquete inicial w‘ por un nuevo paguete Xi el cual proporciona

mayor utilidad, Escribiremos esto como?



(13,3.5) Manimise U (X', X32vouy Xm)

(13.3.4) { :

(13.3.7) XJ‘L?_O JENy, . em
Hay ademas wuna pregunta para la~existencia y unicided de
este maxima, Suponiendo que todos los precics P.j sean positivos,
el copjunto de restricciones (13,.3.6) v (13.3.7) es compocﬁo b4
por ello garaptizamos la continuidad de u* y nseqguramos la  exis-
tenciao de un mastimo. Lo upicidod es una cuestion complicada, pero
poco importante, lo que interesa es que laos distribuciones obte-

[

. - Ay ) . .
nidas de esto forma X=(X") ieN no seran factibles, En algunos ca-
sos lo seran, este sera el casoe interesante,

XIII.3.3 Qefinicion! Un equilibrio competitivo es un par <FIX>

donde FP={(F ,+,.,Pm) es un vector de precios y X=¢x")ieN es un pa-

quete de mercancias gue satisface

§ x ,z P by
XJ - V\IJ (=hY.,m XJ?O VETRO LY

teN
tal que cada i U;'(Xl): MC\XUL( gu)

su.jetoc a
m . m . ;
- ~
i <L , . o> iz1,..,m
> BE < > AW E20 e
J= js

Fodenmos ver la importancia de un equilibrio! se da un con-
Junto de precios, cada Jjugador intercambia para maximizar su uti-

lidad, sujeto o la restriccion de precios obvin} que el valor del



paquete final que obtiene, no sea mayor que el valor del paquete
inicial en el mercados 8i los precios se han elegido apropiado-
mente i.e si hay precios de equilibrio, este proceso aJjusta cla-
ramente el mercado, FPara ello sera suficiente que toda mercancia
satisfagn 1la demandn de todos los compradores y no mas. 8i, por
el contrario, se escoge el peeor sistema de preciosy entonces se
desbalanceara el mercndo en algun momento, Ello acarreara upa de-~
manda de exceso en el mercado (lo cual originare que el precio
suba), €5 clara la importancia que esto reviste para unn economia
basada en el libre mercado, la pregunto que se sugiere, es Cuando
existe el equilibrio competitivo?: Para responderla, veamos el
siguiente teorema?

XIII.3.4 Teorema! Supongamos que las funciones U son continuas
concavas Yy monotonas no decrecientes en cada
variable, Eptonces existe el equilibrio compe-
titivo,

Demostracion! Supongamos primero que las funciones U son’

estrictomente concavas para un vector de precios arbitrarios

P":(Pl 1P7~ ;...,P‘m)éO o"" Z p' :1_

Consideremos un equilibrio competitivo

- ~
;...,Xm) tnal QUE:

sea X" (Fry=(x, X

Maximise Uk(iup..., Em)



m m .
SuJjeto otz: PJ EJ <3 [:3 ijb
J =t J:I

tal que gJ >0 £ 2M j""""'/"‘

J

donde M es un numero suficientemente grande M>Z W"
; y J
LN

Una hipotesis que debe existir es!

Z %1 =C donde C=(C , Cl,...,Cx) es el paquete de mer-
v
b

cancing existentes,

koo
Por compacidad podemos asegurar gque X existe.

Consideremos A= { E/f P 3 ﬁz P, W: 4 eJ >0 ; fJ < M}

Fara asegurar la compacidad, necesitemos comprobar que sea
carrado y acotado el lugar donde encuentra x* ’
Consideremos los conJuntos!
B={ ¢/ L. & K
C=4¢/f 20t
D=lg/ <M ¥i)
Tenemos! A=Bpncn)d
c= QMNel hiperplano positivo) que es cerrado,
D= La parte positiva de E.j menor que M es cerrado y a-
cotado.,
Congsideremos F una funcion tal que F(£)==Z Pj 3
sen r=(-05,M ) Ferd= D PYCES) fet-o, M,



F™' (r)=B (r es un cerrado) y £ que es una funcion lineal,
es continua, luego el dominio de r ba.o F-les E. como r es cerra-
do vy F es continuo, entonces tambien B es cerrado.

Resta wunicamente comprobar que es acotado (Fara ver que es
compoctq). - L
M e85 una cotay dentro del cuadrado de lado M esta Il
Luego, B={¢/P( ej—'WJ )20} es el conjunto de rectas que como
A=ENCND el cuadrado de lado M cuyos componentes son posi-
tivas pero acotado por M, resulta que A es acotado.

En consecuencia, debe haber una X; que este en Ay dado que
no es vacio, .

A fhora se asegura por conca-

vidad estricta que X" es u-

z

.o .
U (X ) En consecuencia co~-

mo XK}XX estan en A, ocurre

nica. Supongamos que existe
!
[
" una XKk tal que maximiza
L :
u* (xK) vy que tambien hay u-
m XK  tal que maximiza
\ que existe una 0¢AE]  tal
K 4
que  z= AX*+(1-M1X
™M

2 " Por concavidad estricta o-

W\
curreque!U(z):'u(xx“+(l_k)x‘)a XU(X" +H-*)U(X*)

Supongamos que el maximo es T, i.e U(XK)=T y tambien U(X¥X)=T, da-

do que XKj§ XX maximizan. Lueqgo

10



W= AUCXK) + C1-4) U (X0 = MT+(1-0T = T Uz 2Tr
Basta con demostrar que A es convexo para asegurar que ZehH
(dade que Z es combinacion convexa). Como A=BNCNAD Yy cada uno de
es0s con.juntos es convexa, entonces su  interseccion es conve)a
dado que si suponemos lo contrario, caeriamos en una contradic-
cion, Luego ‘-ZeA ; U(Z)ZT es una contradiccion,

Z e AUIXN)I=U(Z) ¥Ze A

.

N
Como U es monotona, podemos asegurar que!

n ;4 n K

de nuestras restricciones tenemos que!l

n .
Shx =3 e
2 AX =2 Pw,
Jll Jo J J

Fara concluir la igualdad, necesitamos que se de la desi-
gualdad contrarin lo cual supone que -X* maximiza la funcion de n-
tilidad. Sabemos que EJ(M )

Supongamos que X es menor que Xi en alquna componente, de-

finamos la siguiente funcion} A .
X; st %)

N

-
-

>
»
PEA

Ryt ag s iz
i7A

Necesitamos que E no sea su-

Wi
3
H ficientemente grande y que
[T X
ot X 0, X <M tenemos!
' 8. Al n .
M ¢ ist jei J )



n .
N . ¢ - L
v ) . 45 w
J?;—“c %R R = PyY

de donde ZDJVY;—ZF‘?X necesariamente “F,j#0

s

\
Consideremos ahora un punto X" tal que

XKw

t
=X excepto en la

R . A
J-esima componente en la cual sea mayor a la de X pero menor que

s

1a de\x/{, es decir

.-
\}

b
-2
-
-
K.
[ 3k

%
! X
X =

k. .
Luego U<x‘)==ucx‘)g dado que

habiamos supuesto que X' ma-

M w' - wimizaba la funcion de uti~
1 g
5{' Xt lidads Consecuentemente
lx's ip X‘L pr'b
' - LR =2 PW,
I i

| .
1 Mas aun, X} =M g1 Pj=0 en el
|

v

M caso (2X2) que J=0 P.ACG)
implica que el vector de precios sera paralelo a uno de los ejes
{aquel cuys componente no sea cerod.
Tenemos que Ej = M
2PESIP W,

J -’ J ! /\‘L ot g
X st J#u
Analogamente como en el caso anterior? X =

J ;(\31-1)(3*@5\ L:J

12



Iy

Necesitamos O £ X} &M wt
. , y
o "
2% 2P W) M= M
. . X
d : ‘
Z PX5+PXJ+895<ZP.“{,' »
’ M
o= p,ﬁﬁz;::’,\»\sf-z p.x; estn condicion se cumple
J J

para todo 8 > 0.
Tomamos X‘ = X excepto en sy componente J--esxmu que aen M-
yor a la de X peroc menpr a la j-esima componente de W', Luego

Ulx )2 Uikt Y o U ) =M

m -
Definicion:U;ﬂ—»]R estrictamente concava v w>{() sea

No es dificil cerciorarse gque A(F) es compacto vy convexo

API=C B,
m / )'(,
Tenemos = B {Xeﬂ- X.<M L:»,z,,..,m}

////
C n" luego entonces B es cerrado
y ncotado, € es un ‘conjunto
que admite solo valores po-
B .
sitivos,
Luego, lo interseccion es un

\\M

////;_
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conJjunto compacto., Para checar que es convexo es suficiente de-
mostrar que es interseccion de conJuntosbﬁonvexoé.

Q?P)= El punto de A(F) donde se maximiza U dentro de A(F).
Consideremos Q como continuo en P 2 0 si W = 0 F(1,0) W = (0,0)
MP):{_;“n,"‘ /X €0 X £ M} S1 Px0. AFY={X e (YT/F X, +F, X, £0;A(F)=
X(PY>0., 8i FCL,0) X{1,0)=(0,M) hay un brincoléunque tambien
ocurre eso para P=(0,1) W=(1,0).

Estamos en condiciones de considerar lo siguiente!?
Proposiciont! §i WD entonces la funcion demanda de exceso es
continua para P20,

Lemostracion! Sea ¥ :=f p;Q/Z p;‘:\}
Paso 1.~ Sea R=(My v ,M) Pe
X(P)eK donde K=Hxe"/x$R }
Paso 2.~ X=X(P®)
3E50 1460 Ipx | p-pleg v | Xp)-Rlze . ¥R
Faso 3.- p"SZ( p') < Drw

pPxep'w. x e A(pO) el conjunto factible,

U(x)> ulx')

Paso 4.~ Sea t zmin(] 'E———r'\.N ) sea X" =t, %
pr-x

tenenos que tr->1 en cualquier caso y como consecuencia
Xr=£ cuando r-2> oo
K
faso S.- Existe un r° tal que U (ﬁ(p“))d le(X“)

Demastracion!
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LI Ky oy .
Sea P= U{x )z"U(x ) >0 hecho que se desprende del paso (3)

50 1% - x [ <f 2 U x) - Ux)<p
Ix - %l<d = |Ux) - UMK |<p

Sea I X,

[X¥(p®) - x'led o | %™ x|<§
éntonces \Uk( x“(p"") ) - Uk( X')l(p
LU (x®) - UK(%)fep
entonces
UACR(p%)) < UM ep = U)o UM (R ) UMD - p < UK
La conclusion del paso § es un absurdo que se desprende de la su-
posicion de gue Q“ es continue en Fo'.
Brover! (Teorem‘n del punto fiJjo) Sea E>O Sen [l"«‘f)(e]R 7 x“<8}
-cualquier funcion continua de dominio I, tiene cuando menos un
punto fiJjo. '

Consideremos ahora

f. (p) =S X}(p) _z W.L sera la demanda de exceso para Cf,
J J

Necesitamos una P para la cual todas las demandas de exceso se a-

nulen, Definamos? D4 ,
gj:max 10'\;.} p'|=-—_i___.9.:'_—.
I 1429,

Kai

No es dificil ver que FJ ; gJ y en consecuencin F.j dependen

continuamente de P.



~

Luego tenemos 3~ th :E;ﬁ_gi =1
t Z 9

esto dado que X pj =1 y por ello pJ >0

o P20 9520

mapeo cantinuo de luo unidad compleja en-si misma que, ademas ten-

por ello, la transformacion T(P)=P’ es un

dra un punto fiJjo PX,
T (FX) = PX,
Probaremos que PX es un vector de precieos de equilibrio.
Para analizar esto, veamos antes que nond?, que P‘.j)'(]. Supon-

(3
gamos que F.j=0 F.A(j). Entonces podra cada i X} =M y entonces

fj(p)' =nM -ZW; >0

_ P, - 4
S0 - p, ===l >0
SJ ’ pj 1 *zg‘

Observemos tumbien que no es posible que toda fJ sea positi-
va, e hecho tenemos!
. i i i :
Zpf; :xp{Ex-zw =5 (spx-sp w)
j i j ) A H i J i ]
si esto se anula, cada unc de los miembros del parentesis ante-
rior se anula, Ademas, como toda P j>0 concluimos que entonces
toda £j=0 o si nlguna £j>0, entonces otra es menor que cero i.e
£<0 entonces g, =0
Supongamos entonces que fJ»0 vy que f <0. Entonces?
i Pr g! p;
O =TT <R
+ng “Z gx

En consecuencia P1>0 para el denominador es mayor que 1. Entonces

" concluimos que
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fJd (PX)=0 %)
Hostraremos que las restricciones que introdujimos pora go-
rantizar la existencia de un moximo no presentan problemn., De he-

cho, podra cualquier .jr sabemos que!

v

Zx(p*) = 2w, B
y como todn XfJ = 0 tenemos para cada i
X, £ ZW'eM
R
Supongemos que el maximo se alcanza i.e el maximo sin la
‘restriccion €J<N donde ocurre en algun punto Z;>M. Entances,
podemos encontrar por concavidad, Que para toda t,r Dty
4 Yo
Ultz +(1-tz)>VU(x")

Pero para valores pequelios de t

UL (1-t) et 20 (1 -t U ()« tUNX 2 U [X0) +(1- 1) K+ E T

Esto puede contradecir la maximalidad de Ut xt
por ello concluimas que el par (PX,X) donde X=(X' (F¥) es un equi-

librio,
Hasta aqui la prueba de cuando U' es estrictamente concava,
Si unicamente es concava, procedemos como sigue!
s 1 2
Sea {J'( x )-_-U‘(x )-EE(M -XJ-) donde EX0 es pequefia,
jxt .
Es facil ver que U' es estrictamente convesa.
Sea X # Y
=t e-b x 4ty) 1
(1 - Loxityr=u c(1-8) X 4ty +£2'[M—(1-t)xj+ty



Consideremos (X+hej).

U'(x+h ¢)> Ul
L Analicemoas 'que ocurre con esos componentes!
Ulx +he;) = U x+he; =€ 2 M -(x+ hd ]’
tenemos que Di(x thejl> UL( X )

Veamos que ocurre cont

6 T M- (x, ohd €5 M - xuS =g M- xa) -2 ( M%) D+ - (M= X J=

= "2&( M Xg)&ih Ehé\u
M- X;>h‘ tSkJ =c$:j 21
. M -Xy.)h>hz lo que se pedia

U(x+hej) > Uix)

de . lo anterior se desprende que U’E es convexa y monotona en un’
conJunto acotado O&XsM.
Este Jjuego tendra un equilibriio competitivo -cuando E->0

Sea X'eA (p5

Lo o
FoD 0 XYr£UY (XS

M Alp) debemos demostrar que hag un

—.(tq--s—); Xk oyl

A
\ 1) X, e A® (Py, ) k=1, 2

. .
) -+ 2) Xk—+X" cuando k —»&

M Co
Sabemos que! UL( Xg) Uk( Xvk)

V(X0 EeZIM - xy )t < U ) -6 (M = xS
8i E-»0 tenemos! Ut( x") 3 U“( )z‘)
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Sea QF;tg(O,i)tules que:Lf(Q;)> U%x'w
ULER(1- 0% ) 2 tU R 401 - DIV » LU H(1- U
NEQ |

P n

Podenos obserQor en este coso que es posible que alguna Pj=0
Esto generalmente, representa un fepomeno de saturacion, conside~-
rando un cierto punto de distribucion de bienes, Este anuncio en
efecto que unn comodidad se substituye y su precio se anula,
Consideremos ahora para redondear ideas el siguiente teorema
XII1.3.5 81 (F*,X) es un equilibrio competitivo, para un Jjueqgo de
mercadoy, entonces el vector de distribucion X esto en el
corazon.
Hemostrocion?
Supongamos que X no es£u en el corazon, por ese hecho exis-
tira unn coalicion SCN que blogquea a X i.e
existirn una X tal que?
1) UK PUCKEDD
2) IXi=2XixX
Nosotros tenemos que
PRX ADPRUE Yy SP* Xi >ERwi
luego PX(S X ~ZWi>0¥
Esta contradiccion se desprende del paso (2) X esta en 2l

COTNZON.



Con las lineas escritas anteriormente gqueda expuesto el pro~
blema que vamos a anbaordar, Necesitomos desarrollar ciertos con~

ceptos, los cuales se abordaran a centinuacion,
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CaAaPITULO 11

EVOLUCION HISTORIA DEL CONCEPTO

DE ESTARILIDAD DEL EQUILIERRIO COMPETITIVO.

*Cuando el mundo esta al reves, nosotros
estamos al derecho, Fero cuando el mun-
do esta al derecho, nosotros estamos al
reves., Bueno, pues, cuando el mundo y
nosotros estamos al derecho, creemos
estar al reves.,'

I'on Juan Matus,



LA ESTARILIDAD DEL EQUILIBRIO COMPETITIVO.

Consideremos un unico mercado (competitive) con una mercan-
cio {(digamos A), Supongamos que la demanda de A lo denotamos por
bD¢AYy Que sern una funcion de su precio Py Y supongamos ademas,
que la~oferto de A la denotamos por S{(A) sera tambien una funcion
de su precio. Un precio de equilibrio p es un precio tal que ocu-
rre DCp)=8Cpl. éCuundn existe o no ese p es el problema de la e-
wistencia del equilibrio?, E€stn existencin se garantiza cuando la
curva de demanda y la curva de oferta se cruzan. 8i se cruzan en
muchos puntos, habra una gran cantidad de precios de equilibrio}
tantos comp intersecciones de las graficas. Bupongamos que el
precio P de una mercancia A, dista de un cierto precio de equili-
brio pe Lo pregunta entonces es que pasae con la troyectoria de F
en el tiempo. €n particuler queremas ver si F converge al p ori-
ginol. Esta es la pregunta de Estobilidod. Fara resulver este

. problema de estabilidad impondremos una suposicion basical Un e~
sceso  de demanda de A eleva su precio Py Yy un exceso de oferta

hace badar su precio.

Matematicamente dp de ecuerdo a cuando D p)-S(p) 2

t 20
Donde dp/dt es la derivada de P respecto del tiempo.

A
o

Aviv

Para focilitar el entendimiento del problema, supongamos que te-
nemos solo un precio de equilibrio p tal que DCp=8Cp, La pregunta

cuando se hace de esta manera, tenemos que se puede resolver tom-
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bien, mediante un analisis diagrematico.

La figura de la izquierda en la figura 3.1 {lustra el caso
de un equilibrio estable y el lado derecho ilustra el caso de un
equilibrio inestable, E! lector podra facilmente checar la direc-

cion en la cual P se mueve, cuanto esta fuera del precio de equi-

, -
librio B, Pt
A
p.4... - - = -
S(p)
, D(p) .
* () »
EQUILIBRIO ESTABLE EQUILIERIO INESTABLE

Para analizar lo que dicen las figuras, en el caso de la fi-~
gura de la izquierda, towmemos un F ps que conducta adopta el mer-

cado baJjo este hecho.

Q4 51 tomamos un F <p vemos que
D(P.) - S(p) la demanda de la mercumﬁa
S(pﬁ) == —i- ps mayor gque su oferta,

Si tomamos un Pz mayeor que 3

D(p;) [~ —'|— I notamos que la tendencia es
S(p») 1°7 A D(p) que S(F,)>D(P, ), luego por
:..w::::““‘l o nuestro  supuesto basico el

P P R P precio de la mercancia tien~

de a bajar y vemos que en ambos casos, la tendencia cuando esta-
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mos tapto-en P como en P es a no alejarse demasiado de p, esto
Justamente se parece (o mejor dicho) al hecho de estabilidad de

la conducta en el mercado,

Q4 Ahora consideremos el caso

S(p) 1

de la figura de 1a derecha?
Analogo al. caso anterior,
D(R) consideremos un ¥ p ¥y veamos
que ocurre,

»
Tomemos primero una F <p

al hacer esto, observamos

©que 8P 3D ) luego, la

R ﬁ e P tendencia de los precios da-
do nuestro supuesto basico, es que el precio disminuira,

Congideremos ahora dna Fi>§, de donde de nuestra grafica ob-
servamos que D(Pz)>S(P1) y esto laplica que ln tendencia de los
precios es o oumentar, por taonto, vemos que en este casp los pre—'
cios no permanecen cerca del preclo de equilibrio tienden a
alejarse de 3.

Para considerar un problema ms general, supondremos que una
economia determinada se describe por n-ecuaciones, las cuales
describen la relacion de equilibrio de la economia.

Sea X=(X1,X2y.4.yXn) las componentes son las variables que
deben ger determinadas para este sistema de n-ecuaciones. La re-
lacion de equilibrio de la economin la describiremos por £fi(X)=0

N\
i=iy,n o CFf(X)=01, EIl valor de X que satisface el sistema ante-
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rior (suponiendo que exista dicha X) se denomina un valor de e-
quilibrio de lo economio, y lo denotamos como Q. El problema es
ahora cuando existiendo el equilibrio se dan la estabilidad.

Entonces debemos analizar la }
conducta de X cuando se des-
;io de Q. Nuestroe interes
particular es de cuando X '
converge a % un eJjemplo de !

up sistema de equilibrio con ’

~esas caracterigticasy, es el

!
X

demanda de esrceso de la i-esima comodidad y Xi denota el precio

sistemn de un mercado compe-

v

titivo donde i denota la

X0 — —

de la i-esima de mercancio.

Otro ejemplo de un sistema de equilibrio, es el clasico sis-
tema de equilibrio macro Keinesiono, el cual tipicamente cohsiste-
de 1la reluaclion que describen} los blencs del mercado, el dinero
del mercado y el trabajo disponible en el mercado.

Supongamos que el valor inicinl de X esta dado en X9, supon=
gamos que X po es un valor de equilibrio lo cual implica que
f(Xo)#O (Suposiciaon analoga, hecha como con la demandn de exceso)
Supongamos que esto genera un cierto proceso de ajustey, del cual
el tiempo de aJjuste de X, que denetamos por X(t) queda descrito
por el siguiente sistemn de ecuacionest

N
FiCX(L),t1=0 i=i,n,
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o simplemente como FLX(t),t] con X(0)=X’
casi siempre este sistema de ecuaciones es generado por un siste-
ma de ecuaciones diferencinles o en (diferencin) que describen el
proceso de ajustes El analisis de estebilidad se refiere a la so-
lucion del sistema de arriba o de cuando un valor X(t) converge
al valor de equiligrio X+ Comunmente, el sistema de ecuaciones

diferenciales que da origen al siastemn dinamico de arriba se des-

cribe como! x({) .
A——M = hy (Rl x(t) )]

En el coso de un equilibrio competitivo se dice que la va-
riacion del i-esimo precio Ax/At y esta en funcion de la deman-
da de exceso de la i-esima mercancia fi (o demonda de exceso paro
“todns las comodidades £). Cunndo ei problema se escribe mediante
ecuaciones diferencicles, uno espera que la teoria de la estabi-
lidad desarrollada en ecuaciones diferencianles pueda ser de algu-
na utilidad (en nuestro estiudio)., Este es el sentido por el cual
se desarrollo la seccion B, en ese capitulo ;eremos el material
basico de ecunciones diferenciacles, discucdion gque sera util en
capitulos posteriores,

Fora concluir esta seccion introductoria, es importante ha-
cer una discucion para distinguir entre la ‘estabilidad Wnlrasia-
na* v la "estabilidad Morshaliona®,

En  la exposicion introductorin del problemn de estnbilidnd

de up equilibrio competitivoy consideraemos el postulado basico en

l1a forma! ﬁ%(f) = hc[ﬂ(p(t )ﬂ LE1,2,00
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donde Pi es el precio de la i-esimna comodidad,  P(t) es un n-vec~
tor del cual el i-esimo componente es FPi vy Pi(t)=i%£1. Como antes
£i(F () des 1a demandn de exceso de la i-esima mercancia y hi es
cualquier funcion fi.ja diferenciable real valuada monotona cre-

ciente, Para el caso de un mercado libre con una mercancia, es-

cribiremos esta ecuacion como! [5= h [D(P) - S(P)]

donde h es una funcion real vnluanda fi.ja de incremento monotona
creciente fija y diferenciable. Necesarlamente h>0 yo que de lo
contrarioc p podrin ger negativa lo cual no es posible,

La ecuacion anterior lo podemos escribir de una monera mos
P

simple camo! P z [D(p) - S(p)] K

donde K>0 (un numero real) se puede interpretar como lo  rapidez
de ajuste del mercado. . Hoy dos premigas impartantes en la formu-
lacion anterior} wuna es gue ningun agente} ni productor ni com-
prador puede alterar ios precios del mercado, ellos simplemente
acataen los precios como dodos, esta es la premiss de un  mercado
competitivos La segundn premisa es que los unicos parametros de
ajuste del mercado son los precios,

En cado momento, cempradores y vendedores, ajustan respecti-
vamente, la cantidod que ellos quieren comprar o vender, basando-
se unicamente en la informacion del precio que tiene 1la mercun;
cia. El aJjuste se supone que se hara instantaneamente, Asi el

precio varia sequn lo describe la ecuacion diferencial de arriba,



Cuando el precio se mueve la cantidad de demanda excesiva wvaria,
y la estabilidad del mercedo se realizae cuendo el precio se mueve
én_formn tal que la demanda de exceso se anula,

En controste con un proceso de aJjuste de precios, lo conti-
dad de mercancias de tipo de ajuste se considera importante. En
la figura 3.2 supongamos que es la cantided dada de la mercancia.
Denotaremos por D(qL) y S(QL) respectivamente el precio que 1los
compradores estan dispuestos a pagar. Y el precio que el vendedor
desea poner a una mercancin determinada que la dinamica de la e-
cuacion de ajuste del mercado puede escribirse como!

q=[D(g)-S(q)] K...(#

donde ? denota la repidez de ajuste del mercado. Esto refleja el
hecho que si I{q)>S{(q) por eJjemplo el vendedor puede incrementar
an gran medida la cantidad ofrecida. 8i el tiempo de recorrido de
..lo solucion de la ecuacion diferencial converge a la cantidad de
equilibrio a, cuando f crece ilimitadamente, ontonces diremos que
el equilibrio es estable, Una estabilided obtenida de este modo y
descrita mediante la ecuacion (X)
la denominaremos estabilidad Marsha
linno._

Con 1la estabilidad ajustando el
precio como se discute anteriormen-

te, se denomina estabilidad Walra-

siana descrita mediante la ecuacion
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Estes dos definiciones de estabilidad aparentemente no coin-
ciden, el mercado puede ser estable UWalrasiano (respectivamente
inestable) pero inestable Marshaliano (reépectivqmente estable).

En la literaturn economica esto se describe comunmente, me-
diante diugromugAcomo los que se muestran en la figura 3.}. _Lue~
9o, la comparacion de estog dos conceptos como se muestra en ésos
diagramasy da pie o una confusion muy seria. Consecuentemente e~
sos dos conceptos son completamente diferentes y no se pueden
comparar con la misma figura,

El origen de esta confusion se puede atribuir probnblemente
a Hicks E{(p)p.62) sobre la discucion entre estos dos conceptos,
el arqumenta que el concepto de estabilidnd Marshaliana es mase

apropiedo en condiciones de monopolio que en el de competencia

perfecta,



Para  dejar mas claro las definiciones tanto de Marshal como

de Walras, P i

pt

D - S
5 ' D
- Q Q
(1) Fi(]o 3.3 (b)

v

Furu deJar maos claro las definiciones tanto de Marshal como
de Walrag

Diremos que un mercado posee estabilidod Marghaliana, si
cuando la cantidad es mayor que el nivel de equilibrio, el precio
de oferta osociado o esta cantidad excede al precio de demanda a-
socindo a dicha cantidad y se cumple lo contrario cuando las can-

tidades son menores,

P4

S(H
P
D(x,}1

Graficamente esto queda expresado
como demuestra en la figura, X+>X
luego S(Xo)>D(X.) y analogamente

S(X <X ) si X <X,

30



Diremos que up mercado es Walrasionamente estable si cuando
el precio es mayor que el precio de equilibrio, la cantidad de-
mandada o este precio es menor que la cantidad ofrecida a este

mismo precio y ocurre lo contrario parao precios menores qgue el

precio de equilibrio.

Se observa de la figurn que sien-
do Fo>p ocurre que I(Fo)<Sx(Po)
y analogamente si P<P

(P IXSH(P ),

Una vez que tenemos un poco mas asequibles 1los conceptos
tanto de estabilidad Marshaliana y la Walrasiana pudemos pasar a
hacer el analisis de la figura 3.3, Ln figura (a) es estable en
el sentido de Walras pero inestable en el sentido de Marshal,
mientras que en la figura (b) vemos que se da la estabilidad de
Marshal pero no lo de Wnlras., El analisis grafico de esta cues-

tion lo podemos hacer de 1a siguiente manera!

Pl p
E 4
A (=
PT 5(x)
D(x.)
S D)

{a)
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Vemos en la figura (a) que es unpa grafica correspondiente a
una inestabilidad en el sentido de Walras, mientras que la figura

(a’) muestra ser estable en el sentido de Marshal.

Pl s

6 .

Xy —
o
oy O

Dip) Sfnl

(Y

(b) ' (b")

Vemos en la figura (b) una grafica que representa una esta-
bilidad en el sentido de Walras, mientras que la (b ) muestra upa
inestabilidad en el sentido de Marshal,

Newman hizo notar (L3] p.p.106-108) que 1ln confusion comun
entre la estabilidad Walrasiana y la Marshalianay radica en el
hecho de diatinguir la teorin del cambio, de la teoria de la pro-
duccion. Las condiciones de la estabilidad Marshaliana estanvde-
signndes explicitamente para la teoria de la produccion, MHientras
que la Walresiana se ajuste mejor a la teoria del cambio conse-
cuentemente, estos dos concepios no se pueden comparar en la ‘mis-~
ma dimension Cbajo la misma opticals Asi, no tiene sentido hacer
1n  comparacion gue la estabilidad Walrasiana implica inestabili-
dad Marshaliana. Agqui hay un error sustantivo dado que se inter-

cambia, la produccion por el cambio (Newman [3] p.,107), Como New-



an  hace notar esta confusion se encuentra frecuentemente en 1la
literatura,

Ahora cabe hacer la siguiente pregunta, éCuul es la diferen-
cia esenciocl entre el problema del cambio vy el problema de la
produccion?, Vemos que una diferencia esencinl es el tiempo en
los dos problemes., El cambio se puede pensar como un problema
temporal, mientras que la produccion se puede considerar como un
problema de corto-plazo.(2) Esto se basa en el reconocimiento de
que los productores toman un periodo significativo de tiempo an-
tes de llegar a sus posiciones optimas, mientras que los ajustes
de los consumidores se pueden hacer mucho mns rapido.

Tomando como eJjemplo un mercado libre para una mervcanciay
digamos ‘*manzanas', Cuando las manzanas se cosechan cen el otoko,
la cantidad que cada productor puede ofrecer en el mercado, se
considerara como fija, consecuentemente la cantidad de manzanas
ofrecidas en el mercado es esa cantided fija. El mercado asi con-
siderado es la razon de camblo de la produccion, £1 proceso de a-
Juste Walrasiano es una excelente forma de explicaer los mecanis-
mos para nlcanzar un precio de equilibrio. Consecuentemente up
precio de equilibrio se determinu, y una vez determinado los pro-
ductores determinan la cantidad a ofrecer para el siquiente afio,
todo basado en el precio de este aRo. Aqui el proceso de aJjuste
de salida Marshaliang es en este caso quiza mas relevante, Obser-
vese en este ejJemplo que la cantidad de monzanas es fijo en el

proceso de ajuste Walrasiano y que @l precio de las manzanat es
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fiJo en el proceso de aJjuste Marshaliano,

En este eljemplo, el desarrollo del mercado es muy similar al
descrito en el modelo de Cobweb (3). En general esto no ocurre.
For ejemplo, el mercado ofrece una mercancia que puede estar
slemprg en funcion del precio si la cantidad total (de mercancia)
es fiJja (hasta que aparezca la produccion del siguiehte periodo).

En cualquier caso, lo que el elJemplo de las manzanas ilustra
es que el proceso de ajuste del precio YWalrasiano no es mas apro-
pindo para periodos temporales, en el cual la produccion no es
completa, mientras el aJjuste Marshaliano es mas apropiado phro
periodos de corto plazo en el cual el ajuste de salida se consi-
dera explicitamente.

Es importante notar que el proceso Marshaliano de ajuste de
salida es contrario a lo que observa Hicks, que es perfectamente
relevante en un mercado competitivo. Los productores, en el mer-
cado de manzanas descrito anteriormente, son competitivos en el
sentido de que ellos toman el precio de las manzapas en el merca-
do comno dados, la discucion usual de que el proceso Marshaliano
es mas apropiado para monopolio, es falso.

Un analisisy clasico y brillantey del analisis diagramatico
del mecanismo de ajuste de Marshal, se encuentra en los manuscri-
tos de Marshall, *La teoria pura del mercado internacional®*, Las
curvas descritas fueron conocldns posteriormente como *curvas de
oferta®. Lo interseccion de dos curvas de oferta, deyerminon la

salida de equilibrio de dos comodidades involucradas, Se supone
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que los consumidores ajustan a su posicion optima instantaneamen-
te vy el proceso de ajuste Walrasiano se lleva a cabo inastantanea-
mente, (La estabilidad en el proceso Walrasiano se supone impli-
citamente). La forma de ajuste para el punto de equilibrio des~
crito anteriormente se refiere unicamente al aJuste de salida(4),

Debemos observar que tonio Marshal como Walras, marcap cla-
ramente que hay esos dos tipos de ajuste y ambos lo usan en su
propio contexto (5).

Tenemos razon si llamamos a la estabilidad del precio en su
proceso de aJjuste, la "Estabilidad Walrasiona®. Y la estabilidad
an el ajuste de salida la *Estabilidad Marshaliana®, Consecuente-
mente esta practica se haro mas comun si no cambiamos esto. Una
diferencia entre estas dos pruebns es quizu que Marshal enfatizo
el periodo corto de mecanicmos de aJjuste de salida y utiliza 1la
tecnica diagramatica pura'su aJjuste en su teoria del cambio bi-
personal  (4). En cambio UWalras [81 en su teovria de produccion
trata el proceso de ajuste de salida como lo que ocurre simulta-
neamente con el proceso de ajuste del precio (7).,

fPodemos prequntar! éCuondo el proceso de ajuste del precio
Walragiano es relevante en la teoria del cambio? Se cree que no.
Oue tanto la demanda como la oferta son funciones del precio, los
precios seran el parametro de aJjuste final, Despues los aJjustes
de temporanridad y el de corto-plazo se completaran y hallaremos
la posicion de equilibrio en el cual D(F)=5(P),

En consecuencin, si abstrnemos el proceso de 'temporaneidad®



y el de ‘*corto-plnzo', supondremas simplemente que tanto la de-
manda como la produccion se ajustan instantaneamente al precio vy
considerarenos al tiempo de circulacion (ajuste) descrito median-
te la formula$

P=KLD(P)-S(F) ]

Dé este modo, , podemos considerar el precio Justamente como
el que describe el meconismo del equilibrio final (Vea Teoria de
1a Produccion de Walras C51) (8),

En el repaso anterior de la teoria de estabilidad, hablamos
de Hicks C13 y Samuelson C41, £1 proceso de ajuste Walrasiano se
uso ampliamente y se le presto poca -atencion al pago en el ajuste
de salida, Esto es muy grave, pero como el precio es la unica va-
riable independiente en un mercado competitivo, seru necesario
enfatizar el proceso de n.juste de los precios (ello como una teo-
‘rio de equilibrio temporal de cambio, o como uno teoria de equi-
librio corto-plazo cuando todos los njustes que incluyen salida
se completan),

En cualquier caso, este capitulo estn dedicado a explorar el
desarrolle reciente en la teoria de o,juste del precio. No unica-~
mente analizaremos la tecnica matematica y los desarrollos con-
ceptuales en el contesxto de la reciente teorias La explicacion
sirve como un hermoso ejemplo de 1la aplicacion de la teoria de
las ecuanciones difereﬁcioles 2 la economina,

Despues del trabajo de Marshal y Walras, se continuaron rea-

lizando esfuerzos por afinar ¥y depurar el concepto de estabili-
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dad. Entre 1los econ&mistos que mas contribuyeron a la ejecucion
de esta labor aparecen Hicks y Samuelson, El trabajo de Hicks fue
una continuacion del traba.jo de Walras la continuacion, logro una
generalizacion a un mercado de n—mercancias del concepto de estn-
bilidad del profesor Walras, La tecnica que utilizo el economista
Hicks fue la de la estatica comparativa,

‘For otro lado, tenemos que el trebojo de- Samuelson trato de
ajustar los conceptos de las ecunciones diferencinles al apalisis
economico, alcanzando con ello una manera de comparacion un tanto
mas dinamica,

fiunque el trabajo de Hicks no abarca muy a fondo el problema
que estamos atacanda, es de importancia para el analisis histori-
coy retomar sus conceptos.

Hicks! Continuando con el trabajo de Walras el economista
HicKks .analiza la medida en que el cambio en el precio de una mer-—
cancin puede afectar el precio en las demas mercancias. {(Cuando
el precio de las demas no varial). Pdra comenzar a manejar su teo-
ria Hicks establece las siguientes definiciones!

Estabilidod imperfectal Esta se dara cuando lo demanda de
exceso para una mercancia cualquiera sera negativa, cuando su
precio este por encima del precio de equilibrio (y loc demandn de
exceso sera positiva cuando el precio este por debnjo del precio
de equilibrio)y, mientras los precios restantes se ajustan para
permanecer equilibrados.

tUna forma de escribir esto matematicamente seria la siguien-



tet
Sea PX un vector de precios de equilibrio,

PX sera imperfectamente estable respecto n

si al definir [ =ip / Zdp) 20}
) 8e tiene que!l D) VP;({O con 8078*27210(13 }<0

L ¥Pe con R<R'= Z(P)>0

Estabilidad Perfecta! (estabilidad en el sentido de HicKks)
81 1la demanda de exceso para cualquier mercancia es negativa
cuando osu precio esta por encima del precio de eqguilibrio {y po-
sitivo cuanda el precio esta por debnjo del precio de equilibrio)
tuando un con.junto de precios puede ajustorse permaneciendo los
demas fiJjos} de manera que los mercados de aquellas mercancias
cuyos precios se ajustan, permanezcan equilibrados.

Una manera de escribir esto matematicamente es!

Definamost M;f{ p [/ Mitl Z(p)20s R= p‘”}

Entonces diremos que PX es perfectamente estable si para to-
da i’ tenemos!

i) ¥ peM; y st pc>Q*=pZa(P)<0

IDY peM; y s Q<p{‘=>Z:(p)70

Un pouto was edelante anolizaremos graficamente el significa-
do de la estﬁbilidod perfecta parn el caso de 2 mercancias,

£l traobajo de Hicks consistio centralmente en apalizar las
condiciones necesarians y suficientes para poder establecer ln es-

tabilidad perfecta,

32



Su analisis es comp siguel
Supongase que en un mercado se producen y consumen ntl mer-
cencias y consideremos las funciones demanda-de exceso.

m . 2
A Z(Xaj-xaj]"z Y., =F(p)
- Jst K=l

donde Xi.Jj! es el consumo de la .j-esimn merc;nciu por el i-esimo
consumidor.
- Xij?  Las existencias iniciales de la j-esima mercencin que posee
el J-esimo consumidor.,
Yik: La cantidad de ln i-esima mercancia que ofrece el praductor
Ko
P=(PiFP}{.vsyF") Vector de precios.
Supondremos ademas que las funcliones de demandn de exceso
son honogeneas de grado cero ise
FLOR=Fi(P) YA i,
Normalizondo P! Po=1, luegn Pi es la cantidad de la mercan-
cia cerao (Ma) gque se {ntercambia por una unidad de la mercancia i
fAsi podemos escribir las funciones demanda de exceso comol
Za=FalX,F ,evsyPn)
Zl=Fo(I.ﬁ vessgPn)d

L
*

Zn==(Fn(I,PI y...'Pn)

Como siempre su P es un vector de precios de equilibrio, en-
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tonces Zj(P)=0 ¥i
Supondremos quet!

1)y~ Se cumple la ley de Walras, que esi

E“:RZ:

© s
Esta ley se cumple. cuando las ecuacilones!

n
: ° ﬁJ
ZPL[X&;'X’LJ'] Z ) ZP Y0

(X34 K=
que se conocen como ecuaciones de balance, son satisfechns como

una igualdad,

En la ecuncion, el (termino
%
S E: P Yi son las ecuaciones de la

K~-esimn empresa que corresponden nal j~esimo consumidor, y supon-
dremos que si las acciones estan totalmente distribuidos en la

sociedad, entonces
ki
ZS‘!:] Kriy 21 3'000710

Entonces tenemos que la ecuacion

Z "Z P[X\J xs)] Z SKJ Z P \’(K:O
0 V=0
ég satisface como unu 1gu01dod.

ZZP Ul ZZSKJ ZP Yux



Trnsponxendo tenemos!

> gf’cfxig ) Z(ani‘?m)'

{s

=0 '
m I n
):[x‘.v 7(\, - Z ZPCY“ =
- ¢ k=t L‘-O
n m o 1
Z [}: Xij= X)) = ch] =0
[ 411

g5
entonces Zpi f.= 0

ZPF+R,F,,

e

* L Rfi=-RA

como hicimos! Po=1

Z RF :"Fo
la funcion de demanda de e-

lo podemos interpretar cono!

esto
queda definida en funcion de las de-

xeeso de la mercancia cero,
mandas de exceso de las mercancias restantes,

Luego podemos considerar las ecunciones siguienteat

92 _Fdp,. .. . o 4Fadd
P\

dp dp
__.-..Z-f.zF;Ng___B..*. +andpn
dp P dp,



donde Fim=dﬁ/d P, 1im=lseuern,

constderando la Ley de Walras tenemos!

si —d-—-& #0 entonces ——ci-z'-;- =()
dp

dp

f ] . :
Anulicemos el caso de dos mercancias para ejemplificar.
En este caso podemos olvidar le mercancia Mo, dado que Po=1.

A
2 MI Annlizaremos lns mercancing (1)
k y ().
Tenemos?

Zy(F)3Z (P

fithora construimos!

—

. 4 - *
Caso en que Z (P)=0 H —( p/Z2(P)=0 o K = F }

En cnso de que Z,(P)=0 entonces M sera unn curva gue pasa
por P'.

Cn caso de que P =P %X tendremos una constante.
21 Asi pues, uniendo ambos casos,
tendremos una combinacion de dos

P* trayectoring y quedna como se ve

en la figura ¥,

1 La estabilidad perfecta; mien~

Caso en que P=F¥

A tras mas vamos aumentando el npu-
. mero de dimensiones, mas compli="

Zl(p)o I t ] /| p

cada va siendo su representacion

p B_—Pz grafica,
P
/ Observacion, en el caso en que
1’ Z =(F)=0 tenenos que varian tan-

Fig.".

o
>



to ﬁ comolz + Y'en el caso en que ﬁ =ﬁ ¥ unicamente varin el

precio de la mercancia ﬁ N

Bien puede ocurrir que nos movamos en la curva o que nos mo-
vamos sobre la recta.

8i nos movemos en la curva, entonces!

Y. en caso que nos movamoe sobre la rectn tenemos!

dg/dR:O cuando dzi/dR:O i=1, 2,440

dondequiera que nos movamos podemos parametrizaer respecto al pa-
rametro F

Asi, #1 vector de precios quedul establecido en funcion de P
como P=TI(P, ),

En esta caso ocurrel Z (P)=F (P)yesesZn(P)=Fn(F).,

Fero dado que P es funcion de F  tenemos!

Zy(F)=FCTT (R D),

'

.

.

Zn{F)=F(TI(P,) ),

Derivando esta ecuacion obtenemos!

.d—__':g_F'..Q.P‘_.‘.' +._d_ElE__pﬂ
dp dp dp dp dp

P
a.
o
Qa
O
o
e
oo
<



Ahora retomemos los casos onteriores! supongamos que Zil(F)=0

i=1l, Luego las ecunciones nos quednn como!

dz . 3F dp,.. ., 9RdR
dp dp dp dpdp
dzl_o

dp -

L]

dZ
d p,

Esto en el caso de dos dimensiones queda como! Si ﬂ >R OX

s
u
o

(Sabemas que [ queda parame-
9] trizado respecto a F i.e

FEICOBE TS EIT N ()

Ie las condiciones de Hicks

tenemos como ﬁ }Pl* =22, (P)<0

wegot 47, OF dp . OF dR
dp op dp a_pdg

Reygresando al caso general, tenemos!

Supongamos que nos movemos sobre la rectaey tenemos!

% =% XysvepPn=Pn% y ﬁ esta varlando,



Entonces!

T mr=ce Po¥yue s PRX)

d Z'zﬁ‘d_B_+ Fo O+, ..+ Fuo
dp,

P d z
Para el caso 1 tenemos d =ﬁ,.2 F” <0 yn que
P,

Zio(Fio)<0
Luego tenemos Fil<o0

Asi, si F* es perfectamente estable en el sentido de Hicks

a>F11<€0, |

Luegoy, nuestro sistema de ecuaciones lo podemos escribir

»

=

(I . . ‘! m

comol d Z

dz dR
T0 F! F;Z . . . m
d 7 F aFl

(‘l’

<0
1"

Q.
N..
o

|

61 o E% d F%
- P ldp)

donde dZ./er’Z::F‘"(dQ/dR\)

o
50

Variande P cuando varin Py de.jando las demas constantes tene-
mois '
. %g_'=5‘+ﬁz.§ﬁ S 0=FtF dp
o
]
1 d R
luego?

dz'_: l:u - u(f’ﬂ) = Ff: F:n" Fn F'u
d p Fa Fa

de las condiciones de Hicks tenemos!



dZ, WFor =F, F, < FL B, 0.

' o o Fy
Pero .justamente £, F, - F. F, = >0
F F,

que era lo que queriamos comprobar,

Ahoroy analicemos el caso para cuatro comodidodes.

Asi pues, supongamos gue varian Py P al mismo tiempo que

mercancios  permanecen

varia P y que los precios de las demas

constantes, luego nuestro sistema queda como?

dz’:FH + Fzzda-'*e ¥ Flsd,.Ei+FN v O 4ok Fone O
dpﬂ p| dp|
R R -
0= F,, ¢ L b F 54 E,. O+, +F n, 0
2 21 3w, 2y —d—'p“ 24
- e d B af 4 r .
0= F, IFndp_:+F35d_.,_..§.p|+F‘aq ot +F n. O

dZn _
d P, =0

Luega, el sistema quedo como!

Este sigstemna lo podemos

—
—

resplver como?l

o
I\
4
=N
i
D.LCL
8N

o
o
il
N

oo

“OkD

[



dz/dp £ F

1 0 £ llonde A es el determi-
: F

1 B ZS nante del sistemal

U

Luego despejando tenemos! -

zx:: ELJé' EI Ez
d
l F;z FJ.?

lle esta ecuacion sabemos que?

dZ ;. fu Fis
ar ’ : ] »o
Fia Fi3
F, Fla fia
Asi pues, para A" F,, Fa Fas es negativeo.
Fa, Faz Fa3

Siguiendo este onalisis utilizando induccion tenemost

Supongamos que para K su determinante sea positivo (analo-
gamente negativo) por demostrar que el determinante de orden
(K+1) sera negntivo (analogamente positivo).

Supongamns que varian F, % ......ﬂ mientras las restantes

permanecen constantes i,e FK+1=PK +1.....Fn=Fnk,

El sistema queda como!
_qu_'.—;ﬁ'fﬁzg_g_-,;.‘,.—kﬁkdpn
dp dp

Q.
V)
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*

O= K +Fdp/dp)+ . . . +F(dp/dp).
Lo podemos resolver cowmo!

.d_._z_.'EzF"'F

%] 39

dp : )
Q FzzeJF;

0 F;i FLS E“
Ay

Supangamos que A es positivo (annlogamente negative)

Para K41 variablesy el sistemo queda como?
%AJ—T. + F(dp/dp)+ - - - +F,(dp/dp)
P

0 =Ez* Es (dQ/dF?)‘f C *F:N(dﬁﬁ/dp‘)

0= f(;;"l)l ' Fl:u)z(de/dpn)"' Lo +F|-m)(n;d9n/dpl)

fue resolviendo nos queda como?

d z
__b: E"- Eb o F“kil)
f= O F‘u Fzz LS Eu“') d
= ,_E—'— NS
A d

0 E,u)z F”u),; :

(k)




az
AK+I sera negativo dado que 25?5 <03 AK>O
1]

(Analogamente si ARKCO ¥y =S— <0 AK+1=AK

dz
dR

Luego en general tenemos que, satisfaciendoo las condiciones

die estabilidad perfecta de Hicks se satisface que los menores de-

ben comportarse sus menores de la siquiente maneral

Fii Fir
Fii Fir

Fii <0 >0 Fri Frr
Fri Frr

FKi FKr

Los menores impares son negativos, los menores pares

positivos,

Fik
Frk
FKk

<0

s0N

Ahora cabe preguntarse! €i los menores alternan se cumplira

la estabilidnd perfecta de Hicks?
Veamos el siguiente eJjemplo!

Tomemos la matriz=!

E 1 0 o
0 € 10
0 0 E 1

-1 1 -1 €

Su menor de orden 2 es E >0,
Su menor de orden 3 es E >0,

Su menor de orden 4 es (E4E +1)+1+1=E +E43>0

Lueqo, no satisface las condiciones de determinante

Hicks. Analicemos su convergencial

de



Tomemos el determinante de orden dos?

E 1| | o] |EA \
- = = (E-X
0 € 0 A 0 E-X (E-1)

\

Buacando sus ralces tenemos!

. Lo 2ENRE-LET ¢
- IZ‘ 2

Haciendo E<0 (dado que el determinante es E no hay proble-

ma), lueqo la solucion sera!l

ZiE

Y tomando limite tenenos

tE
lim @
{—p o

el sistema es estable sin satisfacer las condiciones de

Hicks,

Otro de los continuadores en el estudio de la . estabilidad
del equilibrio es Samuelson, que por cierto apoya sus conjeturas
y su analisis en argumentos que caen mas dentro del terreno de
las matlematicas, Su traba.jo se enfoca mas hacia el terreno de las
ecuaciones diferencinles., Aunque su atencion la centro hacia los
sistemes lineales, tambien analiza algunos problemas que requie-
ren de ecuacion en diferencias, asi como ecuaciones diférenciuleé

no lineales y ecuaciones integrales,
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Un tanto el trabajo de Somuelson, fue una preocupucion por
praporcionar luz, sobre el tema, nunque para lograrlo exige que
su publico lector tenta upa formacion edecuada enp matematicas.

Al ir obteniendo sus resultados, el va mostrando, bajo que
condiciones su trabajo vy el traba.jo de Hicks (considerado un tan-
to, como el maximo expositor de la teorin de sus antecesores)
coinciden vy en que momento (ba.jo que condiciones) comienzan a se-~
pararse, en el sentido de que la estatice comparativa de Hicks se
queda unicamente, en €l museo de la historia sin poder dar solu-
cion 2 un sinnumera de problemns,

Comencemos con nuestra discucion acerca del contenido de Sa-

muelson, Considera la siguiente ecuacion diferenciall
:l%:k;ﬂ (plt), ..., p(t)]
t

Ki es .la rapidez de ajuste del i-esimo mervcado, Ki es es-
trictamente positiva,

Tambien podemos formular el supuesto mediante el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales?

Pi(t+l) ~ Pi(t) = Kifi L[F(E)] di=1l, 2¢vs4syn

(Lo cual podria obtenerse de integrar en el intervalo

(tyt41) respecto o ln variable t

t+1 t+] bt ,
e [ pt dt=\ kfi[p(t)] =plt) =kf(p(t) 1)
¢ dt ¢ t

en pste nuevo sistemn, Ki tombien representa la rapidez de ajuste

del mercado.
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Siempre estableceremos que un vector de precios de equili-
brio (P) es estable si al partir de una posicion inicial P (P =P)
y 0l transcurrir el tiempo P converge hacin P, A este tipo de
puntos de equilibrio, Samuelson los denomina dinamicamente esta-
bles Nos avocaremos al estudio de estabilided glebal y local pero
centrandonos fundamentalmente en la estobilidad de tipo local,

€1 tratamiento que se presenta aqui es mucho mas clara que
la que fue representada por Hicks, dado que cumple con la natura-.
leza del equilibrio general en el analisis de estnbilidad, y per-
mite esclarecer el caracter dinamico del proceso de ajuste alre-
dedor de un vector de precios de equilibrio, N

Fara entrar mas en materia, consideremos una aproximacion
linenl (del desarrollo de las series de potenclas de las ecuncio-

nes fi). Tenemos que fii(P) = 0 Cuando P es un equilibrio. Luego!?

_;f_%z Y kel plt)-B) ez

dondeaajcdﬁéﬁﬂsi lo podemos escribir en notacion vectorial comot

dp. i
ﬁ-k A (p(t)-p)

donde tenemos que A = [AiJ] K! ecs una matriz diagonal con kele—
mentos diagonales Ki y ceros en lo demas., Teniendo escrito asi
nuestro sistemoe de ecuaciones diferenciales, vemos que una condi-
cion necesaria y suficiente para la estabilidad del sistema ey
que 1la parte real de los eigen valores sea negativas (Vea Apendi-
ce Matemntico} Teorema Routh-Hurwicz), Otra observacion que pode-

mos hacer es! si el punto de equilibrio es globalmente estoble en



el sistema de aproximacion lineal, entonces sera localmente esta-
ble en el sistema original (Vea Apendice Matematico, Teorema € 1)
"Despues de tener o disposicion esta herramienta matematica
Samuelson, comienza a2 establecer los lazos que atan 1a economia
de Hicks, cof ld dinamica que el propone.
Lo primero que trata de esclarecer Samuelson es la distancia

que hay entre la teoria de HicKs y la suya., Expone la matrizt

E 1 0 0
Y E 1 0
0 0 £ 1
-1 1 -1 14E

Tiene todos sus menores principales positivos paran E-sufi-
cientemente pequefia (i.e no cumple la condicion de Hicks) y sin
embargo, sus raices tienen partes reales neqgativas, lo cual prue-
ba que incluso la estabilidad perfecto.no asegure la  estabilidad

dinamica.
Posteriormente, considera el siguiente sistemal
~-2F 4 aF -2 4

de donde A =
- + P -1 1

P

[

tuegoy su ecuocion caracteristica es!

-2 4N o | 2-x 0
S R T ) D Y S B B YN

- N +2=0



Como las soluciones del sistema son de la forma te-
SLt riNT Y
| « :
Nemos : el sistema es estable,
Pero no es ni perfecto ni imperfectanente estable,

- £l sigtemal

P =F - P 1 -1
tiene matriz-A =
P =2F 4 P 2 1
fh - 1 queda como!
1 -1 A 0
- +0

2 1 0] A
1=} -1 2 2 . '

o A0 4222204320 luegolu=1} di"
2 1-

las soluciones seran del estilo!

t (Bt 50
im P

t >
Con estos ejemplos, Samielson proporciona elementos para

comenzar a argumentar analogias y diferencias entre el y Hicks,
La primera proposicion que se establece es la siguiente!
Proposicion 1.~ S8i A es simetrica y si Ki=1 para toda i, entonces
la condicion de Hicks es equivalente a la condi-
cion dinamica.
€Se observa claramente que si A es simetrica vy
satisface las condiciones de Hicka, entonces es

definida negatival,



Demostracion?t Esta proposicion queda establecida por el hecho
de que una matriz hermitiana y simetrica es defi-
nida negativa (vease el Apendice Matematico),
fqui proporcionaremns un ejemplo sencillo que es—

tablezcn el asunto,

Supongomos upa matriz asimetrica vy que satisfaga la condi-

cion de Hicks, i.e

a <0 A:

O.u 0.1

>0

d-u a2

como A es aimetrica = CluClu>(1|21
Yoo aued = qu<l

luego escribiendo el polinomio caracteristico! A -)T

ay du 2 0 Q- A ' Q2
- = ‘ = (Q\\-A)(Qtl"x)-aliazl;o
da,y Q1 0 A Qs O 3

2
Por 1la condicion de Hicks tenemost Qn Qg2 >z

'XI" )\ (Qun +017) +C, Ci= On Qzr - a.lz >0

- X (Ou“'o’“) =Ca ) S, Cz= - (Ou-}O'n) >0

M4+ Ca) +C =0

donde +tanto €, como C, 2on positivos, luego las raices tendran



parte real neqativa,

b= S ordoi-kc,
1 5 >

Inego (—-...sz-)es un numero negativo dado que C,>0,

Proposicion II.~ Si A ea definida cuasi-negativa [i.e es de-
finidn negativa, donde A’ = A 1,
Y si.Ki = 1 + entonces la condicion de Hicks es
equivalente a la condicion de Samuelson.

Pruebat Analicemos la siguiente proposiciont
S8i A+ A’ es definida negativa, entonces es

definida negativa. 0 eguivalente!l

St A + A’ es definida negativa, entonces el sis-

tema es globalmente esiable.

dv

d
Demostracion! Sea V = (%)E: fi  la desigunldad —<Q se

dat

cuando f1 = 0 V{luego

dv/dt =3 f(df/dp] (dp/di ):ch\drﬁ

, Efcrlbiendolo en forma vectorial, tenemos
dv/dt=FAFf = f(3(A+ A)) f

la desigualdad se cumple de la hipotesis del teorema.

cump le

Proposicion IIXI.- 8i el proceso es dinamico, ¥ no se toman en

cuenta la rapidez de ajuste Hicks, (entonces se

satisface la condicion de Hicks).

Demostracion! Tomemos en consideracion la ecnacion dinamical

dp(t)/dt =k Al p(t)-p)
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Proposicion IV,-

Demostracion?

Sequn  las condiciones (no tomar en cuenta K)

tenemos ? dp(t)/dt =A( p(t) - 6)

Si el sistemn es estable, entonces A es definida
negativa vy por lo tanto, sus menores pares son
positivas. Y sus menores impares son negativas.
Dada una matriz cuyos coeficientes no diagonales
son todos positivos (Ai} > O ) v sotisface la
condicion de Hicks, entonces satisfoce la condi-
cion de Samuelson.

Queremos ver que niestra matriz A la cual satis-
face que ALi<D vy que AL>0 luego podemos escri-
bir donde \= N:]}( ,Aiil

bit= A +A1150

biJ = AilJ lueqgo una matriz B definida asi. es
positiva.

Luego AI-E=-A,

Si A no es negativa y la matriz de Leontief es
prod., =» , se cumple H-S "‘;’ A=l -*B

-—)"—B es de Leontief -, 5B e productiva .

Sea C= "X B como es productiva =3 IR0 X—~CX>0

(L%(\) X>0 lo cunl es 0. Dy

A . DX:D

Y diy x5 >0 -, dux;,>'z dij ;



Necesitamos que ~A sea I. I, en el sentido de
Haddamar. A cumple Hicks y - %-h es dids ©n ese
sentido (- &-AX}DJ queremos ver gque sus  raices
tienen parte real negativa,
Sea PeC Farte real no positivo:
Consideremos (PI-D).
P ;lﬂ 1D es no singulor.ZFno es valor propio.
1P- ditd>idicl v dodo que di{>0=> -dii<0
y £ <0 luego se deduce la desigualdad y tambien
|- diil X; >l X0 >3 x;1dijl

no es sinqular vy P I—'D en sus eigenvalares y
como L= ~ i—ﬁ=>ﬂ tiene eigenvalores can parte
real negativa,
81 una matriz tiene eigenvalores cuya parte real
sea negativa, entonces la matriz satisface Hicks
y Aiix0 .
Consideremnos una eigenvalor del polinomio ca-
racteristicoy, luego es una raiz del polinomio de
Frouznivs ¢ XI~A) X >0 1a cual tenenos que satis-
face H-8, Luego, sBus menores son positivos pero
cono REA‘<O => Hay un factor negativo alterando
la matriz diagonol Los menores de A alternan
que es la condicion de Hicks, hace falta ver que

los elementos no diagonales son positiveoe, pero



ello se desprende del hecho de tener raices de
Frobenius,
It @i se deducen las siqguientes definiciones!
§gggg;§g1ggl;ggq: Se refiere al efecto positivo de un cambio

en el precio de la mercancia J sobre la demanda de la como-

didad 1 cuando el ingreso real se compensa.

Sustituipilidad burdat Si > 0 para todos los precios
diremos que la comodidad-i es un sustituto burdo de .J parn
el consumidor K con respecto al cambio en el precio de 1la
mercancin Jt (i = §),

Para finalizar con el trebajo de Semuelson, establezcamos y
probemos una serie de afirmmciones,

1.~ 8i > 0 (i = .j) entonces el punto de equilibrio es estable

en el sistema de aproximacion lineal, por tanto sera localmente

estable en el sistema original, ‘

Il.~- El sistema oriqginnl es globalmente estable si todas las mer-

cancias son burdamente sustituibles,

II1.~ Podemos hacer Ki = 1} « fAsi, nuestro sistemn queda
t .
como?t Ei'gi'é)-: F‘ (P({))_

IV,- Considerando nuestro sistema en un equilibrio p = 0
una mercancia puede eleqgirse como numerario. (P, e, Po = 1) CA-
qui aparecen las definiciones de sistema normalizado y no norma-

lizadol,
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No respetaremos el orden establecida y comenzaremos probando

el argumento (IV),

Frueba (IV).~ Tomemos un punto de equilibrio p - t. ff (P)=0 vy
consideremos una mercancia como numerario F.o e,

- (Fa = 1),

Consideremos un caso pnrticu;&r (para dos mercan-
cias)sy Sea X = Y, donde X deﬂotu el numerario,
Supondremas que los individuos tienenp upa funcion
de utilidad continua y estrictamente concava, Esg-
trictamente decreciente en varias variables y 1lao
demostraremos como!

Utx, ) > U L Yt) sl gty

L

Bk -
o . U(x‘l‘_’})> U (X"/ff) st ¥ >X”

Sean X § Y luas cantidades inicianles que posee un
individuo. P denota el precio de Y en terminos de
X+ (El precio de X es igual a 1),
£f ((P)} G(P) Determinan las funciones de demanda de exceso del
individuo para las mercancias X3Y respectivamente.
Consideremos el siguiente teoremat

Teorema! Si se cumplen las condicianes lmpuestas en (1) (diremos

que no hay saturacion), El hecho X > O implica que
Uim fLpYzo

Lim 6(P) = analogamente siy® '

nso*
Pemostracion! Supongamos que el teorema es falso, entonces existe
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una sucesion (F 4y By seeey Pnreved) vy un numero M
tal que lh‘g; Pazo ; g(pn)sm'
luego 6 (Pn) = - Y°de donde UM  [(payup
’ nH®
Definamos las siguientes sucesiones!

™M+ S

M
4 P

Yn= M+
1+Pn

fisi queda satisfecha la restriccion!

Xn=-Fn

§n + Fn Yn = 0.
Ahora si X'> 0O por hip y si Lim Xn=0
NS
X+ Xn > 0,
Si escogemos M de modo que sea positivo, tendremos!
Y+ Yo > ¥Y°> 0,
Y como f3g se definieron para maximizar la utilidad bajo las
restricciones planteadas para n-suficientemente grande, ten-.
dremos?
B U C X+ F (PP 2y Y46 CPnd = U € X+ Xny YO+ Y ),
de (2) y de 1la monotonia tenemos!
(9) U ¢ X°4 £ ¢ Pn), Y48 (Pn ) =U X"+ ¢ CPn Yy Y4 M)
de las degigunldades (8); (9) se sigue que!l
(O U ¢ X"+ £ CFnody Y4 MDY = U ¢ X"+ Xny Y+ Yn o
Fero entonces lns n-tienden a infinito. For la continuidad
de las funciones de utilidad podemos sustituir en 1la ecuacion
(10) log limites de f ( Pn ) Xn} Yn de (3); (4) asi tenemos?

A1 U CXs Y+ Ny = U Xy YA M+ 1)
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lo cual contradice la suposicion de monotonia respecto a la  fun-
cion de ntilidad. Asi asequramos la primera afirmacion intercam-—
biando X3}Y vy reemplazando p por ( ) tenemos de manera analoga
una prueba de la sequnda afirmncion,

Tomando en cqpntu el mercado de n-mercaencias el teorema se

cumple ai todos los individuos tienen utilidad noe-saturada y le

satisface la siguiente condicion?

Z >(oi >0 ZVM'>O

nhora podemos estnblecer!

L . .
Teoremat Sea Z x*" >0 , Z\/“>o Yy supongamos que las

funciones de utilidad de todos los individuunos son monotonas
y contipuas en coda mercancia, Luego‘g (p) es continua. En-
tonces al menos algun punto de equilibrio existe,

Luego F(P)>0 ¥ O .7 0<pep' J(P)<O ¥p-I- P> p
donde P’} P* son dos numeros positivos finitos, el sistema
sera estable (Fodremos tomar una mercancia como numerario?).

Demostracion! La solucion es analogn 2 la del teorema anterior y
en la sequnda parte debe tomarse! g (F) = —%;F(P).

Con esto puede verificarse el argumento (IV) nhora analiza-
remos un teorema que ataca a la vez las afirmaciones primera vy

segundna.,
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Recordemos la definicion de sustituibilidad burda!

Sust. burda Frevalece cuando

Ofs £ ’é—fé;_}:o (r-#‘S ;> €=0,4,..,m S‘_-,Z/"'/m).
S

o vectaorialmente!

(
- - { a§ ! : "> )
% Tp (@i, a5, ... 0s") 20

Ahora estamos en condiciones de establecer el siguiente teo~
rems
N
Teorema 2.~ Suponga F > 0 y la matriz A =”(]rs

que sen no singular. Supongamos tambien que a‘l/dfﬁ 20 e+
(i+e sustituibilidad burda), entonces el punto de equilibrio F es

localmente estable,
ﬂem0$tr;cion2

Analicemos la siguiente afirmacion?
Teorema: Supongamos que las funciones demonda exceso FK (P) son
uni-valuadas continuns y gositivomente homogenens de grado cero,
Ademas supongamps que existen vectores de precio de equilibrio
positivos (F > 0) y que prevalece la sustituibilidad burda.

[Que las funciones sean homogeneas de grado cero significa
que Fe O0PY= FelP) W-)s0  que prevalezca la sustituibili-

dad burda significa que lo siguiente se cumple!

FIPY£0  F(P)=D Pe /B, = max pk/&)

P [0 = 00 (P/py) & Fp(py <05 FlP)>0

1%

Entonces, para P >0

A1) Toda solucion a traves de P° del proceso no normalizado
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(I) confusiones HK continuas que preservan -signo i.e
toda \P‘[(t:po) converge a algun vector de precio de equi-
librio P

A2) La convergencia de ‘VI (ty po) es estrictamente monotona
en 1n norma |l "M definida anteriormente.

¥ LEl proceso normalizedo queda determinado por la ecuacion dife-

d Px FelP) -
—— =0,1,-.,m
rencial d+ H"(‘ ¥ ] k=0/-s Y para P;) 0.
- b;) Toda solucion a traves de P! del proceso normanizado II
con las funciones hy continuas que preservan signo i.e,
)
tode solucion \Vﬂ (t ,P) converge al vector de precio
normalizado unico. P y
i
bz) La convergencia de \'p (t;p°)es estrictamente monotona en
0l definida antes. ’

¥ L )| Hn 1o defininos como: IPIn = Hax | Pel 1%

(K)o Demostracion de (A, ), (A,

Consideremos la ecuaciont Py = i Y h UO)] gzl .m
dt

4 . s (]
p'>0 ;. F(p)#0.
Sea P > 0 un vector de equilibrio y hagamos la siguiente

transformacion de variablest Qi = P*/ﬁ
'S

luego ohtenemos un sistemn de ecuaciones diferenciales
P, Qp = Hel Fel Gofo, BP, .. s @mPm))

o . LAy
. ol: G;(O) OL: P‘/pp

de donde tenemos

6, @)= (£) e[ Fetat, o omPn)],

)

h4

i



Verificaremos que el sistema (1) snatisface la hipotesis del lema
o . o -

(&), Tenemos O >0, P°>0: pso Tamhien GK es conptinua,

Fk; H son continuas, Esto permite que se verifique la condicion

(5) del lema 4. Ahora si RK’ max QK luego tenemos (por definicion

Pr‘/ﬁ: Vk-

de GK) k'

.

B,

v

Sea G{(R)=0 HK preserva signo =» F(F‘);{O y (S¥)=2FK (F)<0
Sen Gp(Q) = (L/PK/IHK CFK’(F)1<0. Dado gue HK’ preserva signo.

Fara probar que Qk'u*';i"@r implicoe GK*"<(Q)>0 es analoga.
Luego el lema 6 es aplicable al sistema (1)

Luego existe Ao 3+ QUI>X, cuando t>® i.e para K

px(t)/p;, —> 4, cuando ¥ ->®
a equivalentemnente
: P((‘-\ — )\oE cuando £ »@

Por homogeneidad (M) Xof es un vector de precio de equili~
brio en consecuencin, es unica,

Luego esa convergencia es por la ofirmacion (C) del lema (6)
es estrictamente monotona en la norma fPly = max(lp"l §k> donde
P es un vector de precios de equilibrio i.e la distancia
de PF(t) a cualquier wvector de precio de equilibrio P dado por

decrece., Y este decrecimiento
es equivalente a que decrezca en por el lemn 6.
(%) Bemostracion de (b ) y (b )
Consideremos la ecuacion diferencial

(1)



o el sistemn!

2)
donde g.j= PJ/PJ. Las afirmaciones del teorema quedan claramente
establecidas 81 pueden establecerse para las F’S del lema (7).,
Todo se verifica facilmente excepto tal vez la condicion (8) to-

mamos ¢

es equivalente al

Po = L esto se deduce de que

8i kK’ es considerada igual o .j$

J* como minimo suscrito se trata de manera nnaloga.
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CAPITULO 111

EL EQUILIERRIO GENERAL EN UN CASO

RE TRES HERCANCIAS Y EN EL CAS0

DE UN NUMERQO ARBITRARIO DE MERCANCIAS,



' Comencemos ahora a ejemplificar la estabilidad del equili-
brio competitivo, Fara ellos analicemos un mercado con tres mer-—
cancins hnciendo unicamente suposiciones basicas para el sistema,

8ea Fi(F) (donde F=(P , %

da de exceso de la i-esima mercancia, como siempre, si P es un

v Ei) que denota la funcion deman-

pgnto de equilibrioy entonces!
Fi(3)=0 i=1,2,3
Hagamos las siguientes suposiciones (economicos)
1) (Estabilidad burda) fiJ(F)>0 YF idj i=1,,2,3,
‘2) (Homogeneidad) Fi(P)i=1,,2,3) son homogeneas positivas de
grado cero iie fi( P)=fi(P)V >0 .
3
3) (Ley de Walras) = P [.(pj=0 ¥ P
4) Pi>0 i=1,2,3.
~
5) Existe ol wenos-un P que es punto de equilibrio,
Bnjo estns supasiciones, probaremos que el punto de equili-
brio que es unico, es globalmente estable,

Normalizando podemos reducir nuestro analisis a un mercado

con dos mercancias (esto se deduce de la Ley de Walras)

3
S eifipy=0 Yo s F20 5 f20 e

=1
1.2 si los dos primeros mercodos estan en equilibrio, entonces el
iercer mercodo tambien estara en equilibrio., Lo tecnice de dia-
grama  de fase nos permite observar la travectoria de P(t, Yy oy

saber si converge o no ol supuesto punto de equilibrioc. Dicha
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tecnica consiste en lo siguiente!

Coda curva bi=K1fi(P)=0 divide al plano en dos regiones, a-
quella en la cual ;i)O y donde éi(ﬂ con i’=1,,2,3. Recordemos que
tambien P5=1. FPor ello, podemos omitir cualquier consideracion de

PS; FB lo cual implica que unicamente veremos el plano tridimen-
sional,

Iibuwjemos primero las curvas fi(F)=0 las cuales aseguramnos
que se abren hacia arriba por el hecho de que tienen derivadas
positivas. Para ver esto, consideremos el vector de precios no

normalizado % ,ﬁ ,g sobre la demanda de la K-esima mercancia

(k21) luego, (tomando A como faoctof proporcional) .

dh_ 5 db de

d) r=a d P, d 2
Pero -%%;5 =0 (For ser XK una constante),
dpr=pr P dFK:OrV,
A d P

Por lo tanto

Z Okr pr:o

r=p
luego como FX0, entonces no todas las AKr(r=0, 1,..sym) seran
positivas., Luego si AKr>0 para K#r (sustituibilidad burda) se si-
gue que AKK<0, Aplicando este argumento a k=1,2 tenemos!

£ =0=A, dp +h,, dF R R
1

V2

&9



luego para ‘L=0="“z.dﬁ+“,1dﬁ

del argumento anterior ﬁu i A son positivas y ﬁ“ ' ﬁrz son ne-

12
Pz A . - .
gativas ambas derivadas son
CI'-'O
-1 positivas., Asi, % es " una
{50 funcion monotona creciente

respecto a ¥ + De este argu-

o1

mento deducimos que de exis-

tir un punto de equilibrio,

~Q entonces serda unico.

* [
finalicemos los signos de F =K, f (P) vy P, =k £ (F),
La siguiente ecuacion se cumple usando el argumento (2)
3
20 pp0 ¥p izigg
it
. $
del arqumento (1) tenemos £i.J»0 (i#)) Pix0 i=1,2,3 paralla e-
cuacion sea cero, es necesario que @ii¢0 ¥P  topemos en cuenta
los valores de P, j '2 para los cuales f, =0 en el plano (F -F, ).
Esto define una curva (como la que se muestra en la figura).
fi, 0 B(P) a la izquierda de f . Y analogamente A, <0 YF «

la dervecha de £, . En consecuenciay fy, ¥OVYF a la izquierda de la

1
curva f, (F)=0 y A, <0 A, <OYF a la derecha de la curva f, (F)=0,

(Posteriormente podemos utilizar los hechos de que f“ <0 o
2, <0 Asi como los de que f, >0f f,, <0,

el argumento 5 tenemos que existe al menos un punto de e-
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quilibrioy, por ello, 1las curvas f (F)=0; Q.(P)=O se intersectan
al menos upa vez, (Verifiquemos que tal interseccion se presenta
s0lp una vez). ‘

Procedamos por contradiccion?

Supongamos que P¥>0 es tal que F(FPX)=0 y tal que Fx=F y ta-
les que F, ¥=F, =1,

Bajo esta suposicion tenemos que las curvas f . ﬁ. se inter-

sectan en los puntos FXIF,

A Luego, en uno de los puntos

ocurre que f (F)=0 intersec-

f.P)=0

ta a la curva £, (P)=0 . hacia
1a  (derecha?), [Supongamos
que ocurre en PX3 como se ob

serva en la figura,

~
Considevemos un F {(gue no es

ta sobre ninguna de las cur-

v

vas),

Supongnmos que 3 es tal que! F,>R'; ﬁ >Ff (Notese, sin em—
bargo, que Fy =F, k=P, =1), Luego, f, (F)=0; , (F)=0. Sacando dife-
rencial respecto a f‘s (P} dfy =9 r:il p} + FaedP dPs=0 ¢ By=L.
comparandose los puntos PK;F '

Cono FS(P*)¢0 1a ecunc}on apterior implica que € (;))0.

Cr, £y, 20 §f, >0} dfy >0 dF, 0. ¢ g f; *0), lo cual implica
df; >0 ¥i=1, 2, 3, Esto contradice la ley de Walras.

Asi queda establecidn la unicidad del punto de equilibrioy
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lueqgoy P¥ no puede ser punto de equilibrio. Esto dimplica que
f,(P) intersecte a FL(P) unicamente en P,

finalicemos el siguiente diagrama donde se aprecia facilmen-
te ln estabilidad ¢global de Pl
1 Consideremos dos posibles
puntos iniciales B, ; P
Consideremos F f >0} rlco
son tales que ﬁ°>0; é:(O.
En otros terminos, F, se in-

crementa cuando P2 decrece.,

Asi, las trayectorias chocan

con la curva £ (F)=0,

(Supongamos que chocan en el
punto A+) Tenemos que en el punto A;ﬁ,=0 y éz<0, asi, la trayec-
toria de los precios entra en la region en la que? f 0y fi<0,
donde tanto F como F, decrecen con el tiempo. Supongamos que las
curvas chocan con la curva f, (F)=0 en el punto K. En dicho punto,
é <0 consecuentemente, la trayectoria de los precios volvera a
entrar en la region donde f, <0} f, <D..Aproximandose asi al punto
de equilibrio ER

Algo analogo sucede cuando partamos del punto PO, comenzara
chocande con el punto A’, en el cunl é =03 é »0, por lo cunl
ascendera; supongamos que hasta el punto B’ en el cual % >0 é =0
luego las travectorins ascenderan hasta llegar a P

En el diagrama se prueba la estabilidad apoyandose en el he~



cho de 1la sustituibilidad burda. La trayectoria del precio
[P'(t), ﬁ.(t)] cne en la region en la que é <0} ;;<O cuando P >E
P>F, v cae en la region F, >0} F, >0 cuando B <F § F < .

I1.- Ahora pasemos a hacer un estudio mas general, buscare-
mos una pruebd de estabilidad globel centrandonos principalmente
en la sustituibilidad burdn para el caso de nmmeréuncius.

Congideremos el siguiente sisteme normalizado de una econo-
min de cambio puro en n-—mercancias?

(1y dPi) Lo TP, P, P )

dt
= X[ Pk, Balt), o Palt) ] - RE Lenaide N

tenemos que las funciones fi estan definidas en el ortante no ne-
gativo de wm" » ¥ supondremos ademas que son continunmente dife-
venciables. Supondremos tambien que todas las rapidex de ao-
Juste seran  identicamente uno. Adoptaremos el hecho de que
P=(F,y P, 1++49Fn) se considera comp wuna funcion del tiehpo i.e
P=F(t). P(t) se supondra que es solucion del sistemn de ecuncio-
nes diferenciales anterior y que satisface 1la condicion inicial
P(OI=P° (al cual supondremos que es positivo) vy para cualquier
so0lucion [ supondremos que existe wuna upica solucion F(t, Py
te(0yec),

Supondremos que para el sistema dinamico anterior existe un
vector de precios de equilibrio I el cunl es positivo, en el cual
la funcion de demanda de exceso toma valores singulares, Yy son

continuamente diferencinles, finalmente, supondremos que las si-
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guientes relaciones se cumplen!

5 P fulp)=0

t=1

1)~ (Ley de UWalras)

. (z x>0
2),~ (Homogeneidad) Xoie) = X\o<(p) AT AL

d xi(@) o0 ¥p LR oz suren

Py

3)e~ (Sustituibilidad burda)

Supondremos que todas las relaciones anteriores se cumplen

para cualquier t 80 y P(1)>0 por lo cual podremos reescribir la

Ley de Unlrns como?

s puy fiLpw) =0
L3 i

y la suposicion de homogeneidad implica que f:(F) es homogenea de

grado cero. Y lueqo podemos escribir la ecuacion de Euler como?

n
2 P g\J =0 1=z,
Jg=
f¢

dbnde ‘;j: a”' en vista de (3) gij>0 L#j Cj=hb-~,h

o
9

Bajo estas consideraciones, podemos escribir el siguiente lemn?

Lema 3.E.1 Suponiendo la Ley de Walras tenemos!?

? n 2
[P = 1P@I Y420 donde NPWIF= 2 P (L),

Demostracion! Tomando la diferencial respecto a t de (I pLL?

tenemos?

d%{ ﬁ P;I(U]'—Z Zn P t) Pilt= 2_; puit) fitp ) =0
=

st
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esto se cumple dada la Ley de Walras, luego tenemos!
IPwl=[Po)=cte.

Ahora consideremos el siguiente!

Lema 3.E,2 La suposicion de homogeneidad y sustituibilidad burda
(2) v (3> implican que el vector de precios de equili-
brio es unico para un (multiplo) escalar positivo.

Demostracion! Hagamos la prueba por contradiccion!

Supongamos entonces que G: P¥ son dos vectores de precio de
equilibrio tales que P*#c:a, para cualquierg >0,
Sean F /P =mi B /xR /p *,...,?J\n/in* . .
~ .

Y escribanos i =F, /P, %, For definicion M & Fi/PI W PizP W

Consecuentemente FX#aP, Para cunlguier 30, $i>}‘Pi* para cual-

quier ipI. Escribamos ?ié}JPi*, en consecuenciag ;iﬁsi para todn

i, la desigualdad estricta se cumple cuando i#I1.

De ln suposicion de estabilidad burda tenenos!

X1(3)>X1(;) y de la suposicion de homogeneidad tenemos fi(P¥)=0.

Lo cual implica que fi(5)=0. Por lo tanto, tenemos il =X1(F)>05§I

pero esto es una contradiccion,

Observaciones! 1) Este lema establece que cunlquier vector de

precios de equilibrio se edpresara en la formo;f% dondex es algun

pumero positivo. Geometricamente, esto quiere decir que hay un
rayo de equilibrio unico {(lo estabilidad se presentna en una unica
direccian) h o Psxvot

I1) Observe que nunca utilizamos la ley de Walras

YII) Del lema 3.E.1 sabemos que P(t) se mueve so-



bre la esfera del radio IPO) |, €n consecuencia, el lema (3,E,2)
implica que si P(t) -> ? (un vector de precios de equilibrio),
entonces S es unico y queda restringido a una esfera,
IV) Al establecer esta prueba se cometio un error
que corregiremos en el apendice (lema C1]) de este cnpitulo., -
Consideremos ahora el siguiente!
lLema J+E.3 Sea 9 un vector de precios de equilibrio y suponga-
mos que se cumple lo Ley de Walras, 1la homogeneidad
y ln sustituibilidad burda,
A or. p=ap WYx>0
Tenemos que? 2z P ftp>o ¥pso  Pzak
Demostracion?! El punto Q\de Ia figura 3.7 representa los stocks
de las dos mercancias §=(X,, X,) para un vector de precios de e-
quilibrio f. Entonces XI(6)=§1; Xz(g)=iz + Sea F un vector de
precios tal que p#xﬁ Ve >0,
Por el lemn 3.,£.2 'F* npo es un vector de precios de
equilibrio. Como upa consecuencia de la Ley de Walras tenemos?

n n -
7. 0xi(0) =) PiXe
=t

iet
en consecuencin un punta CX (F), Xz(P)J psta sobre la linea AH,
los cuales pasan por el pup-—
to X, cuya pendiente esta
dada por F.
Sea CD la linea que pasa

por X y cuyn pendiente esta

A
dada por F. Supongomos que

76



>

A A
P,/q >F, /P, (baJjo la suposicion en que ﬁ /F, <P, /F, el lemo se prue-
bn de manera analoga),

En otras palabras, supondremos que Ch tiene una pendiente ma-
yor que TR

A
Esta suposicion supone que P, /F OF /P,
A - N A
Escribamos f‘=Pz/ﬁ r entonces F, > MR vy F >KF + Lluego n
A

consecuencia de la sustituibilidad burda tenemos! X, (F)>X, (J(F))

Fero la ley de Walras implica que!
HP(P) 41 P, X (B) TP PR A RP K= HPOX (BUO) M Pk, () !
X (B) < % pie).

Usando la suposicion de homogeneidad., tenenos!
X(Phz ¥ HUP) > X 1P )= Xi%alP),
luego el punto X(F)=CX,(F) X,(F)] esta en la recta del punto X en
la figura 3.7, Ahora, dibujemos una linea paralela a CIt que pase
por X(P), En consecuencia, tenemos que!

QX(P)}P.i 1:.F(P)>0 donde f{F)=Lf (F),f, (F)] Q. E, B,
Observaciones! I) E1l lema establece que en cualquier situacion de
desequilibrio, la suma de las demandas de exceso ponderada por
los precios de equilibrio, tambien son positivos. Lueqgo, el axio-
mo debil de preferencias reveladas de Samuelson establece quel

FoARE0=3F An<00 ) JAx=X (F /) =X (F)
este axiomn se cumple para la demanda total de mercados. La Ley
de Walras implica que? P.X(P)=§.P=P.X(€) donde ? es un vector de
precios de equilibrio,

™~
Queremos ver cuando F,AX=0=> P CX(FI-X(P)], A consecuencia
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del axioma debil tenemos que?
N A ~
P AX<O=0>PIX(F)=X(F)I<0  JP.IX=X(P) <O
lo cual se deduce del axiomn de Samuelson.
I1T1) Si se cumple el axioma debil, entonces el
equilibrio es unico P.Qa *0, Lo demostracion aqui se hace por
. A
contradiccion i.e Sup  PT #«p sea i(PX)=0 i,

Por la suposicion tenemos quel

»

n
SL £ (P¥)>0 Y fqui la sustituibilidad burda
=t

no es necesaria,
Observaciones! I1I) Observese que 1la upicidad es una conSecuencid
de 1ln supoasicion restrictiva de la sustituibilidad burda o del
axioma debil de Samuelson.
Para finalizar este capitulo, analicemos el siguiente!
Teorema 3.E.1?! (Arrow, Rlock, Hurwicz) Sea £ un vector de precios
de equilibrio, ba.jo la suposicion de !

1) Ley de Walras

2) Homogeneidad

3) Sustituibilidad burda

El sistema descrito por!

d___——--p"‘(t) = [A-' [ Pn(ul .PZLQ), DR p"“'\:}: X{rP.lU,---/ PnH‘)] - XL
di

Es globalmente estable.

Demostraciont
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A
Consideremos la distancia Euclidiana entre! FP(t) y P, FProba-

remos que esta distancia converge o cero cuendo t->® . Sea D)=

1 L 2 :
fecwr-rf = Z et - P;] del lemn (3.E.1) tenewmos?
(23]
HeLe) = gy, diferenciando D(t) respecto o t tenemos!
ddi)/, - 4 N L . Bey 4P L "-
Var= 2T ZPaw P ) ,zgmu Poy 4B 2

o [a) n’ N ’
2 Zrn-P)-fin = 2 [ Fopoubpy - 5 opekaer] =

L= =t

" Al
- % Pu r“(f’) por la Ley de Walras,
¥,
Luege 9 2W/dE <0 For 3.6.3 FebP Yao0. 4\%
Nty
si paab> dDW/gy =0 c fiwh)a0 Wi 1 v %
Bajo la suposicion de gue P#« B> éblf)/dt <0 g”

ay }Zim P(t)->,T). D(t) siempre sera acotada por cero, luego P()
t3w

esta acotndo por ’r3.
Sea P2y PUPH = WP} = JV(8) > S0

luego F(t) e P= {p/ Be(P) ¥t} ;. P es compacto
dbd

JT es continua en P.—g% alcanza su maximo en P
(Por Heierstrass), )
- 3
Luego a‘i:fl«:o en ¥ o=> 38%0 %.tl’-f-é-f.o

integrando de 0 hasta + tenewmos!

K
St Fr [ 57t o dwy- pio) s - 0 Db -8
0 4 [} °
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FPara t suficientemente grande I(t)<0Y
La norma es no negativa. gy
Dbservacion? I) La suposicin de sustituibilided burda se sustitu-
ye pof el axioma debil de Samuelson.
I1I) Arrouw, BlocK»y Hurwicz -dan una prueba basandose
én la normn maxima Iln-=M51>:;{PLL£) - ﬁi/f,“.i +La prueba ba.jo la norma
maxima no necesorioment; implica la convergencia monotona bajo la

norma Euclidiana,
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APENDICE

CAPITULDO I 11

HLBUNOS PROBLEMAS BASICOS SOBRE FUNCIONES.

DEMANDA DE EXCESO
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*Estas notas abordan los problemas basicos de lﬁs fun-
ciones demanda de excesc que aparecen en el escrito
*Sabre 1la Estabilidad del Equiliberio Competitive II°
escrito por Arrow; Elockj HurwicKz. intento mostrar que
es pasible cbtener los mismos resultados con algunas

modificaciones de los metodos de demostrocion de los

lemas®

Usaremos la misma notacion y las mismas definiciones que u~-
tilizaron Arrowy ERlocky Hurwicz. Frimero echaremos un vistozo a
su lema 1;

Lema 1.~ Si las funciones demanda de exceso son homogeneos

positivas (H) vy satisfacen la forma . diferencial

(8d) de sustituibilided burda, entonces la demanda

de exceso para cualquier mercancia libre es positi~-
vo infinito, se prueba que no todas 1&5 mercancias

son libres i.e si P=0 y para alquaa r20, Pr=0 en~

tonces Fr(F)= +0o

Corolario al lema it Bajo condiciones del Lema 1 si P es un

vector de precios de equilibrioy entonces Pr0}F (F)=0,
£En este lema tantae (H) como (S ) se asumen. Fero en este caso.
F(P) no tiene valor definido si FfO vy algunos de sus componentes

s¢ anulan,



Supongase sin perdida de generalidad P=(P, ; F 400 rPr,0,4,0)
(P >0 i=0y1ye44yr30=r=m), Entonces FrodtP v oo e 0pPryDessyDI<Frit
(2P0 s s s p2Pry 040 v oy M =Frtl(Pay e e,Pr, 040,00,

Por (Sg) y (H) esto es una contradiccion. Por ello F no tie-
ne significado cuando P es un punto acotado de RE™' , el ortante
pbsitivo delxgspncio Euclidiano de dimension miil. Luego esto im-
plica que si P es un vector de preciocs de equilibrio i.e tiene un
valor definido F(F)=0 entonces P>0.

Asi el corolario anterior proporciona mas bien una defini-'
cion ¥ no algo que mostrar., For ello adoptemos la siquiente defi-
nicion.

Definicion! Una funcion demanda de exceso F(P) es un mapeo conti-
nuo de int(IR+"*‘ y-> R™' el cual posee un punto de equili-
brios. i.e existe un punto Foen int4( m+ﬁ*'> tal que F(F)=0,
En consecuencin, F(F) no tiene significado sobre algun punto

!
acotado en IR

uno puade esperar interpretar el Lema 1 del si-

guiente modo! Fr(F) tiene un limite en el infinito cuande P tien-

de a ceroy ningun otro componente de P permanece fijo, Fero ésto
no es cierto siempre como deja ver el siquiente e.jemplo?

Ejemplo 1.~ Sea m=1 y Fo(Fo,F, )=-F (Po.pl)=h(Po,P,)—(1T/4) donde
0<A(Po,P, )< T/2 y entonces (A(Fo,F, ))=P /Po, De aqui se
desprende inmediatamente que F gatisface las condicio-
nes de las funciones de demandna de exceso (§p)3(H), Pe-
ro '~ Fr(PosF )= 4@

Peno

Esto permite que hayn puntos que sirvan fuera .justo donde
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las pruebns de Arrow, Block y Wurwiicz fallan., No usamos para aa-

da la ley de Walras, For ello en la prueba supuesta del Lema 1 A-

parecen errores en la desigualdad (6) (vea Png.87 de C11), Para

t=0 no hay ninguna cosa en la prueba la que se puede requerir que

(6) se cumpla,

Lema 1<wf: Supongamos (H)} (W)} (Sf) se cumplen. Fijando %’S
(i#J) arbitrariamente Fj(Fo,..,,Pm) tienden a infinito
positivo cuando Fj tiende a cero.

Demostracion! Sin perdida de generalidad podemos suponer que J=0,
©scojamnos A tal que  APi»0 para tode i1,

donde de F(F)=0, Entonces

FO(FOr X P yevey N PIOSFOCFOLE voosyPm)=0,
§i Fo<Fo
w
Fo Fo(Foy AP, rvuer MFm)=- Z. APAFitPor A F yuver APMWIC
<- 2; MPIFICPO, A B s ues AFM)
=PoFo(Fo ,AF, peevy X PO,

hnciendo que Fo tienda n cero hacemos que se cumpla el lema.

En‘ 1a pagina 89 de su articulo Arrow Block y Hurwicz esta-
blecen el siguienpte lewal
Lema 4.~ (SX) y (H) implican la unicidad del vector de precio e
equilibrio., di.e (W) si F(F*)=F(F/)=0 entonces Fr=p/ para alguna

A >0,
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Pera esta disposicion no se cumple como se establece, como
se de.ja ver en el siguiente eJemplo!

Ejemplo. 2.~ Sea m=1 A(Fa,p ) se define como en el ejemple 1 ¥y

FalPo.F, }=~F, (Fo,F ),

AFo B - /4 si ¢ Tyo<acro,p 1)
= 0 st Yocaro,r 18T
AP, P )-C ) si 0<AcPo,P, < ¢ )

Se observa cloramente que F satisface la condicion (H).,

Pero la pruebn de que F satisface (8%) falla,

8i F(F)#0 entonces se sigue que o (1)¢ % YxA (PO > (T/4)

o (ii) Eﬁ}fﬂPo,P,)>0. Considetemosles por separado.

(i) Sea P un punto de equilibrio, Entonces 2P, =Fa, )Fo(go
para  alguna A 30 en consecuencia AF /B =1>)FosFo y R /ﬁ >Fo/Fo
Haciendo K*=0}K‘=1 vy

FK’(F)=F, (F)=~(A(Pa,F, ,_,(%r 140,

FK'(P)=F0(F)=ﬁ(Po.ﬂ)—(¥ 120
(1i) Ep este coso existe X 0 tal que )F, /ﬁ <1= A PposFa y la
pruebs es analoga a la anterior,

E1 lector encontrara que los autores gastaron energia  inu-
tilmente en el topico de la paegina 90 en £11. En la linea 4 esta-
blecen correctamente que pe/<Ph Pero esto no se sique de (§8X%)
que'ﬁKP"')}O en consecuencia si FK(P’’//)=0 esto no puede ser una

contradiccion para (S%). £8 claro que el lema es valido si usamas

(Sf) en vez de (5X).

3.



Se puede dar un contraejemplo a la prueba del lema 3.

Ejenplo 3.~ Sea F=(Po,F, JPo<P entonces U=0. Luego XKk =XKK =X
F, (Po,P )20 vy 12X;X =0 lo cual contradice el argumento dado
en la pagina 923 (nueve lineas de abaJjo hacia arriba).

Pero podemos obtener la misma conclusion modificando 1a

Jat -
prueba. Fara K&V X, —X: >0 por (Sf). En consecuencin,

41

v U 's Tt v
FOOOXK -XK Yt Lo et o —xaxy=

' Vi v
= (F'V+1,005'PV‘{'1)(X* -XX )
Y 1a desiqualdad estricta se cumple en la pagina 93 (quince

lineas de abajo hacia arriba),
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CAPI

APENDICE

TULO Iy

MATEMNATICDO

fAgui estan los piedras de cimiento
Sobre este basamento podeis vivifar
Buestras sospechas v hacerlas penetrar
En el terreno de lo cierto
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ALGEBRA LINEAL
En estﬁ parte del apendice matematico enunciaremos. sin de-
mostrars los resultados gue se requieren a lo larqgo del texto v
que estan mas apegndos al temn,
Teorema}- Consideremos BX=C donde bi., O, -
Para todo 1 J. lns siauientes condiciones cén equivalentes!
"(I) Dado C>0.X2 0O
(I1) Dado C2 0. X2 0
(I11) Los menores principales del lado izquierdo de H. son
positivos,
(IV) B es una P-matriz (i.e todos-los menores principales de
B son positives).
Iefinicion,- Una matriz cuadrado A es descomponible si existe una

matriz de permitacion P tal que?

f).ll ﬁll
PV Ap= .
0 "

donde A" v A2 son submatrices cuadrada no  necesariamente del
~mismo orden v 0 denota la submatriz -cero,
La matriz cuadrada A es indescomponible si no es descomponi-
ble.
Teoremal!- Consideremos B¥=C. donde biJé 0 para todo i¢.h
Sea A una 'p-ﬂmltriz indescomponible, entonces. tendremos
X>0:C20
Teoremal~ Consideremos.B'r)= Vv doonde biJg 0.

Fara todo i# .. Las siguientes condiciones son equivalentes.
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1) Dado V>0 P20
II) Dado V20 Pzo
I1I) Los menores principales de la porte superior B’ son po-
sitivos. |
IV) B’ es una P- mutr1~.
Teoremat~ BX=C tiene solucion factible si B’ p=v tiene solu;io;‘
factible,

Definicion!~ La materiz cuadrada A tiene una diagonal dominante en

el sentido original si

,l Z‘Q‘Jl O =L 20

esta def1n1cion se establecio en te;minos de suma de colum-
nas una definicion equivalente.

Fuede establecerse con sumas de renglones vy quedaria expre-
sndo como?

Ia:;‘ Zn |u:,-| - P i=1y 2veson

=l
(#)
Fodemos obtener el siguiente resultado,
Teoremal- Si A tiene‘dioqonol dominantes entonces no sera singu-
lar,
Teorema!- Cada raiz de A esta eny al menos. uno de los circulos
—IZ - OHFQJ J=1lyeeeen Yo 2l menos. uno de los circulos
rz— th‘lﬁpi i=1ly Desesan

Teoremat- §i A tiene diagonal dominante negativa, 1la parte real
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de cada raiz de A, es negativa,

Teorema$ - SeoRindescomponible. Si ldjjlzicq Para todo .j dondey
al menos. upa desigualdad es estricta, enptonces A es no sin-
gqular,

Definicion!- La matriz cuadrada A tiene dingonal dominante en

sentido extendido (0,1 si eniste dix0 i=is 2v...en tal que!

d'l ajil > Zd ’oljl

S2 observa Fucilmente que si A tiene Ity D.s entonces B=DA

tiene d.d vy donde n:-.ld;&j[ '
Teoremai- Si la matriz cuadrada A tiene I'v I (dingonal dominante
en sentido eutendido). entonces. A no es singular,

Teoremat- Si A es indescomponible v existe dix0 i=1,,..+n tal que

> Z d;l aij

estricta, Entonces, A no es sinqular,

para toda .jy al menos. una desigualdad

dj| ajj

Pefinicioni- La matriz cuadrada A tiene diagonal cuasi dominante

sis

I) Cuando A es indescomponible existe di>0 i=1y 2s.¢sen tal

que d; laul Z d IQ‘JI para toda Je.conal menos. unn de-
tn
sigqualdad estricta,

II) Cuondo A es descomponible existe di>0 i=1,,..+n tal que

d}' |dj|'|;>_£d; |d13| para toda .j, al menos, una

desigualdad estricta para J,

Teoremat~ Si A es cunsi diagonal dominante. entonces A no es sin-
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gular. '
Teoremni- Si A es cuasi diagonal dominante negntiva. entonces, la
“parte real de cada raiz de A es negativa,

Tearemat- Sea B una matriz cuadrada con bii>0 para toda i vy bi,jg0
para toda i=j., Entonces, HX=C tiene una unica solucion X O,
donde C 0 sii B es cuasi diagonal dominante.

Teoremal~ Sea B una matriz cuadrada donde biid0 para toda i biJj O
para toda ifJ, Entonces, BX=Cc: x20:cz20 ¢ii B tiene din-
gonal cuasi dominante,

Teoremat- Sen A una matrisz cuadrada positiva entrada o entrada,
Entonces, exicste una raiz no neqoiiva de Ay que la describi-
remos por A¥(A) y su vector caracteristico correspondiente,
que sera semi positivo.

Lemal- Sen B una matriz cuadrada tal que bijz0 ifd, entonces
E™' 2001 sii B es una p-matriz,

Definicioni- Sen A ;tOJ. Definimos HC(A)=ha 1( « I-a)' 2 CO]}_H(A)
es el conjunto de escalares x tal que o I-A satisface el
teorema Hawkin-Simons.

Veamos algunas propiedades de este con.junto H(A),

Lemal- H(A)¥E

Llemat- Si «x&H(A)? peH(A) para todo g2

Definiciont~ Sea M =inf  hx JaeHAI T \KktAI2 0
luegqgo, podemos escribir

Lemat- Xk(A) & H(A)

Lemai- A if€ H(A), B >et entonces Y(e: Y(g)
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Hatrices indescomponibles, '

Teorema! 8Si A2CL0] es 1ndesconnponib1e. entonces NX(AY>0 v si su
vector caracteristico correspondientes es positivo.

Teoremal- S1i A es indescomponible v A B = (0), entonces!
A#(A)?\*(B) - -

Teoremad- Todos los menores principales, excepto el determinante
de AM(A)I-A son positivos.

Teoremal - A’k(ﬁ) es una raiz simple de A,

Teoremal- Sea A> L0). La ecuacion (I-A)X=C tiene una solucion X20
para €320 sii {> ) x(A),

Teoremal~ Sea A2L0J. Entonces H((ﬁl)]ﬂ gii I-A es una p-matriz

CONJUNTOS CONVEXDS,

Consideremos un espacio lineal arbitrarico X v no necesaria-
mente debe ser TR". Aunque puede tomar a TR" si lo desen,
tlefinicion.f Ilmdo X ¢ Y en el espacio X si definimos Z=8X+(1-8)Y

048541 con 86TR, diremos que Z es combinacion con-
vesa de X { Y
El concepto de combinacion convexa podemos representarlo

~graficamente como!

En la figura ocurre que si

Z=0X+(1-9) y 4 = 1, entonces Z=X

% Fero si 8 = 0., entonces 2 =Y,



Definicion,~ Sea SCX siendo X un espocio-lineol. 81 upa combina-
cion convexa arbitraria de cualquier dos puntos de S, tambien es-
ta en 8., entonces diremos que 5§ es convexo. algebraicamente lo
escribiremos como si X } Y¢Sy S es convero, entonces
@X+(1-8)YeS para 0¢HE1,

Ejemplo! Un circulo no es un conjunto convexo dado que si unimos
dos puntos de el, la recta que
las une cae fuera del circulo,
si observamos la figuray vemos

que no esta en el circulo,

Pero ocurre gue. <i en vez de ello tomasemos la region que
“-queda encerrada en el circulo. se ob-
serva qﬁe @sa region Sl Sera conveMa.
dado gue cualesquiera dos puntos, due

estan en ella, al unirse. sucede que

su linea de union queda en la region.
Definicion,~ Dndos m puntos X'y xPeoroX™ en un espacio lineal X

y si definimos X por}

m . .
- [ L P4
X“Z g X' donde 0% & <1

“.‘.l

donde 1=1y 2¢s0eem v Si #i=1, se denomina una combinacion conve-

1=l

23



xa de los m-puntos,

Teorema,- Un conunto S en un espacio lineal X es convexo si Y
s0lo si todo combinacion convesxa de (dos o mas) puntos en § per-
tenece a §.
ii) Cualguier interseé}idh'?inito (o infinita) de con.juntos con-
vexos tambien es convéxn.
La primera parte se desprende de lo anotado previamente, la
sequndn parte puede pensarse de la siguiente manerad Como la
interséccion de los conjuntos convexos esta en cada uno de
ellos, entonces tambien debe ser convexa. dado que si no, el

conjunto que la contiene no seria convexo. ello por la defi-

nicion de con.junto convexo.

Nefinicion! Sea 5 C X donde X es un espacio lineal, Dados m pun-
tos en S8, X'+ X*siive X" v definamos x=2;s:x‘ ’

donde o(:eTR i= 1v 2vieey m y ademas of; 20y di-
remos que es una combinncion lineal no negativa de e-
505 m puntos.
El siguiente teorema es muy usunl!l
Teorema! Sean 8i i=l, 2s...90 conjuntos convexos en un espacio

lineal X. Entonces se cumple lo siguiente!
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m
1) La suma lineal z: ol S; tambien es convexa.

=)
m

2) El producto cartesiano (:) Sl tambien es convexo.
%3] .

Por producto cartesiano de los Si entendemos los condguntos de m-
uplas (X' X2,. .\ 0X™ donde X €S 151y 2evairmy -
Definicion?! Sea KcX donde X es un espacio lineal, K se -denominn
un  cono convexo con vertice en el origen, si
%20 o(eﬂ? vy 1 XE K implica que ¥ X € K,

Tenemos que el semiplano positivo del plano cartesiano sera

N

un cono forsalmente., este co-
* ho se denmminn_fin vy.es el

hiperplana con coordenadas

positivas. es decir, si

m
(X'-....Xm) E.C)- entonces

XL_E_O ‘Vi'—"iv 2eviaam

flefinicion?! Sea KEX donde X es un espacio lineal., K es denominado
cono convexo con vertice en el origen si es un  cono
con vertice en el origen v con la siquiente propiedad
Xo vy € K dimplica X + veK,
es posible definir un cono canvexo con vertice distin-
to del origen, aunque nosotros unicomente utilizamos

conos convexos con vertice en el arigens, Tenemos que



L todo cono convexo @8 un conJjunto convexo v tambien to-
do cono contendra al origen (al menos aqui). Fodemos
observar que la region comprendida entre dos lineas es

un cono convexo.

Podemos establecer un teorema equivalente al anterior,
1) iﬁ Ki es un cono convexo si las Ki son conos convesxos para
(=
todo i.
2) Cualquier interseccion finita o infinita de conos convexos es

tambien un conn convero.

La union de dos conos convexos no necesariamente es un cono

convexo. dado que la combinncion convexa puede salirse de la re-

gion, dado que tambien es conjunto convexo.
Definicion! Dado un con.junto S en un espacio lineal X, la inter-

seccion de todos los conos convexos que contienen a §
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se denomina un cono convexo generado por 8y v lo deno-
taremos por K(S).
Iiebemos observar que K(S) es el menor cono convexo que

contiene a S podemas definir a K(S) como!}

K(s)= Z w X xte sy 4 R 20 i1y 2vaveem

donde m}X‘;d‘ ‘se eligen arbitrariamente,

Si S consta de un numero finito de puntos. entonces K(85) se
2

denomina un cono poliedrico convexo, p. e, en 1R los dos puntos

0y 1) v {1, 0) generan el poliedro K{(S) que es el octante posi-

tivo.
Finalizamos esta retahila de conceptos con los siguientes
teoremas?

Teorema! Sea { une funcion lineal de un espacio lineal X en un
espacio lineal v, Si S es un subcon.junto convexo de X,
entoncesy su iwmagen F(S) sera un subconjunto conveso
de Yo

Teorema! Todo cono poliedrico convexo sera cerrado.

’ v . n -

Teorema! Sea X un conjunto convexo no vaciao en TR, Ssea Xc ¢ Xy

entonces es cierto lo siguiente!

1)~ Existe wun punto a en X tal que d{X,ra) £d(X,X)s para
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todo punto X€X 'y d(Xqs 2)>0,

2),~ Existe un pe’IEn P #0.

Pex2et

parn todo X¢ X

Pl <o v un o tal que

y p.X° <&

n
Teorema,~ Sean Xi Y conjuntos convexos no vacios en /l_R (no nece-

Sen

sariamente cerrados)
n -
) PGTR v pto

para todos x¢ X

tal que XN Y=g, Entonces existe
Pl v oeR  tal que PXso

4 PY<a ¥yeV.

TEOREHMAS DE PUNTOS FIJOS.

f unn funcion continua del intervalo cerrado [—1.1> en

‘el mismo. En la figura tenemos que f corta a la recta diagonal en

un punto y es tal que f(X)o=Xo donde Xo es el punto donde se cor-

tan f ¥y la diagonal.,

[

y=f(x]

1 /
-1
A-continuncion expondremos
-to fijol

P A - —
o

v

78

Topologicamente podemos de-
finir esto como sigue! Un es
pacio topologico X se llama
espacio de punto fijo si to-
da funcion continua de X en
si mismo tiene un punto fi-
Joe en el sentido de que

f(Xo)=Xo para algun Xo€ X.

los principales teoremas del pun-



Teorema del punto fi.jo de Hrawer!- La esfera unitaria
S={ X lxlet} en ®" es un espacio de punto
fijo.
Teorema del punto fijo de Shauder!- Todo subespncio compacto vy
- L£onvexo de un espacio de Banach es un espacio de punto fijo.
Teoremn de Ficard!- 8i £AX,YY v g%} son continuas en un rectangu-
lo cerrado R= 5 XYY/ Gy 5XeQ, b,gYﬁlh } y 51 (Xo,Yo) esta

en el interior de R, entonces la ecuacion diferencial

dy _.
-a"'x‘ "{‘(XvY)

tiene unc unica solucion Y=g(X) la cual pasae a traves de

(Xo.Ya),

ECUACIONES DIFERENCIALES,

En el presente traba.o hemos discutido alrededor del equili-
brio competitivo central 5US conceptos de existencia v de su es-
tabilidad. comenzaremos discutiendo la tecnicn de ecunciones di-
ferenciales para poder cimentar de manera compacta muchos de los
resultados que a lo largo del trabaljo fuimos utilizando, la es-
tructura que le daremos a esta seccion del apendice a grosso-modo
sern! sistemas de ecunciones diferencinles en forma normal con
coeficientes reales, luego abordaremos el caso mas general que es
cuando  los coeficientes son complejos, aungue el sistema debera
sequir siendo normal, Muchos de los teoremas que considero inte-
regsantes los anotaremos sin prueba. dado que su dominio ha sido

ampliamente tratado en una gran variedad de textos. Uno de los
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teoremas que sin duda es de gran interes para nosotros vy que e-

nunciaremos sin prueba sern el tteorema de Liapunov acerca de la

esto;ilgdnd.
Iy Sistémns normales de ecuaciones diferenciales,

Un sistena del estilo %5 = £5Cts X'y X2 vauesX™ i5192y000n
se denominara normal (o canonico) en este sistema vemos que t es
la variable independiente v X', ¥ty oo X" s0n funciones desconoci-
das de esta variable v las £, £',,,..f"son funciones de ntl va-
riables, supondremos que estos funciones son continuas para un
cierto r y ademas supondremos que dichas fi tienen derivadas par-
ciales continuas de la forma

a‘fi(t,x'/xl;-:'lxn) Tiiz10
JYENL e
oX

Las derivadas parciales de esta ecuacion unicamente miden su ra-

: . L
zon de variacion respecto a las X .

. ¢ ¢ . ; .
Diremos que WLI)=X" i=L, 2,.v4vsn es un conjunto de soluciones
. . . . r4t(rz
del sistema normal definidas en cierto intervalo Nz L= al cual
denominaregmos intervaleo de definicion de la solucion, La solucion
como su nombre lo indica, presupone que al sustituirla en el sis-
tema normal, este se satisfara como una identidad,

Y ademas, para cada punto de coordenadas

b, . - YT,
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este debe pertenecer al con.junto M para todos 1los valores de
te(r,n

Annlogamente, que con las ecuaciones algebraicas, una pregunta
que es de vital importancia es! ¢ Cuando v bajo que circunstancias
existiran las solucioneg para un sistema .normal determinado?.,

f diferencia de une ecuacion algebraica, un sistema normal posee
como soluciones. funciones (las algebraicas tienen como solucio-
nes <raices’ valores constantes), que son las X'L y que debemos
determinar de alguna manera, para ello enunciaremos el siguiente

teoremn!

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICINADR PARA SISTEMAS NORMALESS
Consideremos el sistema de ecuaciones normales
X8 s 0 ety X'y XPrueen X0 i1y 2yaseon,
supéngumos que las Pi estan definidas sobre ciertna region r Yy que
son continuas tanto las i como sus derivadas parcicles dentro de
esa region [, En estas condiciones, para cada uno de los puntos
de la forma to, X'o v Xlo yer ey Xno de r v existe una solucion
X' = LPL(\‘.) i=1, 2r000ens

del sistema (1) (el normal) definida sobre cierto intervalo que
contiene al punto t y que satisface

q“(to): X;o i= 1y 2ee0e9n,
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Resulta que si se tienen dos soluciones cualesquiera
: \
x" =¥ )y i=1, 2,000
1Y
X =X (t) i=1, 2rv000D

del migsmo sistema normml vy ademas verifican?

13

o . . )
T A P A CAER S S A
de manera . que cada solucion tiene su propio intervalo de defini-

cion para t» el cual contiene 2 tos dichns soluciones coinciden

en todo punto de su intervalo. donde se ipntersecten los dominios,

Una manera equivalente, pero mas intuitiva de enunciar este
mismo teorema es!
Para cualesquier valor iniciales
toy x' oy X%o..... Xno
existe siempre una solucion dei sistema

| 2 n .
v Xvobovx) i=1, 2'0007"

= fl x
que satisface dichas condiciones inicinles y que esta definida
sohre cierto intervalo que contiene o to, Cuando dos soluciones
tienen identicas condiciones iniciales, cada una con su propio
intervalo de definicion que contenga a to, tales soluciones coin-
ciden en la parte donde se intersecten sus dominios.

lentro de este tipo de ecuaciones diferenciales distinguir
dos tipos, los cuanles son?

“A).— Sistemas autonomos! Un sistema autonomo. como su nombre lo
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indicas es independiente de la variable tiempo, los ejemplos
mas conocidos de sistemns‘outonomos son las leyes de la  fi-
sica. Sabemos de nuestros cursos de bachillerato que la se-
gunda Ley de Newton se cumple en cualquier tiempo i.e no im-
porta cuando llevemos a cobo el experimento, nosoiros sabe-
mos que la formula V= Yy que A= soh regpectivamente
las formulas de la velocidad v de la aceleracion. Hay una a-
celeracion constante que corresponde n la atrnccion de los

cuerpos hacia el centro de la tierra y que se denota por g,

Ley I.~ Todo cuerpo continua en estndo de repogo o de movimiento

Ley

B~

uniforme en una linea recta o mepos gque lo obligue a cambiar
de estado uan fuerza a el impresa,

II.~ El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza mo-

triz impresa vy se efectua en direccion de la linea recta en

que se imprime la fuerza. ’

F=m,a pero A= dJL

dt

F=m gy

—— Y

dt
y #sta ecuncion diferencial se cumple siempre independiente-
mente del dia, la hora y el clima.
Sistemas no Autonomos! Un edemplo de sistemas no autonomos
sera grosso-modo, la competencia de remo. Para establecer u-
na marca, ahi influyen factores como! el vienta, la hora de
ejecuciony el estado de animo, etc..., asi que un record se

establece bajo ciertas circunstancias v dependiendo de las

condiciones de arranque. gue sera la travectoria de los re-
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sultados, .
Unn afirmocion que podemos hacer es la siguiente!
Ecuaciones diferenciales complejas,

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales con coefi-
cientes constantes. se facilitan para obtener antes que las solu-
cioﬁes reales, las soluciones complejas y posteriormente las so-
luciones reoles.éComo es una ecuacion diferencial cowmpleja?
Decimos que una funcion comple.ja F oo < X <Q se puede escri-
bir como la funcion

Foor= Yoo+ Y oo
donde W(X) ¥ %’(X) son funciones reales v decimos que \P (X) - es
la parte real de 1a funcion v que q)(X) es la parte imaginarin de
la funcion, Decimos que F (X) es continua si sus fupciones compo-
nente ( YOO 3 W (X) son ambas continuas, vy F(X) es derivable si
sUS Eompunentes lo sonsy y denotaremos dicha derivada mediante
Foo=Poor § o
Como KP% q} son reales. entonces. las reqlas de derivacion usua-
les se cumplen,

Consideremos a continuacion el siguiente sistema normal de
ecuaciones diferenciales, cuvos valores de definicion son numeros
complejos

Z'j="\.!(tv Z|yzzvooovzn) d=1y 2yaeayn
en ese sistemn, cuales son sus soluciones complejns y es necesa-
rio saber de que manern obtenerlas, para éllo' enupciaremos el

teorema de existencin y unicidad para ecuaciones diferencinles de
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variable comple.ja,’

Sea to, Lo, Zzo...., Zno '
donde las Z; son numeros complejos y to es un numero real arbi-
trario tal que q|<to<q2 v luego existe une solucion

Z;= xt () i=1, 2,.040n
que satisface las condiciones iniciales

X (tod= o J=ly, 250 000n

Dos soluciones cuanlesquiera con identicas condiciones ini-
ciales coinciden sobre la interseccion de los intervalaos de defi-
nicion. Un teorema de existencia y unicidad para funciones de va-
riable compleja ¥ normales, se puede‘escribir un teorema analogo
de la seccion anterior.
Consideremos upa ecuacion de varianble compleda en la si-

guiente forma!

Ao yd #19 =t, 2e0000n
luego podemas escribir?
x| +iﬁ3 = ity X X Y Y M 33<t. X'y oX™ 4¥,2. Yn)
* tambien podemos escribir como!
3 e 1t X Xy Y s YO0 ity 2yeeaen
(x) 93 Y . n . n . .

= 3 e X vaea X'y YyoauaY ' ) j=ly 2y40uwn

asi, el sistema de ecunciones diferencinles complejns

Zis W 4 2 iy 2™
lo podemns escribir como un gistemna normal como se muestra en el
sistema (¥).

.

Muchos sistemns de coeficientes reales pueden ser extendidos
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a una funcion compleja en la que se considera que la parte com-
pleJjn sea cero, annlogamente, aqui dado un sistema complejo arbi-
trario. todo sistema se puede reducir a un sistema normal,
EJjemplo! Dada la ecuacion 2 = C(Z){
consideremos Z= X+iy y A=U+iv un numero complejoy sabemos
que 7 = CQ“ es solucion de la ecuacion, conde C es una cons-
tante, pero comple.ja, Supongqmos que hay otro solucién que
depeiaremes
Supongamos por I = q) () y supondremos que la solucion esta
definida pava todos los valores de ty que satisface las condi-
ciones iniciales Y(o)=Zo
Supongamos que para la solucion ’Z=szt la constante tome
el valor C= re‘"r; 0 v xe luego 1ln solucion se escribira co-
mo Z = r . gt =‘f€ktﬁd
. fnalicemos ahora la parte real y la imaginaria de la ecua-
-cion Z =AZ
KLY = CHHP) (XY A=ptip
las cuales tienen parte real
PPy
y parte imaginaria
HY+P X
Y 2]l sistemn puede sustituirse entonces por!
X = pox-pY
Jmpytex
Las soluciones habiamos dicho que son de la forma

Myio
2= que podemos escribir como
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At Bt io L (pte)
Al _ ranu Prt+ia r@[‘t s g ‘

= re"‘wos( pt +4) + i Sen pt 4ot )
1uego, las gsoluciones seran de la forma
Y= rZ"t Cost pt +«)
(tr= r@”t-_s«an( pt e

Estas son las soluciones real y compleja del sistema 2 = AL

ALGUNAS FROPIEDADES FARA SISTEMAS LINEALES HOMOGENEOS,

Decimos que un sistema es lineal cuando todas las funciones

incognita vy sus derivados aparecen linealmente en la ecuacion di-

ferencial., Podemos escribir un sistema lineal como!

z O;J-'.(t)(xj)K + b((t)'=0 i=zlyseeen
1K

donde X' y.e1 o %" son las funciones incognita.
GijcK(t) son coeficientes dados

bi(t) terminos independientes

£n  caso gue un sistema lineal carezca de terminos indepen-

dientes. diremos que es homogenea y lo escribimos como?

ZO”‘(“ (x)H* =0 i=1, 2,440, 0
ik
para el sistema lineal general y pura el sistema lineal homogeneo

‘tenemos que se cumple!

Propiedad 1.~ Si tenemos que Y = Y3 Ytr= Pt

son dos soluciones del gistemn lineal howmogeneo. entoncest

i=lyeeaen

el sistema
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Vao, Yrre, Y i=t, 2,.004n
tambien sera splucion ﬁel sistema lineal homogeneo.

Propiedad 2.~ Consideremos dos soluciones del sistema lineal ge-
neral

X= X' - X= W st 2o,
luego el sistemn de funciones

y'= Y- Wity i=ty 2000400
es solucion del sistema lineal homogeneo,

Fropiedad 3.~ &i 91= LPi(t) i=1y 2yvv0en e5 solucion del siste-
ma  homogeneo y si X1= \Vit) i= 1yvv0en s solucion del
sisfemo general. entonces. las fugciones

%= Vi Vi iste...en
seran solucion del sistema lineal general,

Propiedad 4.~ Supongamos que los terminos independientes del sis-
tema lineal general son tales que se pueden escribir como!

butr= & Cittr+ pdict),

Consideremos los sistemas lineales generales
I Dogtrxd ) hcictr=0 i=1, 2,.000n
ik

K)o o Za;,-,unx‘n ¥ 3dict)s0 i=1, Z,..4en

donde Ci § di son las componentes de
bict)= et cicty+ @ dict)

Luegos si \P;es solucion del sistemn (X)), entonces las funciones
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‘ . P
X = Yt p\PTt) seran solucion del sistema lineal

general cuvo termino independiente es kﬂ(t).

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN n.
¥Sistemos de ecuaciones diferencioles de orden n.
Una ecuu;ion diferencinl de orden n tiene la formal
Foooy ™ + Fiooy™ 4.0+ Fr-un Y ¢ fooo v= Gexo

daonde Fo(X) $ 0, si 9(X)=0 decimos que el sistema es homogeneo,

Si dividimos la ecuacion por Fo(X) ¥ hacemos Glr.figﬂ Y

forx)
hacemos b(X)= %;12) entonces el sistema tomara el aspectol
o (X -
V T )
o b n-t fa-un Y 4 fax) - g(x
Y+ fotx) Y™ E ) = s
o equivalente
Yn+OOYn’| doa e -f-On-\Y 4+ Qn ‘—'—b()()

‘Para saber como son las soluciones de un sistema de este es-
tilo tendremos los siguientes teoremas!

Teoremn! Consideremos Xo € (o, )=l y sean G5y £, evvss Cn-1
constantes arbitrarias reales, Si Fo. ,....Fn son conti-
nuas asi como 9 () en el intervalo I y si Fo(X)#0 o para
todo X€1I, entoncesy existe una solucion unica Y (X5 de la
ecuacion diferencinl lineal de orden n definida esta en 1 vy
ella satisface

Y(Xo)t€o} Y(C@I=C, yvars Y (Xo)=Cn-1

que esta expresado tambien mediante el siguiente teorema!
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Teoremas Si Y, (X)% Y, (X) son sclﬁciones de upa ecuacion dife-
rencinl homogenen
Y* a0 4 Y™ 4t anY =0
entonces, Y3 = C,s Y, t C,Y, donde C;} C,son constantes arbitrarias
tambien es solucion de la ecuacion diferencial anterior.
\ Este teorema es analogo a uno que establecimos anteriormente
para dar un criterio mas amplio, definamos el siguiente operadort

Consideremos que Y, , Y,,ssss Yn son diferenciables de orden (n-1)

"para todo X €I. El UWronskiano de Y, » Y, reese¥n en I queda defini-

do por
Y Y el Yn -
Y Y vvev Yn
'
WCY, s Yy euvea¥n, X) =
'
Y Y vee YN

que indica obtener el determinante de un sistema de derivados,
Asi podemos enunciar el teorema?
Teorema! Si el wronskiono no es cero para todo X e€l. entonces
Y,» Yzre00 Yn son linealmente independientes en I.

Indo este ultimo teorema, podemos exprecsar el siguiente teo-
rema que conectn el teorema con las soluciones del sistemn que es
lo que nos interesa,

Teorema! Sean fo(X) FI(X) y rl(x) continuas en algun intervnlo

I v suponga que FD(X) # 0 para todo X€I, 8i Y, » Y, s0n so~
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luciones linealmente independientes en I deblo ecuacion ho-

mogenea de seqgundo orden

\3.1‘01‘5'{' (s “j =0 O.:f,o'- Gz:_{ﬁ-

entonces, el wronksiano de Y, « Y, no se anula en I, - -
Una proposicion general de este teorema no se cumple si

Y,reeep Yn son linealmente independientes, no necesariamente el

wronsKiano se anula. Fara ver esto, suponqamos que

Y, (X)'—'X3 H Y, (X)= lxlgson funciones linealmente indepen-
dientes en el intervalo (-2,2) pero W CYr Yyr X2=0,

Para X (-2, 2) ¥y X ¥ 0. ‘

Aunque bajo ciertas restricciones se puede establecer un re-
sultndo equivalente,

Teorema! Si fo(X)' ﬂ(X)....,Fn(X) son continuas en algun inter-
valo I e Fo(X)fO ¥xe 1, entonces Y, » Yyeerss¥Yn son  solu-
éiones linealmente independientes de la ecuacion lineal de
orden n

YR A YT b Gn Y =0 00

-

\=-

[

i =

-y

o .

Si Y,v....Yn satisfacen la ecuacion lineal homogenea aonte-
rior en el intervalo I, v tambien si

W(Y" szooc'Yn)Q‘O psa X € I,
Mediante el siquiente teorema, vemos un hecho relevante para

nuestros sistemas de ecuaciones diferenciales,
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Teoremal- Existen n soluciones linealmente indépendientes del
sisfemn YN roo vyt A Y™ b4 (e Y=0,

Luegoy toda 1la solucion puede escribirse como combinacion
del gistema de soluciones, v lo formmlizamos mediante el siguien-
te! )

Teoremal- Si Y, » Yyr.eesyYn son soluciones linealmente indepen-

dientes del sistema Y™+ QY™ +,,,+ OnY=0 en I, entonces.

cualquier solucion Y del sistema puede escribirse como

n
Y= :E: CiYi Ci son constantes ndecuadas,
L=
Para finalizar, enunciamos el siquiente resultadol
Tearemal!-~ Si YP es cuglquier solucion de la ecuncion diferencial
no homogenea Y™ & G Y™+ QY™ #4444 Qa YEb (X0
y 81 Y, » Yo syevve¥n son soluciones del sistema lineal hono-
geneoy, Y" 4+, Y™ 4,404 OQay=0
Entonces, cunlguier solucion del sistema lineal no homogeneo
se escribe en la forma!
Y=Cy Y, *+0q Y, +v o vdCn¥YndYp=YctYp

Donde €, Czy¢sCn son constantes adecuadas,

SISTEMA NORMAL HOMOGENEO CON COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos el sistema de ecuaciones

. n . .
XL-_- 2 C‘j' X“ i=ly 2oeveen, v (X

j=
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cuvos coeficientes son constuntés.

Para resolver el sistgma. utilizaremos el metodo de Jordan
aplicado a la matriz A=( d; Yo PFara ellos, debewmos considerar dos
casos. For un lados cuando los eigenvalores son todos distintos
en cuyo caso obtendremos la diagonalizacion.de 1n matriz A, E1 o-
tro coso es aquel en el que los eigenvalores del polinomio carac-
teristico se repiten (tienen multiplicidad mavor gque uno)d.

Comenzamos la discusion de los posibles cosos para los ei~
genvalores.

I.- Los eigenvalores de la matriz son todos distintos. E1 sistema
de arriba (X) podemos escribirlo véctorialmente como?

X= a X,

¢ .
donde a=C & ) vy x=(x', x,00x™ oy x=ex', XY
Supongamos que K ec un eigenvector cuve valor propic (o co-
racteristico es A ), ello significa que!
AK=AK
At
tendremos que la funpcion X =k € sera una solucion del siste-
ma i= AX y es solucion dado guel
. At at vt
x=ak€" vy (x T )=axC€
Q*‘ M . .
2k =akC v pera AK=AK(por ser K eigenvector de A),
At .
“luego  X=KZ" es solucion de X=AX.
Parae generalizar esta propuesta, consideremos el siguiente
Teoremnt- Sea i=nx un sistema de ecuaciones diferenciales tales

cque sus valores caracteristicos (eigenvalores) son distintos

ninguno se repite, sea K » KyysovoyRn los vectores propios de
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1o matriz A., Consideremos
Xir= K izhf i1, 2y4000n
en estas condiciones, la funcion
X=C' %, A€ X, 400 4E" X,

donde C' _son constantes, es solucion de la ecuncion X=AX,

Ii,~ Consideremos el sistema X=AX tal que tiene eigenvalores 1

petidos (con multiplicidad mayor gue unaod.
Supongamos que K, .. ¢Kr
Son un conjunto de vectores con valor propio A respecto
la motriz A. de modo que tenemos!
AK, = AK, GAK, = XK, Kyl i 3AKe = LK K

Definamos la siguiente sucesion de funciones

{m-l _trn-‘z
Wineey= 1 Ko+ 70 K, b bR M=, 2,400t
(m-1)! (m-2)!
de donde resultan las funciones vectoriales!
L 4
Xm= Wnit) € w=ly 2yssesrl
que son soluciones del sistema X=AX,
donde ademns se tiene Xm(0)=Km.
For tonto., o todo conjunto de r vectores, corresponde
 sistema de r soluciones,
Fara ver que las funciones vectoriales
IR s
Xm= Win(t) & M=ly 2evevnr
son solucion, hagamos!

. ' Wlll('h)==Wm-1(t) “I":ly 2rvaser

e-

DY

un-



Sy tambien 1_
AW M= AW e E Wre16h)  m=ty 2es000r

Ademas, tenemos XA.(1)=0

Smty= Wty €M+ AWty @M o Win-1tr4) wn.m)e‘ﬁ-

AWt axmer) S

de donde deducimos que en efecto, son soluciones del sistema para

establecer el coso general de las soluciones. consideremas 2l si-

guiente!

Teoremal~ Sea §=AX un  sistema de ecuaciones diferencinles
homogeneo con coeficientes constantes. Existe una base
K, 'Kz eriKn respecto a la mntrié A Fara mavor comodidad,
supondremos que K,+:..,Krl es un conjunto de veclores co-
rrespondiente al eigenvalor Xu sy que Keqt ;...Nr;+ r, o-
tro conjunto correspondiente al valor propio y asi, Lueqo,
a cada uno de estos conjuntos corresponde un conjunto de so-
Iﬁciones de modo que, una solucion del sistema lo podemos
escribir como?l »

Mt Mt

£t
voo»yk!‘( ”(i'__. KI ‘l'ooo“'NP))e Prr ey

X, =K, —

—

a2t -t )lt
Yooy ke, +@707 0 0%e, tr,= (t Ke # houobKr, -n,))@
(fz-111

luego entonces, la formula
x=C' X"+, X"

' 2 " , .
donde C v+ C y:esC son constantes. es una splucion del sis-



L] .
ttema X=AX vy, analogamente, toda solucion de la ecuacion X=AX

debera ser de esa forma,

Aunque estas maneras de obtener la solucion del sistema irhx
son las mas frecuentes, no son las unicas. A continuacion, tene-
mos otrvas tecnicas para obtener soluciones,

II1,- Cambioc de Variable.

Esta tecnica lo que hace es sustituir las variables X' 4. X"

por las variables Y',...,Yny ambas quedan relacionadas me-

diante
. noooL.
¢
Y:: ZbJX" T 1y 2v000en
i

3 .
donde los QSL son coeficientes constantes que forman una ma-
L
triz no sinqular (invertible) B =¢ ty )y asi podemos escribir

el sistem como:l

L

VS b
=t

¢
donde la matriz B =t kﬁ ) se obtiene mediante!

J
Y i=1y Epotorn

B= 5aS"
tenemos que y=SX: VY= SX X=AX,
Luego? ?: S X= 5 AaX= S as™ y =RY ' SA5-|=B

Son laos posibles cansos de solucion para estos sistemas.

FLAND DE FASE DE UN SISTEMA LINEAL HOMOGENEO

Consideremos el sistemn
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' Qix'+ 0, XE :
donde GJ son reales vy constantes

e
¥

=alx'+ a5

e
[}

que vectorialmente podemos escribir como!

a, Gy

[ | ? 1 -1
at aille] Gy +0x « x +¢ X1
!

(X X; 0=
para cuestiones operativas. lo denotaremos como!
. »

X=AX,

"El diagrama de fosecs depende de los coeficientes del sistema
el origen de coordenadas (0.0) es un punto de equilibrio del sig-
tema (%) v este equilibrio sera unico cuando el determinante del
sistemn no se anuln o equivalentemente si sus eigenvalores no se
anilan.

§i los eigenvalores son distintos v no nulos, podemos, por
tanto, escribir la solucion comot
x=c, N, (th'i-clhz@h ,
h', hz son los vectores propios reales linealmente independien-
tes de fH, €, ¥ )2 son eigenvalores reales del polinomio carac-
teristicos Cy? C, son constantes reales,
Escribamos

l 2
? h|+ ? kz luego las soluciones quedaran como?

X
€,= C.eA.t gz:_C,e)tt
donde €' ¢ Ef son las coordenadas en el plano fase Py 1as caor-
denadas del plano no necesariamente son rectangulares, aunque po-

demos hacer u#na transformacion que preserve distancias (a fin)
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hacia un plano P el cunl tenga coordenadas rectangulares

y al hacer una transformacion del plano al plano las ecuacio-
nes parametricas €' Et sufriran alguna modificacion. En el plano
Pi podemos tener una travectoria .cuya ecuacion parametrica
E'=C‘zx't H §’=—c’€m que es una reflexion respecto al eje
de los abscisas,
Y otra parametrizacion quedaria como!
g‘=—c'@M ' $'=c€m
10 cual es una reflexion respecto al eje de las ordenandas.
Las travectorias que se siguen, dependen de los signos de
“los nunmeros X,; Xl ns5i que, analizaremos caso por caso, las posi-
bilidades que pueden presentarse, Previamente, haremos alqunas
observaciones preliminares.

Iladas las ecuaciones parametricas

g - ot g=ce™t

tenemos que si

c =C2=0 y 1a unica travectoria que se obtendrin, serin el

2
punte de equilibrio (0,0), Si C'=0 v C >0y obtendremos puntos del
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estilo (0.C Zktt )y lo cual equivale al semieje positivo de
las ordenadas en F)‘, si €'305 C°=0, obtenemos el semieje negati-
vo -de las abscisasy dado que obtendriamos parejos del estilo
«-C, sz\t »0)y Habiendo hecho estas observaciones, pasemos a
eatalogar los distintos tipos de travectorias que se pueden.tener
L.~ Puntos nodo! Supongamos gue X.;Xz poseen igual signo y que!

| hd <\l agui podemns considerar dos casosy unoy cuando am-
bos numeros son negativos; otro, cuando ambos numeros son positi-
VOS .,
Caso 1).- Ambos numeros son negativos, XA, <0} Xz<0.

. . Mt
Tenemos que E “—'C'@Xk Ezucza ‘

[
Y como M«<0 vy A\<O0 =» €' —— =f ¢ =g

Q.\.t —Q’m
debemos tener presente quel ~A303-Az2»0
cuando t-> @ tenemos 'J”T"‘*O J — —0
z’ b Qh.(’.
\ Mt
ifrt = CZ dado que t<0 y por tanto, las travectorias

tenderan a alejarse del origen de coordenadass obtenemos une gra-

fica como la siguientel g
2

L. <
~
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en cado de que X|>0 y )z >0, tendremos que las soluciones, cuando

v oaght
=0 Q ->0y en cnso que

’ }\\t
tswmson divergentest §' =c'{" ->» ¢
t-> .o 9se alejan de 0 en gentido negativo vy obtendremos 1la gi-

guiente grafica

L 4

-~

sV

II,- Punto sillal Consideremos ahorna el caso en que las tienen

signos opuestos! A, <0}  hx0.
En este caso, g' se acercara al origen por lns nbscisag,

mientras por las orvdenadas, tendera a alejarse, quedando una gra-

fica como la siquientel 1

| \\iij;i:;;;;;;;;;:\;‘
>
h B
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M
II1,~ Foco y centro! Considerando la ecuacion ?‘ =(¢ vy escri-

biendola en coordenadas polares, tenemos!
W (o0
% =pC c=RC
luzgo tendremos! - -
Kt
P “R{ Y=r b+
si H'#U resulta la ecuncion de una espiral logaritmica)

1)~ En el caso que ]4{0. la espiral converge al (0.0)=foco y de-

nominaremos al (0,0) foco estable, Su grafica quedn como!

\ -
£, 1
————

)

2).~ En caso de que M0, el punto se ajena del origen v diremos
el foco =(0.0) es inestable,.

3).~ En caso que }1=0. tendremos travectorias cerradas alrededor
del punto (0,0), en cuvo caso diremos que el origen es un centro

y su grafica la dibujames a continuacion!



=

Centro

Ejemplo! Consideremos una matriz A, uno de cuyos eigenvalores al
menosy Sea Cero.

Dado esto, tenemos varias posibilidades?
a).~ Uno de los eigenvalores es cero!
s.p.+g. Supongamos “A; #0 ¥y que X,_:O‘

podemos escribir las soluciones como!

x=c'h, @ rct n, @"F < Eh 4B

donde E‘W-'C'Z,“t £ -0t .

Como ), =0, entonces 1=C’@ es una constante, For tan-
toy las travectorias seran lineas rectas paralelas al eje de las

abscisas y que convergen o divergen del eje de ordenadas,

1
At
»>- <
;— )
>~ ~
- e Tenemos que las trayectorias
rad ] . l .
€ tenderan a acercarse si <0
7 ; -
< o a alejarse si )\}0
-~ <
-
7 N




Caso <0

+

b)«¢- 8i ambos eigznvalores son cere. tendremos!
i) la solucion general se escribira como
oy h, QM{~PCI hz e)\n‘t - X ZH
donde la solucion tiene como valor inicial nl vector (0.Xo)
luego dada. esza ecuacion. tenemos para A =0 que quedara-
X = Xo @at = Ko
ello implica que todas las rectas paralelas al ele de 1las ordepa-
das son posiciones de equilibric vy por tanto. todo punto del pla-
no, sera una posicion de equilibrio,
ii)e- Siendo N =0, podemnns escribir las soluciones como?
g'vc'dn Pttt g e’ AN
y entonces, f'rC‘ +ett ftﬂll .I.f’ro son posiciones de e~

quilibrio,

PUNTOS DE CQUILIBRIO Y ESTARILIDAD
Definicloni~ Un punta Q €X en el sistems de ecunciones diferen-
cinles i(t)=FEX(t).tJ se denominara punto de equilibrio (estable)
at £FOX,1)=0. A t. (En cnso que el sistemn de ecuaciones sea aunto~
nbmo.'? se denominara punto de equilibrio cuando F(Q)=0).

Con esta definicion, pasamos a analizar cuando un sistemn.de
ecuncionés diferenciales es ectabled para ello, analizaremos el
compartamiento de las soluciones de dichos siztemns,

Tenemos que hay dos conceptos centrales al respecto,
Uno de elloss es la estabilidad local, la cual implica que,

upicamente, colocando nuestras condiciones iniciales suficiente-
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E2 53 QU

mente cerca del punto de e-
quilibrio localmente esta-
ble (notese en la Fig. 1)
Observemos que si estamos

en el intervalo (Xo.X;),
entonces (partiendo con unas
condiciones inicieles en ese
intervalo), 1legaremos a
nuestro punto de equilibrio

A
X

En cambio. en caso que nos movamos en (~® Xo) 0 en (X, @ 3,

A

tendremos que nuestras soluciones no tenderan hacin X, en cuvo

/)

caso diremos que no hay esta~
bilidad o que hay inestabili-
dad en la teoria de lag ecua-
ciones diferenciales., el con-
cepto de inestabilidad resul-
ta» en la mayvoria de los ca-
808, muy util,

El otro concepto dimportante

de estabilidad, s el de esta

bilidad global y el cual consiste en lo siguiente! diremos que ¢

es globalmente estable cuando

(independientemente de la posicion

inicial de la gue se parta) al transcurrir el tiempo, la solucion

s2 acerca al punto de equilibrio en el caso de 'la figura., las so-



luciones tienden todas hacia la recta t=p, independientemente del
punto inicial del cual se parta,

Establezcamos las dos definiciones anteriores de una manera
mas rigurosa.

Definicion! Un punto de equiiibriolQ se denominarn globalmente
estable si ¢(t.Xo)—>Q cuanto t->w sin considerar la posicion i~
nicial (Xo) o analogamente ¥ €>0 3 t"‘l!¢(tlxd"§”<e
¥tste+l v donde Il Yoll<d i $ puede ser tan grande
como se quiera, (Notese que t depende de £ ).
Definicion?! Un punto de equilibrio ? se denominara localmente es-
table si  existe una vecindad cerrndu'BJ- (X) en torno a ? y de
radio (§ ) tal gue si una condicion inicial x,e'35 (i) ello impli-
ca que @(t.Xo) ->% cuando t->@

Mas especificamente. ¥ E>0 dde ;3 teCe %)y I e - 114

= Idtt, %) - Xl<& v"c>to+-‘:—
(Observese que t depende de X,v def ),

En este punto, cabe hacerse una pregunta., Una ecuncion dife-
rencial tiene solo un punto de equilibrio? Pensemos en un siste-
ma mecanico donde sus puntos de equilibrio son varios y suponga-
mos que es como el que apa~-
rece en la figurn, donde
Q,' 92. Q3,.l son los puntos
de equilibrio,

Fodemos sospechar que 1los

3 *
punteos X Xz 5 sy no son

L]




puntos de equilibrio, por ello, es necesario que nos hagamos otra
preguntotiSero local o globalmente estable nuestro sistema?.

Se observa que para cualquier posicion inicial X, el movi-
miento del obJjeto converge hacia algun Qi v luego aparece un nue-
vo concepto de estabilidad donde no esta inyolucvndo solo un pun-
to de equilibrio, sino todo un conjunto de puntos de equilibrio,
diremos en case de hallarpos en una situacion como estay, que el
sistemn es un sistemna cunsiestable (Solo en el caso en due desde
cualquier condicion inicial se converja hacia algun punto de e-
quilibrio, como ocurre en la figura),

Fodemos continuar con las prequnt&s. podemos preguntarnos a-
hora, ZSi un sistemna es cuasi estable, sern globalmente sstable?
Observemos la figura donde la travectoria C es wuna travectoria
cuasi estables Aunque debemos notar que para puntos inicinles X
fuera de las soluciones se nngnn de la travectoria de .equili;
‘ brio. Lueqo, siendo el sis-
tema cuasi establey no nece-
sariamente es globalmente
estable.
funque a la inversa, si es
cierto, No puede deldarse de
notar que, en el caso en que

tenemos cuasi estabilidad vy

el punto de equilibrio no es

unico, entonces, el sistema sera globalmente estable,



Traba.jemos olqunﬁs ejemplos 5oro aclarar ideas!
Ejemplo! Consideremos la ecuacion diferencinl
X(t)==2X(t), tixeR . X(to)=Xo,
Nos preguntnamos si tendra punto de equilibrio.
Las coluciones-gon de la formal

-2 l{'tn) Xo

dit, %)= x € | o

tomando el limite cuanto t->® tenemos
L' XD 70
L-Lm ¢Lt/>(o\: rm "7_6
t >0 Lo 4
¥=0 sera el punto de equilibrio, podemos observar gue en la

formula

Xo

——72372753 Xo puede cer sustituido por un valor

arbitrario. p, elj+. Cv luegos la ecuacion de la solucion se puede

C

Q 21t-to)

y entonces tenemos que nuestro sistema es globalmente estable,

escribir como

e la ecuacion diferencial original Y(t)=~2%X(t) debemos no-
tar que si el coeficiente en vexz de ser nequotivo hubiese sido po-
sitivoy el sistemn hubiera sido inestable (la funcion exponencial
hubiese dispnruéose). For tanto, nos atrevemos a decir que; cuan-
do tengamos unn ecuacion diferencial del estilo Y(t)=aX(t) con
t}XETR; X({to)=Xo, entonces, el sistema sera globalmente estable,
si a<0,

Ejemplo! Considermos la siguiente ecuacion diferencial?l



X(t)=- %; x> .

Tenemos que esta ecuncion corresponde a una parabola cubica, si
suponemos que la condicion inicial es negativa, entonces X(t) se-
ra positiva, dado que Xz(t) sera negativo, luego,—%x (t)>0, lue-
goy los valores se van pegando a Q=0.

Annlogamente, si X'o»0, luego, la condicion inicial es tal,
¥4 que X(t)<0, por tanto, los
valores decrecen vy tienden

A
hacia X=0.

Aqui no resolvimos de manera

>
]
(=)

. explicita la ecuacion dife-

3
3

¥
A
4
A

!

! A
X * X rencinl. vemos que X¥0 es
punto de equilibrios Fara

llegar na esta conclusion,

nos apovamos unicamente en
la grafica, esto. .Justamente, se conoce como la tecnica de dia-
gram: y la utilizamos en el Capitulo IIX,

En economin matematica. son muy usados los sistemnas lineales
de orden nXn, asi pues, extenderemos nuestros conceptos a un tipo
de sistemas de ecuaciones diferenciales mas amplios,

Consideremos el sistema!
X(t)=AX (1) donde A=LAi..jl
. A -
es una matriz nXn, Fara este sistemn, se propone que X=0 es una

solucion del sistema y sera unico si A es unn matriz no singular,

Fodemos escribir la solucion de este sistema comotl




Tebremn! 8i )'((t)':ﬂX(t) es un sistenn de ecuaciones diferenciales,
: At '
con X(0)=X, + entonces, Ji{t,X )= z Xo.

At © K
donde g = Z A¥ ,t.—-
k=0

t

y A% es una matriz nXn. -
Se propone que Q(t, Xp )= MXO es una solucion del sistena
->'((t)=m((t). Entonces, por ser ¢ solucion, debe ocurrir que!

(ﬁ(t , X, 2=A0(t)
Tenemos que ( @MXO) =A, ?Ak

K

Xo >_ ﬁ"% > A"%

3 z °
XoCA® +A'+ A+ A b 0=A A% A A Food)
24 31 2!
3
Yoa 4 A, yeata + A 4L,
2 3!

Fodemos observar que Xo al tener la posibilidond de ser cual-
quier numeros hace que la iqualdad se satisfaga,

Ahora pasemos a analizar cuestiones referentes a estnbilidad

Decimos que un vector A es eigenvalor de una matriz A si

AX= A X, 0= A X-AX=(A- A D)X,

La siguiente afirmacion puede deducirse de la definicion?

Si unn matriz & tiene n-~eigenvalores distintos ’
entonces ediste una matriz no singular F(nXn) tal que FaF ' es una
matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son los eigenvalores
de A

fsi pues, podemos hacer las siguientes observacionas!

81 una matriz A es equivalente a una diagonal Sh;}’lz' Tt )‘Y\}
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Si Xn,xi,...,)n son eigenvalores distintos de A,
81 en el sistema i(t)=AX(t) A es tal que tiene elemeﬁtos
diagonales \|/)1,.. - A distintos que son sus eigenvalores,

entonces, el sistema puede escribirse como!
P, X P 4. P %o - -

donde P es una matriz no-sinqular (nXn) v donde

-

¢t o .. .0
A t
at 0 ¢" . -0
CZ =
. Mot
R 4
L 0 D . J

Obviamente, si Re );<0, el sistema es estable, esto se dedu-
a+ib

ce del hecho de que si  A=atib=» (7}:.-@ = ¢° Q‘Lb. (@;bNOSk’*LS‘"b)
pero (Cosbtisenb) es una funcion acotnda, luego, si Qu @8 conver-
gente, entonces, la funcion total es convergente,
Teorema! Si i(t)=h.X(t) tiene como punto de equilibrio Q=0, el
sistema sera globalmente estables si la parte real de todos 1los
eiéenvulores es negativo,

t.a solucion del sistema es!

$et, Xor= A

81 la matriz A tiene n-eigenvalores distintosy el problema

queda facilmente comprobndu de la afirmacion anterior, En caso de

que algunos eigenvalores se repitan varias veces,
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(0.0
oM :

100":)‘1

An O - 0
0 M- 0

0
0 Lo

Fodemos descomponer en blogues la matriz, luego

[ 0

“W10...

L —2
.-

‘XK .)\Vllo

0. N
M10... g '
d
0. -lk B
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Q(t,xo)?(PZMpA)Xo

o matricialmente

[~ W ot
¢ tey...0
0 :
. {gu
o— "x‘*
EIP LY
(e
. ¥
A
. A
. No ’ Q A )
que puede escribirse como!
~
2 1*0.”0
Z}.t 01!0..0
. [t
0. . .0
140..-0
o tto.- 0
M
C
V&
0 .O‘XJ
L 132
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Asi pues, de 'esta descomposicion se observa qgue si M 25 un
eigenvalor de A+ entonces si X;(D. la solucion del sistema es
globalmente estable.

Si el sistema ec estable, es definido negativa, tLuego, la
parte real de sus eigenvalores es negativa, -

£1 polinomio caracteristico de una matriz triangular supe-
rior lo podemos escribir como?

f(X)r(X"C,)n(X*Cl)ﬁf o .<x~c,‘>r"
donde {; es 1o multiplicidad (i.ec el numero de veces que se repite
el valor propio) del C{.

lLa cuestion entonces. para usequrﬁr la estabilidad de una e-
cuacion diferencial lineal esta muy vinculada con los valores ca-
racteristicos del sistema. Hay un teorema wuy famoso. aunque po-
co difundido que asegura el hecho de cuando los eigenvalores de
una ecuncion’ diferencial tienen parte real negativa,

Teovrema! (Routh-Hurwitz)! Una condicion necesaria v suficiente
. R n n-

para que las raices de la ecuacion (o N + IR +o- 400z

con coeficientes reales,y tengan parte real negativa, es que

la siguiente condicion se cumplal

0| 00 c| OD 0
4,70 ; 0 ;6 0O sp
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estas matrices tienen en su primer columna elementos impares. en

la segunda purops elementos pares y asi van alternando.

Teorema de Hurwitz! La condicion necesaria y suficiente paria que

las partes reales del polinomio con-coeficientes reales
Z"+0,TH‘+T.~+anZ + On

sean negativas es que todos los menores dingonales principales de

la matriz de Hurwitz,

alggp...0
asaia'l
Qs 04050""9

;608 . .o

sean positivas

Observese que en la diagonal principal de la matriz de Hur-~
witz estan los coeficientes del polinomio, tomados en su orden de
numeracion desde A hasta An., Las columnas estap formadas sucesi-
vamente {(alternadng) con indices solo pares o solo impares inclu-
vendo tambien el coeficiente Ao=i, por lo tanto, el elemento
es biu = Qzi-x  los coeficientes que son mayores que n y menores
que 0 se sustituven por cefos.

Los menores diagonales principales de 1a matriz de' Hurwitz

los escribiremos como! ‘ a1 0
a A& 03 0: O
‘ :|OI\ Az_: a3 Oz 37 Js daq aB
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) : glto. . .0
a, |
A . SD? Gaaio. . -0
Ay z| B0 A=l 0050, - 0
a, % 0 & .
G O 0s O« 0. ... G

A0

EJemplos de Hurwitz!

a),~ 7t +a1 + 0 se necesita que (,>0% ;>0
K ' el
x - —HiVo-G N o= "LEVE o, VT
A 2 2 2
X = - L -é\ﬁ-
2 2 7

y esto es que las partes reales sean negativas,
bo- 224002 + 022 +05
a 1]
Requerinos / 03 dzl *0 = 0.4y~ 0,0
d, G>a3 v Q0. - Q0.
Sen O =4} ;=355 ;=7
Asiy el polinomio ZJ+4.Zz+.‘JZ+7 tiene raices cuyas partes reales son

- negativas,

a |
? . ) ] N
Z +a1 +Q; G 0 0 Gz. = 0020 v o >0  O;>0,
Sean 41=2 v QO =é
x, - -ztVa-za g V-0 _2 +i\20
2 2 2

Analogamente X<0,

Unicamente damos unos e.jemplos.
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La demostrucion_de este teoremn es muy complejn, por lo cual
se cita a Gentmacher teoria de watrices, tomo II, Cap. XV,

En caso gue nuestro sistema sea no lineal v autonomo

XKL= (XCE) o

Fara hablar de 1la soluc§on del sistema parn poder establecer
la expresion de Tavlor de f alrededor del valor de equilibrio X.
(2 es tal que P(§)=U>. Uno de los metodos mas usados es dar una
aproximacion lineal que se obtiene al ignorar de 1la expansion en
série de Taylor los terminos que sean de un orden mayor que dos,

Agui debemos ver las restricciones bajo los cuales habiendo
condicion lineal de estabilidad, ello kmplicn que el sistema ori-
ginal (el no lineal) es tambien estable.

Tenemos la siguiente afirmacion! 8Si el sistema de aproxima-
cion lineal es globalmente estoble., entonces es localmente esta-
ble en el sistema original,

Supongamous el sistema i(t)=F(X(t)).

Consideremos para el caso 2X2 lo siguiente!

i(t)=ﬁx donde A es el Jjacobiano del sistema

Ol G .
Y

A:‘ Q. dt ® /
O’L\ 3 axo

un sistema linenl de esta forma si tiene al cero como punto de e-
quilibrio, entonces, es globalmente estable en ese numero. Luego

en el sistema original, dicho sistemn sera localmente estable.
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Sen X el punto de equilibrioc

A
f(X)=0,
’ ~ -
%= 0¥y + Qiz Xz
01\'.7,(\ +Qn ?'l

n

X2
-3 *
donde x‘ X~ b

13

¥z Ou Xy £002 Xz

Y'z.’— a\.l )(. "‘O’LI X1

EJemplost Considgremos el siquiente sistema?l
' X2 (= 1 X4 X2) X
X = (5.6 =YX =(5) %) X,
cuyo punto de equilibrio factible es P =(1,10)
Sus equivalores son
L=-24V3  hp=-2-V3
luvegoy el punto por ser numeros negotivos, es un punto de esroﬁi—
lidad local,
En cambios si se considera al punto inicial P=(3,11) las so-

luciones tenderan o ( o ,0) lueqo dicho punto no sera un equili-

brio.
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Expresaremos a continuacion uno de los teoremas mas impor-
tantes relacionados con el equilibrio conocido como teorema de
Liapunov,

Val .
Definicion.~ Una posicion de equilibrio X de la ecuncion X=f(X)
se dice estable en el sentido de Liapunov si!

fo.~ Existe un numero positivo £ suficientemente pequelio tal

que para |€ -X| <P 1o solucion‘“f)(t.i) de la ecuacion

L]
X=f(X) estn dafinida para todos los valores t,,vy
20+~ Para todo numero positivo £ es posible hallar otro nu-
A N
mero positivog <P.3’. F’oml ?—Xl ~':Z(§ senl“?(t)&) -Xl L8
para todo t>0. Si ademas, existe un numero positivo (f<P

R . A
tal que si | ¥ -X| <« 7 se tengn que {L;m W({l‘?)"\/[:()
(=N

R .
diremos que x es asintoticamente estable
Enunciamos ahora el teorema de Liapunov.

. . 1
Teoreratsi la matriz A= (aj”) es tal que
todos sus valores propios tienen parte

real negativa.
La posicién de cguilibrio % del sistema

X = f{x) es asintoticamene estble o equiva
lentemente

Pafa un o> 0 suficientemente pequefio tal
que |§-%]<86 k

Se cumple que:

-at

IP(e,8) -%x|<rjs-x|e

donde r;a son positivos e inderendientes Je g
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COMENTARTIODS

Comentarios!.— En esta parte quisiera manifestar algunas
observaciones que desde mi caracter de matematico me causo 1la
realizacion del presente trabajo. Como principio de cuentas,
quiero Jéstocnr que muchas de las obras que, respecto al temn a-
borde, enciervran hipotesic que resultan muy atrevidas, en varios
cns0s8, una mizma idea es entendida o interpretada de manera dis-
tinta por varios autores. un compafieros mas compenetrado en el
temn, me diJo que la economia matematica resulta muy inasible,
toda vez quey no siendo economiay no esta al alcance de los espe-
cialistas y, nl nd ser matematico, se-permite ciertas libertades
que escapan del rigor de escta. Asi que, para interpretarla, debe
contarse con unn formacion basta en economia y rigurosn en mate-
maticas. Los autores que intente compenetyar, estan catalogados
como economistns burqueses, sostienen por ello una defensa de sus
creencios y una posicion filosofica respecto al mundo, una de las
hipotesis mas descabelladas con la que me encontre rezal

Supongamos que en nuestra economia, todoe los individuwos po-
seen mayor o menor medida de 'TODAS' las mercancias existentes en
el mercado, estos, dadas mis vivencias particulares en este Mexico
que cuenta con las economins familiares mas contrastantes, résul—
ta de suyo una hipotesis qﬁe ravya en el idealismo, analizar todas
las contradicciones allanadas en el camino requeriria de un  tra-

tado apartey pero como dice el refran? ...para muestra, basta un

boton. ..
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Desde luego, que hubiere sido mucho mas comodo para mi, rea-
lizar un traba.jo que cayera dentro de la disciplina meramente ma-
tematica (algebrn, analisis, calculo, geometrin), aunque despues
de haber realizado el presente trabaojor quedo convencido que es
necesario apliear-la matematicn en algun campo del conocimiento
humano, en particular, 1a economia. HMe permitio captar a fondo
las tecnicas matematicns necesarias vy sopesar sy poder y alcance.
Una labor de esta envergadura es, sin duda alguna, ardua, pero la
cosechn paga con creces el esfuerzo realizado.

fAsi, quedo convencido de las frases! Dominar la teEnico que

es lo que nos permite dominar la naturaleza, dominar 1a aaturale-

za para poder convivir plenamente con nuestros semejantes.
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