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En este trabaJo se pretenden onalizor los temas que circulan 

en torno del concepto de equilibrio economico. 

Su desarrollo historico y conceptual requiere paro su anoli­

sls, una profundizacion minucioso en los pensamientos y propues­

tos teoricas de personalidades tonto del ambito economice como 

del terreno maternatico, 

Desde rni perspectiva, en la actualidad, desarrollar un tro­

baJo de indole historico, es muy necesario para analizar y escla­

recer muchos de los conceptos que se utilizan actualmente en lo 

literatura de la economio matematico y que hocen de las exposi­

ciones un material poco cloro e intrincado. El traboJo que desa­

rrollaremos aqui <en este libro>, toca algunos aspecto• histori­

cos que son los ~as reelevontes en lo evolucion del tema (Walras 1 

Harshollr HicKs 1 SomuelsonJ, aunque no ahonda mucho en la discu­

cion de la evolucion de los modelos propuestos en un inicio y de 

su evolucion. Nosotros trabaJaremo$ con los conceptos ya depura­

dos de los economistos mas destacados de codo periodo, 

Asi, analizaremos primeramente la propo9icion de Wolros, 

quien, aun a pesar de analizar un ~ercodo de dos merconcias y cu­

yo dinamica se conuidera inmovil Cestatico), planto lau bases po­

ro poder llevar el tema del equilibrio o un estudio detallado y 

minucioso. 

Posteriormente, analizarernoa el trabaJo de Marshall, quien 

aprovechandose del concepto de utilidad, propuso un analisis eco­

nomico que complementaba aquel realizado por Walros. Trotaremos 



despues el traboJo de HicKs, trabaJo este que generalizo la opli­

cac ion del anali~is estatico a un mercado con un numero arbitra­

rio de ~ercancias. Oenerolizacion que fue hecha apoyandose en 

tecnicas ~alematicas muy elaborados. 

Finalmente, abordaremno~ el trabaJo de Somuelson, quierr ana­

lizo la conducta del equiilibrio en un mercado con un numero ar­

bitrario de mercancias y con un caracter de dinamico, es decir, 

tambien intervendra en el modelo de Somualson la variabilidad de 

lo economia, la cual, dependiendo del tiempo, es su posicion de 

momento economice que referiremos respecto al equilibrio, apoyan­

dose en la teoria de ecuaciones diférenciales y estableciendo los 

criterios mediante los cuales el equilibrio es estable o no. Todo 

el desarrollo historico de la matematizacion del concepto de e­

quilibrio, lo abordaremos en el Capitulo II del trabajo, 

El problema de la existencia del equilibrio, que abordare~os 

en el Capitulo 1, requiere de la tecnica de teoria de Juegos de 

mercados asi co~o del teorema del punto fijo de Drawer y algunos 

rudimento9 de la teoria de conjuntos (conJuntos convexos>, la de­

ruostracion s~ apoya en la utilizacion de funcionas de utilidad, 

los teoremas ahl tratados son un poco especializados, aunque no 

muy dificiles. 

En al Capitulo III trabaJaremos dos eJe~plos mediante los 

cuales se potencia la oplicucion de la matematica dentro del te­

rreno de la economia; uno de ellos se apoya en la tecnica de dia­

grama de fases, este es un eJemplo de un mercado con un numero 
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arbitrario de ~erconcios y se utiliza lo tecnica de ecuaciones 

diferencialeu para su solucion. De pouo 1 con estos eJemplos 1 ~os­

traremos que la tecnico motematica, posee una aplicabilidad enor­

~e en economia y la necesidad, tanto por parte de economistas co­

mo de motemoticos 1 poro abordarlo de manera sistematica. 

Para entrar en tema, consideremos el siguiente problema ele­

mental: 

Suponga el lector que llegase a un lugar con una cierta can­

tidad de mercancias de su propiedad, para intercarubiarla5 con o­

tros ~uJetos que tarubien poseen un numero determinado de mercon­

c ias. 

Es de esperarse que los suJetos, al intercambiar sus ~ercan­

ciau1 procuren rueJorar su posicion 'economica' o, al menos, deben 

tratar de permanecer en la posicion con la que llegaron al merca­

! 

do, En la figura, la curva 1 

indica la cantidad de mercan 

cias con las que el indivi­

duo I llego al mercado, lue­

go, el procurara moverse ha­

cia arriba de dicha curva, 

con el obJeto da meJorar. 

Analogaruente, supongase que 

un comerciante al que deno­

~inaremos el comerciante II, quien llega al mercado con uno can­

tidad de mercancia denotada en lo curva II, tambien pretendera, 



al negociar, estar por encima de su cantidad inicial de mercan-

cios <con lo que llego), Asi, cada individuo pretendera meJorar 

su_posicion actual, y en eao 

lucha por rneJorar, sera ne-

cesario interactuar en el 
; 

mercado y, para ello, tendra 

que confrontarse <en este ca 

so, con el lector), y al ha-

cerlo ambos mercaderes, bus-

caran su beneficio, En la 

grafica, ponemos de cabeza 

las coordenadas del comerciante II, con el obJeto de dar la ideo 

de confrontocion. <Esta manera de analizar lo utilizo Edgewort, 

vea Cap. !), 

Si unimo5 los eJes, tendre-

mos una situacion como la 

que se observa en lo figura. 

Cado uno, respecto a su pun-

to de referencia, (0 o ) 

buscara su beneficio (sa ~o-

vera ~egun indican sus fle-

chas> y luego su negociocion 

s~ llevara o cabo en lo re­

gion de uso comprendido entre la curvo 1 y la curvo II, 

En esa reglan habra puntos que convergan a ambos mercaderes 



mas que otros, y de esos puntos habra uno que sera el mas adecua­

do poro hacer el intercambio. Dicho punto, sera deno~inado punto 

de equilibrio; el_analisis de los carocteristicos y propiedades 

de dicho punto de equilibrio, forman parle del cuerpo de la obra 

(Capitulo II+- Evolucion Historica), 

Finalmente, diremos que en el apendice ~ateruatico abordare­

mos los contenidos de las herramientas materuaticas que se utili­

zaron a lo largo del lrabaJo y anexo algunas notos que rne parece 

necesario agregar. 
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C A P I T U L O I 

EXISTENCIA DEL EQUILIBRIO COMPETITIVO, 

Y sin e~bargo se mu~ve. 
Oalileo. 
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Juegos, de Mercados. Owen. 

Una clase importante de Juegos o-personales es el relaciona-

do con situaciones de mercado. Supondremos que los n-Jugadores 

son vendedores avocados en vender sus <utilidades) mercancias pa-

ro incrementar sus utilidades, esas mercancias no.tienen otro va-

lor que la utilidad qua representan, 

. Supondrenios q1.1e hay ni-n1ercancias C , C , , , , , Cm cada Jugo-

dor tiene su paquete inicial, asi el Jugador i-tiene un paquete 

de niercancias iniciales que denotaremos como: 
. . , , 

l. ¡.. L i. ~ 
tl :: C W, , Wi , W3 , • , • , Wm > , 

Coda Jugador tiene una funcion de ~tilidad personal asignada, 

u¡ : 1R111-> IR t•11 q•ie 

Ut <X,, x .. , '"' Xm >es la utilidad del paquete <X,, Xz.'"'Xm ), 

Si Ses una coalicion. Los miembros de dicha coalicion pueden 

redistribuir sus bienes en la forma que se desee y podran obtener 

cualquier S-uple de mercancias. 
' . ' 

X < S > = < x• > ~ i; S = <X~' X~' ••• ,xil1> ieS. 

<13,3.2> ( L xj =~ wf -V- j: 1,2 1 ••• ,m 
¡~ s AE s 

(13.3.3) x~~ o -W.. • ~ v 1.~s J= 1,2, ... ,m 
Cualquier S-uple de paquetes se llamaran paquetes factibles 

des, Consideremos que no hay pagos, Para cada s. VCS> es el con-

Junto de todas las <Y,, Y1 ,,,,Ym) para los cuales existe una lo-

calizacion factible ~CSJ que satisface: . . . ~ 
(13.3.4) Yi S u' <X~, X~,,,, ,Xm> p•ll'•l codo i e S. 
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Generalizando, no se garantiza que el conJunto V<S> obtenido de 

esta manero, es convexo, sino son convexos, entonces hay dos al-

ternativas, 

Debemos disponer con la necesidad de convexidad Elo cual se 

incluye originalmente en la definicion do Juego], Podemos redefi-

nir V<S> igual no al conJunto de todos los •y• que satisfacen 

(13,J,4) sino mas bien a la cascara convexa del conJunto. Puede 

darse una posibilidad de una complicacion desafortunada, No hay 

ningun caso importante 'Y' cuando garantizamos la convexidad de 

V<S>, 

<XIIJ,3,1) Teorema.- Si las funcio"nes u" son concavas, los con-

Juntos VCS> definidos por (lJ,J,4), son convexos. 

Demostracion: Sean Y;Y VCS> y 0~~~1 tenemos para cada i e S 

donde X = CX¡>; ~ ~ ~¡ son paquetes factibles paras, 

Pero entonces X' = A X + (1 - >.. > X 
tambien es un paquete factible para S y por concavidad tene~n~t 

u1 ex-'>= u-'- ex-'> + <1 - >..> u.i. ex,:.>. 

li.aeqo, p~lM c•1d•1 i: },.. Y;.. + ( 1-.A ) Y;. ¿ d (X~ ) 

luego entonces )..Y l-(l -\ )Yt.V(Sre modo que V<S> ~s 

~ continuacion exponemos unos conceptos que 

para la demostracion den teorema siguiente: 

convexo. 

seran utiles 

Definicion: El cor11zon (de un11 economia) es el con.Junto el:· 1., .. 1., .. s 

las localizaciones (paquetes> factibles que no son 
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l 
1 

bloqueodas por ninguna coalicion, en otras palabras, 

h{X E A ; B <X> = p f , 
Geometricamente, el corazon se interpreta como sigue! Con-

sidere111os uno ca.Jo en la cual, en los vr:rt~ces opuestos (de dicha 

caJa>, se halla al origen para cada consumidor cr; II), Las cur-

vas que se intersectan en el punto R serian las curvas de recur-

sos iniciales con las que los consumidores se presentan en el 

111ercado. 

l l Considerando al consumidor I 

Vemo6 que desde el punto I 

como origen de la curva i¡ 

el consumidor I meJora su 

situacion, hacia obaJo de la 

ll'""'r"--+-'1 curv~1 i 1 empeora 51.1 situa­

cion <la situacion inicial), 

Consideremos al consumidor 

~ III Vemos que desde el punto 

II como origen, a partir de iu hacia arriba, el meJora su situa­

cion y hacia abaJo empeora su aituacion CinicialJ, 

Asi pues, es de esperarse qua negocien Justamente en la por-
. . 

te sompreada, ahora cobe proguntarselTodo punto de ese uso es 

bueno?, Si el lector es observador, notara que para una curva del 

consumidor I (digamos J 1 >, hay una curvo del consumidor II Cdiga­

m6s Jn > que es tangente a J, Supongamos que son tangentes en S. 

4 



EscoJ•1n1os IJO punto T 4 S vemos que T es un punto en el que pierden 

tanto I corno Il por hallarse deboJo de J1 ; JD respectivamente ese 

T. Asi es de esperarse q1Je el punto de negociacion sean los pun-

tos de tangencia exclusivamente. La curva descrito por todos los 

puntos de t11ngenci.'.1 S_!! denomin•1 curv11 de contr•1to, que en la fi­

guro lo denotan1os mediante la curvo P(~. 

Observocionl Un punto de 1•1 ca.ja supon<~ el consumo de l•lS mcl'•'•in-

cios involucrados, lo unico que vario son los distribuciones en-

tre los agentes que interactuan. 

Definicionl Diremos que X domino a X' a troves de la coolicion S 

y lo denotaremos como· X' Bs x. 
Estarnos en posibilidad de analizar el siguiente teorema! 

XIII.312 Teorema. Si las funciones U~ son concavas, el Juego U, 

tiene un corazon no vacío • 

.. Demostrocion: Se11 ls.,s1 , ••• , s~} un11 coalicion con vector de b11-
K 

lance (-X,,1'1-,A 5,A'l 1 ···1).k) supongo que Yt.íl ( \ 
j,, V S1o:.1 

Por•l cada S.J h•lY •Jn p11quete folctible xi¡5i¡=(jX¡) hs· 
J 

·;y. y~ ~d°(iXi) V;.e.Sj 

esca.jamas poro cado ieN X';.,,,f_ '>-j(jXt) 
J 

no es dificil verificar que: ~ = c2t> ieN. 

es un paquete factible paro N, ahora por concavidad 

5 



en consecuencia~ ~j :1 
J 

en consecuenc i•1, YE V(N) 
no vocio. 

iój de donde y . ..:. U;. "~ 
' - (X 

es decir el Juego tiene un corazon 

Definicion: <Vector de bo.l11nce) Se•l c=(s,, si'''''Sn} un11 colec­

cion de subconJuntos no vacios de N=(1, 2, 3,,,,,,N}r decimos que 

C es n-balanceado Co simplemente balanceado cuando no hay confu-

5ion de la especificidad de N> si existen numeres positivos 

~, ~ ,,,,,Ym para cada ieN, 

I Yr ,t t 
Ui s; 

entonces Y=<Y,, Y
1
,,,, rYm> se denomina vector de bal•1nce para c. 

Los Yi son coeficientes de balance. 

El corazon es ademas, un concepto de equilibrio: Puntos en 

el corazon son de equilibrio en el sentido de que ninguna coali-

cion tiene la capacidad y la rozon de perturbarlo, Los economis-

tas se interesan en una nocion fuente del equilibrio originado 

por un sistema de precios, 

Supongamos que se da un sistema de precios para nuestro.s 

condiciones. Esto no necesariamente implica que hoya dinero; asi 

las magnitudes de los precios representan razones en las cuales 

las comodidades se pueden intercanbiar. Seo P~<~, ~ r•••r PmJ un 

vector de precios. En este caso, cada Jugador quiere cambiar su 

paquete inicial WÁ por un nuevo paquete X~ el cual proporciono 

mayor utilidad, Escribiremos esto como: 

6 



<13.3.6>L,"p.xi _<, . 
J J' L p. W·" 

J J 

<13.3.7> X~>Q 
J - j: 11 '2 1 

... 1 m 

Hay odemos uno pregunta para la-existencia y unicidad de 

este maxima. Suponiendo que todos los precios PJ sean positivos, 

el conJunto de restricciones 113.3.6) y <13.3.7) eo compacto y . 
~ 

por ello garantizamos la continuidad de U y aseguramos la exis-

tencia de un maximo. La unicidad es uno cuestion complicada, pero 

poco importante, lo que interesa es que las distribuciones obte-. 
nidos de esto forma i=CX~> ieN no seron factibles~ En algunos ca-

sos lo seran, este sera el caso interesante, 

XIII.3.3 Definicion: Un equilibrio competitivo es un par <P;X> . 
donde P=<~ ,, •• ,Pm> es un vector de precios y i=<X'>ieN es un po• 

quete de mercancios que satisface 

¿ x; = ¿ wj~ 
LEN 

U~(X¡):: Maid./( (:...) 

su.Jeto o 
m 

¡. 

p. p· 
J J L j.:1,. "'/m 

j :.1 j= 1 

Podemos ver la importancia de un equilibrio: se d•1 1.1n con -

Junto de precioa, codo Jugador intercambio poro maximizar su uti-

lidad, suJeto a la restriccion de precios obvia; que el valor del 
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paquete finol que obtiene, no seo mayor que el valor del paquete 

inicial en el mercado. Si los precios se han elegido opropiodo-

mente i.e si hay precios de equilibrio, este proceso aJusta cla-

romente el mercado, Poro ello sera suficiente que todo merconcia 

satisfaga lo demando de todos los compradores y no mas. Si, por 

el contrario, se escoge el peeor sistema de precios, entonces se 

desbolonceara el mercado en algun momento, Ello acarreara uno de-

monda de exceso en el mercado Clo cuol originara que el precio 

suba), Es clara lo importancia que esto reviste para una economia 

basada en el libre mercado, la pregunta que se sugiere, es Cuando 

existe el equilibrio competitivo?~ Para responderlo, veamos el 

siguiente teorema: 

XIII.3.4 Teorema: Supongamos que las funciones U son continuas 

concovas y monotonos no decrecientes en coda 

variable. Entonces existe el equilibrio compe-

titivo. 

Demostrocion: Supongamos primero que las funciones U son 

estrictamente concavas para un vector de precios arbitrario. 

Consideremos un equilibrio competitivo 

Mmdniise U: el,,.,,, ( m> 



m rn · 
Su.Jeto atL p. ~· ~L p. \V~ 

. J J . J J 
J=l J•I 

donde H es un n1..1mero suficientemente gronde M > L W~ 
;'-l'l J 

Una hipotesis q1..1e debe existir es: 

donde C=(C 1, C~,,,. ,C>:) es el paquete de mer-

canelas existentes. 

X 
.. 

Por compacidad podemos asegurar q1..1e existe, 

Consideremos f'or:: f r ¡-.;;;;--p. t. ~ i¡;:- p. w." e o f e: M l L 1 t L L .. .. .~. ~ j ~ j j I 

Para aseg1..1rar la compacidad, necesitarnos comprobar que sea 

cerrado y acotado el 11..1gar donde enc1..1entra x'" , 

Consideremos los conJuntos: 

B={ (/LPjij ~2:Pjw/'f· 
e"~ f lfj ~oL 
D=~Ofj~M 'fj} 

Tene111ost f'o=Bf\c.nb 

C= ..Cl."<el hiperplano positivo) que es cer1•aclo, 

D= La parte positiva de ~J menor que M es cerrado y a-

cotado. 

Consideremos F un•l f1rncion tal que F<~ >=L. p j ~j 

se•l r=<-c»1M > F<r>=2_P.J<E.J) fE(-a:> 1 M), 



_, 
F•I <r>=B <res un cerr11do) y F' que es •.tn•l funcion line•1l, 

-1 
es continua, luego el dominio de r baJo F es D. como r es cerra-

do y F es continuo, entonces t11mbien B es cerrado. 

Resta unicamente comprobar que es acotado <Para ver que es 

compacto>, 

H es uno coto, dentro del cuadrado de lado M esta D. 

es el conJunto de rectas que como 

el cuadrado de lado H cuyo& componentes son posi-

tivos pero acotado por H, resulta que A es acotado. 

En consecuencia, debe haber una X~ que este en Ar dado que 

no es V•lC io, 

curre 

Ahora se aüegura por conca­

vidad estricta que x• es u-

nica. Supongamos que existe 

una Xk tal que maximiza 

U~<XK> y que tambien hay u-

na XK tal que maximiza 

U~<X~). En consecuencia co-

mo XKlX* estan en A, ocurre 

que e:dateunaO~~~I tal 

que z= ").. xK + (1 - >- 1 x" 
1 Por concavidad estricta 

q•~~ U(Z)::'U(~X"' +(1-~)X~)~ ).U(X11
) +11->-)U{X-..) 

o-

Supongamos que el maximo es T. i.e U<XK>=T y tambien UCX*>=Tr da-

do que Xk; X* maximizan, Lueqo 

10 



W= AU<Xk.> + ( l·J> u <X*>= A<T>+<l-~>T = T U< Z> ~T r 
Basta con demostrar que (\ es convexo para asegurar que Z "A 

(dado que Z es combinacion convexa>. Como A=Bn~nn y cada uno de 

esos conJuntos es convexa, entonces su interseccion es convexa 

dado que s~ s~ponemos lo contrario, caeriamos en una contradic-

cien. Luego HA I U(z:)~ T es una controdiccion, 

Z f A:)U<X*>=U<Z> ~z f: (1 

Como U~ es monotona, podemos asegurar que! 

,., n 
L P. X~ =2:.Pj w.y., 

j.:1 J J j=I J 

de nuestras restricciones tenemos que: 

n lt. 
<.. 2= Pw. 

j:o J J 

Paro concluir la igualdad, necesita~os que se de lo desi­

gualdad contraria lo cual supone que ~¡ maximiza la funcion de u­

ti 1 id ad. Sobemos que t.j<M -1;1',j • 

Supongamos que X es menor que Xi en alguna componente, de-

finamos la siguiente funcionl 

. 

11 

Necesitamos que E no sea su-

ficientemente grande y que 

<M tenemos: 
n . 

~L P.w~ 
j~1 J J 



n n ~ 
.".í:P.x~+p,x~ ... P.~ ~~. p1 wJ. 

J'tí J J J J Jv L ~ 
J •I 

. . 
de donde ¿p.w.' -¿px~ 

E.~ JJ JJ 

p. 
J 

necesariamente-PJfO 

Consideren.os 
~.. ~ • 1 

ahora un punto X tal que X~ ~x e>:cepto en la 

J-esima componente en la cual sea mayor a la de X
4 

pero menor que 

la de W¡, es decir 

M 

I<· • 
Luego UCX 1 JnUCX~>f dado que • 
habiamos supuesto que x' noa-

xinoizaba lo funcion de uti-

lidad. Consecuentemente 

2_~ x} =~ 9wj~ 
Mas aun, X~cM si PJ~o en el 

J 

caso <2X2> que J=O P .tH.j) 

implica que el vector de precios sera paralelo a uno de los eJes 

<aquel cuya componente no sea cero), 

Tenemos que EJ = M 

I q~/=2.Pj wi' 

Analogarnent& como en el caso anterior: 

12 



1 

j 
1 

. 

,. . 
Necesi tomos O ~ xj 

"" .... i "'"" ~ L p. X.~ ¿:_P· WJ 
J J J 

6 M 
;.• 
xi M 

t ¡ ~ 1 
p XJ. + p Xj + P, fr ~ L P. WJ· 

J . J M 

o: P.&~2:. P.J· w.'-L. P. x! 
J J J J 

esta condicion se cumple 

poro todo .fr' > O, 
l. 

Tomamos ~ ~ X~ excepto en s~ componente J-,sima ,ue sea ma-

yqr o la de X~ pero menor ~ lo J-esima componente de w' , Luego 

U( x~) ~ U(x~} f U(x¡ l :: M 
' Def'inicion: U: .0.~IR est.rict11111ente conc11v•1 y UJ ~Ó seo 

No es dificil cerciorarse que ACP> es compacto y convexo 

fl<P>=C ílB• 
rl\ 

Tenemos C:::: JL 

13 

luego entonces B es cerrado 

y acotodo, C es un 'conJunt.o 

que admite solo valores po-

si ti vos, 

Luego, la interseccion es un 

. 



conJunto compacto. Para checar que es convexo es suficiente de-

mostrar que es interseccion de conJuntos convexos, 

~<P>= El punto de t'l<P) donde se nt•l>:imizo U dentro de t''l<P). 

A 
Consideremos X como continuo en P ~O si W = O P<l,O> W = co,o> 

f'l<P>={~,.n.."" IX 60 x~6 M} Si P>O. A<P>=~x~.(Y"IF;_X,~F'zX~i:O¡A<P>= 
X<P>>O. Si P(1 1 0) X<1,Q)m(O,M> hay un brinco aunque tantbien 

ocurre eso paro pac~,1) w~c1,01. 

Estamos en condiciones de considerar lo siguiente: 

Proposicion: Si W>O entoncei:; la funcion den1anda de e~:ceso es 

continua para ra6. 

Ile11ostracion: Sea ~ : \ p:i: Q / I_ p ;· -:.1} 
f'llSO 1,- Se11 R::(M,,.,,M) Pe.¿ 

. " 
P•lSO 2.- X=X<Pº> 

3 E >o .":J • .Y 6> o 3 p ~ · 1 P - PºI ¿ cf 1 l ~( p ) - x l ~E :. # x 
Paso 3,- prx( pr) ~ prw 

pºx'!pºw :. x é A(pº} el conJunto factible. 

u (X)> U( X') 

Paso 4, - Se•1 t r: mi n ( 1 , nr. w . ) 5 X r t o 
...t:....-!.!. e a : r X 
pr.x 

tenemos que tr->1 en cualquier cos~ y como consecuencia 
o 

Xr==X cu•1ndo r->co 

K("'( ~1 ~ f, Paso 5.- E>:iste un r 0 tal que U X p• )¿_U (x) 

De111ostr11cion: 

14 



P
- d(x )-U~(xrl 

Sea - >O hecho que se desprende 
2 ' k 

3J>O·'r· IX - X'f(rf~ IU (x) - UK(x'}l~p 

del pol'lO (J) .. 

lx -~l<J.:::} ldlx) -U"'(xJl~P 
Sea r. ·'>r, 

1 x1<( pro l - x' l<J' / 1 /·- xi(~ 
En tone es \ Uk { x" ( pr• } ) .. Uk ( X' ) \ t. p 

IU"(l•) .. UK(~ll<P 
entonces 

U"( x1t(p'°))<:U ... (x 1 )~p:: Uk(x')+Uk(x) =d(x)- p < U(xló) 

Lo conclusion del paso 5 e& un absurdo que se desprende de lo su-
/'.. o 

posicion de que X es continua en P. 

BroHerl <Teoren111 del punto fi.Jo> Se11 E(>O Sea ri:::{Xf:!R lll ><ll~B} 

cualquier funcion continuo de doniinio D. tiene cuando menos un 

p1mto fi.Jo, 

Consideremos ahora 

f. ( p ) :~ X~ ( p ) -2 W ~ 
J J J 

sera la demanda de exceso para Cf, 

Necesitamos una P paro la cual todas las demandas de exceso se a-

nulen, Definamos: 

No es dificil ver que f · 
J 

continuamente de p, 
9j y en consecuencia PJ dependen 

15 



Luego tenen1os ¿: p'. = 
J 

'L ?;· + ~ 9i = 1 
1 + 2: 9~ 

esto dado que ~ p
1 

: 1 y por ello 

: . ~·~o ; g j ~o 
por ello, lo tronsformocion T<P>=P' es un 

mopeo continuo de la unidad compleJo en-si mismo que, ademas ten-

dro un punto fiJo P*• 

Probaremos que P* es un vector de precios de equilibrio • 

• Para analizar esto, veamos antes que nada, que PJ)Q, Supon-
• . gamos que PJ=O p,ft(JJ, Entonces podra cada i Xj =M y entonces 

fj(p} =nM -~wj.>O 
P· - g· 

~·'>O · p = J 
1 >0 

J ~ J 1 t l'.9~ 
Observemos tambien que no es posible que toda fJ sea positi-

vo. De hecho tenemos! 

.~ P¡ ~ = :r p.( ¿:x}-?= wj) = :¿ ( _¿p. x~ - ¿p. w.') 
J jl ' i jJJjJJ 

si esto se anula, coda uno de los miembros del parentesis ante-

rior se anula. Ademas, como toda P J>O concluimos que entonces 

toda fJ=O o si alguno FJ>O, entonces otra es menor que cero i.e 

f<O entonces gi=O 

S1.1pong11111os entonces que f.J>O y que fJ. <O, Entonces: 

, P, + g, PJ. P. :: :: < p\ 
1 +-~9~ .¡.¿gk 

En consecuencia P1 >o para el denominador es mayor que 1. Entonces 

concluirnos q•..te 

--------¡ 
16 1 
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Mostraremos que las restricciones que introduJimos para ga-

rantizar la existencia de un rnaxirno no.presentan problema. De he-

cho, podra cualquier Jr sabernos que: 

·~x'.(p") ::~w~ 
) J 

l 
y corno toda ~J =O tenernos para cada i 

X~¿, ~w\' M 
J - <•N j 

Supongamos que el maxirno se alcanza i.e el rnaxiruo sin la 

restriccion Í.J<H donde ocurre en •1lgun punto 
l ?.>M. Entonces, 
J 

t.t.O<-t<1 podemos encontrar por concovidad, ~ue para toda 
~ . . 

u ( t z + í 1 - t)z l > u· ( x' J 

Pero para valores pequeRos de t 

U~( ( l -t) x'1+ tzh>(1 -t l d( x~) + t d(xi )~U (x.\J +(1-tl x~+t i<M 

. . 
Esto puede contradecir la ruaxirualidad de U\ <X\> 

por ello concluirnos que el par <P•,X> donde X=<X' <P*> es un equi-

librio. 

Hasta aqui la prueba de cuando U~ es estrictamente concava. 

Si unica~ente es concava, procedemos como sigue: 

Se11 Ü'( X) ::U' (x )-(~(M - x/ 
j•I 

donde E>O es pequeRa. 

Es facil ver que TI¡ es estrictamente convexa. 

2. 
<1- t >X+h>==U\CCl-f> X +\:y)+EzfM-(1-t)x_¡+ty 1 

17 



Consideremos CXtheJ), 
..... . 
U'( x + h ej )> fflx) 

~nalicemos que ocurre con esos componentes! 
i . ?. 

Ulx+hG'!j) =U~( x+h~jl-E.lfM -(><x• hcfkj)l 
..... t. ..,. ~ 

tenemos que U (X + h-~j )""> U { X ) 

Veamos que ocurre conl 
1 tn l 2 2 ¡l]-

- é L(M-{xk+hJ~jl)-EL(M-X1<.)::fÜM-xt) -2(M-xk)hfkj+hJ~j-(M-xK -

:: - 2 E ( M - x~ )J~h - éK t~j 
M - X·.,.. h ( · J ~ · 1 • , CHJ ., ~J • 

: . (M - X11o) h > h1 
lo que se pedia . . ,,...., -~ 

U(x+hej) > U{x) 

de lo anterior se desprende que ij~ es convexa y monotona en un 

conJunto acotado O~X~M. 

' 

Este Juego tendra un equilibriio competitivo ·cuando E->O 

Sea XtfAi. <Pt> 
. . ... 

P.D u~<x~>=u•cxv> 

-- - - ' 
(M·& )j : 

debernos demos~rar que ha9 un 

X~•)'• 
1l X~ ~ A' CP~" > '411<=1, 2 

t . 
2) XK--?.-XL c•J•lndo k-7tD 

18 



d( t x~+(1 -tl~i i ~tu~ x~ +(1 - t ldix') > t u:(x~) +i 1-t)d(x'¡ = 
;:: u'( x~1 

Podemos observar en este caso que es posible que alguna PJ=O 

Esto generalmente, representa un fenomeno de saturacion, conside-

rondo un cierto punto de distribucion de bienes. Este anuncio en 

efecto que una comodidad se substituye y su precio se anula. 

Consideremos ahora para redondear ideas el siguiente teorema 

XIII.3.5 Si <P*,X> es un equilibrio competitivo, para un Juego de 

mercado, entonces el vector de distribucion X esta en el 

cor11zon, 

lleniost roe ion: 

Supongamos que X no esta en el corazon, por ese hecho exis-

tiro una coalicion SCN que bloqueo o X i.e 

existira una X tal que: 

' 1> U< Xi >>U< Xi > 

2) ¿xi==:Í:Xi* 

Nosotros tenemos que 

P*X~ i>P*lH y ¿:p• xi >~P'Wi 
luegc> P*<Z xi-2.~Ji»Of 

• 
Esta contradiccion se desprende del paso <2> 

coro:izon. 

~.9 

X es-la en •~l 



' 1 
• 

Con laJ lineas escritas onteriorffiente queda expuesto el pro­

blema que vamos o abaordar. Necesitamos desarrollar ciertos con­

ceptos, los cuales se abordaran a continuacion. 
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C A P I T U l O I I 

EVOLUCION HISTORIA DEL CONCEPTO 

DE ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO COMPETITIVO, 

ªCuando el mundo esta al revesr. nosotros 
estarnos al derecho, Pero cuando el mun­
do esta ol derecho, nosotros estamos ol 
reves, Bueno, pues, cuando el mundo y 
nosotros estamos al derecho, creemos 
estar al reves.' 

Don Juan Hatus, 



LA ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO COMPETITIVO. 

Consideremos un unico mercado (competitivo> con una mercan-

cio (digamos AJ, Supongamos que lo demanda de A lo denotamos por 

DCA>• Ouc sera una funcion de su precio P, Y supongamos ademas, 

que la-ofa~ta de A la denotamos por SCAJ sera tombien una funcion 

de s•.t precio. Un precio de equilibrio p es un precio t11l que ocu-

rre DCpl=SCp), ¿Cuando existe o no ese pes el problema de la e-

xi~tencio del equilibrio?, Esta eNistencia se garantiza cuando la 

curva de demando y la curva de oferta se cruzan. Si ~e cruzan en 

muchos puntos, habra una gran cantidad de precios de equilibrio; 

tantos como intersecciones de los groficas. Supongamos que el 

precio P de una mercancia Ar dista de un cierto precio de equili-

brio P• La pregunta entonces es que paso con lo trayectoria de P 

en el tiempo. En particular queremos ver si P converge al p ori-

9inol. Esta es la pregunta de estabilidad, Paro reuolver este 

. problema de estabilidad impondreffios una ~uposiclon basicot Un e-

xceso de demando de A elevo su precio P, y un exceso de oferto 

hoce boJor su precio. 

Mote111atica111ente d p ,. 
dT~º 

de ccuerdo a cuando D ( p l - S ( p l ~O 
< 

Donde dp / dt es ltl derivod•1 de P respecto del tiempo. 

Paro facilitar el ent~ndimiento del problemo, supongamos que te-

nemas solo un precio de equilibrio p tal que DCp=SCp, Lo pregunto 

cuando se hoce de esta manera, tenemos que se puede resolver taro-
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·\' 

bien, ~ediante un anali&is dia9roruotico. 

Lo figur~ de la izquierdo en la figura 3.1 ilustra el caso 

de un equilibrio estable y el lado derecho ilustro el cooo de un 

equilibrio inestable, El lector podra facilmente checar la direc-

cion en la cual P se mueve, cuanto e~ta fuero del precio de equi-

librio p. p 

p D(pl s lp) 

" p 

S(p) 

--1----------Q 

EQUILIBRIO ESTABLE EQUILIBRIO INEST~BLE 

Para analizar lo que dicen las figuras, en el coso de lo fi-

guro de lo izquierda, tomemos un P pr que conducto adopta el mer-

cado baJo esta hecho, 
Q 

Si tornamos un P <p vernos que 

D(P.) 

5( P
1

) 

S(p) la demando de la mercancia 

es mayor que su oferta, 

O(p) 

p 

" Si tomamos un ~ mayor que p 

notarnos que la tendencia es 

que S(P2 »D<Pz), luego por 

nuestro supuesto basico el 

precio de la mercancia tien-

de a baJor y vemos que en ambos casos, la tendencia cuando esta-

23 



~os tapto en P co~o en P es o no aleJarse demasiado de p, esto 

Justo~ente se parece (o meJor dicho> al hecho de estabilidad de 

la conducta on el mercado, 

Q Ahora consideremos el coso 

SI P,) de la figura de la derecha: 

Analogo al. caso anterior, 

D(P.) consideremos un P p y veamos 

D(P.) 
0( p) 

S(q> 

que ocurN.h 

Tomemos primero una 

al hacer esto, observamos 

P. ~ ~ p tendencia de los precios da-

do nuestro supuesto basico, es que el precio disminuira, 
r 

Consideremos ahora uno ~ >pr de donde de nuestra grafico ob-

serv•1mos que O<P
2 

»S<P2 ) y esto lmplic•l q•Je lo tendonci•l dP. los 

precios es o aumentar, por tonto, vemos que en este caso los pre-

cios no permanecen cerca dal precio de equilibrio 

ale,J•lrlle de ~. 

tienden a 

Para considerar un problema mas general, supondremos que una 

econo~io determinado 11e describe por o-ecuaciones, las cuales 

describan la relacion de equilibrio de la econo~ia. 

Sea X=<X1,x2, ••• ,Xn> loa componentes aon las vóriobles que 

deben 9er determinadag para este sistema de o-ecuaciones. Lo re-

lacion de ~quilibrio de la economia lo describiremos por fi<X>=O 
/\. 

i=i,n o Cf<X>=OJ, El valor de X que satisface el sistema ante-

24 



rior (suponiendo que exi5ta dicha X> se denomina un valor de e­

l\ 
quilibrio de lo economior y lo denotamos como x. El problema es 

ahora cuando existiendo el equilibrio se da la estabilidad. 

Entonces debemos analizar lo 

conducta d~ X cuando se des-
/\ 

vio de X, Nuestro interes 

particular es de cuando X 

" converge o x. Un eJemplo de 

un sistema de equilibrio con 

esos características, es el 

sistema de un mercado compe-

titivo donde fi denoto lo " X X 
demanda de exceso de la i-esima comodidad y Xi denota el precio 

de lo i-esimo de mercancia. 

Otro eJemplo de un sistema de equilibrio, es al clasico sis-

temo de equilibrio macro Keinesiano, el cual típicamente cohsiste 

de la relacion que describen; los bienes del mercado, el dinero 

del mercado y el trobaJo disponible en el mercado. 

Supongamos que el valor inicial de X esta dado en x0 , supon-

gamos que X no es un valor de equilibrio lo cual implico que 

f<Xº>+o <Suposicion analoga, hecha como con la demanda de exceso> 

Supongamos que esto genero un'cierto proceso de aJuste, del cual 

el tiempo de aJuste de X1 que denotamos por XCt) queda descrito 

por el siguiente sistema de ecuaciones! 
('.. 

FiCX<t>,tJ=O i~1,n. 
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o simplemente como FCX<t>,tJ con X<O>nx0 

casi siempre este sistema de ecuaciones es generado por un si~te-

ma de ecuaciones diferenciales o en (diferencia) que describen el 

proceso de ~Juste. El analisis de estabilidad se refiere a lo so-

lucion del sistema de arriba o de cuando un valor XCt> converge 

al valor de equilibrio X. Comunmente, el sistema de ecuaciones 

diferenciales que da origen al sistema dinamico de arriba se des-

cribe como: Ax (t l 
At 

En el coso de un equilibrio competitivo se dice que la va­

riacion del i-esimo precio ÓX/.ót, esto en funcion de 111 dem•1n­

da de exceso de la i-esimo mercancio fi Ca demanda de exceso para 

todas las comodidades f), Cuando el problema se escribe mediante 

ecuaciones diferenciales, uno espera que la teoria de la estabi-

lidad desarrollada en ecuaciones diferenciales pueda ser de alqu-

na utilidad Cen nuestro estudio), Este es el sentido por el cual 

se desarrollo la seccion B, en ese capitulo veremos el material 

basico de ecuaciones diferenciales, discucion que sera util en 

capitulas posteriores. 

Poro concluir esta seccion introductoria, es importante ha-

cer uno discucion para distinguir entre la 'estabilidad Wolrasia-

na• y lo 'estabilidad Harshaliana', 

En. la exposicion introductori•l del problemr.\ de est11bilid11d 

de un equilibrio competitivo, considerarnos el postulado basico en 

p~ ( t l :: h, (( { p ( t ) l] 

.i.G 



donde Pi es el precio de la i-esima comodidad, P<t> eg un n-vec­

tor del cual el i-esimo componente es Pi y Pi (t)::.A..12..., Como antes 
.!lt 

fi(P et) )es la demanda de exceso de la i-esima mercancia y hi es 

cualquier funcion fiJo diferenciable real valuada monotona ere-

ciente, Para el caso de un mercado libre con una mercancia, es­

cribiremos esta ecuocion como: P: h [O!p) - 5{pJ] 

donde h es una funcion real valuada fiJa de incremento monotona 

creciente fiJa y diferenciable. Necesariamente h>O ya que de lo 

contrario p podria ser negativa lo cual no es posible. 

La ecuacion anterior la podemos escribir de una manera mas 

simple como: P :: (D ( p l - S ( p) J K 

donde ~>O <un numero real> se puede interpretar como la rapidez 

de 11Juste del a1ercado •. H•lY dos premisas import•1ntes en 111 formu-

lacion anterior; una es que ningun agente; ni productor ni com-

prador puede alterar los precios del mercado, ellos simplemente 

acatan los precion corno dados, esta es la premisa de un mercado 

competitivo. La segunda premisa es que los unico9 parametros de 

aJuste del mercado son los precios. 

En cada momento, compradores y vendedore~, aJustan respecti­

voment~, la cantidad que ellos quieren comprar o vender, baaando-

se unicomente en la informacion del precio que tiene lo mercan-

cia. El aJustc se supone que 5e haro instontoneamente. Asi el 

precio variu segun lo describe la ecuacion diferencial de arriba. 
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s ( ql) 

p 

Cuando.el precio se mueve lo cantidad de demando excesivo vario, 

y la estabilidad del mercado se realiza cuando el precio se mueve 

en forma tal que la demanda de exceso se anula. 

En contraste con un proceso de oJuste de precios, la canti-

dad de ~ercancias de tipo de aJuste se considero importante. En 

la figuro 3,2 supongamos que es la cantidad dado de lo mercancia, 

Denotaremos por D(ql) y S<ql> respectivamente el precio que los 

compradores eston dispuestos a pagar. Y el precio que el vendedor 

desea poner o una mercancio determinada que la dinomica de la e-

cuacion de aJuste del mercado puede escribirse como: 

q=[D(q)-S(q)J K' ... (*) 

"' donde k denoto lo rapidez de oJuste del mercado. Esto refleJa el 

hecho que si D<q>>SCq) por oJemplo el vendedor puede incrementar 

en gran medida lo cantidad ofrecida, Si el tiempo de recorrido de 

la solucion de lo ecuocion difc;.•rcrncial converge o la cantidad de 

/' equilibrio q, cuando f crece ilimitadamente, entonces diremo~ que 

el equilibrio es estable, Una estabilidad obtenida de este modo y 

S(Q) descrita lllEHli•lnte lr:i ec1Jo.cion <*> 
la denominaremos estabilidad Morsha 

Con la estabilidad aJustando el 

precio como se discute anteriormen-

D(q) te, se denomino estabilidad Wolra-

niana descrita mediante la ecuacion 

20 



Estos dos definiciones de estabilidad aparentemente no coin­

ciden, al mercado puede ser estable Walrasiano <respectivamente 

inestable> pero inestable Morshaliono <respectivamente estable), 

En la literatura economica esto se describe comunmente, me­

diante diagramas como los que se muestran en la figuro 3.3, Lue­

go, la comparacion de estos dos conceptos como se muestra en esos 

diagramas, da pie a una confusian muy seria. Consecuentemente e­

~os dos conceptos son completamente diferentes y no se pueden 

comparar con lo mismo figura. 

El origen de esta confusion se puede atribuir probablemente 

a HicKs [(p)p.62J sobre la discucion entre estos dos conceptos, 

el argumenta que el concepto de estabilidad Marshaliana es ma~ 

apropiado en condiciones de monopolio que en el de competencia 

perfecta. 



p 

s (!~.? 
p 

O( i<o) 

Para deJar mas claro las definiciones tanto de Marshal como 

de Walra9, p 

p 

o s 

Q 

( '1) Fi<J, 3,3 (b) 

Para deJar ~as claro las definiciones tanto de Marshal como 

Diremos que un ~ercado po~ee estabilidad Marshaliana, si 

cuando la cantidad es mayor que el nivel de equilibrio, el precio 

de oferta asociado a esta cantidad eMcede al precio de demanda a-

sociado a dicha cantidad y se cumple lo contrario cuando las can­

tidades son menores. 

s 

D 

X Q 

Graficamente esto queda expresado 

como demuestra en la figura. x.>X 

luego S(Xo))D(X,) y analogamente 

S(X ><D<X > si X <X, 

30 
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Diremos que un mercado es Walrasionamente estable si cuando 

el precio es mayor que el precio de equilibrio, la cantidad de-

~an~ada a este precio es menor que la cantidad ofrecida a este 

fflis~o precio y ocurre lo contrario para precios menores que el 

precio de equilibrio. 

s 
Po Se observa de la figura que sien-

/\ 
p 

do Po>p ocurre que DM(Po><Sx<Po> 

y analogamente si P<P 

D>:<P »Sx<P ) , 

o 
º~(Po) 

Una vez que tenemos un poco mas asequibles los conceptos 

tanto de estabilidad Marshaliana y la Walrasiana podemos pasar a 

hacer el analisis de la figura 3,3, La figura (a) es estable en 

el sentido de Walras pero inestable en el sentido de Harshal, 

~ientras que en la figura Cb) vemos que se da la estabilidad de 

Marshal pero no la de Wol1.ran. El analisis g1·afico de esta cues-

tion lo podemos hacer de la siguiente manera! 

p 

P. 
p 

"' S(P,) DO~) X 

s 
Q 

(a) 

p 

/\ 
p 

5( >C,) 
D(x.) 
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Vemos en la figura <a> que es una graf ica correspondiente Q 

una inestabilidad en el sentido de Walras, mientras que la figura 

(a') muestra ser estable en el sentido de Harshal. 

p p 

Po A 
p 

A 1 p --,· 1 O(xJ 
1 

S(xJ 
D o 

D.(P.) ~(Poi 
~ A ~ 

X Q X Xo Q 
(b) ( b 1 ) 

Vemos en la figura (b) una grafica que representa una esta-

bilidad en el sentido de Walras, mientras que la <b ) muestra una 

inestabilidad en el sentido de Marshal1 

Newman hizo notar ([3] p.p.106-108) que la confusion comun 

entre la estabilidad Walrasiana y la Marshaliana, radica en el 

hecho de distinguir la teoria del cambio, de la teoria de la pro-

duccion. Las condiciones de la estabilidad Marshaliana estan de-

signadas explicitamente para la teoria de la produccion, Mientras 

que la Walrasiana se aJusta meJor a lo teoria del cambio conse-

cuentemente, estos dos conceptos no se puedan comparar en la •is-

rua dimension [boJo la misma opticaJ, Asi, no tiene sentido hacer 

la comparacion que la estabilidad Walrasiana implica inestabili-

dad Marshaliana. Aqui hay un error sustantivo dado que se inter-

cambia, la produccion por el cambio <Newman [JJ p.107), Como New-
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an hace notar esta confusion se encuentra frecuentemente en la 

l itero t•J ro. 

Ahoroi C•lbe h•lcer la siguiente preg•Jnt•l• ¿cu11l es la diferen­

cio esencial entre el problema del cambio y el problema de la 

produccion?. Vemos 

los dos problemas. 

que una diferencia esenciill es el ti1mpo en 

El cambio se puede pensar como un problema 

temporal, mientras que la produccion ue puede considerar como un 

problema de corto-plazo,(2) Esto se baso en el reconocimiento de 

que los productores toman un periodo significativo de tiempo an­

tes de llegar a sus posiciones opti~as, mientras que los aJustes 

de los consumidores se pueden hacer mucho mas ra~ido. 

Tomando como eJemplo un mercado libre paro una merconcia, 

digamos 'manzanas', Cuando las manzanas se cosechan en el otoAo, 

la cantidad que cado productor puede ofrecer en el mercado, se 

considerara como fiJa, consecuentemente la cantidad de manzanas 

ofrecidas en el mercado es eso cantidad fiJa. El mercado osi con­

siderado es la rozon de cambio de lo produccion. El proceso de o­

Juste Wolrasiano es una excelente forma de explicar los mecanis­

mos para alcanzar un precio de equilibrio. Consecuentemente un 

precio de equilibrio se determino, y una vez determinado los pro­

ductores determinan la cantidad a ofrecer para el siguiente oílo, 

todo basado en el precio de este oílo. Aquí el proceso d~ aJuste 

de salida Marshaliano es en este caso quiza mas relevante, Obser­

vese en este eJemplo que la cantidad de manzanas es fiJo en el 

proceuo de aJuste Walrasiano y que el precio de las manzanas es 
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fiJo en el proceso de aJuste Harsholiano1 

En este eJemplo, el desarrollo del mercado es ~uy similor al 

descrito en el modelo de Cobweb (3), En general euto no ocurre. 

Por eJemplo, el mercado ofrece uno mercancía que puede entar 

siempre en fu~cion del precio si lo cantidad total Cde mercancia) 

es fiJo <hasta que aparezca la produccion del siguiente periodo),, 

En cualquier coso, lo que el eJemplo de las manzanas ilustra 

es que el proceso de aJuste del precio Walrasiono no es mas apro­

piado paro periodos temporales, en el cual la produccion no es 

completo, mientras el aJuste Marshaliono es mas apropiado poro 

periodos de corto plazo en el cual el aJuste de salida se consi­

dera explicito~ente, 

Es importante notar que el proceso Marshaliano de aJuste de 

salida es contrario a lo que observa Hicks, que es perfectamente 

relevante en un mercado competitivo. Lou productores, en el mer­

cado de manzanos descrito anteriormente, son competitivos en el 

sentido de que ellos toman el precio de las manzanas en el merca­

do como dados, la discucion usual de que el proceso Marshaliano 

es mas apropiado para monopolio, es falso. 

Un onalisis, closico y brillante, del onalisis diagromatico 

del mecanismo de aJuste de Marshal, se encuentra en los manuscri­

tos de Marshall, "La teoria pura del mercado internacional", Los 

curvas descrita~ fueron conocidas posteriormente como "curvas de 

oferto•, La interseccion de dos curvos de ofertar determinan la 

salida de equilibrio de dos comodidades involucradas. Se supone 
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que los con•umidores aJustQn a su posicion optima instantaneamen­

te y el proceso de aJuste Walrasiano se lleva a cabo instontaneo­

mente. (La estob~lidad en el proceso WQlrasiano se supone impli­

citomente), La ~arma de aJuste para el punto de equilibrio des­

crito anteriormente se refiere unicamente al aJuste de ualida(4), 

Debemos observar que tanto Mnrshal como Walras, marcan cla­

ramente que hay esos dos tipos de aJuste y ambos lo usan en su 

propio contexto (5), 

Tenemos razon si llamamos a la estabilidad del precio en su 

proceso de aJuste, la 'Estabilidad Walrasiana', Y la estabilidad 

en el aJuste de salida la 'Estabilidad Marshaliana', Consecuente­

mente esta practica se hora mas comun si no cambiamos esto. Una 

diferencia entre estas dos pruebas es quiza que Marshal enfatizo 

el periodo corto de mecaninmos de aJuste de salido y utiliza la 

tecnica diagramatica para su aJuste en su teoria del cambio bl­

personal (6), En cambio Walras [5J en su teoria de produccion 

trata el proceso de ajunte de salida como lo que ocurre simulta­

neamente con el proceso de aJuste del precio (7), 

Podemos preguntar! ¿cuando el proceso de aJuste del precio 

Walrasiano es relevante en la teoria del cambio? Se cree que no. 

Que tanto la demanda como la oferta son funciones del precio, los 

precios sera~ el parametro de aJuste final. Despues los aJustes 

de temporaneidad y el de corto-plazo se completaran y hallaremos 

la posicion de equilibrio en el cual D<P>=S<P>, 

En consecuencia, si abstraemos el proceso de 'temporaneidad' 
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y el de 'corto-plazo•, supondremon simplemente que tanto lo de­

mando como la produccion se oJustan instontoneomente al precio y 

consideraremos al tiempo de circulocion (oJuste) descrito median­

te la formula: 

P=k[D(P)-S(P)J 

De este modo, . podemos conuiderar el precio Justamente como 

el que des~ribe el mecanismo del equilibrio final <Vea Teoria de 

la Produccion de Walras [~J) (8), 

En el repaso anterior de lo teorio de estabilidad, hablamos 

de Hicks C1J y Somuelson C4J, El proceso de aJuste Walrosiano se 

uso ampliamente y se le presto poco ~tencion al pago en el aJuste 

de salida, Esto es muy grave, pero coma el precio es la unica va­

riable independiente en un mercado competitivo, sera necesario 

enfatizar el proceso de aJuste de los precios (ello como una teo­

ria de equilibrio temporal de cambio, o como una teoria de equi­

librio corto-plazo cuando todos los aJustes que incluyen salida 

se completan), 

En cualquier coso, este capitulo esta dedicado o explorar el 

desarrollo reciente en la teoria de oJuste del precio. No unico­

mente analizaremos lo tecnica matematico y los desarrollos con­

ceptuales en el contexto de la reciente teoria. La explicocion 

sirve como un hermoso ejemplo de la aplicocion de la teoria de 

los ecuaciones diferenciales a la economia. 

Oespues del trabaJo de Harshol y Wolras, se continuaron rea­

lizando esfuerzos por afinar y depurar el concepto de estobili-
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dad. Entre los económistas que mas contribuyeron a la eJecucion 

de esta labor aparecen HicKs y Samuelson, El trabaJo de Hicks fuo 

una continuacion del trabaJo de Walras la continuacionr logro una 

generalizacion a un mercado de n-mercancias del concepto de esta­

bilidad del profesor Walras. La tecnica que utilizo •l economista 

HicKs fue la de la estatica comparativa. 

Por otro lado, tenemos que el trabajo de·Samuelson troto de 

aJustar los conceptos de las ecuaciones diferenciales al analisis 

economico, alcanzando con ello una manera de comparacion un tanto 

mas dinamica. 

Aunque el trabajo de Hicks no abarca muy a fondo el proble~a 

que estamos atacando, es de importancia para el analisis histori­

co, retomar sus conceptos, 

HicKst Continuando con el trabaJo de Walras el economista 

Hicks.analiza lo medida en que el cambio en el precio de una mer­

cancia puede afectar el precio en las demos mercancias, <Cuando 

el precio de los demos no varia). Para comenzar a maneJar su teo­

ria HicKs establece las siguientes definiciones: 

Estabilidad imperfecta: Esta se doro cuando lo demanda de 

exce~o para una mercancio cualquiera sera negativa, cuando su 

precio este por encima del precio de equilibrio (y la demando de 

exceso sera positiva cuando el precio este por deboJo del precio 

de equilibrio>, mientras los precioa restantes se ajustan poro 

permanecer equilibrados. 

Una forma de escribir esto rnaternaticomente seria la siguien-
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Sea P* un vector de precios de equilibrio, 

P* sera imperfectamente estable respecto a 

Si al definil' lí'. :: \ p / Z:(p) ~o} 
Se tiene q1ie 1 

Estabilidad Perfecta: <estabilidad en el sentido de Hicks> 

Si la demando de exceso paro cualquier mercancio es negativa 

cuando su precio esto por encima del precio de equilibrio (y po-

sitivo cuando el precio esta por deboJo del precio de equilibrio) 

cuando un conJunto de precios puede aJu~torse permaneciendo los 

demos fiJosl de manera que los mercados de aquellas mercancias 

cuyos precios se aJustan, permanezcan equilibrados, 

Una manera de escribir e•to matematicamente esl 

Definamost M¡,:: \ p / J./i, tlo Z~( p )~ O ó P¡::. ~'} 
Entonces diremos que P* es perfectamente estable si para to-

do i' tcme111os 1 

uVptM¡ 

II> '+/ PtM¡ 

y 

y 

St P.·>P.i~Zl,(p)<O 
' ~ 

s l P. < p.t ~ z: ( p ) /' o . " 
Un ¡1ut o u1as adelante anal izorr.mos graf'icomente el significa-

do de lo astabilidad perfecta para el caso de 2 merconcios, 

El trabaJo de Hicks consistio centralmente en analizar las 

condiciones necesarios y suficientes para poder establecer la es-

tabilidad perfecta, 
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Su anolisis e~ como sigue: 

Supongose que en un mercado se producen y consumen ntl ~er-

concias y con6ideremos las funciones demonda·de exceso. 

1'11 .R 
z.::. L_(X¡j-X¡j}-2: Y. =f.(p) 

, L k 
j:I K"'I 

donde XiJI es el consumo de la J-esima merconcia por el. i-esi~o 

consumidor. 

XiJI Las existencias iniciales de la J-esima mercancia que posee 

el J-esimo consumidor. 

Yikl La cantidad de la i-esima mercancio que ofrece el productor 

P=<PiP;,,,,P') Vector de precios. 

Supondremos ademas que 105 funciones de demanda de exceso 

son homogeneas de grodo cero i.e 

Normalizando p; Po=1, luego Pi es la cantidad de la mercan-

cia cero <Mo> que se intercambia por una unidad de lo mercancia i 

Asi podemos escribir las ~unciones demanda de exceso comol 

Zo=Fo< l ,P, , , , , ,Pn) 

Z1=Fo<I,~ , ••• ,Pn> 

zn~<Fn(I,~ , ••• ,Pn> 

Como siempre su P es un vector de precios de equilibrio, en-
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Supondremos quel 

1),- ~e cumple la ley de Walras, que esl 

" ¿_ R Z: = o 
. ~:o 

Esto ley se cu111ph1. cuando las ecuaciones: 

" .i . "' I PJ Xt¡ -x¡j] -E st.J I R 'lít:~ o 
i=o K~• L=o 

que se conocen como ecuacione9 de balance, son satisfechas como 

una igualdad, 

En la ecuacion, el (termino 

son las ecuaciones de la 

K-esima empresa que corresponden al J-esimo consumidor, y supon-

dre~os que si las acciones estan totalmente distribuidos en lo 

sociedad, entonces 

1<::-1, 2, 3,, •• ,1. 

Entonces tenemos que la ecuacion 

~ "' L ¿ P¡ rx~j-x;jl-L 5kj r P., Y(r. ~o 
j:O \•0 I<.•• 0L"'O 
Se satisface corno una igualdad. 
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eni.onces [ P¡ { ::: O 

n . . LPf~Pofo - o ,.. 
·~ .::1 

y 
[ p.f. = - Po fo 

~ 1 

como hicimo~I Po:l 

[ P.·f --f. 
" t,. - o 

esto lo podemos interpretar como: lo funcion de demanda de e-

xceso de lo mercancia cero, queda definida en funcion de las de-

mondos de exceso de las mercancias restantes. 

Luego podemos con$lderor las ecuaciones siguientes! 

d z, = 
d P. 

• 1 

• 
d z,. = 
d p 

' 

F,,, d P. + 
d P. 
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donde Fin1= d F¡ / d Pm i ;m=1,,,, ,n • 

considerando la Ley de Walras tenemos! 

si d p, ~O entonces 

d P. 
Analicemos el caso de 

En este caso podemos olvidar lo merconcio Ho, dado que Po=1, 

2 Analizaremos las mercancias (1) 

y (2). 

Tenemos: 

z, (f') ;z <P> 

Ahora construimos! 

Caso en que Z <Pl=O H = ( p /Z z.. ( P) :::Q ~ ~.:: "z* ) 

En caso de que Z2 <P>=O entonces M sera una curva que pasa 

por P
11

• 

[n caso de que P =P * tendremos una constante, 

i Asi pues, uniendo ambos casos, 

tendremos uno combinacion de dos 

trayectorias y queda como se ve 

en la figura N, 

La estabilidad perfecta; mien-
Caso en que P~P* 

2 
tras mas vamos aumentando el nu-

mero de dimensiones, mas compli-·· 

cada va siendo su representacion 

Ob~ervacion, en el caso en que 

Z =<P)rO tenemos que vorian tan-



to P
1 

como Píl , Y ·en el c•1so en que P ::p * unicamente v•1ri•1 el z 2 

precio de la mercancia ~ 

Bien puede ocurrir que nos moVQmos en la curva o que nos mo-

vamos sobre la recta. 

Si nos movemos en la curva, entonces: 

d Z; / d P. .: O 
1 

Y en caso que nos movamos sobre la recta tenemos: 

dp/dp:Q 
• 1 

c•1•1ndo d Z¡/ d p :: O 
1 

i=l, 2, ... ,n 

dondequiera que nos movamos podemos parametrizar respecto al pa-

r11met ro P, , 

Asi, el vector de precios queda ~stablecido en funcion de P 

como P= 1T < P1 ) , 

En esto caso ocurre: Z <P>~F <P>, ••• ,Zn<P>•Fn<P>. 

Pero dado que P es funcion de P tenemos: 

Z, ( F' > =F < 1f ( P, > > , 

Zn ( P) =F ( 1T <P., ) ) , 

Derivando e•ta ecuacion obtenemos: 

... + d Fri d Pn 
d P, d P, 
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Ahora retomemos los caGos anteriores: supongamos que Zil<P>=O 

Esto en el caso de dos dimensiones queda como: Si ~ >~ * 

luego: d 21 O F. 
d P.;~ 

1 1 

(Sabemos que ~ queda parame-

trizado respacto a ~ i,e 

f' == f ( F'¡ ) ·íl( p ) = ( p , tf'< p 
2 ;11' 1 1 

De las condiciones de Hicks 

tenemos como~>~* ==>Z 1<P><O 

Regresando al caso general, tenemos: 

Supongamos que nor. movemos S()b re la rDcta, tenemos: 



Entoncest 

Zio(F'io><O 

Luego tenemos·Fii<O 

Asi, si P- es perfectamente estable en el sentido de HicKs 

=»F ii<O, i, 

Luego, nuestro sistema de ecuaciones lo podemos escribir 

comol 
F,, F,, 

Q z~ d 
d ~ ~1 F.1 Fnn Pn 

n d P. 
donde n 1 

d Z,/ d~ ~ k F;r (df? /dR) 
Variando P cuando varia P y deJando las demos constantes tene-

d z~ ~ i=;, - ~ (F., ) = 
d p l;1 

1 

; o = Fi 1 + F;, d Pz. 
dR 

F.: F,2 - F.1 F-i • 
i:;. 

de las condiciones de Hicks tenemos: 

1\3 

luego: 



F. <O y 
il 

dZ, .Fn'"F 
d P. 11 

Fzz 

Pero ,j•Jst•lmente 1~, Ft2 

-

d Z1<0. 
d P. 

F11 '!1 >O. 

F 
11 F11 

que ora lo que queriamos comprobar. 

f,, F,z 
-= >O 

~. FtZ 

Ahora, analicemos el coso para cuatro comodidades. 

Asi pues, supongamos que varian P y P al mismo tiempo que 

varia P y que los precios de las demos merconcios permanecen 

constantes, luego nuestro sistema queda como: 

dZ1 F,, + F d fi + F dH + Fl4 o+ ... +Fn, o -= • d p(l ,, dP. 13 dP. 

O:= Fz1 +1:-,,'l. d pi + Fi~ d p~ + ¡.~'i • o + •. .+ F n • o 
d P, ---d P, 

O= F3, +F d R 
.n d R + F d p~ 

33 d P, 
+ F3'l . o+ .. ·+Fn. o 

;i 2. n =O 
d P, 

L11ego, el sistema queda como: 

.~tZ! 
~ [ F.1 1 dR 

o -::. ~. F.:1 ¡:;3 u . fi> 

Este sistema lo podemos 

resolver c:omo: 

o ~' G:1 sl Qj¡ 
d P. 



d Z/ d P. 
1 

Fii f; 
!Ion de l.l es el determi-

: o ~l Fil ¡j 
nante del si u t.em•l I 

o ~l F,J 
Luego despe.j11ndo tenemos: 

d Z.1 Fi1 fil 
.b.-=-

d P. ~1 Fi.i 
[le esta ecuocion saber11os que: 

dZ• <DI 
~2 F,,; 

d P. >O 

F31 F)3 

F,. F,i Fn 

lisi pues, paro ,¡:- r .. , Fn f21 es ne9ativo. 

F'3, F¡o,1. F¡o,3 

Siguiendo este analisis utilizando induccion tenemos: 

Supongamos que para K su determinante sea positivo <onolo-

gomente negativo> por demostrar que el determinante de orden 

(Ktl) sero negativo (analogamente positivo), 

Supongo~os que varian ~ ~ •••••·~ mientras los restantes 

permanecen constantes i,e PK+l~Pk +1,,,,,Pn~Pn*• 

El sistema queda como: 

47 



Lo podeffios resolver comot 

d Z1 Fi°1 f7:i F.k 
d R 

1;: O fiz fiJ fi, 

o 

Supongamos que n es positivo Can~logamente negativo) 

ílue resolviendo nos queda como: 



l\Ktl sera negativo dado que 

<~naloga~ente si AK<O y 
d.Z1 • 
d f? •,O 

d.Z1 CfP. <O l Al<>O 
1 

>O> 

Luego en general tenemos que, satisfaciendoo las condiciones 

de estabilidad perfecta de HicKs se soti&face que los menores de-

ben comport11rse sus menores de lil siguiente m•lner•l I 

Fii Fir Fil< 
Fii Fir 

"' o Fii <O >O Fri Frr FrK 
Fri Frr 

Fl<i FK r Fl<f< 

Los menores impares son negativos, los menores pares son 

positivos. 

Ahora cabQ preguntarse: Si los menores alternan se curuplira 

la estabilidad perfecta de Hicks? 

Veamos el siguiente eJeruplol 

Tomemos la matriz! 

E 1 o o 

o 1 o 

o o E 

-1 1 ·-1 HE 

Su menor de orden 2 es E )Q, 

S•J menor de orden 3 es E >o. 

Su menor de orden 4 es <E+E t1 >+1+1c::E +E+3>0 

Luego, no satiGf•lCe ltlS condiciones de determin11nta de 

Hicf<s, An•llicemon su convergencia: 
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lomemos el determinante de orden dos: 

E A. o E·A 1 1. 
:: =-(E-A.) o E o ).. o E-~ 

Bu~cando sus ralees tenemos: 

2 E:v'4 E'- 4 E' 
>-1 i :--~----- ::: E 

2 

Haciendo E<D (dado que el determinante es E no hay proble-

ma), luego la solucion sera: 

Y tomando limite tenemos 

lim 
t-i>CP 

el sistema es estable sin satisfacer las condiciones de 

HicKs. 

o o o 

Otro de los continuadores en el estudio de ln estabilidad 

del equilibrio es Samuelson, que por cierto apoya sus conJeturas 

y su anolisis en argumentos que caen mas dentro del terreno de 

las matematicas, Su trabaJo se enfoco mas hacia el terreno de los 

ecuaciones diferenciales. Aunque su atencion la centro hacia los 

sistemas lineales, tambien analiza algunos problemas que requie-

ren de ecuacion en diferencias, asi como ecuaciones diferenciales 

no lineales y ecuaciones integrales. 
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Un tanto el ,traboJo de Samuel~on, fue una preocupocion por 

proporcionar luz, sabre el tema, aunque para lograrlo exige que 

su publico lector tenta uno formocion adecuada en maternaticas. 

ftl ir obteniendo sus resultados, al va mostrando, baJo que 

condiciones su trabQ,jo y el troba.jo de Uicl<s (ccrnr.ide1•odo u-n ton-

to. como el maximo expositor de la teoria de sus antecesores) 

coinciden y en que ~omento CboJo que condiciones) comienzan a se-

pararse, en el sentido de que la estatica comparativa de Hicks se 

quedo unicomente, en el museo de lo historio &in poder dar solu-

cion a un sinnumero de problemas. 

Comencemos con nuestra discucion acerco del contenido de So-

muelson. Considero la siguiente ecuacion diferencial: 

d H = k, f¡ r R ( n, ... , R( t) J 
d ~ 

Ki es ~a rapidez de aJuste del i-esimo mercado. Ki es es-

trictamente positivo, 

Tombien podemos formular el supueuto mediante el siguiente 

sistema de ecuaciones diferenciales: 

Pi(t+1) - f'i(t) :::: Kifi [F'(t)J i=l, 2, ... ,n 

(Lo Cll•ll podri11 obtenerse de integr•lt' en el íntervillo 

(t,t+1> respecto a la variable t 

i .e S
t +1 

pt 
t dt 

t+1 lt+1 
dt:::. s k¡f;[p(t)] = p(t) =k;f¡(p(t)]) 

t t 

en este nuevo sistema, Ki tambien representa la rapidez de aJuste 
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Siempre estableceremos que un vector de precios de equili-

brio (p) es estable si al partir de uno posicion inicial P (p ~P> 

y al transcurrir el tiempo P converge hacia p, A este tipo de 

puntos de equilibrio, Samuelson los denomina dinamicamente esto-

ble, Nos avocaremos al estudio de estabilidad global y local pero 

centrandonos fundamentalmente en la estabilidad de tipo local. 

El tratamiento que se presunta aqui es mucho mas clara que 

lo que fue representada por Hicks, dado que cumple con la natura-

leza del equilibrio general en el analisis de estabilidad, y per-

mite esclarecer el caracter dinomico del proceso de aJuste alre-

dedor de un vector de precios de equilibrio. 

Para entrar ~as en materia, consideremos una aproximacion 

lineal (del desarrollo de las series de potencias de las ecuacio-

nes fi). Tenemos que fil(P) u O Cuando Pes un equilibrio. Luegot 

dondeQij 

~ ~::: L k• ar1( J1Ít )- P¡") ~~1,1 1 ... ,n 

cdl~~Asi lo podemos escribir en notacion vectorial camal 
J 

~f::k A (p(t}-p¡ 

donde tenemos que A = CAiJJ KI es una matriz diagonal con ele-

mentas diagonales Ki y ceros en lo demas. Teniendo escrito asl 

nuestro sistema de ecuaciones diferenciales, vemos que una condi-

clan necesaria y suficiente para la estabilidad del sistema es 

que la parte real de loa eigen valores seo negativa. <Veo Apendi-

ce Matematico; Teorema Routh-Hurwicz), Olra observacion que pode-

ruos hacer es! si el punto de equilibrio es globalmente estable en 
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el si9te~a de aproxiffiacion lineal, entonces 5era localmente esta-

ble en el sistema original CVea Apendice Hatemotico, Teore~1 C J) 

Despue5 de tener a di~posicion esta herramienta rnatematico 

Samuelson, comienza o establecer los lazos que atan la economia 

de Hicks, co~ l~~inamica que ul propone. 

Lo primero que troto da esclarecer Somuelson es lo distancio 

que hoy entre la teoria de Hicks y lo suya, Ewpone la matrizl 

E o o 

o E 1 o 

o o E 1 

·-1 1 ··1 HE 

Tiene todos sus menores principales positivos para E-sufi-

cientemente pcqueRa (i.c no cumple lo condicion de HicKs) y sin 

embargo, sus ralees tienen portes reales negativos, lo cual prue-

ba que incluso la estabilidad perfecto no aseguro la estabilidad 

dina111ic•l• 

Posteriormente, considera el siguiente sistema: 

{: 
= -2P + 4P -2 '\ 

de donde A r: 

-P + p -1 1 

Luego, su ecu11cion ca racterü-.tica es: 

-2 4 ).. o :-2 -1.. 4 A.z + 'A + 2:: O 
= ::: 

- t o ). 1 1-'A 

Aiz = - .!... + °dl 
z z 
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ne111os 

Como las soluciones del sistema son de lo 

- !.. t l. 'll t 
T 

forma te-

rz z el sistema es estable, 

Pero no es ni perfecto ni imperfectamente estable. 

El sistema: 

"" p - p 

::: 2F' + p .-1 ~ ti en e 1110 t. r i z · 11 ..:: 

11 - I queda como: 

1 

2 

2 

--1 

1 

-1 

1->.. 

o 
+o 

o 

2 
+2= ti -2 A +3=o 

los soluciones seron del estilo: 

nt n~º 
l1m ~ 

t ..>¡Ql 

-l 

1 

·JS luego A11 =1 ± '-z:-

Con estos eJemplos, Samuelson proporciona elementos paro 

comenzar a argumentar analogios y diferencias entre el y HicKs, 

Lo primero proposicion que se establece es la siguiente: 

Proposicion J,- Si 11 es simetrica y si Ki=1 poro toda i, entonces 

la condicion de HicKs eg equivalente a la condi-

cion din•lmica. 

CSe observa claramente que si A es simetrico y 

satisface los condiciones de HicKs, entonces es 

definido negativa], 
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DemostMc ion: Esta proposicion queda establecida por el hecho 

de que una motriz hermitiona y simetrica es defi-

nido negativa <vease el Apendice Hatematico), 

Aqui proporcionaremos un eJemplo sencillo que es-

tablezca el asunto. 

Supongamos una matriz asimetrica y que satisfaga la candi-

clan de HlcKs. i.e 

o. .. ('.o 
ll. 

1 

a .. 
A= 

Ch1 

corno A e-s 51me tnc.a 

'j e.ornó a,, (Q => o.u l. O 

luego escribiendo el polinon1io carocterist.ico: A ->.J 

a.,, o 
= o 

Por la condicion do HicKs tenemos! 

'(o +O )-e' .·.c1= -(o .. ~O·n)>O - " 11 1.1 - 2.,.. ~ 

donde tanto e~ como e, ~on positivos, luego las raices tendron 
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parte real negativo. 

~11. = 

luego(-.~)es un numero neg•1tivo d•1do que c2>o. 

Proposicion II.- Si A es definido cuasi-negativa [i,e 

finida negativa, donde A' ~ A ], 

es de-

Y si Ki = 1 , entonces lo condicion de Hicks es 

equivalente a lo condicion de Samuelson. 

Prueba f Analicemos la siguiente proposicionl 

Si 1L.±....1L' es definid•1 neg11tiv11, entonces es 
1 

definido negativo. O equivalente: 

Si A + A' es definida negativa, entonces el sis-

tema es globalmente estable, 

De .. ostracion: 
f11 

Seo. V ::: <r> L /i 
¡: 1 

1•1 de'lig•J•lldo.d ii:i<o se cumple 
dt 

cuando fi e O Viluego 

dv/dt =I fj(d fj/dp,.1 (df.?./dt ) =L f. Ujrfr 
J)I j;r J 

Escriblendolo en Formo vectorial, tenemos: 

cJ V/ d t ~ f' A f = f' ( ·[ÍA + A) } f 

la desigualdad se cumple de la hipotesis del teorema. 

Proposicion III.- Si el proceso es dinamico 1 y no sa toman en 

cuenta la rapidez de o.juste Hicks, (entonces se 

satisface la cundicion de Hicks). 

[rernostrocion t Tomemos en considerocion lo ecuacion dinamicaS 

dp(tl/dt :kA(p(t)-pl 
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Segun las condiciones (no tomar en cuenta K) 

tenemos: dp(t)/dt:A{ p(t)-p) 

Si el sistema es estable, entonces n es definida 

negat.iv11 y por lo t.ant-o, uus menores pares son 

positivas. Y sus menores impares son negativas. 

Proposicion IV.- Dada una mat.riz cuyos coeficientes no diagonales 

Den1os trae ion 1 

son todos positivos (AiJ > O > y Sl)tisface la 

condicion de Hicks, entonces satisface la candi-

cion de Samuelson. 

face que f\ii<D y que AiJ>O luego podemos escri­

bir donde },. :-: M11x 1 Aiil 

bii:: A +nii>O 

b i.J = Ai.j luego una mat.riz B definida asi es 

positiva. 

L•.le<JO ;\.I-B:i-n. 

Si A na es negativa y la matriz de Leontief es 

prod. =>,se cumple H-S 

_ I 12, ~s d~ Leon~iet : . t 'B 

--},- A=r-tB 
~s prod1JC1iva. 

1 Sea C= ): B C<ln10 es productiva =<> 3 x>o •. ~· X-CX>Ó 

(--* f\) X>O lo cu11l es o. o, 

Se,·1 11::: -.!.. f\ . A. IIX>O 

L dij X~j >0 
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Necesitaffios que -A sea D. D. en el sentido de 

Ha<ldamar. f\ cumple Hicks y - f A es d,d, en ese 

sent.ido <- t AX>OJ q1.1erc1n1os ver que sus roices 

tienen parte real negativa. 

Seo Parte real no posit.ivo. 

Consideremos cpr.-11 > • 

P ._!!.1 I··D es no singular:.Pno es valor propio. 

lf-d<i.b\di...:\ \J ~ 1fodo qua di.t. >D =) -cLi...::O 

y P <O luego se deduce la desigualdad y tallibien 

\f'-d¡i\X_¡ ::ldi.·l\ x; >L Xjldijl 

no es 1lin91Jl•lr y p I-1) en s•Js eiyenvalores y 

como D= - t A~>A tiene eigenvalores con parte 

re•1 l ne<J•l ti V•l • 

Si una 111atriz tiene eigenvalores cuyo parte real 

sea ne9ativa, entonces la matriz satisface HicKu 

y Aii>O 

Consideremos una eigenvalor del polinomio ca-

racteristico, luego es una raiz del polinomio de 

Frouzni•Js ( ). I-A> X >O l•l c•ltll tenemos q•Je S•1tis-

face H-S, Luego, sus menores man positivos pero 

como RE/.. <O a> H11y un f111:lor ne911tivo 111 te rondo 

la matriz diagonal Los menores de f\ alternan 

que es la condiclon de Hicks1 hace folta ver que 

los elementos no diogoncles son positivos, pero 
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ello se desprende del hecho de tener raices de 

Frobc::nius. 

111, .:.·¡ui se deducen las siguientes definiciones! 

§y~&i!iY!~!!idn4: Se refiere al efecto positivo de un ca~bio 

en el precio de la ruerconcia J sobre la demanda de la como-

didad i cuando el ingreso real se compenua. 

> O para todos los precios 

diremou q•Je 1<1 comod Ld11d-i e!J un 11uutituto burdo de ,j paro 

el consumidor K con respecto al cambio en el precio de la 

merc•1nc Í•l ,j: ( i .j) • 

f'Gra finali:rnr con el trabo.Jo de Samuelson, establezcamos y 

probemos Un•l serie de •lfi rn1•1c iones, 

I ,- Si > O <i = J> entonces el punto de equilibrio es estable 

en el sistema de Gproxiruacion lineal, por tGnto sera localmente 

estable en el sistema original. 

II.- El sistema original es globGlmente estable si todos las mer-

canciGs son burdamente sustituibles. 

III.- Podemos hacer Ki = 1 

co1110: d P:1< (Q = f,· ( Pc-t.J ) . 
d-t 

Asir nuestro sistemll quedol 

IV,- Considerando nuestro sistema en un equilibrio p o 

una mercancia puede elegirse como numerario. (p, eJ, Po = 1) [A-

qui aparecen llls definiciones de sistemll normalizado y no norma-
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No respetQremos el orden establecido y comenzaremos probando 

el argumento CIVJ, 

Prueba <IV>,- Tomemos un punto de equilibrio p - t. ff <P>=O y 

consideremos uno mercancía como numerario p, eJ, 

(Po ::: 1 > , 

Consideremos un caso particular (poro dos mercan-

cias), Sea X= Y, donde X denota el numerario. 

Supondremos que los individuos tienen una funcion 

de utilidad continua y eatrictamente concava. Es-

trictamente decreciente en varias variables y lo 

demostraremos como! 

..... ) 
UlX,\j') >U t ')I, 1 

- ( 1> 
U ( x"' ~) '> U { X'', y) .. ·'' >~'' 511 ,. o 

Sean X ; Y las cantidades iniciales que posee un 

individuo, P denoto el precio de Y en termines de 

x. <El precio de X es iql.l•ll •l U. 

f (pJ; GCP> Determinan las funciones de demanda de exceso del 

individuo para las mercancías x;Y respectivamente. 

Consideremos el siguiente teorema! 

Teoremal Si se cumplen las 'condiciones impuestas en <1> (diremos 

que no hay saturacion), El hecho X> O implica que 

l1\'Y\ .., 1 t i u• t'•J'Y'I ttP)=eó n"'>o• 0(.-) :::co •ln•l og11men es J p-'>co 

Demostrncion: Supongomou que el teorema es falso, entonces existe 
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una sucesion (~, P1 , ,,,,, Pn, ••• ,) y un numero M 

L ,· trt r:>" = o · g ( p n) " M n ..:¡oi J -

luego G <Pn) = - '/.°de donde L;rn ~(Pn)aaQ 

Definamos las siguientes sucesiones: 

{ 

M+l Xn=-Pn 
14 

Pn 

Yn::: M+I 

l+Pn 

Asi queda satisfecha la restriccion: 

~n + Pn Yn = Q, 

• Ahora si X > O por hip y si li 't"fl Xn=O 

Xº+ Xn > Q, 

Si escogemos H de modo que sea positivo, tendremos: 

Yºt Yn > Y
0 > O, 

Y C 11"10 f;g Ge definieron para ma>:i111iZ•lr la utilidad ba,jo las 

restricciones planteadas para n-suflcientemente grande, ten-· 

dremos: 
o 

(9) U ( x'+ F ( PnP >r Y+ G ( Pn :: U ( X 
0 + Xn, Y

0 t Yn ) , 

de (2) y de la 111onotonia tenemos: 

(9) U (Xº+ f ( Pn), Y
0 + 8 ( Pn) =U ( x"+ f ( Pn ), Ypt li) 

de las desigualdades (8); (9) se sigue que: 

(10) U ( X0 + f ( Pn >r Y
0
t M =U ( X

0 + Xn, Y
0

t Yn') 

Pero entonces li1s o-tienden •l infinito. Por 111 contiiwidad 

de las funciones de utilidad podemos sustituir en la ecuacion 

(10) los limites de f ( Pn Xn; Yn de (3>; (4) 11si tenemos: 
o b o o 

(11) U ( X, Y t H > = U < X, Y t M + 1 
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lo cual contradice la suposicion de rnonotonia resp~cto a la fun-

cion de utilidad. Asi asegurarnos la pri~era afirrnacion intercarn-

biando x;v y reemplazando p por ) tenemos de manera anologo 

una prueba de la segunda afirmacion, 

Tornando en cuenta el mercado de n-mercancios el teorema se 

cumple si todos los individuos tienen utilidad no-saturada y le 

satisface la siguiente condicion: 

¿_'y"' >0 

ahora podernos establecer: 

Teorema: Seo Z x•' >O 
J 

y supongamos que las 

funciones de utilidad de todos los individuuos son monotonas 

y continuas en cada morcancia. Luego g <p> es continua. En-

tonces al menos algun punto de equilibrio existe. 

P P •• Luego 9lP) >O V- p.)· o~ p~p· _; 3lP)..(0 VP-t· ~ 

donde p•; P' son dos numeres positivos finitos, el sistema 

sera estable (Podremos tomar una rnercancia corno numerario?), 

Demostracion: La solucion es analoga a la del teorema anterior y 

en la segunda parte debe tomarse: g <P> = - ..!... f(f') • p 

Con esto puede verificarse el argumento <IV) ahora analiza-

remos un teorema que ataca a la vez las afirmaciones primera Y 

segund•l • 
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1 

1 
1 
1 

Recorde~os la definiclon de uustituibilidad burda: 

Sust. burda Prevalece cuando 

Ors :. ~fr ":>O (r.ts; f;o,1, .. ,m s:.1,i, ... /m). 
d P5 = 

o vectorialmente: 

l d r;/ 
Ors:: dp; 

Ahora estamos en condiciones de establocer el siguiente teo-

rem11: 

TeoreM 9.- Supongll P > O Y la matrü A :::ll Ürsll 
que s<N no sing•Jl•H• Supong11mos t•1111bien qlle C> f1<-/clPj ~O ~4-j /\ 
Ci,e sustituibilidad burda), entonces el pllnto de equilibrio Pes 

localmente estable, 

Ilemo~;trocion: 

Analicemos la siguiente afirmacion: 

Teorema! Supongamos que los funciones demanda exceso FK <P> son 

uni-valuadas continuas y positivamente homogeneas de grado cero. 

Ade~os supongamos que existen vectores de precio de equilibrio 

positivos CP > Q) y q1Je prevalece la sustituibilidad burda. 

raue las funciones sean homogeneaz de grado cero significa 

que que prevalezca la sustituibili-

dad burda significa que lo siguiente se cu~ple: 

FtP):t=O flp):::O 

P. ··/Í- = m; )') ( Pa:./p~··) :=-; ., P¡:" K 

o Entonces, paro P )0 

Al) Toda solucion a traves de P 0 del proceso no normalizado 

63 



(!) confusiones HK continuas que preservan -signo i.e 

toda ~I (t ,Pº) converge a algun vector de precio de equi-

li,brio P; 

A2> La convergencia de ~I ( t, pº) es estrictamente n1onotona 

en 111 nor111•1 11 111-\ definid•l ant.eriorn1ente. 

* CEl proceso normalizado queda determinado por la ecuacion dife-

* l 

b1 ) Toda solucion a troves de r• del proceso normanizado II 

b2) 

11 

con las funciones hy continuas que preservan signo i,e, 

todo solucion lfl.I! ( t / pº) conve1·ge al vector de precio 

normalizado unico. p y 
[ 

Lo convergencia de '11<l 1 pº>es estrictomente monotona en 

11 11 .. definida •1ntes, 

11 t\ la definimos como: 11 PllK IAax l P1: 1 l* 

(;t.).,. .Demostracion de <A 1 >, <A 2 >. 

Consideremos la ecuacion 1 ~ :: \-l k l Í-1: l p) J 1::: 01 1J "·1 h1 
dl 

Sea P > O un vector de equilibrio y hagamos la siguiente 

transformacion de variables! Ql< = Pi:./ p"" 

luego obtenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 

Pf<.Ql< ::.Hr<-t Fd QoPv,G1P,J" .. ,OmP,..,\J 
o 

G> ~ = r~/ Pi: ó ... ;:. 61-(Q) 

de donde tenemos 



1 

' 1 
1 
1 
1 
1 

j~ 

Verificaremos que el sistema <1> satisface la hipotesis del lema 

(6), Tenemos Qº>o. 
/ 

Tombien Gk es continuo, 

F.k J H son continuas, Esto permite que se verifique lo condicion 

(5) del lema 6, Ahora si Ok' mox ílk luego tenemos <por definicion 

de Qk) 

Seo G(Q)cQ Hk preserva signo ~> FCP>/O y <S*>=>FW CP)(Q 

Seo 0~(0) = (1/Pk'>Hk'CFK'<P>J<O, Dado que Hk' preservo signo. 

Para probar que Okª::.tninQ~ implica Gk"(Q»O es onalogo. 
l<. 

Luego el lema 6 es aplicable al sistema (1) 

Luego e>:íste Ao .}· Ql\:.)~A,, cuando l.....,oo i.e poro K 

Pi(t)/¡51' -- Á0 CIJ•lndo t _,,,ro 

o equivalentemente 

Por homogeneidad <ID AoP es un vector de precio r.le equili-

brio en consecuencia, es unica. 

Luego esa convergencia es por lo ofirmocion <C> del lema (6) 

es estrict•:imi:mte monoton•l en 111 norm•l 11P111-1 =- h'lo~ ( ll:>KV p,.,) donde 

Pes un vector de precios de equilibrio i.e la distancia 
-

de P<t> a cualquier vector de precio de equilibrio P dado por 

decrece. Y este decreciruiento 

es equivalente a que decrezco en por el lema 6, 

<•> De~ostracion de (b > y (b 

Conslderemo~ la ecuacion diferencial 

(1) 
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o el sistema: 

(2) 

donde gJ= PJ/PJ. 

e9tablecidas si 

Los afirmaciones del teorema quedan claramente 

pueden establecerse para las P'S del lema (7), 

Todo se verifica facilmente excepto tal vez la condicion (5) to-

mamosl 

es equivalente a: 

Po = l e5to se deduce de que 

Si K' es considerada igual a J; 

J 1 como mlnimo suscrito se trata de manera analoga. 
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C t1 F' I T U L O I I I 

EL EQUILIBRIO GENERAL EN UN CASO 

DE TRES MERCANCIAS Y EN EL CASO 

DE UN NUMERO ARBITRARIO DE HERCANCIAS, 
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Comencemos ahora a eJemplificar lo estabilidad del equili-

brio competitivo, Paro ello, analicemos un mercado con tres mer-

canelas haciendo unicamente suposiciones basicas para el sistema. 

Sea Fi(F') <donde P==!P 1 , Fi_, F1) que denota lo funcion deman-

da de exceso de lo i-esin~ mercancia, como siempre, si P es un 

punto de equilibrio, entonces: 
/\ 

fi(f):=Q i=1,2,3 

Hagamos los siguientes suposiciones Ceconomicas) 

1) <Estabilidad burda) fiJCP))Q ~p i#J icl, 1 2,3, 

2) <Homogeneidad) Fi<P>i~1,,2,3> son homogeneas positivas de 

grado cero i.e fi( P>~fiCP)V >O 

3 
3) <Ley de W•llrosl 2.. P~ f:< P) .::O 

• ... =1 

4) Pi>O i=11213• 
/' 

5) Existe al menos·un P que es punto de equilibrio. 

BaJo estas suposiciones, probaremos que el punto de equili-

brio que es unico, es globalmente estable. 

Normalizando podemos reducir nuestro analisis a un mercado 

con dos mercancias Cesto se deduce de la Ley de Walras> 
3 

L. ~~LtP)==O Vp ==>s: fi:O; L=o .,.>f,~o 
\=I 

i.e si los dos primeros mercados estan en equilibrio, entonces el 

tercer mercado tambien estora en equilibrio, Lo tecnico de dia­

grama de fase nos permite observar la trayectoria de PCt, P
0

> Y 

saber si converge o no al supuesto punto de equilibrio, Dicha 
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tecnica consjste en lo siguiente: 
1 

Codo curva Pi=Kifi(P>=O divide al plano en dos regiones, a-

quella en la cual Pi)O y donde Pi<O con i'=l,,2,3, Recordemos que 

tambien ~=1, Por ello, podemos omitir cualquier consideracion de 

P>; P
3 

lo cual implica que unican1ente veremos el plano tridi111en­

sion•ll 1 

DibuJemos primero los curvas fi(P)=O los cuales aseguramos 

que se abren hacia arribo por el hecho de que tienen derivados 

positivas. Poro ver esto, consideremos el vector de precios no 

normalizado ~ ,~ ,~ uobre la demanda de la K-auima merconcia 

(Ki!'l) luego, <tomando il. como foctor proporcion•ll> 

Pero 

Por lo tanto 

d x~ 
-:= 

d !\ -· d P,. 
d Pr 
dT 

(Por ser XK uno constante), 

d Pr _ p 
- r dT 

luego como P>O, entonces no todos las AKr<r=O, 1,,.,,m) seran 

positivas. Luego si AKr>O paro K{r <sustituibilidod burdo) se si-

gue que AKK<O, Aplicando este argumento a K=l,2 tenemoul 

.. 
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luego para f =O=-At 1 dP.tA dp 
,_ 1 'l.'l t 

del argumento anterior ~1 A11 son positiv11s y A11 ; A12 son ne­

gativas ambos derivadas son Pi 

positivas. Asir ~ es una 

funcion monotono creciente 

respecto a ~ , De este argu-

mento deducimos que de exis-

tir un punto de equilibrio, 

-;---------------P. en tcin ces sera un i c o, 

La siguiente ecuacion se cumple usando el argumento <2> 
3 

L O.•j Pj =O 1J p ~=1,1.,3 
j :1 

del argumento <L> tenemos fiJ>O <ifJ> Pi)O i=1,2r3 e-

cuacion sea c&ro, es necesario que Q;i "º V- P tomemos en cuenta 

los V•llores de P 1 ; P
2 

P•H•l los cu11les f1 =O en el p bino <1=¡ -P2 ) • 

Esto define una curvo <como la que se muestra en la figura), 

A12. >O -V<P> •l ltl izq1Jierd11 de f 1 , Y •ln•1log11mente A17. <O ~p •l 

la derecha dt' f 1 , En consecuencia, 1\, >Ol;IF' a la izquierda ·de la 

c1.1rv11 f,_ <P>=O y Az 1 <O '°'•z <Ol;IP •l l•l derech•l de 111 c1.1rva fz. <P>=O, 

(Posteriol'mente podemos utiliz•1r los hechos de que f
11 

<O o 

fu <O, Así como los de q11e f1 ~ >o; fz. 1 <O, 

Del argumento 5 tenemos que existe al menos un punto de e-
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quilibr~o, por ello, las curvas f, <P>=O; ~ <P>=O se intersectan 

al menos una vez, (Verifiquemos que tal interseccion se presenta 

solo una vez) • 

Procedamos por contradiccion: 

Supongamos que P•>O es tal que f <P•>=O y tal que P*~P y to-

les que F3 *=IJ ==1. 

BoJo esta suposicion tenemos que las curvas ~ , \ se inter­

soctan en los puntos P*¡p, 

Luego, en uno de los puntos 

ocurre que f 1 <P>=O intersec-

l•l <derecha?>, [Supong•llTIOS 

que ocurre en PIJ como se ob 

serva en la figura • 
.... 

Consideremos un P <que no es 

ta sobre ninguna de las cur-

vas>, 
N N ~ ~ A 

Supongamos que P es tal que: ~ >~ ¡ ~ >~ <Notese, sin em-
,..J "' ..., 

bo1·go, que P;, =F; lf:==P3 =1 >. Luego, f 1 CPl=O; f
1 

<P)::Q, Saleando dife-

renci•ll respecto il f3 (p) cl f., '°e) f:¡, P.+ hl. 0 Pi . '. d Ps.:: O .: P3.:: l.. 
..., 

comporondose los puntos P*;P , 

Con10 fJ <P*):/:0 l•l ec•J•lcion •lnterior in1plic•1 que f, (P))Q, 

ctF; >O dP,_ >O. ; i:) f3 >O>, lo cual implico 

df¿ )0 ~1=1 1 2 1 3, Esto cont.r•ldice 1•1 ley de W•llr•lS• 

Asi queda establecida lo unicidad del punto de equilibrio, 
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luego, P* no puede ser punto de equilibrio+ Esto implica. que 

f
1 
(P) intersecte 11 fl. <P> unic11mente en p, 

Analicemos el siguiente diagrama donde se aprecia facilmen­

te lo estabilidad ylobal de ~. 

Consideremos dos posibles 
o 

puntos iniciales ~ ; P , 

Consideremos F~ f, >O; f¡ <O 

son tales que ~º>o; 
• o 
p1. <O, 

En otros terminas, ~ se in-

cremento cuando P2 decrece, 

Asi, los trayectorias chocan 

(Supongamos que chocan en el . 
p•rnto ft, > Tene111os que en el punto fl;P, "'º y P, <O, osi, lo1 tr11yec-

torio de los precios entl'C en lo region en lo que: r; <O y f2. <O, 

donde tonto ~como ~ decrecen con el tiempo. Supongamos que los 

curvas chocan con la curvo fL<P>~o en el punto e, En dicho punto, . 
~<O consecuentemente, la trayectoria de los precios volvero a 

entrar en lo region donde~ <O; ~(O, .ftproximondose asi al punto 

de equilibrio p, 
o 

Algo anolog~ sucede cuando partamos del punto P r comenzara 

choc11ndo con el punto (I', en el cw1l P, :::o; P,_ >O, por lo c•.1•11 
. 

ascendero; supongamos que hasta el punto B' en el cual ~>O; ~=O 

luego los trayectorias oscenderon hasta llegar a p, 

En el diagrama se prueba lo estabilidad apoyandose en el he-
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cho de lo sustituibilidad burda, La trayectoria del precio 

- . . 
P

1 
>F¡_ y cae en la region P, >O; P~ >O cuando P

1 
<F; ; f',_ <Fj , 

II.- Ahora pasemos a hacer un estudio mas general, buscare-

mos una prueba de estabilidad global centran~onqs principalmente 

en la sustituibilidad burda para el caso de n-mercancias. 

Consideremos el siguiente sistema normalizado de una econo-

mio de cambio puro en n-mercanciasl 

( 1) dP~Ll)_ {¿ f P,lll,l\ll), ... _,PnL\lJ" 
d \; -

: x;\ p,~\:.\, Pl.Ltl,.: .. , PnlUJ - X• ~::1,1,?i,·· .,n. 

tenemos que los funciones fi estan definidas en el ortonte no ne­

g1ltivo de íR" , y uupondremos 11de111•1s que son contini.wnrente diff~-

renciables. Supondremos tambien que todas las rapidez de a-

Juste seran identicamente uno. Adoptaremos el hecho de que 

f'=(P, r P1 r,,, rF'n > se considera como una funcion del tieitopo i .e 

P=P<t>. PCt> se supondra que es solucion del sistema de ecuacio-

nes diferenciales anterior y que satisface la condicion inicial 

P<o>~Pº (al cual supondremos que es positivo> y para cualquier 

solucion Pº supondremos que existe una unica solucion P<tr P
0

> 

Supondre111os que para el si~tema dinamico anterior existe un 

vector de precios de equilibrio P el cual es positivo, en el cual 

la funcion de de111anda de exceso toma valores singulares, y son 

continuamente diferenciales, finalruente, supondremos que las si-

73 



guientes relaciones se cumplen: 

1),- <Ley de Wolros) 
i...P;t~lP)=O 

2),- <Homogeneidad> Xi' l f') :: x¡ o< l p) :::1,1, ... , n 

3),- <Sustituibilidad burda) 

Supondremos que todas las relaciones anteriores se cumplen 

para cualquier t ~O y P<t>>O por lo cual podremos reescribir la 

Ley de Walras co~o: ± P¡\l) L [.PlO] =0 
i,::1 

y la suposicion de homogeneidad implica que f¿<P> es hornogenea de 

grado cero, Y luego podemos escribir la ecuacion de Euler como: 

± Pj ll) Lj =-O 
j~I 

BaJo estas consideraciones, podemos escribir el siguiente len~: 

Lema 3.E.1 Suponiendo la Ley de Walras tenemos: 

llPll)ll=llPtolll V-L~o dondi:G 
2 n < 

\\P(t)!I -::: L P~ U.). 
t:1 

Demostr•:tcion: Ton1•indo l•l diferenci•ll respecto •l t de 11 Pl\:.)11
1 

tenemos: 
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esto se cumple dado la Ley de Walras, luego tenemos! 

11 PtOll=llPIDlU= de. 
~hora consideremos el siguiente: 

Lema 3.E,2 La suposicion de homogeneidad y sustituibilidad burda 

<2> y (3) inaplic•ln que el vector de precios de- equili-

brio es unico paro un (multiplo> escalar positivo. 

Deruostracionl Hagamos la prueba por contradicciont 

Supongamos entonces que 
1\ 

equilibrio t•1les q•Je P*# 0< !", 

/\ 
F'; P* son dos vectores de precio de 

para cualquier~ )Q, 

/\ " Sean P IP* =ni: { P1 ;.P* 
,.. 

Y escribamos f ~P~ /P~*· Por 

. ,.. "" 
rf'i /F'.i*r•••rPn/F'n* • 

,.. 4 • 

def in ié ion ;-< ~ P¿ / P¿ V, 
/\ 

Consecuentemente Pt:f~p, Para c:ualquiero<>O, Pi>fF'i* paro cual-
~ ~ .... 

<l'!ier i/'I, Escrib•1n101:; Pi~¡..< Pi*, cm consec1Jenci•11 PU=Pi p•lr•l tod•l 

i, la desigualdad estricto se cumple cuando i~I. 

De la 'uposicion de estabilidad burda tenemos: 

" rl X1<P>>X1 CP> y de la auposicion de homogeneidad tenemos fi<P•>=O, 
rl _ .-.J ...., 

Lo cual implica que fi(P)=Q, Por lo tanto, tenemos X¡ =X1 <P>>O>X1 

pero esto es una contradiccion. 

Observaciones: I> Este lema establece que cualquier vector de 
/\ 

precios de equilibrio ~.e t»:presara en ll'l forma<:\' F' dondeo< es algun 

numero positivo. Geometricamente, esto quiere decir que hay un 

rayo de equilibrio unico Cla estabilidad se presenta en unl'.l unica 

direccion) ~ o< P; o< ?0 ~ 

11) Observe que nunca utilizamos la ley de Walras 

III> Del lema J,E,1 sabemos que P<t> se mueve so-
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bre la esfera del roidio 11 P(O)ll , En consecuenci•1, el lem•1 (3,E,2) 
,.J 

implica que si P<t> -> P (un vector de precios de equilibrio), 
/\ 

entonces P es unico y queda restringido a una esfera. 

IV> Al establecer esta prueba se cometio un error 

que corregiremos en el apendice (lema C1J> de este capitulo, 

Consideremos ahora el siguiente: 
/\ 

Lema 3.E.3 Sea P un vector de precios de equilibrio y suponga-

mos que se cumple la Ley de Walras, la homogeneidad 

y la sustituibilidad burda, 

Tenemos que: 
L p, +; (P)>O V p>O .:t· p;: O(~ \Jt:>1. >O 

Deniostr'.lcionl 
/\ 

El punto X de la fi~ura 3,7 representa los stocks 

de las dos mercancias X=CX 1 , X2 > para un vector de precios de e-
/\ /\- ,.._ 

quilibrio p, Entonces X1<P>=X1 ; Xi<P>~Xz Sea P un vector de 

precios tal que p'/:o<~ \Jo< >O. 

Por el lema 3.E.2 •p• no es un vector de precios de 

equilibrio. Como una consecuencia de la Ley de Walras tenemos: 

n " r. ~~ x~tPI = r p, x~ 
L=I ~"' 

en consecuencit1 1rn punto CX 1 CPJ, Xi<PIJ est11 sobre 1•1 line11 A'B, 

-- - - (1i 
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los cuales pasan por el pun­

to i, cuya p~ndiente esta 

do da por p, 

S•rn CII la linea que pasa 

por X y <:l.lY•l pendiente est•1 

A 
d11da por P. Supongomos que 



/l " /\ 
P1 /t; >P, IP,_ (bo.Jo la suposic ion en que ~ /P

2 
<P1 IF; t•l lema se prue-

ba de manera analogaJ, 

En otros palabras, supondremos que CD tiene una pendiente n.o-

yor que AB. 
/'-

Esto suposicion supone __ qui: P1 /P >P
1 

/P. 

Escrib11mos f =Í\ /P
1

, entonces P,'> f"t=; 11 
¡\ 

consecuencia de lo sustituibilidod burdo tenemos: X¡<PJ>X,<~CP)J 

Pero la ley de Walras implica que: 

~ P,~, ( p} -+ J..I Pl X'i (p) =-/"' P, X1 ~}l P2 Xi"" t' P, )(, l ~lPl) + }I Pt)(2 lf'( Pl) .' · 

X, l p) ~ ')(, YtP). 

Usando lo suposicion de homogeneidad, tenemos: 

X,tP):: :<, ~tP) > x,tPl~°X','h1lP). 

luego el p1.1nto XCPJ=CX 1 CF'J X¡Cf')J est11 en 1•1 rect11 del punto X en 

lo figura 3,7, Ahora, dibuJeruos uno linea paralelo o CD que pase 

por X<PJ, En consecuencia, tenernos que: 
/\ /'-
F'X C P J >P. X P,fCP>>D donde f(f'J::[f 1 <F'J rf2. CPJJ Q, E. [1, 

Observaciones: IJ El lema establece que en cualquier situacion de 

desequilibrio, la suma de los demandas de exceso ponderada por 

los precios de equilibrio, ton.bien son positivos. Luego, el oxio-

rua debil de preferencias reveladas de Samuelson establece que: 

este axioma se cumple poro lo demanda total de mercados. Lo Ley 
- /\ A 

de Walras implica que: P.XCPJ=X,P=P,XCP> donde P es un vector de 

precios de equilibrio, 
,... 

Queremos ver cuando P.~X=D=> P CXCF'J-X<PJJ, A consecuencia 
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del axioma debil tenemos que: 
/\ . /l. I' 
P.4X<O=>PCX<P>-X<P>J<O JP.CX-X<P> <O 

lo cual se deduce del axion~ de Samuelson. 

11) Si se cumple el axioma debil, entonces el 

equilibri~- e_s unico p,QO( >o. L11 demostr11cion •lq•Ji se h11ce por 

contradiccion i.e Sup 
/\ 

p" t O( p 

Por la supouicion tenemos que: 

V\ 

sea fi<P*>=O ~i. 

¿ P< ~; (P~)>O f Aqui la sustituibilidad burda 

·~'=-• 

no es neces•l ria, 

Observacioneu: l!I) Observese que ~a unicidad es uno con•ecuencia 

de la suposicion reslricliva de la sustituibilidad burda o del 

axioma debil de Samuelson. 

Para finalizar este capitulo, analicemos el siguiente: 

Teorema J,E,1l <Arrow, Block, Hurwicz) Sea~ un vector de precios 

de equilibrio, baJo la suposicion de 1 

l) Ley de ~!al r11s 

2) Homogeneid•ld 

3) Sustituibilidad burda 

El sistema descrito por: _ 

d P;.ltJ =f.- [ P,U.1, Piti .. ), .... , P..,ll)]=X~f P,\t.l,-··1P11l·\;.)]- ';(¿ 
dl 

Es globalmente estable. 

De111ostr11cion 1 
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/\ 
Consideremos la distancia Euclidiana entre: P<t> y p, Proba-

remos que esto distancio converge o cero cuando t->~ • Seo D<t>= 

1 
11 P < t >-PI! = 

f\ /\ L f P~ttl- P; J 
-.~, 

¡IPlt):o 11 P(o)ll. diferenciando [l(t) respecto o t tenen1ost 
.. " /\ L 

d Dll~~::; }t. [ L. P:tl)- p, J ""i.EP;tU- P~) :~· : 

z 'Z.lPilO-P").{;tp):o 2. [f. p~¡1.)f;¡p)- f p.-f:Lt>)J.= 
~~' L:I 

por la Ley de Walras. 

Lut>go 

Si p::"(P=> dI>l~J/dt =O ¡ [ Í: <o1 $) :: O Vi. l • 

.ti 
BoJo la suposicion de que P~~ P=> 

D(t) siempre sera acotada por cero, luego P(t) 

/\ 
esta acotado por P. 

Se•1 p;:. 1¡ P.11 Pll •• 11 Pto)ll} => J ~ { $) .)· ~>O 

luego P<t> E F'=) p/ SdP) Yl ~ 

es co1itin•l•l t~n P.~~ 

P es compacto 

alcanza su maximo en P 

<Por Weierstross), 

Luego 

integrando ele 

r il. dt 
o d-t. 

JLl- <o en P => J J''»o .}" 
d-i 
o hasta t tenemos: 

I< 

2 - r t; "'d t ;. DH.)- J>!o) .s -d \ t).'. ]>ti),: Dio) -J li) 
o 
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Para t suficientemente grande DCt)<D! 

La norma es no negativa.1 

Observacion: I) La suposicin de sustituibilidod burdo se sustit~-

ye por el axioma debil de Samuelson. 

II) llrrow, Block y Hurwicz--don uno prueba basandose 
11. 

en la norm•1 m•1xim11Un1==M~1x;{PatJ-P;/p¿1 .L11 prueb11 b11,jo 1'1 normr:i . 
~aximo no necesariamente implica lo convergencia monotona boJo lo 

normr:i Euclidiana. 
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t1 P E N D I C E 

C (\ P I T U L O I I I 

ALGUNOS PROBLEMAS DASICOS SOBRE FUNCIONES, 

DEMANDA DE EXCESO 
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'Estas notas abordan los problemas basicos de las fun­

ciones dem~nda de exceso que aparecen en el escrito 

"Sobre la Estabilidad del Equilibrio Competitivo II' 

escrito por Arrow; Block; HurwicKz, intento mostrar que 

es _po~ible obtener los mismos resultados con algunas 

modificaciones de las metodos de demostracion de los 

lemr:ts' 

1. 

Usaremos la misma notacion y las mismas definiciones que u­

tilizaron Arrow; Blockl Hurwicz, Primero echaremos un vistazo o 

su lemtl 1, 

Lema 1.- Si las funciones demanda de exceso son homogeneos 

positivas <H> y satisfacen la forma • diferencial 

CSd) de sustituibilidod burda, entonces la demando 

de exceso para cualquier merconcia libre es positi­

vo infinito, se prueba que no todas las mercancios 

son libres i.e si P•O y para alguna r~O, Pr~o en­

t1rnces Fr<P>= +ro 

Corolario al lema it BaJo condicionen del Lema 1 si Pes un 

vector de precios de equilibrio, entonces ~>O~FC~)=O, 

En este lema tanto <H> como es > se asumen. Pero en este caso 

F<P> no tiene valor definido si PfO y algunos de sus componentes 

se onrJ l •ln , 
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Supongase sin perdid11 de generalid11d P=<P
0

, t=; ,,,,,Pr,o.,,o) 

(p~ >O i=O, 1, ... ; r;O=r=m>, Entonces Fr+1<P
0 

, ... ,O,Pr,o .. • ,O>•~Fr+1 

.<2Po,,,, ,2Pr,o, ••• ,o>=Fr+1<Po,, •• ,Pr,o ••• ,o>. 

Por (SF) y <H> esto es uno controdiccion. Por ello F no tie-

1 e i ifl. d d P t t d d IR·Llfl•t , el ort·•nte i s gn _ ca_ o cwin o es un p•Jn o 11co o o e r ... 

positivo del espacio Euclidiano de dimension mt1. Luego esto im-

plica que si Pes un vector de precios de equilibrio i.e tiene un 

valor definido F<~>=O entonces ~>o. 

Asi el corolario anterior proporciono mas bien uno defini-' 

cion y no algo que mostrar. Por ello adoptemos lo siguiente defi-

nicion. 

Definicionl Uno funcion demando de exceso F<P> es un mopeo conti­

nuo de int( IR+"'+' >-> IR"'-t' el cu11l posee un punto de equili-

"'"' brio. i .e existe un punto P en int+< IR+ tal que F<P>=O. 

En consecuencia, F<P> no tiene significado sobre algun punto 

acotado en IR"'*' uno puede esperar interpretar el Lema 1 del si-

guiente modo: Fr<P> tiene un limite en el infinito cuando P tien-

de a ceror ni~gu~ a~ro componente de P permanece fiJo. Pero ~sto 

no es cierto siempre como deJo ver el siguiente ~Jemplo: 

E.Jemplo 1,- Sea m=1 y Fo<F'o,P
1 

>=-F
1 

<Po 1 p
1 

):::t'l(Po 1 P
1 

)-( Tf /4) donde 

O<A<Po,~ )(n/2 y entonces <A<Po 1 ~ >>=~/Po, De aqui se 

desprende inmediatamente que F satisface los condicio-

nes de las funciones de demanda de exceso <S 0 >;<H>. Pe­

ro J.:::- Fr(Po,F'1 ):: ~ <+ co , 
r, ... o 

Esto permite que hoya puntos que sirvan fuero Justo donde 
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las pruebas de Arrow, Block y Wurwuicz fallan. No usamos para na-

da la ley de Walras. Por ello en la prueba supuesta del Lema 1 A-

parecen errares en la desigualdad <6> (vea Pag.87 de ClJ), Para 

t=O no hay ninguna cosa en la prueba la que se puede requerir que 

(6) se cumpla. 

Lema 1<W): Supongamos CH>; (Sf) se cumplen. Fi.jando 

(l-J> arbitrariamente FJ<Pa, •• ,,Pm> tienden a infinitri 

positivo cuando PJ tiende o cera. 

Demostracion: Sin perdida de generalidad podemos suponer que J=O, 

esco.jamos ). tal que ). Pi>O para toda i~1. 

donde de F<P>~o. Entonces 

Fo< Po, ). P1 , •• , , ), Pni>>Fo<Po,P1 , , •• ,Pm>~·o, 

Si f'o<Po 

Po Fo<Po, ) P
1 

, , , , r ~ Pm>=-- ) PiFi<Po, >. f', , .. ,, APm>< 

.(- >- F'iFi <Po,), P1 , , , , ~ f'm) 

=P0Fo<Po~>-P1 ,,,,,).Pm), 

haciendo que Po tienda a cero hacemos que se cumpla el lema. 

2. 

En la pagina 89 de su articulo Arrow Block y Hurwicz esta-

blecen el siguiente l~ma: 

Lema 4.- CS*> y <H> implic•ln 111 uniCid1ld d!~l vector de precio .f3 

equilibrio. i.e <W> si F<P">~F<P'>~o entonces P'=)P' para alguna 

>.>o. 
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Pero esta disposicion no se cumple como su ~stablece, como 

se deJo ver en el siguiente eJemplol 

EJemplo. 2.- Sea m=l A<Po,p
1 

> se define como en el eJemplo 1 y 

Fo<Po,P
1 

):::-f
1 

<Po,P
1 

>, 

{ A<P:•Pc >-_RI< si < 11/11 ><ACPo,f'1 >«\> 

"' sí ( ·lf/¿ ><ACPo,P )?.( 7Ji"> 

tHPo,P ) ·-< 11'/, ) si O<t'\CPo,P1 >< ( 11"/") 

Se observa claramente que F satisface la condicion <H>. 

Pero la prueba de que F satisface <S*> falla. 

Si F<P>:f.D entonces se sigue que o d) ( ~ >>tHPo,F¡ >><'IT/4) 

o (ii) '(~ >ll<Po,P1 )>O, Consideremosles por sepaMdo. 

-<i> Seo ~un punto de equilibrio. Entonces ). P1 =Po, ). Po<Po 

p•lM al<.J•Jn•l .\>O en consecuenci•1 >. P, 1{; =1>~Po/Po y P, IP, >Po/Po 

Haciendo K"~O;K'=1 y 

FI<' <P>=F, <P>=-<A<Po,P, >--<"![_>><O, 
i 

FKºCP>=FoCPJ=A<Po,~)-(~ >>O 

(ii) En este C•1so e>:iste A >O t.ll que }.P, /P1 <1·= ~Po/Po 

pruebo es anologo a lo anterior. 

El lector encontrara que los autores gastaron energia inu-

tilmente en el topico de la pagino 90 en C1J, En lo lineo 4 esta-

blecen correctamente que P'''<P~ Pero esto no se sigue de <S*) 

que.FKP'''>>O en consecuencia si FKCP'''>=O esto no puede ser uno 
~ 

contradiccion para CS*>· Es claro que el lema es valido si usamos 

(Sf) en vez de CS*>· 

.3. 
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Se puede d11r un contr11eJemp lo •l 111 pr•Jeb11 del lem11 3. 

" o o 
E.jen1plo 3.- Sea P- (Po, F'1 ) f'o<P¡; entonces V="D• Luego X** =X** =X, 

o 
F (Po,P, ).::0 y 1 IX** =O lo CU•ll contradice el argl1n1ento dado 1 

en la pagina 93 (nueve lineas de aba.Jo hacia arriba). 

Pero podemos obtener la misma conclusion modificando la 

pruebo. Para K~IJ "'' ll" Xk -Xk >O por <Sf), En consecuencia. 
,¡ .,.., 

p <X* • -x!f. ) <P*l1tl , ••• ,Pm
11

• 
1 

) <X*H -x*">= 
. ~I = < f'vt1 , , , , , Pv+ 1) <X* 

Y la desigualdad estricta se cumple en la pagina 93 <quince 

lineas de obaJo hacia arriba), 
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C A P I T U L O I V 

A P E N D I C E M A T E M A T I C O 

Aqui estan las piedras de ciruiento 
Sobre este basamento podeis vivifar 
Buestros sospechas Y hacerlas penetrar 
En el terreno de lo cierto 
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ALOEBRA LINEr'IL 

En esto parte del opendice matematico enunciaremos. sin de-

mostrar, los resultados que se requieren a lo larqo del teMto y 

que estan mas apegados al terna, 

Teorema 1- Consideremos BX:::C donde bi.J o, 

Para todo i J, los siguientes condiciones con equiYalentesf 

<l> Itado c>o.x~ o 

CII> Dado C~ Q, X~ O 

(111) Los menores principales del lado izquierdo de a, son 

positiYOSt 

ClV) Bes una P-matriz Ci.e todos. los menores principales de 

B son positiYos), 

[lefinicion ,- Uno matriz cu~1drada A es descon1ponible si e>1iste una 

matriz de permutacion P tal que: 

p->,po [:" ;J 
donde A

11 
y l'llZ son submatrices cuoldrodQ no neces•lri•lmente dr:!l 

mismo orden Y O denota lQ subruotriz -cero. 

La matriz cuadrQda /'\ es indescomponible si no es descomponi-

ble. 

Teoren1ol- Consideremos BX="C• donde bi.J~ O para todo ii:.J• 

Seo A un11 p-11111triz indescomponible, entonces. tendremos 

X>O;qo 

Teorem•1f- Consideremo•.o B' p"' V doonde bt.J ~o, 

Para todo i4 ,¡, Los siquientes condiciones son equiYolentes. 
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I > Dado V >O p ~O 

II> Dado V?:O p~o 

III> Los menores principale~ de la parte superior B' son po-

sitivos. 

IV> B' es una p-111atriz, _ 

Teoren1•1I- BX-=C tiene solucion f11ctible si B'p·"V tiene solucion 

factible, 

Definicion:- La matriz cuadrada A tiene una diagonal dominante en 

el sentido original si 

n 
ICljjl> fu 1U¡j1 = a.J . .1=1, 2 .. • .. n 

¡ ~j 
esta definicion se establecio en terminas de suma de colum-

nas una definicion equivalente. 

Puede establecerse con sumas de renglones Y quedaria expre-

n 

1 ª ¡ ~ 1 > L 1 a: j 1 =- P · 
. j 0:.1 J 

i=l., 2, ••• ,n 

Uj 
Podemos obtener el siguiente resultado, 

Teorema:- Si A tiene diaqonal dominante, entonces no sera singu-

lar. 

Teorema:- Cada raiz de A esta en. al menos. uno de los circulo& 

J=l, •••• n y, al menos. uno de los circules 

i=-~1, 2 •••• ,n 

Teorema:- Si A tiene diagonal dominante negativa. la parte real 
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de cada raiz de A. es negativa. 

Teorema:- SeaAindescomponible. Si !Ojjj ~Qj Para todo ,j donde, 

al menos. una desigualdad es estricta, entonces A es no sin-

11ular. 

Definicionl- La matriz cuadrada A tiene diagonal dominante en 

sentido extendido ([l,D) si e:liste di>O i=1, 2 .... ,n tal quel 

- dd O.jjl > Id~ I ª~il 
i. t:J 

Se observa facilmente que si A tiene D. [I,, entonces B:DA 

tiene d.d Y donde [l::::ld¡Jijj. 
Teorema:- Si la matriz cuadrada A tiene [I, _D (diagonal dominante 

en sentido eutendido), entonces, A no es singular. 

Teorem11I- Si A es indescomponible Y e>:iste di>O i=1,,,, .n tal q1Je 

par•:i toda .;, al menos. una desigualdad 

estricta. Entonces, A no es singular. 

Definicion:- La matriz cuadrada ~tiene diagonal cuasi dominante 

si: 

I> Cuando A es indescomponible e:ciste di>O i::::1, 2,,,,,n tal 

que d;j ªiil ~ [ d¡ 1 <lij 1 
¡ 'Í 

siqualdad estricta, 

para toda J.~nal menos, una de-

II) Cuando A es descomponible existe di>O i~l,,,, .n tal que 

p•:i.ra toda .;, al menos, una 

desigualdad estricta para J, 

Teorema:- Si A es cuasi diagonal dominante, entonces A no es sin-
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gular. 

Teorema:- Si A es cuasi diagonal dominante negativa. entonces, la 

·parte real de cada raiz de A es negativa, 

Teorem11:- Se11 B un•l m•1triz c•J•ldrad11 con bii>O p•lr•l toda i Y bi.J(O 

para toda i.;::,j, Entonces. BX=C tiene una unica solucion X O, 

donde C O sii B es cuasi diagonal dominante. 

Teorema:- Sea B uno matriz cuadrada donde bii>O para toda i biJ O 

p11M tod•1 i"l:,.i, Entonces, B')(=c.; x~O;c.~O sii B tiene dia-

gonal cuasi dominante. 

Teorema:- Sea ti una matriz cuadrada positiva entrada a entrada, 

Entonces, existe una raiz no negativa de ti. que la describi-

remos por A*<ti> y su vector caracteristico correspondiente, 

que sera semi positivo. 

Lema:- Sea B una matriz cuadrada tal que biJ~O ifJ, entonces 

B- 1 
?,. COJ sii D es una p-matriz, 

Definicion:- Se11 A:: COJ, Definimos H<A>==?.,¡ : <-< I-ti>"' ~ COJ}. H<A> 

es el conJunto de escalares ~ tal que ~ I-A satisface el 

teorema HawKin-Simons. 

Veamos algunas propiedades de este conJunto HCft), 

l.emat- Si ""M<ti>:~~HU\) pa1·a todofl"'!.oi.• 

[lefinicionl- Se•1 ).*<A>=inf )o< fer E> H<A>} 

luego, podemos escribir 

LeMI- A.*<MfHCA> 

Lema:- t?(;~~ HCti>,~>o<entonces '((.x>> Y<~) 
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Matrices indescoruponibles, 

Teore~1: Si A?tOJ es indescoruponible. entonces ~*<A>>O Y si su 

vector característico correspondientes es positivo. 

Teorema 1- Si A es indesconipon ib le y A~ B ~ (Q), entonces 1 

Teorema!- Todos los menores principales. excepto el determinante 

de X*<A>I-A son positivos, 

Teorema:- ~*CA) es un11 r1liz simple de A, 

Teoremal- Seo A~ CQJ, La ec•Jadon <I-MX=C tiene una solucion X~O 

p11rr.1 c~o sii t> }.*<A>. 

Teorema!- Sea A~ COJ, Entonces j}.¡CA~<1 sii I-A es una p-matri~ 

CONJUNTOS CONVEXOS. 

Consideremos un espacio lineal arbitrario X v no necesario-

íR n 1Rº . mente debe ser , Aunque puede tomar a si lo desea. 

Definicion.~ Dado X : Y en el espacio X si definimos Zr8XtC1-8>Y 

O~ Q.~ 1 con &eíR. dir1~111os que z es combin•1cion con-

vexa de X : Y 

El concepto de combin•lcion conv1n:11 podemos represent•1rlo 

graficamente comol 

y 

En la figura ocurre que si 
z = e x ... (1 - e J y 

B- = 1, entonces 2 "'X 

Pero si .a = O, entonces Z =-Y, 
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Definicion,- Sea SCX siendo X un espacio lineal, Si una combino-

cion convexo arbitraria de cualquier dos puntos de s. tombicn es-

ta en S. entonces diremos que S es tonveHo. algebraicamente lo 

escribire111os como si X ; YfSy S es convexo, entonces 
-

·e x + < 1 - e > Y E s p Q 1'ª o ~ -& ~ _ 1 • 

EJemplol Un circulo no es un conJunto convexo dado que si unimos 

dos puntos de el, la recta que 

las une cae fuera del circulo, 
'1 

si observamos la figura, vemos 

que no esta en el circulo, 

Pero ocurre que. si en vez de ello tomasemos la region que 

queda encerrada en el circulo. se ob-

serva que esa reglen si sera convexa. 

dado que cualesquiera dos puntos. que 

eston en ella. al unirse, sucede que 

su linea de union queda en la region. 

Definicion,- D11dos m puntos X1
, X2. .. , .. X111 en un esp•1cio line11l X 

y si definimos X por! 

e-.: X~ 
1 

donde 

donde 1=1, 2 ..... m y 2:. .e-¡=1, se dr,.>nomina una combinacion conve­
L:: 1 
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xo de los m-puntos. 

Teorema.- Un conJunto S en un espacio lineal X es convexo si Y 

solo si toda combinacion convexa de (dos o mas> puntos en S per-

tenece a s. 
ii) Cualquier interseccia~ finito (o infinita) de conJuntos con-

vexos tambien es convexa. 

La primero parte se desprende de lo anotado previamente, la 

segunda parte puede pensarse de la siguiente manero: Como la 

interseccion de los con.juntos conve:·:os esta en coda uno de 

ellos, entonces tombien debe sar convexa. dado que si no. el 

conJunto que la contiene no serio convexo. ello por la defi-

nicion de conjunto convexo. 

Definicion: Sea S C X donde X es un espacio lineal, Dados m pun-

tos en s, x'. x'I.,,,,, x"' y defin•llllOS X=Lc:XiX¡ 

donde o< i t íR i= 1, 2., •• , ni y aden.a5 _/.>o, di-
""'' -

remos que es uno combinocion lineal no negativo de e-

sos ni puntos. 

El siguiente teorema es muv usual: 

Teorema: Sean Si i~l, 2,,,,,n conJuntos convexos en un espacio 

lineal x. Entonces se cumple lo siguiente: 



m 

1> La suma lineal f o(i S¡ tarnbien es convexa. 
¡ .. ¡ 

2) El producto cartesiano tambien es convexo. 

Por producto cartesiano de los Si entendemos los conJuntos de rn-

uplos <X 1 • x2 ..... x1n> donde XLfSi. i=1, 2 ..... 111. -. 

Definicionl Sea KcX donde X es un espacio lineal, K se -denomina 

un cono convexo con vertice en el origen, si 

o<éíi? Y si XEK implic•l que o<X~ K, 

Tenernos que el serniplano positivo del plano cartesiano sera 

un cono formalmente. este co­
m 

no se denomina n y es el 

hiperplano con coordenadas 

positiv1H;, es cleci1·, si 

1 11\ n"" <X ,,,,,X ) ~~~ entonces 

XL > o 

Definicionl Sea KSX donde X es un espacio lineal. K es denominado 

cono convexo con vertice en el origen si es un cono 

con vertice en el origen Y con la siguiente propiedad 

X, y E. K i n1p 1 i ca X + Y E K, 

es posible definir un cono convexo con vertice distin-

to del origen, aunque nosotros unicamente utilizamos 

conos convexos con vertice en el origen. Tenemos que 
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todo cono convexo es un conJunto convexo Y tarnbien to-

do cono contendra al oriqen Cal menos aqui), Podernos 

observar que la region comprendida entre dos lineas es 

un cono convexo. 

Podernos establecer un teorema equivalente al anterior. 

1) f Ki es un cono conve><o si las Ki son conos convexos para 
i.=• 

todo i, 

2) Cualquier interseccion finita o infinita de conos convexos es 

tambien un cona convexo. 

La union de dos conos convexos no necesariamente es un cono 

convexo. dado que la cornbinacion convexa puede salirse de la re-

gion·, dado que tanobien es con.Junto convexo. 

Definicionl Dado un conJunto S en un espacio lineal X, la inter-

seccion de todos los conos convexos que contienen a S 
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r.e denomina un con·o conve>lo generado por s, y lo deno-

taremos por KCS), 

Debemos observar que KCS) es el menor cono convexo que 

contiene a S podemos definir a K<S> camal 

L , 1 o<¡ X , X e;. S, o(;fo i=1, 2, •• ,,111 

donde m·..x';¡;(L ·se eligen 11rbitMrio1mente. 
I 

Si S consta de un numero finito de puntos, entonces KCS) se 

denomin•l un cono poliedrico conve>:o, P• e.J, en 1R1. los dos puntos 

co, 1) y 11, 0) generan el poliedro K!SJ que es el octante posi-

tivo. 

Finalizamos esta retahila de conceptos con los siguientes 

teore11111s: 

Teorema: Sea F uno fvncion lineal de un espacio lineal X en un 

espacio lineal y, Si S es un subconJunto convexo de x, 
entonces, su i,1111gen f CS) sera un subcon.junto conve>:o 

de Y• 

Teorema: Todo cono poliedrico convexo sera cerrado. 

Teorem•ll Se11 X un con,lunto conve>:o no v•1cio en íi\n, Se•l Xc </ X, 

entonces es cierto lo siguiente: 
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todo punto X~ X' y dCX 0 , 11»0, 

2) ,- Existe un p~'IK11 pito. llPll<CX> Y un olt1Rtal que 

p.x~O'. p•1M todo X' X y p.X 
0 

<o( 

Teorema,- Sean x: Y con.Juntos conve>tos no vacios en 'íK" <no nece-

s•1riamente cerr11dos) t•1l que X íl Y=~· Entonces. existe 

PE'íR
11 

' p tó llPU <CO y e< (:'íj( tal que P·X~o( 

p'-lr'-1 todos X e X• 1 P·'f~o< 't y~ y 

TEOREMAS DE PUNTOS FIJOS, 

Se11 f un11 funcion contin•l•l del interv•1lo cerMdo [-1, 1> en 

el mismo. En la figura tenemos que f corta a la recta diagonal en 

un punto Y es tal que f CX>o=Xo donde Xo es el punto donde se cor-

ton f y la diagonal. 

Topologicamente podemos de-

finir esto como sigue: Un es 

p'-lcio topologico X se llama 

.1 esp11c io de punto fi.,lo si to-

da funcion continua de X en 

si mismo tiene •ln punto fi-

-1 .Jo, en el sentido de que 

f(Xol=Xo pal'a •llgun XoEX, 

A·continuacion expondremos los principales teoremas del pun-

· to fi.Jo: 
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Teorema del punto fiJo de Brawerl~ La esfera unitaria 

5 = { X : 11 )( lk 1} en ~n es un esp•lC io de punto 

fi,Jo, 

Teorema del punto fiJo de Shauder:- Todo subespacio compacto y 

LonveHo de un espacio de Banach es un espacio de punto fiJo. 

Teoreai•l de Picardl- Si f(X,Y> Y E_f. son continu•ls en un rect•lnq•J­
c} ':J 

lo cerrado R= ~ <X.Y>! a,!X~o,; b 1 ~ 'i!:bi} y si (Xo,Yo> esta 

en el interior de R, entonces la ecuacion diferencial 

dY - =f<X.Y> d )( 
tiene une unica solucion Y=q<X> la cual pasa a traves de 

(Xo.Yo>. 

ECUACIONES DIFERENCIALES. 

En el presente trabaJo hemos discutido alrededor del equili-

brio competitivo central sus conceptos de existencia y de su es-

tabilidad, comenzaremos discutiendo la tecnica de ecuaciones di-

ferenciales para poder cimentar de manera compacta muchos de los 

resultados que a lo largo del trabaJo fuimos utilizando, la es-

tructura que le daremos a esta seccion del apendice a grosso-modo 

sera: sistemas de ecuaciones diferenciales en forma normal con 

coeficientes reales, lueqo abordaremos el caso mas general que es 

cuando los coeficientes son compleJos. aunque el sistema debera 

seguir siendo normal. Muchos de los teoremas que considero inte-

resantes los anotaremos sin prueba. dado que su dominio ha sido 

ampliamente tratado en una gran variedad de textos, Uno de los 
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teoremas que sin duda es de gran interes para nosotros y que e- -· 

nunciaremos sin prueba sera el tteorema de Liapunov acerca de la 

estabilidad, 

I,- Sistemas normales de ecuaciones diferenciales. 

Un siste111a del estilo X~::: f~(t, X1
, x1 ..... Xn) i:::1,2,. .. n 

se denominara normal (o canonice) en este sistema vemos que t es 

la variable independiente v X1 , xi,,,, ,Xnson ftmciones desconoci-

das de esta variable Y las f 1
, f 1 ,,,,,f"son funciones de n+l va-

riables, supondremos que estas funciones son continuas para un 

cierto r Y ademas SUpondremoS que dichas fL tienen derivadas par-

ciales continuas de la forma 

dfL ( t, x'1 x1
,. :.,xnl 

(}X 

Las derivadas parciales de esta ecuacion unicamente miden su ra-

zon de variacion respecto a las XL , 

Diremos 2,,,,,n es un conJunto de sol•lciones 

del sistema normal definid11s en cierto inte1•v,1lo r, ~ t ~r1 al cual 

denominaremos intervalo de definicion de la solucion. La solucion 

como su nombre lo indica, presupone que al sustituirla en el sis-

tema normal, este se satisfara como una identidad. 

Y ademas, para cada punto de coordenadas 
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este debe'pertenecer ~l ¿onJunto r para todos los valores de 

t ~ ( r,, ri l 
Analoqamente, que con las ecuaciones algebraicas, una pregunta 

que es de vital importancia esl ¿Cuando y ba,jo que circunstancias 

existiran las soluciones para un sistema .normal determinado?. 

A diferencia de una ecuacion algebraica, un sistema normal posee 

como soluciones. funciones Clas algebraicas tienen como solucio-

nes <raices> valores constantes>, que son las x~ y que debemos 

determinar de alguna manera, para ello enunciaremos el siguiente 

teore1rt1l: 

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA SISTEMAS NORMALES: 

Consideremos el sistema de ecuaciones normales 

): i ::: f 
1 et , x' , x 1 

, ••• , x) i = 1 , 2 , ••• , n • 

supongamos que las ,t estan definidas sobre cierta region r y que 

son continuas tanto las fi como sus derivadas parciales dentro de 

esa reqion r , En estas condiciones, para cada uno de los puntos 

de 1•1 forma t 1 1 n r o, X o , X o , , , , , X o de , eHiste una solucion 

X1
: ~L(t) i=l, 2, ... ,n. 

del sistema (1) (el normal) definida sobre cierto intervalo que 

contiene al punto t y que satisface 
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Resulta que si se tienen dos soluciones cualesquiera 

x' :: lf'I (t) i:: 1, 2, ••• ,n 

X "' ?<' (t) i=1, 2, •• • ,n. 

del mismo sistema normal y ademas verifican: 

¡:: 1,2, ... ,n 

de manero .que cado solucion tiene su propio intervalo de defini-

cion para t, el cual contiene a to. dichos soluciones coinciden 

en todo punto de su intervalo, donde se intersecten los dominios. 

Uno manera equivalente, pero mas intuitiva de enunciar este 

mismo teorema es: 

Paro cualesquier valor iniciales 

1 1 " to, X o, X·º' .. ,, X o 

existe siempre una solucion del sistema 

. ~ ' x =- í et. x', x2
, ... , xº> i=1, 2, ... ,n 

que satisface dichas condiciones iniciales y que esto definido 

sobre cierto intervalo que contiene o to. Cuando dos soluciones 

tienen identicas condiciones iniciales, cada uno con su propio 

intervalo de definicion que contenga o to, tales soluciones coin-

ciden en la porte donde se intersecten sus dominios. 

Dentro de este tipo de ecuaciones diferenciales distinguir 

dos tipos, los cuales son: 

~),- Sistemas outonomosl Un sistema autonomo, como su nombre lo 
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indica, es independiente de lo variable tiempo, los eJemplos 

mas conocidos de sistemas autonornos son las leyes de la fi-

sica. Sabernos de nuestros cursos de bachillerato que la se-

gunda Ley de Newton se cumple en cualquier tiempo i.e no im-

porto cuando llevEc>mos. a cabo el e>:pet•imento, nosotros sabe-

mes que la formula v~ v que A-= son respectivamente 

las formulas de la velocidad Y de lo ocelerocion. Hoy una a-

celerocion constante que corresponde a la atraccion de los 

cuerpos hacia el centro de lo tierra y que se denota por g. 

Ley I.- Todo cuerpo continuo en estado de reposo o de movimiento 

uniforme en uno lineo recta a menos que lo obligue a cambiar 

de est11do 1.in-i1 fuerz•l •l el in1pres11, 

Ley II,- El cambio de movimiento es proporcional a la fuerza mo-

triz impreso y se efectua en direccion de lo lineo recta en 

que se imprime lo fuerza, 

F:::m , •l pe ro 

F=m .Qx , 
dt 

A-= d V 
dt 

Y esto ecuocion diferencial se cumple siempre independiente-

mente del dio, la hora y el clima. 

B>.- Sistemas no Autonomos: Un eJemplo de sistemas no autonornos 

sera grosso-modo, la competencia de remo. Para establecer u-

no morco, ohi influyen factores corno: el viento, lo hora de 

eJecucion, el estado de animo, etc ••• asi que un record se 

establece baJo ciertos circunstancias Y dependiendo de los 

condiciones de arranque. que sera la trayectoria de los re-
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sultados. 

Una afirmacion que podemos hacer es la siguiente: 

Ecuaciones diferenciales coniple,Jas. 

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales con coefi-

cientes constantes, se facilitan para obtener antes-que las solu-

clones reales, las soluciones conipleJas y posteriorniente las so-

luciones reales.lComo es una ecuacion diferencial cornpleJa? 

Decimos que un•l funcion comple.j•1 F <X> r;< X <Ji, se puede escri-

bir como la funcion 

F<X>= lf<X>+i ~<X> 

donde l.f<X> y t.tJ <X> son funciones Peales Y decinic>s que \.fl <X> · es 

la p•Hte real de 111 f1Jncion Y que lJ' <X> es lt1 p•1rt.e im11gin11ri11 de 

la funcion. Decirnos que F <X> es continua si sus funciones campo-

nente ( '-P<X>; 't' <X> son •l111b1:1•;; contin1.111s, y F<X> es deriv11ble si 

sus componentes lo son, y denotaremos dicha del'ivada mediante 

F<X>-= lf <x>H ~ <x> 

como lp; Y' son reales, entonces, las 1•eglas de de1·ivacion usua-

les se cumplen, 

Considel'emos a continuacion el siguiente sistema normal de 

ecuaciones diferenciales, cuvos valores de definicion son numeras 

comple.Jos 

en ese sistema, cuales son sus soluciones compleJas y es necesa-

rio saber de que manera obtenel'las, para ello, enunciaremos el. 

teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales de 
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VQriable compleJa,• 
1 2 n 

Sea to, Z o, ¡ o, , , , , l.. o , 

210 donde los son numeras compleJos y to es un numero real arbi-

trario tal que q
1

<to<qz , luego existe una solucion 

;('.;: X~ <t> i=l, 2,., .. n 

que' satisface las condiciones iniciales 

X <to>= o .j=l, 2 ..... n 

Dos soluciones cualesquiera con identicas condiciones ini-

cia1es coinciden sobre la interseccion de los intervalos de defi-

nicion. Un teorema de existencia Y unicidad para funciones de va-

riable compleJa Y normales. se puede escribir un teorema analogo 

de la seccion anterior. 

Consideremos una ecuacion de variable cornpleJa en la si-

guiente forma: 

luego podemos escribir: 

. i 
X +i~j == fj<t, X1 

, .... ,x", Y1 ,..,,Y">+i 9j<tr X1 
, .. ,x" ,Y11.l.'l'n) 

tambien podemos escribir comol 

\

xi"' fj<t, X1 .... ,xn, Y1 , ... , yn >. ,j="1, 2, ••• ,n 
( *) • 1 . 

Y = ~ 1 < t, X1 
, , , , , X", Y 1 

, , , • , Y n > ,j:: 1 , 2, ·• , , , n 

asi, el sistema de ecuaciones diferenciales compleJas 
• j 1J 1 n Z =- n <t, Z , .... , Z > 

lo podemos escribir como un sistema normal como se muestra en el 

sistema <*>, 

Muchos sistemas de coeficientes reales pueden ser extendidos 
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a uno funcion co·mple.Ja en la que se considero que la parte com-

pleJa sea cero, analogamente, aqui dado un sistema compleJo arbi-

trario, todo siste~a se puede reducir o un sistema normal. 

E.Jemplol Dad•l l•l ec•l•1cion Z = Ce'~t 
considere111os Z = Xtiy y ).=U+i v un numero comple,jo, sobemos 

· ..., cº~t · d l · d e que ~ = ~ es soluc1on e a ecuac1on, con e es una cons-

tante, pero con.ple.ja, Su pon9arroos qve hol.j ofrtt sohJci ~n q,ue 
depokH« "'e'~ 
Supongamos por 7.. = ~ ( t) y supondremos que la soluc ion est•i 

definida paro todos los valores de t y que satisface los candi-

cienes iniciales ll-'<o>=Z. o 

Supongamos que 

el valor C= re'"' r SO 

. .).t 
poro lo solucion Z = c.<Z la constante tome 

Z 
,,.ioc r7H 

1110 = r" · ~ 

y ~ ~ 'iR luego l•l solucion se escribira ca­

"' re .1.tt¡ot 

Analicemos ahora la parte real y la imaginaria de la ecua-

cien Í =A Z 
i+i~ ,,.. ( jHif> <X+i~) 

las cuales tienen parte real 

y parte imaginaria 

I'':f+fX 
Y el sistema puede sustituirse entonces por: 

)< "· t" X-f ';J 

~""r':l·~ex 

Las soluciones habiomos dicho que son de la forma 

Z 
-- .,. e}.t;. ¡_.,. ' que podemos escribir como 
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' 1 
1 
1 
1 
1 
1 

e).t e~°' '"+~ f) t + ¿"' r· .. re 
14t 

= í6:1 ( Cos ( p t + ~ > + i Sen ( p t +o< ) ) 

~ue90, las soluciones seran de la forma 

<..P< t)= "t Í fl Cos( f t +..e) 

( t):: 
t' t 

í (l- - _Sen ( f t ·~ e< > 

Estos son las soluciones reol y con1ple,ja del sistema Z ::: ). 2 

ALGUNAS PROPIEDADES PARA SISTEMAS LINEALES HOHOGENEOS, 

Decimos que un sistema es lineal cuando todas las funciones 

incoqnita y sus derivados aparecen linealmente en la ecuacion di-

ferenciol. Podemos escribir un sistema lineal coruol 

.L O¡;~tt)<Xj>~ + b¡<t>"'O i::t,,.,,n 

J,I' 

donde x•,,,,,x" son las funciones incognita. 

Qij,K<t> son coeficientes dados 

bt<t> termines independientes 

En caso que un sisterua lineal carezca de terruinos indepen-

dientes, diremos que es horuogenea y lo escribimos como! 

L O¡¡.<t> <Xj >14 
-=O i::l, 2 •••• ' o 

j," 

para el si&tema lineal general y para el sistema lineal homogeneo 

tenemos que se cumple: 

Propiedad 1,- Si tenG1ruos que ~·"' \¡-'«t>: 1i<t>= Y''<t> i==1, .. .,n 

son dos soluciones del sistema lineal homogeneo, entonces: 

el sistema 
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tambien sera solucion del sistema lineal homogeneo. 

Propiedad ·2,- Consideremos dos soluciones del sistema lineal ge-

ne rol 

x.'= x' <.u - -x·= v 1 
<t> i=1, 2 •••• ,n. 

luego el sistema de funciones 
• ' f y'= ').'.. ( t)- \f' ( t) i=1, 2, ••• ,n 

es solucion del sistema lineal homogeneo, 

Propiedad 3.- Si lJ'= y>l (t) i=1, 2,, •• ,n es solucion del siste-
. ; 

11111 homogeneo y si X1 ·~ "i'°<t> i-= 1 ..... n es solucion del 

sistema general, entonces, las funciones 

'¡(; = \.{J í. ( t ) ·~ i'" 'i ( t) i =1, •• ,, n 

seran solucion del sistema lineal general. 

Pro~iedad 4,- Supongamos que los terminas independientes del sis-

tema lineal general son tales que se pu~den escribir como: 

Consideremos los sistemas lineales generales 

<*>ti. L]iQ<t> <X j )~ +Ci<t)=O i=l, 2, ••• , n 

; ~ 

(Jt.Jt.) ••• [ 0.ijJ<t> <X j >" +di<t>=O i=1. 2, • • • rn 

donde Ci di son las componentes de 

bi (U'" ot. Ci <t>+ (3 di <t> 

Luego, si '!';.es solucion del siste111•1 <*>, entonces l•1s f•Jnciones 

108 



1 
1 
1 
1 
1 
1 

"'\ -. ..., illl(t)·l A lO~(t) n ~ T r r ~ seran solucion del sistema lineal 

general cuyo te1·111ino independiente es loi(t>, 

ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN n. 

*Sistemas de ecuaciones diferenciales de orden n. 

Una ecuacion diferencial de orden n tiene la forma: 

Fo<X>Y" + ~i<X>Yº"' + ... + ~n-HXl Y+ fn<X> Y=- 9cx>. 

donde Fo<X> j o, si 9<X>=O decimos que el sistema es homogeneo. 

Si dividimos lo ecuocion por Fo<X> y hacemos O;::- f¡ IX) y 
fo p<) 

hacemos b <X>-= ~ 011 
fo()() 

entonces el sistema tomara el aspecto! 

f oc> y n-1 + Yº + ...!--
fo~)() 

o equivalente 

Y
.,., O yr>·I + On-1 Y .\- On + 1 + .... 

-::b<X') 

·Para saber como son las soluciones de un sistema de este es-

tilo tendremos los siguientes teoremas: 

Teoren111l Consideremos XoE(o<, (3 >=I y se11n C0 , C
1 

,,,,, Cn-1 

constantes arbitrarios reales. Si Fo, ,,,.,Fn son conti-

nuas •1si con10 g (>:) en el interv•ilo I y si ~o<X>:l:O o P•lN 

todo X E. I, entonces, e>:iste uno solucion unica Y <X> de la 

ecuacion diferencial lineal de orden n definida esta en I y 

ella satisface 

Y<Xo>+Co; '1
1
( Co > =C 1 , ... ' o·I 

Y CXo>=Cn-1 

que esta expresado tambien mediante el siguiente teorema: 
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Teo1·e111a: Si Y, <X>; Y1 <X> son soluciones de una ecuacion dife­

rencial homoqenea 

y"' .¡. Q,, yn•I .¡. Oz yn·2 +.,. + On Y "'º 
entonces, Y3 =e,. Y, t C 2 ~ donde C1 l C2 son constantes arbitrarias 

tambien es solucion de la ecuacion diferencial anterior. 

Este teorema es analoqo a uno que establecimos anteriormente 

para dar un criterio mas amplio, definamos el siguiente operador: 

Consideremos que Y,, Y
2
,,,,, Yn son úiferenci•lbles de orden (n-1) 

·para todo X E I. El IJr-onsKiano de Y, , Y 
1
,,,,, Yn en I qur1da defini­

do por 

Y Y ,,,, Yn 

Y Y ,,,, Yn 

IJ <Y, , Y 
1 

, , , , , Y n, X> = 

y y Yn 

que indica obtener el determinante de un sistema de derivados. 

~si podemos enunciar el teorema: 

Teorema! Si el wronsl<iano no ~·s cero po1·a todo X E. I, entonces 

Y 
1 

, Y1 , •,, Yn son l ine•1l111ente independ lentes en I, 

Dado este ultimo teorema, podemos expresar el siguiente teo­

rema que conecta el teorema con las soluciones del sistema que es 

lo que nos interesa, 

Teo-re11111: Se•in fo<X> f1<X.> y fz.<>:> contin•J•ls en 11lqun intervnl.o 

I y suponga que to<X> :f O para todo X E I. Si Y1 , Yz son so-
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luciones linealmente independientes en I de la ecuacion ho-

mogenea de segundo orden 

O - f, , __ 
fo 

entonces, el wronKsii:ino de Y1 , Y 2 no se QnUlol en I, 

Una proposicion general de este teorema no se cumple si 

Y
1
,,,,, Yn son linealmente independientes, no necesariamente el 

wronsKiano se anula. Para ver esto, supongamos que 
3 , 

Y1 <X>=X Yz <X>= IXI son funciones line•lln1ente indepen-

dientes en el intervalo (-2,2) pero W ( Y1 , Y 2 , X> =O, 

PaM X < -2, 2 > y X f: O, 

Aunque baJo ciertas restricciones se puede establecer un re-

sultado equivalente, 

Teorema! Si fo<X>, t,<X),,,,,fn<X> son continuas en algun inter­

V•llo I e fo<X>fO '+/xeI, entonces Y
1

, Y1 .... ,Yn son solu-

cienes linealmente independientes de la ecuacion lineal de 

orden n 

Y,, .¡.o, v11 -' + +a Y o <*> ... • 11 = ..... 

Si Y1 ,,,, ,Yn satisfacen l•l ecU•lcion lineol homogenea ante-

rior en el intervalo I, v tambien si 

Mediante el siguiente teorema, vemos un hecho relevante para 

nuestros sistemas de ecuociones diferenciales. 
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I 

1 
1 

Teoremaf- Existen n soluciones linealmente independientes del 

sistem•1 Y" ·~o, y""' ·~ Cl 2 y"' 2 + •••. ~a,, y,;Q, 

Luego, toda la solucion puede escribirse como combinocion 

del sistema de soluciones, Y lo formalizamos mediante el siquien-

te: 

Teorema!- Si Y1 , Y2 ... .,Yn son soluciones linealmente indepen­

dientes del sistent•l Yn+ O,yn-• +., ,+ OnY=O en I, entonces, 

cualquier solucion 4> del siste111~1 puede escl'ibi rse como 

f\ 

L CiYi Ci son constantes adecuadas. 
i,.::1 

Para finalizar. enunciamos el siquiente resultado: 

Teorema!- Si Yp es cualquier solucion de la ecuacion diferencial 

no homogenea yYl +O, yn·t + 0 1 v"' 1 + .. .+OoY=-b<X> 

y si Y1 , Yi ,, ,,,Yn son soluciones del sistem•l line•ll honio·-

geneo, Y11 +es, yn·• + •• .+ Ony::o-Q 

Entonces. cualquier solucion del sistenia lineal no homogeneo 

se escribe en lo forma: 

Donde e, c2 ,,, .en son constantes adecuados, 

SISTEMA NORMAL HOMOGENEO CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Consideren1os <~l sistema de ecuaciones 

¡_ 
CI· X l 

J 
i=l, 2, .. ,,n, ••••<*> 
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cuvos.coeficientes son constantes, 

Para resolver el sistema, utilizaremos el metodo de Jordon . 
~ 

•lpliC•ldO •l la m•ltriz /\-=( aj ) 1 F'11ra ello. debemos consider•lr dos 

casos. Por un lado, cuando los eigenvalores son todos distintos 

en cuyo caso obtendremos la diagonalizacion do la matriz /\, El o-

tro caso es aquel en el que los eigenvalores del polinomio carac-

teristico se repiten (tienen multiplicidad mavor que uno), 

Comenzamos la discusion de los posibles cosos poro los ei-

genv11lores, 

I,- Los eigenvalores de la matriz son todos distintos. El sistema 

de arriba <*> podemos escribirlo vectorialmente como: 

'X=- A X, 

a ~ donde fl=( J y y 
, •• ·2 • 
x~cx , x ,, •• ,Xn> 

Supongamos que K e~ un eigenvector cuyo valor propio (o ca-

racteristico es ,\), ello signific11 q1.1et 

tendremos que la funcion 

AK=-AK 

x =tdZH sera una solucion del siste-

pero ~K=AKCpor ser K eigenvector de 

luego 
,\t 

'X-=K<l es solucion de X=/\X. 

Paro generalizar esta propuesto, consideremos el siguiente 

Teorem•l t - Sea j=AX un sistema de ecuaciones diferenciales tales 

· que sus valores coracteristicos (eigenvalores> son distintos 

ninq•.100 se repite, se•l k1 , Kz,,,. ,Kn los vectores propios de 
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la ruatriz A. Consideremos 
. ~·1t 

X i K iQ'.' i=1, 2,., .,n 

en estas condiciones, la funcion 

X~C 1 X 1 tC1X1 i·,,,tCnXn 

donde e' _son constantes, es solucion de la ecuacion x~Ax . . 
II.- Consideremos el siste~a X=AX tal que tiene eigenvalores re-

petidos <con multiplicidad mayor que uno), 

Supongainos que K1 , , , • , Kr 

Son un con.Junto de vectores con V•1lor propio A respecto a 

la ruatriz A, de modo que tenemos: 

, , , , ; AK r .,. ). K r 

Definamos la siguiente sucesion de funciones 

Wm<t>= K1 +,, .+K111 M-= 1, 2, ••• , r 

de donde resultan las funciones vectoriales: 
~t 

Xm=Wm<t>e 111::1,2, .... r . 
que son soluciones del sistema XrAX, 

donde ademas se tiene Xm<O>=Km. 

·~K .. 
r-1 

Por tanto, a todo conJunto de r vectores, corresponde un-

sistema de r soluciones, 

Para ver que las funciones vectoriales 
~t 

Xm= W111 < t) CZ: m= 1, 2, , , , , r 

son solucion, hagamos: 

W 11.C t >" W 111-1 < t) m--=1, 2, ••• ,r 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
• 

· y tambien 

(\ W n1 ( t)::: ). W m ( t H W m-1 ( t) m==l, 2, ••• ,r. 

Ademos, tenemos Xlll,<t>=O . 
• >.t H H 

Xm(t)::- Wm(t)" + AWm(t) e =-< Wm-l<t>+A Wnr<t>)l ~-

::: ,..W-111< t> ~At n "- -=AXm <'t.) 

de donde deducimos que en efecto, son soluciones del sistema paro 

establecer el caso general de las soluciones, consideremos el si-

guientel 

• Teorema 1- Seo X=AX un sistema de ecuaciones diferenci1lles 

homogeneo con coeficientes constantes. Existe una base 

supondremos que K1 ,,, .,Kr1 es un conJunto de vectores co­

rrespondiente •ll ei<Jenv•llor )., , y q•Je Kr,-t1 + ; , , .Kr, + rz o-

tro conJunto correspondiente al valor propio y osi, Luego, 

o cada uno de estos conJuntos corresponde un conJunto de"so-

luciones de modo que, una solucion del sistema lo podemos 

ese rib ir como: 

( 

1 r.-1 
::::. l.- K, 

(r-1)t 

, ... ,Xr1 

luego entonces, la formulo 

~,t 
+ ... +Kr>Je , ... , 

r,. 1 ) ~i t 
-~r -= ( t Kr -~ + ... ·~Kr +r > ([ z - 1 2 

c<z · 1 l: 

x=c' x' + .... ~cmxrn 

donde C
1

, c 2 ,,.,C~ son constantes, es una solucion del sis-
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. 
1tema X•AX y, analogamente, toda solucion de la ecuacion x~AX 

debera ser de esa forma. 

Aunque estos maneras de obtener la solucion del sistema x~AX 

son 1as mas frecuentes. no son las unicas. A continuacion, tene-

mos otras tecnicns para obtener soluciones. 

III1- Cambio de Variable. 

Esta tecnico lo que h•lce es sustituir las v~1riables X1
, ••• xn 

por las variables Y1 ,,,,,yny ambas quedan relacionadas me-

di ante 

n ' . 
y\, f. bj xJ , 1, 2 .... ,n 

j :1 

S~ donde los L son coeficientes constantes que forman ~na ma-

tl'iz no singular <inve1·tible) 'B=< bj ), asi podemos escribit• 

el sistem•l como: 

L • 

b· yJ 
J i=1, 2, ••• ,n 

donde 1•1 nioitriz b~ 'B-=< J se obtiene 111edi•lntet 

'B = s "s-· 
tenemos q•le '{ ·: S X: 

Luego: 

Son los posibles casos de solucion para estos sistemas. 

PLANO DE FASE DE UN SISTEMA LINEAL HOMOGENEO 

Consideremos el sistema 
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*· ... { 

• 1 
1 

1 1 ' · X -= 01 X ·~ 02 X 

x2 = a: x' +o: x1 

• 
donde dj son reales Y constantes 

que vectorialmente podemos escribir coma: 

para cuestiones operativas, lo denotaremos como: 

• 
X"'AX, 

"El diagrama de fases depende de los coeficientes del sistema 

el origen de coordenadas (Q,Q) es un punto de equilibrio del sis-

tema <*> Y este equilibrio sera unico cuando el determinante del 

sistema no se anula o equivalentemente si sus eigenvalores no se 

anulan. 

Si los eigenvalores son distintos Y no nulos, podemos, por 

tant6, escribir la solucion como 
). 1 t hf7A,t. 

x"'c, h, IZ +Ci 114 

h,, hi son los vectores propios re•lles line•1l111ente independien-

tes de A, ).., y X2 son eigenvalores re<1les del polinomio C•ll'ac-

teristicos e,: C2 son constantes reales. 

Escribamos 

)i'. = ~· h, -~ f 2 l-h lue<JO l•ls soluciones qued•lr•1n co1110: 

f.'= c•eA,t ~z~-cze)•t 

donde f : i,2 

denadas del plano no necesariamente son rectangulares. aunque po-

demos hacer una transformacion que preserve distancias Ca fin) 
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~ 
h•1ci•1 un plano P el CIJ•ll teng•1 coorden•1d•1s rect11ngul•1res 

p p• 

~· 

~· 

y al hacer una transforrnacion del plano al plano las ecuacio-

nes paro.111etricas f; f sufriran alguna rnodificacion. En el plano 

' P podemos tener una trayectoria .cuya ecuacion pararnetrica 

e' 'a~.t 
l- =C ~ ; f =-Cz e~d. que es una reflexion respecto al eJe 

de las abscis•1s. 

Y otra pararnetrizacion quedaria corno! 

~·==-e ·e~'t f =ceht 

lo cual es una reflexion respecto al eJe de las ordenadas. 

Las trayectorias que se siguen, dependen de los signos de 

los numeras A,; ~ 2 asi que, analizaremos caso por caso, las posi-

bilidades que pueden presentarse. Previamente, haremos algunas 

observaciones preliminares. 

Dadas las ecuaciones parametricas 

É'-= -c'e'.').,t f =c'le>..t 

tenen1os que si 

C 1 =C 2 =0 , la unica traYectoria que se obtendria, seria el 

punto de equilibrio (Q,O), Si C1 ""º y C
2 >CJ, obtendren1os puntos del 

118 



estilo ) 1 lo cual equivale al semie,Je positivo de 

vo 

<-e, 

de los 

e>-, t 
abscisas, dado que obtendriamos pare.jos del estilo 

,Q), Habiendo hecho estas observaciones, pasemos a 

e,talogar los distintos tipos de trayecto1·ios que se pueden-tener 

¡.,- Puntos nodo: S1Jpong•lt11os que k1 ; >.i poseen igll•ll signo y que: 

1~1I<1 ~. I aqui podemos conside1·ar dos casos: uno, r.:u11ndo am-

bos numeres son negativos; otro, cuando ambos numeras son positi-

vos. 

Caso 1),- Ambos numeras son negativos. ~,<o; ~z(Q, 
'C' --e 1 (7 ~.l '(:z ___ cl n).·,t 

Tenemos que t- ~ F \l. 

Y como 
1 1 

"">e -­
e~.t 

:: ~· 

debemos tener presente que: -~,>o:-~z>O 

cuando t-> O> 

1 
r¿-).\ 

• 1 
tenemos -----.. -o 

(l-~" 

dado que t<O y por tanto, las trayectorias 

tenderan o oleJarse del origen de coordenados, obtenemos una gro-

fica como la siguiente: 
; 
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en caso de que ). 1 >O Y 

t~son divergentes! 

~t >O, tendremos 

f =C 1 c¿A,t ->o> 

que las soluciones, cuando 
t t n A, l i=C ~ -)Wy en caso que 

t-> -OJ se 11le,Ji:1n de O en sentido neg•ltivo y obtendren1os l•l si-

guiente g rof'ica 

II1- Punto sillat Consideremos ahora el caso en que las tienen 

signos opuestos: ~ 1 <0; ii>O. 

En este C•lso, ~ 1 se 11cerc•lr•1 •ll origen por l11s 11bscisas, 

mientras por las ordenadas, tendera a al~Ji:1rse, quedando una gro-

fica como la siquientel f i\ 

~I 
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III,- Foco y centro: Considerando la ecuacion escri-

biendola en coordenadas polares, tenemos: 

lu~qo tendremos: 

1),- En el caso que ~<O, la espi1•al converge al (Q,Q)c:foco y de­

nominaremos al (Q,0) foco estable, Su grafica queda como: 

lt 

2),- En caso de que P>o, el punto se aJena del origen Y diremos 

el foco =(Q,Q) es inestable. 

3) ,- En caso que )'A =O, tendremos travectc1rias cerrad•lS al rededor 

del punto (Q,Q), en cuyo caso diremos que el origen es un centro 

y su grafica la dibu.Jamos a continuacion: 
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~I 

Cent1-o 

EJemplol Consideremos una matriz A, uno de cuyos eigenvalores al 

menos·, sea cero. 

Dado esto, tenernos varias posibilidades! 

a),- Uno de los eigenvalores es cero: 

s, p, g, Supong•1mos · ). 1 1o 

podemos escribir las soluciones corno: 

X.=C'h 1 Cl~'t +c 1 h
1 

eAit -= f h, +fh1 

donde ~'=-c'e"•t C=·c1 e>.it 
' e, __ c2n>.1t Como At :Q, entonces t ~ es una constante. Por tan-

to, las trayectorias seran lineas rectas paralelas al eJe de las 

abscisas Y que convergen o divergen del eJe de ordenadas, 

t' 

Tenemos que las trayectorias 

€' tender•1n •l •lcer<:•1rse si i <O 

o a •lle,jorse si ~ >O 
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Caso •:o 

b),- Si ambos eiqenvalores son cero, tendremos: 

i) la solucion general se escribira como 

V C 1 h e~I~ 1 h n~1t 
,. "' 1 +e i ll 

donde la solucion tiene como valor inicial al vector (Q,Xo) 

ello implica que todas las rectas paralelas al eJa de las ordena-

das son posiciones de equilibrio y por tanto, todo punto del pla-

no, sera una posician de equilibrio, 

ii).- Sir~ndo ~~o, podemos escribir las soluciones como: 

(-=e 1 IZ ~t +c 1 t<L).t 

y entonces. e',,.c.1 · e 2 

k , ··L rQ son posiciones de e-

q•Jilibrio, 

PUNTOS DE EQUILIBRIO Y ESTABILIDAD 
A 

Definicion :- Un punto X E X en el sisten1•l de oc1.111ciones diferen-
• 

ciales X<tJ=fCXCt),tJ se denominara punto de equilibrio (estable> 

si f(X,t):Q, "/t. (En C•lSO que el sistem•l de ec•rn<:iones se•l •lllto-
. A A 

nomo, X se denominara punto de equilibrio cuando f<X>~o>. 

Con esta definicion, pasamos a analizar cuando un sistema de 

ecuaciones diferenciales es estable: para ello, analizaremos el 

comportamiento de las soluciones de dichos sistemas. 

Tenemos que hay dos conceptos centrales al respecto. 

Uno de ellos, es la estabilidad local, la cual implica que, 

unicamente, colocando nuestras condiciones iniciales suficiente-
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~I 

mente cerca del pun~o de e­

quilibrio localmente esta-

ble (notese en la Fig. 1) 

Observemos que si estamos 

en el .. intervalo -<Xo.X 1 ), 

entonces (partiendo con unas 

condiciones iniciales en ese 

nuestro punto de equilibrio 
/\ x. 

•l 

En cambio. en caso que nos movamos en (-o:> .Xo) o en (X 1 ,ro h 
~ 

tendremos que nuestras soluciones no tenderan hacia X, en cuyo 

caso diremos que no hay esta-

bilidad o que hay inestabili-

dad en la teoria de las ecua-

ciones diferenciales. el con-

cepto de inestabilidad resul-

ta. en la rnayoria de los ca-

SOSt lllUY IJtil 1 

El otro concepto importante 

de estabilidad, es el de esta 

bilidad global y el cual consiste en lo siguiente: diremos que • 

es globalmente estable cuando (independienternente de la posicion 

inicial de la que se parta) al transcurrir el tiempo, la solucion 

se acerca al punto de equilibrio en el caso de la figura. las so-
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luciones tienden todas hacia la recta t=p, independientemente del 

punto inicial del cual se parta, 

Establezcamos las dos definiciones anteriores de una manera 

mas riguroi:;a, 

Definicion 1 
- /\ 

Un punto de equilibrio X se denominara glob11l111ente 
1\ 

estable si -(t,Xo>->X cuanto t->ro sin considerar la posicion i~ 

nici•il <Xo> o •1n•1log•1mente lf&>O 3 t.,. 11 ~(t,x.)- xl/<E 
y donde 11 X0 l/<J : Ó puede se1· tan grande 

como se quier•l• <Notese que t depende de E), 

Definicion: Un punto de equilibrio~ se denominara localmente es-

" table si existe una vecindad cerrada B¡ <X> en torno a X y de 

radio (J > tal que si una condicion inicinl Xo e'B&' (X) ello impli-

C•l que ~(t,Xo> ->X cu11ndo t-)00 

Mas espec i fica111Einte, V E. >0 

(Qbservese que t depende de X0 y deE ), 

En este punto, cabe hacerse una pregunta. Unn ecuacion dife-

rencial tiene solo un punto de equilibrio? Pensemos en un siste-

ma mecanice donde sus puntos de equilibrio son varios y suponga-

125 

mos que es como el que apa-

rece en la figura. donde 
1\ /\/\. 
X1 , Y.i, X3 , •• son los puntos 

de equilibrio. 

Podemos sospechar que los 
¡ (. 

puntos X1 1 
Xi , , , • , no son 



puntos de equilibrio, por ello, es necesario que nos hagamos otra 

preguntallSera local o globalmente estable nuestro sistema?. 

Se observa que para cualquier posicion inicial X
0 

el movi­
A 

miento del obJeto converge hacia algun Xi , luego aparece un nue-

VO concepto de estabilidad donde no esta involUCt'ado solo Un pun-

to de equilibrio, sino todo un conJunto de puntos de equilibrio, 

diremos en coso de hallarnos en una situocion como esta, que el 

sistema es un sistema cuasiestable <Solo en el caso en que desde 

cualquieT' condicion inicial se conver.i•l haci~1 algun p1mto de e-

quilibrio, como ocurre en la figura), 

Podemos continuar con las preguntas, podemos preguntarnos a-

hora, lSi un sistema es cuasi estable, sera globalmente estable? 

Observemos la figura donde la trayectoria C es una trayectoria 

cuasi estable. Aunque debemos notar que para puntos iniciales X 

fuera de las soluciones se ale.jan de fo trayectoria de . equili·· 

brio, Luego, siendo el sis-

tema cuasi estable, no nece-

globollmente 

Aunque a la inversa, si es 

cierto. No puede deJarse de 

notar que, en el caso en que 

tenemos cuasi estabilidad Y 

el punto de equilibrio no es 

unlco, entonces, el sistema sera globalmente estableo 
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Traba,Je1kos algunos e.jemplos p~1l'a aclat'OT' ideas: 

EJemplo: Consideremos la ecuacion diferencial 

X<t>==-2X(t). t;x E: 1R • X(to)::o-Xo, 

Nos preguntamos si tendra punto de equilibrio, 

Las soluciones- son de la forma: 
-z tt-t·l 

~(l,'J(,)=xºe :: )(. 

tom11ndo el liíl1i te c1.1•1nto t-> CI:> tenen1os 

X=O sera el punto de equilibrio, 

~o 
rz7-'""'1 

podemos observar que en la 

Xo puede ser sustituido por un valor 

arbitrario, P• eJ, c. luego, la ecuacion de la solucion se puede 

e 
escribí t' con10 

(/_ 2 L-t.-ta) 

y entonces tenemos que nuestro sistema es globalmente estable, 

De la ecuacion diferencial original i<t>=-2X<t> debemos no-

tar que si el coeficiente en vez de ser negativo hubiese sido po-

sitivo, el sistema hubiera sido inestable <la funcion exponencial 

hubiese disparadose), Por tanto. nos atrevemos a decir que: cuan-

do tengamos una ecuacion diferencial del estilo ~(t>~aX<t> con 

t;X E1Rl X(to>'=Xo, entonces, el sistem•l ser•l glob•llmente est•lble, 

si a(O, 

EJemplo: Considermos la siguiente ecuacion diferencial: 
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1 > 
X<t>~- 1f X Ct>. 

Tenemos que esta ecuacion corresponde a una parabola cubica, si 

suponemos que la condicion inicial es negativa, entonces XCt> se-

ro positiva, dado que x3 ct> sera negativo, 
A 

1 luego,-rX Ct>>o, lue-

go, los valores se van pegando a X=O. 

Analogamente, si X1 o>O, luego, la condicion inicial es tal, 

x' 

que XCt><O, por tanto, los 

valores decrecen y tienden 
A 

hacia x~o. 

Aqui no resolvimos de manera 

explicita la ecuacion dife-

rencial. 
A 

vemos que X~O es 

punto de equilibrio. Para 

llegar a esta conclusion, 

nos apoyamos unicamente en 

la grafica, esto, Justamente, se conoce como la tecnica de dia-

grama y la utilizamos en el Capitulo III. 

En economia matematica, son muy usados los sistemas lineales 

de orden nXn, asi pues, eKtenderemos nuestros conceptos a un tipo 

de sistemas de ecuaciones diferenciales mas amplios. 

Consideremos el sistema: 

X<t>=AXCt) donde A=CAi,JJ 

A -es una matriz nXn, Para este sistema, se propone que X=O es una 

solucion del sistema y sera unico si A es una matriz no singular. 

Podemos escribir la solucion de este sistema como: 
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Tebrema: Si ~<t>-=AX<t> es un sistema de ecuaciones diferenciales, 
At 

con X<O>=X 0 , entonces, ~J(t,X >=- e'. .Xo. 

eAt «> 

i: donde "' I A~ 

~=O 
¡; ! 

y t'lk es una matriz nxn. 
At 

Se prepone q1ie ~ ( t Xo>ª (l_ Xo es 1rn•l solucion del siste1111l 

• X<t>=flX(t), Entonces, por ser. solucion, debe ocurrir quel 

Teneinos que < 

~ <t / X0 )-.=fl~(t) 

=A. e"'t 

' " t~ <Xo ¿_ t'I °0 
" ·'· A3 Xo<flº +A'·~ K r 

"l.~ 3 ! 

Xo<A + A1 +. •' • 
2 

·~ , , , , > = 11 , ( 11° ·~A·~ J{ 
z.•. 

2. A3 
>=-A+A + - +,,,, 

'3! 

+ •• 1) 

Podemos observar que Xo al tener la posibilidad de ser cual-

quier numero, hace que la igualdad se satisfaga. 

Ahora pasemos a analizar cuestiones referentes a estabilidad 

Decimos que un vectot' °).. es eigenvalor de •Jrl•l m•ltriz A si 

f\Xr.: AX. O-= ). X-llX-=<A- /.. I >X, 

La siguiente afirruacion puede deducirse de la definicionl 

Si una matriz t'I tiene n-eigenvalores distintos 

entonces existe una matriz no singular PCnXn> tal que PAP" 1 es una 

matriz diagonal, cuyos elementos diagonales son los eigenvalores 

de f't, 

Asi pues, podemos hacer las siguientes observaciones: 

Si una matriz A es eq•iivalente a una piagon•ll i ~'' ~11 • • ·' ~n} 
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Si X, 1).,1 · · · 1 ~n son eigenvalores distintos de A. 

• Si en el sistema X<t>=AX<t> A es tal que tiene elementos 

diagonales )., / )i, .. · / ~t\ distintos q•Je son sus eigenvalores, 

entonces, el sistema puede escribirse como: 
- f7At -1 

· ~ ( t / X0 ) '"' ( P ll P ) Xo 

donde P es una matriz no-singular <nXn> y donde 

e~. t o o 

rz. ~.t,,. o e. h t . .o 

o o e.~º-\: 

Obvi•1mente, si Re X¡<O, el sistema es estable, esto se dedu-

ce del hecho de que ,,~-. eQ•ib a e~b ib b. b si X=atih==> \!... = r¿ • (e :COS HStn ) 

pero (Cosb+isenb> es un11 funcion 11cot.1d•1, luego, si q_0 es conver-

gente, entonces, la funcion total es convergente. 
t A 

Teorema: Si X<t>=A1X(t) tiene como punto de equilibrio X=O, el 

sistema sera globalmente estable, si la parte real de todos los 

eigenvalores es negativo. 

La solucion del sistema es: 
At 

~(t 1 Xo)·: (2 Xo. 

Si la matriz A tiene n-eigenvalores distintos, el problema 

queda facilmente comprobado de la afirmacion anterior, En caso de 

que algunos eigenvalores se repitan varias veces. 
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A = 

luego 

[

A1 O O··· ~1 o>., . . . . 
. . . o 
o o . . . >-' 

o 

>-i o o ... o 
O. ~iO · .. Q 

. o 
o o ... ~, 

o 

ko O· · ·O 
o ~" ... o 

. o 
o ... }" 

Podemos descomponer en bloques la matriz, luego 

r 

~, 10 ... ~ 
. o 
o .. { 

~ t ~\, [_ i.-1 li.-l ¿_ L i:. - :;; 1_ )." 
L'. -l i.-•)'. 
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>-i-
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o matricialmente 

n~'\ t e~.t J 11.. Ó··. o 
o .: 
• ó 
' t eA.t 
• ..,A,t 
0 ' ' ' • IL o 

p 

que puede escribirse como: 

[

, -1¡ o ". º] (f_~' \:. ~ 1 t o . . o 
• 1 t 
o . . . o 1 o 

p 

o [

I o\:. O.·· 0 
o 1 \o.· O 

¿~ : 
• 1 \: 
o. . . o 1 
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1 

1 
1 

...... 

Asi pues. de ·est•l descomposicion se observ•l que si >-i es un 

eigenvalor de A, entonces si A~<O, la solucion del siste111a es 

globalmente estable. 

Si el sistema es estable, es definida negativa. Luego, la 

parte real de sus eigenvalores es negativa. 

El polinoruio caracteristico de una matriz triangular supe-

rior lo podemos escribir como: 
r¡ r,, 

f(Xl=-<X-C,) <X-Ct), • • 
(,, 

, <X-C 11 > 

donde r, es l•l 1111.11 tiplicid11d ( i. e el numero de veces q1.1e se re¡i i.te 

el valor propio) del e¡, 

L•l c1.1estio11 entonces. P•lr•l •lS<?gur11r l•l estü.bilid11d de un11 e-

cuacion diferencial lineal esta muv vinculada con los volares cp-

racteristicos del sistema. Hoy un teorema muv famoso. aunque po-

co difundido que asegura el hecho de cuando los eigenvalores de 

una ecuacion'diferencial tienen parte real negativa. 

Teorema: <Routh-Hurwitz>: Una condicion necesaria y suficiente 

O \tl•I o P•lr•l que l•1s r•lices de l•l ecuacion Oo).. .¡. ~. /\ .¡.. · · +Or-.: 

con coeficientes reales, tengan parte real negativa, es que 

la siguiente condicion se cumpla: 

ªº (), ªº o 
>O ) . 

I J 
>0 
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estas matrices tienen en su primer columna elemento~ impares, en 

la segunda puros elementos pares y asi van alternando, 

Teorema de Hurwitzl La condicion necesaria y suficiente para que 

las partes reales del polinomio con-coeficientes reales 

,, zntl - z +o Z -+.O, + ... +011-1 " 

sean negativas es que todos los menores diagonales principales de 

la ~atriz de Hurwitz, 

a, o o o 
ª~ a, a, 1 o 
Os ª" ol º' o 

o o o 8 ªº 
se•1n positiv•1s 

Observese que en la diagonal principal de la matriz de Hur-

witz estan los coeficientes del polinomio, tomados en su orden de 

numeracion desde A hasta An. Las columnas estan formadas sucesi-

vomente (alternadas) con indices solo pares o solo impares inclu-

yendo torubien el coeficiente Ao~1, por lo tanto, el elemento 

es los coeficientes que son mayores que n y menores 

que O se sustituyen por ceros. 

Los menores diagonales principales de la matriz de· Hurwitz 

los escribiremos como: o. 1 o 
o. a3 Oi O, 

t\,=IO,\ f::..z.= 03 Oi 6::.~ 
as dq a3 
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: 

a, ODO 

~"\ 
03 01 º' :: 

ª$ a~ 03 o, 

a, 1 o. o 
a~ a1 a, 1 o . .Q 

/J. = 05 a~ Q¡ 01 · .o 
n 

Q, a, Os Qq 
o On 

A,>o 

E.Jemplos de Hur..witz: 

1 ~ ~l :: __ ...,.._ 
2 z 2 

x,,,_J.._iVf 
2. z í 

y esto es que la~ partes reales sean negativas. 

b > • - z3 + o. z 1 + 01. z + 03 

Req tle rimos 

.. 
Se•l 01 -=4 J Oz =5; 03 =7 

Asi, el polinomio .z3+4.z1+5L+7 t.iene raíces cuyas partes t•eales son 

y Cl, >O Oz >O. 

Analogamente X<O. 

Unicamente damos unos ejemplos. 
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La demostracio~ de este teorema es muy compleJa, por lo cual 

se cito o Gentmocher teoria de matrices, tomo II, Cap. XV, 

En caso qu~ nuestro sistema sea no lineal v autonomo 

• 
X<tl~f<X<t.), 

Para hablar de la solucion del sistema para poder establecer 

lo expresion de Toylor de f alrededor del valor de equilibrio X. 
A /' 

CX es tal que fCX>=O), Uno de los metodos mas usados es dar una 

aproximocion lineal que se obtiene al ignorar de la expansion en 

serie de Tavlor los terminas que sean de un orden mayor que dos, 

riqui debemos ver los 1•estricciones ba,jo los cuales habiendo 

condicion lineal de estabilidad, ello implica que el sistema ori-

ginol <el no lineal) es tambien estable. 

Tenemos la siguiente afirmacion: Si el sistema de aproxima-

cion lineal es globalmente estable, entonces es localmente esto-

ble en el sistema original. 

Supongamos el sistema Xlt)=fCXCtJJ, 

Consideremos para el caso 2X2 lo siguiente: . 
XCtl=riX donde A es el Jacobiano del sistema 

A=- ( º" 
0-z., 

un sistema lineal de esta forma si tiene al cero como punto de e-

quilibrio, entonces, es globalmente estable en ese numero. Luego 

en el sistema original, dicho sistema sera localmente estable. 
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/' .. 
Sea X el punto de equilibrio 

donde 

y 

N "' 
)<1 :: 011 x, + 01-i Xz 

/\~ 
f'(X)=-0, 

= Q,,(~, +Oü X'i Xi 
.... ~ x, ::. x. -x, 

EJemplost Consideremos el ~iguiente sistema: 

x,::. ~ I\+ x.+x-z) x, 

X?. = ( s. b - <.. • b) X 1) - (. s) )(2.) Xi 

cuyo punto de equilibrio factible es P =<1,10> 

Sus equivalores son 

l..,= -1+'13 

luego, el punto por ser numeras negativos, es un punto de esrabi-

En cambio, si se considera al punto inicial P•C3,11> las so-

luciones tenderan a C ~ ,O) luego dicho punto no sera un equili-

brio. 
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1 

1 
1 
1 
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Expresaremos a continuacion uno de los teoremas mas impor-

tantes relacionados con el equilibrio conocido como teorema de 

Liapunov. 
/' 

Definicion.- Una posicion de equilibrio X de la ecuacion X•f<X> 

se dice estable en el sentido de Liapunov sil 

lo.- Existe un numero positivo P suficientemente peque~o tal 

que para 1 ~ -x\ < p l-<1 soluciontf<t, ~ > de la ecuacion 
• 
X=f<X> esta definida para todos los valores tJ,y 

2o,- Para todo numero positivo E es posible hallar otro nu-
/\ /\ 

mero positivoJ <f.f• P11riij ~-X 1 <J se•1 l ~<t)~) -X 1 <t. 

para todo t)Q, Si ademas, existe un numero positivo 6 <P 
,,.,, . "'I t11l que si ! "f. -X 1 < ()' se teng•l que .L111~ !t{'({¡~)- X =0 

1;-)~ 

------- ------------- -----~---- --·-

,., 
diremos que x es asintoticamente estable 

Enunciamos ahora el teorena de liapunov. 

Tcorer.:a~si la r.iatriz A= (aji) es tal que 

todos sus valores propios tienen parte 

real negativa. 

La posici6n de c~uilibrio 
;.. 
x del sistema 

x = f(x) es asintoticarr.ene estble o equiv~ 

lente mente 

Para un o > O suficientemente pequeño tal 

que 1 § - x 1 < o 

Se cumple que: 

llf(t, §) - x 1 < r 1 § - x 1 e-at 

donde r;a son positivos e independientes J( ~· 

138 



C O H E N T A R I O S 

Comentarios:.- En esta parte quisiera manifestar algunas 

observaciones que desde mi córacter de matematico me causo la 

realizacion del presente traba.Jo. Como principio de cuentas, 

quiero destacar que muchas de las obras· que1 respecto al tema a­

borde, encierran hipotesis que resultan muy atrevidas, en varios 

casos, una misma idea es entendida o interpretada de manera dis­

tinta por varios autores, un compaAero, mas compenetrado en el 

tema, me diJo que la economia matematica resulta muy inasible, 

toda vez que, no siendo economia, no esta al alcance de los espe­

cialistas y, al nb ser matematico, se permite ciertas libertades 

que escapan del rigor de esta. Asi que, para int9rpretarla, debe 

contarse con una formacion basta en economia y rigurosa en mate­

maticas. Los autores que intente compenetrar, estan catalogados 

como economistas burgueses. sostienen por ello una defensa de sus 

creencias y una posicion filosofica respecto al mundo, una de las 

hipotesis mas descabelladas con la que me encentre reza: 

Supongamos que en nuestra econornia, todos los individuos po­

seen mayor o menor medida de 'TODAS' las mercancias existentes en 

el merc11do, esto, d•ld•lS mis vivenci•lS particu1,1res en este He:-dco 

que cuenta con las economi~s familiares mas contrastantes, resul­

ta de suyo una hipotesis que raya en el idealismo, analizar todas 

las contradicciones alla~adas en el camino requerirla de un tra­

tado aparte, pero como dice el refran: ••• para muestra, basta un 

boten, •• 
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lizar un trabaJo que cayera dentro de la disciplina meramente ma-

tematica Calgebra, analisis, calculo, geometria), aunque despues 

de haber realizado el presente trabaJo, quedo convencido que es 

humano, en particular, lo. economía. He permitio captar a fondo 

las tecnicas matematicas necesarias y sopesar su poder y alcance. 

Una labor de esta envergadura es, sin duda alguna, ardua, pero la 

cosecha paga con creces el esfuerzo realizado. 
1 

Asi, quedo convencido de las frases: Dominar la tecnica que 

es lo que nos permite dominar la naturaleza, dominar la naturale-

za para poder convivir plenamente con nuestros semeJantes. 
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