3230
| 3
UNIVERSIDAD ANAHUAC 24

CON ESTUDIOS INCORPORADOS A LA UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

ESTIMACION NO PARAMETRICA
DE DENSIDADES DE PROBABILIDAD

TESIS PROFESIONAL
Que para obtener el Titulo de
A c T U A - R | 0
P R E S E N T - A

ANA MARTA ROMERO FERNANDEZ

éxico m C“«‘;{
M ,D. F. FALU\ DE —O‘%GEN 1988



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDIBE

INTRODUCCIGN

CALITULL 1: tETCOU DEL KERNEL

1e e

1e 2o

tl Caso Univariado

El Caso Multivarisdo

CAPITULL 2: METLDG DE NAXIHA VERLJIMILITUDL

214
24 24
Pe 2o
2o by
?e S
Febe
27
ZeBe

2¢9.

Introducci6n

Estimadores No [aramétricos do béxima Verosimilitud

El Histogroma come un Lstimador de M&xima VYorusimilitud

i1 Caso Infinito-idimensional

Estimacidn de Mximo Verosimilitud Penalizada de Lensidades
£1 Estimudor de Fontricher-Tapia-Thompsan

£l Frimer tstimador de Good y Gaskins

El segundo Eslimador de Guod y Liagking

Estimacifn Discrata de Mixima Verosimilitud Fenalizada

CAPITULL 3£ LTRUS METLOLY

3t

2626

El M&todo de froyeccidn Aduptativa
£l Nétodo de series (rtogonales

Cal'ITULG 4 ARLIEACIGR OE LA CaTIRMACICN DL DENGIDADEY EN EL

be e
be 2
be3e

ANALIGLS DEL OISLRIFINANTE

Introduccién
El Tworemn de Uayes y la Reglo de Asiynocién de Hayes

Un Ejempla de Estimucifn de Densidudes en el .inblisis
del Discriminante

RPENDICES:

1.

ESPACILS DE HILBEWT



IT. SRLINES
II11. DATUS DEL EJENPLO
IVe RESULTADOS DEL EJEMPLOD

BIBLIOGRAFIA

iv

69
72
7

77



IRTROOUCCION

Un problema fundamental en ectad{stica es lu estimacién de la fun
cifn de densidod de una muestra de observaciones. Por el problema de
estimacidn da una densidud de probabilidad gueremos decir que dada la
mupstra aleatoria x1....,xn. estimumos f, la funcidn de densidud de
pirobabilidad que dioc lugar o esta muestra.

Fueden seyuirse dos tipos de procedimigntus pdra la estimacidn de
una densidad de proboblilidad: ol psramétrico y el no paramétrice. &l
procedimicnto paramétrico consiste en suponer la forma funcional de la
densidad de prubub{lidud y, entonces, se estiman s6lo los perimetras.
El na paramftrico cunsiste en estimar directamente ls densidad de pro-
babilided, 8in supusiciones previas.

Ly primera solucl6n al problema de estimecidn no paramfBtrica de
densidades fue cl histograma gue es todavia uno de los estimadores mbs
usados. Las ldeas bisicas del histoyrama Fueron aplicedas primero por
John Graunt en 1662.

En 1895 tarl Pearson proputo una familia de distribucivnes quz in
clufa muchys de las densidudns de prouubilidad univariadas que comun-
vmente se utilizan (hipergeométrica, binomial, betn; gaussiana, ctc.).
din embargu, no fue sipo hasta 1956 cuando M. Ruueqblutt propust un ti
po da ustimadar "desplazado" de histograma.

£n 1962 f*arzen construyb la clase de vstimadores {de kernel) de
histograma y exuming sus propiedsdes de consistencias  himeldorf y
wuhbia, on 1970, introcujeron la aplicaciln de las técnicas de spling
en lo wstagfstica de nuestros dfas. Boneva, kendasll y Stefanov (1971)
y Shoenbery (1972) exuminaron el uso de las técnicas de spline, pura

obtener, de histogramas, “astimados suavas" de ung funcién de densidad



de probablilidad,.

Un resultado importante en estad{stica, que se obtuvo al usar el
métado de momentos con la familia Pearson, aparecid en 1908 en un ar-
ticulo de We5e Gosset ("Student"), la distribucifn conocida como la
"t de Student'.

€n esa fpoca se pensé que iban a darse mis resultados wlrededor
de las generalizaciongs importantes de la familia Fearson. En vez de
esto, ReAs Fisher se presentd con @l concepto de estimucifn da mbxima
verosimilitud y desvi6 el empuje de la metodologfa de Pearson. La con
troversia Pearson-Fishgr representS la pugna entre el método de momen-
tos y el de mAxime verosimilitud. La victoria de Fisher fue casi com-
pleta.

Aunque la astimacién de méxima verosimilitud tiene mfs de medic
siglo de aedad, e85 todav{a la mis usada deniro de todas las técnicas de
estimacifn. H.N. Tapin y J.R. Thompson (1978) establecieron la exis-
tencia y unicldad del estimador de mbxima vercsimilitud en el ceso fi-
nito dimensional. Good y Gaskina (1971) introdujeron estabilidad al
estimador de mixima verosimilitud en el coso infinito dimensional, afia
diendo un térming de penulizacin. Scott (1976) y Ycott, Tapia y
Thompson (1977) llevaron al estimador de mfixima verosimilitud penali-
zada a la préctica.

El problema de la estimacién no parsmétrica de densidades tiene
aplicacifn en muchas dreas de conocimisnto, incluyendos

1) nReconocimiento de Modelos: Identificer modelos, os decir,
reconocer de yué poblacién viene un modelo dado.

i1) Estudlos de 3imulacién: for medio de la estimacién de una

funcifn de densidad, so puede decldit si une aparente "protuberancia®



en la funci6n de densidad furma parte genuinamente de le poblocién, o
m&s generalmente paro decidir si clerta funeién de densidud es mejor
estimudor gue cuolquier otra y par cuanto. Segln Lrear y Lassel (1971),
"la validacién de protuberasncies” es unu de los wctividodes de los ff-
sicos experimentalas yue requiers de la ayuda de la estudistica.

i11) +sn&lisis del Discriminente. En diversas aplicacionas surye
con Frecuehcia el problema de clasificacibn, el cual puede describirse
de la siguiente manara:

de ohserva un fenbmeno que se saba Fuw generadu pur uno de k po-
blacionas posibles. Estas poblaciones son tedricamente distintas perp
diffciles de discriminar en base a ubservaciones empfricase

El anBlisis del discriminante presenta un grupo amplio de metodo-
laglas para lograr esta clusificacifne

Hay bAsicumente dos propdsitos yua se pueden distinguir en ¢l uso
del andlisis del discriminanto:

1) Descripcifn de las diferencias untre las pobleciuvnes con base
en datos muestrales. Esto se llams andlisis descriptivo del disecrimi-
nanta.

2) La asignacifin &ptima de nuevos elementos de origen inclerto
@ una de las k publuciones, usando la informacidén contenide vn las me-
didus da las p variables de estos nuevos elementos. Este tipo de pro-
blemss de ssignacidn pueden ser subdivididos en dos coategorfas princi-
pales:

Z.a) La identificaci6n de nuevos clementos. E1 término Midenti-
ficacién" e@s usado con el prop6sito de asignar nuevos clementos a su

poblucifin de origen mis probable.



2.b) La asignacifn de accibn-orientada de nucvos clementos.  La
wsignacién de un elemento es shora seguida por una acelén particulur-
mente inducida por lu poblacifn e la que fue esignudo. tsta situaci6n
es més compleja que el problema de identificaci6n poryue lus eleccio-
nes de accién no adecuodas pucden tener consscuenclias muy diferentes,
dependiendo de la poblacién de origen de los elementos, osf{ comu de la
poblacidn a la cusl sun asignadass

La finslidad del acercamiento estad{sticu o ustos problemus de
asignacién puede ser enunciada as{: usar lu informaciéin estud{stica de
mupstras de cntrenamiento (muestras con elementos cuya poblacidn de
origen se conoca) pora encontrar una estrotegla pera lo asignacidn de
nuevos elementos de origen inciorto, tal gue la probabilidod de asig-
rmaciones arrdneas sea minimizada (problemas de identificacién), o la
"pérdida® incurrida por las consecuenciuvs (desagradubles) de accliones
no Gptimas sea minimizada (problemus de accifin urientoda).

»1lgunos ejemplos cel andlisis del discriminunte se presentan a
continuacibn:

1) Anflisis descriptivo dsl discriminante.

e toman mugstras de lus individueos de distintes grupos indigenase
La estatura, le estatura de los individuos sanlados, la ;rufundidud na
sal y lp sltura nosal son las veriables medidas en ellos.’ Se busca
describir las difurencius entre estus grupus.

?) ldentificociGne

Cromosomas: una cClula humana contiene 46 crumosomas; 23 relacio-
nadoy al sexo femenino y £4 ol masculino.  de bacen alyunas medidos so
bre caracterfsticas de los cromosomas en las muestras de algunos iipose

Las diferoncias un lo distribucién de las caracter{sticas de lus tipos



serfn usadas para identiticsr cromosomas de nuevas cllulas.
3 (Clasificeci6n de sccién-orivntada.

Una nctividad importante es la de diagnGstico mbdico. Un ejenplo
de diagnfistico difurencial es el que se tiene en la siyulente situocidn:

Haemophilia A: Las mujeres pueden ser portadoras obligotorias o
no. La detecei6n de las portadoras es un problema gue surge en inves-
tigocidn genttics. Oos medidas biogquimicos se hacen en muestras de en-
trenomionto de portedoras y no purtadoras.  ura uno llamada “pusible
portadora" las mismas medidas son reollzodas y comparodas con logs medi-
dag de las muestras de entrenamicnto de portadoras y no portodoros para
as{ tomar una declsibn sobre lu posible nuturaleza purtadora de la mu-
Jjer en estudig.

Este trabnjo de tesis tilene comn objetivo estudiar ulgunos aspec-
tog del problema de estimacidn de densidades de probabilidude Consta
de cuatro copftulos:

En ¢l primer capftulo se presents el método de estimacién no po-
ramftrica de densidoadus conocido como vl método oe kernele e habla
del kernel univariado y sus propiedades y mis suelante se presenta el
kernsl multivariadeo en el cual los dubos yue se aroporciofan pucden en-
contrarse medidos con diferentes escalas: uinuriau, nominoles y ording-
les pura el caso vontinue y pors el caso mixto (continuo y discreto).

tn el sagundo capltule s houlo del nétodo de mixima verosimili-
tud en el que se marco el problems de estabilidad que se presunta en
el caso intfinito-dimensional por lo que se ofude un Lirmino de penali-
zacibn al estimador de mixima veresimilitude o contlnuacifin su prosen
ta el ajuste del esticador de mixima verosimilitud por medio del vati-

mador discreto de mdxima verssimilitud penulizada.



£n el tercer capftule se presentan gtros métodos para lo cstima-
cifin no paramftrica, cn concreto el de series ortogonoles v el método
de proyeccidn adaptativa (“"projection pursuit") para la estimucidn no
parumétrica multivariado.

Finalmente, el cuarto capftulo presenta un ejemplo de estimacidn
de densidudes utilizando el métudo de kernel, aplicado al anfilisis del
digcriminante.

npéndices al Final introducen a los especios de Hilbert y o la

taor{a de splines, conceptos utilizados en el desurrullo da la tesis.



EAHITULO 1

METLDL DEL KERNEL

1.1 El Caso Lnivariado.

De los métudos usados para lo estimacidn no paramétrica de densi-
dades de probabilidod, el del histogroma es ol d& mayor uso.

Jupfngese guo Lunomos una muestra oleatorla Xqeess Xy LB una
densidod de probobillicad desconocida absolutamenie continua con dumi-
nio de positividod fa.h]. £n el caso en que lu densidud desconocida,
digamos g(x), tenys un rango infinito, serd suficiente ustimar la den-
sidad truncuda

5{x)

()] FlX) = —mpmomenea para a<x%hb
L g(t)dt

0 de otra manera.

En lo que siyug vamos a suponur: fquo los puntos fuera del interva-
1o (2,0} hun sido descartodos y gue cada una de las {"1] y 1214e00yn
eotan en cl intervalo [a,b)

ben a=tg{ tq{ere € ty=h una particidn del intervalo {a,b), enton-

ces se obtiene un estimador £, de la Forma

2 Fa(t) = cy pary ty £t <y, 120,000 gmat
fn(b) = cpaq

fh(t) = U para t ¢[a.h] y

b
dondz Fr) 20y [ F(oatet.
Sioap us el nimero du observacionss que cauen @n el intarvalo

A .
i-isimo, entoncea pura fi (el estimador de Fr) usarenos



N
(3 31 Z mmmmmmmnemenas pArd 1slyeseymets

n(ti4q - ty)
para estimar cy.
£l nimero de observecionss que coen en un intervalo es una voria-
ble multinomiaul. Lnwonces ;u/n. gue es luo frecuencia por intervala,
Tl
estima @ L F(tddt. vado ijue hemos supucute gue F oos absolutamente
<
cantinua, si tj,4 = L} es suficientemente peguedo, ontonces FE)~f(ty)
para b3 €t <tj,9. Lntonces qi/n estima u (Ly,q - t)F (L) pues
tivi tin U
Flegddt = T dt = POt ~ ) Y wmmmomoieeeme estima a
+ 4 nlty,q - ty)
F(t)e

A
Entre cstinadores de la forma (&), Fpy maximizo Gnicumente la fun-

cién de verosimilitud

"
) L(CgeesesCpaq) = ;D: Frixj)
wi -~ b

= Tr ci
i

Qi.

Heove Tapla y Jeite Thompson (1978) .emostraron lu consistencia de
aste gutimador bajo clertas conciciones:

N arimar lugar se supone que f otiene derivodus continuuss hasta
de ordon X exceplo en los puntos extremus [a,b]. y sue f se hally aco-
tadu en [u.b]- Aagicionolmente si se tomu la particidn de igunl tewofio
cn [n,b]. tol que ty,q,n = ti,n = ¢hpy entonces si new y hy~e0, tal
quet nhp—00 (por lu cual n-e o mis rdpidomente de lo yue hy=*0) se
tiene que x €(uyb) y el error cuudrdtice meuio para ?h estarfa dado

por:

»n fod 2
(5) ECH (FR(x)) = L(FR(x) - F(x))“ -0,



»
por lo que, fi,(x) os un =stimador consistente para f(x).
£n 19% turray dosenblatt propuso otro tipo de estimudor basado
en una muestra aleatoria {xi}. i=1y¢04yn ne una densidad continua pero

desconocida f. £l estimador estd daodo por:

(6)

R e e e LRt .
?nhn
donde hy A8 un ndmero reol positivo constante pura cadae ne  Cnionces
n P

podumos euscribir

A
n fr(x) & ~=l2loBa - odallllol ’

donde

En obrus palavbrus Fp(x) resulta ser la funcidn de distribucidn
empirica pora lu voricble aleatoric x (Mood ete ale 1974).

iara obtener lo fédrmula oel error cuodriitico medio de fgn, doscn-
blatt ve que si porticlons lo rects ce lou reoles en tres inturvalos
{xlxﬁxﬂ, {x]x1<x.‘.xp] y {xlx)x;], y sean Yq=Fn(xq), Yo=Fp(xp)=-Fr(x1)
y Y:=1-Fp(x.),y entonces (n¥qy n¥p, aY3) es uno varlable alestoris tri-
nomiul con probubilidades (Flxq), F(xp)=F{xq), 1 - F(X;))=(P11PE|P3)r
donde F e¢s la funcifin do dislribucidn acumulutiva de x, o sea,

]
F(x)= 5 f{t)dt. Entonces tenemos que
-

(w elr 0] = Feo

(9 Cou[Frtxq) oFnlxs)] = _*.S’.‘JZES’.‘___ . -tS’jJ!_'

suponiendo sin pérdida de yeneroalidad que x4 (x;.



tntonces, sin hocer restricclones en Xq ¥ Xz
m Cuv[?n(x-]),?n(x?)]
= --1--[~F(x1 + 0 (x, o+ hp) o+ F(min(xgq + Poyxg + b))

+ Flxq + bp)F(x; - hpd = Flmin(xq + hpxe = hpd)
+ Flxy - hn)F(x:, + hy) - F(an(x1 ~ hpaxg + hydd

- Flxq =~ NIF(x, = hpd + Flmin(x,y = houx, - nn))].
i x4 = x, = x, zntonces

(11) Uar[?n(x)}

1 2
-;;:“;‘-[r(x e h) = Flx = by = (Fx + hy) = Flx = 7).
n

untonces &1 escogemos xq< x. y by suficientemente peyuedy de tal mane-

ra que X, + h < Xe =Ny

(12) Cav[F (x), Patx,] 5

h f
-1 n f ) [0
= 2 P ex) - oFOx ) ¢ e Pk ]+ L(-ﬁ--)
ha
gsuponiendo que f es diferenciable tres veces en xq y Xxp y u(--g-) im-

plica gue 81 hy—0 cuando N+ 00, nh,~* 00 #hiOra,

(1 mend ) = e[ Tt - F0F) = varffroo] + 01us?(F, ()
= =P x4 ) < Pl = )« Fx e = FOx= 0]

bhgn

2
apn @ n) < P v - re0 ] 7

“
-

H ) [
I-gro F(x + "n> - Fi(x = hn) = 2hnf(x) +ooy- X L‘(h,—',),( suponivnuo

gue T s wres veces diferenc.able en x).



M-

L
N, z 4
(1) f_'cll.(?n(x)) IS M I DL D(—-J-- + hn) .
Zhgn 6 hn

teniendose entonces gue si hn-’ﬂ, cuando n-+o0 o tul munera que
. ~
nhp~s 00 , LEM(FR(x))=~+0. Hucicnda Fyx y n cunst.ntes; jadenas mini-

wmizar log primeoros dos térmioos en (1) y llegemus a

N . V4 .
(159 ﬂh = ( E ___LS52-:-] n'1/J,
P

cun el corruspendiente error cuadritico medio wsintStico (en n) de

A G 21/% /5 WL i i i /5
(B) a0 = 95 S ol et o S
Lstutdios de uno variedod de medidos de consistencio de estimodos
due densidadey son cados en: dickel ete ale (1972), him ate wle C1974),
liedaraygy Ledw (19693, Lchuster vte ole (19700, van itysing Je (1969) y

dondroofe, Me (1970)a

e puede decir que el cstimoedor de Hosenblatt ey un histogroma
despluozado de tal menera que x cor en el centro de un intervalo de la
particidne Cuundo se evalfla la densided en otro punto "y*, el inter-
vulo es despluzada oira vez de tul swners gque Yy* cstéd ea el centro de
un intervalo de lo particifne Lu vontaja del estimodor desplozude so-
bre el de intervale Fijo es que hay una reduccidn en el sesyos  Ltra
vintaja sobre el de Intervalo Fijo es gue la toss de decremunto del
firocedimionto de idosenblatt es e n_hls en vez de n—:/: (mds lenta).

oo Tapila y Jete Thompson (1978) Formulan otra represuntecidn

del histograms desplozado:



e

" .
~ 1 1 X = Ki v
(17 Folx) = -2 -2 ti(-3.2-K00)
n n ég} hy ‘hn '
donde
i) = V2 si jul <1
= 1] de otra manery,

y los {xj} s J=1yeee,n sONn lae observaclonos, y paro todus los !xJ] ’

J=14e 00y nuevamente se cumple que:
~ ~
Falxddx = 1 y fn(x)ZD.

Intui tivamente lo que pesa es que o los valores de Xj cercanus i
% go les agigna un peso y o los lejanus o x ge les descarto.

£l histogram desplazode es una funcidn ge densidad de probabiili-
dud con buen comportamiento al Ljual gue el histogrouma con intervalo
fijo.

Grace Jahbo (1977) habla de la manera en que se escuye B8l parlmu-
tro h y comenta que el estod{stico tieng jue escoyer el parlmetro b
yue va a controlar la suavidod visual de la wensided resultante.  Fote-
maticamente huulnndﬁ. comenta wuhba, h controla wl bolapce entre el
si:ago al cuusdrado yllu viariunza; oentunces la h £,.tima desde el punto
de vista del €CK depende del tamafio de le muesira y de lu densidad dey
cuhocidae

Fure cecoyer un valor globul pars hh, un el geuc de la ecuuciin
(17) Reiie Topla y Jeits Thumpson (1978) analizan el error cusdritico

medio inteyrade

SEcr«l(?n(x))ux = £CH



yuia en este caso es propurcionzl o

1B) EHL A s fm(f"( 1% T ——)
( L -955-5- + -gE- ., b3 X + 0 “FrA +hg),

do aguf se tiene yue

1/5
(19) hy = { _______ 9__-;___ ] ﬁ'1/5 .
] 5 (F"¢x))ux

y entonces

175
(zm) got1 ~ 775 g=V5 5y [5(f"(x))2dx} a5,

sunque Rosenblatt suglirié 1o generalizacién de la forma (17) o
estimaderes usondo bases diferentes que las funclones esculonzdas, la
explicacidn detullada de los estimodores de kernel se debe a Farzen
(1962). H.A. Tapls y Jdeite Thompson (1978) nos dan la forma Je este
estimador, demuestran su consistencia y propunen un procedimiento para
ohtener el valor de h.

Considérese un estimador de f(x) de la siguiente Forma:

oo (2}
~ 1 X - 1 K = Xj
(21) Fplx) = I,;ﬁa- K(--EE-!_)an(y) ol e ;Z;h(--ﬁ;_-l)'
donde
oo
g Jeep | dy ¢ o0
00
(22) sup beeyp] ¢ o
o< Y< o
tim Jyli(y)} = o
Y- ®
y
(23) Ky) 2 0

o0
g K{y)dy = 1o
-0



U

£ate estimudor sujeto @ las conuiciones antes descritas es asia-
téticamente insesgado si hp#0 cuando n-—eo00 , O geu,
Lim €00 = £
y 08 consistente, si ofadimos la restricei6n acicionul
Lim nhy —* o0.
n-» oo
Fara el histoyrama dagplazado de Hosaenblutt la tasa de decromen-
to Gptima del €CM es del orden de n""/5 . Para la clase de estimado-
res de kernel de borzen satisfaclendo (22) la tass de decrimento del
ECM es del orden de n-?r/(2r+1) « FPor lo tanto en la préctica no de-
bemos esperar un decremento mds répido del ECM para estimadores de es-

4/5

ta close que n- s el obtenido usando el histograma desplazudo.

Un procedimiento, para gencrar el kernel en el caso de la scua-

cibn (71, se obtiegne ul minimizar el ECMI, respecto @ hp, esto as:
-] L P
~ >} s, “

() o]y ) —tem 5 K2Cydy + hy?T kol I [r 0] ¥ ax

hn -0 ")
do oquf se tivne que:

~1(

(25 hy = 0 T o) B,
donde

1/(er+1)
o (1)

r (S y* K(yddy/r! )2

2 =1/(2r+1)
B - [g,f‘(r)(y)) dy] .
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luesto gue el mitodo de Torzen supune que lo forma funcioral de k
(v‘pur lo tanto de r) estd dada, la evuluaci6n de n-1/(?r+1) A (1) no
es pruhlema, sin embargo, pura calculur /O (F) es necesario conacer f.

La h 6ptima tedrica sirve purs ver qué tan bueno es nuestro esil-
modor.  ora el cldlculo de la hy, en la prictica, se recomivnda cmpezar
con valores muy grandes du hy y secuencialmente hacer decrementos en
hy hasta que sg abtivnen estimados de densidad de probubilidad altaman
te ruicdosus y entonces sa hace un retroceso hasta llegar o la hy con

la gue cluramente se ve lo forma de e

107« 1 Caso lMultivariada.

£l método de kernel puede ser extendido pora estimur densidudns
multivariadas. Un kernel se wcomoda alredodor de cada observocifin de
la muestra. quf, los funciones de kernel pguedan tener cuolguier fore
ma, pero siempre deben sstisfucer los supuestos de la Funci6n de den-
sidud de probabilidod y deberln ester centrados en las agbservacionese

{1 estimador oo puramfiricu e densidud de probubilided resulton-
te pary ung peblocién se abliene colculundo el promedio de los kernels
de una wuestra corresponuiente. Lo "suyavidad" de los kernels tiene que
ser fijada g priori o tiene yue ser estimada de la nuestT .

Unu ventaja del método de kernel es yue todo tipo de rensidades
de pircbabilidad subyncentes se pucden describir.  Unas desventaja es
que alyun.s obsorvoaciones dlstuntes puoden tener un yrun impecto en el
vilor gel estimodo de la dunsided de probabilivesd en lu vecindod de
estus vbservaclonese tsto puede suceder, particularmente, cuando los
tamafios de muestra son peyuefios.

supbngase entunces que tenemos ue estimur la funcidn de densidad
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p-dimensional £{X) de una distribucidn desconucida, la informacién de f
estd dada a través de N ubservaciones independientes de esta distribu-
cibn, o aoa, Vi=(V11,...,V1m,...,Vip) con L=1,e00,Ne

La idea bésica del mbtodo de kernzl es la de celocar wna funcifn
con las propledades de una distribuci6n de probubilidad slrededor de
cads obgervacién V4 y tomar el promedio de estas funciones sobre las
N observaciones cono el estimado de densidad.

Spa H(P)(X: Yjou) una distribucin de probabilidad o funcifn ds
kernel centrada en ¥; y sea v ¢l pordmetro de susvizamiento de la fune

cifin de kernel H(P).

Se supona aguf que u es independiente de Yy, asi
gque el pardmetro de suavizamiento u tiens un vulor fijo sobre todos
sus posibles valores.
El estimunor no peraemftrice de f(X) estd dvado por
N
(26) P = =22 0 kP (v 0.
N =4
Se tienen yue hacer dos elecclonas pary llegar a un estimado uni-
cu:
a) la especificaciin de M(P) y
b) la estimacifn de u.

(P)

Lon respecto a la especificuciln de b nos restringimos a las

funciones de kernel K(P) con p coordenadas indupendientes. Asi, an-~
tonces,
P
2” WP (xavg ) = 'Tl:r.(m)(xm;vm.u).
w3

can H(m) indicundo el componente de le funcidn de kernel de la varia-

ble X5 u es lngepenuicnta de m.
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Como una consecugncia de esth supuestu nodu més Lenemus gue es-
pecificar el camponente de kernel H(m) para cada une de las p dimunsig
nes 1o cusl nos permite obtener a través de (€6) y (27) la funclén de
kernel H(“) y ¢l estimador no puramfitrico de densidad f.

Aqu{ hay que enfatizesr que el supuesto de la independuncié de las
coordenadas hecho en {27), no implica indspundencia an la f Finul.

Par olro lado, el supugsto de (27) lleva o una subestimseidn de
1y estructura do correlacidn de los datos. Esto ha sida exsminodo por
haasenbrood (1978) tunto tefiricamente como en un ostudio de simulacidn.
Su conclusifn genersl fue gue el supuesto de independencia de (27) llg
vuba a estimacidn de uensidades poco satisfactoria en el caso ge tama-
fcs de musstra jequedos cusndo la currelacifn entre variables zs de
0.9 o muyurs Como este caso es muy roro en aplicaciones, se wspera
gue (27) nu sea restrictivo.

fur lo yue se reriere sl parfmetro de suavizumiento u, la siguien
ta modificocidn del método de miximg vervsimilitud fue propuesta purv

Habhbema (1974) y por buin (1970}

N
(98) max L(u) = Trr_]uck(vj)
>
con
N
1 (F) .
(29) sy = e 2P0 v
i#)

El estimudur yuis se obtivne es uel tipo Jacknife.
ihora veremos los componentes de kuernel puera datos continuos, asi

como para datos mixtos (continuos y discretos).

a) Un Compunente de Yernel para Datoa Continuos.

Escoginnos para M(m)(xm;vim,u) unw densidud normal con media Yig v



18
varianza ufsé donda

(30

(31 © by T

b) Componentes ue Kernel para Datos Mixtos (Continuos y Discretos).

Una ecuscidn yeneral gue define un componente de kernel para da-
tos uiscratus (ordenades y desurdenodos) aul como pora dotus conti-

nuos, estd dada pur

7
d (X 4Y, )

c 3 X s - e 1. tipo (M n' im
(32) Bt patm) BniYigrt) = ===m-tememes u .

Etipu(m)(U)

con: m=1yee.4p; 1=Vy000 3 0<u <1 independivnte del Lipo my

b si lus datos son binarios

n s} los datos son nominules
tipo (m) =

o si los dates son wrdinales

¢ si los datos son continuus

£l factor C(u) va o dependor de la escula de xm. Fara variables
viscretas vumas o denotor les cotegorfas de posibles resultados por
Km(t). t=14aeey Ty v determinaremos el faoctor C(u) por
Ten
(33) 2 Futpotm) Kal(t ¥y = 1.
t2
La Funcién o eu unu funcién du distancia normalizuda, o sea, su
promedio entre puntos muestroles toma algun valor constante normaliza-

do:
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z . . .
(34) prEMf?Ln d tipu(m)(vim'vi'm) = cunstante
A
i=1"

con
2 Lk :
(35 d tipu(m)(vim‘vi'm) =0 Lipn(m)(vlm.vi'mZ//s tipo(m) °

En el caso continuo {tipa(m)=c), ls normalizscién tiene lugar di-

vidiendo lo oistancia Euclideana por la varlanza:

2., 2
Dc(Am'Vim) = (Xm - Ylm)

(36) y

N
. 1 T 4@
e TOTRETT ‘:Z.(vim - V)t

La constante en (34) tomo el valor de 2. FPara los otros 2 tipos
st sjgue exactimante el mismo razonamiento: se especificy una ¢ y ung

5% ue deriva usondo la relsci6n (34) cun la constunte igusl a 2.

¢) Componenie de rernel Oinarlo.

La distancia DE y lu varianzu'bg son las mismas que un el caso
continuo, vease (3g)s Computacionalmente se auiynon conteos o los dos
resultudos xm(1) y Km(Z)- Supounemos que los conteos son escuyldos de
tal manera que su diferencia sea 15 asi gue DE = 0 sl Km = Vim y

2 . Sy
Dy = 181 X # Y. E) factor C(u) vs entonces

37 ub(u) =14+ .



d) Componantza ue hernel Nominal.

£l componente de kernel nominal solamente .uede ser establecido
reconcciendo cuando Xm es igual a Vim y cuando nu lo es, por lo tanto

1o especificaci6n de la distsncia es

1 .
(28 Dn<xm'vim) b
1l X Yy .

La varianza muestral se define utra vez de maners gue sea satis-

fecha la normalizocifn en (34):

TM
.2 2 2 ore
(39 52 - (m - Zwm(t)>/¢u(w-1),
1=t
donde Nm(t) s igual wl nimeru de ubsurvaciones, pruvenientes de
v1m""'YNm' con categorfa de recultadu Lo L1 factor © (u) wentonces
as:

Tow - v
dé(k (t),v, ) 1y
40) G, (u) = Zu nom ™ gy (T, - Du n

L=

8) Componente de kernuel Urdinal.

bSupunemos gque se asiynaron culificeclones (scures) o les catego-
r{as ardenudas ua resultadns Tn' o SBU, Am(t) y Vim sun tulificocio-
nede En hase a estas calificociones se define wng vistencia similor
. . pf - . YR
al caso cuntinuo: DO(Xm,Yim) = (Am Vim) /‘h' vier (3g).
El fuctor L (u) es entonces:
T .
Z_u(x"'m - Y /88

1 Co(u) =
t=24



Una complicacifn para el trabajo nundrico es que Cn(u) os expl{-
citamente dependiente de la calificacidn abservuda du vim‘ astn es con
trario al caso binario y al nominal, véase (27) y (40). e tiene que
ver gui la anterior especificeci6n de lu distuncia requiere de la asiy
noclon de culificaciones o las cotegorfos de resultados, por lo tanto,
las variables oroinales son manejudas como voriables de escola de in-

tervalos discretos.

f) Componente de hernel Conti{nuc.

La distuncia U; sg especifics en (36). bl factor G(u) es, pura

0<u <1 ¢l siguiente:

- v, )k
) L () = f T S S LI I

Xméil

El componunte cde kernel continuo es ahura, para 0<u<d

- 1nlu) £, - Yim);/a;
- U
[~

3 b (v o) = [ -

De hocho, (43) e obticne por la sustitucifn de usexp(-1/¢ 0 %)

un
i)

Z .2
que results ser ol cumponente de kernel Gaussiano con varianza a SC.

Regumen de Componintes da bernel.

un la tabla 1 se presenta un resumen pura ls ecuscidn yineral da

compunentes de kerngl:
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2
1 u tipu(m)(xm‘vim)

Ctipu(m)<U)

P
lu distuncia dz, lu variaenza 4° y el faclor de normalizacidn C para

cudy uno de los tipos de variubles cunsideradas.

Tabla 1

itasunen Je distunclas, varianzes y fuctores C(u) en la ecuacldn del

cumponente de kernel era los distintes tipos de veriabless

tipo distanciu Gg variunza 52 fuctor de
nurmslizacién C

- a . 158

binurio () (x, - ¥ 0%7sF Z_(vim-vm)’ 1eu °

i
0 s W o- Ei‘:?(t) -z
nominal (n) . R T N 14 (T - 1)u1/-.:n
V5E ut X A NN - 1) n

. S (x (0)-v, )il
. 2,.2 1 z =2 Z " im Mo
ordinal (o) (Xm - Vim) /JD bk | \_.(Vim-vm) £ u

= :‘

N .
2.2 1 . /) .2
continuo () (K - vlm) /bc 521 25;(vim-vm) -Tfaclln(u)

Para variables discretas 2l rangu del parfmetro de suavizamiunto
es O<vu <1, Un extremo nus lieve a lo distrivucién uniforme y &l otre

4 una dlstribucifn degener.de en un punto;

u-=1 : H(Xm;Vim.1) = 1/Tm

1 [} X =Y

us=0 : KA Y, ,0) =
m' im'

1] 41 Km4vlm
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t-ara variables continuas el rengo es U<u<1 y us1 y usU tienen
gque ser consideradoas como casos limites, véase (42): cuandu uf 1 teng-
mos la uistribucidn unifurme sobra lu recta ce los reales, cuando ué 0
tenemos lu Funcifin de Dirsc uituada en vlm'

Ll tema se otroato con mayor amplitud por Je Hermans, J.v.F. Habb-
emuy, T.l.0. tasanmoentalib, J.u daotgever (1982).  Eutus autores de-
surrollaron un pregramy pars reallzoar un andlisis wel discriminante
no paramétrico via estimacién de densidodes utilizoande ¢l métode de

kernel, conocido comu ALLGLCAD.
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METUDU DE MAXIMA VERDSIMILITUD

2¢1s  Introduccion,

£1 método da estimucidn de' m8xima verosimbilitud es hastu ahora la
técnica de estimacién més usada. La Funcién de verosimilitud de n va-
riubles aleatorius Xq,e..,Xn Se dotine como la densidad conjunta de

las n variabhles aleatorias, saan f (X yeeesxni@), que s¢ con-

X1ysee4Xn
sideran comg una funci6n de & . En particulor, si KqyeeayXn BG UND
muastra aleatoria de lo donsidad f(x; O ), entonces la tuncibn de vero-
similitud @s F(x43Q)eflxp; O)eoet(x,; D).

La funcifn de verosimilitud L(O jxq4ee.4xy) du la yerosimilitud
de gue las variables aleatorias tomen el valor particular xXqyeee,Xpe
La verosimilitud es el valor de ta Yuncién de densidad, osi que para
viiriables aleatorias discretas es una probabliliuvad.

H1 tenemos los valores ODSEIVHEUDS Xqeeee ¢ Xp Gueremos saber de quée
densldad es mis probable gue huyan vunidoe ueremos un valor 6" que
maximice la funci6n de verosimilitud L(e;x1,....xn). entonces
© *(X1y00e4%n) 08 ol estimador de mixima verosimilitud de O . G
Xqyeee4Xn @8 una musstra alvatoria de la uensivad f{x; 8) tenemos en-
tonces que la funcibn de vercsimilitud o moximizar es:

n
) WO =TT r(x1:0).

(53]

€1 estimador de méxima verosimilitud es lu solucién a la ecua-
clfn:

(2) d L(O)



Como L{(8) y Loy L{(8) tienen su miximo en el micmo valor de O,
a veces es mbs f&cil encontrar sl miximo del logaritmo ge le verosimi-
litud.

Ahora veremos al nétodo de estlmacion no paramétrica de maxima

varosimi 1l tude

2¢2. Estimadores No Paramétricos de Maxima Verosimilltud,

Raiie Tupla y JoRe Thumpson (1978) muestran li existencio y unicie
dnd de lo solucibn parae el problema de gstimacion por el método do
mixima verosimilitud en el caso finito dimensionals i-resnsntiun ol his-
toyrama como un ustimedor da mdximg verosimilitud v gque en el caso ine
Finito dimensional el funcgional de veresimilitud no va o estar acotudo

v ol estimador de mixima verosimilitud no vs o existir.

Considérese el intervale (o,b).  Dada una mucstra uleatoria
XqyeeeyXp € (a,b) du una pobluacibn con funcitn de uensidad F(x), nos
interesa estimar la funcién de densidad de probabilided desconocida
f e L1(a.b) (integrable en @l sentido de Lebesgue an (a,b)).

Dada la muestra alaator{a Xqeees X 81 funcional de verosimilitud
v € L1(a.b) estd dado por

n

&) Liv) =TT vixy),
=
Sea H un espacio vectorisl (un ospocio de funclones) en L1(a,b)

y considérese el siguicnte problems de optimizacién con restricciones:

(4) maximizar L{v) sujeto a

b
vEHN, gv(t)dt =1y ww2o Yiea,m,
a



Cuando nug referimos o uny ustimacidn de mbxinmg vervsimilitod bLa-
sada en la mucatra alestoris Xqiees 4%y Y COTrespondiente al espacio
vectorial H, nos referimos a cuslquier solucifin del prablema (4).

Ahora nos restringiremos al caso en 21 cual H es un subuspacio
finito dlmeésiunal (espacio vectorial lineasl) de L1(a,b). Ji H es un
subespucio finitu dimensional de L'(e,b) entonces un estimador oe mhxi
ma verasimilitud basado en X4q,ees X, y cOTTespondiendo a H existe.
#damis de pxistir es Gnico pues, suponiendo que H es un subuspacio Fi-
nito dimonsional de L1(a.b) cecn la propiedad de gue existe por lo mo-
nos un ‘P € H satisfaciendo qua \P(t) 20 paro toda t € u,b) y
*’(xi)) Oy L=1400e4n pura la muustro alestoria KqpesegXpy S8 tiene que
si ‘ﬂ y Y% son astimsdores ce wixima verosimilitud busados en

XqeeesyXn Y COPrespondicndo a H, cntunces
Yﬂ(xi) = Yiixi). 121,00, ,0,

o sea que cualesquiurs dos gstimadares deben colneidir en los puntos
muestrales.
Ga tiene entonces we lo anterior gue el estimador de mixima vero-

gimilitud existe y es Gnico, si H es de dimensidn finiti.

fe3¢ El Histograma comu un Cstimudor de Kixima VYervsimilitud,

Lonsidéruse la particién del intervaleo (a,b), sv derine coino
A=t ees (b, q=be  Haa Ti un intervalo cuerrado por la izquicerda y
ablerto por la derecha, o sea, [ti,t1+1) para i=1,ee0,m  Ubjese a

I(Ti) denotar la funcifin indicudora del intervale Ty, o sea,
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ITHOI=0 o8 x € Ty v (T (x)=1 61 x € Tye

fary la mugstra aleatoria xqyeseyxy € (a,b), dejemos que M(Ti)
danote al nimero de ostas muestras que caon en el intervelo Ty. Se ve
qua;Z: M(Ty)=n. La teorfa clésica nos dice que si queremos construir
un ;;;tugruma con intervalos de clase Tj, hacemos 1as‘altura5 de los

rectdngulos con bage Ty, proparcionales a M(Ty). Esto nos lleva a que

el histogroma va a tener la sigulente forma:

N

(5 F£r(x) = -zfi-t‘ilé) 1Ty

=y
para alguna constante de proporcionalidad eA« Dado que el area debajo
de la tunci6n escalonada f'(x) tiene que ser igual a uno, tenemas en-

tonces que

"

©) 2. o M(Ty) = 1

y por lo tanto o = -g- y el histograma esturd dado por

.oy M(TL)
(&)] f(x) = Z_ -aziizfl-:-ziy- I(TL)-

in

La gréfica de f'(x) serfa parecida u la siguiente:

Lot byt g
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Cate histograma es un estimador de mixima verosimilitud dnico ba-
sado en la muestra aleatoria XqpeeeaXy ¥ corrgspondiente al subespacio
de L1(a.b) definida por
"
So(t»t,-...tm) = {Zyi I(TS) P yjER }_
iz
La notacifn 5;(tqgeseyty)y 1=1,2,¢0+ usnda denota la clase do
sglinea' (polinomios por seccionas que se ajuston en alguna tforma
sugve v los puntos en donde se ajustan los pedazos polinomiales son
llamaties nodos polinumiales ¢e grado { con nodos an los puntos t1....tm.

Véase apfndice 11).

2.4 £l Caso Infinito Limensional,

ue puede decir sn general, que si el espacio vectorial H en el
problema (4) es infFinito dimensicnal, entonces un estimador de maxima
verpgsimilitud no va a existir.

Para confirmar esto ohsérvese gue la solucidn estd idealizuda por

8 £r00) = -ri"-lZcS(x - xp),

donde & es la Delta do birac en el origen. Esta tuncifn va a dar el
valor de o0 s} x=x; y de cero si xgxj. La combinacién lineal de Deltas
de Diroc f°(x) "satisrsce las restricciones del protlema (2)" y maxli-
miza (hace infinito) el tuncional de verusimilituds Hemos entrecomie
llado porque tal comentario ticne m#s bien un valour de torma que de
hacho, pues 4 no existe como un miembro de L1(a.b)- bin embargosy
cuulguier gspacic vectorial infinitu-dimensional B C L1(a.b). que tie
na la propledad de que es posible aproximar Deltys de Lirac, es decir,

* Usamos la palabira Spline porgue lu unica traduccidn gue conocemos
(cercha) nos parece inaproplada.



que dada una t* & (a,b) existe f €& H tal gue f integra u uno,
Falt)20 pora toda t € (a,b) yw&}i fu(t =100, 6l funcivnul da verosi
militud no va a estar acotado y el estimaedor de mximg verosimiliiod
ne va o existir.

El hecho de que en general el estimadvor ce maxima verosimilitud
no exiate'pura el H inrinito-dimensional tiene una interpretacion muy
importante en términos de la H finito-dimensional. Especificamente
para H de dimensitn grunde pero finita, el método de mixima vercsimi-
litud va a llevar necusoTiamente a estimusdores dsperos { que contie-
nen picos ) y @ un problema numéricamente mal condicionado. 51 se sa=-
be @ priori que la funcitn de densidad de probabilidad desconocida es
un miembro del espacio vectoriusl rinito-dimensional H, entonces el me~
todo de mixima verosimilitud va a dar probablemente resultados satis-
factorios. Sin embargo, este conocimiento sdlo se tiene on casos muy
especialas.

Las observaciones anteriores nos llevun a la slguiente critica de
la estimacién de mixima verosimilitud en pgencral: Para una H de dimen
sidén pequefia no hay mucha tlexibilidauy y la solucién va a estar muy in
tluenciada por la eleccifin subjetivae de H; mlentras que paru una H de
dimonsitn grande lu solucifn va a ser nacesariumente dspera y el pro=-
blems de optimizecibén va a crear necesariamente problemas numéricose

0w Kontricher, RA. Tapia y Jite Thompson (1979) diercn un ejemplo
para ilustrar muchos de pstos puntose Para un entero pasitivo n dado,
particione el intervalo (a,b) en n intervales medio-abiertos, medio-
cerrados disjuntos Tqyee.,T, de fyual longitud h = 9-5—9. D& jese que
I(Ti) dunote la tunci6n indicadera del intervalo Ty y déjesa que V/L

denote ol ndmero de muestras an el intervalo Tye ED estimador de his-



tograma blen conoclido estd oado por
"

(9 P = 2 -ahee 1y,

L=y
Este es un estimador de una densidad de probabilidad para la mues
tra aleatoria xq,sss4xn correspondiente ol espacio vectorial n-dimen-
siunel H, donde H es un espacio cuya base son las funciones indicado-
ras { I(Tg) 1:1.-..,n} « N6tese nue pars uns muestra t'l ja cuando
n— oo 8l estimador f*(x) dado por (9) tiene lu propiudad de que
P (xy) —> 00, 1=1ye~s,N migntras F"(x) —0 8i x ¢ §x1.....xml. tsto

sa ve en la sigulente gréfica:

Entun:a; parc una n grande nuegstro cstimador ge méximy vervsimi-
11tud es muy Aspero e insatistactorio y oi obtenemos un astimador re-
zonable dependo completamente del delicado y engafiosu arte de esco-
ger la n bien.

Por estas razones y otras basadas en consideracionas heurlseticas,
Good y Gaskins (1871) sugirieron afladir un funcional de penalizacién

al funcional de verosimilltud que cestigara estimadores dsperos. Su-
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yirieron dos funcionules oe penalizaci6n pere no probsron la existens
cia de estos. Toambién sugirieron un método slterno pura censtruir un
estimador de mdximo verosimilitud penalizada que evita la restricclén
de no-ncyutividad, pero tampoco aguf proburon lu existencio de este mi
todo ni que &ste dorfa el mismo resultodo que el métudo originals

Gef e dir Fountricher, Rafie Topla y Jette Thompson en 1975 vstable=
cieron une tearfa gencrul de la existencis y unicidad pora una clause
grande de ostimadores de mdximag verusinilitud penalizada.  dsta teorfa
s¢ upd pary demostrar gue uno clase blen conoclda de espucios de Hil-
bert de kernel reproductor (espocios de sobolav - ver wpéndice 1) lle-
van o astimadores de miximu verosimilitud penalizada quu sun oplinos
polinomiales con nodos en lus puntos muestralese Lamautroron la exis-
tencia y unicidud de uno de 1os estimadores de mdximg verosieilitud pg
nilizada de Good y Guskins y gque éste os un 3pline exponencial (ver
apbndice 11) positivo con nodos solumente en los puntos muestrales y
que cl métodu alterno suyerido pur Juod y Soskins da un estimador ade-
cuntp (que se acerco a lo funcifn verdudero con una aproximacibn razo-
noble y gue es censistente, o ses, ue en el 1{mite es ln funcibn ver-
dadera)s También demusstran la ﬁxlstﬁncia y unicidad del otro estima-

dor de Good y Gaskins.

7o 5e  Cstimacibn e libxima Verusimilitud f-enalizada de vensidodes.
Lea H un espacio veclorial en L1(a.b) y considiirese un funcional
(b ¢ Hesils  Dado una muustra cleatorio xq,seoyx, € (o,b) la verosimi-

litud penalizada q) de v € hH estd definida por

n
() PV = T vlxg) exp (-G).

Wy
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Considérese el sigulente problema de ovptimizacion:

€11) Maximizar F(v), sujeto a
b
v € H, [ wtddt = 1y w(t)20, YVt € (a,p)
[

La r’urma-guneral de la verosimilitud penalizada (1) se debe a
Guod y Gaskins (1971). ‘

Cualguier soluci6in al problems (11) se dice gue os un estimador
de mhxima verosimilitud penalizedu basado en la muestra aluwetoria
XqeeesyXn, correspondiente al espacio vectorial H y a la funcidn de pe
nalizacién d)- Vamos a estar especlalmonte interesados en el caso en
que H sea un espacio da Hilbert intinito-dimensional.

En el caso de que H 8s un espacio de Hilbert, una funcidén de pe-~
nalizacién natural que se usa vs P(v) = |jvi] ¢ dande {} ]| denota la
norme en He Consecuentemente cuando H @s un espaciv de Hilbert y nos
referimos al funcional de verosimilitud penulizaedo en H 0 o la estima-
cibn de mAxima verosimilitud penulizade correspondiente a H con ningue
na referencia o la funclén de penalizacian d). astumos ssumiendo que
Cb 88 gl cuudrado de la norma en He t1 producto interno del espacio
de Hilbert serd denotado por (e > de tal manura gue {xyx) = {ix|] 2,

Para que el problems (11) tenyu sentioco nos yustarfe que H tuvie-
ra la prapiedad de gue para xqyeseyx, €(a,b) axistiera por lo menos

una v € H tal que
b
12) va(t)ut =1, v(t)2u V't €(u,b)

v(xi) 20 127,000 400

Supfingase que H gs un espocio de Hilbert de Kernel reproductor,

la integraci6n sobre (a,b) es un funcional continuo y existe par lo
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menas una v € H que satistace (12). Untonces lu estimacion de maxima
verosimilitud penalizada correspendiente a H existe y es dnica.

La restriccifn de no-negatividad en el problema (11) lo convierte
en un problema muy diffcil de optimizacién a menas que se trabaje con
algoritmogs que tratun con densidades continuas que son lineales por

.5uccinnes.

Por esta raz6n comunmente encontramos ejemplos en lu literatura
estadistica donde un prublema con una restriccién de no-negatividad se
resuelve trabajando con un problems equivalente planteado en términos
do lo rafz cuzdrada de la densidad desconocidas Entonces la restrice
cién de no-nggotivided es redundante. Espec{ficamente, dado
HC L1(a.b) y JiH~R considere lus sigvientes dos problemass de maxi-
i zacidn:

(13) Faximizar J(v); sujoto a
b
v € H, J wddt = 1y w20 Vite(a,n
a

y
(M) Hoximizar J(u); sujeto a
b
Ut € H y f u?(t)dt = 1.
a
Entonces tenemps ques
1) 51 v* resuelve el prablema (12), entonges u' =/;7 resuelve el pro
blema {14).
11) 61 u® resuelve el problema (14), antonces v' = (u®)? resuelve el
problema (13).

£5to se ve claramente haclendo el cambio de varieble v=u? y por

1o tanto u=/v .
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Tenamos como consecuencis de ya no trabujar con la restriccion de
no-negatividad que la restricci6n de le integral shora es no-lineal.

Cuando consideremos loy estimadores de maxima verosimilitud pana-
lizada de Good y Gaskins, astaremos tratando con problemas de vptimi-

zacién can restricciunes oe la Forma
(15) Maxiwizar J(v); sujeto a
~ b
[ve, 5v(t)ut=1 vy wnz2o, Vie(an
o .

donde J esta deflinido en DICLL1(u.b) v fi tiene 1a propiedad de gue
u € ﬂ implica que w' & M, Fara evitar trabajar con la restriccién
de no-nequtividad, Good y Gaskins suylrieron que ss trapajara con la
versién aniloga dul proolema (1), o sea,
(16) Kéximizar J(u?); sujeto a
ven y 5bu2(t)dt='1.
(-3
Aqui tenemos que los problemas (15) y (1b) no siempre son equiva-
lentes. Especificamente, tenemos la sigulente relacion entre sstos

doé problemas: 41 u® resuelve el problema (16), entonces v'=(u")2 re-

suelve el problems (15) si y ublu si temumos una condicién adicional

de gua {u'lE€H.

2.6, E) Estimador Montricher -Tapla-Thompson.

Considéreae el espucio de Subolev:
Mo b= frer P eL2(a,0), $0,eee iy r ) @)=r P oyan, j=u,....a-1},

con producto interno



b
<f.g>=§a_f(5)(:) a‘ ¢ty ae .

£l estimodor de mAxima verasimilitud penalizade correspandiente al
espacio de Hilbert H§(a,b) y o la funci6n de penalizacién O (WI=¢v,vd
existe y es {nico. nudembs, sl el estimador es positivo an ol interior
del intervalo, entonces en egse intervalo es un gpline polinomial de
grado ?s y de clase de continuldad 2s-2 con nodus exactamente en los

puntos muestirales.

?.7. E1 Primer Lstimador de Good y Lasking.

Lomo ya se habia mencionsdo, pur considersciones tebricos, Guod y
Gaskins consideran el astimodor de mixima verosimilitud penallzada co-

rrespondienta a la funcidn de penalizacitn
oo

1 2
Q)] ¢ 4w =o<§ -Y\-/%%-— ut (X >0) .,
-

tllos ne uspecificon en yuo espucliu veclorlal trabajo uste ssti-
Moty purg Muntrichuer, Tupla y Thumpsun (1975) comentuen yue dotias las

resuricciones o cumplirse y ¢l hecho ue que:

400

9 | d\l1/2 ?
(18) —q-¢1(v) = it et dt

=0

a8l espocio vecturiol subyocente Hy o saber VVc (=3 ||1Gﬂ°.°°) gonde

e, ®) us el espaciv ue subelev
H1o0,00) ={r.-n—-u:f' existe casi en todos lados y f,f'€ LZ(-o,00),

con producto interno

o ao
{Fa0) =[ f(t)g(tddt .J £ (tyg'(t)dt .
-0

- 00



hqui se presentuy unu situocidn delicada porque vs posible demos-
trur que el funclonal de integracién no es continuo en Hl¢oo,00), €1

problema (11) toma la siguiente forms

n
(19) HMaximizar Pq(v) = 1T vixg) exp(-d%(v)). sujeto a

=)

172, 4 * . N
v €110, 00), vitddt=1 y° w(t)20 Vit eEmom) .,

- 0o
Pary evadir la restriccién de no-negatividad en el prublema (10),

Good y Gaskins consideruron trabajoer con v1/‘ an ver de trabajar con

/e

v. 5l dejomos que w=v''%, entonces reexpresando el proolema (16) en

términos de ¢ obtendremos:

(a2} a
(20) Maximizar 31-u(x1)2 uxp(-hO(g u' (¥ it); sujeto a
=)

00
oo

venlt o, ) " 5 u(trfut=1 .
~00

EL problema (20) es resuelto para u® y cntonges vi=(u*)?¢ sc acop-
ta como gsolucién al problemy (19)e La transfermocidn fue discutida en
la seccibn 2.9 y ly reluci6n entre los prolblemas (1) y (w) uemﬁeu-
tron gue como estumos trabajando con n‘(-on,on) entonces is vhlido.

£l problema (20} no puede tenu:r una soluci6n dnica porque si u®
es una solucién tumbién lo es -u’.

Afladiendo la restriccidn de no-negatividad al problema (i) y
reexpresandolo ol sacarle rafz cuadrada al funcionul objetive (ya gue
s no-negativo), llegamos ol sigulente problema de oplimizacion cun

restricciones:
n

(21) Maximizar F(v) = J1-V(‘X) axp(-(b(v)); sujeto u
iel

o
vER (00, ), jv(t)"'dtﬂ y v 2L, YV te(mm)

= 0o



donde

©®
P ) = Lje(S v'cnat

=00

y & estd dada por (1/). tntonces,
1) 4i v resuelve el problema (19), entonces V1/? resuelve @l proble
ma {FU) y el (f1).
11) 51 u resuelve el provblema (PU0), entonces |ul resuelve el proble-
ma (£1) y u? resuelve el prenlema (19).
iit) 51 v resuelve el problema (£1), entonces v resuelve ol problema
(20) y v@ resuelve ol problema (149).
i partir de Gsto, Tupla y Tnompson (1578)  ugunestraron que el

primer estimador de maxama verosimilitud penalizada ue Good y Gasking
existe y g8 dnico; especificamente, vl estimodor de maxima verosimili-

lud ponalizuda correspondiente a la tuncidn penalizadora

* vip?
D) =ot { Loy (e >0
- -1

y ul espucic vectorial

H={v:v2U v v1/?€l|1('°’.°>)}

existe y es dnico, ademds el gutimudor es positive y es un spline expo

nencial con nodos nada mas en los puntos muestrales.

Zelle El 4ejundo tslinsdor de Good y Gasking.

Dado un nimeru de ouservaciongs xq,e..,Xy, 8l seyundo método con-
slste en peonelizur la espersnza del logaritmo del funcional de verasi-
militude fguellus ussdos son combinaciones lineales dae fy'e dx y

Sy' 12 dx, donde y = /F. tste método parece ser consistente bajo am-



plias condiciones, aungue métodos consistentes pueden ser 4Speros.
Good y Gaskins demostraron que para clertos valores de lou coeficien-
tes en esta expresion lineal, la funcifn de densidad resulta ser muy
sueve adn cuando N es paqueiia.

Consideren el funcional d)(v): H2(- 00, @)~} definldo por
o o .
22) o - fo v' ()%t +/,3} v" (L) “dt
% -

para alyunas & 20 y A > 0. Jor el seyundo sstimador de mixima vero-
similitud penalizada de Good y Gaskins nos referimus a cualquier sglu-

cidn del eiguiente problema de optimizacién con rastricclignes:
- 1z
(23) fiaximizar PqQv) =;ﬂ‘v(x1) exp(~- Qv "))} sujeto a
=t
Yeg o ®
v °€ H (-, ), f v(tddt=1 ¢  w(t)20 VieE(om,»).
-0o
fqui sugirieron eliminar la restriccion de no-negetividad calcu-

lando la solucidn del siguiente problema de optimizacién con restric-

ciongy:

n
(24) Faximizar Trv(x,_)2 exp(-$(v)); sujoto a
i=y
o

v € H2(0,m) j w(t) =1 |
~“0o

donde ¢ esta dado por (£2).
Junto con el problema (24) consideramos el problema de optimizae

cién con restricciones:

La)
(25) baximizar F(v) =Trv(x1) exp(-1/2'¢(v)); aujnto a
: A=
- ® r
VEH ¢y, S v t=1  y  w(x)2U,  i=Tyeee4n o
oo

£l problemu (25) fFue obtenide del problems (P4) secéndole la rafz
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cuadrada al funcional gue sa va a maximizar (daco que e@s no-negativo)
y requiriendo no-negatividad en los puntos muestreles; entonces, los
dos problemas vifieren en la restriccion de no-negatividad en los pun-
tos muegstrales. ECsta diferencis es lo que permitid establecer unici-
dad en la solucién del prubinmu (#9), migntras que ¢l proolema (zh) no
puede tener una solucidén Onicas Hefie }aplu y Jeite Thompson demostra-
ron que las soluciones del problema (£4) y el problema (€5) no Son ne-
cesartemento no-negativase De agqul se sigue que nu podemos obtener la
solucion del problema (23) considerando los prablemus (24) y (29). Da
da la muegtra aleotorla xqye.eyxqy 51 usamos v.¢, donas v, resuelvoe
el probleme (?25), como uwn estimador para la fungidn de densidad de pre
babilidad, untonces v,? va @ ser no-nagative y va & integrar o uno y
por lo Lanto es una densidag de probavilidad. 5in embargo, el cstima-
dor obtenido de esta manera no va o ser un estimader de maxims vorosi-
militud penulizada en el sentido estricto de lu palobra, correspondien
te al problema (23), es decir, el segundo estimador de mbximy verosimi
litud penslizada de Good y gaskins. for egta razén se revieren o este
G1timo estimador coms el pseudo estimador de mbxima verosimilitud peng
1lizada.
Reis Tapia y Jeits Thompson (1978) se encarguaron dg demostrar, o

partir de lo anterior, que:

1) El problema (7%) tienc unp solucién dnica, o sea, que ol pscudo
gstimador de méxima verosimilitud penalizada existu y es Onico.

i1) E) segundo estimador de mdximo verosimilltud penalizada ce Goad
y Guskins existe y es Onicoe
1ii) &£l segundo estimador de mbxims verosimilitud penalizade y el

pseudo estimador de m4xima verosimilitud penslizado de fiood y Goskins
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sun distintos.
Geoe Silverman (1981) se reflere a lu verosimilitud penalizado do

Good y Boskins y lu pone en la siguiente forma:
(i6) ) = Z_ loyf(xg) - & k()

dande (F) es un tuncional comu f-(f"); y ¢l surdmetro & controlo lu
cantidad por la cuul 1los datos sun sudvizodos pora dor el votimeuurs

Hele dilvermon muestra qu Luoos 1ot méiulos w2 estlioeciin de .on
sidades tivnen la ropiedad oe gque @l estimoeuor Limite cuando lo cun-
tivat de suavizacifin gecreca oo lu Suma de los pieos en las ubservaclio
nou, guro 1o quu sucude cupnd. la cantidod de suovizacidn gumenta dee
punde ue exactamente yué método se estd utilizendos oilverman dice
yue lus penalicaoores ge usperezes con un funcionol de penelizecidn
adecuado ticnen una propisgod muy atractiva gue &1 ilustra consiceran-
do un cuSe cspucials

Supbnyase que la punuliéycién

Gn buer) = f {(u/ux)l‘ lay f(x)}zdx
“m

€y usaloe. Elitonces, 21 walimador limitu cusnuo ol poardmelru O Liunde
a infinito va o sur la dunsidad nnrmul:cun Lla misma meula vy varionza
yque los datoss Enlonces, gsegdn o varle, il métodu vo o dur un rengo
to eustimadores dusde lu infinitamente dspery suma de Funclonus dulto
hasta el infinitamente suuve ojuste normel de mbxima verosimilitud de
lou dutos.

Lifigultudey cumputacionales y mutemélices upurte, euty obuUrvo-
cifn presenta un ceso muy Fuerte o @l uso de estimacifn de censidades
dul mitody ue ponelizuecidn de asperszas con la penalizecidn Q’N. varu

que uno de los uspectos del método de sstimacidn de densidades no pora



-

métrico es ol de investigar el efecio de los velores de pardmetros
Ui controlan lu suavidod del ustimodore Parece sensible gue en el
coso 1fmite el estimador de densited no parsmétrico sca un ustimadoer
param@lrico natural.

t.u posible definir otrose penslizouvores de asperezas do wcuerdo
con otros percepclivnes de 1o "infinitamente suave" familia exponen-
ciul de densidodes de proboblilidade  La propledsy esgencinl es gue

{(F) dobe ser cero si oy sdlo sl £ oestd en lu Familia reguerida.

2.9, Lstimacifin viscreta de Miximo Verouimilitud Fenalizada.

Ly estimeeifin de miximg verosimilitud penalizada vo a ser ahoru
llevods o lu prictica. Lus argusentos se deben principslmuente a ocott
(1:76) y a zecott, Tuplo y Thompson (1977).

vada la muestro ulestoria xqee.e Xy fueramos gstimer, en un inter
valo (a,bh), la Funcidn de densicud desconocide fe Como ya se habfa
visto, los estimedores necesiten inteyrar o uno en (a,b) v tener so=-
porte en (u,b); entonces se sigue e sl el woporte de lo censicad des
cunocida £ no nstd contenidu en (o,b) entonces vanus o estor estiman-
do la funcifn da densidad fy gue @std cerco de § en el sentido siyuien
te:

g m——- el ad{x<{b
5 F(x) dx
(28) Fx) =

0 de olra manera.

Nftese gquo f y T von o colneidir si y s0lo si (a,b) cunticne =l



soporte de fo 1 ury le muastra alestorie Xqaees X U A5URC QUi tudas
lus cbservaciones afuery de (a,b) han sigu wensursdas.

e van g censtrulr aproximocionss al estimzdor oe méxima verosi-
militud penulizevwd corresponuientes sl espociu de Hiloert hg(a.b) por
midio ve la resvluchién de versiuvnes Finlto dimensionales del prublema
{11), que son aproxisaciones razonsbles al problems infinito dimensio-
nale €1 tlrmino "discrota® se usa porgue lus versiuvnes del problema
finitu dimensivnul (11) van a ser obtonidas trabujento con lus cos.u-
clos vectouriales lingales finltos que surgen de introducir una porti-
cién discrota en (a,b) y despuds cunsiderendu espacios de splines po-
linomiales de funciones jue son constantes pur usscciones o linceoles
por sccclunes en esta particién.  E€specfficamente, pura un entero pu=
sitivo daue m, considérese lu particiGn uniforme a=t < tq€ »se <tp=h,
donug ty=iusih, is0,ees,m, con h=(b=a)/me U&jeso gue T; denote el in=
tervalo mediv-abierto y medio-cierrado ft1_1.t1), para i=lyeeem, y dé-
juse gue 1(T4) cenote lu funcifn indicagoro el intervalu Ty, us decir
T 00=0 uh x@T3 y 1T (=1 al X €Ty Dijust que Spltgyese by
denote las funcionis cun supurta en [tu,tm), equivalentements (a,b),

y gue soh cunutuntes en lus intervalus Tie  Flnalmente, ubijese qua
J1(tn.....tm) denote las funcicaus continuas con sopurts en (to,ty) vy
gquu sun lingales en low intervolos Tie  Un mivmuroe tfpico de

Syltgeess oty) tendrflo uny griéfica similur & la siguivnte:




Lz

mientras que un mienbro tipico de Lq(tgee+e ty) tendrfa una yrafica

similur o la siyulente:
Y

\

Xa %, X Ry Ky g %

Ahore, duda ld muatitra Gledluria Xqeees yXp, cunsidiirense los si-

gulentes problemas restrictos de gptimizocidng
" "
(29)  toximizar LYCygsess o) = VT dalxi) cxp[—-u(h'1.Z(yi-yi_1)2] i
[N

Lz
sujeto o
-t
h Z.Vl =1 y v;2 0, iziiyees yn=1,
{20

donde 5, esth duda por lu sigulente ecuucidn:

Ladd
(30 dox) = 2yl (T30
()
Y yp=0e
H " ™~
(31) daximizar Lg(y”-.. Wm-i? = ‘Tr:ﬁ(x‘) exp[-o\h""Z(yl-n-ﬂ‘];
L L=y
sujeta o
~
thl =1 y yi 0, 121,000 ,m=1,
{7

tonde yg = Yy = 0y 54 vstd duda por la siulente cvcuscifn:
2 5900 = 2 {yyoq ¢ b Neety D lygoyy ) ] TGO
[N

donde yy=i,(t1)y 1214000 ym=1 y por supusicitn ya=lie(tn)=0 y yu=51Ct,)=0.
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£l spling constunte (miembro de 3p(tgeess ty)) correspondiente a
ls golucifin del problemd (29) y el upline lineul (miewdre de
Gqltyaeseaty) vorresjundients o 13 solucidn del problems (Z1) son lla
magoy anlimetores uiscrulos ue mZxima verosimilituc penalizada (EUbuP).

secott, Tapla y Thompson (1977) demuslraron ue ;l Lokl exiote y
s Onico.

f.n coniraste con lus blistogramos decscritus en loy secciunes 2.2
y o3y los LURVE sun uimensionslmente estubless  uesdy gste punto de
vistu, Jebemos pensur en lon OV como “histogranus cstobles”.

dea h el tamaio de la particion usuads pors obtener el LuRVE, en=
tonces el spline constunte LRV converge en subnurma cuundu h—D al
monuspling cuadrdtico CHVP para Hg(u.n). u Sew, converye o la soluci6n
el problema infinkto dimensional cusnde el tanefc del intervalu se va
a cero.  sdemdsy el upling  lineul LLbUr cunverge en lo normg de
Hg(u.b) cuundu h -+ 0 & oote mismy nonpsplineg thvr,

bk juse que Gy denole el spline cunstante LUKV uado por el proble
my (29) puro un valor purticular de he  itecuerde :jue T autd usda por
(PL) y que Xqyess4xy €5 NUBsiTa musstra wleatoria.  Considere el
spline constante ebbVir, con el ndmere de purticiones wudo por m=[Enq]

(e ests manera h="(n"9)) donde L>0, G<&gq<1/k y [0) uenota ol entera

més carcana a de  Juiongs gue Foes contlnua en (a,b)e  entonceu pura
x & (u,b)
(22 lim  Sp(x) = (x) cosi seyuramente (C.se)

n-s @

por lo gue el EOMUI- es consistente. Este resullstdo quiere decir gue
con lu interaccién aprogiada entre ol tomuio del intervelo y el tumsfio

tle la muestra el EDMVE converge puntt o puntu csbe & la densidud ver-



dudera.

Tapia y Thompson (1978) wiwvron clemplos numirices gque calculu-
ron usando ¢l spline lineal EURVI que es obtanido de 13 verosimilitud
penolizada, usundoy ung seyunds derivada discretd en el térmiou penali-
zadors Hicleron esta eleccidn principalmente porque el spline lineul
da un estimador continuo y el uso de lo seyunda derivade en vl términu
penalizador purece dar estimudares "mds 1lenous

¢specificumente, dado ung muestra aleatoris XqyeseyXpe UA INED-

valo (a,0), un cscular positive &4 y un entero pusitive m, dejumos que

(34) h = (b-a)/m
(2% ty = a+1ih i2l,00a4m
(*p) g = pm =0

y resulvemcs el problema restricto de uptimlzocitn m=1 dimensicnul:

n -l

(37) Kaximizar L(p1,.-.,pm_1)=ZIUg p(xl) - -?,‘-Z[Pm-'wk*uk-q]?
i=) %

=\

sujoto a

™
ank = 1 y P20, k=0 yeee g1
| 53
donde

Pyt = By
P+ —mmmm R (L - ty) té[th'tkr|>

plt) =
t € (tyatn)

tura concluir, podemos afirmar que los mdtulus de néximg verouimd
litud sup utilizanus con Frecuencla en la practico.  Exiuten .uyueles

Je cumputacidn qua implementun olyunos oe los métudus dedcritos.



he

in concreto, le librerfa Isl (19807 incluye un proyramy para re-

sclver vl proolema (26).



ChrLTULL 3.7

LTRUS FuTudbs

3. k1 BOLudy e froyeccldn daptutive (Projection Pursuit),

C1 métuup de Lroyeccidn asoaetetiva oo unu més de luy que pucden
ser usilizoedus pors estinar densidudes. €] proceso rosultunte es nu-
paeréLrlcu y yenerilnente menus sesysdu que los métuuny de kernel.

Lumo ya se ¢l ju, el objetive de Ja estimeciln no paronéirics de
denuidates es el de cstimoar la densided ve prubocilicuas de un vectur
alestoriu pevlecnsicnal €Y en buse o cbiservaciones Lndepenulentus
idénticumente distrituidues Xqreae ik sin hacer ningune supsuiciin su-
Lea la Familio porembtrics 3 lo gue puete perienccoer Gsta.

th Ly prictica nay un ubietive ruy iwportonty gue es el da tener
un: vision geombirics de la distribucidn de log detos en R

Ly extensitn g le estimacion no parem@trics ve funclones oe dun-
civad de prouabllided wuniveriades a lus Funclounes de densidod de pros
babilicad multivariedas no by side exitoss en le pricticee  Lsto se e
be en Lisrte ol deterieru de su reelicod estad{stics cwusadu pur lo llg
mady "maldicidn de dimensionalicad", vstu ct, so ruquiﬁrcn amplias ex-
tensivne: de los racius de veeindod piara olecanzur suficientes contieos
P Claste

tor ewte razln, lus coltirwctres resulientes son muy sesgados. Ade
whi cwlow mituuuy No prulorciugnan chkngunu Informocidn cosprensible
sobre 1o forms en gut Je colocen los puntos en verias dimensignes (uwe-
Lructura ue culocacitn) .

fuestry aproximecion o le cstimscidn ao garoméirics de denside-
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dos multiverisdos estd Lesada en la nucidn de proyeccidn adaptuetiva
(projection pursuit)(Fricdmun y Tukey W74 Friedmun y otuetzle 1881).
Intunta dominar (sobregonerse a) lg "maldicidn oe vimensionalidad® exe
tenafendn los mitodus clisicos de estimocidn no parambtrica de densica
dus uplveri wdus o dimensiones mss grondes o través de lus ldeos pro-
plous de la estimacibn univaricda.  Adictonalmenty, cstu puede wyudar a
gxplorar y entender mejor la distribucion multivariode de lus dutuse
El objetive del méludu de pruyeccidn wuaplutiva es ol e estimor
funciones multivariadas pur medio ge combinueciones de tfunciones univa-
riodas seleccionando coidudosumente cambinaﬁiunus lineules du lus va-
riables.
Ll miiledo construye estimadores de le furmo
Lo
o Fl = 0 TTT (000,
™My
donde ¥ @8 el estinodor di lu densived (o mudelo uctuul) tespuls de B
iterscionas del pruccdimientog B, es una funcibn de densidud multivi-
riady purs ser usada como ¢l modelo inieiolg 69 <5 un vuctnr unitorio
especificando ung direccidn en R? » pur lo yue O X = Z‘e"'i"i as uny
combinacidn lincal de lus medidas de las coordengdas originulesy y fm
125 una Tuncién de densicod univariadue
e (%) métcds de proyeccidn adaplotiva apruxims lo densicud multi
vari.da por medio ce uny uvensided intcial propucsta By muliiplicada
(aumentade) pur el producto de las funcivnes unlveriodus fm de lus com
binaclunes linuules C)m-x de lus courdenadad.
La uéloccidén ue lu denslduo inicial es dejada al usuuriu y dube g
flejar su mejur cunocimientu a priorl de los Galos.

Una densidod (oussiang con media muestrul es yeneralwente una
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eleceidn nutural. @l propdsito del método de proyuccidn adaptutive es
vscoyer lay direcciones Cam y conslruir las funciones correspundientes
Fm(CBm-X). L1l producto de eslas Funciones estima el cociente untre
los dutus de lu densided del modelo y la densidad inlcisl.

be (1) abtenemes 1o reloeidn recursiva
(" Fpl&) = By 4R 1, (008

Jadn Lue fr s usy j.era mouificer ¢ q Bara outenur PF' nus referimuyg
V - d

|.
g lau rm comu los funcioney nultiplicocoray.

Lo delinicia recursiva del modele (&) suglere voa eproximocion
Gscolunude pors Lu censtruccidne Lo la m=8sima iteracidn hay un mode-
le actual PH_1(K) cunstruidy en les posos whnteriorese (Pero el primer
paso, H=1vy el medelu socluol es el wmodelo inicial pu(K) especificado
ur ¢l usuario)e  vado PM_1(K) buscomts un nuive nodelo t“(x) Lue ga-
nere wns mejor gproxinacion o Lo censidog muestral p(a).  LRtuncus,
sLn gscu_idos ung cireccidn CBR y sus funciones wuliiplicadoros correg
i ondi entes Fﬁ(éak-x) foTa moxinizar o bonoad Ge gjuste de p(Rd. e
wide la bundad de wjuste relative por mediuv oel tereino ae untropio

cruzoda de lo distuncia de Kullback-Leibler
(2 4= Slug B (G X

tuyo objutivo u8 proucrcionur una medida de informocidng, en lo misma,
sehry 1y densidad gue se estd estimondo.  For ejemplo, dudes ous den-
sidades f y g, ¢l ndm.ru de Kullback-Lelbler cetre § y g se define co-

mo:

1(f,g) = j’r(x) log(f{x)/y(x))dx 4

donde F(x) >0 y g(x)#0.



1(f,g) u5 no miegative y &5 iyual o ceru s6lo cuando ¥ ey igual @ g,
por lo gue pusde ser interpretado como wng mugico ge distunciu antre
fy ge Jin embargu, Ao es una distuncla ya yue no s siméurico y nu
sutisface la desiyudldod del tridnguliv.

Ju () puede demoutrarse que W lleya o op wdxiso en el mismo lu-

Gar Jui
(€D :..'(6'_‘.I‘H) =z jlng r["(eh',\') u(xda,

La ccuscidn (W) se maximiza baju 1o restriceidn du gue if.(<) esta
I

ouda y p(RY

nurnuli zada, esto es, S;Jr_.(x)d)(:‘l. Fara unu direccidn el‘

conucida,
o, d
() 140,10 = 0 MO ) /py_, OO 1)

maximizi o (4).

fquf p ot ¥ pM_,leH repreventan tantu o lou dutos comu s las den-
sidudes maryinales del nodelo uctuul o lo lurge del subespoecio (uniuie
menslonal) extenuido por ON.

Usando esta £, para un 9“ dadu, queda encontrur la direccibn
para lu cugl le ecuwcidn (W) 1lege ¢ su valer miximoe &1 Spting &, v
sy cerresponéiente Furcidn multd, licutiors fI_I(BM-A’) gefinen el pulvo
motdelo @ portir de (2).

Ln la préctica la densicad mucstrul plX) us uescuncoido.  Tunee
mus, en su luyer, una muestre de [ ocbserveciones independientes e iuég
ticomente distribuidas Xqpeee g%y de p{A¥e Lo entroply cruzada W se co
tima o trovés del logoaritine ve la verusinilitud

N
(6) = —-J-Zlug UREIPN
r.



Andlogument, m(eh.f‘lv) es estimada pur:

N
o B(O,.,F) = -7 lag F (O, 4/)
[EA P MY T T
donde Fv(ep'x) es un estimador pora el cociepte e lug dutus y log mo
delos murginales o lo luryu oe 6,-- Ll valur Optimu 8,_. que maximiza
G(er,,rl,), y por le tanto el loyoritmo de lo verssimilitud 8 el nuevo

modelo, o6 determinaee pur wptimdzucitn sumérico.

irocediniente de esiimacién:

A centinuocidn se presenta lo estimacidn de F(O°a), el cucicente
inbre los dotos y los diutribuciunes sarginales o Jo lurgo de la dirsg
citn ©. frimeru consldere la gistribucidn wmarginal ph_,le(S'K). ain
pér. ida de yenuralidsy, sca © el primer uje Guurdunatu, o sud,

8 «ii=xq, cniuncus:

e . .
®) Vo ) = SI'I_.'_,I(K)UxEUx:---an.
o e(x ) es cuntinuu, entonces
Bl S Bt A ' 8
¥,4+h
©) Pag20cq) = 1im ‘:ﬁ'f i, X2duz
: h~o ¢ ih
: 1 . o
(&1V) = lim —oan\ T(x,-h %28 x40, . (2)dz,
h 1 g
s h—o ¢
donde
1(s8) = 17  ©i s gs verdavery
(1)

= da vtra manura.
ve (8) su tiene

(1) 0ty = m -:i- 5l(x.l-hﬁy,‘fx.]&h)PM_“(V)dY



v 'L_ﬁf.,‘) = ‘};l'mo'-:l-:- [ " (:1 \%q ~h <y1_x +h;]
- 1

Cloestiman ce by _y (x1. e WUtlune do (0) usendu un valor finite
pEGueiiu para h y em.leande @l wmétode de Konte terlue € tarrison, 1976 )
puaba @stinar el vielor esourudi.  $0a muesirs de Fontie Garla yqye-. .yhs.

de Loty & Se gengre cen gensisad Y 1 $R)

s |
177 "8 1 E - « . \
(12 Froq Lx.ll Sl / A(x,‘-h_\/j.‘_x,‘wh/

. 3] ) .
SeoLLme cueo el estimacor e b 1 (x,7.  Dade que la eloceiln ua X9
Tm 1

psf pumu 1o ce o direceidn O fuw arvitrariu, (13 se pusue pscriolir

{uidmente camg

() e

para cuaslouicr 0. nbtes. nue lio misma muestra de Fuente Carlo se puu-
U usnr pars tutas las © y A
Lol dutos rpedeentan une RUCLtla Ue o (X)) que pguede ser usaba, un
unalogfu con (W), parn cetimar 1o wurginal du lus vatos | B(G-X) o
través oe
Q5 LCIRE ---ZI(S k=R ek & B ek
fhiv =y

we (TF vl cstivetur de jos Funciones multiplicaduras se convierte

en
N
i 1(8x-h% B-x % Bsx4h)
[&[0) fg(O-4) = _-Zi ________________________
i (Q+4-n£0. v 8- »(ah)
i

Loty vs el geeiente uel cunjuntu oy cunteus muestrsles 2l conjuns-
to ce conteus te Fonte Corle en un intervolo de longitud ch centrado

en @ +4 « tare fecilitor 1o estobilicag del denuminavor, gscuiumos b



[3.]
e

de tal manere yue siempre incluyo exoctamente o qr.u cbservaciones de
tionta Eurléf £n vute cane (10) se cenvierte en
N
am Fo(@ k) = == 7 1(Q+4-hZ8ex,EBeken),
AN iz

Lo Fraccidn oL se llams la extensidn (span); ss uﬁ parimitre del
procedimionte. On aplicociones actuules la extensifn puede aer qus-
tatta hasdndose un le inupeceidn visual de las funcicnes muitiplicado-
Tugs Fm y lus estimaceres Jel histogramy de lus merginales te los do-
tus v modele w lo lergu de las cirecclones en, to lungitud de la
ventuna el hiatograma (binwidths) debe escugerse pequena Le manera
(que estime loas margineles con poco sesyo. El fin cs escoger la mo-
yor extensidn pusible, gue hard suaves lues funcivnes multiplicedurou
Fm, gujuto a lu restricelon de gue lug histuyrames de lus datos y el
mouely o lo largo Jde las direcclunes no deberin ciferlr sistembtica-

muentie

2.7, MLtudo de Jeries Lrtoyunalec.

Loy patimadores de serius ortoguneles ban sido estutlados por it
son (19L9), hrunmul y Tarter (1508) y recientemente por Urunk (1970) y
por Grain (197G).  ‘dahba (1977) hizo uns presentecidn del método.

El ystlmodur de series ortogonoles paros densidedes con soporte en

[o,1) estsd cude jor:
v
A ~
() f(x) = VZ“ £, b, 00,
donde r €< n, lus ?u son luy coeficientes muestrales de fuurler

n
Ea) 1 .
(19) F, = -;-chbv(ﬁ)




Sy

y [d)v} es un conjunto de L?{U.1] funcionus urtonuriales.

Ll purfmetro r que tiene que ser escogido comtrela la "holanza®
untre el sesgo cuadrado y la varionza. La r dptima depende del tumi-
Ao un myestra y de la densidud desconccida.

vahba (1977) propuso on estimedor de densidades bassoo en series
oriogenales que tiene un alyuritmo viable para la estimacion del purb-

metro de sugvizamiento Gptimo.



CAPITULE &

ALLIESUTON DE LA CSTIRACION DE DERSIURDES
EROUL Ahal1G1d DISCRIMIRALTE

4e1.  lntroducciin.

s menciond, cun anterieridad que el preblems de andlisis discri-
ninunte os basicamunte e} de clpsiCicucién.  Usualmente el andlisis
giscriminante se aplicas de lou siguientes dos muneray:

) Io identiricuctién ve nuwves clesentos y
b} 1o usignacidn de occidnecrivntada de nueveos clementos.

& continuscidn se describe brevemente 1o Furmg en yue se aplica
1 anilisis diseriminante. (faro cuslyuler lector interesudu en profun
ogilzar mds on ©l tema, se sugicre consulior a FMerrison (1951) u ticrmans
et. al. (1982)).

Je comicnzy p.or ubtemer muestras de los k publuclones de intoerds.
La jublacifin de urfyen tienc que conucerse puro cada elumento.  Lstos
nuesiras suclen llumarse muestras de entrenanicnto.

Adiclunaglmente se debrr Lrogoner una regle gue estublezes a cudl
tle 1us k poblacionus deberd wsignurse cada uno de los nuevos elemenios
muestreados cuys poblacién de urigen s desconocida.  £sty regla debe
usar la informuciin de lus wolrones de veriabilideg de cada wna de las
k poblacivnes, yue es dada per las muestres ge entrenamiuntc, y Lom-
bién o informucitn & priori del posible urlyen del nuovo clcmentos

Una vez defFinidu lu regla de ausiynacidn pura un problema en pure
ticuler, es im.ortonte eveluer ou compurtamicnio, esto es, conocer gl
porcentuje Ue asignuciones errénees y el nival de péroaidus esperodas

en que se incurre por decisiunes no Gpbimuse  Cste problema serd ira-



tudo mbu adelante con moyer detalle.

Yo7, L1 Teoroma de Gayes y la Begloe de asiynecibn de Uayes.

on la prictice exlsten diferentes motcdolugfas con los que pucoen
disefarse regles de asignacidne  are luy filoes de este troboje, discy
tiromos un precedimientc bayesiong,

Ll ebjetive final de lu regla e asiynecidn os determinor 1o po-
Bluctin e origen e lus nupvos clementos muisslrolegs.  Jeste el puntu
tla vista del prubleona de identificuecidn, parcce cescable hocer vsta
wsiyhucion en base a las Lrobebilidoues de pertenencio de estus elencn
L6s o las diferentns potilaciones bojo estudlue  Un procedimiento plou-
sible serfa osignur gl elementu o oguello poblocibn quue yenery lg proe
bBalilided mds oltuy e jertuhencio.

tnoel cakn de ne contur cun soedidas de ninguna voarieble, lo osig-
nacidn deverfo hucerse de wcuerdu cun el cunociwiento o privri que se
tengg del Fendmens Gajo estucive  Cute eunuckmiunto g priori viene
slendo coontitativamenti: Lo prebabilidag a priord ce pertencncio g los
diferentes Loblucicnes.

oea
1 V(Aj) - La probabilidod p prieri de lo

poblacidn nj.

3= eas ke

Cn la préctica eutas probabilidodes nu se conucen y se tlenen que
votimare Cuendo lus muestros de entrenomiento se unen, formando un
conjunto  total, los probobilidedes g pripri, pueden ser estimadas de
los tumafios de lus suestres ce entrenamiento (N1,-..,Nk)-

fiaf mismo, ol e juzga que cuda poblacién tiene la misma probobl-



lidad de ser escogida; tudas las yrobebllidodes s privri sevian 1k,
Leasionalmente las probabilidodes u pricri se culculan ve oiras none-
rag; en gl cjem.lo de los crumusumas, yo citado, porece adecuaou fijar
lao probubilidades a priori pora cada tipe cowo /40 yu que hay dog
cromgsomas de cadu tipe en una célule huwsna (a excepcidn de los cro-
mosomas del sexo masculino).

s5in emborgu, cusndo una observacidn X=(x1,...,xp) esth dispunible
pura el glemento a identificur, X nos da la informocidn prubabilisticu
de la poblacidn de orfgen. Lo prebobilided de ovcurrencia vo o ser ge-
neralmente digtintu pard coda une de las k poblociones.

En est. caso, lo funcidn verosimilitud o densidad do probabilidod
puude denuturse por
) F(XI.“J) - (sty densicad proporciuna lus

probabilidades de portenencia oe la
pboervacidn x o la poblacidn .
R TTLY 3

dueda claro entonces gur estos densidaodes de jrobabilidau f(A\:'|1).
....F(Mnk) dpbon de ser cstimados de los ubservaciones ge lus muese
tras de entrenamicnto vtilizondo elgin mitudo do estimocidn.

La infurmacién conteniuu en la prodabilivad o pricri tiene gue
ser combinada cun la inforoscidn cuntenida un la verusiodlitud pura
asi obtoner lo prouobllivoo de perlenencia o lu peblacife "-'j' una vez
guu se obtiuvne S.

» P(i\jl»() - Eu la probubilidad 8 pusterior
de pertenuncie de la poblucidn
Ayl ustu eBs la probabilidud de

vinir de la poblacién 4y dada 1o
ubservicitn Ay Jzlyeee ke

La probubllidad g pusteriori pucde ser colculudu o partir de la



v
o

probabilidad g priori y ls verosimilitud por medio del teorems de fa-
yas:

HGW f(XIﬂj)
() P(A;lx) = g amemd e Jolyeen ks
PR IUBLISTE
m3
De aguf vemos que la probebilidod g pesteriord es projiorcional al

prndgftu de lo probubllidad g prieri y lu verosimilitude L1 donomina-

dor ZELI’(Am)f(XIAm) es stluomente un foctor normalizantae.
may

Chservoeldn Xy de un

nucvo elemento que

tiene que ser esiygnado

Conucimiento u priord muustras de

entranamiento

|

Estimiadures de densidad

de probabllidad

Probanhilidades g priori

RGP FPPRIY I

FLRIRGD yoon , LK nk)

Teorema de

Uayes.

Frebabilidades a posteriori

pura un nuevo elumento

BOLIED yoee PURL| XD

Figura 1: Una ilustraci6n esquembtics del chlculo de probabilidades
2 pusteriori parg un nueve clemento.



Una regla comdn para la identificaci6n die nuovos elumentos es
asignor cada clemento o lo pobluecidn que yenera la probebilitdad @ pug-
teriort mbs alto. Lsta regla de asignacién es una funcidn de 1o abser
vecifin X, cun k posibles rosultoades: lu asignacién o una de lus k jo-

blaciunes.
(5) alx) = oy si i (A %) = max (PORIX)eee Pl 100

dunde a(x) os lu reglu de asignueitn y 4y ey @l oresuliode "asignar a
la poblucidn Ayt

Cn wuchys aplicaciunes, la identificocidn shlu ue acepta cuandy
lu probabilidad a posteriori mds alta excude o un valor puesto de antg
nano, digamos 5. bar njample, on el problems de viagnbuticu médico
donde hay dos coteyerfos de cnfermedad, la identificacion (hucer un
oioyndstico) puede ser oproplada sflo si la probobiliduc s peosteriori
mis ulte es de por lo menos De98e Lo regle de asignacidn (5) se mudi-

fica a:

ay ui F(AilA) = mux {P(H1]x)....,l(ﬂklﬂﬁ

alk) = y '(“ilX)> £

dudo e pilra sgnera .

Cusndo asignomos o la publocidn cun lo probubilided a poslariori
mixima, se minimiza la probobilided de upa asignociln ary’nea, la cual
Quedor{a medida a trovas de 1 - r(nilx) pary la asignocifin uje

ro se hece distincidn entre logs tinus de asiynacidn errdneg, lo
cual quipre decir gue se juzyan como igualmente serics.

El tipo de asijnaeion srrépes gue se comete es relevante en lus

problemes de asiynacién de occidn oriuntudae. iara cado combinacidn da



al

unit pobilacidn de orfgen y la poblecidn o lo cual es wsignudu, existe

una pdrdidy especf{fico: sea

(6) L(ui.ﬂ ) = L pérdida incurridae cuundo

J

un clamunto gue viene de la
publacion AJ es usignady o
la poblucitn g

L(ai.ﬂj) es una funcién sobre la gue se fmponen las sigulontes

restricciones:

0

it

n LsgAy)

) 0.

v

L(Hi,v\J

tsto es, la pirdida incurride en ung decicién currecty os cero,
micnbras que es no negativa en el caotio de uneg incorrecta.

tn pste ecaso, vl prop6sito serd) el de avignar cudy eletentu o lo
publoci@ing de munera gque la pérdida esperada por ung asignacidn inco-
rrecty usee winimizadae La plroida esperada concicional de ia asigna-
cidn ¢e la poblucibn Al' doda Lo obuervacitn £, denutudy comu LL(H!),
vy la sumg de lus plrdidas L(ui'“j)‘ J=1yeeeyk, donde ceda Lérming de
la suma vg pondersdo con la produbilidod g pesteriori de pertenuencie a

las poblaciones de origen correspundientes. Coto es:
K
8 £Lia) = ;L(ai.f-j) NCHEOH

Entonces, lu regls de asigneeldn purs el problomu de wceidn-urien
tada serfa: asiynur ol nueva elemento o la poblacién purs lo cuul la

pérdida condicianal esperada sea minimizodas

)] a(X) = a; st ELCa) = min {LLCa) e ElCa))e
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fari el caso te una Funcidn binoria de péraida (péruide cerc pura
aslgnacifn correcta y pérdida ung pura incorrecta), la rogla de esiyna
cifn de accién orientada (9) se simplifica a 1a reyls de identifice-

cién (5).

brobabilidades o pesiuriped Functdn de péruico L(ai,ﬂj)
£aTa un nueve elemento (Xg) 1, = Tyeee ik

|J(r.1l:<u) voee .l‘(aklxu)

Chleulo de lus pérdivas

N

A4

osperadas condiciunalus Jé

tL(u1),...,EL(ak)

l

Asignar @ Ay, cusndo
EL(ay) = min {CLCag) oo tlla)]

Figuro 2: Una 3lustracidn wayuemfitice del prucusu por medio dul cuel

un glemento es asiynado.
LeZe  Un Ejemplo de Estimocifin de vensidades en el anblisis uiscrimiouente.

i‘ara ilustrar la utilizaci6n de lo vstimacidn de densidotis de jiru-
babilidad, se prescnta a continuacifn el usn gue pueden Lunar dentro dol
anilisis viscriminunte no paramftrico.

£n lu seccidn anturior se explicd la utilidao de conocer la Funcién
de verosimilitud de lao muestras de entronamiento y su liga con lu esti-
macifin ue Los probabilidades 4 pusteriord de pertensncia o cudd poblo-

cifne Lo estimucidn de esta vurosimilitud pusde lleverse o cobo meoiuna-
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te los procediniuntus ve estimzeldn de uensidodes va probabilidod pre-
sentados con anturioridad.

in concrotu, pora este trobado, se seleceiund el mbtodo dul kernel
en ¢l casu multivariado pura estimar, dentro de on problems do ondlisis
del diseriminante, las probsbilidades o pusteripri de clusificaeidn. L1
problems punde describirse de la sijuiente canera: se tienen dos turmas
e clasificur ciertas esjpecios vegetoles, herbfcess o crbustos.  $nomye
chas wecaslones oo clira o cull de estos dos rupos pertunece clerty es-
peeie; sin unbargo, existen ocasiones en las gue ésto no es asf. tn ba
e g wtros coraclerfsticas oo estas Gltines eupecies, se desearfa clis
sificerlaus dentro ve los dos grupos mencionadus via ulydn procesimicnto
quR tomars wn cuentd esta infurmacidn.

iin cuncroto Lo informoecidén cuicionel @ conuiderorse serfa: a) bu-
bitut, L) culur e las flores, € ferms e 1o plaota (hlerbs o crhug-
to), o) promceio ue hojos vy ouy promedio e flires.e  Usto pors cotda os-
ytciee e obtuvo uno puestra Je entrenomiuntu de tometo 30, 11 pertue-
ancientes o lu peblacidn de herblceas y 19 o lu de erbustes; o cado ale

mento le fusron medidas lueg otrous coroscterfsticas ae interfs.  on base

@ informaciéing se desca clesificar a ocho nueves sujetos.

Lon 1o Finglidad de llevar o cabo este anflisis, se escribid un
prograns de computidora gue implomentora el mitodu del kernel multive-
riado pars tres tipos oe nedidas (continuaes, nominoles y bBinurias). ©n
el apfindice IV se presentan los resultooos gue Foeron obtenidos pors el
problems doserito, cuyos dotos se .resentan on el aplouice 111.

wumo puede observarse en la siguiente tobla, los resultudos son
muy vatisfoctorios pare closificar en la poblucidn 1, uin ewberyo cato

no sucede cun la poblecidn 2o Luto puede deborse o 1o ustruactlura e



correlacidn de las variables.

FATHIZ DE ALIGNACTEN

CRUPG vt ABIGRACION

SituPe
T.M4RU NO. T1RD 1 ?
11 1 EOTHEEAR, 11 0
: 1008, as.
19 z ENTRENAM, 12 7
B2t 364 6%

i‘ara corruborar el problema, se decidid wstimar una funcidn dis-
criminante normale -ury hocerlo se utilizé el poquete una (1965). 5

continuaeidn se presenta la matriz de wsignacidn gue se obtuvo.

FinTRIZ ol AsToralIGN

GRWCL ob hodBEACTG.

GRUEL
Tohadiu Tits TIFL 1 H
11 1 ENTHEN. M. 10 1
90.91%  YaO5%
19 z LRTHENAM. & 11
(314 5%, Ui

Como puede observorse, los resultsdos son muy similares o los ob-
Y

tenidos via el procedimientn no purambtrico estimandu las donsidades

ton pl método del karnel.
usaugy on estos resultudos, se procedid o clusificor via kernel

los ocho coueg de interfs. | oara estus casos, se obiienen las siguien-

tes des clasificaciones; una libre y otra restringida o probubilidades



[0
superiores a 0.8.

MUE.LTAA iv CLAGIFILAR

ELCMENTL TRLBADLLIDNDES QL A5G, GRUFG 151G
(R IR 1 2 L1ERE RCSTRINGI D

1 Outie D.58 2 (2)

? .0 0.0 1 1

3 .0 0.0 1 1

4 061 0.3Y 1 )

5 0.78 0.22 1 e

& 0.99  0.01 1 1

7 0.0 1.0 2 2

8 0.9 n.014 ? 2

£9 interesunte mencionar algunas caracterfsticas ve la oplicacidn
del método del kernel:
u) Mo se hece ningdn supuesto sobro el compertuniento probabil{g
tico de ninguno de las variables utilizadas.
. b) Mo sule se trabasja con variables continuas. La variable ha-
bitst co binorio y la variable color de la flor es nominal.
. c) &l problems es multiveriado.
d)  oe clssifiea en términos de probabiliduedes y no de distun-
ciag.
e) bodr{s estudiarse el compurtamiento gque generarfa el postulur
diferentes probabilidades a pripri.
.stas caracter{sticds sefialan lus capocidades do gdoptaci6n dal

método v eircunstancias que suelen pncontrarsa en la prictica y que
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vialan los supuestos con gue se construyen obras metodologisse  Fensas
mis entonces gue rasulta de gran utilidod sl contar con una herramian-

ta de este tipo.



HPENDICE 1

ESPACIUS OE HILBERT

En esta secclén se darén los conocimientos basicos que se nucesi-
tan como respaldo a aste texto en lo que se refiere s espaciocs de

Hilbert.

El par (H.(’ N ')) ge llama espacio de producto interno si
H 88 un espacio vectorial y (. ’ ) iH x H—+R satloface las slyuien-
tes propiedades;
1) {x,xy 2 0 con igualdad si y sblo st x=0 .
1) dxyyd = Cyyxd Vxyyen.
111 Cax +By,2) = a&lxyz) + Syez) Vxyp € Ry Vxyy2 €1 .
Por la normo del espacio de producto interno H nos referimos o

*]) : H~—R definido por

Bl = xaxy V2

Por simplicidad, cuando el producto interno se sobreentiende, ol
espacio de producto interno (H, < , ) ) as denotado simplemente como He

Las propledades del producto internc y du la norma son los slguien

tes:
1) Ux]l20 con igunldad st y sble si x=0 «
1) flax}] = laftixl)s Vxery Vxe.

1) J<xodt € U} Vvl Vx,y € H (Couchy-Schuarz)
) \”X“ - “VNI < n" + Vli < Hx“ + ”y”. V’x.y € H (igual

dad del triéngulo).

i

<



Cuando H y J son espacios de producto interno, entonces
f: H-*J g5 llamado un operador, y si J = H, el operador { se dice

que es un funcional. Ademas, el operador £ se dice que es lineal si
fFlotx +Ay) = Af(x) + AF(Y) , Vo,peRyVx,yeH

La norma en H no es un Funcional linesul; sin embarya, el funcio-
nal £(+) = (x,«? pars una x fijo x € H es lineal.

Sea H un espscio de producto interng.  Entances, una secuencia
{xm] C H 88 dice que converge a x' € H (que se denota xm—n(), si
dada una £ 5 0 existe un onters N, tal que 11 x™ - x |1 € & cuands
m2N. También, una secuencia {xm} C H se dice gua es una secuencla
Cauchy ai dada una & >0 oxiste un entora N, tal que x" - x"{12 &
cuanda n,m 2N,

Un espacio de producto interno H se dice que es completo si cada
secuencig Csuchy on H converge a un miembro de He Un espacio de pro-

ducto interno completo es llamade un £spscio de Hilberts

Ejomplo 1e El espacio vectorial L?(a,h) = {f‘: (a,b) = H: f es integry

ble en Lebesgue cuadradn}cun producto interno
: b
{(f,g) = g t(t)g(t)dt
o

g un espacio de Hilhert infinito dimensional sl identificamos a los
miembros de Lz(a.b) que se diferenc{an en un conjunto do Lebesyua con

modida ceroe

Ejemplo 2. (Espacios de sobolev en la recta de los resles). Para

8 = 1,2,..0 el capacio vectorial,
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HiGw,®) = [f‘: f(j) [ L2(~m,m) para i = U...-.s}

con producto interno
S
(f4g) = Z“(J)'GU))L"(W.m
yia

es un espacio de Hilbert infinito dimensionals Podemos pensar en

HOG, ) como L2(-m.cn).

Ejumplo 3. (Espacios de Sobolev restrictos). Sea (a,b) un intervale

finito. Entonces ¢l espacio vectorial

ey = {r: r Q% L@, 5 = 0peeeys y r P @=r 3 030,

j= 0.....3-1} con producto interno

(rgy = <9, g3y L¥Ca,b)

88 un espaclo de Hilbert infinito dimensional.

Un a@spacio de Hilbert H(T) de funciones definidas an el conjunto
T s dice que 85 un Lspacio de Hilbert Reproductor de kernel (EHRK)
sl existe un funcional reproductor de kernel K(s,*) definido en T x T
con las siguientes propledades:
1) K0 €M, VteT
1) F(e) = {rue,)) \VYreuwmy Vier.

Come ejemplos de EHRK tenemos el espacio de Sobaley HS(-G’.CD)
dado en el ejemplo 2 y el espacio de Sobolev restricto H:(a,h) dado

en el ejemplo 3.( Para mayor informacidn ssbre el tema consultar a

Helle Tapla y JeRe Thompson (1978)s)
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LI

a) gplings iolinomiales.

lara poder dar la definicidn ve gpline es necesario definir el
conceptu de polinumics por secciones o pulinunios por nedszus.
Pullnomios por peduzos:  .ed asxg € eee & Xk 1=b y tenftuse a
A= {xi] con 1=0,...,k+ % .1 conjunto A porticiona wl intervalu {a,b)
en k1 cubintorvalus, 1) = (xi'x14<)' frlyeee k=, y 1 = C*k'xk+1]'

vado un enteru positivo m, sea

(@) [ fi exluten poulinomicy TPm(ZS)=pU,..-.pk

en Pm can F(x):pi(x) Lara xeli. 1=0ysve K

llamames irm(IS) sl especio de polinomius por pedizo de orden mocon
acdos en KpeeosgX, e

un tiene entoncas yue un elemento f e.w'm(lk) cunstste de k+1 peda
zo5 pulinomiales. le pusde ver un tfpicc ejwnple de lus pelinomiug

|OT jietuazus de arden tres con dos nodus:

Claramente hemus gonadu flexibilldad al ir de pulinomios @ poli-
nomics por pedazos, eTu hemos perdido ung propiedod importents: lus

pulinom.ps pur pedazos no son nocesariamente suaves. Lumu s¢ vie en la



m
fiyura anterior, incluso pueden ser discontinuos.

Funciuvnes de Spline.

I ara muntener lu flexibilided de lod polinoius por pedazos mien-
tras gue se lugra clerto yrado de suavidoau glubsl, so define lu clase
de funciones de gplinug con nodos simpled.

gea O una particifdn del Lntervalo fu.u] comu @n la definiciln oe

pulinomiuos pur pudazes y sea moun enteru positive.  dun
&) 300 = b (A A E™ [a0), w2

donae UPm(lk) es vl espocio de pulinumios pur pedszos definids en (1.
Je le llama a Um(lk) ul espuclo de splines upulinomizles de orden m con
negdts en los puntos KqpevesXpe

Cg facil definir varlas clases de polinomios ,or .edezos relocio-
nadas con distintos grados de suavidad entre los pedades. o oslos es-
pacias de funcionegs los llanomos splioeg pelivemislies.  cotes wicnen

las siyulentus ceracterf{sticas:

1. Loz especius de splinus pulinemisles sun espocivs lineules fini-
to-dimensionales con buses muy convenivntoeu.

7o Los splines polinomisles scn Funciones relotivawente susves.

3¢ Los splines polincmizles son féeilmunte oluacen sus, nut jodes y
evaluatuys en una comuutudora oigltal.

he Loa derivados y antiderivaous de los splines polinomiales son, a
su viz, splines polinamlales cuyas expansicnes se puouden encantror en
una comput.idara.

S Los gplines polinomiales viencn buenas propicdotes el cera, and

lugus o squellas pardg polinumicocs
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Ge Vurias matriges yue surgen mutoeralmente an sl ouse da gpliﬁéﬁ en
la taerfo we lo opruximacido y oen 2l anflisis numérice, ticaen conve-
njentes prupiecdodus de siyng y de determinantus.

7, La putructury de sigre y la Forme as un spline Lolinunial puede
estor relacionade o la cstructurs de signe de sus coeficiunies.

8. Tuda funcién cuntinue en el intervale {a,b] pucde ser a.raximo-
da orbi troriamente blen jer gplines pulinomicles 1 junds el urden my
siompre que st permita tenar un ndmeeo suficiente ge nodes.

9. Tasss precissy do convergenela puesen darse pura 1o apreximacion
de funciones svoves por splicesy no sClo son aproximaves lus funcioney
o un arden altu, sine gque tasbién cus derlvecos eun simultdnzomente
bien aproxiuados.

e gplines v crden boju won Fuy flexibles y ne mupstran lus oscily

clonus que cununmonte o6 gsoclon con pelinanics,

b)) Spliney Lxptnened alus.

. [ #73 o

Jads cualquier c(1< '--(°%‘, e Um= urtensifin (&uun){u BTN .x}
Comu Yo ylomuntos ael napucio Ly, un wouadie nte ianstiy pulinosivs
g

expununei alus, vs notural Llomerle g S(Um s A vl auvpagic oe splines
exponencioles,  sguf nos referisey o funciones qud sth oxponenciales
[-Or pedazoss

fara profuneizor soure este tema, consultur o ochomaker (19681).
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DATUL DEL EJLKFLL

MUEZSTRA DE ENTRERAMIENTD

ColIrkC1E HAB1THT Fuin FURMA HOJil FELGI
Chamaecrista Lhom H 1 4.009 3. 764
Crotalaria lnca 0 ¢ 1 3e018 3,080
Crotalaurio lnca I 1 34282 3,054
Luntana Lama 4] 3 1 3. 7ME L, DYl
Luntana Cama ) 1 ) 1 3462 Lo 2L7
Furophyllum MNumm 0 1 1 3.798 3.518
Porophyllum Kumm 1 1 1 3729 30747
Turnera Ulmi ol z 1 34019 £ ¢04
Turnera Ulmi 1 ? 1 heDS1 L.648
Faullinia Tome 0 1 1 3.9 2o bub
aderjania Jduce 0 1 1 20760 3. 284
I'anicum Hope 8] 4 2 3. 684 4,000
Fanicum Repo 1 [ z 2.76S [ [H1]
Yidens Filo n 1 2 Je04U? S S0 2
dJidens file 1 1 b4 3,760 . 0G0
Irosince Celo n 1 I 3401 b, 0&0
Indigofera llart & e 3.653 8¢ 7906
tectlis Satu 1] ¢ ¢ 3. 569 Le 150
Erigeron Myri 0 1 2 4. 157 Lo 26
trigeron kyri 1 1 1 Lo 84 Ze B2
Hydrocotile Gona 0 1 2 e 1199 Le OGT
I'hyla Rodi n 7 ? 3eEl3 3.93C
thyla Nodi 1 7 4 o 275 3¢ 169
Cardiospermun Hall [ 1 H 3. 570 3.591
Cardinspoermun Hali 1 1 e 3964 3657
liacroptilium stro 0 G 2 3926 He 470
lacroptilium itro 1 €] ¢ 3.65%5 349732
tetastelma Frin 0 1 4 2700 3. 77
Fotastelma frin 1 1 ¢ 3,150 2797
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Chivcocea filba
Handia Laet
undia Luet
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Cyperus irtl
I"horadendron Tuma
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Lpuntia Ltri
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0 a2 a0 Do

FLCOR

&5 o a

wr

n3

HLJIAL

2. 7649
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3,802

o Jbsh
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3,070
4. 0ED
3.719
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4.GUO
5. 395
Le Y78
3 579
5e 500
e 0ULO
0. Gl
4. 181
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