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I N T R o D u e e I o 'NI 

La Ingenil!rl& Qu!O!i-oa aplica J.oe principios Cient!ficoe, Bo!. 

n6micoe y Sooial•B en el dieeao de procesos y equipo de pro­

ceso, con loa cuales se transforma la materia, ya sea en su 

composición, estado físico o contenido de energ!a, generando 

bienes econ6micos y sociales. En la etapa de disefio se ide~ 

llzá. el comportamiento de equipo mediante modelos matenulti-­

ooe, cuya eoluci6n se acepta como una buena aproximaci6n del 

comportamiento real y es utilizada para dimensionar el equi-

P.º• 

Loe model.oe matamáticoa más comunes en procesos químicos de 

contacto cont!nuo, son Ecuaciones Diferenciales Parciales 

(BDP) que en general, no tienen solución analítica o es muy 

complicado el obtener dlche solución; para facilitar la aolu­

oión ·del problema se simplifica el modelo matemático a un ni­

vel tal que, se puede obtener una solución analítica; sin em­

.bargo la solución as! obtenida puede no representar correcta­

mente el comportamiento del equipo. Esta problemática puede 

ser evitada haciendo uso de t4onioae num,ricae las cuales, no 

invólucren aJ.euna simplitfcaci6ri del modelo matemático 'del 

proceso de tal manera que, la solución se aproxime al compor­

tamiento real. 

El presente trabajo se ba elaborado como un apoyo didáctico, 
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para la resoluci6n de problemas que involucren EDP utilizando 

T~cnioas Ni1nierioss prosramadae en· lenguaje_· PABIC. El wio:· de 

computadoras evita que el usuario ·deba tener una 1'ormaci6n 

avanzada en matemáticas para resolver problemas de interes 1!!, 

mediato, fortaleciendo su formsci6n en la parte fenomenoi6gi­

ca de la Ingenier!a Química. 
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CAPITULO rI 

GENERALIDADES 
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GENERALIDADES SOBRE EOUACJONES DJFERENCJALES PARCJALES 

Una EDP es una re¡üa de correspondencia, la cual relaciona 

una fm1cidn desconocida con las derivadas narcir-tles (r-=-epecto 

a dos o más variables independientes) de dicha función. 

A continu.aci 6n 613 Dresen tan algunos a.ene etas importantes de 

~ate tipo de ecuaciones. 

Jll DOMHIJO de una EDP es una región det"inlda y delimitada, 

ror .loe \'alares riue se asignan a las variables independj entes 

do la eouaci6n diferencial. 

lae condicioneo en Ja frontera e iniciales, son funcioneR o 

ecuaciont;b dií'erenci.ales aefinidas sobre el contorno del dom!, 

nio de la EDP. 

Considerese la aieui ente EDP defini cta sobre el dominio "D" 

(i) 

la SOlUCION de la ecuaci6n anterior, es cualquier función 

ll(x,y) cuyas derivadas parciales Ux,Dxx•Uxy existen en cada 

pun1;o (x,y) del dominio "D" (excepto auizás en la frontera) y 

oue al ser sustituidas en la ecua.,i6n diferencial, se cumple 

la identidad (i), 
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LINEAl.IDAD Y ORDEN. Se dice que una ecuacidn diferencial pa~ 

cial es lineal, si está o se puede expresar en la formar 

una de las propiedades más importantes de la EDP lineales es 

la siguiente 1 "Si existe un conjunto de soluciones de la EDP, 

entonces una combinacidn lineal de 4stas, tambien e$ una su­

lucidn de la EDP". 

U = au1 + bU~ + ••• + jUn 

El orden de la derivada superior de una EDP, se considera co­

mo el orden de lu ecuaci6n diferencial; por ejemplo la sigui­

ente EDP es de orden dos: 

u + u - au = o 
XX y 

Clasificación. En el análisis de la mayoria de siste:a.as dind. 

~ya sean físicos, nu!micos, bioldgicos, ec~n6mioos,etc. 

surgen EDP las cuales contienen derivadas parciales hasta de 

segundo orden; decido a 4sto las EDP de segundo orden son la:; 

más ampliamente estudiadas y es conveniente clasificar las 

EDP en t4rminos de las de segundo orden. 

Esta forma de clasificacidn es aceptable ya oue las ecuacio­

nes dit'eranciales de primer orden frecuentemente ee pueden r!. 

ducir a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y las 

de orden superior se estudian basandoae en las t~cnicas exis­

tentes para las de segundo orden. 
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Regla del discriminante. Esta fonna de clasificación se :fun­

damenta en los operadores diferenciales siguientes1 

a) Operador de Laplace o elíptico. 

b) Operador de Difusión o parabólico. 

e) Operador D'Alembert o hiperbólico. 

El vperador elíptico surge en problemas donde ;ntervienen fueE 

zas conservativas, se denomina frecuentemente operador de po­

tencial. El operador parabólico surge en problemas de di:f'u­

si6n ya sea de masa, calor o momentum. 

El vperador hiperbdlico surge en fen6wenoe de carácter ondul~ 

torio. 

Ln rerla del discriminantr., eatatlece una ecuación generaliza­

Ja (i), definiendo el diucrim; na.nte de dicha ecuación nor 

( ii) y clasifica lee EDP con ta~e en el valor de su discrimi-· 

nante. 

AU + 2BU + CU + DU ; l:.ll ; FU + G 
XX XY yy X y 

EDP 

ELIPTJCA 

PARABOLJCO 

HJPERBOLICA 

DISC. = AC - B
2 

DJSC. 

POSITIVO 

CERO 

NEGATIVO 

- ll -
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Es conveniente mencionar que .las. BllP. se ·hari clasificado con 

base en su comportamiento Y. por" lo tM.to una· m;isma eouacicSn se 

puede •clasificar de diversas fo_rmas; .1a siguiente EDP ourge en 

1a dinámica de los gases y tiene tres oomportamientos1 

Si y> O flujo eubscSnico • • • elíptica 

Si y e O flUJO scSnico • • • parRb61ica 

Si y <O flUJO suµeredr.ico, hiper,b61ica 
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GENERALIDADES SOPRE MODELOS DE EDP UTILIZADOS EN ING. QU1M1CA 

El tratamiento matemático de los procesos químicos consta de 

las siguientes etapas fundrunenteles1 

1) Eicpresidn del proceeo químico en lenguaje matemático. 

2) Resolucidn del modelo matemático, 

3) rnterpretacidn de loe resultados obtanidoe. 

Expresión del proceso químico en lenguaje matemático. 

El análisis de los procesos químicos consiste en determinar, 

los ~ producidos sobre la materja al interaccionar con 

algunn forma de energía motriz, para proporcionar un material 

procesado. Para poder cuantificar dichos cembioe, se ssip;na 

un conjunto de variables independientes y dependientes a las 

propiedades mensurables de la materia y enerefa, eatablecfen­

do ademfts las relaciones exj stentes entre laf' varialiles y nR­

rámetroa del proceso usando para esto, loa siguientes princi­

pios fundamentales, los cualen se han cornnroVado oxPerjmcnta! 

mente. 

1) Conservacidn de materia y energía. 

2) Dirección natural de los procesos espontáneos. 

3) Equilibrio :fisicoqu:!mico. 

4) Cinética de las reacciones químicas. 

El conjunto de relaciones as:! obtenidas se denomina MODELO ~~ 

TEMATJCO e idealiza el comportamiento real del proceeo quimi-
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ce; ee pueden formular diversos modelos matemáticos de un mi! 

me proceso dependiendo del grado de aproximacidn deseado. 

Conceptos fundamentales para la formulacidn de una EDP 

En ejatemae macroac6picos, la naturaleza discreta de la mate­

ria y energ!a, ee considera como una dietribucidn contínua a 

tr~vés del espacio y se representa por una funci6n continua 

de lii posicidn. 

En los ~.r·ocesos químicos donde ocurren cambios continuos sobre 

la ir.ateriH, ye Gea en su composicidn como en su contenido de 

enere:{a, la relaci6n existente entr~ las variables independi­

entes y dependientes de dicho proceso, deberá ser continua. 

El postulado anterior es suficiente para asegurar en términos 

JOR. tcmáti cos, la e-xistencia de las deri vadao parciales y de la 

d11erencial de las variables dependientcE, 

Un ELE.tf.ENTO DIFERENCIAL ee la fracci6n más pequeña de un sis­

tt:mn, el cual contiene una cantidad suficiente de molácula!:i, 

de tal forma que sea válido hacer promedios eetad!eticoe. 

Una propiedad puntual es un promedio estadístico de la canti­

dad de materia o energ!a de las moléculas, contenidas en un 

elemento diferencial. Para facilitar el tratamiento matomát! 

ce, el concepto de elemento diferencial y propiedad puntual 
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se pierde como se puede observar en la siguiente definici6n1 

d lim (w/v) 
v .. vd 

d = lim (w/v) 
v...0 

d denside.d 

vd elemento diferencial 

A continuación se presenta un prorlema de transferencia de c~ 

lor, en el que se tratarán algunos conceptos adicionales como 

son: condiciones en la frontera, selección del elemento oife­

rencial, discontinuidades y Bi1?.11ificado físico de la EDP aso­

cie.da. 

un fluido ~ es transportado por un sistema de bombeo e. 

través de una tuberie expuesta al medio amtlente. 

Se desea hacer más económico el transporte del fluido; para 

l<>grar ásto, se propone disminuir la carga de t.omheo precale!!_ 

tando el fluidc y aislando té:nnicamente la tuheria. 

Para evaluar si d'ste nuevo sistema. es más econtSmi ca, es nece­

sario estimar la enereía térmica disipada al medio ambiente y 

la temperatura del fluido en la salida de la tuberi.a. 

Descripción del problema. 

El objetivo princinll es la evaluación de las pérdidas rle ener 

g!.a a través de la tuberia, para lo cual se impondrán las si­

guientes condioiones: 
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1) La tuteria está aislada tt!rmicwnente en forma homol!!. 

nea e instalada horizontalmente, 

2) La temperatura del medio ambiente se constante, 

3) El régimen de flujo es laminar en estado estable. 

Los resultados obtenidos solo serán una aproximaci6n debido a 

que se ha idealizado el sistema, El "modelo anterior es .2..2.!!.­

eervativo y acepta indirectamente que el calor se transfiere 

por conducci6n, por lo tanto para cuantificar las pérdidas de 

energía, es suficiente aplicar un balance de energía y usar 

la Ley de Fourier para evaluar la velocidad de transferencia 

de calar tin el siatema. 

An611e1e cualitativo preliminar, A partir de la entrada del 

fluido a la tuberia y durante su e~tancia dentro de ~sta, 

pierde energ!a ttlrmica y por lo tanto dlsminuye su temperatura 

~encrando una distriUucidn do temneratura en el sistema. 

l~ecaniomoe de transferencia de calor. Las condicione A (l) y 

( 2) j mpuentas nl sistema real, muestran que el calor se tran!!_ 

fiore con simetría radial (tig. l) y en la direoc16n axial d~ 

bido al transporte de la energía inherente al flujo del fluido 

y por conducci6n ( fig, 2). 
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fig. l 

t 

radinl R ''x·'·x 
w a 

~ 
wc.,(t-t) 

aielat16e 

fig. 2 

t 

i ... 

·----._ 

axial z __ .,. 

Perfiles esperados de temperatura, 

Balance de energ:!a, 

La transferencia de calor en la pared de la tuteria, depende 

del área de trb?lsferencia, del gradiente de temperatura, de 

las propiedades del sistema (fluido-metal-aislante) y se mani 

fiesta en forma ~ en cada punto de la tuberia, 
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Balance de energía inteeral. 

~ : 
Qt 

~ Te Ta 

Qt w Cp (Te - Te) Jq dA 

q (-k ()t/ or)R 

Con loe datos disponibles no es posible evaluar la integral y 

es necesario hacer un balance di:ferencial de ener~ía. 

Selección del elemento di:ferencial. lltilizando los resultados 

del análisis preliminar, el elemento diferencial dererá sati~ 

.facer las siguientes condiciones 1 

1) En la frontera del elemento diferencial se deberá 

manifestar un :flux de calor radial y axial. 

<) $e definirá en coordenadas cilíndricas y estará orie~ 

tado simátricamente ( :fip. 3), 

3) Las dimensiones son arbitrarias, por lo tanto, son 

independientes. 

El elemento diferencial que satisface ástas condiciones es un 

ánulo concántrico. 

dr 

r 



Balance de energía diferencial. 

( ~ At ..,._ 

área de tranet'erencia flux 

radial 2r:r~ z masa 

axial 2rtr b. r calor radial 

calor axial 

en tal pi a 

entradas salidas + acumulación 

v.l'H 2 n r t. r)z 

+ 

vl'H 2 rrrAr)z+óz 

-krat/or 2 rr rt.z lr 

+ 

Ar 
r 

V,/' 

-kr ot/ar 

-k., at/;iz 

VJ'I' 

agrupando loe t~rminos anterioreA y como r z no denende de la 

roelcl6n, se tiene lo siguientes 

(v¡'Hr)Z+.A2 - v)'Hr)z )/4z = (kz rat/azlz+AZ - kz rat/az)z)/llz + 

(kr rot/or>r+or - kr rot/ar)r)/.Ar 

en el límite cuando AZ , Ar-~ O los t~rminos anteriores se 

definen como las derivadas parciales. 
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é){v,Plir)/az 'cl(k,. rat/<>z)/<>z + O(kr rat/ílr)/<lr 

Condiciones adicionales. 

1) El medio es Ú•otr6picq kr = kz • k 

2) Las propiedades del fluido se consideran constantes. 

3) l.a velooidad del. fluido no depende de la poeicidn axial. 

y la entalpia se define como H = Cp{t-t') 

v.)'Cp Clt/i'lz = k{ cl-t/az2 
+ cS.t/?1r2 + ·¿¡t/rar ) , , • {a) 

La EDP anterior repreeenta el. oomportamiento que deberá tener 

l.a temperatura en cada punto (r,z) de la tuberia {excepto en 

la pared), siempre y cuando el sistema real se comporte de 

acuerdo al modelo propuesto ". 

Condiciones en la frontera. Las condiciones en la frontera, 

son lea interac~iones del sistema real con el exterior y cua!_ 

quier modelo propuesto deberá eatisfacHrlas; en el presente 

problema ee tienen que cumplir las siguientee1 

1) El flujo de calor en cada punto de la tuberia ee constante 

y se determina con las ecuacj anee; eiguj.entea: 

q = {-k <Jt/ar)R) dA = (Tnmb, - t(R,z)) a.A/Re 

2) La temperatura de entrada es homog6nea t{r,.O) = constante 

Las discontinuidades se manifiestan en las intercaras fluido­

metal-aialante-medio ambiente; ásta ea una de las causas pri!!_ 

cipalea por las que la EDP no eutá definida en la frontera. 

{ver perfil radial de tempera tura). 
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C A P I TU L O 1V 

METODOS DE SOLUCION DE EDP. 
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METODOS DE SOLUCJON DE EDP. 

La teoría de las EDP no está muy desarrollada, debido a 6sto, 

los m6todos más importantes para re5clver 6ste tipo de ecua­

ciones, las transforman en sistemas de ecuaciones diferenci~ 

les ordinarias, transfonnadas integrales o sistemas lineales 

algebráicos. Los m6todos considerados en el presente trabajo 

son los siguientes• 

Analíticos 

l.- Separaci6n de variables. 

2.- Tranefonnada de Iaplace. 

1'/umo!ricoe 

l.- Diferenclas finitas. 

2.- Elemento finito. 

3.- curvas características. 
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SEPARAOION DE VARIABLES 

El m'todo de eeparaci6n de variables ea aplicable a EDP ~­

lee homog~neae cuyas condiciones e.n la frontera sean de la fOE 

ma siguiente 1 

aux (O,t) + bU(O,t) o 
cUx (l,t) + dU(l,t) O 

el m4todo supone que la eoluci6n de la EDP es el producto de 

funciones de une. variable independiente U(x,t) = f(x) g(t) 

la cual al ser sustituida en dicha ecuaci6n, genera un siste­

ma de ecuaciones diferencie.lee ordinariae. Para deecri bir 

el m4todo 1 coneidereee la reeoluci6n de la ecuaci6n de calor 

siguientes 

sea U(x,t) 

o 

U(x,O) 

U(O,t) O 

U(l,t) o 

f(x) g(t) entonces 

llx g(t)f'(x) 

Uxx= g(t)f' '(x) 

Ut = f(x)g' (t) 

X < l t > o 

t >o 

al sustituir las derivadas parciales anteriores en la ecua­

ci6n de calor, ee obtienen las siguientes ecuaciones difere!!_ 

cialee ordinarias1 
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a 2g(t)f••(x) f(x)g•(t) 

f''(x)/f(x) = g•(t)/a2g(t) 

derivando parcialmente respecto a ''x", se tiene: 

(f''(x)/f(x))x = (g•(t)/a2g(t))x =O 

de lo anterior ee deduce que 

r••(x)/f(x) = g•(t)/a2g(t) =constante b 

r••(x) - bf(x) = o 
g•(t) - ba2g(t) O 

(l) 
(2) 

el parámetro "b" puede eer nulo, real o imaginario y eu sele­

cci6n depende de las condiciones en la frontera. 

a) Sea t, = O entonces lae ecua~iQnes (1), (2) se reducen a1 

f' • (x) 

g•(t) 

o 
o 

f(x) 

g(t) 

d + mx 

k 

ln s~luci6n de la ecu~ci6n de calor será entonces! 

U(x,t) = k' + m•x 

al aplicar laa condiciones frontera 

U(O,t) 

U(l,t) 

o k' 

O m'l 

la soluci6n es trivial U(x,t) = G y carece de significado fí­

sico. 
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b) Sea b=-k~ entonces las ecuaciones (1) y (2) se definen1 

f' • (x) + k 2f(x) O 

g•(t) + k 2a 2g(t) o 

ee puede demostrar que la soluci~n de la ecuacidn (1) que· sa­

tisf"ace las condiciones en la rrontera son: 

f(x) = Kl sen nrrx/l 

donde k 2 = n2 rr 2 /12 

la eolucidn de la ecuacidn (2) será entonces: 

g(t) = K2 exp(-(anrrf1) 2t) 

la solucidn de la ecuacidn de calor será entonces1 

paran= 1,2, ••• , 

debido a que la ecuacidn de calor ea lineal, una combinacidn 

lineal de las soluciones anteriores, será tambi~n una aolu­

ci.Sn. 
co 00 2 

U(x,t) = L Un(x,t) = LA,,exp(-(ann/l) t) sen nnx/l 
1 1 

las constantes A,, son determinadas utilizando Ja condicidn 

inicial. 

U(x,O) = h(x) ~ An sen nlllc/l 
] 
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TRANSFORMADA DE LAPLACE 

Uno de 1os mátodos de gran utilidad para la reeoluci6n de ecu! 

ciones diferenciales lineales, es el de las transfonnadas int! 

grales donde una funci6n f(t) se transfo:nna en otra funci6n 

F( s) por medio de la integral siguiente 1 

F(s) = J K(e,t) f(t) dt 

la fur,uión F(e) se llama la transfonnada de f(t) y K(e,t) el 

mS.cleo de la tranuformaci ón; cuando se hace una eelecci 6n 

apropiada de K(s,t) y de los límites de integraci6n, en oca­

siones es posi~le reducir el problema de f(t) en otro probl! 

ma más sencillo para F(e). 

Existen diversas transformaciones inteerales, donde cada una 

d& ellas º" a-¡:;ropiada para reeolver cierto tipo de ecuaciones 

diferenciales. A continuación ae presentan las propiedades 

m~s importantes de la Transformada de Laplace y la aplicación 

d~ áata para resolver P.cuacionfls diferenciales parciales line! 

les. 

Definici6n1 se dice que f es una función de orden exponencial 

en el intervalo [e,=) si existen constantea e y q C "> O 

td.les que f(t) = e exp(qt) para todo t > O 
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Sean f y h funciones continuas o --~eccionalmente continuas 

de orden exponencial entonces: 

a) Existe un niimero real "a" tal que la transformada de Iapl~ 

ce converge para todos loe valores de s > a y define una 

funci6n F(s) cuyo dominio es el intervalo (a,=) 

F(s) = L(f(t)) = J"' exp(-et)f(t)dt B >a 

b) La soluci6n de la ecuaci6n L(f(t)) = F(s) ea 6.nica y se 

llama la transformada inversa de Lanlace. 

o) Linealidad del operador transformada L 

L(af(t) + bh(t)) = aL(f(t)) + bL(h{t)) 

d) L(exp(at)f(t)) = F(e-a) 

Si U(x,t) ; a~ x ~ b y t >O ea una funci6n de orden exp~ 

nencial y bien comportada de tal forma que pueda ser interca!!)_ 

biado el proceso de diferenciaoi6n por el de integraci6n, se 

puede demoetrar1 
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donde 

dQ(x,e)/dx 

L(Ut) = -U(x,O) + eQ(x.e) 

Q(x,e) = J= exp(-et)U(x,t)dt 

Considere la ecuaci6n de calor eieufente: 

ut 
u(l<,O» 

u(O,t) 

O<x<on; co>t>O 

X > 0 

t >o 

aplicando la tranaformuda de Laplace se obtiene la ecuaci6n 

di ferenciul ordinaria: 

- u(x,O) + sU(x,a) = a 2a2n(x,a)/dx2 

rlonde U(x,s) =~ exp(-st)u(x,t)dt 

la eoluci6n de la ccuaci6n anterior es: 

tr(x,s) = Aexp{-xl/Bl/a) + Eexp(xWl/a) 

para encontrar los valores de lae constantes A1 B se usan lee 

condiciones i 
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a) U(O,s) L(u(O,t)) L(l) = l/e 

b) Como u(x,t) ea de orden ex-ponencial, ee puede demostrar 

que lim U(x,e) = O 

B - ~CID 

de esta forma, la eolucidn se reduce a1 

U(x,e) exp(-x ~/a)/s 

consultando la tabla de transformadas del apéndice, se obtie­

ne como eolucidn de la ecuacidn de calor1 

u(x,t) ~ erfc(x/2al-{l) 
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METODOS NUll!ERICOS 

Las ecuaciones diferenciales parciales que surgen con mayor 

frecuencia en problemas de Jngenier!a QuÍmica son no lineales, 

sistemas o bien se dispone de informaci6n en forma tabulada; 

detido a ésto ee necesario resolverlas utilizando técnicas n~ 

m~rica.s, 

En €&neral las técnicas numéricas transforman las EDP en sis­

tcroae de ecuaciones algebráicas cuya solucidn, es aceptada e~ 

mo una tuena aproximaci6n de la soluci6n "real" y se 11reeenta 

como un conjunto de datos tabulados. 

L« exactitud de la eoluci6n ottenida ea dif!cil de evaluar, 

sin emtargo si la técnica numérica satisface los siguientes 

criterios de convergencia y estabilidad, la exactitud es de­

t~rminada por la preciei6n de la com11utadora. 

ESTABILIDAD.- Se dice que una técnica numérica es estable, 

cu&.ndo no se manifiesta un crecimiento del error involucrado 

ul redondear los datos iniciales. 

El error de redondeo se origina porque la aritmética realizada 

por la computadora, involucra números reales con solo un nWn~ 

ro finito de dígitos con el resultado de que los cálculos se 

hacen con representaciones aproximadas de los ndmeros verdad.! 

ros. 
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Crecimiento del error de redondeo. Cualquier niiinero real nu~ 

de ser representado por1 

donde los dígitos son1 

1 ~ di ~ 9 ; n :r:- 1,2, ..• , 

el redondeo del m!.mero anterior consiste en truncar dicho nd­

mero en k d!ettoe y se representa1 

Le. aritmética simpliricada de una computadora consiste en re­

dondear los ndmeros reales, hacer la 011eraci6n aritmética y 

redondear nuevamente el resultado; de aqui' que el crccimient~ 

del error depende de la cantJdad ~ tipo rt~ operaciones al~e­

bra!cas realizadas. 

(x+y)/z 1·1cncn(x) + t'l(y))/n(z.)) 

Coneiderese un error inicial "e'' el cual crece hasta En dea­

pdes de n operaciones alFebra!cas subsecuentes. 

Si 11 Enl/ = ene donde e no deoende de n, se dice que el creci-. 

miento del error es lineal. 
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Si REnl k > 1 , el crecimiento del error es exponencial. 

De~ido a que el crecimiento de error lineal es inevitable, 

cualqUier técnica numérica en la que ocurra éste tipo de error, 

ae considera como ~ mientras que cuando ocurre un crect 

miento de error exponencial, la técnica numérica será ~-

El.':.. 

CONVERGENCIA. Se dice que un método de diferencia finita es 

convergente con respecto a la ecuaci6n diferencial que anro­

xima si 1 

lim máx 11 u1 - Wi 11 = O para 1 = 1, ... ,N 
h--· o 

conde Ui ea la solucidn de la ecuacidn diferencial y wi es la 

~~J~r aprox1macidn de ui. 

Velocidad de convergencia. Como fué mencionado con anterior!_ 

dad, el crecimjcnto del error aumenta de acuerdo al nt1mero de 

operaciones aritméticaa realizadas por lo tanto, es deseable 

una couverflencia rápida de la técnica numérica. 

Si lim F(x) = L se dice que la velocidad de convergencia 
x--.. o 

es de orden O( g(x)) si existe un m1mero k >O independiente de 

x, tal que: 
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llP(x) - L íl / lg(x)ll = k para x>O lo suficiente­

mente peque11a1 lo anterior ee puede expresar como• 

donde 

P(x) = L + O(g(x)) 

O(g(x))--... O 

x---+ O 
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DJPERENCIAS PINJTAS 

El M~todo de Diferencias Finitae (MDP) ·es ap1icable a la may~ 

ria de EDP no obstante, en el presente tratajo solo se consi­

deran aquellas ecuaciones cuyo dominio sea una regidn en R2 • 

Funda.mento. El MDP transforma la EDP y condiciones frontera 

e iniciales, en un sistema de ecuaciones al~ebraícas al reem­

plazar cada una de las derivadas parciales en la ecuacidn di­

terenciul, por cocientes de dit·erencia finita. 

Aproximacidn de las derivadas parciales. Sea U(x,y) una fun­

cidn con derivadas parciales continuas en (x,y) y de orden 

ºn'' ; Hi h es un incremento de la variable "x" entonces, la 

serie de TAYLOR de U se define como: 

U(x<h,y) 

; " • n donde Uxn = Uxn(x,y) ; x <x <x+h , el t~rmino E(hn)=h Ux"/n¡ 

se llama error de truncamiento y tiene la siguiente propiedad: 

lim E(hn) O 
h __ .,. o 
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Considerese las series truncadas 

al sumar las series anteriores, se obtiene una forma explícita 

para representar la derivada parcial de segundo orden. 

en forma semejante se obtienen las derivadas narcialeA de nr'!_ 

mer orden. 

Ux = (U(x+h,y) - U(x,y))/h - h~xx/2 

Ux = (U(x,y) - U(x-h,y))/h + h&xx/2 

Ux = (U(x+h,y) - U(x-h,y))/2h - h2{¡x3/3 

la ultima aproximaci6n para Ux converge más rapidamente debido 

al t~rmino h 2 , 6ata propiedad ea utilizada para generar m6to­

dos efid entes de resoluci6n de EDP. A continuaci6n ae des­

criben loe m~todoa Diferencia Progresiva, Regresiva y Crank­

Nicolson aplicados a la ecuaci6n de difusi6n. 
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Considerese la ecuaci6n de difusi6n 

O <X< L O<t<T 

U(O,t) o 
U(L,t) O 

U(x,O) = f(x) 

l.- Hacer una partici6n homog~nea del dominio 

"i+l "i + h 

donde h = L/N y k = T/M 

2.- En cada nodo Cx1 ,tj) = (i,j) representar las condiciones 

frontera e inicialeo y la soluci6n l!(xt,tj) = ui,j 

t 
o 

i-------- .. ·-- -.-"'"".' - - ----

. 

1 ui, j 

l. 
1 

X. 
l. 
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a) El m6todo de diferencia progresiva utiliza las apr~xima­

ciones 

ü t (l\. j+l 

al sustituir ~atas en la ecuaci6n diferencial se obtiene 

si h y k son lo suficientemente pequel\oe entonces Cl{h2+ k) O 

la ecuaci6n de recurrencia anterior está de1'ini du. en cada nodo 

(i,j) tal que 1 = l, ,, .,N-1 j = o, ••• ,f.1-1 • rara alpun va 

lar de 11 j 11
, lu ecunci6n anterior genera el si o tema lineu.l 

donde A ee lu matriz tridiagonal (a,1-:?n,a) y Uj es el VP.Ctor 

soluci&n (U0 ,j,ul,j•••••ºN,j). 

~e puede demostrar (REF.l) que la matriz A ea inestable ~ara 

valores de a> 1/2 lo cual restringe el tamaño de la particidn 

a k/h2 f 1/2 
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b) El m4todo de diferencia regreeiva utiliza las aproximaciE_ 

nes: 

siguiendo el procedimJento anterior se obtien~, el sistema l!_ 

nenl 

para l, ••• ,l{-1 

i 1, ... ,»-1 

aonde A es la matriz tridiagonal (-a , l•2a , -a) y es estable 

pura '::Jalquter valor de "a" (REP. 1). El m'todo es incondici.2. 

nalrni:nte estable y tiene un ::>r'1f"n Uv ~ JnVE-rpenc1 n Ofh 2 -• k). 

t.:). c.l a.étoi.lo cte CranK-Ni col non es j ncondi ci onalrnente eHtable 

;,• tiene un urden de convergenciu O(h 2 ... k 2 ). JTtilj v.a un 

rr:.imedio de las nproximncionet-1 de dj ferencía nropresiva 

en t:l j-éoimo paso en "t 0 y rle di f"erenci a rerreei va en el 

(J-1) Pª"º en "t". 
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e1 sistema 11nea1 asociado eet 

para 1, •••• ~-1 

1, ••• ,N-l. 

para un valor finito de h,k el m~todo de Crank-~icolDon a~ro­

xima mejor a 1a KDP debido a que 0(h2
+ k 2 ) < O(h2+ k). 



METODO DEL ELEMENTO PJNITO 

Al¡:unos problemas que involucran EDP pueden ser representados 

por problemas variacionales eqUivalentes, loe cuales nropor­

cionun una alt,,rnativH. dtil )>ara obtener una soluci6n aproxi­

mada de la l::DP. 

~ continuacidn se presenta un problema variacional que condu­

ce H la ecuaci6n de Laplace y se desc~ibirán los m~todos de 

llnyleigh-Ri tz y del Elemento Finito, 

Conai de re se una curva cerrr:a.dn r ( x, y) qUe d~limi ta una re pi 6n 

A(x,y); sean p(x,y) y e(x,y) funciones definidas en A y r re~ 
pect1viunente. J.e desea encontr;,J.r un..:. tunci:Sn U(x,y) que sea 

g 2 en A y que :..;utisfnce u= {':en r ta) c;t.A minirnic:e lll int~ 
pru:i c!r1l!.t;:r.tc: 

J = J ((U~+ U~)/<' - p\J) d;. 

.;cu U = .1(x,y) + e Q(x,y) una fa.milis óe t::.nclones t; 2 
donde 

11 e 11 es un parámetro de ajuste; si W ndnimi za lA integral I C!!, 

toncer.: 

d!/de 

w 
o 
/!. 

cuando e=O 

en r ( Q=O en r ) 
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aJ. .sustituir J.a funci6n U en la integral I y evaluando la de­

rivada en e=ü se tiene lo siguiente: 

utili1.ando el teorema de la divergencia, la integral anterior 

ee trwtnforn:.a en: 

~n Q dti - L(Wxx + Wyy + p) dA e 

donde Wn es la derivada normal, de ti do a que Q:O en ¡- se 

reduce a: J (Wxx + wyy + p) Q dA = o 

como Q fué seleccionHda en forma art.i trariu, .!eta inte¡?ral es 

nulLt ROlumente sl: 

u para (x,y) en A 

w en 1 

11 Si r, p , g son funciones continuas 1 la soluci6n W de la 

EDP anterior es t1nica y mi.nimizn la integral I " 

Usando el procedimiento anterior, las sieuientes EDP tienen 

asociadas las integrales I,J 
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Wx:ic + WYY + p = O (x,y) ·eri A 

wn = f(s) en r 

J = J«u~ + u;)/2-pU) dA - Jcs) de 

(pWX)X + (qWy)y + ?'# = f 
w = g 

fw.,.co~et+"f-wyCosG.2.. -t- fJiw g2 

donde l = i 1u lii es frontera 
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METODO DE RAYLEIGH-RITZ 

Para describir el método se utilizará la ecuaci6n de Laplace 

y su inte~ral asociada J. 

o 
f'(x,y) 

para (x,y) en A 

para (x,y) en l (frontera de A) 

=j
i 

, (U~ + l'~)/2 dA 

~e propone como R01uci6n dP la ecuaci6n diferencial una com­

binttci 6n liru·a.1 de funciones pretJcri t.e.s hj ( 1.,y) con las 1;1i­

gui entes caracterfstictt.s: 

h(x,y) 

ho(x,y) 

hj(x,y) 

n 
ho(x,y) + :Lcj(x,y) 

) 

f'(x,y) 

o 
nern (x,y) l'n ·1 

para (x,y) -en :L-

Conoo h(x,y) es una solucidn d~ la ecuá.cidn .diferencial en to!:!_ 

ces det-erá minimizar la integral I; _ p_ara_ o,u_e ª" cumula éeta 

-conQj ci6n, los parár:1etl·os cj -se cRfC-~ialJ. usari~.o el sip,uiente 

criterio: 

J 
'3I/'3cj = O 

((hox + c1hlx + 

(hoy + c1hly + 

+ Cnhnx) hjx +-

+ Cnhny) hjy)dA 1,2, ••• ,n 
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Al evaluar las integrales anteriores, se f:1rma un eiaterr.a 

de "n" ecuaciones alpebra1cas cuyas i ncoF!'"..i tas t!JOn loa pará­

metros o j. 

la ~xact.i tud de lr.. soluci 6n ot.teni da deren...ie del l"rj teri o de 

.:.:eJr-.::~:i.6r.. de las iunciones r.j(x,y) y del r..~'l.ero de áetaR; 

cu&ndo las funciones mencionadas son rolinomios line1:1les 1 se 

ftz!f"I t-i ...ir.a t~cn1 cri. nuwérica denominada ~: é todo del Blemen to 

tH•lto (!>'EF) y es aplicat·le a EDP que no,·~"" un pri.,cipio va-

L: t•:...: .. :':Lll. 

DE:;CRJPOJOU DEL ME;•. 

:itJ huce w-.n. oartici6n del do.·,inio de la EDP en eler..entos tri-

..1neviures o roctanrularou, aB"'lf!Uian,lo cue :.a partici~n forme 

tt"!.~Cti.c..ri~rr.1:;11t.t' J.et !runt.rra del dominju¡ E:n la intertieccl6n de 

l~~ ?igu.iénteR propiedades: 

hi(x,y) = ª· + b.x + e ., 
1 1 i· 

=e 
i~k 

h; (Ek) 

i/k 

¡: hk ~ j~p 
h1(Ek)hj(EP) 

i¡lk o j/p 
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De laa propiedadeu anteriores se deduce que Hl domin1 o rie 10:::1 

polinomio~ seement1.n·ios hj(x,y), es el con,iunto de triártPu­

los que tengan W1 v6rtice comtS.n Ej y el dominio del y¡rod11cto 

hi(x,y) hj(x,y) es el conjunto de tri&nguloo que tenpan dos 

vt.rticee comunes EJ, Ei. 

Se propone como soluci6n de la SDP una combinac1<1n lineul de 

los polir.ami os definí dos P.n carta nodo de la nartl ci6n 

h(x,y) = ¿·cJhJ(x,y) los r.r1rfi.m·?trVE: (:,i ae C':-J.~Cu)nn utili?u.n­

do el mismo criterio empleado en el m~todo de Rayleie,h-R]tz. 

El carácter discreto de los Polinoi:r.ioH, le aqi1na la~~ sipui­

entet5 pr.lr.iedades a Ju. soluci6n ohtenida. 

h(x,y) 

para puntos (x,y) que pertenezcan al triW>pulo cuyoti v~rtices 

sean los nodos Er , E5 , Et • 
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~ETODO DE LAS CARACTERJSTlCAS 

Fara describir el m~todo de las características, se nresenta­

rá a continu¡,.ci6n la aoluclón D'Alembert para la ecuación de 

onda y se analizará el fenómeno de propa,gación sobre :as cur­

vas características de dicha ecuación. 

Utt - c2Uxx 

u(x,o) 

Utlx,o) 

o 
f(x) 

o 

(1) 

restriccionec (2) 

(3) 

1.- tic propone el sipuit:~nte cambio de var:in.lilea. 

Z -= X -t C t y=x-ct 

~e c~ns1dera la ftmci6n U(z,~·) = U(x,t) une ~olución de 

la .SCU1<ci.Sn ( 1) 

j.- Aplicando la rc!~la de la cadena, las rlerivadaF. unrcia.les 

tesr:ecto n °x 11 y "t" de U(z,y) soa: 

Uxx Uzz • 2Uzy • Uyy 

lltt c2 (Uzz - 2Uzy + Uyyl 

4.- Al ser sustituidas las derivadas parciHle~ en la ec. de 

onda se reduce a ésta, en la si¡ruiente ecuación denomi­

nEi.da "forma can6nil'R" cuya ooluci6n se obtiene por int~ 

gración sucesiva. 
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Uzy O 

Uy = h(y) 

U íh(y) dy + g(z) = H(y) + G(z) 
_, 

~ = H{y) + G{z) soluci6n de la re. (1) 

Lae funciones H(y) , G(z) tienen que ser dot.lemP.~te üet1va­

bles y se obtienen usando lua restric<'iones (2) y (3). 

Ut = Yt H' + Zt G' = c(ll' - ~·) 

Ut(x,O) = c{H' (x) - G' (x)) = o 

U(x,O) = H(x) + C(x) f(x) 

H(x) + G(x) = f{x) 

(4) 

(~) 

sumando ( ~) , ( 5) y ut] li zando la con<li ci6n in; cj al { 2) 

2H' (x) 

H(y) 

f'(x) 

f(y )/;~ • K 

dH(Y.) = df(x)/2 

G(z) = f(2) - H(z)/2 - K 
ll(z,y) !!(y) + G(z) (f(y) + f(z))/2 

ll(x,t) (f(x - et) + f(x + ct))/2 
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Curvas características. 

La funci6n f(x - et) representa una confi/lllraci6n que se 

propaea sin deformaci6n con velocidad "e"; de lo anterior se 

deducP que la aoluci&n de la ecuaci6n de onda, es la euma de 

dos perturbaciones que se propagan sin defonnaci6n con veloc!_ 

dad e y en direcciones opuestas. 

Gonsidereee parte de la soluci6n ll(x,t) = f(x-ct)/~ que •e 

prorncu a lu derecha; sea (xo,O) un punta En el olano (x,t) 

(ver fip. l); para algdn instante ti el punto f(xo) se des­

rltt~a hust1:1 xo+c ti; si la velocidad de pronagacidn es cona­

tanto, la rerturbaci6n inicial f(x) se orooar:a aobre lu fnmi­

lj_1t de line&s rectus x-ct;cte , x+ct:cte. 

EGta i'o.milj 1:1 df' curvas se denominan C'urvas cnrRcterísticos.· dr. 

la ecuHci6n Ue onda. 
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Se reeolvenl a continuacidn una ecuac16n difersnoial parcial 

más general utilizando el procedimiento anterior. 

A(x,t) Utt + B(x,t) Uxt + C(x,t) lixx O 

sean z(x,t) , y(x,t) funciones continuus y dos veces deriva­

bles respecto a x,t. 

Aplicando la reela de la cadena y SU9tituyendo las deriva dan 

parciales en la ecuaci6n diferencial, se tiene lo si~'\.dc·nte: 

(A(zt)
2 

... Bzxzt + C(zx)
2

)uzz + (A(yt)
2 

+ llytYx + C(yx)
2

)u, .. , • 

(2AZtYt + BztYx + BZxYt + 2czxyx)Uzy = O 

Se desea encontrar las condiciones para lar; cu&les la ec:...acidn 

anterior se rf'ciUC"e a lA formo c1.Ln6nj ca dH l n et:. de onua.. 

r¡ = o zy 

Se obtiene la ecuaciSn anterior sdlo si luA funci~nes z(x,t), 

y(x,t) satisfacen las siguientes ecuaciones• 

A(x,t)Czt)
2 

+ B(x,t)zxzt + C(x,t)(zx)
2
= o 

A(x,t)(Ytl 2 
+ B(x,t)YxYt + C(x,t)(yxJ2~ O 
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la soluc16n de las ecuaciones anteriores es: 

(-E ± ~2- 4AC )/2A 

(-P + ~2- 4A~ )/2A 

Como las curvas z(x,t) ¡ y(x,t) deben ser linealmente inde­

pendj antPt~ y reales, sdlo ee consideran las soluciones: 

Yt/Yx 

donde ~<!- 4AC > O 

dx/dt = (-P + ~ )/2A 

vfZ4;c )/2A 

Cf)ltl0 A":' ;"l{x,t) ; F; ?(x,L) ; e:=- C(x,t} lac e.cuacioneR ant!_ 

rJ orer..· son r-cuaciones dj ferencialea ordinariR!:= rJe la formn: 

d>;/rlt 1'i (t,x) dxi Ji(t,x)dt xi l'(t)+K 

rlx/dt f(t,x) dx = J f(t,x)dt X G(t)+CCJ 

Para cada valor de K y ce se genera una curva en el plano 

( x, t) y al conjunto de ~stas se denomjnu ::urvas Caracterfeti­

cae de la EDP. 

- 51 -



RESUMEN 

1.- tas EDP que satis:facen la condición rl- 4AC >O 

1es denomina ecuaciones hiperbólicas. 

MO se 

2.- Las ecuaciones hipertÓlicas pueden ser reducidas a la 

:forma canónica de la ecuaci6n de onda y por lo tanto se 

comportan de :forma semejante. "Las perturbaciones ini­

ciales ae propa€Rfi sobre las curvas caracter:Csticas. " 

CUllVAS CAllACTr;HJSrICAS DE EDP DE PRJMER ORDEN 

Algunas EDP de nrimer orden, poseen curvas en el espacio sol~ 

ción (x , y , U) que tienen propiedades semejantes a lae cur­

vas característicos de las ecuaciones hiperb6licae; debido a 

~ato es posible utilizar el m~todo de las caracter!eticae na­

ra resolver áate tipo de ecuaciones. 

Coneidereee la siguiente ecuación: 

:f(x,y) Ux + g(x,y) Uy 

si :f(x,y) 

Ux + g(x,y)/:f(x,y) Uy 

h(x,y) para (x,y) en "D" 

~ O para todo (x,y) en D 

h(x,y)/:f(Y.,y) (q.l) 

Si la so1uci6n U(x,y) ea continua en D, se desea encontrar 

la dcri vada total en direccidn ºx" sobre alguna curva 

ílx,y,U) = cte. en el espacio eoluci6n (ver fig. 1) 
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dU/dx = Ux + (dy/dx) Uy 

Como la ecuacidn diferencial se cumple para todo el domimio, 

entonces por analogía1 

dy/dx = g(x,y)/f(x,y) 

dU/dx h(x,y)/f(x,y) 

(q.2) 

(q. 3) 

La ecuaci6n (q,2) define la proyecci6n de l(x,y,U) sobre el 

dominio y la soluci6n y = F(x) de (q.2) se utiliza para resol 

ver (q.3) 

l·BB curvas Í(x,F(x)) cte. se denominan características de 

la ecuaci6n diferencial (q,l). 

RESUMEN 

1.- La EDP de primer orden (q,1) tiene una familia de curvas 

características definidas por: 

dy/dx = g(x,y)/f(x,y) y F(x) + KK 

2,- Al resolver la ecuaci6n (q.l) sobre la curva característ~ 

ca, se reduce ésta a una ecuacidn diferencial ordinaria. 

dU/dx = h(x,y(x))/f(x,y(x)) 
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U(x,y) 

y 

Proyecci6n de le curve ceracter!stice 

(x,y) del dominio D (fie. 1) 
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(x,y,U) sobre el pleno 



CAPITULO V 
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ALGORITMO #1 

M&todo de diferencias finitas Crank-Nicolson aplicado a la 

ecuaci6n de difusi6n. 

El sistema lineal asociado ee1 

l.- Entrada k, h, f(x), L, T 

2.- N = L/h M T/k a = k/112 

3·- Ui,o = f(x1 ) i • O,,.,,N 

4.- j = o 
5.- Resolver el sistema lineal para Uj+l 

6.- uo,j+l =o uN,j+l =o 

7.- Imprimir Ui,j+l i = O, ••• ,N 

B.- i = O, ••• ,N 

9.- j = j + l 

10.- si j ~ M vete a (5) 

ll,- P ! N, 

Usar el mltodo CROUT o SOR para resolver el sistema 

lineal. 
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ALGORITMO /12 

M&todo de diferencias finitas Cre.nk-Nicolson aplicado al rea=. 

tor de oxidaci6n de so2• El sistema lineal asociado al reactor 

est 

Al tj+l • Bl tj + RP(x,t)1 

A2 Xj+l = B2 xj + RP(x,t) 2 

(J) 

(U) 

l.- Entrada h, k, L, R, El, E2, proniedades termodin4micas 

y cin&ticas del sistema 

2.- N = L/h M R/k 

3.- to,1 e f(ri) 

4o- j a O 

Xo,1 - o i = o, ... ,N 

8.-

10.-

suponer 

Calcular 

Resolver 

Calc'1lar 

t = tj 
RP(x,t)1 

X 

(l) y obtener 

RP(x,t) 2 
!leeolver (Il) y obtener xj+l 
Si ·1x - xj+lll <El y 

X = xj+l t = tj+l 

lit - tj+lll 
vete a (6) 

<. E2 

l<.- Imprimir r 1 , zj, xi' ti i = O, ••• ,N 

13.- xj e xj+l tj = tj+l 

14.-

15.- si 

j+l 

~ M vete a (5) 

16.- l" 1 N. 
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ALGORJTMO #3 

M&todo de direrencias rinitas Crank-Nicolson aplicado al rea~ 

de oxidaci6n de o-xileno. El sistema lineal asociado al rea~ 

tor es: 

Dl Tj+l 

D2 Xj+l 

D3 Wj+l 

Bl Tj + RB(X,W,T) + RC(X,W,T) 

B2 Xj + RBl(X,W,T) 

B3 Wj + RCl(X,W,T) 

(l) 

(2) 

(3) 

l.- Entrad" h, k, L, R, El, E2 1 propiedades cindticas y te!: 

modinrunicne del sistema, Xo, wo, To 

2.- j = o 
3.- suponer X = Xo '// = Wo T To 

4.- calcular RB(X,W,T) RC(X,W,T) 

5.- resolver (1) y obtener Tj+l 

6.- con X, W, Tj+l calcular RBl(X,W,Tj:,_1 ) 

?.- resolver (2) y obtener Xj+l 

ó.- con Xj+l• w, Tj+l calcular RCl(Xj+l' W, Tj+l 

9.- reHolver (3) y obtener Wj+l 

10.- si llXj+l- XII< El y llWj-tl - Wlt <El y llTj+l - Tll <E2 

vete a (12) 

11.-

12.-

13.-

14.-

15·-

X = Xj+l 
imprime 

xj = xj+l 
j = j+l 

si !:. M 

16.- F I N 

w = 

zj' ri' 

wj 

vete 

wj+l T ~ Tj+l vete a (4) 

xi,j+l' wi,j+l' Ti 1 j+l i = O,.•. ,N 

= wj+l Tj = Tj+l 

a (3) • 

- 56 -



A L G O R ! T ~ O # 4 

Aplicación del m~todo de las características para la resoluc! 

6:i de ecuaciones hiperb6li cRs cua,dlineales. 

O <x <L t>O 

condiciones frontgra e iniciales 

U(x,O) f(x) 0 s. X;; L 

llt(x,o) g(x) o S. X So L 

U(O,t) U{L,t) o t > o 

se aeume edem:fo que f(x) tC continua. y 

lkEJ curvE:ts caracter!sti ca~ ae lu ecuacid'n t.l porbdli ca E>on 

2 n3(<lt/dx) - a2{dt/dx) + nl ~ 0 

sj ut· y Ux son funciones continuas entonc~s las di ferencialea 

d(l!tl ¡ d(Ux) existen y forman con la. ecuación diferencial el 

sistema 

al(Uttl + a2(Uxtl + a3(Uxxl a~ 

o + dt(Uxt> + dx(Uxx) dUX 

o 
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el determinante del sistema Ds=O genera las curvas caracte­

rísticas por lo tanto el sistema tiene soluci6n solo si (re­

r.la dP. Cramer) 

e~ particular el m~~odo utiliza 

Dllxt = O 

el presente alcoritmo se genera aplicando las ecuaciones 

dU Uxdx + Utdt . (l) 

ml e (a2 + SQR(a22 al a3 ))/2 a3 (2) 

m2 (a2 - SQR(a22 - 4 al a3))/2 a3 (3) 

al d(Ut) + a3 d(Uxl dt/dx - a4 d t = o (4) 

conaiderense 10:21 puntos P, Q en el eje coordenttdo 11 x" por lo~ 

cuales pa~an dos curvas curact~ri'Hticas que se interse0tan en 

H(fie. l); como lus condic:joneE frontera e "iniciales sn nroTl~ 

ean sobre las características, se utiliznn éstas para calcular 

l& soluci6n en la interserci6n H(H), l't(R), Ux(R). 

Aproximaciones sucesivas. Sea Ro la intersecci6n de las rec­

cuyas pendientes son ml(P) y m2(Q); uti lizrindo las condici~ 

nea frontera e iniciales y aplicando las ecuaciones (1) a (4) 

se calculan las funciones U(Ro), ITt(Ro), U,C(Ro). Para obte­

ner una mejor aproximaci6n de R, se calculan las funciones 

U(Rl), Ut(Rl), Ux(Rl) donde Rl es la intersecci6n de las re~ 
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tas que pasan por los puntos P, Q y cuyas pendientes son 

nl = (ml(P) + ml(Ro))/2 , n2 = (m2(Q) + m2(Ro))/2 respectiva­

mente, El proceso se contim1a hasta que ABS(R-Rk) <E ¡ en 

1·orma semejante ee calculan los demi1s puntos de la malla (fig, 

2), 

fig. l fig. 2 

- 61 -



ALGORITMO #5 

El siguiente algoritmo se utiliza para resolver ecuaéiones de 

la forma siguiente utl.lizando el Mátodo del J;lerter.to Finito. 

(p(x,y)Ux)x + {q(x,y)Uy)y + r(x,y)U = f(x,y) en D 

condiciones en la frontera del dominio D 

U g(x,y) on 11 

donde 1 = 11 union lii es la frontera del dominio !J 

la integral asociada ! es: 

I ((p(l'x)
2

+ q(Uy) 2
- rU 2 )/2 + fll)dx dy + 1 ( 7g2l'+r,1u 2/'-)cia 

D 11 

Aplicando las ecuacionea de minimizaci6n "' la integral l, y ".!:. 

leooionando algunos de loe parámetros cj para ase~rar las co~ 

diciones en la frontera, se tiene la ci1?Uiente ecuaci6n matri­

cial: 
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n 
h(x,y) = L cjh;¡(x,y) 

l 

A C 

g(x,y) en i 1 pare. j n+l, ••• ,E 

o 

B e 
A 

para i = 1,2, .•• ,n 

(c1 ) i=l, ••• ,n par&netros de ajuste 

(e.1 j) i=l, ••• ,n matriz princitJe.l 

j=l, ••• ,n 

= J:Ph1xhjx + 

j fhi dx d.v 

llotaci6n 

B = (b1 ) i=l, ••• ,n vector frontera 

qh1 yhjy - rhihj)dx <iy + Jg1h 1 hj ds 

M trián;rulos totales 

Ml tr·iánculos frontera 

E nodos totales 

W nodos frontera 

N ndmero de multiplica.dores de ajuste cj 

T1 triángulo "i" 

(x~,y~) vártice "i" del triángulo "k" 

CJSc1•Ey1 ) nodo "l" 

Cl1x1•Qy1 l nodo frontero. "l" 
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ALGORITMO 

1.- Dividir el dominio "D" de la EDP en triángulos tino TA, 

TB, TC, TD. 

2.- Numerar loe triángulos T1 de izq-der de i=l,Ml para los 

triángul.oa f1·ontera y de i=Ml+l,M para loe restantes. 

3·- Numerar los nodos frontera Qj de izq-der de j=l,W 

4.- Nwnernr los nodos inc6¡::nita E¡ de l=l,N empezando por 

los internos y después con los pertenec1 entes a lii ~· de 

l=N+l,E para los pertenecientes a lj' 

5.- Numerar los vértices de los triánp;uJ.os tipo de la manera 

siguiente. 

/0~ yB 
l 

VA 
1 --~A 

3 

6.0 Cálculo de ªij de 

6.1 si izj vete a 6.3 

6.2 vete a 6. 5 

6.3 para cada triáneulo 

ªij = ªij + !1 

6.4 si Tk es frontera 

ªij = ªij + I 4 

Á~ 
ve 

VD 2 

~\V~ 
2 

.-1(1 - ' ---._; n 
v3 VD '"-1 1 

ve 
1 VD 

3 

i=l,N j=l,E 

Tk con vértice Ei 

+ 12 - I3 
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6,5 para cada triWigulo Tk con v.Srtices Bj_' E~ 

~j = ªij + I1 + I2 - I3 
6.6 si Tk es frontera 

ªij ªij + I4 

1.0 C~lculo de bi de i=l,N 

7.1 para cada triWigulo Tk con v.Srtice E1 
bi ~ bi - J 7 

7.'¿ si Tk ea frontera 

bi bi + Is 
7.3 ac ac + ~p "p de p=N+l,E 

7.4 bi bi + ac 

3.0 Resoluci.Sn del Bi~tema lineal "Gause-Jordan" 

8.1 imprime ci de i=l,N 

8.2 imprime la soluci.Sn de ln EDP para cada triángulo Tk 

cuyos v~rtices sean loe nodos Er• B9 , Et• 

~(~ .. :;-) = c,.hr(x,y) + c 5h6 (x,y) + Ctht(x,y) 
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Cálculo de las integrales docles y de linea, 

Il lphixhjx dx dy = lphixhjx dx dy 

ihj 

(\ 

I2 J qhiyhjy dx dy 

Dhihj 

I3 lrhihj dx dy 

hihj 

r., l fhi dx dy 

Dh1 

I4 lglhihj dn lF.lhihj da 

ii ii Dhi hj 

lb l!l;,hi dH 

uDhi 

Haciendo uso de las propiedades de la integral, las inte/ll"nles 

anteriores se calculan sumando loe valore~ de ~atas en cada 

triáne;ulo del dominio Dh1 o Dhihj. Debido a que el alpori! 

mo usa triáne;ulos tioo, el cálculo se hace de la manera Sif'1J! 

ente: 
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x2 

fl(x~ :f2(x) 

~--,._~ "1 ncx) ___ - x3 

) dy dx 

las intep,rales de linea 1 4 , 1 8 Ae calculan sobre la frontera 

del dominio Dh1 o Dh1hj por lo tanto, solo se consideran 

los tridne.;ulos frontera que formen narte del dominio mencion~ 

do. Los triángulos frontera pueden tener uno o dos lados :fo! 

mando parte de la frontera del dominio de la EDP por lo tanto, 

ee deteran considerur las dos alternativas siguienteo: 

I) 
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II) 

,~ / l 
/ 2 

L /~ - -T~ - - - -

Cálculo de los polinomios seg¡nentarios, considerase al!(lin 

triángulo Tk en el que uno de eus v~rtices es igual al nodo 

Ei¡ las c~nstantes características del polinomio se determi­

nan resolviendo el Sif.llli~nte sistema de ecuaciones1 

hi (V~) =o 

hi (V~) l 

hi<'1> o 

k 
donde Ei V2 

k 
+ d± 

k o ªi + Ci Xl Y1 
k 

ªi + e;_ x2 + di 
k 

l Y2 
k 

+ di 
k o ªi + c3 X3 Y3 

donde hi (x,y) ªi + cix + diy 

- 68 -



PROGRAMAS 

l.l OXIDACION DE DIOXIDO DE AZUFRE 

1.2 OXIDACION DE 0-XILENO 

1.3 METODO DEL ELEMENTO PINITO 

1.4 CURVAS CARACTERISTICAS 
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HSi lrOi.J 
Jt69 n:.~: "f!ll UL ¡.;::CH; ·: STJr 
14,~, ,,·; 1 1 'iJ 11 
uae rir:: " ;¡¡, 
JHr ll f1/ " Xi! 
1sn HUi t 
l~li ü :: li f J 
1521 f;..;,;'r ~~·1w. ;HH;:~lfH ':lí 
l~.11 HR I:: t iJ ,~: ;~;. f' r !) ,ti t 

0

1 
IS4fl A1J ,f'1 ' ~ 
15!-tl h!17' P.t 
J!if! ~~-i· -~~~ 
is:ti it.i .;~. ;: .!(~::, 

JSU Fúit; a t• l'J '$ 
l51i ¡r A:: .:1 \ ' :1 ;,·:;, t6.: .~ 

. lif'fi lF : z i.: ~:·:~· !i-4~ 
H:r F~'.:C ;¡ ~ l t ! i~ ti! 
l{;i) ;¡ :. :J,;1 \ ; i ~~¡,; :::to 
h-J~ .'tf1i J~" 

léft .:.;;¡¡; · "~n:: s:,~;i.:~~ 
IS~# ,r,;;, ~ '" : i¡) •: .,. : 

J~tr ¡' .~1:,tn:,¡ .• ," i:iJ;,\J 
u:t ,,,:;,t• =;. 
l:'Fi• >.'O"J. 
I!'•(\ ;,·; :: :: ~,; ,. l ;~; ¡ S"t: • : 
1.~tti A /,))1: ~.;.J; 1 ~ ;,:1 
1:1~ ~·r ; :: 
:::'· ;..; l a i ~: !I; 
;t",i!' :; A a! J.IT~ ¡;;,1 
J'!t• r;' :; f.~: .. : ¡,·: r:r . 
:.'::.'·~ L '," r A,1.:~·1 • :.,,,;,• • 4.:o·:: 
J"ú \!li ;; 
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tai •Exr I 
111< 117'1• 
UtJJ Ni A jStf, .ns .. :: .i4. -;:~~J. J.~.JJ,:. ,1}5,.865.~ .~5.! .1n ,li,Ui. ,diJ, .111 
15111 ÁU s:51E!'1 a:;;.; .. ,,.l•A .. \Á.·H 
JSiB At~.11 = Afr1,lJ I ;,1~.JI 

16Jft nR 1 • 1 1t' 1tS - J 
Z04i A1I,JJ • All,Zr • A1l.t - IJ 'A1I - J,IJ 
13~d A<l,J f IJ =A,¡,¡ t JJ 1 AtI,II 
JSód NEXT 1 
18ld A11tJ,115' = A<NS,Hj1 • A1HS,llJ - lJ • Ac.115 - J.NSJ 
IBS~ At9,~·s" JJ • A111.~;' JI I Aii,SJ 
IS?i u~ 1 = l r: liS • 
HBi Ail • .115,,. 11 = 1A1;,.~~ ' JJ - A1l.J - J) • Ail • J,NS" UJ I Atl,tJ 
JIJ9 !CH 1 
1918 FJR i • NS • I TO ~ STEP • l 
113iJ A1!.~S,,. JJ = All.;S' J• - All,I' J; • A·l' l,NS * V 
1149 >CIT 1 
mi ~m~• 
11~8 VTAa ;: PftINT "·····--·········-······-············-···· 
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,_;;.,-.:Ni 1.'HHf 1 l$.1 

l 1t.'·ll[ : ;~;,· "JJUM:~~-'i liE l)·IILEHO El ,r1t111te pr:·~ru1 1r;,Nrc 
. :..-~• 1H ;fffJlt! r•dUltJ dt C(·nvtruon ~· rnpr-r1t11n P•rt un ructor tubular EIP•:•d~ con ut1JJ:1J.:.r ilJS• 

: .~_u ~-~1 HZ11i ~,.,, =~··:;r¡,if ,:pruir c11hurr tacl•' 
i · ~i :.~ ,.~ ,,.,• .HI 1;,;, fl.t, ti.~ ,_tlf, f'H.tfl, A11 i ~, f~, lL, CI', 1..R,l'l ,/f ,[f 1 C2 ,EJ 
.- J •• :"1l J1i 
¡¡. ~tlf H:.~·:. Jt ;.Hz;.:.c;:" ~E J·X:lCH01~ 
;~ :11~M •n:.~~;:'i ll~L 11:. =";"IA: FRIHT 
:r ;11.!'Ji .r;i~:::,~li T(T~L N =' :li2: PRlHT 
4~ ¡.,:.,:¡ \'/.t:~ ::f. ~c..;;~¡o,. '1J1t.;:¡J:'g1eJJ=•:FJ: PRIHT 
~i :11'?!~1 ·~·.: •. :; f.E ;~:~¿~.;rn:., r1jcACiJ1J1Ci ="iH3J PRIHT 
:·t ¡..,Ptli ;,;.~"íi~i !ii F-i:L''I:JLA Cp,11:º:flP: PRIHT 
;~ INí-1,'1 ';!H:ii't1Z• ¡r iAT~:IlA~~iif ab11.'9/1'J1=•1DB: P!lIHT 
et U1ftiT'ftLj."•11AmOG1l911•2 hn::•;G: PR1"1 
,~ ¡¡¡~vr FE:~H llhS4 ;,;::~! :,.,::•;Plf: ilRIHT 
l"t' !Hf'J~ '1iCi.E~ TEFi:.11:(~ r,.~:.IAL f't<;r:º:fH: fRI#T 
lle' r1t=;~ •P!~:· lli·~ECJl~; PíWlf!DIC- fx:• :/!.'h PRIKT 
Jli lli"UT •'¡)f.:,;~tl\.~r.(JL;.~f iJll'Ci!11'2"r'Cl=·:~r: PRI#T 
JJ't" ;~.~ti •rr .. ::;.4;u~A i'E !.~rUA'llrH~J iílt ;,"J••;ff: PRIHT 
J.f~ :Hr>t·i ~."':~tf(7~J t:CL rt4~T~if rrtt·~·;Cil: NHHT 
!!tt :11:.~r··u11;¡';;1: :·[~ UA.Tí•R l11ir~:u1 PRIKT 
I~~ ;14¡.l'¡ ·,·~·r-4,.·¡~,:~ :4L .. ii:rt:A ~po,:¡J;~·~ Cl::"1": PRINT 
.:5 ;ii.'~1 •:,:.:¡,,;¡,;c4iJ ¡¿q,1¡¡4 Jr1J.·i:-¡J.11 C llr1:•;LR: PRIHT 
¡;~ 11iF~· •¡..¡.~~z:z~· ¡¡,::IAL ~=º;H: ffclHT 
IJJ IHP·.T '~.:~·:;;Q"' MIAL ll=";lf: flllHT 
1.;1 ;11;.ri 'fiiiit.~ ti! OH~. h=":CJ: f'R:HT 
151 ¡t¡fiJi E~R;• ,'•[ Ci'"I. ir•~;E1: PRIHT 
IS.: IH":•i ·c.~:,~ U iEtl.". !t=":E3 
:;, ¡.¡n \,/i!; ~:11 XJOll: ;;:11 Atl!HJ: !J!/! llHI: t'Iff ltllHl: Dill U1N1: DI/f T1N>: Wf TJINJ: Dill rwtn Dill A•·"·", u 
:('ti C1 :: l / ~lf:Ci • 1 I Ph:Dl :: [11¡ • l!f' • 1111 1 16 • HAJ :D1 : IHIJ • Di ' iP r • HI / (¡j • CPl1DJ s Udb • Dli r ~¡. • • H3 1 

1G •CPJ 
n~H = Cif .' 11 • DP • HlnJ • Ll l IDP •lfJ:A3s t I (2 • H "2J 
l~i D!r Flt ii5•-1 = ltA • 11~ • < UP 1 • 27~~[1 / Cl.98 • í273 1 T t ilJI t 19.8311 • tt • l ª 11 - CKP t - 31.Ci'~ ¡ CJ.9.B • f 

;.,~; t 1 .. re1. t ,·~.?óJ • x1 

:jt1 :EF f/t ~CiA}: tlA' liJ. 1 CXP. - 3!4~8 / 0.18. c:;3 t T .. ¡·., , 'ª·ºº .• 1 EXP (. 186.Ja I ti.U' (2JJ t T t T 
.Jl I f t~. )~. f (1 - A - ,,, 

~~r FDR J = ~ TJ lf • 1 
:o~ z:,; : 1 • 
:.·r JEF r~· Al <Ii : AJ • •I - 1 I !J: ilif FH A2l1J = A3 I l - 1 I tCI • (lJ • 1 • A31 DEF fli AS<IJ • AJ I I t> 2 • AJ • J I 

tCI • ~: •: f.(r FH Ai.111 "' • Aj • O "J l IJ:A4 • - A3 
~n li.~SIJB itB 
;:;( FOil I : ti 10 11 
Ji.!d ~.IJ = A1i.'4 f IJt lt-CXT I 
J;(; re;. ¡ : ; ¡¡ ~·: FC.R p = r TO " t J 
J;8 A1l,P' : i: liCXT P,1 
~Ji' n: ' 2 
JJ[I li~Strf 1'1Jj 

J5ti f(!fl l • P íD 11 
-~~r rm : AII,,11' f JJ: HEXT I 
j/~ FVr. 1 • ~ ~:i H: f;1~ P • .J TO # 1 J 
JU AII,P> : 1h HEXT P,I 
J1iil•J 
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.Ji; ~!F fil Al ;J z 13 • U • l / 1.J: ;!F Fii AlW z AJ i l • I / ca' A!J • ~ • AJ1 i·:.F :" ASIIJ z • I I l!! • \;I t ~J 
: I " ; • A;J tU f'I Atlll = - .U ' tJ 1 J I It:A4 z - AJ -

l!t ;.1:us ;·u 
4.,. !4~ I = i 1J 1 
4Jr 7.II z 1,,:,11 .. lh NHT I 
"" ;:~ ¡ • ; ;:· rt: i.F1 p • • 10 " , J 
,,~ :.;,;• : t'I /llCKT P,I 
4tt1 .I~' .¡s.: (J1~· • X1éJ•:6'i z if.ó.i ,,,.,,, - i1IJJ1rz z A6$ li:1ll. TfdJJ 
~l( :-•. ; i z : T,j 1 

45!' 1.' .IH 1U:r• - Xi:n:r~ = AA; l~J1Il - MtlJJ1T~ z .us 1Tl1IJ. TllJI 
;_:;. :F n , (; ~v:a s:1 
56i',; tf} 

~Ir ;; 1. · '· J;TO SJi 

~J, ;r iJ .· ~:: ~J~O SSI 
,.,~ r: ' 11 
S:il 11HT I 
~¿1 :• U ~· ;: A~~ ll \ El ANJ í1 \ E3 SOTO SBI 
S.'; ,¡, T~ óoéi 
~3r -:.1r I Hi l:PP,. s • IliT {(}, JJ I SJ I (J, 111 1F pp ( > 1 SüTO 6ld: HClfC : i/AS 21 PRI~T ·-············-········· 

SES. ·iAB 1: itiA6 ~: r;u .. r •rR~fUND:NV ce Lf(HJ l='1 :KT fJiilill. 11.,. J} • ". 'p, .51. ll'dfif: 'ITAS J: HTA! 2: rRlNT 'P • 
. :~:·:A:L' 1: ,·4.; J: HiA3 l~: PiUNi ºCDllilRS:?r;: Vi/.~ 3: 1i!TA6 V: Ph:ll~ •u11PUWURA· 

so~ , "Aá '' r:~;;r ·---·--·······---············-············ 
:;; ;, ~ : = éi TO " 
51' .~ifB ! • S: rAB :: p;¡llT I I 11:; flAI l.,. 5: HTJ8 11: PRIKT IKT (U!J • IPl~8,. ,5) / f8t1r111 V!'AB t,. $1 HTAS ,,, PRI,r 

:r. 1;1: • Jffli, .SJ / l~ik;: ViAS 1,. S: HTAS 3~: ffUNi :KT (1(11 • 18~1,. ,s; / JIU: HUT I 
!(~ 1:'AO : .,. S: FPlNT ~--·········-··-·-···-···-···········-···• 
CirJ ~.:: r U1;:,. Xc:J,. l,,.;i # l~1 .,. X.ll .¡. z(BI ,. .f • íXtlJ,. X;.fl 1111'JI I 3~,. IA.SJ,. Xl18JI I 21 
Si~,~,·• rJ¡~/ .¡. •1:1 1 l(JJ 1 l1SJ .,. 1161 t l18J 1 4 • (l(IJ t IW .,. lllJIJ I Ji,. ildJ ,. llJiJJ I 21 
ciPJ ;'AV 1 :T/1" • TW , :1J1 • T1SI 1 Tfél • Tl8J 1 4 • <TW 1 1141 ,. Tl1JJJ I J; ,. 1Tt'JJ ,. T<JllJ 111 
"" HltlT .. ,.1r,:R~:c.11ff;;~ED:IJ14~·=·: IIT 1.uv. Ulal, .SJ I lil',~: Píi.I.~T '(Qll'iERSI~K PRo.~::uo IAV=·; INT CIAV. ,.,,, , • 

SJ / Jit~lt fÑllli 'ii~?Ef!J.ii/RA Pi(;HEDIO TAV="; INT 11AV ' JI ,. ,SJ / JI 
tiS .0 ffl 1 
6li FJR l • f TO M 
6111~1E1 • ,~;11llW • tlllhTllIJ • TlIJ 
m 11m 1 
10 mr 1 
1'4 mr, 'FI• DC -[SO '1 ;ri. 
UI ·f04 I • 1 TOM 
ó1• .u11 • A1I1:t11m • wm111m • rm 
6~i llCIT I 
111 ¡¡¡ro 111 
lil ?!JI IUTi:; 'EllCIUOt 
111 l ••. 
lll fORl • l TDl·I 
1Jf l • l ,. J 
14' A! • Flf A1CI11A2 • Fii A2W:AS • f# A!CIJ:A6 • Fii A6W 
lll Cfl 1% ,;¡v 111,111,181 
1'11 •XI •1111 • llW1T = THD1IOTD111 
111 i • ~t:111 • flllJ1T • TJ1IJ1 IDTI tu 
i'll I • IWit • 1<1111•1JW1"10111 
111 U• Ft. lfillll '°TO 111 

. Sil U• ra ft.'llh HUJ ill 
llf •• • F1' •im11C • FI tcw 
nt J • fl<I>1t • llflJ1T • TlfD 
iJI 1111 ;;;o lfl,Bll,BU - 75 -
114' .lt ' IRJ ' fl RlllJI I Ir "1TÍI 111 
8'I JC • lk ~ fl ICUJJ / 11 'IJTI 111 



i~J ~.; = ¡¡: .- FH Ji,B•('J I ::Rt 111 íRC ,. fH fi.'1)}} I 2 
C.:t' A ; • J 
;:~· ;, .• ;; : ~ TU # 
,:;¡. ~ : ' ; 1 
fr~ ¡; $ • : I - J t.liD S \. : : t J SOTO ?ll 
¡;t ::Ul•Jt1;l¡ 
-:;:( :; $ = ! - J iüTD UI 
;;~ ~:.iJ JSd 
Hf' A1!.,iºJ = AJ 

.;;,.. ;~·;-ll i:U 
,:;l'.:q,.ll: .u 
Hd ;r ; = : ; J i.iOiO ltdl 

U:·e Ac~ ,41 = AJ 
lt'l.ii" 1tE'1S 
:r~~ _.,. n ;:-r:1 IJ.lll,li10,Z9SI 
u;~ A-··" , 1) 'A.f • li'iI - 11 t .~s. A~iD ,. A6 • ~i!I ,. lJ .. Dl 'P.S I CI: dVTO U5S 
Ji4i ilt~.~ .- ;1 'A.f • re,: .. J) ,. AS. IÍ!(!I ; ,¡~ • ro:¡; lJ.. DI • "' I Co: SJTO llSS 
l~!i A1L/I ; :J • A4 • TO<: • JJ ; A~. idf!J ,. A6 ' rea ; JJ .. D.'. RB I C2 .. D3 'RC I C1 
iu~s ~cx1 I 
lt'it ~ti:-. j¡l)'"j 1;11.:~@~.1~91 
l~t Acl.i· = !:A•B.V = .. J:Arl,11; JJ 'l.l:AtL; l,11 .. IJ • ltA'1., J,10 ... hAIL ; '·"tu /1 ,, SOTO ·u., 
JttSi' A -:,ti.= J:A1b,IJ = .. J:41f,,t,. J1 = il:AlL; J.K • ;i: J:Atl t J,HJ = • J:A<L; J,.11; 11•it1010 Ull 

~~;~A~~~,•; s~s~~~~clT~~j;A~;H~~~:ó~" IJ .= ,:AfL ,. l,H. JJ = .. ltAfL ; t,HJ = ti t H. Ar. DP I LRllA<L t J,H t ti •• 

111~,; ~.l. = 411,JJ I Atl,IJ 
uu ;,:;:' J 7011 ·J 
:¡3¡. 4 ;.;1 = .411,IJ • A1I,: - l1 • AtI - l,lJ 
11.fi'.; :,: ; ti i A<I,!; lJ I ACI,lJ 
l!~r ,r;.;r I 
110 J,,;,.<11 = 41N,lil • Altl,H ". JJ •Al#· l,HJ 
IHtt ~i·.t,.lt ; JJ r Atl.H ; JJ / Aff,BJ 
IUO FQR I: l TO H 
1!Jr A:;,11" 11 = 1All.Ji " tJ ·• ~íl,I - JJ • Afl • 1,# t- JJJ / Afl,IJ 
1111 Hil1 ; . 
J]Jl ;;; : • V - l Tú O STEP - I 
Jn~ ~1;,r ,. V 1 Atl,N,. JI • Atl,I,. JJ 'All,. t,#., u 
ii.'/ .~EAT I ' 
J~'~ ,!f"cJRH 
:su ~.:¡: • ~e);;",. ~ra. • 3a;, -use. ,¡~J, t.ua,4!:"4 ,11 ,s.2! ,21.1~13, ,3s;, .11s .2, .2~, .u .u,se1. ,-,,,, ~IBi, .11 
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LlST 

a .'4J11:, r;¡ J 
;¡ =UltT ·C! :·;ur.!r ,r:gnu ru.,J.·t ¡;:.,.;urnJ1f1rir:::•i1s ;u.:uin ·U :1 f;r111 

¡p,1,>'•"' ~ ~fll·I':''' ~ ro,)·l' • f1r,y} 1 u,yi '" D" 
,. ~R-1\r: -'=:•· º!:.h~• • iif cor!1r:1<•tf •r.:r~n1:': PJJI;;: ;.~;11r "iiu.,·1•~a.y: ~4.fJ 111 L!': ¡..;¡,,¡: ~,;;111 "plJ',¡)ll!N 

1r: .,. ;11.1 ·.;:s~l.,. ~f'r, 1 ' = gia,yJ i '")/ ill t2• 
.:..¡ :11::' ~11; ,:;; :f ¡,;;,.¡.~,¡~L J3 ,'f•" :lf 
!t !lfii' •11.~!=. ::; i/'lAl{&lhiS u;11':'ERA Hl=":.111 
i." ¡11t..;r ~~~1.:;_. :r •:::~ .. :;; ;;~ii.!3 r•·;r 
.'r ;.:.p· ·11~'!:: :·E ,~D.iS ¡;~·•iiiiÁ ,,-:N 
:•' :v·. · •\: ·!;; Jr :v:~.;.1::~.= ;t"" ~=·:# 
n ¡,.i:- ·«i.•:: .. =~ r.nf\;.: :.r :,·r.;A:u~· """•;u 
!('! r~r:.: ,. ·E~ :t ELE,,Elfllii :r ;,,·,:;R~CU!I H:";liN 
:1" 11i~:;r ·;~., ;-;:; H P.~.·· n ;, .. ,,: J F'.=: •: H r•·i.,vuJ ?Fi:=':r.t: 
:.\;, z,.~cr 5r1 ,·,=1 u 91.t,t1 is,, .. ,./ o 4i'..r: Jl t! n Jlr:r1J ?W%=•:11z . 
:;~ :11p¡,·; :H •:.:; H :¡).~/ rs 1:r.t;:. F~=:· H !f .... ;.•' F:.=3 f/ H "º 1Ín1al :.rti•;Ft 
:,., :~r:·· ~so ~·.:r :: .;: '~·'' ts .-.. :a •. i",1~ ;, es flíl :1r:11; .:. ;;,rj 11 ts Jtlllil 1,,;:;1•:.iI 
J~i ;'fHT •;11 ~·.1¡ i! RU.t 1$ ,,i.:1 o ~4.:: ;i M li r."ÍI ~/(7,:';Rl 
IS~ lHP,1T 'Sti .:0:1t u Slf.f,fl 11 n.;:1 ~ $'.~=: SI 110 H r.~11 1S.t1'rS% 
;;,¡ üill t1:.~; ::.'t ~·J,lf1t ~rl' f•cti: üllf i11!11 ü!lf ~1 t.1: Dl!f ~tt1.: ;,;, .4•~.E;l iJ:.• Ctj,~J: :'Itf ó./11: till li'3J: Cllf DW. 

:;; FDR [ 1; ;,; lf 

:·•t:f 'º' J' J ·: 3 ... ,. KCAJ kc.i,: .rlJ,lJ 
~Jfl !ICXT ;,J 
:~; FOR l 1 t '.i C 
.. .;. iiOD fl,; . . ltllJ 
~·~i llWI 
~ !; .túff r 1 l :v r 
;a REAü JKllJ.~'ftlJ 
;7# NC'1 I 
;;~ CU,H z l:i•Z,U 1 l:fi3,JJ • l 
;;; FJR L 1 ! :o # 
HC 1•1 
311 FOR P • J 'º E 
J;t Ifl •F<mJU 
;Ji IOTO #Si 
Z.il. F~ l z l ~9 1 
J!I FDR J 11 J iD 3 
:&; 1F r~J'.i· ' r-r1.::1 AND rr:.I> ' am soro ;~1· 
:11 ~rx: J: a.:·o f1' 
:JI f. J 
Jll 1t .. l: ~.r.; 1191 
"il AIL,PJ z k.P "11 1 11 • IJ 
•11 /IU~T "A,'1t1•.•1,J'J=•1All,1J 
';J /IRlllT •/1":i 
~ Ifli ·•llOTllll 
'41 601D 111 
"5~ Jl .- l 1 GVTt:; J5U 
46' Att ,,J z AIL.,J .,. U 
fll NCIT l: ,,":,, 111 
~8~ tr f- • L ú~TO 5N 
•ll ,,,. "' 
:# fM l • l TD 1 
Sll f/11 J • 1 10 3 - 77 -
SJ~ lf 1a.IJ .. º'" '" r11,11 • crm 'uro''' 
$;• lllXI JI MiiO '51 
!fl~l•lrDJ 



f~i· :F ~d.,; .. ; U1LJ bD ~l~,11 r fl1LI ;¡JT( 57~ 
::r ,hT 1.: ;,r~ ~si · 
~. !' :.: :: ~: Gt."; 11 Jtl 
5it .¡ii,,f.- :: A t.f ~ lt ,. 12 • p 
~.:,• ~i.', .. 1 :: ,: tl ,PJ 

:· t' ;r I ,. ·:: "; JOTJ é~i 
i:t G·11:f 6~i1 

=·~í· .~ .. :: ; : .J:';J 15t; 
i:~ .41L.f, :: At.,PJ 1- H 
:.: ·A :.,u : A•~.PJ 
~~ .. -ni :: ,;.:··~· 61e 
::,; ¡; P ; :: "' t 1 liOTtí 6~1 
~·!' ~hT P 
~u Fú[( ~ :: H " 1 TI] e 
út f,iff I • J T~ /f 
.•.:r: Ftítc J:: 1 iO J 
; ·' :F x~.t.;, :: !'HLJ ,,,J t a,r· :: C1 CLJ GOTO 131 
;;,: .110.T l: J:i~i 821 

· ;:, rc..:¡ A " J 10 3 
:.:.· ¡r l ·~·.;, : EXISJ A~D r o:,IJ • CYtSJ SOTO i&I 
=~·. 11rti , : ¿~¡~ n1 
1"fr ¡¡ .. -11 ~;.:: 1191 
·:.: !1L.S.1 : ..: ••• si .,. ll ., I1 .. 13 
"31' :; l : :: ~1 iOTO SBf 

5ú~ .1. • 3: "liH~ 1SU 
i:r AtL.Si :r !.tL,!) 1- 14 
J.f ICC~ T t~; 
¿,¡c. FOR $ 1 11 , 1 iO E 
I.:c1 ~JT.l J¡i3, 
a:j ÓIU :: s-~· .. A1L,S1 • GS 
e:.~~ NE'XT S 
b:j,,. ' 
H!1 FOR i • 1 ¡¡, /f 
U( fi.1' J s J iO 3 
iU lf 11;,¡, • (l¡LJ A/CD ~,J,IJ • t)tLJ SOTO 121 
::t 11U: ;: ,u¡.; UH 

··~ti-· :r J 
.•U ;1: 4i li(0iC U91 
::.,1 i1U • il'l' • 11 
.:r,• :; 1 1 : '!J GDTO g;; 
h(' JliTO Jr~~ 
s.·, J~ r 4: ;~:¡¡ 2561 
JU t•U s IH' ,. 18 
.:u f.~!.1t7' 51';l;•J:";61LJ 
!á~: HEH I,l 
h'l~ F:ñ 1 1 J TO# 
!t.~ A1!,11 ,. IJ • !f!J 
J,•;J ,,cxr ! 
1 • .1(:·1.:: tr;.110 
u~., ~·Aü lt\llJ H!lt1 ,,., N'EH DAios· 
:i'it ¡.;;, .. :1r·diiE :Ares· 
Jt"t f;;1t; lit fWt7 C 
~tE~ F.;;. l r 1 7,1 Nt FJif J • J TO 11 1- 1 
Jr_;~ ,.;:1tT A·l,JJ 
1:\1¡ N!1,7 J,I 
Ulft f.:~ I • J 70 lf 
11;; Fvi J • J 10 J 
!iJtl 'h= .. -.··r;.1,I•nc:.tir .\!.\T J,I 
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UU r:;: :r: 1~ E 
J!!1· f:; .. - [1..: rCr tII; <tf4T l 
!I:~ t;;ti~ :s: :~Oii l·A~:~· 
H;"i f:; .. ~ ;1:·u1 tf[f ~·P.~UP 
i;:r f'."J· 
:;it i-i" ,;,5;#;-¡,'i~ I"TiJ~lLES XllES 
: ~,t lS : 1 
:;u J;'": 2!!1 
¡~;1 ll l1l,i1 • Xf1,I• AliD ¡.;.¡1 1 lcJ.JI 1;.J10 1211 
i;.:,i ¡; 1•1.;, , A1j,z1 ""' .-,;,:1 \ ,,~.:; iJJtl 1.ue 

ESTA 
-SlUI 

TEStS 
DE LA 

NO DEBE 
8l8UDTECA 

;;Jf :: \11,t• = r:2,z, A.•S rtJ,;1' : 111.t1 j~ x11.¡;: ,1,·,~.n A1rb.1·J,!i > • HJ,ti J:rr~ ust 
1:~. IF -,~.:. 11 j;~.:1 .i:.; .·11,z.i; = r1.:.v o¡ x•i.v = >1j,z1 A .. , t1:.v} • l11.n li~rv 1~¡" 
1.~ .:r.;:.- -;-;;AN~1LJ ~J rLFI#l CJ •1 ~TOP 

:;":· t: = 111.V1t:: = x.:.:J:i;: = i·:2,;1:.o: XIJ,U 
::u,\¡ .e .rtt,:.• . H3.IiJ ¡ uu,:1 .. /hJ,IH 
1;UZ;,, r1J,;?-HJ •\tJ,IJ 
1ur •2 • ·ra,: ... ru.lJ1 ! 1111,;i - z.·1.n1 
JJ:i- ¡; :r • u.ri - 112 • xir.u 
¡:;; .. #J. ,.:::3 = ll 
JjJt :14. tYij,I1 - Yl1,lll I llCJ,l1 - 1u.n1 
:.:¿¡ :' z , 1 ;.; .... , • ~ 12,lJ . 
; m· lil.~:"(i uu 
Ll:·.: XI = 11:.:. :n.:: fCJ,lJdJ z '(f3,V1J4 z All,lJ 
::·1 NJ • O' :1.Z• • ~¡3,¡11 / (JU,lJ • 1•3,lJJ 
IJi' ;: • t ,j,;1 • lil 'l13,lJ 
IJjt ,.~ .. tJ1,,r, • YCJ,!1 • I ur1,11 .. IU,lJ) 
i.:,r1 !:. • "''·11 • N~ ' x.i.n 
Jl!t ,I: tHS.11. }11,IJI I {l(J,;J. u2,1u 
14,I :: • 11:..:1·1i3 'Jí2,I1 
w' ,.., • .~,u: 11 
!UI ;i:;-.J ISU 
J4:¡ U z XtJ,l:rH • Ji3,ZJ 
l4)t !f3 z :)'U,;1 - Yíl,IIJ / 0'3,lJ .. IU,IU 
141( :¡ • ) .:,;; · HJ • J1J.lJ 
l.&it 114 • 1:·;,;1 • Ytl,In I CX(J,lJ • IU,IU 
HU ¡4 • 1l~,¡, • 1114 • Jt2,U 
Uit U • 1::2 • 1113 z 1:11 • t 
I!!' 6~'·,: J ~11 

·U:f lJ -s l.1,:1:.u"' lcJ,IJ 
l!jíº11; .. ,,,¡,¡, - ro.ro I IJ 13,ll .. IH,IH 
H.il :J"' ti!.: · 113 • 'fCl,lJ 
JS!'f 11•: 1:1;,;; - fiJ.IJJ, IJ(i,l1 • Ul,JJJ 
J~~ ., !4 "' f 1!,¡1 • H4 • X .l,IJ 
l~itt 11 • r1U: ttl3 • 8:!111 1 
1'31 44.:".i" J,"li 
l5Jf A 1:. xt:3 =U 
UU C r ZJ:t1." = Nl:D"' l~:f.: • 112 
lt1' ;¡ ~ ., f &OHi 1'31 
U;t &Lit> l/tl 
IOU lf' .. • i:U.: Ir Off P: ;iüiU 32/f,Jfól 
h.fl Ir • lS 
u:1 e = 2u.1"' :1 º" gt Garo 3211,1961 
IH, l:?, JS 
u;, lft • Jot : JJ O# tt JJro 35s1.18't 
11# I3 • 11 u" ~~ro 1111 
110 W: 1 fJ1'l r 41 O• n. GOJO 3:11,3'~1,18'1 
1111 li • IS 
t•:t A• JJ:I • H 
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1 ~J~ : :: :::'!: :: ,.;::i : ;.41r1; t: 1'4 
: ·~~ :r ~ ,, 1 ;.;rti JlOd 
1 ·.:r ;~r ~ ¡;;11 
!-·:;. ··, = 1:1;.: ~1 ii."I ;.:, jH) !!U.UU 
:,·,•r:: = .:J .;51 1 S1 •¡i 
::!,: ··.: :u·.= i: ~-" ,~; ~rJ J]t,j,ISEi 
i.·.:r:; = ·:; .. !$1 •e: •t: 

::;r i;.'T: !~~·' . 
· ::;~ .. ._ = ~:-·.: :: $1t' r:~ li(.ii: J~-e.is~t.Jfilit 
:;.,;·::··:: 
::~¡. :~ :'. 1, ·: .:i·r.~;it,:N,:46 
:::r :r .. ;,-:J•..:l :t):tr u mirs:··H J1e 
¡j;" !•;-- ·~.u· 

::u ~ :: .; - ~/ f f! • lt# # JJ 
Jiii 1 r ~ • l • .\.~· • r.zl~ :: 1: liOT;] 2!58 
IUt .: : F 
z_;z~ i : !t .;. 10 • -~H 1 JJ • H:U = 1.z OIJTO 2!51 
1;;;. ;! = ¡;¡ • 3 • F 
;::~ . : .: .. ;t • li'I # 1.1 ' ;f:L% t 3: ~oro 1.ISI 
!.i~c ,¡.¡ = .ii • J • f , 
H~f • = ~ " ,1: • lj/I ., 3J ' ;i;tl: : 41 SJT¡] 2J51 
U:'r .;: : ~I " l:lil = e 
!~'I' :;:. ;: : 1 ;, H~ • l 
J?Oi 1 : :. • ! • ;: • h:L~ : S: ~VTO 2Ub 
::;;. ;: s ~1. .. ; 
ll'1'1 ,1 ., • , 1i • 1: 1 J; • h:o.1 r 6: GOil) 2158 
:~1; J; t J¡ ,, ; ' f 
UU t =!'U• II 1 2; 'H:L4 • i: ü.iiO l1$'1 
;nr ;: = ;~ .. J • F 
:ffti i r '- " tci • Il "31 '• H:i.t: St ü;il) 2:~1 

;·~(,( ' = ! r lf. • lI 1 41 • H1Ll • 9: GOTa 21$9 
;¡,·¡ j¡ = ;¿ "J 'F 
~fet ; :: ;. " 16 ' ll .¡. 51 • H:L1 :: a1 G~TJ 11$i 
~t~(t il : n t- J • F 
;lt'ti 1 • A .,. 1ó • II .,. 61 • n:L: :r JJJ GOiV 21St' 
lltt;:::.;1.,.F 
ni,; "rr. :1 
11;; :s :: :~I 1 JU " 3 • H 1 8 
;pr t).\' ••• ;:):(• J!4t).:c~~.Jts.J,;7J(l,J.'.79,PSi,JSI6,1Sf9 
l!St Fii.• :.\~!~RA! :IlfPLE JC Sil!f:Oi'i JIS 
2l!< í.1 :: ( "t.C • X 

nE~ · 1 : .;~ • CKJ I t6 ' .'f., 1 J) 
11 JI ~ t: •• \ • ~ ' 1!11 ' l.'! :11\ :r J 
2~ft V~ .'!'. ~.j:' Sltii',JJ;(t •. ~J.ffl,SIU,JJir),S2Jt 
~!Jtfl: tM 
;:~:í; , :";. * 1! • tf~ ~ J1 • Utli1 * 2 
:;~r ;, ~" n~1: J:t1c'.J1;r.~;.ic1,.?;¿r.JUr),JJ.Ji 
;;.:~ .:1 = f l f ; • (1.U 

;·:~e ~ : .'.\ , f6 ' I!! 1 i1 1 Htlf% • 3 
~~Si' ;,. f'!'. .;,-,70 .?H1et.SJ:11,:1,i,JJii',JJEi,3lll 
;:.·r t: , ;: •;•un 
::t.~ .. n • •!. • ,,,. '~' • u:~x," 
:!.·~ ~,._ ~·. ;.''t' Jlfltt,Jl:1•,i1Jtf,ilfr,JISí,J:ll 
;jt'r•: rFJ t//XT:f2r6' 
iJJii ;;; :~· : d TO lfll • 1 
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:1; ... : ·- •! ·.t:••.::.,".i:!' 
í:.:; t.\ •·• ¡;;.; .~de . .::;~· . .::4,,,.:;:f,:IDf.J.~ll 
;:1e- t.: : e;- • "'' 
~J~ti" : ., • :, • .'.' .. V 1 ,:,,:. i D 
}:?ir :• .•. ,,: , .:;':'r .• •1;i;<.;;.fd.Jl:d • .:::.•,J;1,, 
;J.'¡;; : :.: • ; • ,., 
.!!·.' .·• ·i •;:.;·. '::1•". 1 : 

;.:.=~ :~ "'· .:·: ;:,1.•,; .. ¡..:::.a . .::u.JZS4,J11' 
, .... !';; :f,.-¡•(il• 
.'':~ .· : :, ... ; • .t: .. j •• (t:lli 'o 
:'~i:< ··\ .... J ·-.. ~ltor.3 ..... ; :~f .S1:~:JJ3(,j}Jti 

~ ··I' • : .. • ; 1 JJ • .f 1 ' ;:: :~". ' ' 

.4:r .-, ~·. J,-;; Jtt~.:::~ . .::,tf,JJ~t.Jl~~.:~ti 
; ~:!' ;; : ;; .. '! ' lirt 
.:r.c · ... · ... j6 • :: .,. ~1 • 41:.~1 i JI 
:i:t ~-· •·. 11 -:·· .:¡,;,,,;1:;,.:.i;.,;ur •• 1u4,;21e 
ii.:t:.,; • . ; •u.u 
;~1r ' : : ~ .,. 16 • J: .,. 6 · • lJ Jlti. ; U 
;5:> :, •'; ;:·· Jt~i .. 11:r.;u¡,Jl~t.31Blf,J2U 

l~Y •it'; J: 
l~cfi' ; : .;; .,. r~1 • '! • lii I 8 , 
:!>:~ .·li . : ; .• \, ;_:~,·.: :;-;., 1~..i;,1Jor.:?u,u1ti.u.:~.us~.;t•;,:~11.:1",1nt.~J;1 
;~cr 'il" :·-.:~~..11. u .l"CA - , - - - --

~'" r ~ da1 
• 1 

;.~:e :~• ;1 : : rn r 
; ~Ji ; : ~ : ; • 1 r~· J 
4!~~ ;: A,;;,;1:: j~1JJ· Ali;J H;],lJ s Qh)J¡ iLlf0 Z'2f 
JUi ,.,¡.· .·:: ~V"'J 16SI 
u:, i'. ~·.,.. 
:s.~i ~ '\;} z 9~ rJJJ 
;~.t1: ,:, = U11iV 
::5i .. ur11 
;!6~' : i:.1: • , 
16.·(' • :1!f~ • ' 
16JI ;:. :: d 
Hu iF ,; : : u~ro 2;sa 
Uir ¡r i: • J .;a~ 1'3~ 
~;"1i lf',2 !:"!. S% 
;;.; ¡ ' .'t.; :i".' • C131 - Ct2J 
;·;.1 !,~ = ! 1¡. ::·D • DW • DC1J 
}.141 ,.~ : ~ 

1i'S8 ~j ' jQli 1DC ' l , DJ • 2.1 
ilii ~~ ' :;: ". 1 4: VN 7:; lit.-Tü JSli,:·l!i,JJSi 
:1:1 t~ :: r • ~s 
:1s; Z." r CtJ •r:C • C•l, • C ti) 
rJI ¡41. ::111D~ • Dl1J • i:lll} 
18'; ÍIJ :: J 
2318 NS :: jr)R ·oc ~ ! , DD • 2' 
¡¡~; l~ r IJ:.•t: 5: Olí T4 .;v;c- jSii,1151,3311 
.'JJi :~ ' ,-, , F ' HS 
184~ ¡[ 11 1 1 JOTO ;96' 
~·ist 14 • i51 ,;or11 2a;1 
ie,; 11 • :s 
;Sil l11t ;:. ,¡¡r,1 4El.t3i,B!l,'JSI 
2ss; u li • J uoro 2''' 
11.:1 n • 5rT! • Sl 
:~r G6T(l 21Ci 
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!JJ~ 11:~ : i:T"'~ r &r. 
:.;:r ;.~;.'. :,:~¡ 

•. :.:e ~" ' : ;;:, r ¡¡~¡ 

:.:5, ~ilf :..;L;';ti!~$ L:,EA~l'(.'tf[ ltt':·C.'E/ij:CJ1TCS 
;Jet-:;=.-. :..11 • )'j,j.¡1 • HJ,:J • H2.11 + ui°,IJ. tl(i~Ú.· )(3,IH t ~0.11·. lX1J,l1 • ;u~.IJ) . . 
:.;·'4 ;¡: r.:.:1 • ui:.;, • nJ,;1. ttJ,IJ • n1,IJ1. •.Hi,n • rctJ,JJ. • r1J,11 • E1~.J1 "'YfJ,/J! "nt,IJ • 1CC1,JJ •u 

:.I• ·EiJ,J,1 •112,!1J '.. .· .- . 
. :.::~ i: = ill,O. m:.:1·· YtJ,IJ. xt¡,n. YcZ.IJJ 'XU,IJ •.tC'3,lJ. ni,n. (1~,11. 'f(J,IJJ.,. YU,IJ. tEl2,0 • • u 

J.: • !13,U • 1'1i.Z.•J . . 
·;:N :J, i :,/} • ~(j.:' .. !13,J • rc~.ll ,. E1J,]) ·- Clt2.I> • YfJ,I>t + Yil,lJ • IE;J,JJ - Ef1,}1' 
frrt' :.:. : ¡,;,u. Yi:.; .. - E•J,J:J_•, lll,Zt _• EO,Kf• ,()f2,(l .. t(J,lJI "tlJ,II. ~E13,.0 .. EiJ,A}) 
Jt'!r ;: , ·1:.ll. Elj,.'1 .. XiJ,11. !1];J) 'xu.I• •-iE·.;,JJ .. cu,:: .. + (0,JJ • :XíJ,IJ - );(2¡f)) 
Jt:r U , · •2.lJ 'EíJ,A 1 • XfJ,IJ • Eli,J1 'Xll,II • i!1i,U • [IJ,A'H t t1J 1KJ • 1X1J,IJ • H2,1)) 
:tit A! : :z ! :S:.42 ~ ~2 I PS:ill z lrJ I IJ$:&1 = IJ4 I V~:CJ 1 PS i IJS;C1 • ~6 I DS 
,::'.:~ J¡•~: ·~" - - :_ .. _ 
:t::.t :..:~~ .J,.2,1, • .t,,2,.2 .. 2,,;:,,4,.1 •• J,,J ,.4,l!.4,.2,.S,.t ,.S,.!,.&,.t,.6,1,8,l,~ .. 1.;2,.2-,1,1,.J,~1,,~.,; 1 .1,1,.2,. 

;-.. r .. : .• ~.1,.J .. 1 .. 4,r ,.J,.1,.4,.i,..t,s-,.•.~ •• s •• 1 .. ,,~ 
JN; r .:;~ ;2,.2, ,4,.:, .J,-.J, .s,;;, .6,.z ,e, ,.,,,,·,2,1,~,.:,e,.4,1, •. ,,1 
Jr:~ Ui~ r,,4,.2,.:,,.: .• 2,.:,.1,-.6,.t,.t,I.' 
.:::~ 5: f ' 

3r.:i J~L !J~ 

:u~ J1.1': 
;::~ ; .. " • ., ~go it1r,::4~.221e.ur1.1Jo,i;:e,2•1r.z•u.1•ttt,u1e,1~:1,JH1,J•11,3Si1 
.: l lt' i.lill~ : j • - -

JI jr T:~ •" • .lJTO 1Jtd ,::4\~. iz¡~ .i.:r~ -iJ48 ,iuc ,1"4i'8 .u Je ,:"4!i .201 ,isi~ ,JH', J41B,3Sll 
JUtt :.;.11 r ~; 

.::.~~ :; ... ·'. ;;·.;o 1ntt,.~tu.2ue.~u1,234s,23:s:urf.2•Je,:.:5c,:4u,:~is,J•4i,J41',35H 
j¡6tl(l.(J :!' 

¿;,·e ti .. ,·, J~T~ iuij .• :;.:.;.,221s.23r;,:3•e.~J:-ci,2•9i,:•JB,1•6',201.:s~,;.344e,347B,3511 
:ior ,\ : :; t PC • >:• : Zí',. DD • ., 
J!Jli ~n:.;. 
,;¡!'( (' .... ;~~~ 22ip,::A(,1]71.23~e.;14e,231a,utt,14!9.24/e,UU.2S~~.344~.347~.35JI 
:na >. : ; ... ltí • Y;I = ZD ' tD • t 
~:1:í• ::~ : .-:;o ~:.11,2:•i1.J138,325~ 
lHr ti;.¡ 1 ¡) f YJ • IAJ ,. 81 • r t ci • rJ I )QR 12'1 ·~Ji H% SOTO 2~J8,224~,22id,2J81,2JJi,2311,:4'8,i4J1\,~4:1,2419,i521,JH 

ti,jC(o,i~Jt:f 

J14t:f ~·:., ' ~ 1 IAJ t óJ • ~.,. Cl • !'J: ON ,\'X ~OTO .!:U,2Z-411;:27d,13~1.:i4P,.!J;/,l4C•Cl.:•u.:4of,l4Jr.:s:1,J.f,é,U1"f,JSll 
:~sr :: r. ' 1 wi>;o J:•~ 
:~:~ ;;~- : · • <A!,.:: • 1 '~·i • :i: ,w :tl GJU 11u.;:.,r.:2re.iJec.n•fj,zJ;~.1•~e,u;j1.~,!~,,(=~.:~~9.;,,,~.nu,3si1 
::•r ~!· :•fiJFtAL M!~L :.;AP!CIC 
;;;~ li = .-¿ • U I NH 
,:¡;~ ,1¡ r ~:.;·:. = J: iiCi~ 331B • 
:idir .i%-:; 
jjJ~ X : ::;·,: :: ~')TO J31& 
.:.1;,? ~I = j¡ • r:li2 = i 
;nr r,:; :: 1 1 ;1 11,; .. 1 
.íJ.tit J. : ~ ., ¡¡ • il:~;. = J: ~OTO 3311 
.:JSr 32' <J.' t F 
:.::~ lt!H ¡¡ 
::;t- :: = r • <cil '2 • a:1 ,11 
,;:~r ~" ~·. J:~\1 J6.:~.!:'6¡.¡¡~f,H!t:f,Ji,'8,ti.•f,l$1íl,1841 
:nr ;r, ;i;~!J.'A. s:":.~! HL ihAt!f1D . 
. =~.11• Cl ' C t tfC • X 
.:1:r ¡"\ r !· t ,,; ••. uu = t:~l .. "~ ¡ /flf 
j'2t' , : ! <:~~ : :i - 82 -
J4Ji1 í·!> JI'. CH:, JJ~~.JJir,JHrld1úi,JJ8P,311~ 
:.;-ft F1 1 1nr 
.. ,~ti ) = :,~:\~. J 13 



:.0!1 1 i . ~ :.' 1 ti: .. ~. z !4 
::t't ;, "· ;.;~~ J:tt1.:;.'i1 •. '!J!,JU~.::1t,JJtJ 
:~ :r ;: ' r; , Vtr 

J~jt;: ~; • ,;; ,. t • (2J ' 1 
::u .11 .,:·~ .¡,;() JJi11.JJ~;.;:st-,:t:•,JSJI 

;~:~ J.··~ ;;s1 
J!"i;zr 
g,:~ ;,,.;".; i~li 

- 83 -



<l/ST 

Jf W! SCL:.t::~.I/ l'E L~ lf~ifrl: !IEF P:JK liAUSS JURDAN 
2f' t•s :r ~· i.;.s t4 i 
3ti ;;11¡~ :s :' ·::.Ell DATos· 
.:t• H:"' :s:'HAítt'410S" 
.i; z.,r ... r \:¡<,:.u:!: I<tFiJill 
~r ::.I! 1· :.rf·: .·:.~ r . .:,."': w1 n.1!1: l:i.~ r1.n: rr,. ;m: ti:lf "111,11,. v 
ir Fa•:=: TU 1t: F\Jfl. ;= l 1011 "J 
,·r I:.PUT .~u.JJ 

El·>E!~ J,/ 
J: r:.~F:: = ! 'r': ~: r·~: = l il ~: ¡¡¡:ur u;,;.1 ,'llJ,IJ: 1'!XT 1,l 
$2 fljf.r I: J ;¡¡ C: !liF''.I':' H1IJ,!'flll: HDT I 
1e p,r.¡;,:;:sn'LVSE,·1'105" .. 
hlr F:Í! I = J TO H 
ur !F ~1;,v ( } ~ GJTti UI 
I~~ zr I ' /1 UOTü JO 
lil FO.I J • 1 ' l TO N 
u~ IF A1J,IJ \ ' ~ G1.1TO J7e 
ll8 HéXTI 
JU ficI!t'i ".'fAT•Hl S:Hüll¿Alc": SiGP 
1id ro 1: = r ro H,., 
ISd Z = ¡11;,~·i:.~11.XJ • AU,O 
mm.u• l 
288 mr1 
ne FCR .~ 1 " ,. J ro ¡ ST!P .. J 
~:ó A'1,:J : All,J> I MLIJ 
2jr NE1.1 1 
~.¡:tf f(IP. 1í = r TO H 
1~8 IF' •• a I :JOTO 196 
U~ FJF. J :r /1 ,. J TO l STCf • J 
;¿,·g ,w:.J•; = AtI,JI • AIA,ll • A<l,J) 
2St HHTJ 
HP HnT K 
J,'tl liHi l 
JI# 10C!'! 
:Sé FOt. l z J iO H 
~Stl ci :¡ = A :.H 1- P: .~E;.T I 
37~ F~·F. ¡ = /í ' J TJ l 
Ji~ :Ji!J z 4: HHT l 
f::fl ¡1J = (H.~1 141 
4U P,'::~· :s:s:.;:¡.¡ 1i;tTIFLI:A:·,1.'1ES• 
.fU ;t¡~· !S1'1i-!1! t!.;~~:.:.Ll(~Jt~E3• 
4~tl Pitl/i; 'I P~Ilf1 (: PP:HT /1 
4ii' f4·t J. i 1 10 E 
4°1'. ¡.:.¡fiT \i·!I: H!i1 l 
4.'> ;,;~ ¡ z l fo 1•: ru~ J r J ir· :: F~l!i~ Xc.1,lJ:• ,•:rO,lJ: HElT J,l 
411 F~;.'r ji J ili !: F•;H Utl•r•, ';01Z1: NUT l. 
-'~!' HIHT iS: .. CLt,$: ,,.~~;fLU~;tVRES• 
Hfl rr.:11; :·s;·~ • ., 1rr ¡ fAqTE• 
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¡ 
,pulfl CttElll~' 

dlST 

JI Rllf lflr J'P~~:-E 
11 DI"' 4°HRI (,, 
31 ffllli7 ;Jf:".·F-!1' l'!."ti;;_: .. ·.:.: .. ;:[5• 
" pq¡111 "'~·1:.i: ~n~=~~::J:.:)f:· 
~¡ :Nf,,i Ir: !ltrif': f: ;":.: !I': VI' ;,j.•; :.;~ t J,'11: l·!I' CA1C11 ;¡, EnEJ: -,!!f J1f1 
61 F9.'I I ' l TO i: ;,,;.~ • J1i•: 11[, t ¡ • 
11 FOk ! = J T(l r: Te~." r: 7~1 J1 ;11.:t•T lr.',!J.~O.;J: liflY ),1 
SI llJ? /ir:~.;~:;.~;,.~ :<t;•.Et·I·i ~ni; 
91 PH'fi ~·:·fL ·~c tu7::i:~A!·~RES': j,"'f! 
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CAPITULO VI 

- 89 -



Utili..ando loe m'todoe num,ricoe previamente expuestos, a co~ 

tinuacidn se presenta la aolucidn de loe sitruientee problemas: 

l.- Cálculo de los perfiles radiales y axiales de conversidn 

y temperatura en reactores catal!ticoe utilizando al mo­

delo de transferencia efectiva, 

~.- Cálculo de la distribucidn de temperatura en una placa 

metálica en la cual, se transfiere enere{a t~rmica en ºº!l 
diciones establee. 
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Chemical Engineering Kinetics. 

J,M,Smith. 2nd Edition. 

REACCJON DE OXJDACJO~ DE so2 

Calcular el perfil de distribución de temperatura y conversión 

en un reactor catalítico tubular para la reacción de oxidación 

de so2 ; comparar los resultados obtenidos contra los datos ª! 

perimentales reportados. 

Condiciones experimentales. 

Lu reacci6n se llev6 a cabo en un reactor tubular empacado 

con ~ranulos de catalizador de aldmina-platino (0.2" en peno). 

La temperatura del reactor fu~ controlada con una chaqueta ª! 

tern"• enfriada. con glicol a su temneratura de ebullición (197'0); 

la presión de operación fué de 760 mm Hg. 

diámetro del reactor 

diámetro granular 

densidad de empaque 

DR 

dp 

db 

Mezcla gaseosa de alimentación, 

" mol de S02 

% mol de aire seco 

masa velocidad 

- 91 -

yo 

ya 

G 

2.06 

1/8 

64 

6.5 

93.5 

350 

pulg. 

pulg. 

lb/ft3 

lb/brft
2 



Propiedades físicas. 

calor especi neo( aire) cp = 0.25 Btu/lb'I' 

calor de reacci6n DH =-22,700 cal/¡nnol 

Peclet radial Pe 9.6 

Peso moleculsr(mezcla) Plf 31.2 

Conductividad efectiva ke 0.216 Ptu/hrft'I' 

Velocidad de reacci6n global (gmol/hr g cat.) 

% de conversi6n de so2 

T\ 'U) o 10 20 30 40 50 60 

197 c.ocoo 0.(1(100 º·ºººº o. 0000 º·ºººº º·ºººº 0.0000 

350 t:'.üllO o.naso 0.0049 0.0031 

360 0.017? 0.0121 0.0078 o.c.047 0.0027 0.0018 

3ti0 t. 0325 fl.0<14 0.0143 O.Of\94 0.0060 0.0041 

400 (.,.0?70 0.035? 0.0239 o.0163 0.0110 0.0074 0.0048 

4t:,(J ~.OPJO 0.0518 0.0344 0.0236 C.0163 0.0110 0.0074 

440 r..1080 0.0752 0.0514 o. 0351 0.0236 0.0159 0.010< 

460 1.1460 0.1000 0.0674 0.0466 0.0319 0.0215 0.0138 

4t¡· 0.127b 0.0898 0.064¿ 0.0440 0.0279 0.0189 

500 0.1670 0.1220 0.0895 0.0632 0.0394 0.0263 

R.W.Olson,R.W.Schuler,and J.M.Smith 1 Chem.Eng.Progr.,.!§_,614(1950). 

Los datos anteriores se correlacionaron en el si,zuiente modelo 

matemático, utilizando el m~todo de mínimos cuadrados. 

RP(X,T)=exr(l.lOt92364-0.039979166lX-53l7464.55T-2 ·35 
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El modelo matemático que representa el comportamiento del rea~ 

tor sin considerar dispersi6n axial ee1 

dp(X,/r + ~)/Pe + Rp db PM/G yo - Xz = O 

ke(Tr/r + Trr> - Rp db IlH - G cp Tz = O 

condiciones frontera. 

X(r,O) o 
T~r 1 0) e f!r); 

Xr(O,z) o 
Xr(R,z) o 
Tr(O,z) o 
T(R,z) 197 •e 

o !:- r ,: R 

O"-zGLI· 

(1) 

(2) 

Aplicando el mátodo Crank-Nicolson, el sistema de RDP se tran~ 

forma en el sistema lineal: 

TN, j = 197 'C 

para i = l,l'i.:.1 O,M-1 
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donde 

para 

Al = l/h2 
- l/h

2
1 

A2 = l/h~- 2/h
2

+ 2Cl/kl 

A3 = l/h2 

A4 = -A3 

A5 = l/h2i+ 2/h
2

+ 2Cl/kl 

A6 = -l/h
2

i - l/h
2 

X - X N-l,j+l N,j+l ~-l,j - ~.j 

1 = l,N-l O,M-l 
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donde 

Cl e -G cp/ke Bl Al 

DI -Pe/dp !'2 l/h
2
i-2/h

2
+2DJ/kl 

C2 ··db DH/ke 1'3 h3 

kl ' h tamallo de la partición B4 A4 

D2 db Pe PM/dp G yo B5 l/h
2

i +2/h2 +2DJ /kl 

R6 A6 

Para j=O las ecuaciones de recurrencJa anteriores a~ rP.prese~ 

ta por el sistema matriciul1 

(!) 

A)( (JT) 

donde Xo, To son d&. tos frontera. 
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Selecci6n de la partici6n y de loe parámetros de convergencia. 

Perfil radial de temperatura para una profundidad de lecho de 

z=0.05 

el=0,001 e2=0.l el=0,0001 e2=0,001 

438,7 438.7 

438.7 437.8 

434,9 434.8 

413.9 413.9 

331.8 331.B 

197.0 197.0 

~ el=0.001 ~ 
W.=100 "1=1000 "1=2000 

439-3 440.4 440,3 

439,3 440.4 440,3 

439.0 440.2 440.l 

438.2 439.6 43q.3 

43¡;,3 437. <; 436.6 

431.6 431. 7 429.4 

419.8 417.6 412,3 

393.0 388.5 379,4 

351.0 339.5 328.0 

253.9 272.9 265,0 

197.0 ¡97.0 197.0 
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NzlO 

439,3 

439,3 
439,0 

438.2 

436.J 

431.6 

419.8 

393,0 

351.0 

253,9 

137.0 

~ el=0,001 ~ 
Nc20 

439,3 

439,3 

~39.3 

439.1 
438,9 

438.6 
4.\Fl.0 

437.2 

435,9 

433.8 
430.5 

425.2 
dl6.q 

403.8 

JE4.0 

352.4 

324.3 
262.9 

283,8 

257,2 

197.0 

Utilizando loa resultados anteriores, se proponen loe ai¡;:uie~ 

tes parrunetroa1 CON FINES DEMOSTRATIVOS 

M=200 N=lO el=0,001 e2=0.l 
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RESULTADOS. OX!DACION DE S02 

l."O El modelo matemático representa con buena aproximacidn 

el comportamiento del reactor, esto se puede apreciar en 

las tendencias presentadas en las gráficas I y rr. 

2 .O la conversidn promedio máxima calculada fu~ de 32.2" y se 

alcanzd B una profundidad de lech~ de 0.45 ft. (gráfica !J). 

),O Se obtuvo una temperatura máxima de 492.o•c en el centro 

del reactor y a una profundidad de lecho de 0.20 ft. 

4.0 Un aumento del 'l'!· en la conductividad efectjva, r>roduce 

una diam1nuci6n hnotn de 4'C en les cercanias de la pa­

re~ d•l CPDCt0r. (Ver tabla JJ) 

:;.o Cna variaci6n del 4~ en la capa·...:idnd calor:{fj en, T'lroduce 

cambios de l'C en el corazon del reactor. (ver tabla IJ) 

6.0 El número de Peclet radial (masa), ~o manifiesta cambios 

apreciables en los perfiles de conversión. (ver tabla Ir) 

7.0 la temperatura de la mezcla reaccionnnte en la entrada 

del reactor, es determinante en l~s perfiles de conver­

sión y temperatura. (ver tabla rr) 
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T A E L A J 

zpq 0.05 0.10 0.15 

r/ro X t X t X t 

o.o 0,;2240 442.l 0.4134 474.tl 0.5474 ~91.l 

0.1 0.2240 442.l o. 4134 474.e. 0.?474 4•.:1.1 

0.2 0.2233 441.6 o. 4085 471.9 0,5359 4r4.9 

0.3 0.2211 440.l 0.3972 4€.5.7 0.5118 r.72.g 

0.4 0.2152 436.4 o. 3744 454,0 0.4689 4<.1.G 

0,5 0.2008 428.5 0.3322 434,() o. 4003 4?.5. 4 

o.6 o.1n5 412.6 0.2632 :.02.a 0.3049 y1e.o 

0.7 0.1242 382.9 0.1725 359,0 o.19e8 34.°l. l 

o.B 0.0644 332.~ 0.0890 )OH.2 <J.112fl <94. 3 

0,9 0.0225 268.5 0,0412 252.5 0.0625 ?.4t.. 7 

1.0 0.0055 197.0 0,0241 197 .e 0.0454 197.(l 

zlft) 0.20 0.25 rJ.30 

r/ro X t X t X t 

o.o u.6337 494.2 0.6B4P· 483.2 0,'1107 468,5 

0.1 o.&337 494,;> 0.6848 483.2 0.7107 468.5 

0.2 0.6155 483.6 o.6609 473.5 0,6825 458,4 

0.3 0,5792 467.7 0.6151 455.8 0.6301 440,4 

0.4 o. 5199 444.l 0.5445 430,5 0.5529 415.1 

0.5 0,4339 412.4 0.4491 398.1 0.4541 383.6 

0.6 º· 3265 373.6 0.3386 360,l 0.3455 347.5 

0.7 0.2179 329,9 0,2332 318.8 0,2458 309.0 

0,8 0.1338 284.5 0.1530 276.8 0.1703 270,2 

0.9 0,0841 239.6 0,1049 235.7 0,1243 232,5 

1,0 0,0670 197.0 0.0878 197.0 0,1073 197.0 
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z(ft) 0.35 0.40 

r/ro X t X t 

o.o 0.7185 450.9 0.7134 432.1 

0.1 0,7185 45ü.9 0.7134 432.1 

0.2 0.6876 441.0 0.6609 422.6 

0.3 0,6312 423.4 0.6230 406,C 

C.4 0.'5511 39y.1 0.5430 383.2 

0.5 0.4530 369.3 o.441i3 355.5 

o.6 0.3.i,.3 335.6 0-3511 .\24.4 

o.·1 0,2563 300.1 0.2651 291.8 

u.6 0.1858 264.3 0.1997 256.9 

0.9 0.1422 229.6 0.1585 227.0 

J.C 0.1252 197.0 0.14H 197.C 
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T A B l A 1 l 

cp=0.25 ~ 
r/ro X t X t 

o.o 0.1132 421.4 0,1123 420.4 para z=Ot025 ft 

· O.l 0.1132 421. 4 0,1123 420.4 

c.2 0.1131 421...1 0.1122 420.3 

0.3 0.1127 421.0 0.1126 420.9 

0.4 0.1114 419.9 O.llll 419.7 

0.5 0.1070 416.l 0,1065 415.6 

0.6 0.094'/ ~Ofl.5 0.0939 407.6 

o.·¡ 0.074B 391. 7 0.0736 390.0 

c.8 0.0432 ..l~h. 4 0.0421 3~~.5 

0.9 0.0171 283.4 0,0168 279.2 

l,O º·ºººº 197 .o º·ºººº 197.(1 

ke=O. ?16 ke=0.230 
r/ro X t X t 

o.o 0.1132 421.4 0.1132 421.4 nora z=0.025 ft 

0.1 0.1132 421. 4 O.ll32 421.4 

0.2 0.1131 4<1.3 O.ll3l. 421..3 

0,3 o.n27 421..0 O.ll26 420.9 

0.4 0.1114 419.9 O. l.lll 419.7 .. 
0.5 0.1070 416.l. O.l.065 4i5;5 

o.6 0,0947 ~08.5 · cf~o939 ·-· L0?.6 • 

0.7 0.0748 391..7 0.0736 390.0 

o.6 0.0432 35B,4 0.0421. 355,6 

0.9 o.oi 7l. 283.4 O.Ol.68 279.2 

l.O 0.0000 197.0 o.cooo 197.0 

- l.Ol -



Pe=9.60 Pe=l0.00 
r/ro X 

---t 
X t 

o.o 0.1132 421,4 0.1132 421.4 para z:0,025 ft 

0.1 0.1132 421.4 0.1132 421. l 

0,?. 0.1131 421.3 0.1131 421.3 

0.3 0.1127 421.0 0.1127 421.0 

0.4 0.1114 419.9 0.1114 419,9 

o.~ 0.1070 416.1 L.1071 416.1 
(•,(' 0,0947 408.5 0.0949 408.5 

'v.7 0.0748 391.7 (),(.749 391.7 

o.8 0,0432 358.4 0,0432 358.4 

r.9 0.0171 283.4 0.0169 283,4 

1.0 º·ºººº 197.0 º·ºººº 197.C• 
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TABLA Il !cont.¡ 

Perfil t~rmico Il Perfil t&rmico !2 

r/ro X t X t 

o.o 0.1132 421.4 0.1133 421.4 tl&ra z=0.<'25 ft 

0.1 0.1132 421.4 0.1133 421.4 

0.2 0.1131 421.3 0.1133 . 421. 4 

0.3 o.un 421.0 0.1132 421.4 

0.4 0.1070 416.l u.11;¿4 421.2 

0.5 0.1070 416.1 0.11?~ ~ ~'{ • 7 

0.6 0,0947 406.5 0.1102 418.9 

0.7 0.0746 391.7 0.1032 41<'.5 

o.8 0.0432 358.4 Q.0850 389.1 

o.e¡ 0.0171 283,4 o. 061] ?03 .6 

l.t' º·ºººº 197.0 º·ºººº 197.0 

donde los pPrf'iler. t~l:"mi e oc en ~=0 son: 

T/l:"O JJ 12 

o.o 4·~ü 40() 

0.1 400 400 

0.2 400 400 

0.) 400 400 

0.4 400 400 

0.5 400 400 

0.6 395 400 

0.7 390 400 

o.a 375 400 

o.9 350 400 

l.O 197 197 
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TA ll I. A IIJ 

z( ft) x '!- convers16n promedio 

0.025 6.02 

0.050 11.75 

0.100 19.22 

0.1~0 23,98 

0.200 27.09 

(), 2~0 29.20 

O.JOO 30.63 

0.350 31.59 

0.400 32.21 
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t(ºC) 

500 

400 

300 

200 
o.o 

t( •e¡ 

500 

400 

300 

A experimental 

calculado 

lt. experimental 

• calculado 

0.5 

0.2 

grafica 1 

1.0 

z(ft) 
0.4 
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40 

20 

experimental 

z(ft 

0.2 0.4 

graficá Il 
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A'plicaci6n del método Crank-Nicolson para resolver el proble­

ma expuesto por G.F.Froment en el artículo 

"Fixed Fed Catalyt1.c Reactors" 

Tnd.Eng.Chem.Vol,59 1:0.2 Feb. 1967 

Diseño de reactores catalíticos de lecho fijo tasado en mode­

los de transporte efectivo. 

La reacci6n de oxidaci6n de o-xileno nara nroducir anhidrldo 

1'tálico, se lleva a caro en fase ense08R usando V205 como 

cataliz~dor, la estequiometr!a de la reacci6n es: 

k1 k2 
A -----~ B -----~ e A o-xileno 

-~ 
a1re 

¡; anhidrido ftál j co 
k3 e e bi6xl d~ monoxiclo ne y 

carbono 

caracteríoticas de la reacci6n. Bl o-xlleno es explosivo y 

la reacci6n es exotérmica. 

Para poder tener control t~rmico sobre la reacción, se usa un 

reactor multitubular em~acado con catalizador y enfriado nor 

una salmuera que transfiere el calor de reacción a un e:enerador 

de vapor. Se usa un exceso de aire de tal forma que la canee~ 

traci6n de o-xileno se mantenga debajo de su límite de explo­

sividsd (l")· 

-. 107 -



la temperatura de la salmuera ae mantiene constante a una te~ 
peratura To = 375'C, la traneferencia de calor ee manifiesta 

a travás de la tuberia y el mecanismo ea utilizado como una 

restricci6n en la frontera. 

Datos carscter!sticoa del sistema 

Reactor 

Diámetro de loa tubos dt 

Ni1mero de tut>oa Nt 
Lonr.i t11d del reactor LL 

Proniedudea físicas 

Fraccidn mol inicial de o-xileno 

Fracci6n u1ol inicie.1 de aire 

Calor de reacci6n (l) 

Salor de comtustion (3) 

0.025 m 

2500 

2 a 3 m 

Diámetro de los gránulou de catalizador 

Densidud do empaque del catalizador 

!i'asa \•elocidad 

Ho. l'e<:let mase radial 

No. Peclet térmico radial 

l-e:i:o molecular promedio 

coeficiente de transferencia de calor 

Gnpacidad C!llor!fica 

Difusividad térmica 

- toa -

'IAo= 

No 

111 

ll3 

dp ~ 

db 

G 

Pemr 

Pehr 

Pf,'¡ 

aw 

cp 

Lr 

0.00924 

0.208 

-307 Kcal/gmol 

-1090 Kcal/emol 

0.003 m 

1300 Kg/m3 

4684 KP'./m2hr 

10 

5.25 

29.48 

134 Kcal/m2hr'C 

0.25 Kcal/Kg•C 

0.67 Kcal/mhr'C 



Cin4tica de la reacci6n. Debido al exceso de aire, la cin4t!,. 

" ca se puede considerar como de pseudo primer orden. 

RA kl CA 0aire + k3 CA 0aire 

RB = kl CA 0aire - k2 CB 0aire 

RC k2 CB 0 aire + k3 CA 0aire 

Co = 0 aire 
CA = CAu(l-X-W) 

e = B ªAox 

RA = (kl+k3)CA
0

Co(l-X-W) 

RB = CAO Co(kl(l-X-W)-k2 X) 

RC CAo Co(k2 X + k3(1-X-W)) 

In kl 

In k2 

In k3 

-22700/l.98(T+To) + 19.837 

-31400/l.98(T+To) + 20.86 

-28600/l.98(T+To) + 18.97 

Sin tomar en cuenta la difusi6n axial, el comportamiento 

reactor puede ser representado por el sistema de EDP: 

xz al(Xrr + X/rl + bl RB (!) 

wz al(W + W/r) + bl RC (!!) rr 
T = a2(Trr + T/rl z + b2 RB + b3 RC (Hl) 
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donde z z/dp r = r/dp T T-To R R/dp 

al = l/Pehr a2 = l/Pemr 

bl = db dp PM/G NAo 

b3 = db dp(-H3)/G cp 

condiciones frontera 

X(r,O) = o 
Xr(C.,z) = o 

!'r(0,2) = O Tr(R,z)= 

b2 = db dp(-Hl)/G cp 

W(r,O) =o o~ r ~ R 

Wr(O,z) o o~ z ~ LL 

T(R,z) o o .i: z ~ LL 

-aw dp T/Lr o ~ z ~ LL 

al aplicar el método de diferencias finitas Cranlc-Nicoleon a 

las EDP y eue condiciones frontera se tiene1 

b2RP/a2 - b3Rc/a2 

donde i l, ••• ,N-l l, ••• ,M-1 
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RB (RB1 j+RBi,j+l)/2 
Cl s l/2h~ - l/2h2i 

C2 = l/2hzi - l/a2 k - l/h2 

C3 l/h2 

C4 -C3 

C5 -l/a2 k + l/2h2i + l/h2 

C6 -l/2h2 
- l/2h2i 

para i = l, ••• ,N-1 y algun valor de j, las ecuaciones anterio 

res generan el sistema lineal siguiente: 

DI Tj+l = Bl Tj + RB(X,'11,T) + RC(X,'11,T) 

para la variable convereidn ºX 11 y "W" se tiene 

donde i l, ••• ,N-1 1, ••• ,M-1 

RB (RBi' j+RBi, j+l)/2 

Al l/2h
2

- l/2h
2

i 

A2 l/2h2
i - l/al k - l/h

2 
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A3 l/2h2 

A4 -A3 

A5 -l/al k + l/2h2i + l/h2 

A6 -l/2h
2
- l/2h

2
i 

para i = l, ••• ,N-l y algun valor de jn las ecuaciones anteri~ 

res generan N+l incdgni tas de la variable "X" y(N-l )+l ecua­

ciones linealmente independientes por lo tanto, es necesario 

poner una restricci6n adicional para que tenga solucidn el si~ 

tema. En tase al comportamiento típico de los reactores, se 

propone Xr(R,z) = O O ~ z k LL (REF.2). En diferencias 

fini tRs la restricci6n anterior será: 

El sistema lineal asociado para la variable convereidn es: 

B2 Xj + RBl(X,'.l',T) 

B3 Wj + RCl(X,W,T) 
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~elecci6n del tamaño de la part1ci6n N,M y de los errores de 

convergencia. 

Pba. #1 z = 0.02 M = 100 El = 0.001 E2 0.01 

perfiles radial e E de temperatura 

N=5 N=10 Ncl5 N=20 

3.153 3.166 3.168 3.168 

3,153 3,166 3,16e 3,168 

3,098 3.156 3.164 3.166 

2.959 3,139 3.157 3.162 

2.613 3.109 3.146 3.157 

1.742 3.063 3.132 3.150 

2.989 3.112 3.140 

2.871 3.084 3.128 

2.683 3,047 3.113 

2.385 2,996 3.094 

1.908 2.927 3.069 

2.833 3.03!l 

2.'704 3,01)0 

2,729 2.951 

2.290 2,889 

1.963 2.812 

2.714 

2,591 

2.435 
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P R U E B A # 2 

z = 0.02 N = 10 El = 0.001 E2 = 0.01 

perfiles radiales de temperatura 

•1 = 100 M = 200 fil = 500 

3.166 3.183 3.183 

3.166 3.ló3 3.183 

3.156 J.175 3.175 

J.139 3.159 3.158 

~.109 \.128 3.127 

J.063 3.07~ 3.073 

2.989 2.987 2.984 

< .B71 2.846 ?..ó42 

~.683 2.628 ?..623 

r'. ~~~) 2, v~4 2 •. lC'l 

1.908 1.343 1.840 
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PRUEBA #3 

z = 0.002 N = 10 El e 0.001 E2 

perfiles radiales de temperatura 

11'. = 1000 M = 2000 M = 4000 

0.305 0.305 0.305 

0.30~ 0.305 0.305 

0,305 0.305 0.305 

0.305 0.305 0.305 

0.305 0.305 0.305 

O. jO? 0.305 0,305 

O.J05 0.305 o. 305 

0.305 0.305 0.305 

0.301 0.302 o. 302 

0.288 0.287 o. 287 

0,231 0.230 0.229 
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p R U E B A ff 4 

z 0.002 N = 10 11! 500 

perfiles radiales de tempei:atura 

El 0.001 E2 = 0.01· El 0.0001 E2 0.001 

0.305 0.305 

0.305· 0.305 

0.305 0.305 

0-305 0.305 

0.305 0.305 

O.JO~ 0.305 

0.305 o.305 

0.304 0.304 

0.288 0.288 

0.231 0.231 

Resultados. La Pba#4 muestra que es adecuado ol valor del error 

de convercencia El ~ o.orn E2 = ;;.01 

J,a t'ba#l muestra que para fines demootrati vos es posible uti-

1; zar U = 10 (tiempo de mnquinn) 

la Pbn#2 muestra que se deberá seleccionar 1<1=200, <fata varia­

Cle tiene gran influencia sobre los resultados. 

IJe bido ul consumo de tiempo máquina se propone utilizar con 

fines demostrativos los parrunetros1 

N=lO M=200 El=0.001 E2=0.0l 
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RESULTADOS. OXlDAC!O~ DE 0-X!LENO 

1.0 Los resultados obtenidos fueron comparados contra los pr~ 

sentados en le referencia R. 3 (ver ¡Táficas 111, IV, •I) 

y se considera que son semejantes por lo tanto, laR con­

clusiones presentadas en dicho artículo son aplicables 

al presente problema. 
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T A B LA l V 

z~ml 0.02 0.04 

r/ro xx103 Wxl.0 4 
T X Wxl.03 T 

o.o 6.0000 7.0000 3.18 0.0125 1.5000 6.45 

O.l. 6.uooo 1.0000 J.lB 0.0125 l.5000 6.45 

0.2 6,0000 1.0000 3.17 0.0125 1.5000 6.40 

0.3 6.0000 7.0000 J.15 O.Cl.25 l.5000 6.30 

0.4 5.9000 1.0000 3.12 0.0125 l.5000 6.16 

0.5 5,9000 7.0000 3,07 o.~124 l.5000 5.94 

o.6 5.9000 7.0000 2.99 o.t'l.24 l.5000 5.65 

0.1 ~>.9000 1.0000 2.84 o.o;.23 l.5000 5.26 

o.B 5.9000 7.0000 2,6) 0.0123 l.4000 4.74 

0.9 5,9000 1.0000 2.30 0.0122 l.4000 4,09 

i.o 5,9000 1.0000 l,84 0.0122 l. 4000 3.27 

z(m) 0,076 o,;i.:¡2 

r/ro lC Wxl.03 ·e X wx103 T 

o.o J,0258 3,1000 n.&4 o.05E~ 1.0000 20.98 

0.1 0.0258 3,1000 11,84 o.05~R 7,2000 20.9fl 

0.2 o.02?!l J.l.000 ll,Gg o.<:5é6 7,1000 20.64 

0.3 0.0257 3,1000 u.41 0.0582 7.1.000 20.02 

0,4 0.0255 3.0000 ll.Ol o.0577 1.0000 19.15 

0.5 0.0254 3.0000 10.47 0.0572 1.0000 16.03 

o.6 0.0252 3.0000 9.'19 0.056'5 6.9000 16.66 

0.7 0.0250 3,0000 8.96 0.0560 6.8000 1.5.07 

o.a. 0.0246 2.9000 ?.96 0.0556 6.7000 13.24 

0.9 0.0247 2.9000 6.79 O.C553 6.7000 11.21 

l.O 0.0247 2.9000 5.43 o.0553 6.7000 8.97 
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z¡m~ 0.018 0.224 

r/ro X Wxlo3 T X w 
o.o 0.0722 B.9000 23.75 0.0944 o.ou.B 27 .59 

0.1 C.0722 8,9000 23.75 0.0944 0.0118 27,59 

0.2 0.0719 B.9000 23.35 0,0940 o.ou.B 27.10 

0.3 0.0715 B.Booo 22.63 0.0934 (1.0117 26.?3 

0.4 c,0709 B.7000 21.61 0,0926 0.0116 2?.00 

0.5 C,0702 B.6000 20.}0 0.0917 0.0114 2),44 

0.6 0,0694 B.5000 18.73 0,(1907 0.0113 21.57 

0.7 0,0687 B.4000 16.'?0 0.0898 0.0112 19.41 

o.a C.0681 8.3000 14.82 0,0891 o.cn.11 16.99 

0.9 0,0678 8,3000 12.53 0.0886 0.0110 14.33 

l.O C.0678 e.3000 lC.C? 0.0886 0.0110 11,47 
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T A B ¡,A V 

cp=0.025 cp=0.26 

r/ro XxlO) Wxl04 T Xxl03 Wxl03 T 

o.o 4,7000 6,0000 2,53 4.?000 6.c>ooo 2.43 

0.1 4.7000 6,000C 2,53 4.7000 6.0CJOO 2,43 

0,2 4. 70Cl0 6.0000 2.52 4,7000 6.0000 2.42 

0.3 4,7000 6.0000 2.52 4.7000 6,0000 2.41 

0.4 4.7000 6.0000 2.50 4. ·rooo 6.0000 2.40 

0,5 4.7000 6,0000 2.47 4,7000 6.0000 2.37 

0.6 4,7000 6.0000 2.41 4,7000 6,0000 2.32 

0.7 4.7000 5,0000 2.32 4,7000 5,0000 <?.22 

o.6 4.7000 5.0000 2.16 4,7000 5.0000 2.07 

0,9 4.7000 5,0000 l.90 4.7000 5.0000 1.83 

J.O 4,7000 5.0000 l. 52 4,7000 5.0000 1.46 

Phr=5.25 Phr=5.80 

r/ro X:x10 3 wx104 T Xx103 wxio4 T 

o.o 2.3000 3.0000 l.:'4 2.3000 3.0000 1.24 

D,l 2,3000 3.0000 l.2~ 2.3000 3,0000 1.24 

0.2 2.3000 3,0000 l.23'l ~.3000 3.0000 1.24 

0.3 2. 3000 J.0000 l.239 2.3000 3.0000 1.239 

0.4 2.3000 3.0000 1.237 2,3000 3.0000 l.238 

0.5 2.3000 3.0000 1.233 2.3000 3.0000 1.235 

0.6 2.)000 3,0000 1.224 2,3000 3.0000 1.227 

0.7 <:.3000 3,0000 1.201 2.3000 3.0000 1.207 

o.8 2.3000 3.0000 1.149 2.3000 3.0000 1.158 

0.9 2.3000 3.0000 1.038 2.3000 3.0000 1.050 

l.O 2,3000 3,0000 0.830 2.3000 3.0000 0.840 
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TA B LA V I 

z(m) x w :r 
0.004 0.0011 0.0001 0.58 

0.020 0.0059 0.0007 2.72 

0.040 0.0123 0.0015 s.11 
0.060 0.0192 0.0023 7.25 

0.060 1),0266 f),0032 9.19 

0.100 0.0344 0.0042 10.98 

0.120 0.0425 0.0052 . l~.61 

0.140 0.0599 0.0063 14.13 

0.160 0.0691 0.0074 15.53 

0.160 0,0691 0.0066 16.83 

0.200 0.07b6 0.0099 lfl.04 

0.224 0.0935 0.0114 19.38 
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Anál.ieie Num~rico 

Richard L. EUrden 

J. Douglae Faires 

Tercera Edición 

Utilizando el Y~todo del Elemento Finito, obtener la distri~ 

ción de temperatura U(x,y) en una región D donde se manifiesta 

una transferencia de calor en r4gimen permanente. En estas 

condiciones la temperatura satisface la ecuación de lanlnce 

en D 

las restricciones en la frontera eons 

U(x,y) 4 para (x,y) en L6 y (x,y) en L7 
Un(x,y) : X para (x,y) en L2 y (x,y) en L4 
Un(x,y) y para (x,y) en L5 
Un(x,y) (x+y)/2 para (x,y) en L1 y (x,y) en 1

3 

donde Un(x,y) es la derivada d;reccional en la dirección nor­

mal de la frontera rle la regi6n D. 

·4 

L1 

L7 
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DlSTRJPUCJON TER!(JCA EN VNA REGJON "D" 

RESULTADOS, 

1.0 La soluci6n presentada es semianalítica y consiste de la 

uni6n de planos cuyo dúminio es un conjunto de elomentos 

triangulares, 

2,0 51 máximo error relativo comparado contra la soluci6n 

real íüé, 0.15% 
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TAFLA VII SOLUCTON DE LA EID' EI,JPT!CA 

U(x,y) = A + E X+ C y para (x,y) en el triángulo "k" 
A B e k 

4.00000 0.18861 0.00000 l 

3.93733 0.20889 0.29306 

3.95944 0,10139 0,39750 3 

3.95467 0,07556 0.57444 4 

4.00000 0,18861 0.00000 5 

4.00000 0.00000 0.16861 6 

3 ,97911 0,10444 0.18861 7 

4.00000 º·ººººº 0.29306 8 

3.95822 0,01044 0.39750 9 

4,00000 0.00000 0.49889 10 

TABLA VJIJ 

X Tk u u• u-u• 
O.l 0,25 l 4.<n&8 4.0250 0.0062 

0.1 o.o~ 2 4.0094 4.0050 n.0044 

O.l 0.15 ? 4.0188 4.0150 0.0038 

0.3 o.o~ p, 4.0146 4.0150 0.0004 

o.3 0.15 2 4.0439 4.0450 0.0011 

o.5 0.05 10 4.0249 4.0250 0.0001 

0.05 0.10 5 4,0094 4.0050 0.0044 

0.35 0.10 9 4.0345 4.0350 0.0005 

donde u• = xy + 4 es la soluci6n real 
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La exactitud de loe resultados calculados depende básicamente 

del tamaño de la partición, de las características del siste­

ma de ecuaciones equivalente a la EDP, del método numérico 

utilizado para resolver dicho sistema y de la precisión de la 

computadora. 

Aun cuando ee calcule con exactitud la solución numérica de 

la EDP, puede no representar adecuadamente el comporta.miento 

real del sistema físico en estudio (ver oxidación de so,) por 

lo tanto, es necesario ajustar la eolucidn num~rica con obse!: 

vaciones experimentales. 

La computadora utili zRda para desarrollar lon .-r¡étodos ntim~ri -

coa está limitada en capacidad, velocidad y precisión por Jo 

que no t·uJ poni ble hacer un análi oi & comrile to de converPenci H. 

y estabilidad del m.ftodo numérico, sin embargo, la selección 

del twnario de po.rti ci 6n y de los factores de converrenciR fuá 

adecuada para obtener resultados con ruena anroximacidn a los 

reportados en la literatura. 
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Recomendaciones para la selecci6n y programaci6n de los métodos 

numéricos. 

l.O Clasificar la ecuaci6n diferencial segihi la re~la del 

discriminante en: 

Hipcrb6lica 

Parab6lica 

1-:lÍptica 

~.o Seleccionar el m6todo numérico de acuerdo al tipo de ecu~ 

ci6n: 

f.'ETODO 

!Jiferencias Pini tas 

F;l emento Finl to 

Curvas Características 

ECUACTON DTFERENCTAL 

Hlperb6lica, Parab6lica, Elín­

tica. 

IUÍptica 

111 perb6lica 

3. o 1t.6todo de Diferencias F'ini tas 

~.l Aproximar lae derivartae parciales por cocientes de dife­

rencias finitas cuyo orden de convergencia sea O(hn) para 

n;i.2. 

3.2 verificL~ que el nllinero de variables dependientes sea 

ié'Ual al nllinero de ecuaciones linealmente independientes 

disponibles. 

3.3 Ordenar cuando sea posible la matriz princinal de tal fo~ 

roa que sea estrictamente dominante diagonalmente (apendice A) 
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3.4 Seleccionar el tamarlo de la nartici6n usando los criter1oa 

de convergencia, estabilidad y capacidad de la computadora 

3.5 Resolver el sistema lineal utilizando alguno de loe méto­

dos presentados en el apéndice A. 

3.6 Hacer pruebas de respuesta del proBTams al cambio de las 

propiedades fisicoquÍmicas del sistema y evaluar si es 

normal dicha respuesta. 

4.0 rétodo del Elemento Finito 

4.1 Obtener la integral asociada a la ecuRc16n diferencial y 

restricciones en la frontera. 

4.2 Seleccionar el nW.ero de triángulos en <ase a la cnnaci­

dad de la computadora; el tamano de la ~atriz nrincipal 

as (E+l)(E+l) donde F. es el n6mero de nodos deoconocidos. 

4.3 Acomodar los triénguloa frontera de tal forma que sus l~ 

dos ( Uoe má:x. j Henn colineales con la frontera. 

4.4 controlar el tipo de triángulos, en el nro,!ITnma exnueeto 

sdlo ee permiten cuatro posibilirlodes. 

4.5 Calcular las integrales dobles rle funciones lineales, ut!_ 

lizandC> el m<hodo del trapecio; si ln función a 1nte¡,rar 

es no lineal se puede uear el método de Simphson u otro 

más eficiente, 

4,6 Acomodar la ecuaci6n principal cuando sea posible de tal 

forma que, sea estrictamente dominante diagonalmente. 

4,7 Resolver el sistema lineal utilizando el M<Ítodo SOR, 

4,8 Hacer pruebas de respuesta (ver Diferencias Finitas), 
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APE,.DTCE A 

hspectos importo.ntos de las t~cnicas iterativas para la reso­

lucidn de sistemas lineales. 

uoi'inicicSn. Una matriz A de n x m es un arreglo rectangular 

de elementos con n renelones y m columnas. 

uefinici6n. Una matriz trianf'Ular superior U de n x n 

tiene para catla j, los elementos 

o para cada i=j+l,j+2, ••• ,n 

Definici6n. Una matriz trián~'Ular inferior L de n x n 

tiene para cada j, los elementos 

o para cada i=l,2, ••• ,j-1 

Definici6n. una matriz diaeonal D de n x n tiene para 

c~da i, loa elementoB 

d .. 
1J 

o para i I j 

Definici~n. Una matriz A de n x n es estrictamente dominante 

diagonalmente siempre que: 
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n 

iªull > .L ua1 ;1i1 
j=l 
j;li 

Definici6n. La tranepuesta de une mRtriz A de n x m deno­

tada At , es una matriz de n x m cuyos elementos aon: 

Definici6n. Una matriz A de n x n se llama nositíva defini­

da si 

para todo vector x I O 

Definicidn. Una norma matricial en el conjunto <le todan la!> 

matrices reales de n x n es w1a funcidn de valores reales 

jJ • J! 1 definida en esto conjunto qui:: ?r""lti~face. r>aru toc\éia las 

matrices A y P de n x n y todo nWnero real k: 

1.- ¡,A 11 ~ o, 
;:.- I!;. !I o ~i y a6lo si A e 
j.- 1lK Aij ;kJ 11 Ali 
4.- !:A + B!' $. i!All + llBll 

5".- !IA DI! ~ llAli il Bil 
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TEOREIM, Si 11•11 es cualquier norma vectorial en Rn , en­

tol_'lceat 

ti Ali máx 11 Ax li 

,,xu = l 

def'ine una norma matricial en el conjunto de las matrices re!!. 

les de n x n , la oual se ll!lllla norma natural. 

En general las técnica~ iterativas transforman el sistema 11-

neH.l Ax = b en W1Et auceaidn definida por 

• c ••• (l) 

reorcma. Para cualquier xº en nn, la sucesidn definida 

?Or (l) converge a la solucidn linica 

!olé todo 

'Jause - Seidel 

Jacohi 

5 O R 

x T :< + e si y e o lo ei 'I Tll < l 

º' stem::i. lineal equivis.1t"'nte 

k+l 
X = 11. 

X + 

donde w es un real nositivo 
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Teorema. Si la matriz A es estrictamente doininante diagonal­

mente entonces para cualquier valor de x0
, el M&todo de Jacobi 

y Gauss - Siedel convergen. La razon de convergencia depende 

de 11 T h y por lo tanto el m&todo que converge más rapidR111en­

te es aquel en el cual '1 Tll sea mínimo. 

Teorema. Si ªii I O para cada i=l,n entonces, el método 

SOR converge a la aoluci6n de A x = b si y solo si 

o <. w <. 2 

Teorema. Si A es positiva definida y O < w < 2 entonces 

el m&todo SOR conver.,e para cualquier elecci6n de x0
• 
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TABLA DE TRANSFORMADAS 

f(u) 

l/(p2+ 1)(1-exp(-p)) 

exp(-k/Jl)/n 

exp(-k/p)/:>QR(p) 

exp(k/p )/SQR( p) 

exp(i</p)/p3/2 

exp(-k/p)/pj j>O 

exp(-k SQR(p))/p 

cxp(-kSQR( p) )/SQR(p) k ~o 

j >o 

f(t) 

een t cuando (2n=2) TI' < t < (2n-l) 
O cuando (2n-l)'!r <t < 2nrr 

COB (2 SQR(kt))/SQR(JTt) 

cosr. (2 SQR(kt))/sQR(Tl"t) 

sen ( 2 :>QR(kt) )/SOR( lT k) 

senh (?. SQR(kt) )/SQR( 1T k) 

(t/k)(j-l)/2J. (2 SQR(kt)) 
J-1 

erfc(k/2SQR(t)) 

exu(-k?4t )/SQR( 1Tt) 

una tabla mas extensa puede ser consultada en la REF.7 
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