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INTRODUCCION:

la Ingenierfa Qufmica aplica los principios Cient{ficos, Boo
némicos y Sociales en el diseflo de procesoe y ednipo de pro-
ceso, con los cuales se transforma la materia, ya sea en su

composicién, estado ffsico o contenido de energfa, generando
bienes econdamicos y sociales. En la et&pa'de diséﬁo 8e idea
1iza el comportamiento de equipo mediante modelos matemfti--
éoa,yéu&a solucidn se acepta comec una buena aproximacién del
cémﬁortamiento real y es utilizada para dimensionar el equi-
pa.

Lbﬂ modelos matemfticos mds comunes en procesos quimicoe de
rcdntacto cpnt{nuo, son Ecuaciones Diferenciales Parciales
(RIP) que en general, no tlenen solucién analftica o es muy
éomblicado el obtener djcha solucién; para facilitar la solu-
»cidn-d.l problema se pimplifica el modelo matemdtico a un ni-
vel tal que, se pucde obtener una solucién eﬁalftica; sin em—
‘bargo la solucién as{ obtenida puede no representar correcta-
mente el comportamiento del equipo. Esta problemética puede
ser evitada haciendo uso de téonicas numéricas las cuales, no
invélucren alguna simplificacidén del modelo matemético ‘del
proceso de tal manera que, la sBolucién se aproxime al compor-
tamiento real.

El presente trabajo se he elaboradoc como un apoyo diddctico,
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para la resolucién de probiema.a que ‘involucren EDP utilizando
T&cnicas Némericms programadas en-lengumje PASIC. El uso’ de
computadoras evita que el usuario deba tener una fomacién
avanzada en matemdticas para resolver problemas de interes in
mediato, fortaleciendo su formacién en la parte fenomenolSgi-
ca de la Ingenierfa Qufmica.
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GENERALIDADES SOFRE ECUACTONES DY FERENCTALES PARCTALES

Una EDP es una regla de correspondencia, la cual relaciona
una funcidn desconocida con las derivadas narciales (respecto
a dos o mds variables independientes) de dicha funcién.

A continuacidén se presentan algunos asnectos importantes de

éste tipo de ecuaciones.

£1 DOMINIO de una EDP es una regidn definida y delimitada,
por jog valores gque se asignan a las variables independientes

de la ezumcidn diferencial.

Las condiciones en la frontera e inicieles, son funciones o
evuacioncs diferenciales aefinidas sobre el contorno del domi
nio de la EDP.

Considerese la siguiente EDP definida sobre el do}ninio "p"
F(xry'uvuxtuxxluxy) =0 e e e (1)

1a SOLUCION de la ecuacidn anterior, es cualquier funcién
U(x,y) cuyas derivadas parciales UysUxxsUxy existen en cada
punto (x,y) del dominio "D" (excepto auizds en la frontera) y
oue al ser sustituidas en la ecuacién diferencial, se cumple
la identidad (i),



LINEALIDAD Y ORDEN. Se dice que una ecuacién diferencial paxr

cial e8 lineal, si estd o se puede expresar en la forma!
A(x,y)Uxx+B(X.y)ny+C(xyy)Uyy+D(X.y)UX+E(x,y)Uy+F(X.y)U = G{x,¥)

una de les propiedades mds importantes de la EDP lineales es
la siguientet "3i existe un conjunto de soluciones de la EDP,
entonces una combinacién lineal de &stas, tambien es una su-
lucién de la EDP".

U = aUl + bU2 + 0 . e+ jUn
El orden de la derivada superior de una EDP, se considera co-
mo el orden de lu ecuacidn diferencial; por ejemplo la sigui-
ente EDP es de orden dos:

Uxx+ Uy- al = 0

Clasificacién. En el andlisis de la mayoria de sistemas dind
micos ya sean ffsicos, oufmicos, biolégicos, econdmicos,etc.
surgen EDP las cuales contienen derivadas parciales hasta de
segundo orden; detido a ésto las EDP de segundo orden son las
més ampliamente estudiadas y es conveniente clasificar las

EDP en términoa de las de segundo orden.

Esta forma de clasificacién es aceptable ya cue las ecuacio~

nes diterenciales de primer orden frecuentemente se pueden re
ducir a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y las
de orden superior se estudian basandose en las técnicas exis-—

tentes para las de segundo orden.
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Regla del discriminante. Esta forma de clasificacién se fun-
damenta en log operadores diferenciales siguientess

a) Operador de Laplace o elfptico.

b) Operador de Difusidn o parabblico.

c) Operador D'Alembert o hiperbdlico.
Bl operador elfptico surge en problemas donde intervienen fuer
zac conservativas, se denomina frecuentemente operador de po-
tencial. El operador parabblico surge en problemas de difu-

9ién ya sea de masa, calor o momentum.

Bl ovperador hiperbdlico surge en fendmenot de cardcter ondula

torieo.

ILa regla del discriminante, estatlece una ecuacidédn generaliza-
aa (i), definiendo el diueriminante de dicha ecuacién por

{ii) y clasifica las EDP con base en el valor de su discrimi-

nante.
AU+ 2Bny+ cuyy+ DU_+ Euy+ FU + G = O (1)
DISC. = AC - B2 (i1)
EDP DISC.
ELIPTICA POSITIVO
PARAEOLICO CERO
HIPERBOLICA NEGATIVO




Es convehiente mencionar aue’ J.as Em’ se-han olaaifica.dn con
base en su comportamiento 'y por 1o tanto una misms ecuacién se
puede ‘clasificar de diversas formas; la s:.guiente ‘EDP nurge en

la dindmica de los gases y tiene tres nomportamientos:

Vo + Uy =0

st y>o0 flujo subsbnico . . . elfptica
Si y=0 flujo sénico « « . . . parabdlica

8i y <90 flujo supersdnico, . . hiperbdlica

-12 -
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GENERALIDADES SORRE MODELOS DE EDP UTTLIZADOS EN ING. QUIMICA

El tratamiento matemftico de los procesos qufmicos consta de
las siguientes etapas fundamentales: '
1) Expresién del proceso quimico en lenguaje matemdtico.
2) Resolucidn del modelo matemftico.
3) Interpretacién de los resultados obtenidos.

Expresidn del proceso qufmico en lenguaje matemftico.
El andlisis de los procesos quimicos consiste en determinar,
loas cambios producidos sobre la materia al interaccionar com
alguns forma de energfa motriz, para proporciornar un material
procesado. Para poder cuantificar dichos cambios, se asigna
un conjunto de variables independientes y dependientes a ias
propiedades mensurables de la materia y energfa, establecien-~
do ademds las relaciones existentes entre las varialbles y n&a—
rémetros del proceso usando para esto, los siguientes princi-
pios fundamentales, los cuales se han comprotado exvrerimental
mente.

1) Conservacién de materia y energfa.

2) Direccidén natural de los procesos espontdneos.

3) Equilibrio fisicoquimico.

4) Cinética de las reacciones quimicas.

El conjunto de relaciones as{ obtenidas se denomina MODELO NA
TEMATICO e idealiza el comportamiento real del proceso quimi-
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co; se pueden formular diversos modelos metemdticos de un mis

mo proceso dependiendo del grado de aproximacién deseado.
Conceptos fundamentales para la formulaciédn de una EDP

EZn sistemas macroscépicos, la naturaleza discreta de la mate-
ria y energfa, se considera como una distribucién continua a
truvés del espacio y se representa por una funcién continua

de 1la posicidn.

En los procesos quimicos donde ocurren cambios continuos sobre
la meteria, ye sea en su composicidn como en su contenido de
energfa, la relecién existente entre las variables independi-
entes y dependientes de dicho proceso, deterd ser continua.

E1l postulado ‘anterior es suficiente para asegurar en términos
matemdticos, la existencia de las derivadac parciales y de la

diferencial de las variables dependientee.

Un ELEKENTO DI FERENCIAL es la fracciédn mds pequefia de un sis-
temn, el cual contiene una cantidad suficiente de moléculas,

de tal forma que sea v4lido hacer nromedios estadfsticos.

Una propiedad puntual es un promedio estadfstico de la canti-
dad de meteria o energfa de las moléculas, contenidas en un
elemento diferenciml. Para facilitar el tratamiento matemdti

co, el concepto de elemento diferencial y propieded puntual
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se pierde como se puede observar en la siguiente definicidn:

4 = lim (w/v) a = 1im (w/v)
Vv v~+0

a densided

Vg elemento diferencial

A continuacidn se presenta un protlema de transferencia de ca
lor, en el gue se tratardn algunos conceptos adicionales como
son: condiciones en 1a frontera, seleccién del elemento Aife~
rencial, discontinuidades y significado ffsico de la EDP asmo-~
ciada.

Un fluldo viscoso es transportado por un sistema de bombeo a

través de una tuberie expuesta al medio amtiente.

Se desea hacer méds econémico el transporte del fluido; para
lograr ésto, se propone disminuir la cargas de hombeo precalen
tando el fluide y aislando térmicamente la tuberia.

Para evaluar si €ste nuevo 9istema es m8s econbémico, es nece-
surio estimar la energfa t€xrmica disipada al medio ambiente y
la temperatura del fluido en la salida de la tuberia.

Descripeciédn del problema.
El objetivo princiral es la evaluacién de las pérdidas de ener
gfa a través de la tuberia, para lo cuml se impondrén las si-~
guientes condiciones:

- 16 - -



1) La tuteria esté aislade térmicemente en forme homoge
nea e instaelada horizontalmente.
2) lLa temperatura del medio ambtiente es constante.

3) EY régimen de flujo es laminar en eetedo estatle.

Loe resultados obtenidos solo serdn una aproximacidn debido a
que se ha idealizado el sistema. El "modelo anterior es con-
servativo y acepta indirectamente que el calor se transfiere
por conduccién, por lo tanto para cuantificar las pérdidas de
energfa, es suficiente aplicar un balance de energfa y usar

la ley de Fourier para evaluar la velocidad de transferencia

de calor en el sistema.

Andlisis cualitativo preliminar, A partir de la entrada del
fluido a la tuberia y durante su estancia dentro de ésta,

pierde energfe térmica y por lo tanto disminuye su temperatura

senerandc una distribuciédn de temneratura en el sistema.

Mecaniemos de transferencia de calor. las condiciones (1) y
(2) impuestas al sistema real, muestran que el calor se trans
fiere con simetrfa radial (fig. 1) y en la direccién axial de
bido al transporte de la energfa inherente al flujo del fluido
y por conduccidn (fig. 2).
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Perfiles esperados de temperatura.

Balance de energfa,

La transferencia de calor en la pared de la tuteria, depende
del 4rea de trunsferencia, del gradiente de temperatura, de
las propiedades del sistema (fluido-metal-aislante) y se man_i;

fiesta en forma local en cada punto de la tuberia.
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Balance de energfa integral.

4 Qt
4 v 1
g
Te ——s) X Ts
é
F PO i T
Qt =wCp (Te - T8} = q dA
q = (-k 2t/ ar)R

Con los datos disponibles no es posible evaluar la integral y

es necesario hacer un balance diferencial de energfa.

Seleccién del elemento diferencial, Utilizando los resultados
del anélisis preliminar, el elemento diferencial dererd satis

facer las siguientes condiciones:

1) En la frontera del elemento diferencial se deberd
manifestar un flux de calor radial y axial.

2) e definird en coordenadas cilfndricas y estard orien
tado simétricamente (fig. 3).

3) las dimensiones son arhbitrarias, por lo tanto, son

independientes.

El elemento diferencial que satisface &stas condiciones es un

dnulo concéntrico.




Balance de energfa diferencial.

- iAr
a *

— 47 [ ——— |

drea de transterencia flux
radial 2rraz ' masa vA
axial 2rar calor radial ~k.2 t/or
calor axial -kg 3t/5z
entalpia A/
entradas = salidas «+ acumulacién
WH 2frer), VAH 2TTT8r)pyay
+
~kpdt/0r 2T raz), = -kdt/or 2T raoz)p,ar
+
-k dt/32 27 rar), = -ky2t/2z 2mrar),, .,

agrupando l1os términos anteriores y como r z no depende de la

poejcidn, se tiene lo siguientes

(VAHT) 4o = vPHr), )/az = (kg TAE/32),, 0 ~ ky TE/22),)/AZ +
(ky rat/ar)r*&. - kg ratfor).)/ar

en el 1fmite cuando az , Ar -» O los términos anteriores se

definen como las derivadas parciales.
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?(vrHT) /o2 = Ak, rat/ez)/ez + Ak, rd/or)/or

cahdicionesiédiqionalas.
1) £l medio es isotrépicq kp=k, =k
2) Las propiedmdes del fluido se consideran constantes.
3) 1Ia velooidad del fluido no depende de la posicidén axial
¥y la entalpia se define como H = cp(t-t) )

v ACp ot/d2 = k( az'c/az2 + ;ft/arz + 2t/ror ) .+ . . (a)

Lue EDP anterior representa el comportamiento que deberd tener
le temperatura en cada punto (r,z) de la tuberia (excepto en
la pared), siempre y cuando el sistema real se comporte de

acuerdo al modelo propuesto *.

Condiciones en la frontera. ILas condiciones en la frontera,
son las interacciones del sistema vreal con el exterior 'y cual
quier modelo propuesto deberd satisfacerlas; en el presente
problema se tienen que cumplir las siguientes:
1) El flujo de calor en“cada punto de la tuberia es constante
y se determina con las ecuaciones siguientes:
g = (-k 2t/7)g) dA = (Tamb, - t(R,z)) dA/Re
2) La temperatura de entrada es homogénea t(r,0) = constante

Las discontinuidades se manifiestan en las intercaras fluido-
metal-aislante-medio ambiente; ésta es una de las causas prin
cipales por las que la EDP no estd definida en la frontera.

(ver perfil radial de temperatura).
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CAPITULO 1v

METODOS DE SOLUCION DE EDP.

- 22 -



METODOS DE SOLUCION DE EDP.

La teorfa de les EDP no estd muy desarrollada, debido a ésto,
los métodos mds importantes para resclver éste tipo de ecua-
ciones, las transforman en sistemas de ecuaciones diferencia
les ordinarias, transformadas integrales o sistemas lineales
algebrdicos. los métodos conBiderados en el préaente trabajo

son los siguientest \

Analfticos
l.- Separacién de variatles,.
2.~ Transformada de Laplace.
Numéricos
1.- Diferencias finitas.

2.~ Elemento finito.

3.~ Curvas caracterfsticas,

- 23 -



SEPARACION DE VARIABLES

El método de separacién de variables es aplicable a EDP iinea-
les homogéneaa cuyas condiciones en la frontera sean de la for
ma siguiente:

au, (0,t) + vU(O,t) = O

t:Ux (1,t) + au(l,t) 0
el métode supone que la solucidn de la EDP es el producto de

o

funciones de una variable independiente U(x,t) = £(x) &(t)
la cual el ser sustituida en dicha ecuacién, genera un siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias. 7Para describir

el método, considerese la resolucién de la ecuacién de calor

siguientet
a? U, = U, 0¢x <1l ;5 >0
U(x,0) = h(x) 0¢x €1
U(0,t) = 0
U(1,8) = 0 t 50

sea U(x,t) = f(x) g(t) entonces
U, = e(t)f*(x)

Upx= &(t)£"*(x)
Uy = f(x)g* (%)

al sustituir las derivadas parcialee anteriores en la ecua—
cién de calor, se obtienen las siguientes ecuaclones diferen

ciales ordinariass

- 24 ~



a?g(t)2r*(x) = £(x)g' (t)

£10(x)/8(x) = g' (t)/a%e(t)
derivando parcialmente respecto a "x", se tiene:

(L1 (x)/£(x))y = (&' ($)/a%g(t)), = O
de lo anterior se deduce que

£ (x)/f(x) = g'(t)/azg(t) = constante = b

frr(x) - bf(x) =0 .. .. (1)
g'(t) - ba2g(t) =0 .. .. (2)

el pardmetro "b" puede ser nulo, real o imaginario y se sele-

ccién depende de las condiciones en la frontera.
a) Sea b = O entonces las ecuariones (1), (2) se reducen at

£er(x) £(x) = d + @mx
g'(s) =0 ; g(t) =k

"
(=]
-

n

la solucidn de la ecuncidn de calor serd entoncest
U(x,t) = k* + m*'x
al aplicar las condiciones frontera

U(O,t) = 0 = k* i k'=0

U(L,t) = 0 =m'1 § m'= 0

13

la solucidén es trivial U(x,t) = G y carece de significado fi-
sico.
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b) Sea b=-k* entonces las ecuaciones (1) y (2) se definen:

"
[=]

£09(x) + k2f(x)
g (1) + k%ag(t) =

]
(=]

se puede demostrar que la solucién de la ecuacidn (1) que sa-

tisface las condiciones en la trontera son:
f(x) = K1 sen nitx/1

donde k° = n? TT2/12

la solucién de la ecuacidn (2) serd entonces:
a(t) = K2 exp(-(anm/1)%t)

la solucién de la ecuacién de calor serd entoncest
Uplx,t) = Anexp(—(anr[/ l)zt) gen nmx/ 1
PAra N = 1,2,000y
debido a que la ecuaciédn de calor es lineal, una comtinacién
lineal de las soluciones anteriores, serd también una solu-
cién.
o0 oo 2
U(x,t) = D Uy (x,t) = 3 Ajexp(~(ant/1)“t) sen nmx/1
1 1
las constantes A, son determinadas utilizando la condicién

inicial. o
U(x,0) = h(x) = 2_ A, sen nfix/1
1

- 26 =



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Uno de los métodos de gran utilided para la resolucién de ecua
ciones diferenciales lineales, es el de las transformadas inte
grales donde una funcidén f(t) se transforms en otra funcién
P(s) por medio de la integral siguiente:

R(s) = K(s,t) f(t) a4t
a
la funcién F(8) se llama la transformada de f£(t) y K(s,t) el
ndcleo de la transformacidn; cuando se hace una seleccién
apropiada de K(s,t) y de los lfmites de integracién, en oca-
slones es positle reducir el problema de f(t) en otro proble
ma mis sencillo para P(s).

Existen diversas transformaciones integrales, donde cada una
de ellas es arropiada para resolver cierio tipo de ecuaciones
diferenciules. A continuacién se presentan las propiedades
més importantes de la Transformada de lLaplace y la aplicacién
de ésta pare resolver ecuaciones diferenciales parciales linea

les.
Definicidnt Se dice gque f es una funcidn de orden exponencial

en el intervalo [C,< ) si existen constantes Cyq ; C >0
tales que £f(%) = C exp{qt) para todo t> O

- 27 -



Sean f y h funciones continuas o -:Seccionalmente continuas

de orden exponenciml entonces:

a)

b)

e)

d)

e)

Existe un nimero real "a" tal que la tranaformada de lapla
ce converge para todos los valores de 8 > a y define una
funcién P(2) cuyo dominio es el intervalo (a,=)

C.]

P(s) = L(£(t)) = exp(-st)f(t)at ; e> a
0

La solucién de la ecuacifn L(f(t)) = P(s) es dnica y se
llama la transformada inversa de Lanlace.

£(t) = L"I(r(s))
Iinealidad del operador transformada L

L(af(t) + bh(t)) = aL(f(t)) + bL(h(t))
L(exp(at)f(t)) = F(s-a)

LO(-t)$8(6)) = dfp/as®

81 U(x,t) 5 a Lyty Y t > 0 es una funcién de orden expo

nencial y bien comportada de tal forma que pueda ser intercam

biado el proceso de diferenciacién por el de integracién, se

puede demostrer:

~ 28 -



L(U,) = 4Q(x,s)/dax

E(Uy,) = a%Q(x,s)/ax?

(0,) = -U(x,0) + 8Q(x.s)

donde Q(x,8) = exp(~8t)U(x,t)dt
0

Considere la ecuacién de calor siguientes

ug, = oatu 0 <x <o e >t >0
u(x,0) = 0 x >0
u(0,%) = 1 t > Q

aplicando la transformuda de Laplace se obtiene la ecuacidén
diferencial ordinariam:

- u(x,0) + sU(x,s) = azdzn(x,s)/dx2
donde U{x,s) = exp{-st)u(x,t)dt
o]
la eolucién de 1la ecuacidn anterior es:
U(x,8) = Aexp(-xv&E7/a) + Bexp(x\E1/a)

para encontrar los valores de lae constantes A,B Se usan las

condicioness
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a) U{0,s8) = L(u(0,t)) = I(1) = 1/8
b) Como u{x,t) es de orden exponencial, me puede demostrar

que lim U(x,8) = O ;

8 - »a

de esta forma, la solucidn se reduce a:
U(x,8) = exp{-x 61 /n)/8

consultando la tabla de transformadas del apéndice, se obtie-
ne como Bolucidn de la ecuacidén de calor:

u{x,t) = erfc(x/2alkl)

- 30 -



METODOS NUMERICOS

Las ecuaciones diferenciales parciales que surgen con mayor
frecuencia en problemas de Ingenierfa Qufmica son no lineelee,
sistemas o bien se dispone de informacién en forma tabulada;
detido a ésto es necesario resolverlas utilizando técnicas nu

méricas,

En general las técnicas numéricas transforman las EDP en sisg-
temas de ecuaciones algebrdicas cuya solucidn, es aceptada co
mo una tuena aproximacién de la solucidédn "real" y se presenta

como un conjunto de datos tatulados.

Lu exactitud de la solucidn ottenida es diffcil de evaluar,
ain emtargo si la técnica numérica satisface los siguientes
criterios de convergencia y estabilidad, la exactitud es de-

texminada por la precisién de la computadora,

ESTABILIDAD.- Se dice que una técnica numérica es estable,
cuando no se manifiesta un crecimiento del error involucrado
ul redondear los datos iniciales.

El error de redondeo se origina porque la aritmética realizada
por la computadora, involucra nimeros reales con solo un nﬂmg
ro finito de dfgitos con el resultado de que los cédlculos se
hacen con representaciones aproximadas de los ndmeros verdads

ros.
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Crecimiento del error de redondeo. Cualguier nimero real vue

de ser representado por:
¥ = Oudydp. o o dydp,qe o » x107
donde 1os dfgitos son:
1Sd1S9; O0S5d,<S9; n=l2,,...,

el redondeo del ndmero anterior consiste en truncar dicho ni-

mero en k dfgitos y se representa:

£1(y) = O.dydp. + . dj x10°
La aritmética simplificada de unu computadora consiste en re-
dondear los némerce reales, hacer la operacién aritmética y
redondear nuevamente el resultado; de aquf cue el crecimientn

del error depende de la cantidad y tiro de¢ operaciones al ge~

brafcas realizadas.
(x+y)/2 = £L(£1(f1(x) + F1(y)}/f1(=))

Considerese un error inicial "e" el cual crece hasta E, des-

pdes de n operaciones algetrafcas subsecuentes.

Siu Enu = Cne donde C no denende de n, se dice que el creci- .

miento del error es lineal.
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S5i jE, = ke $ k>1 , el crecimiento del error es exponencial.

Detido a que el crecimiento de error lineal es inevitable,:
cualquier técnica numérica en la gque ocurra &ste tipo de error,
se considera como estable mientras que cuando ocurre un creci
riento de error exponencial, la técnica numérica serd inesta-
tle.

CONVERGENCIA. Se dice que un método de diferencia finita es
convergente con respecto & la ecuacidn diferencial gue aoro-
xima sis

lim adx | Uy - W |[=0 para 1 = 1,...,N
h=es O

donde U; es la solucién de le ecuacién diferencial y Wy es la

melor aproximacién de Uje

Velocidad de convergencia. Como fué mencionado con anteriori,
dad, el crecimiento del error aumenta de acuerdo al nimero de
operaciones aritméticas realizadas por lo tanto, es deseable

una convergenciu rdpida de la técnica numérica.

Si lim P(x) = I, se dice que la velocidad de convergencia
Xe— 0

es de orden 0(g(x)) si existe un ndmero k >0 independiente de

x, tal ques
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[P(x) - L | / le(x)i =k para x>0 lo suficiente-
mente pequeria; lo anterior se puede expresar comot

P(x) = L + 0(e(x))

donde o(g(x))=-= 0

Kemy O
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DI PERENCIAS FINITAS

El Método de Diferencias Finitas (MDF) ‘es aplicable a la mayo
ria de EDP no obstante, en el presente tratajo solo se consi-

deran aquellas ecuaciones cuyoe dominio sea una regién en R2.

Pundamento. El MDF transforma la EDP y condiciones frontera
e iniciales, en un sistema de ecuaciones algebrafcas al reem-
plazar cada una de las derivadas parciales en la ecuacién ai-

terencial, por cocientes de diterencia finita.

Aproximacién de las derivadus parciales. Sea U(x,y) una fun-
cién con derivadas parciales continuas en (x,y) y de orden
"n" ; 8i h es un incremento de la varieble "x" entonces, la
serie de TAYLOR de U se define como:

4
Ulx+h,y) = UCx,y) 4 hU_ + h20y,/ 2 + . . . + WPOn/ni

x
donde Uyn = an(i,y) i x<¥ ¢x4h , el término E(hn)=hnuxn/h;

se lluma error de truncamiento y tiene la siguiente propiedad:

lim E(h®) = 0
h-—0
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Considerese las series truncadas
¥
U(xeh,y) = U(x,y) + hU, + hPU,, /2 + h30,3/6 + n40,4/24
U{x-h = 2 3 4y
~h,y) = U(x,y) - hUy + h Uyx/2 = B Uy3/6 + h Ux4/24

al sumar las series anteriores, se obtiene une forma explfcita

para representar la derivada parcial de segundo orden.
#
Ugx = (U(x+h,¥) - 20(x,y) + U(x-h,y))/m? - w2l 4/12

en forma semejante se obtienen las derivadas narciales de ori

mer orden.

i
Uy = (U(x+h,3) = U(x,¥))/0 - b2

»
Uy = (U(x,¥) = Ulx-h,¥))/h + nby /2

j

U, = (U(x+h,y) - U(x-h,y))/2h - h20,3/3
la ultima aproximacidén para U, converge mds rapidamente debido
al término h2, éata propiedad es utilizade para generar méto-
dos eficientes de resolucién de EDP. A continuacién se des-

criben los métodos Diferencia Progresiva, Regresiva y Crank-

Nicolson aplicados a la ecuacién de difusién.
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Considerese la ecuacién de difusién

Uy —Uyy = O 0<x<L 5 0<t< T
u(o,t) = O o<t T
U(L,t)=0
U{x,0) = £(x) 0£x=1L

l.~ Hacer una particién homogénea del dominio

Xor X1reeerXy 3 X4,3 =.x1 +h

tor Blreesaty 5 by =ty k

donde h = L/N y k = T™

2.~ En cada nodo (xi'tj) = (i1,J) representar las condiciones
frontera ¢ iniciales y la solucidn "(xittj) = Ui,:]

" !
o1 .
S o
%
t
o |
*a *N.1 *n




a) El método de diferencia progresiva utiliza las aproxima-

ciones
'i,j+1 - Ui,j)/k - 0(k)
v (u ) . 2 2
xx= (Ui-1,3 = 2U3,5 + Uss1,30/0° - 0(67)
al sustituir éstas en la ecuacidn diterencial se obtiocne

2 2 N
(Ui,j+1 - Ui'j)/k - (Ui—l - 2Uiy.1 + Ui+1,j)/h + 0(h” + k)Y =0

L]
o

si h y k son lo suficientemente pequenos entonces O(hzr k)
- 2

Ui,j+1 = allj_g, 5 + (1 - 2a)U1,J +alj,1,y ¢ 2= k/h
la ecuacidn de recurrencia anterior estd definida en cada nodo

(1,§) tal que 4 = 1l,...yN-1 5 § = Oye..y¥-1 , Dara algun va

lor de "j", la ecuncién anterior genera el sistema lineul

Ujy1 = A Uy

donde A et la matriz tridiagonal (a,l-2a,8) ¥ UJ es el vector

solucidn (Uo,Jvul,j""'UN,j)'

Se puede demostrar (REF.1l) que la matriz A es inestable vnara
valores de a> 1/2 lo cual restringe el tamuvio de la particidén

a km? < 12
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) El método de diferencia regresiva utiliza las aproximacio

nes:
Ug = (Ug,§ - Us,j.q)/k + O(k)

Ugx = (Ugp,5 - 2V, 5 + ”1-1.3)/h2 - o(n?)

siguiendo el procedimiento anterior se obtiene, el sistema 1i
neal
A Uj = Uj—l para J = l,...,M=1
1= 1,.409N=1

aonde A es la matriz tridiagonal (-a , 1l+2a , -a} y es estable
para cualquier valor de "a" (REP. 1). El método es incondicig

nalmsnte estable y tiene un orien de fonvergencia O(h24 k).

¢). &1 adtodo de Crank-Nicolson es incondicionglmente estable
» tiene un orden de convergencia 0(h24 kz). Ttiliza un
promediv de las aproximaciones de diferencia nropresiva
en ¢l j~€simo paso en "t" y de diferencia refresiva en el
(J=1) paso en "t .

Uy = ((U1'3+1,—,pi!3) f,(ui,j+l - Uy, 5))/ ek

ot (12,3 = 2,0 ¢ Vel d) Ol on = 20,50+ T gy /2
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el eistema lineal asociado es:

AUg41 = BU para j = 1y ecyM=l

= lyeee,Ned

b

pars un valor finito de h,k el método de Crank-Nicolson anro-
xime mejor m la EDF debido a que 0(h%+ k2) < o(n2+ k).
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METODO DEL ELEMENTO FINITO

Algunos problemas que involucran EDP pueden ser representados
ror problemas variacionales equivalentes, los cuamles vropor-
cionan una alternativa Ytil nara ottener una solucidédn aproxi-
mada de la EDP.

4 continuacidn se presenta un problema variacional que condu-—
ce 4 la ecuacién de Laplace y se describirdn los métodos de
Rayleigh-Ritz y del Elemento Finito.

Considerese una curva cerradn [~ (x,y) gue delimita una regidn
A(%,¥); sean p(x,y) y e{x,y) funciones definidas en A y [  res
pectivumente., 3Se desea encontrar unc funcidn U(x,¥) que sea
g?‘ en A y que satisface U = g en ™ tal éun minimice ln inte

prul cipuientes
1= | ((ud. u;)/z - pU) da

den U = a(x,y) + e (x,y) una familia de tunciones 52 donde
“e" es un pardmetro de ajuste; si W minimiza 1a integral I en
tonces:

cuando ‘e=0

L]
(=]

" dr/de
W =g en {(g=0 en M)
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gl sustituir la funcidn U en la integral I y evaluando la de-

rivada en e=0 se tiene lo siguiente:
N (WyeQy + way -pQ)dr =20

utilizando el teorema de la divergencia, la integral anterior

se trunsforma en:

W, G ds - (Wxx4wyy+p) dA = C

r A
donde wn es la derivada normal, detido a que Q=0 en [" ge
reduce at

(wxx + \\'yy +p) QdA =0

como ¢ fué seleccionuda en forma artitraria, ésta integral es

nuiu soluamente si:

Wyy + W +p=0 para (x,y) en A
XX yy
en

w

n
bel

" oSi [_, P, & son tunciones continuas, la solucidn % de la

EDP anterior es dnica y minimiza la integral I ",

Usando el procecdimiento anterior, las siguientes EDP tienen

asociadas las integrales I,J



Wyx + Wyy + P =0 (x,y)-en A
W, = £(s) ‘ enl
. 2 2
J s ((uy + Uy)/2-pU) da - £(s) ds
i A y .

£ (x,y) en A

1t

(oW, ), + (qu)y + TW

N =g en 1i
PW)‘GOSBH"?{-W)« CosB2 + g 4= &2 en 1.,
donde 1 = 14U 14y es frontera
2 2 2 L Sy 2
1= ((pUy + quy - TU )/2 & fU) aa 410 (g U+ RIUT/2) d8:
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METODO DE RAYLEIGH~-RITZ

Para describir el método se utilizard la ecuacién de Laplace

¥y su integrul asociada 1.

Ugx + Uyy = 0 para (x,y) en A
U = £(x,y) para (x,y) en 1 (frontera de A)
\

T - (2 + v2)/2 aa
A

Se propone como solucién de la ecuacidn diférenbial una- com--
binuciédn lincal de funciones prescrites hj(x,y)“ con las si-

guientes caracterfsticas:
n
rix,¥) = holx,y) + X eijl{xy) .
1

ho(x,y) = £(x,y) narn'(x,y)'én‘i:
hi(x,¥)

) ; para (x}y)fénﬁii "~.j‘%:0

Como h(x,y) es una solucién de 1axécuéq1§ﬁ;diferencial enton

ces deterd minimizar la integral I;lﬁaral 'g,sé cumpla éota

condicién, los pardmet:ros cj se calculan usando. el siguiente

criterio:
°1/2¢§ = O .
N ((hox + clhlx + eas + cnhgx);hjx

(hoy + eyhly + ...+ cphny) y;&)’ A;i i l.?,...,n




AL evaluar las integrales anteriores, se forma un sistema
de "n" ecuaciones alpebrafcas cuyas incosritas son los paréd-

metros Cje

12 exactitud de la solucién ottenida derenue del criterio de
celereidn de Jas iunciones nj(x,y) ¥y del rYaero de dstas;
cuando las funciones mencionadas son roiinomios linesles, se
serern uraa téenica numdrica denominada Yéiodo del klemento

Fiuito (NMEF) y es uplicatle a EDP vue norean un principio va-
DESCRIPCYON DEL MEF,

s¢ hace una particién del docinio de la EDP en elerentos tri-
angulures o rectanpgulares, asagurando cue L& particidn forme
wrecuudumente lu fruntcra del dominio; en la inkterseccidn de
132 trifniulos (nodos) se define un rolinsuio sepmentario con

lax riguientes propiedudeB:

i = a, . u
hi(x,y) a, + blx + ey

1 i=k
hi(Ek) =
[} 14k
. ) i=k ¥ j§=
hi(Ek)hj(Ep) =
V o] 14k o j#v



B = (xk,yk). nodo "k" de la particidn.
. 4 ez

L '
N L //’/'.r

.\.\\‘Y T
P B

/ t;;d‘ﬁ

De las propiedades anteriores se deduce gue el dominio de los
polinomios segmentarios hi(x,y), es el conjunto de tridneu-
los que tengan un vértice comSn Ej y el dominio del producto
hi{x,y) hj(x,y) es el conjunto de trifngulos que tengan dos

vértices comunes Ej, Ei.

Se propone como solucidn de la %DP una combinacién linenl de
los poliromios definidos en cada nodo de la narticién

nix,y) = z:thJ(x,y) los rardmatros ¢; oe caleulan utilizan—
do el mismo criterio empleado en el método de Rayleigh-Ritz,
El cardcter discreto de los volinomios, le asisna las sipui-

entes proniedades a lu solucién obtenide.
h(x,y) = ehp(x,y) + cghg(x,y) + cghy(x,y)

para puntos (»,y) que pertenezcan al tridngulo cuyos vértices

sean los nodos En, Eg , E¢ »
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METODO DE LAS CARACTERISTICAS

Fara describir el método de las caracter{sticas, se presenta~

rd a continuacidén la solucién D'Alembert para le ecuacién de

onda y se analizard el fendmeno de propagacidédn sobre lus cur-

vas

curacterf{sticas de dicha ecuacidn.

Ugg - C2Uxx =0 (1)
U(x,0) = f(x) restricciones (2)
U4lx,0) = © E))

Se nropone el siguiente cambio de varianhles.
z=x+ct y=x-c¢t
se cuinsidera la funcidn U(z,y) = U(x,t) una solueidn de
la .scuancidn (1)
Aplicando la regla de la cadena, las derivadars varciales

resnecte 1 "x" y "t de U(z,y) son:

Uyx ™= Uzg 2“2N + Uyy
Ugg = e2(Ugy = 2Ugy + Uyy)

Al ser sustituidas las derivadas parciales en la ec. de
onda se reduce a ésta, en la siguiénte ecuacién denomi-
nada “"forma canénica" cuya solucidn se obtiene por inte

gracidn sucesiva,
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Uzy =0
h(y)
rh(y) ay + alz) = H(y) + 6(2)

(=]
L}

U(z,y) = H(y) + G(=) solucién de 1a cc. (1)

Las funciones H{y) , G{=) tienen que ser dotlemente deriva-

bles y se obtienen usando lac restricciones (2) y (3).

Ug = yg H' + 2¢ G° = c(H* - 5')

Ug(x,0) = c{H'(x) - 6'(x)) = 0O e .. (4)
U(x,0) = H{x) + C(x) = £(x)
H(x) + G(x) = f(x) . oo {(5)

sumando (4) , (%) y utilizando la condicidédn inicial (2)

CeHY(x) = £1(x) ; aH(z) = dAf(x)/2
H(y) = f(y)/2 + K
'c(z)'= £(z) = H(z)/2 - K
Ulz,y) =H(Y) + G(2) = (£(y) + 1(2))/2

U(x,t). = (f(x - et) + f(x + ct))/2
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Curvas caracterfsticas.

La funcién f(x - ct) representa una configuracidn que se
rropaga sin deformacidn con velocidad "c"; de lo anterior se
deduce que 1a solucidédn de la ecuaciédn de onde, es la suma de
dos perturbaciones que se propagan sin deformacidén con veloci
dad ¢ y en direcciones opuestas,.

considerese parte de la solucidén U(x,t) = f(x-ct)/? que se
propagas @ la derecha; sea (x0,0) un punto en el olano (x,t)
(ver fip, 1); para algdn instante ti el punto f(xo) se des~
riaza hastm xo+c ti; si la velocidad de propagacidén es cons-
tante, la perturbacién inicial f(x) se oronaga sobre lu fami-
1iu de lineus rectus x-ct=cte , x+ct=cte.

gsta familia de curvas se denominan curvss caracterfsticas de

la ecuuacidn de onda.

f(x-ct3) . )

— At/ax ='1/¢
el /i/ o~ G
~;f(x-¢tg)/’7




Se resolverd a continuecidn una ecuacidén diferencial parcial

més general utilizando el procedimiento anterior.
A(x,t) Uy + B(Xyt) Uyg + Clxyt) Uyy = O

sean z2(x,t) , y(x,t) funciones continuus y dos veces deriva-
bles respecto a x,t.
Aplicando la regla de la cadena y sustituyendo las derivadags

parciales en la ecuacién diferencial, se tiene 10 siguiente:

(a(et)? « Bz 2y + C(zx)z)uzz + (A(yt)2 + Bygyx + c(yx)z)va +

(2azyyy + Bz, ¥y, + Bz .y + 2czxyx)uzy =0

Se desea encontrar las condiciones para las cuales la ecuacidn

anterior se reduce a 1a forma cunénica de ln ec. de onda.

Se obtiene la ecuacidn anterior sflo si las funciocnes =z(x,t),

y(x,t) satisfacen las siguientes ecuacioness

A(x,t)(zt)2 + B(x,t)zxzt + c(x,t)(zx)z= o

A(x.t)(.vt)2 + B(x,t)y, ¥y + C(x-t)(yx)2= 0
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la solucidén de las ecuaciones anteriores es:

np/og = (~B & W= aac )/2a

(-p ¥ - aan y/2a

Yt/.Vx

Como las curvas z(x,t)} ; y(x,t) deben ser linealmente inde-

pendientes y reales, sélo se consideran las soluciones:

2y /2, = dx/dt = (=P + 2 qac )/2a

44

axgJate (=B ~ WP_ sac )/2a

[

Y/¥x

donde Fd— 4AC> O

como A = A{x,1) § F= B(x,t) ; C = C(x,t} las ecuaciones ante

riores son ecuaciones diferenciales ordinarims de la forma:

o
H

dag/dt = £i(t,x) § dxg fi(t,x)dt xi = P(t)+K

it

dx/dt = f£(t,x) i dx =f £{t,x)dt x = G(t)+CC

Para caeda valor de K y CC se genera una curva en el plano

(x,t) ¥ al conjunto de &stas se denominu ZJurvas Caracter{sti-

cas de la EDF.
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RESUMEN

Las EDP que satisfacen la condicién Ez— 4AC > 0 ; A¥#0 se
lee denomina ecumciones hiperbélicas.

Ias ecuaciones hipertSlicas pueden ser reducidas a la
forma candnica de 1la ecuacién de onda y por lo tanto se
comportan de forma semejante. ™ILae perturbaciones ini-

ciales se propagan sobre las curvas caracterf{sticas, "

CUHVAS CAHACTERISTICAS DE EDP DE PRIMER ORDEN

Algunas EDP de primer orden, poseen curvas en el espacio solu

cidn (x , ¥y , U) que tienen propiedades semejantes a lac cur-

vas caracter{sticas de las ecunciones hiperbblicas; debido a

8sto es posible utilizar el método de las caracter{eticas na-

ra resolver éste tipo de ecuaciones.

Considerese la siguiente ecuacidn:

£(x,y) Uy + &lx,y) Uy = n(x,y) vpara (x,y) en "D*
si f(x,y) # O pera todo (x,y) en D
Uy + &(x,¥)/f(x,¥) Uy = n(x,y)/f(xy) . . . « . (g.1)

Si la solucién U(x,y) es continua en D, se desea encontrar

la derivada total en direccidn “x" sobre alguna curva

f(x,y,U) = cte. en el espacio solucién (ver fig, 1)
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au/dx = Uy + (dy/dx) Uy

Como la ecuacién diferencial se cumple para todo el domimio,

entonces por analogias

ay/dx = g(x,y)/f(x,y) v e . (g.2)
au/dx = h(x,y)/f(x,y) e e oo (g.23)

La ecuacién (q.2) define la proyeccién de [ (x,y,U) sobre el
dominio y la solucidén y = F(x) de (q.2) se utiliza para resol
ver (gq.3)

las curvas [ (x,F(x)) = cte. se denominan caracterfsticas de

la ecuacién diferencial (q.l).
RESUMEN

l1.- La EDP de primer orden (gq.l) tiene una familia de curvas

caracter{sticas definidas por:

dy/dx = g(x,y)/£(x,¥) i ¥y = F(x) + KK

2,~ Al resolver la ecuacién (q.l) sobre la curva caracter{sti

ca, se reduce ésta a una ecuacidén diferencial ordinaria.

du/dx = h(x,y(x))/f(x,y(x))
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U(*tY)

(x,y, 1) .

el ST

\“\_..’\» I'(x )

Proyeccidn de la curva caracter{stica (x,y,U) sobre el plano
(x,y) del dominio D (fig. 1)
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CAPITULO vV
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ALGORITMO #1

¥étodo de diferencias finitas Crank~Nicolson aplicado a la
ecuacidn de difusién.

El sistema lineal asociado est
AUJ+1 = BUJ

l.~ BEntrada k, h, f(x), L, T

2.- N=I1/m 1 M=7/k  a=k/m®
3am Uy o= £(x) 5 1= Opuel,N

4.- 3 =6

5.- Resolver el sistema lineal para Ui+1
6= Vo3 = 0% ¢ Ny =0

Te~ Imprimir Ui,j+1 3 1 = 0heee,N
8= Ui,j = Ui.j+1 i 1 = 0yeeeyN

9= J= 3+ 1
10.- 81 j &M vete & (5)
11,- PTI N.

Usar el método CROUT o SOR para resolver el sistema
lineal.
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ALGORITMO #2

Método de diferencims finitas Crank-Nicolson aplicado al reag

tor de oxidacidn de 8305. El sistema lineal asociado al reactor
est

Al tj*l = Bl t: + Rp(l,t)l e e e (1)
A2 x4,1 = B2 x5 + RP(x,8), .« . . (IT)
1.~ Entrada h, k, L, R, El, B2, proviedades termodinémicas
¥ cinéticas del sistema
2~ N=1L/m s+ M =Rk
dem ‘0,1 = f(ry) X9,1 = O 3 1 = 0,400yN

4= 320
S.= Suponer ¢t = tj 1 X = xj
6.~ Calcular RP(x,t), *

7.~ Resolver (I) y obtener t3+1

8.~ Calcular RP(x,t),

9.~ Reeolver (IT) y obtener X541

10e= Si 1% - Xgqt <EL y gt - tj+1u < E2 vete a (12)
11l.- x = X441 ¢ t = t3+1 vete a (6)
12e= Tmprimir Ty zj, xi, t1 1 1 = 0y,

13.- x5 = X441 H tj = tj+1

4= § = 41
15.~ 8L § £ M vete a (5)
16.- F 1T N,
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ALGORITMO #3

Método de diferencims finitas Crank-Nicolson aplicado al reac

de oxidacién de o-xileno. El sistema lineal asociado al reac

tor ess
Dl Tj,7 = BL Tj + RB(X,%,T) + RC(X,#,T) . . (1)
D2 Xj,3 = B2 Xj + RBL(X,W,T) .. (2)
D3 W4,y = B3 Wy + RCL(X,W,T) .. (3)

l.~ Entreds h, k, I, R, El, E2, propledades cinéticas y ter
modindmicas del sistema, Xo, Wo, To

2.- j=0

3.~ suponer X = Xo 3 ¥ =Wo ¢ T = To

4.~ calcular RB(X,W,T) : RC(X,w,T)

5.- resolver (1) y obtener Ti41

6.~ con X, W, 74,1 calcular RBl(x,W,TJ;l)

7.- resolver (2) y obtener

xj+1

.- con Xja10 W, TJ+1 calcular RCl(XJ+1, W, Tj+l

9.~ resolver (3) y obtener w:“1

0.~ 81 fIXj,y- XI < EL y WWy,1 - Wi <El y (T4, - TU <E2
vete a (12)
1l,- X = Xj+1 : W = W3+l s T = TJ+1 vete a (4)

12.- dimprime zj, Ty xi.d+1' wi,d+l' T1'3+1 1 = 0yeeeyN
13.- Xj = xj+1 H WJ = wd+l H Tj = Tj+1

14.=- J = j+1

15.- 81 § $¥ vete a (3) .

16.« FIN
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ALGORITNO #24

Aplicacién del wnétodo de las caracterfsticas para la resoluci

6a de ecuaciones hipertélicas cuacilineales.

al Utt+a2 Uyg + 83 Uy, = ad 0<x<L ; t>0
donde ai = ai(x,t,U,Ug,Uy)

condiciones frontera e iniciales

U(x,0) = £(x) oS x <L
U(x,0) = g(x) 0SxSy
U(o0,t) = U(L,t) = © t >0

se asume ademds que f(x) es continua y
Ux(%,0) = f¢(x) 0SS xSy

lag curves caracterfsticas ae lu ecuacidn hiperbélica son
a3(dt/dx)2 ~ a?{dt/dx)} + a1l = 0

si Ug y Uy son funciones continuas entonces las diferenciales
d(lly) 5 d(Ux) existen y forman con la ecuacidn diferencial el

sistema

al(Ugy) + a2(Uxg) + a3(Uxx) = ad

"

0 + dt(Uu_,) + ax(U, ) = au
xt xX x

dt(Ug,) + dx(Uyy) + o = du,
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el determinante del sistema Ds=0 genera las curvas caracte-
rfaticas por lo tanto el sistema tiene solucién solo si (re-
£la de Cramer)
DUy = DUxt = DUxx = 0
en particular el métvodo utiliza
DUygy = 0 ;5 &l d(Ut) + &3 d(Ux) dt/dx -~ a4 dt = 0O

el presente algoritmo se genera aplicando las ecuaciones

du = dex + Utdt F T ¢ B

ml = (a2 + son(az2 - 481 a3))/2 a3 « . (2)

m2 (a2 - SQR(aZ2 ~ 418l a3))/2 a3 . . (3)

al d(Ut) + a3 d(u,) dt/dx - a4 dat = 0 , (4)

considerense los puntos P,Q en el eje coordenado "x" por los
cuales pasan dos curvas caracterfsticas que se intersectan en
R{(fip. 1); como lus condiciones frontera e iniciules s» nrova
gan sobre las caracterfsticas, se utilizan éstms para calcular

la solucidédn en la interseccidn U(R), Ut(R)' U (R).

Aproximaciones sucesivas., Sea Ro la interseccién de las rec=-
cuyas pendientes son ml(P) y m2(Q); utilizando las condicio
nes frontera e iniciales y aplicando las ecuaciones (1) a (4)
se calculan las funciones U(Ro), Uy(Ro), U (Ro). Paru obte-
ner una mejor aproximacidn de R, se calculan las funciones

U(R1), Uy(R1), Ux(Rl) donde Rl es lu interseccién de las rec
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tag gue pasan por los puntos P, Q y cuyas pendientes son
nl = (ml(P) + m1l(Ro))/2 , n2 = (m2(Q) + m2(Ro))/2 respectiva~-
mente. EL proceso se continda hasta que ABS(R-R)<E § en

torma semejante se calculan los demds puntos.de la malla (fig.
2).
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ALGORITMO #5

El siguiente algoritmo se utiliza para resolver ecuaciones de

la forma siguiente utilizando el Método del Elemernto Pinito.
(p(x,y)0 ), + (q(xoy)Uy)y + r{x,y)U = £(x,y) en D
condiciones en la frontera del dominio D

plx,y)Uyc080; + q(x,y)uycosoz + & (x,y)U = gy(%,y) en 144

(=
"

g{x,y) en 1y
donde 1 = 1y union 1j4 es la frontera del dominio D
la integral asociada 1 es:

I = ((p(Ux)2+ q(Uy)z- rUz)/Q + fil)dx Ay + 1(-gzU+g1U2/E)d3
D ii

Aplicando las ecuaciones de minimizucién a la integral T, y se
lecocionando algunos de los pardmetros c3 para asegurar las con
diciones en 1a frontera, se tiene la ciguiente ecuaciédn matri-
cial:
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n

h(xy) = X ejhy(x,y)
T

cjhj(x,y) = g(x,y) en 1; para § = n+l,..04B

PI(h)fey = 0 para i = 1,25.04yn
AC =8 = (ey) i=l,...,n pardmetros de ajuste
= (aij) i=),es.,n matriz principal
J=1lyaeeyn
B = (bi) i=1,...,n vector frontera
~
Bjj = D(phixhjx + qhiyhjy - rhihj)dx dy + Lglhihj ds
E
Py = =] fhy dx dy + nghi ds -~ é?l C 84k

Notacidn

M  tridngulos totales
M1 tridngulos frontera
E nodos totales
nodos frontera
N ndmero de multiplicadores de ajuste c:l
Ty tridngulo "i"
Vf = (xf.y:) vértice "i" del tridngulo "k"
By = (Byx31Ey;) nodo "1v
Q = (Qxl’le) nodo frontera “1"
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ALGORITMO

1.~ Dividir el dominio "D" de la EDP en tridngulos tipo TA,
TB, TC, TD. '

2.~ Numerar los tridngulos T; de izq-der de i=1,M1 para los
tridngulos frontera y de i=M1+l,M para los restantes.

3.~ Numerar los nodoe frontera QJ de izg-der de j=1,W

4,- Numerar los nodos incégnita Ey de 1=1,N empezando por
los internos y después con los pertenecientes a 144 ¥ de
1=N+1,E para los pertenecientes a 13.

5.~ Numerar los vértices de los tridngulos tipo de la manera

siguiente,

vg ")
/ : R
/\ Tn NS sl ‘ |

. vl
Y3 S s L 'J,"

v % 1N

. 4 SyD

.3

6.0 Cdlculo de ajj de i=l,N ; j=1,E

6.1 81 i=j vete a 6.3

6.2 vete a 6.5

6.3 para cada tridngulo Ty con vértice Ej
ajj = aij + Iy + 12 - 13

6.4 81 T, es frontera

ay§ = Bij + I4
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6.5 para cada trigngulo Ty con vértices Ej, Ii.‘J
aj4 = Eid + Iy +1Ip - 13
6.6 si Ty es frontera
agj = a34 + Ig
7.0 Cdlculo de by de i=1,N
7.1 para cada tridngulo Ty con vértice Ej
by x By - Ty
Te2 ei T, es frontera
by = b; +1Ig
7e3 ac = ac + a4 cp‘ de p=N+1,E
Te4 by = by + ac
8.0 Resolucidn del sistema lineal "Gauss-Jordan"™
8.1 imprime e¢; de i=1,N
€.2 imprime la solucién de la EDP para cada tridngulo Ty

cuyos vértices sean los nodos Ep, Bgy Eg.

Ulx,i) = epbp(x,¥) + cghg(x,¥) + cghy(x,y)
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‘C4lculo de las integrales dotles y de linea.

14

Tg

phixhjx dx dy = phixhjx dx dy

D ih
)

ahyyhy, dx dy

Ubhyn

M

rhih:j dx dy

Ubhyh

)

fhi dx dy

Upny

a)

. ds
J

Ry

glhihj das =
Ulyy

glhih
1;4Dh

i

gzhi ds
lii Dhy

Haciendo uso de las propiedades de la integral, las integrales

anteriores se calculan sumando los valores de éstas en cada

tridngulo del dominio

Dhi [} nhihj' Debido a que el alporit

mo usa tridngulos tino, el cdlculo se hace de la manera sigui

ente:
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Ias
del
los
do.

x, £

x2 1
( ) ay ax =L[\ ( )ay ax + ( ) dy ax
TA x 1 Jf

x2

£1(x) £2(x)

x1

£30) T X3

integrales de linea T4r Ig se calculan sobre la frontera
dominio Dhy o Dhih.j por lo tanto, solo se consideran
tridngulos frontera que formen parte del dominio menciona

Los tridngulos frontera pueden tener uno o dos lados for

mandc parte de la fronteru del dominio de la EDP por lo tanto,

¢e debteran considerar las dos alternativas siguientes:

1)

( ( )hihj ds
1 13
2
Tk . 2
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11) oy

4 )hihj ds = ( )hihj as

Tk 1p

Célculo de los polinomios segmentarios., Considerese algin
tridngulo Ty en el que uno de sus vértices es igual al nodo
BEj i las constantes caracterfsticas del polinomio se determi-

nan resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

ng (V5)

=0
hi(Vlz‘) =1
ny (V%) = 0
k
donde E; = V,
aj + ¢4 x§ + dy yt =0
a; + ci xg + di y: =1
8y + c3 x§ + di y§ =0

donde hi(x,y) =8y + cyX + dyy
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PROGRAMAS

1.1 OXIDACION DE DIOXIDO DE AZUFRE
1.2 OXIDACION DE O-XILENO

1.3 METODO DEL ELEMENTO PINITO

1.4 CURVAS CARACTERISTICAS
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Utilieando los métodos numéricos previamente expuestos, a con
tinuacidn se presenta la solucién de los sipuientes problemas:

1.~ Célculo de los perfiles radiales y axiales de conversién
y temperatura en reactores catalfticos utilizando ¢l mo-
delo de transferencia efectiva.

2.~ Cdlculo de la distribucién de temperatura en una placa

metflica en la cual, se transfiere energfa térmica en con
diciones estables.
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Chemical Engineering Kinetics.
J.M,Smith. 2nd Edition.

REACCION DE OXTDACTON DE S0,

Calcular el perfil de distribuciédn de temperatura y conversién
en un reactor catalftico tubular para la reaccidn de oxidacién
de 502; comparar los resultados obtenidos contra los datos ex

perimentales reportados.
Condiciones experimentales.

La reaccién se llevé a cabo en un reactor tubular empacado

con granulos de catalizador de alUmina-nlatino (0.2% en peso).

La temperatura del reactor fué controlada con una chaquete ex
terna, entriada con glicol a su temveratura de ebullicidén (197°C);

1a presidn de operacién fué de 760 mm Hg.

didmetro del reactor DR = 2.06 pulg.
didmetro granular dp = 1/8 pulg.
densidad de empaque db = 64 1b/ft3

Megzcla gaseosa de alimentacién.

% mol de 50p yo = 6.5
% mol de aire seco ya = 93.5
masa velocidad G = 350 1b/hrft2

- g1 -



Propiedades fisicas.

calor especifico(aire) cp = 0.25 Btu/1b'F
calor de reaccién DH =-22,700 cal/gmol
Peclet radial Pe = 9.6
Peso molecular{mezcla) PV = 31.2

Conductividad efectiva ke = 0.216 Btu/hrft' P

Velocidad de reaccidn global (gmol/hr g cat,)

% de conversidén de 502

TLTC) 4] 10 20 30 40 50 60

197 c.0C00 . 0.0000 0,0000 0.0000 0,00C0C 0,0000 0.0000
- 356' C.0110. 0.N080 0.0049 0.0031

360 0.017% 0.0121 0.0076 0.0047 0,0027 0.0018

380 L.0325 0.0¢14 0.0143 0,0094 0.0060 0.0041

400 .C.0570 0.0355 0.0239 0.0163 0.0110 0.0074 0.0048
4:0. C.CE30 0.0518 0.0344 0.0236 C.0163 0.0110 0.0074
440 C.1080 0.07%2 0.0514 0.0351 0.0236 0.0159 0.0102

460 C.1460 0.1000 0.0674 0.0466 0.0319 0.0215 0.01318
(34N 0.1276 0.0898 0.0642 ©.0440 0.0279 0,0189
50C 0.1670 0.1220 0.0895 0.0632 0.0394 0.0263

K.W.0lson,R.W.5chuler,and J.M.Smith,Chem.Eng.Progr.,46,614(1950).

Los datos anteriores se correlacionaron en el siguiente modelo

matemdtico, utilizando el método de mfnimos cuadrados.

RP(X,T)=exp(1.10£92364-0.0399751661X-5317464.5512*35 )
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El modelo matemdtico que representa el comportamiento del reac
Yor sin considerar dispersidn axial es:

dp(xr/r + er)/Pe + Rp db PM/G yo - X, =0 . e e (1)
xe(Tr/r + Tpp) = Rp b DH - G cp T, = O . e e (2)

condiciones frontera.

X(r,0) = 0

(r,0) = f{r); 0 r éR
Xp(0,2) = O

xr(R,z) = 0 3 0 &2 <€ LL
Tr(O,z) =0

T(R,z) = 197 *'C

Aplicando el método Crank-Nicolson, el sistema de EDP se trang
forma en el sistema lineal:

ALT +A2T +A3T =A4T +A5Ti «fAS'I‘1 -
' +

1-1,3+1 1,341 1+1, §+41 i-1,jJ 3 1,3

cz(Rpi,j+Rpi,j+1)

T -1
0,341 71,341 = To, 514, j

T, =197 *'C

N,J

para i = 1,N=1 737 §.= O,M-1
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donde Al = 1/m%~ 1mPe
A2 = 1/h%- 2/h2+ 2C1/k1
A3 = 1/m?
A4 = -3
AS = 1%+ 2/m%e 201k
46 = ~1m% - am?

+B2X +B3X P4X +B5X +B6.

FIX 1, 341 B2%y g *B3Kg 4 500 = BOXy Ly g BOKy 44B6Xy 0 g

D2(991'3+Rp1'j+1)

Xo,341 = X1, 501 = %o, X1,

o1, a1~ ¥y ie1 T Fwe1,3 T Ty

para i = 1,N-1 H J = O,m-1
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donde

Cl = -G cp/ke Bl = Al
DI = —Pe/dp F2 = 1/m2i-2mZe201 kL

02 = -db DH/ke B3 = A3

kl , h = tamario de la particidn B4 = A4
D2 = db Pe PM/dp G yo BS = 1/h°i+2/n+2D7 A1

B6 = A6

Para j=0 las ecuaciones de recurrencia anteriores se represen

ta por el sistema matriciul:

AT = AoTo + Rpl(X,T) N ¢ B

BX = PoXo + RpZ(X,T) e e (1T

donde Xo,To son datos frontera.
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Seleccidn de la particién y de los pardmetros de convergencia.

Perfil radial de temperatura para una profundidad de lecho de
2=0,05

N5 ¢ M=100
el=0.001 ; e2=0.1 el=0,0001 ; e2=0.001
438.7 418.7
438.7 437.8
434.9 434.8
413.9 \ 413.9
331.8 331.8
197.0 197.0
N=10 5 e1=0.001 ; e2=0.1

¥=100 M=1000 ¥=2000
439.3 440.4 440.3
439.3 440.4 440,3
4339.0 440.2 440.1
438.2 439.6 439.3
436.3 437.5 436.6
431.6 431.7 429.4
419.8 417.6 412,3
393.0 388.% 379.4
351.0 339.5 328.0
253.9 272.9 265.0
197.0 197.0 197.0
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N

M=100 ; 1=0,001 ; . e2=0,1

N=10 _ N=20
439.3 439.3
439.3 ‘ 439.3
439.0 439.3
438.2 439.1
436.3 438.9
431.6 438.6
419.8 438.0
393.0 437.2
351.0 435.9
253.9 433.8
1397.0 _ 430.5
' 425,2

416.9
403.8
384.0

352.4
324.3
262.9
283.8
257.2
197.0

Utilizando los resultados anteriores, se proponen los siguien
tes pardmetros: CON FINES DEMOSTRATIVOS
M=200 ; N=10 ; el=0.001 3 e2=0.1
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RESULTADOS. OXTDACION DE S0,

El modelo matemdtico representa con buena aproximacidén
el comportamiento delvreactor, esto se puede apreciar en

las tendencias presentadas en las grd{ficas I y I7Y.

la conversién promedio m&xima calculada fué de 32.2% v se
alcanzd a una profundidad de lecho de 0,45 ft. (gréfica IT).

Se obtuvo una temperatura m4xima de 492.0°'C en el centro
del reactor y a una profundidad de lecho de 0.20 ft.

Un aumento del 7% en la conductividad efectiva, produce
una disminucidén hasta de 4'C en les cercanias de la nu-

red del reactor. (Ver tabla IT)

Una variacién del 4% en la capacidad calor{fica, nroduce

cembios de 1'C en el corazon del reactor., (ver tabla IT)

El nimero de Peclet radial (masa), no manifiesta cambios

apreciables en los perfiles de conversidén. (ver tabla IT)
1a temperatura de la mezcla reaccionante en la entrada

del reactor, es determinante en los perfiles de conver-

sién y temperatura., (ver tabla TII)
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TABLA T

z(£t) 0.10 0.15

r/ro x t x t x t
0.0 0.2240 442,11 0.4134 474, 8 0.5474 401.1
0.1 0.2240 442.1  0.4134 4748 0.5474 2511
0.2 0.2233 441.6 0.4085 47,9 0.5359 484,9
0.3 0.2211 440.1 0.3972 465.7 0.5118 A72.9
0.4 0.2152 436.4 0.3744 454.0 6. 4689 453.6
0.9 0.2008 428,95 0.3322 434,0 0.4003 42¢.4
0.6 0.17¢% 412.6 0.2632 402,8 . 3040 38,0
0.7 0.1242 382.9 0.1725 359.0 0.1988 343.1
0.8 0.0644 332,4 0.0890 308,2 G.1128 i94.3
0.4 0.0225% 268.5 0,0412 252.5% 0.062% 244,17
1.0 0.00%5 197.0 0.024) 197.C 0.0454 197.0
z{ft) 20 0,25 0,30

r/ro x t x t x t
0.0 U.6337 494.2 0.6648 483,2 0.7107 468.5
0.1 0.6337 494,2 0.6848 483,72 0.7107 468.°5
0.2 0.6155 483.6 0.6609 473.5 0.6825 458,4
0.3 0.5792 467.7 0.6151 455.8  0.6301 440,4
0.4 0.5199 444.1 0.5445 430.5  0.5529 415.1
0.5 0,4339 412.4 0. 4491 398.1  0.4541 383.6
0.6 0.3265 373.6 0.3386 3601  0.3455 347.5
0.7 0.2179 329.9 0.2332 318.8  0.2458  309.0
0.8 0.1338 284.% 0.1530 276.8  0.1703 270,2
0.9 0.0841 239.6 0.1049 235.7  0.1243  232.5
1.0 0.0670 197.0 0.0878  197.0  0.1073  197.0
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2(ft) 0.35 0.40
r/ro' x t x t
0,0 0.7185 450.9 0.7134 432.1
0.1 0,7185 450.9 0.7134 432.1
0.2 0.6876 441,0 0.6809 422.6
0.3 0.6312 423,4 0.6230 406.C
C.é 0,511 399.1 0.5430 383.2
0.5 0.4530 369.3 0.4483 355.5
0.6 0.34+3 335.6 0.3511 324.4
0.7 0,2563 300.1 0.2651 291,8
0.8 0,1858 264.3 0.1997 256.9
0.9 0.1422 229.6 0.158% 227.0
1.0 0.12%52 197.0 0.1414 197.G
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ThABIA T1

cp=0.25 cn=0.26
r/ro x t x t
0.0 0.1132 421.4 0,1123 420.4 paré z=0.G25 f%
‘0.1 0.1132 421.4 0.1123 420.4 '
c.?2 0.1131 421.3 0,1122 420.3
0.3 0.1127 421.0 0.1126 420.9
0.4 0.1114 419.9 0.1111 419.7
0.% 00,1070 416.1 0.106% 415.6
0.6 G,0947 408, 5 0.0939 407.6
0.7 0.0748 191.7 0,0736 390.0
c.8 0.0432 34b.4 0.04z1 184,56
0.9 0.0171 283.4 0,0168 279.2
1.0 0, 00600 197.0 0,0000 197.0

ke=0.216 ke=0.230
r/ro X t x t

0.0 0.1132 421.4 0.1132 421.4 para 2=0.025. £t

0.1 0.1132  421.4 - 0.1132  42l.4 T
0.2 0,11317 4214377001131 - 421.3
0.3 .0.1127 . 421.0 - 0,1126  420.9

0.4 0.3111 . 419.7

0,550y 0.1065 1 415.6
0.6 070839 40746 s
0.7 C 0.0736 © 390.0"

0V 0.0432 0.0421 355.6

‘0.9 0.0171 0.0168 ~ 279.2

1.0 0.0000 0.C000 197.0
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Pe=9.€60 Pe=10.00
r/ro x t x t
C.0 0,1132 421.4 0.1132 421.4 para z=0.025 ¢
0.1 0,1132 421.4 0.,1132 421.¢
0.2 0.1131 421.3 0.1131 421.2
0,2 0.1127 421,0 0.,1127 421.0
0.4 0,1114 419.9 0.1114 419.9
0.5 0.1070 416.1 L.1071 416.1
O, 0.0947 408.5 0.0949 408.5
UeT 0.0748 391.7 C.C6749 391.7
0.8 0.0432 358.4 0.0432 358.4
.8 0,071 283.4 0.0169 283.4
1.0 0.,0000 127.0 0.0000 197.¢
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- TABLA TI {cont.)

r/ro
0.0
0.1
0.2
0.3
C.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
l.¢

X
0.1132
0.1132
0.1131
0.1127
0.1070
0.1¢70
0.0947
0.0745
0.0432
0.0171
0.0000

t
421.4
421.4
421.3
421.0
416.1
416.1
408.5
391.7
358.4
283.4
147.0

x
0.1133
0.1133
0.1133
0.1132
Uel124
0.1174
0.1102
0.1032
0.0850
0.0611
0.0000

Perfil térmico I1 Perfil térmico I2

t
421.4
421.4

‘421.4

421.4

197.0

vara z=0.,025 ft

donde los perfiler térmicos en 4=0 son:

r/ro 11 12

0.0 40 400
0.1 400 400
0.2 400 460
0.3 400 400
0.4 400 400
0.5 400 400
0.6 395 400
0.7 390 400
0.8 375 400
0.9 350 400
1.0 197 197
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T A

BLA

IIT

z(ft)
0.025
0.050
0,100
0.15%0
0.200
0.250
0.300
0.350
0. 400

x % conversién promedio

6.02
11.75
19.22
23.98
27.09
29.20
30.63
31.59
32.21
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t(°¢)
- 500
400
A experimental
300 ¢ . calculado
200 N P N N—or
0.0 0.5 1.0
w f.(°C)
500 |
400 4
A - experimental
300 » calculado
200 ‘ N . . . R
0.0 0.2 0.4
' grafica I

r/ro

z(ft)



40

20

& s
] = —h
A
experimental
calculado
R . 2(ft)
0.0 LA 0,2

; 'grafica':'\l"l.’
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Aplicacidn del método Crank-Nicolson para resolver el proble-
ma expuesto por G.F.Froment en el articulo
"PFixed Ped Catalytic Reactors"
Tnd.Eng.Chen.Vecl,52 No.2 Feb, 1967

Diserio de reactores catalfticos de lecho fijo tasado en mode-

los de transporte efectivo.

La reaccidn de oxidacién de o-xileno nara wnroducir anhidrido
ttdlico, se lleva a cabo en fase gaseosa usando V205 como
catalizador, la estequiometria de la reaccidn es:

Ky Ky
A :-{;Eé B —a;;aé c A = o-xileno
gé\\\‘ F = anhidrido ftélico
3 c

C = bibdxido y monoxido de

carbono

Caracterf{sticas de la reaccién. El o-xileno es explosivo y

la reaccidn es exotérmica.

Para poder tener control térmico sobre la reaccidn, se usa un
reactor multitubular empacado con catalizador y enfriado nor
una salmuera que transfiere el calor de reaccién a un generador
de vapor. Se usa un exceso de aire de tal forma que 1a concen
tracién de o-xileno se mantenga debajo de su limite de explo-
sividad (1%).
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la temperatura de la salmuera se mantiene constante a una tem

peratura To = 375'C, la transferencia de calor ee manifiesta

a travds de la tuberia y el mecanismo es utilizado como una

restriccidén en la frontera.

Datos caracterfsticos del sistema

Reactor
Didmetro de los tubos dy = 0,025 m
Ndmero de tuhos W, = 2500
Longitud del reactor IL=2a3mn

Propiedades fisicas

Praccidn mol inicial de o-xileno
Fraccidn mol inicial de aire

Calor de reesccidén (1)

“alor de combustion {3)

Didmetro de los grdnulos de catalizador
Densidud de empaque del catalizador
¥asa velocidad

No. Peclet mass radial

No. Peclet térmico radial

teso molecular promedio

Coeficiente de transferencia de calor
cepacidad calorffica

Difusividad térmica
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Pemr =
Pehr =
o=
aw =
Cep =
Ir =

0.00924

0,208

~307 Kcal/gmol
~1090 Kcal/emol
0,003 m

1300 Kg/m3

4684 Ku/mzhr
10

5.25

29,48

134 Kcal/hzhr'c
0.25 Keal/Kg'C
0,67 Keal/mhr'C



Cinética de la reaccién. Debido al exceso de aire, la cinéti
K

ca se puede considerar como de pseudo primer orden.

RA

k1 G, Cuyye + k3 C, C

A “"aire
RB = k1 C\, Coyre ™ %2 C5 Chire
RC = k2 CB Caire + k3 CA Caire
Co = Cyire
CA = cAu(l—X—W)
cB = con

RA = (k1+k3)cA°Co(1—x—W)
RB = C, Co(kl(1-X~W)=k2 X)
RC = C, Co(k2 X + k3(1-X-w))

Ao

In k1l = -22700/1.98(T+To) + 19.837
In k2 = -31400/1.98(T+To) + 20.86
In k3 = -28600/1.98(T+To) + 18.97

Sin tomar en cuenta la difusidn axial, el comportamiento del

reactor puede ser representado por el sistema de EDP:

X,

[}

al(Xpp + Xr/r) + bl RB (1)
al(wrr + Wr/r) + bl RC (11)
T = BZ(Trr + Tr/r) + b2 RB + b3 RC (ITI)
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donde 2 = z/dp ; r=7r/dp ; T =T-To ; R = R/dp
al = 1/Pehr .3 a2 = 1/Pemr

bl = db dp PM/G NAo ; b2 = db dp(-H1)/G ep

b3 = db dp(~H3)/G cp

condiciones frontera

X(r,0) = 0 t W(r,0)

Xr(o,z) =0 3 wr(O,z) o 0% g S$LIL

?(R,2) =0 ; 0Lz <£1L

Tr(o,z) =0 3 Tr(R.z)= -aw dp T/Ir ; 0L g s LL

(o} 0<Lr <R

L

al aplicar el método de diferencias finitas Crank~Nicolson a

las EDP y sus condiciones frontera se tienes

CITi-l.j+1*czTi,j41*03T = C4 +05Ti' +C6T

141, 441 Ty 1,3 31,5 T

b2RF/a2 - b3RC/a2

To,5+x ~ T1,540 = To,3” Ti,3
TN—l,J - TN,J = TN—1,3+1- TN'J+1(1+h aw dp/Lr)
donde £ = 1yeee)N=l 5 §=1,000,M-1
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Z: - Z(L/Zhéj- iy th e

02 = 1/2h%% - 1/82 k - 1/h
63 = 1/m?

C4 = -C3

€5 = -1/82 k + 1/28°%1 + 1/n°
c6 = -1/2n% - 1/2n%

para i = l,..,.,N-1 y algun valor de Jj, las ecuaciones anterio
res generan el sistema lineal siguiente:

DI Tj+1 = Bl '[‘j + RB(X,W,T) + RC(X,W,T)

para la variabtle conversién "'X" Yy "W" se tiene

ALX +A2X, . L A3X

1-1, 341 i, 341 AAX, +A5X

141,41 ° 1.1, +A6X .~blR¥/al

1,3 141, 5
Xo,3417%1, 341 = %o,5” *1,;

donde i = ly.s0yN=1 ; J§ = lyeessM=1

RB = (RBi' {+RBy j+1>/2
Al = 1/2n%- 1/2n%1
AZ = 1/2n% - 1/al k - 1/n°
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a3 = 1/2n°
A4 = -A3
A5 = -1/al k + 1/2h%4 + 1/m°

A6 = -1/2h°- 1/2n%

para i = 1l,...,N=-1 y algun valor de :}n las ecuaciones anterio
res generan N+l incégnitas de la variable "X" y(N-1)+1 ecua-
ciones linealmente independientes por lo tanto, es necesario
poner una restriccién adicional para que tenga solucién el sis
tema. En tase al comportamiento tfpico de los reactores, se
propone xr(n,z) =0 3 0%z 5%LL (REF.2). En diferencias
finites la restriccién anterior serd:

*No1,541 T XN, ier T Fwen, i T Xwyg

El sistema lineal asociado para la variable conversidén es:

n2 Xj+1 = B2 Xj + RB1(X,%,T)

D3 w‘141 = B3 LT RCL(X,W,T)

-12 -



Seleccidn del tamafio de la particién N,M y de los errores de
convergencia.

Pva., #1 z = 0,02 , M =100 , El = 0.001 , E2 = 0.01

perfiles radiales de temperatura

N=% N=10 N=15 N=20
3.153  3.166  3.168 3.168
3.153  3.166  3.168 3.168
3,098  3.156  3.164 3.166
2.959  3.139  3.157 3.162
2.613 . 3.109  3.146 3.157
1.742  3.063  3.132 3.150
2.989 3.112 3,140

2,871 3.084 3.128

2.683 3.047 3.113

2.385 2,996 3.094

1.908 2.927 3.069

2.833 3,038

2.°704 3.000

2,529 2,951

2.290 2.889

1.963 2.812

2.714

2,591

2,435
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PRUEBA #2
z=0.02 , N=10 , EL=0.001 , E2 = 0.01

perfiles radiales de temperatura

¥ = 100 M = 200 ¥ = 500
3.166 3.183 3.183
3.166 3.183 3.183
3.156 3275 3.175
3.139 3.159 3.158
3.109 - 3.128 3.127
3.063 3.075 3.073
2.983 2.987 2.984
<871 2,846 2,842
2.683 2.628 2.623
2038y 2,174 2.301
1.908 1.843 1.840
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PRUEBA #3

®
n

0,002 , N=110 , Ele0.001 , E2= 0,01

perfiles radiales de temperatura

Y. = 1000 M = 2000 M = 4000
0.305 0.305 0.305
0.305 0.305 0.305
0,305 0.30% 0.305
0.305 0.305 0.305
0.305 0,305 0.305
0.305 0.305 0.305
0.305 0.305 0.305
0.305 0.305 0.305
0.301 0.302 0.302
0.288 0.287 0.287
0.231 0.230 0.229
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PRUEBA #4
z= 0,002 , N=10 , M = 500

perfiles radiales de temperatura

El.= 0,001 ; E2 = 0.01 El = 0.0001 ; E2 = 0.00%
0.305 0.305
0.305 0.305
0.305 0.305
0.305 0,205
0.305 0.305
0.305 0.305
0.305 0.305
0.304 0.304
0.288 0.288
0.231 0.231

Resultados. La Pba#4 muestra que es adecuado el valor del error
de convergencia El = 0,001 s E2 = 0.01

la Pba#l muestra que para fines demostrativos es posible uti-

lizar N = 10 (tiempo de maquina)

1a Pba#2 muestra que se deberd seleccionar M=200, ésta varia-

tle tiene gran influencia sobre los resultados.

Debido al consumo de tiempo mdquina se propone utilizar con
fines demostrativos los pardmetros:
" N=10 ; M=200 ; E1=0,001 ; E2=0,01
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RESULTADOS. OXTDACION DE O-XTLENO

1.0 Los resultados obtenidos fueron comparados contra los pre
sentados en la referencia R.3 (ver pgrdficas 171, IV, V)
¥y se considera que son semejantes por lo tanto, las con-
clusiones presentadas en dicho artfculo son aplicables
al presente problema.
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TABLA IV

2(m) 0,02 0.04
r/ro  xx103 wx10? T X wx10” T
0.0 §.0000  7.0000  3.18  0.0125  1,5000 6,45
0.1 6.0000  7.0000  3.18  0.0125  1.5000 6,45
0.2 6.0000  7.0000  3.17  0.0125  1.5000 6,40
0.3 6.0000  7.0000 3,15  ©.C125  1.5000  6.30
0.4 5.9000  7.0000  3.12  0.06125  1.5000  6.16
0.5 5,3000  7.0000  3.07  0.7124  1.5000  5.94
0.6 §,9000  7.0000  2.99  0.01Z4  1.5000  5.65
0.7 5,9000  7.0000  2.84  0.0123  1.5000  5.26
0.8 5.9000  7.0000  2.63  0.0123  1.4000  4.74
0.4 5.9000  7.0000  £.30  0.01:2  1.4000  4.09
1.0 5,9000  7.0000  1.84 0,012z  1.4000  3.27
z{m) 0,076 0,152
T/ro e wx10° ) X wx103 m
0.0 0.0258  3.1000  11.84 0.C58%  7,0000 20,98
e.1 0.0258  3.1000  11.84 0.0588  7,2000  20.98
0.2 0.025% - 3.1000 11,69 0.056€  7,1000  20.64
0.3 0.0257 3.1000 11.41  0.0582 7.1000 20,02
0.4 " 0.0255  3.0000 11,01  0.0577  7.0000  19.15
5.7 0.0254  3,0000  10.47 0.0572  7.0000  18.03
G 0.0252  3.0000 9.79  0.0566  6.9000  16.66
0.7 °  0.0250  3.0000 8.96 0.0560  6.8000  15.07
0.8 ©.,0248  2.,9000 7.96 0.0556  6.7000  13.24
0.9 - 0©0.0247  2.9000  6.79 0.C553  6.7000  11.21
1.0 0.0247  2.9000 5.43  0.0553  6.7000 8.97
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2(m) 0.018 0,224

r/ro x Wx102 T x W

0.0 ©0.0722  8.9000  23.75  0.0944  0.0118 27,59
0.1  C€.0722  8,9000  23.7 0.0944  0.0118  27.59
0.2 0.0719  8,9000  23.35  0.0940  0.0118  27.1G
0.1 0.0715  B.8000  22.63  0.0934  0.0117  26.73
0.4  C.0703  B.7000  21.61  0.0926  0.0116  25.00
0.5  C.0702  B.6000  20.30  0.0917  0.0114  23.44
0.6  ©.0694  8.5000 18,73  0.0907  0.0113  21.57
0.7  0.0687  8.4000  16.90  0,0898  0.0112  19.41
0.8  0.0681  B8.3000  14.82  0.,0801  0.0111  16.99
0.9 ©0.0678  B.3000  12.53  0.0886  0.0110 14,33
1.0 C.0678  £.3000  1C.C2  0.0886  0.0110 11,47
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T ABLA v

cp=0.025 cp=0.26
r/ro  xx103 Wx10% T xx103 wx103 T
0.0 4.7000  6.,0000  2.53  4.7000  6,0000 2,43
0.1°  4.7000  6.000C  2.53  4.7000  6.0000  2.43
0,20 4,7000  £.0000  2.52  4.7000  6.0000  2.42
0.3 4.7000  6.0000 2,52  4.7000  6.0000 2.4l
0.4 . 4.7000  6.0000 2,50  4.7000  6,0000 2,40
0.5  4.7000  6.0000 2,47  4.7000  6.0000  2.37
6.6  4.7000  6.0000  2.41  4,7000  6.0000  2.32
6.7 4.7000  5.0000 2,32  4,7000  5.0000  2.22
0.6 4.7000  5.0000  2.16  4,7000  5.0000  2.07
0,9  4,7000  5.0000  1.90  4,7000  5.0000  1.83
3.0 4.7000 __ 5.0000 1,52 4,7000 __ 5.0000 __ 1.46

Phr=5.25 Phr=5,80

r/ro xx103 wx10% T xx10° wx1o? ?
0.0 2.3000  3.0000  1.P4  2,3000  3.0000  1.24
0.1 . 2.3000  3.0000  1.26  2.3000  3.0000  1.24
0.2 2.3000  3.0000  1.239 2,3000  3.0000  1.24
0.3 2.3000 3.0000  1.239  £.3000  3.0000 1,239
0.4  2.3000  3.0000  1.237 2,3000  3.0000  1.238
0.5 2,3000  3.0000  1.233 2.3000  3.0000  1.235
0.6 2.3000  3.0000  1.224 2,3000  3.0000  1.227
0.7  2.3000  3.0000  1.201 2.3000  3.0000  1.207
0.8  2.3000  3.0000  1.148 2,3000  3.0000  1.158
0.9  2.3000  3.0000  21.038 2.3000  3.0000  1.050
1.0 2.3000 _ 3.0000 0,830 2.3000 _ 3,0000 __ 0.840
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TABLA vI

.z(m)

Q.004
0.020
0,040
0.060
0.080
0.100
0,120
0.140
0.160
0.180
0.200
0.224

X

0.0011
0.0059
0.0123
0.0192
0.0266
0.0344
0.0425
0.0599
0.0691
0.0691
0.0766
0.0935

W

0,0001
0.,0007
0.0015
0.0023
0.0032
0.0042
0.0052
0.0063
0.0074
0,0086
0.0099
0,0114

(1]

0.58
2.72
5.11
T.25
g.19
10.98
- 12.61
14.13
15.53
16.83
18.04
19.38
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Andlisis Numérico
Richard L. Purden
J. Douglas PFaires

Tercera Edicidén

Utilizando el Método del Elemento Finito, obtener la distritu
cidn de temperatura U{x,y) en una regién D donde se manifiesta
una traneferencia de calor en régimen permanente. En estas

condiciones la temperatura satisface la ecuaciédn de Lanlace
U (xy) + Uyy(x,y) =0 en D

las restricciones en la irontera sont

U(x,¥) = 4 vara {x,5) en Ly y {(x,¥) en L,
Un(x,y) = X para (x,y) en L, ¥ (x,y) en L4

U (x,y) =y vpare (x,y) en Ly

U (xey) = (x+y)/2  para (x,y) en L y (x,¥) on L,
donde Un(x,y) es la derivada direccional en la direccidn nor-

mal de la frontera de la Tegién D.

-4
L1
1
7 LZ
] 13
2|7 9| 3
4

6 ANE
o g
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DISTRIBUCTON TERNICA EN UNA REGION "p»
RESULTADOS,
1.0 La solucién presentada es semianalftica y consiste de la
unién de planos cuyo duminio es un conjunto de elementos

triangulares.

2.0 E1 médximo error relotivo comparado contra la solucién
real tué, 0.15%
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TAFLA VIX SOLUCYON DE LA EDP ELIPTICA

U(x,y) = A+ Ex + Cy para (x,y) en el tridngulo "k"

A B c i

4.00000 0.18861 0.00000 1

3.93733 0.20889 0.29306 2

3.95944 0,10139 0.39750 3
3.95467 0.07556 0.57444 4

4.00000 0.18861 0.00000 5
4.00000 0.00000 0.18861 6

3.97911 0.10444 0.18E61 7

4.00000 0.00000 0.29306 8"
3.95822 0.01044 0.39750 9

4.,00000 0.00000 0.49889 10
TAELA VIIY

x y Tk U U’ u-y*
0.1 0.25 1 4.0168 4.0250 0.0062
0.1 0.0% 2 4.0094 4.0050 0.0044
0.1 0.15 5 4.0188 4.0150 0.0038
0.3 0.0% e 4.0146 4,0150 0.0004
0.3 0.15 2 4.0439 4.0450 0.0011
0.5 0.05 10 4.0249 4.0250 0.0001
0.05 0.10 5 4.0094 4,0050 0.0044
0.35 0.10 9 4.0345 4.0350 0.0005
donde Ut = xy + 4 es la solucidn real
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La exactitud de los resultados calculados depende tésicamente
del tamafio de la particidén, de las caracterfsticas del siste-—
ma de ecuaciones equivalente a la EDP, del método numérico

utilizado para resolver dicho sistema y de la nrecisidn de la

computadora.

Aun cuando se calcule con exactitud la solucidn numérice de
la EDP, puede no repregsentar adecuadamente el comportamiento
real del sistema f{sico en estudio (ver oxidacién de 502) nor
lo tanto, ee necesario ajustar la solucidn numérica con obser

vaciones experimentales.

la computadora utilizada para desarrollar los nétodos numéri-—
cos estd limitada en capacidad, velocidad y precisidn vor lo
que nc tué posible hacer un andlisis completo de convererencia
y estabilided del método numérico, sin embargo, la seleccidn
del tamano de particién y de los factores de converpencia fué
adecuada para obtener resultados con tuena anroximacidén a los

reportados en la literatura.
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Recomendaciones para la seleccién y programacién de los métodos

numéricos.

1.0 Clasificar la ecuacidédn diferencial segin la regla del
discriminante en:

Hiperbélica
Parabdlice
Elfptica

2.0 Seleccionar el método numérico de mcuerdo al tipo de ecua

cidn:
METODO ECUACION DY PERENCTAL
Liferencias Pinitas ) Hiperbélica, Parabflica, Elfn-
tica.
Elemento Finito Elfptica
Curvas Caracter{sticas Hiperbdlica

3.0 Wwétodo de Diferencias Finitas

3,1 Aproximar las derivadae parciales por cocientes de dife~
rencias finitas cuyo orden de convergencia sea O(hn) para
n22,

3.2 Verifictr que el nimero de variatles dependientes sea
igual al nimero de ecuaciones linealmente indevpendientes
disponibles,

3.3 Ordenar cuando sea posible la matriz princival de tal for

ma que sea estrictamente dominante diagonalmente (apendice
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4.0
4.1

4.5

4.7
4.8

_'Seleccionar el tamaiio de la particidén usando 1os criterios

de convergencia, estabilidad y capacidad de la computadora
Resolver el sistema lineal utilizando alguno de los méto-
dos presentados en el apéndice A.

Hacer pruebas de respuesta del programe al cambio de 1las
propiedades fisicoqufmicas del siptema y evaluar si es
normel dicha respuesta.

¥étodo del Elemento Finito

Obtener la integral asociada a la ecuacidn diferencial y
restricciones en la frontera.

Seleccionar el nimero de tridngulos en tase & 1la canaci-
dad de la computadora; el tamafio de la matriz nrincipal
es (E+1)(E+1) donde E es el nidmero de nodos desconocidos.
Acomodar los tridngulos frontera de tal forma que sus i
dos (doc mdx.) sean colineales con la frontera.

Controlar el tipo de tridngulos, en el vrograma expuesto
s8lo se permiten cuatro posibilidades,

Colcular las integrales dobles de funciones lineales, uti
lizande el método del trapecio; si la funcién a integrar
es no lineal se puede usar el método de Simphson u otro
més eficiente.

Acomodar la ecuacidn principal cuando sea nosible de tal
forma que, sea estrictamente dominante diagonalmente.
Resolver el sistema lineal utilizando el Método SOR.

Hacer pruebas de respuesta (ver piferencias Finitas),
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APENDICE A

Lapectos importantes de las técrnicas iterativas para la reso-

lucidn de sistemas lineales.

petinicién. Una matriz A de n x m es un arreglo rectangular

de elementos ajj con n renglones y m columnas.

Definicidn. Una matriz triangular superior U de nxn

tiene para cada j, los elementos

uij =0 para cada i=j+l,j+2y¢aey1

Definicién. Una matriz tridngular inferior I de n xn

tiene para cada j, los elementos

1ij = 0 para cada 1=1,2,.¢.s53=1

pefinicién. Una matriz diagonel D de n x n tiene para

cada i, los elementos

dij =0 para i ¥ j

pPefinicidn. Una matriz A de n'x n  es estrictamente dominante

diagonalmente siempre que:
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n

gl >0 37 eyl
i=1
3#4

Definicién. La transpuesta de una matriz A de n x m deno-

tada At , €8 una matriz de n xm cuyos elementos sont

Definicién. Una matriz A de n x n se llama vositiva defini-
da si

xt Ax>0 para todo vector x ¥ O

Definicidn. Una norma matricial en el conjunto de todas las
matrices reales de n x n es una funcién de valores reales
il *41, definida en esto conjunto que saticface, pars todas las

matrices Ay Pden xn y todo nimero real lk:

1.- iall 2o,
Zo- Haldl =0 31 y adlo si A = C
3e-ik AL = kbl oall

4.~ %A + BF S pal + Bl
5.~ 44 BY S llab i il
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TEOREMA, 5i U< |l es cualquier norma vectorial em R , en-
toncess
1A = méx Haxh
ixp =1

define una norma wmatricial en el conjunto de las matrices res

les de nxn , la cual se llama norma natural.

En general 1lms técnicas iterativas transforman el sistema 1li-

nenl AX = b en ung sucesién definida por
=T X ¢ cC o e oe (1)

Teorema. Para cualquier x° en n", 1a suceeidn definida

por (1) converge a la solucidén dnica

x =T x+ ¢ 8l y solo sl 1T <1

®étodo sistema lineal equivalente

Saugs — Seidel  x*TY= (p-1)7 x*+ (p-1)7Mv

Jacobi x"f}: n’1(§+u) P

5 OR £+ (D-WL)-l((l—w)D + wy) & 4 w(D—wL)_lb

donde w es un real vositivo
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Teorema. Si la matriz A es estrictamente dominante diagonal-
mente entonces para cualquier valor de x°, el Método de Jacobi
y Gauss - Siedel convergen. La razon de convergencia depende
de HiTh y por lo tanto el método que converge més rapidamen-

te es aguel en el curl 4T sea minimo.
Teorema. Si By # O para cade i=1l,n entonces, el método
SOR converge a la solucién de A x = b si y solo si

0O <wg 2

Teorema. Si A es positiva definida y O <w < 2 entonces

el método SOR converge para cualquier eleccidn de x°.
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TABLA DE TRANSFORMADAS

T(»)

£(t)

l/(p2+ 1)(1-exp(-p))

expf—k/n)/n
exp(-k/p)/3QR{p)
exp(k/n)/SQR(p)
exa(-k/n)/u3/2
exp(i/n) /2
éxn(-k/p)/pj
exp(~k SQR(p))/p

exp(-kSQR(p) )/SCR(n)

cxv(k/n)/n3

=
W

w

k

j>o

sen t cuando (2n=2)1 <t <(2n-1)
0 cuando (2n-1)Tr <t <€ 2nmr

7,(2 SGR(kt))

cos (2 SQR(kt))/SQRUIT)
cosk {2 SQR(kt))/SQR(Tr%)
sen (2 $QR(kt))/SCR(TTK)
senn (2 SQR{kt))/SOR(TT k)
(63125 (2 sar(ie))
erfe(k/2S5QrR(t))
exo(-k74t)/SQR(TTt)

(t/k)(j_l)/zld_l(ZSQR(kt))

una tabla mas extensa puede ser consultada en la REF.7
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