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la intuicidén geométrica es - muy u‘hil;uuando se estudian los
principales concept.os del ca 1r;u1g Uimite, continuidad,
dif'erenciabilidad , integracidn, etc.).

Sin embargo todos hemos enfrentado alguna vez -siluaciones que

chocan con nuestra intuicidn,

Por ejemplo, en un primer cursc de’

la f'uncidn

f . R «-0 R
PO = x° sen ;—( si - x# 0"
£ix) =0 si . x =0

que es dif'erenciable en el origen.’

n‘inglin punto ([20],teo.7.18), d
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En este trabajo trataremos con una siluacién de este tipo,
aunque no tan elemental como los ejemplos anteriores.

Analizaremos algunas pruehbas sobre ‘la’zexistencia de funciones

:nciables en ‘un intervalo,

inte o:'en- el que sean

crecientes o decrecientes. -

Con respec'o a este ppoblema en

“El primer intento -para t:jﬁhs:'t‘;ruit‘,:‘uné'f;un(:lﬁh,qoh: uﬁ:’ﬁékimO—,y un
minimo en cada intervalo que' tuviera cociente diferencial finito
en cada punto fué hecho por Hankel (1882). La funcion que
construyd, =in embargo, no era una funcidn que oscilara en cada
intervalo. Du Bois~Reymond habia manifestado va en 1875, gque una
funcicon asi no podia existir, pero Dini consideraba gque la
existencia de tales funciones era altamente probable. La primera
construccién vdlida de una funcidén de este tipo se debe a Kopcke,
quien primero construyé una funcidn oscilante en cada intervalo,
derivable por la derecha y derivable por la izquierda en cada

punto, mds tLarde obtuvo una funcidén que tenia las propiedades

S
Ly

deseadas. La construccidn de Kspcke i‘uémbdif‘,icada por Pereno”. En

i

su trabajo, Hobson presenta una prueba basada  en la modificacion

de Pereno.

Casi cincuenta aifos después; Bruckner escribé en [k4J;k

"En 1887 Képcke did una construccién de una f‘um_:idﬁ de este
tipo. Discutiendo el trabajo de Kdopcke, Denjoy dijé en 1915: “En
1887 Kopcke dié en Math—-Annalen un ejemplo de una funcién que

tenia en cada punto (o asi lo pensaba €1) una derivada la cual se



anulaba y Lomaba ambos signos en cada intervalo contenido en su
dominio de definicidn. Este gedmetra retomd el problema varias
veces corrigiendo, en cada ocasidn. los Vem-ores de las pruebas

anteriores. La cuestion de f‘unrmnoa dnerenmableb mondtonas en

ninguna parte ha originado bamblen mlxchOs otros trabajos".
lLas diferentes pruebas a que De:n;)ovﬁse‘ ref'eria eran demagiado

complicadas., Al 1-cspe¢t,o§ en el tmaba‘jo"der Denjoy [referencial, &l

habia dado  tres” conbbrucu,mnes ~diferentes, AnLes. de dar una

construscion del Lmo Kopcke. aclaraba al lector que la-

claridad v simplicidad- de esta construccidn era posible gracias
a las ideas de Borel y Lebesgue sobre la medida de conjuntos.
Para Denjoy sus construcciones eran simples Y claras.
Probablemente nosotros las encontrariamos horrendas.

Hobson modifiicéd la modificacién de Pereno a la construccidn de
Képcke en su libro [12]. Este fué publicado cuarenta anos después
de la primera correccidén de Képcke, treinta atios después de la
modit'icacion de Pereno v cincuenta afios después de el -simple vy
claro- desarrollo de Denjoy. jLa modificacion de Hobson requirid

diez paginas!.

En la actualidad existen  va bas accesibles. Algunas son

de naturaleza constructiv conncida construccién de

Zahorski (231 v réléﬂ@iaxﬁente elementales

construccivnes: del Katznelson

Stromberg l13] v Blazek, Borak v

Maly [ret‘eren«iia]

Bn (4] Brdckbef" bo'sdlvxe\]a" ‘s"ww(;ek :brvu:éb:as’ "cbn‘"~ técnicas bastante
Illl)del"tldb no dx.-,pombles para Hobson. En e:>(,e trabado se presenhan

cuatro de estas pruebas. La t‘malldad es reux' l matnrml en

sav

Xit



xiv torno al cual giran estas pruebas (material gque se encuentra
disperso en un gran nudmern de publicaciones) y presentarlo con
lenguaje wuniforme; de tal manera gue Vlabsk;v pruebas resulten
accesibles a guienes gue hayvan esLudiéydo t,eél*ia de la medida. Es
por este motivo que la primera part_,e’ebfdé es’te: trabajo estd dedicada
a presentar aquellos Lemas..i‘ulxdam‘en‘ba:iés:para la comprensicdn de
tales pruebas. e

Las cuatro pruebas qdeiéﬁélizafembs'écn“déﬁidas a 1) Veil (221,

2) Goffman (91, 3 Pc-*r-uska v La_ zkovxch [14] y'~4)” Bruckner Marik

y Weil (51; quhcadgs'»en 1975 1974 y 1982,
respectivament.e, 7 :

La prueba de Weil es la mds clara y elemental de las cuatro
pruebas, aunque es una prueba indirecta, puesto que la existencia
de la funcion se deduce del Teorema de la Categoria de Baire.
Entretanto, las otras tres pruebas son de naturaleza constructiva,
t.an constructiva como quiera entenderse la construccién de una
funcién mediante un procedimiento similar al usado en el lema de
Urysohn en Topologia. e

1ba

LLa primera parte (tres primeros capitulos) va se dijo ai‘l‘
son preliminares. El pmmer'capitulo se ref‘lre a; la

Baire 1 (que” " son hmxt,e & puntual de : {‘uncmnes conbmuas) : el

objetivo es presentar una caract,erlzac.ui ”’de estas t‘uncxones que

serd de gran utilidad en las cuatro pruebas. Bl segundo capitulo

es solamente una prueba del Teorema de la Categoma de Batre. El
capitulo tres, es el mds extenso. esba d 1d1do en ‘Lres secciones

en las cuales se abordan temas " como Densw.dad de un con_;unLo en.un

punto, Funciones Aprox:.madamente‘ Lontz;nuas'. Topologta de la

Densidad y el Teorema de Zahorski. En 1a ‘segunda parte. (cabit,‘ulos

RS



4, 8, 6 v 7) es en donde se presentan las pruechas sobre la )("
existencia de Punciones diferenciables mondtonas en ninguna parte,
cada capitulo Lorresponde a una prueba y al prlncxplo de cada unn
se da un llgero Psbozo de la demosbra01on. ’ k
Se incluye -a contlnuacxon una llbLa de los almbolos mas usados
con una breve def;nlClon ¥ Lambxen‘fsééwda  hn§ lista de

B

convenciones, que’ pueden ser de utilidadfenfla‘1ecpurakdel texto.
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sUN

AI

ACO

AoB

Converge.

Converge uniformemente.
Maximo.

Minimo.

Infimo.

Supremo.

Complemento del conjunto A .
Cerradura del conjunto A .

Conjunto derivado de A . (Conjunto de

puntos de acumulacidn de A ).
Conjunto de puntos de condesacién de A .

Diferencia simétrica de los conjuntos A vy

B CAUB-AqpB).

Un  conjunto es G6 si es interseccidn

numerable de conjuntos abiertos.
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A

ddo(x,y)d
dis(x,Ad
diamCAd
1@ )]

m A
m*(A)

mCA)

I

2
P

Un conjunto del tipo Fa es una upidn

numerable de conjuntos cerrados.
Bola de radio £ y centro en el punto x .

Bola agujerada de radio. 7 tro x .

(x eA; PG = o)

bisia&bié:déi'puhtoi ;irélrﬁungo Y .
Distancia del punto x al conjunto A .
Didmetro del conjunto A .

Longitud del intervalo J . :

Medida exterior del conjunto A .- segun

Lebesgue.

Medida interior del conjunto A , segin

Lebesgue.
Medida del conjunto A segin Lebesgue.
Integral de f sobre A (integral de

Lebesgue).

La notacidén que a continuacidén se da, forma parte del material

de este trabéjo, por tal motivo, después de sefalar el significado

de un simbolo se indica la pdgina en que se define tal concepto.
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BCA O

LA XD
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A c+ B

A)

wh fen~e1;punto x'.f?

’ el punto X‘ 

- Familia ™ dé"“la‘;:rfuncxonéé.

Densidad superior del conjunto )(i)(

A _en el punto x . I (@]1)]

Densidad’inferiof del: conjunto

Q0

Densldad del conJunto

f}Tdééib fa de ia"dénsidad o @

; ¢(A x) -1 ;»‘3pa£a'i:

'Lodo X en AL j EE R TP

1Conjunto'de las Punclonps, de -  5 

fBaLre def1n1das en [0 1] ;,,; @

aproxxmadamenter,iy o
deflnldas en [01] 95
Cfy 'f ‘es derxvad
'Funu16n deflnlda en. S CXIND

D

k-lel, -
A
m que se pueden ext.ender

a un elemento de § . 95>
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acotadas en
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h

f'unciones
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En este trabajo estudiaremos funciones reales definidas en un

subcon junto de nimeros reales, a menos que se diga otra cosa.

Se dird que una funcidn es diferenciable, si tiene derivada
finita en cada punto de su dominio, cuando otro sea el caso se
dird explicitamente,”

La.medida kﬂé*t:on‘jun:t,os/ 14 en todos los casos la medida de

Lebesgue. - De: 1am1 ma i éix’and’,o k:habl'emos de la integral

de una I‘uhciﬁn, esbarmo de 13 ivntegral de Lebesgue.

Llamaremos nulo;

Por “un’ conjunto nimerab; onjunto. con la

cardinalidad del conju‘htq elo ales.

Diremos que un conjunto es contable, si es finito o numerable.
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SAPITULD 1
FUNCIONES DE BAIRE

El’ objetivo de este capitulo es }ppesenhér un teorema de
caracterizacidn de lag fgﬁcidhes de Baire,:espe teorema, debido a
Lebé;gue. agegura que l§s fuh¢idnes de Baire {(limite puntual de
f'unciones continuas) sbﬁ"rtééﬁeilas cuyéé imdgenes inversas de
conjuntos abiertos son dei tipé ~ba . 0 equivalentemente, imdgenes

inversas de conjunlos cerrados son deltipo- GS .

DEFINICION 1,1 Una funcién.ff'} A —4 R se dice qgue es  una
funcidn de Baire o gue sstﬁfenquiélqséaj Baire 1 (B), st . es

Limite puntual de funciones coentipuas.

tipo Po exitste otra suces;on {P }
w

UHn = UTF

n=i n n=1 n

FC" . VVVnE,[N
n n

Fn n Pm = 9 St m# n .
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Oenostrastac: Sabemos que  H es de la formag
n
oo
Hn = kU’ A'r; donde A* es cerraio para todo . & “en W,
= n E i ~ .

Sea  olnk) una humeracidn . para

Definimos para cada i . en

Ahora si r = oln )

definimos F‘ry\‘ -

—- Puesto que en cada

B:‘ es un conjunto del:tipo
—_ F‘n < Hn puesto,que.‘da’do :

— Veamos que F N F =0 si n'm
n m .

Sean x y 1 en N . Sean O'(n‘.:')i”

va que n # m . Supongamos (S.P.¥.)
-1 1 9—\
U A v B =A - U A
= m 8 - =1

3 L

.
B = A -
r

i

k La
B’ n Bm Q. . L

—-— Finalmente veamos ' que
© @

Clarament.e UF < U K-
n=1 n n=1 ne il
Para ver la otra contencisn tLomemos = x ‘para alguna n
entonces x e A‘: para alguna :© k. en N . Entonces existe

+ i S

v = olnk) tal que x « A . Sea i_ minimo con la propiedad de

8

que { e A




LEMA 1,3 $i{ wun intervalo fa,b] es ‘union finita de los

conjuntos ajenos F.,F
t

s s F y . cada ‘uno de . estos
n . 10 ,

conjuntlos os un. Pd . entonces cuquuteerunCLén}rédl.@efinida' en

cada B e

{a,b) qus sea'cbnstanﬁ un [unéiéu‘déjadire.

Demostracidn: Séa }f* ~para
todo x en 1Pkk;~v’i‘ ’
Supongaios que'~?g F
R i

es cerrado.

Sy R como sigue

Puesto gue la funcidn e$£57définida en una unién finita de

con juntos cerpadoég Yﬁésuéonsbanbe en cada uno de estos, entonces
es una funcién conbinua.
Entonces, ver ([6], cébLVII. teo.5.1> o ({20}, cap.IV, ejer.5),

es posible construir una extensién continua fh . [abl —2 R de

e

n

;Sea x .en [ab]

“en: N.. . Ahora,

puesto que la sucesién:d 1 juntc by S te, se tiene
m . opm o o .

que X € Ek < E% ar dc le pmfx) f o,

para todo m > i

5
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LEMA 1,4 Sean AcR y f una funcidén de Baire definida en

A . Si M es una cota para f ., entonces f .es limite (puntual)

de funciones continuas acotadas p

Demostractdn: Sea

definidas en A ‘tales qu

tim o (x) = GO
neo " N

para todo x en A
Dado n en N , definimos
£ (x) = vui.n{ max{ p ()75 ~M:
n N
cntinua. Y dado x en A
-H < £ () <M.
lal
Por tro lado e :
lim £ (x) = m,m,{ max{ £{x) , -H“"}.‘ M }
nao - 7
(por que los mdximos vy :minimos  respetan limites). Pero

-~ < £x) €M, de modo que lim: £ (x) = £({x> .m
n=+o n

LEMA 1,8 Sean A c R y {f} uhasﬁ,&"és\i?o’ﬂ f&é!jfﬂﬁcioneﬂs-» de
L [ ik

Batre definidas en ceston de nimeros

positivos tales gue

X en A . St

o

LM

nz4

converge, entonces L
®

pGd = § f“(x)

n=1

es una funcion de Baire.



Demostracion: Ya que | fn(x) | £ Hn . tenemos que entonces que
[& 4]
T fn(x)
nzq

converge para todo x en A de ‘modo que P esta: blen deflnlda

De acuerdo con el lema anterlor para cada ﬁ‘ ‘en; N +oexiste

una sucesidn {fk)k de funclonesf‘contlnuasf en;

lim £5GO = £ GO
n n
ko0 -

y | £500 | <M paré
n n B

Dado n en N deflnlmos

p OO = 700 4L - f <x)

Veamos gue {pnh;

Sean X en- A- o B;égiﬁoggﬂ:g, reﬁ, N tal ,qué
® e el T B ‘ :
IN Mn {e./3

NN +1
°

Dado n > NG

| p 0O = x>

N' -

RS ) | £ G0 | <
izt - Y

Nu

T ] o -

t=1 ¢

No

7o NGO

i=1 -

Ahora, ya que Tl
N ;

Lo £ ‘ ft(x)

=1

tiende a cero chando Llende a 1nP1n1Lo eXLSLe fﬁ: n

que N >N .Y esLa suma,es menor,que? 5/3 para Lodo

lo tanto | p GO - p(x) | ;frpara bodo Ah‘a N . Bs de01r f{ps}n

converge a ¢ .®
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TEOREMA 1.6 CLIMITE UNIFORME DE FUNCIONES DE BAIRE ES DE BAIRED.
Sea {fn}n una sucesidén de funciones defintdas en A <. R , donde
cada una de ellas es limite (punktuaLk) de :funcﬁko_r‘kzreé Vyckon”t\lnu'as. St
{‘n 24 £ entonces {' .,Lan‘\‘b‘tvén‘es 2 Lmttepuntualdealguna suce’siv:én

de funciones continuas: - -

Demostracion: C;md*.> = : L
| £GO - f (0 | < 1/2 para may;fefs' 0
iguales que Ny panba‘;j{c'»_gi ' '
Del mismo modo e'xi?te'v N2 en
| £.00 - £LOO |« 1/2* par$ Lfgid'o(/ jyb}jres: o iguales
que wN2- Y para tedo x en A, V :
Procediendo de esta manera es posible*'constx;uir una sucesidén

(N(n)}n de ndmeros naturales tales -que ww (N2 .. . y

b 4 (x> - f )(x) <120

Nin+1) N(n

para todo x en A v todo n en NN,
Usando el lema anterior tenemos que la funcién.- -

5 [fN(rwx)CX) h i‘N(n)(x? ] : ‘ @
n=t ) h fo

es una funcidn de Baire.

Ya que la i - n-ésima . suma parcial de esta serie es;

[f GO -f OO ] A+
N N(n-1) ' ks

[ f x) - f ,,f(xk);,]f
N(n-1) Nin-2y " - b

- f (73]

OO :
N N(g)

tenemos que egta serie converge a

£OO - £ on consecuencia  £(x)

, X es una i‘uncxéndeBa )

lo es. s



TEOREMA 1,7 Urna condicidn necesaria y suficientes para [ue  una
Juncidén £ definilda ern A c R, sea una funcidn.de Baire es -que
los conjuntos ¢ x'e%A ;,f(x);) R y;;f:(ixgé'A?b'f(x) <o)

_arbitrart

sean conjuntos delitipdif?a ._gar# ;ar

Demos Lrdaciéni

Necesidad):. Supon &i'es  decir
£ e lm £ 0
n
h-.(!) . i
con f - continua’para cad
Sean F*
n o - IR
Tenemos entonces lo-sigu
S = {xeh ;P OO La="
m n " .
© K e
U S ={xeA:3 myin;
m=1 m e
[+ 4]
e k

™ = . ; sy
k=4 m=t m {xeh.3 k : SR V"‘-— m }

pero puesto que f‘ — T{~
r

o o k
U U 8 s {xea:
k=t m=t m .
de donde

®

kt—‘Ji 'myi Sm='(XEA

o

ahora, puesto que f
n

del tipo F
G

PRy

Como { x e A

que va probamos

CSuficiencial:

funcién acotada, es



10 Sea n en N vy consideremos la particidn
cc

= m,q =g +._ﬂ_:..l‘;_‘.._‘g o M
1 @ n V.nr
Sean
Aku{x;uk_1<l‘(x)(ukﬂ} kl.‘,-\!f#f"'.‘f R NI T

Ao = {x; fx) < 01}

A ={x.:a < fOO )
n-1

n

Por hipdtesis cada Ak s kB0, W ,'Tés Cur
n . . :
A= yg% Ak . De acuerdo con la proposicidn 1,2,
T . n ., i
descompogicicn A = kgL B de conjuntos B - .del "

ajenos dos a dos vy tales que Bk < Ak vk = o, ey R

Consideremos la siguiente funcién
£f A — R
n ‘

f (x) =¢ para x en B , k=mao ,. . . ,n
N k k

Con base en el lema 1,3 concluimos que fﬁ es una  funcién de
Baire.
Sea x e A entonces x_ e Bk < Ak para alguna x entre 0 vy

n . Esto significa que fn(xu) = g y oo, < f(x) < ..

k k-

entonces | f (x) - f(x) | < !~§-! . Se concluye entonces que
T
n
De acuerdo con el teorema 1,6 f es una funcidén de Baire.

Consideremos ahora’ el caso general. Sea g(x) = arctan £Ix .

Entonces g es una funcidn acotada. Y ademds tenemos lo siguiente

Cx ;800 > al)={x; fX D> tan a ) si ael(-n/2 , n/2)
{x: glx> > a) = A si o £ -n/2
{x ;00 >a)=0 si a > n/2

Tenemos entonces que { x ; g(x) > a } es un Fa ( A es un Fo
© :
ya que A = £MR) = np‘f"‘c-w,n) ).
De manera similar concluimos que { x : g(x) { o) es un Fa

Por lo que ya probamos g es una funcién de Baire.



Pero f = tan g(x) 'y como la funcidn tangente es continua,

entonces f es una funcidn de Baire.w

COROLARIO 1.8 Una'condictéh hécesaria y suficiénte,para Que una
funcion £ ;A —s R seia:lf;‘un'a“ funcidén de Baire es que - los

conjuntos { X A {ff(*)fy

1q;};7Y. {xeh: OO 2a) sean G

pera o arbitraria en: R

donde £ es una primitiva de f’ij>Pa§a’

funcién continua bien definida. Ademds

n — w , para cada x en (0,1]. Por loftéhﬁa";f

11



TEOREMA B LA
CATEGORIA DE BAIRE

En este capitulo presentamos las versiones del ' Teorema de la

Categoria de Baire.,f;'dué'f usa mi _IV (prueba de

Welld.

DEFINICION 2,1 En in espacio métrice X ., un subconjunto D , es

Llamade dense en ninguna parte, "si D “'no. es denso en. ninguna
vecindod ne vacta de - X», Es.decir, —si pard todo ~x en . X. .y
para tods g > 0,0 existen. 'y -en X w4250 tat [ gue

Vs e V00 y dpvm e,

TEOREMA 2,2 Sea . X ~un espucic métrico com
nguna parte,

una sucesidn de subconjuntos cerrados’ densos en’

2 7] N
entonces X - Ui F  es denso.
n= n
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Demostracidn: Sean X Yy e > 0. Como Vg(".,) no esta
contenido en l“1 podemos - elegir un punto X, V&_(x) - F‘1 .
Entonces existe £, “tal que :

0<¢e <1
1

y B
[Vs.(x‘) ] cV(x)-F .

1

Procediendo de esta - manera ;t:’.{sucésiones
x} <X v {e}

nn nn

n n i i : ;
¥ L e
[ v, () ] <V, x )-F .

n . n-1 .

Si mw > n entonces PR
V(x> <V (x),

m n P s : ‘
as{ que dis(x  x) € £ Lo s'decir o {x }. . es una sucesidén
de Cauchy y, por tanto, converge 3 cen X .

Ademds :

xm € vE (xn)
n

para todo m > n , esto implica que

X € [VE (xn) ]—

n

para todo n en N,

Resumiendo tenemos que

LEMA 2,3 st

ablerte denso entonces 0




Demostracidén: Sean x en X 'y g > 0. Veamos que 0° no es

denso en Vg(xo)

Puesto que 0 es denso en

0NV (x)>. Y como este con junto ‘es ‘abiert
que V.G <OV xDd.

0° n Vg = 0 .

COROLARIO 2,4 <Sea Xf”ﬁﬁ_é;pg o Mé;p{co'éohplggqi,gpadaf una

temilia {0}  de cony ,,dénsbé;fsé'Euhpieﬁéué;:nﬁion
non e St e i s : =

+

es denso. RO o o ST ‘

-

.Demostracién: . Es. inmediato del'teqréma'VloZ;YY“l»lema 1:3 .»

COROLARIO 2,5 5S¢ ,Xﬂ,Hﬁ'éSP@F‘

una sucesidn de conjuntos . de

s denso.

LEMA 2,6 En un espacno

ninguna parte s y sélo st

Demostracion:

«=> D~ denso en ninguna parte implica trivialmente que - D . lo

es.

1%



16

=3) Supongamos que D es denso en ninguna parte. Entonces dados

X en X Y £ >0, existe x.en Ve(x’) y &6>0 tal que

9

Vé(x) < Ve(xn) y Dn Vé(x) = g . Entonces Decbd < [Vé(x)lc.
Por tanto V00 <V (x) vy p’ N Vs00 =@ . Es decir DT no es

denso en Vg(xo) . Por tanto DT fesﬂdehsofénkninguna parte.m

COROLARIO 2.7 st X ég ﬁﬁ esp§¢fb;méLr§co completo entonces D

es denso en ninguna parte sty .séle st D7 Ttisne interior vacio.

Demostracuon:

=3) Si D es denso en.ninguna parte, entonces - D~ lo es, en
particular tiene interior vacfo.

+=) Supongamos D~ tiene interior vacio. Entonces dados x en X
y £>0 se tiene que DT V() # 8, es decir D¢ es denso.
Por el lema 2;5 se concluye que D~ es denso en ninguna parte y

entonces D también lo es.m

DEFINICION 2,8 En qnt 'hégtﬁ¢é campLe£o{ un’ subconjunto . A

es llamado de L& primer atesoffd S

una untdn contad

¢ TEOREM

TEOREMA 2,9

categoria es denso.




(2]
Demcstraciton: Consideremos A = U1 Dp , donde para cada n en 17
n= n

N, D“ es denso en ninguna parte.
o
Por el lema 2,6 y el teorema 2,2 se tiene que X - "l_Ji (Dn)" es
o © - ®
denso, pero X - U (D) <X - U D , entonces X~ U D
nai n n=1 n n=1 n

es denso.m



TOPOLOGIA DE LA DENSIDAD -
Y  TEOREMA DE ZAHORSK! - -

La idea de este capitulo es introducir la Topologia de la

Densidad, v, , y estudiar algunas propiedades de las funciones

d
aproximadament.e continuas que, son pfecisamenhe aquellas funciones
continuas del espacio topoldgico (W.rd) en (R,topologia usual).
Los principales tleoremas de este capitulo se refieren a la
existencia de funciones aproximadamente continuas que separan
ciertos subconjuntos de los reales (dos Teoremas de Zahorski y el

teorema que dice que la Topologia de la. Densidad es completamente

regular).

]

3.1 DENSIDAD

En esta seccién introducimos el concepto de. ‘densidad de wun
subconjunto de R en un nimero real. Al respecto probamos algunas
propiedades elementales y el Teorema de la densidad de Lebesgue

v



22{) gue asegura que un conjunto medible tiene densidad 1 en casi

]

todos sus puntos.

DEFINICION 3,{,1 St xR vy X c R es un conjunl'o medible, la
" Dersided Pinerien de X en x ., se ‘depota por $CX v se

define como:

.

PO = Lim F X0
. n_’m n vv R | 1 . -
donde

»

MXAD F
Zn(x,x) = ou.n{ Ry X e 'I:.,:.: J/(I}D (i- e '7 (érvq}.o‘ab't.o.‘} )

De manera andloga se define’ Q(X.x) y la ﬂmouigd Snfernian - . de

K}

X en x.
Nétese gue los limites $(X,~x)» y Q(X.x) © stempre existen,
pués, las su,céstonés {?} (Q“} son decreciente 'y creciente
nn n . N R - “ o
respectivamente y ademds acotadas Centre 0 'y 1),

~

-

DEFINICION 3.1.2 CDENSIDAD> Dado un conjuhto X-, medible vy un A
numero real x , si los.limites $(X,x)) y X0 son _lguales,
“defintmos la Denoided de X en x » ¢X,x) , como:

PO = FX ) = PX,x) . ) .

TEOREMA 3,1,3 Sea x un numero y A

#CAX) = L es condicidn necesaria y suficiente que para cualguier

sucesion de intervalos abiertos '{I } tal que
nn N

xe D x vy timgr)=o0

n-+m



ge cumplu gue:

“m(AnT)

WL Demostracidn:

CNecesided>: Sea

gme L1 )" 0

n-'lD ~;'

e>0 (’omo L_'.

; ¢,M(A '3

Ya qu

A}
tim l(I)a 0’
o n~m~= »-.<;< ;
enbom.ea nxmte N‘_-,\N
t(I) s i— r;ara ’t,oa"(’)

u

v.:m(A {\ [ )

A D

5. v gcensten iy s Ven 07 ;
AL wer . KDL e T, un intervalo abierto
tales  que $n"(Aﬂ,x) -r K- Yy s;"‘- Q“(A.x) ie ‘»5 es decir.

e



22 r > ¢ A = ¢y s < Qn(A.x) + £ . Si elegimos intervalos 1'n
para r yh‘ Jn para 8 podemos aplicar la hipdtesis, asi que
tomando Jlimite cuando n Llende a - infinito, tenemos

2,&)—(A,)§)'~ £y < gAX) + € .l ‘tenémos entonces  que
FAa0O - £ % LS A0 + & - S

‘Ahora ".Lomando limite cuando £ blende a cero, se tiene que

L s ‘&](A:x_) 2 L £ ¢Ax)> ..Pero por def‘m“cxd de ¢ tenemos que

. zji(;\’.i() & AKX L Asi que Q(A.x)

.

LEHA 3,1,4 Dado_ X m : 'éxi'"s’"té. -~entonces:

s ¢<Xx> <1 .

i " U LEMA 8,4,8 Si F(Xa0.= 0 entonces ¢(Xx) = 0 .

Demostracidn: - Por def‘inic'idrifﬁd‘fé_ tenemos = que
< HX. %) £ #Xp0 asi que 0 < Q(X,X)SO y esto significa que
Q(X x) = () . Por tanto (X% =0 o S
~ By

»

tonces ¢(X.x) = 1 .

‘

LEMA 3.4.6 St $CXa0 =

Demostracioén: Es ana’i}“c;g ebade 3.1,8.m

COROLARIO 3,1,7 St X @es un numero real, A y B son

conjuntos medibles, Ac B .y ¢lA/x) =1 entonces ¢g(Bx) =1 .



Demostracion De la definicién de densidad inferior tenemos que :!\;

AQ(A.x) < ¢(Bx) 21 entonces 1 £ ¢(Bx) £1 .»

LEMA 3.1.Q St A Q‘ B sop‘cgnzunlos,mediblés. AcB y @A

v ¢CB, x> existen ehtbﬁéé; llﬁ(l{x) ¢(B.x) .

Demostracion: Puesto que A c:B - entonces S

mCA D < m(_!; I -

para cualquier intervalo 1~._asivdue?i$§ﬂ,k}“§5${8.x1~}“ ésto ‘es

(A x) € pBx) . m

LEMA 3,1,9 Sea x e R . St Ay mCA-B) = 0

entonces ¢lAx) existe sify*sélo 91" ‘existe: En caso deo

¢<n x)

que ¢(Ax) vy B ‘exis tan son Lguales W
Demostracidn: Puesto que B = A - (A - B) AnCA-B° se
tiene que B es medible.
Por otro lado si I es un intervalo tenemos:
ApnI = ApBADULA=-BAI] = BaDU[W-=-B I}
de donde mMAnD = nmBD + m(lA-Bl D pero,
n{ A-B1lpnl)=20 por tanto V nCAnID=mnBnD para todo
intervalo I .

Entonces para que - ¢CApod ,exxsta es necesarxo y. suf'iciente que

exista ¢Bx) vy, es claro que : n el caso de que existan son

iguales .m
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LEMA 3,4,10 S¢ A es medible, m(Ao B) =0 y mlAxX) existe,

entonces  ¢(B,x) existe y  PplAX) = H(BxD .

Lemostracion: Como A= (A B U< Ly mCA =B =0

por el lema anterior tenemos ‘: ésuV medible vy
#Ax = ¢CA [ B . Ea

Ya que B = (A B U NVASV y m(B - A) = 0 , tenemos que B
es medible. Aplicando otra Qezreel lema -anterior  tenemos que
B = A 0 Bx) .

Por tanto @A %) =7¢(B,x} i

TEOREMA 3.1,14 Si x '~esifu;:“nﬁméfgéife&l;;fA }9s¢ﬁu,
medible y  @(AX) existe entonces = ¢(A) "tQMbiénwéxispé )

AT X) =1 - plAX) .,

Demostracion: Desde luego A° es medible. Veamos que.se cumple
o demas.
Tomemos una sucesidn de intervalos abiertos {In}n tal que

xeﬁl y Ltum X ) =0,
n=41 n n

N
(lomo
L . n(CAUAD nI) _ m(AnI)d . m(A® nI)
L) T {8 P
n n n
y como pr el teorema 3,1,3
Lim m(A nIn) _
new Ty T T AR

t.enemos entonces gque
c
n-+w ZEI 5
n

oxiste y es igual a 1 = @A -, Ablicando nuevamente el Leorema



3.1,3 concluimos gque @¢CAS |, X) = 1 - g(AX) .u

TEOREMA 3,1,12 CDE LA

conjunto medible 'en

es _acotado. Y

“Esto ' implica que  si

S = [ x e A gAx

un  patural  n

Ty >0,

“puesto” “‘gue

Ales jmediible kbor‘ hipStesis

. ?—} 5.
subpon}ju‘riﬁyqﬁ T medible
de A tal que : |
W =k >0 .

(6 = m (A = =K Gea’
R o R
Lim ¢ (A 74 - L

ne
n-+w e

existe una sucesidn {I:Fﬁ‘ ) :..contenidos en

G , tales que

xe n I" . lim KIT) = ¢t -2 ¥Ynen
n=y * n*® ,x"v . e e
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Notemos que la familia ¥ = |{ I; i XxeT v nell} cubrea T

en el sentido de Vitali. Asi que existe una familia
Il . Iz v+ - . numerable de intervalos ajenos dos a dos gue

cubre a T excepto por un conjunto de medida cero. Ver ({8],
cap.i14 cor.i). k
Tenemos entonces
nAnlI) ;
'———Z—r—s——n n <1 - L Von &':‘.‘[N v
(¢ n "a : S

de agui que

m{ A N I ) N
**"‘rr"‘ > 5

o bien SR
mAS qI) > KT
n nk_ n

Y entonces

® @© ’ e ‘ o .
ent B00) = (Bt ean) - Fecany o
v ((1>-—i°°1<x)-—‘~m[81] > Lo = £
E: r\° n, n§1 n n, nzi n - n, n, :

Ya que U I <G entonces mA° (1 6) >k 7 n
nit o n .
Por otro lade m(G) = mCA 0 G + m{A° n 6 , pero
Cm ANG UK NG =AUCM 6 entonces
m(G) = mC(A> + m(A° y 6) , de la definicion de G tenemos

mA) + £ = m(A) + m(A° 1 G) entonces m(A° 6 = -5 ¢ . Esto

© °

termina la prueba en el caso de que A esté acotado.

lonsideremos ahora el caso general.

A se puede expresar como A= U An ¢nnd . ‘asi que
{xeh: Q(Ax)#1}=U{xeAn(-n.n) Q(An(—n.ni)fi}
por lo que probamos al principio para cada n en N el conjunto
{ x e A Grnd @ gh n G-rnd) # 1} tiene medida cero, de
donde m({ x e A: ¢g(Ax) # 1 }) m 0 .



3.2 TOPOLOGIA DE L A DENSIDAD Y FUNCIONES APROXIMADAMENTE CONTINUAS 27

En esta parte se definen los conjuntos = d-abiertos como aquellos
subconjuntos medibles de ® que tiene densidad 1 en cada uno de
sus puntos. Verificamos que la familia de los - d-abiertos es una
topologia, la cual es llamada Topologia de la Densidad.

Otro resultado importante de esta seccién es el teorema que
asegura gue el producte de wuna derivada acotada por una

aproximadamente continua acotada, es una derivada.

DEFINICION 3,2.,14 C(d-ABIERTO> Un_ conjunto A es t lamado
d-abterto, st es medible y la densidad de A existe y es igual a

{ en cada uno de sus puntos.

TEOREMA 3,2,2 (TOPOLOGIA DE LA DENSIDADY La familia Ty de los

conjuntos d-abiertos es una topologia.
Demostracion:

2 R e Tyq

cualquier - intervalo -

I, Rnl=1I por lo.que

m(R 1)
LSS 1,



28 ti) Si Ay B estdan en 14 entonces AnB tanmbién estd en
L
— Por supuesto la interseccidén de dos medibles es medible.

~ Veamos que ¢(A n Bx) =1 para todo x en ANnB.
Sea x en ANnB ysea 1 un intervalo abierto, tenemos que

m({ AUBS ) nl) _ m[ A NIT] ULB AT])
0 = ————*‘-“‘—RTTJ] 1149 <

m(A° nI) , m(B° nI)
I{¢ 9§} ¢ 8]

de aqui gque dado n en N

c c .
0 & oup { MLALRGLOI [ xex D 2

intervalo abierto } <

c c R e
oup { AT QD L m(BTOD) |xeT. &b ¢t eI es
intervalo abierto }

entonces

c c : ‘V L’...,,
0 < oun { LA Yers-0 )l"e

e I es un

in

intervalo abierto }

sun { mCA 19} l xel , D intervalo abto. }
. T o

b3
4]
et

n intervalo abto. } '

N m{ B¢ I)
o { 5 |
entonces L
SFUUBR, 0 £ FAx
como ,;
Lim @ (A°x) = 0 = Lim § (B®,%)
n-+o n n -+ n
entonces
tim [ A5 + (B ] =0 .
A0 n n

entonces



tum @ (A U B x) =
"n-+m n

esto es HA° UB°x) = 0 por lo tanto #(A° UB°x) = 0, o bien

AN BX) =

101> SU (A} es una famiita i elementos’ de ' ,_7"‘57 . entonces

=y Aa estd en T

— Prxmefo Qpamo§bqu9;!x e; medlble‘
c~upong;3mu., que na es. delblL. esto es>k éﬁbéﬁgéméé vqueljgxishen
con juntos f,,y G dLl pro G; ‘v F fgspéc(;QémeﬂLe iaies due
«AzG, m(F) = m (A) -m (A)W== m(G) 14 m(G ~F) ) 0
Ahora, por un. lado,; m (A - F) ) 0 ya due = m (A - F) = ()

entonces A - F serxa medlble de donde :ZA:; reaulbaria medlble

t.ambién.
’ de  Lebesgue‘
{xeG=-F ;3@ -F.x)

De los parrafos. anhe : k éﬁemos que
existe x e A - F"'v ‘:‘ i C :X£D'=rir.
Entonces existe d; tal que T
hipdtesis ¢(A X ) = 1k

Usto implica que. ,m(A .

A nNe¢G ~Fic A v.
Por tanto A é
— Ahoré veamos qu

Como X .
Entoncesr,Si‘,‘ Aeni a Tun. tenemos que

< ¢(Aéaorst¢§15Q;§fﬁ ¥ﬂ, fbéféfhodo X en

A.n

29
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TEOREMA 3,2,3 Si un conjunto A tiene medida cero entonces

PAX> = 0 para todo x en R . En particular A es d-cerrado.
Demostracidn: Es inmediato de las definiciones 3,1.1 y 3,4.2 el

teorema 3.1,11 y la definicidén anterior.

DEFINICION 3,2,4 Una funcidn £ : A~ Rl¢v'b“dg}bximadqmente

continua en a , un punto . de

(xeh:|£0GO-2x) [ e}

DEFINICION 3,2,8 Una funcidén £ fﬁA f;ﬁ' “es aproximadamente

continua eén A sl es aproximadamsnte'cbntinua en cada punto de A

TEOREMA 3,2,6 St £f: A+ R e aproximadamente continua

entonces f es medidble.
Demostractioén:

) Para cada o en R, E=» {x ; xe (X {al) es medidble:

Sea o en R . Si E =0 no hay nada que hacer. Supongamos
entonces que E es no vacfo..

Sea y = inf (~0,0) 0 Im £ = inf FCE) . (Notemos que y_ = puede
ser -~ J.
— Consideremos el caso en que y_ e f(E) . Sea x en E tal

que f(xw) “y, . Como f(xﬁ) =Yy, e £(E> ent.onces f(x.) { a



asi que o - f(xg) > 0 . Entonces el cbnjunLo

[s]

E = {x: | 0O -Pfx) | Ca=-f0x)} estdbien definido v es

medible por hipdtesis.

Pero E es precisamer
. >cisam

x € E entonces 'f(x)'

X
vox_. f0x ) £ £ tanto
donde
— Considetéﬁoé; a ~Ya que
y, = inf £CB) exisle (v} una sucesién e ) “tal  que
n © o
Sea {x} < E tal que f£(x) en N
oo : P ,
Para cada n en N sea . 7
E = {x: | £GO = £0x3 | <a = £x) " Entonces E_ estd

bien definido, puesto que f(k )5(, Adghés En es medible por

hipdtesis.

Veamos que E = ng,B:f j-‘Bn>c E ,- de donde
nQEn cE. Si xel e ‘ﬁr".Y« < FGO y
v, < f£(x) . para todo 1ff' ;o . existe w

en N tal queﬁ7  (3§) > 0 v

como x « B, es - . tenemos

| £00 - £(x) | Ca

Por lo tantc también en-est so - concluimos. que: E. es medible.

31
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o 4 N
) HE)
fle s 4 [{L8]
[ [{LRNT1 ) . . v,+
b
{(caso en que Y. e FCE) » . (caso on que YD e £CB) »
fig. .3.2.

11> A es medible:

[+ 4] @®
Notemos que A = £ = £*[ U, (-w.n)] = U £*am . Por

lo que vimos en tD> obtenemos que A es medible.m

NOTACION 3,2,7 Déng{aﬁémo; por Rd a los reales con la

Topologia de la Densidqd,‘7lﬂ

TEOREMA 3,2.8, Las funciones £ Rd v R ;éon}ihu@s-fsoﬂ, las

aproxtmadamente continuas.



Demostracion:

(~$) Supongamos que f ; D?td —-~ R es continua.

-Sean x en [R y £>0. Consideremos el con junto

L7000 ) = £8(x) + &) . Ent,onces este ‘conjunto  es -la imagen

inversa de un abiertio por lo que debe ser ablerbo en la Topologza

de la Densidad, esto qulere dec1r rque hlene deus.l.dad 1 en todos

sus puntos, en part.‘v ul
(¢—) Sea £ ; Ry IR.-*.{:p 6xxm"

son  d-abiertos.

Sea (a,b) un inhervalo” ..3‘;2.‘6.

abierto.
£7*Ca,b) es un con junto medibie. .

Sea x ¢ £ab) .  Sabemos qu "Lal que
(FG) - efGO + &) « Gab)  y ya : a;’ihéﬁimadamente
continua, tenemos que f"‘(!ﬁ‘::(" 7 'eﬁé"‘densidad 1
en x . Pero £ - céf()c‘) : ‘de. .aqui que
HE M abdx) = 1 . ' -

ada

Por lo tanto f£7'Ca,b). “uno de sus

puntos, es decir i‘"‘(a.l{):

COROLARIO 3,2,9

continua en - ¥ W - Cpara cadd g
e . : N

{x: ] 2O = i‘(x) | ( s } uenefdenéiddd 1 ksn cada né‘ de

sus puntos.’

33
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TEOREMA 3,2,10 Si ¢ vy o son funclones acotadas, [ una
derivada y o aproximadamente continua en un. intervalo J

entonces af o5 una derivada.’

Demostracidn: Sea

33
g0 =J o> FCL) dt
[¢]

De los teooremas 1.9 y 3,2,6 se’ siguel‘diyxﬂ’eﬂ"
medibles. Entonces of es una f‘uncx
cuwal g estd bien definida. B

Probaremos que g’(x) = a(x) J‘(x)

tim glx * h) — glx) a(xi“’}‘(x

h+o h

Sean £ >0 vy xweR,'




Tenemos que 35

’ glx, *+h) - glx)
h

e N

< A 4+ B

donde

As{ que bgsﬁa;probaer‘irt

0 Lum ACh) =0
h»o0 :
vty lim BChy =0

Prueba de 1D

Supongamos h ) 0 ;;}55§' Hﬂn
- -1 wy
£ otV 0]
en x_ 0 wQUivaienp
implica que o
mCES [y Ix, ox,
h

Lim
h=0

ACh) =
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X +h
©

H | o) = a(x ) | dL =

[

Jix ,x +hanE
9 ° s

M

E .
‘lxo,xvfhl-B R
.

M

R
‘(xo,x°+hlrﬁ

x°+h
c J’ dtL + 2m?
2N . .

m(Ix , x_ + hl ~E) B
R N R

Se demuestra de manera andloga cuando h < 0.

[x,)x°+ﬁl;Eijt~t-’

£ 4 ZMZ

Z

Prueba de (1D

Podemos suponer que af(x ) # 0 . Puesto g eﬁf /  es una derivada

f = £’ para alguna funcion f . ,A§I éxfs£e; 62 > 0 tal que si

] h | ( 62 entonces

f(x + h) ~ £(x) o
h - f’(x

Ahora bien si | h | {%éi

x +h
o

B(h> =




« +h
| alx)) | 11;[ AL AL - fx)

adamente dontinua y

DEFINICION 3.2,12 Una funcidn.; £
semiqproxinadamente continua”~sﬁ§éf
A, st {x.: P (< f(xu) + ek @ioﬁ

s{

DEFINICION 3,2,13 CSEMIAPROXINADAMENTE- comzNUAs’fjafun”; funeién

real £ es  semiaproximadamente continua; .. superiormente

Cinfertormente? st lo es en cada punto -de Su'dom; T

PROPOSICION 8,2,44 St £ :A — R s  semiaproximadamente

continua supertor e Iinferiormente entbnces £ . es: aproximadamente



38 continua.

Demostracidén: Tenemos que

E={x:fx)-c <8060
{x: f(x) -2 < POGO } 7

hizo puntualmente) ,se-}'_‘dé’:spr(en

x . Es decir f es aproximada

-

Sea x en G. Puesty,vo‘j
YV OGO < 6.
£

Sea N e N tal que b4

i x el , HI> C4rn .
{ m“j D | x'e I v

si n >N,

De donde ¢ (60 =1 si Chd N

tanto ¢G> =1 .m



3.3 TEOREMA DE ZAHORSK!

En esta seccxénu mos ;u'r‘\kpx;oc‘edimiente del tipo Lema de Urysohn
para probar que §1a ff?;biogtd 'éé la Densidad es completamente
regular y que dos subcohjﬁntbé d-éerrados, ajenos y del tipo 6,
pueden ser separados mediante - una funcién aproximadamente
continua. Estos dos resultados son la herramienta fundamental para

tres de las pruebas Ccaps. V, VIfY VID. -

LEMA 8,8.4 St J  es un intervalo y A J es contadle

entonces A nJ también lo~és. S

Demostracién: Supongamos que ‘est,o no sucede, es decir que A nJd
es no contable. Asi que A n J,—‘Ac° nJ =AnJ=4° es no
contable. Para cada x e A J = A, como x & A" , existe

6x > 0 tal que

ch GO nA

x
es contable.

Elijamos un natural = y un racional - q, “tales que

X e Vh,“x(qx) < V& (x>

®

T
.

x-8& Liger

39
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citonces

AN V‘,, @l <Apn Vg ,

por lo cual

querria dec;p que es: contable

Por lo Lantp?*Afh;J;, er'contable e F

,ban)fffn'e Wy q e ® b,y esto

Lo cual ‘es abeurdo

LLEMA 3,3,2 Para,cudléﬂietlcdhjdnté A se‘cumble gue  AS° es

perfecto.

Demostraction:  Elicas

entonces que

pero entonces, de acuerdo

NV es no conhable ‘entonces X

acumulacidén de AS°
ii> A°® es cerrado:

Sea x_  un punto de acumulacidn. de  A®°

Entonces A | V(x> #0 . Sea x en

vy sea >0,

°n Vixd v .6>0



tal que VY (X ¢ Vs(xv) . entonces A Vé(x) < A n VE(xo) . Pero 41

&
An Vé(x) es no contable puesto que x e« A°® . Por lo que Vc(xv)

es no contable. Entonces x es un punto de condensacidén de A |
N

decir x_ estd en AS° |n

{_EMA 3,3.3 Para cualquier subconjunto A de R, A= A es
contable, estc s, cuando mas una cantidad numerable de elementos
de A no son de condensacién.

Domostracio'n:' ‘Sea: N: una, base numerable de R Para cada a

en A - A% podemos eleglr V eW tal que V N A es contable.

Ent.once< A= A°° <. U { V n A vate A= A%}y como esta unicn

es contable, enbonces A— "'A°~°’ es contable "

COROLARIO 3,3.4 St A os ;cgnpadggf,ac;\> = m(A%) .

que
pero por el

mCA) = m(A%) .u

TEOREMA 3, ‘3 .8 P

es perfecto y

Demostracidn: - En este A= AU CA=-AC) 'y por los



2 lemas 3,3,2 vy 3,3.3 A° es perfecto y A - A°® es contable, v

evidentemente son ajenos.m

LEMA 3.3.6 St A es medible, mCAD >‘0fi 'y £ >0 entonces
existe un conjunto perfecto P toal. . que . P cA, Pro vy

m(A - P) < ¢g.

Doemostracidon: Puesto que A e medible v m(A) > 0 , existe F
cerrado tal que Fc A, m(FD>0 yv m(A-F) .

Veamos que P = F°° gatisface las condiciones deseadas:

t> Por el lema 3,3,2 F°°® es perfecto.
tt> Como F es cerrado F°° ¢ F entonces F°° c A .

tit> Por el corolario 3,3,4 m(F°) = n(F) > 0 , en particular

FO 2 0 .

ivd) Ya que m(A - F) C g4 F¢° ¢ FcA v m(F°°) = m(F) se tiene

que mA - F®) ¢ ¢ .»

LEMA 3,3,7 Cualgquier conjunto ‘abierto €6, G c R puede ser
expresado como unidn contable de intervalos ablertos, ajenos dos a
dos. Estos intervalos son las Bemponenies Conexasr de 6 y se les
Llana Sntervales Ceonliguso a G° CNétese gue dichos intervalos

tienen extremos en B , si estos extremos son reales).



LLEMA 3,3,8 Sea X un conjunte czerrado y acotade. Dado n e M

definanns T = { x e R —é__ < dintx X)) & E } © Enieness T e
n R n+1 i U . Tn

union fintta de iri‘t'eiffod'lbé_ s Cpostblemente ‘intervalos

degenerados).

Demostracidén: Como X 'és »fkc’ier‘fgd; _k,a(:qtié'do,iv X kc (m,M] ', donde
m=minX v M= nmax X .

Puesto que X° es abiert.o‘y Com) U (M) < X, del lema
anterior X° es de la forma X = J_uUJg U [ nngn ] con
Jo = (~wo,m) .J1 = (M) vy J0 , J1 . J2 . « « . una sucesion de
intervalos abiertos, ajenos dos a dos. Ademds cada Jn con n 2 2
tiene extremos reales que pertenecen a X .

De esto desprendemos que si Yy € Jn = (an.bn) con n 2 2

entonces disly XD = min{ v - a . bn -y}, tenemos entonces
disCy XD < % €3> ' 49)

©

Como U J < (mM) entonces
n=4 n :

0 P

DIECA m[ngz Jn] <M-m ,

asi que

tim J ) =0 .
n

n-+M

Dado n en N , tomemos el minimo '~ - en N con la

propiedadad de gque; Si n > VN‘: vént'dnces Z(Jn) ¢ nfﬂ : l Pyov_rI D

tenemos que si n >Ny yeJ  entonces déo(y;x) <“1H

Esto implica que si n > n. entonces JnT _ =0.

Para cada 2 £ n £ N tenemos

JnnTn =



44 (v oo me 2 1ep ) U
b - e @)} b )

y ademds

i

JO nTn

°

[m= 1 , =g/ +0)
-] e

J1 n Tn = (M + t4n 4y, M+ L’nﬂ)

°

it *n aew o " "‘i!”
— = ——t—> it '
L 3 [
-t - 'n‘i’_"f[ [N s
fig. 3.3.2
N
Bs decir, T = U (T nJ ). Estoes T es unién finita
ne n=0 ne n no

de conjuntos ajenos dos a dos y cada uno de estos conjuntos es
unién finita de intervalos (o vacfo). Por tanto TM es unidn

finita de intervalos.m

TEOREMA 3,3,9 Sea E un conjunto m.edz.ble de diémetvzfok‘m.ehor o
igual gue 1 y sea X un subconjunto' Eex“‘ra:do‘i de : E‘ ' ,tal" Que
¢(E,x) =1 para cada X en X . “Entonces ':e‘xr.'ste‘un»c‘on.junm' P
tal que: S
Lo XcPcE
i) P es perfecto

ity glPp) =1 | YVxeX.



Demcstracidn: Para cada n en N |, sea ‘&E;
T ={xeﬂ2;—'—(+déo(x,)()£i}.
n N+ 4 n

Por el lema anlerior sabemos que

Nin)
n
Tn = U 3, N e N,

: L
11

donde los J; 's son intervalos ajgnoéfdosjé‘dos;

Sea ST = En JT . ST es un conjun@drmédiﬁle‘v'acohado, asi que
por el lema 3,3,6 sabemos que existe-gn;;ohjqnto pert'ecto P: < ST
tal que (ST < (P + 1/ne2” |

Llamemos

N{n)

Y llameﬁos

Nin) n Nin) n

puesto que el didmetro de £ es’menorfo,igual:que ;‘, uLenem0s
0 : .

E=XU U S LAY
n=t n

’
n

Como los T ’s son ajenos dos a dos, . tenemos _gue. . los 8§ 's
n nemes. e

también lo son. De manera que

N(n) N{n)
n8) = m U 8" = } m(8™- ¢
n i=1 ‘ L
L:er:r

N(n) N{n}

m(PT) + Lg‘ ——"*—*-

t=1

por lo tanto

1

n

an

m8 ) - m(P ) <



46 Afirmacidn: P = X U U‘ P  es el conjunto buscado:
= n

L) Desde luego se cumple que X ¢ P.c E. .

ti> P es perfecto:

— P 85 cerrado: ) T

Sea xeP vy {xm}m tal que X —*,x:_'. Si j"una‘ infinidad de
de xm’s caen en algupa de las P ’s o ‘en X ., yva habriamos
n
terminado puesto que cada uno de estos conjuntos es cerrado.

En otro caso, si existiera sdélo un numero finito de X 's en

m
cada P |, podriamos tomar subsucesiones {x  }. Y P )
n m(uv) v n{v) ¢
de {x} y {P} respectivamente, tales que x e P
mm nn mi) nlL)
Ahora ya que P < T se tiene que  dio(x , X)) £ - .
niu) na) il ntLd
de aqui que dio(xmm , X) =+ 0 cuando ¢ ~+» . Por lo que

diolx,X> = 0 entonces x € X = X < P ., Es decir P es cerrado.

— P es denso en si mismo:
Q
Desde luego X’ U [ n91 Pn ] <P, "Falta ver que X - X’ ¢ P’
Sea x en X - X’ . Ya que X  no es un punto de acumulacidén de
X , existe M en N tal que X V:/m(x) = @ , para todo natural

m2mM . Tomemos m 2 wm .

fig.3.3.9 .



Puesto que pEx) =1, S€ tiene aque m™E N V:/m(x)) > u .
Notemos que Vu‘m(x) n < Ti y. .. VU Tm_t) < @ . Esto implica que
© S B

. " ) . N DA
EqV, 00" [x u (Y, s) ] Y00 =

Entonces

G0 .

o *
m[ngm (s V00 )] >0

pe modo que existe k X m tal que

. [N(kv kl v ka) k | PR
5.n vi,«m(X) = Y s)n V“m(x) = Lu(SL n‘LV‘»‘m/m(.:_’c) ‘:)‘ l

tiene medida positiva. pe aquf que

Lo diD:

m{ S‘i n V: ,m(x) y> 0 para algui,\’;‘
En pafticular St n V:/m(x5 #0 ‘.f'd:e;'doﬁ'de
% . R
¥n VVm(x) 0 o ; av?

Dado Y €N ::)U j(x"*" :‘"—,,. x * ?r;) . tenemos aque

dioly XO > i > Cagi que Y & Jt . Por

tanto
¥ [(x Lz x-bHumrt: ,:x*+"—>“-‘]a‘a ; W
i m m m [

pe OV v (VD Y puesto que J‘: es,conéxo'. sé tiiene necesariamente
ko K ey = JF .

que JAt < Vum(x) . Y de aqui que Ji. n‘VUm(x) J,L . De esto

\qltimo tenemos que :

k * a k * - K n gk

S,‘ N V“m(x) CEnN Ji n V“m(x) ) En JAL S‘L .

entonces, por dinp m(St) >0 . Asi que Pt 20 y

Pt o< 8 < gV oo < Voo < Vi
i i L 1/m 1/m a/m

47

) . De donde



48 PRV GO sP Y o=P %0. Entonces PV =8
3s/m L Is/m L 3/m

para todo m 2 M . Por tanto x es un punto de acumulacidn de P .

tiv) ¢(P,xd) =1 para todo x en X :

Para los puntos x en X tales que esultado
es claro. Analicemos, pués, el otro caso._'y
Sea x « X tal que (X # 1 . de
intervalos abiertos tal que ‘
X e ﬁ‘ I v «I)-+0 cuando | —-900
Ahora veremos gue para cada | en )
la propiedad de que SNj n IJ_ # 0
{nem;IJnSn#Q} es no vacio. ’
Dada j en N , no es posible que E np I,’ < X, pués de otra
manera E I‘I = XN Ij v Y como ¢(Ex) =1 , se tendria que
¢C(X,x) = 1 |, contrario a lo que estamos suponiendo. Por tanto
podemos tomar y en E IJ, - X . Entonces existe n en N tal
que Y Tn . De aqui que Y IJ_ n Sn . Hemos probado ent.onces
queparétodo j en (N.{nelN;IjnSn#G}#e.

Por definicién de 8  tenemos que - -dioCy x) > L

i E R
por lo que

Esto es njp + 1> _T(—:T— vy phésté véue f(IJ) f; 0. cuando

j —+ ® entonces o e

L = s e | v (VH),

jom



Ahora recordando la definicién de P y ntj es claro que 49
o w
Pt = [xu[ngipn”nrj= (xar Julyens]

y como esta unidn es ajena, se tiene entonces que
] s}
mP 1) ek L)+ m[ng1 P N IJ VIID

Puesto que por construccidn los (P n Ij«)'s, - son ka\jehos[dos a
: N e e T e e

dos, entonces

9] o

dy Bo0L) = Lm0 a0
De (VIID v (IXD) tenemos
- :
WPNnI) = mXnId)+ T mn (P nl)
i i nEnt s n i
y por (II) tenemos -
mP L) > mXpI)+ [m(S niy-- ]
! 4 n=nt ) n ] 2"
Por tanto ’
o . i TErEE e Sl
+ T SR
m(P n Ij) > X n I,') n:E(j) m(Sn n Ij) i Lo o0

También por construccién los 8 ’s son ajenos dos a dos, asi
n

que

o © -
m[U snnxj] = § ™8 I N oD

=ni ) nzntj)

Por (I) vy la definicidn de n

o Eare
EqnT, -(Xan)U[ U CSnnIJ-?]

n=nt j?



50 y por ser unidn ajena

o :
mENI) = mXQI)+ m[ U 8 np IJ_] (6400

nzp§n

Por (X) v (XD :
n(P N IJ) > mX n IJ,) + m 7 ..2_“7_{)____1_
y por (XID
mPnI) > mE NIy
entonces :
MPnlp  om™EQIp ot
«r ) wrpy o 2MT e
y por (VD) ‘ - ‘
mPnI) N mENI) neiy e

Z(IJ) l(Ij) 2"(.’)—1

como

n(E n 1)

lim
i

j
y por (VID

lim ~_2ill_ial_ =
o PUEERE

entonces

lim mP nlo
y como desde luego

lim m(P nI )
jw& -

i
tenemos entonces que



v ™P NI
jo ( j
Como {In}n era arbitraria, entonces ¢Px) =1 . w

TEOREMA 3,3,10 CLUSIN-MENCKOFF) : Sea 'E  medible, X

subconjunto cerrado de E 'ﬁabf

rie $(E.X) =1 para todo x . en

X . entonces existe un conjunto P  tal que:

v XcPcE
vi> P es perfecto

(1D (P> = 1 vV x eX

Demostracién: Para cada k. en - 2..definimos;

= +
Ik k v x+ 1)

k + L4 + 3
I' = (x 3 vk 2)

+ 14 + 3
Jo=lx+ 2+t 7]

Fef(e+2+ 1 +3
4 4

,\J

~

ﬂgQ3.5.4~‘
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Sean Ek = Ik ntE v g*= I* n E . entonces

E, es medible, E <11 ., diam(E) £ 1 6p)
) ) . ‘k‘ ERE “
E* es medible; E,Q;;I .CID
y ademds, sean X = . E}ignﬁpndgs
X, es un subconjuétofcefiéd (D
X“ es un subconjun£o~cerrééo;de;1E?; R av
Dado k en Z , veamos que ¢(Ek Xx) = 1, para todo x en
Xk:
Sea x en Xk . Y sea {I:}n una sucesién de intervalos tales

que X e Ii para todo n en N vy Kli) —+ 0 cuando n tiende

a infinito. Existe, entonces, n en N tal que I“cI si

n k

n>nN . De aguf que si n > N

koL ko k
Eni EnlnI EnI ., de donde

mCE, n I¥) m(E n I¥ )
lim kN 7n = N n - 1,
ne® 11443) 17¢ D)

n n

por lo tanto
HE, .0 =1 VYxeX : -

Andlogamente se puede ver que

HES 20 =1 vV xeX ' D



el tLeorema anterior 53

M. by (V) vy per
tal que

r las px‘omedadeb
’ conJunLo

ro

;perfecto

podemos concluir que: Ex1sbe l’k “un

XcPkcEkv:p(P parat.
concluxmos qu

k
y por (1. avd.-v- (VD
ke P < B

odo X en (X

e ‘exis! “gonjunto

. . x en

perfecto tal que

saLszace las condzcv.ones dese’a‘das: :

pcE .

.. Es clare que
___ cheguemos Qu€ X el i
m s - : ‘-‘ ;'Vf 0%
Puesto aue R = k_\_)w( J U J -9 serpiéheﬂ"qué
= ¥
X = Xnk-\_{o(-‘ UJ) k_l_Jm[(axﬂan)kU(an y] =
® .
L_\;Jm()( UX)ck_L_chP UP) w P
iy P28 perfec‘t.o:,
w R o )
k:\_Jw P, e union de perfectos tales que Py € L pero (L),
es una sucesion ‘de intervalos ajenos. De donde k_l_)m p es
o
y P es perfecto. Asi que P

pert‘echo. Por razones similiares ."w
es perfecbo ‘por ser unién de dos per{‘echos.

LIt ¢(P,x) st . ¥YXE X :
by
. Sea X €D X = k:l:)m X, Uxeo . gin pérdida de generalidad
supongamos que X € Xk , para alguna k en N . Por como fuyeron
definidos tos P, g Lenemos que P, x) = 1 . pero P < P
entonces HLP R = 1 .u
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NOTACION 3,3.41 Para undicar gue un conjunto B (iene densidad
1 on cada uno de los puntos de un ~subconjunto A escribiremos

Ace B .

"iéﬂbconjunto cerruado de

COROLARIO 3,3,12 Sea E medible,

iy éntonces existe  un

Demostracion: Por el FLeorema de . Lusin=Menchoff sabemos que
existe un conjunto perfecto P1 tal que X c» Pl cx E

Y por el teorema de la densidad de Lebesgue, sabemos que
F={xeE; ¢gdEx) #»1} tiene medida cero.

P1 - F satisface que X c» P‘ - F  puesto que X c» P‘ y P1
y P1 -~ F difieren en un conjunto de medida cero. Y también se
cumple que P1 - F <» E esto de la definicién de F . Es decir,
tenemos X c* Pi - F ce E.

Nuevamente por el teorema de Lusin-Menchoff, aseguramos que

existe un conjunto perfecto P tal que X <« P ¢ Pi - F . Por lo

tanto X cx P <« E .=

TEOREMA 3,3,13 (PRIMER TEOREMA DE ZAHORSKID: Sea E wun conjunto
FU tal que @CE,x) = 1 para todo x en E . Entonces existe una

Ffuncidn f , aproximadamente continua, tal Que :

0 < f(x) <1 para todo X 5337 

P(x) =0 para. todo x"g*'l-:‘.. o



Demcstracidn: 8Si E=0,¢=0 satisface las condiciones. E;!;
w
Consideremos el caso.de que E n;ng‘ Fh' donde, para cada n en

Fn » es cerrado y no vacio.

Sea K1 = Fz . Ya que f¢(E.x) =°4 ', para todo x en E,

K‘ o E . Asi que'por.él teorema: de Lusin—MenchoFf,;Sabemps"que

existe un conjunto perfecto P2 tal que K1 ;? Ez c¥:

Sea K = Pz u le entonces ,Ké es cerrédpjiﬁ Koce K éﬁfB’.

Supongamos  que ya definimos - n. _cerrados
K K ,. . . . K- ,Lales» que n y
LT on
K c¢e K av . . . c¥ K v E .-

1 2 n , S

Definamos el cerrado K -. .. 'Por-el.teorem e Lusin-Menchoff

n+d

existe P perfecto tal que. Kfic
nt1 - oy

Sea K = F U P .- . entonces
n+1 net o SRe g T

! K <+ K

y n n+ 4

< K
n+{ n+d

que;

fL3
n n#+e
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Hemos def'inido un conjunto por cada natural, el siguiente paso

serda construir un conjunto Kk para cada A= n/27 con n > 2"

con las caracteristicas de los K, . ya construidos. Esto lo
haremos mediant.e un proceso: in
Para m = o, ' definimos y “tenemos por ()

K =% K .
nf2" /2™

Supongamus gque para n;. ,Hémdﬁ‘} -definido Kn/z'" tal que

°

K ,me < K me -, paré todo nie N Definimos para los
n/2 tin+n)/2 . o

pares;
KZn/zmnﬂx = Kn/zmv . e CV)

y para los impares un conJuhLQ'cérradao,(perfecto) K

’ Panens2™
conjunto cerrado (perfecto)'talwqﬂé f',f‘
Kn/zm" <t K(Znu)/zm“1 C‘ D
el cual sabemos que existe, por el cOfoléfid  3}3,12.
De (V) vy la primera pa Q AR
Kangzmest = K . B VID
Kiznenrzams < - VIID

De (VID v (VIID

Kn/zmyu = K(m“'/z‘m'_oﬂ o ¥Ynel



Es decir dado m fijo, hemos definido una familia 57

3 =1K :x=n2", n>2"} de conjuntos cerrados tal que:

K/ <* ax

Kipviryen  Ynell
NOTA; Observemos que para cada ';jr“ de
no depende de la repr.esentacién" de )\Por
V) que, K)\ - Kr/zg Ix
Ahora notemos que si = /2™ .< /2% (des

donde A = /2% y

> 28 - ' e K
r 2 2° ), se cumple que Kn/2m> c* Kr‘/z]'

Para mostrar esto, sea

(2\-m>n/2l = /2™ <~ r'/zg,jf @

Kz <* o0
Por - ult. éada T xN >4, como
K= n K nm oD

e

Observemos que si A= n,/ 2" la definicién en (XI) coincide
con la def'inicién que habfamos dado en (V) y en (\71)‘
Puesto que obviamente
n Kiam e Ko e
ns2"2nes/2™’
Y

Knoga™ < N
ns2 2ne/z
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As{ para cada A 2 1 tenemos un conjunto cerrado K)\ . Y estos
conjuntos satisfacen que l()\l c* K)\z si A < A2 . Para ver que
esto es cierto notemos primero que existen n Yy m tales que
At < n/2™ ¢ Cn+ 1 3/2™ ¢ X2 , entonces de  (XI) es claro que
KM < Kn/zm c K(nm/z"' < K)\z vy entonces por (X)) KM e sz .

Ahora definiremos la funcidon f como sigue:

£f:R — R

£(x) =

1D Veamos que 0 € £{x) £ 1 par& 'tq&bff~,'X'é E"

Si x € E entonces X & Kn , para alguna n en N . Entonces
i#{k : x'e K, } £n, entonces o

. 1 > 1
inl(k;xeK)\} =

" 'esto és  £(x) 2';“— . ¥ entonces £(x) > 0 . Y puesto que \ 2 1.

W(?\:xex)\)21,asfque P(x> <1 .

tt> £ es medible:

N

Puesto que £ 2 0 , basta checar que para todo ~ a >0 el
conjunto € x ; £Cx) > a } es medible. '
Sea a > 0 . Notemos que las siguientes afirmaciones son

eguivalentes;



£OX) 2 o 59

LM(A:XEKK}SI/U

X € K)\ para todo XA > 1/a

n
X € via K)\

Esto implica que { x i‘(x) ",_q.i,},,‘:"};b‘t/a K)\ .Por lo tanto

{x; £fOO 2 o ) es medible,

111D Veamos gue f esapr

— Para ver que £ . es aproximac uaen . B¢ veamos gue

£ es continua ahi:

Sea x_ en E° v sea n en i',’ﬂ{"‘._ﬂe’ht;oﬁ»c‘e‘s: : x, &K . Puesto
que KN es cerrado, existe 6 '>;0 ta“l que’ Va(xa) N KN =0, Si
x e En Vy(x), entonces inf{ X\ : x e K, b 2w, de aqui que
POO < 5. Si xeE nVx) ., fGO=0<CL. Como w~ era

arbitraria , entonces f£(x) ¢ ": para todo x en V,s(".,> S ¢

puesto que f(x') = 0 entonces f£ es continua en X, .

— Para ver que f es aproximadamente conytiinua'en‘ E veremos dos

CASOS!:

semiaproximadamente continua superlormente en

b> f es semitaproximadamente continu

en E .

@ Sea x en E. Y sea

El caso en que £(x) -

FOO €1+ cm f(x) * e



60

Congideremos ahora el caso en el que fi(x ) < 1 , podemos

supoher que £ € 1 - f(x.) . Puesto que

: , - 1 1
mvf{)x.x’er} f(x,)ai‘?x,)*c>1
entonces

o = Kiyiecx y¢e)

Y como

K1/08¢x y+21
es cerrado, existe 6 » 0 tal que

V&(x_) n Ki/[ £0x_)*c) =0,

Si x e EnVgx) entonces

il N x e K b2 T(‘,Tﬁ“‘r?‘
de donde fOO $f(x)*+e. Si x € E° n Vi(x) entonces
f(x) = 0 € t(xv) + ¢ . Por lo tanto £00 < f(xn) + ¢ para todo
X en Vé(x°) .

De los dos casos anteriores se concluye que £ es semicontinua
superiormente en E .
b> Sea X en E vy sea £ >0 . Queremos ver que el con junt.o
{x; £ > f(x ) - £} tiene densidad 1 en x_ .

LLos casos en que {‘(x') -gm 0 vy f(xo) - & €0 son claros va

que tendriamos;

{x:(‘(x)>f(x’)-s}-{x;f(x)>0}-E si f‘(x')-s
Y
{x;f(x))!‘(xo)—s}-lR . si f(x,)) < ¢

Analicemos entonces el caso en que i‘(xn) -e>0.
Sea a=f(x)~-¢ tenemos entonces f(x ) > a >0 o bien
0« 1/!‘()(’) { 1/a , entonces existe x‘ > 1 tal que X, e KM Y

A (1/a .
1



Sea Kz e <Rf i/a) fijo , entonces x e K>d o Klz'
Veamos  que K., © f T a.m . Sea x-e X Centonces
2 Az
tnfl X L X e KX } £ kz asi que fix) 2 1/>\2 > a. . Futonues

Kkz < £ *a,m . Por lo tanto K)\t ot £ a0 .

Por tanto & Cadx ) =1 .m

TEOREMA 3,3,14 CSEGUNDO TEOREMA LE ZAHORSKID Sean E . L .
tres conjuntos disjuntos, tales que 'E; U'EQ,U = m”:y -Ei Ul v
E, UH son conjuntos del Lipo F,ooy d¥abieftos,enﬁqﬁééé:féxtsta

una funcidén f aproximadamente continua tal gue

f(x) =0 para todo X e EL
Px) = 1 parae todoe x & Ez
0<{P(x) < 4 para tode x e H .

Demostracidn: Del primer teorema de Zahorski, sabemos que

existen funciones g(x) y h(x)  aproximadamente continuas tales

que
gx) = 0 para todo x e E1

0 < gixy £ 14 para todo x e E UMN
h(x) = 0 para todo x e Ez

0 (hix) £ para todo x e E UK.

Sea f;Qi—wR dada por

- | gl |
FOO = TG0 T+ T RGO |

1
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Dado que B1 y Ez son ajenns, entonces g vy h no se anulan
simult.dneamente. Por tanto £ -esta bien definida vy es
aproximadamente continua.

Por otro lado :
si xefl . gx) =0 asique flx) = 0

s1 X e E2 , h(x) = 0 entonces f(x) =1

si xel, gx2>0 v hGO >0 de modofduéqf“'”’”

v desde luego f£(x) £ 1 para todo  x eiR :  para
todo x < H .» ' ;

COROLARI® 3,3,18 Si E, - ajenos
v d-cerrados, entonqeéﬁ‘ pfoxﬁﬁadamente

continua £ tal que

£G0 = 0 para todo % e |
PO = 1 para todo ‘x e E, -
0 ¢ £CGO < 1 para tddor

Demostracidén: Apliquemos el segundo-Teoremm de 2ahorski a los
conjuntos E Ez CHo= E‘C n Ezc va que
BEUE UN=E UE UCE NES) =R
E1UH=81U(EiCnEz°)=E2°
EZUH=E2U(E‘°(\EZ°)=E1°
asi que E UK y E UH son F_ v ‘d-'f-atfivé;-‘_t{psri por ser

complement.o, cada uno de un Gé d-cerrado.m



COROLARIO 3,3,16 Sean A \Y} B conjuntos 06 , ajenos y (;:;
d-cerrados, entonces existen funciones a y [ aproximadamente

continuas tales que:

a(x) = 1§ Y xek
02 al <t vV xelk
0 = 1 ¥V xeB
0£p00d <1 vV xelR
afz=0.

Demostracidén: Por el corolario 3,3,18 sabemos que existe una

funcién aproximadamnente continua tal que:

yix) = 1 Y xeA
y(x) = 0 V xeB
0 < px) <1 ¥ x e A®BS.
Sean A = {x: 700 212} v B, = {x: yGO< 12 )
entonces k
AnB =08

Ay B1 son Gé’s va que 'y ‘es de Baire (corolarioyi;ﬂ);
A vy B1 son d=-cerrados.
Asi gue existe uyna funcién aproximadamente continua ab tal que;
alx) = 1 V xeA '
alx) = 0 ¥V xe Bl

D < alx) <1 Y xeA®nB°.
1
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Andlogamente existe una funcién 3 aproximadamente continua tal

que;
plxd = 0 Y xeA
flx) = 1 ¥V xeB
c =4
0 (px) <1 VxeA‘nB.

Asf{ que o 3 es aproximadamente continua en R y ademds

alx) = 1 YV xeAh
0 £ alx) €1 vV xeR
£l w 1 YV xeB
0 <) <1 V xeR
aff=0.»

TEOREMA 3,3,17 La 7Topologia de la Densidad es completamente

regular.

Demostracidn: Sea ¥ un d-abierto y X en ¥ . Puesto que
¢VUpx) = 1 para todo x en U y puesto que K: - {x'} es
cerrado, por el teorema de Lusin-Menchoff, existe un conjunto
cerrado (perfecto) tal que K1 ce Kz cl Y puesto que U es
d-abierto, se tiene entonces que I:'.i <] Kz cs ¥ . Suponiendo que

va hemos definido el conjunto Kn para n>1 tal que



K1 =<3 Kz =L I =t 4 Kn <+ U ., Nuevamenle por el teorema de Lusin- ﬁ;E;
Menchoff', existe un conjunto KnH cerrado {perfecto) tal que
K‘ c* Kz < S KnM ct U . Es  decir podemos definir una
sucesion  {K } de conjuntos cetradosvtales que Kn =5 Kn‘ <+ U

nn 1

para todo n en W .

« : : E T
Sea E= U K . Puesto que cad: cerrado. E .es un F_

ademds ¢(Ex> = 1 para tod  ¢ohdi¢iones

podemos aplicar el primer

asegurar que existe;

£ :R® -+ [01] , £ aproximadamente continu

0 < £0O <1 para todo x‘en E

f(x) = Q0 para ‘todo ‘X en ,‘_Ec

Puesto que EclU vy x «E encbndé$ 
0 <fx) =1 para todo x en U
£OO =0 para todo x en US v”firﬁr
Si f(x ) =1 hemos terminado. §i  f(x;) (.1f;' dérinimos”> h

como sigue;

h:R - [0,1]

£Ox)
hOO = XY F T TGO = TCx) |

h estd bien definida va que, como ~ x e E7, £O)>0 . Y
claramente h es aproximadamente conbin#a:j'También es evidente
que

h(x ) =1

h(x)> = 0 para todo x en U



66 0 < h(x) £ 1 para todo x en U
Por que si f£(x) > 0 , entonces
Fx )+ | £ - B(x ) | 2 fx )+ £ - £(x) > 0 entonces

£ £{x) 1

RGO = T FTTOO - Fx) | 5 TR ¥ 100 = (X))




SEGUNDA PARTE:
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MONOTONRS EN NINGUNA PARTE




E WEIL

PRUEBA

o

Esta prueba consiste en mostrar que el espacio (A] , oo Cel
egpacio de las derivadas acotadas definidas en {0,411, que se
anulan en algin subconjunto denso de (0411 > es completo. Y
mostrar que E = { f/ « A; : Existe algin intervalo J < [01] tal
que f|J 20 o f]J £ 0} es de la primera categoria. Con estas
dos premisas concluir, con base en el Teorema de la Categoria de
Baire, que R=1{/fe A; ; Para todo intervalo J < {0,411 , f
toma valores positivos v negativos en J } . es denso.

Asi, si £ es una primitiva de una funcién f en R , £ gerd

una funcidn diferenciable que no es mondtona en ningdn intervalo.

TEOREMA 4.1 (LIMITE UNIFORME  DE 'DERIVADAS . ES DERIVAD4). St

{f } es una sucesidn de derivad inidas en A c R , la cual
n'n I it

converge uniformemente a una:func entonces f es una

dertvada.



70 Demos tracidn: Sea (fn)n una sucesién de funciones tales que
£’ =m f  para todo n en N .
n n
Para cada n en N , definimos g : A — R, g =f - £ (M
n n n n
entonces g’ = £’ = 7 y g(0) =0 para todc n en N . Esto
n n n n
es g': — f Y g”(O) -+ 0 , de acuerdo con ([20]; teo.7.17)
existe g : A — R tal que g, 28 VY g’ = f , es decir, f es

una derivada.m

/’

TEOREMA 4.2 El espacio (A', ""m) , de las derivadas acotadas

en [0411 con la norma del supremo es un espacio de Banach.

Demostracidn: Es claro que (A'. ... | ) es un  espacio
vectorial sobre R . Para ver que es completo consideremos una
sucesidn de Cauchy {/n)n en A’ .

Entonces, dado ¢ > 0 existe w elN tal que si n y m son
mayores que ~ ge tiene que | f - f || < £ . Es decir {r }

n m w0 - nn
es uniformemente de Cauchy. En particular para cada x € (01]
Un(x))n es de Cauchy en R vy por lo tanto convergente; sea Y,
tal que F () -+ y .
n X

Veamos que f_ % f, donde f ; (01] —w R y O = Y, -

Sea ¢ > 0 . Como {fn}n es uniformemente de Cauchy, existe wN
en N tal que para todo x e [04) , n Y m mayores que N sSe
tiene | f GO - f OO | < £ o bien

n m
-+ £ X)) e+ f O,
m n m
tomando limite cuando m tiende a infinito, tenemos que

-+ 00 < fn(x) e ¥+ OGO Esto es, para todo x € [0,1]



! jn(x) - GO | Cg si n >N, por lo que /. Y 7 . Y por el
teorema anterior S es una derivada.
"Pﬁestof‘qqe  ! L, ¢

Por dltimo veamos que / eéﬂéfacﬁlada.
X e 1041,

existe algdn npatural N ;“ i q

| 760 = 760 | <1 entonces S N ACRRER
si M es una cota de jg‘{ Es decir f ~ estd acotada.

Ya que [ e a’ ,(A:'“;.f"ab; ésﬁun‘éspacio de Banach.m

A continunacion veremos que el espacio (A; . "...”a? también
es de Banach, donde A; es el conjunto de las derivadas acotadas

definidas en [0,1] , que se anulan en algin denso.  Pero antes

veremos dos lemas;

LEMA 4,3 Si /e Al v.Jd e logl

J{ f =03 es un denso env'Jf:dél‘fﬁpo 6

Demostracion: Que  J{ f =-( J: es inmediato de

la definicién de A’ . Por el corolario el teorema 1.9

sabemos que los conjuntos < J jﬁz}o7- y JCf <03 son del
del tipo G, , de donde JC /20X NI fS0)=J/f=0)

también lo es.m

LEMA 4.4 (& R D :es:ﬂﬁ’éspaéfd bé&iorﬁdllsdbre R .-

L
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S

Demostracidn: §1 @ a3 un numern real y ! e A; es evidente

que of e A; . Veamos enbonces que - f es cerado bajo la suma.

Sean f v & en ‘Por‘ el lema ant.emor sabemos que los

conjuntos I{ /= ‘son conjuntos densos del

tipo G, . Entonces por Teorema de la _Categon’a de Baire, su

inlerseccidn es esta contenida en

{xel . (ffte)x) =

0 }‘ por :lo an(.o este ulblmo es denso.s

TEOREMA 4.6 A s ’c‘ompLéL‘o;

Demostracion: Como Ac’,-<:gA' omplet.o ?b'a'st:aﬂ brobar
que A’ es cerrado en A :
Supongamos que [ e A;- i \ ~tal que
fo— /.
n :
Por el lema 4,3 sabemos que 0 }. son del

tipo G(5 y densos , entoncés po ] ma:de:la categoria de

Baire tenemos que n?i I{‘f*‘ . hoéa, “dado x en

na It f =0} se tlene que f (x) =:0 para' todo n en N .
De donde f(x) = le f (x) =0 . para todo,; x en ﬁ I4 f =0}

Es decir f se anula en un denso por lo tanto f esta en A; .n

DEFINICION 4,6 (DERIVADA \DE POMPEIU> : Una funcidn definida en

un intervalo cerrado. es’ ll.' “es
una [uncv.on acotada, mayo la
s

una dertivada.



Mostraremos la construccidn que dié Pompeiu para una funcidn e 73

este tipo en el siguiente:

TEOREMA 4,7 Existen dam.vada. do Pompanu qu.; son 'j'p,osi't.tvas In

algiun subconjunto denso de sy’ dam.trno

Demostracidn:  Escojamos sucesién . de nimeros

» PR T .
positivos tales gque n& A ..convergen,  Sean A 'y

B los limites de estas series respectivamente. Y sea (an} un

conjunto numerable denso en (0.1} v
Consideremos
w0
/3
T An(x - an)
n=1

para x en (041 . Es ',,kc‘:larlfvoﬁ"ﬂ

uniformemente en (0.4] , puesto que

w
¥ A convege.
n
n=1

Sea

P00 = ACx-a )7, il.,x‘;e 04 o M
nxi{

f(x) es continua va qhe es liﬁite uniforme de i‘uncviones continuas

y es estrictamente cx‘ecrieyrnrtbe va que ' cada una de las funciones

A - a)? loes Porlo que existe £ (] — 1041 .

(Um £ es un intervalo va que f es cnnLj;xiua', es decir  Im £

es compacto y conexo) .
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N,
entonces

Aftrmacton; La funcidn (fF'Y)' es una derivada de Pompeiu que

es positiva en un denso de I[a,8] .  Para demostrar esto probaremos

antes tres propiedades;

Sea x en N . Si
casi todo n en N :ﬂV:T Snce: i Ty itomo
la serie
o]
YA
n=t

converge, tenemos que

ped A
n
) T
n
n=1

converge.

Analicemos ahora el conjunto'd ‘restantes; -esto es

1-’
¢t

E = {x e fabl : | x-a ara una infinidad de n’s

= (X « [ab)l; a - % YA ; <i : 4,% # Kn para una
n SR :
infinidad de n’s }

es decir Ek de la forma;

m
- LR
Ek 1EL [ A Tk A

- .
E < U [a-if“A
k nzt k

n
por lo que

o
ey < [ Y[ -

N : i
l[\)
= |



'Adenés es claro que el conjunto D , donde ([]) no converge, 75

est.d contenido en Ek . De donde m(D) < 2—5 y como k era

arbitraria en N se tiene que m(D) = 0 .,

t{) La serie

A

n

Cx-a )2/3
n

N8

n=1
converge en todos los - puntos en.que . -{[]) converge. Es decir

converge a alguna funcion [ cast donde sea:

Dada x sea Lx tal que

An
} *=a T
: n

n=i
. o 273 '
Notemos que si | x-a | <1 ,C(x=a )" 2| x-a |,de
donde A /(x-a <A /|x-a | ysi |x-a |>1
n n n n n

también ( x - a 32 > 1 entonces An / ( x - a 3 ¢ An .

Asf{ que, si definimos los conjuntos N‘ 4 Nz como sigue

Ne(nelN: | x-a | <1} Yy N=f{nelN:;:|x-a |>1},
1 n 2 n
entonces
A A
} - n " n
(x-a 3273 ez (x=-a ) 2 (x=-a )22
n=1 h‘ hez

n T A
Tx=a T T aek " L tA
n 2
por lo tanto

=4 A
2 n
/
( X - a >z 3
n={i n
converge.
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Sea E el conjunto donde

[+ ]
2 x - a )2/3

no converge, por 2y ti0 m(E) = 0 . "De modo que 1041 - E es

denso,

Sea

FOO = } n . xel0,4] ~E aIn
K4 ¢ x - a_ y2/3 R L Fh i

titD) £'(x) existe para r.odo NiE P’(x) -;— fCx) en

(011 - E ¢y £'(x) m ©® para % en B, E PY denso en [O.i]:

Observemos primero que

[+
£(x + h) - £OO }A (x*+h=-a) . (x-a)”?
n n
1

dado n llamemos

€W = (x+h-a)?+(x+h-a)¥ x-ad?+ (x-a)

n n n n n
Resolviendo la ecuacidn g (h) =0 peara x + h - a . se muestra

que en el caso de que x = a . gn(h) # 0 para todo h , as{ que

1 ]
£Cx + h) - £00O 2* (x+h=-ad)’? . (x-ad? g
- . n n n

h k gn(h)
> o] oo A
) Tew " ) e
es decir
£(x + h) - £GO b A _ ‘ ,
K E ‘n(h) si x# a . Ynel

n=1



Consideremos ahora los siguientes casos:

Primer caso:

todo n en N 3.

Si llamanios a“

por la observacién hecha a*rlba

£Cx + h) - F(x 2

o
h ”Egcm“}

n=1

Cuando

= [ (x+ h

x ¢ [01) - E , para

(en este caso x # a_

la funcién (a:)2 + a: + 1 nunéa se anﬂla v su valpr %
entonces '
A?h) < 49‘ %
€ - _ 2/3
n ( x a_ )
para todo n v todo h . Esto implica que
T A £Ox + h) = £00 , 7
il . Ccomo funcidn de h).
g (b h Sl
n=1 n
y recordemos que para x € (01} - E
lim : A
k- } - ’ = /00
[+ ( x - a )z 3
= n
de donde L
k RN
Lim lim __ﬁn - lim Ltm A
h+0 k=0 g C(h) k400 h*o 355
n=1 n A n=1 N
entonces
k
lim } n lim } »An : = s
h-+o gnfﬁj k'»00 3¢ xea I
nz 4 n=1 n : .
k
1 tim An
3 koo ( x - a )21
tomando los extremos de esta serie der,igualdades, t.enemos

7



b 4 tim f(x + h) - £f(x) 1
l8 h-+o h = 3 A
por lo tanto f£'(x) = % fOoO - sl x e 01~ E

Segundo caso: X € E,'

Demostraremos ‘que  dado 0. “tal que

+ - 5
f(x hi fOO 4 g ??ara

como

[+ V]

An
E (x_an )2/3’

ns s

diverge, existe m e N;fbal;gue;lr

) R o
} n >3

( x-a )22
n

ns14

por otro lado

m
nz4

es continua en h =0 .Y
m m
Eg‘ - )

agi que existe £ > 0 tal que,

entonces

§ o

de donde

£Ox + h) - OO 2
- ‘ }

“n 1*

Por lo tanto f’(x)




ESTA TESIS NO DEBE
SAUR DE LA BIBLIGTECA

Tercer caso: Si x =a_  para algin ne. e N . 79

FOO = A (x=-a M3+ p A(x=-a P?
n n n n

. . nen_

si HOO = § A(x-a )7,

n#n n . n g . :
entonces por los dos priméroé éaqui‘H;(anB)ﬁe'R ‘o ‘H’(an“) = o .
y por otro lado ST .

[—d An(x—an)“a]

ll‘

dx a.
n,
de donde f£'(G) = .
Resumiendo tenemos:
(' ® A e CERE
1 n . B : : i : .
Loiee) = } - 30 si xel0,4]-E
3 T x-a )2® P e RER Lt
n=t no L
£(x) =
. e éi,fx”é‘ﬁ :

(041 - E es denso va que m(E) =0 .y E es denso vya que

{a} <E.
nn

Finalmente veamos que que (')’ es una derivada de Pompeiu:
Por el inciso anterior sabemos que ‘-ff?'j"tiene una derivada en

cada punto y ésta es;

p =Y ; lap) — R

i

B ——l 50  si tex11-E)
p= (W = | £EAD)

0 si L e (D
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Entonces
— p eg una derivada, def‘inida en un intervalo cerrado.
— pOx> 20 para x e lapl.
— No ‘es Lriviai ya qué f([0.1’]k -~ E):= Gya ‘:"qrue 04 - E =2 0 .
— p se anula en un denso de su dominio yza que f es invertible
y continua v E es denso. k

— p es positiva en un subconjunto denso de  [a,A] puesto  que

[01] -~ £ es denso v f es continua e inverhibley.

— Estd acotada ya que;
Si tefE , U)W =0. o
Si  Lef((04) -E) existe x tal que £GO =t vy

x € [0,1] - E entonces

@ 5

PO = }9' . 2/3 ’ S
Cx=a 27 2

n=1

de donde

i

@) = S
£7(P7 L))

COROLARIO 4,8 Existe O:. que . os

positiva en algin subé;

Demostracidén: Seab Pt [d.{?] [(),.1.']”i . uha derivada como en
el teorema  anterior =y h: [0,1]——« [a,3] la  funcidn
hix) = (3~ ad)x* a entoces 'p < h es una derivada de Pompeiu

definida en (0,11 que es positiva en un denso de ([0,1] .m



COROLARIO 4,9 Existe una funcion f e A; y tal gue f £0 y es

negativa en un denso de {0,411 .

LEMA 4,40  Si  fGO = £2(x x en labl,

8({x) = g'(x) para todo : :g::(b,)}:“‘éf‘ltobhces le

funcion

( i .

U sl

hix) = SR
8(x) si

es tal que h =h’", donde +

£{x) : el e [a,‘b:] )

h(x) = o
g0 — glb) + £(b "si xe{b,c] .
Demostracion: Claramente h(x) = h’(x) para X en

fta,bd) U ¢b,ol , s6lo faltarfia ver que h(b) = h’{b) , pero

Lim hb + o0 = h(b) _ lim £(b + ) = B | picpy o feb) = ACH)

o+ o o a-+ o a
Y

Lim hCb + a) = hCh)  _ lim _gCb * &) = gCb) + £(b) = £(b)
a"+0 [23 a-o*o a

bim g (b Y od - kD) L Lih) = ogB) = fCBY = ACD) .m

o+ o o

TEOREMA 4,11 St J = [a,b] < [01). ‘entonces " los .conjuntos

E={/eh :f20 on Jry

son densos en ninguna parte. 7

Demostracién: Veamos que si f e A’ iy g
= B -

es denso en VY (f ) .
£ o
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Sabemos por el Corolario 4,9 que existe una funcidn f1 e A’y
[=]

f‘ £ 0 y que existe ¢ en Ca,b) tal que fi(c) < 0. Ahora

como /o y f; estdn en A; existe. xo“e(a,c) v x‘e(c.b)

tales que f (x) = /l(xl) =0.

Consideremos la siguiente funcidn;

S (x+ao=-x) 51 :
00 = ! ° e
0 Si:

" definida para

0<t <1 entonces definida para
0£x+u-—xosi.est,oes.
en particular para < . Ademas

f‘(xo"* x - @ + ¢ = xo) = fi(xi) "

Veamos que / estd en A’

— Por el lema 4,10 f(x) 7 ;

f (x+ ¢ -x),f",
FCx) = t °

f‘(x‘)
donde f; = f‘ .
— Para ver que f 'se ";kém‘ljx.l in subconjunto denso de [011 ,

basta ver que f' se vg‘.‘}g’ljn subcon junto denso de

[o, X + X, - el , pero f. . se anula en algin denso de

[e-x ,x] v la funcién. x — x *+ o - x_ es continua e

invertible, asf que  f = f(x * a= x) se anula en algin denso
97X

de [0, x + x - q]
o 1



— Claramente f estd acotada por M una cota de fl
De donde f estd en A; . , ’
8x) = g /) = /(> <0
20 = E £ (£

Si &= f f también estd en A’

v ademds para todo x én;7
hell, <e-

Consideremos, por il

.7 es decir,

Ctsen .
¥ . o

hh=-s/ I=1el< £, entonces
que  A(x) = £ (x) * a(x) = glx bero’ bservemos : que
[} oo VINuIO ey . i o

E=E , asf{ que X € V;(f;)lif é$5AEéir?{Biiﬁo es

denso en  V (/) . Como £ } 0?_ 3 “A;‘i eran- arbitrarios

concluimos que E es denso ‘en-ning

TEOREMA 4.12 £l conjun@o:%E A;f;'EXiSte,qlgﬁn~£nteruaLo

J < [0,1] tal que f’J ?_o S 0 }esde "'Lc"t ~primera

categoria.
n

Demostracidén: Sea {I} u
nfn

Sean

v

E = {f ed”; f(x>
n °

F ={fed’; fO <
n ° oo

anterior son densos en ninguna parte. .:Entonces
cerrado y denso en ninguna parte. De donde E- es un ‘conjunto de

la primera categoria.m

83
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COROLARIO 4,13 £l conjunto R = { f & A': Parao tocde subinteruvalc
J de (041, f toma valores positivos y negativos en J} , es

denso en A’ .
o

Demostracidn: - Es' inmediato-de’ 'élvaEQrémujdo la

Categoria de Baire.

COROLARIO 4,14 Exis;e[[uﬁq 'fyﬁttéh di[ereﬁcidble 'que no es

mondtona en ningun intervalo.

Demostracidn: Por el corolario anterior, sabemos que existe una
derivada f que toma ambos signos en cada subintervalo de [0.41]
Asi, si £ es una primitiva de f entonces f es una fupcion

diferenciable que es mondtona en ninguna parte.n



=, R T

CAPITOLD 3
PRUEBA DE GOFFMAN

Esta prueba resulta muy breve, una vez que se conoce el material
del capitulo tres, especificamente el hecho de que la Topologia de
la Densidad es completamente regular (teorema 3.3.17) y el hecho
de que las funciones aproximadamente continuas acotadas son

derivadas (corolario 3.2.11).

TEOREMA 8 Existe una funcidn' £ gue es diferenciable, pero gue

no es mondtona en ningun intervalo.

Demostracion: Sean
A= { a ,a ,. .. } v B = {,b‘ N bz v+ .+« } dos conjuntos
ajenos densos y numerables de [0,1] . Estos conjuntos son
claramente cerrados en la Tologia de la Densidad Ty » Y sabemos

por el teorema 3,3,17 que esta topologia es completamente regular,
entonces para cada n en N , existen funciones gn Y h
n

Td-continuas tales que;



8

.

2

glay=1
£ =0
0 < g GO

IA
¥

h)=1
h¢)=20

al
0 < hn(x) <1

para todo

para todo

para todo

para todo

b«B

x € R

aeA

x € R

son Td—continuas. De aqui que

aproximadamente continua.

tiD> f estéd acotada:

Si . x e R .. tenemos

| 00O | =

f

también lo es,

es decir,

es



Pero entonces f =

cualquier intervalo.

a v b_ en J vy

@) = E —— ga) - S

g(a) + nzi;

Por lo cual f es mondtona en.

LeREMOs que

£ toma  valores positivos

Ya .que dado un intervalo

nst

“J e 10,11

inguna parte.m. .

~Y negativos en

, existen

81



PRUEBA DE
PETRUSKA Y LACZKOVICH

Para esta prueba consideramos la siguiente funcidn;

£ ;001 — R

[ 1 . -
q sl X
400 Ty
POx) = { - =
x 3 - si § - |
L 0 si xel o x=0 o'x=1

y demostramos que esta es una funcidn de Baire. Probamos también
que la restriccidn de una funcidn de Baire a un conjunto de medida
cero se puede extender a una derivada. Asi que existe una derivada
¥ que extiende a flg v cualquier primitiva de 7 satisface las

condiciones deseadas.
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PROPOSICION 6.4 Sea { LIS } una numeracidn para

@ n 00 y sea {a’} una | sucestidn - de numeros reales
nn : .

convergente a cero,

(0.1] -
fix) =
ontonées 7

Demostracidén:
funciones continuas iy
converge - a f .

Dada n e« N definimos’:

n " .
-
rn E ak i‘r\
k=1

k

donde £  estd definida?para;cad$7p5reja;,,

como sigue R e e

fk
n




Mg Gt e

Observaciones:

t- | £ | €1 para k<.

2.~ Dada ne[N.IlnIk"O sU Lok
n n : 3 .
Supongamos que r, < L Sea x e Ii ‘entonces”

x £ r *+ < pr - + (r + + ~ iy m
R e T T L P e

rk-—en-Z((rk—rl)/Z—zn)Sr’?,’

Qi & fud = o #Cmd o0 x = TK
n Kk n

Como x & *
n

e 1¥ para todo
k n

Si xex, para sl b en B, enlonces x
n2k oy . por 3, f(r)=a P5r )= a = £(r) . Por tanto
nk Tkt L X

lim i‘n(x) = f{x) .

n-+o

9
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Ahora supongamos que x el U{(0 ,1). Ysea ¢£>0.

Sea n el tal que | a | €e sl n2 N,
1 min
e = = r. =X
Sea &= o gz | T T X

Sea N, € N tal que
Sea N = max{ N . N}
Tomemos n > N . .Como:

n
= k : N ;
fn(x) ? fn(x) . -

k=1
tenemos
| £GO | € ooa oo [+ m
n ok -
k=1 : :
Si k £ N s entonces | rkf—‘if'”‘  De modo que

X & I: . De aqui que

N -1 - R
a £°Ux) =0 . R R RT SIS an
k=1t koon o :

Por otro lado, de la definicién de. los ;ﬁ

observacién 2, x estd necesariamente ‘en uno y 'sélo uno de los

con juntos
N N c N N B
[I‘UI’U...UI"] B S S B
n n n n n .
Si

N‘ Nz c
xe[l UI u...UI“] .
n n n
de la definicién de !‘: tenemos que f:(x) = () , para todo

N £k £n y por lo tanto



n
E a ffe0 =0
k=N n

entonces

n x
L a fn(x) e .

k=N
1

k#k . Por lo tanto

n N k'
=§ a fn(x) = a fn (x) .
i

k °
De la observaciéh 1, o : 7 k;k g
- k
L a £060 < a e
k=N k' n I k,
1
Es decir en cualesquiera de los ;caggé;wg§§ans se cumple que
n x ‘ SRR
L a £00 | <e si n >N - (Ip
k=N n o RN
1
De (D). (D v (IID se tiene que | £0O | < e si n >N .
Entonces g

lim £ (x) = 0 .
nso " - R e .
Por lo tanto Lim fn(x) =‘f(k),5:péra%tqdo’ iié’U;U'{,OA Yoium

n-+0 R :

23



94 PROPOSICION 6,2 La funcion

£f .04 — R

.
£ st X =
q

1 .
£f{x) = - - % =
q "X

0 st x.e

L

6s una funcidén de Bairs.

Demostracién: El resultado se sigue de la proposicién anterior.

Para ver que f satisface todos las condiciones, ordenamos a

@ n €01) como sigue:

-
]
——
3
| |
~——
N
LR
wN
L
- W
e
ainNn
aijw
-
Qe
o=
of{u
]

Desde luego a queda det‘mld

a @1, estoes

F-Y i
0
-
]

q impary x # 1

y claramente a tiende a cero cuando’ n “tiende a infinito.m
n : oo Al e .



NOTACION 6,3 St ¥ es una familia de funciones reuales 95
definidas en un subconjunto A de R, entonces denotaremos por

'5" a la familia de las funci,on'efs.f'dé}"tntdas en  un subconjunto H

de A, que tienen una extensidn

NOTACION 6,4 Al conjunto ’deﬁ,ia'slﬁfﬂ ct.ones écatédas en. ¥ lo

denotaremos por b 3 ..

TEOREMA 6.8 Sea Y el conjunto de las funciones aproximadamente

continuas definidas en el intervalo [01], ¥y sea B la fonmilia
de las funciones de Batre definidas en [0,1) . Entonces tenemos
Que b‘u" = b!BH st m({) = 0 .

Demostracidén:

D b‘u“ I bBH:

Basta probar que 5 Y <cb B . Sea f en & U . Entonces por el
teorema 3,2,11 sabemos que f es una derivada y por el teorema

1,9 £ es una funcién de Baire.

Ll b!B“ < b‘u":

Sea f en b B“ supongamos que —1 < i":’s 17,7 probaremos que

f‘eb'un.

Como m(H) = 0 entonces exvi’,svt':'

HcHKH vy mHR)=0,
=) [-)
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Si f|"° tiene una extension en & Y entonces necesariamente
f]" la tiene, asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad
que H es un Gé

Sean K = {x:fGO =173} vy K = {x:f00218}.

Por el corolario 1.8‘ sabemos que los conjuntos H‘- Hn H: y
Hz = Hn H; son G, ajenos y ademds  d-cerrados, pués tienen
medida cero. Por el segundo teorema de Z2ahorski, e¢xiste una

fluncidn e, aproximadamente continua tal que

px) = = 173 Vxel
pt(x) = (/3 Y xe Hz
< <
1/73- < p 00O < 173 Vxel nH
Sea f = f - p . Entonces es fdcil ver que - Z<p ly < 2,
1 1 3 1'H 3
Supongamos que I A N A & han sido definidas vy

cumplen las propiedades;

poeU, | p | €D a2 e

Y para
n : .

£ =f- 1§ p o M
k=1 . : ; :

se tiene que

- @" £ £ | Q3" - : -an

H

Construyamos la funcién g o1’ Consideremos los con junt.os
n .

n - . - n
H£ Hnix: fn(x) < - U3 E° Y}

Y



H o =Hpaf{x:f0o2Us3 @}
2 n

ent.onces sea e, una funcidén aproximadamente continua tal que

p_x) = =13 /" Vxel
N+ 1
g0 = A @s3" Vxe H:
- U3 QD" Cp GO < W3 @t vV x e (BN ntD
n+t 1 2
por esta construccién tenemos que si f = f ~-p , entonces
: n+i- n n+t
- @™ < £y ¢ @ " Con esto hemos terminado la
construccion de {p } .
nn
Definimos
o]
g = § pk(x) .
k=1
Ya que | e, | £ 43> 351, por ({6],cap.11I,10.5),
tenemos que g estd bien definiday geU. Ycomo | g | €1,

tenemos que g e b Y.

Por () v (II) tenemos g|y = £|, . Entonces f| e & Uy, . Por
19 tanto & By < b Yy .m k
COROLARIO 6,6 La funcidn f|q donde

f :[01] — R

st

N
=

f(x)-4—% st

0 st

|

se puede extender a una dertvada.

97
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Demostracién: Por la proposicidn 6.2 f es wuna funcidn de
Baire. Por el teorema anterior, f|® e b M“ . Es decir, fi® puede
ser extendida a una funcidn aproximadamente continua acotada.

Pero por el teorema 3,2,i1 las funciones aproximadamente

continuas acot.adas son derivadas.ws

COROLARIO 6,7, Exislen funcicnes vdi}érenciableé qye' no’ son

monétonas en ningun intervalo.. :

“entonces

fla

Demostracidén: Si f e A ~es.una extensidn para _
cualquier primitiva de ¥ . satisface tales condiciones.m



CRPITELD T

PRUEBA DE
BRUCKNER, MARIK Y WEIL

En esta prueba consideramos la funcién:

£f.001) — R

- n
L si x =71
£x) = 2" Lo
0 si7 W g Qe

donde {rn}“ es una numeracion de los facidnélés con la siguiente
propiedad; si r o= p’/q ,con p Y q primos relativos, entonces
n ¥ ¢q tienen la misma paridad.

El primer resultado que probamos estd basado en el segundo
teorema de Zahorski, v de €l se deduce que existe una sucesion de
funciones aproximadamente continuas {an}n del intervalo [0.11
en si mismo tales que el producto de dos funciones distintas es
cero y cada o vale uno en r

Como segundo paso probamos gque, las funciones caracteristicas

X(xy SOP product.oc de derivadas acotadas para todo x en R .,
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Usando estos dos resultados deducimos que f es producto de dos
derivadas y al final del capitulo arguméntamos que la primitiva de

una de estas dos derivadas, es una funcidn-como la que buscabamos.

TEOREMA 7,1 Sea A1 , A2 )   7an‘_ 'Msuvcesién de = conjuntos
nulos, disjuntos dos 'a «‘:i’os‘Y que sbﬁ ;‘d La. ‘vezv Gé‘s y Po's
Entonces existen . ~ /uncv.ones qprozx;‘yr;qdwneﬁcér continuas
OBy e talesque ’péi_(xfa;chda J o ‘ : . v

Demostracidn: Para cada j sea § = oA entonces
i i

m(SJ,) = 0 . Sea Tj

B =T - A . Entonces 8 <cB ;B nA=¢; B vy A  son
i i i i 1 i 1 i i

d-cerrados y conjuntos del tipo 06 . Entonces por el corolario

un G‘5 tal qgue 8 < T y m(T) =0 vy sea
J J §

3,3.,16, para cada | existen funciones aproximadamente continuas

of ﬁj tales que

OSaJ,Si en R

ﬁj=1 en Bj

05[}j$1 en R

Ol:[?jﬂo en R . o ' .
*

Def'inimos o = . . P R DN
] ﬂ‘- ﬁ.l"‘ J



i L

Claramente 0f2a =1, Si.i<j, a a es miltiplo de 101
) L]
a: ﬁt . De manera que a aj =0 "en 'R . Fipalmente, si x &« A ,

J

entonces

xe U A cB , X
i 1
21

PROPOSICION 7,2 St a; b, o, d, oy f# son nimeros reales y

a < b entonces existe uUnc

“funcidn continuamente diferenciable

£ :labl — R tal qu

fC> =@, £ =d . £Ca)=a vy BB =P

Demostracidn: La demostracién es ) cj,’llamente haremos
i : o :

ver que existe un polinomio de terc atisface - dichas

condiciones.

Primero mostraremos gque exis

Px) = Ax® + Bx? + Cx + D tal que:
20 = ¢ . ’
Y si b1 = b - a , entonces

= 3 2 -+ Y
~1’([)1) Ab‘ + Bb1 + Cb1 b d

PCO) = o :
o E e | } —t x
) = 2 4 + Q= o :
P (bl) 3Al>1 ZBb1 Ce=np ’ ’ a b bea
De modo que D =a y Q= a-. i i
SR

Asi que tenemos un sistema de dos ecuaciones con:dos - incégnitas



102 Ab® +Bb®=d-c-ab M
BAb * + 2Bb = - a . an

Y para ver que existe el polinomio P , veamos que el

determinante del sistema es no nulo.

b ? b ? b
! fl=-bf=-Cb-adt=0
3p * 2b o e
1 t 0

Definimos entonces f como sigue;
f . fabl — R, f{x) = Px -~ a) .

f satisface las condiciones deseadas:

— f es continuamente diferenciable
— f£Ca) = PO = g

— fCb) = ﬂibi) = d

— f£’Ca) = 270 = a

— £ = P(b) = (3 .

Para el siguiente corolario necesitaremos la  definicion
explicita de £ , la cual determinaremos ahora.
Multiplicando cada miembro en la igualdad (JI) por -(1/2) b1 .

tenemos



-2ap® -8 =tap -2pp ai> 103

Sumando miembro a miembro en las igualdades (I) v (III) queda

L ab®=d-o-Lab -%pab L
-z Ab‘ d -0~ ab - = f:‘b1 v ep@qpces :
Ab1 = =2(d ~c )+ clb1 + ]_?b‘ o g aw
entonces

—2Cd =g *ab +pb

hr b ? 2]

1
Sustituyendo (IV) en (I) queda

-2(d -~ ¢ ) + ab +ﬁb +Bbz-d—0"ab‘
1 1 1 ) Boad

entonces

3Cd-a> -2 -pp,
o ‘ | | VD

bZ
1

Sustituyendo el valor de b‘ “ent (V) v VD ite‘nke'mds'_‘,

2(d-cd)+alb-ad)+pcb-a

b -a)?

L2 Ot
v

3(d-a)>-2a(b~-a)d+pCh~-
1.

B =
Cb-ad?

PFOO = Al x-ad? + Bl x~ad) +al x=ad+a.m
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104 COROLARIO 7,3 St a y b estanen R y ac<b, existe  una
funcidn diferenciable y creciente tal gue '

o 25

fCa) = 2a - b : e !
e \

£ = b g o _
: an [
£'¢a) = 0 ‘ Conbali s e
! B L L o

£ (x) (3 vV x'elabl . ) x
7 ' ‘ 2a-b a b

[i.g.r 7.2

Demostracidn: Por el la proposicién anterior sabemos que

£0x) =
2 b-C2a-b)1 . _ a5 .

Cb-ad?
8{b-C2a=-bJ] (x-pa)2+2a-b =

Cb-a)? s e
— (x-a) + % (x-ad+2a-b
Cb-ad? Cb=—la)

es tal que f(a) =2a-b, f(b)=b, £/¢d =0, £’ =0.
Por otro lado S e S . k

i2

f’(x)=-—-—————1-g————-(xk—a)z+--—-———-———-(x—a)
Cb-ad? Cbhb=-a)d

es un polinomio de grado dos, el cual sabemos que tiene dos raices

a y b . Por lo cual sélo toma un signo en [a,b]} . Por lo que ¢

es estrictamente creciente o decreciente en Ca,b) , pero



fa) =2a-b<b FfMb). Por lo tanto f es estrictament. ‘3{)5

creciente.
Ahora
P00 = - —2 cx-ad w22
Cb=-ad? s R e b =ad
ent.onces : : : e
P00 =0 s B Cgoay &

b -ad?
x=Cb+a)d2, esdecir (b +a )/2 es—ﬁn:phﬁbozeéﬂaqiohério'

de £’ .

Ademas

£7°(C b+ ad>/2) = -24/Cb - ad® < 0. De donde -£2  tiene un

tiene un miximo en (b +a /2. Y £(Cb +a )/2) =3 . Por lo

tanto f£f'(x) £ 3 para todo x en [a)bl .n

PROPOSICION 7.4 La funcnon caractertsttc

Demostracién: Consideremos la siguient.

para n = 1 [ 2 . .., .Y losv*;

n=1,2, «
©
Evidentemente [0,1) = U‘ I

Dada n en N , por el corolario anterior podemos
existen funcicnes diferenciables crecientes g
e

[r ,» ] en R tales gque;
n n+d



106 gn(x) =T Vxe [rn L + rm)/z]

g(r 2 =T

n+s n+t
G;((rn * rnﬂ)/ 2) =0
€. = 0

g <3

hGO =(Cr +r ) 2
n n n+t

hh(rh) = rh
h;(rn) = 0
WG, * P 2) O

Mx) < 3 Vxelr .r 1
n n‘ -

n+t
Entonces las funciones

‘ N [U.i] — R

g 0O si
gLx> = n :
i si-

Y
h; 011 — R

h () si xe[r'.r ]
h()()- n n nfl
i si x= 1.

son funciones bien definidas vy evident.emente diferenciables en
041 , g’ h'(x) ¢ 3 para Xx en oL v g’h’ =0 =

x(l)

en [0,0). (figura z.3).



7.3

fig.



7.3

fig.



108 Asi que sélo nos resta ver que g vy h  son diferenciables en
1 v que g’d) W) =1 = X“,(i)-
Veamos que g’(1) existey g’(1) =1 .
Dada & en [04) existe n en O Lal’qug ‘
te[i.u%t ‘1_:1_:_}7]
tenemos entonces que
<

i

nt = *T—E-—t—- 4 nt "“1 : » V (I)

y como g es creciente

- 1n) £ gD € g - 1/(n * 1)

N

4 ; 3
Lo S8 st = e

- 1 - < 1 gldl < *"*n—&-" A ‘ (ID
De (I> v de (ID

"t ¢ 1 - g T "
“{, + g .y — - nt *

" < g4 - g1 ™ i »

—— £

nt + t nt

tim g(4) - %Ct) -1
L Y 1 - ‘
De manera analoga se puede demostrar que existe h’C1) 'y que
h'(1) = 1 . Entonces h’(1) g’C1) = x (1) . '
3

Por lo tanto x = h'g’ ., h’Cx) g0 <8 para todo x

en [04] .
Notemos que ademds gC0) = 0 = h(0) y g’C0> = 0 = h’CO) .m



PROPOSICION 7.8 La funcidn caracteristica ‘X“) i se pusde 1og

expresar como el producto de dos derivadas acotadas en ‘R .

Demostracidén: Pe la prueba anterior sabemos ~que = existen

funciones diferenciables g v
i

que;

'1(1)

§,(0 =0 = h W

= g; h; en [041]

g1 =1 = h (D
§:€0> = 0 = h’(O
g,/ = 4 = h W

Yy 3 es una cota para .: Yy h; .

h
1

definidas en . [0,1] , - tales’

Definimos entonces g y h tales que;

0 si

& si
g = !

2 - ‘1(2 - XD si

2 si

0 Cosi

h si:
h(x) = t RS TES s g

2 - h1(2 - %) si .

| 5]

si-

a

€

e

(~o,0)
10,11
1,21
2,

,(Fw.d) b
0,11
1,21

2.,

son funciones dif'erenciables y ademds



‘“o 0 si X e (0,00

i si x e (0,11

g'(x> =
g;(z - %) si xe (1,2
0 si x e (2,0
0 si X € (~»,0)
h; si x € [0,1]
h?(x) =
h"(z - x) si xe (41,2
0 si x e [2,0)

desde luego 3 es una cota para g’ y h’.
Dada x en 1,22 tenemos que 0<2~-x<1, asf que

g;(x -2 hix - 2) =0 De aquf que 8’0 RGO = 0 = xm(x)

y claramente g’GoO 'h’(x) = xm(x) para x & (1,2) . Por tanto
) =
g h Xegy *
COROLARIO 7.6 Sea X, un nimero real.’ entonces ;((xu)y .se. puede

expresar como el producte de dos dem.vadas acotads por una cota

gue no depende de X

Demostracion: Sabemos que existen g y h funciones

diferenciables tales que = ¢’h’ y 3 es una cota para g’

x(i)
y h’ <{ver prueba de la proposicién anterior).

Sea &(x)=x+1—xv

Entonces g€ -2 v h & son -funciones diferenciables vy

Cgob) =g o & y Ch.&) =h” o &,



Veamos que =(gok) Chobt) .

(Xo>
Sea x # x .

(g 42)0O (h &)k = R

€ (RCO) h'(A(x)) - X(“(&(x)) = o (x* i‘f“x,) = 0.

WY

Y para x_ tenemos
Cg- 22D CheaYx) =
D WD = 7, ) -

X(l)

TEOREMA 7.7 Sea {erﬁ?fﬁﬁ& o. : s fdcfbnaies de la

forma E P Y q en 27" ;prihbé'relativos.

Sea {r } una ordenactd
2nii n :

P ¥ q primos relativos en "2y 7qrfﬁmbﬁr;; -

La funcidn definida como sigue

£ :001] — R

(-1)"
£C3) = 2N e R e

0

Definimos entonces g y A  como sigue;

- w n
St )T

n=1

m



Ya que P
LS. P A a8 < 3
Y2 " non . no.n g .."

para todo n en N tenemos que las series Quéfdéfinenia g Y h
convergen uniformemente. Esto muestra que g _:y, h  estdn bien
def'inidas. Por el teorema 3,32,10. cada una a& las funciones a 8
Y o a hn son derivadas entonces por el teorema 4.1 tenemos que
& y h son derivadas. »

Ademds

evidentemente si x el se tiene que gh(x) = 0 , ahora si

x € @ , entonces x = r para alguna n en N . Asi que
o n n
- (-1) 2 -1
oh0 = anx) = ) T % e h T e

‘n=4



Por lo tanto gh(x) = f£(x) para todo x [0.1} .m

TEOREMA 7.8 Existgﬂijy"?'

son monétonas en ningun

Demos tracion:

£.004] — R

es el producto de dos.déangdas‘ g vy h.,( in_como en el teorema
7,7. ' o
Sean

A= {x:80050 ,AGOY0}

B={x:g00>0 ,R00¢0}
C={x: 800 <0, h(¥)1>’o;}rlirf“
D={x:gx)<0, h(x)lg 0} "

es denso.

Ahora, puesto que f

se tiene que B U C es denso en:
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Asi que, debe existir algd
C es denso.

De lo anterior podemos“co'ﬁcllyﬁix;rf"r que ;ur'la ‘de las pare jas
siguientes, estd formada por dos conjuntos densos en K , CAB
CAG , (DB o DO . Desprendemos que g toma ambos signos
en cada intervalo de K o bien A toma ambos signos‘ en cada
intervalo de K .

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que & toma ambos
signos en cada subintervalo de K .

Asi que si g es una primitiva de g, g es una funcidn

derivable que no es mondtona en ningun intervalo de K .m
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