Universidad Nacional Auténoma
de México

FACULTAD DE CIENCIAS

DENSIDAD ELECTRONICA DENTRO DE UNA PARTICULA
METALICA POLARIZADA

I kS 13§

Que para obtener ¢l Titulo de
FI ST 0 A
presenta

LUZ MARINA ZAMORA DIAZ DE LEON

México, D. F. 1988



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



Intruduccion..veeeeese

CAFITULO 1

Reseda Histdrica.. ..

CAFITULD 2

Formulalecion Clasica.

CAPITULD 2

Formulacion Cudntica.

CAFITULO 4

Resultados......

“ws o e

Graficaseiieesverensne

COMCL.USIONES. ...

BIBLIOGRAFLA. ...

.

ih

seeee

“s e

cesan

enrtea

D1

ceen

-

c

s s acresaenessasronran

I I A

e xs s rena

aravecasw

FAGLNA

ceal

=
s erer s r e

seaves o an

ceurtaane

s ueae s

.79



INTRODUCCION

El objetivec de este trabajo es estudiar algunas de lag
propiedadies de las particulac metalicas pequedas. En par-
ticular se enfocara el problema del colculo de la de  densi-
dad de carga electronica dentro de una particula metalica
pequuAa cuando esta se epcuentra en presencla de un Campo
electrostatico externo desde el punto de vigta de la meca-
nica cuantica. Entenderemos aqul por particula pegueda ague-
1la cuyo diametro este comprendido entre 20 y 400 A y la
denotaremos por FP.

El interes por estudiar este tipo de sistemas bajo di-
ferentes circunctancias esta basado en el hecho de que estos
sistemas presentan caracteristicas distintas a las de los
sistemas grandes. Surge, ontonces, el problema de entender y
describir tedricamente dicho comportamiento anmmalo y encon-—
trar posibles aplicaciones.

Actualmente se conocen algunas causas por las que las
PP presentan ese comportamiento extrado. Entre ellas podemos
mencionar, p. €j., un valor grande en la relacion superfi-
cie/volumen, espectro de energfias claramente discreto, es-
tructura cristalina distinta a la de los cristales macros-
copicos, etc. Sin embargo aun enisten algunos fenomenos que
no se han podido explicar como es el caso del aumento desme-
suradu de absorcion electronica en el 1nfrarrojo lejano, la
fotoemision andmala, etc. De hecho la mayor parte de las
propiedades opticaz, electronicas, magnéticas de las FF

parecen ser anomalas.



For otra parte existe un nteres practico por estudiar
las PF debido a que son una entidad muy 1mportante an nuchos
campos. Tal es el caso del estudio de la cinetica de los
camhilos de fase, existiendo, asil, una interdependencia entre
unas y otros. Este dltimo aspecto tiepe un gran alcance
en cuanto & aplicaciones se refiere., F. e)., €l crecimiento
de PF metalzcas.es importante para la elaboracion de dispo-
sitivos de estado sélido v peliculas delgadas.Muchos cambios
de fase atmosféricos tales como la formacion de aerosales
s0lidos y condensacion de agua 1nvolucran PP para niciar el
procesa. Varlados procesos quimicos requieren de la forma-—
cion de pequeros cristales o gotitas para la iniciacion de
una nueva fase, para tfavorecer reacciones cataliticas, etc.

Se ha encontrado que pare realizar algunos procesos
quimicos las FF son mucho mas efectivas que las particulas
macroscopicas [1].

l.as &areas de i1nteres y de aplicacion de las FF son muy

vextensas y variadas. Sin embargo, como se indicod anterior-
mente, el presente trabajo se limitard a estudiar algunas
propiedades eléctricas de las FF,

En el capitulo 1| haremos una breve revision historica
del problema; en el capitulo 2 este serd tratado desde el
nunto de vista de la mecanica clasica; en el capitulo I se
intentara un tratamento cuantico y en el capitulo 4 se
mastraran los resultados numericos. Al final del trabajo

cea daran algunas conclusiones de i1nterés,

ts



CAPTTULD |

RESERA HISTORICA

En este capitulo se discutira brevemente los princi-
pales trabajos relacionados con el tema de esta tesis.

Fosiblemente ¢l gramer trabajo en el que e hizo notar
la importancia que tienen las F.F. fue el articulo ae
Frehlich (2] publicado en 1977 en donde se menciona que el
estudic  de #sos sistemas podria ser 1mpartant2 deside a que
el espectro de ensrglas de los electrones as discreto.

Fosteriormente, en 1265, Gorbtaov y Eliashberg (G-E) [3]
estudiaron varios aspectos de las F.F. y obtuvieron, entre
otras cosas, expresiones para algunas propiedades electro-
magneéticas. Sus resultadoc predecian que la polaritabilidad
estatica de una F.F. era sorprendentemente grande. Sin
embargo, en esa época no habla ningun experimento que
pudiera corraborar tal prediccion. De hecho, los primeros
experimentos fueron efectuados en la década siguiente,

Aunque tal prediccion era muy extrana, apatrentemente

el modelo que habian utilizade estaba justificado. Entre las
suposiciones mas importantes en que basaron sus calcuios
podemos mencionar las siguientecs

a) En pramer lugar consideraron que la energla del
sistema entero era i1gual & la suna de energias de cuasi-
particulas individuales. Estas cuasiparticulas eran en

esencia electrones libres con una mase efectiva m# = 1.4m,



siendo me la masa del electron y, de esta manera, las exci—
taciones del =ziztema eran simplenante excirtaciones electro-
nicas. Ademas, a bajas tempeoraturas v en ausgencia de
perturbaciones eiternas solo los niveles de energia menores
o lgualez & la energia de Fermi estuvieron ocupados,

b) Como el sistema tiene un numero relativamente pegue-—
Ao de slectranas los nivelesz de energta snn discretos, de
hecho la distancia entre ellos es una funcion del tamado
del mismo.

De acuerdo con estos autores el numero de estados por

unidad de intervalo de energla eos igual &

Vmp,,
Ve _——‘Z‘nz‘hx

donde
Vavolumen

PuE momento en la superficie de Fermi
_y es obvio que su reciproco A=VY 'es la distancia promedio
entre los niveles de energia. El valor esta dado

aproximadamente por

€
A~
N
donde
€= = energla de Fermi

N = npumero de edos. hasta nivel de Fermi

c) Comoc en general 1a forma de las particulas es

descorocida no se puede determinar exactamente su espectro



de enerqgias y por lo tanto villicaron una disteibucion
estadistice de niveles desarrollade pne Meta v Dyson.

d) S1 la frecuenciad del campo electromagnético es
pequera comparada con la del electron al viajar de pared a
pared del sistema y la intensidad del campo es pequeda, de
tal manera gue la energla ganada o perdida por un elactron

al viajar de pared a pared es menor que [3 1.€.

e Ea -0 A
siendo "a" el radio de la particula, entonces la interaccion
de lac particulas metalicas con el campo externo puede ser
tratada dentro de una teoria de perturbaciones,.

En este intervalo de campos la particula se comporta en
forma cemejante a un atomo con una cilerts polarizabilidad y
no manifiesta cus propiedades metalicas.

Bajo las hip6tesis anteriores la polarizabilidad
estatica a, encontrada por G-E fue

Aaﬁezx

Ky = e

- (1.1)

Sn

que se puede escribir

Ny ~ Ke Pu= a®

can
Y = h}/“.‘ ("‘n

®: £ a* = polarizabilidad de una esfera
metalica clasica.
El valor de la polarizabilidad dado en (1.1) es muy grande
pueste que el valor manimo predicho por la electrodinamica

clasica es (ver capttulo siguientes) x==a% que en nuestro
=2

|4}



caso considerando p.e). una particula de radio 28 & es del
orden de (Z3)¥, en cambio la ecuacion anterior (1.() predi-
ce una polarizabilidad &™=(25)® que es (2952 veces mas
grande.

Claramente ¢! efecto predicho por estos autores es
mayor mientras mayor sea la particula, sin embargo como este
efecto nuntca =¢ ha observado en particulas suficientemente
grandes, supusieron gue con campos mas intensos o tamafos de
particulas mayores, tales que eEadﬁA y SE provocarta  una
mezcla de niveles de energia del sistema de tal manera que
su modelo seria inaplicable y se recuperarian, asi, los
resultados clasicos.

No fue sino hasta 1971 cuando Dupree y Smithard (41
hicieron algunos experimentos con el proposito de comprobar
51 las predicciones hechas por G-E acerca de la polari-
zabilidad extraordinariamente grande en una F.P. eran
ciertas.

Su experimento consistio en medir la constante dielec-
trica, la cual esta diréctamente relacionada con la polari-
zabilidad, en una muestra que contenia grandes concentra-
ciones de particulas de plata con radio promedio menor

o
que 100 A.

Fartiendo de la hase de que el factor de agigantamiento

f de la polarizabilidac predicho par G-E era del orden
3 R pa a®
Estimaron que el valor de (3, que esperatrian obtener a partir

de sus experimentos, seria del orden de 120 para particulas



de plata. En la realizacion del experimento tomaron en
cuanta las condicione: que impus:ieeon G-E para la valide: de
sU teorte que Como hemos mencionado eran principalmente:

a) Temperatura suficientenente baja T €, (para gue solo
los niveles abajo del nivel de Fermi estuvieran ocupados),
b) Campo electrico pequedo (para que la energta potencial
ganada por un 2lectron al atravesar la particula fuera
pequera comparada con [} ).

Fuesta que los resultados obtenidos no revelaron ningun
factor de agigantamiento para la poalaricabilidad, las
predicciones de  G-E no podrian ser correctac.

Dupree y Smithard no pudieron explicar el por gque no se
observaba este fenodmeno, aungue conjeturaron gue orobable-
mente la distribucion de niveles de enerqta usada en
la teoria de G-E no era aproprada para £.F.

En 1972 Meier y Wyder (9] realizaron puevos
experimentos para investigar nuevamente la valide:r de la
teoria de G-E.

Sus enperimentos consistieron esencialmente en medir la
polarizabilidad de particulas de oro como ura funcion del
campo aplicado.

Sus resuliados no mostraron ningun factor de aumentao en
la polarizabilidad como G-E habilan descrito.

Fue tambien en {972 cuando Strassler, Rice y Wyder
[8-R-W1 [5] encontraron donde estaba . la falla de la teoria
de 6-E.

Sequn, S-R-W, lo que G-E habfan &alcUlgdp era la

~3



suceptib ilidad v no la potarizabilidad.

Como se sabe, de atuerdo a la electrodinémica clasica

p = X Eaue

Ana3P/7 = a Emye

P=h Erae
donde
pEmomento dipolar; «Spolarizebilidad; EweweECampo Externo
PEpolarxzacxon;.X Fsuceptibilidad; E,ee= Campo local
y también

Eiae * Eawe = 4nP/3 (1.2)
en donde
=4nP/7Z es el campo depolariczante que ec inducido por
las cargas dentro de la esfera en respuesta y contrario a
Ewnt.

En opinion de S-R-W lo que hicieron G-E fue considerar
la polarizacion F como una respuesta lineal al campo externo
Fewe @0 lugar de haberlo considerado como respuesta lineal
de Eijne. Al haber considerado un campo interno igual
A Eswe No estaban tomando en cuenta el campo depolarizante
Yy &l no tomar en cuenta este hecho, de la ec (1.2) se tiene

Eenvt = Erac
en ver de tomar

Emne = Erne + 4nP/3

FPor tanto lo que G-E calcularon fue la suceptibilxdad.x .
Ahora, como en realidad los electrones estan respondiendo al

campo Eine y este es tal que



Cuwe * Erme
entonces el desplacamiento de los electrones ac¢ menor vy por
tanto la polarizabilidad sera tamtien menor, En realidad los
resul tados de 3-£ hubieran sido correctos si1 los electrones
estuvieran afectados unicamente por el campo evterno ( 1.e.
para electrones si1n interaccion) gorque, de ssta manara, al
momento dipolar de cada particula seria la respuesta al
campo externo Eewe.

Conocida la suceptibilidad es pasible calcular a partipr
de ella la polaricabilidad., €sto tue hecho posteriormente
y la polarizabilidad corregida concardaba mejor con los
experimentos.

En (973 Lushnikov y Simonov [7) publicaron un articulo
en donde presentaron una forma alternativa de calcular la
polarizabilidad de las F.F. correctamente. Encontraron gue
los calculos de G-E no se verifan aumentados por el factor a=
si se tomara en consideracion la interaccion de los
electrones. Ai hacerlo asi encontraron que la polarizabili-
dad dada por B-E se adecuaria a su valor euperaimental vy
clasico dado por a® y no (a®). En el capitulo 3 sera
discutido y utilizado el metodo ae L-5 de manera mas amplia
y exacta.,

También en 1973 Rice, Schneider y Strassler (81
utilizaron la teoria de la respuesta lineal y la ecuacion de
Foisson para caleular de otra manera mas la polarizabilidad
estatica de FP.F. metdlicas. Estos awtores explicaron que

el modelo de G-E es erréneo debido a qu? supusieran un campo



local constante dentro de 1¢ particula y, por tanto,
despreciaron el etecto de apantallamiento del sistema de
electrones de conduccion, el cual es i1ndependiente de si los
niveles de energla son discretos o continuas y por tanto, la
conjetura de Dupree y Smithard mencionada anteriormente era
falsa.

En realidad, para una particula de radio R suficiente-
mentemente grande, el campo externo estara esencialmente
apantallado (casi en cualquier punto en el interior de la
particula) aun s: esta R es lo suficientemente pegueda como
para que los niveles de energila permanazcan discretos en el
sentido definido por Gorkov.

En cambio, cuando R es muy pequeda la cantidad de
carga de conduccion presente en el sistema no es lo
suficientemente grande como para poder apantallar
completamente al campo externo. En este caso el campo
ekternn comienza a4 penetrar al interior del metaly el
sistema es ahora menos polarizado y la polarizabilidad
asumird ahora un valot menor que su valar clasico. En esto
consiste el fendmeno de la tendencia limitante de pequeros
objetos de perder sus propledades macroscopicas de
apantallanmiento.

En resumen, podrliamos decir que en 1273 se habia logrado
calcular de varias manerasz la polarizabilidad de una FF y
los resultados estaban de acuerdo con los experimentos
ademds se habia concluido que el calculo de G-E habia sido

para la suceptibilidad y no para la polarizaoilidad.
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Sin embargo, surgid un nuevo problema. Una ver obtenida la
eypresiaon corregida para la polarizabilidad se procedio a
talcular la absorcion de enerpila electromagnetica y se
compareo con los e:perimentos, encontrandosre una discre-
pancia de varios érdenes de magnitud. Hasta ahora y
desde 1975 {?] se ha tratado de resolver este problema sin
que se haya logrado. Como 1los experimentos mostraron que las
F.P. absorben mucha mas energia que la predicha, o lo largo
de los afps se han propuesto un sin punero de mecanismos
adicionales, entre los cuales se pueden mencionar: absorcion
a traves de la capa de Oxido que rodea las particulas (1017,
absoreidon a traves de eucitaciones fononices (111, absorcion
a través de las corrientes de eddy (121, excitaciones de
fonones superficiales [131, efectos no locales (143, etc.

Existen trabajos =rn que se discuten [15] y [16] se
discuten, ademas de los anteriores, otros mecanismas y la
incapacidad de los mismos para explicar el tenomeno pero
ninguno de ellos ha logrado resolver satisfactoriamente el
problema. Actualmente se sabe que los primeros reportes
habian exagerado la cantidad de energia absorbida ( el
factor de absorcidn aceptado actualmente es, a lo maximo,
del orden de 10%)., Aun asi, el problema sigue sin estar
resuelto. Sin embargo el objetivo de esta tesis no pretende
atacar este problema, s1no danicamente el de la polarizabi-
lidad estatica v comprobar explicitamente que las correc-—
ciones u objeciones de Lushnikov ¥ Simonov por una parte y

de Strassler Rice or atra, eran correctas ue, por
1



tanto, la polarirabilided s1 este bién calculada. Esto es un
indicio de nue la absorcion debida ol mecanismo de
polarirzacion de cada particula esté bien calculada y no
puede dar cusenta de la absarcion andmala " si es que efecti-
vamente la hay " 11713,

En los capitulos siguientes estudiaremos la poltaricabilidad
de acuerdo a dx*erentes modelos. En el cap 2 se estudiara el

modelo clasico y en el cap T dos modelos cudnticos, siendo

uno de ellos el de L-S.



CAFITULDO 2

FORMULACIOM CLASICA

En este capitulo estudiaremos las propiedades de una
particula metalica pequera (FMF) drsde el punto de vista
de la electrodinamica clasica. Este problema ha sido
resuelto antermormente; sin embargo, con el abjleto de
definir la notacidn y de tener los resultados para
posteriores comparaciones, vamos a obtener los resultados
mas 1mportantes.
Obtendremos una expresion para la densidad electronica de
carga dentro de una FMF cuando esta se encuentre en pre-
sencia de un campo electrico externo.
Sea Eg un campo electrico uniforme paralelo al eje z,
Eo = E;k sien;o Eo la magnitud de Eo y Lk &l v;ctov
unitario en i{a direccion =z . El campo eléctrico resultante
al colocar una esfera conductora de radio a en presencia de
Ea se puede obtener a partir de
E= -V u (2.1)
donde U es el potencial electrostatico y satisface a su ve:
la ecuacion de Laplace
Vu=o. (2.2
Dehido a que U nc depende del angulo ¢, al utilizar cootrde-
nadas estericas (ver fig. 2.1), la solucitn a esta ecuacion
se puede axpresar como [18]
L] @

Wir,8) = L An 1o Falcos®) + 0 Cn r—t+1r Fo(cos) (Z.3)
nee

wee
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Mas evplicitamente
Uir,8) = An + A,rcosd +(Axr?/21(3cos26-1]1 +, ..+ Caor—?t +

Cir~2cose+ [Cor=/2)35cos®0-11+.v, ...+ (2.8

b‘\t(.(“"‘
[ TL)

Fig. 2.1

Las constantes A, y Cn se determinan a partir de las con-
diciones de frontera las cuales con:
a) Para distancias lejanas a la esfera el campo eléctrico

E(r,8) sera igual a Eu 1.e.

E("‘Qz_.'_:El,‘ k (2.9)

lp cual implica que

Ulr,8) -Eoz + cte

1

~Eorcas+ cte (2.84)
For tanto, para gue concuerden (2.4) v (2.6) para r gran-—

de Ap = cte , Ay = -Es y las demas A se igualan con cero.
El término Co/r es el potencial que produce una esfera

cargada con carga total Co, como nuestra esfera esta den-
provista de carga neta entonces Co = O,

b) El campo eleéctrico dentro del conductor es cero, por
tanto de (2.1)

Ulr,8) = Us 51 ria



siendo U, una constante. Entonces al evaluar (2.4) en r=a v
sustituyendo los valores de las A, obtendremos gque
O = ~lly + cte + (~E,a + C,/a2F, (cosél) + (Ca/a=)Falcosd)+,,
- (2.7)
Esta expresion 1mplica que los coeficientes de los poli-
nomios de Legendre deben anularse. Asi

Ca=0 51 ni 2 (2.8

—“Ena + Cy/a® = @
~Uo + cte = 0
Sustituyendo estos resultados en (2.4) obtenemos la solucion
final
Ur,e = Uy = Eorcos? + [Esa®cose 1/r= (2.9)
utilizando (2.1) y la expresion para el gradiente en coorde-

nadas esfericas

. - £U - 1 U ~ 1 £U
\/ U = ra + O + @ (2.1
gr r 26 r send [o1-]
obtenemos
cu 2as
Ep ® = e = B 080 [l + ——e— (2.11)
S'a ".3

sl oria

1 sU as

Eg = = oo oo = = E sENG |1 = (2.12)
r ] (o

E =0 s1 r<a (2. 135

Coma el campo eléctrico gue esta en el exterior inmediato de



un conductor esfeérico ez (191 (en unidades electrostaticac:

Erfa,d)= dng() (Z.14)

en donde ¢(8) es la densidad superficial de carga, entonces
vi8) = E,.(a;9) /4n (2.1

g(@) = (3/4n) £, coss (2.16)

Ahora vamos a calcular la carga electronica en el casquete
superior de la esfera (ver fig 2

2.2

Fig 2.2

Sea s' la superficie sobre la que vamos a calcular la

carga electronica. Sabemos que

 Qu-= J c(e)da’ (217

donde da’'= a%senédadg con O £ @

/2, 0 i@t 2n y o)

estd dada por la expresion (2.15),

sustituyvendo esto en

(2.16) lo que tenemos es

Q= J (3/4n)Ey, cosdas send de& dg

16



= (J/4mHE, 53} costsenf dél| dg
J
(=] )

RNa = (374) £, &% (2,18)

La expresion (2.18) es la carga acumulada en la mitad su-
perior de la esfera y he =ido calculada para compararla con
posteriores resultados. El resultado que se hubiera obtenido
al calcular la carga acumulada en la mitad inferior de la
esfera es el mismo que el de (2.18) pero con el signo con-
trario de modo que la carga total es cero.

Las expresiones para las componentes del campo eléctrico
total de las ecuaciones (2.11) y (2.12) constan de dos ﬁér—
minos cuyo origen puede entenderse facilmente. En efecto, el
primer término es debido al campo externo Eg como puede ver-
@ de la figura (2.3) en donde el vector ; expresado en

coordenadas esféricas es igual a

cost e,. - senfes
T

]

4

"

7
7
PV N T —

Fig 2.3
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FPor tanto

Ecy = E k

Ee cozbe,. - Eo send eg

4]

lo gue implica que

Eoee = En cosé

Eawe = -Eo seng
Estas dos ultimas expresiones son l1os primeras terminos de
las ecuaciones que dan el valor del campo total i.e., las
2cuaciones (2.11) y (Z.12). El segundo termino de dichas
ecuaciones es el campo que produce la densidad de carga dada
por Z.1& inducaida soabre la superficie de la esfera en el
momento en que ésta es polarizada. En efecto: el potencial

en cualquier punto x» estd dado por

- ogip")
uix)= {———————— da’ (2,19)
o= )
-en donde c(p’) es la densidad de carga superficial en el

punto ;'. Fara evaluar esta integral colocaremos el sistema
de coordenadas de la variable de integracién de tal forma
que el origen este en el centro de la esfera y el eje z en
la linea que une el origen con el punto ;, tal y como se

muestra en la figura 2.4 .



Fig 2.4

Entonces las coordenadas esféricas de % , Eo Yy p*son
respectivamente (r,0,0),(Ey,8,0) y (a,8",@%), siendo
r=‘xl. Si denotamos con el dnqulo entre Eo y p’ entonces

la densidad de carga de la ecuacidén (2.16) evaluada en p’

es:

g(p’)= o(®) = (T/4u) Eq cos®

y como el Argulo estd dado por [20]

cosY = cosOcosh+ senfsendcos (@’ @)

entonces
0(P) = (3/4n)EolcosOcoso+ senfsendcos (¢ -@) (2.20)

Por tanto, el potencial producido por ¢ en el punto x es,

de acuerdo a (2,19) y (2.20)

U=

3 Eo I I [cos@casOtsenBsendcos (0’ ~¥) Jaksenodedy’

fa=+ r= - 2arcose 7=

L] 1.4 w

FEoa= 'j cosfcosvsenods

o

sendsendsenods

La=tr2-2arcoge e [ !oLaz+r2-Darcone i
Q o <

4w

2w

. cos (@&’ -@> cur

!
: !
> |



pero @

J cos(g’' - dgy =

(4]

entonces

20

Q

r

- JEoa®coss costsenddd
Uiny = - (2.21)
2 Jl [a2+r=-2arcosél™
[b]
haciendo el cambio de variable
N o= cosh =) dx = - gsenddd
y definiendo
B = -Z2ar y a = a% + r=
la ecuacion (2.21) gueda
-1
- ZEuaRcost (=n) dxn
Uix) = (2.22)
2 Cax + AxI™
1
Traba jando solamente con la inteqral, tenemos
-d '
J nodu 1 J B » d»x
Lo+l B Lo + Bsd™
1 -3
sumando y restando « en el numetrador
1 3
1 o + fAn [ du
2 e e dit m ee— | ————
B Ca+@d™ B JLectprd™
-1 -1
2 2o
= e ()R~ (x-f)3R] - (x+B)™ —

=



(=) (2. 23)

Sustituyendo (2.23) y los valores de o y f§ en (2.22) obtene-
mos

2/BRL1 /3 ((a=1r)F=(a+r) =) +20r] w1 ra

UGy = 1

2/8201/3({r=a)3~(a+r)3) +2aa 51 rra

Eu cosar s1 rda

U= A
Eos a% cost
si rra
,-2

For tanto, el campo electrico producido por tal potencial

estard dado por

2Epa™
Ewn 5 e COSE
"3
(2.24)
Eoadsend
Ee =
rrx
para rra y por
E.. = - Eo cose
y
Ee = Eo sens

es decir



E = -Eqs (2.25)
para r<a, Las ecuaciones (2.2} son preci:samente los
segundos términos de las ecuaciones (2.11) y (2.12) como se
queria demostrar. Ademas, la ecuacion (2.2%) 1ndica que, el
campo dentro de 1a ezfera, producido por la densidad de
carga inducida, es justo =1 negative del campa erterno ED,
de tal manera que el campuo total 2n el interior es 1gual a
cero coma indica la ecuacion (I.13).

Hemps demostrado, entonces, que el campo total en cual-
quier punto ; es la suma del campo eterno Ea mas el campo
praducido por la densidad de carga inducida o.

Finalmente conviene hacer notar que la esfera con la

densidad de carga inducida o se comporta como un dipolo

eléctrico cuyo momento dipolar esta dado por L[21]

o= J r € (r) dv (2.26)
pero
€= L(r ~ a) ¢ (P

por tanto

o
it

f r E(r - a) ol(r) dv
Utilizandeo coordenadas esféricas

it

( csentt cosd 1+ send send ) + cosBk) (I/4An)Egucos6rs

v
g ¥—— 3
“——7))

[

. S{r - a) sené dé drde }

a4
sl



~y

Rl 2n n =
- 2 I - r 2 -
p=(3/4n)Eya™] |sen @cosade Jcosndn i o+ J;en acosh sengdd J
< =] <
n L @n
\ § o
2 . -~
+ J cos @genddé jdﬁ k
(3] (43

r

~

(3/72) a3Ee Jcos’& send dé k

he
]

p = a% Eo k

p = a% Eo (2.27)

Comparando (2.27) con la ecuacién
; = Eu (2.28)
que define la polarizabilidad «, vemos que para el casco de
la esfera conductora
x = as (2.29)
Como referencia tambien escribiremos las eupresianes para

el momento dipolar y la polarizabilidad de una esfera

dieléctrica con funcion dieléctrica € (23]

Pa = aS(E-1)E,/ (E+2) (2.30)
y Ky = @aF(€-1)/(E+D) : (2.31)

Vemas que para todo valor positivo de €, «g £ o y la



igualdad se tiene solo cuande & - o
En el capitulo siguiente estudiaremos nuevament2 estos
conceptos perc desde el punto de vizta de la mecanica

cuantica.



CAFITULG 3

FORMULACIOM CUANTICA

Se discute estudier el comportamiento de una pequeda esfe-
ra conductora de aprommademente 24 angstroms de radio en
un campo electromagnetico desde el punto de vista de 1a me-
canica cuantica.

Estudiar este sistema resulta complicado va que una
esfera de dicho tamardo contiene aprowimagamente SO0 atomos.
For lo que se partira de un medelo simpliticado del sis-—
tema y posteriormente lo  refinaremos.

Fara tal ohjeto se supondra lo sigmiente
1) Cada atomo coantiene electrones de valencia y electrones

deil caroso, en donde los electrones del carosoz son los

que estan mas cerca del! nucleo y los de valencia los

mas alejades. Esto permite simplificar el problema si1 osu-

ponemos que los electrones del caroseo no se mueven y que

solo los electrones de valencia pueden reaccionar a la
accion del campo electromagnético externo,

2) Como los electrones de valencia de los metales tienen
mucha movilidad se desplacaran facilmente o través de
todr el material pero el potencial bajo el cual se mueven
{ gue es el potenc.al producide por loz electrones del
caroso, las parsdes de la esfera, etc.) 23 muy
complicadsn, Fara simplificar este problema supondremos

que los electronec mueviEt a traves de un potencial




uniforme denten de la ezfora y gque estan continados a
moverse dantro do ella mediante un potencial intinito en
la superficie de la misma. A=1, se desplazaram libremente
y no 1mpertara el movimiento detallado en caga punto de

la esfera. Debemos notar que el potencial producido por

cada carosn es de la forma VY=1/r, potencial de Coulnmb (ver

Fig., I.1)

Fig.3.1
y que los carosos estan distribufidos en forma discreta
dentro de la particula; sin embargo estamas suponiendo
que la suma de todos esos potenciales es uniforme v de
#sta manera los electrones de valencia se moveran libre-
mente pues va no sentiran la presencia del potencial de
Coulomb.
Supeondremos también, por el momenta, que los electrones
no interactuan entre s1, esto es, no se repelen entre si.
De esta manaera podremos enfocar nuestra atencidn hacia un
solo electror,estudiar su comportamento y despues sola-
mente superponer el efecto de los restantes utilizando
dnicamente el principio de exclusion oe Fauli.

En resumen, estudiaremos el comportamiento de un conjun-—



to de electrones independientes dentern de una pequesa cavi-
dad esférica en presencia 30 un campo electromsgnetico
uniforme Ea(ty que apunta en la direccion del eje

{ Em(t) = Eu(t)L Y. For tratarse do un propnlema cuantico so
raesolvera la ecuacion de Schodinger adecuada al problema.

A continuacion vamos a obtaner una exprestion para la den-
sidad de carga para el meaelo de la esfera conductora que
hemos deccrito.

l.a densidad de carga debida a un elecsron de carga e esta
dada por
G -
¢ win=e Yo,0= (3.1
en donde w)(:,t) es la funcion de onda y satisface la
ecuacion de Schrodinger

— R - - - —
“th2/20387 Y AF, t) + DVeam(rmyt) + Vo (3 Y (7, t) = Cik

eV (e, t1/8t 2 (2.2)
donde
V:.m(;,t) Z energlia potencial del electron en presencia
de el campo euterno
Y
V.(;) 2 energia potencial del electron dentro de la esfera

=in campo electrico externo.
Si supunemos que el campo externo Em(tW no depende del
tiempo, &s decir, Em(t) = By, entonces Vc-m(;,t) tampoco
dependera del tiempo y tendra la forma

Vean(rry t)=Voam M= (~Ey2) =~Esarcosd=-eE,. r

En este caso la solucion de (3.2) tiene la formea



-1E,t

Y, tr=enn Y. o (2.3

donde \V ' (1) satieface la ecuacion estacionaria

1
[ j\/ Yot + (Weanim) + vatm-E « 1 Y om=0. (3.9

£l indice i asociado a W’;(;) y Ey cuenta las distintas
soluciones de la ecuacion (Z2.4).

Fara resolver la ecuacion anterior podemos utilicar la
teoria de perturbaciones independiente del tiempo (TFIT)

tomando como perturbacion o Veas(r). Fara hacer esto es

necesario empezar par resclver la ecuacion

- b_g —— oy — [X-3] L X~ % B
\/ Y;,_ (F) + [ Vatr)-E, J\V;,, ry =0 (3.5

la cual corresponde al problema no perturbado cuyo hamil-—
toniano se denctara por He.

Si el potencial V. (r) estd dado por

- & s1 r<a

@ si ria

-~

Oy __ (oY
entonces para ria w‘ 2 (P} = 0 ¥y para r<a WJ ()

satisface la ecuacién



26

=
l @ sy ey

—_— - [ .
l*-- N/ %’ v ) - E ﬂl aor)o= (3.5)
2m

Fara resolver ests 2cuvacion se utilica el metodn de

separacion de variables en coordenadas esfericas (ver Fig.

3.2)

pt

o
y se encuentra que\v « (r) se puede escribir

camp [23]

toy oy ty m
\\’ i) = Ynlm(r‘) =\r.-u,..(r*,€',e)= R,,.,(r‘)@x(el) Fm(e)y  (5.7)

donde Rin(r), ()T(B) y fm(p) son funciones que dependen
unicamente de una variable y seran discutidas mas adelan-
te. En esta expresion el indice 1 se ha sustituido por la
terna de {ndices n,l.m ya que para distintos valores de n,l
om se obtienen distintas soluciones. Se encuentra gue los

posibles valores de estos indices won [241]

[T . S



1

m=

Sin embargo todos

tan degeneracdos, es

v por tanto el indi
y egscribir zimpleme
escribir el orden d
ecuacion 3.18).

Les funciones R,

pectivamente lag ec

d=R1n (1) ]
PR e | 4210
dr=

- ¢ ~
E A B

I S L D INPUN C  PS U

[X-2] N
los estadoc nim con | yn fijos es-

gecie

[V E] {wry
Enlm = Enlm‘
ce m de ias ernerglias se acostumbra omitir
tCry

nte Ein ( por convenilencia so acostumbra

e los tndices n y 1 1invertidos, ver

- .
Aty () 1(8) y Imig) satistacen res—

uaciones

'UR‘.HH‘)-‘

dr

m b =2 m
d . n O, ™
A4 =1(1+1) 91(9) (3.9)
dé sen<g
J
g2 fnto) 2
e —— = ~ m Falah) (3.10)
de®
a 1 2m coy
Fam = AE1n (3.11)

0

=
—— Pa,nrz-l(l+1)]R;n(r) =0""(3:8)
t



Las solucicrnes de escaz eouacsones que sat:stacen las

condiciones de frontera apropradas son respoctivamente

Rintrd) = 1k q) (3.12»
m ™
18y = Py lcose ) (It
Yy
Im(@) = piemm (Z. 14

ver referencias [25], (28] y {271, en donde §; ec la funcion
de Bessel esférica de orden 1 v PT la funcidq aspciada de
Legendre dada por

ms3 3
[1-u%] grem(n=-1)

(cos8) = ~1ims] (.15
ary! dud~m

N o e

Ademas ., debe ser tal gue al evaluar F,. en r¥a sea igual

oy
a cero {ya gue para r=a mrimir) = Q) eg decir
Rintal = jilakan) = 0 (3.16)

esta condicion implica que el producto a¥,:. debe ser 1gual &
alguna de las ralces de la funcian j., 0 sea
Kiry
Kip = e (S

a

donde a1a 8% la raiz n-ésime de la funcién j,; v de acuerdo

con (3.11) 2 =
=X £y b
Eyn & e~ . (&.18)
2m
a bien 3 =
[X=33 %an P
Eim & e ‘(3.19J

2ma®



T

que es la energla asociada a la esgenfuncion no perturtada
[ LXK B

maa (1) 1a cual se obtiene sustbituyendo (Z.12)~-¢23,14) en

(3.7). fasdt

[EV3) m
*Iﬁ,m(r,ﬁ,a) = faim JairKim) Fy(cose) etme (3.2Q)
donde Rnim BS una constante arbitraria.

Utilizandn la definicion de 103 armonicns osfaricos

(21+1) {1=m) !

m m
Yil8,mrs(-)m Fi (cost) grme, (Z.20)

An (14m) !

m
donde P, (casd) esta dado en (3.419), la ergenfuncion se puede

escribir como
(X<} ) el m
an;m(r):h‘n;m Jalbamt) Y (8, ), (3.22)

La constante A'L.., se elaige de tal forma que ‘Jﬂlm(”) este

riormalizada a une. Su valor es igual a

. (Z/a3)m
Antm = ———e e (3.23)
J vty

donde 3’y es la derivada de la funcion de Bessel. Por tanto

(2/a=)= m
Jilkamr) Yi(8,q) si rda (3. 24}
lf wr 173 (xan?
mamr)=
a 81 ria 3.25)

e

Teniendo va la eigenfunciran imperturbada \V mim NOS inte-

resa ahora saber en que se transforma al aplicarle la



Lol
i

perturbacion para poder calcular la densidad de carga de la
ecuacion <3.1).

l.o primero gue debemos notar es que estamos tratando con
un caso degenerant ya que para una misma Eyn estan asocia-
das varias Tunciones inperturbadas. En total, dado un valor

de 1, habré& asociada a cada E,. (21+1) estados degenerados.

La T.F.I.T. usual no puede utilizarse en este caso puegto
que su formulaci16n esta basada en la suposicion de gue a
cada estado perturbado \V nim le corresponde un y solo un

[KwD]
estado no perturbado *) mim Al cual colapsara a medida que
la perturbacion va cecando. Sin embargo, cuando hay degene-
racion la correspondencia no es directa, pourque dada la fun-
cion perturbada\f nim Yy €1 conjunto de funciones ne pertuer-

(RN
badas £ “} A1m  €CON ~1<m<l ) no es posible saber de antemano
[X=31

de cudl mim  Prowino \Y nimy QO D120 31 provine de alguna
combinacion limeal de elias. No obstante, haciendo uso de la
Teoria de Ferturbaciones para el caso degenerado (T.F.D.),
podremos determinar  las combinaciones lineales apropiradas,

(X3 B ’
que denotaremos por \V mam 3 Y utilizarlas como aproxima-
ciones de orden cero.

[JV3)

Sequn la T.F.D. las funciones m1m deben ser tales que
los elementos de matriz Hinim:,nim de la perturbacion HB,
(en nuestro caso H'=Vcam! con mfm’, sean iguales a cero, lo
cual implica que la probabilidad de gque el sistema estando

[QuR] LD I
en el estado \V.ulm pase al w}nlm‘ sea nula. Implica esto

€y !

tambien que el pasc del estado perturbade r1m S®8 conti-



nua, esto es, sabraros con ceguridad QLK!\Y ~am PrOVILIOL
TGy

efectivamente de nla .

tUgualmenti &1 problema eshozado arriba e resueive simple-
mente hallando la base que diayonalira &1 blogque de matriz
de la perturbacion y los elementos de la diagonal se toman
comg las corrocciones @ primer orden de la energia. San

(S8R}

enbargo, an nuestro caco, la baze original 1w Gue hemos
obtznido ya ez la aproprada, puesto que el blogue de matra:z
de Hlraim:,n1m 25 dlagonal. En oftecto en nuestro ca<o tenemos

que (haciendo H' = Veam(t))

L) <)

Himem = Hnaim: ymam = "~\¥n1mv|\a.m(l‘)|\vnxm :

- 2n
m"'
=J J J (2/a3) 172, (K nP) Yy (6, 8)
Y a(ayn?

O O o

1 it
(~eExtcosH) (2/a3) 2725, (Kynr) Y (8, @) r2drdQ
J o)

- n 2n

2Eqe P 4
E = e 1 (Kaar)r3dr Ya (6, n)v,(ﬁ 8) cosadQ
aT(j a1t =

[=] a O
(3.26)
pero [28]
o Qe L
C ome " " (1=m+1) (1+m+1)
Yy (6,8 Y, (2, @ cose dQ = Smem S1c,1e1
(21+1) (R1+43)



+ - o S 11 (3.27)
(21+1) (zx—nj
por tanto haciendo 1=1-°
n av
Yil@, @ Y (6, gicose di= 0" — (3.28)
o 0 '
Y
H‘ﬂ\m‘ﬂlm = OQ mym’ (‘3-29)

como se gueria mostrar. La ecuacion (3.29) nos dice ademas
que los elementos de la diagonal tambieén son cero y por
tanto la T.F.D. a praimer orden no did ninguna correccion a
la energi{a; i.e. no se rompid la degeneracion. Mas adelante,
utilizando argumentos de simetria , veremos que la
perturbacion exacta debe romper la degeneracion y por tanto
los corrimientos a la energla deben de ser distintos de cero
en algin orden de perturbacién, en consecuencia se podria
intentar utilizar la T.F.D. & segundo orden para determinar
dichas correcciones. No obstante,nuestro objetivo es
calcular la densidad de cairga a primer orden y no
necesitamos calcular esas correcciones a la energia,

(<)
Otra forma de ver que la base *l;nm es la apropiada es

utilizando argumentos de zimetria. En efecto, debido a que

el sistema arites y después de la perturbscion es inpvariante



paie rotaciones alrededor del ege o, entonces los hamilio-
nianos He , H' v Hy deberan Zonmutar con el operador La,
si1endo He el hamiltoniano no perturhado, H* la perturba-

cién al hamiitoniang y He el Mamiltoniano total. Eo decir

Hola~LaHa = HALa~LaHY = Hel, -LaHy = OO (2.3

En ezte csso se puede demostrar (29) que existen ergenfun—
ciones de Hy gque son tambien eigenfunciones de L. y esSto
debe ser cierto para todos los valores del parametro de
perturbacion g. En consecuencia, al renctruir la combinacion
lineal apropiada de eiganvectores no parturbados es nece-—
sario incluir solc aguellas funcilones que pertenezcan al
mismo epigenvalor m de L., gque en nuestro caso solo hay una
€y €y - oy
de ellas, nime PoOr tanto mim = W)nxm-
Formalmente esta simplificacion se debe a que si L, y H?
conmutan entonces
ﬁm!H‘[m o= mm'cm‘m >, (Z.31)
ya que la eigenfuncion !m') de Ly es tambien eigenfuncion de
H* asociada al eigenvalar om-. De (3.31) se sigue que
nHH MY = Gm Emec (3,32
Yy por tanto no habri transiciones del estado m' al estado m
.bajo la perturbacion.
El valor de «x, fue determinado anteriormente y resultd
ser igual & cero, lo gue implicaba gque la degeneracitn no se
rampia a primer orden. Sin embBargo. una ve: i1ntroducida la

perturbacion el csistema sclo es invariante pajo @l grupo



0(2) que es el conijunto de todas ias rotaciones alrededor
del ein 2. Como DD s un grupo conmutativo se puede
domostrar que le degeneracion es de ovdern 1 v por tanto la
degeneracion se rompe ( las representaciones irreducibles de
log grupos conmutativos son de orden § 2 1 ).

Una vez obtanidas las funciones no perturbadas apropiadas

[=2) .

nimy Procederemos a encontrar las funciones perturbadas a

primer orden\\} nime Estas vienen dadas por

- [X=2) -— €1 —
Y,,,;,.\(r) =\Vn1m(r*) +g\‘} Arm )y (3.33)

tay —
en donde g es el parametro de la perturbacion y\f rimir) es

la correccon a primer orden de\\) mimir), Tomando la expre-

4y -

©10n par*a\\) mm{t) de la referencia [T01 tenemos que

2]
£

- (Or - ey - H'ari - miymam
Ynxm\'r‘):wnxm(r‘) +g E'Y,‘".m'(r‘) — . (X.34)

nTite oy =

—[E\'n' - E 1r )
En principio la suma L 'corre sobre todos los posibles valo-
res de n',1'y m'ercepta 1 caso n'=n, 1°=1 y m'=m. Sin em-
bargo, debido a que esiste una regla de seleccion entre los
valotres de los {ndices, la suma se puede simplificar como

veremns a continuacion, Tenemos gue
Y [X=0} - ()
H‘n'!‘m'.nlm = < n‘l'm'lvcnm(r)l‘fn\m >
-~

-]

]

2

oy ™ — \1} oy
an-mt(mc—eEar‘ccsé' p] mimir) dV
o

3

[

[

~d



o~ 20l :
= B T R YL ¢ (S o
a35'1~(a,-n-)j"(a,h)v : :
: i

v 2n

me m R R

Ja (Kynr) nSdr Y,»(e,a)Y‘(s,ﬁ)CDEGSEnGdeu (3,75

<0 :

sea di=senddbdd, entonces, de la ecuacidn (3.27) tenemas

que
n an 1%
' me® m (1=m+1) (1+m+1)
Yi- (8, g)caosayY, (4, N dQ =) | ————— Emem Ere,ia +
(21+41) (21+3)

[ (l=m) (1+m)
Smem E2' 211 (3,36}

t(m—n (21+1)

asi, los términos de la ecuacion (2.34) serén distintos

de cero solo sy m'=m y 1'=1+1 o l'=1-1. Mas euplicitamente

a
1 -7Eu€e Em,m-
Hacaomenim = J\J; cAEy cm ) Ja (R r3dy
R BT SR F Y- ST

o



% ‘h
ll-m4'\(l¢m1|)] (l-m) (24m) ]
e e .5‘; L T T i e R SRR T Y (3.27)
l (24400 020+5r L(;x-xu:unl
X I 1

De (3.27) y (Z.34) tenemos

— (ay - W - ian'x-‘ mymim
Ynxm(f‘)=\vnxm(l‘) -q EYH-,..,“,,()*) B e S Lo D 4
n [Ez-x,n- - Einm -
[¥-31 - Hariot,m,nim
Aot mr) fe—— (3.38)
El—t.n‘-Eln
0 bien
-3 -
\Y — Yn‘a) - . n'l‘m(f") H"n'x'm.nlm
nim(r) =) q1m (r) =g L £
nYodes T3} [
11 Evim: = Ein
(3.39)

Habiendo encontrado la expresion para\( nim (1), volvamaos
al prablema or:ginal gue es el de calcular la densidad de
carga de la esfera en presencia del campo eléctrico. Fara
ello calculemos primere la densidad de carga debida a un

splo electron en un solo estado *’n,m(r). De acuerdo a (Z.1)

tenemos que

= -
?n)m’,l‘, ty = e

=
\H nim (0 8) l (2. 40)

pero debido a la forma de H)nxm(r,t) doda por (3.3



” -
Ymm(r',t) no depende del tiempo y podemos escribis

f:lm(;:) =2

sustituyenda (3,39)

= — (0!"
M,,.(r)=ev

"

- q L hd
"’ P )

11

S‘:,.,. (ry=e Y :‘T;‘(.r)\])

mimir)-g L L

LTS
=1

t0)

nxm(”)*Q'Y nim{r)E

YoaimG ,

Y

-
<y - 3

et m M HA 3 s myaam

[E=21

Eyin:

[X=2]

-~ Ein

toy ~— 1

v ~rarm A1) Hn‘x'm'nlm

[ENE

- Ear-

[E-21

Evin-

- O e -

3

(e gl -
Yoot (I HA -

(3.41)

LEE B

Yoiwtm

(Z.42)

PmL.mim

-
Lol €Oy
P ) El’n'

- -~

(O - 4

ntremiPIHA - ‘M maAm

(o)

et Exr\

(-2 —
~g‘¥ R S I A +g%L £ § I
n' I+4 Ciay (SR} N1+ p a1
11 Esm: = Ein 11 a—1
[1~3} — 1 s ey - ) ]
\i"n‘l'm(f‘) Hn’l‘m.r\ln\ H)p'q'(r) Hp'q‘m.pqm
-3 ccry I [LV3 =5
Ervin: ~Ean J Eaqp ~Eaae J



bonde

(= —
?m.n(r“me

a primer

ot dern

-

ters -
) - 2 cor o \1‘,,-\»1-,“'&")
'\lJnAm(l‘)} ~2RE‘IQ\1'I mmls L e .
Ny ) toy
11 Eyen: = Ein
1
- Hn'l'm,nlm (:\.4\:)

Ahora vamos a tomar en cuenta el hecho de que en realidad

tenemos un conjunto de muchos electrones cocupando los dis-

tintos estados W ,“,..(;) .

Sea ~m €1 numero promedio de electrones que estan en
p

un cierto estado perturbado‘{ n,m(:) (obvxamente'\ nam e

penderds de la eneryla Eaim asociada a H’ Amir), del numero

"total de electrones

v de la temperatura T del sistema),

entonces la densidad de carga promedio en el punto " debida

al estado y’n.m(:) es

For tanto,

da

a todos los electrones del siztema

o
S N P L e

?: - =3 _—
Amr) = Aam i)

]

la densidad
sera

e -

AamiP)

b=t §
“wim

(3. 44)

de carga promedio en €l punto r debi-
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Alm

El valor del numero W A 2554 dado por la diztribucion

de Ferm

P

Y\ flm T _ (R YN

R L am =Mt ET 4
sienda é, la energta de Fermi y K la constante de Boltzman.
El 2 de! numerador se ha introducido para tomar en cuenta la
Jegeneracion del espin,

L)

Como a primer orden de perturbacion Eqim & Ein podemos

escribir

5]

\1 A1 = aam = (3.47)

to)

e -0 /RT3y

inm

lo cual implica suponer gue l1os 21+1 estados\v n;th) con n
y 1 fijosy -1 £ m 2 1 tienen la misma probabilidad de estar
llenos o vaci{os.
§i hacemos la temperatura 1gual a cero obtenemos que
oy
Esn & €v
\n. = {(3.48)

LO)
Q 51 Ein * €+

tJ
]
o

Obteniéndose para (3.45)

e _ : - =
D =er la oz IV mimtr
nl m

-—1
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llf _ -
=la I l\rn‘m(r‘ "o (. 49)

Mo

Los valores eytremos de los indices n.,l v m, i1ndicados

simbdlicamente en esta eupresion, -on teles que m corve de
~1 aly lps indices n y | lo hacen d=2 modo gque

(=% toy
- oo
Eor = Eym & Ee

(o)
siendo Eo, el estado electronico de mas baja energia.

— 2
Sustituyendo el valar de e] w nxm(r)! dado en {(Z.43) en la

ecuacion (3.49)

-
c. ., oy . o= coy
D(r) =2e £ Y ramtr] - 2 Re aY ainthE £
nlmeo e 1+
-1
r-1 . 1
Wn'l’m(") Hn'x'm. fnim
3.50)
CCry (g0
Exone - Ein

-
e (O [X=2)

[ I " — = e'f —
D (1= 20 £ Y mantm | -2e £ 2 Re {g¥ ram (7)) £ X
R NI 1~ Mim=O mn° 1+
31
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3 - 2
Yn'x'm (PFHA 1 my Aam

(3.50)
(O) [X~R]
EX’n' - Exr\
. Gy oy o2
Fero notamos que 21 termino 2e T | \V n,m(r)l es la

M lmeid

densidad de carga electronica del sictema sin perturbacion
i.e. antes de que se introdujara el campo externo Es

[X-3
4 e‘v n,m(r)! es la densidad de carrga debida a un solo

(R3]

electron en el estado\f rimy PEIC 81 sumamas sobre los
diferentes estados desde nlm=0 hasta €, estaremos abar-—
cando 1a densidad electronica total de la esfera). For tan-
to, esta densidad de carga se anulara con la densidad de
carga protonica pues originalmente la esfera no tenfa carga
neta i.e. su carga total era cero.

En consecuencia nos ocuparemos de la segunda suma gque es

la densidad de carga inducida por el campo y es la siguiente

r A
I-13 - 1
— €, 3 ca)’_w a1 emie) Hn‘l'mjln‘
D= (r)=-4Re Jeg L £ I \j ALm 1)
Mim=o A ley W) -1
1= Ei n: - Ein
L i

(Z.82)

Sin embargo, se puede demostrar que la suma sobte n' y 17

puede restringirse a valores de la energira E, .- tales que



4%

E1ni € ya que la suma de jos terminds con energlas meno-

res vale cero. £n estfecto, sea

-
Y Y '
€, € alm o vcm Hacacmomam

G=Re{ L sz : (3.5

nlmec (2 R R Er\ 1 —Enl

1-1
- 1

G, e, €, Re(w)n\m %’n'l'm Ha 1 mymim

= I LT .
Almeo e el Ena: ~Em
1-1

En donde el argumento + de Y nim Y €1 superindice ‘¢ de

Ein se han omitido por comodidad.

Como
1 EY
Ho i m vnim = Hatarmymim(€re1,3 80t 1) S (2.83")

la ecuacién anterior se puede escraibair

- . ‘
e wr eV in Y i Haamiinind
= T i : )

Nlmeo LT SR T En'l' - Enl

en donde la suma sobre los indices primados corre ahora
sobre los mismons valores gue los indices ho primados excepto
los casns (nlm)=1"1'm’), lo cual queda indicado mediante la
sigma maylscula primada,. Cambiando n’'l’'m’ por nlm y

viceversa



do

» \1} '
&, ® . F\‘e(\*}n-x-m‘ Mram Halmen 1 'm:

= T £ - e e e e e e e e

LI S nim Eny ~ B
"
\v ¢
5
“. i RE‘Yn'\’m' nim Hramonyime
= -y Lo

. o —
mim "l om |

1 1"

PEro Hrimyn i:m: = Hooaom e

et -
G e F~€?lYn'l'm‘\anm Hoa o cme imam?
= - T
niem noltme Em 2 « Ema

y coms Rel: para cualquier npumeroc complels =

entancec
- 1

‘. L) Rc'(Yn‘l'm'Yn)n\ Haoacm vnim!
5 = ~I L~ - :

nim LA SR En'x' - Enl

= ~3
le que implica
g = 0. (3.3

Asi, la ecuaci1on (3,52 se puede escribir

LXF2) — 1 !
- ) - o> P arism(r) Hocromynam
De{pr)=—3Re {eg = £ \‘)nxm(r)
AR UL TP n -y Ty i)y l
e Eyme ~ Exn
’ ]

(%.9%9)

En donde ahors ios valores extrenos de los {ndices +,l,m,



n' y 1', indicadas simbélicamente en esta expresion., son
tales que: m corve de —i a i1 n y 1 covren de modo que

teey ory

Eoy o Eun 2 Sy, (Z.548)

y n° oy 17 corren de mado gue

Haciendo el cambio de varmiable w=r/a en la integral de
(3.27) y sustituyendo (J.17) (3.19), (3.28) vy (3.37) en

(2.53) obtenemcs

- S, -
D& (1) =~q4Re 4 4meg E £ Iy (X&) Jray (X1win rr/a)d,
m—— [a R R l=] [
“:“ Y-
l L L
m“ m
POYy (B, Yy (Bl ((1+1)BemR)re
(-n)eEo V'm E +
me—i ((21+2)2~1) 7=
G'f -
A £ Jrfosar/alisca {(Grain r/7al).
nl=o " '
-
* -

m m
=AYy {8, @) Vil (8,0 (1F-p®) /2
(~n1)e€u V' 'r &

M e { Lt )

(412-1)tr2
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(3, 58)
dande
2
V' = -
ﬂ[j';..‘(ch..;n'),)‘1(1)(\")32(02;*,,.—\'-021,.—,]
1
JJ,*,(q,.,,ﬂ-x)J,(alnu;n3dx ¢35, 9%)
o
Y
I
YV'i'g = -
L2 o R O F A L TS I £ 8- L PO . Ty
1
[Jx~‘iax-,,n-x)11(a.nu)xzdn (3. 60)
u

¥

Como en (3.58) los terminos correspondientes al caso

1'=1+1 se pulueden escribir como

1o
m® m C{l+1)R—m=) a2 (=1)=m} (21+1) (1~-m)!
Yx(é‘,ﬁ)qu-;“f’,ﬂ). = UIO—— R
((21+2)2=-1) 7= 4n(1+m) !
|
L 1/2 T
(201+ 1)+ s t-md) ! - m (1+1) R~m>
Fi Faey e
4n(l+t+m) ! (21+2)= 1
1z
1 JRI+1) (2143 (1=m) ' (1=m) Y {1~ 1) ({14 R2=m=) | 0y
= Fi Fiaa

An (l+m) DL +m) (1 +m+ 1) (21422 2~1]



1/72
1 ( ({Z1+2) =3 (l=mt1 1 (LtL=mi (14 1+mn) (1=m! moom
= B — Fi Fasa
4n CC2142)3=1) tl+me1 (14mrl
1 (l=m+1) (L=m)! mooom
= . By Pies
3,1 (1+m)?
(I-m+1) !
= T SRR SN (I.61)
4n(l4my !
y los correspondientes al caso 1l'=1-1 como
r PR W
- " (12-m=) 272 (21+1)(l—m)‘I
Yl O Yy g (0, @) s = ()R e,
(415~1) 272 [ an(l+m) ! J
W a3 - ts2
(2A-1r+1) (1-1-m}! m om 12 - m=
Pl F‘l-—l T T———
An{l=14+m)! 41=~-1
o a2
1 214+ (21=-1) (1=m==1) Y (l=m) (1=1-m) ! (1—m) (1+m) m m
= Fo FPaoy
4n (14m=1) 1 (1+m (1+m—-1) ! {(21+1) (21-1) J
i f1-m) ' oy
— e Py Paca (3.62)

An (1+m—-1)

entonces al sustituir (3.o1) y (3.480) en (3.589) obtenemos

e*mgEe <, @

e . B T
D Ar)=+4 Re| & L ojitoar/a)iies (dasanr/al Vi -
62 [al W W] "’
e



Polemd )Y o e bt

L e Py Fya v O E ot/ 1m0 /00N '
me—1 L14m)! e n
P
-
2 {1~my ! m om
I e 'y Py (3,63

M- (l+m=-1) !

-
Utilizando las propiedades de Jlas funciones F, podemos
rearreglar los términos de las sumas sobre el indice w, de

tal maners que solo aparecan sumas sobre m desde 1 hasta 1

mas ¢l termino correspondiente a m=0., Ademas, s1 notamos gue

el simbolo " Re " de (T.6T) e puede omitir ( debido a que

lae cantidadee encerradas dentro del parentesis cuadrado son

reales) ¥ hacemos g=l, entoncer la eipresion para la
densidad de carga dentro de la esfera se puede escrioir

finalmente como

e e=*m Eg <. @ .
D (r)=+fe I L a{Xanr/@) 1oy (Krwin-r/a) - Via -
ﬁz [a R X 1) "’ '
Bl -] S
. :
P (Itl-m) ! o om w
(L41) PP 042 Do Fy Faas ] 47 Eyv{aaarida)
me1 (14m)! e
kX1
*
1 (1—m) ! m

Jiw1 811 730V TRl PiFy—y+2 & e B oy
mey (l=1+m)!

(3. 64)



Utilizando

lidad «, qua es

la formula (2.%8) se calcula la polarizabi-

16ma®n Lty
o= e L 0L Va" ' (1+1) + T Vg 1)) (3. 6%
Shz Nl m -
en donde
1
V" " {1+10= Vg Ja* 23330 (03N Jawy (Xymim i) dn
J
o

y utilizando (3

¢ -
V‘JR =

.99) tenemos que

2 a*

nlj’

y ademas

Vatvil) =

pet b8 ein -t i (i) IP0aR g a =) Rl

1
JJI-;(U;#L,n')l)j)(’X),nH))fadtf (3.4646)

o

1
Ve" Ia‘n=J,n(u;nu)j1_1(a,_‘n-u)dn

0

utilizando (3,60), tenemos que

D oas

“

anv -

LSRRI T PRSI I I - PYES b L - S PRl PRI



Y

Jj,..;(rx;_.‘n,mj.(dlnx)::’d:: (X.67)
o
lLa carge total Q, en media esfera, esta dada por
Q= JS’(;:) dv (3.58)
w2
utilizanda, nuevamente (3.58) obtenemos
- "
(1=1) ¢!
1 par
1!
i (I+m+1)! -8
0=AL] T U g L Ry Re/2 ——mo—— E Mag+1/2 1
Al oA m——1 (I=m+1) ! | a™ ———— 1 impar
- (1+1) H!
- L.
[ (1-i-1) !
. i-1 par
(1-1) 4!
1-1 (+m) ! -2
+ LU 'm L Ra R./2 E Miwas+1/2 (1=-1) 1!
"o P (l=m)! L 1-1 i1mpar
- 1!
(3.869)
en donde A, UW'ry; U' 'ry Ri, Ray Rey Ry M1 ¥ Mioas SON
m=2 si m+l par
LS8=
- ‘m] si m+l 1impar
16 m e* n Ep
A= -

A=

'3



(]
Troe

[

e ]

(2142 -1

\
U = a% Vg J 31 {X1nn) Srea T ¥) ®F dy

[¥]

Y
U = as Vg’ J Jal&init) Jres(@aagit) 42 dx

(=]

- 12
(21+1) (1=m) 1 (2143) (1+1~m) !}
Re =
(4+m) b (1+1+m)!
y
. Lz
(2141) (1=m) ' (21 =1) (1=t -m) !
R. =
(1+m) ! {1—~1+m)!
(1+i—-1) 1 (1-i-1) 1!
My, =
(1+1+2) PH(1-1) 0!
(14j-22 P (1=-i-23 1 ,
Mygg =

(I+i+ ) 0 CL—i-2) 1!

Los resultados que predicen estas formulas gue, como
hemos dicho, no incluyen la interaccion electronica saran

mostradoz en el capitulo siguiernte.



Ahora vamos & discutir las modificaciones que hay
hacer en estas {Armulas para tomar en cuenta dicha

interaccibr., La forma en que lo vamos a hacer sera, en

que

escencia, la misma que dtilizaron Lushnikov y Simonov en la

reterencia [{7]). Estos autores mostraron que la polarizabi-

lidad estdtica correcta esta dada por

e V\;‘\'\i
K = eeeem I P.J-R.;
S aa E. = E,

en donde Ry, son los elementos de matriz del operador

AR
I3V -
R=rf() = p —— o (L33 r/a)
senh (XY )™

donde
cosh {3 Y 1* ) senh (L3 Y™ x;

L)
g3V ) = -
(L3¢ )= (3 Y ¥

(3.7

(Z.71)

8in embargo, podemos ver que la ecuacion (3.70) resulta de

tomar una densidad de carga semejante a la que hemos

utilizado nosotros pero con una peguera modificacion gue

consistid en sustituir el integrando
Ja -y rm i) Jaladan) u®

que aparece en (3.59) y (J.60) de Vg ¥ V' 'a por

f coshtL3 ¥ 1 0 senh (L3 ¥ 1= %)
J‘,'w..n.n)j,mm:m::t -

(tzy¥ e =2 (L3~ s

(3.73)



i}
i}

(3.74)
En efecto, de las ecuaciones (J.53) y (3.53")

tenemos qum

\P (ol - 3
< r\'!'m(r) Hr\‘l'm)nlm

— * o I
p=(rr=-ake Jeg T L Y aimt

nlmed ~ Cy [{=21

1 -G Eine = Ein

Y ’
3

En donde ahora en ver de tomar H*=-eEsr cos® =-eEg.r
tomaremos
Hi=-gE,R cosk® =-eEq.R,
con R definida camo en (3.71),
For brevedad haremos

n‘l'm =)

entonces
Ha v ime,nim & Hye = =8 Eo.Rys (2.75)

y por tanto

L4 = & B ]

— Sy - oy *_ s M) R
De(ri=de?Eo.Re{ £ T Y () — Tt (3.76)
LmO d=1 tory [X=21
E,’ - Et

~

For otro lado, de la ecuacioén (2.26)

p= I r D=(r) dv

entonces



{a}
I for w e Yoo
p = ,‘(\“) Rae {
‘J rd4e”Eq.Re{ L E PRS2 SO S U ¥, [V
LM R Y il )
Ty - Es }
‘:f - R_)A r (02. 1)
=-4e*Egs.Re L N e oo s = | Y; DA \Y s ) odv
P T Jwy O [ §=3) J
Ey - E,
(3.77)
pero
Y(Q)“_ [X+F) -~
[ ¢ (')r\Y 2 WP) dv = Pes = Py . (3.78)
por tanto
S - Ris Py
p == 4e® Eo.Re T £ B ——— (Z.79)
A =L ER Y (O {ry N
E. - E,

en donde el producto Ryer.s 25 un tensor. 51 ahora
comparamps la expresion que relaciona la polarizabilidad «

con el momento dipolar p

p = % Eo (3.8
obtenemos
- € - Ry, ra,
o = 4 e= L I e (2.81)
3 - Jom=13 (XS ty - s
EJ - E.

usando (3,48) podemos escribir

-

- - - Ryt Py ’

§=2 ez '\; >SS ——— , (3.82)
3 e K XS ) [ X33 -

EJ - Et

a6



»
" Ryt Py "l Ras sy
= @2 ¥ WU e ——- + 2?2 LY ——
4 (=0} <) %4 €Oy Q)
Es, - E. Ey, - Eq
- -
Rys ra. Riy Pas
= e L b + e® L ‘—-»——-—————
13 {02 Cend T3 (EAR] LDy
Es - Ey £, - E.|
(=}
- -
y\ Ris ry, \‘\ Rus 1y
= g2 L p e @S T 1~*——~——-————-—-—
[ 3 ) (3] <o) 14 [R23) (TR}
Es, - Eu Ey ~ E,
ademés

- - - - -

Pas = Pys Y Reg=Ryq === Riariy = Ryaryy = (Ryary)

por tanto

Riss ras (Ry, ri:)
=22 L '\" - e= E‘11—-—-———-——————
(3] (o) ) 1 (o) (o>
Es - E E, - E,

Yy comn ambas sumas son nameros reales podemos tomar el

camplejo conjugado de la seqgunda y escribir

L=l -

= e* L Rys ra.
19 o) (-3}
E_q - E;
Y-, i
A
= -e® L ——~1————~—- Rss ras
13 > [Y-31
Es - E.
‘;‘Wi -
= -~e® L — — 19 Poos
14 can =31

E, - Ey

(3.84)

(2.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)
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L R
como el tensor x  debe ser de ia forma « . donde o el

tensor identidad podemps escraibir

L=

13 (X3} [¥-31

E; - E]

= e/ L

H

ris <Ry (3.70)

que es precisamente la expresion (1,70} que gueriamos demos-—
trar.

Entonces todas las formulas que hemos abtenido para el
modelo del electron independiente pueden utilizarsae para el
caso de electrones con interaccion con solo sustitwr el
integrando (I.73) que aperece en (2.59) y (Z.60) de Vg ¥y
V' 'w por (3.74). Esto era de esperarse ya que de acuerdo a
la expresién (I.71) el vector R es proporcional al vector p

lo cual implica que las integrales tridimensionales

\Y 1 r\V.“ dv y Y}.Rfym dy

tienen la misma forma epn la parte angular, solo viendose
afectada la parte radial. Es decir, los elementos de matriz
riy vy Raj solo difirieron en los factores V' ¥y Ve' ', como
hemos demostrado explicitamente.

Los resultados,que se obtienen con las formulas modifi-

cadas tambien seran mostradas en el capitulo siguiente.
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CARITULO TV

RESULTADOS

ANntes de pasar o la descripcilon de las figuras conviene
recalcar que debrdo a la simetria del praoblema. lo cual se
reflela en lo couacion (T.e0), bastara estudiar la densidad
de carga para valores de @200, n/2]. Obviamente los valores
de la mison en [n/2,.n] seran loc mismoes que on el intervalo
anteti1or 3010 que con cigno opuesta por tanto, las figuras
que descripirenps & continuscion se referivan dunicemente al
hemisferio superior de la estora, Ademsds, debido a2 la
simetria azimutal del problema, no nos preocuparemos por la
dependencia del angulo . Tambaien @s necesario aclarar que
solo se graficaran los valores del incremento en la densidad
de carge electronica producida par la accion del campo. Fara
obterier la densidad de carga electronica total habria que
sumar la densidad de carga negativa que existe antes de
introducir el campo. S1n embargo, como se explice en el
parrafo anterior a la ecuacion (7.52) solo nes ocupatemos de
la carge 1nducida por el campo.

Lo primero gue se hizo tue calcular un numero suficien-
temente grande de las primeras rafces de la funcion Bessel
(420 de ellas) lo que equivale a ralcular las primeras 420
energias propias de urna cavidad esférica (ver ec. 3.19).
Despues se ordenaran y se almacenaron en una tabla junto con
la informacion del orden de la funcion de Ressel a la que
pertenrcen (valoreg de 1), el numero de raiz que es de la j,

(valor n) y su degeneracion asocilada (2(21+1)). Foste-



rlormente Se elio1o uno de eso0s niveles como el nive! ae
Fermil ¥y conocienco la degoneraction ge todos los rveles
anteriores se ceicule el numera de eciectrones del sistema.

Finalmente so 2lig1o el material e la eafera y
conociendo el numero de elecuvrones de valencia por atoms se
calrulo la masa, =21 voluann v radio de la particula
estérica. Fara construir tas figuras 1-6 se eligro como
nivel de Ferm: el numerao 135 que comprende a la talz numero
n=2 de la furcion Besszel de orden 1=27 que tiene una
degeneraciaon {(2(T1+1)) =94,

Eajo estas condiciones la particula reculta tener S006
electrones y si se supone que la particula es de cobre ce
obtiene que el radio es a=24.18 A. En las figuras restantes
el nivel de Fermi se vario pero el materiat siguird siendo
cobre.

Las figuras 1 y 2 nos muestran la vartacion de la den-
si1dad de carga en funcion de la distancio medida desde el
centro de la esfera a lo largo del eje z, solo que la figura
2 se ha obtenido por medio del modelo de [G-El (nuestra

formula (3.64) y la figura ! por medic del modelo de C(L-51]

(la misma formula .64) pera con la sustituci1on de (3.784)
par (IJ.73)).

Comparando las figuras 1 v 2 poaemos advertir lo
siguiente:
a) En ambas notamos una densidad 42e carga que g anula en‘el

centro de la esfera. Esto se dehe a que la expresion para la

densidad de carga dada por la Ec. {(J.64), es una suma de



productos de la torma
Jilayatr/al Jaty (o ey nr/a) para r<a

pobr tanto., s1 =0 tal suma serd jgual a cero. Flsicamente
esto era de ssperarsze debido & que la accion del campo

eléctrico sohre la estera hace gue las cargas positivas se

cdasplacen " hoci1a arriba y las negativas " hactia aba)o
quedando anulada la densidad de carga en &l centro.
Tambien en la superficie de la misma se observa que
la densidaa e nula. Esto se debe a que la funcion de onda
es cero en la superficie (puesto que ahy el potenciol es
infinito) y a que
§=en| ¥y

¥y por tanto
$

tb) Observamos gque la densidad de carga, obtenida en diversos
puntos sobre el eje = desde r=0 hasta r=a, fluctua entre
valores positivos y negativos en la figura 1 debido a que
esta se obtuvo bajo el modelo de [L-S1, en donde los
electrones interactuan entre s1, entonces al haber un exceso
de cargas negativas estas se empezaran & repeler y, even-—
tuglmente‘ se producird un congleomerado de iones positivos,
que también, al haber un excedente empezaran a atraer cargas
negativas. dando lugar a ctro conglomerado de cargas nega-
tivas v aai sucesivamente.

Estas fluctuaciones contribuyen a que la carga total

acumulada en cade hemisterio no aumente desmedidamente de

o



valor, aungue advertimes un valor moderadamente grande cerca
de la superficie de la esfera, justo como la ele2ctroginamica
clasice lo predice.

En cuanto a la figura 2 advertimos gque la densidag de
carga siempre tiene el mismo signo, debido a gque esta se
obtuvo bajo el modeln del electron independiente, en donde
estos no " =ienten U ta precencia de los otros, producien=—
dase ast uwna agloneracian de carga de 10> ordenes de
magritud mas grande que en el caso de [L-5], podemos notar
que esta flgura es semejante a la figura 2 de ta referencia
E313, en donde se analiza el mismo problema pero para ol
caso de un cubo.

Tanto en la figura 1| como en la 2 advertimos que la
densidad de carga adquiere fluctuaciones mas © menos uni-
formes en puntos cercanos al centro de la estera ( aprosl-—
madamente hasta 0.7 del radior, luego el valor de la densi-
dad aumenta hasta obtener un mdnimo cerca de la supertficine
de la esfera ( 0.9 del radio). Esto nos habla de una 1nde-
pendencia de tal densidad a lo largo del eje z, excepto en
puntos cercanos a la superficie de la esfera, que es donde
clasicamente esperaritamos obtener una acumulacion de carga
mayor.

En las figuras 3 y 4 hemos obtenidn la grafica de la
densidad de catge sobre un plano perpendicular al @ye =,
s1tuado a 3a‘/4 del centro de la esfera, bajo los modelos de
[L-8) y [G-E], respectivamente. En ambas figuras podemns

notar que la densicdad de carga es cast independiente del eje



iy del ese y evcepto para la regron cercana a la superficie
de la esfera, on donde adquiere un valor ligeranente mas
grande, lo cual ec tambrén zemelcnte a las figuras 3y 4

de la refercncia £313. 53in embargo. nuevamente la densidad
de carga obtenida bajo ]l modelo de [5-E] es 103 veces mas
grande que la obtenida bajo el otero modelo.

En las figuras O y & ge han graficado. como funcion de
& los valores de la densidead de carge en un casquete de
radio &/, concentrico a la superficie de la esfera. E]
Anguln & se varia enbre 0 y n/7. En ambas figuras se opbserva
que la densidad de carga decrece conforme & aumenta a n/2,
Como ye se dijo anteriormente, s se graticaran log valores
de la dencidad conforme # varia de n/Z a n esta volvera a
aumenlar. Festa observar, que la magnitud de la densidad de
carga vuelve & ser del orden de 103 veces mas grande en la
figura 6 que en la 3.

Fasemos ahora a estudiar el comportamiento de la
polarizabilidad estatica «. En la figura 7 se muestran los
valares de  osa> en funcion de ¥ (¥ ={4eZmp+/Ih¥nla=),
calculados a partir de la euxpresion 2.65 que, como hemos
discutido en al capttulo 3, es valida tanto en el modelo de
[G-E1 como en el de [L-5], la unica diterencia es la de oue
en el segundo debe utilitarce (2.7:4) sustituyendo a (J.73).
La linea curva representa el calculo aproyimado gue
abtuvieron [L-8] a partir de su expresion 1 para a (ver
referencia [71) y la linea recte representa el c&lculo

aproiimado que cohtuvieron [G-E]l a partir de su expresion &



paré & fver reforentia 210, Los civoule: reoresentan

nuestros calculos numericos abtoenidos a partir de nuestra
ecuacion (2.65) que o3 otra forma de eccrabir jas
oupresiones 1oy o mencionadas. Las clirculos negros
corresponden al modelo de (L-8) » loc otro:z al modelo de
LG-E1. En pramer lugar, vemos que los calculos aproxil=-
mados que hicicron dichos autores para sus rezpectilvas
gupreciones concuerdan bastante Bilen con los calculos
numericos nuestros,

Como se puede aprecti«t, bajo el modelo de [(6-E] la
polarizabilidad es proporcional a a® (ya que «/a™ es
proporcignal o Y =ka®), en cambhio en el de [(L-5] la polari-
zabilidad presenta un comportamiento mas complelo pero
siempre menor o igual a a®, Fara particulas suficientemente
grandes se obtiene que a=a, que v¢s el resultado clasico, en
cambio para particulas muy pequedas los doz modelos predicen
resultados del mismo orden y la polarizabilidad es mucho
menor que a¥ ya que, en este caso, @l desplacamiento de
carga es menor gue el permitido clasicamente e 1ndependiente
de si las cargas tienen o no repulsion elactraostatica,
debido a que el principio de Faull impide que =llas &e
aglomeren en la superficie de la pequeda esfera. En estos
casos la estera conductora no es capaz de apantallar al
campo externo que penetprara en su interior y esie es un
efecto bién conocidao para perticulas pequefias (341,

Sin embargn, la prancipal discrepancia entre los

resultados de un modelo y otro radica en que para particulas



suficientemente grandes ( Y21 hav un factor de agiganta-~
miento para la polamizabilidad obtenido por [G-EX el cucl es
del orden de a® con respecto al valor de [L-5]1, que es auy
seme jante al valor clasico de a3, y se debe a que (G-EJ no
tomaron en cuenta la 1nteraccidn coulombirana entre los
electrones de caonduccaion,

For otro lado, si se integra la Ec. (3.64) sobre la
mitad superior del volumen de la esfera se obtendrd la Ec.
(3.469) que nos da la carga total @ inducida en su hemisferin
superior. Esta expresitn tambieén es valida tanto en el
modelo de [GB~EJ como en el de [L-5), la unica diferencia es
que en el segundo debe utilizarse (3.74) sustituyendo a
(3.73).,

Si graficamos, mediante circulos oscuros. la suma que
aparece en (3.69) en funcién de a* para el caso de [G-El y
de a=® para el de [L-S] se optienen las figuras 8 y 9,
respectivamente.

En cada una de estas figuras tambien se muestra,
mediante lineas contfnuas, el resultado gque predice la
electrodinamica clasica y que es

Q/Eg=(3/4)a=

En la figura 9 se observa que los circulos se ajustan casi

perféctamente al resultado clasico. Esto nos habla de una

dependencia proporcional de la carga @ respecto a a® 1.e.
G~ a=

y que estd relacionado con el hecho importantisimo de que la

polarizabilidad « sea proporcional a a= i1.e.



b6

o~ o=
(comparar Beo. (2,17 y (2.26),

For otro lado, los puntos negros en la figura 8, nos
hablan de una proporcicnalided entere la caraa Q con respecto
a a* i.e.

Qv as
Y una desproporcion respecto a la curva obtenida utilizando
el modelo clasico, la cual ha quegado muy por denba o de los
valores que toles puntos nos ndican, Un hecno importante de
que O mantenga estas proporcionalidad respecto 3« tiene
gue ver con que 1o polarmicabilidad « sca proporcional a as,
que es Justamente el resultadn que G-£ predecian para la
misma.

Finaimente mediante la integral

€
yur=r’'} dv
Ecm = S_Ttrorl) dv 4. 1)

b lr-r‘l*
se puede calcular el campo electrico en el punto r producido
por la densidad de carga § (r'). En nuestro caso la expre-
sion  general que resulta al sustituir (J.64) en (4.1) re-
sulta ser muy complicada por lo cual solo nos ocuparemos de
la componente E.(r) del campo. Ademas, solo calculamos los
valores de B, en el centro de Y& esfera, que es donde e..e-
ramos tenga @21 valor maimo (ver figura § de la refecen-
cia [317.

La expresion para L,{(0) e«



Eax(O) 16 an
= r DUy a1+ + Oy, y A ’ 4.2y

E«', Jayy

donde & ee el radio de Hoh», dado por aps h3/mes

1
Uy "' = Vin J Jrloiait) Jies (@ wsme ) dy (4,32}

<

1y

U,y = V' i'g J I l{xani) Jiwr (Xrmgn-n)di (4.4)

la cual nuevamente es valida para los dos modelos, basta
con hacer las sustituciones pertinentes ya indicades
anteriarmente,

En la figura 10 se han graticado los valores de E5(Q)
camo funcién de a. L& linea punteada corresponde al modelo
de {G-EJ] y la continua al de (L-51. Se puede aprechP que en
el modelo de [G-~El, conforme el tamafo de la particula

aumenta, la desigualdad

’E’(O)i % Eum

s@ hace mas evidente. En cambio en el wodelo de [L-8]

siempre se tiene que

|Eat
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Comparandn estos resvltadas con 1os de 1o electro-
dinamica clasica observamos una 41 Sorepancia muy marcada con
respecto a loz resultades de LE-EJ3, va que clasicamente se
predice un vatlor gol campo inogwsido rgual a ~Eo (recordar
Ec. 2.24) para gue on el interi1or del conductor el campo
botal sea coro. En cambio 3 caomparacion con 1os raecultados
de (L~31 ez muy setisfactoria, sobre todo para particulas

suficientemente grandes,
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ESTA TESIS MO DEBE
SALR DE LA BIBLIOTECA

COMULUS TUES

Se ham viste, en el desarrollo de estae trabajo, dos
diferentes tratamientos al problencs de le pequena esfera
metalica dentro de an cempo 2lectromagnético bajo dos dizs-
tintos modelos
a) Modelo del Ulaectran Independiente, trabajado por G-E.

t) Modelo del Elestean con Intercociorn, trabajgado por LS,

Dentro de cada uno de estos modelos, los autores
mencionados habian obteniydo formulas para lé polarizaobilidad
a relativamente complicadaos de evaluar por 1o gua niciepch
aprosimaciones subsecuentes para estimar cus valores. En el
prescnte trabajo ze realizo on caledlo nunerico de las
ecuaciones exactas ohtensdas por ellos, a»l como de otras
expresiones exactas que derivamos agul para calcular la
densidad de carga, la carga total, la polarizabilidad y el
campo electrico inducido.

Mediante las cifras arrojadas al hacer los calculos
numericos se obtuvieron 10 Figuras gue nos muestran 10%
valores de las magritudes tisices menionadas en funcion de
algunos parémelros de la estera, encontrandose una discre-
pancia acentuada entre los resulbtados de ambos wmodelos. De
la observacion y anadlisis de estas figures podemos decir
i)y En las figures t y 2 bemos graficado la densidad de carga
para un &rigulo € icuval a cero y sobre el eje &, variando
unicament: la distancia del centro de 1a esftera hasta su

supertficie, obser-ando un orden de magnitud 103 veces mas



arande al haber utilicado la 10rmula de G-E con respecto a
la de L-5. Esto se debe al hecho de que G-E estan trabajando
con electrones i1ndependientes, ecto es, electrones que na
reaccionan ante la preserncia de los otros electrones, Esto
no toman en cuenta la trepulsion coulombians y en el momento
en que es introducido el campo electrico se origina una
agloheraciﬁn de cargas desmedida, en los palns de la
pequeda esfera. En cambio, L-5 si tomaron en cuenta la
repulsion coulombiana y como consecuencia se obtiene que la
densidad en los polos de la esfera ya no es tan grande ya
que, debido a ésta repulsion, las cargas del mismc si1gno no
pueden estar muy Juntas, produciendo una disminucion en la
densidad de carga con respecto a 1a obtenida por G-E. Ademas
pudimos observar gque la densidad de carga es independiente
del eje z, excepto para puntos cercanos a la superficie de
la esfera en donde, es de esperarsae, sequn la electrodinami-
ca clasica debe adquier su valor maximo.

,ii) De las figuras 3 y 4 concluimos que la densidad de carga
es casi independiente del eje » y del eje y ya que no se
observan grandes fluctuaciones en la densidad de carga
excepto cerca de la superificie de la esfera, en donde es de
esperarse que la densidad asuma su maximo valor. El hecho de
que se haya asegurado gque la densidad de carga es
independiente tanto del eje ' como del eje y, habiendola
calculado solamente sobre una recta paralela al plano x-—-y,
se debe a la simetria azimutal que presenta este problema,

i.e. lo gue suceda en un punto situade & una cierta



a1

distancia del eje 2 sobre un plano perpendicular al mismo va
a sucedor en otro punto si1tuado a £sa misma distancia sobre
ese mismo planc, aungue se haya girado cierto angule F.

Sin embargo, independientemente de oato, observamns agul
tambien que la densidad de carge obtenida con la farmula de
G—~E se ve engrandecida en un orden de (03 con respecto a la
obtenida con la de L-S.

1ii) En las fiquras 3 y & observamos que la densidad de
carga medida sobre una superficie esferica es maxima en 6=0
y se va haciendo cada ve: menor conforme el angulo & tiende
a n/2, esto parece aobvio s1 tomamos en cuenta que la marima
densidad ocurre justo en la direccion paralela al campo

‘ electromagnético ya que las cargas positivas se desplazan en
el sentido que lleva tal campo y las cargas negativas en el
sentido opuesto, siendo esta densidad nula en un planc
perpendicular al eje z en =0, De nueva cuenta observamos
que ambas Tiguras tienen estas mismas caracteristicas
excepto que en la figura & la dencidad de carga vuelve a ser
103 veces mayor que la obtenida en la figura S.

iv) En la figura 7 graficamos la polarizabilidad « dividida
entre a® en tuncién de Y y observamos que en 1 modeleo de

G~E

a/asar o= ¢ Y =kam
lo cual implica que la polarizabilidad es proporcional a as.
For otro lado, de l& curva correspondiente al modelo de
[L-8) podemos advertir que para particulas suficientemente

grandes
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x/aSnd |
lo que implica qgue

X~ s

o

caomo clasicamente es de esperarse. 5in embargo para parti-
culas muy pequedas el comportamienio es mas cumplejo.

La discrepancia existente ahora entre la polarizabili-
dad obtenida con la ecuaci6n de G-£ respecto & la de LL-S es
del orden de a® y, como hemos i1ndicado, este factor de
agigantamiento aparece por el hecho de no tomar en cuenta la
interaccion coulombiana. Sin embargo, para particulas muy
pequefas la plarizabilidad es casi del mismo oroen de
magnitud en ambos modelos y resulta ser mucho menor a a¥.

v) En las figuras B y 9 se muestra el comportamiento de la
carga total Q@ en la mited superior de la esfera en funcién
de su tamado utilizando la formula de L-S y la de G-E,
respectivamento, en la figura 8 se ha graficado @ en funcion
de a2 y en la ? en funcion de a*. Los puntos negros que
.aparecen en amhbas figuras se abtuvieron mediante el calculo
numérico de la formula (3.68) y las lineas continuas
representan la prediccion clasica

Q ~ a=
dada por la ecuacion (2.236). En la figura B podemos apreciar
que los puntos se ajustan cas: exactamente con la curva
clasica, sobre todo para particulas suficientemente grandes,
1o cual esta relacionado con &l hecho de que la
polarizabilidad % crecs como

(xNaS



Por otro lado, de la figu-a 2 observamos que,en el modelo de

G-E, @ crece en proporcién directa con respecto a at i.e.

q ~ a?
quedando muy por encima do la curva clasica que se ha
graficado mediante la curve contirmua. Le nueva cuenta
podemos relacionar esta tuncienalidad de & respectop de a4
con el hecho de que la polarizabilidad « crezca en funcion
de a® i,e.

x NS a®

vi) En la figura 10 vemos que, seqgun G-E, conforme el tamafo
de la esfera aumenta, se induce un campo eléctrico opuesto a
Eo pera mucho méyor a 1E0‘1 3in embargo, los electrones no
interactuantes no reaccionan ante este campo, puesto que
éste es el producido por los otros electrones. Este fenomeno
no es posible que se de con electrones que si interactdan
entre si, ya que a éstos s1 les afectaria el campo producido
por los otros electrones y obligaria.necesariamente a un
decremento en el dipolo electrico. Es por esto que bajo el
modelo de L-S, en donde s: estan interactuando los
electrones el campo inducido es igual o menor a Eo pero en
sentido contrario, 1o gue ocasiona que en el interior de la
esfera el campo total sea cas: cero.

Al comparar este trabajo con el de la referencia [3113,
en donde se analiza el mismo problema para el casno de un
cubo, vemos gue por un lado la utilizacion de coordenadas

egféricas tiene la desventaja de que la expresiones son



mucho mas complicadas que las gue recultan do utilicar coor~
denadas cartesianas pero, por otro lado, tienen la ventaja
de que s posible utilizar las formulac de [L-8] qgue estan
calculadas en coordenadas esfericas. $1 se escribieran sus
resul tados en coordenadas cartesianazs las expresiones
resultantes serian sumamente complicadas.

De hecho en la referencia [311 solo se analizé el
modelo de [G-E3, en cambio agui, gracias al hecho de haber
utilizado coordenadas esfericas, pudimos analizar también el
modelo de L-8 con relative facilidad y los resultados
abtenidos nas peraiten concluir gue en general los valores
correspondientes al modelo de [G-E] son de varios ordenes de
magnitud mas grandes que los obtenidos mediante el de [L.~81.
Paor atra parte, encontramos gue bajp el madelo de (L-5] se
obtienen resultados muy semejantes a 1los que la eleciro-
dinamica cldsica predice, saobre todo para particulas sufi-
cientemente grandes ( a > 50 A)

Finalmente, como se dijo en un principio, el presente
trabajo solo pretende recalcar las diferencias obtenidas
utilizando un modelo y otro y compararlas con lo que
cldsicamente se esperarta obtener, sin pretender, en ningtn
momento tratar de explicar el por que las FF presentan una
absarcién anétmala cuando son sometidas a un campo eleéctrico
variable en el tiempo. En nuestro tratamiento nos limitamns

siempte a campos estaticos.

B4
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