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Prefacio 

Hoy en día el Análisis Matemático es una herramienta poderosa 
con la que cuenta el matemático moderno. Esta disciplina fecunda 
en aplicaciones, resulta de gran interés para su estudio. 

Es un hecho que el Análisis aporta una gran cantidad de de
sigualdades y también las utíliza para el desarrollo de su propia 
teoría. Así pues, las desigualdades en Matemáticas son un tema 
muy vasto y sumamente útil en el Análisis Matemático. 

Resulta frecuente que uno encuentre en cualquier libro de Aná
lisis, ya sea una sección dedicada a las desigualdades o bien algunas 
desigualdades importantes que se requieren para el desarrollo de su 
teoría o de sus aplicaciones. Sin embargo, raras veces puede uno 
encontrarse con un texto dedicado exclusivamente a tan importante 
tema. La compilación de dichas desigualdades en un volumen es 
una tarea ardua e importante. En esta tesis no se agota exahusti
vamente el tema, pero sí se establecen algunas desigualdades im
portantes, considerando inclusive casos extremos. Además, en las 
demostraciones el lector puede apreciar la.s técnicas más comunes 
empleadas para las demostraciones de dichas desigualdades. 

Se establecerán algunas de las desigualdades más importantes 
que involucran a la integral de Lebesgue, y se proporcionarán apli
caciones de dichas desigualdades al Análisis. Se estudiarán también 
las funciones convexas y las convexas de medio punto. 

La tesis está dividida en cinco capítulos. En el primero se enun
cian los conceptos básicos requeridos para el estudio general de las 
desigualdades, como lo son los espacios .Cp, la norma 11 llP {inclusive 
para los casos extremos), etc. Se muestran las propiedades básicas 
de Cp y de la norma 11 llp· La parte central de dicho capítulo la 
constituye el estudio de la desigualdad de Ilolder en su forma más 
general. Enseguida se extraen algunos corolarios útiles de dicha 
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desigualdad, como Jo es un teorema debido a Ric.~z. Para concluir 
este capítulo se estudia brevemente fo. continuidad y difcrcnciabili
dad de la funci6n tp¡(r) = 11/llr· En el capítulo dos se estudian las 
desigualdades del tipo Minkowski, incluyendo el Cll.'lo de un número 
in.finito de sumandos y también cuando p resulta ser un mímero real 
extendido. Y por último se muestran dos Úe$iguald!lrlcs que involu
cran a las funciones de clos v11rinbles. El tercer capítulo tl'llta sobre 
las funciones convexas, sus propiedades fu11dnme11talcs, la desigual
dad de Jensen y .finalmente se estudia con cierto detalle las fun
ciones convexas de punto medio. En los capítulos cuatro y cinco se 
muestran aÍgunas aplicaciones al Análisis Funciona!. En el capítulo 
cuarto se deB.nen los espacios de Birnbaum-Orlicz, que resultan ser 
una generalización de los espacios de Lebesgue. También se gene
ralizan algunos resultados obtenidos en los espacios de Lebesgue a 
estos espacios, como lo son la desigualdad de Holder, etc. En el 
último capítulo se muestran las desigualdades de Beurling y Glark
son y se define el concepto de convexidad uniforme. Y por último 
se usan IM desigualdades de Glarkson y Beurling para probar la 
convexidad uniforme de .Cp. 

Quiero agradecer de manera muy profunda a mi director de 
tesis Guillermo Grabinsky Steider por su dedicación y _constante 
interés que prestó al desarrollo de este trabajo, así como por su 
paciencia al revisar un gran número de impresiones preliminares 
de la misma, aportando sugerencias e indicando errores tanto ti
pográficos como en la exposición de los resultados. Así mismo, 
quiero agradecer a cada uno de los profesores que intervinieron en 
mi formación como estudiante, pues gracias a su esfuerzo he podido 
conocer un poco de tan bella ciencia llamada Matemáticas. 

X 

Guillermo J. Correa Gómez 
Mayo de 1088, Fac. Ciencias,· UNAM 



CAPITULO 1 

Desigualdades Básicas 

En este capítulo se introducirán algunos conceptos básicos en los espacios .Cp· Se 
extenderán dichos conceptos a los casos en que pes un real extendido. Se establecerá 
la desigualdad de Holder en su forma más general. La demostración aquí presentada 
de dicha desigualdad se basa en la desigualdad bien conocida: log x $ x - 1 con 
igualdad ssi x = l. Una vez establecida la desigualdad de Holder se obtendrán 
algunos corolarios inmediatos de ella. Por último se analizará en este capítulo la 
continuidad de la función ip ¡(p) = 11/llP y su difcrenciabilidad. 

1.1 Nociones Básicas 

En todas las desigualdades que se han de considerar, excepto en el caso general 
de la desigualdad de Jensen para funciones convexas, se mostrarán las condiciones 
necesarias y 111.1ficientes para que la igualdad ocurra. Para facilitar el enunciado 
de dichos casos de igualdad resulta útil tener la notación que se introduce en la 
siguiente definición: 

1.1 DEFINICIÓN. Sean (X, S, v) un espacio de medida, f,g : X --> R 
funciones S-medibles. Se dice que f y g son V-equivalentes, denotado f :=., g (o 
bien f:::: g cuando esté claro de que medida se está hablando}, ssi /(x) = g(x) (c.d. 
rel. v). 

En lo sucesivo se considerarán espacios de medida (X, S, v) tales que v(X) = 1, 
1.e. espacios de probabilidad. Además, a menos de que se diga lo contrario, todas 
las funciones en cuestión serán S-medibles y no-negativas (i.e. funciones en el 
conjunto que denotaremos como M+(x, S)). La restricción de que las funciones 
sean no-negativas tiene tan sólo el propósito de no recargar la notación, aunque 
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pueden establecerse los resultados para funciones S-medibles arbitrarias, siempre y 
cuando se sustituya el valor absoluto de la función en consideración cada vez que 
aparezca dicha función en alguna expresión, que por otro lado es la manera como 
se encuentran enunciados los resulta.dos en la mayoría de los libros. 

El considerar espacios de medida unitaria resulta en apariencia una restricción 
muy fuerte. Pero en realidad no es nsf. Pues la mayoría de las desigualdades 
obtenidas aqu{ pueden extenderse al caso más general, en el que el espacio no 
resulta de medida unitaria, mediante un procedimiento muy simple. Veamos, por 
ejemplo, cuál es el procedimiento para la desigualdad de Holder, corolario 1.21. Sea 
(X,S,µ) un espacid de medida y supóngase que existe una función h E M+(X,S), 
h >O (c.d. rel. µ) tal que fx hdµ =l. Pedir esto es equivalente a pedir que entre 
las funciones medibles positivas casi siempre, exista una cuya integral sea finita. 
Enseguida definase 11(E) = JEhdµ VE E S. Entonces 11 resulta ser una medida en 
(X,S). Más aún {X,S,11) es un espacio de probabilidad. Sean ahora f E .Cp(µ), 
g E .C9 (µ) y defina.se/¡= f /h 11P, g1 = g/h 1fq, entonces/¡ E .Cp(11), g1 E .C9 (11) y 
por la desigualdad de Holder: 

¡ f¡g¡ d11 ~ (! 1ra11) l/p (/ g1d11) l/q. 

es decir: I fgdµ ~ (! JPdµ) l/p (/ g9dµ) l/q 

Con lo cual se obtiene la desigualdad de Holder en el caso general. Para la desigual
dad de Minkowski, su Compañera, etc. se procede de manera similar. 

Es bien conocido que una integral de Rieman puede interpretarse como un caso 
particular de una integral de Lebesgue1, as{ que las desigualdades que aqu{ se han 
de presentar pueden aplicarse al caso en el que se trate de la integral de Riemann de 
funciones positivas. Aunque en el caso general se establecen las condiciones para que 
.la igualdad ocurra, tratándose de la integral de Riemann dichas condiciones pueden 
simplificarse un poco a la luz de los dos lemas que se enunciarán a continuación. 

1.2 LEMA. Sean {X,S,11) un espacio de medida y f una función no-negativa 
y 11-integrable dados. Entonces: J f d11 = O ssi f = O. 

DEMOSTRACIÓN. ( {=:) Si f = O es claro que f f dv =O. 

1 Ver IH·SJ. 
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(::})Sea En= {x: /(x)?. l/n} y Eo = {x: /(x) >O}, entonces Eo = LJ;:-'=1 En 
y 

O= f f d11?:. fe .. f d11?. ll(~n) ?. O 

por lo tanto v(En) =O Vn EN, de donde O :5 v(Eo) :5 E;:-'=1 11(En) =O. O 

1.3 LEMA. Sea f no-negativa y Riemann-integrable. Entonces J: f (x) dx = 
O ssi f(x) =O para toda x punto de continuidad de f. 

DEMOSTRACIÓN. ( <=) Como fes Riemann-integrable entonces f es continua 
(c.d. re!. A) 1, con A la medida de Lebesgue y dado que f(x) =O para toda x punto 
de continuidad de f entonces f =>. O. Como f es Riemann-integrable entonces f es 
Lebesgue-medible1 y J: f(x) dx = Í¡a,bl f dA =O pues f =>. O. 

(::}) Sea e un punto de continuidad de f tal que f ( €) > O, entonces 3e > O y un 
intervalo abierto relativo a [a, bj tal que: 

(a) €E I, y 

(b) /(x) >e 'Vx E I. 

Sic< d son los extremos de I, entonces J: f(x)dx?:. fed f(x)dx > fcdedx = 
e(d-c)>O. 

·" ib f(x) dx >O. o 
En algunas ramas del Análisis Matemático se trabaja a menudo con la clase 

de funciones denotada por .C.(X, S, v) para r > O, la cual resulta ser un espacio 
vectorial. La siguiente definición extiende este concepto para el caso en que r E 
R - {O}. Por supuesto que en caso de que r <O, .C.(X, S, 11) es tan s6lo una clase. 

1.4 DEFINICIÓN. Sea (X, S, 11) un espacio de probabilidad y r > O. Se 
define el conjunto .Ct(X,S,v) como sigue: 

.Ci(X, S, 11) = {f E M+(x, S): (/ ¡r d11) t/r < +oo}. 
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Si r <O se define el conjunto .C~ (X, S, 11) como sigue: 

.Ct(X, S, 11) = {! E M+(X, S) : O< (/ ¡r d11) l/r < +oo }. 

Nótese que sir <O, entonces para que f E .Ct(X,S,11) es necesario que 11({x: 
f(x) =O})= O. 

Se optará por omitir el espacio de medida, cuando quede claro de que espacio 
se trata, escribiendo tan sólo .C~. .Cr(X, S, 11) denotará las funciones S-medibles 
y r-integrables, sin ser necesariamente no-negativas. A continuación se darán una 
serie de ejemplos que ilustran el comportamiento de los espacios .Cp. 

1.5 EJEMPLOS. 

Sea X= (O,a) (p > 1), con la medida y la a-álgebra de Lebesgue. 

(a) x-l/p E .Cp-6 - f.p (6 >O). 

(b) x-l/p {log ~)-21P E .Cp - .Cp+6 (6 >O). 

(c) log U) E .Cp 1 Vp >O. 

(d) e1/: </. .Cp Vp >O 

Sea X= (O, +oo): 

(e) :i:-1 (1 + l log :i:l)-2 E .C1 - .Cp Vp =/; 1 (p E (O, +oo)). 

(f) Sea p > O, entonces f (x) = :i:-1/P(l + IJog xl)-2/P E .Cp - .Cq Vq =/= p 
(qE (0,+oo)). 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sea 6 >O. 

(i) J0ª(x-1fP)P-6 dx < +oo P.D. f
0
ª x~-I dx < +oo. 

foª x~-1 dx = lim i[a6fp - y6/Pj = ia6/p 
11-00 

(ii) f;(x-llP)P dx = +oo. f0ª x-1 dx = lim [Iog a - log y] = +oo. 
11-oO 
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{b) Sea ó >O 

(º) ra dz r [ 1 1 ] 1 1 Jo &(log 1.)1 = un loiT - loiT = iO¡T· • .,_.o • • • 

{ii) Sea /(:e) = 1 
1 

1 . P.D. f '/ .Cp+6(0, a). La integral es del tipo: 
"'(log ~) • 

f0ª ( '\ )'- . Con a > 1. 
s• 101 • 

Partimos de la desigualdad p(log t) S tP para t > O. Aplicándola a t = ¿ > O 
nos da: 

p (1og ~) S ~ ::r: zP 

o bien: 

p:i:P (1og;) S 1. 

Elevando a la 2a: 

( 1),ª (p2ª)::r:2BP log; S l. 

Sea p = 0;;.1 , entonces: 

( 2a)x-l < 1 
p - ( ¡)la' xª log i 

Por lo tanto no f p+6 (::r:) es integra.ble. 

(c) f0ª {log ¿y d::r: < +oo Vp > O. Como Va > O se tiene que log t < ~. 
entonces (log ~ )P < 0 ,~.,. Sea p > O dada, ha.liamos a > O tal que ap < 1, 
entonces: J: (log ¿)P dx S d• J: zd•z• < +oo. Además - log x '/.Ceo, que equivale 
a decir que, en esencia, la función no tiene una cota. superior. 

(d) Como (e11")P = eP/z > i• entonces: 

foª (e11uy du;:: P foª d: = +oo. 

Además e1/z E .C_00 , pues está. a.coto.da. inferiormente por e >O. 

(e) Partimos de la. desigualdad p(l + logt) S tP, válida. para t >O y p :5 12• 

2 p-plogt :5 1-plogt = 1+logt-P:51-1, pues log w :5 w -1 Vw >O. 



6 Desigualdades Básicas 

{i) I E f.1. 

foro f (:z:) d:z: = fo 
1 

/(:z:) dx + liro f (x) dx 

[1 dx ¡00 
dx 

= }0 x(l-- log:z:)l + 1 :z:(l + logxp 

=[ 1 Jl+[ -1 ]"° =1+1=2 
1 - log x 0 1 + log x 1 • 

(ii) Sea p t= 1, p > O. Sea x E (O, 1), entonces p(l - log x) ~ ,.1., entonces 

fP(x) = z•(H~gs)S. ~ p2P:z:P(2pwl), Si p = 'T¡}, entonces p < 1 y p(2p -1) = -1. 

Por lo tanto fP(z) ~ t¡- en {O, 1). De donde /P r/. .C 1• 

(f) (p >O) Sea / 1 = /P, por el inciso (e), / 1 E f. 1 - f.q Vq f. l. De donde: 

(i) f E f.p· (ii) Si q f. p (q > O), / 9 = ¡~IP, O < p/q "I 1 como / 1 :f. l. Como 
/1 r/. lqfp• entonces / r/. lp· 

Por el inciso (e) /P(x) E f. 1 - l!.q Vq /; 1 q >O, entonces f E l.p - f.9 Vq f= p 

q>Q o 
De me.nera análoga a la definici6n e.nterior se extiende la definición de la semi

norma. denotada por 11 llr que, como es de esperarse, para el caso en que r <O deja 
de ser una semi-norma para convertirse tan sólo en una función. 

1.6 DEFINICIÓN. Sean (X, S,11) un espacio de probabilidad y r E R - {O}. 
Se define la función 11 11 r : f.;!" (X, S, 11) -+ R + U {O} como sigue: 

ll!llr = (! r dv) l/r (V/ E f.;!°(X,S,11)) 

LBB siguientes propiedades de la funci6n 1111., recién definida, nos serán de gran 
utilidad, sobre todo para demostrar resultados de los casos en que r < O basándose 
en el caso r > O. 

1.7 PROPIEDADES. Sean r, k E R - {O} y f E r.-; (X, S, 11) entonces: 



(1) Si /(x) >O (c.d. re!. v), entonces 11/llr = nrrin:;· 
(2) Si f = k, entonces 11/llr = lkl Vr. 

(3) 11/llr = 111'11!1•. 
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La comprobación de tales propiedades es inmediata. Un caso particular impor
tante es el siguiente: 

1.8 EJEMPLOS. Sean n E N, 0:1 1 ••• , O:n > O tales que E?=l o:¡ = 1, 
X= {l, ... ,n}, S P(X) y v: S -+ R dada por v({i}) =o:¡ Vi E X. Si 
f: X-+ R+ U {O} es tal que /(i) =a¡, entonces: 

( 

n ) 1/r 
11/llr = tr O:¡a¡ 

en particular si r = 1 
n 

111111 = ,Lo:¡a¡. 
i=l 

A continuación se han de definir las funciones 11 lloo y 11 11-oo que vm muy 
ligadas a las funciones 11 llr definidas previamente, pues como veremos máa adelante. 
(teorema 1.26) 11 lloo y 1111-oo resultan ser los Hmites de las funciones 11 llr cuando 
r -+ +oo y r -+ -oo respectivamente. Además este hecho justifica el UBO de tal 
notación. 

1.9 DEFINICIÓN. Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad y f E M+(x, S) 
da.dos. Se definen el 11upremo y el ínfimo esencial de/, denotados 11/lloo Y 11111-oo 
como sigue: 

11/lloo = inf{A ~O: v({x: /(x) >A})= O} 

y 
11/ll-oo = sup{A ~O: v({x: /(x) <A})= O}. 

Además se definen 

.Coo(X,S,v) = {f E M+(X,S): 11/lloo < +oo}, 

y 
.C-oo(X, S, v) = {f E M+(X, S) : 11/ll-oo >O}. 
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Resulta conveniente conocer el comportamiento de las funcioncs ll llco y 1111-co y 
como están ligo.das entre sf. Esto simplifica muchas demostraciones. A continuaci6n 
se exponen algunas de las propiedades que nos don informaci6n sobre tales funciones. 

1.10 PllOPIEDADES. Sean (X,S,11) un espacio de probabilidad y f E 
M+ (X, S). Entonces: 

(1) v( {x E X: /(x) > !l/Jloo}) =O= v({x E X: /(x) < 11/ll-oo}). 
(2) llf ll-oo $ 11/lloo con igualdad ssi 3k E R tal que f := k. 

(3) Sean S¡ ={A~ O: v({x: /(x) >A})= O} e I¡ ={A~ O: 11({x: /(x) < 
A})= O}. Si B <J. S¡ entonces Bes una cota inferior de S¡ y además B < 11/lloo· 
Análogamente si B <J. I¡ entonces Bes una cota superior de I¡ y 11111-oo <B. 

Con lo cual se concluye que tanto S ¡ c0mo I ¡ resultan ser intervalos. Más aún 
I¡ =[O, 11/ll-oo] Y S¡ = [11/lloo,+oo). 

(4) Si /(x) >O (c.d. re!. 11), entonces: 11/lloo = ~Y 11111-oo = lfilh:;-. 

(5) Sir> O entonces: 11!'11:1: = 11111-oo Y IWll~r = 11/lloo· Sir< Oy f(x) >O 

(c.d. re!. v), entonces: 111'11~: = ll!lloo Y 11/'ll~r = 11111-w 

(6) Si f = g entonces 11/lloo = Jlglloo Y 11/ll-oo = llYll-oo· 

DEMOSTRACIÓN. 

(1) Sea M = 11/11 00 , entonces Vn E N 11({x : f(x) > M + !;}) = O, pero 
{x : f(x) > M} = LJ:1{x : f(x) > M + ~} así que O $ 11({x : /(x) > M}) ~ 
í:?,.1v({x:f(x) >M+~}) =O. 

Análogamente se demuestra que v({x: f(x) < 11111-oo}) =O. 

(2) Sup6nga.se que 11/lloo < 11111-oo· Entonces X= {x: f(x) < 11/ll-oo} U {x: 
f(x) > llflloo}· Aplicando la propiedad (1) resulta que: 11(X) $ 11({x : f(x) < 
11111-oo}) + 11( {x: f(x) > 11/lloo}) =O pero esto contradice al hecho de que v(X) = 
1 >O, pues se trata de un espacio de probabilidad. Por lo tanto llfll-oo $ ll!lloo· 

Si 11/lloo = 11/ll-oo, sea k el valor común. Se afirma que f = k. En efecto 
{x: f(x) ":/:= k} = {x: /(x) < k}U{x: f(x) > k}, as{ que v({x: /(x) f: k}) $ v({x: 
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/(z) < 11111-oo}) +v( {z: /(z) > 11/lloo}) =O. por lo que f = k. Rccfprocll.lllente si 
3k E R tal que f = k entonces v({z: /(z) > k}) =O= v({z: /(x) < k}), entonces 
por la definici6n de llllloo Y de 11111-oa se sigue que: 11/lloa $ k $ 11111-oo $ 11/lloa· 

(3) Sup6nga.se que B </. S¡, entonces 

v({z: f(z) > B}) >O 

lo cual implica q!le VA E S ¡ B < A, pues si 3A E S ¡ con B ~ A entonces 
v({z : f(x) > A}) ~ v({x: /(x) > B}) > O lo que contradice al hecho de que 
Á ES¡. Por lo tanto Bes una cota inferior para S¡ además por la propiedad (1), 
se tiene que 

v({x: /(x) > 11/lloa}) =O, 

es decir que 11/1100 E S¡, de donde B < ll!lloo· De hecho, se ha probado que S¡ 
es un intervalo y por la dellnici6n de 11/11 00 y del hecho de que 11/lloo resulta que 
inf S¡ = 11/lloo ES¡, por lo que S¡ = !ll/11001 +00). 

Análogamente se prueba que si B </. I¡ entonces Bes una cota superior del¡, 
que 11/ll-oo <BY que l¡ = !0, 11/ll-oo]· 

(4) Por la propiedad {1) se deduce que v({z: fby < 11-}ll-oo}) =O de donde 

v({x: /(x) > llJil-... }) =O, y por In definición de 11/11 00 se sigue que: 

1 
11/lloo ~ 111//ll-oo • (1.1) 

Nuevamente por la propiedad (1) se deduce que v( {x : /(x) > 11111 00 }) = O de 
donde 1.1({x: ylzy < 117lr.;}) =O, y por la dellnici6n de 111//ll-oo resulta que: 

rrrlr.; $ 111/ /ll-001 por lo que: 

1 
ll/lloo ~ 111/ /ll-oo' 

Por las desigualdades (1.1) y {1.2) resulta que: 

1 
ll/llco = 111/ /ll-oo. 

(1.2) 
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La igualdad 11111-oo = JJ17h:- puede demostrarse aplicando el caso anterior a 
g = 1//. 

(5) Primero probaremos el caso en el que r > O. Por In propiedad ( 1) 11( { x : 
f'(x) > 11/11:;.,} = 11({x: /(x) > 11/lloo}) =O, as( que por In definición de ll/'1100 : 

11/11:;., ;:>: llrlloo· (1.3) 

Nuevamente por In propiedad (1) 11( {x : f (x) > 11/'ll~'}) = 11( {x : f'(x) >'' 
11/'lloo}) =O, Y pÓr definición de 11/lloo: 

(1.4) 

De las desigualdades (1.3) y (1.4) se concluye que: 

La igualdad 11111~.:;, = 11111-oo puede demostrarse aplicando el caso anterior n 
g = 1/ f usando la propiedad (4). Pnrn el caso en el que r <O puede aplicarse el 
recién probado (r >O) n -r usando la propiedad (4). 

(6) Sea Eo = {x : f (x) = g(x)}, como 11(X - Eo) =O: 

v({x E X: f(x) > llglloo}) = v({x E Eo: f(x) > ll9iloo}), (1.5) 

dado que f (x) = g(x) Vx E E0 y por la ecuación (1.5) 

11({:r: E X: f(x) > ll9lloo}) = 11({:r: E Eo: g(x) > ll9lloo}) =O (1.6) 

Y de la definición de 11/lloo se concluye que ll!lloo ~ ll9lloo· La otra desigualdad 
puede obtenerse intercambiando los papeles de la f y lag. 

Análogamente se demuestra que: 

11/ll-oo = 11911-oo· D 

A continuación presentamos el primer teorema que involucra desigualdades e 
integrales, el cual proporciona una cota uniforme (tanto superior, como inferior) 
para los valores de todas las funciones 11 llr· 
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1.11 TEOREMA. Sean (X, S, 11) un espacio de probabilidad, 

f E .C!00 (X,S,11) íl .C;1;,(X, S, v). 

Entonces f E .c;(X,S,11) Vr :f. O (con /(x) >O c.d. rel. v sir< O) y además: 

(a) 11/ll-oo :5 11/llr :5 11/lloo· 

(b) La igualdad ocurre ssi I = 11/llr· 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (r = 1) 

Sean S¡ y I¡ como en la propiedad 1.10 (3). Como f (f - llllli) dv = J f dv -
111 lli = O entonces f -11/lli es nula (c.d. rel. 11) o bien es positiva en un conjunto 
de medida positiva y negativa en un conjunto de medida positiva. La primera 
posibilidad implica que f = 111111 y por la propiedad 1.10 (2) 11/ll-oo = 111111 = 
11/lloo• 

Inversamente, basta que se de una de las igualdades y la otra automáticamente 
se da. Sup6ngase que 11111-oo = 111111 P.D.11/ll-oo = 11/lli = 11/lloo Y que f = 11/lli· 
Sea E= {x E X: f(x) < 11111-oo}, por la propiedad 1.10 (1) 11(E) =O. Entonces 

o= { (f -11111-ool d11 = r (! -11111-oo) d11, 
Íx lx-E 

pero f -11/ll-oo ;:: O en X - E. De donde f -11/ll-oo = O, es decir que f = 11111-oo 
y por la propiedad 1.10 (2) se concluye que 11/ll-oo = 11/lloo· Análogamente se 
demuestra que si 11/111 = 11/lloo entonces f = 11/lloo Y 11/ll-oo = 111111 = 11/lloo· 

La segunda posibilidad implica que v({x : f(x) > 111111}) >O Y que v({x : 
f(x) < 11/lli}) > O, i.e.: 11/111 ~ S¡ Y 111111 ~ I¡ y por la propiedad 1.10 (3) 
11/ll-oo < 11/1'1 < 11/lloo• 

CASO B. (r > 0) 

Por la propiedad 1.10 (5) 11/'ll-oo = ll/ll'.:..00 y 11/'lloo = 11111~, Y dado que 
J /' dv = ll/'111 entonces por el caso anterior 11/'ll-oo $ J /' d11 :5 11/'lloo o lo que 
es lo mismo ll/ll'.:. 00 :5 J /' dv :5 11/11:-.0 de donde 11/ll-oo :5 11/llr $ 11/11~. Y la 
igualdad ocurre ssi /' = J /' dv BBi f = 11/llr· 
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CASO C. (r <O) 

Por la propiedad 1.10 (5) llrll-oo = llfll:;., Y ll!'lloo = ll//l'.:.00 , y dado que 
f ¡r d11 = 111% entonces por e1 caso (a) /lf'll-oo $ f !' d11$11/'lloo o lo que es lo 
mismo 11/11::0 $ J /' dv $ ll/ll'.:.00 de donde 11/lloo ~ 11/llr ~ llfll'.:. 00 , Y la igualdad 

ocurre ssi ¡r = f /' d11 ssi f = 11/llr· O 

La siguiente definici6n es una generalizaci6n del concepto de la media geométrica. 

1.12 DEFINICIÓN {MEDIA GEOMÉTRICA). Sean (X,S,11) un espacio de 
probabilidad y f E M+(x, S) dados. Se define la media geométrica de/, denotada 
por ll!llo como sigue: 

ll!llo = exp [/ log / d11] . 

Con la convenci6n de que log(O) = -oo y que cxp(-oo) = O. 

Y ee define 
.C¡j(X,S,11) ={/E M+: 11/ilo < +oo}. 

En un teorema que se probará. en el capítulo siguiente quedará plenamente 
justificado el uso de la notaci6n 11/llo para la media geométrica de/, por lo pronto 
veamos un caso particular importante. 

1.13 EJEMPLO. Sean n E N, a¡, ... ,ª" > O tales que L:?= 1 o:¡ = 1, Sea 
X= {1, .. .,n}, S = P(X) y 11({i}) =~y f: X--+ R+ U {O} dada por /(i) =a¡. 
Entonces 

n 

111/lo = II a~•. 
Í=l 

Lo cual pone en evidencia porque se dice que la definici6n anterior es una general
izaci6n de la media geométrica usual. 

Ya hemos definido .Cp y 11 llP para todo real extendido p. A continuaci6n pre
sentaremos algunos casos particulares que sirven para ilustrar el comportamiento 
de los conjuntos .Cp, cuando p =O, ±oo. 

1.14 EJEMPLOS. Sea X= (O, 1), con la medida y la a-álgebra de Lebesgue. 
Entonces: 



(a) e* E f.o - Lp Vp >O 

(b) :i:-1 E f._p - Lo Vp >O. 
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(c} Sea ao =O,ª"= ªn-1+1/2" Vn >O. Definase In= (an-1ian] Vn >O. Y 
Sea 

00 

f(x) = L:nxr,.• 
i=n 

Se afirma que f E f.p - (f.-oo U f.oo)· 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sea /(t) = exp(l/Vt). 

(i) J; log f(t) dt = f0
1 -7' dt = [2v'iJ6 = 2. 

(ii) J; f P(t) dt = f0
1 e?. dt, haciendo el cambio de variable u = p/v'f resulta 

que: f0ª f P(t} dt = 2p~ f; u-3eu du = +oo. 

(b) Sea f(t) = t- 1• 

(') rt f-P(t) dt = rt tP dt - r~J 1 
- _L t Jo Jo - p+I 

0 
- p+1 • 

(ii) J; log f (t) dt = f0
1 

- log t dt y haciendo el cambio de variable u :::: log t 
J; log f(t) dt = f0

00 
ueu du = +oo. 

(c) Sea f (x) = L~n nX¡,.. 

(i} Dado que O < E:=i nP /2" < +oo Vp E (-oo,O} U (O, +oo), entonces/ E f.p 
Vp E (-oo,+oo). 

(ii) Además VM,é > O siempre existirán EM y F, en S de medida positiva 
tales que /(:i:} > M V:i: E Eu y f (x) < é V:c E F,. De donde se deduce que 

f í/- (f.-oo U .Coo}• O 
Alguna.e; propiedades de la media geométrica son las siguientes: 

1.15 PROPIEDADES. 
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(2) Si 3r >O tal que llfllr < +oo entonces 11/llo < +oo. 

(3) Si O< 11/llo < +oo entonces 111/ /llo = rrfir.· 
(.t) 11/'llo = ll!lló· 

DEMOSTRACIÓN. Las propiedades (1), (3) y (4) se siguen inmediatamente 
de la definición. Para la propiedad (2) se tiene que log f < f., entonces J log f dv < 
~ J f' dv < +oo de donde 11/llo = cxp [f log / dvJ < +oo. O 

1.2 La Deelgualdad de Holder 

A continuación se establecerán los resultados necesarios para demostrar la desigual
dad de HOider. dicha desigualdad resulta ser rica en aplicaciones. En esta sección 
sólo se ha.n de considerar consecuencias inmediatas de ella. 

El teorema que se da a continuación (para el caso r = 1) es una generalización del 
hecho bien conocido, el cual afirmo. que la media geométrica nunca excede a la media 
aritmética y estas coinciden sólo cuando los números que se están promediando son 
todos iguales. 

1.16 TEOREMA. Supóngase que f E M+(X, S) y que existe r f O tal que 
llfllr < +oo. Entonces: 

llfllo ~ llfllr 
llfllo ~ 11/llr 

y en ambos casos ocurre la igualdad ssi f = llfllr· 
DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (r = 1) 

(sir> O) 

(sir <O) 

Si f f dv =O entonces f :=O y 11/llo =O$ 11/llr· Supongamos que J f dv >O. 
Como log :z; $ :z; - 1 con igualdad ssi x = 1, entonces 

log/- log 11/lli = log ( 11]¡1J $ llf¡li -1 
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e integrando 

/ / ( f ) 1111'1 (log f - Jog 11/111) dv $ ll/ll1 - 1 dv = ll/ll1 -1 =O. 

Por lo tanto flogf dv $ logll/ll1i es decir 11/llo::; 11/111 y la igualdad ocurre ssi 

f log f d11 = log 11/lli ssi J (log f - log 11/lli}dv = O ssi O = J log (nk) d11 == 

f ( log ( rrfrr.) - ( rr/rri - 1)) dv ssi log ( rr/ir.) = rrfrr. -1 (pues log x $ x - 1) ssi 

JrÍrri = 1 ssi ! = il f lli-
CASO B. (r >O) 

Por la propiedad 1.15 (4) y el caso anterior 11/lló == llrllo $ 11/'l!i. Es decir 

11/llo $ (f /' dv) l/r = llfllr y la igualdad ocurre ssi J• ::= 11/'lli ssi / =: ll!llr· 

CASO C. (r <O) 

Se demuestra de manera análoga al caso r > O. o 
1.17 COROLARIO. 

entonces 
Sean a¡, a¡ > O Vi = 1, ... , n tal~s que E~=l a¡ :::; 1 

('v'r >O) 

6 

{Vr <O) 

con igualdad ssi a1 = · · · = ª"· 

DEMOSTRACIÓN. 

Sean X= {1, ... , n}, v({i}) =a¡, S = P(X) y f: X-+ R con /(i) =a¡. O 
Otro corolario importante que se puede extraer del teorema anterior afirma que 

Ja suma de las medias geométricas nunca excede a la media geométrica de Ja suma, 
su enunciado preciso es el siguknte: 
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1.18 COROLARIO. Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad y /, g E 
M+(x, S). Si O< 111 + gllo < +oo entonces: 

y la igualdad ocurre ssi 3ki. k2 E R no ambas nulas tal que kif = k2g (i.e. f y g 
son esencialmente proporcionales) o bien cuando 11/ + gll0 =O. 

DEMOSTRACIÓN. 

Nótese que si 11/llo < +oo Y ll9llo < too, entonces llf 9llo < +oo, de hecho 
111gllo=11/llollgllo, en particular 

llf + 9llo 11 ¡ ~ 9 11 0 = llfllo, 

o bien: 

11 

f 11 11/llo 
f + g O = llf + 9llo' 

Y por el teorema anterior 111+-Pllo 5 llmll
1

, de donde: 

Con lo cual liflio+llgllo 511/ tgllo· La igualdad ocurre ssi f+g = llmll
1 

y f+g:: 

llmll1 ssi f = (f +g) llmll1 y g = (f +g) llmll1 ssi ( 1 - llmllJ f = g llmll 
y (1 - llmllJ g = / llmll1 BBi ll~llJ = g llf+glli- o 

El corolario anterior puede extenderse para el caso en el que se consideren n 
sumandos (n ~ 2). Es decir llfdlo + · · · + ll!nllo 5 llfi + ·" + f nllo con igualdad BBi 
f; es esencialmente un múltiplo de la suma de las otras funciones. Esto se puede 
demostrar usando el cociente /,./(/1 + · · · + /,.). 

Una desigualdad que resulta ser muy útil es la llama.da. de1i¡ualdad de Holder 
que relaciona. el producto de las "normas" con la "norma" del producto, la cual se 
muestra a continuación. 
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1.19 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER). Sean n EN, a 11 ... , an > 0 

tales quea1+"·+an = ly f; E .C!1(X,S,11) (i = 1,. .. ,n). Entonces fi' ... ¡:: .. E 
.C1(X,S,11) y 

f fi' · • · f::" dv $ (/ /i dv) .. , · • · (! f n d11) .... 

Y la igualdad ocurre ssi / 1 , ••• , f n son esencialmente proporcionales. 

DEMOSTRACIÓN. 

Si 3i tal que f f¡ dv = O, la igualdad se satisface. Supóngase que f /¡ d11 > O 
Vi. Por el corolario 1.17 

f /i1 
•• • f::" dv ¡ ( /1 )'"' ( Ín )'"" 

(J /1 d11)'"1 "· (J f n d11)ª" = J /1 d11 "• J f n d11 dv $ 

$ f [a1 (¡ fi1d11 ) + .. ·+an (~)] d11 

= f (a1 +· .. +an)dv= l. 

Es decir J fi' .. · f::" dv $ (f Ít d11)'" 1 
.. • (f In dv)'"", con igualdad ssi 

o 

Si en el teorema anterior se hace p¡ = ~ y g; = !;'"', resulta la siguiente 
caracterización de la desigualdad de Holder que es como frecuentemente aparece en 
la literatura: 

El corolario que se enuncia a continuaci6n es la forma más conocida, y más 
usual, de la desigualdad de Holder {teorema 1.19). 

1.20 OBSERVACIÓN. En el corolario anterior el caso p < O se reduce al 
caso (b) intercambiando los papeles de p y q. N6tese que las hip6tesis en cada caso 
cambian un poco. 
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1.21 COROLARIO (DE LA DESIGUALDAD DE HOLDER). Sea (X, S, 11) un 
espacio de probabilidad, p, q E R - {O} tales que ~ + ~ = 1, si: 

(a) p > 1, f E .e; (X, S, 11) y g E .C~ (X, S, 11), entonces: 

con igualdad ssi f P y g9 son esencialmente proporcionales. 

{b) O< p < l', f g E .Ct (X, S, 11) y O < J g9 d11 < +oo, entonces: 

! f gdll?;: (/ fP dv) l/p (/ gq d11) l/q 
1 

con igualdad ssi f P y gq son esencialmente proporcionales. 

DEMOSTRACIÓN. 

{a) Se demuestra aplicando la desigualdad de Holder (teorema 1.19), con n = 2¡ 
a¡ = 1/p, a2 = 1/q y /f' = f, t:• = g. Es claro que a¡+ a2 = 1¡ a¡,a2 >O y 
que /¡,h E f.1. . 

{b) Sup6ngase que O< p < l. Sea p¡ = ~·entonces PI >l. Sean 

y 

entonces: uP• = (f g)PP• = f g E .C 1 y como q1 = l~p entonces: -pq1 = q, de donde 
11'11 = g-pq, = g'l E .C 1 y uv = f P, Aplicando la parte (a) a u y 11 obtenemos: 

! (/ ) 1/p, (/ ) 1/q, 
Utl d11 :5 uPt dll tlq1 d11 

o lo que es lo mismo 

y elevando a la t 
(/ f p d11) ~ :5 (/ f g d11) (/ g9 d11) ~ -l 
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Por hipótesis O < f gq d11 < +oo, por lo tanto: 

La igualdad ocurre ssi uP• es esencialmente proporcional a vq•, que es equiva-

lente a que /P sea esencialmente proporcional a g'l. O 

1.22 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER, p = 1, q = ±oo). Sea 
(X, S, v) un espacio de probabilidad. 

(a) Si p = 1, q = +oo, /e .c:(x,s,v) y g E .c:(x,S,v), entonces fg e . 
.Ci(X,S,v) y: 

f f gdv $ llglloa / f dv. 

Con igualdad ssi g = llglloa (c.d. re!. v) en E= {x: /(:e) >O}. 

(b) Si p = 1, q = -oo, f E .c;(X,S,v) y g E .c:(X,S,v), entonces fg E 

.Ct(X,S,v) y: 

j fgd11 '?:. llgll-oa f f d11. 

Con igualdad ssi g = llgll-oa (c.d. re!. v) en E= {:e: /(x) >O}. 

DEMOSTRACIÓN. (a) Sea F = {x: g(:c) > 1igi1 00 } 1 por la propiedad 1.10 (1) 
v(F) =O, entonces f fgd11 = f8 fgd11 :$ f 8 /ll9lloodv = ll9lloof f d11. 

f fgd11 = ll9lloaf f d11ssi J f(llglloo-g)d11 =O, ssi f(llglloo-g) =O (c.d. re!. 11) 
(pues J(llglloo-g) '?:.O c.d. re!. v), ssi ll9lloo = g (c.d. re!. 11) en E= {x: f(x) >O}. 

(b) Análogo al anterior. D 

1.23 OBSERVACIÓN. No hay desigualdad de Holder con p =O, pues no tiene 
sentido hablar del exponente conjugado de O. No obstante en este caso podemos 
encontrar una relación interesante que involucra la. norma cero aplicada al producto 
de dos funciones y es la siguiente: 

111 gllo = ll/lloll9llo· 
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Para dos funciones f,g E .Cci(X,S,v). 

A continuación probaremos un teorema que da las condiciones neccsa.riBB y 
suficientes pa.ra saber cuando una. función es integrable y está a.cotada por cierta 
constante fija.. Este teorema re.suite. pa.rticula.rmente útil en la demostra.ción de los 
teoremas 2.11 y 2.17. Dicho teorema es un corola.rio sencillo de In. desigualdad de 
Holder. 

1.24 TEOREMA (F. RIESZ). 
f E M+(x,s) y A,B >o 

(a) Si p > 1 entonces: 

Sea.n (X, S, 11) un espacio de probabilidad, 

J fPdv$A ssi J fgd11$A 11PB1fq 

Vg E .e;(x, S, 11) tal que f gq d11 =B. 

(b) Si O< p < 1 

J fPd11~A ssi J fgd11~A11PB1fq 

Vg tal que gq E i!{(X,S,v) y J gqdv =B. 

(c) Si p <O y /~O tal que O< f f P d11 < +oo, entonces 

J fPd11$A ssi J fgd11~A11PB1fq 

'r/g tal que f g9 d11 =B. 

La igualdad ocurre ssi 3g con f gq d11 = B y tal que f f g d11 = A l/p Blfq. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

( *) Supóngase que f / P d11 $ A y sea g E .e; (X, S, 11) tal que J gq d11 = B, por 
la desigualdad de Holder (corolario 1.25) 

f f g dv :S (/ f P d11) l/p (/ gq d11) l/q :S A l/p B 1fq, 
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(<=) Sup6ngase que J JP dv >A. Sea In= (1 /\ n), como In i f por el T.C.M.s 
existe m tal que J f !:. dv > A. Sea 

_ Bl/q. g,-1 
g - (f !!:. dv)l/q' 

ent/lnces J gq dv = J 
1
1 

411 
f /'!:. dv = B y por lo tanto: 

lg dv> I gdv= fPdv=B 119 1Pdv >B119A.11P I I Bl/q I (! )l/p 
- m a !C. d11)1/q m m 

Falta considerar el caso en el que se da la igualdad. Para este caso, puede 
probarse de manera análoga que: J f dv < A ssi J f g dv < A l/p B 11'l Vg tal que 
J g9 dv =B. Por lo tanto f f dv =A ssi 3go con J gg dv = B tal que J fgo dv = 
A'IPBlfq. 

CASO B. (O< p < 1) 

(=>) Sup6nga.se que J f P dv ;::: A, sea g tal que g9 E .Ci (X, S, 11} y J gq dv =B. 

(i} Si J I g dv = +oo trivialmente se cumple que: 

(ii} Si J I g dv < +oo por la desigualdad de Hólder (corolario 1.21) 

j f g dv ;::: (/ f P dv) l/p (/ gq dv) l/q ;::: A l/p B1fq. 

(<=) Supóngase que O< JI P dv < A. Sea 

sver [Balj. 

Bt/q. ¡p-1 
g = (f f P dv)1/q' 
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entonces f gq dv == r!!:-z J f P dv = B y por lo tn.nto: J ,, d11 

f B1/q f (! )1/p fgdv= fPdv=B 1fq fPdv <B1lqAlfp 
(Í fPdv)l/q • 

En caso de que f fPdv =O entonces sea g = B, g9 E .C 1(X,S,v), f gq dv = B 
y f fgdv =O< A1fPB 1fq. 

El caso de igualdad se prueba de manera similar al caso (a). 

CASO C. (p <O y f?. O tal que O< J f P dv < +co} 

{~)Supóngase que J f P dv $A, sea g tal que gq E li(X, S, v) y J gq dv =B. 

{i) Si J f g dv = +oo trivialmente se cumple que: 

(ii) Si J f g dv < +oo por la desigualdad de Holder (corolario 1.21) 

{4=) Supóngase que J fP dv > A. Sea 

Btfq. ¡p-1 
g = (f f P dv)lfq' 

entonces J gq dv = ~d J f P dv = B y por lo tanto: 
J /P ull 

f f g dv = 91
/q f f P dv = 9l/q (/ f P dv) l/p < B 1fq A lfp. 

{f fPd11)1fq 

El caso de igualdad se prueba de manera similar al caso (a). o 
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1.25 TEOREMA (F. RIESZ p::l,q=±oo). 
medida y f E f.1, 

Sean (X, S, µ) un espacio de 

(a) Entonces J f dµ :5 F ssi J f g dµ $ F Vg E l. 00 tal que llulloo = l. Con 
igualdad BBi 3g tal que llullco = 1 y J fgdµ ==F. 

{b) Entonces f f dµ ~ F ssi f f g dµ ~ F Vg E l-oo tal que llull-oo = l. Con 
igualdad ssi 3g tal que 11911-oo = 1 Y f f gdµ =F. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sea E= {:i:: g(:i:) > ll9llca}, por la propiedad 1.10 (1) µ(E)= O. 

(=>) Entonces f f g dµ = Íx-E f g dµ. 5 llulloo f x-E ! dµ. = llulloo f f dµ. 

{4=) Sup6ngase que J f dµ. > F. Sea g = 1, entonces llull 00 = 1 y J fgdµ. = 
f f dµ >F. 

Falta considerar el caso de la igualdad. De modo similar puede probarse que: 

J f dµ < F ssi J f g dµ < F Vg E loo con llulloo = l. Con igualdad ssi 3g tal 
que llullao = 1 tal que J f gdµ =F. 

Por lo tanto J f dµ = F ssi 3g E l 00 con llull 00 = 1 tal que J fgdµ =F. 

(b) Este caso se demuestra. de manera aniíloga al anterior. o 

1.5 Continuidad y dlferenclabllldad de 11 llr 

En esta secci6n se establecerán las condiciones para que 11 llr sea una. funci6n con
tinua. o diferencia.ble, a.I considerar r como su argumento. 

El teorema que viene a continuación dice que las normas r constituyen una red 
de funciones crecientes en r y resulta ser de utilidad para demostrar la continuidad 

de 11 llr· 

1.26 TEOREMA. Sean (X,S,vl un espacio de probabilidad y r < s un par 
de números rea.les extendidos y f E lp , entonces 

11/llr $ 11/11, 
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con igualdad ssi f = e. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (O< r < s < +oo) 

Entonces 3a E (O, 1) tal que r = sa. Aplicando la desigualdad de Holder 
(corolario 1.21) 

entonces (f ¡r dv) 11• $ (f f' dv) 0 f•, pero;-= ~ con igualdad ssi 3C >O tal que 

¡• = e i.e. f = c1!•. 

CASO B. (O < r < s = +oo) 

Es claro que 11/llr $ 11/lloo· Basta tan s6lo ver cuando se da la igualdad. Sea 
M = 11/1100 , y supóngase que (f /' dv) 1I• = M. Sea E_ = {x E X : f(x) < M}, 
E0 = {x E X: f(x) = M} y E+ = {x E X: f(x) > M}. Por la propiedad 1.10 
(1) sabemos que v(E+) =O, por lo que basta demostrar que v(E-) =O. Como f 
es no negativa, es suficiente con demostrar el cnso en que M > O. Sup6ngase que 
v(E-) > O, entonces: 

M' = { f' dv = { f' dv + { f' dv = f /' dv + M' • v(Eo) 
Íx Ís_ Íso E-

< M' · v(E-) + M' · v(Eo) = M'(v(E-) + v(Eo)) $ M' 

Lo cual es una contradicci6n. Inversamente si/= e, claramente ll!llr =e= llllloo· 

CASO C. (O= r < s $ +oo) 

Ya se probó el caso en el que O = r < s < +oo, teorema 1.16, inclusive analizando 
el caso en que se da la igualdad. Paxa el caso en el que s = +oo considérese 
t E (0,+oo). Ya sabemos que 11/llo $ 11111 1 con igualdad ssi f = C¡. Por el caso 
(b) 11/111 $ 11/lloo con igualdad ssi f = C2 de donde 11/JJo $ l1/JJ 00 con igualdad ssi 
! :O. 

CASO D. (s $O) 
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Se demuestra aplicando el caso a ~O a a ~O, 1//, -a < -r y uaando las 
propiedades 1.7 (1), 1.10 (4) y 1.15 (3). 

CASO E. (r <O< a) 

Por el teorema 1.16 ll/llr::; 11/llo ~ 11/JI., con igualdad ssi f =C. O 
Del teorema anterior se sigue que: si r < p, entonces f.p e f,,. Puede verse que 

inclusive: 
y 

con r E R. Para. O < r < +oo consúltense los ejemplOB 1.5 (a) y (b). Para 
-oo < r <O, tómese 1/ f con/ la de los ejemplos 1.5 (a) o (b). Sir= O consúltense 
los ejemplos 1.14 (a) y (b). Y parar= ±oo consúltcse el ejemplo 1.14 (c). Nótese 
que en este caso tan solo: 

y 

tienen sentido. 

El teorema siguiente justifica el uso de la notación JI lloo y 11 Jl-oo para loe 
números de la definición 1.8, que uniformiza la notación. 

1.27 TEOREMA. Sean (X, S, 11) un espacio de probabilidad y/ E et(X, S, 11) 
Vr dados, entonces: 

(a) lim JI/JI, = Jl/lloo· 

(Obsérvese que no se excluye la posibilidad de que el Hmite resulte ser el real ex
tendido +oo.) 

(b} lim Jl/llr = 11/ll-oo· 
r-+-oo 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Supóngase que M = ll!lloo < +oo, entonces es claro que ll/llr $ M 'r/r. Si 
M >O, t E (O,M) y E= {:z:: /(x) > M -t} entonces 11(E) >O. As( pues: 

llfllr = (/ /' dv) l/r ~ (L /' dv) l/r > (M - t){11(E)}1/r 1 
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de donde M - F: ~ lim 11/llr ~ lim 11/llr ~ M. Como F: E (O, M) es arbitraria. 
r-+oo r-too 

entonces lim llJll r = M. 

Si 11/lloo = +oo, por un argumento análogo, 11(EN) > O VN >O, donde EN = 
{x: f(x) > N}. Por lo tanto: 

11/llr = (/ ¡r d11) l/r ~ (!EH f' d11) l/r > N{11(EN)}l/r 

y lim 11/llr ~ N .VN >O por lo tanto lim 11/llr = oo BBf que lim 11/llr = too = 
r-.oo r-oo r_.oo 

11/lloo 
(b) Si O< 11/ll-oo < +oo de la propiedad 1.6 (1) y la. parte (a) 

r~~oo 11/llr = }~ llJll-1 = 1~ lll/Jll, = 111/ ~lloo = 11/ll-oo• D 

1.28 OBSERVACIÓN. El límite en (a) es creciente y el lfmite en (b) es 
decreciente, en virtud del teorema 1.26. Más aún, si en el teorema. anterior se adopta. 
la convención de que t.~ = O y que ~ = +oo, el resultado es válido inclusive en 
caso de que 11111-oo E tO,+oo}. 

El siguiente teorema nos da una característica interesante de las normas 11 lln y 
es que si consideramos IBB normBB como una función de r entonces siempre resulta 
ser un& función continua por la izquierda de r para toda. r > O. Más a.ún, si para 
alguna s > O la norma s es finita, entonces es una función continua en r para r 
menor que a. 

1.29 TEOREMA. Sea.n O < r < s < +oo, entonces lim ll!llt = ll/JI,. Si 
q.-

además 11/11, < +oo entonces lim 11/111 = 11/llr VO < r < s. , .... , 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. {11/11, < +oo) 

Como / 1 ~ (1 V/') E lt(X,S,11) Vt E (O,s), se sigue del T.C.D.L.4: 

•ver (B&ll 
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(i) La continuidad por la. izquierda de "· 

lim 111111 = lim (/ /
1dv)

111 

= lim exp (! log J /1 dv] 
IT•- lf.- ITr t 

= exp [; ¡~ log J /1 
dv] = exp [; log J f' dv) 

= (/ f' dv )1'' 
(ii) La continuida.d en r para r E (O,-')· 

CASO B. (11/11, = +oo Y 111111 < +oo Vt E (O, s)) 

Entonces VN >O 3n EN tal que f (f' /\ n) dv > N. Como (11 /\ n)-+ (/' /\ n) 
(t-+ ")y dado que (1 1 /\ n) $ (1 V(/'/\ n)) E .C 1{X,S,v), se sigue del T.C.D.L. 
que: f (11 /\ n) dv-+ f(f' /\ n) dv (t-+ s). Entonces 3t0 tal que f(f 1 /\ n) dv > N 
'Vt E (to,-') y así que J /1 dv ~ f (11 /\ n) dv > N. Y ésto es válido VN > O, por lo 
que lim 11/111 = +oo = 11/11,. ' 

IT•-

Nótese que basta comprobar estos dos casos, pues si 30 < t0 < s tal que 
1111110 = +oo, entonces inmediatamente se sigue que lim 11/llt = +oo = llfll, 1 pues 

/ 1 crece con t. D 

1.30 LEMA. Sea O < r < s y a; ~ O, entonces: 

( 

n •) 1/• ( n •) 1/r ¿:a¡ $ Lª; . 
i=l i=l 
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con igualdad ssi a lo más una de las a¡ es no nula. 

DEMOSTRACIÓN. Supóngase que l:~ 1 ai >O y considérese 

a; 

b; = ("'.' ~)1/r' 
L...1=1 ª· 

Es claro qu<J b¡ ::; 1, con lo cual &: ::; b}" y entonces: E~=l b: $ E?=l bi = l. Por lo 

tanto (2:?=1 bi) 11' $ 1, de donde (L~=l aí)
1
/•::; (l:?=i ai) 1

/r. 

Ahora se analizará en que casos ocurre la igualdad. ( =?) Si existe más de una 
de lBS a¡ tal que a¡ > O, entonces b¡ < 1 y MI que la desigualdad es estricta. 

( <=) Si a lo más una. de las a¡ es no nula, entonces se tiene la igualdad. O 

1.31 OBSERVACIÓN. Nótese que existe una aparente contradicción entre el 
lema 2.5 y el hecho general para espacioe de medida, teorema 1.26, el cual afirma 
que la sucesión de normas crece cuando el exponente crece, la cual se resuelve 
observando que a la desigualdad del lema 2.4 le corresponde un espacio de medido. 
discreto con medida total igual o. n. 

Ha llegado el momento de justificar el uso de la notación 11 llo para la media 
geométrica. Le. razón es porque 11 llo es el limite de lM medias 11 llr cuando r tiende 
a cero. Para este fin requerimos los dos resulto.dos siguientes. 

1.32 LEMA. Sea y > O y :f O fija, entonces f{J : (O, +co) -t R dada por 

f{J(t) = 11';-1 decrece con t, i.e: 

11• -1 y' -1 
--<--. 

s r 
(si O< a< r) 

DEMOSTRACIÓN. Por el corolario 1.17 con n = 2 obtenemos: 

(1 + rt);11-¡ < ~(1 + rt) + (1- ~) · 1=1 + st, 
r r 

a menos de que 1 + rt = 1 ssi t =O. Sea y= (1 + rt) 11', entonces: t = H!I' - 1), 
de donde: 11 1 < 1 + HY' - 1) (a menos de que 11 = 1), Es decir V11 f; 1 

11' - 1 11' - 1 --<-- o 
8 r 
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El teorema que a continuaci6n se enuncia es una útil extensión del T.C.M. en 
el que no se requiere que la sucesi6n de funciones conste de funciones no-negativas. 

1.33 LEMA (EXTENSIÓN DEL T.C.M.). Sean (X,S,µ) un espacio do 
medida y (/n) una sucesi6n de funciones medibles tales que In $ fn+i j I· Si 
J 11- dµ < +oo entonces JI n dµ j JI dµ ($ +oo). 

DEMOSTRACIÓN. 

Como /i $ '2 $ ... $In l 1, entonces O$ lt+ 11 $ '2+ 11- $ .. •$In+ 11 i 
I + fí· Por el T.C.M. usual (en M+(X,S)) obtenemos que: f(/n + lndµ j 
f (I + 11) dµ($ +oo), restando J 11- dµ ( < +oo por hip6tesis) se obtiene que: 

¡ lndµ r f 1 dµ ($ +oo). o 
Con el siguiente teorema se justifica el uso de la notaci6n 11 llo· Y nos muestra 

que 11 llr es continua en O. 

1.34 TEOREMA. 
Entonces: 

Sean (X, S, 11) un espacio de probabilidad, f E M+(x, S). 

(a) Si 3ro >O tal que lllllro < +oo, entonces lllilr -+ lllllo (r -+o+). 

(b) Si 3r0 <O tal que O < 11/llro < +oo, entonces illllr -+ lllllo (r -+o-). 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (r > O) 

iog 111110::; 1og lllllr = ~ 1og 11r11i:::; Hll!'ll1 - i) = J r;1 d11. 

Sea p(r) = tr entonces p'(O) = tr · log tlr=O por lo que p 1(0) = lim f(r)7(o) = 
lim t' ; 1 = log t. 

r-o+ 

r-o+ 

Considere Ir = 1-r' entonces Ir i - log I (r -+ o+), Por hipótesis 3ro > o , .. _, ) 
tal que lllllro < +oo, entonces I;;, = ~Xc1m~:t} E .C1(X,S,11. Y por el lema 
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1.33: 

lim jJ.dv = -! log/ dv, 
•o>rfo+ 

(~ +oo) 

o bien: 

/
/'-1 J lim -- dv = log f dv, 

ro>r!O+ r 
(?: -oo). 

CASO B. (r <O) 

De las hipótesis 111/ /ll-ro = ~ < +oo con -ro> O. Por el caso anterior: 
111 ll•o 

o 
El teorema que se da a continuación resume todos los teoremas que se dieron 

anteriormente, relativos a la continuidad de la función tp ¡(r) = 11/llr· Para su 
enunciado es conveniente introducir la siguiente notación. 

1.35 NOTACIÓN. Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad y r E R. Sir f O 
entonces se establece la siguiente notación: 11/llr+o = lim 11/11,, 11/llr-o = lim 11/11,. 

•Ir+ •Tr-
Cuando r =O simplemente escribiremos: 11/ll+o y 11/ll-o en lugar de 11/llo+o y de 
11/llo-o respectivamente. 

1.36 TEOREMA (RESUMEN). 

(a) Si r > O, entonces: 11/llr-O = 11/llr = 11/llr+o, excepto cuando O < 11/llr < 
+oo Y 111111 = +oo Vt > r. 

(b) Si r < O, entonces: 11/llr-O = 11/llr = 11/llr+o, excepto cuando O < 11/llr < 
+oo Y 111111 =O Vt > r. 

(c) Si r = O, entonces: O < 11111-o < +oo ssi O < ll!ll+o < +oo en cuyo caso 
11111-o = 11/llo = ll!ll+o· 

DEMOSTRACIÓN. 
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CASO A. (r >O) 

El caso en que 3ro > r tal que 11/llro < +oo ya se dcmostr6 en el teorema 1.29. 

Si 11/llr = +oo entonces claramente se cumple que 11/llr = 11/llr+D· Por otro 
lado, VN > O 3n tal que f(¡r /\ n) dv > N, como (/1 /\ n) j (¡r /\ n) (t -+ r-), 
entonces por el T.C.M. f (11 

/\ n) dv j dv(fr /\ n) dv, por lo que 3t < r tal que 
f (11 

/\ n) dv > N. De donde se concluye que: 11/llr-o = 11/llr 
S6lo falta examinar el caso en el que O < 11/llr < +oo y 11/111 = +oo Vt > 

r. En este caso por el T.C.M. 11/llr-O = 11/11., en efecto lim (f / 1 dv} 111 = 
«-r-

e~~- J !' dv) l/r = (I '~~- /1 dv) l/r = (f r dv) l/r. Pero obviamente lllllr < 

11/llr+o = +oo, para completar este estudio falta proporcionar algún ejemplo en el 
que efectivamente se verifique este último caso, dicho ejemplo lo proporciona 1.5 
(b) 

CASO B. (r <O) 

Se hace un an&lisis similar al del ca.so anterior. 

CASO C. (r =O) 

El BSi se deduce de la propiedad 1.7 (1) que establece la siguiente igualdad 
11111-r = ll1hrr; (en caso de que ambos miembros de la igualdad sean finitos y 

positivos). Además en el teorema 1.29 se demuestra la igualdad 11/llo = 11/llr+O• la 

otra igualdad se deduce de la propiedad anteriormente mencionada. O 
Además de que la funci6n ~¡(r) es continua, considerando ar como su argu

mento, resulta ser diferenciable, como lo aclara el siguiente teorema. 

1.37 TEOREMA ( DIFERENCIABILIDAD DE 11 llr). Sean (X,S,11) un espacio 
de probabilidad y ~¡(p) = 11/llp• 

(a) Sean r >O y f E lr fijas, con 11/llr > O. Entonces ~~(p) existe 'v'p E (O, r) 
(b) Sean r <O y f E lr fijas, con llfllr < +oo. Entonces cp~(p) existe 'v'p E (r,O) 

DEMOSTRACIÓN. Sea: 
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i.e. <p ¡(p) = (!/J¡(p)) l/p (= cxp Ü log i/J¡(p) )>· Basta probar que t/i/(p) existe. 

. (a) Sea p E (O, r) y 6 > O tal que (p - 26, p + 26) C (O, r). Sea h tal que lhl < 6, 
entonces: 

1/i¡(p + h) - 1/i¡(p) = ! l/(x)!Pth -1/(x)IP d 
h h µ. 

Definimos F: X x (p- 6,p + 6) -+ R como F(x, t) = l/(x)j1
, entonces: 

(1) x-+ F(x, t) es integrable Vt E (p- 6,p + 6) fija, y 

(2) 1 ~(x, t)I = lf(x)I' jlog l/(x)l I ~ g(x) E .C{ (v). con 

g(x) = ~ mn.x{l/(x)IP-26, l/(x)lp+26}. 
6 

(ver !1]) 

Por lo tanto 1/1/(p) existe (ver [Ba2]) y es igual a J (l/(x)!Plog l/(x)I) d11 por el 
T.C.D.L. 

[1] Sea t E (p - 6,p + .S) fija. Como log w ~ ~ Vw, entoccs: 

1 1 1 1 111 llog 1111=111 log l/iX{i,'l<l} + lfl log l!IX{lfl>l} 

-6 lf¡-6 +61!16 

~ lflP -.s-X{l/l<l} + IJIP 7XCl/l>l} 

~ ~ rnax{l/lp-26 , l/lpHó} E .C¡. 

(b) Para el caso r < O, porla propiedad 1.7 tp ¡(p) = 'Pil-p) y lo. diferencio.bilidad 

se obtiene del caso (o.). O 
Los siguientes dos resultados van encaminados a probar el hecho de que 

log 11/11~ = r log 11/llr 

es una funci6n convexa de r. 

1.38 TEOREMA. Sean (X, S, 11) un espacio de probabilidad, O < r < s < t y 
f E .Ci(X,S,11), entonces: 

11111: 5 rn111~l ::: (ll!llD ::; 
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con igualdad ssi existen E E S y e E R tales que f = O en E y f = e en X - E. 

DEMOSTRACIÓN. Como 8 E (r,t), 3o: E (0,1) tal que 8 =ar+ (1 - a)t. 
Aplicando la desigualdad de Holder a los exponentes conjugados: 

resul;,11, que: 

por lo tanto 

t -8 
a= -

t - r 
y 

s- r 
1-a=-

t - r 

11111: ::; (11111~) ::; (llflll) ::; 

con igualdad ssi 3A, B E R no ambas nulas tales que Af' = B / 1• Sup6ngase para 
fijar ideas que B :f. O y sea E = {x: f(x) > O}, entonces ¡t-r = ~ = K (en E), 

entonces f = K~. O 

1.30 TEOREMA. Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad, O < r < t y 
f E .Ct(X,S,11) Y \O(u) = logll/11~ = ulogll/llu Vu E (O,t), Vo:E (0,1). Entonces: 

DEMOSTRACIÓN. 

por el teorema 1.38 

ip((l - o:)r + at) ::; (1 - a)\O(r) + O:\O(t). 

Sea a E (0,1) y sea 8 = r + (t- r)o: entonces 8 E (r,t) y 

t -8 8 - r 
slog 11/11, $ t _ r log 11111~ + t _ r log 11/lll 

o bien: 
t-s s-r 

\0(8) $ -10(r) + -10(t) 
t-r t-r 

o lo que es lo mismo: 

\0((1- o:)r + at) ::; {1- o:)ip(r) + O:\O(t). o 
Lo anterior muestra que \O es lo que se llama. una funci6n convexa del logaritmo. 



CAPITULO 11 

La Desigualdad de Minkowski 

En este capítulo se obtedrán algunas consecuenciM de la desigualdad de Hólder. 
En particular se establecerá la. desigualdad de Minkowski y su compañera. La 
mayoría. de las desigualdades se generalizarán a los casos en los que el número de 
sumandos es infinito o en los que p es un real extendido. Por último se estudiarán 
algunBB desigualdades de funciones de dos variables. 

2.1 Caso finito de la Desigualdad de Mlnkowskl 

En esta. sección se analizará la desigualdad de Minkowski y su compañera. Cada 
una. de ellas nos proporciona una cota {superior e inferior respectivamente) de la 
norme. p de una suma finita de funciones. 

2.1 TEOREMA {DESIGUALDAD DE MINKOWSKI). 

espacio de probabilidad y [1 1 ... .!n E e;. 
(a) Si p > 1, entonces: 

(b) Si O< p < 1, entonces: 

(e) Si p <O, y O< ll/;llp < +oo Vi, entonces: 

Sellll (X, S, v) un 

95 
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En los tres casos lo. igualdad ocurre ssi /¡,. .. , f,. son esencialmente propor
cionales. 

DEMOSTRACIÓN. 

Primero mostraremos que /¡ + · · · + f,. E r.;. Como /¡ E .e;, entonces: 

J (ff + · · · + !!:) d11=11'111~ + · · · + ll!nll~ < +oo. 

Sea R = /¡ + • ·· + /,.. Dado que: 

entonces: 

CASO A. 

(/¡ + ... + /,.)P 5 nP { m~{fi. ... ,/,.};, si p >O 
mm{/11 ... ,/,.}, sip<O 

= nP · max{/f, ... , !!:} 5 nP(ff + · · · + /~), 

I RP d11 = / (/1 + ... + /,.)P d11 

5nP(llfdl~+·"+11/,.11~} < +oo. 

(p > l} 

(2.1) 

Desarrollando RP y aplicando la desigualdad de Holder al caso p > 1, resulta 
que: 

I RP d11 = I (f1Rp-l + ... + /,.RP-1) d11 

5 (! Jf d11) l/p (/ R(p-l)q d11) l/q + · · · + (/ /~ d~) l/p (/ R(p-l)q d11) l/q 

pero q(p - 1) = p, y as{: 

I RP d11 5 (/ lf d11) l/p (/ RP d11) l/q + ... + (/ ¡~ d11) l/p (/ RP d11) l/q. 

= (/ RP d11 Y/q [llJillP + • · • + llJ nllp]· 

Además si J RP d11 = O, entonces R = O y por lo tanto /¡ = O Vi = 1, .. . , n, 
por lo que la igualdad se verifica y f f es esencialmente proporcional a RP Vi. Si 
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J RP dv > O, entonces: 

Con igualdad ssi /¡ y RP-l son esencialmente proporcionales Vi = 1, ... , n, i.e. 
siempre que todos los f; sean esencialmente proporcionales. 

CASO B. (O< p < 1) 

Si J RP dv =O, entonces R = O y por lo tanto f; :::: O Vi= 1, ... , n, por lo que 
la igualdad se verifica y los /¡ resultan ser esencialmente proporcionales. Supóngase 
que J RP dv > O de manera análoga al ca.so anterior, aplicando la correspondiente 
desigualdad de Holder (corolario 1.21, pues Vi J f;RP- 1 dv s; f RP dv < +oo y 
O< J R(p-l)q dv = f RP dv < +oo por (2.1)) se llega a que: 

f RP dv;?: (/ RP dv) l/q !11/dlP + · · · + llfnllpl· 

De donde ll!t + · · · + fnllp;?: ll!1llp + · · · + ll!nllp, con igualdad ssi todos los l!J;llp 
son esencialmente proporcionales. 

CASO C. (p <O) 

De manera análoga al caso anterior, aplicando la correspondiente desigualdad 
de Holder (corolario 1.21 pues Vi O < f f;RP-l dv s; f RP dv < +oo por (2.1) y 
O < J Jf dv < +oo por hipótesis) se llega a que: 

j RP dv ? (/ RP dv) l/q (/ !f dv) l/p + ... + (/ RP dv) l/q (/ ¡~ dv) l/p. 

Por hipótesis O < J RP dv, entonces llfi + .. · + f nllp ;?: ll!i llP + .. · llf nllp, con 

igualdad ssi los f¡ son esencialmente proporcionales. O 

2.2 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = 1). 
un espacio de medida, p = 1, n EN y f 1, ••• , f n E .C 1, entonces: 

llfi + · •' + fnlli ~ llJ1!'1 + ''' + llfnlli. 

con igualdad ssi Vi,j fd; ? O (c.d. re!. µ}. 

Sean (X,S,µ) 
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DEMOSTRACIÓN. La desigualdad se deduce de la desigualdad del triángulo 
y de la linealidad de la integral. 

Para la igualdad. ll/1 + '" + /nll1 = ll/dl1 + ... + ll/nll1, ssi l/1, ... ,/nl = 
lid+·"+ 11 ni ssi Vi,j /¡/;'?.O (c.d. rel. µ). D 

2.3 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = ±oo). Sean (X, S, 11) 
un espacio de medida, p = 1, n E N. 

(a) Si/¡, ... .fn E f. 00 , entonces/¡+· .. + fn E f. 00 y además: 

ll/1 + ''' + f nlloo $ llfi lloo + '' • + 11/ n !1001 

con igualdad ssi Ve > O 3E, E S, tal que v(E,) > O y f¡(x) + .. · + fn(x) > 
llfilloo + ''' + 11/ nllco - f: Vx E E,. 

(b) Si f¡ + · · • + f n E f-00 1 entonces /¡, ... , f n E f._oo y además: 

llfi + ''' + /nll-co ~ 11/dl-co + '·' + 11/ nll-001 
con igualdad ssi Vt > O 3E, E S, tal que v(E,) > O y /1(x) + .. • + fn(x) < 
llfill-oo +''' + 11/ nll-oo + & Vx E E,. 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Si E(!) = {A : µ(x : /(x) > A) = O}, entonces 11/1100 = inf E(/). Sea 
F = {x: /1(x) + ... + ln(x) > ll/11100 + ... + ll/nlloo}· Clara.mente F e {x : 
f1(x) > ll/dloo} U ... U {:z:: /¡(x) > 11/nlloo}, entonces µ(F) =O. Por lo tanto 
llfi + '" + /nlloo :5 l!filloo + "' + ll/nlloo 

Analicemos el caso de igua.lda.dl: ( =>) Supongamos que se verifica. la igualdad. 
Sea E:> O, entonces ll/dl 00 + · · · + ll/nlloo - E: no es ínfimo de E(/1 + · · • + f n)· Sea 
E,= {x: f¡(x) + "' + fn(x) > 11/dloo + ... + 11/nlloo - t}, entonces µ(E.)> O. 

(<=) Supongamos que Vt >O 3E, tal que µ(E,) > O y /¡(x) + .. · + fn(x) > 
ll/dloo + "' + ll/nlloo - E: Vx E E,. Entonces llfilloo + "' + 11/nlloo ~ ll/1 + 
··· + fnlloo ~ fi(x) + ··· + fn(x) > 11/dloo + · · · + llfnlloo - E:. Es decir, Vt >O 
11/dloo + "' + 11/nlloo "?.11/i+ ·" + /nlloo > 11/dloo + "• + 11/nlloo - E:. Por lo tanto 
11/dloo + ''' + 11/ nlloo = 11/i + ''' + /nlloo· 

lpuede uwnirse que/~ 11/11""' 
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(b) Si E(/) = {A : µ(.:z: : /(.:z:) < A) =O}, entonces 11/ll-oo = sup E(/). Sea. 
F = {x : /i(x) + .. · + / n(.:z:) < ll!dl-co + .. · + 11/ nll-oo}· Cla..rrunente F e {x : 
fi(.:z:) < llfill-oo} U .. · U {.:z:: /1(.:z:) < 11/nll-oo}, entonces µ(F) =O. Por lo tanto 

llJ1 +'" + fnll-oo ?: 11/ill-oo +"' + 11/nll-oo 

Analicemos el caso de igualdad2: (*) Supongamos que se verifica. la. igualdad. 
Sea. e> O, entonces ll!dl-oo + .. · + llfnll-oo - e no es supremo de E(/1 + ... + / n)· 
Sea. E.,= {.:z:: /¡(.:z:)+ .. ·+/n(.:z:) < 11/ill-oo+"·+ll/nll-oo+e}, entonces µ(E.)> O. 

(<=) Supongamos que Ve >O 3E., tal que µ(E,) >O y /¡(x) + .. · + /n(.:z:) < 
11/dl-oo + ... + ll/nll-oo +E: Vx E E .. Entonces llfill-oo + ... + 11/nll-oo +E > 
Ji (.x) +" • + f n (.x) ?: llfi +" · + f nll-oo ?: 11/dl-oo +" · + 11/n 11-oo -E:. Por lo tanto 

11/dl-oo +' '' + 11/ nll-oo = llfi + ''' + fnll-oo· D 
El caso de la. desigualdad de Minkowski con p = O es el corolario 1.18 . Existe 

una desigualdad que tiene mucho que ver con la. desigualdad de Minkowski (teorema. 
2.5) pues a.cota. a. 11/i + · · · + fnllp por el la.do que no lo hace la dcsigua.lda.d de 
Mikowski. Los dos lemas que siguen son preparativos pa.ra. la. dcmostra.ci6n de 
dicha. desigualdad, como se podrá a.preciar más adelante. 

2.4 LEMA. Sean p < O, n ?: 1 y a¡ > O Vi = 1, ... , n da.das, entonces: 

( 

n )p n 

~a; <~a~. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p = -1) 

Debemos mostrar que: 
1 " 1 

-"-.<E-:· 
Li=l a, i=l a, 

Considérese 

(t ~) (ta;) = t L:j;.1 a;1 
i=l ª• j=I i=l ' 

2s.p.g. puede aaumirse que/~ 11/Jl-oo)· 
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pero E;;/ "I > ~ = 1, de donde Ei=i (E~' "1
) > n por lo que 

O bien: 

(Note que la. prueba. es bastante más general) 

OASO B. (p < -1} 

Por el lema 1.30 con r = 1 y " = -p: E?=t a¡P < {Ei'=t a¡)-P, entonces apli
cando el caso anterior, resulta que: Ei=i < EK -• < Ei=t +, < E~1 ~. = ,_, ª• ª• ª• '!;'"'R p ¿_,•=1 ª•. 
OASO O. (-l<p<O) 

Sea b; = af y como ~ < -1 por el caso anterior: (EÍ=t b;)
1
/p < L:?=t b;'P, 

elevando a la p queda: E~1 b¡ > (Ei=1 bvpr. es decir: ¿:¡=1 af > (L:?=l a,)P. 

o 
2.5 TEOREMA (COMPAÑERA DE LA DESIGUALDAD DE MlNKOWSKI). 

Sean (X,S,v) un espacio de probabilidad, fi,. .. 1 /n E .e:. 
(a) Sea p > 1, entonces: 

(11/ill~ + '" + 11/nll~)l/p $ ll/i + "' + fnllp• 

Con igualdad ssi para casi toda x a lo más alguna /¡ no se anula en x. 

(b) Sea. O < p < 1, entonces: 

Con igualdad ssi para casi toda x a lo más alguna /¡ no se anula en :z:. 
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(e) Sea p < O y /¡(x) > O (c.d. rel. 11) 1 entonces: 

(l!/dl~ + .. • + 11/nll~} l/p $ 11/i + "• + fnllp· 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

Por el lemo.1.30: Vx E X (/1(x) +· .. + fn(x))P ~ !f(x)+ .. ·+ fg(x). Entonces: 
f(f1(x) + .. ·+ fn{x)}Pdv ~ f Jf(x) dv+ ... + J fg(x)dv. Y lo. igualdad ocurre ssi 
(/1 + · · · + f n)P E lf + · · · + fg y esto sucede ssi para casi toda x o. lo más alguna 
f¡ no se anula en x. 

CASO B. (O< p < 1) 

Se demuestra por un argumento análogo al del caso anterior. 

CASO C. (p <O) 

Sea E= {:z; : /¡(x) >O}, entonces v(X - E) ==O. Y por el lema 2.4: (f¡(:z;) + 
· "+ fn(x})P < fi(x)+ .. ·+ f~(x) Vx E E. De donde: f fi(x) dv+ .. ·+ J fn(x)) dv. 

o 

2.2 Caso lnfinito de la Desigualdad de Minkoweki 

Ahora se generalizarán las desigualdades de Minkowski y su compañero. al caso en el 
que el número de sumandos es infinito. En general las pruebas de dichas desigual
dades no se basan en los casos finitos, salvo el de la compañera de la desigualdad de 
Minkowski, que resulta ser una sencilla generalización de su respectiva desigualdad 
en el caso finito. En realidad las pruebas se basan en dos teoremllll debidos a Riesz, 
uno para el ca.so de integrales y otro para el caso de sumas, respectivamente. El 
teorema de Riesz para integrales ya fue enunciado en la sección 1.2. La versión 
de dicho teorema expresado para series requiere tener a su vez una versión de la 
desigualdad de Holder para series. Dicha versión de la desigualdad de Holder y del 
teorema de Riesz la damos a continuación. 

2.6 LEMA (DESIGUALDAD DE HOLDER PARA SUCESIONES). 
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(a) Si p > 1 y (an), (bn) son sucesiones de números no negativos tales que: 
E::"=i a~ < +oo Y E::°:,1 b1. < +oo, entonces: 

(b) Si O < p < 1 y (an), (bn} son sucesiones de números reales no negativos 
tales que: bn >O Yn y E::"=l anbn, L:::":, 1 b~ < +oo, entonces: 

En ambos casos la igualdad ocurre ssi 3A, B no ambas nulas tales que Aa~ = 
Bbf. YneN. 

DEMOSTRACIÓN. Sean X= N, S = P(N), v({n}) = l1~, f(n} = an · 2n/p y 

g(n) = bn · 2n/q. Entonces v(X} = 1, J fgdv = E::"=t anbn, J fP dv = Z::::°:,1 a~ 
y J gq dv = l:;:"=1 b1., Entonces el resultado se sigue inmediata.mente del corolario 

i.21 D 

2.7 OBSERVACIÓN. En el corolario anterior el caso p < O se reduce al 
caso (b} intercambiando los papeles de p y q. N6tese que las hip6tesis en cada caso 
cambian un poco. 

2.8 LEMA (CORRESPONDIENTE AL TEOREMA DE F. RIESZ PARA SUCE-

SIONES). Sean (an) una sucesi6n de números reales no negativos, A,B >O: 

(a) Si p >O, entonces: 

00 00 

Lª~ ~A ssi Lªnbn ~ A11PB1/q 
n=l n=l 

Y(bn) sucesi6n de números reales no negativos tal que L:~ 1 b1. =B. 

(b) Si O < p < 1, entonces: 

00 00 

Lª~ ~A ssi L anbn ~ A1IPBl/q 
n=l n=l 
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\f(bn) sucesi6n de números reales positivos tal que L:;:".. 1 b~ =B. 

(c) Si p <O y an >O Vn, entonces: 

00 00 

I>~ $A SBi L a,.bn 2: AlfpBlfq 

n=l n=I 

V(b,.) succsi6n de números reales no negativos tal que E::"=i b~ = B. 

En los tres casos la igualdad ocurre ssi existe una sucesión (b,.) con ¿:00
_ 1 bn = B 

X-00 1/ 1/ n-tal que L..n=l a,.b,. = A P B q. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

(=>) Como E::"=t a~ S Ay E::'=i b~ = B, entonces por el lema 2.6 se sigue que: 

00 L a,.bn 5 A l/p Bl/q, 

n=l 

(<=) Sup6ngase que E::"=1 a~ > A, entonces 3m tal que E~~1 a~ > A. Sean 
s•l•a•- 1 

b; = CE:., ~!:.)17• Vi $ m y b; = O si i > m, entonces: 

oo B m 
~ bq - ~ aq(p-I) - B 
L.,.., n - "m p L.,.., n - • 
n=l L...n::l a,. n=l 

y por otro lado: 

Falta considerar el caso en el que se da. la. igualdad. De modo similar puede 
probarse que: ~=l an < A ssi E::"=l anbn < A11P Bl/q Vbn tal que L:;:"..1 b~ =B. 
Por lo tanto Ln=l a,. = A ssi existe una. sucesión (bn) con E::"=l b~ = B tal que 
~00 a b = A11PB11'1 L..n=l n n · 



.u La Desigualdad de Mfokowski 

OASO B. {O <p < 1) 

( =?) Sea (bn} una sucesión de números reales positivos tal que E::'.1 ba = B. 
El resultado se concluye del lema 2.63• (<==) Asumiendo que O < E~.1 a~ < A y 
considerando 

Bl/qaf!-1 
b· - 1 

' - (~oo aP)l/q 
L,..,n=l n 

se concluye que E:=l anbn < B119 A 11P con E::" .. 1 b~ =B. Faltando de conalderar 
para el recfproco tan sólo el caso en el que E:'..1 a~ = O. Dicho cuo ae puede trr.tar 

directamente, pues implica que an = O Vn. Y haciendo bn = * 'Vn1 L::01 b~ = B 
Y L anbn =O< A11PB11'l, 

La igualdad se prueba de manera análoga al r.aso (a). 

CASO C. (p <O) 

(:::}) Sean (bn) una sucesión de números reales no negativos ta.! que ¿:::_1 b~ = 
B. Puede asumirse que E::"=i anbn < too, como O < E::" .. 1 a~ ~ Á < +00 1 en· 

tonces por el lema 2.6 E::"=l anbn ~ (2:;::° .. 1 a~)
11" (E:' .. 1 b~)l/q ~ A11PB1/9, (<=) 

"oo m alftaP-I 
Supóngase que L.n=t an > A, sean m tal que En•t a~ > A 'I b¡ = (L:"' ~')''', 

"•& .. 
entonces ~00 b9 = B y "'m a b = B1fq ("00 aP) l/p < B11'1A l/p L...n=l n L.,..n=l n n L,.,n=il n • 

La igualdad se prueba de manera análoga al caso (a). o 
2.9 TEOREMA (GENERALIZAClÓN DE LA DESIGUALDAD DE MINKOWSK~. 

Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad y Un) una sucesión de funcione• en f.p. 

(a) Si p > 1 y ¿:._1 ll/nllp < +oo, entonces: 
00 00 

11 L: fnllp ~ L llfnllp1 
n=l n=l 

(b) Si O< p < 1 y 11 E:=l fnllp < +oo entonces: 
00 00 

11 L f nllp ~ L ll/nllp1 
n=l n=l 

3Puede uumirse que E;:
1 

a,.b,. < +o:i, pues de otro modo la conclu1lón e1 Inmediata, 
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(c) Si P <O, f n >O Vn Y E::"=I 11/ nllP < +oo, entonces: 

00 00 

11 L Í nllp $ L llf nllp1 
n=I n=I 

En los tres casos la igualdad ocurre ssi existe una funci6n ef¡ E r.: y para cada 
n una constante Cn tales que f n = cn<P· 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

Sea J = E::"=i fn 1 por el teorema de Riesz (teorema 1.24) para el caso p > 1, 
resulta que: f JP dv $ MP ssi f J g dv $ M Vg tal que J gq dv = l. Por el 
T.C.M. y la desigualdad de Holder (corolario 1.21) J Jgdv = J z=:,,, 1 fngdv = 
E::"=1 (f fngdv) $ E::"=I (J f~ dv) l/p (J gq dv) l/q = E~1 (f f~ dv) lfp. 

N6tese que: (J f'f:.dv) 11
P $ E;:"= 1 (f f~dv)

11P < +oo Vm EN, por lo que es 
válido aplicar la desigualdad de Holder (corolario 1.21 ) si p > l. 

Sea M = E::'=i (f f~dv) 11P, entonces: 

[ 

co ] p [ 00 ( ) l/p] p 
/ ~ f n dv $ ~ / g dv , 

y la igualdad ocurre ssi 3g E .C~ con J gq dv = 1, tal que 

00 / 00 (/ )l/p (/ )l/q ~ fngdv = ~ f~dv gqdv , 

i.e. ssi 

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente 
nulos, es decir: J f ng dv = (f f~ dv) t/p (f gq dv) t/q Vn, pero esto sucede ssi f~ es 
esencialmente proporcional a gq Vn, i.e. 3cn tal que f n = cnefi con 4i = gq/p E .et. 
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CASO B. (O< p < 1) 

Sea J = E::°=1 /n 1 por el teorema de Riesz (teorema 1.24) al ceso O < p < 1, 
resulta que: J JPdv ~ M ssi J Jgdv ~ M 11P Vg tal que J gq dv =l. 

Puede suponerse que +oo > J J g dv = J E::'=i I ng. Y por el T.C.M. 

J Jgdv = f f lngdv =E J lngdv 
n=l n=l · 

00 (/ ) l/p (! ) 1/q ~ L I~ dv gq dv 
n=l 

00 (/ )1/p = ~ l~dv 

Nótese que: J J g dv < +oo y O < J g9 dv < +oo por lo que es válido aplicar Ja 
desigualdad de Hólder (corolario 1.21) con O < p < l. 

Sea M = E::°=1 (J ICdv) 11P, entonces: 

[ 

oo ]p [ oo ( )1/p]P f ~In dv ~ ?; f ft:dv , 

y la igualdad ocurre ssi 3g E .e: con J g9 dv = 1, tal que 

00 J 00 (/ )1/p (/ )1/q ~ lngdv = ~ l~dv g9 dv , 

i.e. ssi 

~ [! I ng dv - (/ I~ dv) l/p (/ gq dv) l/q] =O. 

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente 

nulos, es decir: J f n9 dv = (J IC dv) l/p (J gq dv) l/q Vn, pero esto sucede ssi IC es 

esencialmente proporcional a gq Vn, i.e. 3cn tal que In= CntP con"'= gq/p E e;. 
CASO C. (p< O) 
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Supóngase que (O <) f (2::,1 /nY dv < +oo. Sea J = I::=1 f n· por el teo
rema de Riesz (teorema 1.24) para el caso p < O, resulta que: f JP dv $ MP ssi 
f Jgdv ~ M Vg tal que f g9 dv = 1. Por el T.C.M. y la desigualdad de HOider 
(corolario 1.21) 

Puede suponerse que +oo > J Jgdv = f 2::;"=1 fng. 

J Jgdv = J ~fngdv = ~ (/ fngdv) 

00 (/ )1/p (/ )1/q ~ ~ f!:. dv g9 dv 

00 (/ )l/p = ~ f~dv . 

Nótese que: (f ff:.dv) 11
P $ 2:;:'=1 (f ff:dv) 11

P < +oo Vm EN, por lo que es 
válido aplicar la desigualdad de Holder (corolario 1.21 ) si p > l. 

Sea M = I::=l (f /!: dv) l/p, entonces: 

[
oo ]P [oo ( )1/p]P f ~In dv $ ~ f /~dv , 

y la igualdad ocurre ssi 3g E .e; con f g9 dv = 1, tal que 

00 00 (/ )1/p (/ )1/q ~! fngdv= ~ f~dv g9dv , 

i.e. ssi 

Pero la serie consiste de términos no negativos, por lo tanto deben ser idénticamente 
nulos, es decir: J f ng dv = (f /!: dv) l/p (f g9 dv) l/q Vn, pero esto sucede ssi /C es 
esencialmente proporcional a g9 Vn, i.e. 3cn tal que f n = CnrP con <P = gqfp E .c.;. 
o 
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2.10 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p = 1). Sean (X,S,v) 
un espacio de medida, p = 1, n EN y /n E l.1 Vn EN, entonces: 

00 00 

11 L /nlli :5L11/nlli, 
n=I i=I 

con igualdad ui Vi,j /;/; ;:::: O (c.d. rel. µ). 

DEMOSTRACIÓN. Sea J = E:'=I fn, por el teorema de Riesz (teorema 1.24) 
para el cuo p = 1; resulta que: J J dµ :5 M ssi J Jgdµ ~ M Vg tal que llgll 00 =l. 
Por el T.C.M. y la desigualdad de Holder (corolario 1.21) 

f Jgdµ= f ~lfnlgdµ= ~ (/ lfnlgdµ) 

$ ~ (llgllco f l/nldµ) 

= ~ (f lfnldµ) = ~ll/nlli· 

Sea M = E::"=I ll/nll1t entonces: 

La iguald~d ocurr;, ui J 1 E::"=J, /ni dµ = L:;:"=I J )fnld~ = f ~:'=1 ~nldµ (Po~ 
el T.C.M.) 681 f (1 L:n=l /ni - L:n=l l!nll dµ = o SS! 1 En=l !ni = En=1 l/nl. BSI 

fnfm ~O Vn,m (c.d. rel. v). O 

2.11 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p =O). Sean (X,S,v) 
un espacio de medida, p = 1, /¡ E .CÓ y 11 L:b,1 /illo < +oo, entone_!?$: 

00 00 

L llf;llo :5 11 L /illo, 
i=l i=l 

con igualdad ssi Vi/¡ es proporcional a la suma de las otras (c.d. rel. µ). 
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DEMOSTRACIÓN. Como exp J log(2:;:1 /¡) dv < +oo, entonces 

J log(f /¡) dv < +oo. 
i=l 

Sup6ng11Be que 11 E:1 hilo > O, entonces O < E:1 /¡ < +oo (c.d. re!. 11). Sea 
9< = _J.¡__/, • De donde 

L;;:l 1, 
00 00 

E llg;llo $ E 11g¡111 = 1, (2.2) 
i=l i=l 

pero: 

Ellg;llo = f 11~11 = E:~llg;.llo $1. 
i=l i=l Ei=I g, o 11 Ei=l g,llo 

Entonces E:1 llg;llo $ 11 E:1 g;llo· Con igualdad esi la igualdad se da en (2.2), 
pero como Vi O $ llg;llo $ 1ig;ll1 1 asf pues la igualdad debe verificarse término a 
término, entonces la igualdad se da ssi llg;I o = llg;lli Vi, esto se da (teorema 1.16) 

ssi g¡ = ll9ill1 (c.d. re!. 11) ssi /¡ := 1161
1 
E:1 /¡. D 

2.12 TEOREMA (DESIGUALDAD DE MINKOWSKI, p ,,,; ±oo). Sean 
(X,S,11) un espacio de medida: 

(a) Si /¡E loo Vi, entonces E:i /¡E loo y además: 

con igualdad BBi Vf: >O 3E, ES, tal que 11(E .. ) >O Y E:1 /¡(z) > E:1 ll/illoo -f: 
VzE E,. 

(b) Si /¡ ~O y llL::1 f;1!_
00 

< +oo, entonces: 

con igualdad BBi Ve> O 3E, ES, tal que v(E,) >O y E:1 fa(z) < E:i llhll-ooH 
V:r:EE,. 
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DEMOSTRACIÓN. 

La igualdad se demuestra. de manera análoga al caso finito. 

La igualdad se demuestra. de manera análoga al ca.so finito. o 
2.13 LEMA. Sea O< r < s y a¡~ O, tal que (L;~ 1 anlfr < +oo, entonces: 

( 

oo •) I/• ( 
00 

•) l/r Lª• ~ Eª• , 
i=l i=I 

con igualdad ssi a lo más una de las a; es no nula. 

DEMOSTRACIÓN. Como en el ca.so finito. (Ver 1.30) o 
2.14 TEOREMA (COMPAÑERA DE LA DESIGUALDAD DE MINKOWSKI). 

Sean (X, S, v) un espacio de probabilidad, /¡ E .et Vi. 

(a) Sea p > 1, entonces: 

con igualdad ssi para casi toda x, a lo más alguna f; no se a.nula en x. 
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(b) Sea O< p < 1, entonces: 

(t ll/ill:) l/p ~ lit /¡11 · 
•=1 •=1 p 

con igualdad ssi para casi toda :e, a lo más alguna /¡ no se anula en :e, 

(c) Sea p <O y /¡(:e) >O (c.d. re!. 11), entonces: 

(t ll/ill:) l/p ~ llt Ítll . 
•=l •=1 p 

DEMOSTRACIÓN. La demostración es completamente análoga al C&IO finito, 

o 
Vale la pena observar que en el caso p = 1, la compañera de la desigualdad de 

Minkowski coincide con la misma desigualdad de M"m.kowski. Y que no hay versión 
de la compañera de la desigualdad de Minkowski en loe casos p = O, ±oo. 

Para la siguiente dcsigunldad debe considerarse 11 llP como la norma p en lp, ea 

decir ll(:cn}llp = (E:'=i x~) 11". Nótese que dicha desigualdad tiene cierto parecido 
con la desigualdad de Minkowski, si se intercambian los papeles de l11Ill4 e integral. 

2.15 TEOREMA. Sean (X,S,11) un espacio de probabilidad y (/11) una 
suce1i6n de íuncionea en e:. 

(a) Si p > 1 y f 11(1 n}ll,. d11 < +oo, entonces: 

11(/ fnd11)ll,. $ f ll(fn)ll,.d11, 

(b) Si O< p < 1 y ll(J In dµ)ll,. < +oo, entonces: 

11(/ fndll)ll,. ~ f ll(fn)ll,.d11. 

(c) Si p <O, /n(:c) >O (c.d. re!. 11) Vn y J ll(fn)ll,.d11 < +oo, entonces: 
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En los tres casos la igualdad ocurre ssi existen una función <PE t.; y para cada 
n existe una constante en tales que fn:: cn<P Vn EN. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

Sea Jn = J J n d11 $ J!2::;":1 f~j1/P d11 < +oo. Como f!L::=l f~J11P d11 < +oo 
y f" ~o, entonces existe E e S, 11(X - E) =o, tal que L~1 f~(x) < +oo Vx E E. 

Por el lema 2.8 aplicado al caso p > 1, L::=I J~ =$ AfP ssi 2::;": 1 J,.b" $ M 
V(bn) sucesión de números reales negativos tal que 2.:n=l b~ = 1, pero por el T.C.M. 
y por el lema 2.6 

Sea M =JE (L::;"= 1 f!:)
11P d11, entonces L:::°: 1 J~ $ MP, i.e: 

o bien: 

La igualdad ocurre ssi 3(bn) con L:::°:1 b~, = 1 tal que 

JE~ bnf n dll = l (~ b~ r/q (~ f~ r/p d11, 

i.e. ssi ¿:~1 bnfn = (¿::,1 ba)
1fq(2:~ 1 f~) 1 1P. 
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Y por el lema 2.6 esto sucede ui las sucesiones (bn) y (/n(.:z:)) son proporcionales 
(c.d. rel. v), i.e. ui existe una constante que depende de .:z:, llámese t/>(.:z:}, tal que 
t/>(:z:)b,. = ln{.t:) (c.d. rel. v). 

CASO B. (O< p < 1) 

Sean J,. = J In dv :5 IE:'=ilf In dvjPjl/p < +oo. Por el lema 12.SJ aplicado al 
cuo O < p < 1: E:'=t J~ ?: M Vbn) tal que E:'.,1 b~ = 1, pero por el T.C.M. y 
por el lema 2.64: 

Sea M = f CE:' .. 1 l~)l/p dv, entonces: 

La igualdad ocurre ssi 3(bn) con E:'=i b~ = 1 tal que 

co ( co ) l/q ( 00 ) 1/p j ~bnlndv = f ~b~ ~¡: dv, 

y por el lema 2.6 esto sucede ssi las sucesiones (bn) y (/n(.:z:)) son proporcionales 
(c.d. re!. v), i.e. ssi existe una constante que depende de .:z:, llámese t,6(.:z:), tal que 
t/>(:z:)bn = /n(:i:) {c.d. re!. v). 

CASO C. (p <O) 

'Puede uumine que L::°:i '1nJn < +oo puea de otro modo la conclUJi6n ea inmediata. 
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Sea ln = f fndv < +oo (pues In E .Ci). Como JIE;:'=l f~j11Pdv <+oc y 
f n ~ O Vn, entonces existe E e S, v(X - E) = O, tal que E::"=i f:(x) < +oo 
VxEE. 

Por el lema 2.8 aplicado al caso p < O, 1:;:'=1 Jf. $ lvfP ssi L::°:i Jnbn ;::: M 
\l(bn) sucesión de números reales negativos tal que En-J b~ = 1, pero por el T.C.M. 
Y por el lema 2.65: -

f bnJ,. = f bn f f n dv = f f bnf n dv 
n=I n=I E E n=I 

( 

CX> ) l/q ( 00 ) l/p 

'e_ JE ~ b~ JE ~ f~ dv 

( 

CX> ) l/p 

= l ~!~ dv. 

Sea M = f8 (E::°: 1 JC) 11
P dv, entonces E::"=t Jg::; MP, i.e: 

o bien: 

t, u f.dvr $ [1 [t.gt' df. 
[~[!in dvJ'l'p $ J [~ 1~r'p dv. 

La igualdad ocurre ssi 3(b,.) con 1::;"=1 b~ = 1 tal que 

, , l\'OO b f - (~oo bq) lfq(~"° f P) 1/p 1.e. SSI L,,n=I n n = L...n=l n L...n=I n ' 

Y por el lema 2.6 esto sucede ssi las sucesiones (bn) y (!,.(x)) son proporcionales 
(c.d. re!. v), i.e. ssi existe una constante que depende de x, llámese ,P(x), tal que 

,P(x)b,. = f,.(x) (c.d. re!. v). O 

5 Puede asumirse que E::'=i b,.Jn < +oo pues de otro modo la conclusi6n ea inmediata. 



.f\Jncionea de dOll Variable1 55 

2.S Funcione• de do1 Variable• 

Ahora se considerarán aplicaciones de la desigualdad de Holder a lu funciones de 
dos varibales. Los dos siguientes teoremas requieren, ademú de algunos resultados 
anteriormente enunciados, del teorema de Tonelli6• El primero de estos teoremas se 
puede ver como la versión integral de la desigualdad de Minkowski en la que E se 
reemplaza con J en la. segunda. variable (i.e. respecto de v2). 

2.16 TEOREMA. 
y/: XxY -+R+: 

(a.) Si p > 1 y fes tal que J(f fP(x,y)dv1)11Pdv2 < +oo, entonces: 

(b) Si O< p < 1 y fea tal que J(f f(x, 11) d1.12)P dv1 < +oo, entonces: 

(c) Si p <O y fes tal que J(f f P(x, y) dvi) 11P dv2 < +oo, entonces: 

En los tres ca.sos la igualdad ocurre ssi 3ijJ,!/J tales que /(:z:,y} = l/>(z)!/J(y), i.e. 
ssi f (x, y) es de variables separadas. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (p > 1) 

Sea J(x) -== J f(x,y)dv2 , entonces J JPdv1 :5 MP ssi f Jgdv1 :5 M Vg ~ 
O tal que J gq dv1 == 1. Como f(f f P(x,y) dvi) 11P dv2 < +oo, entonces 3E con 

1 Ver IBal} 
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v(X - E) =O tal que (f f P(x, y) dv¡) l/p < +oo \:/y E E. Por el teorema de Tonelli 
y Ja. desigualdad de Holder (corolario 1.21): 

f J g d111 = f (g(x) f f(x, y) d112) dv1 

= f /Eg(x)f(x,y)d112d111 =JE! g(x)f(x,y)dv1dv2 

~ l (! f P(x, !I) d111) l/p (/ gq(x) dv1) l/q dv2 

= f (! f P(x, y) d11¡) l/p d112. 

Sea M = J(f f P(x, y) dv¡) l/p dv2, entonces: 

y por hipótesis es finito el segundo miembro de la desigualdad. La igualdad se da 
ssi 3g con J gq dv = 1, tal que: 

lo cual sucede ssi: 

y esto último a su vez sucede ssi f Pes esencialmente proporcional a gq (c.d. re!. 112), 

o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y u(y) 
no ambas nulas, tales que p(y)fP(x,y) = u(y)gq(x) para casi toda. x. Si p(y) =O 
para alguna y para la cual Ja igualdad anterior se cumple, entonces g sería nula, 
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > O para tales y, y así f (x, y) = c,i>(x)ij¡(y), con 
e/>= gq/p E e: y iJ¡ = (u/p) 11P para casi toda y. 

CASO B. (O< p < 1) 

Sea J(x) = J f(x, y) dv2, entonces J JP dv1 ;?: MP ssi J Jg dv1 ;?: M Vg;::::; O tal 
que J gq dv1 = l. 

• 
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Puede suponerse que J J g dv, < +oo. Por el teorema de Tonelli y la desigualdad 
de Holder (corolario 1.21): 

j Jgdv, = j (g(.z) j /(:z:1 11)dv2) d111 

= j J g(:z:)f(:z:, 11) dv2 dv, = j j g(:z:)f(:z:, 11) d111 dv2 

2: f (! /P(:z:, 11) dv1) t/p (/ g9 (:z:) dv1) l/q dv2 

= f (! f P(:z:,11) dv¡) l/p dv2. 

Sea M = f (f /P(:z:,11) dv¡) 1/P d112 1 entonces: 

y por hip6tesis es finito el primer miembro de la desigualdad. La igualdad se da ssi 
3g con f g' dv = 1, tal que: 

f f f (:z:, Jl)g(:z:) dv¡ d112 = f (! f P(:z:, y) d11¡) l/p (/ g(:z:)9 d11¡) l/q d112, 

lo cual sucede ssi: 

f f(:z:, y)g(x) dv1 ::.,, (/ f P(x, y) d111) l/p (/ g'(:z:) d111) l/q, 

y esto último a su vez sucede ssi f Pes esencialmente proporcional a gq (c.d. re!. v2), 

o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y u(y) 
no ambu nulas, tales que p(y)fP(x,y) = u(y)gq(x) para. casi toda x. Si p(y) =O 
para alguna JI para la cual la igualdad anterior se cumple, entonces g sería nula, 
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > O para tales y, y as{ /(:z:, y) = ,P(x)!/l(y), con 
,P = gq/p E .e: y i/> = (u/p) 11P para casi toda y. 

CASO C. (p < 1) 

Sea J(:z:) = J f(:z:, y) d112• Como f (f f P(x, y) d111)'/P dv2 < +oo, entonces: 
3E e Y con v(Y - E) =O tal que (J f P(x, y) dv¡) 1/q < +oo Vy E E. 
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Por otro lado, f JP dv1 ::; MP ssi f J g dv1 ~ M Vg ~ O tal que f gq dv1 = l. 
Puede suponerse que f J g dv1 < +oo. Por el teorema de Tonelli y la desigualdad 
de Holder (corolario 1.21): 

f Jgdv1 = f (g(x) J f(x,y) dv2) dv1 

= f lg(x)f(x,y)dv2dv1 =fe! g(x)f(x,y)dv1dv2 

~ l (! JP(x,y)dv1)1'P (! gq(x)dv1y/q dv2 

= f (! JP(x,y) dv1 ) t/p dv2. 

SeaM = f(f fP(x,y)dvi) 11Pdv2, entonces: 

y por hipótesis es finito el segundo miembro de la desigualdad. La igualdad se da 
ssi 3g con f g'l dv = 1, tal que: 

/ f f(x, y)g(x) dv1 dv2 = f (! f P(x, y) dv1) l/p (/ g(x)'l dv1) l/q dv2 , 

lo cual sucede ssi: 

f f(x, y)g(x) dv1 :.,, (/ f P(x, y) dv1) l/p (/ gq(x) dv1) l/q, 

y esto último a su vez sucede ssi f Pes esencialmente proporcional a g'l (c.d. re!. v2), 
o lo que es lo mismo, si para casi toda y existen un par de constantes p(y) y a(y) 
no ambas nulas, tales que p(y)/ P(x,y) = a(y)g'l(x) para casi toda x. Si p(y) =O 
para alguna y para la cual la igualdad anterior se cumple, entonces g serfa nula, 
lo cual es falso. Por lo tanto p(y) > O para tales y, y así f (x, y) = </>(x)!Ji(y), con 

t/¡ = gqfp E .e: y tjJ = (a/p) 11P para casi toda y. O 

2.17 COROLARIO. Sean (X, S¡, vi) y (Y, 82 , v2) dos espacios de probabilidad 
y f : X X Y -t n+, r, s E R. 
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(a) Si O< r < .s y J(f f'(x, y) dvi)rf• d112 < +oo, entonces: 

( ( )
•/r )l/• ( r/• )l/r 

/ / f'(x,y)dv2 dv¡ ::; / (/ f'(x,y)dv1) dv2 

(b) Sir< ll <O y J(f f'(x,y) dv1)'1• dv2 < +oo, entonces: 

(c) Sir< O< .s y O< J(f f'(x,y) dv1)•/r dv1 < +oo, entonces: 

En los tres casos la igualdad ocurre ssi 3c/J, !/J tales que f (x, y) = t,b(x)!/J(y), i.e. 
ssi f(x, y) es de variables separadas. 

DEMOSTRACIÓN. Aplicar el teorema 2.16 a .s/r = p y F(x,y) = f'(x,y). O 



CAPITULO ill 

Convexidad 

En este capítulo se introduce de manera formal el concepto de convexidad, 
aunque ya nos Jo habíamos encontrado en la secci6n 1.3 algunas de sus propiedades. 
También se ha de estudiar el concepto de función convexa de punto medio. 

3.1 Convexidad 

Del estudio de lns funciones convexas pueden obtenerse resultados interesantes y 
evidentemente, bastante útiles. Por ejemplo, como se verá más adelante, mediante 
una simple aplicaci6n de la desigualdad de Jensen se puede concluir que 11/llo ~ 
ll!lli. y también se pueden dar las condiciones para la igualdad. 

Esta sección está dedicada al estudio de las propiedades de las funciones con
vexas, como lo son su continuidad, diferenciabilidad, etc. También se propor
cionarán dos versiones de la desigualdad de Jensen. 

Comencemos por definir este importante concepto. 

3.1 DEFINICIÓN ( CotNEXIDAD). Sean l un intervalo abierto de R y 
rp : I -. R una funci6n. Se dice que '{J es convexa en I si Va < b en I, el segmento 
de recta que une el punto (a,ip(a)) con el punto (b,rp(b)) nunca queda por debajo 
de la gráfica de la funci6n en el intervalo (a,b). 

Otras caracterizaciones de este hecho son: 

(a) 
rp(tb + (1 - t)a) ~ trp(b) + (1- t)~(a), (3.1) 

Vt E (O, l). 

61 
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(b) Como L(x) = ~(bt:;<nl (x - a)+ ip(a) = 'f(t!(a) (x - b) + ip(b) es Ja ecuación 
de Ja recta que pasa por (a,ip(a)) y (b,ip(b)), entonces la definición dice que: 
L(x) 2 ;o(x) Vx E (a, b). Es decir que Vx E (a,b): 

ip(b) - ip(a) > ip(x) - ip(a) 
b-a - x-a 

(3.2) 

o bir.n: 
'f_(b_) -_ip_(a_l < _'P(_x)_-_'P_(_b) 

b-a - X·b 
(3.3) 

(c) Resumiendo los cnsos anteriores, resulta la siguiente caracterización: ip es con
vexa. en I ssi Va < x < ben I, se tiene: 

cp(x) - cp(a) ip(b) - rp(a) i;;>(b) - cp(x) 
-~-~< < . 

x-a - b-a - b-x 

Y este hecho se ilustra en la figura 3.1. 

c:-p(b) J 

Figura 3.1 Ilustración del comportamiento de las 
secnntes a una curva que representa una función con
vexa. 

(3.4) 

3.2 ÜDSERVACIÓN. ->ea X E 1, ClltullCC5 si ,:o < i: ....:: X¡ < X2, por la 
caracterización (e) se deduce qae si <p es convexa, entonces 

ip(xo) - ip(x) ip(x¡) - cp(x) cp(x2) - cp(x) 
~~~~-s s , 

Xo - T X¡ - X X2 - X 



Convexidad 69 

por lo cual lf(z+lil-v>(z) decrece cuando h decrece y además esta acotada infcrior

mente por lf(z;~:::;>C:•l. Por lo que el siguiente límite existe Vx E I y es decreciente: 

l
. ip(x + h) - ip(x) 
1m , 

hto+ h 

a dicho límite se le llama la derivada por la derecha de 'P en x y lo denotaremos 
por D+ip(x). 

Análogamen~e se define la derivada por lo izquierda de 'P en x, denotada por 
D-<p(x), como el siguiente límite creciente: 

l
. ip(x + h) - ip(x) 
1m • 

hfo+ h 

Obsérvese que: D+ip(x) = inf { ¡o(-l::::(r)} y n-ip(x) = sup { ¡o(zl::::M} por ser 
z<• v<z 

límites decreciente y creciente respectiva.mente. 

Sea z > x, entonces por la desigualdad (3.4) Vy < x, 

ip(x) - ip(y) < i,o(z) - ip(x) 
- ' x-y z-x 

de donde 
n-ip(x) :5 ip(z) - ip(x)' 

z-x 

y esto Vz > x, por lo que: 
(3.5) 

Más aún, n-'P y D+tp son funciones no decrecientes. Veamos por ejemplo que 
n+i,o es no decreciente. Sea X <y, entonces: 

D+i,o(x) = inf { tp(z) - ip(x)} $ 'P(Y) - tp(x) $ 'P(Y) - i,o(w), (\fw >y) 
:i:<.i: Z - X y - X y - W 

entonces: 

D+ip(x) $ inf { ip(y) - ip(w)} = D+tp(y). 
w>v y- w 

Análogamente se prueba que n-ip es no decreciente. 
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Como v+rp y n-rp son no decrecientes, entonces son continuns salvo a lo más 
en un conjunto numerable de puntos. Sea x un punto de continuidad de n-rp y 
z > x, entonces si x < w < z: 

n+rp $ rp(w) - rp(x) $ rp(z) - rp(w) $ n-rp(z). 
w-x z-w 

Como :r es un punto de continuidad de v-rp, entonces D-rp(x) $ n+cp(x) ::; 
lim D-rp(z) = n-cp(x). Entonces, n-rp(x) = D+ip(x) y por lo tanto r.p1 existe 

•!s+ 
( c.d. re!. .>.). 

Para concluir con el estudio de la diferenciabilidad de las funciones convexas se 
establecerán las definiciones de la primera y segunda derivada simétrica. Por otro 
lado la segunda derivada simétrica proporciona condiciones necesarias y suficientes 
para que una función sea continua, como se verá más adelante. (corolario 3.15 ) . 

3.3 DEFINICIÓN (PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA SIMÉTRICA). Sen 
rp : l -+ R, l un intervalo abierto de R, x E l, se definen la primera derivada 
simétrica liUperior e Inferior, como el límite superior e inferior de: 

cp(x + h) - rp(x - h) 
2h 

cuando h-+ o+. Denotadas D¡rp(x) y 121.P(x) respectivamente. 

Y se define la segunda derivada simétrica superior e inferior como el límite 
superior e inferior de: 

\O(:t + h) + ip(x - h) - 2\0(x) 
h2 

cuando h -+o+ denotadas D 2rp(x) y Q2rp(x) respectivamente. 

3.4 OBSERVACIÓN. Es evidente que si rp'(x) existe, entonces D1cp(x) = 
Q1rp(x). Supóngase que c,o"(x) existe. Sean f(t) = c,o(x + t) + cp(x - t), g(t) = t 2 , 

a= O y b =h. De donde f(b) - /(a) = ip(x + h) + rp(x-h) - 2rp(x), g(b) -g(a) = h2 

f'(t) = \O'(x+t)-c,o'(x-t) y g'(t) = 2t. Por el teorema del valor medio de Cauchy1 

existe k E (O, h) tal que: 

\O(:t + h) + \O(x - h) - 2\0(x) c,o'(:r + k) - c,o'(x - k) 
h 2 = 2k ~-

lsean f,g E C1(a,b) entonces 3:r E (a,b) tal que (f(b) - /(a))g1(:r) = (g(b) -g(a))/'(:z:). 
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El cual tiende a cp"(:z:) cuando k-+ O. Así que si cp"(x) existe entonces, D2cp(x) = 
J22cp(x) = cp"(x). Análogamente con [1<>(z)-h~(z-h)I. 

3.5 LEMA. Sea cp : R ...... R convexa, entonces cp es continua. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea xo E R fijo. Basta probar que 3M = M(xo) y 6 >O tal que si j:c - xol < ó 
entonces il"(:z:) - cp(xo)I :5 Mlx - xol· 

Sea M1 = M 1(:z:0) = mn.x{jD+cp(x0)1, ID-cp(xa)I}. Como 

D+ ( ) 1. cp(xa + h) - cp(xa) 
cp :co = 1m h 

h!O+ 

y 

D- ( ) 
1
. cp(xo + h) - cp(xo) 

cp xo = 1m h . 
hto-

a) Así pues 381 > O tal que si O :5 x0 - x < Ó¡, entonces: 

por lo que: 

1 
cp(xo) - cp(x) 1- ¡n-cp(xo)I < M¡, 

:Co - X 

lo cual implica que: 

1 

cp(xo) - cp(x) 1 < 2M¡. 
Xo-X 

b) Y también 362 >O tal que si O :5 x - x0 < ó2, entonces: 

por lo que: 

I
D+cp(xo) - cp(x) - cp(xo) 1 < M¡, 

x-:co 

1 
cp(xo) - cp(:c) 1- ID-cp(:co)I <Mi. 

XO - X 
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lo cual implica que: 

1 

r,o(.ro) - r,o(x) 1 < 2M1. 
Xo -X 

Sea M = 2M1 y ó = min{ó1,ó2}. o 
Observese que se ha probado que cp satisface una condición de Lipchitz de orden 

1 en intervalos cerrados propios. 

3.6 LEMA. Sea cp : R--> R convexa no constante, entonces existen m, n E R 
tales que ip(z) ~ mx + n \lx E R con m :j.: O. (La recta con ecuación y= mx + n, se 
llama una recta aoporte para r.p). 

DEMOSTRACIÓN. 
a< by cp(a) f:. r.p(b). 

Como \O no es constante, entonces 3a, b E R tales que 

CASO A. (cp(a) < r,o(b)) 

Entonces: 

Además 
r.p(z} - cp(b) > n+ (b) 

b - 'P x-
(V:c > b) 

y 

(Vz < b) 

En ambos casos cp(z) ~ D+cp(b)(x-b) +cp(b). En este ceso elijase m = D+cp(b) >O 
y n = cp(b) - b • D+cp(b). 

CASO B. (cp(a) < r,o(b)) 

Entonces: 

Además 

(\lx <a) 
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y 

(Vx >a) 

En ambos casos ip(x)?: n-ip(a)(x-a)+ip(a). En este caso elljase m = n-ip(a) <O 

y n = ip(a) - ª. n-ip(a). D 

3.7 LEMA. Sea 'P: R-+ R convexa, entonces 3.M E R tal que: Vx > M, 'Pes 
no decreciente o 'P es no creciente {i.e. 'P es monótona). 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (,llx >O tal que r.p{O) $ cp(x)) 

Se afirma que cp es no creciente para x > O. En efecto, supóngase que 3x1 < x2 
mayores que cero tales que ip(x1) < cp(x2). Sea x > x2 >O, entonces por convexidad 
de ip: 

y para 

X?; cp/Q\- 'P(t2\ (x2 - X¡)+ X2 ?; X2 . 
tp X2 - cp X¡ 

cp(x) ?: cp(O), lo que contradice nuestra hipótesis. De donde debe tenerse necesari
amente que ip{x2) $ ip(xi). 

CASO B. (3xo >O tal que r.p(O) :5 cp(xo)) 

Afirmación tp es no decreciente para x ?: xo. En efecto, sean xo :5 x1 ::; x2 
entonces por convexidad de cp: 

ip(xi) - ip(O) < r.p(x2) - ip(O) 
X! - X2 

1 

entonces: 

pues i; ::; 1, de donde r.p(x¡) :5 r.p(x2). D 

3.8 LEMA (ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONVEXAS). 
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(a) Sea {'Pa} una colecci6n de funciones convexas ('Pa: (a,b)-+ R), entonces 
sup 'Pa = tp es convexa. 

(b) Sean ('Pn)~=l una sucesión de funciones convexas y tp = lim 'Pni entonces 
n ..... oo 

tp es convexa. 

(c) Sean tp convexa en (a, b). t/l convexa, no decreciente y cuyo dominio está 
contenido en el rango de tp, entonces t/l o tp es convexa en (a, b). 

(d) Sea tp: (a,b)-+ R positiva. Si logip es convexa, entonces tp es convexa. 

(e) Sean 1 e ·R un intervalo abierto y <.p : 1 -+ R una funci6n convexa, entonces 
tp E Lip1 ([a, b]), para todo subintervalo cerrado [a, bJ de /, 

DEMOSTRACIÓN. 

(o.) Sean e, d E (a, b) y t E (O, 1). Hay que demostrar que cp(tc + (1 - t)d) ~ 
tip(c) + (1- t)cp(d). Como Va 'Pa es convexa, entonces: 

entonces: 

ip,.(tc + (1- t)d) :5 t•p 0 (c) + (1 - t)rp0 (d) 
:5 trp(c) + (1 - t)rp(d) 

tp(tc + (1 - t)d) :5 trp(c) + (1 - t)rp(d) 

(b) Sean c,d E (a,b) y t E (O, 1) entonces 

\On(tc + (1- t)d) :5 tcpn(c) + (1-t)cpn(d) 
entonces: 

cp(tc + (1 - t)d) = lim cp,,(tc + (1 - t)d) 

:5 lim (tcpn(c) + (1 - t)i,o,.(d)) 

= lim ti,on(c)+(l-t) lim \On(d)) 
n-+oo n-+oo 

= tcp(c) + (1 - t)c,o(d) 

(Va) 

(Vn EN) 

(c) Como cp es convexo. cp(tc + (1 - t)d) :5 tcp(c) + (1- t)cp(d). Como i/J es no 
decreciente: 

l/i(cp(tc + (1 - t)d)) :5 t/J(tcp(c) + (1 - t)i,o(d}) 
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y como t/J es convexa: 

t/1 o rp(tc + (1- t)d) $ tt/J o rp(c) + (1- t)t/1 o rp(d) 

(d) Sean c,d E (a,b), t E (O, l) y rp tales que logrp es convexa en (a,b), entonces: 

log rp(tc + (1 - t)d) $ t log rp(c} + (1 - t) log rp(d} 

entonces: 

ip(tc + (1-t}d) $ exp[tlogrp(c} + (1- t) logrp(d}] 

= [rp(c)]t[rp(d)J(l-t). 

Y como In media geométrica es menor que la media BJ"itmética, [rp(c)J'[rp(d)j(1- 1l .$ 
trp(c) + (1- t)rp(d), de donde: 

rp(tc + (1 - t)d} $ trp(c) + (1 - t)rp(d). 

(e) Como D+ 1,.,(a) < <p(:r)-ip(o) < <e(vh>(:r) < tp(bl-<e(v) < n-rp(b) Va < X < 
y - z-o - v-z - -11 -

!I < b. Sea M = max{ID+rp(a)j, ¡D-rp(b)I}. Entonces: -M $ -¡D+rp(a)I $ 
D+rp(a) $ füJ:::!Czl $ D-cp(b) $ ¡n-(b)I $ M. Va < x < y < b. Por lo que: 

j 'P{llJ:::~(:r) j $ M. Entonces: tp E Lip1 ([a, b]). O 

3.9 OBSERVACIÓN. 

(a) En el caso (c) del lema 3.8, no basta con que t/1 sea convexa, debe ser además 
no decreciente, v.gr. si t/J(x) = -x y rp(x) = x2

, t/1 o rp(x) = -x2 on es convexa, aún 
cuando t/1 y rp(x) lo son, pues t/1 es decreciente. 

(b) Para ver que el recíproco del caso (d} del lema 3.8 considérese rp(x) = x2 , 

la cual es convexa y sin embargo log rp(x) = 2 log(x) no lo es. 

A continuación se proporcionarán dos pruebas de la desigualdad de Jensen. La 
primera apela al teorema de Tnylor y requiere que la función convexa posca segunda 
derivada positiva. La segunda prueba no requiere más que el hecho de que la función 
en cuestión se convexa. A pesar de que la segunda prueba es más general, no da 
condiciones exactas para la igualdad, cosa que la primera si, por eso resulta ser útil. 

3.10 TEOREMA (DESIGUALDAD DE JENSEN, PRIMERA VERSIÓN). Sean 
a.,{3 E R, (X,81 11) un espacio de probabilidad, f: X-+ R tal que a< f(x) < f3 



10 Convexidad 

{c.d. re!. 11) y rp : (a,{J) _. R tal que rp"(t) > O Vt E (a,,8) y f ip o f dv < +oo. 
Entonces 

'P (/ f dv) $ J rp(f) dv 

con igualdad ssi f := 0 (0 E R). 

DEMOSTRACIÓN. N6tcsc que J ip(I) dv tiene sentido pues ip es continua 
(entonces es Borel-medible) y fes medible. 

CASO A. (f f dv < +oo) 

En tal caso /(z} < too (c.d. rel. 11). 

Sea J = f f dv < too, entonces a < J < ,8. Sea x E X tal que /(x) < +oo. 
Aplicando el desarrollo de Taylor, hn.st& el segundo término, a rp alrededor de J. se 
tiene que: 

1 
ip(/(x)) = ip(J) + (f(x) - J)rp'(J) + 2(f(x) - J)2cp"(µ) 

con µ.entre /(:i:) y J y por lo tanto a< µ < ,8. Integrll.Jldo axnboa lados resulta: 

J rp(f) = 'P (! f d11) + i1e"(µ) J (f(x) - J)2 dv 

y as{ que frp(/) dv ~ rp(f f dv) con igualdad ssi ip"(µ) f(f(x) - J)2 dv ==O, pero 
ip11(µ) >O puesµ E (a,,8). Por lo tanto la igualdad ocurre ssi f =J. 

CASO B. (f f dv = +oo) 

Sea. f n = f 11 n, entonces por el caso anterior 

<p (/ /n dv) ~ f 'P(/n) dv. (3.6) 

Por el Lema. 3.7 le es monótona. en una vecindad de +oc por lo tanto a partir de una 
NEN, sin~ N entonces Fn = 'P(/n) es una sucesión monótona.. Si es monótona 
creciente por el T.C.M.: 

lim f Fn dv = f lim Fn dv. 
n-.oo n-+oo 
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Si es monótona decreciente, como 1p(/) $ Fn $ FN y 1p(f), FN E f. 11 se sigue del 
T.C.D.L. que: 

lim /Fndv=/ lim Fndv, 
n-+oo n .... oo 

i.e 

lim /\O(/n)dv=/ lim \O(/n)dv=/tp(/}dv<+oo. 
"-+oo n-+oo 

Por el T.C.M. y que \O es finalmente monótona \O(+oo) = lim \O(z) existe siendo 

o•no finito. Puando al lfmite en (3.6) resulta que: 

'P( +oo) =\O(/ f dv) $ J IO(/) < +oo. 

Ahora se demostrará el caso de la igualdad. 

(<=) Supóngase que f = C. Entonces 3E E S con v(X - E) = O tal que 
/(z} = C Yx E E, entonces: \O (J f dv) =\O (JE f dv) = \O(c) = f8 cp(f) dv. 

( =>) Suóngase que 

10(+oo) =\O(/ f dv) = J <p(f) dv, 

por lo que f(\O(+oo) - cp(/)) dv = O como \O es finalmente monótona, entonces 
\O(+oo) - ip(f) es no negativa o no positiva Yz E X, con lo cual ip(+oo) = cp(f). 

CASO C. (f /dv= -oo) 

Se demuestra de manera análoga al caso anterior. D 

3.11 DISCUSIÓN. En el teorema anterior no es posible que J / dv no exista 
y que J ip(/) dv < +oo. En efecto, supongamos que J \O(/) dv < +oo y que J f dv 
no existe. Esto último implica que J ¡+ dv = +oo, entonces: 

l cp(f) dv < +oo 'v'A E S. (3.7) 
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Por el lema 3.6 3m :/:O, n E R tal que rp(x) ;:: mx + n. Sup6ngase que m > O, 
entonces: 

r rp(f) d11 = r rp(I+> d11 
J {/(s)>O} J {!+ (z)>O} 

;:: m f ¡+ d11+n·11({/+(x) >O}). 
1{/+(s:)>O} 

Pero Í{l+(s:)>O} ¡+ d11 = +oo. .·. f{l(s)>O) rp(/) d11 = +oo, lo que contradice a 

(3.7). Análogam-:nte si m <O. O 
Si tomamos rp(t) = - log t entonces exp (f log /) $ J f d11, i.e. 11/llo $ 11/lli y 

para rp(t) = t log t (rp"(t) > O Vt >O) resulta que V f;:: O 

JI d [í flog/ d11] 
ll$exp ffd11 (3.8) 

con igualdad ssi f = O. 

3.12 TEOREMA (DESIGUALDAD DE JENSEN, SEGUNDA VERSIÓN). Sean 
tp convexa (X,S,11) un espacio de probabilidad y f E .C 1 (11), entonces: 

/ rp(I) d11 ;:: 'P (! ¡ d11) 

DEMOSTRACIÓN. Sea xo fija, sea,\ E [D-<p(x0),D+<p(x0)] entonces ip(x) ~ 
\O(xo) + ,\(x - xo), \:/x E R 

Si M = f f d11 y,\ E [D-ip(M),D+<p(M)] tenemos: <p(I) ~ rp(f f d11) + ,\(1-

J f d11) e integrando se obtiene que f tp(/) ;:::: ip(f f d11). O · 
Para la desigualdad de Jensen en su forma general no hay condiciones para la 

igualdad, como lo ilustra el siguiente ejemplo: 

3.13 EJEMPLO. Sean X = R, S = Bff, 11 = ,\ (la medida de Lebesgue) y 
ip(x) = lx!- Sea f E M+(X, S), entonces J f d>. ;:: O, entonces: 'P(Í f d,\) = J f d,\ = 
J ip(f) d,\ y sin embargo f puede bien no ser una funci6n constante (c.d. re!. ,\). 

A continuaci6n estableceremos condiciones necesarias y suficienti:s para que una 
función sea convexa. 
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3.14 LEMA. Sea. tp : (a, b) -+ R, continua. Entonces 'P es convexa ssi no 
existen a,{J E R tales que ip(x) +ax+ P tenga un máximo relativo propio2 en el 
interior de (a,b). 

DEMOSTRACIÓN. ( =?) Supóngase que tp convexa, como la suma de convexas 
es convexa, entonces t/J(:z;, a,/3) = rp(x) +ax+P es convexa Va,/J fijas. Supongamos 
que 3a, /3 tales que t/J(:z;, a, P) tiene un máximo relativo propio en el interior de (a, b), 
entonces 3a <a'< b' <by xo E (a',b'), tal que tfl(x0 ) > t{l(:z;) V:z; E !a',b'J- {x0}. 

Por lo que 
t/l(xo) - t/J(a') l/J(b') - t/I( a') -----> . 

xo - a' b' - a' 
Lo que contradice la convexidad de !/J. 

( <=) Supóngase que rp no es convexa, entonces 3x0 y a 5 a' < b' 5 b tal que 
rp(xo) > l(x0 ), con l la ecuación de la recta que une (a',rp(a')) con (b',ip(b')). Por 
continuidad 3(a1,bi) C (a',b') tal que xo E (ai,b1), (ip - l)(:i:) >O Vx E {ai,b1) y 
tal que ip(a1) = rp(b1) =O. Como rp - les continua, entonces alcanza su máximo 
en [a11 b1] y como rp-l >O en (ai,bi) y rp(a1) = ip(b1) =O, entonces ip-l alcanza 

su máximo en (a1t b1). O 
La condición de que tp sea continua es necesaria como se verá posteriormente 

en la observación 3.24. 

3.15 COROLARIO. Una condición necesaria y suficiente para que una función 
ip(x) continua sea convexa en (a,b) es que D2rp(x)?: O en dicho intervalo. 

DEMOSTRACIÓN. (==>)Sean :z; E (a,b) y h >O tal que (x-h,x+h) C (a,b). 
Entonces ip(:z; +h) +ip(x-h) - 2rp(x) = {ip(x +h) -ip(x)}- {ip(x)-ip(x-h)}?: O, 
pues tp es convexa. Entonces D2tp(x) > O. 

( {::) 

CASO A. (D2tp >O en (a,b)) 

Si rp no es convexa, entonces ,P(x) = ip(x) + aox +Po tiene un máximo relativo 
propio en xo E (a, b), para ciertas ao, /lo. Por lo que: 

t/¡(xo + h) + ,P(x0 - h) - 2t/¡(x0) == ip(x0 + h) + rp(xo - h) - 2ip(xo) <O 

2Se entiende por mwmo relativo propio de "'· un punto zo tal que 3V(zo) e (a, b) w que 
ip(zo) > ip(z) Vz E V(zo) - {zo}. 
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de donde: 

Lo que contradice las hipótesis. 

CASO D. (D2 ~O en (a,b) 

Considérense a las funciones 'Pn(x) = ip(x)+ "':. Entonces D 2ipn(x) = D 2ip(x)+ 

~ > O. Por el caso (1) 'Pn es convexa, entonces 'P = lim 'Pn es convexa. O 
n-+OO 

3.16 TEOREMA (CARACTERIZACIÓN INTEGRAL PARA LAS FUNCIONES CON-

VEXAS). Una condición necesaria y suficiente para que 'P sea convexa en (a,b) 
es que: 

l /.z+h 
ip(x) $ 2h z-h ip(t) dt (3.8) 

siempre que a $ x - h < :z: < x + h ~ b. 

(~) Sup6ngase que <pes convexa, entonces ip(x) ~ 'f'{z+h)~¡o(z-h), por lo que: 

!h i¡h 
2hip(x) = 2h -h ip(x) dt $ 2 -h ip(x + t) + ip(x - t) dt 

= ~ [l: ip(x + t) dt + 1_: ip(x - t) dt] 

1 [f."'+h f."'-h ] - ip(u) du - ip(u) du 
2 :r.-h z+h 

1
:r.+h 

= ip(u) du. 
:-h 

( <=) Supóngase que <p satisface (3.8), sea !/i(x) = ip(x) +ax+ ,8 y supónga.se que 
xo es un máximo relativo propio de iJi. Note que Vi también satisface (3.8) en xo, de 
donde 3h suficientemente pequeña tal que !/i(xo) > i/i(x) 'v'O < lz - zol <h. Por lo 
que J:.•~¡ iJi(t) dt < 2ht/i(x0), lo cual contradice el hecho de que t/l también satisfaga 
(3.8). Por lo tanto no existen a,/3 tales que t/J(x) tenga un máximo relativo propio, 

por lo que <p es convexa. O 
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3.17 TEOREMA (REPRESENTACIÓN INTEGRAL DE LAS FUNCIONES CON-

VEXAS). Sea f: (a,b)-+ Runa funci6n. fes convexa ssi es la integral de una 
función no decreciente. 

DEMOSTRACIÓN. ( *) Si f es convexa, entonces por el teorema 3.8 inciso 
(e): f(z+hl-f(z) está. uniformemente acotado para x,:z: + h E [a',b'] ~ (a,b), de 

donde fes absolutamente continua en [a',b'j. Por lo que f(x) =/(a')+ f:. f'(t) dt 
en [a',b'J 3.Sea an =a+ l/n y :z: E [a,bJ fija, entonces 3N >O tal que sin~ N, 
entonces X > an .. Si In = [an, xJ, entonces /(:z:) = f (an) + r f'(t) dt. Pasando al 

a~ 

límite, puesto que f es continua f(:z:) = J(a) + f: f'(t) dt . 

(<=) Sean cp una funci6n no decreciente en (a, b) y e E (a, b) y f(:z:) = /(e)+ . 
fe"' cp(t) dt. Sea (a', b') un subintervalo de (a, b). Sea x E (a', b'), entonces: 

b' b1 

f., cp(t) dt > J, cp(x) dt 
~b'---:z:- - b1 - X 

= cp(x) = f0~ ip(:z:) dt ~ f:. cp(t) dt 
:z:-a' x-a' 

Por lo que: 

(ib' cp(t) dt + l~ cp(t) dt) (:z: - a') ~ (l~ cp(t) dt) [(:z: - a') + (b' - :z:)]. 

O bien: 

1 ¡b' 1 i" -- ip(t) dt ~ -- cp(t) dt 
b' - a' a' :z: - a' a' 

i.e.: 
f(b') - /{a') > f (x) - f(a') 

b' - a' - :z: - a' ' 

es decir f es convexa. D 

3 Ver !Rol. 
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s.2 Convexidad de Punto Medio 

En esta secci6n se estudiarán brevemente una clase más general de funciones que 
la clase de IM funciones convexas, y son las llamadas funciones convexas de punto 
medio. Desde la dcfinici6n puede apreciru·se que dicha clase de funciones está rela
cionada con las funciones convexas. No obstante dada una bnsc de llame! de R como 
espacio vectorial sobre Q (i.e. asumiendo el axioma de elecci6n), puede construirse 
una funci6n que sea convexa de punto medio pero no convexa. Sin embargo basta 
que una funci6n convexa de punto medio sea continua o acotada en algún intervalo 
o aún acotada en algún conjunto de medida positiva o que sea Lebcsgue-mcdible 
para que sea convex.a. 

Por lo pronto se establece la siguiente definici6n: 

3.18 DEFINICIÓN. 
medio si 't/x,y E (a,b): 

Sea ip : (a, b) -+ R, se dice que ip es convexa de punto 

(X+") < ip(.x) + 'P(!J) • 
'P 2 - 2 

3.19 TEOREMA. Sea cp: (a,b)-+ Runa funci6n convexa de punto medio y 
continua en (a,b), entonces 'Pes convexa. 

DEMOSTRACIÓN. Sin= 2m (m EN), puede mostrarse por inducci6n que 

(
:Z:1 + • · • + Xn) tp(xi) + '' · + cp(xn) 

'P :5 . 
n n 

(3.9) 

Para el caso en que n no es potencia de dos sean M = "' +·~+zo , m el mínimo 
·entero de la forma 2A: tal que n :5 m. Definimos y¡, con i = 1, ... , m como sigue 
!/i = :z:¡ con Vi :5 n y !Ji= M 'Vi> n, entonces por la desigualdad (3.9): 

ip(M) = 'P ( nM + (:- n)M) = cp (y¡+·~+ Ym) 

:5 'P(!/1) + · · · + 'P(Yrn) 
m 

= tp(x¡) + • · · + ip(:z:n) + (m - n)tp(M) 
m 

y despejando a ip(M): 
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(3.10) 

Sean q¡, q2 E Q+ tales que q¡ + q2 = 1, supóngase que q1 = mi y q2 = !!lJ., con 
n n 

m1 1 m2 1 n E z+ y n =f. O, entonces m1 + m2 = n por la desigualdad anterior: 

( (
m1x1 + m2:t2) rp q¡X¡ + q1:t2) = rp n 

< m1rp(x1) + m2rp(x2) 
n 

= q¡rp(x1) + q1rp(x2) 

Sean a,{3 E R+ tales que a+ f3 = 1 y (an). (bn) tales queª" -ta, bn-> {J (n -t 
oo), ª"' bn E Q+, entonces ip(an:t1 + bnx2) ~ anrp(:z:i) + bncp(:z:2). Por continuidad: 

Por lo tanto rp es convexa. D 

3.20 OBSERVACIÓN. Si rp: (a,b) _. R, se puede ver del teorema anterior 
que basta con el hecho de que rp sea convexa de punto medio, para que satisfaga la 
siguiente desigualdad: 

con p,q E Q+ tales que p + q = 1 y :z:1,:z:2 E (a,b). 

3.21 LEMA. Sea tp: (a,b)-> R convexa de punto medio y acotada en algún 
intervalo I ~ (a, b). Entonces rp es continua en todo el intervalo (a, b). 

DEMOSTRACIÓN. 

Primera Parte (rp es acotada en todo intervalo abierto interior de (a,b). 
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Supóngase que I = (e, d) y que Mes una. cota. para rp en J. Sea a< a1 < c. Se 
demostrará. que rp es acotada. en (a1,c). 

Sea x E (a1,c), por la propiedad Arquimedia1111. 3m EN tal que 

x-a1 <m(d-c), {S.11} 

y por la misma raz6n 3n1 EN tal que n1 ("-;:•}>e - a 1• Sean el mínimo de tales 
n1• Por construcci6n 

n 
-(x-a1) >e-a¡, 
m 

(3.12} 

Obviamente n > m pues: x - a 1 <e - a1, ademá.s por ser n el primer natural con 
tal propiedad entonces "~ 1 (x - ai) $ e - a1 y por {3.11) 

n 1 n -1 
-(x - a¡)= -(:z: - a1) + --(:z: - a1) < (d - e)+ (e - a¡)= d- a1. {3.13) 
m m m 

Por (3.12) y {3.13) e < a1 + ~(:z: - a¡) < d. Sea e = a1 + ~(:z: - a1} E I, 
entonces: 

rp(:z:) ="' (me+<:- m)a1) 

m n-m m n-m 
:S -cp(€) + --rp(a1) $ -M + --rp{a1} 

n n n n 
:S max{M,rp{a1}}. 

Por lo tanto rp es acotada. en (a1,c) Va 1 E (a,c). Análogamente se demuestra que 
'{)es acotada en (c,b1} Vb1 E (d,b). Lo cual implica que ip es'acotada en todo 
subintervalo abierto interior de (a,b). · · 

Segunda Parte { '{) es continua en (a, b)). 

Sea :z: E (a, b). entonces existe un intervalo I interior a (a, b) tal que :z: E I, por 
la Primera Parte 3M > O cota de tp en I. Sean n, m EN n > m y'{):/- O con lól lo 
suficientemente pequeño para que :z: + n6 E I. Entonces: 

( 6) (
m(:z: + n6) + (n - m):z:) 

'P :z:+m =rp n 
m n-m 

:S -rp(:z: + n6) + --rp(:z:) 
n n 

o bien 

'P(x + n6) - rp(:z:) > rp(:z: + m6) - '{)(x) 
n - m 

S.1') 
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reemplazando 6 por -6 en (3.14) y multiplicando por -1: 

ip(:c) - ip(x - m6) > ip{:c) - cp(x - n6) 
m - n 

además por convexidad de ip: 

ip(x + m6) - ip(:c) > ip(:c) - cp(x - m6) 
m6 - m6 

por (3.14), (3.15) y (3.16) con m = 1 resulta que: 

(3.15) 

(3.16) 

ip(x + n6) - cp(x) ?: ip(x + 6) _ cp(x) ?: cp(:c) _ ip(x _ 6) ?: ip(:c) - ip(x - n6) 
1 n n 

y da.do que ip(y) :S M 'Vy E I, entonces: 

M - r,o(x) ?: r,o(x + 6) - ip(x) ?: ip(x) - r,o(x - 6) ?: ip(:c) - M. 
n n 

Sea & > O, entonces 3n E N tal que M-.f(z) < & y 3p > O tal que si 161 < p, 

entonces x ± n6 E I. De donde lcp(:c + 6) - ip(:c)I < M-:(z) < &. Por lo tanto & es 

continua en x. O 

3.22 OBSERVACIÓN. Si una función rp: (a,b) -+Res convexa de punto 
medio y es discontinua, entonces es no acotada en todo subintervalo de (a,b). Más 
aún ni siquiera es acotada en algún conjunto de medida positiva contenido en (a, b). 
Pues de lo contrario lo sería en algún conjunto abierto de medida. positiva, en virtud 
del teorema de Steinhauss. 

3.23 TEOREMA. Sea r,o : (a, b) -+ R convexa de punto medio y Lebesgue-
. medible, entonces ip es convexa (y por lo tanto continua) 

DEMOSTRACIÓN. Sean A > O, T : (-A,A) -+ (a,b) una transformación 
afin. g = fo T: (-A, A) -+ R, es convexa de punto medio, pues si T(x) =ax+ {J, 
a, fJ E R, entonces 'V:c, y E (-A, A): 

g ( x ; y) = f (a ( x ; y) + fJ) = f ( ax + fJ ; ay + fJ) 
< /(ax+ /J) + f(ay + /J) = g(x) + g(y). 
- 2 2 
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Además ges Lebcsgue-medible, pues la. u-álgebra de Lebesgue-medibles es invariante 
bajo transformaciones a.fines. Por lo que 3E medible contenido en (-A,.A.) con 
v(E) > O, E = -E (simétrico) y tal que g es a.cotada en E. (v.gr.: Sea Fn = 
{x E (-.A.,A) : lg(x)I ~ n} (n EN), entonces 3n1 tal que v(Fn,) > O. Como 
-Fn, = {-x: x E Fn,}. tiene medida positiva 3n2 tal que {x E (-Fn,): lg(x)I ~ 
n2} = E1 tiene medida positiva. Entonces E = (Ei) U (-Ei) satisface los requisitos 
Y lg(x)I ~ max{ni,n2} en E). 

Por el teorema de H. Steinhauss (ver [GG] (77)) 36 > O tal que (-26, 26) e 
E-E=E+E. 

Sea t E (-c5, ó) arbitraria, entonces 3c:, e' E E tales que t = ~ = 4j-. Así pues 
por la convexidad de punto medio tenemos: 

y por el lema anterior ges continua en (-A, A), por lo tanto ges convexa en (-A,~ 

y tp es convexa en (a, b). LJ 
Los teoremas anteriores prueban que una funci6n convexa de punto medio que 

no sea. convexa. (continua.) es extremadamente irregular. Otrll.B demostraciones de 
este hecho vienen en [BlJ, [Sil] y [Si2J. 

Para construir algunos ejemplos apelamos a la existencia de una base de Hamel 
B de R sobre Q (i.e. asumimos el lema de Zom). Como Bes no-numerable, B tiene 
al menos un punto de a.cumulaci6n x0 • Sea (bn) una sucesi6n de elementos en B 
tales que bn -+ xo. Definimos f : B -+ R poniendo: 

f (b) = { n, s~ b = bn; 
1, Sl b ;/= bn. 

y extendemos linealmente a f sobre todo R. La funci6n as( obtenida resulta ser 
aditiva y en consecuencia convexa de punto medio, pero obviamente es discontinua 
en xo. 

3.24 OBSERVACIÓN. En el lema 3.14 es necesario que tp sea continua, pues 
bien puede tenerse que !Ja., {3 E R tales que tp(x) + a.x + {3 tenga un máximo relativo 
propio, y sin embargo no sea convexa. T6mese por ejemplo, como tp la f que se 
acaba de construir con la base de Hamel de R en Q. Claramente para dicha funci6n 
no existen a, {3 tales que cp(x) +ax+ {3 tiene un máximo relativo propio, pero tp 

no es continua y por tanto no es convexa. 



CAPITULO IV 

Espacios de Birnbaum-Orlicz 

A continuación se estudiará una generalización de los espacios Cp, que son los 
llamados espacios de Birnbaum-Orlicz f.~. Se definirá una norma en tales espa
cios y se generalizarán algun11B desigualdades importantes (como e.9 el caso de la 
desigualdad de HOider). 

La mayoría de los resultados que se enuncian en este capítulo dependen de la 
desigualdad de Young, as( es que n continuación proporcionamos una demostración 
de tal desigualdad. 

4.1 DEFINICIÓN (COMPLEMENTARIAS EN EL SENTIDO DE YOUNG). Sea 
rp : [O, aJ -+Runa función continua y creciente tal que lim rp(x) = +oo y rp(O) =O. 

%-+00 

Sea t/J su inversa. Las funciones ~. '1f definidas por r!l(u) = g cp(t) dt y w(u) = 
J; tfi(t) dt se llaman complementari811 en el 1entido de Young. 

Necesitaremos el siguiente resultado cuya prueba bien conocida omitiremos1. 

4.2 LEMA. 

Sean 
Sea rp: [O,a]-+ Runa función continua y creciente. t/J = rp-1• 

E1 = {(x,y): y> rp(x)} 
E2 = {(x, y) : t/J(y) < x} 
E3 = {(:r,y): rp(x) =y}. 

Entonces E, es Lebesgue-medible i = 1,2, 3, A(E3) = O y [O, a] X [O, cp(a)] = 
E1 U E2 U E3 (unión ajena). 

lver !Zaj. 

81 
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El teorema que viene a continuación demuestra la desigualdad de Young, in
dispensable para el estudio de los espacios de Bimba.um-Orlicz y que tiene una 
interpretación geomátrica muy clara, la cual se ilustra en la figura 4.1. 

Figura 4.1 Ilustración de la Desigualdad de Young ab ~ ~(a + '1i(b). Nótese que la 
misma figura muestra la necesidad de que b = 1?(0) para que se de la igualdad. 

4.3 TEOREMA (DESIGUALDAD DE YOUNG). 
mentarías en el sentido de Young, entonces: 

ab::; ~(a)+ '1t(b). 

Va,b ~O, con igualdad ssi b = rp(a). 

Sean ~(u), lll(u) comple-

DEMOSTRACIÓN. Sea D = [O, aj x [O, b], por el lema anterior (lema 4.2): 
ab = >.(D n Ei) + >.(D n El) = J D f(u, v) du dv + J D g(u, v) dudv, con /(u,v) = 
XE, (u, v) y g(u, v) = XE, (u, v), por el teorema de Fubini2: 

fv J(u, v) du dv = { 1m(u) du dv, 

con m(u) = min{b,rp(u)}. Entonces 

fvf(u,v)dudv::; foª forp{u) dudv= foªrp(u)du=rp(a), 

2Ver [Ball 
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con igualdad ssi b ~ cp(a). 

De la misma manera: 

l g(u,u) dudu S !J¡(b), 

con igualdad ssi !J¡(b) S a. 

Entonces: 
ab S <I?(a) + i¡i(b), 

con igualdad ssi b = <p(a). o 
4.4 DEFINICIÓN. Sea I!>, 11' complementarias en el sentido de Young. Sea 

(X, S, µ) un espacio de medida u-finito y sea 

.et={/ E M+(x,s): <I? o f E .C1{X,S,µ)}. 

Vale la pena hacer notar que .Cb no es un espacio vectorial, pues bien puede '' 

tenerse que f E .el y sin embargo 2f '/. .el debido a que <I? aumente muy rápido. 
Para esto veamos el siguiente: 

4.5 EJEMPLO. Sean X= (O, 1), rp(u) = eu - 1 y J(t) = log ( ~). 

(i) f E ..et. <I?(z) = g(eu - l)du = ez - x -1, entonces f~ <I1 o f(t)dt = ! 

(ii) 2/ <t .et. 2/ = log (f ), <I1 o f(t) = f + logt -1<t.C1(0,1). 

4.6 DEFINICIÓN. Sean <I?, 11' complementarias en el srntido de Young y sea 
.e~ el conjunto de las funciones f : X -+ R, S-medibles tales que: 

llJll~ = sup{ll/ 9111 : g E .el, L 11' o g dµ S 1} 

es finito 
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t.• es la generalización de los espacios .Cp que anunciamos. Y como en el caso 
clásico, funciones medibles que sean esencialmente iguales se considerarán como 
idénticas. 

El siguiente teorema prueba que .el e .c., y que .c. es un espacio vectorial 
normado, cuya norma es 1111• de la definición 4.6. A dichos espacios se les conoce 
con el nombre de eepnclos de Birnbaum-Orllcz. · 

4.7 TEOREMA. Sean (X,S,11) un espacio de medida 11-flnito¡ t, 1l/ comple-

mentarias en el sentido de Young y .et como en la definición 4.4. y .c. como en 
4.6. Entonces: 

(a) .et e c •. 
(b) .c. es un espacio vectorial sobre R. 

(c) 11 11• es una norma, en t.., (identificando f con g si f = g) 

(d) (.C•, 1111•) es de Banach 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Sea f E .el, entonces J ~o f dµ < +oo. Por la desigualdad de Young: 

f g $to f + "il o g, 

por lo que: 

llfglli $ f tofdµ+ f "ilogdµ 

$ j ~ o f dµ + 1 < +oo 

Vg E .el tal que J 1l/ o g dµ $ l. Por lo tanto: 

11111• $ j to f dµ + 1 < +oo. 

(b) Para ver que f.• es un espacio vectorial, basta probar que Va E R y V /11 '2 E· 
f.t se tiene que fi + afi E f.t. En efecto: 

11(11 + a/2)glli $ llfiglli + lalll'2glli 
$ ll/ill• + lalll/211• < +oo 

• 
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por lo tanto 

(e) 1111• es una norma. 

(i) 11111• ~O y 11/11• =O, si f =O son consccucncins inmediatas de la definici6n de 
1111 •• 
Sup6ngase que µ(X) < +oo y que 11/ll• =O. Como iTI es continua. y mon6tona 
creciente, 3e E (0,+oo) tal que '11(e) $ µ{~)· Sea. g(x) =e Vx E X, entonces 

J x '11 o g dµ ,:, J x lll(c) dµ $ 1, de donde g E .et. Como 11/llt = O, entonces 
O :5 ll/ull1 :511/ll• =O, por lo que f g =O. Por lo que se concluye que f =O. 

{ii) Pe.re. el caso general, sea X = Ui:1 X¡, con µ(X¡) < +oo. Por el caso finito · 
aplicado a /¡ = f · Xx, se concluye que /¡ = O Vi, por lo que f = O. 

(iii) lla/11• = lalll/ll• es inmediato. 

(iv) Falta por comprobar la desigualdad del triángulo. 

ll!i + '211• = sup{il(/1 + h)gll1 : L íl! o g dµ $ l} 

$ sup{ilfiglli + ll'29lli : L 11' 0 g dµ $ l} 

:5 sup{llfigll1 : L 11' o g dµ $ l} + sup{ll/,glli : L íl! o g dµ $ 1} 

= 11'111· + 11'211• 

(d) Sea (/n) una sucesi6n de Cauchy en f,.,. Sea e> O, entonces 3N = N(e) >O 
tal que si n,m > N, entonces 11/m - /nll• <e. De donde 

L lfm - /nllYI dµ <e 

Vg tal que Pg $1 y m,n > N (con p9 (X) = Íx 11' ogdµ). 

Afirmaci6n: Existe una subsucesi6n Un.) y f tales que In. -+ f (c.d. re!. µ). 

Comoµ es a-finita, escribimos X = U~1 X1: (uni6n ajena.), con µ(X1:) < +oo 
V/e. 
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A continuación hall&II1011 e¡, E (O, +oo) tal que c11µ(XA:) $ 1. Sea g¡, = c1ixx •• 
entonces f i¡r o 19111 dµ $l. Si k = 1 tenemos: 

11(/n -/m)Xx,111 :5 .!_ll/n -f ... 11•• 
C1 

entonces (fnXx,):'.: 1 es de Cauchy en .C1(P) y por la completez de .C1(µ) y el teo

rema de Riesz3 existe unasubsucesi6n (f!.1>) de (/nXx,) y ¡11> E .C1 con ¡<1>(:z:) =O 
V:z: í/. X1 tal que 1!.1>xx, -+ ¡<1> (c.d. rel. µ) y en .C1. 

Como 11(1!.'1 .- 1!!»xx1 lli $ i;ll/!.1> - 1!:111 •• entonces (f,P>xx,):"=1 es de 

Cauchy en .C 1 existe una subsucesi6n (f!.2» y /121 E .C 2 y /12l(x) =O V:z: '/. X2 tal 

que ¡!.2>xx1 -+ /!2> (c.d. rel. µ)y en .C1. 

Procediendo de este modo y usando el método diagonal de Cantor (!!."') es . 

una 1ubeucesi6n de Un) tal que !Áklxx. --+ /(") (c.d. rel. µ.) y en .C1 Vk E N. 
Sea f = ¿:,1 /(

11). entonces Vn > m suficientemente grande se tendrá: j > 
J l/Á") - tl"'>llgl dµ Vg con J '1i' o lgl dµ :5 1. Y por el lema de Fatou (ver !Ba2]) 

e> i ~ J 11- tl"'lllgl dµ. Así 11/ - /mll• < f:1 si mes suficientemente grande. Por 
1 He o 

lo tanto /" ----+ /. 

El siguiente resultado aclara la relación entre .el y .c •. 

4.8 TEOREt.IA. f E .c. ssi 3a > O tal que a/ E .el 
DEMOSTRACIÓN. 

(<=:) Supóngase que 3a > O tal que a/ E .et, entonces por el teorema 4.7 (a) 
af E .c •. Como .c. es un espacio vectorial, entonces f E .Ct Y 11111• = ~lla/11• < 
+oo. 

(=>) Supóngase que f E .c •• 

(i) Si 11111• =O, entonces f = O, entonces f E .et ( t(O) =O). 

{ii) Si llfll• :/=O, sea a=*-· P.D. f lb (&) dµ $ 1. 

ªTeorema de Rie11-Weyl1 ver IBal}. 
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Primero estableceremos las siguientes relaciones: 

11 fgdµI $ lllll•max{l,p11 (X)}. (4.1) 

(con p11 (X) == fx 'Il o lgl dµ). La primera desigualdad se sigue de la definición 
de 11 11•· Supóngase que p11 > 1, como 'Il es convexa, por ser la integral de 
una función creciente, ver 3.17 y 'It(O) =O, entonces W(lgl/p11) $ 'It(lgl)/p11 • De 
donde: 

l 'Il (:;) dµ $1 'Il~:ll dµ = 1, 

por la primera desigualdad. De donde: 

Entonces IJ fgdµI ~ llfll•P11· 

CASO A. {/está acotada y µ(X) < +oo) 

Sea. g = rp(l/l/11/ll•)· Como fes acotada y rp es creciente, entonces ges acota.da. 
y dado que µ(X) < +oo, entonces O < p11 < +oo. Por Ja desigualdad (4.1) y el caso 
de la igualdad en la desigualdad de Young (teorema. 4.3) 

+oo > p~ ~ 1111h1. gdµI 

-¡ [ 111 ] = ~ 11/ll• dµ. +Pu 

> max {! ~ [
11
1ii.J dµ,p 11 } 

con p~ = mo.x{p11 , 1}, entonces p11 < p~, por lo que p~ =l. De donde 

CASO B. (Caso general) 

Sea 
X= Ü Xn (unión creciente), 

n=l 
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con µ(Xn) <too y /n = ((! /1 n) V -n)Xx,.. Entonces por el caso (1) 

/ t(l/nl/11/nll•) dµ $; 1, 

como 11/ nll• $ 11/11• y tes creciente, se tiene: 

Usando el T .O.M. y dado que t es continua se concluye que: 

/ t(l/l/11111•) dµ $ 1. o 
Si se imponen restricciones a la velocidad de crecimiento de t, se obtienen 

resultados como el siguiente: 

4.9 TEOREMA. Si 3M >O tal que t(2u) $ Mt(u) para u~ O, entonces 

.et =e •. Lo mismo sucede si tan sólo 3u0 >O tal que t(2u) $ Mt(u) Vu ~ uo > O 
y µ(X)< too. 

DEMOSTRACIÓN. 

CASO A. (t(2u) $ Mt(u)) 

Entonces t(22u) $ Ml(2u) $ M2t(u), y de manera inductiva t(2Pu) $ 
MPt(u) para todo p EN. 

Y como .et ~ .c. (teorema 4.7), basta probar que .c. ~ et. Sea/ e .c. arbi

traria, si 11111· = O, entonces I = o y f e et. Supóngase que 11111. > O, entonces 

f/llfll• E .et (teorema (.8). Sea p E z+ tal que llfll• $ 2P. Como tes creciente 

t(l/I) $ t ( fl7lf.) $ MPt ( uW;). Entonces: f to l/I dµ :5 MP f t ( nW;) dµ < 
+oo. 

CASO B. (t(2u) $ Mll(u) Vu ~ u0 >O y µ(X) < too) 
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Sean E= {:z:: l/(:z:)l/11/llt < uo} y sean p EN tal que 11/llt $ 2P, entonces: 

fx t(l/I) dµ $ fx <li (11~{t) dµ = l 4Í (11~ifJ dµ + l-E 4Í C12:{J dµ 

$ <li(2Puo)µ(E) + MP < +oo. 

Pues t ( uiíf.) $ MP<li ( rrk.-), entonces: 

l-E <li (11~(J dµ $ AfP l <li (11/i1J dµ $ AfP. 

Por lo tanto f E .el. o 
4.10 OBSERVACIÓN. Obsérvese que en el teorema anterior puede usarse 

cualquier a> 1 lljo en lugar de la constante 2, i.e. basta con que t(au) $ MII>(u) 
para a > 1 y M > O. O bien, Vu ~ O t(au) $ Mt(u) para a > 1, M > O y 
Vu ~ uo > O si µ(X) < +oo. 

4.11 DEFINICIÓN. Sea (X,S,µ) un espacio de medida. Se dice que Ses 
µ-separable si existe una subcolección S1 de elementos de S (81 e S) tales que: 

(a) 81 es numera.ble. 

(b) VF ES con µ(F) < +oo y 'Vf: > O 3E E S1 tal que µ(E 6 F) < f:. 

4.12 EJEMPLO. Sean X = R, S = Lebesgue-medibles y µ = medida de 
Lebesgue, 8 1 = { uniones finitas de intervalos abiertos con extremos racionales } 
satisface los requisitos. 

4.13 LEMA. Sean (X, S, µ)un espacio de medida. y <li, '11 complementarias en 
el sentido de Young. Si 3M >O tal que <li(2u) $ MII>(u) Vu;:: O (de modo tal que 

.el = .Ct ), entonces dada f: > O 36 > O tal que si p(f) < 6, entonces llfllt < f: (con 
p(f) = J <li o l/I dµ). Más precisamente si 3p ;?: O p E N tal que p(f) ~ J,, entonces 
11/11• $ 21-P. En particular si /n E .Ct y lim p(/n) =O, entonces lim 11/nllt =O. 

n--tooo n-+co 

DEMOSTRACIÓN. 
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Si p(I) $ ,j, para p EN, entonces f t(2Pl/I) dµ $ MP f to l/I dµ = MPp(/) 5 
1. Si J 'i' o lgl dµ 5 1 por Young ee tiene que J 2PI/ 91 dµ $ J t(2Pl/I) dµ + J 'i' o 

lgl dµ .$ 2, entonces 11/11• $ 21-P. O 

4.14 TEOREMA. Sean (X, S,µ) un espacio de medida u-finito y µ-separable 
y M >O tal que \t>(2u) 5 Mt(u) Vu;::: O, entonces .Ct(X,µ) es 11eparablo1 i.e. 31 
una familia numerable de funciones en c. tal que Vt: >O y V/ e Ct 3/' =/'(e) e 1 
tal que 11/ - /'lle <t. 

DEMOSTRACIÓN. Sea /E .Ct y & > O dadas. Existe una sucesi6n de fun-
cione11 S-simples con coeficientes raclonalea (sn) tales que lsnl .$ l/I (.·. Sn E c.) y 
f(:i} = lim -'n(:i) V:i E X. En particular lsn - /I $ 21/I Y t(lsn - /1) $ 1(21/1} .$ · 

..... 00 

Ml(l/I) E .Ci, entonces por el T.C.D.L. J t(lsn - /1) dµ-+ J t(O) dµ =O. Es decir 
p(lsn -/1)-+ O, entonces por el lema 4.13 llsn - fil•__. O, de donde 3N = N(e) tal 
que Vn EN: 

& 
llan -/lit< 2· 

Fijamos no ;::: N. Si ""º = L:7=l a;XE" entonces µ(E¡) < too si a¡ i: O (ya que 

f t(sno) dµ = J L:~=l IIl(ja,l)XE, = L:~=l IIl(laal)µ(E,) < +oo). 

Sea 8 1 de la separabilidad de µ. Hallamos {D~m)) e 8 1 tal que µ(E¡ /::,. 

D~"')) -+ O (m -+ +oo), y definimos ¡:,. = L:7=i a¡X D<-> · Sea 1 la familia de 
¡ 

funciones 8 1-simples con coeficientes racionales, entonces ¡:,.. E 1 y lsn0 - ¡:,.¡ = 

IE~=10:1(XE, - X0 ¡-i)l s E7=1 ladlXE, - Xv¡"'>I = I:7=1 la¡IXE,t>Dl"'>· 

Entonces: 

k f IIl(lsn0 - J:,.I) dµ $ f ~ lll(la¡l)X816v¡-> dµ 
•=1 

le 

= E IIl(la¡l)µ(E¡ 6 v!m1) -+o (m-+ oo). 
Í=l 

Y por el lema 4.13 
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Por lo tanto 111 - 1:,.1141 < e. o 
4.15 LEMA. Sea rp: R-+ R estrictamente creciente, rp(O) =O y lim ~(z) = 

Z->00 

l < +oo. Sean t/J, <11, 'li como en la deli.nici6n 4.1. Entonces Vg E f.'fl, m; $ l (c.d. 

rel. µ) 

DEMOSTRACIÓN. Sup6ngase que !g(z)I > l1lg1l111 en E ES, µ(E)> O (s.p.g. 

puede asumirse que µ(E) < +oo) y sea f = ~éf· Como <ll(u) $ lu, entonces 

f <11 o llldµ = µ(E)<ll eµ~)) dµ $ 1 

Y f 11 ul dµ = f E 1JrkJ dµ > llgll'fl por hip6tesis, lo cual es imposible pues llglhv es el 

supremo de tales integrales. O 

4.16 TEOREMA. Si µ(X) < +oo y rp es como en el lema anterior, entonces: 

f.41 = f.1 Y l'fl = f.oo 

DEMOSTRACIÓN. (a) Veamos que f.111 = f. 00 • 

(~) Sea g E f.'f/, por el lema 4.15 ~ $ l (c.d. rel. µ),entonces: g E f. 00 • 

(2) Inversamente si g E ! 00 entonces 3p >O tal que pjg(z)I < i (c.d. re!. µ). 

Por Jo tanto I 'li o ¡pg¡dµ :5 I 'li(l/2) dµ $ µ{X)'ll(l/2} < +oo, entonces pg E et e 
t.'fl. 

(b) Veamos ahora que f. 41 = f. 1• 

(~) Sea f E f. 41 , si g E .C. 111 , entonces por el lema 4.8) 3a,,B > O tales que 
f <11 o lafl dµ < +oo y J 'li o j,Bg¡ dµ < +oo. Y por la desigualdad de Young (teorema 
4.3): 

a,B f IJ g¡ dµ $1 <11 o ja/ 1 dµ + f 'li o l.Bgl dµ < +oo, 

entonces f lf gj dµ < +oo. En particular si g(z) = ~ Vz E X, entonces g E .et pues 
J ll!(g) dv = µ(z) · 'li(l/2) < +oo, por lo que I E./!¡. 
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(2) Inversamente si f E .Ci. entonces J tl/I dµ ~ l J l/I dµ < +oo, entonces 

f E Lle .C.111. O 

4.17 OBSERVACIÓN. En la demostraci6n anterior no se us6 el hecho de que 
µ(X) < +oo para. probar que .C'fl e f.oo ni para. probar que .C 1 e f.111. Por lo que 
va.len en general. 

El teorema. que se enuncia a continuaci6n es una útil aplica.ci6n del teorema. de 
Ba.nach-Steinha.uas a. los espacios f.111. 

4.18 TEOREMA. Sea. (X, S, 11) un espacio de medida. u-finito g, 9n : X -+ R 
funciones S-medibles. Sean t, l1' complementarias en el sentido de Young, entonces: 

(a.) Si J fgdµ < +oo V/ E .C.111 entonces g E .C'fl. 

(b) Si Un(/)= J fgndµ es a.cotada V/ E f.111, entonces ll9nllw = 0(1). 

(e) Si un(/) es acota.da. V/ E .el, entonces 30 >O tal que J 'l!(Olunl) dt = 0(1). 

DEMOSTRACIÓN. 
+oo. 

Como X es a-finito X= U~1 X; con X; e X;+i y µ(X;) < 

(a.) Sea Un = [ (g /1 n) V -n] · Xxft, considera.mas la integral Un(/) = J I 9n dµ, 

como cada Un es !!.Cota.da y µ(Xn) < +oo, entonces Un E .et y por el teorema 
4.8 lun(/)I = IJ I gn dµI ~ lllll111P1(gn) con p'(gn) = max{l, J llr(lunl) dµ}. De 
donde un(/} es una funciona.! lineal a.cotada. en f.111, por hip6tesis I/ Unl $ I! gl E 
.C1. Se sigue del T.C.D.L. que (un(/)) converge V/ E .C.111, entonces pa.ra ca.da f 
la sucesi6n numérica. (un(/)) está a.cotada V/ E .C.111 (que es de Banach). Por el 
teorema. de Banach-Steinho.uss4 {un(/)} está uniformemente acolada i.e. 3M >O 
ta.! que lun(f)I $ Mll/11111 'rln EN. 

Sea f ta.! que J ~(1/1) dµ $ 1, entonces f E .Cfl y por la desigualdad de Young 
11111111 :5 2 y da.do que la. desigualdad IJ f gn dµI $ 2M es válida V/ ta.! que J to 
l/I dµ. $ 1, entonces llgnll'fl $ 2M Vn EN. 

Sea. f E .et tal que J 4>(1/1) dµ $ 1 arbitrario.. Entonces J 11 Unl dµ :5 2M Vn. 

4Ver (Ruj. 
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Usando el lema de Fa.tou tenemoe que: J lf gl dµ = lim f lf gnl dµ::; 2M. Por lo 
n ... oo 

que 11111• :S 2M también. 

(b) Como un(!) = J f gn dµ está acotada. V/ E e., entonces por (i), gn E e. 
Vn EN. Sea An > O tal que Angn E et (existe por el teorema. 4.8). Se sigue de la 
desigualdad: 

Anlun(/)I :S ll/ll1p1(.\ngn) 
que u,.(/) ea una. funcional lineal acotada en f,• (de Bana.ch). Como un(/) está 
acotada. Vf. Po~ el teorema de Banach-SteinhaUS3 3M > O tal que llun(/)11 ::; 
Mllfll• Vn E N. Sea f tal que f t o lf 1 dµ ::; 1 por la desigualdad de Young 
(teorema 4.3) llfll• $ 2, entonces lun(f)I = lf fgndµj $ 2M Vn EN, de donde 
llgnll• $ 2M Vn E N. 

(c) Sea. / E e+, entonces por el teorema 4.8 f /11/llt E et y por hipótesis 
un(/)/11111• está acotada V/ E e •. Por (b) 3N > O tal que ll9nll'f :S N Vn EN. 

Sea 8 = l/N, entonces Vn 

o 
En la definición de e111 se dijo que f E .C.111 si 

llfllt = sup{llf glli : / i'i! o g dµ < l} < +oo. 

A priori ea posible que exista una f E f.t pa.ra la cual llJglli < +oo Vg tal que 
f '11 o g dµ < 1 y sin embargo el supremo de tales 11191! 1 sea infinito. En realidad 
esto no ea posible que ocurra., como lo aclara el siguiente teorema. 

UO TEOREMA. 

11111• < +oo. 
Si J f g dµ < +oo Vg tal que f i'i! o lgl dµ < +oo, entonces 

DEMOSTRACIÓN. Sea /n = (f /\ n) V -n. Sea g E f,~ por el T.C.D.L. 
vn(g) = f / ng dµ converge Vg E e~. De donde 11n(g) es acotada. Sea g tal que 
f '11 o lgl dµ $ l. Como 11/ nllt $ M Vn, entonces lln(g) = J f n9 dµ $ 11/ nllt :S M. 
Como vn(g) -+ f f g dµ, entonces f f g dµ :S M Vg tal que J '11 o lgl dµ :S 1, entonces 

11111• $ M < +oo. 0 
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4.20 TEOREMA (DESIGUALDAD DE HOLDER). Sean f E f,~, g E lti '1>, 
\l complementarias en el sentido de Young. Entonces 

DEMOSTRACIÓN. Si 11911• = O, es evidente pues se tiene la igualdad. Si 

11911• '/:O, entonces J lfgl dµ = llgll., J lt rrk;-1 dµ, como J '11 (iwT.-) dµ :5 1 (teo-

rema U), por la definición de 11111•• J lfgl dµ $ ll9lltll!ll~· D 

4.21 EJEMPLO (CASO PARTICULAR). Sean p E (1,+oo) y q E (1,+oo) 
exponentes conjugados. Si ~(:e)= ~, IJ!(:c) = f, entonces f,~ = lp (pues f E f.~ 

BBi 38 > O tal que J 0'~flP dµ < +oo, i.e. ssi f E lp)· Sin embargo 11111• i: 11/llp, 
de hecho 11111• = llfllpq1/q, En efecto 11/11~ = sup {J lf gl dµ: J Juf dµ::; 1 }· Por 

la desigualdad de HOider (teorema 1.21) J lf gl dµ $ llfllpll9llq $ ll!llpq1/q Vg tal 
lftlf / 111·- • .,, 

que J ~ dµ $ 1, i.e. llfllpq1 q es una cota superior. Sea g =Íltll:'' , entonces 

f 121.!. - ~ • !l - - 1/t p - q
11'11/ll' - l/q 

q dµ - f ll7IT: q dµ - 1 y J f g dµ - 11J11:'· J 111 dµ - 11111:'· p - 111 llpq . 
Por lo tanto la cota se alcanza y asf 11111• = llJll!1qqi/q. 

Por lo que a continuación he. de definirse uno. norma equivalente a la norma 1111~ 
a la que denotaremos N• la cual coincide con 11 llP' 

Sean~. '11 complementarias en el sentido de Young. Se puede normalizar le.~ 
de tal modo que: 

'1>(1) + 11!(1) = l. (4.2) 

Esto por ejemplo puede hacerse reemplazando cp(u) por cp(ku), con k >O, tal que 
cp(k) =l. Dicha k existe pues cp es continua, cp(O) =O y cp(+oo) = +oo. 

Sea entonces 'P1(u) = ip(ku), con lo que t/i1(u) = k-1tJ¡(u) y nsf: 

r1 1 ¡t 
~ 1 (u) + lli1(u) =lo cp(ku) du + k lo !/l(u) du 

1 rk 111 1 = k Ío cp(v) dv + k 
0 

tfi(u) du = ¡['1>(k) + 11!(1)] 

1 = ¡[k·l] = 1, 
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Pues cp(k) = 1 (caso de la igualdad en la desigualdad de Young). Además por el 

teorema 4.8 I E .c. así 38 > o tal que 9/ E .el. entonces e. no se altera, por lo 
que V/ E C.t 3,\ >O suficientemente grande tal que f 4>(-\-11/1) dµ :f 1(1}. 

4.22 DEFINICIÓN {LA NORMA Nt). Sean 1, "1 complementarias en 
el sentido de Young y normalizadas. Sean f E f.• y Nt{/} = inf{,\ > O : 
f 1(.\-11/1) dµ $ 1(1)}, (/E t..). A Nt(/) se llama la. norma Nt de f. 

4.23 OBSERVACIÓN. N1(/) C3 una norma. 

(a) Evidentemente Nt(/)?: O V/. Si f =O, entonces N•(/) =O. Si f ~O, 
aea En = {:r: : l/(:r:)I > H Y si E = {:r: : lf(:r:}I > O}, entonces E = U~ .. 0 En, 
entonces 3n.o t11.l que µ(En 0 ) >O. Como ITl(+oo) = +oo, entonces 3M >O tal que 

l(M} > ,.¡~~~)" Sea.,\= xfño > O, entonces f 1(,\-11/IJ dµ ~ JE,.
0 

t(.\-11/1) dµ > 

1 ( ":.:•) µ(En 0 ) = cp(M)µ(Eo) > cp(l), y como t es creciente entonces N.{f) > 
,\>o. 

(b) Sea a= O, entonces a./ = O y N1(a/) =O = aN.(f). Si a¡/: O, entonces 
Nt(/) = inf {,\: f 1(,\-1 lo:fl) dµ ~ t(l)}. Sea 11 = lo:l-1.\, entonces ,\ = lalv y: 

N•(af) = inf{la:l11: j <I>(-\-1la/I) dµ ~ ITl(l}} 

= lo:I inf{11: j ~(11- 1 !/D dµ ~ 1I>(1)} 

= la!Nt(f). 

(c) Sean f,g E f.• y ,\ > Nt(/}, v > N•(g), como 1 es convexa y IJ + g¡ ~ 

111+1g1, 11 (lffi!) dµ ~ x:$v 11 (1í1) dµ + r+v ¡ 1 (~) dµ ::; ~1(1) + 
r+vt(l) = t(l). De donde N.(f +g) :f .\+11 V.\> Nq¡(f) y v > Nt(g). Entonces 

Nt(/ + g) 5 Nq¡(f) + Nq¡(g) (haciendo A-+ Nq¡(f) y 11-+ N~(g)). 0 

4.24 EJEMPLO (CASO PARTICULAR). Sea (l(u) = u; 1 entonces Nt(/) = 
inf{,\ > o : f l/f, dµ :5 ~} = inf{.\ > o : f IJIP dµ $ ,\P} = inf{.\ > o : 
(f IJIP dµ) l/p $ .\}. Obvia.mente Nq¡(/) = llfllp· . 
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4.25 TEOREMA. Sean t, q, complementarias en el sentido de Young y 
normalizadaa, entonces N• y 1111• son equivalentes. 

DEMOSTRACIÓN. Sean J E .C. y 11 = t(l), Entonces O < 11 < l. Por la 

convexidad de t y el teorema 4.8 J t (rr]fi;) dµ $ 11 J t (Jr1fr.) dµ $ 11 = t(l). 

Por lo tanto N.(f) ::;; lllJI!. = l~~[j. 
Sea g tal que J IP(lgl) dµ $ 1 y ,\ > N•(/), entor.ccs 

f itgldµ = ,\ f lfgl dµ 

y por la desigualdad de Young 

$ ,\ [! 1 ('~') dµ + f llr(jgl) dµ] $ .\ll(l) + 1] < 2,\ 

De donde 11111• < 2,\ (pues 11111• es un supremo) y haciendo,\-. Nt(/) entonces 
llfll• $ 2N•(/). Por lo tanto t(l)N.(f) $ 11111• $ 2Nt(/) y como (.Ct.1111•) es 

un espacio vectorial completo, entonces (..C.,N.()) es completo también. O 

4.26 TEOREMA (GENERALIZACIÓN DE LA DESIGUALDAD DE 
HOLDER). Sean ~. 11' complementarias en el sentido de Young. Sea f E ..Ct y 
g E .c •• entonces: 

f I gdµ $ Nt(J)Nq¡(g). 

Para la igualdad supóngase que t es tal que 3M > O para la cual t(2u) $ 
Ml(u) Vu ~O, entonces la igualdad se da ssi: 

Ya sea que Nt(J) =O o Nq¡(/) =O o bien si: 

(a) (f g)(x) $O o (fg)(x) ~O (c.d. re!. µ)). 

(b) ~ =,. !p (wfm). 

DEMOSTRACIÓN. Sea,\> N.(f), 11 > N'll(g), Por la desigualdad de Young: 

11 Nt(/,~ .. (g) dµI::;; f IN:Cf) l IN:(g) 1 dµ 
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$ f t(N~1n) dµ+ / w(N:~g)) dµ 

$ it(l) + iJf(l) = 1, (4.3) 

Pues N.(f) = inf {,\>O: J t (l{l) dµ $ Cfl(l)} as{ que por el T.C.M.: 

f ~ (N~lf)) dµ $ ~(1), 

análoga.mente f 'ifl '( ~) dµ $ w(l). 

Para la igualdad. Basta suponer que Nt(/)Nq¡(g) >O. 

( =?) Supóngase que se satisface la igualdad, entonces se satisfacen todas las 
igualdades de (4.3). La primera de tales igualdades implica (a). Y la segunda 
igualdad, por el caso de igualdad en la desigualdad de Young, implica (b). 

({::) Supóngase que se satisfacen (a) y (b) entonces la primera y la segunda. 
igualdad de (4.3) se satisfacen. Falta ver que 

! t (N~IJ)) dµ+ f iJf (N:~g)) dµ = ~(1) +~(1), 

Como J ~o 1Nfm1 dµ $ ~(1) y J '1' o 1wfuJ1 dµ $ '1'(1), debe satisfacerse la 

igualdad término a término. En efecto: Sea O < ,\ < N • (!), entonces: J to 1Í1 dµ > 

t(l) por definición de N.(I). Sean EN tal que Í < 2", entonces J t (1í1) dµ $ 

J t(2"l/I) dµ 5 M" J t(l/I) dµ, esto último se sigue de la hipótesis y del hecho de 

· que en este caso .el= t •. Por lo que ~(1} < J Cflo 1 f j dµ $ M" f t(l/I) dµ < +oo. 

Y por el Teorema 1.33, si.>. j N•(/), entonces Cfl{l}?: J toj~j dµ?: Cíl(l), por lo 

tanto J to IJ.-1 dµ = t(l). Análogamente se demuestra: J '1' o 1~1 dµ = llf(l). 
o 



CAPITULO V 

Aplicaciones 

En este capítulo se establecerán dos desigualdades importantes, que son la desigual
dad de Beurling y le. de Clarkson. Se estudiará. los conceptos de convexidad uniforme 
y la. convexidad localmente uniforme. 

5.1 Desigualdad de Beurling y de Clarkeon 

En este. sección se establecerán desigualdades de Beurling y de Cla.rkson para. los 
espacios .e,,, que como se verá más adelante, se convierte en la identidad del para
lelogramo cuando p == 2. Y por último veremos que dado un subconjunto convexo 
existe un único elemento de norma mínima. Primero mostraremos la desigualdad de 
Beurling. Su prueba es larga y requiere de varios artificios, pero una. vez obtenida 
se deduce de ella inmediatamente la desigualdad de Clarkson. 

5.1 TEOREMA (DESIGUALDAD DE BEURLING). 
de medida. y f,g E .e,,. 

Sea.n (X,S,µ) un espacio 

(a) Si 1 < p < 2, entonces: 

(b) Si p > 2, entonces: 

llf + 911~ + llf - gil~ S (llfllp + llYllp)P + ili/lip - llgllpjP · 

(c) Si O < p < 1, entonces: 

111+gil~+111 - gil~ s (llfllp + l!ullp)P + 111/llp - llullPIP · 

gg 
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( d) Si p < O, entonces: 

En todos los ca.sos la igualdad ocurre ssi f y g son esencialmente proporcionales. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea h(z) = (1¿-.:z:1/P)P+11- .:z:1/PIP, .:z: >O. 

h1{.:z:) = (.:z:-l/p + l)P-l + sgn(.:z: - 1)1.:z:-l/p - w-l y es continua. h"(.:z:) = 
-7:i:-~-1[(.:z:-l/p + l)P-2 -1:i:-l/p - w-21. para .:z: f. l. Como .:z:-1/p + 1 = 
l:i:-l/pl + 1- 11 > ¡.:z:-l/p - 11 para :r: >O, entonces h"(.:z:) es positiva si 1 < p < 2 o 
bieneip <Oyes negativa si O< p < 1 o si p > 2. Por lo tanto, si p E (-oo,O)U(l, 2) 
hes convexa y para p E (0, l) U (2, +oo) es cóncava. O lo que es lo mismo: 

h(:z:) ~ h(€) + h'(€)(:z: - €) 
h(:z:) ::; h(€) + h'(e)(:z: - €) 
h(:z:) ~ h(el + h'(e)(:z: - el 
h(:z:) ~ h(€) + h'(€)(x - €) 

(p <O) 

{O < p < 1) 
(1 < p < 2) 
(p > 2) 

(5.1) 

con :i:, € E (O, +oo) y como no existe ningún tramo en el que h{.:z:) sea lineal, la 
igualdad se da así 

.:z: =e. 
Sea H(:i:, y) = :z:h (fl con .:z:, y> O, entonces 

BH 11 , (11) (11) -(€11)=--h - +h -a:c • e e e 
~: (€.11) = h' (%). 

Sea l = p, entonces 

8H ax (e.11) = -ph'(p) +h(p) 

~~ (e.11) = h'(p). 

(5.2) 

(5.3} 

(5.4) 

(~.5) 

(5.6) 
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Y además 
H(x, y) = (xlfp + ylf P) + lxl/p + ylfp¡p (5.7) 

Por (5.1) h (~) ?: h(p) + h'(p) (~ - p) para 1 < p < 2. Sustituyendo (5.5) y (5.6) 
en el resultado de multiplicar x a esta última desigualdad, (pues x >O), se obtiene 
que: 

(Y) aH aH 
H(x,y)=xh;; ?:ya¡¡(e,11)+xa;(€,11) (2 > p > 1) (5.8) 

Análogamente: 

(Y) aH aH H(x,y)=xh x 5Ya¡¡(e,11)+xa;(€,1J) (2 < p) 

y por (5.8) la. igualdad se verifica ssi y= ¡x. 
(a) Sean f,g >o, X= /P, y= gP, e = 11111~ y 1) = llgll~. por (5.7) y (5.8) e 

integrando: 

(por dellnición de e 1 1)) 

(por (5.3) y (5.4)) 

La igualdad ocurre ssi gP:::: 'lrJ\G f P, i.e. ssi f es esencialmente proporcional a 
g. 

Análogamente se prueba para los demás casos. Nótese que el sentido en el que 
se da la igualdad (mayor que o menor que) depende crucialmente del signo de h11(x), 
el cual es positivo pua p E (-oo, O) U (1, 2) y es negativo para. p E (1, 2) U (2, +oo). 

(b) Caso general. Sean /, g dos funciones no necesariamente poeitivu. 
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Sean E 1 = {x E X: /(x) ~ O,g(x) ~O}, E2 = {z E X: /(z) < O,g(x) <O}, 
E3 = {z E X: /(z) ~ 0,g(x) <O}, E4 = {z E X: /(x) < O,g(x) ~O}. Y sean 
/¡ = /XE, g¡ = gXE11 con i = 1, 2, 3, 4. Entonces del caso anterior (para 1 < p < 2): 

Además como los conjuntos E¡ son ajenos: 

4 4 

111+g11:+111 - gll: =E (llh + g¡11:) +E (111¡ - g¡11:). 
i=l i=l 

Por lo que: 

4 4 

111+g11:+111- gn: ~ Ernhllp + llg;llp)P +E 1111.-np -11g.-11p1p. (5.9) 
i=l i=l 

Considerando al espacio discreto {1, 2, 3, 4} y a las funciones no negativas ip, !/J: 
{1,2,3,4}-+ R definidas como sigue: 

Se sigue de la desigualdad de Beurling aplicada a l{J y t/l que: 

es decir: 

( 

4 ) 1/p ( 4 ) 1/p l/p 
+ ~ 11/ill: - tt ¡¡g¡11:. . (5.10) 

Pero nuevamente por ser los E¡ ajenos tenemos: 

4 4 

E 11h11: = 11111: Y E 11g¡11: = 11g11~ (5.11) 
i=l i=l 
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y por (5.g). (5.10) y (5.11): 

11/ + 911: + 11/ - 911: ~ (11/llp + ll9llp)P + 111/llp - llgllplp • 

De manera. enteramente e.náloga se demuestran los otros casos. 

La igualdad ocurre en (5.9) sai /¡ es esencialmente proporcional a g¡ y le. igualdad 
ocurre en (5.10) ui l(J es proporcione.! a t/l. De donde la igualdad ocurre ssi f es 

e11eDcialmente proporcione.! ag. O 

5.2 TEOREMA (DESIGUALDAD DE CLARKSON). Sean (X,S,µ) un espacio 
de medida, f,g E lp 

(a) Si 1 < p < 2, entonces: 

(b) Si p > 2, entonces: 

211111~ + 211911: ~ 111+911: + 111 - gn:. 
(e) Si O < p < 1, entonces: 

(d) Si p <O, entonces: 

211111~ + 2llg!I~ ~ 111 + gll: + 111 - gll:· 

DEMOSTRACIÓN. See.n \01 t/J : {1, 2} --t R, ip(l) = 11/llpi rp(2) = ll9llp1 t/1(1) = 
11911,., ~(2) = -11/llp· Por la desigue.ldad de Beurling (teorema 5.1) con p E (1,2) 
obtenemoe: 

ll'P + t/111: + ll'P - t/Jll: ~ Cll'PllP + llt/illp)P + lll'Pllp - llt/Jllplp 

Y como ll'P - t/111: = ll'P + t/111:, ll'Pllp = (11111: + 11911:) l/p, llt/111,, = ll'Pllp· Entonces: 

2(11/llp + ll9llp)P + 2111/llp - ll9llplp ~ 2P(llfll: + 11911:) + 0 
y dividiendo entre 2 
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Y por Ja desigualdad original de Beurling obtenemos: 

o bien que: 

2111 + gll: + 2111 - ull: ;:: 112111: + ll2gll: 
y haciendo Ji = f + g, gi = f - g resulta que: 

(5.12) 

El cuo p > 2 se demuestra de manera análoga. O 

l'i.3 COROLARIO. En la prueba de la. desigua.ldad de Clarkson se obtuvo la 
de.igualdad (5.12) que junto con la desigualdad de Clarkson dice que: 

2P-l(llfll: + jjgli~) :5 llf +gil~+ llf - gll: :5 2(11/11: + jlgll:) (1<p<2} 

AnáloglllllCnte: 

2(11/11~ + llull:) :5 ll/ + gll: + 111 - g11: :5 2P-l(llfll: + llgll:l (2 < p) 

En particular si f,g E .C.i-h n .C.Hht entonces si p-+ O 

111+gil~+111 - gll~ = 2(11/11~ + llgll~l 

· que no es más que la identidad del paralelogramo. 

5.4 TEOREMA (DESIGUALDAD DE CLARKSON). Sean (X,S,v) un espacio 
de medida, f,g E .C.p(X,S,µ) (p E (1,2)), entonces: 

111 + gnfr + 111 - unf-r :5 2 n1111: + 11g11:1 ,!a. 

DEMOSTRACIÓN. (Ver [H-Sj.) o 
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Usando las desigualdades recién probadas, e imitando algunos re11Utados de los 
espacios de Hilbert obtenemos: 

5.5 TEOREMA. Sea.n (X,S,µ) un espacio de medida, F una funcional lineal 
continua no nula en .Cp(X,S,µ) (1 < p < +oo). Entonces 3 h de mínima norma en 
el hiperplano: 

y si h0 es otro elemento de H de mfnima norma, entonces h = h0• 

DEMOSTRACIÓN. Sea /n EH tal que lim li/nli =A. con A.= inf{ll/11: f E 
n-oo 

H}. Obsérvese que A. > O, pues si A =O entonces O E H por continuidad de F, 
entonces F = O. 

EXISTENCIA 

CASO A. (1<p<2) 

De la desigualdad de Clarkson para p E (1,2} (teorema 5.4) aplicado a /n1 /,,.: 

111 .. - l"'llr :52(11/nll:+111 ... 11:)p!r -11/ n + 1 ... 11,F 1 

como 1LV- EH, entonces: ll~llP ~A, entonces 11/n + /mllP ~ (2...4.)R'. 
De donde: 

As! que O :5 lim ll/n -/ ... llP :5 2{2A.P)#r -2;-!TA;!-r =O. Entonces/,. es 
•,n ..... oo 

11 llp-Cauchy. 

CASO B. (p > 2) 

De la desigualdad de Beurling p E (2, +oo) (teorema &.l) aplicado a In y/,,., 
resulta que: ll/n - /"'11~ :5 (11/nllp + 11/mllp)P + 111/nllp -11/mllpl' - 11/n + /11111~· 
Como ~ EH, entonces 11/n + fmll: ~ 2P AP, por lo que 

11/ n - /mil: :5 {11/ nllp + 11/"'llP)P + 111/nllp -11/ mllplp - 2' AP, 

Aaí que O :5 lim 11/n - /mil: :5 (2A)' +0-2PAP =O, entonces/nea 1111-0auchy. 
m,n-.oo 
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Por lo tanto en lllllhos casos f n es 11 11-Cauchy, de donde 3h E .C,, tal q•Je f n -+ h 
(c.d. rcl. µy en .C,,), y como Fes cotinua, entonces F(h) = lim F(/n) = llFll', 

n-.oo 
por lo que h E H. Además llhll,, = 11 lim f nllp = lim ll/nllp =A. Por lo tanto h 

n-.00i n ..... oo 
tiene norma mínima. 

CASO C. (p=2) 

Para este caso el hecho es bien conocido asf que su demostraci6n ae omite. 
Tambián se omite la demostraci6n de la unicidad. 

UNICIDAD 

Sea ho E H de norma mínima. 

CASO A. (1 < p < 2) 

De la desigualdad de Clarkson para p E (1, 2) (teorema 5.4): 

o :S llh - hollr :S 2(11hll: + llholl:) ;;!t- - llh + hollr 
$ 2(2A") ~ - (2A) ~ = O. 

Entonces llh - holl ~ =O, entonces ho ;; h. 

CASO B. (p > 2) 

De la desigualdad de Bcurling p E (2, +oo) (teorema 5.1): 

O $ llh - holl: $ (llhll,, + llholl,,)" + lllhll,, - llholl,,I" - llh + holl~ 
$ (2A)P +O - (2A)" = 0. 

Entonces llh- holl~ =O, entonces ho:: h. o 
5.6 OBSERVACIÓN. N6tese que en el teorema anterior tan s61o se us6 el 

hecho de que H fuera convexo no vacío y cerrado. 

El siguiente teorema aclara quien es el elemento de norma. mínima.. 

5.7 TEOREMA. Sean (X, S, µ) un espacio de medida u-finito, F una funcional 
lineal no nula y continua. en .C,,(X, S,µ), p > 1 y g E .C 9 lag de la representaci6n 
de de Riesz de F, i.e. F(f) = J fgdµ V/ E .C,,. Entonces 

h = lul''"sgng 
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es el elemento de mínima norma. en el hiperplo.no: 

DEMOSTRACIÓN. llhll~ = J lulq dµ = 11u113, entoncea llhllp = ll911~1P = 
ll9llr1• Del teorema. de repreacnta.ci6n de Riesz1 sabemos que ll9llq = llFll. Sea. 
f E H, entonces 119113 = llFllq = F(I) = f f g dµ, que por la desigualdad de Holder 
parap > 1 (teorema.1.21), resulta que: llull~ ~ ll/llpll9llq, entonces llhllp = 119113-1 5 
llfllp V/ E H. Ad~má.s F(h) = f glglq/Psgngdµ = f l9iq dµ = 119113 = llFllq· Por lo 

tanto h E H es el elemento de norma. mínima en el hiperpln.no. O 

5.8 TEOREMA. Sen (X, S,µ) un espa.cio de medida y E un subconjunto 
convexo cerrado no vacío de Lp (p > 1) y fo E lp fijo, entonces 3eo E E único tal 
que !leo - /ollp $ lle - follp \:/e E E. 

DEMOSTRACIÓN. E- fa es cerrado, convexo y no vacío. Por la obscrvaci6n 
5.5 3g e E - fo única de norma mínima. Sea eo = g +fo, entoncea lleo - /ollp $ 

lle - /ollp \:/e E E. O 

lver (Ru(. 
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5.2 Convexidad Uniforme 

En esta sección se definlr6.n los conceptos de convexidad uniforme y convexi
dad localmente uniforme. Como una aplicaci6n de In desigualdad de Clarkson se 
mostrará que f.p es uniformente convexo. A continuación se presentan tres defini
ciones de convexidad uniforme, a.s( como su equivalencia. 

5.9 DEFINICIÓN. Sea (V, 11 ji) un espacio vectorial normado. 

(i) Se dice que es uniformemente convexo si YE > O y 'lf:c, 11 E V tal que 
llzll = 111111 = 1 Y llz -1111 >E, entonces ll!(z + y)ll < (1- ó) para alguna 6 = ó(E) 
tal que O < ó < l. 

Otra definición es: 

(ii) Se dice que es uniformemente convexo si VE> O 36 = ó(E) >O para la cual 
si z,11 E V son tales que llzll = 1 = IM y 11 H:c + Y)ll > 1- ó, entonces ll:c - Yll <E. 

Otra definición debida a Clarkson de uniformemente convexo (ver [01], [D-S]) 
es la siguiente: 

(iü) Se dice que es uniformemente convexo ssi Yll:cnll $ 1, ll!inll $ 1 y ll:cn + 
J.lnll -+ 2 entonces llzn -11nll -t O. [Nótese que si (zn) y (Yn) son tales que llznll $ 1 
y ll11nll $ 1 y ll:cn + Jlnll -+ 2, entonces forzosa.mente ll:cnll -t 1 y ll!inll -+ l. Pues 
2 +- llzn + Ynll $ llznll + llYnll $ 2, por lo tanto llxnll + llYnll -t 2, Y de donde 
llznll-+ 1 Y llYnll-+ l.] 

5.10 OBSERVACIÓN. 
equivalentes. En efecto: 

Las tres definiciones de convexidad uniforme son 

(i) :::} (ii) Sea E> O y 6 = ó(E/2) de (i). Sean :e, y E V tales que ll:cll = 111111 = 1 
y 

(5.14) 

Supongamos que llx- 1111 > ~.por (i) llHx + y)ll < 1 - ó lo que contradice (5.14), 
entonces llz - 1111 $ E/2 < E. 
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(ii) => (iii) Sean (xn), (Yn) como en (ii). Sea <Xn = llxnll1 f3n = JIYnl11 x~ = ~ 
y y~ = k• entonces Jlx~ll = Jly~JI = 1 y como Jlxn + Ynll -+ 2, entonces también 

llx~ +Y~ll -+ 2 (ver [11), i.e. 11 Hx~ +y~)ll -+ 1. Sea é >Oyó = ó(é) de (ii), entonces 
3N >O tal que sin~ N, entonccs JIHx'n + y~)JI > 1- ó, por (ii) llx~ -y~JI < é 1 

i.e. Jlx~ - Y~ll-+ O. Por lo tanto llxn - Ynll -+O (se prueba con un método similar 
al usado en [1]). 

[l) Sea ctn = llxnll, entonces si X~ = ~. llxn - x~ll = llxn - ~11 = ll "ª'"¿'
0
-'"ª 11 = 

llxnll 1"::11 = lan - ll = 1 - an. 

Análogamente si fJn = llllnll, entonces lllln -11~11 = llYn - tll = 1 - fJn. 

As! pues por la desigualdad del triángulo: lllx~ + 11~!1- llxn + !lnlll :5 ll:r:n - x~ll + 
lllln - 11~11 ~ (1 - llxnll) + (1 - llvnll). Y como 1 - llxnll -+ O +- 1 - ll11nll 1 resulta 
que ll:r:~ + 11~!1 y llxn + !lnll convergen o divergen simultáneamente, pero por hip6tesis 
sabemos que ll:r:n + !lnll -> 2, de donde ll:z:~ + 11~11 -+ 2 también. 

(iii) => (i) Supóngase que (i) es falso, entonces 3t:o > O tal que Vó > O 3x5 1 Y6 
con Jlx611 = 1 = llY6JI, con ~llx6 - Y611 ~ 1 - ó. Considerando ó = ~ obtenemos 
sucesiones (xn) 1 (Yn) con llxnJI = 1 = JIYnll Y tal que jllx6 - Y6JI ~ 1 - ~.entonces 
}llxn + Ynll -+ 11 por lo que llxn + Vnll -+ 2. Asf pues por (ii) llxn - Ynll -+O pues 

Jlxn - !lnJI > éo Vn por hipótesis lo cual es una contradicción. O 

5.11 TEOREMA. (.Cp, 11 Jlp) es uniformemente convexo (p E (1, +oo)). 

DEMOSTRACIÓN. 

Supóngase que f,g E .Cp tal que 11/Jlp = 1 = llgllp y sea é >O tal que O< é < 
11/ - gllp· Nótese que é < JI/ - ullp $ 11/Jlp + JlgJIP $ 2. 

CASO A. (si p ~ 2) 

por la desigualdad de Clarkson (teorema 5.2). 

Por lo tanto: llLt2ll:::; 1- (~Y· 
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CASO B. (si p E {l, 2)) 

por la desigualdad de Clarkson (teorema 5.4). 

11'; g I[ + 11'; g I[ ~ [~rn 111: + llgll:)] ,!-r = 1. 

Por lo tanto: 11Lttll:$1- {¡t. 

Sea 6 = (i)", 6 E {0,1). D 
5.12 TEOREMA {MILMAN-PETI'IS 1938). 

fonnemente convexo es reflexivo. 
Un espacio de Banach uni-

DEMOSTRACIÓN. Ver !PeJ. D 
Un sencillo corolario del teorema anterior es que t.,. es reflexivo Vp > l. 

Existen espacios reflexivos que no son equivalentes a espacioa uniformemente 
convexoe2• 

5.13 DEFINICIÓN. Un espacio vectorial norma.do, (V, 11 ID es localmente 
uniformemente convexo BBi 'v'(:cn) C V, :e E V con ll:cnll = llxll = 1 tal que 
11•·r11-+ 1, entonces llxn - xll -+ O. 

5.14 LEMA (RADON-RIESZ). Sea (V, 11 ji) localmente uniformemente 
convexo, (Yn) C V y y E V tal que ll11nll -+ 111111 y (lln) converge débilmente a !/1 

entonces llYn - 1111 -+ O. (Note que en un espacio de Hilbert, el lema es elemental en 
virtud el teorema de F. Riesz) 

DEMOSTRACIÓN. 

(a) Si 111111 =O, entonces 11 =O Y como ll11nll-+ 111111, entonces lllln -1111-+ O. 

(b) Si 111111 >O, sea Xn = fu:Jr y :e= fil• entonces llxnll -+ llxll y (:en) converge 
débilmente a z. · 

2 Ver (DyJ. 
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P.D. llxn - xll -+ O. Sup6ngase lo contrlll'io. De la convexidad localmente 

uniforme se deduce que 3(:z:n.)r:1, tal que 11""•/.,ll <a< l. 

Por una de las consecuencias del teorema de Hahn-Banach3 3/ E V•, 11111 = 1 y 

f(x) = llxll =l. Plll'a. tal f tenemos que: !if(xn.)+11 = lf e·~ +z) 1 $ 11 ""\ +:z:ll < 
a< l. 

Po;· )o tanto 2 $ j/(xn.) + lj + 11- /(xn.)I, por lo que: 1- lif(:z:n.) + 11 ~ 
lll- /(zn.)l, de donde: O< 1- a< 1- Íl/(xn.) + 11 $ lll - /(:z:,..)¡ Vk EN. 

• ~ u 
Por lo tanto f(x".) F> f(x), i.e. Xn no converge débilmente ax, lo que 

contradice la hip6tesi.B. Por lo tanto llxn - xi! -+ O. O 

5.15 LEMA. Si (V, 11 11) es uniformemente convexo, entonces es localmente 
uniformemente convexo. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea (zn) E V, x E V con llxnll = ll:z:ll = 1 y 11zºi=11 -+ l. Supóngase que 
llxn-xll .¡.+ O, sea t > O, entonces 3(xn•) una subsucesi6n de (xn) tal que llxn• -xll > 
t y por ser (V, 11 ID uniformemente convexo, entonces 38 = 8(t) E (0, 1) tal que 

11 z,.\ +z 11 :5 1 - ó lo cual contradice la hipótesis, por lo tanto l!xn - :z:ll -+ O. O 
El teorema 5.11 dice que si p > 1, entonces (.Cp, 11 llp) es uniformemente convexo. 

Con los resultados proba.dos hasta el momento estamos en posibilidad de analizar 
que sucede con .C1 respecto de su convexidad uniforme. De esto se encarga el 
siguiente teorema: 

5.16 TEOREMA. .C1(!0,2ir], B¡o, 2.-1 1 >.) no es localmente uniformemente 
convexo. (y por lo tanto no es uniformemente convexo). 

DEMOSTRACIÓN. Sea fn(x) = 1 +sen(nx), f(x) =l. f,fn E .C1i de hecho 
11/111 = ll/nll1 = 2ir, de donde ll/nll1-+ 11/lli· 

Sea GE .Ci, entonces 3g E .C 00 tal que G(h) = f¡o, 2.-1 hg d>.. 

3Ver [Ru). 
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P.D. lim G(f n) = G(/). 
R-+00 

Pero G(f n) = Í¡0,2,..¡ f ng d>. = f10,2 .. 1 g d>. + Í[o,2 .. 1(sen nx)g d>. y por el lema de 

Riemann-Lebesgue': 

lim r fngd>. = r gd>. + lim r (sennx)gd>. 
n-oo l10,2irJ l10,21rJ n-+oo l¡o,2irJ 

= f gd>. = G(f). 
Í10,2 .. ¡ 

VG E .C~ 

• 
Por lo tanto fn converge débilmente a f pero 11/ n - /111 = 4 Vn. 

Por lo que 11/n - /lli ft O, y por el lema 5.141!1 no es localmente uniformemente 

convexo. o 
5.17 TEOREMA. Es posible probar que (O[a,b], 1111 00) tampoco es localmente 

uniformemente convexo. 

'ver (ZyJ. 
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