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Introduccidn.

Tengo catorce afios dando clases en la Universidad Nacional
Auténoma de México, Colegio de Ciencias y Humanicades, C.C.H.
en ese tiempo he puesto en préctica diversos materjales bi-
bliograficos, en mi quehacer pedagdgico. En los (ltimos afios,
el material que habia usado, en ciclos anteriores, no me fué
posible utilizarlo, porque; las ediciones tienen un tiraje
con demasiados ejemplares mal impresos, o bien porque ya no
los editan, o el enfoque se centra demasiado en la narte ope-
rativa, o porque el enfoque no le concede ninguna importancia.
Con sus contrapartidas, poca teorfa o demasiada teoria, los
hacen no deseables en la actualidad, y adn el nivel y los co-
nocimientos que presuponen en el alumno no son 105 que corres-
ponden a la realidad.

Dado que los libros extranjeros y traducidos traen ejem-
plos con situaciones que no son muy frecuentes en nuestro
pais, por lo que representan dificultades adicionales para
nuestros alumnos, los de autores mexicanos adecuados al nivel
inicial, son dificiles de conseguir, por ser muy limitadas
las ediciones de la U.N.A.M., o de las instituciones que los
editan, me decid{ a escribir estas hreves notas, las cuales
estdn basadas en la experiencia de las aulas del C.C.H., en
mis conocimientos de los hibitos de estudio de mis alumnos,
del ambiente escolar, hogareflo y laboral en que se desenvuel-
ven, asi mismo en los cursos pedagdgicos y metodoldgicos a
los que he asistido en el C.C.H.

He procurado cefiirme a los programas de estudio edita-

dos como documentos de trabajo, con algunos temas afladidos



que l0s alumnos requieren para cursar de manera satisfactoria
las asignaturas que llevan paralelamente y las que en lo su-
cesivo cursaran.

El propdsito que he perseguido en mi prdctica docente ha
sido el de lograr que el alumno:

12 Deje de rechazar las matemiticas.

29 Que realmente aprenda matematicas.

32 Que le gusten a tal grado que procure adquirir el co-

nocimiento matemdtico por s{ mismo, valiendose de

los textos y de su propio razonamiento.

Ly
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Modelos Matematicos.

En la ciudad de Juneau, Alaska viven cuatro hermanos, el
mayor de nombre Daniel de dieciséis afios tiene una motocicle-
ta con dos plazas, en la que transporta cdiariamente a sus
tres hermanitos a la escuela; Bonifaz, de nueve aflos, se pe-
lea mucho con su hermano menor; Claudio, de ocho afios v !9
golpea cuando estdn solos; Ana, de diez aflos, molesta porgue
Bonifaz le pega a Claudio, le jala el pelo cuando ectdn Jjun-
tos sin Daniel.

El papa, Illia, hombre fuerte, sale a pescar en un Jran
harco, (en el cual su esposa Austra-Bertha es cocinerz’, le
ha encomendado a Daniel que procure eviZar que sus hermanos
menores se peleen.

Daniel, que también va a la escuela, tiene que llevar a
sus hermanos antes de que la abran, por lo gue esperan un ra-
to afuera, mientras, el transporta a los demids. ;Como =ard Da-
niel para evitar que sus hermanos se maltraten entre sZ 7

Haz una maqueta, que represente la escuela, la casa, los
hermanos y la motocicleta, de tal manera, que puedas mover 1os
objetos que representen a 10s hermanos y su motocicleta. Juneau

es un ciudad muy fria, donde hay mucha nieve, hielo, viento y

la ersonas pu i , . :
8P n pueden morir si estan mucho tiempo a la intemperile.

Por eso 1s escuela tiene un Portal grande y con paredes a los lados.
Prueba con tu maqueta las posibles soluciones.
Tu maqueta representa la realidad del problema, pero no
fielmente, pues los objetos que representan a los hermanos no

son ellos, no estdn vivos, no se pelean realmente, no sienten

el frio de esas regiones, no saben construir refugios con hielo,



en fin son sdlo modelos que representan la realidad, ademis la
motocicleta representada, tal vez no sea como las que Se usan
en Juneau, cue probablemente tenga en vez de llanta trasera,
una tracto-oruga doble, en fin 7uve tu macueta es un modelo de
la realidad, cue haz alaborado procurando representar lo% as-
pectos mas importantes y osenciales de la realidad, para el
problema que deseamos resolver.

Una representacion escrita del problema, se logra simbo-
lizando;

A = Ana,

B = Bonifaz,

C

11}

Claudio,

D = Daniel, y la motocicleta,

El lado izquierdo de una raya / representard la casa, y el
lado derccho la escuela, la raya misma serda el signo de la dis-
tancia entre la casa de Daniel y la escuela.

Nuestra solucidn debe ser tal que no quaden solos; A con B,
ni B con C, Escrihe dos listas; con las posiciones permitidas
y prohibidas, la solucién requerira el menor numero de viajes,
dado el rigor climitico.

Escribe tu solucidén, ¢se la mandarias a Daniel, para que la
aplicara?

Una solucidn es:

ABCD/

AC/BD

ACD/B

A/BCD

ABD/C



B/ACD

BD/AC

/ABCD

Esta solucidn tiene siete pasos y ocho posiciones, ¢crees
que haya otra solucidn con menos pasos? deberd pasar de una po-
sicidén permitida a otra también permitida.

Tal vez Daniel no entienda tu solucidn simbdlica, seria
conveniente que le mandaras una explicacidn de los simbolos
usados.

Una solucidn distinta de la ya dada es:

ABCD/

AC/DR

ACD/B

C/ABD

DBC/A

B/ACD

BD/AC

/ABCD

También tizne siete pasos y ocho posiciones.

S{ tomanos la posicidén ABCD/ como punto de partida podemos
representar graficamente las dos soluciones asi:

A/BCD-—ABD/C

7/
ABCD/=-AC/BD——ACD/B B/ACD~BD/AC~/ABCD
/
C/ABD—BCD/A

Esta es una grafica con ocho posiciones, dos de ellas son

opcionales con otras dos, lo que hace un total de diez posicio-

nes.

Para vizualizar mejor, sustituiremos las posiciones por

puntos marcados:
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A los puntos marcados los llamaremos vértices y ol segmen-
to de recta que los une 1o llamaremos arista.

Numeremos los puntos:

4 5
1 23 : : 8 9 10
6 7
Resolver el problema se reduce ahora, a recorrer la grafi-
ca de uno a diez, pasando, ya sea por cuatro y cinco o nor seis
y siete.

La forma ¢e la gréfica no se altera si le damos vuelta en torno

de su eje, asi:

6 7
1 23 : : 8 9 10
a4 5

A esta propiedad la llamamos simetria, observamos también
que si trazamos un eje equidistante de los puntos cuatro y cin-
co y de los puntos seis y siete, y a continuacidn giramos la

grafica en torno de é1, su forma tampoco se altera;

! 514
415

123/‘!’\8910 10 9 8 32 1
617 76

De los puntos uno y diez, sale vna sola arista, de los pun-
tos dos, cuatro, cinco, seis siete y nueve, salen dos aristas.

y de los puntos tres y ocho, salen tres aristas.

g
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En la grifica se puede pasar del punto tres al cuatro,
cinco, ocho, siete, seis y regresar al punto tres, sin pasar dos

veces por veces por una arista, ni despegar el lapiz del papel.

Se puede relacionar la suma de las aristas que salen ¢e
10s puntos que componen la grafica con la posihilidad de reali-
zar tales paseos eulerianos, si te interesa el tema puedes con-
sultar el folleto; Graficas, del Doctor Santiago Lopez cde Medra-
no, © 1972, ANUIES.

Ejercicic uno, (como le explicarias la solucidn de este
problema a un nifio de nueve afios? (Qué modelos se te ocurren
para explicarselo?

Ejercicio dos: Si en lugar de Daniel, Ana, Bonifaz, Claudio
y la motocicleta en la ciudad de Juneau, se tuviera un viejo que
desea pasar sus pertencencias consistentes en; un perro ¢e siete
kilos, una gallinota de seis kilos y una canastita con seis ki-
los de maiz, al otro lado del rio sumacinta, en una canoa de
remos, en que sdlo cabe él y una de sus pertenencias, sahiendo
gue si deja sola a la gallina con el maiz, aquella se comerd a
éste. Y si dejarad solo al perro con la gallina, al regresar ya
no tendria gallina, sino a un perro mas gordo. ¢(Cual seria la
solucidn? ¢tendria 1a misma representacidon grdfica que el pro-
blema anterior?

Fjerclcio tres; inventa otros problemas que tengan una so-
tucidén cuya grifica sea igual a la de los anteriores.

Dado el problema de Daniel en Juneau, hemos resuelto su
problema por un pequefio proceso de abstraccidn se construyo un
modelo del problema, la magueta, luego de resuelto el problema,

en el modelo, pasarfamos a aplicar la solucién en la realicdad.
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Lo anterior podemos representarlo con un esquema:

Abstraccidn

Realidad
Arlicacidn
\‘_

Al considerar mds modelos, desarrollamos teorias que nos
vermiten entenderlos y manejarlos mejor. As{ se construyen las

ciencias, podemos representar lo dicho por el nuevo esquema:

,’/"'———\

Abstraccidn

Abstraccio

Modelo

realidad

Aplicacion

R P

Aplfcacion



Muchas veces nos hemoe preguntadio, ¢Qué sentido tiene -
proponer el ejemplo le un pailre Ju- o1z aotociciets 32 dos
azlentos transporta a sus hijos A, B, C, a la eccuerla donde
los tres estudian, con lac condicliones de que no deben quedar
se golos, sin el padre, A con B,nl B con C? O el problema,
equivalente de un viejo que deces transportar a su perro, su
za8llina y su zanasta e mafz al otro lado del rio ‘
cuando en su canoa s5lo cabe 31 y una de las tyes pertenen----
cias con la coniicldn de que no deben quedsr en una orilla 89
los el verro y la gellina, ni la gallina y el mafz.

1) Este problema es fdcll dr comorender por el alumno.

2) A sus msestros nos permite hacerles sentir la necesi
dad de reoresentar el problema con s{mbolos y un modelo sdee=n
cuado, que conserve lo ecencial del problems.

3) Al simplificar ~l mideld logfedo, hacenos observar
al alunno que puede aplicarlo a otros'problemas similares.

4) Al hacer la representacidn grafics, se puede introdu
cir al alumno en el concepto de simetria y conmutatividad.

5) Desde el punto de vista de la teoria de graficas le
polemos seMalar que cada posicion tiene dos o tres alternati-
vas y conoce ls posibilidad de efectuar un pazro Euleriano,

- un trazo continuo que recorrs toda le gréfica, sin pasar
por ndnguna arista mds de una vez,-

6) Reflexiones



a) El curso de nuestros pensamientos va de la realidad
cbservable al planteamiento Je=1 problema y la construceién

del modelo que conserva lo esencial del prodlema:

Plantero
Réaliip? @

b) Proplciomos que el alumno 8o JA cuenta conclentemen-
te que al usar el lenguaje simbdlico, éste nos oermite optini
zar nuestras soluclones y encontrar otra solucidén eauivalente
e, al comfuntarlas ~n un atzmo liazrama, nos lleva a la tro

‘ri{a de grificas.

lengua fe
Plantro simbéll-
Realidad del epri{a 43
oroblema Graf'icas

Esta teoria do grificss ya es parte 1ol Anarato Tedrico
detengtico ( A.T.M.) que a su vez nos de resultadoc qua pode-
‘mos traducir a la realiiad, como aplicaciones a traves de la

divulgecién cientifica.

caon
&W“g("’f Ace

Teor{a de
graficas

Realidad -




Reiniciantio otra vas =Y clatn  puf;
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Lenquaje Simbdlico
El problema de los Cerilios

Se colocan seis cerillos de la siguiente manera:

—— ) Q) e G G

Hay siete lugares, seis ocupados por los cerillos y uno
libre, el objeto del juego es pasar los cerillos del lado dere-
cho al ilzquierdo y viceversa, para lo cual se moveran los ceri-
llos alternancdo de uno y de otro lado, uno a la vez, ya sea

ocupando el espacio vacid, cjemplo:

AN
' .- -0
———C) —— S »— G

no se parmite voltear los cerillos, ni saltar a un cerillo

que vaya en la misma direccidn, ni saltar dos o mis cerillos.

Suyerencia para que no se les rueden, doblenlos un poco o aplas-

tenlos en el extremo opuesto del fosforo.
Si has llegado a esta posicidén, y ya no se te ocurre como

continuar:
s m T T
—n —o *—
Relee el enunciado y recuerda que hay siete lugares; otra
sugerencia: marca los limites de los siete lugares.
Cuando lo resuelvas repitelo frente al instructor?*, suge-
rencia; para no olvidar su solucidn, representenla graficamente.
a) Representen cada paso, pegando los cerillos al papel.
b) Escriban la solucién con una representacidén grafica, mds
sencilla.
Ejemplo:
Es muy frecnenbls 7in violen “ar regtaz, saltanlos :-~rillos 4
de un lado, o regreianlolos, o volteanio las caberasy aara

avitnrlo, lar diferentes colores a cada banio de cerillos Y
sl:95 posible, numerarlos.
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A8C20113 1A?2 31310
ABQC L2 3 142072 :¢
A31 71017 3 107 A3u
53222073 12 F30

FRCHE A 6 B AV N "23A08B2
s017272C3 1723QgA2C
0413722 3

1LAD B 02 TR Gatp) T8 apeas,
1A2 500 %

1822300

Notese nue el ordan alfabético y numérico no camwia, lo que
es el equivalente a la regla que impide saltar un cerillo del
nismo bando. Ademds los siete lugares quedan bien sefialados, des-
tacandose en cada posicida, el espacio wvacid.

Cuenten los pasos en que sz resolvid el problema, y anoten-

los.
Resuelvan el problema para cuatro cerillos y cinco lugares,

escriban la solucidn, hela aqui:

>»Oueocd

e

38 EXERERIETY g pavpe

—_—— > o
OO e e O
wwwww e o

3 pa-os

d=

Ahora por favor resuelvan el problema para dos cerillos,

tres lugares y escriban la solucidn:

= O
O=>0
>0~

icudntos pasos se requieren en una solucidén para ocho ce-
rillos y nueve lugares?

En efecto se requieren veinticuatro pasos.
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Escribamos la lista:

Nimero de cerilios n Nimero de pasos
2 3
4 8
6 13
8 24
10

icuantos pasos seguiran para 10 cerillos? y ¢(Para n ceri-

1108? Si no pueden hallar la fdérmula, reordenemos y completemos

la tahla:
Nimero de cerillos Nimero de cerillos Nimero de pasos
por lado
n n/2
2 1 3
4 2 4
6 3 15
8 4 24
10 5
n n/2

La linea discontinua representa los renglones gque se

omiten hasta llegar a n-1.

Cudndo encuentren la fdérmula, completen la siguiente ta-

hbla:
Mimero de Wimero de Harern de thrnrro de
ceriting cerillos por cerillos pasos
lado n/2 por lalo
mnis dos d +
2
2 1 3 3
h 2 h 3
6 3 5 15
2 4 5 24
10 f 7 35
n n n+7? nfn+ 2
3 2 \7
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Este problema hace sentir al alumno la necesidad de contar
con un lenguaje simbdlico, que le permita reproducir 1a solucidn
del problema, y ademis, al hacer depender el nimero de pasos de
uné solucidn, del nimero de cerillos involucrados en el proble-

ma, lo introducimos al razonamiento inductivo.
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Loaice.

Entendemos por Término una palabra o conjunto de psle-~
bras que afirman o niegan algo de un sujeto {alguien).

Zjemplo: EY amor o3 tirrno,

Decimos que una Prooosicidn e5 un tArmino del cual tie-
ne sentido preguntarse zi esg Talso 2 veriadero;

ejemplos:

Las suaves Jacarandas nos evocan primaveras que fueron

o vendréan,

La luna refulge en el clelo,

Los conectivos 1dgicos son expresiones Qque afectan y re
lacionan & las proposiciones, por ejrmplo:

No ez clerto jue Dlsa recoge Jazmines,

El conectivo es la negacidn "no =5 cierto que"”,

Ire a comer y el viento arrastra 1las insectos.

"

El conectivo es 1s conjuneién "y
Soy de viento 0 soy dr tlerro; el conectivo es la dis-

yuncidn "o,

S1 te gusta el sonido de lo lluvie, entonces tu alms

percibr la belleza. E1 conectivo 197ico es el condicional

1 1A
si ... entonces...

’ Clanificamnos las proposiciones en simples y compuestas;

Las proposiciones simples $ienen un sujeto y un predicado ¥
carecen de conedtivos ldgicos, ejemplos:

Los Jévenes gustan de cantar ,



Juan disfruta el sonido de la lluvia, Te alegra ver la
ynrba en las montsfas.

Las proposiciones cotpuestss tienen uno o mas conecti-
vos 1ogicos que afecten 2 unr © wmas oronosiciones, ejerplos:

Ne es cierto que vivir rs indoloro;

Los peces sonrien y los flamingos son hellezs en liber-
tad. ,

El claro de ls luns es spaci-dle o 1las plumas del marg
b son suaves y sedosas.

8§ Eros es un dios, entonces Eros es un dios del Olimpo.

A 1ufen  amemos nos ama si y solo =i dizfrutamos del pa
raiso.

Los conectivos 1ldgicos ectédn subrayados en los eJemplos
anteriores, shors escribamos las pronosiciones deJando un es-
paclo en las proposiciones afectsdas.

NOo €5 C1er o QUE v vvvenriievnenirsianincoonaoioocacansonssnss

R R R « I e I R R R

= S 11 A oL £
OevenronssneraovrcenrcenssoosDrnousnsonssasnacensnsonssosnosnna

o8l y s0lo Bl e e e

Le propesicidn: "Lsz Jocarandas ~vocan prinmaveras”, la
podemos representsr con 1o letra "J', que llamaremos letra
propocslcional, ceda vez que veamos "J", recordaremos la oropo
sicton, "Las Jocaranias evocan primaveras”, por esto a "J" 1a
llamaremos letra proposicional constante.

[ t

HUna letre proposicional es un s{mbolo que representa a unm

nronosicidn,
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"Le luna refuige en el cield”, es una pronrosicidtn que
representaremos con la letra "T", "Son cdlidas las playas
nuegtras”, con la letrs "N'

"A Elss le gusts »1 sonido i~ la 1luvia™, con la letrs
"G". Teniremos as{ las prodoziciones L, T, T, W, 3; simboli-
zarenos 8 cualirutera de olles 2on la lotra windscula "p",

- tanbién simbolizard cualquier' otra proposicion-, Las letras’
proposicionales maytscules L, J, T, N , G, son constantes
porjue representan una sola propostcién espec{fice, la letrs
minuscula "p" es variable porgue representa a cualquiera de
erllas, si quisieramos representar dos oropcsiciones cualquir-
ra, diferentes entre s{, hariemos uso Je dos letras proposi--
cioneles miniusculas diferentes; cono “p" y "2", o "o" con el
subfndice "1" y "2, quedandonos 'Py"y "P,"; vars representar

n,..n

tres proposiciones cualaquiera diferentes, usariamos""l" , P2

"

1M n
-Pg, o "p", "qQ", "r". Para representar cualquier nliero n,

de letras proposicionasles diferentes, usariamos "P1", P2", ~-

"p3", cres "pn", donde n es un niimero entero y positivo cual--
quiera, -natural-, los puntos suspensivos "..." representan
las letras nroposicionales que faltan para llegar de 3 2 n,

S1 la proposicidn "Ls luna refulge en el cielo", es cler
ta, decimos que "LY es verdadera. En caso de que estuviera ca
yendo una tormenta, las nubes tapar{an la luna y la pronosi--
cidén "La luna refulge en el cielo”, serf{a falsa; dirfamos, en
tonces, que "L" os falsa, representando con v =1 valor verda-

dero y con f falso., Podemos hacer una tabla para la proposi--

cién "L", que serfa as{;
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L
K2

fuera de la2 tsbla, nonemas la letra "L" que simboliza a 1la
oroposicion “"La luna refulgs en ol clelo", en el primer ren--
glén de la tabla, propiamants 4icha, »sté »1 sf{nbolo 4ol va-
lor verdadero "v", en el srzundo renglon esta o1 sfmbolo del
volor falso, "f"; nuestre tablla sblo tiene una columna Que es
ta directamente abajo de le letra proposicional "L". De ignal
manera podemos hacer la tabla del valor de verdad de las le--
tras proposiclonales "J","T", "N" y "G", y nos quedar{an as{;
T N

J G
]
7]

Como se puede observar, la tabla, propiamente dicha, es
iguel para las cinco proposiciones representadas con la letras;
L, "Jg*, "r,"N", "G", por lo que podemos sustituirlas con

1s letra oroposicional variable, p, y hacer la tebla de ver -

dad
P
[V ]

le cusl es vélida para cualquler proposicidn .
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Negacion.

s{ & la propoeicién " A 108 alumnos les gusta 1o 16gica”,
1a representamocs por la letra proposicional Gy podrenos negar
1p rscribiondo "no es clertoque 8 los alumnos les gusta ls8
16gica™, ¥ 12 gimbblizamos "no eg cierto que "Gy, st ahora
simbolimamos la negacién "no es cterto que ", €O0 "~" se
représentaré "~ Gy 8 la neghcion dn'Gl“. As{ el conectl-
vo 10gico negacién, quedaria representaﬂa; nor el gimbolo
wo '

“La propoelcién "qe alegra ver 12 yerba en la montafia”,
quedaré representaia por la letra proposicional "A" y su ne-
gacién: " no es clerto que ne alegra ver 1a y~rba en la mon-
tafa”, por " ~~ A",

Estas propociclones G, ¥ "p " que sSON negadas son sin
nles, pero &aun ~gnto 18 proposiciéﬂ negade fuera conmezta,

la negacién actuaria gobre ella cOMQ gl fuera una sola prope

sicidn, motivo por el cual a la negacién se 1o considera una-

Si Es clerto que me alegra veT 1s yerba en 1a montafia,
entonces 18 proposlcién np" gerd verdadera, y su negaciodn:

"~UA" serd falsa.

Pero sl no &% alegra ver 1 yerba #0 la montaﬁa: 1a propo-

tpor ejemplo i antes habfa un bodque de abedules, due 5€ que-
md y. la yerbe que 10 sustituye me entristece.
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gicidn "A" ser! falss y su vrgactii "Au A" serd veriadere,

La teghlr ‘e verdai de la nngecidn de "A" quedsrd asé

YR 'S
4
L

obzerve ~ve v: na columna par:z la lebra pronoitelonal M4
otrs para 18 ry-::i2i5n "AVAT o el priuer renglds, AT s
verie‘era y i: 1ein:ldn - falsa, en el segundo renglén "A"
es falsa y la —=gacidn cierta.
31 es verdad que a los alumnos les gusta la 15zica, en-~

tonces la negr>ion "~AvG." es falsa., Y s! ~z falso que a ls

1
alu=nos les zuite la 10gics, la n-gacidn "~uG," es verdadera.

Su tablz de verded snrs

GG
12
vi t 1
£ v

"
hay una coluanz para la letra propos?clona? "0 y otra peras

rrlae " [ ~ye
su negacidn " AL Gy" =0 el nrimer ronglon GI’ £ verdsderz y ~u
negacibn fzlss. »n rl zrzunio reni®n "Gy" re false y su negacibn
verdeirre,

Eacribamo: las dos tablac funtas

A~ A G~
v f v f
f v | f v

las tablac pro:zlamente dichas son iguales nara las dos propo-
siciones "A" ¥ "Gy", luego si las suztituimos aor una l-tra
pronosiciona® wariable como la "p" y hacemos la tehla e ver-

daid qu~dard
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~s P

’
1a cuel ¢ vb1ide pero la nc;aciéw 1~ gualiuter prononictrfm.

w‘< e
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Sesn les propo:icione:z:

"

Yos niiioz raternecen nusztra  vids" que representaremos
20135 MY, ¥ 12 nropanlciS Mla- »iTatsr dan color e Infane
z{a", representala por "i". §1 ‘as relaci~amos as{;

"Los nifior enternecen nurstra vide y las pidatas
jan color I infancia", formaremas una proposicidn compuesta
Jue repres~ntaremos; "N y I", Cuando son verdasd-ras ambas oro
so3lziones conponent~i, 1p arsposicidn conpuasta "y I, es
verdadera; si "4" es verdadera ners T es falsa, entorces

" oo

"Ny I" es falza; 2t "4" es false 2ero "I" n3 veriadera "iy

-

2z fplza y 5% @mYas con falsar; ~atont=s 'y I es falsa,

Egto 1o poic~os rzoridbir en la 4ublay

I 0 oyl
.., s'v v
'y e
il IR €
I ) c

resresentando la con'unzisn "y" por e simbolo "A" quedarfa

ast:

1 I oA T
v v v
v T T
a v [

En los dos primeror reaglones lo nrovosicidn o ez verds
k (8] -—
dera, en el primer rend51 I rs ver ‘phiert ¥ la proposicibn

adaane s o ferisicrr,sn sl cegunio 1 e falza y le Sronost-
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5t marasemiy @7 fodnz, s s feseeen s otagrda tenglone-

3 7ale., s A temmesmn Tosn semsigtepg 0V ardaotioldy coaee-

e - o

“omi_ et nirz, en el cuarto rengldn T es false y la proposi
eidn ~ompuesta 4 a9idn es falsp, a modo fle ayuda Tnemoticnica
decimos gque"la conjuncidn es cierta cuando sus dos camponen-

1t

tes son clertes”, y en los demaé catos es falas., Al observar
ls tabla, contamos cuatro rewzlodrs, e egiaivalen a las com-
binaciones de valores de verdad de las dos letras proposicio~
nales diferentes N o I, Podrmos hacer lo tabla de verdsl de

la conjunzidn pora dos letras propozicionales cuales-

yuiera diferentes, p,a, acf:

P q PA G
viv v
v]f {
f1v r
T f

la tobla tiene una columnna debaju de cada letra proposicional

pya,yde la proposicidn cor el conectivo 10gico conjuncibn

N
Ejerciclo, campleta, las sipuientes tablas:

P p p ? ] Dj~u D
G111

] — i

ol QA W aWRY I Y nl~opt

v Vi

x
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b« pAa P9 nan P 1 0PA1
v v v v v viv

v & 1 T v ] viT

f jv - £t v TV

T T ) i T

P9 pa3d N9 9AQ P 4 PA"

v

v

T

n_n

De los cuatro renglones que tienes la tadla, la "o es
verdadera en la mitad, - doz-, y falsa con la otra mitad., -

doz-, como se ve maz clargmente en la prlocra columa,

™ 13 de 7, 1z altad dr le 1itad, -1-, e3 verdeiero y
1a obtra nitad 3e 1a m'tad fs falzo,-1-, alterndniote g conbi-

quatid, cono 32 ahgerva:

A<=

copiands la columna »oriterg y ~ejuida verenos e cada ren---

zldn es difsrente i~ ot i-al- ¥ sgotan lac posibillidates de
P q
7 7
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L]

nuevas tombinationes 1~ verial-ro y falso pata "o y U1": as{,

» 2 el cegundio H 17,

on »l pri-e* 13101 Lenezor P O
v

en el tercerd> o 7, en =l cuarto o 1, oo

.

ta otra posidle combinazidn i~ ver:

7, diferentez e lac Jus ya eascridlnos? eccribela;

eJerciclo; completa las tahlas;

taiero y falzo aara vy aare

o 2.1
¥y { v
V| F
Flv
FF

p 2 D

13
3
[

:

.
o

PAQ

a P Ag B_]’-’ PAd
¥

ryg [ g0
e [do
woldirel 4.0
e S £54 1S Lo

o,

81 phora hacenos 2ue "3" gen

"Los nenes son tiernot y los

igual a "pY, por ejemplo,

]

n1%o07 son tlernes”, se ten

drd la proposiclan compiestes "H oy NY, Cuys tabla de veria?d es:

N N NAHWN , Yoz renglones pri-
v v

ViV v

'if T

FA P4 b4

orD Yy senunins son loalen,
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¢ serd nosible que N sea verdpisra y lalsa al mismo tiempo? ,

[ ]
| no} por eso a1 segunds renglin piede sor H N, pues eso
.

viE

siznificaria que N »3 falsa y verdeidera al wismo tiempo. Lus-
go, si en una proposicidn compussts se repite una letra propo
sicional, tendrd que tener el nismo valor ~n cada renglén,aun
que haya diferentes columnas con la =atsma letra proposicional.
Cono los dos nrimeros renglones son iguales y también

los dos ultimos PAP , bastara con rscribirlos una

P
A
£
r

ikl ld g
ol b

sola vez; 27A7 3 aci, 81 las lesraz nroposicionales
v .

P D
viv |
JEIT T

|

son iguales, ~ntonces la tadla 1~ la conjuncida tenlrd dos

renzlones,

inezo, 2l nlaero e renslones dep-nde 1-1 ninero e le-
tras proposicionales diferentes,

Sean ahora las proposiciones:

"La luna refulge ~n el cielo”, representai® por "L" y
nuestras playas son cAlldas”, representada por "N". Formamos
con ellas la proposicidn compuests. "1a luna refulge en el
clelo o nuestras playas son cdlides”, simbolizada "L o N", si
"L" es verdaedera y "N también es verdaders, entonces "L'o n
es verdadera; 81 "1" es verdadera pero "N"es falsa "L o-N" es
verdadera, Si "L" s falsa y "N' e3 v.rdadwra "L o N" es ver-

dadera . Filnalmente , si "L" y "N " son falsas,
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L 23" a3 fal3a, lo cual on ~7cribe an la.tabla asl

Naets

Cerbirndo lar Yetras procoziciensire "L7,"N", por letres propo-
sicionales varlablez y canianio »1 conativo 107ico disyan--

2461 "9" oor el simbolo "V tendremos 9 4 gvia . Para po
. TS
i
flvi v
flryr

der recordar esta tabla, d-cin-z 1ue‘1a disyuncis es falza,
7510 zusnio 335 397 conloncat-- 1o zon Y, »n 1oz tends cudos
er rriglers,

La tabla de verdad de la disyuncién tiene cuatro renglo
nes, si las oroposiclones conmponentes son distintas, iCuéntos

renglones tendra la tabla si las proposiciones componentes

son Jgual~s 7 complerte la siguiente tabla:

pp pVp

ejercicio completa las “ablas;

g pya p a1 pVgq P 9 Pya q  pya
viv V) viv v v
vif v v]f v s
fiv v fiv T v
N TIT T 3
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! P 1 pvT

~jcle} <]<

comoleta el rengldn sefialado:

~ 3 op o1 yon no 21 o 7
I I I
>lvif] > (v | T
=4l 7{ >Ir i :i % v }
{

Togl V' qans ety cen ankd a0e

La pronos!cton rompuestsa;

1"t

bladn ", tienr por componrntes; “1lueve" aue reorecentaver

por "L1" y "mstd nublado' slmbolizain vor "E",

S1"1lueve"rs verdadrra y"enta nublado” es verdalera,
1a oproposicidn conpuests  "si L) entonces £ ec verladera, ot
"1lueve" ez verdad-ora nero "egtd nublado” er ralra, lo pro-o-
sicién "si L1 entonces E", es falsa; (no puede ser que llueva y
no este nublado); si "llueve" es falsa y "esta nublado", es ver-
dadera, la proposicidn "si L1 entonces E" es verdadera; si

“llueve" es falsa, "esta nublado", es falsa, la proposicidn "si

L1 entonces E", es verdadera. Para representar el conectivo si..
~ntonces ....., lla=ado condicional, usaremos rl 7imbolo )

la prooosicidn "si llurve entonces entd nublalo " queilarfa:

"Ll ~——3 ", 5u tabla de verdad es;, L1 E 1= . La oro
Vv v
v f °
f v v
f f v

rodicidn qur va entre"g{" y "entionced", es r1l antecedentr, 2n el

elémnlo, L ante - cdonbe 23" 1llueve? Ta pronviieltn nue sigus al

conettive sl . . ., . . entonurs,
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=3 nl consacuentins, o~n nuestro »'emplo, es la oroposicion,

"estd nublado”

"

iComo 50 ligma 12 orooocicidn que wve ontr~ "si" y "en-

LONDPSY? ~mmmemccccaccacmecmmn o ————————,

La proposicidn que va lespnts 1o"ontonces” se llama ---

Las nropotinione: comnonentes e 1a ~on!t-ional se lla-

MEN  ~mememmmmae s icme masmma)f mememee s cescemnea—ase,
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como antecedenbv Yy la

Tomando 1a aroposiclén variable "p"

-

Jvariablox'"') como: consecuente,nla habla delverdad sera:

. prooosicfon

serd: p g _ p-»q
VIV v
vif f
fiv v
fir v

En 1a nroposictdn condicionsl "p->»q", .icudl es =1 ante-
cedente? -~-wmasneoaa- ’

icual es el consecuente? —-=-mee-ca-e

Para recordar la table, decimos que“la condicional sdlo

es falsa cuando el antecedsnte es verdadero Y el consecuente

es falso"; esto es, el segundo rengldn de la table p g p->q
. e

’

Yy fn los {rmas cecos serg verladera, vir] f

ejercicio completar lgs tsdbles:

D g pq q_p>q p 9 p>9q p_q p=>q
v v Y v v
v f v]f f v f
fivi v v f v
£t v rlf f T
9_p->9 p Q9 p->9
T v
by
v
v
Repite el primer renglon:
p_aq 09->9 p 9 n>3 R EECE
MI T Vv] |2 M v




30

Recuerda que 81 el antecedentees verdadero y »l condicio

nal s verdedero =1 consecuente sers verdadero.

Si el antecedente y el coniicional ton verisderos el -o

’
CoMSerttente TrTE mcecee e s

€1 s{~bo 05, si "p" es verdaderoy "p —>q" tambisn,

"q" @5 memcmemaea- .

entonces "q"

q
Repite el cuarto renglén.,

q p—>q p a p2q p 1 pq

-_—
]

r{ v ¥

Recuerda: Si el consecuente es falso y el condiclonal
es verdadero. entonces el antecedente es falso.

S1 el consecuente es falgo y 21 condiclonal es verdsdero
entonces el antecedente serd ---e-=-semmeeaa- .

Con sfmbolos; si "q" es falso y "0-9" es verdadero "p"

Los circuitos eléctri :os ayudsn a visualizar las tablas
le veriai. . Sl

S1 convenimos que un foco prendido O:signif'i.ca qu~ la
proposicidn comnuesta es verdelers, y falsa sl el foco estd
apagado Q;las preposiciones componentes estdn simbolizadas
por switchs,- o apagadores, o interruptores,- qus considera--
mos verdaderas cuando dejen pasar la corriente - ——= ¥y
falsas cusndo no ——"—, La fuente de energia s~ sinboll

za .——_, ya sea bateris, -oilas, acumulador -, o contacto

de corriente alterne.
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LU}

La prooosinidn maz asncills "p" Lrnird rst lagrama:

—_ - P

cuanio es variaiero. Q

o~

Loz liag- naz 10 'a confuas!on sorgn: - r a
Tuando "p" , "¢, sean "al-sc, "HA T corg temh'éa falna,- fo

co anagado-. L—-—-—/‘-—/—Q donts "p" eg verdgiero, "q"
_ a a

28 falso, "pAgqY a5 fairo,

4:———/‘—-—-""——@ con "n" faleg " owevingers, "ap”

farzo.
-.l.t
_:——/'———"—‘Q-'con "p" verdatero, "7 rarialero, "apal"
Sncaull
veriadero,

Loz Macraiar 4o lg Heymmcisn oardn

P
| G 0o . PO
_ / sy vy Sl -

¢

con o veriatecy, 1
‘e

?4
1.

“av " e

Jo
Atoectetor Dibuaja 1o olros oz ~ireiltor Ane ~omnletan

la *fahia te 'n e ion,

I__._./'—._Q cuanio o5 falso ¥ 4-nird evte otror——a—\_’z%
p -



Ejercicio: Construye los circuitos correpondientes a la

conjuncidn y a la disyuncion,

Les tables 4- vardal que henos ec2rito son:
P D P 4 pAg P9 pva P9 p->q.
vl 1 VivI v viv] v VIv] v
T £l v yif |l £ vt v vifi{ f
flv f flvi v fivl v
Tir s i 7 f f1f N

Los pasos qQue 5/ sigue para hacer una pronoeicidn com--

nuesta son:
i.-Contar el niimero, - n -~ , de letras pronosicionalrs 14

ferentes que tienen la proposicidn, para ieterminar 1 nlaero
de renglones, ussr la formula Zn, - 1los rengloncs se dupllic.n
con cais nueva letra proposicisial, porque caila letra admite
Jos valores de verdad. falso y verda.lero-.

As{, una propocicién con una letra proposicional, n=1,
tendra dos renglones en la tsdbla, 21= 2, por elemolo; p pPAD.

vV
£]f

2.-Trezar lac colunnas, una por cada l~tre oroposiclonsl y
una por caiag.conrctivo.
Beeribir los valores d» verlad !~ lat lelraz propozicio
nales; para la pri=era letra proposicional, la mitad.de los
prinsroz rengloirs serdw ~~rlaierss, la sezania nitatl 3= los

renzlon=z seran fals>~. Para la segunda letra proposicional la
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mital de 1a mitad de los orimeros renglones sera verdadera, y
la mital de *a mitei falzoe, alternandase hasts agotar los
renglonss.

Parp le tercers letra proporicional, la mitad de la wmitad
de 1la mited dr los priverce renglones serén verdadercs, a con
tinuaeidn »1 misto ni-~ro le renglones serd falso,¥ se alters
narsn,hasta agotar lo~ renglones,

fle continda ol crocero, acignaniolr s cada letra la mi-
tad de renelones verdzieror nue le acignamnos inicialmente a
8u predec~ror: v, ser:iiamente, ol -ismo nimero e renglones

falroe, y olternande he~t- ngotar los renclones, y las letras

erdemplo, p 9 r .
vivVI]V
,3 b \ .f
2 v
? {

- Lo L Bl 4] 2 R
<

2,- O¢ zomnletan lzs columnhas de los conectivos, compas

randolas semin las tobles de verdad que ya vimos;

n Di~uP P qQ "aA1 p 4 pvq P4 B9
vi T v i VIV v vi v
E] fl v v T = vIf v vif] £
flv N fiv v v v
ry f s fi1r f f v

Para o110 nos syudaremos con las reglas de la memoria
signientes, "si una prorocicibn er verdadera, su negacidn se-
ra f‘alsa,.y si una propresicidn rs falsa, su negacién e8 verda
dera", "Lo conjuncidn s verdadern n6lo cusnio zus componentes

son verdaderas”, “"Ls disyuncién sera falsa sdlo cuando sus - °
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componentes sean falsas’

"La condicional es falsa £6lo cuando el antecedente es
verdadero y el consecuente es falso”.

L.~ Bn caso de que la proposicidn tenge pardntesic, se
resolverdn primero los conectivee que Asien en los parénte-
eis més interiores.

5.~ Por focilided de escrituta, al conectivo 16gico ne
gacidn se le suprimen los paréntesis, cuando afecta a una le
tra proposicionsl, esto es, no se escribr~s(p) sino ~u p;
en los demas casos &{ se szcriben los perinteris:
edrmplo; (PA g —> r ))., Las negacionrs quer afectan a
una letra, se resuelven primero que loz demds conectivos.

6.~ Al empezar a resoslver lg colusna del conectivo del
paréntesis mds interior hacer la comparacidn con las columnas
de las proposiciones componentes, Después de la comparacién
se considera que el valor de lo que #2td dentro del parénte-
sis lo dard la colunna resultantr,

7.~ Repetir el sexto pao, conslirrando cudl »s el nue-

vo parintesis mds interno, y continuar hasta agotsr la dltime

comparaclon.

3.~ El valor de verdad de la proposicldn compuesta
es el de la dltims colunta obtenida, por 1o que se le 1lama

regultante o resultado.

g,- Si 1l co)ana resultant- contlene =5lo valores vers

daderos serd una tautolologfs, esto rs, serd verdadera para

cualquier valor de sus componentes,
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METEE RN Y s, Y

St le antmcn reovlipnte clens soln

* IR PRI S T S S . .
Wy oot AU LoLTa 2T

', §y sera falsa para
cualquier valor dm sus componentes,

S1 hubiera valores falceor y verdaderos eon la resultante,
serd una proposiciodn indeter inada, sin importér cuantes vala
res verdaderos haya.

Elemplo 1@ ~p4aq lleva cuatro renglones porque son dos

letras proposicionales diferentes, ssto rs5, n=2, y sustituyen

do en la férmula 2%, queds 22= b, o ql_p ~0A1 : Conti

nuamos con los valores de las letras propocicionalers:

P 9 p p 7, seguldanentr obtenrmos lot valores Ar
v
X L
flv
rif
de la negacidn de "p": p Q hyn ~ApAQ

viv [

vt f

fiv v

fir] v

Comparamos ahora las columnas restantes, bajo el connc-

tivo conjuncién, recurrda, "La conjuncién sdlo es clerts cuam

Ao sus camponentes gon verdaderas”: p n D Ag ., Para
viVv T £
Vi f f
I{v \'s v
I'[Tr v f

“-ciliter el exémen dr la proposicidn sefialamos con una fle-

¢ha 1la columne resultante:



P U|~uD ~yDAQ . Tn rcte casc 6~ trata de une indeter-
v v Iy f
v] £ f L
1 v s v
T 1 v “

4+

ajemnlo"2: nyasq, (Por 7ud 1a tabla llavard cuatro renglones?

minacion.

sPorqué la negrcién de  no lleva paréntecic n la lotro %

A continuacion rz2ribitos los valores de verdsd @ le=
tras proposicionales: p 1 q PA~UT 3 Seguimos con la co
vV
viT
Ty
S
lumna de la negacidn o1 n pVarq , trrmina la tabla
v] Vv T
vIi T v
*Tvy T
e v

verdad, no olvi-dea zefiglar la colurna resul .~nte con
una pequefia flecha, en cu parte inferior, diriglidg hocla arri
ba,

iFs tautologfp? ememc-mna-
si/no -

¢Es contradiceidn? _ mwe—eeee-o

iFs indeterminecidn® -e--- —————

(Porqué?

Bjemplo 3: p=—> (7 —=> p) tenird cuatro renglones por

tener solo dos letras rroposicionales distintss,
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66— p->{a—>p . A continus2ion rezolverraor 1a

<! <l
e <imyl <f 2

colurna 421 segundo condiclionel, ~or ~star dentro del parénte

sis:

o) p-> (3-——>p) . En seguida se resuzlve le

<ol i<

sl 1< o
hiiral <0

columna del primer condicional, tomando cano antecedente 1la

"p" y como consecurnte la columna resultante d-1 paréntitis

"(@a~P)'; p g {(g—p) p-—3(1—>n). Le flecha que se-
vV v v
v T v v
Tlv f v
£if N v
4

fials la columna resultante, indica que la proposicidn es cier

ta nara cualquier vaslor de las comnonentec, nor lo que es una
tautologia.

Ejemplo U4: P—> (IA~~q)-——> 1) llevaré ocho renglones
por tener tres letras proposicionales distintas; p,q,r, . Los

valores de las letras ~roposicionales
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son : ~1 (@aasc) (@Angor pa{lan~sg) — r

s

o fe et
el imitAL 5 o]

)
o
&

ol bola feala ol o e

=i by
ralegler

Resolvamos la columna de 1p necacldn de "a".

p 9 r |~Q (GANO) (G Ans Do) P ({ 0 AruG) 3T
VIiViVv 1
vivirtl f
y{ifiviwv
yvi{ifirt v
Livly £
fiviTt f
f1ifiv)v
f{Tif 1T v

En segulda resolveremos la conjucidn por ser el paréntg_

sis mas interno:

av®)  an821)  psy(gana) >r)

2 9 rrg @

vV v 1 Ed

viv | T] ¢ T

A E viw f

v]f fiv f

fiv vif f

fiv fif L

flflviv kY T
rif T T{v T

Tomenos el paréntesis "(kA~vq)" como una sola proposicidn

antecedente y la compovanog €21 =) cmseecuente

o (lqm,q) ((9A~ﬂ->r) n_,((aAA-/ﬁ)—):-)»

n- 1 AL

v N :

v b 41 < Y
N - al g £ v
ST T R
f \ ~Y} o 3 .
IR N
¥ T .
T T v R
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El condicional que gueds tieqe como antecrdents lg les

tra "p" y como consezuente al rezultado de " ((1A~A)o )"
P9 resg  (38n8) ((QA~R)or)  o(laang)—r)
viv,v £ £ v v
\'y V ra :” o . .‘.
v T vl v c oA
vyl v f v v
Tiviv i 7 o v
T F ' E
G A4 < i v
Fal A i i A ] v

La lechs 105 indics jue la nropoicidn s una taubo
logi{a, pues ~n le columna resualiante 3010 tien~ valores Ve la
deros:

Ejemplo 5. (pV~pl— (Va2 (ra~r).
Tendra ocho renglones, pues »1 nirero de letras pronosi-
clonsles difersntes, n, es tres, "p", "q", "r"; al zustituir

Y n
en lo férmula 2", obtenewos "= 27= 3.

Pl por (pVerd) (avasg) ranor) (avwdorland)) (ovudls{@van)— (rAur)

T
<{ <i*q ' q43ig
<l <l o <l A

3
U

£ continuacion resolvrreros lsz columnas que nlegan una

rola lebrg nron-aleiongl,
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P9 ral el al (Bve) (Avad) (Ianet) (A%gley (fA~T) (PVaBle (GVad)s (FAT

vivi‘y o .

vivict 7 O v

\' :‘ -.. :‘ " :‘

C2 B R R I

fivjel vy o1 - .
2l b ~ B f‘ - i
F :“ .‘; - K v

» . . . \ N ‘.
Canp los pareatenic (3} ¥y " rAnc)bicnen 1o misua

interioridel, se resuclven independientrments dn orden:

DT ad A~ vad) (T} Gaar) (3Va0)e(eAwr) (P Ploa(0vag)a{rAnr)
VIV 1 | f 1] S
viviE 7 1f v s
viE iy ls - 1 -
vif T o]y . -
TV IviiTi?s v hy
YT v [T v .17
F 53 O O KON IS . "
H T AV |V v |7

Ahore tomamoz como antecslente " (1707} ¥ cono consecuen
tr "(ra~r)” y los comnaramos bajo a1 condiciona'. Ademir, nor
tener tener ls mluma interiorided, el paréntesis Wep'), se

resuelv: tawblén en este paso.

r_{ovap) (Qved) (ranr) (QV'VQ)E*(!‘N\/T) fov_ Bl rang)

D I T adAsd s

viVIvif JT [T % T

vivifif jriv v K r

vifivif v ]?f v - Hy

viTifirivily v H -

iviviviair v I T £
vifivIiTdy v v £ £

fifiviviv]? v % B -

v v iy v v z »

4 N e
El percatesic "{p/ p," ze constituyo en el antecedente,
7 (G~ Y {rA~r))" @1 2 consecuente el Gltino conlis?
1V r *Toconseciente lel dltlvo conliclo--

nal.
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2,9 ¥ 4P oot (2vp) (v (ram) (@vaido (ovor) (Pvmihl@vasdosfrver))
sl -1 -1 Y . . -
v .‘J ‘! A‘ " ... ] . K hid
V f‘ .’ - .v' :‘ A - -.
HENMNEFE < 5 N
3 BB Y Pl ~ _a m
nl . e - = ~

e =

AL ueamc 2Olo vslorer Tutsos en 1o coluuna resultonte,
la propodielon er Gip conire lincion
fgerine Lo otolblc s owerisd den

glercicio :
A {p—1))—3
((Pvarnp) — 9,
((ov o}ﬁ,vq)_,p,
(ov @Aa(s V. )a(pvr),

1 . PR - N
Heste thore mennn et llc

conectives:conjuncion "A ", disyuncion"V". condicional

negacidén "~ ", y algunas de sus

Estudiemos shora =l conectivo légico

dicional, su tabla de verdad es @

o 1a”

(~aAD—q) ) ™ P
(pADN— », (PAd)—a3,
(on (aVr))—fb Al) V(~Ar))

GESIACES

Co e e oeowdpe e

n ”"
-
combinsciones,

"<>" 1llamsdo bicon

P g  pe la regla mnemo~
vyivV v
vift] t
flv f
T{f{ v

técnica,- de ayuda a la memoria-, serd: "el bicondicional es

cierto si los valores de sus componente: son 1guales'.

El conectivo 1égico bicondicional "e&" se lee "si y sb

1o si"; as{, 1a proposicidn

"pe>q" se lee "p 81 y sélo si q",

ejemplo: E1 amor es tridte si y sdlo s1 la trisseza €3 una na

nifeztasidn del amor.
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Cuando un bicondiclonal es uns tantolog{a, decimos que
3Us cowponenler o1 =julvalentes y, en sse caso, eacribinos
el a{mbolo "z" en el lugar de " ", por ejemnlo:

A Q) or)en (p—(@ —r))ealcilemos su tedbla ie verisi:

p a r (pAd (A1) ((pADV-r) p = (9o A D—dxp > (3—r)
VIV v v v L4 v v
VIivI(T v T £ f i
VItV TT v v v v
vitTitT T iy v v v
1 Viv v v v v 3t
'1Tvir v v v N v
1TV E 7 v v v
T T T v v v

Come la columna resultante sdlo tiene valores veriade--
ros, el bicondicional ro una toutolezfa y " ((pAq)—r)" es
rquivalente & "((p-—{g—r)), 1o cual escribivwos:

{(p A q)-r)z(p—a-r)). St doc proposiclones son equivalen
tes y una de ellps aparece en otrs proposicién, puede ser sug
titulda por su equivalente; ejemplo; ((pAQ)sr)v a podemos

agcribiria camo (p —s{q—r))ve.
Ejercicio: Hacer la tabla dr la verdad de las siguien--

tes proposiciones y declr si son equivalencias: (npVahw(p—a),

(p+(@—1)) = (aap) =1, (v 94 Pl (p—a),

(p—a)&(~p Vq), ~a(BrA~s QY (04q ),
(a3 p) e (~pVa). (PA Q) 3(a A p),
(p V@) e— (q Vv p), {~v(~p))on,

{ p—Q) > (q 5p), ~(p V adpupAna),

~{ Padlefup Vaa),  (a p veglern(pVq)
v PV Qeamip AQ),  (pA (BAT) ) afoAa)Ar),
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(o yig V £l V 0) V), (A0 v ll(oaq) V (pAT)),

(pV (q/\r))‘——)((p viiale v r)).
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Cusntificadores.

Suchos enuncisdos cientificoc, filoséficos, cotidisncs,
“gon del tipo: "Todo n er e, Dondr "p" y Yo" son pronoccicios
nes, Por eirmnlo: Todo gento rg reconocido ror 1s iglesis.
Tembicn podemos eucribirlo: Tolo ¥ fue es sento #5 reconoc ido
nor la iglesie. e otro modeo "Pern todo x 51 es santo, enton-
ces or reconocido nor le iplesis™.

Sivbolizeremos 1ls cunlided de ser sor santo por "S" v
lz cunlidad de ger reconogido por 1 iricsie con la letre "R,
rntonces la vronesicldn 2urdard simhalizads, "Pars todo x
(sx=Rx), dondr “S¥" signirice "x" ee santo” y "R¢" significa
"¥ rg reconocido nor la iglesis'

Otro ejrmplo: "Todo hombre justo tretard s los demas co
mo drfea cer trotado”, aue podemos eseribir: "Peors todo x =1
~% un hombrr justoentonces trate a los dewfs como fdrsSep sSer
trotpdo”. Simbolizeremos ls cualidad de ser Un hombre justo"
con "J"y 1a de “tratar a los de-gz como drsea ger tratado” con
"T", la nroposicidén resulterd; "Pera todo x{JxTx), donde "Jx"
significe "x es un howbre justo" y "Tx" serd "x trats 2 los de
més como degea ser tratado”.

Tendremos la pronosicidn: "Pera todo x ( Sx—Rx)"y 1
otra proposicidn: "Pars todo x(Jx—-—;TX).

Simbolicemos con ¥ =1 cucntificsdor; "Psra toic" y las pro
posiciones nurdardn; Vx(Sx-)Rx) y Vx (Jx *Tx)}, Que lrerermos;
"(yx @z Rz)", "Pore todo x £1 x e8 S entonces x eg R. Y
"M (Jx 4 Tx)" "Pors tolo x €1 x ~5 J entonces ¥ es T.

Le negecidn de le pronosicidn "¥x (Sx>Rx)" serd; "o re-

cierto que ngra tode x, £1 x rs S entonces x es "R" 8inboliza-
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]
do ; "~¥ x (sx —Rx), reto ~z 1o nicms gue drelr; "existe

, st
elman v jue e2 E ¥ no ~t RY, cimbollzado por, "exlste algin x

~~

ExmR), ugendo 'Ix"en luger d» "exlste plgdn x", 1la prono
zietHn que erd: "3::( S¥ AnuRn)" que 1eeremos; "Existe X
tal que % rg 8 ‘ Y no es R, Usando la notacidn pzra proposicio
nes equivalentes tendremos que: ~v ¥ x (Sx-mRx)z 3x(SxA~Rx).

El cuantificador "¥" se,1lr llama universa}l y el cuant}
ficador "3" se 1= llama cuantificador existencial.

Otra pronosicidn existeoncial es, "Algunos prces son ana-
bintidos*", que tatblen nolenos ezcribir; "Existen peces ana-
bantidos"”, simbolizands ~l ger pez con "px" y el ser anaban
tido con"Ax" le proposicién se escribe ; "3 x PxAAx)". si
ahora negsmos esta pronosicidn obtendrenos; "oAx (Px/\Ax)"
que se lee; "No 5 cierto jJue euiste = que tea pev y anabin-
tido", que pquivele & decir! ningln prz es anabintido, de
otro modo, "para todo x si »s oez ontonces no es anabantido)
simbolizedo; "¥x (Px--~Ax), ss{ pues, tendrevos;

~ 3 x PxAAx)E vx (Px-rassx).

EJerciclo: escribe tres proposiciones cuantificadas
existencislmente ¥ tres universales.

Simboliza tus proposiciones, usando los simbolos"V' y

* Ansbddntido, que absorben alre de la stmdsfera parg resolrar,
ejemplos: los betss, los parafso, los gouramies.



® 3", recuerds que seran de le forme; "Vx {Px,qx)" y
"Ix (px Aqx)?

iega las proposiciones ¥ encuentra sus rnquivéleqc&a:,
sazieeler “ss¥ o ( axp3x=d ¥ (Px/\'vtz:‘:)" v “Iu(ox Aqx)z

vx (pr=rmuqx)”.
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Lonjunto

El concepto de con‘vnto ec intuitivo; todec rundo Bebe lo que

es, podrros declr qur e un concepio bdsico y fundamental que

N0 3¢ define: recuerr Tue T fr e fritler sl controton
criumes, que cucliuler Ielintelis e 27 Am iqnTulria lo que
ge va g definiy o cupl ~r un cfr-pp rleloes,

Lo e nellnoe de un cogjunto es que sus eleﬁsentos dean
distinguibles .
Se puede describir un conjunto enumerando sus elementos
y encerrindolos entre 1laves {} , 0 enunciando sus caracte-
rizticas, tambifén entre llaves. En este caso, la descripecidn
es por comprensidn.
Ejemplos;
Por enumeracion: ys {'1,2,3,11,5,5,7,3,9} , @= {2,3,4
R= {1,3.5,7,9) , s={7,8,9) .
Por comprensifn:
T {x tal Que x es un nUmero natura)l y menor que 10} ’
I=. { X t}al que X es un nimero impar y menor Que 10] .
Simbolizaremos la expresion "te! que” con cualquiera de

estos tres simboles "% ", " :

Y- Tl
Si usamos la simbologi{a de 1o ldzica tendrenos que
T={x tal qus x e5 un ndmero natural y menor que 10} .

Se he convenido en usar letrss meyQsculas para reférir-
nos a conjuntod, y minlscdlas pesre sus elementos; ademés ., la
letra "¢ ", : .. .. .para designar la perte-
nencia; asf, rn el caso del conjunto S= (7,8.9] , 1a expre--

sion "7€S" sge len, "el elemento 7 rstéd en el conjunto S"
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0 més brevemente, "7 eztd en S". Con ests notacién y utilizan
do "N" para siaholizar al conifunto de nimeros naturales ten--
dremos; T=(x: XE NAx 2 10} aue se lee, "el conjunto S, as

a1 conjunto de todaz la- %, tales Iue X es un nlmero netural

¥ menor 1u-~ 10,

Subconjuntos,
Un conjunto G, ~z un subzontunto de otro ', =t y sbdlo

51 todos sus elemgntac 3on tamblén elenentos 1- obtro conjunto,
La propiede2 1~ zer sudzonrfunto de otrs, la & tivolisgnosr "I",
a:{, GeH s 1lee, G es subconjunto de Y4,

La definicidn de ser subconfunto serd, Gefl

ey Vr (€G- x €il).

Que se ler, G ez zudconjunto le o1y sblo si, para to-
do x,s1 » esté.en G,entonces, x esté en Y,

o

EjJemplo: Q€ U , Sam

Disgramas de Venn-, Euler.

Pars renresentar zraficamente un conjunto de uss una £i

aura cerrala, yo sea alargada o anroxinadam~nte clrcular.
27,9

rston diagrames 1lirvan =) noabre d4e Vo1 y ie BEuler, nor los

Ejemplo U=

ma temdticos * qur nrimero propusieron su uco. Nosz ayn
den a visualizar mejor loz conjuntos, rus elemrntos, y las re-
lacionrs jue guarian entre ellos;

* John Venn, matemdtico y légico inglés. Leonard Euler, matemdtico

svizo, muy notables.
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ejemplo; U=|R= 2, j ¢ N .

diagrama 2ze ve que todoz los elementos del conjunto R, »n la .

fizurae curva alarnada taahién zon rlementos is1 conjnbo 2.
Podemos ver on »1 diagra'ma 7ur algunos elerentos de U
no son elementos de R, ucaremo: el s{mbolo "g" para la no
nertenencia y leeremos 2€ R, camo"2 no prrtencce a R", 4UER,
" 4 no certenece a R",..., el conjunto S-—-[?,B,Q} .tiene un -
elemento, e’ 9, que no estd ~n R, 3&i, lucgo el conjunto §
no es subconjunto de R, simbolizado por "€', azf lee'r"tnos
s )Zf R, como 8 no es subconJunto de R. Dicho dr otra manecra,
un conjunto S no ez zubzorjunto de otro R si ¥ s$lo si, exigte
cugndo menos un elemento de S que no esté ~n R.

Recordemos que un conjunto G s subconjunto de otro H
cuendo "todos 105 elementos de G ectén en H", esto equivale
a decir "no hsy elemento de G que no esté en H", sJemplos:
Dado el conjunto BR= (1.3,5,7,9) , el conjunto G:{'j,‘j,?} es
subconjunto de R puers no tien~ elementos x .3. xﬁR.

Otro subconjunto de R es I= [3,5} yo que no tlene ele-
mentos que no pertenezcan a R pues 3€RA5€R.

El conjunto J= {3,7} tambicn es sudbconiunto de R, pues
no tiene elementos quer prritenezcan o R,

Dedo el conjunto K={5}, K € R pues no existe -

x€ k.2 x €R.
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Sea rl conjunto L= {5.7} tenemos que L C R, pues
~ 3 x(xe LAx ¢ R).

iSeré el conjunto U= (3} subconjunto de C 2 =ecemnoaa--
sl./n0
QPOTNUEY mmiel emeeeen e o o - o et e e
¢ Yet vondinto = T tembién 7 subconjunto Ge 07 mwmemocean-
Su'no
LPOIQUAT? mmm e o e e it i e e

Sea ¢ ={ ]'m conjunto sin elen~ntos - La leira ¢
¥y no tienr elementos que no e
nsten en R, luego entoncesz es subconjunto 4 R,

Al conjunto de espocaz que tiene un sultan se le llapa
harén; Al tiene un harén compuesto de; FAtime, Zoralda y Je
2abell De no tenemos el harén de AL{ por Ha,luego entences
Ha = {Fétima, Zoralda, anabel}, S1 una de rllas huye. 2on
ur. »rtistn de Hollywood, <1 conjunto de dos elementos que Que
da seria  gubconjunto el haren de AL{ y 1~ llama: amos Huy .

S1-drl conjunto restante, (‘HA 2), una de ellas huyera &~
1éxico con su hijo, para salvarlo de la irs de la otra, &1
conjunto de un elemento que quedara, serf{a también subconjunto
de Ha . S1 1a Ultima esnosa se muriera®*del coraje que le dio
Gue se salvara el hijo de su rival, el conjunto restante
* Rezlmente son pvcy:as ~spoTaT para un sultén, perd el ba o

, oreciodel petrdleo no le permite tener més,
Ella no oodfa tener hijos, hab{n rngordado mucho y s~ habia

vuelto biliosa.

®
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seria subconjunto del harén original, aungue ahora ya no tiene
elementos y sea el conjunto vacio.

Dado un conjunto cualquiera X, el conjunto vac{o no tiene
elementos que no estén en X, luego el conjunto vacio es un sub-
conjunto de cualquier conjunto.

¢De cuintas maneras cdiferentes podemos orcdenar los elemen-
tos de un conjunto, sin repetirios?*. Al conjunto sin elementos
#, sdlo podremos escrihirlo de una forma: ¢ :{ z.

Designaremos el nimero de elementos de un c;njunto Y vor
el simbolo oY, también llamado cardinalidad de Y; as{ og = 0:

{en su origen el matematico Giuseppe Peano concibidé el simbolo &
como un cero cruzado). Simbolizaremos por n' el nimero de for-
mas diferentes en que podemos escribir un conjunto de n elementos,
asi 0! = 1, ya que al conjunto sin elementos # lo pocdemos escri-
bir de una sola manera.

Un conjunto con un solo elemento, por ejemplo; {l‘, podemos
escribirlo de una sola manera; {1), tendremos 1! = ). El simholo
"I ge lee factorial, 2! se lee; tres factorial.

Un conjunto cualquiera con dos elementos, por ejemplo il,Z},
lo podemos escrihir de dos maneras; {1, 3, 2,1 , obtenemos; 2!= 2.

Un conjunto cualquiera con tres elementos por ejemplo{1,2,3L
podenos escribirlo como: {1,2,3}, {1,3,2), {2,1,3}, £2,3.1) , [.1,2},

3.2,1}, de

* Si repitiéramos elementos, éstos no se toman en cuenta, ya que
como conjuntos son iguales. Por ejemplo{a,a,a,a,b,h}= h,b;, pues
los elementos repetidos se toman como uno solo.
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seiz mancrac diferentes, entonc~z 3= 5 ~ (3) (2) (1)
Un contunto cualdulrre in cualro ~lep-ntoz, por sjemplo
f1,2,3,HJ » podrd ser escrito de todac estas maneras diferen

tes: (L2,2,01 {2,1,3, 3,1,2,40  #,1,7.3]
11,2,4% 3 (LLESY BIUE 13,0
1. 3, ,41 2,3,1, 1 13,,, ,1] {l,7,1.3]
iL,3,4,2 (2,3.11,13 {3,1 b1y (8.2,3.4
1,4 2 3 2,4,1.3) 3,4 1.23 i, 3,*.2)
{1, ,3,7} 2,4,3,1 [3;“:&« 1 %:3-7 13

on totel 24 vecez, 41! =2“=(“X3)(2)(1) =(I) (6), =i hacemos una

lista:

{mero de elementos *‘aneras (iferentes en
del conjunto qur se esctibe el con-
n Juato, nl,
0 Q! =1
1 14 =1
2 21 = (. (1)
3 3| = 6 = (M)
L i = o _(L})(J)('))(l)
> (8) (31)

Y

Siguiendo la liste dads, 5 =(5) (1) (3} &) (?i reto eg 51 =(5)(4))
h;biendo obgeivado gque 2! eg ol producto de 2 nor uno, el
factorisl enterior, tombién ~vemos que 31 ez ol prolucto de
3 por 21 factorial anierior ezt ec 327} le lg =icma monera 44
e? rl products de 4 nor o1 factorial anterior H4x6= 4x31| lue-
go podemos pensar que, dado un conJunto de n eleventos, se po
dra escfibir .n por el factorial anterior (n-1 )IV”CPQ diferen-
tes, n3to ru, n! = on (n-l,[: i otra menera, n[:n(n-l)(n-z)..
" 3,2.1; ecf enlteenlo 10 gnterior & 17 tendrenor
120 = 12x11X1G-92327x0:0x8732x1 tembifn se tiene 12)s 17x11}
volviendo al nroslema dr % rleaeator, en ffecto habré 7l nene-

»pr diferventer por cola e Te lgr cilaea cleentos i1,7.3,h,5)
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a2t 5i=(5) (24)= 12C, Al ndmero d- maneraz M frrentes de aczpt

BWi-oun owondvrts g ooeloeeiton, re L 1onr factoricl owoen

\! “ (' : ("‘»"- . 2T I -
(ER CE N CEL RTINS €1 CUI T PR 2 L LRSI B
-
2= .
200 rl 7epm YamgTo e 1oz nmevor e ve Azt obtanidy,
mehede ngmiid re pensesentn ooonoma simo e oudmirseldn, oo
n’reio 10l= 350ICT 21 fertoriel on Yl ocrne =uy ri-=ide cuznio

D-t21gan0103 @ exaniicr fl 11l= 11, 10.,.%

1o podemos escribir 111= 11.10.9.8), ya que 81= 8.7.6.5. b 3. 9.1,
qite son Loy Tactores que representsmor por 8/, tembién tene
mos;

* 111= 11,10 .... (141} 1] donde 1! es un nimero que puede ir
desde 1 hasta 11, Este razonaniento polemo: repetirlo para

cualquier nimero no sdlo el 11, y oci podemos escribir
nt= n(n-1)....(1+1) (11) pues 1| complementaria as{:
nl= n(n-1)... (1) (1) (1-1)...3.2.1. Ejemplos:
3eg n= 13, 1=9 entoncez:
ni= n (-1...(4+1) (11) quedaréd az{:
13 {12) (11) (10)(9) y& aue nlcoiplets as{
131 = 13 (12) (1) (1c) (9.3.7.6.5.4.3.2.1)
Sea n=17, 1= 15 entonces 17l = 17.16.15!

e}
w
i

Sea n=19, 1=13 lurgo 12y= 19.11.17.16,15.14,13!
Yea n=13. =5 tenevor 13.12.11.10,3.3.7.6.5!

*

111= 11.10 ... (i - 1)A!



Escrib- 1la forzule
Perz; n=", i1=5

n= 10, i=3

Tenemos  1ie 3 3
o 1 , f 1
agf tprdién 1 01 . SRS SR
1 o e 1 Tt
-Z- = ?—! = é sz _:i\: ?..9.. = Mt =
2 24 1, & 34 » 2k T
) ’ Iy
tendremos benbicn gque  nl
-\l‘
Adenas, ze tilen- e j%l - 5,
5
3.7. 5.4 s 11.10.91,
7 77 91
,17.11,10,9.8.71
1 17 T 2 = 13,12.11.10.9.8,
n;

¢ "1" es menor que

n.(n-l).i..(i+l) 1] - n.(n—l)...(i+1), igualmentr;
Tl

I
=

=D

8se tendra’ §_!= 8.7'6.5‘”’
34

231,

tenemnos;

serd; 6k 6,5.4. si n= 8, 1=
i

3

5

si n= 23,

23.22.21.20,19.13, 8% n= 5,

escribirenoz ;

n, (n-1) ... (+1), asf{ , 81 n= 8, i=3

1=17
i=3

si_
5i° 3.7.



escribir 1o Zfor-ula corresponiiente
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n=7: i.'-"s, - I
n=3, 1=l e
!1"8, =5, -
n=3 T:.:z, R
=g _:T, - ———z
n=3 =1, ————
Qe pozarcd of -0, veemot,para n=l, '=C, obi~nenos;
b, zemo Cls Looe tiene = 3L gy, st n= 17, i=C,
ol 7 5 H
| | 7
.
4 B Vil R I/ PR grnrral ouedara;

31 n= 12, 1=0. gonr eacribira;

3 pn

w—t
]
fun
1%
2
t2
-~
3

61,6 2 quA correnponiera n=5, 1=0 7
:

Qe ocnirstrd 5t 1= af , vor eriemplo, n=%, 1= 7, en

ERif
n=1¢, i=1G, ~~----= , he-ot owtenldo -ara ="y I=C,
=3, falt, 4=, =50 =7, Cwl, g
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Si n= 13, i= 7, -4 sBerg igusl & [3-7

nee s 13- 7= 6, €4 n= 23,7 1= 17, n-t= 23 - 17, ¥ rntoies

-

73 -7 = A tloaw 3, s S, e tione 325 w5, geninto
n=" % ., sl n= 1%, L1- L -~ ,8ln=0, =7, . =, 81 0=5,1=0,
= ,51 n=5, 1= 3, w ,3in=5, (=7, = ,2{f n=5

£=1, =, enel zzs0 dp jue n= 3 iz (, cerd
5-0= 5, ¥ sl 1= 5, i= 5, aueigra  B-5=C,

Si n= 13, i= 7, ° (o=t va e cer (13-7)l= 5,
st n= 23, 1=17, {a-021 =(23 - Y70ty aueda (23-17TNH = 6!
st n= 8, L = 5, ge ticne; (8—‘5)§= 31, st n=15, 1= 11,
obtenemos; (15-11)f = 41, ;cudnto serd? si a=9, 1= 7, - N= !

si n= 5, i=3,

tCuantoes subconjuntos tiene un conjunto de n- elementos?
veamos primero el cojunto de cero- elewentss, s inico sub--
conjunto es el mismo, ya qur no tisrne elementos Nle no estén
en @, Luego el nimero de subconjuntosdel conjunto de cero -
elementos es uno.

Un conjunto cualquiera de un elemento, {1} . tenlrd co-
mo subconjuito a €y s ~1 mismo, {1] , lurgo el nimers da cub
conjuntos de un confanto 1- un rlemento es -d0S.

Un conjunto cnalijulera de dos elementos il,?} , tendrd
como subzonjuntos s ¢, {1}, [7} ,(1,7_] , esto e3, cuatro sub
conjuntos.

Un conjunto cunlquiera de tres elementos {1,2,3) , ten
drd‘como subconjuntos, el de cero rlementos q‘, , 108 de un
elemento {13 , {2}, {3}, 108 d» dos elementos (1,2} , (v,3} ,
[2,31 s ¥y el de tres elementos fl,_’z, 3} ; en total ,
ocho elementos.

Un conjunto cunlquirra de clatro elomantos (1.2,3,‘4] ’
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tenydra por subconjuntos el de cero elenentosﬁp, los.4¢ un.rlemento
{‘lu?'},fﬂ,?‘] v » los de dos elementos [1,2} , (1,3} , 1,43,
(2,3} » 2,4 , (3,4} , 1os de trns slementos {1,2,3} ,
(t.2,43, 3.4, @,3,4, v o1 4~ cuatrs ~lerzntos
{‘,7.3,3] , @3 drelir, diecissdis -ubconiuntos en botal.
S1 hacewor uns lista 7ue contenga la informacidn obte-

nida, cera:

nimero de elsmentos dol nimero de subconjuntos del
conjunto conjunto.
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16

viendo le 1lists, nos damos cuents “de que, de un rengldn al

otro de la columns drl ndmero de subcontuntos, se va duplican

do, con esto nodemos ver, que la formula Que nos da el nimwero

de subconjuntos que tiene un conjunto de n elementos serd 27

Rerscribimos la lista agregandole una tercera coluana, para

n-veces

la fdraula aplizata al valor de n, recusrda que 27= 2x2x2x2..Xk
esto'signit‘ica multiplicar 2 por si mismo n- veces y

n°=.1, Vvnd o . .

Nimero de elementos del nimero de subconjuntos férmula
del conjunto del conjunto
n
n
0 1 °
1 2 2!
2 4 2?
3 8 2
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(Podr{as completar 1s tabla?

Dado un coanjunto dr n elementos ;cuantos subconjuntos
tendrd de 4 - elamentos ?, la respuesta estd dada por la fér-
rule:

g nl n

Ci (T—T)TTT ' en donde <i , ez el nfnero de
de subconjuntor dr 1 -~ rlevenios Jus tlons 37 zondanto de n-
elementos ., EBte firmuls no r~ drpuestre rn rate curso £ino -

‘haste estadirtice I o II, rn ~1 Gltimo afo dr Bachillersto.

St n=5, 1 =3, se tendra;
5 51 51 51
C - e de aquf ; ~emmebe- = eoo-ooll ydecsa
3 (5-3) 13l (5-3)1 31 21 31
rrollando loz factortales _ 5| Sxlx3 ! 5y can
3. 1, se tiene, Sxh»y3V _ 65x 4, 10 qnu- no da,
3| 2x 1 x 3| d
Sl 10, on efecto,el ninrro ie subcontuntos de 3 ole
mentos Gr- tieme un norfunto e 6 elearatos (1.7,3,4.5) et
10 :
2,3 . L2y, L2, 438, L35, 068,
2,3,8) , [.3,5) , @.4.5), B.ush, oo .
St n=6, 1 =0, Cs = 6! - 6!
Y ©-0) ol =0
como _61. 1 y c¢l=1 Cg = 1, -en efecto, el {ni-

!
co subconfunto de cero rlementos que tiene un conjunto de 6 -

slementos es Q
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84 =6, 1=6, Cg = 61 o sea Gua
IE"EJI 61

y estoes 1, Cg,, 1, ¢l lnico subconjun-

C6 . 6!
6" ToTer
to de sels elezentoz que tirne un :zajunto de seils elementos
es el mismo,
Como el nimero total de subconjuntos de un con’unto de
a n n n
n- elementos es 27, resultarque !¢ zumanoc Co + 0y + Cp +uan

n n .
+C .y * ¢" = 2, comprobémoslo cuando n=5,
- n

5 = 5 = 5: 5 = 5,_-: 5—-
CO 1, Cl 5, C2 10, 03 = 10, C!: 5, 05— 1

sumemoslo 1 + 5 +104 10+ 654 1 = 32 y ademds 22 =32,
5 o, s 54 5 a o5 . o5
luego Co+cl+cz+034 Cur CS—Z.

1os ndmeros Cri‘ , temblén se 1llamgn comincciones  de.n ele~

mentos tomados de 4 en 4. Se aplican ~n srobadilids? ¥y como corficirntr

7r1l binomio de Newton, tema que se verd en el segundo somestre

de motematicas.

Dados dos conjuntos decimos que su interseccidn es otro
conjunto,elformado por sus elementos comunes, simbdlicamente,
sean A, B conjuntos cualesquiera, su interseccidn simbolizada
AN B, es el conjunto, tal oue X€ANB ci y sdlo s x&A y
XE B, estoes, ANB = [x-?‘ Y& AN xe B , en disgramas e

Venn - Euler; A B

S

la parte con achuralo es el conjunto AN B.
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eJenplo, sean los conjuntos
c= [2,4,6,8) , D={6,7.1] , entonces cnp = {6,8 ,

en diagranas c D

Otro ejemplo; dedos Q= (2,3,%) y =R = {1,3,5.7.7) ,
la interseceidn QAR es =1 conjunto QN R= {3}, .

81 los conjuntos no tirnen elementod comunes, la inter-
gseccidn es el conjunto vacio, y decimos que 1los conjuntos son
ajenos o disjuntos, ejemplo 1; Q = {2,3,&} y F.:-(?.’),Q-} ’
le interseccién QN R e5 el conjunto vacfo ¢, rcto es,

QNR = §.
Ejemnlo 2; =i B=i1.2,3}) D=(’5,7,"o}, entonces BND = ¢ .

El diagroma serfo: 3 D

Un ejemplo mds;sean  B= (1,2.3] , E =[1,2,3,6} , enton
ces BNE =3, en efrecto sl 7€ T, entonces 3N E= 3
Lt ¢NA = ¢

831 tenrmos oz conjuntos cualesquiera A,B, su unidn es
otro conjunto formadc por los elementos que estdn en A o e5-
tin en B oen Ay B, csto es, 1a unitén de A; B simbolizada
A U B, ec ol conjunto de 103 elementos x tales que x€A V
x € B, de otro modo A UB= {x: xcA V xeB], en e' diagrama

de Venn - Euler;
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B

Z
=

El conjunto a2 uredo ~z A Y 3,

\

Ejcmplo Y: e ~) zcontinio 2= }}.3,5,7, ”} , Q= {2,3,!;] s
su untdn cooel condints R 7R ={1.2,3,,5.7,9)

Efemplo 25 cea <1 zonfucto 3={1,7,3 ?:{1,:,3":,5] ,
~mtai--, BU F= [1,2,3,4,5) = F; tenemos que BCF si y sélo
sl BUF =F 1luego, para cualquier conjunto X, X U 47: X
ejJercicio: Escribe 1 conjunto unidn y el conjunto intersec--
c¢16n de los sigulentes pares de conjuntos.

¢~ (2,463 , p={6,7,88 ¢cnD =] , 3,
cun={, , , , J,
e= {2,384}, ®={1,3,57,9 am={],

QUR = | }

B= (1,2,3] , =678} BND=
BUD= |

B= (1,2,3}, E={1,2,3,6]} BN E=
BUE = '

c= 6,7,8,9) , 1={5,6,7,8,9) , ahu=
GUH =

Q= (2,3,4] 5={7,3,9] QN s-
QU 8=

R = (1’3:5:7)9} s 8= &,8;9} rROs =
RU 8= '
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Dador los conjunt~e  T= {?.%} ¥ R= {’1.?.‘3,7,-’7} ~1 eonjunta
rifr(‘nrnnci‘qd«? 1 on R adpé ciub Tirado nor R-T, e’ r}‘jron,*,unt;o
de lo= olﬂmnm;vor' aue rabén ~n Ry no nperbtenccen a 1t reto e,
R-1={1,7,4}

Seen L={5,7}, 8-{1,3,5,7.0] entonces R-l-[1,3,9} .

o genersl, dadre deg conjuntos AR, o1 oeonjunte  dl%eren

cte A-B,estd formado nor los elementosde A Que no estan ~n B8,

r8to es:  A-B= (x: x& A A zd R},

edemplo; sean R={1.3,5.7,9) y $={7.8,9) , ratoncrs, R-S={1,3,5)
Escribe los contuntes d'ferracin ir Q= [2,3,111 , ‘
s={7,8,9} , Q-5={ Joamqr={ ]
Dados los conjuntmd), Q={2,3,u}
R=(1,3,5.7,9) . s={7.8,9) , B-{1,2,3} T1={8,5)
= 37, =67, kB, {5, w=(7]
c={,4,6.8) , p=16,7,8) , £=01,2,3,6) , 6=[3.5,7} ,
H= {1,2.3,4,5.6,7.]
F
U

(1,2,3.“,5} Chgrrvonos qu- todos ellos son subconjuntos dr

i

b

{1,2,3,&,5,6.7,8.9} , rn eete caso, 1 conjunto U que cingl:
nr a todos los coniuntor drl discurso =~ llame universo, de 4
ah! 1a letra U,

Definimos el comnlemrnto de un contunto A, como rl conq
Junto Act‘or'nn'lo: por todns los elementos Aue no estén rn A,-
nero que 81 rfstdn en el uniberro- reto e, Acr-{ X} .xﬁﬁ/\xéuj

Fn ocaslones se simboliza el complemento de un ccnjunto A por
- A, oA,
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¢ d»mnlo; Dado r1 universo U:£1,7,3,ll,5,6,7,’1,9} s Y L=(5-7]

fu Of)'nplf"n"ntﬂ s Lg' i1,2.3-1‘16.3.°’) ’

cjemplo 23 Sea D= “{6.7.31) , F= {1.2.3-53

Su unién es D U E= {1.7,3.6.7.8} y su connlemento e¢
(pv )¢ = [H,S.Q} . 1la interseccibn es DOT = {6]y su coaple
sento os (DNP)° = {1.7,3,u,5,7,a.0} ;

Ung dr gBs diferencice rs  D-T =Y7,8'} y su cannlemento
es (DeE)" = 11,2,3,11,5,6.9};

Su otre diferencis re E-D= {1,2 3 y su complemrnto g
(E-D)C =U4,5,6,7,8,9] . ~1 cosnlemento de D rg Dc¢{1.2,3,u,5,9}
y o) de E ef Ec={h.5,7,“~,91) 1s interseccifn e 108 corplemens
tos pe DA EC = {8,5,9) v 18 uaidn dr rllos es: pf ur =

[1,2,3,11,5.7,3,9} s ung dr SUS 4ifrrencies r pt- ¢ = f1.2-3}
1s otra e FC- p°= {7,8)
egcribe 108 conjuntos aue £€ piden:
D- =
- DC=
c
DNE =
END =
- pu E%=
p°UE=
Los diegramnas dr Venn correapondientrs 8 1a d-iferencia

dr dos conjuntos €5:

o
.
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~1 comnlrnento dr un conl'unto
7
U A e

2
7/ 4

Dedos 1ot coniuntor :.1{';,3,'1} y T=(1,2,3,ll,5,6} , ls

unidn 4e fllor ~e T U €={.7.3,4,5,5,7,8.9) y =u comnlenrnto
re (T U .'S)c -, ye Our no hay elemrntos ~n U our no estén en
TU S, estore, US= 6 . Art mirmo, d)cs U ours cdslouler elemen
to retd rn rl1 comolrmento de' conjunto vac{o.
Escribe los conjuntos aue ge piden

U-B=

#-U=

und=

Juu=

Sean los conjuntor C-{2,11,6,8] , b= {6,7,9)
la interseccion de ~llogs CND = {6,8},5:1 comnlemento eg (CUD)-E
{1.2,3,4.5,7,9} fus couplementos gon: CC= [1,3.5,7,9} , ¥
%= {1,2,3,4,5,9], au untén o= €% U D= {1,2,3.4,5,7,9) ; obe
gorvemos oue (CND)C= 1,7,3,4,5,7,9, y tanbién aue cCy n°=
1,2,3,4,5,7,9) : csto ~r, lor conjuntos (CN )’y ¢ 1 tie
nen los migmon eiementor; rn estr caro, decimor oue los conjun
tos son icualer arf (D)= ¢ U n® rcote tggalded re conoci-
da como una e lar lryrs al tguel (C U D)z cno’
Fn efreto, C U D = (2,4,6,7,3, entonces (C U D)c.—.
{1,3-53} s y cnr'= {1,3.5,9). Lor recpectivos disgrames

e Vrenn- Tuler



66

cont 1e nartr schurada

% le

g Dc; finslnente, la

parte gotbreada rs ¢ty y, como £ V£ compsrando 109 g~
gramgs, 7 1s micma nartr gonbrrades de igual mencra, ~1 dle-

grone Ae (CUM)® y A € SISTLE
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Fn 1l nrimer Jlanrems lg “erte gombreada ~o (C U D)c,
rnerl crounto. la peric eon achurg’o rr Cﬁ\ Dc ¥ er vr
ave ron ipgusl-e,

“ador 1lon eontuntorn L,®, fnuncig lae layrr de ‘organ
pare rllor}

Te A~ lo° conjuntos H{3.H,5,6,7} v Yu{ 5,6.7.'} ,

04= 5, o= 4, 1o untdn er T U = {3.11,5,6.7,3} y su cardi-
nalided ee o (¥ U il)= 6, su intrrerccibn re MA H= {5.6,7) ¥y

su cerdinglided re o (:.‘.nn)= 3, 'a difrrencia -He [3) tiene 4c

cordinalidas o (V=ill=1 y la otve 3ifrr rcts H-li= {3,14} con

cardinalired o (H-M)= 2. Como ~1 univrreo U tienr 0 U=9 y

1e cardinglided rl comnlemrnto de le unién ps(H v H)c=(L2.Q],

~u cerdinali-iad o (H V)%= 3 : ae{, g~ ticne aur ol=oMuH)
=°(3f U )€, purs rus velares ron, © - 6 = 35 doemde, e bicne

que o (HUM)= o H+ di- o (HAM)* purr sustituyendo ;

=5+ 4 - 3,

Por otra partr, o (¥-H) + o(#=) + o (2N = o (H'UW),rrerd
birndo cus-valorece, 1+ 2 + 3 =6,

Un per der diopgramas r Venn- Fuler aclararan ls situesd

T

A rgta formule o (HUM)= oH 4 &M - o (HA M) 8o 1r Vlams
dr Boyrs y 8e aplica ~n probabilidad.
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y cur cerdinalidadrs serén, o Us0

Grarravicen'n, oeres Ton eondonies cus rrﬁujrra H, M, re
tirae:
formule 4 Sayrr o {H U 2= o2 ¢ ol 4+ ofHAMY):  adends
o U - ol U H)= o Ctu s yitenditn o (-4 o (HM) + ~nm
o (MNH) = o MUY,
Dr la fdroula an Ceyre ¥y la Gltims Corwula e tirne;
o + oM+ o (HAM)= o (1-H)+ o (H-¥) + o(iNM)
estas ecusciones  -pn sureimiernto a aroblenes muy comunes ~n
lor rxdmeners,
riemplo 1t En una combi viajen 2oce prreanars, cinco '+ ewllge
treqn pentoloner vanurros, rris tre«n trnis, y cinco no treen
ni tenis ni pantalonrr vaourror, ¢ cuénéop traen tenis y ocan-~
telones vaoueros?, hacer un diagreve e Venn Tuler que expli-
aur 1p situecidn;

Respursta: En la conbi viajen 12 prrsonas luego o Us 12
cinco trarn pantslones veaurros,7epregentemor por V el conjun-
to dr orrroner qur treen nantelonrs vanueros, W=hH, reris traen
trnis, deglroaremos o1 conjunto 7~ nersonas nur trarn tenis
con T, ar{ 0oTP=6, 1os quer no Lreen tenis ni pantslonrn vegque-
ror también gon cinea. reto ee, o (T U v ©= 55 luego,
cemo o U ~ofTuVl= o (P U N re tirnr 12 - ofTU V)= 5, de
donde rerulte nue ofT U %)= 7 y por la firmula s Bayrc
5 (TU V)= a7 o/- o (P ), obtrnrar 7= 645 - o (T/]V),

de aoufl 7= 11- o(TAVY), lurgo o (TNV)= 4, como
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o(T- N=0T - o (TY) y o (¥-T)= o V ~¢o(TNV) s~ tlene
o(T-W=56-b y ~(=7)= G=laf o(v-V=2 , o¥T)=l

lurgo el diagraqa &~ Yran - Euler seré;

2 U= 10 0{% L,

5 , OLye manera

ofT U V]€=5 ‘

.

a2lgo maa intuitiva nera rnso'lvw'-'. el problema es dibujar el die-

grame:

oU=12 | 4 =5 o V=5 '
., lurgs coto

c
ST V=5
o (TUW=o0U= 0 (TUV ) er trndrd » (T U 7)= 12 -5, ecto

ps, o (T U V)= 7, dr poul, por la férmuls de Bayes, o (T U V)
= oT+0oV-o0(TAV), e tienr T=6 + 5 - 5 (TNV), lurgo-

7= 11~ o (TNV), lurgns o (TNV)= U4, re complrts »1 diagrama

con rste dato N o U= 12

14
completamor aghora los drmar dotor

oU=12,¢
o=t o V=5

o{T U TT%g
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Fotos problernr se entienden wmejor ri  rabrmos cdHnn nro
ponrrlor; Se empirza hacirndo ~1 diegrema

o U=

=r asipnsn arbitrerienrnte ndoeros 2 PAB, [ - B, B A y

v

fﬁ-B)f por ejruplo:

ding
U y B 18 cardinplidad

3r A ge obtien~n sumando todos loe ndmeros el conjunto A, en
rete caso 34U, co repile ¢l procero nara B, 4+1, 1p ruma de
los nlmrros dentro de A U B nos da; 24+l = 2, aur s rfu cardi
nalidad; finalrarnte, 2 rels cantidad -+ suua el
niimero restante y r1 resultsdo rz le csrdinalidad de U, en rl

caso 3+ 7 =15, 5 = 15

, gp dreide

nud  re lo aue va 8 preguntar, - puede rer o (ANRB), o

o (AU B)®, ocueloutrr cardinal involucrado, Y rr listen

loc demés datos, nere dictarlor: ~Iasbora dos nroblemar dr rgte
tipo,para que lngs dictes 8 tuc cownaficron de roulno, y rllor
2 cu vez, tr dictarés 1nn oue hayan rloborsido, psrs reeolvers

lom, aur ze diviertan,
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Dador dos conjuntos Q= {2,3,4} , R= {1,3.5.7."1} « cu

"producto cartrsiano” QxXR. eg un conjunto cuyor rlementon ¢
€on parrjas (C,r) donde rl oriner airabro es un rlemento de
My e ctemunto rr e P, oectaoerg
(.‘."Rv—&(n IR QCQ/\I‘GR} , erd
2 R={ 2,1) (2,3),5) (z,7)!",%)

(3:1) (3,3)3,5) B,7).2.9)

@,1) (4,3) @,5) &,7) @,9)} . Obsrrvamor

avr o (Q x R)= (o) :(OR). roto eo, ~l ndmern de elenenbos

del producto cartesiano es igual al producto del nimero de ele-
mentos de los conjuntos originales.
Escribe el producto cartesiano de R ={1,3,5,7,9ly s={7.8,9).
El producto cartesiano Q x R es diferente de R x Q, ya que
sus elementos son distintos, en efecto, para que dos parejas;
(ql,rl): (qzlrz), sean iguales; se requiere gque q, = 4, ¥y que
r, = r,. Luego Q x R = R x Q, s6lo cuande Q = R., so0lo cuando

Q Yy R no son vacios.
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Sistemas de numeracidn.

Existen varios sistemas de numeracidn, el cde los romanos,
egipcios, mayas,..., el que usamos es cde origen indo-arabigo,
toma como hase para contar, todos los dedos de las manos Ce un
ser humano normal, por eso sus simholos se liaman digitos v son:
1,2,3,4,5,6,7,8,9 y el simbolo que se usa para indicar ningin cde-
do, el cero 0. Este simbolo en comninacidn con el uno, 10 indi-
ca todos los dedos de las manos de un “ombdre; S1 agregamos un
dedo mas tendremos 10 - 1, que se escribe 1!, segquirdan; 12, 13,
14,..., 19, este Oltimo simboliza; una ve: todos los dedos de

las manos mis nueve, esto es; 19 = 10 - 3, si ahora aaregancs

\

una unidad mas tencdremos:; 10 + 9 - ! = 10 - 10, esto o5, Jos veo-
ces todos los dedos de las manos de up hombre, lo cual se escri-
be 20, si agregamos otra unidad se tendrd 2xi0 + !, quec escribi-
mos 21; agregando unidades llegaremos a 29, al sumar uno mas ten-
dremos 29 + 1 = 2x10 + 9 + 1, lo cual es 2x10 + 10, esto es,
3xX10 tres veces los dedos de las manos, que escrihimos 20, si
continuamos el proceso de sumar unidades llegaremos a 99; esto
es, 9x10 + 9, y al agregar uno nos da: 9x10 + 9 + 1 = 9x10 + 10,
que es igual a diez veces diez, que escribimos 100, continuando
llegaremos a cien veces cien, esto es, diez mil, que se escribe
10000. Asi, cuando escribimos 23582, estamos refiriéndonos a dos
veces diez mil, mds tres veces mil, mis cinco veces cien, mis
ocho veces diez, mis tres. Otra manera de escribirlo es:

2x10000 + 3x1000 + 5x100 + 8x10 + 3; si hacemos las multiplica-
ciones indicadas, obtenemos; 20000 + 2000 + 500 + 80 + 3 y al
efectuar las sumas; 20000, Tencremos el nimero original.

3000

500
80

3
23583

+ o+ + o+
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Escribir 23583 as!{ 2x10000 « 3x1000 - 5x!00 =+ 8x!0Q - 3 es
escribirlo en notacidén desarrollada.

Ejercicio; escribe en notacidn desarrollada los siguientes
ndmeros; 53, 27, 14, 234, 526, 2348, 2228,

La notacidn desarrollada puede escribirse también cde otro
modo, veamos; el nimero 53268=5x10000 + 3x1000 + 2x100 + 6x10 + 8,
el primer nimero de la derecha tiene tdn s6lo el valor que indi-
ca como digito, en es:ze caso ocho: El seis se mlltiplica por
10; El dos se multiplica por 100, que es el resultado de multi-
plicar a diez por si mismo, esto es, tomar a 10 como factor dos
veces, 10x10, lo cual lo indicamos con la notacidn exponencial;
con un diez v un dos en el dngulo superior izguierdo del diez,
asi; 102, luego; 100 = 10x10 y también 10x10 = 102, por 1o que,
100 = 102. Para 3000 = 3x1000, vemos que mil es el resultado de
tomar a diez como factor tres veces; 10x10x10 = 1000, luego es-
crito como potencia tendremos; 103 = 10x10x10 y de aqui

3 4

107 = 1000. Igual gque lo anterior 10000 = 10 y reescribiendo

el nimero 53268, con ia notacidén exponencial;

53268 = 5x10% + 3x10° - 2x10°

+ 6x10 + 8, recordando que la ba-
se de nuestro sistema de numeracidn es el diez, advertimos que

la notacién desarrolliada es una suma de miltiplos de potencias
de diez.

Sistema pental.
Si para contar se toma come hase el nimero de dedos de una

mano, se tendran cinco s{mbolos, 1,2,3,4 y el 0, que significa

ausencia de dedos, se contard; 1, 2, 3, 4, 10, donde el 10, sig-
nificard; una vez todos los dedos de una mano. Para no confundir-

nos con 1os nimeros en notacién decimal, escribiremos los nime-

ros en otra base con un subindice que especifique de que base se
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trata, as{ 3425 es el nimero 342 con hase cinco. Para la base de-
cimal no usaremos subindices. Segln esta convencidén el 10 pental
lo escribiremos 105. Los digitos sin valor posicional, los escri-
biremos sin subindices. Luego 1a numeracién pental sera, 1, 2,

3, 4, 105, 11, 125. 12

5 YRR
tendremos 105 +1 = 115. que significa, en la notacidn decimal,

En efecto, al agregarle uno al 105

5 = 1, los siguientes nimeros seran, 125, 135, 145. al que , si

agregamos 1, tendremos 145, + 1 = 105 + 4 + 1, y dado que

4 +1 = 105, obtendremos 145 + 1 = 105 + 105, Esto es; dos veces

los dedos de una mano 10, + 10, = 20 si seguimos agregando,

5 5 5’
nuestra numeracidén pental serd; 1. 2, 3, 4, 105, 114, 125, 135,

14 20 215. 22., 23., 24

5 5° 5
50 Y 445 + 1 = 4x105 + 4 + 1. Esto es; 445 + 1 = 4x105

+ 105, de aqul que 445 + 1 = 105x105, luego; 445 + 1 = 100

5 5 305, 315, 325, 335, 345, 405, 415,

12¢, 435, 44
5y co-

mo 100, = 10.x10., escribiendo con notacién de potencias;

5 5 5
105x105 = 10%, que es 105x105 = 5x5, en nuestra notacidén deci-
mal*, de donde 10§ = 25, Continuando la numeracién llegaremos a
2 2, 2 .
4445 + 1 que es 4x105 + 105x105, ; 4x105 + 105 = 105x105, lo

, = 103 3. .
que nos da; 105x105 = 105 ] 105 = 10005, racordemos que;

105x105x105 = 5x5x5, y que esto es; S5x5x5 = 125, entonces 1og=125,

. 4 ,
tambien; 102 = 5x5x5x5, por lo que 105 = 625; luego un numero
como 324015, en notacidn desarrollada es; 3xlog + 2x10§ + 4x10§

+ 1, que es; 3x54 + 2x53 + 4x52 + 1, en sistema decimal, esto es;

* Como 5 no es un simbolo en notacidén pental, (digito}, se entien-
de que cuando usemos el si{mbolo 5 nos referimos a la notacién de-

cimal.



76

2 2

325" + 2x53 + 4x57 + 1 = 3x625 + 2x125 + 4x25 + 1, que resulta;
1875 + 250 + 100 + 1 = 2226, tenemos as{ que 324015 = 2226.

Ejercicio; escribir de 1 a 300 en sistema decimal y de 1 a

22005 en el sistema pental, (base cinco).
Sistema octal,

Si los pulpos hubieran desarrollado la inteligencia sufi-
ciente para contar, emplearian un sistema con base en ocho y ten-
drian ocho simbolos para representar lo que estuvieran contando;
1,2,3,4,5,6,7, y la ausencia de tenticulos que ser{a el 0, en su
mundo sumergido, donde la luz tamizada por las aguas da una tona-
lidad azul-verdosa, su numeracion seria; 1, 2, 2., 4, 5. 6, 7.
108,..., donde 108 significa; una vez todos 1os tenticulos de un

pulpo; esto es, 7 + 1 + 104, continuarfa, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,

10 15,, 16,, 17 este Gltimo nimero

8’ 8 8 8’ 8’

significa dos veces todos los tenticulos de un pulpo; continuari-

8, 118’ 128, 138' 14 20

amos hasta 778 y al agregarle uno obtendriamos el 1008, como;

100e = 108x108 y 108 = 8, se tiene; 100,= 8x8*; esto es, 1008=64'

8
2 2 . ‘
en notacidén de potencias 10§ = 8%, también 10; = 83,... Asi, un
nimero tal como 76054, = 7x8% + 6x8° + 5x8 + 4, ce aqui, obte-

3 4 5x8 + 4 = 7x4096 + 6x512

niendo las potencias; 7x89 + 6x8
+ 5x8 + 4, multiplicando, y sumando; 28672 + 3072 + 40 + 4=31788;
1o que nos dice que, 760548 = 317868.

Ejercicio: Escribe del 1 al 4548.

¢ 8x8, escrito en notacién decimal, en general, cuindo usemos el
s{mbolo 8, o como suhindice), se sobrentiende que estamos refi-

riendonos al sfimbolo decimal.
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Para escribir un nimero decimal en base ocho, desarrollare-
mos un ejemplo:
Sea 19477 el nimero decimal, 19 Trazamos una rava vertical
a la derecha del nimero, 19477 , dividimos entre ocha, escri-
biendo el cociente abajo de 19477, y el residuo a la derecha de

la raya; 19477 5 . Al nuevo cociente 1o dividimos entre ocho, y
2434

al nuevo residuo lo escribimos a la derecha de la linea vertical,
abajo del residuo anterior: 19477 5 : Se repite el 2? paso hasta
2434 2
308
que el cociente sea iguval al residuo. Cuando esto ocurra, se
tomard el nimero compuesto por los residuos, siendo e! primer
residuo, la primer cifra de la izquierda, el sequndo residuo, la

segunda cifra, ... el Oltimo residuo serd la Gltima cifra del ni-

mero octal, asi; 19477 = 524648.

Veamos otro ejemplo, 6789, con el proceso anterior sera:

6789 5 , 6789 5, 6789 5, 6789 5 , de este modo se

848 848 0O 848 0 848 0
106 106 2 106 2
13 135

11

tiene que; 6789 = 152058.

Ejercicio: Escribe un nimero en sistema decimal, de cuatro
cifras, y otro de cinco cifras, dictaselos a tus compafieros de
equipo: Que ellos te dicten los suyos, encuentren sus expresio-
nes octales, al terminar comparenlas entre s{, pregunten sus du-
das al maestro: Diascutan el procedimiento para expresar en base

cinco un nimero decimal.
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Sistema binario.
Las computadoras trabajan sus circuitos con unidades de me-
moria que, por ser eléctricas, sdlo pueden estar cargadas o des-
cargadas. Esto significa tener dos simbolos para contar; el uno

y el cero: asi, la numeracién binaria serd. 1., 10,, 11,, 100,

1012. 1102: 1112.1009 ' 10012. 10102, 10112,1111

REER pués
1+l = 102 y un nimero binario tal como 101102 en notacidn desa_
rrollada se escribe como 1 x100002+ 0 x 10002+1 X 1002+1 x102+0.
que en notacién de potencia decimal es 10000,+ 100,+ 10,= 1024

2 _ 4, 52,
+102 + 102 =2 2 2

;
efectuando las operaciones de potencias,
2

24+ 24 2 + 16 + 4 + 2, sumando 16 + 4 + 2 = 22 1o que nos dice

que 101102= 22

Ejercicio : Escrinhfr del 1 al 1001011002
Para escribir un nimero decimal en sistema binario: 12 se

escribe el nimero decimal y a la derecha una recta vertical, vor

ejemplo; 57 , a continuacidn dividimos 57 entre dos, anotamos

el cociente abajo del nimero decimal, y el residuo a la derecha

de la raya vertical; 57 1 , 29 dividimos entre dos el nuevo co-
28

ciente, anotamos el nuevo abhajo del anterior y nl residuo a la
derecha de la raya vertical y abajo del residuo que le antecece;
continuamos con el 29 paso hasta que el residuo sea iqual al co-
ciente.

Este Gltimo residuo serd la Gltima cifra de derecha a iz-
quierda del nimero binario, siendo la primera cifra el primer re-

siduo, asf{: 57 1 , esto es; 57 = 111001
28 0

1

2

4 0
71
11
11
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Sistema Hexagésimal

Dado que 1o0s numeros binarios, por su gran tamafio, son dif{cil
diff{ciles de operar., se acostumbra encontrar su equivalente
al sistema hexagésimal, que tiene como bhase 16, sus simholos

son : 1,2,3,4,5,6,7.8,9, A,B,C,D.E y F, del cual sigue F +1=10

16
despues 1116’1216'1316’1416’1516'1616'l716'1816'1916’ IAIG’
1 BlG’ 1 Clﬁ' 1 D16' 1 E16’ 1 F16’ v agregando 1 se tiene
1 Fl6 +1 = 1016’ 1; esto es, 1016+ F+«1-= 1016+ 1016' que nos

da 1016+1016= 2016 y continuamos con 2016'2116'2216'23162416'

25 2616' 2716' 2816' 2916' 2A16' 2B16' 2C16' 2D16' 2E16' 2F16'

16
30160 3lygr 32160 33160 39160 3516 30160 3Ty 381 39160 Mg
3By g0 3C g0 3D)g 3Bpgr IF g0 40,c. Alyc. A2 40 43 ), 446, 45,
46,6, 47 g1 48 50 49,c, Ao, 4By, 4C . Dy, AE . AF 4, S0 ci.
hasta llegar a 9916’ 9A16. 9816' QCIG' 9D16' 9516' 9F16’ Aola,

AIIG' A216' AalG' A416' ASIG' A616' A716' A 816' A916' AA]G' ABIG'

ACIG' ADIG' AEIGAFlG' 8016' Bl

BAIG' BB

16" 8216' 8316' 8416' 8516 8616'

8716' 3816' B9 , BC,., BD 6’ BE BFlG' Bclﬁ""'

16’ 16 16 1 16°
sucesivamente llegamos a E9165A16' EBlG' EC16, EDI&’ EEIG' EFlG'

FAigr FBygr FCigr FUy e FE (0 FF e al agregar uno obtenemos
FFIG + 1 = F016+ F +1, que es FOIG + F+1 = FO16 + 1016=
10016' continuando con 10016’ 10116, . As{, un nimero tal como

20F9°16' en notacién de potencias desarrolladas, se escribird
2

4 . 107 =
2 x10 + 0 x 1016 + F x 1016 + 9 x 10,.+ D y como 1016— 16,

16 16 .
F= 15 y D= 13 tenemos; 210, + F x 10,2 + 9 x 10,4+ D = 2 x 162
+ 15 x 162+ 9 x 16 + 13 efectuando las potencias,
2 x 16% + 15 x 162+ 9 x 16 + 13 = 2 x 65536 + 15 x 256 + 9 x 16+13

multiplicando,
2 x 65536 + 15 x 256 + 9 x 16 + 13 = 131072 +3840 +144+13
sumandop131072 + 3840 + 144 + 13 = 135969.
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Expresaremos el nimero decimal 9837, en sistema hexagesimal,
19 Escribimos una recta vertical a la derecha del numero decimal;
9827 , dividimos entre dieciseis, escribimos el residuo a 1la

derecha de la raya vertical, expresandolo en simbolos hexagesi-

males; seqin la tabla; 1.2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,
1,2,3,4.5,6,7,8.9, A, B, C., D, E, F.
asi; 9837 13=D, es5to es; 9837 = 2660, veamos otro ejiemelo; sea
614 6
38 6
22
49311, en decimal, procesemoslo; 493211 15=F , luego: 49311=C09F16.
3081 9
192 0
12 12=0

Ejercicio: Escri®» dos nimeros en hase diez, con cuatro y
cinco cifras, cada uno, dictaselos a tus compalieros, encuentren
las exprésionos hexagesimales de tales nimeros, comparen sus re-

sultados y corriganse.
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ejercicio : escribe del 1 a ]2C16

Ventajas de los Sistemas.
El ndmero 111100101100, se transforma en hexagesimal, rapida_
mente, de la siguiente manera: se agrupan las cifras de cuatro
en cuatro., de derecha a izquierda, asi 1111,0010,11002 en caso

de que el grupo de izquierrda a derochs no tenga cuatrto ci-

fras, se completan con ceros 2 su i {erda. Tjemplo

11010010111000 se agruparia : 0011,0100,1011,1000, también
10010001101, se agruparia : 010C,!000,110!. continuando con la
conversion de 1111,0010,1100,, cada cuatro cifras binarias

equivalen a una hexagesimal secin lo siguiente: 0000,, 0001,
o - :

00102, 00112, 01002, 01012, 01102, 01112.

2 3 q ) [ ki o Q A

1000,, 1001,, 10102.

10112, 1100 1101 1110,, 1111,: luega nuestro nimero,

2’ 2! 2’
B c D E F

1111,0010,1100,, equivale a F2C el cual es mas facil de recor-

2 16’

F 2 c
dar y manejar, por tener tres cifras, que e! nimero de doce

en binario. Ejercicio: Escribe los nimeros hexagesimales que

equivalen a 1010000 11101000001111000,, 1110111 100101100

2’ 2’ 2’

100000012, la escritura en cl sistema octal, de nUmeros en bi-

nario, se efectla agrupando las cifras binarias de tres en tres,
y segln la siguiente equivalencia 0002 0012. 010,, 0112, 100,,
0 1 2 3 4

1012, 1102, 1112; ejemplo; 100101100,, se agrupan las cifras de

2
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tres en tres; 100, 101, 1002. se encuentra su equivalencia

100, 101, 1002, luego, 100101100, = 4548.

4 5 4

Ejercicio: Escribe, en sistemz octal, los nimeros en bina-
rio, siguientes: 1000011001,, 1100001000111,, 111000010,.

Operaciones en ntros sistenas,

Para sumar en otros sistemas <s numeracion empezamos hacien-
do una tabla de sumar en binario ! -'0'1 ,, es conveniente aumen-
? (L
Db el
L0y
tar la tabla _+] 1] 10] Y17 . = emplos: 11011y , 101110 ,
00 11101 11 + 11101 < 1110}
11 11 104 111100 101001 1001011

104104 111100)101
11111J100f1011110

para multiplicar dos niimeros en binario se elabora la tah»la si-

guiente: | x]0{1 |, v sc procede asi: 101101101 , como se ve,
0[0i0 X 11
1]0]1 101101101
101101101

10001000111
la multiplicacién binaria es sumamente sencilla:

Ejercicio 1: efectuar las multiplicaciones; 1110111 , 101 ,
X 10 x 11

Ejercicio 2: discutir, en Philips 6.6, la operacidn de res-
ta de nimeros binarios.

Ejercicic 3: discutir, en grupo, la divisidn de nimeros bi-
narios. En esta <iscusién el maestro sdlo dehe
actuar como mocderador, sin pretender propor-
cionar ideas, ni forzar la orientacién de la

discusidn.
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Nota : Si deseas ampliar mis tus conocimientos sobre el tema,

Consulta los siquientes textos :¢Que es la matemdtica? de

Richard Courant vy Herhert Rebbins, Editorial Aquitar
México 1967, pp 8 a 17.

Matemdticas Contempordneas, Jack R. Britton e

Ignacio Belio., Editorial Harla, México, 1982, pp.

184 a 190

Aritmética , J.¥. Thompson, Zditorial Uteha, México,
1967, México, op. 278 a 301
Ejercicio 4 : Discusion so%re las cneraciones en algin otro
sistema. sus ventajas y desventajas, asi mismo preguntar ¢(qué
sistema serd el preferible ?
Ejercicion 5 : Escribir las tablas de sumar y multiplicar
del sistema decimal, y pedir a cada uno de los alumnos escriba ,
en su cuaderno, un ejercicio de cada operacidn, y las dicte
a sus otros tres congafieros de equipo, v gue., a su vez resuelva
105 que le dicten a eilos. Al terminar, comparen sus respues-
tas, procurando ayudarse a corregir errores.
Cuando todo el grupo termine, de dioscutir, ya sea en
mesa redonda o en forma de simposium el tema: Cémo comprobar
si estan correctas lac operaciones .
Divisidn

Para dividir nimeros binarios se sugiere hacerlo sin abre-
11110

viar pasos. Ejemplo : 110 | 10110110,
-110

1010
- 110
1001

- 110

111
110
10
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Al encontrar cada cifra del cociente, nos hemos limi-ado
a escribir su producto con el divisor, pasando despuds a res-
tar del residuo anterior, en vez de proceder a efectuar la res-
ta mentalmente, es conveniente hacer conciencia en los alumnos
de la facilidad que, para encontrar cada cifra del cociente hria
da este sistema.
Ejercicio 1 : Pedir a cada alumno gue escriba una divisién bina-
ria en su cuaderno, a continuacion gue la dicte a sus compa®aros
de equipo y resuelva cada uno de los miembros del equigo las di-
visiones, y al final gJue comparen sus respuestas ayudandosé a

corregir errores en 2. procedimic nto de la divisidn winaria.

Ejercicio 2 : Pedir zue realizen los mismos pasos anteriores, pe-

ro con la divisidén decimal y sin abreviar pasos, por ejemplo :

___1255]
825 10354862 °
-825
2104
-1650
4548
-4125
4236
-4125
1112
-_825
287
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Numeros Naturales.

Consideramos los niimeros naturales como va dados; con su
expresién decimal, su orden natural v las operaciones de suma, +
y producto, Xx; usaremos 1a letra N para desiqnar la triada que
ellos forman, esto es, N = {1.2,2,..., n-1, 2, n+l,...}, usare-
mos también la letra N  para el coniunto 0" v N* ={0., 1, 2.

Una caracteriztica que observamos es gque, dado un ninero
natural n, tiene un sucesor gue es n - l: y excepto el !, :todos
los naturales tienen un antecesor que es n - 1., Otra caracteriz-
tica de los naturales es la existencia de un elemento idanzico,
bajo la operacidn de multiplicacidn, que es el uno. En efzrto
3x1 = 3, 5x1 = 5, y en gencral dado cualquier neN, nx! = -,

También observamos la conmutatividad de la suma y de la mul-
tiplicacidén: 3 + 5 =5 + 3, 6 + 7 = 7 + 6; y también, 3x3 = 5x3,
6x7 = 7%x6. En general, dados n, m N, n + m = @+ n y nxm = mxn.

Los naturales tienen también la propiedad asociativa, ex-

presada asi; 5 + (3 +# 6) = (5 + 3) + 6, y 5x(3x6) = (5x3)}x6. Ge-
neralizando, dados l,n,meN, se tiene 1 + (n + m) = (1 + n!) +~ m,
y 1x{nxm) = (1lxn)xm. También se tiene la propiedad distrirutiva:
3x(5 + 4) = 3x5 + 3x4, 8x(3 + 2) = 8x3 + B8x2. Generalizancdo, da-
dos 1,n,meN, 1x(n + m) = lxn + lxm.

Dos caracterizticas mas, son la cancetacidn aditiva, gue
consiste en: si 7 + 8 = (3 + 4) + 8, entonces 7 = (3 + 4); esto
es, si L,n,m N, y 1l +n=m+ n, entonces 1 = m, y la cancela-
cidén multiplicativa, ejemplificada por; si (3 + 2)x 5
= (1 + 4)x5, entoncés (3 + 2) = (1 + 4), Generalizando, si
l,n,m N, ¥y lXn = mxn, entonces 1 = m.

Ejercicio: Escribe dos ejemplos numéricos, de cada una de

las propiedades enunciadas y dictaselas a tus

ifi
compafieros de equipo, para que las identifiquen
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Los niimeros naturales tienen también las propiedades de or-
den siquientes; (en 1o gue sigue el orden se denotari “¢" Jue se
lee "menor que"):

La tricotomfa, Si n,m¢ N, entonces n<m o m<n o n = m,

Ejemplos: sean 3, 5, entonces 2<'5; sean 6, 2, entonces 2<6;
sean 4, 4, dicho ce otro modo, dados <dos nimeros naturales, uno
es menor que el otro, o son iguales.

L.a transitividad, sean tres nimeros natuvrales 1, n, m, si
l<n y n<m, entonces, 1< nm.

Ejemplo: 3¢ 5, 58, entonces se tiene 2< 8.

Sean 1, n, m, nimeros naturales, si 1< n, entonces l-m< n+m;
ejemplo: 6< 9, luego, 6 + 3¢ 9 + 3,

Sean 1, n, m, nimeros naturales, si 1< n y 0<m, entonces,
3x4 < 5x4.

Ejercicio: Discutir la operacidn de resta en los nimeros
naturales, con las restricciones que deben tener; el ndmero que
se va a restar, (llamado sustraendc). on relacidn con el nimero
del cual se va a restar, (llamado minuendo}.

Potencias y raices de nimeros naturales

En el curso de nuestra vida es muy frecuente Jue se presen-
ten multiplicaciones de un numero por si mismo; por ejemplo, las
flores se venden al mayoreo por gruesa, que son doce docenas,
esto es 12x12; En matemdticas 12212 se escribe 122, el dos sig-
nifica que 12 se va a tomar como factor dos veces.

Cuando escrihimos 122, decimos que elevamos 12 a la segun-
da potencia o al cuadrado, pues el &rea de un cuadrado de lado
doce es 12x12. En general, si 1,n, scn-nﬁmeros naturales, enton-

n n-veces . .
ces 1 = 1x1x...xl, y decimos que 1 esta elevado a la n-sima po-~

tencia, y n es el exponente al cual debemos elevar 1. En el ejem-
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plo 122, la hase es 12 y el exponente es dos.

Si un nlimero tiene como exponente tres, como en 53, decimos
jue esta elevado al cu-o., pues el volumen de un cubo se obtiene
multiplicando la longitud de uno de sus lados o aristas por si

misma tres veces, si la arista tiene longitud cinco, el volumen

del cubo serd precisamente 53.

Escribamos mds ejemplos de potencias: 6[| = 6x6x6x6,
85 = BxBxBx8x8, 59 = SMIENINSNONGxNEXS%S, 163 = 16x16x16, 92 = 9x9,
62 = 6x6. Para el caso de que un nimero se escriba sin exponen-

#

te, se supone escrito el exponente uno, esto es, 3 = 31. En ge-

: . 1 n+
neral, si m es un numerc natural, entonces m = 1, ynm 1=mnxm,
: , . . oy : _ n+1_ 1
siendo n un numero natural, de esta manera si n = 1, m =m Xm,
2+1 2 . 3+1 3
sin=2m =pxm, sin =3, m = = mxm...

Como ayuda diddctica, escribiremos los cuadrados de los

primeros veinte nlmeros naturales: 12 =1, 22 = 4, 32 = 9,

4% =16, 5% = 25, 6%= 25, 72 = 49, 8% = 64, 9%= g1, 10° = 100.
112 = 121, 12% = 144, 132 = 169, 14% = 196, 15% = 225, 16° = 256,
172 = 289, 187 = 324, 192 = 361, 20% = 400.

Podemos representar grificamente a los nilmeros naturales en
una recta. Para ello, marcamos un punto cualquiera de la recta y

le asignamos el valor cero,
0

~+=

A continuacidn, con una abertura cémoda del compas, marca-
mos a la derecha otro punto, al que le asignamos el valor uno,

0 1

+ +

transladando la misma distancia a partir de uno localizaremos el

punto correspondiente al dos.
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y continuando el translado de la misma distancia a la derecha,
podremos localizar los demds nimeros naturales,

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 124

et L e -+ e e e oy

Se acostumbra poner una punta de flecha en la recta, hacia
el lado donde aumentan de valor los nimeros naturales, para in-
dicar gue 1a recta continla y que lleva marcados los correspon-
dientes puntos, con 10s nimeros naturales asignados:

01 2 2 4 5 6 7 8 210 11 12 13 14

— " + - - + + >
t + + + 4 + + + + L 0"

La representacién de la suma, se hard., tomando con un compas la
medida de uno de los nimeros que se van a sumar y colocando una
de sus puntas en el punto que corresponde al otro nimero, se

lleva la distancia del compas a la derecha, hasta encontrar con

la otra punta el resultado; ejemplo: 3 + 5,

\
6 1 2 3/4 5 6 7.8 910111213 14

N >
+ t .

ot gttt

como se ve en el dibujo, la otra punta del compis llega hasta 8.
Definimos grdficamente un cuadrado de lado uno asi:
1, el drea doble la obtenemos con dos cuadrados unita-
1
rios, uno junto al otro. Podemos formar asi un rectdngulo de

lados; dos y uno, de area dos, 3 1, esto es, el Area se ob-
2
tiene multiplicando uno de los lados del rectangulo por el otro.

Lo anterior nos da la idea de cémo representar graficamente
la multiplicacidén de dos nimeros naturales. Tomaremos uno de
ellos como lado de un rectdngulo, y la longitud del otro como

el lado perpendicular al anterior, el irea de éste serd el pro-

ducto.
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Ejemplo: Sea la multiplicacidn de 5x3;

| |

34

-
e
=

4 ey

6 7 8 9 1011 12 13 14

+ =4 + + + 4

el 4drea encerrada en el rectingulo de lados tres y cinco es de
quince, como se puede verificar, contando los cuadrados unita-
rios del rectdngule., ‘los cuadrados unitarios, son 10s que tie-
nen lado uno).

Ejercicio:; Grifica el producto 6x2.

El cuadrado de un nimero , quedard representado graficamen-
te por el area de un cuadrado de lacdo igual al nimero de que se
trate,

Ejemplo; Representaremos grificamente el cuadrado de cua-

tro, esto es, 42:

b T 3 5 6 7 8 91011 12 13 14

4 "
$ +

el drea del cuadrado re lado cuatro, es 16, cémo se verifica
contando l1os cuadrados unitarios, 42 = 16.
R p 2

Ejercicio; Representa graficamente el cuadrado de tres, 37,

Si elevar al cuadrado equivale a obtener el drea de un cua-
drado de lado igual a: nimero que se elevd, icdmo conoceremos el
lado de un cuadrado cuva Area se conoce?

Resolver el probleﬁa anterior, es obtener la raiz cuadrada

4

del nimero que representa el area en cuestién. Para representar
tal rafz cuadrada, escribiremos el nGmero dentro de un simbolo
que llamaremos radical; v .

Para resolver este problema, veamos mids de cerca el proce-

so de elevar al cuadrado; sea el nlimero 47, lo podemos escribir

como 40+7, al elevarlo al cuadrado;
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40-7 47

x 40«7 X
280+49 3
16004280 18
1600+560+49 2

[
(=]
0

Dado que 1600+560+49 = 2209, es lo mismo que;
(40)2+2x(40x3)+(3) %,

También;

(26)2=(20)+2x(20x6)+(6)°.
(74)%=(70) Z+2x(70xa) () 2. ..

Lo anterior nos dice que; la suma de dos numeros, elevada
al cuadrado es igual a 1a suma del primer nimero, mis dos por
el producto de los dos niimeros en cuestidn, mids el cuadrado del
segundo numero.

Si ahora invertimos el proceso, obtenemos;

V040)242x(40x7)+(7)2 = V' 2209 = 40 + 7 = 47

podemos representar graficamente la situacidn asi:



at

'r N
402 |
: 40x7 40
| /
40x7 7? } 7
J

%Y

£1 érea del cuadrado grande es de 40°+2(40x7)+7° + 2209,
luego su rafz cuadrada serd la suma de 40 y de 7, esto es 47.
De lo anterior podemos dar un algoritmo para obtener la

rafz cuadrada de un nimero con cierta aproximacidn;

12 Escriwimes el nimero de marrzs dentro del simbolo radi-
cal; V2209,

22 Se divide al nimero en pericco: ¢» dos cifras de dere-
cha a izquierda; V22,09 , como puede verse, la divisidn en per{-
odos se marca con comas.

39 A continuacidén se obtiene la raiz cuadracda; exacta o
menor del primer periodo, en este caso 4. Se escribe esta pri-
mera cifra en una raya horizontal trazada al lado derecho del
radical; /22,094

42 Se eleva al cuadrado esa cifra y se coloca bajo el pri-

mer periodo para restarselo; 22,09 4 .
~16
6

52 se bhaja el siguiente periodo, y se multiplica por dos
la cifra de la rafz, y se escribe en otra linea horizontail,
afuera y abajo de la linea ya trazada; /22,09 4 ,

-16
6 098
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6% Se le suma a ésta cifra un nimero que al multiplicarlo
por 15 suma obtenida, nos de algo cercano y menor al residuo
dentro del radical. Para acercarnos a ese nimero, se sugiere di-
vidir el nimero compuesto por las dos primeras cifras del residuo
dentro del radical, vpor la cifra afuera y abajo del radical, en

este caso; %? = 7, al sumarlo se tiene; 22,09} 4 .

-16
6 09| 87
79 Se multiplica la suma por el nlmero encontrado; 87 , vy
x 7
609

el resultado se resta cdel residuo dentro del radical:

82 En el caso de gue haya podido restarse propiamente,
{esto es, que el sustraendo sea menor que el minuendo), se sube
1a cifra que previamente se sumd. Al numero de la derecha del ra-
dical, 7, a la primera linea horizontal;

/2

7 ., en caso de que el sustraendo sea mayor, se de-

(]
-

, 09

5
{ae]
5]

[N
[Nl
O W0

berd disminuir la cifra sumada a la derecha y repetir el proce-
so desde el paso 79,

92 Si afin hubiere per{odos, se bajarid el siguiente para
componer un nuevo residuo dentro del radical, se multiplicard
por dos el nimero del primer renglén, y se escribird en una nue-
va linea horizontal, afuera del radical a la derecha y abajo de
la anterior, procediendose como antes, a partir del paso'sexto,

hasta que se acaben los periodos.
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Critrrios r Divicibilided,

Decimes cue un nlmerc notural es divisidle cotre otro, sl al
rfretusr 1o Aiviridn el rrefdue fr cerz, (ire mencre A decir

L N R IR N S RO

“Emt. petre Atro advera mel,
21 y o8 0o ) exiete un trreer nlters € 0 tel Que o oes el oTe
cultedo de multinlicar 2 ror r. reto re o= ar, rirmplos; 32
rs divi~ible rntre 13, nueg 305 13v3. 63 re divieible entre
™ poraur 63= Ox7.

Los di{mito~ parre son 0, 2,4,4,8, log nuneros nue ter
mingn ~n crro son mu'tiatos de 10, un nunero natural Ac 1 ocd
fras 's¢ Bscribe; 61.1,10171+ duq‘.x1C1‘2+‘.: + 03x102+ dny1C+d,
donde Ay, dy,..., dy son digitor re declir 1,2,3,4,5,6,7,8,0,0,

Un nizers es divisible rntre dor i terming en per.
Toio ndtero naturel n, our trrming ~n cero o cinco es mél
tinlo de cinco, ours gunongamos Qe n ﬂrrmina rn CeTO,

i-2

n= agxict-le Lo 4 ayx1e e pquf n=lfx1c’ 4L dy),

i}

5.1(a101 %4, 4 dp) luepo n e mGltinlo dr cinco. S1 n ter

mina rn 5 rotoncre; n= %1x101-1+...+ dzx 1C+5, por rsto;

-2 - =2
n= 16 (4310744, 44,)45 e 10 cusl, ne 50 2(01x107 2L L4y )40),

n

y tewhidn en rete caro n oserd wiltinlo de cineo,

Un nivrro en Aiviciblrs entrr cinco si termine rn cero o
cinco

Como 10= 741 cuglauler nimrro 4y Ar Jdecrnas dleo re nl
micmo nldwero de novenes d,%9 mée el wmicmo nimero de unidades,
Tx10= 52x9+d2, e~ jenple cinco decrnag es 53945, 0 50= 5x045,
¢~ro LCC= N4 1, cualauier nbirro da de centenas, d371C00 rs el
Tisme nltera 33 =altiplica o por 79, (rto s A3299 mas el nime.

o en o cucstddn . dy, asf HO0s GxNab,



94

70M= 7x99+7, de manere sané'oge 3CCO= 3¥799:3, 15 uismo courre
con 1o~ decenas dr miller, crntrnas de millar, rtciters, como
9,99, 999 ron miltinlos <~ nueve,un ni=rro cuelouirra re iguel
e un ndmrero miltinln #~ 9 mis 1p rume 4 =uc cifras; lurgo;
un nimero re divicible entrr nurve =i lp fute e sus cifras es
divigible nor nurve, .
Ne maners cimnilar como todo nirers re fgusl 8 un aGltiplo de
tres mdsan sume de cus digitoc, u; nimero naturs 'es divisible entre
tree 51 1s sume de sus digitor 1o es, rjemolos; 7362, rs divist
ble entre tree purc 7434642 = 18, y 19 rr divisible rntre tres,
7362= 3x 2450, , 2L584 e divirible rntre tres, oues 24U+5:340=24,
Y 24 rg divisible cntre tree.
En efecto; 40 = 4x(3x2) + 4, BO = Bx({3x3) + 8, asi cual-
‘quier nimero “dz“ de cdecenas, es ese numero de veces (3x3), mas
el nimeroc en cuestién también,como 100 = 1x(3x3)x10 + (3x2) + 1,
cualquier niimero d3 de centenas es ese nimero de veces (3x3)x10
+ (2x3) + d3, como (3x3)x10 + (3x3), es miltiplo de tres; de ma-
nera semejante, también se puede ver que los millares son una
expresidén parecida, se tendrd en efecto la regla anterior.
Ejercicios; escribir dos numeros divisibles entre tres, de
cuatro cifras, y dictarselos a tus compafieros de equipo, cuvatro,
para que apliquen el criterio respectivo. Este ejercicio es bi-
sico para que comprendas la aoliéadién de los criterios, por -
eso te recomendamos que hagas lo mismo con tocos los demds cri-

terios, ya que si te equivocas al aplicarlos, tus compafieros te

corregirdn y tu a ellos.
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Ndmeros Primoa,

Un nirero p £ 1, re orimo £i solemrnte g divieible oor
81 nismo y por uno, log orirzrros nirteros primos son; 2,3,5,7,11,
13,17,19,23,29,31,37,41,%3,47,53,99,451,57,71,73,79,83. 19,97,

Pars sebrr £1 un ninero es primo, sr divide entre los nime
ros orimos mrnores aur ¢1, si no es F{visible entre ninguno de
cllos, entondes es primo. !

Tl orocedimiernto enterior e puede pcorter e 2610 se divi
de ol nimero entre los nd-eros primos menores aue esu rafz cualdre
de, la prueba dr Tue erte nrocrdimionto:.e:corrncto ep dpga npars
«1 algebrs, en el grgundo curro, rjirmnlo: ;serd orimo ~) ndmero

1872¢como la +ai{2 cuatdreds dr 187 rs un nim~ro mayor aur 13 y menor
que 4, puee 132= 169 y 1b2= 196, los nimrros orimos por loc que
debemos dividir 187 son: 13,11.7,5,3.2., oero 197= 13x1445, y
187= 11x17, nc ee primo, purk rn divigible entre 11 si.un ndmero
no rg primo se dice qur o5 compursto.

Ejercicio; hacer lg Lists dr los nimcror parrs dr 2 a 1024
marcer con un circulo los aue sean cuasdredos de nimeros enteros
y eecribirlos spsrte, ;sus refces cuadradar son pares?

Une proposicion auvr considersmor valida ls 1lemaremos exio
ma, S1 & partir de un conjunto d« axiomas deducimos por medio de
las reglas dr inferencia. otrs proposiciodn, erte proposicién se
llsme teorems y el procedimirnto dr drduccién lo llsmerrmos drmos

tracion,
El llamado trorerma fundamental ~de la aritmétice dice gque todo

nimero natursl nurdr recribirse como mdltiplo de potrnciassde nd

Trrog primos y que diche reprreidn re Gnica, rete trorema no gr=
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ré probedo sn ectac notas, pero nos basaremos en A1 pare lo aue
cigue:

Pera encontrsr los nimrro orimor ous multiplicedos nos dan
un nimero netursl deio, uszuos un nrocriimients para drscomponer
r1 nfirero on sue fectores primos, rjrmnlo, descompondremce 5870
en sus factores nriios; oara ello trezaremos uns rects vertical

a la derecha de'! nldmero; 5380 , frapufe

Peso 1) dividimos el ndmero s~ntre ¢l ndurro primo més or-
gurfio ouer lo Aivids, colocends el primo s le derecha de 1ls lines
trazada, y el coclentr ahejo del ndmero de marras;

5320 2, reoetimoz ¢l procedimiento .desde el pago 1 susti
2940 -

tuyendo el nimero por e! cocirnte, hasts que guede como coclien-

te el nimero uno 58301 2
29401 2
L4701} 2
7351 3
24515
batv
717
1
de tal manera que 5330= 237 3x57x 72
Otres ejerplos; 13900} 2 18900= 221 33X 52 x 7.
50| 2 ,
47251 3
1575| 3
5251 3
175( 5
3515
717
1
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264111 7 , 26111 = 7“ x 11. 87346} 2, 37:46 = 2x3x11u.
37731 7 43923 | 3
53| 7 sk | 11
7717 1331 | 11
11} 11 1214 11
] n
1

Dades dos nimeros netursles cualauicra n,m,& N, los ndar-
ros aue sean miltiplos dr n y 4- @, se llamsan miltiplos c¢omunes,
- dr ny de m.~ algunos dr elloc sonj nm, 2nm, 3nm,..., por mirm
plo; U2, 2i, tienen por multiplos comunesz, enite obtros, 8
U2x28= 1176, 2xh2x28= 2352  3Ix47x28= 3523, Uxhzx28= 47cCh,...,
de todos estos miltinlas comunes, hay olgunos mpn quu;ﬁos aue
1% demds por ejrmolo, 533 -5 menor quer 1176 y rs miltiplo chmin
de 42 y 23, pues 583= 4ax14, y 533= 28x21, al menor de rgtos mil
tinloz comunece 5¢ Le  Yleme minimo comun mdltlplo Yy =e abrevia

m.¢c,m., el proc~dimirnto para obtrarrlo srra;*encontramos los

factores nrimos dr ambos nimeros, 42 |2 23 12 . rscribimos
2113 14 2
77 17
1 1

ambos ndmeros ~n forms de miltiplos se potenciss de primos;
H2= 2x3x7, 23= 22x7, selrccionarrnos la potencis mayor de dads
primo, en caso d~ que un nimrro primo no enarezcs como factor en
smbos, se tomaréd la gue anarece en rl otro.

fsi{ 1o mayor 4r lar potenciac de 2 e8 2 ya aue e~n 25 app-
reee 22, y en 42 ests 7, tres no ansrece como fsector en 25, oero
s1 rn 42, y Cinnlmente sierte rrtd a la misms votencis en ambos
oroductos, lurgo el m.c.m.dr 42 y 28 serd 22x3x7= 82, dr "o

obrervacion de la multinlicacidn de primor ge Ve qur en rfrcto

°ft multislo e ambos; 32 - 221 3 %7, ), coclrnter

12 g“;
* En el apéndice uno se puede vér una demogtragién de que este
procedimiento permite obtener el minimo comin miltiplo.
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ce dos, y 82 . 2zz 3 x7 el eocirnts rg trec, Cotengemos
23 2ty 7 i
sl m.c.m dr 315 y 6753 sur factorrs nrimos serrén:
315 (3 6715 |2 ,
10513 225113
3515 R
717 255
1 515
1
! 2 - - 3 2 . ’
rsto rs, 315= 3“x 5 x T y 675 3 5%, luegn fu T.C.m, Serd

~l cocientr rs 3x5,

33x 52x 7= 4725, en efrcto 4725= §2 52
315

o 4725= 315 x15, por otra narte; U725= 3'x 7 , este coclente
5

r2 7, luego U725= 575 x 7, més riemplos; 1715, 6125, su factori -

. ’
zacion =rra;

1715 5 6125 | 5 . lurgo 1715= 5 x 73 y
3431 7 1225 |5
boi 7 2l5 | 5
717 h9 |7
1 717
1
6125 = 53 x 72. el m.c.m. de 1715 y 6125 sera; 537 73= 42375, Le

pareja 1936, 5324; 19361| 2 5324 2 , esto rs,
268 | 2 2662 2
43| 2 1331 11
28214 2 1211 11
121§ 11 11) 11
11{ "1 1
1

4 _
1936= 2 2112. 5324= 22x 113, lurgo rl m.c.m, de 1936 y 5324 es;

28y 117 21205,
rjercicio; erseribe docs nlmeros de 8 los mas tres Eifras, - harta
centrnas~, y dictaselos & tus conpafieros de eoulpo, y qur ellos
"te dicten dos niweros cacda auirn, obtengan loc m.c.m., COmoaren

los denpufs, recurrden qQur un nunrro o primo ol no o divicible
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rntre 1oz primos menor-c aur ru ra{+ cua're-a.

Dado dor .dreros notureles exictiran otros nimeros que
los dividan s smboz. Dr rntre ellos uno tera eI mayor, & este
ndnrrs 1r llemarrsor; Tévien corlin “lvicor, abrevienda m,c.d.
pare obtenrrlo, re obtienen los fectorer nrimoe,.y ee rligrn sus
menorre notencies, y s~ multinlican pnra.obtcn»r rl ~.c.d.

Ejemplo; obten'remon ol m.c.d., dr: U2 y 23, recordrmos
que 42= 2x3%x7, 28= 22y, lurgo su m,c.d.,s-réd 2x7= 14, as{

, 2
42 = 2x3x7, ~l cocirnte seré 3, lurgo U2= 1Ux3; 28= 2°x7 su
14 2%7 4 2x7

cociente rs 2, oor lo tanto 23= 1lx2. Otro eirmplo; rl m,c,d,

dr 315 y 675, coro 315= 32r 5% 7y 675= 33x 52, rntonces su

2 2
m.c.d, sera  3°x5=45, gei; 15 = 3"y 5 x 7 rl cocirnte rs gip
R |

3. .2
te, lurgo 315= I5x7, y 675 = 37x 1 cocirnte re 3x5=15,
de donde; 675= U5x15. Cbtengsmor ~1 m.c.d., de 1715, 6125, se
tirne; 17156 = 5 x 73, 6125= 53x 72, cu m.c.d. serd  S5x72=245,
., !
De 1936, 5324, su factorizacion es; 1936= 2 x112 y

5324= 22x113 su w.c.d. rg ;_22 x 11%2= 484 Un ejemplo mas; sean

57122 y 26624, su factorizacidn seréd 571221 2 26624 2
28561| 13 13312} 2
21971 13 6656 ) 2
169/ 13 33281 2
13{ 13 1664 | 2
1 832 ] 2
16| 2
‘208 1% 2
104 | 2
5212
26 12
13113
1

luego; 57122 = 213" y 26628 = 21 13. ou m.c.d. srré 2x13=26.

Un rreultedo intrreeonte, rs qur 1 m,c.m. por el m.c.d,
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10

. - ” »
fg 0 aroiitte fe Yor deor aldeerar ar! 218 o R0 =u?25 v g,

-

pfrotp 316 » A78 = 2192095 ¢ h796 v MR = 211728,

Eferolelior Teavine av dy pugidrven Vor piscron de
trer cifre- oy dlztgceter oLl memnnTeras dr etutan,
eserite Vas naredac de dceror Mue te dirten vy oobten-

gan log m c.t. cie geta ~rrefa e al-erorn,

Efe¢tus un sndlisis oen tu ~nuino de 15 efirtecidn
i= aue f1l q.0, i, ner £l mLzom, de lor mimeros e igusl
zl nrodjucto ¢ ~Y o, reerinzn los nOmeros del riemnlo
cono rrotucto e ~otencier ir ovimor v erceriban v oro-
ducto, Hogen lo =isvo con #1 nroiutto del m.2.1. y del
T.c.m, cono nroizictn dr ~otrncias e nrimos, ; Driucen
plgo de rsto 7, urs discusidn mAs for-el se vers rn -

élmedbra,
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Himrroe Eateroe,

Los nimeros rnteros son loe entrros positivos, el cero y
los rnteros negstivos; ce uss Z, pere designsr el conjunto de
loe enteros,esto rz Z = {...,-n-1,-n,-n41,..., ...,-3,-2,-1,0,
1.2,3,...,n....} » £ nre un natero entero positivo, su sim’--
trico sers -n, y s~ carscterizs poraue n+{-n) =C, el simitrico
de B, eg <6, porque 6+ (<6)=0,’e1 si-Strico de -8 serd - (-8)
y como -8 + (- {-B8)})= O, entonces - (-9) Aebers ser 3, ss{

-8+ { ¢8))= -848, en general, - £n)= n.

En un edificio dr 1o ciuded de MFéxico se lee rn el indica
dor del elpvador: E2 ¥ 1, PE, 1" TPiro, 20 Plro, donde E2 sipni-
fica segundo ~stacionamiento, esto lo podr{amos eseribir como
-2,-1,0,1,2,

Fn pefsre muy frios et terménetro registrs, frecurntemen-
te, temprraturss menores aue el cero; -40°, -39°,,. ,

Fn el calendario Julieno, ~l nurstro. se fijp rl 8fo cerg
equel en oue necid Jrsucrieto; lurgo las fecher anteriores errin
negativas, Socrestes nacidé en #) efio- 470 y murid ~n -399.

. Cuando 8¢ mide 1la slturas de une montsfla, ze lr relaciona
con el nivel dr1 mar, ¢1 Popocstépetl estéd » mée de 5000 metrors
sobre el el nivel del mar, y las profundidades ge miden bajo 1
nivel del mar, luego, son negatives; ls pletsforme cmttneni!l
1legs haste -1500 metros.

Pojremos representsr los ndmeros entrros en uns rects de
manrras narecida, as{ como 1o hicimos con los natura'rs, agrrgea-
remos los eatrros negativors 1lirvando ls ‘1istancis uniterie ha--

ois 1s izquierde ddl punts our rrpresents 21 crro,



102

-8 -7-6 -5 -h-332-1012 3 4 5 6 7 3
et — >

Fl orden Ar los nlveror rpterns . es
ves KUC3 7 €1 <01 Q@ 3ULK5L... Todo nlmero nositiv
vo o8 mayor gue cuglauier negativo, o1 Ccrro reg mayor oues cusl-
quier nimero negativo, dedos dos nimeros entrros, o son lgusles
O uno es meyor aue otro, s ~sto ;o 1~ llame tricoton{s, ours si
n, meZ , entonces n<m, o n=m, o n<n.
S l,n,m¢X, y 1<n, n<m, rntonces 1< m,
Ejercicio 1 : ercribe, rn orden dc menor a meyor, los ni-
weroz 3; 0,2,-1, -10,5,-2C,
Ejrrcicio 2 ¢ epecribs adelante dr cada rxpresion el es
felsa o verdadrra
0#1
-1<0
-T<-9
3572
5<-6
Ejercicio 3: en una certulina dibuje la escala de tempera
turas Celsius, ; que condiciones f{stcas se tomaron para deter-

minar el cero en le rscals?.
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Valor sbsoluto,

Drfinimos rl velor sbeoluto fe un entrro como la magnitud
del migmo £in el signo. esto es, ) valor ebsoluto ds m, simbbiizado
Serg @, 81 m rz nogitivoy -7 oi es negotivo; asi

|8l =5, {3i=3, o= 0, -4 =1, {-10}= 10, {-17]=17. Escribe
méc ejrmplos de velor mbrolutc y dircutelo con tus comoeferos.

Parp surar enteros, si son positivos, s~ suman como los
naturales y e) total serd positivo.

Si son positives y negativos, se sunan loc nositivos y apar
tr los negativos, luego se resta le suma menor de 1s mayor y rl re
sultado llevara ~1 cigno de 1a cantidad mayors<} todos son negg
tivos, se suman y la suma s=rrd nPaativa, Fiemples:

-13, 15,2,-3,-8,4, g~ sumsn svarte -13 15, se restan los to-

-3 2

- 3 h

-7 2T
tales, -24
21

1a diferencis resultante lleve el rigno del mayor.

15,1000, 123, 15
1000 .
12
1T33
-7, -8, -9, - 1002, - 143, -7
-a
-1002

-143
-1169
Prepiedardes de ls suma deientrrog; es asoclativa nues

54 (-3 -2)‘= (5+(-3))-2. Fn rfecto, 5+(-5) = 2 -2; en generel,
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el 1,n,m¢Z, 1+(n+m) =(l4n)+m,

Fr conmutetiva; ~3+(-5) = -5+{-3), O+{-3)= -3+, 6+0w
0+6; genrrelizando, £1 1. ng¢Z. ~ntoncrs, l4ne n+l.

Tienr un {d°ntico. que er ol crro:

5+0=5, =3+0=-3.

Cads rntero tiens gimftricoj~sto es, un elemento que, suma
d2e, dan el ldentico; el simdtfice I =7 en T puer =7+7= C, el-de
15 re =15, yo que 15+(~15)=0.

En grneral, 61 n€ Z. rriste -n, tal aue n+{-nd=c,

Bdemés si 1,n,me ?, y l+né 14m, rntonces na=m, y tembien
s{ 14n= min , entonces !zm-

Pera multinlicar nimerog rnteroe s~ multiplicen sus veloe=
re8, rl signo que llsvarab corrrsponde g 'ac siguisntre reglam;
més por més de miE, WES POr mrnos Aa MeNOS, MPNOE DOr Mas  de

TeNnos, y menoe por menos da mas,! esto 1o podrmos visuslizer con

une tabley (+)(+) = +.
(+)(-) = -
(- (+ E
8 R3S I

Ejemplos: (3)(5) = 15, (8)(-7)= -56, (-9) (6)= 58, (-5) (-2)=10.
La multiplicocidn 4e rnterosee conmutativa, (3) (5)=(5) (3},
(3) 1) =(-7) B), (-9)(6)=(6) @), (-§) 2)=(-2) (-5) ¥y, en genersl,
i 1, n€T, entonces, (1) (n)=(n) (1).
El producto dr rnteroc eg geosistive, ys qur 3x(6x9)=
(3 x6)x9. En rfecto, 3x(54)=(13) x9, 8x(7x(-6))=(3x7) x(-6),
ye que B8x(-82)= 56x(-6), (-5)x((-2))x(-3))=(S)x (-2))x3); grne
ratizando, =1 1,n, m€ Z, 1 ¥ (nxm)=(lxn)xm,

para una explicacién e la regla de los signos, ver el apen-

dice tres.
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vrirte £l 1dAntico multiolicative aw et el unst 1y7-7
1 x€2)= <8, ysi néZ, 1 x n =n.

En lces entrroz velr 1p nroniedad Aistributiva;
3 (-846)= 3(=5) 4 2(6) =% {-Ta - (g} (-7) + (-2)(¢); en
craerrel, ri 1,n.meZ, 1v(nints ten i1ve,
84 1,me Z con 1 #C y 1¥n= 1¥= , entoncre, n=m: igual que ci
nvl= x¥1,rntoners n=m,

[iemgs Cen= C, nere toio 'rntr«rc n.

Tseribe dor ejemnlos de cade proniedad vere los enteros:
conmutatividad ir 1s adicién:
conmutntivided 3¢ lp multinlicaciéng
grzeiativided de la aliciong
afr~ jativided ¢ 12 multirlicaciong

exietrncia del 1Fntico n'itivae

) .
Sk T, e 2 - e e .
G T Aot o A TN E M A S oF I Tkt
O I I R R S P AN
LA AT DRSS Nl e

Trobributividpgd

smerd clerto oue  Cx €3) =(3) x o7
SI/NC

:Porqué? .
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1d~eros Raclonales.

Loc nUrrros rociomnler ~¢ nurden recribir como Ouebredor,

Pecon P, Fntrro, 7 naturel y q diferente de crro. 0 como decima
a
Yer, rtrenmlony TV R T, Mo E L SE GRRE L, 15,332,

Tenotarenos nor O 2l conlunto dc los ndveros raciosles,
I eZ,geloRo) .
urgo; a={ con £EZ,7€0,7¥0F 51 rntern nye creribimoz cobre
a
12 roye de nuedTeV  eo Ylp-a, puteretor, B, o) d- slpjo dr la
raya se Ylema denominpdor, a,

Fers saber cusndo e menor un 2uebrado aue otro, i tienen

~1 miegno drnominedor, s~ comnaran sus nuteradorrs por rjemnlo

r our olro £i gu nunerador rs wensr, mas ejranlor;

Para rvepresentar Feositricamente un auebrsdoa en 1o recte
“UW;ViCQ; dividlmos el 'segmentl que repFesents s unided, - 1
srgmento que va del punto que renrerents al crro 8l punto aqye pe
prrsentes 21 uno-, en n pertrs igunles, supondremos due n=hH,
nara rllo trazaremos una rects suxillar ©Q couo se Ve e el

dipgrama a8 nartir de cero trazamos en rlls q partes iguales, rn

rstr coco cincq,cgn una ebrrture adrcuadi del compar,
k ]

)

unimos ~1 ulting ~unto Lrazado con rl canrmas con o1 punto uno,
y treramon parelelss o rolp renta nur unan los puntos locelizp-

Gor con 1 comper ¥y le recls numérica:
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Loe puntoe

Q

~n gur corten 1lsr osrelelas 2 ls rrcta nuwmérics reorreentan ren

orctivemrnte y de izguierrde a deveche; 1.2, 2, ..., r0 este
a a g

“ !

3 5
5

rjemplol , 2,3, 4, yel 1, que seria
55 5
y ¢ 3 0t ¢

5

[

O

Clere quer uns vez obtenidas la longlitud del segmento 1,
q
podemos localizor el punto correspondirnte 8 p. » transladando

q
al segmento 1 , p veces a partir de/punto cers, ejrmplo; sea
o]

p= -6, entonces, luego de obtrner »1 segmento 1. lo llrvaremos

g 5
& la izquierds con Pl conpes eelc veces, puers es negativo,

-£¢ 4 0 oot

i I ! i 4 4 i
g \ X
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Los enteros se purden considerar cono los racloneles con

un denominador iguel e uno, eef C=0, 1 =1, 1= -1,
1 1 1

252, -2 -2, 3=3, ...
T {

Zirrcicio; divi“’ir un curdredo dr cerion e dose centine
troz nor ledg,rn tren rncténg:lor fgunlre y recortarlo. Kacer io
mismo con cuadrados de carton pare obteser; don rretanzulos i-
gueles, cinco rectangulor igualrr, cirte rncténgulos iguales,

Nvidir cuedrarior 'e cartuline de 12 cme., wnor lado y uo <n
recténgulor igusles, otro eon 13 recténgulos iguales,

Para multiplicar un rurbrado por olro g multinlica; nu-

mrrador por numrredor ¥y rl proijucto ss el nimerador, del resulta

40, drnoninador por drnonina-or rl nroducto #5 rl drnomineior
p

del recultedo, ~femnlo; 3 x 2 = 3x2 , 3x2 = 6. greficamente
T 3 Ix3 Ix3 17
g1 tenenos un cuadrado unitario, - de leo uno,- uno de sus

“8dor se divide entre cuatro, 21 trazar perpendiculares g ege
lado ~n los nuntas qur los ‘dividen, aquedan cuatro rretangulos

de Area 1, sombregndo tres recténgulon juntos queda un érea

MNANN
| \\\\\\\\\\f
AN

sombreada de % '

>0

11



© sorbreads 2 2 de 3.

109

/
~1 lado perpendicular al qur se Aividia rn custro, sr divide en

tvee y g trovan nerpecliculeres 2l Tismo, sr orectringcs o) area
—
i

-

%1 drea sombreeds iluctrs lo multiplicocidn de %_ por

Mk
AN
AN
IO

1C

de 1a unidad originat.

-
vjrrcicio, escribe dos multiplicacione: dr aurbraior en

tu
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cocuerno » ofermeel s ¢ tue eromanerns ae ecuineg, Nue fea

ilos te -icten fus nulti-lriczclonss v desuéivenlie, fi ter

t
r{:nree,

gipsr comne: en Sus reeplriogce ¥oCCY

e 2y LBy e e ey fl i)l fus er oS En 210F CUTRGE -
3 5
multirlicer .o

FoUN OUEDIXZAC B MCY WnNT, OJTENEIIS 0TIT Veo
o

moaesoe ereribir Como un cue-

o

uicno ouebi~eo ¥y como w.o 1
bredo con €l nurersador imuel = gu vernoLinssor, resultd cue

£l suliinlicir vror une un ~ucorc.io mn_ ryulti-liceEmes nuce-

.

rador y cenonin#dor nor el rmisno nirerc, aef 5 x n =

t r 5o

o €l ruebr: o obtenicc _5n_ tiere el mismo valor cue el —-
50

origin=l »_. Jicho ue otro :odoj cunio rultirlic mos el

o
numer>«wor y €1 aenominzuor ror el 1iFi0 nmiiero, €l ~uenrv-

<0 obtenico tiene irw l velcr nue ei o1l in 1l ejexn—los:
6

¥ 2 = 6, 1 % 5 = £l ., ¢ locwal 2= 3,
5 ¢ 10 4 K 12 tx2 s

37 = _1_, el ruebravo _13 ~uece cscribirse como cxd, lug
27 X3
x4 4
go 6x3 = 6 x _3 y como _} =1, 8¢ tiene _6_x _3_ =06,
ax3 q 3 kS ¢ 3 <
e=to er, 81 uiviaimos el numerfuor v el uenominsdor entre

el riemo ntnero; €l rucolrie resutTFnte tiene el rismo vi-

N
-

y lue~o 2} = 3,

P

14 2

lor rue el criqinrl, ejesnlo: 21 =
: 1

=l

(R

Iluetre wrédiicrmente eote afirne cidn,

-

Pert ~ue Wi rUeir~u0 n , ten P Un GO
~

nominedor r, Jividimos r entre ¢ y ivlti~licomoe n y ¢ ror
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£l ccclente) ejeinlos; ©ed el cuebreas _3 , £i ruelenos —-
o
~ue tenw: ur wesoming (or 4C, dividimos <0 entre 8, el co--

wl.

= por el numersuor v ror el denomi

£ =35, el -uer.c30 L5 tiene el mig
Lk 40 L0
m> veler rue G .
- Ctro eie:mlo; ser el nuebrzco 5 , na-

R 2
YF ~ue tener cencsinetGor 13, aividiros 18 entre 2, 8l co--

.

ciente 9 lo m.ltinlicr nos ror el numerrdor y nor el deromi
nedor, 50 = 45,
220 18 . ! . ;

INe ATneys uf enconTYRY un (esominsdor
couwin rue yYeeulte ¢l /s ~esuedo, eF obtener el miriio co-
win mGitinlo de los denomin:doree; e:eirlo: c:molenos & un
renomine vor comin, 7 v 2, 15=2x5, l0=8535, ¢l w@.C.. ae

15 10
lor enorin-uores £c 2x3.5=20, tr neformemas lce aueocr: aos
<3 enemips o1 30, 15§32, 7 =24, 26[30, _2 = _b, v los

5 10 0
rueny-doe acyiv=lentes son: 3¢ 6 v ~mboe tienen comdn -
o 30

e inT oor,

Si ~veremos srber cue cvebrrdo es mfs
rronde, eurndo tienen diferentes munereacres y aenoming Go~

res, lor tirnsgformrra~ncs er =us ~uebrzaos con cenoxincdor

coin,
Prps sumer ~uetrrdoe, lc. ee crmbirn e
or cenarinsdsr ecomdn, fe cuntn loe numers doyes, tomPndo en
. - ‘ ~,
cventr su eimo. #jernlo, 7 + _4 , cowo #0=2x5y 50=<x§*,
2 20 50
el .Cul. €5 ¢ % ‘3": 104G, luewd woyr el i-deimo nreao 20100

_I25 4+ _£y7 noes SOfI0C , de Jo cutl 3%+ 8 = _43 , otro’
2nbh EOxe 0. w0 100

Siempre que el m.c.d. de 9 Yy r no sea uno. Si lo es, se dice

que q Yy r son primos relativos., En lo que sigue, se supone
que no lo son.
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erecmlo; 2+ £ T oruel rosenls 7 0=0x]d, el a.c.T.
2t >
2 Fo M 22 ke ek Rl?=c, e CBLIY. L0® TuUEl) ads gl ueno-

Lol

[4S
- = - &
7. 1 o . .

SITLOLELST TTLILIE QBT FuL T ot tUfLlE
ape er Tu cuscsrnc, aictiegl e - tue gorme ercs 7 etuivo

v aue ellos - ©u ver Te .lciaen lse -ue eccritiersn recuéle

ernine toape ¥ ocormEren £US resnuers T, srudense £ eviter
errores,

Fiercicio: clfoviir es mrocruimiento -
WEre o recyTr ¢ LULGrT UCe, eccribirlo v oameribir (oe ejermlos,
&= dimcrien e Trunc loe nrocediclerite, W vez cue £ he
venoemorito €n 2l mizorrér e ageci ir? ecue vroeeoiclento -
es e swyomitue »ore el trumo,

-iexcicio: m- 1 notacibn uswal .y_

fon YT oee ent ecigres €000 6% rie ~rieran cecir 4 4
: 1

. 0

atfne

=F Tieelmn osnterne far CQenLrT oCF &5 rLETintt e onerscionss,

~er ejernlo: £ o~ 2 ,?51 »2, 5x >, 2 xl.
5 . 7 A 3

:Pourfen encontrsr ejemnlos de otras -~
combins ciones? ;0ué »easlrs (~rivn nFrs o or ¢ 50?7 emcriban
lre,

Se wefine el recinrroco de un ~uebr-ao
como €l cuebr: -0 rue 21 multirlicerse ro: el nrimero nos -
rroauce 1# unic J, t-1 ruebrndo A~ el ~ue resulte A1 inter

e mbiFl el nuierr dor ner el aeno:in'ucrf ejesnlo; el :eci-

“I0CO (& ; s 5 | ye cue 1x 1, s
ejemmlor; el recinioco de £ e~ 1, -3 es -2
5 z 3

Si el numerador tiene signo negativo entonces el numerador

del reciproco también 1o tendri, siendo su denominador un nii-
mero natural.



113

pues -3 x -2 = 6 y como 6 = 1, se deduce que en efecto -2 es el
2 3 6 6 3
reci{proco de -3 . En general, dado un quebrado p , su reci-
2 q

proco es g .
p

Para cividir un quebrado p entre otro r , bastarid multipli-
q S

car el primero por el rec{proco del sequndo.
En efecto un quebrado indica una divisién, en que el nume-
rador es el dividendo y el denominador es el divisor. Si multi-

plicamos seis por el rec{proco de tres, ! , obtenemos lo mismo
3

que si hubieramos dividido seils entre tres, pues 6xl = 6 y =eils
ki

L
3
entre tres es dos. Al multiplicar diez por el reciproco de cinco
se obtiene le% = 10, cuyo cociente es dos, este cociente es el
mismo resuxtad; quéshubiéramos obtenicdo dividiendo diez entre
cinco, mis ejemplos pueden citarse, pero con estos bastan para

darnos cuenta de que al multiplicar un nimero r, racional, por

el reci{proco de otro s, se obtiene el mismo resultado que al di-

r

g

vidir r entre s, en simbolos r(%) =

De lo anterior se tienec; §:§==§x§, Gonde el simbolo : sig-

nifica divisibn, y se lee; "entre". 0 expresado con una egla
equivalente, multiplicamos en cruz, esto es, ¢l numerador del
dividendo por el denominador del divisor, el producto es el nu-
merador del cociente. El denominador del dividendo por el nunme-

rador-del divisor, este producto es el denominador del cociente;

B>¢E>§—° Ejemplo; 5. w2~,u5%7 0 bien; 5 2 _5 7 {
. plo; 5 »2 45x7 o bien; 5 2 _5 71 vy as
a7 TsT PRI 3P 773%7

5. 2_35.

3 7 6
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Una {lustracién fisica de 1a divisién entre quebrados es;
dividir seis litros de crema en frascos de tres cuartos de
de litro , ¢ Cuantos frascos se necesitan ? la divisién en

cruz nos dice que [ : 3 .24 = 8

1 a4 3

esto es, ocho frascos; el cociente es mids grande que el
dividendo, pues el divisor tres cuartos es menor que la unidad
(cuatro cuartos),en efecto el cocliente ocho se refiere a

a los frascos de crema
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Ejercicio: Discute con tus compafieros de equipo (cuatro),
¢como se harfan las operaciones siguientes?
3 2

3. . 2 .23y =232
5-41 1: [ 1-71 1-(4)1 7 ‘g

9 11
Escribe las reglas correspondientes a cada caso, compdra-

las con las de tus conpaileros.

L 2y LD rus
‘L

et inferi-
Qe " ue = 2wl 2l reedrroco el SuenrTus ueneoninnoor.

-1
refinitoe (:) coro L can ~f 0  0f 0,
€ jal
¢ -

-\ Db
lo cue er lo g0 () = ¢ eleimlo; g) = f 3= L
¢ n 7 . 1l

=]

10}

EVEE]
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1me alzi=izo glznmres oy 3 Pv o=
T T I3 Y
“ ., 5 F 5 5
= - e~ - oo R : e, I8 nev e
B T
A e N T DTaNr FO 1S Leno U L ENee

izmmlo €l s1no rnesrtive diestwerecs rortue la ~otanclr es
Ay, a0 1o cvmerior ref il ool cus £ GENe® L T LelItuo
curp wmumersdor v oceriiiys Tl et ten eleveuos o1t nigfe moe
n, &ryoness L0 Toug .08 coerivir core el ruesrian x

; n
Nesige meteroit o erts ie, o (*) , 2rermines o

)3 ek -(i).‘. ’
oA 0 N
; 2 A ) Ly 1 gmea ueemire

. 2 R ‘a

LR “ , —or lo snter.cr 2 = () , = eTTo ( ):
AR ! -

i v Vi 4 ‘

.\5—)*1

v e

lti=liesn-¢ der -'.-"-or'f—';tov(
rrya rade; () nes  =vrecis (?)r D .oroern

'mrmwa'\ - -
(") n
by Tre wMimerge prvervec Tic.en N @NNY Eee

..l\)' -

e

3

~

€jdn reerypralilc . @r o eumc e pB1Tinlos e noTenel e g8 =
nler, los rdnaros rve re grncueniren anire urn entero y su -
cucesdr tendrsn vnrbpién i exrreridn coad sum. de mllti--

rlos de mnotercisres s o nor eresmio 950,574, su nrrce en

rere, @ la lzeulerds qel v snte veciw ) es 53 v ce eFcrire

%1043, Su worie E0OP UL N Envero sf L 1T4 y ©f UESEITO-

L .o -3 ) o)
e, ==, U+ TFALTs Lul DT, €3 Yeoosie re rue 100 =

.‘.
e

v
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~d -2 -
W= 1» 10= 3, £& tiene fue ., . = 1 T 4 4,
10 : e o 1000
ecto es, trec abern =, nff siete centéerm-e. mfe cumtro ad
Véeim = w1 tae yge ur cncere, ettt ~l7ties ea~ierg un vroce
Lidenst v TmeIcls o oruel CImtoLes T osuehlegas, o
mepor{belo » sfiecuieic en t. erivng,
LR £-1 -T2 SUGE AVA-IAENE L SR (S D ST LI KA

€1 .LU.iel. udl entre el

(ne ¢ pracirs en, rcraCieTe er, giviall el
LQeNCIInTUsT 2CCLLILEN O Ul TUNIC a2Cimt) & 1F uerecns de -
1+ cifrs en ~uve ter. int e~ rutersooy v c-re~rudrle tntos

€76 T~UATD CouD f& neccfiten mord lo-

ce. 0% 1 uersons e T s
Mprr 27 Erroxing eidr cgcet v, ejesnio 73, srevs qies.ilée
24
el v, 241374,0000 , et nurnto :ccixel €e coloch €n el ¢o--
L2
T L\
100
LO
1.6
1o

te Trriba del lumr cue ocume en el divie
endo.

Parz sumsr decimales se &linesn unc bg
jo otro ruedrndo unideces en un® columnz, aecencs en Otra,
el runto aecim=l ideke ocursr unz columns, ejerrlo; swirr -
437.25, 28032.2734, 523762, 1.0534, se colocrr uno bzjo el

otre ¥ fe «urntng 437,23
+ 8032,2224
Lefse,
1.083%¢8
$51152.50¢8
Trore Yestry cecim=les oe cnloek el sus

treenco br o 2} cirversea rliincrren ige nuntoe decimtles an
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columne, ejer~lo; 2345.27

T Eii.ic
-

1:211.065
Forf rulti-ilicrr aecinles, se audtirld

RIN OCING BL IUeT L rATgiclEd, T& CoEnIn ol oS oeitisT fiisi-
fte.tives © 1 deieene uwer "unio . eciTial we Los fectores y
fe 2ET EBuf- FELY 8L LLIEXC uf I1I00€ BLTALIRLITIe-

vee fve deoe Zlover el mroaycte Tl gereci Ge Su minto -
seciirl, si no xlefnzeran fe commiet:YEn con ceros £ 1o iz

nuierds, ediemmlos; 53,7 % 25.01. 2.0l
by

1£005

150617
000 ¢ L uer=Cat Jel manio eeinl bty yoT calris sicnifi
CxTivie® er €} Mrim:T I CU0! ¥ GNF en el seTun.o, el rroiug
e llever? goe '+ v cifree siviriestivie 1 ereens
42l ~unto decimely 150€ﬂ13"~
’ Pere giviuir cecim-les) si el wvisor
tiene cifree s1epificstivos ¢ ) —erécas del munto wvecimel
se correra el runto decimzl uel civi.endo a 1s aerecha el
nmirmo nimeio ue cifroe er Grboe, y £i huciers citras sigmi
fic~iivee ¢ 1: derecn” nel ~unto cecimil 7€l L1ViQEn10, —-
asemu’s ae csto, e co:0e":’ er el cocrenTe, nlef 0% hro-
der 1r mricer cif:: az loe décimoes, ejer~lo; ¢2.3 EE?TE;E

ce ccrve €l munto reciisl un~ crfre en £l nividendo y en -

=1 9ivieoy: 223'3?76.3A , £ ‘1 ide,

Una explicacién del algoritmo de la divisién, se encuentra

en el apéndice dos.
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14
z23|3275.;4

-

104:
- 0 2

frives ve by ir:r i: cora ssvenviente ¢ los ubcilte, en
“8T8 CFE0 el €S €: MuNto ueciz:l en el cocien
1€,

s¢ continus con dewnie clizue ael -
cociente » 1 werecan

1174
11 1%
53

=i se deseare mayor eprozimecidn se agresen tantos ceros -

gl dividendo conc clires gsi/nitficrtives se oviera, nor --—

el e

ejernlo, gi en el czso anterior cueremos arrozin T hest

viezailéeinos, 291emi08 08 ceros &l dividenuo y continua
mos €l nmioceso,
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1L.28 cc
k21J;273.3400
TR

1040

Fere sciener le 1zfz cucar.da e un nd
~€ro cecitzl, =e diva.: er rerfcoos 01 gor cxfrre, 2l nun
to ceciarl & 1 izcuierce y el nunto deci:rl 2 1% uerecns,
ci gl Ultimo =erfouc o+ L. derecia’ Iuer:i ueé unz Ciil> se -
suremrd un cero & )+ iereche Ti17 co.nmletiric, se -roceue
oG én el mroceramients Le los m turaler, mers eiles (& -
be o1 el ovimer ~erfouo & 1! derecn: uwel nunto decinfl, es
eribiros el wunto & lr .evecan ce ¢ Gltime ciile eéncontre

st ce 1a :efz, ejen~lo: \Jils.2Z:), se 4ivide en nzifouaocs -

\l5,38.22,3l, ¢l Gltimo -exfowo s le cereche se le counle

te. con un cexo;\d5,36.22,30 ce nroceae,\,€,38.22,j 22
=4,
-1 033 )
-1 29
[s}

cates de b- jar el rerfodo 4, escribimos el munto .ecimal

¢l cocienue \|5,36.22,3O 23, cesnués de 1o cupl —-

231
et
13 43
=1 40

>




cegulmoe; \]5,33.22,3\1 |

.13
L
1 33 =
c ked

: 7

sl fe uegesrym: T2 O ZINTONIM CLiR’A, e L Aremyin YU..T08 M-

risdos «e ceros 21 raalceando como citris srThaiicesti

vi.g
crerrssos en 1la iz, vmor ejesio, €1 deeceosyi o ol ésimos

en €l ceco ante:;ox:\] 5, 33.2¢,30,.C,[22,17°0,

L
18 SR
-1 o
0 ¢z Mol
~4 bl
© 61 30 fw2a

44 69 QU hoz3a

Los rz.cion~les tlenen l=s sisulentes -
nronleuxdes; su sume es conutativa, asocietiva, tiene --
idéntico suitivo, el cero, y tiere simétrico nara chod IE-—
cionzl. Su multinlicecibn es comnutztiva, esociztive, tie-
ne idéntico multirlicativo, el uno, y cze: rocional wistin
to we cero tiene un recinroco. Avewfs tienen la ~roniewvtd

aigtrioutiva ue Lo initimliceciér resrecto a la sumz.

o

Brercrclo  escrioce uwn ejernlo ue tecip
i2les cue ilustren c&or unf de 1l F nroniedecer crtertorecs,

ticcute con tus comrperoe de «cuino sus e emrrlos.
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£ e - - -
Srepge Iiytciny Yoe,
ige alaersrs a2 no musaen efQifivee -

€ 15 tarms - con ni{:c n, o€, ~& _ltmen nimeros Lrra~

crinmilit, ol e:Nz', F N AN TrTT T‘,_'g:,
1T, ETI{_",. 2 ¢’leuie eonscer’~ cire nlrerc -~ue se 2cog-
LWmOTT pleerr Ve, voer 1. rTe ag lof losvrit.oT llencacs
7 TUNEAles © BNEMErLIYOS, en a0ong o 84 J48CLIrider.

Iz ce cidn e rue\ g no rueie eg

cribirse ccT0 n, S COKO FlTie: SUTONTRICE CUE M, O £2n

enteros = 1ns curles les aem2e ¢ ulifuo 107 factorss COMU--
nes, -mor e’ex~le divierenctclos fntre el T,C.o . I N 7 oue

-, nc= ruedé entonces ont Divefrdr rromiz, tE! o -cue v =\| 2!

Cultirliruerge ©oaoe mranorac de 0 1ourldia ner o,

i \17', cipm~iificonn, » \r—' varcs 1l ouTIrsue U nnog
siemros ce 17 1guzldsd -\ = (r F) , €cno (n\]——) (eN2")
(N2 )y 00 W: n\j? lue-o v = ¢z, esto ¢8, P-es per
¥y ror tanto tisbién n cs rer, luevo existe un nlGmero r el
cue v= 21, ac arul; vt= M, vy 4y = 20°, diviaienuwo entre
2 y =siunlificinco, art= q’“, esto es qbes rer y -or ende ¢

er var, entoncer cxiste un nimero entero s t8)l cue q = &s,

oMo =\| ¢, se tiere 2r s/ 27, luess 2 era fictor cowtn -
y ¢
den y n, csto contridice ~ue r, n, no terfzn fectc:es co-

uner, lve r0 no exicien tolee my o

- ovmers e leerlizer oer 1v recte Lu
CETICF 81 M GnTO rue Coll Fnonue C.P, 2f co~er un trigdn-v-
‘o reet’rgulo cuvos ¢f tstos tenmr . necide vno, —valetn e
no—, 1 me ic ne 1~ rinotornes e?\r’—'

Yoenddy ery o drrsecan lec 'r'\’ 27, 3\17’- '
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é\r.?", 2\1’2"+ 3, 31'2 - %, . . . 2230 rue; log nGror 08 -

. . .
LUNEYCT enTel s, Tue Los

turtles ’on un sunheln futs e loe roin

oTeros gaATErQe T oen ves “on oun suscsnunto us loe ntmeros

SoeLOLUiee U0t ohTe L.l LlInoIes o eln L CLONLIeS, roLe-
meT TemIeSENTIY esic -rfficTaenze oLy
¢ 1
r
o,
N ¢ 4
\ i
o
n
-
il
3
&

l# unidn de los nlmerors rrcionales con
ndneros irrseion-les se le 2lin: xhrerge resles,

Concluciones

1l escrito &nterior es un inctrumento

1o

m

didfctico, frecundo ~~y7 el -rimer curso de matemfticre —-
gel rutoy, €i 2 elzuien wfs le es Gtil nos sentiremos muy
nonrndos, junto con los ~ue col»bereron rara he cerlo con -
7us sugerenciss, correcciones v sryace, Tors lp ~rimerg —-
narte o= modelos ro terdtlcoe, seris conveniente consequir
In Totomw fiz ue £1~0n ruerlito o ciuuzd necceta, como Pax
o, ¥ otrs fotarr=1fir de ~1-uns civa~1 muy fris, never» co
ey Jnne”!\!x, neYn eviter rue loe “lumnoe £6 circunsceripsn -
en 1o enluecibn del matocicliste v eus tres hermenos, @ Su

wecio, rue wieneer. en otrae vroeipidy rree nora enlicar l=e

‘ntem'ticr s, Pere el wroblers de loe cerilloe ser{e conve-
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de 3t <., ce 1190 OSN “Q--

siente heacer los seie ceriilcs
los ue escoba y nelct:s de esronje, i NTAA0S, Nari @jem--

rlificcr en el rizerrén ¢l Juero, srjuienuo - Firczet, se--

»I+ -y ecmvenmlenie setiluifir I0e inTerC L 10g L: TLNIIT -

e vie:i® e niorz-cibn erire los nluwnnos,

temr a8 Y5-icz, e° necessric ven

o

kn. e

cer cierts inercif nue =g h: QRSPYVEUS &r L0
.

hen vuelto zeccises & difcutir, & eXTOnNer £d& LUATOT U& V1S
te, Flounce ejermlos de aeduccifn e inferencic del tinog

CiTnio liveve =e w22 17 tierrs v rfe -
foonz con 1loe nitritos everencauos er e & tndsfere, 1 ce
wodf 17 tiexrs con l2 l:ouvic entonces 1o0s frooles arn o nfe
irutos v mfs mrendes, lue-o el r:iecio se ab-te ¥ leg merso

nss nueden CoOMMIAr ° COmETr 158 30T, =nionces curnao llueve -

me jors 1z elimentr.cién.

ke £ =Jumno ¢ cuolen corresronde, oS-
cudrir » erlicsr 1 & reglz2e de 1° 146-ic® er ogiscusiones —w
nor equires;cue defiendsn unos un ~unto de viste y otros -
el onue=to, orrenizadoc nor el mrestro, el cuml redrr? lees
reglas del debete & los perticinentes y velard por su enli
cacifén, nomorard secretarios cue tomen nota de los argumen
tos y &l finsl el grunoc anclizaré los arsumentos légicos,
el deserrollo del debzte y lze conclusionss cue obtuvieron
los vrriicinrntes ¥ -eterrin-rd ei concverrcn con 1 187ti-
e=,

tesrecto & los ccnjuntos, se ertocd 1r
norticinicidn en 1= el-hor. cifn de vrcolecr §, nera fue -
gsean dict~dos £ cus comm: neros Je eruinpo, de ece modo el -

maestro puede detectar las dificultades que tienen los alum-

nos.
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-Apgndice uno.
Dados los niimeros naturales; n,m, decimos que n divide a m, si
existe un tercer nimero natural, k, tal que; m = km.

Sea el nimero natural p, definiremos po como uno, esto es,
el nimero natural p elevado a la potencia cero es igual a uno;
dicho de otro modo, tomar un nimero natural cero veces como fac-
tor, nos da la unidad, (en general, la potencia cero de cual-
quier niimero distinto de cero la definimos como la unidad, y
consideramos indefinido 00).

Si dividimos 100000 entre 100 obtcnemos 1000, esto escrito

’ : 3 5
con notacidn exponencial nos da: 10- . esto es: 10° entre
°f 5
107 | 10-
5-2

102 es igual a 10 , también si tenemos 15625 entre 25 nos da;

625, 1o cual escrito con notacién exponencial es: 5 ., 0

. ; 6 2 -6-2
bien; al dividir 5° entre 57, resulta; 5 .

luego para nimeros naturales cualesquiera, n, m, k, con n m,
n m : n-m :
se tiene; k entre X , es igual a k . de lo anterior se deduce,

"naturalmente", que si p es un nimero natural, y m es menor que

T n m n
n, entonces pm es divisor de p , pues p entre p , da un cocien-

te; p" ™™ y n-m es un némero natural.
Minimo Comin Méltiplo.
Sean a, ,a,, ndmeros naturales, con a1=P?lP?1... P?l.“ Piﬁl
Yy a2=P?%’§22... P?Z... P:},2 con ej1 y eJ.,.;1 mayores o iguales a cero
para j=1,2,...,j,...,k. Entonces el minimo comin miltiplo de a,
g9, 9, 9; 9 .
Y a5, es igual a Py Py -eo pj KR donde gj es el mas grande

de los numeros ejl’ ej2.

Demostracién: Notemos primero que; g, es el miximo de &1y
a 9, g; g

j k . .
ejz' para toda j, entonces Py Pz -+ Py .- Pg ¢ es miltiplo i:h
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. 95 %1 52
miltiplo de a; y de ay, {pues Pj es divisible por Pj Yy por Pj

% 794
siendo sus cocientes ?J. y uno).

Acdemds; un nimero que sea miltiplo de a, y a,, debe ser de
la forma P)} ? Prj Pm, donde hj es mayor o igual a e

j k il

y ejz; para toda j, entonces hj es mayor o igual que el mis

de a DS LY 93 9 .
grande de ejl ¥ ej?’ que es gj, asi Pl P2 Pj Pk di-
vide a todo miltiplo comin de 3y ¥ 2,5, por 1o gue es el minimo
comin miltiplo de a; y de a,.

De manera semejante se demuestra que e)l maximo comn divi-

.‘1 f2 £. fk
sor de a; y a,, es P, ‘DZ PjJ P‘, . donde fj es el mas

pequefio de los nUmeros ejl Y ey,
Ver la pagina 157 del libro; The Fundamental Theorem of
Arithmetic, Jde Ross A. Beaumont and Richard S. Pierce, editoriail

Addison—Wesley.@ 1962, U. S. A.
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Avéndjce dos.

Algoritmo de la divisidn.

Dados dos enteros cualesquiera a, b, con a mayor que cero,
existen los enteros q y r. tales que b = ga +r, con 0 menor o
igual que r, y r menor que a; si a no divide a b, entonces r sa-
tisface las desigualdades; cero menor que r y r menor que (.

La demostracidn de esta propocicién no se verd en este trabajo,
en la bibliograf{a de este apéndice se encontrardn los libros

en que puede consultarse. Daremos unos ejemplos; Sea dividir 37
entre ocho, restando el divisor al dividendo obtenemos;

37 - B = 29, a esta diferencia le restamos el Zivisor 29-8 = 21,
a esta Qltima le restamos el divisor; 2! - 8 = 13, y a 12 le
restamos una vez mds el divisor; 13 - 8 = 5, en este punto nos
detenemos y advertimos que hemos restado el divisor cuatro veces
antes de que ya no pudiera restarse de la \dltima ciferencia, que
fué cinco.

Es claro que en vez de restar cuatro veces ocho, podemos
restar al dividendo el producto 4x8 =8x4, para obtener el resi-
duo, asi; 37-8x4 = 5, esto es; 37 = 8x4 - 5.

(dividendo = divisor x cociente + residuo).

En la praActica, para dividir 37 entre 8, hacemos el cdlculo men-
talmente asi; de la tabla de multiplicar recordamos los produc-
tos 8x1 = 8, 8x2 = 16, 8x3 = 24, 8 x 4 = 32, 8x5 = 40, donde el
primer factor es siempre el divisor. Observamos que 37, (e1 ¢i-
videndo), queda comprendido entre los productos 8x4 (=32) y

8x5 (=40), lo gue nos dice que el cociente debe ser cuatro. Res-
tamos el producto 8x4 {=32), del divisor por el cociente, y la
diferencia (=5), es el residuo.

Lo mismo tendremos para el caso 1878 entre 144. En este

caso a 1878 le podemos restar 13 veces el divisor 144, y cbmo
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1878 - 13x144 = 6, se tiene; 1878 = 144x13 + 6,

La bibliograt{a apropiada para consultar este tema es:

The Algebraic Foundactions of mathematics, Beaumont and
Pierce, edit. Addison Wesley; Pags. 135.

Teor{a de los nimeros, de Niven y Zuckerman, edit. limusa,
c 1985, México, segunda reimpresién 1985. Pigs. 15 a 18.

(Qué es la matemdtica? de; Richard Courant y Herbert Robbins,
c Aguilar, Espafla 1967. Pigs. 50 y 51.

Aritmética Razonada, del maestro; Francisco Zubieta Russi

y Sanchez, México 1960, ediciones del autor.
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[néndipe Tres

Une menere de rynlicar Ya reels e loo cirmor, cone
sicte rn cetderer In rreot nuviérieg como un Teple e
modera, los ~ntrrec @ oo~ ¢ roopancio rrcorrids ner

une nerrirs, tae oo ercdape om e T eeisen, o oeaptg

cerce, } § ‘
0

runonganos sue la dintencie fc trer, vultinlicer nor

un nivero scsitivn

P &
0 3 -

cimplenrnte sirnificoré tomer tenter vecrs 1o Aictencia
trez como dndicues 1 multinlicaror y trancsintar oh! o la

horniga, as{ tres nor dor srrd srisy

..,..LMB
0 6

Tultiolicer nor un nimero nreetivo ejulvele 8t hacer i
rcr cirnto ochente grados 1s 1irtancia recorride oor ls
hormiga alrededor Zel origrn, y translsler » 'a hormi-
ge el nunta que correcnonde & tomar tantss vecrs 1p dig
tencia tres co~ni nitnue 1 rultinlicador, nor ~irrplo;

tree por menoe tree,

.o -

¢ .
mul&in'icer nor menos

PRSI W 'Y i
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-
)

- .

n4ltinlicar nor menos
i !

.

(N I : I ] " A D
=y < 5 "4

nultiplicar oor wrnos 3
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Bitliograti{a.
Bisica para el alumno

Modelos matemdticos, Santiago Lopez de Medrano, Méxicoc:)
1972, edit. ANUIES.

Lenguajes Bimbdlicos, Santiago LOpez de Medrano, México,(:)
1972, edit. ANUIES.

Graficas, Santiago Lopez de Medrano, México, ©1972, edit.
ANUIES.

Logica elemental, Gonzalo Zubieta Russi, México © 1973,
edit. ANUIES.

Los niimeros Racionales, Francisco Tomas, México © 1972, edi-
torial ANUIES.

Los nimeros Enteros, Alejandro Odgers Lépez, México (€ 1975,
editorial ANUIES.

Los niimeros Reales, Francisco Tomds, México © 1972, edit.
ANUTIES.

Aritmética, J. E. Thompson, México, € 1967, reimpresidn
1975, edit. UTEHA.

Algebra Volumen I, El anillo de los nimeros enteros. Volu-
men II, El campo de los numeros racionales. Volumen III, el campo
de los nimeros reales. Humberto Cirdenas, Emilio Lluis, Francis-
co Raggi, Francisco Tomis, México, 1971, edit. Unam.

Teor{a de conjuntos, y temas afines, Seymour Lipschutz,
México, € 1970, edit. Mc Graw Hill.

Matemiticas contemporineas, Jack R. Britton e Ignacio Bello,
México §) 1972, edit. Harla.

Algebra aupetibr: Hall and Knight, México 6)1948, feimpre-
sién 1964, edit. UTEHA. Pigs. 67-79, 137-148, 408-411,

Aritmética razonada, Francisco Zubieta Russi y Sanchez,

México 1960, ediciones del autor.
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De consulta para el alumno.

Aritmética recreativa, Yakov I. Perelman. México, 1975.
Edicidénes de Cultura Popular, S.A.,

iQué es la Matemdtica?, Richard Courant y Herbert Robbins,
Espafia (©) 1967, quinta edicién, México, 1967, edit. Aguilar.

El abc de la cibernética?, V. Kasatkin, Madrid 1971, edit.
Paraninfo.

De consulta para el maestro.

The Algebraic Poundations of H&thematics. Ross A. Beaumont
and Richard S. Pierce, U.S.A. (©)1963 Edit. Addison Wesley.

Teorf{a de los nimeros, (introduccién a 1a ...). Niven y
Zuckerman, México, C)1985, segunda reimpresibén 1985, edit. Limusa.

Recomendada y muy importante para el maestro.

The Psychology of Mathematical Abilities in Schoolchildren,
V. A. Krutetskii, 1976, USA. by the University of Chicago, © .
Pdginas; 181-350: "An analysis of the structure of Schoolchildren’s
Mathematical Abilities".

Una Didictica Fundada en la Psicologia de Jean Piaget, Hans
Aebli, 631958, Argentina, edit. Kapeluz, octava impresién, no-
viembre 1973.

La ensefianza de las Matemiticas, Jean Piaget. (C) Aquilar,
Espafia 1971, edit. Aguilar.

El fracaso de la Matemitica Moderna, Morris Kline, ) 1973,
St. Martin’s Press, Nueva York, Espafia 1976, siglo XXI editores,
S.A.

Dinidmica de Grupos en educacién, Mar{a Andueza, 1975, Méxi-

co, edit, ANUIES.
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