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1. INTRODUCCION

Para los fines de esta tesis, se entiende por el fendmeno de
conveccisn a la propagacisn de calor de un lugar a otro por el
movimiento del liquido que se propaga. Son ejemplos de conveccién
cuando la sustancia caliente es obligada a moverse por un
ventilador o una bomba, otro ejemplo es la estufa de aire
caliente y el sistema de calefaccién por agua caliente.

ABociado al fendmeno de la conveccién estiA el de la difusién. En
este, la propagacion de calor o0 contaminante no se debe al
movimiento sino al mezclado principalmente por turbulencia. Para
fines de esta tesis, interesa estudiar el fenSmeno de conveccién
de agua caliente descargada por una termoeléctrica en zonas
costeras. Este anilisis se hari fuera de la zona del chorro y en
dos dimensiones en planta.

La llamada ecuacién general de conveccién y difusién (ref S) en
dos dimensiones es

a 2 2 2 ac 2 éc
e me) + G2 vy + o ve) = G [, 5T ] ¢ 5 (e, )
L4 ac (4 oc
oy [hks: o ) * "oy [hxzz oy ] (1.1)
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donde

X,y coordenadage cartesianas
t tieapo

hi(x,y,t) profundidad del agua

C(x,y,t) concentracisn {Por ejemplo de contaminantes)
prosediada en la profundidad de alguna especie (en
unidad de maBa de especie por unidad de volumen)

U(x,y,t) velocidad de corriente en direccién x, integrada en
la vertical

Vix,y,t) velocidad de corriente en direcci¢n y, integrada en
la vertical

k“,ku.kzz componentes del tensor K de difusién

Como puede verse en la ecuacién 1.1, para poder calcular 1la
evolucién y difusisn de 1la concentracién de cualquier especie es
necesario conocer las profundidades y velocidades en la zona en

estudio.

Esto se hace con la hidrodinamica. Las ecuaciones de 1la

Hidrodinamica son la de continuidad y de cantidad de movimiento.
La ecuacién de continuidad en su forma bidimensional =me expresa

CORO

4 (Uh) 4 (Vh) oh
ox + 3y + 3% = 0

La ecuacién de cantidad de movimiento en direccién x es

y en direccién y

donde

o(Uh) _ &(U°h) _ a(uvh) _ h &
ot + x + oy - h‘x_ p o - ‘hsfx
a(vh) . 8(v’h) . &(uvh) h op
3t * 8y * ox Ny 3y~ ENS,

€:..g; componentes de la aceleraciln gravitatoria en las

Stx, Sty

direcciones x y y respectivasente
p densidad misica de un sistema fluido

P presién
pendientes de friccién en direccidn x y vy
respectivasente

& aceleracién gravitatoria



La solucién de estas ecuaciones es muy compleja y sale del
objetivo de este trabajo. Aqui se wutiliza un método de
diferencias finitas desarrollado en el Instituto de Ingenieria.

1.2 TRANSPORTE

Al hablar de transporte nos referiremogs al transporte de algin
contaminante. En el caso del ejemplo del capitulo cinco el
contaminante es agua caliente. Para poder entender =mejor este
proceso se hace el analisis que se presenta a continuacién.

Si se asume que U, V y h satisfacen la ecuaci¢n de continuidad,
1a ecuacién de transporte se simplifica obteniendo

2c ac &C 2 ar 2D
aw*Yax*Vay ax lhK” ox J * b ox (PKiay J+
1 a aC 1 @ ac (1.2)
h oy [""u‘ox"] *h oy [""zz_oy]

Se han desarrollado gran variedad de métodos numéricos para
obtener una solucién de la ecuacién 1.1. Sin embargo, aun no se
ha encontrado un m¢todo que se considere totalmente satisfactorio
u sptimo.

Una de las dificultades que 8e presentan para encontrar 1la
solucidén es debido a 1la naturaleza hiperbslica de 1l1la parte
convectiva de la ecuacién y parabslica para la difusiva. Se ha
tenido dificultad para encontrar un mé¢todo numérico el cual trate
ambos aspectos del problema en forma totalmente satisfactoria.

Para remolver la ecuaci¢n 1.2 se han usado varios msétodos como
son el de elemento finito, por aproximaciones simétricas de
conveccién-difusién, por difusién de corriente y deformacién de
elementos finitos, por medio de diferencias finitas, entre otros.
En particular 1a solucién de 1la ecuacién 1.2 en un pequeffo
intervalo de tiempo consiste en dos distintas fases: conveccién
(método de caracteristicas) y difusién (método de diferencias
finitas). E1 interés de este trabajo es el estudio de 1la
conveccién, por ello la ecuacién 1.2 se iguala a cero.

aC oc _
t + U —+V 3y =0 (1.3)



1.3 OBJETIVO

El principal objetivo de este estudio es calcular en forma
precisa la conveccién o transporte de un contaminante (que en
este caso es una concentracién de agua caliente). Dentro de este
objetivo se desarrolla un modelo para calcular conveccidén; este
modelo debe de mer eficiente, rapido, preciso y aproximado.

En el capitulo dos s8se discute ampliamente el tema de
interpolacisén de Hermite, en una y dos dimensiones, para poder
tener una mejor visién sobre el tema. En el capitulo tres se
planea y desarrolla el modelo que emplea interpolacién de
Hermite en dos dimensiones. En el capitulo cuatro se presentan
pruebas sencillas al modelo hechas por medio de un programa de
computadora. En el capitulo cinco se deacribe la aplicacién del
modelo a 1la descarga de una termoeléctrica. Finalmente en el
capitulo seis se dan las conclusiones del trabajo.



2. MNETODOS PARA INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES.

-

El modelo matemaAtico que se describe en esta tesis requiere
obtener valores de la variable de interés (como por ejeaplo la
concentracién de un contaminante) en un punto cualquiera de un
plano x, y. Estos valores se obtienen por interpolacién entre
puntos de una malla en lo8 que Be conocen los valores de la
funcién y de sus derivadas.

Existen varios métodos para hacer interpolacién, entre los que
destacan los de Lagrange, Taylor, Newton, etc. El 1lector
interesado puede ver por ejemplo las ref 2. Aqui se describe 1la
interpolacién de Hermite (ref 4) que tiene como ventajas que
obtiene el polinomio de grado mis alto con un minimo de puntos
del dominio y da una funcién suave y continua, con derivadas
continuas en todo el dominio. Para ello se requiere no solo
conocer la funcitn en la que se desea interpolar, sino sus
derivadas espaciales en los puntos de la malla.

En lo que sigue se plantea siempre la interpolacién de Heraite
para Gnicamente dos puntos del dominio y se desea interpolar
entre dichos puntos.



2.1 INTERPOLACION DE HERMITE EN UNA DIMENSION.

La expresién general para la interpolacién de Hermite en una
dimensién estiA dada (ref 4) por

2 N 2 N Kk
. ) [{ 3] (1) d
$(x)= £ L Hi(x) $(x) =L DHK (x)_%' (x) (2.1)
i=t k=0 i=4 k=0 dx
donde
k {ndice de derivada
i indice por puntos del espacio
¢': valores de 1la funcién

Para encontrar los polinomios H;:"(x) y H;:)(x). se usan las

siguientes propiedades

v (N)
T x) =6 6 2.2)
dx’ Xy = ip  kr (2.
donde
N numero de derivadas a usar en la interpolacién
émn Delta de Kronecker
para
i,p = 1,2
y k,r = 0,1,2,...,N

con la propiedad

2.1.1 ORDEN CERO CLINEAL)

La interpolacién de Hermite de orden cero es la interpolacién que
se conoce, con el nombre de interpolacién lineal entre dos puntos.
Para encontrar los coeficientes HH por ser de orden cero, se

hace en la ec. 2.2, N = 0, esto es



(o) (0)
d Ho‘ (xp) (o
dx(O) = é:péoo= 6lp = Hon (xp)
para xp = x, resulta
{0)
HOl (X‘)=1
y para xp = x, Be obtiene
{0)
Hon(xz)=° (2.3)

Supéngase que Hot(x) es de 1la forma

con las ecs. 2.3 con x=0yx,-=1

a=1 \Y %:= - 1/L

Por lo tanto

H;:) (x) =1 - x/L

As!{ mismo, Bi Be define el polinomio H;:\x) con la mimma forma
del H(l)

e Y utilizando la ec. 2.2 se obtiene

Ho (x) =0 y Ho(x ) =1 (2.4)

(0)
H,, (x) = x/L

En resusen, la ecuacisén para la interpolacién de Hermite de orden
cero es ’

0= [1-F]) o §



2.1.2 PRIMER ORDEN

La funcion para la interpolacién de Hermite de primer orden es

o0 =BV $ O + BV ) su Y R0

1) dg
Hu (x) x (L) (2.5)

La interpolacién de primer orden estia dada por 1la ecuacién
2.1 cuando N = 1.

Para encontrar H;:)(x). H;:) (x), H::’(x) y H:;)(x). se utilizan

las propiedades antes mencionadas, para encontrar lgm se tiene
segun la ec. 2.2 que 1

(¥ Y]

H V() =1 (2.6a)
H Y (x,) =0 (2.6b)
dH(l) .
o1 :
~—dax (X‘) =0 (2.6¢)
(1)
dHo‘
—a (xz) =0 (2.6d)

Se supone el polinomio de Heramite de grado tres

(& §) 2 ;-]
Ho‘ (x) = a+ ax+ax +ax (2.7)

Usando las eca. 2.6a y 2.6b se encuentran las constantes

H*'(x ) =a+0=1 dedonde a-=1
[+1 § 1 1 1

(1) 2
Ho‘ (xz) =0=129 azl. + a.l. + n‘l. (2.8)

Usando las ecs. 2.6c y 2.6d se tiene



(1)
o1

dH 2
(x|)= 0 = a, + 2a.L + 3a‘L

X
<1)
_fi,..‘__ (x )— 0= a 2 + 3 2
dx 17 = 8, ¥ 4a,x, a %,
conh X = o de donde a= 0
dn(l) )
2L (x,)= 0 = 2a,L + 3a L’
dx

Resolviendo el sistema de ecs. 2.8 y 2.9

a= - 3/° ¥ a, = 2/L

Sustituyendo estos valores en la ecuacién
finalmente

H;:)(x) = (2x" - 3Lx’+ LY/ 1!

de manera semejante

HoY (x) = - (2x"- 3Lx*)/L?
HY () = (x- 2ux’s L¥x)/L°
H“)(X) = (xl_ sz),LZ

(2.9)

2.7 se tiene,

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

En las figs. 2.1 y 2.2 puede verse las funciones del polinomio.

Para facilitar el manejo de las ecuaciones conviene expresar las
funciones de Hermite en forma relativa; para ello se define

o = x/L
= - . g - < ~ <
donde L xz x; x._x_x.,o
polinomio resultan

2 & T 1 y las funciones del

HOI 02

n
-
|
=

H, = of (3 - 20)

H

4y oL ta-1)?



H, = o’L (a - 1)

En la expresién 2.5 ahora se utiliza o« en lugar de x.
A (8¢ 3] (0) _
Nitese que Ho‘ (x) + Hoz (x) =1.0

2.1.3. EJEMPLO. Interpolacién de Hermite en una dimensién.

Sea la funci¢n 4> = Ln »* ; Bu derivada es ¢ '= 2/x

40 dada

Se desea calcular los valores de ¢ en el rango 20 < x <
= 40 para la

1la funcién y su primera derivada en X = 20 y x
interpolacién de orden cero y de orden uno.

Hermite de Hermite de
orden 0 orden 1

Para Heraite de orden cero se utiliza la siguiente ecuacién -

4>=(1—c|)+a4>‘

Para Heraite de orden uno se utiliza la ec. 2.5.

El error se obtiene con la siguiente expresién

|fc - fv|
fv

error = e = x 100

donde

10



fv funcién calculada

fc funcién verdadera, obtenida con ¢ = Ln x*

Notése que en la interpolacién de orden cero el error wiximo en
este ejemplo es 1.771% y en la de orden uno es de 0.118%. En la
tabla se muestran los resultados obtenidos.

2.2 INTERPOLACION DE HERMITE EN DOS DIMENSIONES.
2.2.1 HERMITE DE ORDEN CERO

Esta interpolacién se conoce como interpolacién bilineal; y Bi me
definen

o (X1 - X0)/LX

n

5 (YY - YO)/LY

si se conocen 4> , en los 4 nudos de un elemento rectangular en
dos dimensiones, fig 2.3, Be tiene

$lx,y) = (1-3) {(1 - ) 4)“ + 0 ¢u} + P {(1 -¢, ¢u]

en 1la que se interpola linealmente primero en direccién x y luego

en y. Puede escribirse una ecuacién sesejante interpolando
prisero en y y luego en x.

2.2.2 HEMITE DE PRIMER ORDEN

Puede demostrarse (ref 4) que la interpolacién de Heraite de

primer orden en dos disensiones puede efectuarse con 1a
combinacién lineal de interpolacién de primer orden en una
dimensién. Si se conocen ¢ , 0p / Ox , 2 / 3y y $ 7/ Oxdy en
los 4 nudos de un elemento rectangular en dos dimensionesa,
fig.2.3, se tiene (ref 4).

(l) (!) (l) (1)
Pix,y)= 2‘ } [ ) By .o Ho o () H Oy (o¢/ax),‘j+

(i)

N G2 TC YL O N I TN N ST VL O }

11



Desarrollando las sumatorias se obtiene la ecuacién 2.14

$O.y) =H (x) H, (NP, + H_ (x) H (NP,

+ H (OH () + H (x) H (N,

+ H  OOH (y)(od/ox)  + K _(x) H  (y)(od/ox),

+ H_ (X)H_,(y)CO4/0x) ,+ H_, (x) H_,(y)(od/ox),,

+ Hy (OH, (y)Co4/ay)  + H_, (x) H, (y)(23/0y),,

+ B (0H _(y)(od/ay) + H_ _(x) H__(y)(ad/ay),

+ H  (OH_(y)(0 §/0x0y) + H_,(x) H_ (y)(8"$/0x0y),

+ H_ (X (y)C8"4/0xdy) ,+ H_,(x) H ,(y)(8°¢/0x0y), (2.14)

En la tabla siguiente smse dan los valores de 1las funciones Hoj
obtenidos con la ec. 2.2, como en el caso de la interpolacién de
Heraite en una dimensién se suponen los polinomios

. 2 L
Hk.‘(x) = a +a,x +a X" +a.X

H (y) y

2
K j b‘+bzy +b.y +b

4

Los polinomios Hki (x) en la linea 1 y 3y 2y 4 de la figura 2.3
son idénticos; estin definidos por las ecuacidnes 2.10 y 2.11.

Ho‘(x) X - Hoz(x’

H,, (x) = o® (3 - 2a)

H, (x) = alL (a- 1

H _(x) = o’L (a - 1)

12
H (y) = 1 - H (y)

HOI (y)

i

$” (3 - 23)

]
H . (y) =BLI{(F-1)

2
Ilu(y) = L (a - 1)

12



M OOHMOCH OO OO MOOMMNOOMMOOMMOOM

1
4]
/]
1
1
4]
]
1
1
1]
0
1
1
1]
/]
1
1
0
V]
1
1
0
0
1
1
]
o
1
1
/]
1]
1

2.2.3 EJEMNPLO. Interpolacién de Hermite de primer orden en dos
dimensiones. '

Supdngase la siguiente funcién (fig. 2.4)

$=€e""Lnx (2.15)

Se desea obtener el valor de la funcién en el punto (30,0.7)
dados los valores 20 <« x <« 40 y 0 ¢« y ¢ 1.0. Con las expresiones
paramétricas, se obtiene

13



a=0.5 f=0.7

H, (x) = 0.5 H (y) = 0.216
H_,(x) = 0.5 H, (y) = 0.784
H  (x) = 2.5 H  (y) = 0.063
H _(x) = - 2.5 H_(y) = - 0.147

12 12

Las derivadas de la funcién de la ecuacisdn 2.15 son

¢ = ;13? =27 (2.16)
d y-2

$, - 3. inx (2.17)
B dz _ g/z

by = dar - 2 (2.18)

Sustituyendo valores en las ecuaciones 2.15, 2.16, 2.17 y 2.18
para los nudos se obtienen los valores de la tabla siguiente

7.3777589 0.0500000 3.6888795 0.0250000

9.8782550 0.1648721 4.9391275 0.0824361

12.1638680 0.0824361 6.0819340 0.0412180

En la fig.‘z.s se muestra el valor de la funcién exacta. En la
fig. 2.6 se muestran las isolineas de la funcién exacta.

14



La ec. 2.14 puede escribirse como

¢ (x,y)= H  (YI[H () +H  (x)$ +H (x)$  +H ()¢

xlz

HOZ‘Y)[ HO! (X)¢2|*HOI(X)¢22*HII (x)¢x21+H12 (x)¢x22]

Hl 1 (y)[ HOI (X)¢yl n’"oz (x)‘bysz*us 1 (x)¢xy !+H (x)¢x yu]

H,(WOH, ()¢, +H (), +H (), +H , (x)$

ny 21 xyzz

En esta ecuacién se ha factorizado de forma tal que el priser
téraino entre paréntesis es la interpolacién en direccién x en la
linea 1; el segundo término entre paréntesis es la interpolacisén
en direccién x en la linea 3. Los térainos 3 y 4 entre paréntesis
son para el punto x a 1o largo de las lineas 1 y 3 (fig 2.3) 1la
interpolacién de la derivada 4y de la funcién. Resumiendo, 1los
cuatro térainos entre paréntesis definen 1los valores de 1la
funcién y de la derivada en y para 1lineas 2 y 4. Con estos
valores se efecttia wuna interpolacién en direccién y al
multiplicarlo por los términos fuera del paréntesis.
Sustituyendo valores
P(x.y) = 0.216[0.5(5.991)+0.5(7.378)+2.5(0.1)+(-2.5)(0.05)]
+ 0.784[0.5(9.878)+0.5(12.164)+2.5(0.165)+(-2.5)(0.082)]
+ 0.063[0.5(2.996)+0.5(3.688)+2.5(0.05)+(-2.5)(0.025)]

+(-0.147)[ 0.5(4.939)+0.5(6.082)+2.5(0.082)+(-2.5)(0.041)]
$(x,y) = 9.663

A partir de la ec. 2.14 puede obtenerse también una expresién en
que se haga primero la interpolacién en y (términos entre
paréntesis) a lo largo de l1las lineas 2 y 4 de la figura 2.3, y
luego en direccisén x.

= ) &
$ (x,3) —Ho‘(x)[Ho‘(y)da‘+ﬂoz(y)¢‘z+u"(y)‘&“+H‘z(y)Yy‘z}
H,, 001 Hox"”’z;'“oz (y)¢"+H‘ 1 (y)¢y“+H“ (y)¢y"]

’Htt(x)[ Ho‘(y)¢“!+l'loz (y)¢xlz’ﬂll (y)¢xyll*ul2 (y)¢xylzl
’le(x)[HOS(y,¢x21’H02 (y)¢x2 (y)¢ y21 lz(y,¢xy32

15



Sustituyendo valores se obtiene; el mismo resultado ¢(x,y) = 9.663

En la figura 2.7 se muestran las isolineas calculadas con 1la
interpolacién de Hermite, que pueden ser comparadas con la figura
2.6. En lae figuras 2.8 y 2.9 pueden verse los errores obtenidos
con este método.

En la figura 2.10 puede verse las isolineas calculadas con una
interpolacién bilineal y en las figuras 2.11 y 2.12 se observan
los errores. Se compararon la formulacisn aquf{ planteada con los
métodos propuestos en la ref 5.

Los resultados obtenidos con el método que usa interpolacisén con
Spline dan resultados idénticos que los de 1la interpolacién
Bilineal, debido a que me utilizan muy pocos valores para definir
el polinomio.

La interpolacién Bicubica que se presenta en la ref S, da
resultados idénticos a la interpolacién de Hermite que aqui se
describe. No es facil comprender el algoritmo del 1ibro pero
pareceria que es un método de Hermite. En las figuras 2.13 y 2.14
muestran los errores obtenidos con la interpolacién bicubica y la
interpolacién de Hermite.

2.3 OBTENCION DE LA DERIVADA CON LA INTERPOLACION DE HERMITE

Para el procedimiento de cilculo que se describe en los
capitulos siguientes se requiere obtener por interpolacién,
adesss del valor de la funcidén en un punto (x,y) dado, el valor
de la derivada de la funcién en dicho punto.

Podria utilizarse una ecuacién del tipo 2.1, es decir en una
dimensién

A(x) = H A +H A + A A
¥x 115 12¥x2 Hu“’xx! * HooWa

pero esto implica tener inforaacién de la segunda derivada de 1la
funcién. Ademis de que la obtencisén de la segunda derivada puede
resultar compleja, y en general en las aplicaciones no se dispone
de dicha informacién, se requiere almacenar en memoria de coaputo
un vector mas para el caso de una dimensién; y tres para dos
dimensiones. Aunque no tan preciso puede plantearse un polinoaio
de interpolacién en una dimensién con la forma

¢u(!) = Go:¢: + Goz*z + Go‘¢“+ Go:("xz (2.19)

que utiliza los valores de la funcién y la primera derivada.

Suponiéndo un polinomio de Hermite de grado tres

16



2 »
Hm(x) =a +ax+ax +ax

considerando la férmula 2.2 pe tiene

Ho;‘x;) =a +0=1 donde a=1
Ho‘(xz) =0=14+ ax + ax 2. ax . (2.20)
s)
dHOQ (xl) 2
——-—-—-=O=az+2a.x +3a‘x
dx
con x = 0 resulta a,=0
dH(l)(x )
°t _2 -0 = 2a x, + 3a x: (2.21)
dx

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2.20 y 2.21

[ 2
8‘= 2/L ag= -3/L

Reemplazando se tiene

.

<4
Sl ) e bE)

Con el mismo procedimiento suponiendo un polinomio
2 3
Ho‘(x) = .a‘ +ax+ax + ax
con la férmula 2.2

(1)
dHOl ‘xl) 0

dx

2
=0-az+2a.x +3a‘x

17



con x = O -oazzo

2 »
H =
ol(l..) a’ + azl. + a.l. + a‘l. (2.22)
(1)
dl'l'bz (L) 2
= 28.1. + Sa‘l.. (2.23)
dx

Resolviendo el sistema de ecs. 2.22 y 2.23
a = 3/1° a= -2/L°
sustituyendo en 2.23
dH(l)

e g 2 Jxea 2w

Para encontrar G“(x) se supohe
2 »
H“(x) = a‘ vax +ax +ax
H“(xl) = 0 - ar= 0

d"(l)(x )

LX) 1 2

ax =1 = a, + Za.x + Sa.x

con x =0 » a-=1

2 ]
H‘.(L) = L + l.L + l‘L (2.24)
dH, (' (L) .
=1+ 2a.l. + 3a‘l. (2.25)
dx

Resolviendo el sistema de ecs. 2.24 y 2.25

2
a.= -2/L a = 1/L

sustituyendo en 2.25

(1)
—d"ﬁ—(:)-=1+2[— 2 Jxea ()

Para Gn(x) se tiene
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H"(X) = a +ax-+ a.xz + a‘x.

du(l)(x )
—_—r . a + 2a.x + :~Ia‘)r2

dx

Hn(x.) =0 = a,
H ,(L) = aL" + .‘1.' (2.26)

(1)

dl'l'z

(L) 2

= 1 = 28.1. + 3a L (2.27)
dx ¢
Resolviendo el sistema de ecs. 2.26 y 2.27

2
B.z -1/L l‘z 1/L

sustituyendo en la ec. 2.27
dH(’)(X)
____11__—— = 2[— i ] X + 3 [ __1; ] xz
dx L L

Si x/L = a se resume que

(a)
dH (x)
G, (x)=—21 =82 (a-1)
dx L
(1)
(x)
6a
G_, (x)=——2 = (1-a)
o2 dx L
4o
G“(X)=—T——= (1-a) (1~3a)
x
dH{}’ (x)

Gyg(x)= = @ (3a-2)

Finalmente, la ecuaci<«n para obtener la derivada
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$'= 6—;“‘—(1-a)4>.+ -%ar(l—a)(t.#(l—a)(1—3a)¢m4a(3a—2)¢>~, (2. 28)

Para el caso de dos dimensiones, se presenta el siguiente grupo

de ecuaciones. Ecuacidén 2.29:
#—(x,y) =H°‘(y)(GO’(x)Qu+Goz(x)¢2’+G“(x)t‘h“-qu(X)@"z‘]

H (WG, (x) 46 (x)$, 4G _(x)p, ,+G ()¢

xzz
+H“(y)[ Got(x)"’yu*coz ‘X)¢yzx’cn 1 (x)¢xyu*caz (X)(bxyz:]
"Hu‘y’[ Got(x)¢ynz+coz ‘x)¢yzz*cn 1 (x)‘bxyu’cnz “"‘bxyzz]

Ecuacidén 2.30 (equivalente a la ec 2.29):

¢ (x.¥) =G (V[H, OO +H  (x), +H O +H (0

xzn
*Goz(y’[ "os‘x"b:z*uoz (x)¢zz’"1 1 “""x wattee (x)¢u22]
+G“(y)[ Ho:‘x)‘byu*uoz (x)¢yz‘+H“ (x)¢xyl 'H (x)¢xy21]

*Gu(y)[Hog(x"»yu’"oz(x)¢yzz+ﬂsn(x)¢ (x)‘t’

wy 12 xyzz

Ecuacisén 2.31:
¢y(x.y)= Hon(x)[Got‘Y)Q’u*Goz(y)@u*Gu(y)‘#yu*cu(y)q)yaz]
Ho:‘x’[Go:(y,¢z:*co:(y)¢::*cnn‘y)¢yn"cu(y)¢yaa]

"li (x’{ Gog(y)¢xu+coz (y)¢ll 2+Gi 1 (y)¢xynsmnz ‘y)¢“ yu]
HQZ(X)[ cox(y)$xzn ‘Goz (y)¢x22’cl 1 ‘y)¢xy21 (y)¢xy21

Ecuacién 2.32 (equivalente a la ec 2.31)

$,(0.y) =G CO[H, (V) +H,, (1) +H (WP 8,0 ]
46, [ H, (1), +H,, (1§, 44, (NS, +H,, P, ,,]
*G,.mlHm(vwm*"o,(vw,u*m.M%,,*"..(m.ml

*Gll(x,[ Hos(y)¢xz:’uoz (y’¢x22+nt 1 (y,¢ *Hll (y)¢

xy21 » yz:
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Ecuacisn 2.33:
¢")('x,y) = GO.(X){GOl(y)¢“+G°z(y)¢:‘z#G“(y)'\t‘;y“+cﬂ(y)¢y‘2]
+ Goz(x)[G01‘y)¢zl*Goz (y)¢22+cll(y)¢y21+ciz(y)¢y22] .

* Gll (x)[ Goi(y)¢xl 1+Goz (y)¢xll.’cl 1 (y) xyll*cll (y)¢

A
+ G“(x)[ Gox(y)Q}ng’Goz (y""uzz’ci Il (y)¢xyu*caz (Y)¢x yzz]

ny:z]

Ecuacién 2.34 (equivalente a la ec 2.33):

ch(}x,y) Gon‘y)[ Go:(x)ctu*coz(x’q)zn*cu (x)¢x 11%C2 (x)¢x21]

+

Gpe (V) Gon(x)¢u’coz(x,¢zz’cu (x)cbx 12*Ca2 ("M’nzz]

+

G.“(y)[Gm(x)Q.)y“+Goz(x)¢y“+6“ (X)¢xysl+caz(x,¢xyll]

G;z‘y,[ Goz(x)(#y:z*coz ‘x)¢y22.’cl 1 ‘x)¢xyll+clz (x)¢xy22]

+

2.3.1 EJEMPLO. Obtencién de la derivada.

Para este ejemplo se utilizan los datos del inciso 2.2.3, tiene
la ecuacisén de la derivada.

Usando la ec. 2.28 se obtienen los valores de la tabla siguiente

¢v

1

1.000x10”,
9.195x10_;
8.458x10_7
7.788x10_;
7.186x10

6.653x10_3
6.186x10_7
5.788x10 3
5.458x10”7
5.195x10~

5.000x10" *

.000x10"
-091x10_
-330x10__
.692x10_
-143x10__
.667x10_

.263x10_ 7
.000x10

1
9
8
?
7
6
6.
S.
5.
5
S

Nétese que en la interpolacicn de orden uno el error siAximo en
este ejemplo es de 1.796%.
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La ¢' me obtuve con la derivada dada en el inciso 2.1.3.

2.3.2 EJEMPLO. Obtencién de la derivada en dos dimensiones.

Para la funcitn y tablas del inciso 2.2.3 y para el aismo punto
(30,0.7) cona = 0.5y = 0.7 se obtuvieron 1las ecuaciones
siguientes, en el caso de la direccién x.

G (y) LB (P-1) = - 1.126
L

[+ 1%

63
G, (¥) = —I— (1-13) = 1.126

G, (y) = (1-8) (1-33) = - 0.330

f (33-2) = 0.070

G‘Z(y)

Sustituyendo valores en la ec. 2.29 se obtiene

¢“(x.y) =0.216{ -0.075(5.991)+0075(7.378)~-(0.25)0.1-(0.25)0.05)
+0.784[ -0.075(9.878)+0075(12.164)-(0.25)0.165-(0.25)0.082])
40.063[ -0.075(2.996)+0075(3.688)-(0.25)0.05-(0.25)0.025]
~0.147[ -0.075(4.939)+0.75(6.082)-(0.25)0.082-(0.25)0.041]

¢, (x.y) = 0.095

Sustituyendo valores en la ecuacidn 2.30

$,(x,¥) = -1.26[0.5(5.991)+0.5(7.378)+2.5(0.1)+(-2.5)(0.05)]
+ 1.26[ 0.5(9.8768)+0.5(12.164)+2.5(0.165)+(-2.5) (0.082 )}
- 0.33[ 0.5(2.996)+0.5(3.688)+2.5(0.05)+(-2.5) (0.025)]}
+ 0.07[ 0.5(4.939)+0.5(6.082)+2.5(0.082)+(-2.5)(0.041)}

$, (x,¥y) = 4.838



Sustituyendo valores en la ecuacién 2.31 se obtiene

¢§(x.y)=o.5{-1.26(5.991)»1.26(9.878)4(—0.33)2.99690.07(4.939)}
+0.5[ -1.26(7.378)+1.26(12.164)+(-0.33)3.688+0.07(6.082) ]
+2.5[-1.26(0.1)+1.26(0.165)+(-0.33)0.05+0.07(0.082)]
~2.5[-1.26(0.05)+1.26(0.082)+(-0.33)0.025+0.07(0.041))

¢, (x.y) = 4.842

Sustituyendo valores en la ecuacién 2.32 se obtiene

¢ (x.¥)=-0.075[ 0.216(5.991)+0.784(9.978) +0.063(2.996)-(0.147) 4 . 939)
b4

+0.075[ 0.216(7.378)+0.7684(12.164)+0.063(3.688)-(0.147)6.082]
-0.25([0.216(0.1)+0.784(0.165)+0.063(0.05)-(0.147)0.082}) +
-0.25[ 0.216(0.05)+0.784(0.082)+0.063(0.025)-(0.147)0.041)

x, = 0.094
¢y( y)
Kcuacidén 2.33:

4’4"""'1 .26{ -0.075(5.991)+0.075(7.378)-(0.25)0.1-(0.25)0.05])
+1.26[ -0.075(9.878)+0.075(12.164)-(0.25)0.165-(0.25)0.082]
~0.33[ -0.075(2.996)+0.075(3.688)-(0.25)0.05-(0.25)0.025)
+0.07[ 0.075(4.939)+0.075(6.082)-(0.25)0.082-(0.25)0.041]

¢, (x.y) = 0.047

Con la ec 2.34 se tiene el mismo resultado

¢“('x,y)--0.05[ -1.26(5.991)+1.26(9.878)-(0.33)2.996+0.07(4.939)]
+40.07 { -1.26(7.378)+1.26(12.164)-(0.33)3.688+0.07(6.082) )

-0.2 [-1.26(0.1)+1.26(0.165)-(0.33)0.054+0.07(0.082)]
-0.2 [-1.26(0.05)+1.26(0.082)-(0.33)0.025+0.07(0.041)}

$,§%.¥)=0.048

a3



x1- o x2=L

FIGURA 2.1. VARIACION DE PRIMER ORDEN DEL POLINOMIO DE HERMITE
ENTRE DOS ESTACIONES.
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1o &
PR=2 T H (X)) - (x,)
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¢ (x)
&

n
[ ¥

X,=0 -

FIGURA 2.2. VARIACION DE ¢& CX> DADA POR

LA ECUACION (2.13) ENTRE
LAS DOS ESTACIONES.
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. FUNCION EXACTA

Fig 2.5

Fig2,61SOLINEAS DE LA FUNCION EXACTA
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Fig 2,7 . ISOLINEAS; INTERPOLACION DE HERMITE

FIG 2.§ . ERROR (en s); INTERPOLACION DE HERMITE
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Fig 2.12. ERROR (en %); INTERPOLACION BILINEAL
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3. DESARROLLO DEL MODELO.

La idea de este capitulo es describir el modelo para el calculo
de evolucién de concentraciones en un dominio en dos dimensiones.

3.1 ECUACION EN FORMA DE CARACTERISTICAS.

En este trabajo se estudia unicamsente el concepto de transporte;
para ello, se iguala el lado izquierdo de la ec 1.2 a cero, 1lo
que equivale a suponer que el tensor de difusion kij=0. Se
obtiene que

acC acC aC _
-—E-Q-Un--fv:—?—o (3.1)

Utilizando el concepto de derivada total, la ec 3.1 queda

=0 {(3.2)

S
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siempre y cuando

dx _ dy _
at = uU it = v (3.3)

en donde U es la velocidad en direccién x y V es la velocidad en
direccién y. En la figura 3.1 se muestra la trayectoria de una
particula casinando en el tiempo. En la figura 3.2 se Bmuestra
proyectada en un plano la trayectoria de dicha particula
mostrando el cambio en dichas velocidades del tiempo to a t1.

3.2 PLANTEAMIENTO DEL METODO.

Si la trayectoria entre un puntoe de partida d y un punto de
llegada a es determinado por la integracién de 1las ecuaciones
3.3, la ec 3.2 implica

Ca = Cd (3.4)

que significa que la concentracién es constante a lo largo de la
trayectoria de la parti{cula.

Este principio basico de conveccién o transporte se puede aplicar
haciendo calculos en puntos nodales de una malla cartesiana como
se muestra en la figura 3.3.

El propésito delnsplculo de coqxgccién es encontrar la nueva
concentracién Cij al tiempo t =(n+1)At en todos 1los nudos

indicados por i en direccién x y i en direccién y. La trayectoria
mostrada en la figura 3.3 es la trayectoria de una particula que
eg&é en el punto d en el tiempo t y llega al nudo (i,j) al tiespo
t . As{, la ecuacién 3.4 sme escribe

n
C = Cd (3.5)

‘i

La figura 3.4 muestra la trayectoria de una particula que cambia
de planos x,y ya que se mueve en el tiespo.

Asi, en lugar de resolver la ec 3.1 aproximando las derivadas
por diferencias finitas, se reemplaza por el problema de, primero
integrar las ecuaciones 3.3 para encontrar las coordenadas del
punto d, y despu¢s estimar la concentracizn C: conocidas las

concentraciones en los nudos alrededor. En general el punto d no
coincide con ningun nudo.
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Se sabe que la estimacidn de C: por interpolacidén bilineal siample

de valores de la concentracién en 1loB cuatro nudos adyacentes
da una fuerte atenuaci¢n numérica que puede resultar incluso
mayor que la difusidn fisica dada por el lado derecho de 1la ec
1.2.

La atenuacién puede eliminarse en forma notable usando una
interpolacién cubica, pero esto requiere el uso de informsacién en
otros nudos cercanos a d. Holly y Preissman han sugerido usar 1la
interpolacién bicubica de Hermite, en la cual no s8%lo la
concentracién, sino también sus primeras derivadas y la derivada
cruzada para cada nudo se utiliza para construir un polinomio de
interpolacién para C: (en el capitulo 2 pueden verse distintos

tipos de interpolacién en dos dimensiones y algunos ejesplos). En
el modelo aqui empleado se utiliza la interpolacién de Hermite.
Una vez que se ha determinado el valor de la concentracién cntt
en todos los nudos del do’}no, queda Por determinar el nuevo
valor de las derivadas CX'' y Cy ' y CXy antes de cualquier paso
subsecuente. Esto se hace por diferenciacién de la ecuacién 3.1,
con respecto a x y y; simplificando se obtiene

w)(

bt T chx - vxcy (3.6)

Dcv

bt =~ Uycx - VyCy (3.7)
donde U: = QU/Ox ; Uy = dU/Oy ; Vx = OV/& y Vy = OV/8y . Las
derivadas Cx y Cy asatisfacen ecuaciones lineales ordinarias

diferenciales similares a la ec 3.1 a lo largo de la trayectoria,
pero con térainos no homogéneos, representando una deformacién
por cortante que los acepta.

Los valores Ux, Uy, Vx, Vy se pueden deducir conociendo el campo
de velocidades, por 1o que el sistema de ecs 3.6 y 3.7 puede
integrarse desde el comienzo de la trayectoria (punto d), donde
Cx y Cy se estiman a lo largo de C con la interpolacién bictbica.

Asi , integrando la ec 3.6 se tiene

]0 dC: = jo [— Uz Cx - Vx Cy] dt
d d



Al hacer las simulaciones descritas en los capitulos siguientes,
se encontré que el término en el lado derecho de 1la ecuacién
anterior es muy pequefo por lo que, 1la intergral puede
aproximarse como

Cxa 2 Cxd -~ (Uxa Cxd 4+ Vxa Cyd) At

de la misma forma, para laec 3.7

Cyz

n

Cyd - (Uys cxd + Vya Cyd) At

N+t

Resta por obtener ny . Al hacer la diferenciaci®én cruzada de 1la
ecuacion 3.1 se llega a

Dr = - UyCex - VxCyy - UsyCx - VxyCy - (Uxs Vy)Cxy (3.8)

La solucién de esta ecuacién diferencial ordinaria requiere no
sSlo las derivadas cruzadas Uxy y Vxy, sino también las segundas
derivadas Cxx y Cyy, y las derivadas cruzadas Cxy y Cyx para la
interpolacién en el punto d . Para este trabajo se hace

Cnya & Cuyd ~ (Usnya Cxd + Vuya Cyd + (Uxa + Vya) Cxyd) At

Esta aproximacién es admisible porque se ha comprobado que para
el calculo en una dimensisén, 1la exactitud del cilculo de
conveccién es insensible a la exactitud en las derivadas Cx y Cy.

3.3 CONDICIONES DE FRONTERA PARA CONVECCION.

El principio general es que, 8{ una trayectoria inversa
intersecta una frontera, los valores de C, C: y Cy deben
obtenerse de las condiciones de frontera. Cuando el flujo sale,
la trayectoria inversa se extiende al interior del dominio y por
tanto no se requieren condiciones de frontera.

En fronteras cerradas donde la velocidad es cero, el punto d
siempre debe caer dentro de la celda, por 1lo que tampoco se
requieren condiciones de frontera.

En fronteras donde entra el flujo 1la informaci¢n proporcionada
por el ingeniero es generalmente la concentracién como una
funcisén del tiempo y la posicién. Sea por ejemplo que el flujo
entra por el eje y para x = 0 (una linea vertical); la condicién
de frontera entonces en esa linea es C(y,t). Una vez calculado el
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punto d en la frontera y el tiempo de interseccién, a partir del
cAlculo de la trayectoria, Cd se obtiene directamente de C(y,t),
también se requiere inforamacitn de Cx y Cy en el punto d; una de
ellas es la derivada tangencial que se obtiene directamente de la
condicién de frontera, para el caso aquf{ descrito seria Cy =
aC(y,t)/dy . La otra derivada se obtiene haciendo que la ec 3.1
se satisfaga en la frontera. Para este caso

C(y,t) _
+ U T—-O (3.9)

dado que las dos primeras parciales se obtienen de 1la funcién
C(y.t), la parcial restante sme obtiene despejando de 1la ec
anterior. En este procedimiento se requiere que la funcién de 1la
condicién de frontera C(y,t) sea diferenciable en y y ¢t; no se
peraiten discontinuidades. Este mismo procedimiento se aplica en
cualquier otra linea de frontera por donde entre el flujo.
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37



e e - : - 5+1
1] | \ ]
-2 b
Nud o
deu ;.’a | J///
malla_ s | 51
-~ ‘ 1 l
g b
a1 ‘ | * i
i-1 i i+
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Fig. 3.5 Frontera de entrada.

0
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Fig. 3.6 Frontera de salida.
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Fig. 3.7 Frontera imsperaseable.
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4. PRUEBAS AL MODELO.

-En una primera etapa se hacen pruebas al modelo en una dimensién.
Se compara el modelo desarrollado en este trabajo con un esquema
en diferencias finitas. Para 1la prueba en dos dimensiones se
analiza una distribucién de concentraciones. Gaussiana en dos
dimensiones, sujeta a adveccidn; para este caso se dispone de una
solucisén analitica.

Es importante utilizar dos mé¢todos diferentes para poder cosparar
tanto la precisién como la bondad del método. Una ventaja que se
presenta en este procedimiento es que se cuenta con una solucién
analitica como eB la distribucién Gaussiana ya que comparando se
obtienen resultados con una variacién notoria al comparar con 1la
prueba de diferencias finitas.

4.1 DIFERENCIAS FINITAS EN UNA DIMENSION.

Otra forasa de resolver la ecuacién de transporte 3.2 . del
capitulo tres es por medio de diferencias finitas como se muestra
a continuacién. Reduciendo la ec 3.2 en una dimensién
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aC aC
ot *Vaex =0 (4:1)
donde
t tieapo
x direccién positiva del eje x
U(x,t) velocidad en direccién x

Las derivadas de la ec 4.1 pueden aproximarse como

ac . i (4.2)
at - At
n n
ac . cj - cj-n (4.3)
ax AX
reemplazando las ecs 4.2 y 4.3 en la 4.1
ne+ 1 n n 14
¢ % eSS, (4.4)
At Ax
despejando de la ec 4.4 c';"
cnu - no_ ﬂ:_ N0 ]
h ¢t -uz el -, (4.5)

En és8ta ecuacién puede calcularse la concentracién en el tieapo
(n+1)At conocidos loB valores de la concentracién en el tieapo
nAt. A este tipo de esquemas me le llama esquema explicito. A
UAt /Ax se le conoce como €l numero de Courant para este esquema.

Para ilustrar el uso de este m¢todo se desarrolla un ejemsplo con
U=1m/8; Ax = 1 m Yy con diferentes incrementos de tieamapo. Si
por ejemplo At = 1 8 se obtiene

U At/Ax = 1
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y en la ec 4.5 resulta

¢t - " (4.6)

En la fig 4.1 se presenta un ejemplo en una malla en donde se dan
para el tiempo t=0 diferentes concentraciones para una distancia
de 1 m. En las figs 4.1 y 4.2 se muestran los resultados. Puede
verse que dada la ec 4.6, la distribucién de las concentraciones
son iguales. Tomando por ejemplo los valores de la fig 4.1

c: = c, = 2.5
Si ahora Bse toma At = 1/2 8, sustituyendo en la ec 4.5 Be
obtiene :
cnol - - 1 fn " ]
i c: 2 lc.i cj-n}
nee 1 n 1 . n
CJ = 5 c’ + 3 er (4.7)

Reemplazando los valores de las concentraciones iniciales de 1la
fig 4.1, en la ec 4.7 Be obtienen los valores de la fig 4.3; por
ejemplo para

2 1 n n _ _
C‘ =3 [C‘ + Cs_] =0.5 (4 +¢2.5) =3.25

se observa que es un método estable.

Ahora Bi se hace At = 2 B y se sustituye en la ec 4.5 se obtiene

o - 2 [c'.‘-c'.‘]
3 3 3 -3

c - - r n
c,+2cC, (4.8)

Haciendo el wmismo calculo que en los casos anteriores, B8se
obtienen en este caso las figs 4.5 y 4.6. Se llega a 1la
conclusién que el mé¢todo es inestable ya que las concentraciones
#on negativas y con valores muy distantes. En la fig 4.6 se
observa que es inestable ya que existen concentraciones negativas
que no son fisicamente imposibles.
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4.2 MODELO PARA COMPARAR EN UNA DIMENSION.

Se hace una prueba con UAt/Ax = 1 con el modelo descrito en el
capitulo 3, me tiene que Ca = Cd y U = 1m/B

Para el desarrollo de este modelo, es necesario'primero calcular
la trayectoria. Se tiene en este caso, dado que U = cte que

Ax = U At (4.9)

Tomando 84lo un cuadro de 1la malla con sus respectivas
concentraciones y s8us derivadas en cada nudo, fig 4.7, y
reeaplazando en laec 4.9, U = 1m/8y At =1 8 8Be obtiene Ax,
igual a 1 por l1lo que sustituyendo en las ecuaciones del capitulo
2 (inciso 2.1.2) resulta

a= 0; H =1; Hoz= 0; H“= 0; H =0

con ayuda de la interpolacién de Hermite se obtiene la
concentracién interpolada (CI) para un At=1 s ; para un punto de
coordenadas j-i y con ayuda de sus respectivas derivadas cxj

=Ca = Cd = =
C =¢C =¢Cd = CIj_‘- Hoacj + Hozcj + Hquj + H‘zcxj (4.10)

Sustituyendo valores de los polinomios de Hermite en la ec 4.10

crt=¢"
i Ui
donde se observa que CI es igual a las concentraciones en los

nudos. Los valores son idénticos a los del esaquema explicito con
At=1 B y corresponden a los de la solucién exacta.

Fijando ahora At = 1/2 8 y tomando de 1la fig 4.2 las
concentraciones iniciales y sus derivadas con ayuda de las figs
4.8 y 4.9, sustituyendo en la ec 4.9 se encuentra el Ax = 1/2,
entonces .

o = 1/2 Ho’= 0.5 H°2= 0.5 H1‘= 0.125 H’z= -0.125

Sustituyendo en la ec 4.10

n+g
]

cI™'=ca=05¢" +0.5¢C +0.125C". - 0.125 C_,
j-1 i *j-1 *j
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Tomando en cuenta las derivadas dadas en la fig 4.11 para el
punto j=4

c:‘" = c1: = 0.5(2.5) + 0.5(4) + 0.125(1.5) ~ 0.125(0) = 3.4375

En la fig 4.10 se muestran los resultados obtenidos usando un At
= 1 8 yen la fig 4.11 se dan los valores para un At = 1/2 8 en
donde Cx al final del intervalo me calcula con las ecuaciones del
inciso 2.3.2 que en este caso dan

Gd‘(x)= -1.5 Goz(x)= 1.5 Gﬂ(x): -0.25 G’z(x)= -0.25
nes_ n n n n
ij -GO‘(X)CJ_‘«t G‘u(x)cj + Gu(x)C"j_‘«} G“(X)ij (4.11)

Comparando log resultados de la fig 4.11 con los de la fig 4.3 ge
puede observar que los obtenidos con el modelo aqui desarrollado
BON MAS cercanos a la solucidén exacta.

Haciendo el mismo célculo pero con At = 2 8 (fig 4.12) vy
comparando con la fig 4.5 sBe concluye que con el método de
diferencias finitas los resultados no son coherentes; sin

embargo, con el procedimiento aqui desarrollado se demuestra que
las concentraciones son las exactas dado que se interpola
exactamente en un nudo de la malla.

4.3 GAUSSIANA EN DOS DIMENSIONES.

Se utilizd una distribucisn de concentracién Gaussiana en dos
dimensiones para poder detallar con mis exactitud la bondad del
método. La ecuacién de la distribucién de la concentracién es 1la
siguiente

Ci{x,y) _ _1 x-x0 1 y~yo z
—é-a-———‘—- exp § [ ( o ] + [ oy (4.12)
donde

Co concentracisn en el pico

Xo,yo coordenadas del origen de la concentracién

ox equivale a la desviacién estandar de la concentracién
en x

oy equivale a la desviacién estandar de la concentraci®n
en y
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Para poder usar el modelo aqul{ desarrollado es ' necesario
encontrar las derivadas de 1la concentracién; por 1lo tanto
derivando la ec 4.12 se obtiene :

- ool -1 [ (2] (22)] ] ()
e ool -1 [ (220 0220] | H))

Con ayuda de un programa de computadora se pueden calcular las
concentraciones en diferentes puntos de la malla pudiendo variar
las velocidades (U,V), asi como para diferentes tiempos.

A continuacién se muestra un diagrama de flujo del programa
realizado.

Como ejemplo se resuelve un caso con los siguientes datos

Ax = 100 = ox = 100 m
Ay = 100 m oy = 200 m

U=1m/8 V=0 nm/8
xo = 300 m yo = 400 m

En la fig 4.13 se muestran las concentraciones para el tieapo
t=to; en la fig 4.14 pueden verse las derivadas C:, Cy, C:y en el
cuadrante recordando que la distribucién de la concentracién es
simétrica.

En la tabla (4.1) siguiente se muestran los resultados obtenidos

por medio de un programa de computadora si At=100 s. Puede verse

como se esperaba que los resultados obtenidos son iguales que a
. los de la funcién exacta.
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LEER MALLA 4J

1

CALCULAR C,Cx,Cy,
CGrxy EN TODA LA MALLA

!

LEER O CALCULAR u,v
EN TODA LA MALLA

CALCULO DE NUEVAS CONCENTRACIONES E]
EN TODA LA MALLA

!

{IMPRIME C,Cx,Cy ,Cxy |

{ INcREMENTO DE TIEMPO|

:
f
;

T

CALCULO DE LA TRAYECTORIA DE
LAS PARTICULAS (BUSQUEDA DEL
PUNTO d)

1

IINTERPOLACION DE HERHI;E1
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FIGURA 4.7 REPRESENTACION DE UN CUADRO DE LA MALLA CON

CONCENTRACIONES Y CON UN Ate=1 SEG.
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FIGURA 4.8 REPRESENTACION DE UN CUADRO DE LA MALLA CON

CONCENTRACIONES Y CON UN At=0.5 SEG.

FIGURA 4.9 REPRESENTACION DE UN CUADRO DE LA MALLA
CONCENTRACIONES.
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5. APLICACION.

5.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA.

En el presente capitulo se desarrolla un ejemplo de aplicacién.
Se estudia la descarga de agua caliente de un termoeléctrica en
una zona costera. Se realiza un analisis de los datos del
problema, como la batimetria del lugar, las mareas y flujos,
concentraciones o temperaturas. Se muestran los resultados
obtenidos de 1la hidrodinamica, el calculo del campo de
temperaturas, las velocidades medias y sus derivadas; finalmente
se discuten los resultados obtenidos del campo de temperatura.

En cuanto a la descarga térmica se aniliza un sistema abierto. Se
entiende por sistema abierto aquel en el que el agua de
enfriamiento que pasa por 1los oondensadores no 8e vuelve a
utilizar. Esto es, no Be necesita enfriarla para su uso
posterior. Para analizar la descarga en este trabajo sélo se toma
en cuenta el campo lejano, por 1la dimensién de 1la malla en
estudio. Se denomina campo lejano de una descarga térmica al
espacio donde el chorro de agua caliente ha perdido el impulso
original y pasa a ser una mancha de agua relativasente caliente,
que es arrastrada por las corrientes advectivas del lugar.
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Se desea conocer la evolucién del agua caliente en la zona que se
estudia.

6.2 ANALISIS DE DATOS.

Para la aplicacién que aqui Be describe Be considera un caso
sencillo en que la marea se mueve de izquierda a derecha y se
mantiene constante un tiespo muy largo.

Primeramente se realizé un estudio de la batimetria de la zona en
estudio, mostrada en las figs 5.1 y 5.2; la fig 5.2 fué obtenida
con computadora, usando un programa para graficar niveles (ref
7). Para este ejemplo Be realiza una descarga de agua cal}ente en
el punto marcado en la figura con un gasto de 30 m /s, la
temperatura de la descarga estid por arriba de 1la del agua
circundante con un AT = 10° C, porsla frontera izquierda entra un
gasto unitario promedio de 0.348 m /s/m, por la frontera derecha
se considera que el nivel es cero, y el flujo sale de la zona en
estudio. En la parte inferior el flujo es nulo.

5.3 HIDRODINAMICA.

El campo de velocidades producido por las mareas, corrientes
oceiAnicas o por la misma influencia de la toma y la descarga se
deterainé con una simulacién numérica mediante computadora sin
tomar en cuenta los cambios de temperatura. Es decir,
considerando solamente 1la hidrodinamica descrita en el capftulo
uno de este trabajo.

Se efectus él cAlculo con un numero de horas, hasta lograr que el
campo de flujo sea mis 0 menos constante.

Como se observa en la fig 5.3 , el chorro de 1la descarga que
entra al doainio de la malla por la parte superior (elemento 83
en la fig 5.4), se esparce hacia el 1lado derecho. También Bse
puede observar que hay velocidades muy pequefias que no alcanzan a
dibujarse.

Para el analisis se tiene una malla de la hidrodinamica (fig 5.5)
con linea continua y 1l1la malla de conveccién con li{nea
discontinua, en esta figura Be observa que 1la malla de
convenccién esti exactamente al centro de la malla original. En
esta malla se tienen como datos las velocidades V y U, en la
malla de conveccisén se tienen las concentraciones y
profundidades. Para cilcular las velocidades medias se suman las
velocidades de la malla de la hidrodiniAmica y 8e dividen entre
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dos para las direcciones x y y. Para encontrar las der.ivadas se
obtienen de la diferencia de las veloc:ldades medias dividiendo
entre su ancho.

S.4 CALCULO DEL CAMPO DE TEMPERATURAS.

Cuando el agua caliente Be descarga en el mar, el exceso de
temperatura que traia ésta descarga se pierde en una gran mayoria
por mezclado con el agua circundante. Despué¢s de recorrer un
trecho no muy largo, esta agua diluida 8se esparce por la
superficie del mar. Su movimiento depende principalmente de las
corrientes marinas, de la velocidad y direccién del viento. El
enfriamiento se debe principalmente por intercambio de calor con
la atmésfera y eB practicamente nulo por intercambio de calor con
el agua de mar sobre la cual flota.

Para el calculo del campo de temperaturas se desarroll¢ un
programa de computadora. Para su uso es necesario tomar en cuenta
los sigulentes datos:

numero de elementos 156
incremento de tiempo 360

. tiempo inicial de simulacidén 0:0 h
tiempo final de simulacién 20:00 h
tamafio de los elementos en x y y 120 y 180
dimensién de la malla 14 x 13

5.5 DISCUSION DE RESULTADOS.

En las fig 5.6 y 5.7 se muestran las temperaturas en exceso para
10y 20 h,se realizaron para diferentes tiempos ya que es
necesario que la descarga se estabilice. Para una concentracisn
de 9.5 se observa que esta muy pegada a la orilla, para una
concentracién de 5 se va alejando un poco mAs saliendo por la
orilla. La concentracién 1 se encuentra mis alejada y a las 20 h
se observa que sale por la frontera derecha.

Los resultados de las concentracliones obtenidas se pueden ver en
la fig 5.8 para diferentes tiempos.
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FIGURA 5.4 GEOMETRIA DE LA MALLA
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FIGURA 5.5 MALLA DE LA HIDRODINAMICA ¥ MALLA DE CONVECCION.
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FIGURA 5.8 CONCENTRACIONES
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TIEMPO = 20.00 H
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FIGURA 5.8 CONTINUACION
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6. CONCLUSIONES.

En el capitulo 2 se analiza la interpolacién en dos dimensiones.
Se demuestra que aplicando 1l1la interpolacién de Heraite se
obtienen resultados muy satisfactorios a comparacién con otras
interpolaciones mencionadas en el mismo capitulo. Se advierte que
es mAB exacta y adesis la funcién interpolada es continua, ast
como sus derivadas.

En el capfitulo 3 se describe un modelo para el célculo de
evolucién de concentraciones, considerando unicamente la
conveccisén en un dominio en dos dimensiones basado en el método
de las caracteristicas. El m¢todo utiliza 1a interpolacién de
Heraite.

En el capitulo 4 se hicieron pruebas al modelo en una y dos
dimensiones. Con el auxilio de un programa de computadora se pudo
comprobar la bondad del método al analizar la conveccién de una
distribucién de concentracisn Gaussiana en dos dimensiones.

En el capitulo S se muestra una aplicacién en la que se analiza
la descarga de agua caliente de una tersoeléctrica.
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