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1. INTRODUCCION 

Para los fines de esta tesis, se entiende por el fenómeno de 
convección a la propagación de calor de un lugar a otro por el 
•ovi•iento del liquido que ae propaga. Son ejemplos de convección 
cuando la •uatancia caliente ea obligada a •overse por un 
ventilador o una bollba, otro ejemplo ea la estufa de aire 
caliente y el aistema de calefacción por acua caliente. 

Asociado al fenómeno de la convección está el de la difusión. En 
este, la propagación de calor o cont .. inante no ae debe al 
•ovi•iento sino al mezclado principalmente por turbulencia. Para 
fines de esta tesis, interesa estudiar el fenómeno de convección 
de acua caliente descargada por una ter110el•ctrica en zonas 
costeras. Este aná.li•i• se hará fuera de la zona del chorro y en 
do• dimensiones en planta. 

La lla•ada ecuación seneral de convección y difusión (ref 5) en 
do• dimensiones e11 

:i (hC) + :. (hUC) + ~ (hVC) = :. (hKu ~ ) + :. (hK,2 ~ )+ 

:, (hKu : ) + :, (hKzz ~ ) (1.1) 
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donde 

x,y 
t 

h(x,y,t) 
C(x,y,t) 

U(x,y,t) 

V(x,y,t) 

coordenadas cartesianas 
tiempo 
profundidad del agua 
concentración (Por ejeaplo de conta•inantea) 
promediada en la profundidad de alguna especie (en 
unidad de aasa de especie por unidad de volumen) 
velocidad de corriente en dirección x, intecrada en 
la vertical 
velocidad de corriente en dirección y, 
la vertical 

intecrada en 

co•ponentes del tensor K de difusión 

Co•o puede verse en la ecuación 1.1, para poder calcular la 
evolución y difusión de la concentración de cualquier especie es 
necesario conocer las profundidades y velocidades en la zona en 
estudio. Esto se hace con la hidrodiná.aica. Las ecuaciones de la 
Hidrodin•aica son la de continuidad y de cantidad de •oviaiento. 
La ecuación de continuidad en su f or•a bidimensional se expresa 
como 

a (Uh) a (Vh) ah z 0 ax + 11y + iJt 

La ecuación de cantidad de aovi•iento en dirección x es 

a(UVh) 
ily = hg - h 

lC p 

y en dirección y 

a(UVh) = hg _ !! 
6x y p 

donde 

c-.:,r;,; coaponentea de la aceleraci~n cravitatoria 
direcciones x y y reapectivaaente 

p densidad aAsica de un siateaa fluido 
p presión 

Sh,5ry pendientes de fricción en dirección X 

reapectiv8981lte 

• aceleración cravitatoria 
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La solución de estas ecuaciones es •uY co•pleja y sale del 
objetivo de este trabajo. Aqui se utiliza un llétodo ~e 
diferencias finitas desarrollado en el Instituto de Ingenieria. 

1.2 TRANSPORTE 

Al hablar de transporte nos referire•os al transporte de algún 
conta•inante. En el caso del eje11plo del capitulo cinco el 
conta•inante es agua caliente. Para poder entender mejor este 
proceso se hace el an~lisis que se presenta a continuación. 

Si se asume que U, V y h satisfacen la ecuación de continuidad, 
la ecuación de transporte se siaplifica obteniendo 

!! rlhK !!e 'J 1 !! lr hK !!e j' + 
"X U "X + h "X lZ '7y 

(1.2) 

Se han desarrollado gran variedad de métodos nu•éricos para 
obtener una solución de la ecuación 1.1. Sin eabargo, aún no se 
ha encontrado un llétodo que se considere totalaente satisfactorio 
u óptiao. 

Una de las dificultades que se presentan para encontrar la 
aolución es debido a la naturaleza hiperbólica de la parte 
convectiva de la ecuación y parabólica para la difusiva. Se ha 
tenido dificultad para encontrar un llétodo nullérico el cual trate 
aabos aspectos del problema en foraa total•ente satisfactoria. 

Para resolver la ecuación 1.2 ae han usado varios llétodoa co•o 
son el de elemento finito, por aproxi•aciones simétricas de 
convección-difusión. por difusión de corriente y deforaación de 
elementos finitos, por medio de diferencias finitas, entre otros. 
En particular la solución de la ecuación 1.2 en un peque~o 
intervalo de tiempo consiste en dos distintas fases: convección 
(llétodo de caracteristicas) y difusión (llétodo de diferencias 
finitas). El interés de este trabajo es el estudio de la 
convección, por ello la ecuación 1.2 se iguala a cero. 

o (1.3) 
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1.3 OBJETIVO 

El principal objetivo de este estudio es calcular en foraa 
precisa la convección o transporte de un contaainante (que en 
este caso es una concentración de agua caliente}. Dentro de este 
objetivo se desarrolla un aodelo para calcular convección: este 
aodelo debe de ser eficiente, rápido, preciso y aproxiaado. 

In el capitulo dos se discute aapliaaente el teaa de 
interpolación de Heraite, en una y dos diaensiones, para poder 
tener una mejor visión sobre el teaa. En el capitulo tres se 
planea y desarrolla el aodelo que emplea interpolación de 
Heraite en dos diaensiones. En el capitulo cuatro se presentan 
pruebas sencillas al aodelo hechas por aedio de un procraaa de 
coaputadora. In el capitulo cinco se describe la aplicación del 
aodelo a la descare• de una teraoel6ctrica. Finalaente en el 
capitulo seis ae dan las conclusiones del trabajo, 
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2. METODOS PARA INTERPOLACION EN DOS DIMENSIONES. 

Bl •odelo •ate11Atico que ae describe en esta tesis requiere 
obtener valorea de la variable de inte~s (co•o por ejemplo la 
concentración de un conta•inante) en un punto cualquiera de un 
plano x. y. Esto• valorea ae obtienen por interpolación entre 
puntos de una •alla en loa que •e conocen loa valorea de la 
función y de •U• derivadas. 

Existen varioa _.todos para hacer interpolación. entre lo• que 
de8tacan loa de LQrance. Taylor. Newton, etc. •l lector 
intere9ado puede ver por ej•plo las ref 2. Aqui ae deltcribe la 
interpolación de Her•ite (ref 4) que tiene como ventajas que 
obtiene el polin<>11io de srado ai• al to con un m ni•o de puntoa 
del d011inio y da una función •uave y continua. con derivadas 
continuas en todo el do•inio. Para ello •e requiere no •olo 
conocer la tunc10n en la que 11e desea interpolar. •ino •u• 
derivadas espaciales en los puntos de la •alla. 

•n lo que •i&\le ae plantea aie11pre la interpolación 
para ~nicaaente dos puntos del do•inio y ae desea 
entre dichos puntos. 

5 
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2.1 INTERPOLACION DE HERMITE EN UNA DIMENSION. 

La expresión aeneral para la interpolación de Her•ite en una 
di•ensión está dada (ref 4) por 

;ex>= 
Z N <k> Z N d~k ,f, 
'I" 'I" . .t. 'I" 'I" .. .1u ~ ,_ ,_ ffh(x) ..,;-(x) =,,. ,,. H~~ Cx> k ex> 
i. =t k:O i.=t k=O dX 

(2.1) 

donde 
k indice de derivada 

1 ndice por puntos del espacio 

cJt valorea de la función 

Para encontrar los polino•ios H~7,<x> y 

siguientes propiedades 

<N> 
H

01 
(x), se usan las 

donde 
N 
6 

ná11ero de derivadas a usar en la interpolación 
Delta de Kronecker 

ml'I 

para 

i.,p = t,Z 

y l::,r = 0,1,z, •.. ,N 

con la propiedad 

6 =O 
mi'! 

6 =1 
ml'I 

2. 1. 1 ORDEN CERO C LINEAL> 

si IP'n 

si •=n 

(2.2) 

L• interpolación de Her•ite de orden cero ee la interpolación que 
ae conoce. con el noabre de interpolación lineal entre dos puntoa. 
Para encontrar los coeficientes Hki. por ser de orden cero, ae 
hace en la ec. 2.2, N = O, esto ea 
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= 6 6 
dx 1º 1 lp 00 

para xP z x1 resulta 

y para x., = x
2 

se obtiene 

SUpóngase que H
0

,<x> es de la Coraa 

con las ecs. 2.3 con x,= O y x
2
= L 

6 
lp 

a = 1 • 8z = - 1/L 

Por lo tanto 

H'º' (X) 
01 

1 - x/L 

Aa1 •isao, si se define el polinoaio H101
(x) con la aisaa 

ºª del H
111 

y utilizando la ec. 2.2 se obtiene o• 

H101
(x) =O 

01 • 
1 

(2.3) 

Coraa 

(2.4) 

IEn resumen, la ecuación para la interpolación de Heraite de orden 
cero ea 

4> (X) = (1 - [ ) 4>(0) + [ 4>CL) 
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2. 1 • 2 PRIMER ORDEN 

La función para la interpolación de Her•ite de primer orden ee 

4> (X) H1
'

1
(x) ~(O) + H1

'
1 (x) ~ (L) + H1

'
1 (x) d~x (0) + 

Ot 't' 02 't' t t dx 

fflll (X) d~ ( L) 
lZ crx- (2.5) 

La interpolación de pri•er orden est~ dada por la ecuación 
2.1 cuando N a 1. 

lll "' lll <ti Para encontrar H
0

, (x), H
02 

(x), Hu (X) y Hl2 (x), se utilizan 

las propiedades antes mencionadas, para encontrar tt:" se tiene 
aegán la ec. 2.2 que 

H' u ( ) º"' x .. 1 

u""'< > º"' x2 = o 

dHm 
Ot <x, > o dx 

dH
111 

Ot 
(XZ) dx o 

Se supone el polino•io de Her•ite de grado tres 

Usando las ecs. 2.6a y 2.6b se encuentran las constantes 

a + O .. 1 de donde 

H<u( ) O 1 L L2 

oa •z = "' + ªz + ª• 

Usando las eca. 2.6c y 2.6d ae tiene 

8 
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(2.8) 



dH' i 1 

3a,L2 01 (x
1 

)z O • a 2 + 2a•L + 
dx 

dH 111 

z 01 {x
1

)= O= 2a X + a + 3a,x
1 dx 2 • 1 

con X = 
1 

o de donde a= 
2 

o 

Resolviendo el sistema de ecs. 2.8 y 2.9 

a ª•= - 3/L • a, "" 2/L 

sustituyendo estos valores en la ecuación 
finalaente 

H111
(x) 

01 

de •anera se11eJante 

' 

(2.9) 

2.7 se tiene, 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

Bn las fiss. 2.1 y 2.2 puede verse las funciones del polino•io. 

Para facilitar el •anejo de las ecuaciones conviene expresar las 
funciones de Her•ite en for•a relativa; para ello se define 

a= X/L 

donde L = X- X . x ~x~x .;o 2 . ' • ~ ::: !: 1 y las funciones del 
polino•io resultan 

HOI = 1 - Hoz 

Hoz 
a (3 - 2a) =a 

"•1 = OI L (a - 1)2 
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En la expresión 2.5 ahora ae utiliza Ol en lugar de x. 

N~teae que H
101

(x) + 
º' 

<O> 
H

02 
(X) = 1.0 

2.1.3. EJEMPLO. Interpolación de Herlllite en una di111ensión. 

Sea la función <Ji = Ln x 2 
; su derivada ea 4> '= 2/x 

Se desea calcular loe valoree de <t en el rango 20 s x s 
la función y au primera derivada en x,= 20 y x

2
= 40 

interpolación de orden cero y de orden uno. 

Her•lte de error Her•ite de 
X 4> 4>' orden O <"> orden 1 

20 5.991 lxlO-t 5.991 0.000 5.991 
22 6.130 0.814 6.183 
24 6.268 1.365 6.359 
26 6.407 1.673 6.522 
28 6.546 1. 771 6.671 
30 6.685 1.720 6.810 
32 6.823 1.558 6.938 
34 6.962 1.290 7.057 
36 7.101 0.921 7.170 
38 

5x10-z 
7.239 0.495 7.276 

40 7.37S 7.378 0.000 7.378 

40 dada 
para la 

error 
(") 

º·ººº 0.016 
0.047 
0.092 
0.105 
0.118 
0.101 
0.057 
0.042 
0.014 
0.000 

Para Heraite de orden cero ae utiliza la siguiente ecuación 

4> = (1 - Ol) + Ol 4>, 

Para Heraite de orden uno ae utiliza la ec. 2.5. 

El error ae obtiene con la siguiente expresión 

error e 

donde 

lfc - fvl 

fv 

10 

X 100 



fv función calculada 

fe función verdadera, obtenida con ~ = Ln x2 

Notése que en la interPolaci6n de orden cero el error aá.xi•o en 
este eJeaplo es 1.771~ y en la de orden uno es de o.11es. Bn la 
tabla se •uestran los resultados obtenidos. 

2, 2 INTERPOLACION DE HERMITE EN DOS DIMENSIONES. 

2. 2.1 HERMITE DE ORDEN CERO 

Kstá 1nterPolaci6n •e conoce co•o interPolaci6n bilineal; y si se 
definen 

~ = (X1 - XO)/LX 

~ (Yl - YO)/LY 

si se conocen el> , en loa 4 nudos de un elemento rectancular en 
dos di11enaionea, fic 2.3, se tiene 

:t:<x,y) .. U-~) [u - e:> r, 1 "'> ..... + ... ..... i l - - 't'u "" 't'zzJ 

en la que se interPola lineal11ente pri11ero en dirección x y luego 
en y. Puede escribirse una ecuación aemeJante interpolando 
priaero en y y lueco en x. 

2. 2, 2 HEMITE DE PRIMER ORDEN 

PUede dellostrarae (ref 4) que la 1nterPolaci6n de Her•ite de 
priaer orden en dos dimensiones puede efectuarse con la 
combinación lineal de interPolación de pri11er orcten en una 
dimensión. Si •e conocen 4> , étrj> I étx , élrj> I étY ~ lYlj> / étxby en 
loa 4 nudos de un elemento rectan,cular en dos di11enaionea, 
fic.2.3, •e tiene (ref 4). 

ct<x,y)=" t- rH~~ 1 (X) H~~ 1 y <j> .. + H,'~ 1 (x) Ho1 ~ 1 y Cc7tj>/ctx) .. + 
~ /., j "' l \ J \ J J J \J 
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Desarrollando las au•atorias ae obtiene la ecuación 2.14 

(f:(x,y) •H (x) H (y):!: + H (x) H (y).f.. • 01 01 •11 oz 01 't'z1 

+ Ho,(x)Hoz(Y)4>12• Hoz(x) Hoz(Y><l>zz 

+ H1,(x)H0,(y)(ctci>/ctx),,+ H,
2

(x) H0 ,(y)(ctcl>/ax) 2 , 

+ H, 1 (x)H02 (y)(ctci>/ctx), 2+ H,
2

(x) H02 (y)(~/ctx) 22 
+ H0 ,(x)H1,(y)Cctci>/ay),,+ H

02
(x) H,,<Y)(ctci>/ay) 2 , 

+ H
0

,(x)H12 (y)(ctci>/ay), 2+ H
02

(x) H, 2 (y)(~/ay) 22 
+ H" (x)Hu (y)(c7

2
4>/c7xay) 

11 
+ Hu (x) H" (y)(c7

2
4>/c7xay)21 

+ H" (x)H
12

(y)(c724>/ctxay)
11

+ Hu (x) Hu (y)(ct24>/ctxay)
22

(2.14) 

In la tabla aiguiente se dan loa valores de las funciones Ho; 
obtenidos con la ec. 2.2, co•o en el caso de la interpolación de 
Her•i te en una dimensión se suponen loa polinoaios 

Loa polinoaioa Hk• (x) en la linea 1 y 3 y 2 y 4 de la fisura 2.3 
aon idénticos; eatln definido& por las acuaciónes 2.10 y 2.11. 

o.2 
(3 - 20l) 

Hu (x) .. o. L (OI - 1)
2 

Hu (X) o.
2L (a - 1) 

Ho1 (y) = 1 - Hoz(y) 

H02 (y) = {1
2 (3 - ~) 

Hu (y) s (1 L ({1 - 1)
8 

H
12 

(y) = {1
2

L (a - 1) 
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H le i p r Ói.p Ókr 

HOl(X) o 1 1 o 1 1 1 
2 o o 

Hu (X) o 2 1 o o 1 o 
2 1 1 

HOl (y) o 1 1 o 1 1 1 
2 o o 

Hoz (y) o 2 1 o o 1 o 
2 1 1 

Hu (X) 1 1 1 o 1 o 1 
2 o o 

Hu (X) 1 2 1 o o o o 
2 1 1 

Htt (y) 1 1 1 o 1 o 1 
2 o o 

Hu(y) 1 2 1 o o o o 
2 1 1 

H~ 1 (X) o 1 1 1 1 o 1 
2 o o 

H~2 (x) o 2 1 1 o o o 
2 1 1 

H~t(y) o 1 1 1 1 o 1 
2 o o 

H~z(y) o 2 1 1 o o o 
2 1 1 

H;
1
(x) 1 1 1 1 1 1 1 

2 o o 
H;

2 
(X) 1 2 1 1 o 1 o 

2 1 1 
H;

1
(y) 1 1 1 1 1 1 1 

2 o o 
H;z (y) 1 2 1 1 o 1 o 

2 1 1 

2.2.3 EJEMPLO. Interpolación de Herlld.te de priMer orden en dos 
di-nsiones. 

SUpóncase la sicuiente función (fic. 2.4) 

... y/Z L z .., ... e nx (2.15) 

Se deaea obtener el valor de la función en el punto (30,0.7) 
dados los valores 20 e x e 40 y O e y e 1.0. Con las expre.iones 
parall6tricas, se obtiene 

13 



OI a 0.5 ~ .. 0.7 

HOI (X) = 0.5 Hoa (y) = 0.216 

Hoz (X) 0.5 802 (y) e 0.784 

HU (X) 2.5 "··(y) 0.063 

Hu (X) 2.5 Hu (y) - 0.147 

Las derivadas de la función de la ecuación 2.15 son 

(2.16) 

~ ey/Z 
dy = -2-- Ln xz (2.17) 

-~- ~/Z 4>,.y - dxdy - X (2.18) 

sustituyendo valores en las ecuaciones 2.15, 2.16, 2.17 y 2.18 
p~ra los nudos se obtienen los valores de la tabla siguiente 

Coordenodo.e 4> d> 11 el> y d> 11y 

(20,0J 5.9914645 0.1000000 2.9957323 0.050000(1 

(40.0) 7.3777589 0.0500000 3.6888795 0.0250000 

(20,1) 9.8782550 0.1648721 4.9391275 0.0824361 

(40, 1) 12.1638680 0.0824361 6.0819340 0.041218(1 

En la fig. 2.5 se auestra el valor de la función exacta. En la 
fig. 2.6 ae auestran las iaolineas de la función exacta. 
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La ec. 2 .14 puede escribirse co•o 

+ H, l (y)[ Ho l (X >4>y l l +Hoz (x>4>yu +Hll (X >4>,.y u +Hu (X >4>,. ylZ] 

+ Hu (y)[ Hº' <x>4>yu +Hoz (x >4>yzz +Hu (X >4>,.yu +Hu <x>4>,. yzz] 

En esta ecuación se ha f actorizado de f or•a tal que el primer 
t•r•ino entre paréntesis es la interpolación en dirección x en la 
linea 1; el segundo t•r•ino entre paréntesis es la interpolación 
en dirección x en la linea 3. Los tér•inos 3 y 4 entre paréntesis 
son para el punto x a lo largo de las lineas 1 y 3 (fig 2.3) la 
interpolación de la derivada 4>'>' de la función. Resu•iendo, los 
cuatro tér•inos entre paréntesis definen los valores de la 
función y de la derivada en y para lineas 2 y 4. Con estos 
valores se efectúa una interpolación en dirección y al 
•ultiplicarlo por los t•r•inos fuera del paréntesis. 

Sustituyendo valores 

cf><x.y) 0.216(0.5(5.991)+0.5(7.378)+2.5(0.1)+(-2.5)(0.05)] 

+ 0.784(0.5(9.878)+0.5(12.164)+2.5(0.165)+(-2.5)(0.082)] 

+ 0.063(0.5(2.996)+0.5(3.688)+2.5(0.05)+(-2.5)(0.025)] 

+(-0.147)(0.5(4.939)+0.5(6.082)+2.5(0.082)+(-2.5)(0.041)] 

cJ><x,y) 9.663 

A partir de la ec. 2.14 puede obtenerse ta•bién 
que se haga primero la interpolación en y 
paréntesis) a lo largo de las lineas 2 y 4 de la 
luego en dirección x. 

una expresión en 
(tér•inos entre 
figura 2.3, y 

cf> (x,y) =Hº' (x)[ Hº' (yJ<f>u +Hoz (y):pu +Hu (yJ<f>yu +Hu (yJ<f>yul 

+Hoz<xH Hº' (y)cJ>Zl+Hoz (y)cJ>az+H" (y)cJ>yu+H,z (y)cJ>yu] 

+Hu (x)[ Hº' (y)<J>,.u +Hoz (y)<J>,.u +Hu (yJ<J>,.yu +Hu (y)cJ>,.yu] 

+Hu <x)[ Hº' (yJ<f>,.u +Hoz (yJcf>,.zz +Hu <Y>cl>,.yu +Hu <Y>_cl>,.yzz] 

15 



SU•tituyendo valorea •e obtiene; el •i••o resultado ~(x,y) • 9.663 

En la ficura 2.7 •e •uestran las iaolineas calculadas con la 
interpolación de Heraite, que pueden ser co•paradas con la ficura 
2.6. En las figuras 2.8 y 2.9 pueden verse los errores obtenidos 
con este ••todo. 

En la ficura 2.10 puede verse las iaolineas calculadas con una 
interpolación bilineal y en las figuras 2.11 y 2.12 se observan 
los errores. Se coapararon la for•ulación aqu1 planteada con los 
_.todos propuestos en la ref 5. 

Lo• reaultados obtenidos con el .. todo que usa interpolación con 
Spline dan resultados i~nticoa que los de la interpolación 
Bilineal, debido a que se utilizan •uy pocos valores para definir 
el polino•io. 

La interpolación Bicúbica que se presenta en la ref 5, da 
resultado• idénticos a la interpolación de Her•ite que aqu1 se 
describe. No es fácil co•prender el algor1tao del libro pero 
parecerla que es un ••todo de Heraite. En las figuras 2.13 y 2.14 
•ueatran loa errores obtenidos con la interpolación bicúbica y la 
interpolación de Her•ite. 

2.3 OBTENCION DE LA DERIVADA CON LA INTERPOLACION DE HERMITE 

Para el procedi•iento de cálculo que se describe en los 
cap1tulos aisuientes se requiere obtener por interpolación, 
además del valor de la función en un punto Cx,y> dado, el valor 
de la derivada de la función en dicho punto. 

Podria utilizarse una ecuación del tipo 2.1, es decir en una 
diaensión 

.f.. (X) = H ,._ + H ,._ + H .f.. + H ,._ 
't',. u't',., 1z't',.z 21't',.,., zz't',.,.z 

pero esto !aplica tener infor•ación de la secunda derivada de la 
función. Ade11áa de que la obtención de la •esunda derivada puede 
resultar coapleJa, y en seneral en las aplicaciones no se dispone 
de dicha inforaaci6n, se requiere al•acenar en 11e11oria de co•puto 
un vector us para el caso de una _dimensión; y tres para do• 
dimensiones. Aunque no tan preciso puede plantearse un polinoaio 
de interpolación en una dimensión con la f oraa 

(2.19) 

que utiliza loa valores de la función y la primera derivada. 

SUponiéndo un polinoaio de Heraite de erado tres 
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considerando la f6raula 2.2 se tiene 

con x = 

• a + O= 1 • donde 

dH 11 >(x ) 
Ot. t. 

= 
dx 

o resulta 

dH 1 t.
1 

(X ) 
º' z 
dx 

o = + 2a
1
x + 3a,x a 

1 

ªt = o 

z 
O = 2a x

1 
+ 3a x, 

•.= 1 

I! 

Resolviendo el aisteaa de ecuaciones 2.20 y 2.21 

a= 2/L
1 

' 
Reeaplazando se tiene 

dH11
>(X) 

Ot. 

dx 

a= -3/L
1 

• 

Con el aiaao procediaiento suponiendo un polinoaio 

z a 
H01 <x> = ª• + a11x + a1 x + a,x 

con la f6raula 2.2 

dH 1 t.> (X ) 
Ot. t. = 0 
dx 

dH< 1l (x ) 
os z 

dx 
con a,= o 

o 

17 
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con x o • ... o 
z 

dH111 
(L) oz 

dx 
.. 2a L 

• 

• + a L 

' 

Resolviendo el •iete11a de ece. 2.22 y 2.23 

a
8
= 3/L

2 

auetituyendo en 2.23 

a "" -2/L• 
' 

(. 1 

dH02 (X) ( 
= 2 

dx 

P•ra encontrar G u ( x) se •upone 

H (X) = a 
u • 

dH 111
(x) • • • = 

dx 

con x o • a = z 1 

1 

z +ax+ax 

= 

z • 

• 

•z 

• .. o • 

+ 2a.x 

• + a X 

' 

+ 3a,x 

Hu (L) .. L + •.Lª + •,L• 

dH 111 
(L) 

--
1

-
1
-- = 1 + 2a L 

dx • 

z 

Reaolviendo el •i•te11a de ece. 2.24 y 2.25 

•.= -2/L 

•u•tituyendo en 2.25 

dH::'<x> 
dX = 1 + 2(- --i:- ) X + 3 ( ~a ) xª 

P•ra G
1
a(x) me tiene 

18 
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ff (X) "' •• 
dH 111 (x) 

IZ 1 

dx 

z 1 
•• + ••• + ••• + .... 

a + 2a x • • 

H
12 

(x
1

) = o = •• 
Hn(L) .. a L• + •,Lª • 
dH 111 (L) z tZ 

- 1 2a L + 3a L 
dx • .. 

Re8olviendo el sistema de ecs. 2.26 y 2.27 

a"" -1/L • 
sustituyendo en la ec. 2.27 

Si X/L oc se resuae que 

dH<•>cx> 
Go,<x>= º' 

dx 

clff' • ) ( ) 

Goz(X)= 
oz X 

dx 

dff11 > ( ) 

Gu (x)= 
tt X 

dx 

ºu<•>= dff1' 1 (X) 
ax 

z 
•,• 1/L 

6oc (oc-1) 
L 

-6oc U-oc) 
L 

- (1-oc) (1-30I) 

- .. (3a-2) 

J'inal..,.te, l• ecuaci•n para obtener la derivada 

(2.26) 

(2.27) 



"-'= 6a (1-a>"- + ~(1-a).+. +C1-a)(l-3a)"- +a(3a-2).._ 
't' L ..... L ..... 'f'N• 'f'N• 

(2.28) 

Para el caso de dos di•ensiones, se presenta el siguiente grupo 
de ecuaciones. Ecuación 2.29: 

+-<x,y) =H0 ,(y)(G01 (x)+1,+G02 (x)+21 +G,,<x>+,. 1,+G, 2 (x)+,. 2 ,J 

+H02 (y)[ G0 , (x)cj>u+G02 (x)<j>22 +G, 1 (x)<j>11 u+Gu (x)<j>1122 ] 

+Hu (y)( G0 , (x)cj>yst +G02 Cx><l>yzs +G, t <x><f>,.yu +G12 (x>4>,.yzs] 

+Hu (y)[ Gº' ( x ><f>yu +Goz ( x)<j>yz z +Gt' (x >4>,.Y u•Gu (x >4>,. yzzl 

Ecuación 2.30 (equivalente a la ec 2.29): 

+G u (y)[ Hos (xJ:flyt• +Hoz <x>4iyz '+Hs • <x>;,.Y u +Htz (x>:Jl,. yzs] 

+Gu (y)[ H0 , (x ><1>yu +H02 ( x)cj>Y22 +Hu (x >4>,.Y u•Hu (x>cl>,. yzzl 

Ecuación 2.31: 

cJ>y (X ,y)= H0 ._ (x)[ G01 (y)4iu +G02 (y ><l>u +G u (y)<l>y 11 +Gu (y)cJ>y u] 

H02(x)[ G0 , (y)ci>2,+G02 (y)cj>82+G," (y)<l>yu•Gu (y)ci>yaa] 

Hu (x)[ Gº' (yJ<J>,. .. +Goz CY><l>,.u•Gu (y><J>,.yu +Gu <Y>cl>,. ytz) 

Hu (X)[ Got (y)cl>xu +Goz (y):Jl,.22 +Gu (yJ<l>,.yu +GIZ (y)cl>,.yZZ] 

Ecuación 2.32 (equivalente a la ec 2.31) 

<l>y<x,y) =Got(x)[Ho,<Y>4',.+Hoz<Y>4>._z+H,._(y)4>y,,+H,z(Y)4'y12] 

+Goa (x)[ Hº' (y)4'z, +Hoz (y)IJ>u +H,' (y)cl>yu +Hu (Y>cl>yul 

+Gu (x)[ Ho• (y>4>,.u +Hoz (yJ<l>,.u•Hu <Y>4>,.yu+Hu <Y>cl>,.yul 

+G u (x )[ Ho, (y)<Jl,.u +Hoz (y)cj>,.22 +H, a (y)<f>xyU +Hu (y)cl>,. yzz) 
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Ecuación 2.33: 

,._ (x,y) = G (x)r G (y)"' +G (y)_.• +G (y)"' +G (y),._ J 
'f',.y Ol l Ot 't',, 02 't'az l l 't'ytl lZ 't'ytZ 

+ Goz (X)[ Got (y >lfiaa +Goz (y ><J>zz+G, t (y ><J>yzt +GIZ (y)<t>yzz] . 

+ Gu (x)[ Got (Y><i>,.u +Goz (y><i>,.u•Gu <Y><l>,.yu+Gu (Y>4>,.yu] 

+ G u (x>[ Gº' (y>:fJ,.u +Goz (y);,.zz +Gu (y);,.yu +Gu (y);,. yzzJ 

Ecuación 2.34 (equivalente a la ec 2.33): 

"' (x,y) 't',.y 

+ G u (y)( G0 , (x>4>yu +G02 (x><J>yu +G,, Cx>cJ>,.Y u +Gu Cx>cJ>,.yzt] 

+ Gu(y)[ ªo• <x>4>yu+Goz (x)<J>yu+G, 1 <x><l>,.yu+GIZ Cx><l>xyzz] 

2.3.1 EJEMPLO. Obtención de la derivada. 

Para este eJe•plo se utilizan los datos del inciso 2.2.3, tiene 
la ecuación de la derivada. 

Usando la ec. 2.28 se obtienen los valores de la tabla siguiente 

X +· +· error 
Calculado <lU 

20 -· 1.ooox10=: 0.000 1.000xl0_
2 

22 9.091x10 9.195x10 1.131 
24 8.330x10-z 8.458x10-z 1.478 
26 -z 7.788x10-z 1.230 7.692x10 
28 7.143x10-z 7.186x10-z 0.598 
30 -z 6.653x10-z 0.210 6.667x10_

2 
32 6.250x10_

2 
6.186x10-z 1.035 

34 5.882x10_
2 

5.788x10-z 1.624 
36 5.556x10_

2 
5.458x10-z 1.796 

38 5.263x10 5.195x10-z 1.309 
40 5.000xlO-z 5.000xlO-z 0.000 

Nótese que en la interpolación de orden uno el error 9'.xi•o en 
este ejemplo es de 1.796S. 
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La +· •e obtuv• con la derivada dada en el inci•o 2.1.3. 

2.3.2 EJEMPLO. Obtención de la derivada en dos dil8nsiones. 

Para la función y tablas del inciso 2.2.3 y para el aisao punto 
(30,0.7) con Q = 0.5 y~ s 0.7 se obtuvieron las ecuaciones 
aicuientes, en el caso de la dirección x. 

ºº,(y) = 
6(1 </3-1) = - 1.126 

L 

ººª(y) • 
6(1 

(1-(3) .. 1.126 
L 

G u (y) = ( 1-/?) (1-3/1) .. - 0.330 

sustituyendo valorea en la ec. 2.29 se obtiene 

+.<x,y) •0.216(-0.075(5.991)+0075(7.378)-(0.25)0.1-(0.25)0.05) 

+0.784(-0.075(9.878)+0075(12.164)-(0.25)0.165-(0.25)0.082] 

+0.063[-0.075(2.996)+0075(3.688)-(0.25)0.05-(0.25)0.025) 

-0.147[-0.075(4.939)+0.75(6.082)-(0.25)0.082-(0.25)0.041] 

+. Cx,y) '"' 0.095 

sustituyendo valorea en la ecuación 2.30 

t.<x,y) • -1.26(0.5(5.991)+0.5(7.378)+2.5(0.1)+(-2.5)(0.05)) 

+ 1.26(0.5(9.878)+0.5(12.164)+2.5(0.165)+(-2.5)(0.082)] 

- 0.33(0.5(2.996)+0.5(3.688)+2.5(0.05)+(-2.5)(0.025)) 

+ 0.07(0.5(4.939)+0.5(6.082)+2.5(0.082)+(-2.5)(0.041)] 

+.<x,y) ª 4.838 
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Sustituyendo valorea en l• ecuación 2.31 •e obtiene 

;, (x.y)c0.5[-1.26(5.991)+1.26(9.878)+(-0.33)2.996+0.07(4.939)} 
y 

+O .5( -1. 26(7. 378)+1. 26(12.164)+ (-0. 33)3. 688+0. 07(6. 082)] 

+2.5[-1.26(0.1)+1.26(0.165)+(-0.33)0.05+0.07(0.082)] 

-2.5(-1.26(0.05)+1.26(0.082)+(-0.33)0.025+0.07(0.041)] 

4: (x.y) = 4. 842 
y 

Sustituyendo valores en la ecuación 2.32 se obtiene 

~ (x.y)=-0.075(o.216(5.991)+0.784(9.978)+0.063(2.996)-(0.147)4_939] 
y 

+0.075(0.216(7.378)+0.784(12.164)+0.063(3.688)-(0.147)6.082) 

-0.25(0.216(0.1)+0.784(0.165)+0.063(0.05)-(0.147)0.082)+ 

-0.25[0.216(0.05)+0.784(0.082)+0.063(0.025)-(0.147)0.041) 

Kcuación 2.33: 

tx$•.YJ•-1.26(-0.075(5.991)+0.075(7.378)-(0.25)0.1-(0.25)0.05] 

+1.26( -0.075(9.878)+0.075(12.164)-(0.25)0.165-(0.25)0.082) 

-0.33[-0.075(2.996)+0.075(3.688)-(0.25)0.05-(0.25)0.025) 

+0.07(0.075(4.939)+0.075(6.082J-(0.25J0.082-(0.25)0.041] 

A.. (X.y) = 0.047 't'xy 

Con la ec 2.34 •e tiene el •i••o resultado ' 

~ (X.Y)•-0.05(-1.26(5.991)+1.26(9.878)-(0.33)2.996+0.07(4.939)) 
MY 

+0.07 [-1.26(7.378)+1.26(12.164)-(0.33)3.688+0.07(6.082)] 

-0.2 [-1.26(0.1)+1.26(0.165)-(0.33)0.05+0.07(0.082)] 
-0.2 [-1.26(0.05)+1.26(0.082)-(0.33)0.025+0.07(0.041)] 

+,.~X.)')•O. 048 
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FIGURA 2.1. VARIACION DE PRIMER ORDEN DEL POLINOMIO DE HERMITE 
ENTRE DOS ESTACIONES. 

24 



il>(xJ 

T 

2 
il>(xJ= ¡; 

1 (1) dk cp 

I: H (X) - (xJ.) 
k=o ki dxk 

1 
1 cj>.(L) 

'I''--~~~~~~~~~~~~......L-A---
FIGURA 2.2. VARIACION DE d> (X) DADA POR 

LA ECUACION (2.13) ENTRE 

LAS DOS EST ACt ONES. 

25 



y .. 
1 

<S,Z > <Z,Z> 

1 
b 

2 ' 
1 

----•X 11,1) 1 Z,I > 

Q 

FIG. 3 

V 
t 

11>. •?• tz. 10• 

1 

o 
!J.PPt ?.•?• 

+X 
20 40 

FIG. 2.4 

26 



Fig 2,5 . FUNCION EXACTA 

Fig2,61SOLINEAS DE LA FUNCION EXACTA 
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F'ig 2,7 . ISOLINEAS; INTERPOLACION DE HERMITE 

FIG 2.&. ERROR (en •): INTERPOLACION DE HERMITE 
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Fig 2.9 . ERROR (en •): INTERPOLACION DE HERMITE 

Fig 2.10 ISOLINEAS; INTERPOLACION BILINEAL 
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FIG 2.llERROR (en ss); INTERPOLACION BILINEAL 

Flg 2.12 . ERROR (en 11); INTERPOLACION BILINEAL 
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FIG 2,13. ERROR (en s&); INTERPOLACION DE HERMITE 

Fig 2.14. ERROR (en •); iNTERPOLACION BICUBICA 

31 



3. DESARROLLO DEL MODELO. 

La idea de este capitulo es describir el •odelo para el c•lculo 
de evolución de concentraciones en un do•inio en dos di•enaiones. 

3.1 ECUACION EN FORMA DE CARACTERISTICAS. 

En este trabajo ae estudia únicamente el concepto de transporte; 
para ello, ae iguala el lado izquierdo de la ec 1.2 a cero, lo 
que equivale a suponer que el tensor de difusión lti.j=O. Se 
obtiene que 

(3.1) 

Utilizando el concepto de derivada total, la ec 3.1 queda 

~ - o (3.2) Dt -
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sie•pre y cuando 

dx 
dt = u 

dy 
dt V (3.3) 

en donde U es la velocidad en dirección x y V es la velocidad en 
dirección y. in la figura 3.1 se •uestra la trayectoria de una 
particula ca•inando en el tiempo. En la figura 3.2 se •uestra 
proyectada en un plano la trayectoria de dicha particula 
•ostrando el ca•bio en dichas velocidades del tiempo to a ts. 

3. 2 PLAHTEAMI ENTO DEL METOOO. 

Si la trayectoria entre un punto de partida 
llegada a es deter•inado por la integración 
3.3, la ec 3.2 i•plica 

Ca = Cd 

d y un 
de las 

punto de 
ecuaciones 

(3.4) 

que significa que la concentración es constante a lo largo de la 
trayectoria de la particula. 

Este principio básico de convección o transporte se puede aplicar 
haciendo c~lculos en puntos nodales de una •alla cartesiana co•o 
se •uestra en la figura 3.3. 

El propósito del calculo de convección es 
concentración C~~· al tiempo tn••=(n+l)At 

'J 

encontrar 
en todos 

la nueva 
los nudos 

indicados por i en dirección x y j en dirección y. La trayectoria 
•ostrada en la figura 3.3 ea la trayectoria de una particula que 
ea U. en el punto d en el tiempo t y llega al nudo (1. j) al tiempo 
tn••. Aa1, la ecuación 3.4 se escribe 

e".- • en (3. s> 
•J d 

La figura 3.4 •uestra la trayectoria de una particula que ca11bia 
de planos x,y ya que se •ueve en el tiempo. 

Asi, en lugar de resolver la ec 3.1 aproxi•ando las derivadas 
por diferencias finitas, se reemplaza por el problema de, primero 
integrar las ecuaciones 3.3 para encontrar las coordenadas del 
punto d, y despu~s esti•ar la concentración e" conocidas las 

d 
concentraciones en los nudos alrededor. in general el punto d no 
coincide con ningtln nudo. 

33 



Se sabe que la esti•ación de e~ por interpolación bilineal ai•ple 

de valores de la concentración en los cuatro nudos adyacentes 
da una fuerte atenuación numérica que puede resultar incluso 
•ayor que la difusión f1sica dada por el lado derecho de la ec 
1.2. 

La atenuación puede eli•inarse en f or•a notable usando una 
interpolación cúbica, pero esto requiere el uso de infor•aci6n en 
otros nudos cercanos a d. Holly y Preiss•an han sugerido usar la 
interpolación bicúbica de Her•ite, en la cual no sólo la 
concentración, sino ta•bién sus primeras derivadas y la derivada 
cruzada para cada nudo se utiliza para construir un polino•io de 
interpolación para C~ (en el capitulo 2 pueden verse distintos 

tipos de interpolación en dos dimensiones y algunos ejemplos). En 
el •odelo aqui empleado se utiliza la interpolación de Her•ite. 

Una vez que se ha deter•inado el valor de la concentración e~·• 
en todos los nudos del d~~¡no, n!lpeda ..,.Pf'r deter•inar e_l nuevo 
valor de las derivadas Cx y Cy y CXy antes de cualquier paso 
subsecuente. Esto se hace por diferenciación de la ecuación 3.1, 
con respecto a x y y; si•plificando se obtiene 

DC 
>< - u e Dt V C 

>< " " y 
(3.6) 

DC 
y - u e - V C Dt y " y y 

(3.7) 

donde U:: = mJ/~x ; Uy = ml/~ ; V:: = iJV/iJx y Vy = iJV/~ Las 
derivadas Cx y Cy satisfacen ecuaciones lineales ordinarias 
diferenciales si•ilares a la ec 3.1 a lo largo de la trayectoria, 
pero con tér•inos no ho•ogéneos, representando una defor•ación 
por cortante que los acepta. 

Los valores U.., Uy, Vx, Vy se pueden deducir conociendo el ca•po 
de velocidades, por lo que el sistema de ecs 3.6 y 3.7 puede 
integrarse desde el co•ienzo de la trayectoria (punto d), donde 
Cx y Cy se estiaan a lo largo de C con la interpolación bicúbica. 

Aai, integrando la ec 3.6 se tiene 

[ dC:: = I [- U:: C1' - V:: e-;] dt 
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Al hacer las si•ulaciones descritas en los capítulos sicuientes, 
se encontró que el t•r•ino en el lado derecho de la ecuación 
anterior es •uy pequei"'o por lo que, la intergral puede 
aproxi•arse co•o 

Cxa. ~ Cxd - (Uxa. Cxd + Vxci Cyd) At 

de la •is•a for•a, para la ec 3. 7 

Cyc. ~ C;d - (UYC. C::d + vy::: cyd) t.t 

Resta por obtener e"•'. Al hacer la diferenciación cruzada de la ><y 
ecuación 3.1 se llega a 

De 
Dt "Y ~ - UyC.::: - V::Cyy - U::yC:: - V::yCy - (U::+ Vy )C::y (3.8) 

La solución de esta ecuación diferencial ordinaria requiere no 
sólo las derivadas cruzadas Uxy y Vxy, sino ta•bién las segundas 
d~rivadas· Cx>< y Cyy, y las derivadas cruzadas Cxy y Cyx para la 
interpolación en el punto d . Para este trabajo se hace 

Esta aproxi•ación es ad•isible porque se ha co•probado que para 
el cálculo en una dimensión, la exactitud del cá.lculo de 
convección es insensible a la exactitud en las derivadas c .. y Cy. 

3.3 CONDICIONES DE FRONTERA PARA CONVECCION. 

El principio general es que, si una trayectoria inversa 
intersecta una frontera, los valores de e·, C:: y Cy deben 
obtenerse de las condiciones de frontera. Cuando el flujo sale, 
la trayectoria'inversa se extiende al interior del doainio y por 
tanto no se requieren condiciones de frontera. 

En fronteras cerradas donde la velocidad es 
siempre debe caer dentro de la celda, por 
requieren condiciones de frontera. 

cero, el punto d 
lo que ta•poco se 

En fronteras donde entra el flujo la infor•ación proporcionada 
por el ingeniero es general•ente la concentración coao una 
función del tiempo y la posición. Sea por ejemplo que el flujo 
entra por el eje y para x = o (una linea vertical); la condición 
de frontera entonces en esa linea es C(y,t). Una vez calculado el 
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punto d en la frontera y el tie•po de intersección, a partir del 
cálculo de la trayectoria, Cd ae obtiene directa•ente de C(y,t), 
ta•bién se requiere infor•ación de Cx y Cy en el punto d; una de 
ellas es la derivada tangencial que se obtiene directamente de la 
condición de frontera, para el caso aqui descrito seria Cy = 
cJC(y,t)/cJy . La otra derivada se obtiene haciendo que la ec 3.1 
se satisfaga en la frontera. Para este caso 

cJC(y,t) + y cJC(y,t) + U cJC(y,t) 
ft cJy h o (3.9) 

dado que las dos pri•eras parciales se obtienen de la función 
C(y,t), la parcial restante se obtiene despeJando de la ec 
anterior. En este procedi•iento se requiere que la función de la 
condición de frontera C(y,t) sea diferenciable en y y t; no ae 
per•iten discontinuidades. Este •is•o procedi•iento se aplica en 
cualquier otra linea de frontera por donde entre el flujo. 
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FIGURA 3.3 TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA EN UNA 

MALLA NO UNIFORME. 
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FIGURA 3 •• TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA 

ATRAVES DE DOS PLANOS. 
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Fig. 3.7 Frontera i•per11eable. 
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4. PRUEBAS AL MODELO. 

Bn una primera etapa se hacen pruebas al •odelo en una dimensión. 
Se co•para el •odelo desarrollado en este trabajo con un esquema 
en diferencias finitas. Para la prueba en dos dimensiones se 
analiza una distribución de concentraciones. Gaussiana en dos 
dimensiones, sujeta a advección; para este caso ae dispone de una 
aolución analitica. 

Ea i•portante utilizar dos métodos diferentes para poder co•parar 
tanto la precisión co•o la bondad del método. Una ventaja que se 
presenta en este procedi•iento es que se cuenta con una solución 
analitica co•o es la distribución Gaussiana ya que co•parando se 
obtienen resultados con una variación notoria al co•parar con la 
prueba de diferencias finitas. 

4.1 DIFERENCIAS FINITAS EN UNA DIMENSION. 

Otra for•a de resolver la ecuación de transporte 3.2 del 
capitulo tres ea por lledio de diferencias finitas co•o ae •uestra 
a continuación. Reduciendo la ec 3.2 en una dimensión 
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donde 

X 

U(x,t) 

"e u~ 
~ + cJ X 

o 

tiempo 
dirección positiva del eje x 
velocidad en dirección x 

Las derivadas de la ec 4.1 pueden aproxi•arse co•o 

e" - e" 
: ~ ~ ~~j-Á.,.._X--=.j_-_l~ 

reemplazando las ecs 4.2 y 4.3 en la 4.1 

+ u 

despejando de la ec 4. 4 

e" - e':' 
J J - l 

6x 

(e~ .... ) - e j-l 

o 

En •ata ecuación puede calcularse la concentración 
(n+l)At conocidos los valores de la concentración 
n6t. A este tipo de esquemas se le lla•a esquema 
UAt/6x se le conoce co•o el número de Courant para 

(4_.~) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

en el tiempo 
en el tiempo 

expl! cito. A 
este eaquema. 

Para ilustrar el uso de este llétodo se desarrolla un ejemplo con 
U = 1 •/s; Ax = 1 • y con diferentes incnmentoa de tie11po. Si 
por ejemplo At = 1 a se obtiene 

U At/Ax = 1 
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y en la ec 4.5 resulta 

(4.6) 

Bn la fig 4.1 ae presenta un eje11plo en una •alla en donde ae dan 
para el tiempo t=O diferentes concentraciones para una distancia 
de 1 •· Bn las figs 4.1 y 4.2 se •uestran los resultados. Puede 
verse que dada la ec 4.6, la distribución de las concentraciones 
son iguales. To•ando por ejemplo los vaiores de la fig 4.1 

cz 
' 

= e• • = 2.5 

Si ahora se to•a t.t = 1/2 S, sustituyendo en la ec 4.5 se 
obtiene 

cn+I e" 1 r n n ) 

j J 2 lcj CHJ 

e':'+• 1 e':' 1 e':' 2 + -
J J 2 J-• 

(4.7) 

Reemplazando los valores de las concentraciones iniciales de la 
fig 4.1, en la ec 4.7 se obtienen los valores de la fig 4.3; por 
eje11plo para 

cz 
' 

= .!. Íc" 
2 l ' + e" ) = o.5 < 4 +2.5) .. 

se observa que es un •étodo estable. 

3.2 5 

Ahora si se hace t.t = 2 s y se sustituye en la ec 4.5 se obtiene 

e':'+• e':' - 2 f c':' - e" ) 
J J l J J-• 

(4.8) 

Haciendo el •is•o c~lculo que en los casos anteriores, se 
obtienen en este caso las figs 4.5 y 4.6. Se llega a la 
conclusión que el •étodo es inestable ya que las concentraciones 
son negativas y con valores •UY distantes. En la fig 4.6 se 
observa que es inestable ya que existen concentraciones negativas 
que no son fisica•ente i•posibles. 
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<&. 2 MODELO PARA COMPARAR EN UNA DIMENSION. 

Se hace una prueba con UAt/t.x = 1 con el •odelo descrito en el 
capitulo 3, se tiene que Ca = Cd y U = 1•/s 

Para el desarrollo de este •odelo, es necesario'pri•ero calcular 
la trayectoria. Se tiene en este caso, dado que U = cte que 

U At (4.9) 

To•ando sólo un cuadro de la •alla con sus 
concentraciones y sus derivadas en cada nudo, 
reemplazando en la ec 4.9, U = 1 a/a y At = 1 s se 
igual a 1 por lo que sustituyendo en las ecuaciones 
2 (inciso 2.1.2) resulta 

respectivas 
fig 4.7. y 
obtiene Ax, 

del capitulo 

O; 

con ayuda de la interpolación de Heraite se obtiene la 
concentración interpolada (CI) para un ~t=l a ; para un punto de 
coordenadas j-i y con ayuda de sus respectivas derivadas e . 

XJ 

Cn+t= Ca 
j 

(4.10) 

Sustituyendo valores de los polinoaios de ffer•ite en la ec 4.10 

CI~º= c." 
J J-l 

donde se observa que CI es igual a las concentraciones en 
nudos. Los valores son idénticos a los del esquema explicito 
At=l s y corresponden a los de la solución exacta. 

Fijando ahora At = 1/2 s y to•ando de la fig 4.2 
concentraciones iniciales y sus derivadas con ayuda de las 
4.8 y 4.9, sustituyendo en la ec 4.9 se encuentra el Ax 
entonces 

los 
con 

las 
f'igs 
1/2, 

OI = 1/2 "02 0.5 fftl 0.125 H
12 

-0.125 

Sustituyendo en la ec 4.10 
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To•ando en cuenta las derivadas dadas en la fig 4.11· para el 
punto J=4 

e:·• = c1; = o.5(2.5) + o.5(4) + 0.125(1.5) - o.125(0) = 3.4375 

En la fig 4.10 se •uestran los resultados obtentdos usando un At 
= 1 s y en la fig 4.11 se dan los valores para un At = 1/2 • en 
donde Cx al final del intervalo se calcula con las ecuaciones del 
inciso 2.3.2 que en este caso dan 

C>C~+t=G (x)C~ + G
02

(x)C"J. + G (x)C". + G,
2

(x)C,."J. J Ol J-l U MJ-l (4.11) 

Co•parando los resultados de la fig 4.11. con loa de la fig 4.3 se 
puede observar que los obtenidos con el sodelo aqui desarrollado 
son •As cercanos a la solución exacta. 

Haciendo el •isso c4lculo pero con At = 2 s (fig 4.12) y 
coaparando con la fig 4.5 se concluye que con el aétodo de 
diferencias finitas los resultados no son coherentes; sin 
esbargo, con el procedi•iento aqu1 desarrollado se de•uestra que 
las concentraciones son las exactas dado que se interpala 
exacta•ente en un nudo de la •alla. 

4.3 GAUSSIANA EN DOS DIMENSIONES. 

Se utilizó una distribución de concentración Gaussiana en dos 
disensiones para poder detallar con •As exactitud la bondad del 
•étodo. La ecuación de la distribución de la concentración es la 
siguiente 

C(x,y) 
Co 

donde 

Co concentración en el pico 
xo,yo coordenadas del origen de la concentración 

(4.12) 

cnc equivale a la desviación estandar de la concentración 
en x 

CYy equivale a la desviación estandar de la concentración 
en y 
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Para Poder usar el •odelo aqui desarrollado 
encontrar las derivadas de la concentración; 
derivando la ec 4 .12 se obtiene 

es 
por 

·necesario 
lo tanto 

c .. 
Co -·[ - ~ [ ( ·;:º r. ( ~~ n] [-r ·:t ) l 

Cy 
M; 

Co exp[ - 1 [ ( ·:~º r + ( 
y-yo J'J] H ~ ) ] ay = 2 tYy • tYy 

~·e 
Co .... ¡ -1 [ r ·~:a r. r ·~ n ] [ r x-xo )(~ J] ilyllx 2 z 

O'IC 

Con ayuda de un progra•a de co•putadora se pueden calcular las 
concentraciones en diferentes puntos de la •alla pudiendo variar 
lás velocidades (U,V), as! co•o para diferentes tiempos. 

A continuación se •uestra un diagra•a de flujo del progra•a 
realizado. 

Co•o ejemplo se resuelve un caso con los siguientes datos 

dx 
Ay 
u 

xo 

100 • 
100 • 
1 •Is 
300 • 

O'X 

ay 
V 

yo 

100 • 
200. 
O •/s 
400. 

En la fig 4.13 se •uestran las concentraciones para el tiempo 
t=to; en la fig 4.14 pueden verse las derivadas C:::, Cy, C:::y en el 
cuadrante recordando que la distribución de la concentración es 
aillétrica. 

En la tabla (4.1) siguiente se •uestran los resultados obtenidos 
por medio de un progra•a de co•putadora si At=lOO a. Puede verse 
co•o ae esperaba que los resultados obtenidos son iguales que a 
los de la función exacta. · 
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LEER HALLA 
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CALCULAR C,Cx,Cy, 

Cxy EN TODA LA HALLA 

LEER O CALCULAR u,v 
F.N TODA LA HALLA 

CALCULO DE NUEVAS CONCENTRACIONES 
EN TODA LA HALLA -----+ 

INCREMENTO DE TIEMPO 

END 

CALCULO DE LA TRAYECTORIA DE 
LAS PARTICULAS (BUSQUEDA DEL 

PUNTO d) 

1 
l1NTERPOLACION DE HERHITE/ 
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FIGURA ~.S GRAFICA DE CONCENTRACIONES-DIS'TANCIA. 

t 

• • • • • • • • 

• • • • • • • Z.111 

• • • • ' • z.s ' 

• • • • ' z.111 ' z.111 
, 

,; 

• • • • / z.111 ' z.111 • , 
~ ,. , , ,, ,, 

• • •,, z.,-s ' z.s ' ' 
p:Z 

z. 111 ' 

' a. 111 

z.s • 

' ' 

• • 

• • 
J=P 

FIGURA 4. 2 CONCENTRACIONES PARA .dt•1 S. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS. 

47 



. 
1 ...... • ·- • •·o• 1.2 •• c57 Z.92 z • c55 z.92 •• c57 

n-:7 

• • • •• 05 l.94 .. "" 2, CS!I z. c55 ··"" ~ .... . . 
n=cs 

• • • •. ªº a.57 
2. '. 

z ••• z. '. t.57 •. ªº 

• • • ···" .. "' 2.a9 z .•• .. "' ···" • 

• • • •••• Z.5 9.25 z.5 • ••• • • 
n=• 

• • • t.75 •• 25 a.as t.7!5 • • • 
n:z 

• • • 2.5 ' z.s • • • • 
n=t 

¡:2 ¡:O J =•o 

FIGURA 4,3 CONCENTRACIONES PARA At•1~ S. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS. 

3 

2.8 

2.& 

2.4 

2.2 

2 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

o 
o 2 4 6 e 10 12 14 

)( 

FIGURA 4,4 GRAFICA DE CONCENTRACIONES - DISTANCIA, 

48 



l 

n=!5 

i i -0.!5 !5 

i i .. z. !5 
n=• 

t t t -o. !5 
n=Z 

.. ' .. z. !5 

n=t = = J o J t -J-Z -J-• -

•• !5 -··· 7 

o 
-·. !5 7 

.. !5. !5 ' 

' z. !5 t 

.. 

•• i 

7 .. 

t t 

t t 

. . 

i 

.. 

.. 

' 
j=P j =l.• 

1 

FIGURA 4.5 CONCENTRACIONES PARA At•2 S. ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS, 

,. 
12 

10 

e 

6 

4 

2 

o o 

-2 

-4 

-6 

-8 

-10 

-12 

-14 
o 2 4 6 e 10 12 14 16 18 

T 

FIGURA 4.CS GRAFICA DE CONCENTRACIONES DISTANCIA POR DIFERENCIAS FINITAS. 

49 



n•• e e e e 

V 1 ""' e e e e 
t z • 

Cx Cx Cx Cx 

AX 

FIGURA ,.7 REPRESENT ACI ON DE UN CUADRO DE LA MALLA CON 
CONCENTRACIONES Y CON UN t.t.•1 SEG. 
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FIGURA 4.g REPRESENTACION DE UN CUADRO DE LA MALLA CON SUS 
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5. APLICACION. 

5.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA. 

En el presente capitulo se desarrolla un ejemplo de aplicaci6n. 
Se estudia la descarga de agua caliente de un ter•oeléctrica en 
una zona costera. Se realiza un a~liais de los datos del 
problema, co•o la bati•etria del lugar, las •areas y flujos, 
concentraciones o temperaturas. Se •uestran los resultados 
obtenidos de la hidrodinA•ica, el cá.lculo del ca•po de 
teaperaturas, las velocidades medias y sus derivadas; finalmente 
se discuten los resultados obtenidos del caapo de temperatura. 

En cu.anto a la descarga tér•ica se análiza un sistema abierto. Se 
entiende por sistema abierto aquel en el que el agua de 
enfria•iento que pasa por loa oondensadores no se vuelve a 
utilizar. Esto ea, no se necesita enfriarla para su uso 
posterior. Para analizar la descarga en este trabajo sólo se to•a 
en cuenta el cupo lejano, por la dimensión de la •alla en 
estudio. Se deno•ina ca•po lejano de una descarga tér•ica al 
espacio donde el chorro de agua caliente ha perdido el i•pulao 
original y pasa a ser una •ancha de agua relativamente caliente, 
que ea arrastrada por las corrientes advectivaa del lugar. 
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Se desea conocer la evolución del agua caliente en la zona que se 
estudia. 

6. 2 ANALISIS: DE DATOS:. 

Para la aplicación que aqui se describe se considera un caso 
sencillo en que la •area se •ueve de izquierda a derecha y se 
•antiene constante un tie•po •uy largo. 

Pri•era•ente se realizó un estudio de la bati•etria de la zona en 
estudio, •ostrada en las figs 5.1 y 5.2; la fig 5.2 fué obtenida 
con co•putadora, usando un progra•a para gráficar niveles (ref 
7). Para este ejemplo se realiza una descarga de agua ca1¡ente en 
el punto •arcado en la figura con un gasto de 30 • /s, la 
temperatura de la descarga está por arriba de la del agua 
circundante con un AT = 10° e, por

9
la frontera izquierda entra un 

gasto unitario promedio de 0.348 • /s/•, por la frontera derecha 
se considera que el nivel es cero, y el flujo sale de la zona en 
estudio. En la parte inferior el flujo es nulo. 

5. 3 HIDRODINAMICA. 

El ca•po de velocidades producido por las •areas, corrientes 
oceánicas o por la •is•a influencia de la to•a y la descarga se 
deter•in6 con una si•ulación nu•érica •ediante co•putadora sin 
to•ar en cuenta los ca•bios de temperatura. Es decir, 
considerando sola•ente la hidrodiná•ica descrita en el capitulo 
uno de este trabajo. 

se efectuó el cálculo con un número de horas, hasta lograr que el 
ca•po de flujo sea •ás o •enos constante. 

Co•o se observa en la fig 5.3 , el chorro de la descarga que 
entra al do•inio de la •alla por la parte superior (elemento 83 
en la fig 5.4), se esparce hacia el lado derecho. Ta•bién se 
puede observar que hay velocidades auy pequef'ías que no alcanzan a 
dibujarse. 

Para el análisis se tiene una •alla de la hidrodi"'-•ica (fig 5.5) 
con linea continua y la •alla de convección con linea 
discontinua, en esta figura se observa que la •alla de 
convencción está exactamente al centro de la •alla original. En 
esta aalla se tienen coao datos las velocidades V y U, en la 
aalla de convección se tienen las concentraciones y 
profundidades. Para cAlcular las velocidades aedias se suaan las 
velocidades de la aalla de la hidrodiná•ica y se dividen entre 
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dos para las direcciones x y~- Para encontrar las derivadas se 
obtienen de la diferencia de las velocidades •edias dividiendo 
entre su ancho. 

5. 4 CALCULO DEL CAMPO DE TEMPERATURAS. 

Cuando el agua caliente se descarga en el aar, el exceso de 
teaperatura que tra1a ésta descarga se pierde en una gran •ayor1a 
por •ezclado con el agua circundante. Después de recorrer un 
~recho no •uY largo, esta agua diluida se esparce Por la 
superficie del •ar. SU •ovi•iento depende principalmente de las 
corrientes •arinas, de la velocidad y dirección del viento. El 
enfria•iento se debe principal•ente Por interca•bio de calor con 
la at•6sfera y es prActica•ente nulo por interca•bio de calor con 
el agua de •ar sobre la cual flota. 

Para el cálculo del ca•po de te•peraturas se desarrolló un 
progra•a de co•putadora. Para su uso es necesario toaar en cuenta 
los siguientes datos: 

nú•ero de eleaentos 
increaento de tie•Po 
tiempo inicial de siaulación 
tieapo final de si•ulaci6n 
ta•aNo de los ele•entos en x y ~ 
di•ensi6n de la •alla 

5. 5 DISCUSION DE RESULTADOS. 

156 
360 s 
0:0 h 

20:00 h 
120 y 180 
14 X 13 

En las fig 5.6 y 5.7 se •uestran las teaperaturas en exceso para 
10 y 20 h,se realizaron para diferentes tiemPos ya que es 
necesario que la descarga se estabilice. Para una concentración 
de 9.5 se observa que estA •UY pegada a la orilla, para una 
concentración de 5 se va aleJando un poco •ás saliendo Por la 
orilla. La concentración 1 se encuentra •As alejada y a las 20 h 
se observa ~ue sale por la frontera derecha. 

Los resultados de las concentraciones obtenidas se pueden ver en 
la fig s.e para diferentes tie•pos. 
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I EStA TESIS NO DEBE, 

r,,._.~:'."."'"""'..,,=-""/U"'"'~:'.:''~""!!IL..!LM.--»U•TECJ 

. ~ /1.s _______________ _ 

( 

. -:.--··- ,__; /) 
/ r / _,,..------·"· 

f-==~=~~- r------ "·-------

L ________ __.__I _____ ___, 

-----·-----

FIGURA 5.1 BATIMETRIA DE LA ZONA 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
••••••••••••••-s -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 -5 

••••••••••••• -5 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 -6 

••••••••••••••-s -6 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 -7 

••••••••••••••-s -6 -7 -8 -8 -8 -8 -8 -8 -8 -8 

-5 -5 -5 -5 -6 -7 -8 -8 -8 -8 -8 -8 -8 -8 

-6 -6 -6 -6 -6 -8 -8 -9 -9 -9 -9 -9 -9 -9 

-7 -7 -7 -7 -7 -9 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 -10 

-8 -8 -8 -8 -8 -10 -12 -12 -12 -12 -12 -12 -12 -12 

-9 -9 -9 -9 -9 -10 -13 -13 -13 -13 -13 -13 -13 -13 

-10 -10 -10 -10 -10 -12 -13 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 

-12 -12 -12 -12 -12 -12 -13 -15 -16 -16 -16 -16 -16 -16 

-13 -13 -13 -13 -13 -13 -13 -15 -17 -17 -17 -17 -17 -17 

FIGURA 5.2 PROFUNDIDADES DE LA ZONA 
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FIGURA 5.3 VELOCIDADES 
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9~~9,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999,9999 

9999,9999,9999,83,103,123,143,163,183,203,223,243,263,283 

9999,9999,9999,84,104,124,144,164,184,204,224,244,264,284 

9999,9999,9999,85,105,125,145,165,185,205,225,245,265,285 

9999,9999,9999,86,106,126,146,166,186,206,226,246,266,286 

27, 47, 67,87,107,127,147,167,187,207,227,247,267,287 

28,48,68,B8,10B,128,148,16B,18B,20B,228,24B,268,288 

29,49,69,89,109,129,149,169,189,209,229,249,269,289 

30,50,70,90,110,130,150,170,190,210,230,250,270,290 

31,51,71,91,111,131,151,171,191,211,231,251,271,291 

32,52,72,92,112,132,152,172,192,212,232,252,272,292 

33,53,73,93,113,133,153,173,193,213,233,253,273,293 

34,54,74,94,114,134,154,174,194,214,234,254,274,294 

FIGURA 5. 4 GEOMETRIA DE LA MALLA 

! 1 ! 1 1 1 
·········1··························1·····························i·····························!································1····························· 1•••••••••••• 

1 1 • ! ! !¡ ¡ ¡ .! i ! 

¡ i ! ! ! 1 

1 

¡ i ! ¡ 1 ......... ··························1····· .. ······················ 1 ~··························1································1····························· ........... . 

i i l i l 1 
! 1 ¡ ! ! ! 

1-···_····_1,_···_····_····-+·· ·_····_·····_··· ..... 1 ··_···_····~_··-... ~_ .. _El!~--~~· 1 · ··- ········· 1 ·········· ············· 1 ··········· 

1 1 V 1 1 1 ......... ¡ .......................... ¡ ............................. ··············· ............ ! ................................ ¡ ............................. ¡ ........... . 
1 i 1 1 1 1 

FIGURA 5. 5 MALLA DE LA HIDRODINAMICA Y MALLA DE CONYECCION. 
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FIGURA 5.6 TEMPERATURA EN EXCESO A 10 H 

[];' <« :::2' <u"" uu <W <'.':Y J""' 
---------~ p,S o·--,.--------- -· 

rltllUlllLll~ 
1 

1 

FIGURA 5.7 TEMPERATURA EN EXCESO A 20 H 
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'• TIEMPO = S:OO H 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ¡ • 

••••••••••••••• 10.0 9.9 9.6 4.9 -.2 -.2 . l .o . o .o .o 
••••••••••••••• 9.1 5.1 .2 -.1 .o .o .o .o .o .o .o 
••••••••••••••• 1.5 .o .o .o . o .o .o .o .o .o .o 
••••••••••••••• .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o ·º .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

TIEMPO .. 10.00 H 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
••••••••••••••• 10.0 9.9 9.7 9.7 9.9 8.3 3.5 -.3 -.3 .1 .o 
••••••••••••••• 8.8 11.2 9.5 2.7 -1.0 -.5 .o .1 .o .o .o 
••••••••••••••• 7.7 .1 .o .o .o .o .o .o .o .o .o 
••••••••••••••• .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o . o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o . o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

TIEMPO = 15.00 H 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
••••••••••••••• 10.0 9.9 9.7 9.7 9.8 9.9 10.0 9.8 6.7 .6 -.1 
••••••••••••••• 8.B 11.3 12.6 11.0 4.6 -.1 -1.6 -1.4 -.3 . 7 .o 
••••••••••••••• 9.0 .5 -.2 .o .o .o .o .o .o -.1 .o 
••••••••••••••• .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o . o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

FIGURA 5.8 CONCENTRACIONES 
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TIEMPO = 20.00 H 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
••••••••••••••• 10.0 9.9 9.7 9.7 9.8 9.9 9.9 9.9 9.8 9.0 2.2 
••••••••••••••• 8.8 11.0 11.8 12.0 9.4 5.8 2.8 .8 - .1 1. 1 2.4 
••••••••••••••• 9.0 1. 2 -.2 -.1 .o .o .o .o .o -.3 -.5 
••••••••••••••• .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o . o 

.o .o . o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o . o .o .o .o .o .o .o .o .o . o . o . o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o . o 

.o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o .o . o 

FIGURA s.e CONTINUACION 



6. CONCLUSIONES. 

En el capitulo 2 se analiza la interpolación en dos dimensiones. 
Se deauestra que aplicando la interpolación de Heraite se 
obtienen resultados auy satisfactorios a coaparación con otras 
interpolaciones aencionadas en el aiaao capitulo. Se advierte que 
ea _.. exacta y adeaá.a la función interpolada es continua, as! 
coao sus derivadas. 

En el capitulo 3 se describe un aodelo pera el cálculo de 
evolución de concentraciones, considerando únicaaente la 
convección en un doainio en dos diaenaiones basado en el aétodo 
de la• caracteriaticaa. 11 llétodo utiliza la interpolación de 
Heraite. 

an el capitulo 4 se hicieron pruebas al •odelo en una y dos 
dilleNliones. Con el auxilio de un procraaa de computadora se pudo 
comprobar la bondad del llétodo al analizar la convección de una 
distribución de concentración Gauasiana en dos dimensiones. 

•n el capitulo S se auestra una aplicación en la que se analiza 
la descarca de agua caliente de una teraoel•ctrica. 
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