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RESUMEN

En este trabajo, despues de revisar el conceplo de cuasicristal ¥
el método de la boanda, se wnalize el problema de como implementar
el método de la bando en unt compubadora Odigltal, ¥ proponemos un
criterlc que nos permitirda construlr un algoritmo completamente
general en el sentido de que podemos trabajar con redes de
cualquier dimension y proyectar en subespaclos de dimensién
a;‘hltrarla.

El criteric propuesic se compone de dos partes: en la primera

parte, los puntos gue deben proyectarse:se eligen:mediante -una - .-

prueba basada en la moalrlz inversa generalizada que, sl blen
involucra solo una multiplicocion de matrices, no es concluyente
en algunos cascs. La scgunda parte da la scolucidédn general al
p-r'obleigna ¥y es discfunda para anallzar aquellos puntos para los que
la prueba de la inversa gencrallzada no es concluyente. Esta parte
de base en el hecho de que, scgun demostramos, la seleccién de
puntos dentro de la bando es equivalente a determinar la
factibilidad de un problema de programescion lineal. Esta ultima
parte presenta la desventnla de que ocupa tiempos de calcule
mayores que lao prucbn de lo inversa generalizada, sin embarge la
proporcion de puntos para los que esila prucba no es concluyente
son minimos,

Varios clemplos del usoe de nuestro criterio son presentados,



INTRODUCCION

El estudio de lus propledndes geométricas de las estructuras no
periodicas es importante pore desarrocllar una teoria dque describa
las propledades fislcas de los cuasicristales. Las propiedades
geométricas son importantes no solo para modelar las posibles
estructuras atomicas, también para entender las propliedades
elasticas e hidrodinamicus de estos materiales.

Es por esio que muchos de los trabajos teéricos en el campo
de los .cunslicrisialeos estidn enfocedos a la geometria. :-de las
estructuras no perlodicas, lo que ha dado lugar a una sorprendente
variedad de teécnlcas matematicas {algunas de gran generalidad)
para generar esias estructuras. Algunas de ellas Iinveolucran
proyecciones de espacios de dimension ;nayoro(comimmente 5,6 6 10)
[1,2,3,4] y otras que se basan, principalmente, en analisis
geonétricos que no involucran hiperespaclos [5,6,7].

Nuestro objetivo es generar estructuras ne perisédicas, en
cualquier dimensiéon y con simetria orientaciconal arbitraria, por
medic de unn computndora digitn]l y usando una wvarlante de un
nétode de proyecclon llamndo “métode de la banda" o de "corte y
proyecclian" |1},

Un algoritmo computncionnl que utilice el método de la banda
debe resolver el problema de selecclonar los puntos que deben
proyectarse  encontirar los puntos que caoen en una cierta reglén
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no es sencillo s! nos encontramos, por ejemplo, en 10 dimensiones)
y despuées proyeclurlos, yn sce al plano o nl espacic de 3D. Esta
complicacion ha provocndo que se elaboren algoritmos que sons
valldos solo para casos particulares {28], que resulta

inconveniente para muchas uplicaclones.
0

Nosotros proponhemos un criterio algebralce para selecclonar
los punlos que deben proyectarse que utillize el méteodo simplex de
programacién lineal y la matriz inversa generallzada. El criterio
es completamente gencral en el sentido que nos permite proyectar
de cualquler dimensién y obtener cuaslicristales con simetria
orientacional arbitraria. Tamblén nos permite generar.
cuasicristnles en cunlquier dimensién cosa que creemos puede ser
utjil para fines mns basicos, per ejempleo en teoria de grupos. Cabe
mencionar que esta reportado en la literatura el anAlisis de un
cuaslicristal en 4 dimenslones oblenido por proyeccién [8].

Con el método de la bhandea no es posible obtener toda clase de
estructuras cunsicristalinas (aunque no se han agotado aun todas
sus posibilidades [17)), sin embargo nos provee de todas aquellas
que lnteresan desde e}l punto de vista fislco. Lo adoptamos con la
intencién de aprovechar el hecho de que buena parte del Interés
tedtrico se ha concenliudo en estructuras oblenidas por proyeccliédn
{9-18], ndemas de que permite oblener de una forma inmediata el
patréon de difracclion de Ins estructuras que genera.

El presente Lrabajo osta organizado de la siguiente manera:
En la primera parte tie presenta unn revision de las propiedades de
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las esiructuras cuasicristalinns asi como de los métodos mas
conoclidos pors cblenerins. En la segunda porte presentamos el
método de lo bundun desde un punto de viste general (para cualquier:
dimensién). El material presentado en estas dos partes esté basado
principalmete en los nr-l.(i)culos de D.Levine y J.Stelrhardt [23],
M.Duneau ¥y A.Kutz 1) y P.Kramer [10], sin embargo, el método de
la banda es prescnindo con un enfoque diferente que considera la
estructura no periodica como puntos ( denominada cuasired ) Y no
se utiliza el concepto de celda unn.m;-in.---Como resuitado de esto,
las demostraciones a las proposiciones 1,2 ¥y 3 de la parte 2
debleron hacerse denlro. de esile contexto. - -

En la parte 3 se presenta nuestra solucion al problema de la
seleccién de los punlos que deben proyectarse y, en la dltima
parte, varios ejemplos de cussicristales obtenidos usando nuestro
criterio son presentndos y discutldos,

Los waspectos generales del método simplex de programaclién

lineal y de la materiz inversa generellzada se presentan al final

en forma de apendlces.



1
REVISION GENERAL

1.1.INTRODUCE10N. o
En 1884 Shelchmun,Blech,Gratlus y Cahn {18] reportaron una fase
metalica obtenida por el enfriamiento rapldo de una aleacién de
Al_BB Hn‘“. El patron de difraccién de esta fase mostraba una
simetria de tipo lcosSaedral, cuya presencia en el cristal esta
prohibida. Subemos que las reoteclones por 2W/n sobre un ele gque
pase por un punto de la red ¥ que sean operaclones de simetria
estan limitudas,debldo a la periodicidad de la red,a n=1,2,3,4 6 6
el caso n=5 da lugar a una rotaciétn Incompatible con ia simetria
traslacionnl de la red, el lcosaedro es un polledro que tiene un
eje de simetria 5, de naqui que la contradiceclén es clara.

° En yn intento por entendet y describir la estructura de estos
materiales sc elaboraron una gran cantidad de trabajos teéricos
discutiendo modeles alternativos para las fases lcosaédricas.
Algunos Iintentan explicar Ius observaclones experimentales en
terminos de la cristalogrnfin clasica (maclaje miltiple, grandes
celdas unitarins o una combinncion de los dos [20]1). Un enfogque
alterno introduce Jon nocion de una nueva clase de estructura
gtbmica ordonndin Quo puade tepresenlar unn nueva fase solida de la
naturalezn  (trendicionalnonte sabemos que existen dos tipos de

fases solldns: eristnlina y amorfnd. Lo nueva estructura, al igual
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que un cristul, tlene orden traslacions] y orden orientacional de
largo alcance. Sin emborge ¢l orden trasiacional no es periédico y
la esiruclurn no tiene simotria rotaclonnl puntual. La nueve
estructura os cungiperiddica, una clase blen definida de orden
traslacional, Dude gque jas nuevas estructures tienen muchas de las
propledades de un cristal, <¢on la excepcién de gue son
cuasiperiodicas en lugar de perlédicas, se les llamd cristales

cuasiperiddicos ©, por brevedad, cuasicristales.

El primer problema que se tuvo que resolver al adoptar este

" ultimo enfogque fué el de elaborar un método que permitiera
construlr tales estructuras. Los primeros esfuerzos se orlentaron
en trator de construlr una estructura cuasiperiédica con orden
orientaclonal icosnddrico, sin embargo habia el prejulcio que tal
estructura podia no existir ya que los lcosaedros no pueden
empagquetarse cristalogralficamente (no podemes llenar el espaclo
peritdicamente y sin dejor huecos con lcosaedros); la frustracién
geométrica lnducida ml exiglr orden icosaédrico pedria limitar el
rango en que existiria tal orden.

Del analisis de los ndoquinedos no periddicos descublertos
por el matematico ingles R.Penrose {5) surglé la posibllidad de
que tales problemns podrian  ser resueltos, ya gque tales
adoquinndos tlonen un orden orientacional pentagonal de largo
alcance, nunque lox  pentagonos tampoco  pueden  empaquetar
cristalograficamente, S¢ procedlo entonces a construir y analizar

un analogo Ltridimenuitonn! con simetria lcosnédrica. En el proceso
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se descubrle que Jos adogquinitdos de Penrose (y su analogo
icosaédrico) no solo tiench orden orientecional de largo alcance,
también tlenen orden trasinclionnl cuasiperldédico de large alcance .
_ Son, efectivamente, ejemplos de cuasicristeales.

Si bien en lnrnctunlidad se han reporrtjndo cuasicristales con
simetria icosncdrica, dodecugonul [21] y decagonal [22] solamente,
se han elnborado técnicas matemuticas de sorprendente generalidad
que permiten construlr cuasicristales con cualguier simetria
orientacionnl.

Antes de presentar algunas de estas técnicas es convenlente
en este momento definlr y enunclar formalmente las propledades
basicas de los cuaslcristales, Adoptaremos, con este fin, las

ideas de D.levine y J.Stelnhurdt |23].

1.2.DEFINICION-Y PROPIEDADES DE LOS CUASICRISTALES,

Un. cuas?cristnl s¢ consiruye por la repeticién infinita en el
espacio de dos © maAs unidades estructurales distintas (ya sean
atomicas o moleculares), llamadas celdas unitarias, empaquetadas
en una estructura que ticne orden troslacional cuasiperiédico de
largo mlcnnce y orden orlentnclonnl de fargo alcance. En la figura
1 sé muestra un cjemplo en unn dimension (1D) construldo a partir
de dos. “celdas unitarias” de tumafios L y S respectivamente. Se

puestra tambien un ejoemplo en 2D, el famose adoquinado de Penrose;

las celdas unitarins son dos rombos, une con un angule agudo de

35%, ¥ el olio con unc de 727,



En este trabajo utilizaremos el téermine cuasicristal para
referirnoes yo sea & la estructura fisica (atémica o molecular)
correspondlente a8 upa decoracion atémica de las celdas unitarias e
la represcntecion matemallca en donde los atomos son reemplazados
por punlos. Usaremos también los términos adoqulnado
cuasiperiédico o empaquetnmiento cuaslperisdice para referirnos a

estas estructuras.

“
L 5 :
ws”
a b

} Figura 1. &).Cuasicristal en 1D formade por dos +celdas~ L y
S, b) = Adoguinado de Penrome formado por las dos celdas que me
suestiran en ls parte inferlor.

Las propicdades formales de los cuasleristales son las

sigulentes:

a). Orden orientmcional.- lLos fingulos de los enliaces entre atomos
vecinos (medidos con respecto n un conjunto fijo de ejes) tienen
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correlaciones de largo alcance ¥y estan orientadas, en promedio, en
la direcclean de un conjunto de vectores “estrella" que definen el
orden orlentnclonal. . +
b}. Separucién minima entre posiciones atomicas.- Existen
distancins r y R mayores Hue cero tales que la sgParacién entre
cualesquiera dos 6@tomos veclnos cercanos es mayor que r (el
conjunto es discreto) y lp distancis de cualgquier punto en el
espacio a] atomo mAs cercano es menor que R (condicién de
cobertura). ‘Lb colecclén de puntos que satisface -estas 'dos
propiedadi:s se conoce como sistema de Delaunay [241].

La scparacien minimon e una condiclon necesarla para que la
estructura pueda sor consirulda a partir de un numero finito de
celdas unitarias fundumeninles.

c). Orden traslacional cumsiperiddico.- Lla funcién densidad de
nasa dcl' cun?)lcrlstul es cuasiperiodica. Una funcién es
cuasiperiodicn s} pucde ser expresada como una suma de funciones
periédicns donde nl menos uno de los periodos es inconmensurable

con respecto n los demias.

Dado un cohjunto de celdas unitarias existen muchas formas de
empaque\.nrlﬁs ¥y obtener un cuasicristal con diferente simetria
orlentacional . ¥y cuasipericdicidad. Dados dos de estos
empaquetamlentos de celdas unitarias podemos ceer en alguno de los
sigulentes casos:

n). Uho de cllos en nimplemente una trnslacién del otro, en
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tal caso decimos  que los cuasicristales obtenlidos son
equivalentes.

b). Los empagquelamiontos pueden ser completamente diferented
en todas las escalas ¥y contener diferentes configuraciones de
celdasb En dos dimenslones este caso es muy facil de distinguir
visualmente.

c). Es poslible que los empagquetamientos difieran en su
estructura glebal pero scan indistinguibles en base a cualguier
regitn Tinlta que contengon, esto es, cualquier region finita en

un empaguetamicnto coxiste tamblén en algun lugar del otro. Dos

empaquetamientos relacionndos en esta forma se dice que son .-

localmente isomorfos.
El concepto de isomorfismo local fué primeramente introducido

por Conwny [25]. La definicion precisa es como sigue:

Dos cuasicristales son localmente isomorfos si y sole si dado
cualquier punto P en uno de ellos y cualquier distancia finita d,
existe una traslacion pura de]l otro tal que podamos hacer que

ambos cointldan dentro de uno esfera de dlametrc d centrada en P.

Acorde a esta definiclon dos cuasicristales no son localmente
isomorfos si existe unn region finita en uno que no pueda
epcontrarse en el olro. Asi, ¢l conjunto de todos los posibles
empaguetumicntos (con &imelria orientacional y cuasiperiodicidad
dadas) pucde sar dividido en clases de isomorfismo local (IL); dos
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cuasicrisiales estén en )a misma clase IL si y solo Si son
lecalmente lsomorfos.

El concepto de isomorfismo local es importante dadlas sus*
inplicaciones‘flslcas. En porticular, dos cuesicristales tlienen el
mismo pairén de difraccion s y solé s! estan en la misma clﬁse IL
[17). Dos cuonsicristales en dlstintas cleses IL tlenen patrones de
difraccién con plcos de Bragg en las mismas posicliones pero con
diferentes intenslidades. Ilntultivamente .se espera que dos
cuasicristales 1L tengan cl mismo patrétn de difraccién pués son

localmente equivalentes. Por otro lado, dos cuasicristales en

diferentes clases IL tienen diferente energia libre [268). -

1.3, CONSTRUCCION DE ENPAQUETAMIENTOS CUASICRISTALINGOS.

Se han desarrollade varios motodos para construlr empaquetamlentos
cuasicristolinos de '_celdxas unitarias. Es importante, con el fin de
apreciar sus ventalas relalivas, hacer una revisién de estas
técnicas.

El metodo de 1las reglas de union y deflacion [5,29] es la
técnica usado  originalmente por Penrose para generar sus
adoquinados. Las peglas de unlén determinan come dos celdas
unitarias punden unirse y son disefiadas de manera que las celdas
sean forzadns n empaguatarse con una clerta simetria
orientacionnl. Una regln de deflaclén es una transformacién de
autosimilitud por la que clnda celda unitaria puede ser
subdividida on plesas que al agruparse forman un nueve
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empaquetamienlo cuasicristnline con las mismas celdas unitarias
solo que escolndns por un foclor constenie. Asi, dade un pequefio
empaquetamiento (consiruldo con uno regle de unién) este puede setr
“"erecido” aplicundo suceslvamente un proceso de deflacién.

Este mélodo produce solo una clase lL, que se denomina clase
de isomorfismo local de Penrose (ILP), puesto que los adoquinados
de Penrose son clemplos de In clase ILP para el case de simetria
pentegonal. Esta técnlcan ha sido extendida también a 3D para
cuasicristales lcosnédricos.

El método de proyeccidén desarrollndo simultdneamente por
V.Elser [2], Knlugin ¥ otros (3] y Duneanu y Katz {1]), obtiene los
vértices de un ompaquetamiento cuasicristalino proyectando puntos
de una red periéddica de dimension mayor ({recuentemente SD o 6D).
- Dependiendo de la simetria orlentacional se ellge un hiperplanc de
proyeccion (correspondiente al espacio resl) y todos los puntors
que caen dentro de una  banda cspecinl son  proyectados
ortogonalmente sobre este hiperplano. El hiperplanc y la banda
deben ser especlulmentle elegidos pare que los puntos proyectados
produzcan un cohjunte completo de vértices correspondientes a un
empagquetanlento cuasicrisinllne de celdas uniterias.

Este m2tlodo es paderoso porque incluye una forma elegante y
directa de cnlcular el patron de difraccion del empaquetamiento.
Sin embargo, ¢l melodo produce so0lo un conjunte restringido de
clases IL para una simetria dada,

Existe olro matodo de proyecelon eosencinlmente diferente al
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anterior, debldo s de Brul)n 115) y Kramer y Neri [4] ,1llamado
wetodo de muliimallms propone utilizar la proyecclén de una red
peritddice de dimenslén monyor para obtener una "N-malla", qdé
consiste en un conjunto de planos (o lineas, en 2D) separados
perlbdlcnmcate y normales o los N v?FLores estrella que definen la

simetria orientacionnl (en la figura 2 se muestra una 3-malla en

20). los vertices del empagquetamiento son obtenidos por una

transformacién “"dual" que asocla a cada regidn ablerta, formadas

por la intersecclon de planos de la N-malle, un punto {(figura 2);
los puntos oblenidos de esta manera son los wvértices del

empaquetamliento.

Figura a0 J-malls -n =D Torsada poer lineas igualmsnte
espaciadas normAles el vecLor eatrells {el,s2,e3) .Las
.reglones marcadas won elemplos de  las qQue we asociaran a

un  punto
en a8 transformacidn dual.

Es posible construlr una N-malla sin recurrir a proyecclones.

Este es In lden del método dual generalizado [68]l. Con éste método
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se pueden obtener, dada unha simetria orientecional, mas clases IL
que con cualquiera de los otros (incluyendo ml anterior, ya que el
método dual no se limlta & N-mallas perlédicas, se pueden c;:nstr-ulr
N-mallas cuasiperliédicas tamblén),

La N-malla se construye trazando plancs (o I‘ineﬂ. en 2D)

normales @& los vectores estrella que definen la simetria

orientacional. la separaclén entre planos de una direccién dada

esta en funciotn de una Sucesién {Xn} (N € I) que puede ser

peribdicl; o .i:uaslp'er—mdic;.m Lo; v'é;-ilces del empaquetamiento se

obtienen por una transformacién dual.

Con——Este —mbledo 66 “posiblé  construir empaguetamientos

- cuasicristalinos con simetria orlentacional arbitraria. la. t':;}nica

desventaja que presenta es gque, a diferencia de los métodos de

proyeccién, no &e conoce un método analitico directo para hallar

—elvpa-t.ron d'a difraccion del empaquetamiento resultante.
. o

13
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2 |
EL METODO DE LA BANDA. ' '

2.1.INTRODUCCION.
Desarrollado por Duncau y Kniz [1] se presenta como una varlante
del wétodo de proyeccion discutido en la seccién anterior.

En el métodec de In buanda sSe obtienen los vértices del
empagquetamiento cuasiperlodico proyectando puntos de una red
perlodica de dimensién muyor. El primer paso consiste en escoger
adecuadamente el hiperplanc de proyeccién (que. corresponde - al
espacio real} y los puntos que se proyectaran deben estar dentro
de la banda generada a)l desplazer el cubo unitario (en general se
trata de un hipercubo) de la red periédica sobre este hiperplano.

Sea L=I" 1la red perldadica de dimensién n generada por la :

base natural (e‘.ea.....cn) y sen

I = {J}-:‘xded | O<xJ<1 }

el cube unitaric {la figuran 38 muestra un ejemplo en 2D}, Sea
EcR® un subespnclio de dimensiéon p en donde se generard el
empaquetamionlo. Se supone que E no contiene puntos de L, excepto
el origen (denotareros por EnL=p a esta condiclén).

Sen S-E-o-l““ ia bunda ablerta generada al desplazar I‘rI a lo

14



lergo de E, esto es: Se{x+y | x€E y yel }. Los vértices del
empaquetamienio se obtienen de la proyecclén cortogonal (sobre E)
de todos los puntos que caen dentro de la banda S, est.o'es, que

cumplen la condicion Snlsd,

' 2\ e . L
a ©y LN v E
L=z E
-] [ ] 4 - ° [}
[] L] ] 4 [ [ L]
ry [ L] G (-] -]
r » - \ —e— ey C,
- © . [ L] L .
° L -] 1L . © ©
a

Figqura 3. a).red pericdica en 2D, bl.iraslacidn de la banda 5 por
el wector t.

: 0
Podemos considerar lma situacién mis general en que la banda

es desplazada por un vector curlqulera teE" ., entonces:
S"=E+l"n+t=5*t ¥ los correspondientes vértices del empaquetamiento
son obtenidos de la proyeccion del conjunto de puntos s'aL . "(En

la figura 3b se muestra un ejemplo en 2D).

2.2.PROPIEDADES DE 10S EMPAQUETAMIENTOS.

Nuestro inter®s ahorn es Investigar las propledades de 1las
estructuras oblenldas por este mtétodo. Es convenlente referirnos a
las propledades de Ing estructuras cuasicristalinas enumeradas en
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la seccion 1.2.
En lo sigulente consideraremos t=0. Por 01 y i representamos los
operadores de proyecclon de R" sobre E y et respectiva.meﬁte. Con
esto, la estructura obtenlda por proyeccién de los puntos (Snl)
ser& denotada par NM{SnL). 4

Proposiclidn 1.- El conjunto de puntos NM{SnL} es un sistema de
Delaunay.

Prucba.

1. Probaremos primcro que el conjinto W{SnlL) es discreto en E,

Sea £ uno de estos puntos, cntonces E=M(g) ge2”, construyamos

e-vecindad {y que son veértices del 'empaquetamlentt.)) ~son
proyeccl.ones de puntos que estan dentro de una regién R de la
banda obtenida al desplazar la secclédn transversal de la banda
(que corresponde a T {In}) sobre toda lé c-vgclndad. El numerc de
puntos N contenidos en R es proporcional a su volumen:

N = Volumen de R = Volumon de I'l‘l‘(l‘n) X Volumen de la e-veclndad
La c-vecindad es una p-esfera (p es la dimensién de E). Ahora,si
I es construida de manera que n"(e’) I = 1, entonces el
poliedro convexo II'I‘(I‘n) tione un diametro no mayor que 2, por lo
que su volumen es menpor o lgual al de una m-esfera de radio
unitario (m e©s )a dimension de El. esto es,m=n-p). Tomando en

cuenta que ¢l volumen de unn h-esfera de radio r es



nﬁza
n
Vn(r) = T{n/2} r
(Fr{n/2) es 1lan funclon Gumma de argumento m/2) y que la e-vecindad
L]
se encuentra en el hiperplano del empaquetamiento de dimensién p,

se tiene que:
» “-/2 “plz nl/2 TIp/2

- [ [ P
s
NeVE Tz b * Tipr2) © " w2y ©
De esta ultima expresion, tomando N=1 y m+p=n, podemos conclulr

que para

. rn2)ripr2)}"?
c = n’/2

n
tenemos solo un punto dentro de la g-vecindad (el centro), de aqui
qGue podemos trazar en E una vecindad de radlo ¢°/2 gue no -contenga -.
ningin punto £e€N(SnAL). Por tanto TI{Snl) es discreto.

11. La condicién de cobertura se pruede probar facilmente a
partir de la demostraclon anterlor, pués es sufliciente con trazar

una vecindad en E de radic R > c°/2 para encontrar al menos un

punto EeM(SnL).

La condicién (EnAL)=p Jjuega un papel importante en las
propiedades de simetria trasincional del empaquetamiento M{(SnL).
Fara estnblecer mis formalmente esta conclusién es necesario
primero conslderar una propledad lmportante de la proyeccién de
s'nL sobre E! qQue S¢ onuncin en la sigulente

Proposicidn 2,- S} (Enl)=p , SnlL esta en correspondencia
une a8 uUno coh su proyoecelon misAL).

Prucbn:

17



n . n
Sean g-‘glgle‘ y n-|!_:lm'e, [gl.m‘e Z) dos puntos de L
tales que Il""(g)-ﬂ""(-). entonces ITL(g-m)-D. Si g*=m entonces
(g-m)1 E* o blen (g-mle E, sin pérdida de generalidad podemos
tomar m=0 (el origen), cntonces T (g)=0 o blen geE, por tanto

(EnL)=e. v

Con este resultado en mente podemos formalizar la afirmaclién
inicial:

Proposicidn 3.~ S! (EnL)=2, el cmpaquetamiento I(SnL) es
no-perlédico.

prucba.

Supongamos que H(SnL) es )nvariante bajo una traslacién u;
u=T{E), €eZ". Puesto que el adoquinade proviene de una
transformncion lineml (una proyeccién) de los puntos (SnL),
entonces el conjunto- (SnAL)- dcbe ser lnvar_l"ant.eoba‘jo -el grupo-
unidimensional cie traslncién generado por £, Sea v una traslacién
que deja invariante (SAL) y secan €, ¥ §, €(Snl) dos puntos tales
que €‘+v = €, Ppuesto que (v Il E), entonces ﬂl(EI+v)=lT"(E2)
implica l'l"'(E‘)-ll'Lten) de donde results, por la proposiclén 2,

que (Enl)=o,

las propledndes de simotrin orlentacional de MSAL) estan
directamente rclaclonndns con la eleccion de la dimension n de la
red cdblca y del espacio E.

ASi, considoremus una red cublea Z° con un grupo espacial de
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simetria {T|C) donde T es &) grupo de Lraslacién y G es el grupo
puntual. Entonces G opern en I" alraveés de una representacleén
ortogonal D de dimensién n y G: 2" - 2°.

Ahora, ecscojomos un subgrupo H<G del) grupe puntual. Cualquier
representacion D de G nos proporciona una representdcién de H de
la misma dimension slmplemenle eliglendo aquellas matrices D que
son imigenes de elementos de H. Supongamos que esta representacién
(llamada subducida) se puede descomponer en la suma directa de dos
representaciones ortogonales l)l y l'J2 de dimensiones p y n-p
respectivamente:

H:D 2 D‘o D2
con lo que podemos descomponer R" como:
8 er™ R® L R"P

Por esta construccién, el subgrupo H de G actia en RP=E
(H:R" - K", y 1la estructura c'_abt.enlodn posee la simetria
orientacional asoclada con el subgrupo H.

Este tipo de construccién es aplicada por Xramer y N«ari1

€Y
a varios grupos H y lleva a esilructuras periddicas (en el caso en

que la-'acclion de H sobre F® soa cristalografica) y no periddicas

en RP,
1 .

Los aulorem obtisnen Tow enpagunianientos por el metodo de
maltipallas periodican. Gahler y Rhyner 1271 demostraron ia

eguivalencia dr eoute con #] metlwio e 1a banda,
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2. 3.SINGULARIDADES.

Una estructurn M(SnL) que posee e] grupo de simetria H se denomina
regular, en otro caso, la estructura es singular. Un caso especial
de estruyctura singular se oblliene cuando (EnlL)#*2 (el hiperplanc de
proyeccién contiene uno o mfas puntos de la red cubica) y se
denomina excepcionalmente singuler.

Las estructuras singulares son una degeneracién del caso
‘regular y poscen propledades caracteristicas; por ejemplo, pueden
presentar un centro de simetria rotaclonal (figuras 11,16,20,25) o
plancs de reflexioén (figuras 12,24) y, sl la estructura pertenece
a una clase 1LP, las reglans de unlén no se cumplen.

Es importunte notar que t=0 da lugar a‘. una estructura
excepcionalmenie singular, puts el hiperplano E contiene el origen
de R, y si eéste es el unlce punto que contiene, la estructura es
estrictamente no perlédica, por la proposicién 3. Si rrel hl{‘]):erplano
E esta orlentndo de manerp que ademas contiene una cadena infinita
de puntos en una clerta direccion (esto depende de las dimensiones
de R" y de E), la estructura resyltante sera periéddica solo en una
direccion. El caso extremo en que el hiperplano contiene .cadenas
infinitas de puntos en n direcclones diferentes da lugar a una
estructura estrictamente periodica (figura 1B).

Existen otra clase de singularidades que no estidn asociadas
con el cnso t=0 y que pueden visuallzarse mejor si recurrimos al
método de lns multimnllns periodicas menclonado en la secciéon 1.3.

Unn n=-malin Gn .en un espacio E de dimensién p, consisie en n
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arreglos de hlperplanos separados periddicamente y normales a n
veclores estrella {ll) i=1,...,n que definen la simetria
orlentacional. 5! la sepuracién entre planos se a.socié a unke
constante kel, G“ pucde escribirse como:
G, = { xeE | k.8, ~7,=k i i1=1,..,n, kl_fz }

El parametro 71 nos da la troslaclén del arreglo j-ésimo de
hiperplancs con respecto al origen. Estos parametros ¥, Juegan un
papel importante en les proplededes de] empaguetamiento obtenido
por dualizaclén de la p-malla; e] empaquetamlento es regular si T,
es tal que no exlisten puntos en E donde mas de p hiperpla.nds se
intersecten (p es )la dimensién de E), el caso extremo en el que 7,
es tal que n hiperplanos se intersecten en un punto se denomina
excepclonalmente singular, los otros casos son llamados simplemente
singulares,

Para a{.'larnr idemas, supongamos- que tenemos una 4-mpalla
excepcionalmc:nte singular en 2D (fig.4a., notese que en el origen
se cruzan 4 linoas) ésta se obtiene con 1'-0 +1=1,..,4. Podemos
trasladar un solo arreglo (p.eJ. wato . fig.4b) ¥y en el origen aun
se cruzan tres lincas por lo cual slgue siendo sing'ﬁlar aungue ya
no éxcepclonnl. A partir de nqul se pucde obtener una 4-malla
regular s! trasladnmos otro arreglo (p.el. vatol.de manera que
podemos oblener 3 difaerentes empaquetamientos: uno
excepclonnlmenite singular, uno singular y uno regular. |

La conexion entre el método de multimnllas periédicas y el

método de la banda pucde hncerse de la sigulente manera: lLa red
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periéddicn z" puede verse como los punios en los que se intersectan

N\
N1

X

‘ N

>\ N ]

o=y
\/o\
-~

A\ 2]

7

hY

AV

UK
A KN
CX SRR

<

/‘

N AN

Y

A X NN X VN

IMNA X X

|

A%V

7N
\_ 4

4%
NN

1
N2

(T RS
_‘SN TXTTTR \V’J’ Wr\/ N
a b
Figura.4 a).4-malla eucepeionslmente singular (7. =0 ,1=1,..,4),

r

<

n arreglos de hiperplanocs en R",denotaremos por A a este conjunto:
am{ weR" | x.e~-t =k ; 1=1,...n, keZ}

donde {e} es unu base ortonormal de Ry t, son las coordenadas
del origen de R". S} E es ¢l hiperplanc donde se obtendra el
adoquinade, la n-malla se identifice con la interseccién AnE [27]
y los parametros ¥, se identifican con les coordenadas t del
origen de " que a ®u vex purden nsoclarse al vector de traslacién
de E (o de la banda) pues podemos mantener los n arregleos A sin
trasliadar y on su lugnr teraslndar E.

Consl!deremos nuevancnie e] elemplo de la 4-malla; podemos
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tomar un arreglo de hiperplancs en ®' y con.tso obtenemos una
estructura excepclonul slngular pues en la 4-malla obtenida por
AnE se Llendran 4 lineas intersectando el orlgen. También'podemos
tomar un clerte te0 de mancera que solo 3 lineas intersecten el
origen ¥y obtener una estructure singular o, remc\'{%endo esta,
ultima, llegar a una cstructura regular.

En conclusidn, diferentes elecclones del vector t  de
traslacién de la bunda nos daréd lugar a empaquetamientos ya sea
regulares, singulares o exccpelonalmente singulares (t=0). En la

parte 4 se mostraran algunos cjemplos de eslos casos.

2.4.COMENTARIOS,
Un algorlitme computacional que utllice el métud&l:'o de la banda para
generar porciones de empaquetamlientos cussiperiédicos se enfrenta
al problema de_'_ in s(;:lecclbn de los puntos tales que stnleo + los
puntos que cacn dentro de la banda. Es posible utilizar un
analisis geométirlco {28) que es vAlido solo cuando la dimensién de
E' es menor o igual a 3 y, ndemas, es diferonte para cada simetria
deseada, lo cual lo hace inndecundo en muchas circunstancias.

En la parte sigulente presentames un criterio completamente

general para selecclonar esos puntos, en el sentido de que es

valido para cualquier dimehsion n de L y p de E, slempre que n>p.
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3
CRITERIO PARA LA SELECCION DE PUNTOS '

3.1.PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. -
Conslderemos el problema general en que la banda es desplazada por

un vector teE' . Dadas W y m los vectores base {ei.ez...,en}
proyectan en ej-n(ej) Y e:-\‘l"'[ej) donde j=1,2,..,n,
Dado que estamos desplazando la banda por el vector t,el cubo

unitario es tamblén desplazado:

n
t
[ =T +t=4fxe

+t|0<x<1.tez"}
yoy $d 3

wd T (x

+ t e l0<x<1.tEE"}
RO M It )

0

La proyeqcitm sobre E"' de todos los puntos que caen dentro de
la bande es Justamente la proyeccion rl"'ll‘:} {1). Asi, decimos
que un punto cae dentro de la bande s* 51 su proyeccién sobre E
cae de;'ltru de la proyeccion de l‘:.

La proyecclon de !‘: sobre E* es:
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Y - § [:n‘tmu]
- " et ly=y o7 ) -
)

= [ lT"x)+t. ]e D<x <1 ‘ )
Y .

son las componentes

donde se Lomé en cuenie que ll"'(t)-t; Y "t,

de la mairiz de proyaccion .

Sea t,g’ej (gJEI) un punto cualquiera en L. Su

proyecclon sobre E' es:

n
Tig) = T [}:u ]
fw] M=y} L j '
(2)
-4
= Lgse

donde g‘ J.;“‘:,B_‘ . Con esto, ge S' si W (g) esta dentro del

poliedro convexo generndo port la proyeccién del cubo unitarilo

ll"’(!‘:“}. lo cuml se cumple &1 €] sistema
ot T gt
[J_‘ wy vt ]el = L. (3)

tiene soluclion para 0<x’<l.

El sistema (3) puede también escribirse como:

L [,%‘m‘;:"'s) ]e‘ = T g - t)e,

J=1 1=}
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o en {orma matricial como:

™ xe=gh-t 0<x <1 (3)
4.7 4 L 1
donde (g} '(81'82""'8n) son las componentes de la proyecclén
de g sobre E“'. y tT-(L‘.Lz.....tn) es el vector de traslacién de

la banda. Por X, entendemos & la matriz transpuesta de X.
(94
Pe esta manera, cl problema de selecclonar los puntos que
estan dentro de la banda se reduce a verificar la factibilidad del

sistema (3) para xle(O.I).

3.2.APLICACION DEL METODO SIMPLEX.
la factlibilidad del sisteen (3) puede ser detectada usando el
método -simplex de programuclién lineal (aptndice A), por lo cual
debemos llevar el problema a la forma A. 2.

La restricclén O<x <1 la podemos reemplazar por una condiclén

|
de no negatividad s! Iintroducimos un conjunto de variables no

v
negativas (xml.xma.....xan}. Es claro que la restriccién D<xj<1
se cumple sl: . X * x =} J=1.2,..,n

J ne)
con 1o que el problema es ahora verificar sl el sistema

0o n n
):[):mfx)]e.- T (g -te
ma Ly 434 T 1

(a)

xl*an- 1 1=1.2,...,n

es factible para xltﬂ. Escrite en componentes:



17 ] nn b
xt * xno'l s
X +. o xm2
\ x X, = 1
y en forma matricial pucde ser escrito como: - ‘
Axwbd T

con thO y donde

art) (o)
()

A=

'br=(g:— "1'8:' ta""‘s:_ t“.l.l.....ll. 0 es la matriz con todos
s5us elementos iguales a cero ¥y | es le matrlz unitaria estandar.
Por ultl-o; para completar el esquema del problema de
_progra_mncibn lineal construlremos una funcién objetivo gque debera
ser minimizada; para ello adicionamos en (4) un nuevo conjunto de

R AR que, Ccomo veremos mas

variables no negativas (z‘.z 2n

2
adelante, no afectaran nuestro problema original, y definimes 1la
funcién:

fiz) = AR RS (5)

de maneora que lenemos ahora un sistema de 2n ecuaciones con 4n
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inpcégnitas:

Ax+ZIm=D T '-".'(B)

xjto ' zJED 1-1.2.....25._ ST ‘ -
donde:
z, .
l= z Q
.zan

con lo que hemos llegodo al planteamiento deseade del problema:
encontrar, de entre todas las posibles soluclones nce negativas de
(6) aquella que haga minima la funcién obletivo (5).

Es imporiante notar que s}l entre las soluciones de (6) existe
una para la que la funcién objetivo alcance el minime en f(z)=0,
deﬁldo a la no negatividad de las variables z.‘. esto implica que
zi=zz=...=;:2n-0 con lo que, ponlendo Z=0 cn (B), llegamos a que el
sistems ariglinal (4) tiene soluclones no negativas o bien, que el
sistema (3) es fuctible para 0<xj<1.

Conclulmos entonces que un punto cualqulera gel esta dentro
de la banda S* s! al minimizar (5) suleto a (6) nos encontramos
con ¢ue el minimo se mlcanze en f(x)=0.

Mediante el uso del metlodo simplex la fact.ibilidad de (3)
puede deteclarse de una manera concluyente y general, pués la
dimensién de L puede ser cualqulera. En el siguiente apartado
presentamos unn manera anlternativa de abordar este mismo problema
usando lo que &s¢ denominn matriz inversa generalizada o matriz

inversa de I'onroso=Moore (npandice B). Este método presenta 1la
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desveniejn de no ser concluyenle en algunos casos, sin embargo al
utilizarse Junto con el mélodo simplex nos permite reducir en

forma considerable el ticmpo de ejecuciodon del programa. ‘ '

3.3.APLICACION DE LA MATRIZ INVERSA GENERALIZADA.
REg?'esemos 8] problema original: determinar la factibilidad del
slstema
mx =g -t (7

(ecuacién 3) pafa 0<xj<1.

La matriz inversa generallzada nos da la solucién de (7) que
hace minima II)'(ﬂ2 (apéndice B). Para hacer uso de ésta propledad es
preciso escribir en forma mas simétrica- la restriccién 0<xJ<1.

. con lo que la restriccion 0<x§1 se escribe ahora

come |y |< 2 Sustituyends en (7) Se obtiene:

n n l n 1
’:_;‘[E‘nj’wf 4 ]e‘ - gt
o bien:
n n h
1
‘}-:‘ [,i:‘“':lvj ]e' - Igldlel IY_‘I< =

donde d‘-((g‘- i)*-tli . En forma matricial queda:
Ty=a 8

donde 4'w [(8"‘ %)‘-t‘. (32- %—)"-lz. ey (ah-th)*—tn].

IR
ly,|<;.

con j=1,2,....Nn
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De la ecuacién B.2 (apendice B), tenemos que la soluclién de
(_B) es:

y = ()% (91

donde (1‘|‘L)+ es ln matriz inversa generalizada de lTL.Poniendo
(m)*=* (ecuncién B.3), se cobtlene:
y=ma (10)

la condlclon ly,l< % que requerimos de {10) nos permite

-formular las sigulentes concluslones:

1
1. Si lyllC 2 Y )+ la solucién es aceptable: el punto g

esta dentro de la banda.

n
11. St j:_:J;,;Jl""n "-' el punto no estd dentro de la banda

puesto que la Inversa generalizada nos da el valor minimo de

1vec=y |yJ|2, 51 este valor es mayor que %. al menos para alguna )

1
se tiene lyjP E-

2, B 1
111. si 3!:;“’3‘ < ¢ ¥ para alguna j se tiene ij|.> S wno

que se sale del range.

podemos formular conclusion alguna,

La aplicucion de lo matrlz inversa generalizada nos permite
aceptar o rochazer muchos puntos en formo directa sin embargo, como
ya menclionumos, ticine lu desventada de po ser concluyente en
algunos casos: nquellos Que caen en la categoria II11.

lLn matriz inversa generalizada puede ser utilizada como un
test primario, nguellos punlos que calgan en la Ultima categoriae

deben ser anallsandos por el melodo simplex.
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4
APLICACIONES .

'El criterio propucsto en vl cnpitule anterior para seleccionar los
0 .

puntos (SnL) es utlllendo pora generar porclones de adoguinados

cuasiperitdicos por compulndora. Se presentan en esta parte los

resultados obtenidos en 2 y 3 dimenslones.

4.1.ESTRUCTURAS CUASICRISTALINAS EN 2D.

Describiremos en esta secclén como aplicar el método de la banda..

para obtener estructuras cuesicristalinas en el plano.. En
particular sec dilscuten los casos de simetria orientaclional
pentagonal (adoquinados de Penrose), hexagonal y heptegonal. Por
simpliclidad representaremos 1la simetria por n que indica una

rotacién por 20/n,

4.1.1. n=5 (adoguinmndo de Penrose)

El primer elemplc de un ndogulnade no peritdice fué dado .por
R.Penrcse [5] en 1974. Este consiste de dos rombos; uno con un
angulo agudo de 20/5 y el otre con uno de 20/10. Las lineas que
unen Jos veértices de la cestructura tienen orientaciones que

difieren eon miltiplos de 201/5, de munera que la simetria

orientacional esta definida por un conjunto de vectores estrella
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que sefialan los vértices de un pentidgono regular, Esto sugiere la
aplicacion del método de o bandu en IG de munera que los vectores
ﬂ(e‘)=e‘ (i=1,..,8 , MR - ®% ) sehulen los vértices de un
pentagono regular.

Nuestra propuesin pucde confirmafse haclendo usc de la teoria
de grupos slgulendo el esquema delineado en el capitulo anterior.

El adoquinado de Penrose se asocia con el grupo ciclico C(5)
de orden 5§ que es generado por la operamcion de rotacién por un

angulo de 2N/5. Enseguldun, consideremos cl grupc hiperoctaedral

Q{5) que consiste de Lodas los permutaciones (5!) y todas las
reflexlones (2°) de 5 vectores ortonormales, Puede probarse'—lque
C(5)<0(5) lo que permite obtener una representacidn p'®? de C{5),
subducida de la representoclion D de §(5),que puede descomponerse

en una suma directe de 3 representaciones ortogonales de

i

. (1} (Y] (C}) (=)
dimensiones 2,2 ¥ 1: o D > D‘ ® D= ® D3

con lo que Rs se¢ descompone ©n 3 espacios ortogonales:
RaReror

uno de los cuamles corresponde al plano del adequinade y queda

£1jado:- al construlr la watrlz del operador de proyeccién.. .

Proposicién 4. Los elcementos de matriz del operador de proyeccisén

LR + K estan determinados por los produclos escalares de los

vectores bLuse proycctados, esto es:

:'Una expomicidn detallada y  clara  de  wvale

revisidn del mhtodo e willisal las periddicas
la refeorencia 1140},

proceso asl come uns
puede enconlrarse en
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n‘,‘ 6'.6’ 1-;,“0--0“ (11]

Prueba:

Sabemos que los vectores base {e } dec R" proyectan {en R"} en

la dirececién de un conjunlo de veclores estrells {ei}conoéido. La

componente l-ésima de estu proyecclon es: “uefe: tomando el

producto escalar con eJ en ambos lados,se Liene:

I'I‘.‘-e‘.v.-.-l|

podemos escribir e’-efet donde EJEE. L“:'EE"' , R = E o E, por
tanto:
1
n, el.(ej-re’) - n=e.e

con lo ¢gue concluye la demostraclén. Podemos lgualmente llegar a

que H‘:’-e:‘.e, y s}, por olra parte tomamos en cuenta que :.
1 i
e‘.ei - Bu - (e|+e‘).e) = e‘.e;e‘.e

concluimos que: 6” - lr:“j + “U'

De esta manera, para n=S y e‘ sefialande los vértices de un

pentagono, se obtlene:

22~ - 1]
}‘;2 %-T-t
negls 2 2 lox ¥ =1-0
-T -'l:i 2?;
L%-r -152‘

donde T = }_(1-&5"2).
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En la figurn 5 se muesira el adogquinado original de Penrose,

en las {iguras B-10 se muestiran adoquinados de la clase ILP

obtenidos mediante traslaciones de la banda por el vector teEr.

En lms figurns 11 ¥y 12 se muestran los vértices de los casos

excepcionalmente ginguiar {t=0) y singular.

4.1.2 n=7

Como segundo ejemplo se muesira como oblener una estructura con

ejes de simetria heplagonal. Las roteaclones por 20/7 son fno

cristalograficas de mancra que el sdogulinado obtenido es no

periddico.
La simetria orientacional del sdoguinado esta definida por un
con;junto de vectores estrella gque sefinlan los vértices de un

heptégono reguler. Asoclamos este estructura con el grupe ciclice

C(T) d? orden 7 que es un subgrupo del grupe hiperoctaedral R{7)
: 3
que consiste de 7! permutnciones y 2’ reflexiones de 7 vectores

ortonormales.

Siguiendo el esquemn ya menclonado, se construye una
representacién D'® do C(7), subducida de la ‘representacién D de
0(7), que se descoppone en una suma directa de 4 representaciones;
tres de dimension 2 y unn de dimenslén }:

lm) ta) (m) Llm) {w)

) -'D' c»D__1 oba OD‘

-
con lo gque R se descompone en:

FaR ek eR oK
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siends elgunoc de los R el pluno E del adoquinado.
La malriz de proyeccion H:RT -3 IR2 se obtlene pediante la
ecuacioén {11}, Lomando on cucnta que la proyecclédn de los vectores

base de R sefnlun los vértices de un heptagono regular,

resultando:
- -
1 r r, r, r, r,-r,
r, 1 r r, T T3 By
T, L 1 r, T, T, T,
“'% r, T, 7y ¥ Ry T, Ty To=1-m

donde rn-cos(znn/?).
las figuras 13-15 muestran tres adoquinados regulares -de
diferente clage [L. La figura 16 nmuestra los vértices del caso

excepcionanlmente singular.

4.1.3. naB

Un analisis scmejante es apllicado para oblener un adoquinado con
simetria octngonnl, wedinnle la proyecclon n:R* 5 &  de manera
que la proyeccion de los vector;:s base de R y sus componentes

negativas “(tc‘)-te‘ scfialen los vértjces de un octdgono
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regular,

La Tlgurn 17 muestra el caso regular. Observese que 1la
estructura consisle de dos celdas unitarlas: un cuadrade y un
rombo., F.P.M Beenker [29] genera esta mlsma clese de estructuras
mediante reglas de uglbn ¥ deflacion y propone, a la vez, una

teoria algebralea para su interpretaclén,

FIGURA 17. Adoquinado regular con simeirls octagonal.

4.1.4..n=3 (estructura periddica)

En este caso ln estructura se obtiene mediante la proyeccién
I: -8 con la condicion de que la proyecclién de los vectores base
de R° sefinlen los vértices de un triangule equilatero.

De )a matriz de proycccion:
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2-1 -17 ' i
n-lqa-:} ™ ed -1

-1. -1 2
T
podemos verificar que la diogonal de rR> generada por (t,t,t) es
ortogonal ml planc de proyecclién gque, en cox:secuencln. es X+y+z=0.
Es clarc gque este plano conticne un nimero infinito de puntos de ©
13. de aqui que la estructura obtenida es estrictamente periédica
(figura 18), como ®e esperaba =ml tratarse de una slmetria

cristalografica.

FICURA 18. Emtructura periddica con siswmtrfa n=3.

4.2.ESTRUCTURAS CUASICRISTALINAS EN 3D,
_El anAlogo en tres dimensiones de los adoquinados de Fenrose lo

constituyen los em;mquct.nmlcnl.c:s'con simelrin lcosaedral. El grupo



jcosaedral 1(5) es el grupo de las simetrias rotecionales de un
icosaedro regular, tlene orden B0 y es l1somorfo al grupo de
permutaciones pares de 5 objetos A(S) (en la mayor parte de la
literaturn se denota como A(S5) al grupo icosaedral}. Como
mencionamos en la primera parie, el grupo jicosaedral no es
compatible en R? con im simeiria traslaclonal. Nuestro objetivo eg
mostrar comoe aplicar el mélodo de la banda para generar tales
estructuras.

la a;.:roxlmncidn whs sencilla involucra Z% de tal .forma que la
proyecclén de los vectores base (y sus negativos) de ®® sefinlen
los 12 vertices de un jcosaedro regular. Sin embargo-esta-no-es-la:
unica estructura asociada con el grupe lcosaedral como lo demostré
P.Xramer (9] (vense tamblen 114]) aplicando el siguiente
razonamlento:

Dado ¢! grupe A(S) nuestro principal interés es conocer N tal
que A(5)<Q(N), puts esto nos ipndica que debemos proyectar de y o
Esto se ls‘.agr‘im3 escogiendo un subgrupo L<A(S5) cuya representacién
unidimensional esté contenida en la representaciéon de A{5). Una
vez gque se tlene el subgrupo 1 podemos construir una
representncion de A(S) partiendo de la representacién de L, esta
representacion {}lmmnda inducida) tiene dimensién N = IA(S)]

L]
(donde |G| s @] orden del grupo G) y nos peraite establecer la

3Por ser  wan inmediatlo ®n 20, e¢ Teservwd hasta este momento la

discumbdén.
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cadena L < A(5) < Q(N) con N = ]—A—E%:-l

En la referencia (4] los autores toman L=C(5), el grupo
ciclico de orden S, lo que los lleva a una representacion de A{5)
de dimensién N=G0/5=12, por lo que se tiene: C{5) < A(S) < Q(12)
y se deduce que se debe proyectar de 112_ Sin ’embarge podemos
tomar lL=D{(m) con m=5,3,2 (9,14}, donde D(m) es el grupo
diédrico de orden am que es el grupo de simetrias de un poligono
regular de m lIndos.

la representaoclién de D(m) induce-representaclones de A(S) de
1AL5)]_ 60

dimensién N = W 5 6,10,15 ¥ podemos establecer la
cadena: Dim) < A(S) < Q(N) N=G, 10, 15.

Por lo que se tlenen 3 diferentes empaquetamlentos asoclados .al

10

grupo lcosanedral proyectando de 26. Iy y 4 respectivamente, Las

matrices de proyecclon son construidas de manera que los vectores
base de cnda unoc de esos espneior; prc;secl.en en, respectivamente,
un lcosmedro, un dodecaedro y un icosidodecaedro. El namero de
celdas elemcntales que constituyen la estructura son, para cada
caso, 2 (el equivalente al adoquinadc de Penrose). 5 y 14.

Se presentan, a mancra de ejemplo, las estructuras obtenidas
aplicando nuestro eriterlio parn los casos r o y z'° a aplicacién

a z‘s es tnmbién inmediain).

4.2.1. N6

La matriz de proyecclon e + K se construye de manera que
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3el=m:e‘) { {e‘} es 1o buase de R® ) sefinlen los vértices de un
lcosaedro regular.

La proyecclon de los vértices del cmpnquotamliente resultante
ha sido calculads en plunos perpendiculores a los ejes de simetria
(n).5, {(b).3 y {c).2, para e)l caso regular (figura 19) y para el
casg excepcionalmente singular (figura 20).

Se pueden obiener algunos de los polledros asoclados a esta
estructura al hacer un analisis por cepas del empaquetamiento. Se
muestran las 6 primeras capas de la estructura regular (figura 21)
y de la excepclonalmenie slngular (figura 22).

Es interesante notar que en ninguno de los dos casos se sigue
en general un procesc de duallzoclén, esto es, que a cada vértice
de une capa le corresponda una cera en la sigulente. También
podemos observar que 1las capas 3 y 5 del caso regular son
peoliedros no regulares que no tlenen simetrim 5 como los demas,-
esta es una propledad de estos empaquetamientos y puede predecirse
desde 1lm figura 1B en la que se observan puntos (marcados en
negro) gque violan localmente la simetria 5. Une  discusién
detallads de esta situascién puede encontrarse en la ref.[11]

secc. 7.

4.2.2. K210

3

La proyccclon R 4 R es tal que la base de z'° (y sus

negativos} proyecias en la direcclon de Jos vértlces de un
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dodecaedro regular.

En las flgurns 23 , 24 y 25 se muestra la proyeccién de los
vértices del empnguetamiento en un planoc perpendicular a los elss
{a).5, (b).3, (c).2 de slmetria, para los casos: regular (fig.23)
singular (£1g.24) ¥ excepclonnlmente singular (f13.2515

S! sc¢ compara la proyeccion que presenta simetria 5 de)] caso
singular (fig.24a) con su equlvalente singular en 2D (fig.12) se
observa que anbos prescntan un plano de reflexién. En el caso de'

3D este plano tamblén sc presenta ¢n la proyeccién con simetria 3

{fig.24 b).
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FIC.S. Adoqulnado original de Penrose. )









12. Singular

+0,0,0)

t=(.083,~.

t=0

11. Excepcicnaiments s ngular



13, t=(.1,.1,.1,.1,.1,.1,.1)

14. t=[.2..2,‘.2,.2..2.-2..2)

FI1GS. 13-18. Adoquinados con slmetria 7 para diferenten wactoren de
traslacién de is banda. ’ ; .
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FlG.21. De

a-f se wmuestran las seis primeras capas

del empaquetamiento regul ar "1comdedrico. Podamas

icossedro (a),

un icosldodecsedro (b y )} y un dodecsadro {d}.

{en ese
ideantificar

orden)
un



FIG.ZZ; De a-f =8 mwmuestran lam sels primeras capas (en ese orden)
del empaquatamiente icomaddrico excepcionalments singular. :
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CONCLUSIONES

El criteric que presentamos para selecclonar los puntos gque
deben proyectarse es completamente general en el sentido de que
nos permite proyectar puntos dentro de una banda en un espacio
euclideano arbitrario a cualquier subespaclc de este.

Se mostré que nuestro criterio reproduce los casos conoclidoes,
como los adoqulinados de Penrose en 2D y en 3D. El algoritmo es
capaz de generar facllmente estructuras que por otros métodos
requieren de calculos muy cumplicados,_ como son, el adoquinado de
Penrose con simetria 7 en 2D y la estructura en 3D asociada con el
grupo Icosaedral obtenida proyectando puntos de una red cublca de
dimensioéon 10. -

La Unica limitacldén que se tiene es el tlempo de ejecucidn
del programa debido a la estructura misma del método simplex que
al moverse de un punto basico factible (Apéndice A) a otro mejor
realiza una eliminacién de tipo Gauss-Jordan, ¥y el namero de
puntos basicos factibles que se tlienen que considerar antes de
llegar al 6ptimo es no predecible y' puede ir, en promedio, de 10 a
mas de un millar en algunos casos extremos. La aplicacién de la
matriz Inversa Generallzada nos permitié evitar el uso del métede
simplex en muchos casos y la ventaja de esto, en cuante a tiempo

de calculo se reflere, puede apreciarse en la tabla 1. Los
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casos gque se presentan en esta tabla se obtienen de analizar
puntes con coordenadas cuyos valores son comblnacliones de 1,-1 ¥y

o, Se usd una computadora VAX-11l para generar las estructuras,

° 5> ®? ° > R° z° 5 g3

({regular) {regular) (regular)
Puntos anallizadoes 243 729 59049
Puntos proyectados 16 201 668
Tiempo de CPU sin la No se
inversa generalizada. im 2s 18m 16g calculé
Tiempo de CPU con 1la _
inversa generalizada. 4s 3m 2s 3h 58m 4s

' Puntos analizados por
el método simplex en 10 210 5040
este dltimo caso.

Tabla 1. Tiempos de calculo para 1la generaclion de diferentes

estructuras no periodicas. ( hzhora, w=minuto, s=segundc).

De la tabla 1 puede deducirse la utilidad de usar la prueba

de la inversa generallizada que, aunque varia de un caso a otro,

reduce considerablemente el tiempo de célculo. No fué posible

hacer wuna comparacién con otros métodos pués no tenemos

conocimiento de un algoritmo con estas caracteristicas, y para los
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algoritmos gue trabajan con cascs particulares no contamos con los
datos necesarios para hacer una comparacion.

De la tabla podemos observar tamblén gue el nimero de puntos
que se encuentranh en un clerto intervale de analisis crece
considerablemente con la dimensién de la red ciblea, por ejemplo,
van de 729 en 3D, 59 049 en 10D a2 14 348 807 en 15D, 1lo cual
conduce a un aumento considerable del tiempo de caAlculc. Esta
sltuacidn podria remediarse por medio de un perfeccionamiento del
pf'ograma creando un criteric que nos permita saber cuando nos
estamos alejando de la banda y desechar todos los puntos que
siguen en esa direccién, de esta manera ne seria necesario
analizar todos los puntos de un int;ervalo dado sino solo aquelloes
gue se encuentran alrededor de la banda. También es posible
implementar en el algoritmo el proceso de inflacién o deflacion
(para los casos en gque esto sea posible) de manera que, si

generamos una estructura muy pequefia, esta puede ser crecida

usando este proceso,
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CONCLUSIONES

El criterio que presentamos para selecclonar los puntos que
deben proyectarse es completamente general en el sentido de que
nos permite proyectar puntos dentro de una banda en un espaclo
euclideano arbitrario a cualquier subespacio de este.

Se mostrd que nuestro criteric reproduce los casos conocidos,
como los adoquinados de Penrose en 2D y en 3D. El algoritmo es
capaz de generar facilmente estructuras que por otros métodos
requieren de calculos muy complicados{ como son, el adoquinado de
Fenrose con simetria 7 en 20 y la estructura en 3D asociada con el
grupe icosaedral obtenida proyectandeo puntos de una red cidbica de
dimensién 10. '

La unica limitaclén que se tlene es el tiempo de ejecucién
del programa debido a la estructuEa misma del método simplex que
al moverse de un punto basico factible (Apéndice A) a otro mejor
realiza una eliminacién de tipe Gauss-Jordan, y el niamero de
puntos basjicos factibles que se tienen que conslderar antes de
llegar al 6ptimo es no predecible y puede ir, en promedio, de 10 a
mis de un millar en algunos casos extremos. La aplicacién de la
matriz Inversa Generalizada nos permitié evitar el uso del método
simplex en muchos casos y la ventaja de esto, en cuanto a tiempo

de calculo se reflere, puede apreclarse en la tabla 1. Los
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casos que se presentan en esta tabla se obtienen de analizar
puntos con coordenadas cuyos valeores son combinaciones de 1,-1 ¥

o. Se usd una computadora VAX-11 para generar las estructuras,

R/ 5 R 2% 5 §°

(regular) (regular) {regular)
Puntos anallizados 243 729 59049
Puntos proyectados 16 201 B58
Tiempo de CPU sin la No se
inversa generalizada. in 2s 18m 16s ) calculé
Tiempo de CPU con la
inversa generalizada. 4s 3m 2s 3h 58m 4s

Puntos analizados por
el método simplex en 10 210 5040
este Gltimo caso.

Tabla 1. Tiempos de calculo para la generacion de dliferentes

estructuras no perlodicas. { hshora, m=minuto, s=segundo).

De la tabla 1 puede deducirse la utilidad de usar la prueba
de la inversa generalizada que, aunque varia de un caso a otro,
réduce considerablemente el tiempo de calculo. No fué poslible
hacer una comparacién con otros métodos pués no tenemos

conocimiento de un algoritmo con estas caracteristicas, y para los
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algoritmos que trabajan con casos particulares no contamos con los
datos necesarios para hacer una comparaclén.

De la tabla podemos observar también que el numero de puntos
que se encuentran en un clerto intervale de analisis crece
considerablemente con la dimensién de la red cubica, por ejemplo,
van de 729 en 3D, 59 049 en 10D a 14 348 807 en 15D, lo cual
conduce a un aumento considerable del tiempo de calculo. Esta
situacién podria remediarse por medio de un perfecclonamiento del
programa creando un criterio que nos permita saber cuando nos
estamos alejando de la banda ¥y desechar todos los puntos que
siguen en esa direcciétn, de esta manera no seria necesario
analizar todos los puntos de un 1nt;rvalo dado sino solc aquellos
que se encuentran alrededor de 1la banda. También es posible
implementar en el algoritmo el proceso de infleclédn o deflaclién
(para los casos en que esto sea posible) de manera que, si
generamos una estructura muy pequefia, esta puede ser crecida

usando este proceso,
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APENDICE A

EL METODO SIMPLEX.
El problema de programacién lineal puede ser planteadoc de 1la
siguiente manera:

minimizar f{x} = e X +..%C x = c'x

sujeto a Ax = b ¥y x20 (A.1)
donde ¢ ¥ x son vectéres de R", A es una matriz de mxn y b es un
vector de R”. A la funcién f(x)=c'x se le 1lama funcién objetivo
¥y a las condiclones Axzb y x=0 se les denqmina constricciones.

.El método simplex es un algoritmo .que resuelve este problema,

para aplicarlo es preciso reescribir el problema en la forma:

minimizar fix) = ¢'x

sujeto a Ax = b Yy x =0 (A.2)
la igualdad se consigue adicionandc a (A.1) m variables no
negativas llamadas "varlables de holgura"”, Puesto que cada una de
lag m desigualdades en la constriccién original Ax=b requiere una
variable de holgura Skzo para transformar la k-ésima desigualdad
Akabn en una lgualdad
Akx - Sk = bk

El vector ¢ y la matriz A de (A.2) son obtenidos de los de

(A.1) extendiendo el vector c original con m ceros y sumando —l. a

la matriz original A. En componentes, la restriccién de Az es:

45



a X 42 X 4....43 X +X - =b
12 2 inn n

1171 +1 1
a X +a x + +a +x =
2171 2272 2n’n n+2 bz
a x+a x + + + =
ml 1 m2 2 amnxn xtnn bn
Si hacemos xk'a_'O para k=1,2,..,n obtenemos la soluclidn
Hpen = 7By

para k=1,2,..,m. Esta soluclén define un punto basico que se
denota como x‘m. si x“”zo éste es llamado punto bésico
factible puesto que satisface las constriccleones (A.2]).

Sin entrar en los detalles de la técnica de que se sirve el
méfodo simplex [30] mencionaremos que basicamente consiste en dos
pasos: .

I. Se transforma un punto bisico en un punto baslico factible.

I1. Se mueve a puntos basicos factibles sucesivamente bejores
(en términos de la funcién objetivo) hasta que el minimo de ésta
funcién sea alcanzado;

El método simplex puede hallar !la solucién o puede detectar
l1a no factibilidad del problema. Desafortunadamente, el nimero de
puntos bésicos factlibles lncrementa rapidamente conforme el m:unefo
de variables se Incrementa y es posible construir problemas en los
que el método simplex recorra casil todos los puntos basicos

factibles antes de alcanzar el punto éptimo.
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APENDICE B.

LA MATRIZ INVERSA GENERALIZADA.
La inversa generalizada o inversa de Penrose-Moore de una matriz A

con m renglones y n columnas es una matriz At que satisface las

relaciones:

+

YWY ata

]
n

A '
e

At = a a*)" = mt (B.1)

"

donde P. denota la transpuesta conjugada de P. Puede mostrarse que
A siempre existe y es unicamente determlnada por esas relaciones
[31]. Cualgquier matriz, ya sea singular o rectangular, tlene una
inversa de este tipo.

El conjunto de ecuaciones lineales Ax=hb, donde A es una

2

matriz de mxn, x es un vector en R" ¥y b es un vector en R", tiene
solucliones que caen eﬁ uno de los siguientes casos {321

a)., Ax=b tliene la soll;lcibn x=A"'> st A tiene inversa
ordinaria, esto es, Si m=n ¥y es no singular. Bajo esas
circunstancias, la Inversa generallzada colncide} con la inversa
ordinaria.

b). S{ m>n, hay mas ecuaciones que incégnitas, entonces la
expresién x = £'b da la solucién que minimiza I b-Ax 12,

c). Sl m<n y el rango r de A es menor que n, o si m=n pero A

es singular, 1la inversa generalizada da una unlca soluclén,
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aquella que minimiza 1la norma euclideana ixi®. La solucién
completa es:
x=a"b+ [ 0 - At v ' (B.2)
donde V¥ es un vector arbitrarilo.
Si A es tal que a%=p (como es el caso de una matrli de
proyeccién) puede probarse que 7
2 =a (B.3)
es suficiente con sustituir A=A en (B.1) ¥y hacer uso de 1la
idempotencia de A para verificar las igualdades.
El algoritmo para el célculo de 1la matriz inversa
generalizada asl como un estudlb detallado de sus propledades

puede encontrarse en la referencia [31].
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