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RESUMEN 

En esle trabajo, dc~puos de rcv1su.r el concepto de cuaslcristal Y• 

el método de lu bundu, se unullzn el problcmu de como implementar 

el método de lu handu en unn computadora dlgttal, y proponemos un 
() 

criterio que nos pcrmltlrO. construir un algoritmo co~plet~mente 

general en el sentido de que podemos trabajar con redes de 

cualquier dlmcnslon y proyectar en subcspac1os de dimensión 

arbitrarla. 

El crl ter lo propuesto se compone de dos partes: en la primera 

parte, los puntos que deben proyeclarse_:-se eligen· mediante una 

prueba b..~snda en la matriz inversa general izada que, sl bien 

involucra. solo unn. multlpllcnclón de matrices, no es concluyente 

en algunos co.sos. La sL~gundu parle da la solución general al 

problema y es dlscnudn puru o.nnl1zar aquellos puntos para los que 
\) 

la prueba de la inversa scncral1zada no es concluyente. Esta parte 

de basa en el lu~cho de que, segü.n demostramos, la selección de 

puntos dentro de lo. banda es equivalente a determinar la 

factlbl.lldnd de un problemB de programacl6n· lineal. Esta última 

parte presenta la desvento.Ja de que ocupa tiempos de cé.lculo 

1118.YOres que ln prucbu. de ln inversa generalizada, sin embargo la 

proporcion de puntos pnrn. los que csla prueba no es concluyente 

son minlmos. 

Vu.rlos ~~h~mplos del \1:-;.o dt? nuestro crl lcr1o son presentados. 
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INTRODUCCION 

El est.udlo de lns prop1edndes St?omClrlcas de las estructuras no 

per10d1cu.s es lmport.un\.c para dusarrol lar una teoria cfue describa 

las propiedades fislcas de los cuaslcrlstales. Las propiedades 

geométrlcns son lmporlanles no solo para modelar las posibles 

estructuras at6mlcas, también para entender las propiedades 

eléstlcas e hldrodlné.mlcllS de estos materiales. 

Es por esto que muchos de los trabajos teóricos en el campo 

de los c:uu.slcrlst.alos estén enfocados a la geometriac ~de las 

estructuras no perlOdlcas, lo que ha dado lugar a una sorprendente 

variedad de técnicas malemtitlcas (algunas de gran generalidad) 

para generar estas estructuras. Algunas de ellas involucran 

proyecciones de espacios de 

(1,2,3,4] y et.rus que se 

dlmcnslOn mayor (comúnmente 5,6 6 10) 
1) 

b.~snn. principalmente. en análisis 

geométricos que no involucran h1pcrespaclos 15.6,7). 

Nuestro obJcli vo es gcncror estructuras no periódicas, en 

cualquier d1m~ns1bn y con slmolrln orlenlaclonal arbitraria. por 

medio de un1l comput.ndora d1glln.l y usando una variante de un 

método d~ proyocclbn l lwnu.do "mClodo de la banda" o de "corte y 

proyecclon" 11 l. 

Un ulgorlt.mo com¡1utncto11al que ul111c~ el método de la banda 

debe resolver al problema de se'!lccclonar los puntos que deben 

proyectarse:- l rnt~unl1·1u· los puntos que caen en una cierta región 

r, 



no es sencillo sl nos cncontrwnos, por ejemplo, en 10 dimensiones) 

y despues pt'oycclu.rlos, yu sea al plano o o.1 espacio de 3D. Esta 

complicaciOn hu provoco.do que se elaboren algoritmos que son• 

vá.l idos solo puru cusas particulares (28], que resulta 

inconveniente pnru rnuchns upl icacioncs. 
Q 

Nosotros proponemos un criterio algebraico para seleccionar 

los puntos que deben proyectarse que utiliza el método simplex de 

programaciOn lincul y la matriz inversa generalizada. El criterio 

es complelun,entc general en el sentido que nos permite proyectar 

de cualquier d\mcn.s\On y obtener cuasicristales con simetría 

orlentaclonal nrbltrnrla. También nos permite generar·. 

cuasicrislo.les en cunlquier dimensión cosu. que creemos puede ser 

6til para Cines mns básicos, por ejemplo en teoria de grupos. Cabe 

mencionar que esto. reporlndo en la lilerntura el análisis de un 

cuasicristal en 4 dimunsioncs obtenido }lOr proyección IB]. 

Con el mclodo de lo. banda no es posible obtener toda clase de 

estructurn.s cunsicrlslalinas (aunque no se han agotado aún todas 

sus posibllidt\dcs (17)), sin embargo nos provee de todas aquellas 

que lnteresnn d~sdc el punto de vlsta f1s1co. Lo adoptamos con la 

1ntenc16n de nprovcchu.r el hecho de que buena parte del interés 

te6r1co se hn conccnlrudo en estructuras obtenidas por proyección 

[9-18], ndl~mr't..$ d(' qu~ JkH'm\ te obtener de una forma inmediata el 

patrón de d \ frn1..~c 1 on de l n~ es truct urns QUQ genera. 

El prc~cn\~ \.rnbnJo C""Stt!. orgnnlzado de la siguiente manera: 

En la pr1mcrn l"-"\1"\.c t•f'" l'll"t"":-icntn unn rcv\slón de las propiedades de 
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las eslructurns cun.s1cr1sln.l 1n1LS as\ como de los métodos más 

conocidos para obtcncrlo.s. En la segunda pnrt.e presentamos el 

método de lo. blUldn desde un punlo de vista general (para cualquier• 

dimens 10n). El nu:1lcrl al prcHcnludo en estas dos partes está basado 

principal mete en los articulas de D. Levlne y J. Stelnhardt [23], 
Q 

H. Duneau 't A. Kut.z l 1) ~ r. Krnmcr l 10). sln embargo. el método de 

la banda es prcscnlndo co11 un enfoque dSferente que considera la 

estructura no pcr10d1ca como puntos ( denominada cuasired ) y no 

se utiliza el concepto de celda un1tar1a.---Como resultado de esto, 

las demostrncloncs a las proposlc1ones 1, 2 y 3 de la parte 2 

debieron hacerse dentro .. de .este contexto. 

En la parte 3 se presenta nuestra soluclOn al problema de la 

selecclOn de los puntos que deben proyectarse y. en la última 

parte 1 varlos ejemplos de cunslcrlstales obtenidos usando nuestro 

crlterlo son prcscntndos y dlsculldos. 

Los aspectos genero.les del método simplex de programac16n 

lineal y de ln. mntrlz inversa. generalizada se presentan al final 

en forUIB. de &p<~ndlccs . 
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REVISION GENERAL 

l.l.INTRODUC~ION. 
o 

En 1984 Shelchmun, Blcch, Grn.l io.s y Cuhn ( 19] reportaron una fase 

metál lea obtenida por el enfriamiento rápido de una aleación de 

Al Hn • El po.tron de d1fraccl6n de esta fase mostraba una 
.86 • tt 

slmetria de tipo icosacdral, cuya. presencia en el cristal esté. 

prohibida. S~bcmos que lo.s rotaciones por 2fl/n sobre un eje que 

pase poi un punto de la rad ~ que sean operaciones de slmetrla 

estén limltudas,dcbldo a lo pct•lodlcldad de la red,a n=l,2,3,4 6 6 

el caso n=S do. lu.gar u uno. rotnc16n incompatible con la simetrla 

traslaclonnl de la red, el lcosnedro es un pol ledro que tiene un 

eje de slmetrla 5, de aqui que la contradlcclOn es clara. 
Cl 

En un intento por ent.cndcr· y describir la estructura de estos 

materiales se elaboraran uno. gran cantidad de trabajos teóricos 

discutiendo modt!los ~llcrnutlvos par-a las rases lcosaédricas. 

Algunos 111lcnt.n.n expl lcnr lns observaciones experimentales en 

términos dt. .. 11\ cr\slulogrnr1n cltlslca (macla.Je múltiple. grandes 

celdas unilt\rlns o unu comblni.c\on de los dos (20) ). Un enf"oque 

alterno introduce 111 noclon de una nuevo. clase de estructura 

atómica ord~~n:\dl\ quu puodc rcp1·e~cnlar unn nueva fase sólida de la 

naturalt!::n l t.r1Hiic\011u.lmenle Ht\tx!mos que existen dos tipos de 
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que un crlslnl, llene orden lru.slaclonal y orden orlentaclonal de 

largo alcance. Sin cm\>nJ•go el orden tra.slaclonal no es per16dlco y 

la estructuro no llene slmolrla rotacional puntual. La nuew. 

estructura es cunslpcrrlddlca. una clase bien definida de orden 

traslaclonul. Dndo que lns nuevas estructuras tienen muchas de las 

p1opledadcs de un cr lslnl, con la excepción de que son 

cuaslperlOdlcu.s en lugar de pcr16~1cas. se les llamó cristales 

cuaslperiddlcoa o, ¡>0r brevedad, cuaslcrlslales. 

El primer problema que se tuvo que resolver al adoptar este 

último enfoque fu6 el de elaborar un m~todo que permitiera 

construir tales estructuras. Los primeros esfuerzos se orientaron 

en tratar de construir una estructura cuaslper16dlca con orden 

orlent.aclonnl lco5nOdrlco, sin embargo hubia el prejuicio que tal 

estructura podla no exlsllr ya que los icosaedros no pueden 

empaquetarse crlstn.logr6.f1cruncnte (no podemos llenar el espacio 

peri6dlcluncntc y sin dejnr huecos con icosaedros)¡ la f'rustraci6n 

geométrica inducida al exigir orden lcosaédrlco podrla limitar el 

rango en que exlstlr1a tal orden. 

Del nnul lsls de los ndoqulnados no perlódlcos descubiertos 

por el malcmtl.tlco lngl.,s n.Pcnrose 151 surgl6 la posibilidad de 

que tutes problcmt\S podr1an ser resuellos, ya que tales 

adoqulnndos llenen un orden orlento.clonal pentagonal de largo 

alcance. nunqul'" lol* fl<"Ot.0$,0DOS tampoco pueden empaquetar 

crlstalogrt'lrlcnm~l\to. Se pr<\ccdlO entonces a construir y analizar 

un an\\lo~o lr\d\m~n:~\onnl con s\mctria lcosaCdrica. En el proceso 
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se descubrlO que los ndoqulnados de Pcnrose (y su análogo 

icosaédrico) no solo llenen orden orlcnlnclonal de largo alcance, 

también llenen orden lrnsl11clonnl cuaslperl6dlco de largo alcance.• 

Son, efccllvnmcnlc, ejemplos de cuaslcrlslales. 

51 blcn en ln• nctuul ldnd se han 1·eporlndo cuaslcristales con 
f) 

slmetrla lcosu~drlca, dodccii.gonul [21) y decagonal [22] solamente, 

se han cl11borndo lécn\cos mu.lcmulicas de sorprendente generalidad 

que perml len construl r cu1..slcrlslalcs con cualquier slmetria 

orientaclonnl. 

Antes de presentar algunas de estas técnicas es conveniente 

en este momunlo definir y enunciar formalmente las propiedades 

básicas de los cunslcrlslales. Adopte.remos, con este f'ln, las 

ideas de D.Lcvlnc y J.Slclnhnrdl 123). 

1.Z.DEFINICION·Y PROPIEDADES DE LOS CUASICRISTALES. 
\) 

Un cuaslcrlstnl se construye por la rcpctlcl6n lnfini ta en el 

espacio de dos o ams unidades estructurales distintas (ya sean 

atómicas o moleculurcs), llam:1dns celdas unitarias, empaquetadas 

en una estructura que llene orden trnslaclonal cuasiperiódico de 

largo alCtUlCC y orden orlcnlnclonal de largo alcance. En la rigura 

l se mucsti·n un c,1cm¡1lo en una dlmenslon ( 10) construido a partir 

de dos· "ccldns unllarlns'' de l1una.f\os l. y S respectivamente. Se 

muestra t :\mhtt'n un cJcm¡llo en 20, el famoso adoquinado de Penrose; 

las celdat; unttnrlns son dos rombos, uno con Wl ángulo agudo de 

G 

•' 



En este trnbo.Jo ut1l1zu.remos el lérm1no cuasicrislal para 

referirnos yn. sea a. la estructura fislca (o.l6mica o molecular) 

correspondlenlc a uno. dccorac10n atómica de las celdas unitarias e 

la represcnlnc1on mnlcmñt1ca en donde los élomos son reemplazados 

por puntos. Uso.remos lnmbién los términos adoquinado 
Q 

cuasiper16d1co o empuquclwn1cnto cuas1pcr16dlco para referirnos a 

estas estructuras. 

L -
<> 

a b 

FIQur• \. e).Cua•lcrl•T..•l en tD Cor-do por do• •·celdas- L y 

S. b) AdoqulMdC'I d• hnroe• ror-do por 1- do• celdas que ae 

cuec\.ran en I• JlU'~• Inferior. 

1..as proplcdudcs formales de los cuasicrlstales son las 

siguientes: 

a). Orden orlenlacional.- Los t\ngulos de los enlaces entre átomos 

vecinos lntt"d\do~ con. J'(.!i;p<"Cto n. un conjunto fijo de ejes} tienen 
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correlaciones de lnrgo 11lcu.nce y estén orientadas, en promedio, en 

la direcclon de un conjunto de vectores "estrella" que definen el 

orden orlcnlncional. 

b). Seraraclón SQ{nllall ent.re posiciones etomicas. - Existen 

dlstancins r y R m1i.yorcs t:¡uc cero tales que la separación entre 
() 

cualesquiera dos 6lomos vecinos cercanos es mayor que r (el 

conJunlo es discreto) y lo. distancia de cualquier punto en el 

espacio al n.tomo mas cercano es menor que R (condición de 

cobertura). La colecciOn de puntos que satisface--estas -dos 

propiedndbs se conoce como sistema de Deleuna.y [24]. 

La scpa.rocion mlnima es una condlclOn necesaria para que la 

estructura pueda sor construida a partir de un número finito de 

celdas unl tnrl as f'und1uncnlo..les. 

e). Orden lraslaclonal cuaslperiódico.- La función densidad de 

masa del cunsicrlstal 
\) 

es cuaslperiOdlca. Una f'unc i ón es 

cuasiperlOdlcn sl puede ser expresada como una suma de funciones 

periódicas donde al menos uno de los periodos es inconmensurable 

con respecto a .los dcm."\s. 

Dado un conjunto de ccldtlS unltarlas cx!sten muchas formas de 

empaquct.nrln.s y obtener un cuasicrlstal con diferente simetrla 

or1entac1onnl · y curu;l 1)Crlodicldad. Dados dos de estos 

empaquctnmicnto.s de ccldns unitarias podemos caer en alguno de los 

siguicntct.; cn~os: 

tl). l..lno de e\ los c1; n\mplemente unn trnslac16n del otro, en 

8 .. 



tal caso decimos que los cuaslcrlslales obtenidos son 

equivalentes. 

b). Los empnquctwnlcnlos pueden ser completamente diferentes 

en todas las escalns y contener dlf'erenles conf'lguraclones de 

celdas. En dos dlmcnsloncs este caso es muy fácil de distinguir 
o 

visualmente. 

e). Es poSlble que los empaquetamientos difieran en su 

estructura global pero sean lndlstlngulbles en base a cualquier 

región f'lnlla que conlcngnn, esto es, cualquier reglón finita en 

un empaquetamiento existe también en algun lugar del otro. Dos 

empaquetamientos rclaclonndos en esta ~orma se dice que son 

localmente isomorCo•. 

El concepto de isomorfismo local fué primeramente introducido 

por Conway 125). La definición precisa es como sigue: 

Dos cuaslcrlstales son localmente isomorfos si y solo si dado 

cualquier punto P en uno de ellos y cualquier distancia ~inita d, 

existe una traslacion pura del otro tal que podamos hacer que 

ambos colnCldan dentro de unn esfera de dltunetro d centrada en P. 

Acorde a esta doflnlcl6n dos cuaslcrlslales no son localmente 

isomorfos sl exlsto unn roglOn finita en uno qu~ no pueda 

encontrarse en al otro. Ast. el conjunto de todos los posibles 

empaquetnmlcnt.oR lcon Rlln«'t.rln orlcntaclonal y cuaslperlodicldad 

dadas) ru~dc sar dlvldldo on clase& de isoS>rflsmo local (IL); dos 
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cuaslcrlslnles esl~ en la mlsma clase IL sl y solo sl son 

localrnenle isomorfos. 

El conccplo de lsomorf1srno local es importante dadas sus• 

1sp11cac1oncs fls1cas. En purl\cular, dos cuas1crlstales tienen el 

mismo patrón de d1fracc10n sl y solU sl estan en la misma clase IL 
'> 

(17). Dos cuo.s1cr1stales en dlsllnlas clases IL tlenen patrones de 

d1fracc16n con plcos de Brngs en las mismas poslclones pero con 

diferentes l nlcns ldudes. lnlulllvamente . se espera que dos 

cuaslcrlstales lL tengan el .mlsmo patrón de dlfraccl6n pués son 

localmente equivalentes. Por otro lado, dos cuaslcristales en 

diferentes clases lL llenen dlfcrenle energla -libre [26). 

1. 3. COHSTRUCCION DE EllPAQllETAllIENTOS CUASI CRISTALINOS. 

Se han desurrollndo vu.rlos motodos para construir empaquetamientos 

cuaslcrlsto.l lnos de celdl\S unl lar las. Es importante, con el fin de 
'.) 

apreciar sus vcnta.jo.s rclntlvns, hacer una rev1s16n de estas 

técnicas. 

El -iodo de las reglaa de union y def'lacion (5, 29] es la 

técnica· usndo. orlglnal l'ft<!nla por_ Penrose para generar Sus 

adoquinados. ltls reglas de unlOn determinan como dos celdas 

unitarias pundcn untrse y son diseñadas de 11aJ1era que las celdas 

sean for:ndn.o;. n cmpnquatnrse con una cierta simetrla 

orientacionnl. lh1a. rcgl~ de dcflacl6n es una transformac16n de 

autosim\ 11 tud por la que CAda celda unllarla puede ser 

subdividid\\ ~n ¡1lt.?;:ns qu~ n.l agrupo.rse forman un nuevo 
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empaquetamiento cuuslcrlstnl lno con las mismas celdas unitarias 

solo que escnlndns por un fuctor constante. As1, dado un pequefl.o 

empaquetamlcnlo (conslru\do con unn rcgln de un16n) este puede se~ 

"crecido" npl \cundo succs\vn.mcntc un proceso de deflación. 

Este m~lodo produce solo una clase lL, que se denomina clase 

de 1somorClsmo local de Pcnrosc (lLP), puesto que los adoquinados 

de Penrose son ejemplos de ln clase lLP pnra el caso de simetria 

pentagonal. tsla lócn\ca hn sido extendida también a 3D para 

cuaslcrlstnlcs lcosn~drlcos. 

El método de proyeccldn duso...r-rollndo slmulté.neamente por 

V.Elser (2), ~nlug1n 'i otros 13) 'i Ouncnu y Katz (1.), obtiene los 

vértices de un cmpnquclnmlcnto cuasicrlst.al lno pro'tectando puntos 

de una red pcrl6dlco. de dlmcnsiOn mn.yor (frecuentemente 50 o 60). 

Dependiendo de la slmclrla orlentacional se elige un hiperplano de 

proyecclOn (corruspondlcnt.c al espacio real) y todos los puntos 

que ce.en dentro de unn hunda especial son proyectados 

ortogonal11enlc so~ este hlpcrpla.no. El hlperplano y la banda 

deben ser cspcciu.lmcnt.c elegidos para que los puntos proyectados 

produzcan un conjunto completo de vertlces correspondientes a un 

empsquetam.lcnto cunslcrlslnllno de celdas unitarias. 

Este m~lndo es poderoso porque lncluyc una forma elegante y 

directa de cnlculnr el p."1tron de dlfrncclon del empaqueta.miento. 

Sln embu.rso. el mi'!lodo pr-aducc solo \.JO conjunto restringido de 

clases JL lh"\.1"1\ unn t;\m~t.rl:t d:\.da.. 

E>:lSlQ at1~0 rn~\odo de proyccclon c~cnclalmente diferente al 

11 



a.nler1or. debido a de BrulJn l 15] y K.ramer y Nerl (4] • llamado 

método de mulllaallaa propone ul111zar ln proyección de Wla red 

periódica de dlmcnslOn mnyor para obtener una "N-mal la". • que 

consiste en un conjunto de planos (o l lneas. en 20) separados 

per10dlcamc~le y normales u los N v~clores estrella que definen la ,, 
slmetr1a orlcnlnclonnl (en lu figura 2 se muestra una 3-malla en 

20). Los vbrllces del cmpuquctamlento son obtenidos por una 

transformnclOn "dual" qut? t\..c;ocla a cada región abierta, formadas 

por la· intcrsecclOn de planos de la N-malla, un punto (figura 2); 

los puntos obtenidos de esta manera son los vértices del 

empaquetamiento. 

\) 

Flc;iura 

espac••d•• 

... 3-laAll• 

• rec;ilones -rt'a\t11• •on 
en )• tran•f~r.,.cl~n dual. 

•n por 1 lneas 

••l.r•l 1• (e1,e2,e3) 

que •• asoclarari • un 

..... 
punt.o 

Es l')('l~lblc con:;trulr una N-malla sln recurrir a proyecciones. 

tsta es ln l\icn. del m6todo du"l generalizRdo lSl. Con éste método 

12 
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se pueden oblenor, da.da una slmetrla orlentaclonal, más clases IL 

que con cualquiera de los otros (incluyendo al anterior, ya que el 

método dual no ae llmlta a N-mallas perl6dlcas,se pueden construl~ 

N-mal las cue.slpcrl6dlcas lwnblen). 

La N-mal la se constreye t.raze.ndo planos (o 1 lneas, en 20) 
r, 

normales a los vectores estrella que def'lnen la slmetria 

orlentaclonal. La separacl6n entre planos de una dirección dada 

está en f'uncl6n de una sucesl6n {XN} (N E Z) que puede ser 

peri6dlca o cuaslperl6dlca. Los vértices del empaquetamiento se 

obtienen por una transrormaclOn dual. 

---~~--ron-c·st-e-ai6t~oao-e-s-posltiíe-·coñstru1r-em¡laqü-etáii-;.;t,-os-·­

cuas1cr1sta11nos con slmetrla orlentaClonal arbitrarla. La úñica 

desventaja que presenta es que, a dlferencla de los métodos de 

proyeccl6n, no se conoce un método anal l tlco directo para hallar 
-- .. --, -

el patr6n de dlf'racclOn del empaquetamiento resultante. 
\) 

- ' . 13 



2 

EL METODD DE LA BANDA. 

2.1. INI'RODUCCIDN. 

Desarrollado poi~ Ounco.u y Knlz. 11) se presenta como una variante 

del método de proyccc16n dlscul1do en la sección anterior. 

En el m6lodo do ln lMmda se obtienen los vértices del 

empaquetamiento cuaslpcrlOdlco proyectando puntos de una red 

perl6dlca de dlmcnsl6n m1cyor. El primer paso consiste en escoger 

adecuadamente el hlpcrplano de proyección (que_ -corresponde . al 

espacio real) y los puntos que se proyectariln deben estar dentro 

de la banda generada al dcsplnzer el cubo unitario (en general se 

trata de un hipercubo) do la r~d perl6dlca sobre este hlperplano. 

Sea L•Zn la red pcrl6d1ca de dimensión n generada por la 

r • {i:xJ''J 
J•l 

el cubo unltnrlo (la flgurn 3a muestra un ejemplo en 20). Sea 

EclRn un subesp:\clo da dlm<?nsl6n p en donde se generará el 

empaquelo.mlanlo. Se supone que E no contiene puntos de L. excepto 

el origen ldcnntnrcmos por lW..•m a esta condlcl6n). 

Seo. S•E+r la l-a;mdn n.blcrla generada al desplazar r a lo 
n n 
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largo de E. cslo es: S•{x+y 1 XEE y yer l. !.os vértices del 
n 

empaquetamiento se obtienen de la proyccc16n ortogonal (sobre El 

de todos los punlos que e nen dentro de la banda s. esto es, que 

cumplen la condici6n SnL.110. 

• s'"'', e, 
E?L 

Íj 'f.,J. 

• L=Z 
o o o • • • • • o o o 

o • • • • • • o o 

• • o • • o • o 

e, 'e, 
• • • • • • o • o • • • 
• • • • • o o • • o o • 

a b 
F19ura 3. a).red parlodlc• en 20. b),t.r••l•cldn de la banda S por 

•• wct.or t.. 

\) 

Podemos considerar la situación mé.S general en que la banda 

es desplazada por un vector cualquiera entonces: 

s"=E+r +t.=S+t. ~ los correspondientes vértices del empaquetamiento • 
son obtenidos de la proyecclC>n del conjunto de puntos s'nt. . º(En 

la figura 3b se muestra un eJemplo en 20). 

2.2.PROPIEDADES DE LOS ·EMPAQUETAllIEHI'OS. 

Nuestro lnlot"(!os nhort~ es investigar las propiedades de las 

estructuras ohlonidRs por toste!' JDCtodo. Es conveniente referirnos a 

las proplcdndcs de! lnu ct•tructurns cuasicristal inas enumeradas en 

15 
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la secc10n 1.2. 

En lo slgulenle consldcrnremos l•O. Por n y rr1 representamos los 

operadores de proyecclOn de fln sobre E y EJ. respect 1 vamente. Cctn 

esto, la estructura oblcnlda por proyeccl6n de los puntos (Snl) 

será. denotada por ne SnLl. > 

Proposicldn 1.- El conJunto de puntos D(Snl..) es un sistema de 

DeJaunay. 

Prueba. 

J. ProbarCJñCis prlmCfo QUe el-ConJüilto-nCSnI..l-es- diSCreto- eri E. 

Sea ( uno de eslos puntos, entonces (=R(g) geZn, construyamos 

c-veclndo.d (y que son vértices del empaquetamiento) ·-son 

proyecciones de puntos que cstan dentro de una reglón R de la 

banda obtenida al desplazar la sección transversal de la banda 

(que corresponde a tt1(rn)) sobre toda la e-vecindad. El número de 
\.> 

puntos N contenidos en R es proporcional a su volumen: 

N a Volumen de R • Volumon de if<rn) x VoJumen de la e-vecindad 

La e-vecindad es una p-esrcra (p es la dimensión de E). Ahora.si 

es construida do manera que U tfte
1

l U = 1, entonces el 

poliedro convexo IT"<rn) t.lonc un dlametro no mayor que 2, por lo 

que su vol umon es menor o igual al de una m-esfera de radio 

unltarlo Cm es Jn. dlmcn~lon de E"-. esto cs,m=n-p). Tomando en 

cuenta qut"' eJ volumen da unn n-csrcra de rad.lo r es 

16 
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V (r) • 
n rlnnl 

lrln/2) es ln función Gn.mmu de argumento m/2) y que la e-vecindad 

• se encuentra en el hlperpln.no del empaquetamiento de dimensión p, 

se tiene que: 

• 
N 1:11 V :s 

De esta ültlma expresión. tomu.ndo N=l y m+p=n, podemos concluir 

que para 

rlnV2Jr(p/2l]''• 
n n,2 

tenemos solo un punto dentro de la e-vecindad (el centro), de aqul 

que podemos trazar en E una vecindad de radio c0 /2 que no -contenga-

ningún punto (ETI(SnL). Por lnnlo TI!Snl..) es discreto. 

11. La condlc16n de cobertura se pruede probar fácilmente a 

partir de la dcmoslracl6n anterior, pués es suf lciente con trazar 

una vecindad en E de radio R > e 0 
/2 para encontrar al menos un 

punto l;ETI!Snl..). 

!..a condic16n (E/11..)•e juega un papel Importante en las 

propiedades de slmelrla traslRclonal "del empaquetamiento D(Snl..). 

Para estnblecer ~ formalmente esta conclusión es necesario 

primero consldcrlU"' unn proplcdBd ltnportnnte de la proyección de 

Stnl.. sobre E1 quo se enunclR en la slgulente 

Propoaleldn 2. - SI (El'\L)•e • 5"L cst• en correspondencla 

uno a uno con su ¡-iroyocclOn tftSnLJ. 

17 .. 



Sean 

tales que 

n 

a·,~181e1 Y 

rr'tsl•rr't.1. 

n 

m- 1 ~1m 1 e 1 
entonces 

(g
1
,m

1
e Z) dos puntos de L 

tf ( g-m)•O. 51 g:itm entonces 

(g-m)J. E'- o blcn (g-m)E E, sln pérdida de generalidad podemas 

tomar DPO lcl origen). enlences IfCs)•O o blen geE, por tanto 

(Enl..) ..... 

Con este resultado en mente podemos formalizar la a.f'lrmaclOn 

inicial: 

Propoalcldn 3.- SI (Enl..)•e, el empaquetamiento Il(SnL) es 

no-per16dlco. 

pruebo.. 

Supongamos que TI(Snl.) es lnvarlante bajo una traslación u; 

u=nll;l. Puesto que el adoquinado proviene de una 

transf'ormnclon llnco.l (una proyecclOn) de los puntos (Snt.), 

entonces el conjunto-· (Snl.) - debe· ser l nvar 1 ante bajo · el grupo · 
D 

unldlmenslonnl de trnsJnclOn generado por ~. Sea v W'la traslación 

que deja invnrlante (Snl.) y sean (
1 

y (
2 

E(Snl.) dos puntos tales 

que (
1 
+v • (

0
, puesto que (v U El, entonces rr't(1 +vl=W((

2
l 

implica rr't(
1 
l•rr'!(

2
) de donde resulta, por la proposición 2, 

que (En!..)""'· 

L.as proplcdnde'1S de slmotrln. orlcntnclonal de Il(Snl...) están 

directamente rclnclonndnti: con la elccclOn de la dimensión n de lá 

red cl)blca y dc.'tl cs¡ltlcio E. 

AS1, COl\:;,dcre'*-lli UUA. red C\'Jblca Zn con un grupo espacial de 

18 
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simetria {TIC} donde T es el grupo de lruslaci6n y G es el grupo 

puntual. Entonces G opera en Zn alravés de una representación 

ortogonal D de dimensión n y C:Zn ~ zn. 

Ahora, cscoJwnos un subgrupo H<G del grupo puntual. Cualquier 

represenlaclon O de G nos proporciona una representctc16n de H de 

la misma dimensión simplemcnlc eligiendo aquellas matrices D que 

son imágenes de elementos de H. Supongamos que esta representación 

(llamada subduclda) se puede descomponer en la suma directa de dos 

representa.clones ortogonales D
1 

y 0
2 

de dimensiones p y n-p 

respectlvamcnle: 

H:D .. D
1
e D2 

con lo que podemos descomponer Rn como: 

Por esta construccl6n, el subgrupo H de G actúa en RP=E 

y la estructura obtenida posee 
IJ 

orientaclonal asociada con el subgrupo H. 

la s1metr1a 

Este tipo de construcclOn es aplicada por Kramer y Ner1 1 141 

a varios grupos H y lleva a eslructuras perl6dlcas (en el caso en 

que la ·acclon de H sobre f{" sea crlstalogré.flca) y no periódicas 

en R". 

1 
Lo• aut.orfl• nbt.l11n .. n 

malt.l-11•• .... r•l,dl ·~••· 

\ ..,,.. .... lAqut'\.fl.•\ .. nt.o• por 

C.hl11r y Phyn11r 127) 
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2.3.SlNGUl.ARIDADES. 

Una eslrucluru TI(Sl\L) que posee el grupo de slmetria H se denomina 

regular, en otro caso, Ja eslructura es singular. Un caso especial 

de eslructuru singular se obtiene cuando (EnL)-~ (el hiperplano de 

proyección contiene uno o rnn.s punlos de la red cú.bica) y se " 

denomina excepclonalmenle singular. 

Las estructuras slngulo.rcs son una degeneración del caso 

'regular y poseen proplcdudcs caracterisllcas¡ por ejemplo, pueden 

presentar un centro de slmelrla rotacional (figuras 11,16,20,25) o 

planos de reflcxl6n (figuras 12,24) y, si la estructura pertenece 

a una clase lLP, las reglas de unl6n no se cumplen. 

Es importante notu.r que l•O da lugar a una estructura 

excepcionalmente slngulnr, pu~s el hlperplano E contiene el origen 

de ~n. y sl este es el Unlco punto que contiene. la estructura es 

estrictamente no pcrl6dlcn, por la propos1cl6n 3. Si el hlperplano 
'.) 

E esta orlentndo de mnncrn que ndcmé.S contiene una cadena lnf"lnlta 

de puntos en una cierta dlreccl6n (esto depende de las dimensiones 

de Rn y de El. la estructura resultante seré periódica solo en una 

dlreCci6n. El caso extremo en que el hlperplano contlene--~cadenas 

infinit.as de puntos en n dlrecclones diferentes da lugar a una 

estructura estricto.mente pcrlódlca (figura 18). 

Existen ot.ru cltlSo de s1nguln.r1dades que no están asociadas 

con el cnso 1.•0 y que puadt:!n vlsunl izarse mejor si recur:-rimos al 

método de lllS multlmn.llnti pt'!rlodlcas mencionado en la sección 1.3. 

Unn n-m:1.l ln Cn • IC!O un ct3)'3clo E de dlmcns16n p. consiste en n 
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arreglos de hlpcrplanos sepa.rados per16d1camente y normales a n 

vectores eslrcl la <&
1

) que definen la simetría 

orlentaclonal. 51 la sepu.rnclón entre plo.nos se asocia a un&. 

constante keZ, Cn puede cscrlb!rsc como: 

Gn• < xeE 1 ;t.g
1
-.,

1
•k

1 
¡ 1•l, •• 1 n k EZ } 

'·> 
El pa.rtunclro 1 J nos da la lrnslnclon del arreglo ¡-ésimo de 

hiperplanos con respecto al origen. Estos paré.metros 7
1 

Juegan un 

papel lmporlnnlc en las prop1 cdlldes del empaquetamiento obtenido 

por dual1zac10n de la n-malla¡ el empaquetnmlenlo es regular sl 7
1 

es tal que no ex 1 sten puntos en E donde ml\s de p hi perplanos se 

lntersecten (pes la. dlmens16n de E), el caso extremo en el que 7 1 

es tal que n hipcrplanos se 1nterseclen en un punto se denomina 

excepcionalmente slngular,los otros casos son llamados simplemente 

singulares. 

Para a.clarDJ"' ldeas, supongamos que tenemos una 4-malla 
\) 

excepcionalmente singular en 20 (f1g.4a., notese que en el origen 

se cruzan 4 lineas) esta. se obtiene con 7
1
•0 ,1=1, ..• 4. Podemos 

trasladar un solo arreglo (p.oJ. 12•0 , f!g.4b) y en el origen aún 

se cruzan tres lineas por lo cual slgue slendo singular aunque ya 

no excepclonnl. A partir de o.qui se puede obtener una 4-ma.lla 

regular sl trnslndnmos otro IU"roglo (p.ej . .,-
3
•0),de manera que 

podemos obt.<Pnor 3 dlforonles ompnquetamientos: uno 

excepclonu.l~t?lllc singular. uno singular y uno regular. 

La cone){lOn entre el lllt'!t.odo de multimnl las periódicas y el 

método de la bnndn puede hn.ccl'"No de la s1gulente manera: La red 
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per16dlcu zn puod~ verse como los puntos en los que se lnlersectan 

a b ........ ,,. exct'JlC 1 on• l-nt.• alngul•r .1=1 •••• t). 

'J 
n arreglos de hlpcrplanos en Rn.denolaremos por 6 a este conjunto: 

6•{ XERn 1 x.e1-t
1
•k1 ; icl, .• ,n, k1EZ} 

donde ~e 1 } es unn bu;e ortonorma.l de R" y l
1 

son las coordenadas 

del origen do Rn. Sl E es el hlpcrplano donde se obtendrá. el 

adoquinado, la n-.. ,lla se ldontlflca con la intersección AnE [27] 

y los pnrl'lm.:olros ,.
1 

&e Sdcntlflcan con las coordenadas t del 

origen de I\" quo " RU Ve% pufldon nsociarsc al vector de traslación 

de E (o de ln. bnndR) putos podemos mn.nt.cncr los n arreglos A s~n 

trasladnr ~ en su lURru"' lrnslndnr E. 

Cons\dct"!?mos nuttvnm~nto el c,.\cmplo de la 4-malla; podemos 

22 
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tomar un arreglo de hlporplnnos en IR4 ~ con t.•O obtenemos una 

estructura exccpc1onul slngulur pués en la 4-malla obtenida por 

AriE se tcndrtm 4 l incu.s 1nlcrsocta.ndo el or1gen. También podemos 

tomar un cierto llllO de mn.ncra que solo 3 l 1neas intersecten el 

origen y oblcncr una. cslruc\ura singular o. removiendo esta 
<) 

última. llegar a una estructura regular. 

En conc:lus10n, diferentes elecciones del vector t. de 

traslación de la bu.ndn nos dn.ré. lugar a empaquetamientos ya sea 

regulares. singulat'cs o excepcionalmente singulares (t.=O). En la 

parte 4 se mostrnrtu\ algunos ejemplos de estos casos. 

2.4.COHENTARIOS. 

Un algor1 tmo comput11cional que uti l lce el método de la banda para 

generar porciones de empbquctwn1entos cuaslperlódicos se enf'renta 

al problema de la 

puntos que caen 

selecclOn de los puntos tales que 
<.) 

dentro de la banda. Es posible utilizar un 

anallsls geolll(itrlco (281 que es Vllllldo solo cuando la dimensión de 

E"1 es menor o lgual a 3 y. adctna.s. es diferente para cada simetria 

deseada. lo cual lo hncc inadecuado en muchas clrcunstanclas. 

En la parte siguiente presentamos un crl ter lo completamente 

general pa.rt\ sclccclonar esos puntos, en el sentido de que es 

vé.lido para cualqutcr d1mcnslon n de L y p de ·E, siempre que n>p. 
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3 

CRITERIO PARA LA SELECCIÓN DE PUNTOS 

3.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEllA. 

Conslde~ernos el problema general en que la banda es desplazada por 

un vector n y r los vectores base {e • e 1 •• 1 e } 
1 2 n 

proyectan en &~·~(eJ) donde J•l,2, .. ,n. 

Dado que estamos desplazando la banda por el vector t,el cubo 

unitario es también desplazado: 

{ 

n 

t" e + 
J•l J J 

• { E (x + t le 
J•Í J J J 

'.) 

La pro~cclOn sobre E1" de todos los puntos que caen dentro de 

la banda es Justa.ente la pro)'ecclOn ~cr'> 
n 

( 1). Asi, decimos 

que Wl punto cae dent.ro d.e la banda s'- si su proyección sobre ~ 

cae dentro de la proyecclon de 

La proyccclon de r' 
n 

sobre~ es: 

24 
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f) 

• l: ( i: ir 1" • t,, )e, 
,., J•t lJ J. 

(1) 

• l: ( I: (Ir X ) + t
1 

)e, . 
l•l J•t lJ J 

donde se lom6 en cucnla que n1<t)•t, y ~J son las componentes 

de la malrlz de proyccclon TI"'". 
n 

Sea B • I: 8 e (gJEZ) 
l J•l l J 

un punto cualquiera en L. Su 

proyecclOn sobre E1 es: 

• 

donde 

n i 
E s,e, 

••• 

(2) 

gE s' si tr(g) esté. dentro del 

poliedro convexo gcnerndo por la proyecclOn del cubo unitario 

Jr1cr~), lo cual se cumple sl el sistema 
n 

tiene soluc1on PIU"~ O<x <1. 
. J 

El sistema l3) puede ~nmblbn escribirse como: 

n i 
E is, - t, ie, 

1.' 
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o en formn malr1c1al como: 

¡f " • ··- t. O<x <1 
J 

(3) 

J.TJ..i. i. 
donde la ) • l s

1 
• s

2
, •••• Sn) son las componentes de la proyecc 16n 

de g sobre E1. y lT•(l ,l •.•.• t) es el vector de traslación de 
l 2 n 

la banda. Por X~ entendemos a la matriz transpuesta de X. 
í) 

De esta manera. el problema de seleccionar los puntos que 

estan dentro de la banda se reduce a verificar la factibilidad del 

sistema (3) para x
1
E!D,1). 

3.2.APLICACIÓN DEL MtroDO 51111'1.EX. 

La factlbllldad del sistema. (3) puede ser detectada usando el 

método slmplcx de progromu.c16n lineal (apCndice A), por lo cual 

debemos llevar el problema a la forma A.2. 

La restrlccl6n O<xJ<t la podemos reemplazar por una condición 

de no negatividad sl lntroduclmos un conjunto de variables no 
(} 

negativas (X .x ..,,, ...• x ). Es claro que la restricción O<xJ<l 
n•1 n•• ~ 

se cumple sl: .J=l.2 •..• n 

con lo que el problema es ahora verificar sl el sistema 

n 

E Cg~ - t., le, 
••• 

Ja:t. 2 •.•. , n 

es faCtlble ¡lZU"a x,~. Escrito en componentes: 
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Q 

~ •"• • tr X + •••••• + ir X 'ª a ln n = .L 
tl g, 

~,x, • ir X 
22 a + •••••• + ir X 2n n = .L 

t. g. 

rr' " • rr' X +, ••••• + ir X ni l n:.? a nn n 
.L 

t =·~n -, 
n 

x, • X = n•l l 

"a • X = 
n•2 

l~ 

X • n 

y en f"orm11 malrlclal puede ser escrito como: 

A :a• b (4) 

con "lº y donde 

[ lrr'l (0) 

1 A • 
(1) ( 1 ) 

b1=(g.L- l ,g.1- t , •.•• g.1.- ln,1,t, .•• ,1), O es la matriz con todos 
t s a a n 

sus elementos iguales a cero y 1 es la 1n&.trlz unitaria estándar. 

Por ~ltl.o, para completar el esquema del problema de 

_progr~clón llneal construlrea.os una f"uncl6n objetivo que deberá 

ser mlnlmlzada; para ello adlclonamos en (4) un nuevo conjunto de 

variables no ncgu.tlvas que, como veremos mtt.s 

adelante, no a.foclarAn hUC!Glro problema orlglnal, y def'lnlmos la 

función: 

flz) • z
1 

+ z
2

• •••• •z~ (5) 

de manorn que t.cncnios ahorn un slslcma do 2n ecuaciones con 4n 
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inc6gnl lo.s: 

donde: 
" "º J z "'º J 

(6) 

J•1.2, ... ,2n 

Q 

con lo que hemos llego.do al planlewnlento deseado del problema: 

encontrar. de entre todas las posibles soluciones no negativas de 

(6) aquella que haga mlnlma la runcl6n objetivo (5). 

Es importante notar que sl entre las soluciones de (6) existe 

una para la que la func16n objetivo alcance el mínimo en f (z)=O. 

debido a la no negatlvido.d de las variables z,. esto implica que 

z :::z = •.. =;: •O con lo que, poniendo Z=O en (6), llegamos a que el 
l 2 :!n 

sistema original (4) tiene soluciones no negativas o bien, que el 

sistema (3) ~" ructlble para O<x <l. 
u J 

Concluirnos entonces que un punto cualquiera geL está dentro 

de la banda s" si al minimizar (5) sujeto a (6) nos encontramos 

con que el minimo se alcanza en f(z)•O. 

Hedlanlc el uso del m<>lodo simple>< la ract!bilidad de (3) 

puede delcclnrso de uno. manera concluyente y general, pués la 

dimensiOn d~ L puedo ser cualquiera. En el siguiente apartado 

presentamos Unn mn.nora nllcrnallva de nbordllJ"' este mismo problema 

usando lo q\le se donomlnn aaAt.rlz inversa generalizada o matriz 

inversa de l~nroso-Haórc l n¡lbndlce B). Este método presenta la 
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desventaja de no ser concluyente en algunos casos, sin embargo al 

utilizarse Junto con el mólodo simple>< nos permite reducir en 

forma considerable el tiempo de ejecución del programa. 

3. 3. APLICACIÓN PE LA llATRIZ INVERSA GENERALIZADA. 
f) 

Regresemos al problema original: determinar la f'actibilidad del 

sistema 

(7) 

(ecuacl6n 3) para O<xl<l. 

La matriz inversa generalizada nos da la solución de (7) que 

hace mlnlma 11xn2 (apl!ndlce 8). Para hacer uso de ésta ·propiedad es 

preciso escribir en forma mfls simétrica- la restricción O<x <1. 
J 

Sea Y =x -
J J 

i , con lo que la restr1cci6n 0<><11 

i· Sustituyendo en (7) se obtiene: 

se escribe ahora 

como ly I< 
J 

~ [ ~ir ( .!.¡ 
... ... IJ Y/ 2 
'., J•l 

o bien: 

I: ¿try e• n [ n ) 

l•1.J•1.'JJ' 

n 

I: Cs~ 
••• 

n 
I: d 1e 1 ••• 

- t le 
1 1 

donde d •((g - .!.¡•-l ) . En rorma matricial queda: 
' ' ~ ' 

tr:y•d 

donde dT•(ca - !.¡•-l • c .. -
' u ' -.z 

con J=1,2 •...• n 

. . . ) -) -l •....• ( 8 -l ) -t • 
~ : n n n 
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De la ccuac16n B. 2 lo[l6-ndlce B), tenemos que la soluci6n de 

(B) es: 

(9) • 

donde tJT1)+ es lo. mnlriz lnversa generalizada de tf.Poniendo 

ln'-J+=n'- (ecuncl6n B.3), se obllene: 

(10) 

La condlclOn ' ly I< -
J " 

que requer l mos de ( 1 O) nos perm 1 te 

formular las slgulentes concluslones: 

l. SI ' ly 1< - V J-. la soluc16n es aceptable: el punto g 
J 2 

está dentro de ln banda. 

11. 51 el punto no esté. dentro de la banda 

puesto que lo. lnversa general lzada nos da el valor mínimo de 

UYl2=L, lyJl 2
, sl este vnlor es mayor que ¡. al menos para alguna J 

del rango. 

y para alguna J se tiene ly I> ! 
J 2 

,no 

podemos formular concluslon alguna. 

La apllcacl6n de la 1nalrlz inversa generalizada nos permite 

aceptar o rechazar muchos punlos en forma directa sin embargo,como 

ya menclonumos, tiene la desventaja de no ser· concluyente en 

algunos casos: nquallos que caen en la catcgoria 111. 

Lo mnt.rlz inversa scncrallzada puede ser utilizada como un 

test pl"lmu.rlo. nqucl los puntos que calsnn en la última categoria 

deben ser nnnl 1;:.ndos por el mt!'lodo slmplcx. 
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4 

APLICACIONES 

El crlt.erio propucst.o en el Cll.pit.ulo anterior para seleccionar los 
1) 

puntos (Snl..) es ullll:zu.do para generar porciones de adoquina.dos 

cuaslperl6dlcos por computndora. se presentan en esta parte los 

resultados obtenidos en 2 y 3 dimensiones. 

4.1.ESTRUCT\Jl\AS CUASICRISTAl.INAS EN 2D. 

Oescrlblremos en esta seccl6n como aplicar el método de la banda. __ _ 

para obtener estructuras cuaslcrlstal lnns en el plano._ En 

particular se discuten los casos de slmctria orlentaclonal 

pentagonal (adoquinados de Penrose),hexagonal ':I heptagonal. Por 

slmpllclda.d representa.remos la slmetrla por n que indica una 

rotacl6n por 20/n. 

4.1.1. n=S (adoquinado de Penroae) 

El primer ejemplo de un adoquinado no l'CrlOdlco f"ué dado por 

R.Penrose 151 en 1974. Este consiste de dos rombos; uno con un 

ángulo agudo de 2Dl'5 ~ el otro con uno de! 2D/10. Las l lneas que 

unen los v6rtlcos de! la estructura llC!nC!n orientaciones que 

difieren en mOlllplos de 2TI/S, de mnncra que la slmetria 

orienlaclon:\l cst.a. dcflnlda por un conjunto de vectores estrella 
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que señalan los vCrllccs de u11 pcntá.gono regular. Esto sugiere la 

aplicaclOn del mélodo de lu bandn en Z5 de mn.nera que los vectores 

Il(e l=t> 
1 1 

n: IR5 
.. IR

2 
) sel\nlan los vértices de U1\ 

pentágono regular. 

Nuestra propuesta puede confirmBJ'sc huclendo uso de la teor1a 
Q 

de grupos slgulendo el esquema delineado en el capitulo anterior. 

El adoquinado de Peorase se asocia con el grupo ciclico C(5) 

de orden 5 que es generado por la opernclon de rotación por un 

angulo de 2B/5. Enscguldn. consideremos el grupo hiperoctaedral 

{2(5) que conslstc de ladas los permutaciones (5!) y todas las 

reflexiones (25
) de 5 vectores ortonormalcs. Puede probarse~ que 

C(5)<0(5) lo que pcrmlle obtener una reprcscnlac16n o<•> de C(S). 

subducida de la rcprcscnlnclOn D de {2(5),que puede descomponerse 

en una suma dlroct.a de 3 representaciones ortogonales de 

con lo 

\) 

que Jl5 se descompone 

n'•> ... 0'•1 o<•> • o'•> 
' • 2 3 

en 3 espacios ortogonales: 

uno de los cuales corresponde al plano del adoquinado y queda 

f'ljado·_ al construir la malrlz del operador de proyección. 

Proposicldn a. Los elementos de aatrlz del operador de proyecc16n 

U:Rn ~ R~ csL~n dclcrmin~dos ror los productos escalares de los 

vectores buHc \"lroycclndos; cslo es: 

2.Una ex¡..,•lch'ln ""l•l l•da 

revlsl6n dl'I #lndo de 

la rererencla llOl. 

Y clara d• ••l~ rroceao 
..ull1-...11.. ,....r\ddlc•• puede 
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Q 

1, .. 1•1, .. , n { 11) 

Prueba: 

Sabemos que los veclorcs base iel} de Rn proyectan (en ~P) en 

la dlrecclOn de un conjunto de vectores estrella {~}conocido. L4 
1 

componente 1-bs\mn de cstu proyecclOn es: n e =é 
lJ J l 

producto escnlnr con eJ en ambos lados.se llene: 

n,J·~,.eJ 

podemos escr\b\r e -~ ·~J. 
J J J 

donde 

tanto: 

n -e . (e +él 
1 J 1 J J • 

tomando el 

con lo que concl~ la dcmoslraclOn. Podemos \gualmente llegar a 

que r.J·e~.eJ y sl, por ot.ra parte lomamos en cuenta que : . 

e,.ej - a,j 

concluimos que: 

• (6J.+6 ).e e eJ..e +6 .e 
,, J lJlJ 

6 .ir.n. 
t) IJ IJ 

De esta tntU\era, para n•S y e, sel\alanclo los vértices de un 

penté.gono, se obllene: 

2 .!. _,, _,, !. ... ... 
.!. 2 !. _,, _,, 
... .. 

n• 1 _,, !. 2 !. _,, ¡f -1 - n 5 .. .. 
_,, _,, !. 2 !. .. .. 
!. _,, _,, l 2 .. .. 

donde .. -E,ct•51 r.t). 
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En la fisura 5 se muestra el adoqulnado or1g1nal de Penrose, 

en las f'lguras S-10 se muestran adoquinados de la clase ILP 

obtenidos mediante traslaciones de la banda por el vector teE"1. 

En lbs rtgurns 11 y 12 se muestran los vértices de los casos 

excepclonalmenle ~lngular lt•O) ~singular. 
Q 

4.1.2n=7 

Como segundo ejemplo se mueslra como obt.ener una estructura con 

eJes de slmetrla heptagonal. Las roto.clones por 2nn son no 

crlstalogr6.flcas de mtmcra que el adoquinado obtenido es no 

perl6dlco. 

La. slmctr1a orlentaclonal del adoquinado est6 derinida por un 

conjunto de vectores estrella que sef\nlan los vértices de un 

hepté.gono rcsular. Asocln.mos esta estructura con el grupo cicllco 

C(7) de orden 7 que es un subgrupo del grupo h!peroctaedral 0(7) 
'l 

que Consiste de 71 pcrmutuclones y 27 reflexiones de 7 vectores 

ortonormales. 

Slgulendo el esquema ya. mencionado, se construye una 

represent.acS6n n'-•» da C(7), subductda de la ·representación D de 

D(7), que se dc&coapono en una suaa d~recla de 4 representaciones¡ 

tres de dlmcnsion 2 y unft de dimenslOn 1: 

0'•1 .. n'•> • 0'•1 
• 0'•1 

• ol•> 
' :z 3 • 

con lo. que ~,. se dcsco1n¡~1\c en: 

R7 ~ R: • R: • R: • R1 
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siendo alguno da las i¡• el plano E del adoqu\ nado, 

)..a mnt.r1z. de proyccc10n n: "'7 .. f<2 se obt.lene mediante la 

ecuac16n ( ll), lomando on cucnla que la proyocc16n de los vectores 

base de f<7 scf\alu.n las vCrl1ces de un heptágono regular. 

resul tanda: 

1 r, 

r, 

r2 

n • 2 
7 r3 

r3 

r• 

-r3 

donde r •cas(2nlll7). 
n 

1 

r, 

r2 

r3 

r3 

r• 

r2 

r, 

1 

r, 

ra 

r3 

r3 

r3 r3 r 
2 

-r 
3 

rz r3 r3 r,. 

r, r2 r3 r3 

1 r, r• r3 ir 1 - 11 

r, 1 r, rz 

r• r, 1 r, 

r3 r• r, 1 

Las figuras 13-15 muestran tres adoquinados regulares -de 

diferente clue lt... La f'tsura 1.6 •uest.ra los v6rtices del caso 

excepcionnlmcnle singular. 

4. t. 3. n=ll 

Un anallsls scmcJnnle (!S apl lcndo para obtener un adoquinado con 

slmetrla oCll\gonnl. 1r1cdlnnte la proyección D:R• -+ R.2 de manera 

• que la pro~cc\On de? los vcclorcs base de R y sus componentes 

negallvns sc~alen los v~rllces de un octágono 
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regular. 

La rlsuru 17 muestra el caso regular. Observese que la 

estructura conslsle de dos celdas un1 lar1as: un cuadrado y un 

rombo. F.P.M.Dounkor (291 genera esta mlsma clase de estructuras 

mediante reglas de un10n y dcrlacl6n y propone, a la vez, una 
Q 

teoria algobr~lca pnra su lnlerprelac16n. 

FIGURA lT. Adoqulnado regular con •l-t.rl• oct.agonal. 

4.t.4 •. n•3 (••\ruc\ura pertddlca) 

En este en.so la estructura se obtlene mediante la proyección 

D:~3-4l2 con la condlclOn de que la proyecclOn de los vectores base 

de R3 se~nlcn los vertlces de un triangulo equll•tero. 

De la malrl: de proyrcclOn: 

3G 



podemos verlf'1c11r que la dlngonal de ~3 generada por (t,t,t) es 

ortogonal al plano de proyccc16n que. en consecuencia, es x+y+z=O. . . . ' . 
Es claro que este plano cont.lene un numero lnflnlto de puntos de 

z3
, de aqul que la estructura obtenida es estrictamente per16dlca 

(:figura 18). COIDO ~.e .espera~ al t.rntu.rse de una simetria 

cristalogr.U-lca. 

ruanu. 10. blruct.ur• r-rtddlc• con ••-t.r(• n=3. 

4.2.ESTR\JC't\JRAS CUASICRISTAl.INAS EN 3D. 

El anAloao en lrc~. dl1T1Cns.loncs de los adoquinados de Penrose lo 

constituyen los em¡wiquot.nmlcnlos "con slmct.rlo. lcosaedral. El grupo 
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lcosaedro.l J (5) e& el grupo de las s1melr~as rotacionales de un 

icosaedro regular. lleno orden 60 y es isomorfo al grupo de 

permutaciones pares de 5 objetos AlS) (en la mayor parte de la 

literatura se denota como A(S) al grupo lcosaedral). Como 

mencionamos en la primera parle, el grupo icosaedral no es 

compatible en~~ con la slmctr1a t.raslaclonal. Nuestro objetivo es 

mostrar como npl lcnr el m6todo de la banda para generar tales 

estructuras. 

La aproxlmnclOn 11111$ sencilla involucra Z6 de tal forma que la 

pro;vecc16n de los vectores bnse (y sus negativos) de IR.6 sefialen 

los 12-vért.lces de Un lcosacdro regular. Sln embargo-esta-·no-es·la 

única estructura asociada con el grupo lcosaedral· como- lo· demostró 

P.Kramer l9) (vea.se lrunbltm ( 14) l aplicando el slgulenle 

rézonB.mlento: 

Dado el grupo A(S) nuestro prlnclpal interés es conocer N tal 

que A(S)<OlNl, pu~s esto nos Indica que debemos proyectar de z". 
F.sto se logr&3 escogiendo un subgrupo L<A.(5) e~ representac16n 

unldl.enslonal est.t contenida en la represent.aclOn de A(S). tma 

vez que se tlene el subgrupo L pode.as construir una 

represent.nclon de A(5) pirt.lendo de la representac16n de L, esta 

representnclon ( l lOA."tdo. lnduclda) llene dlmenslOn N = IA(Sl I 
ILI 

(donde ICI es el orden del grupo C) ":/ nos peralte establecer la 

3
Por a•r -• l~d,•la •n :2D, •• r•••r'fd haat.a ••t.e mo.ent.o la 

dtacualOn. 

:is 
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cadena L < Al5l < lllNl con N • l Al5l 1 
ILI ' 

En la ref"ercncln l 41 los autores loman L•C(S), el grupo 

c1cllco de orden s. lo que los lleva a una representacl6n de A(S) 

de dlrnenslOn N•60/5•12, por lo que se tlene: C(S) < A(S) < n(t2) 

y se deduce que se debe proyectar de Z
12

• Sln "embargo podemos 

tomar (9,14), donde D(,.) es el grupo 

dlédrlco de orden am que es el grupo de slmetrlas de un pollgono 

regular de m lados. 

La representocl6n de D(m) lnduce·representaclones de A(S) de 

• IAlSl 1- 60 • dlmenslOn N io(m) ¡ 2m 6, 10, 15 y podemos establecer la 

cadena: Dlml < Al5) < '1lNl N•6, 10, 15. 

Por lo que se llenen 3 diferentes empaquetamientos asociados .al 

6 10 16 grupo lcosuedral proyecln.ndo de Z , Z y Z respectivamente. Las 

matrices de proyecclOn son conslruldes de manera que los vectores 

base de cuda uno de esos espacian proyecten en, respectivamente, 
. ',) 

Wl Icosaedro, un dodecaedro y un icosldodecaedro. El número de 

celdas elementales que const.ltuyen la estructura. son, para cada 

caso, 2 (el equivalente al adoquinado de Penrose), 5 y 14. 

Se prescnlBn, a llUU1cro. de ejemplo. las estructuras obtenidas 

aplicando nuestro crltcrlo para los casos Z6 y z10 (la apllcac16n 

a z15 es tnmblón lnmadln.ta). 

4. 2.1. N"6 

La matrl: de proyocclOn &e construye de manera que 
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:!:~ =Il(±e ) l {e } es 111 bu.se de Re ) sef\ulcn los vértices de un 
1 1 1 

icosaedro regular. 

La proyecclOn de los vértices del cmpnquot.amiento resultante 

ha sido calculado. en pl11nos pcrpcndiculnres a los ejes de simetria 

{a).5, {b).3 y {c).2, para el cnso regular cr1gura 19) y para el 
Q 

caso excepcionnlai.ent.e singular (figura 20). 

Se pueden obt.ener algunos de los pol ledros asociados a esta 

estructura nl hncer un analisls por capas del empaquetamiento. Se 

muestran las 6 primeras capas de la estructura regular (~igW"a 21) 

y de la excepcionalmente singular (figura 22). 

Es lnlcresu.nte notar que en ninguno de los dos casos se sigue 

en general un proceso de duallzacl6n, esto es. que a cada vértice 

de una cupo. le correspondo. una cara en lo. siguiente. También 

podemos observar que las capas 3 y 5 del caso regular son 

poliedros no regulares que no llenen slmctrla 5 como los demás,·· 

esta es unu propiedad de estos empaquetamientos y puede predecirse 

desde la tlsura 18 en la que ae observan puntos (1narcados en 

negro) qu~ vSolan local1Dente la sllnctrla 5. Una discusión 

detallada de est.a sl tuaclOn puede encontrarse en la re~. ( 11] 

secc. 7. 

4.2.2. N•tO 

La proycccl on es tal que la base de z
10 

(y. sus 

negat.lvos) proyecla en ln dlrcccl6n de los vértices de un 
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dodecaedro regular. 

En las f 1gurns 23 • 24 y 25 se muestra la proyecc16n de los 

vértices dol cmpnqucltun1cnlo en un plano perpendicular a los ejes 

(a).5, (b).3, (c).2 de slmclrla, para los ce.sos: regular (~ig.23) 

singular (r1g.24) y cxccpclonnlmenle singular cr1g.25). 
o 

Si se compara la proyocc16n que presenta slmetria 5 del caso 

singular (flg.24a) con su equivalente singular e.n 20 (f"!g.12) se 

observa que nnibos presentan un plano de reflex16n. En el caso de 

3D este plnno también se presenta en la proyección con simetria 3 

(f1g.24 b). 

o 
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. e. t=C.t,.1,.1,.1,.1> 

FJCS.8-12. Adoquinado• de Penro•e obtenido• -di.ante tra•laclone• 
de la banda. 



e. <arrlbaJ t.=( 3 , 13 , , 3 , 13• , 3 ) 

B. (arriba der ) t ( 4 . =. 2,.t3,-.3t.,-.3t,.13) 

10. (derecha) t=<.e3,,1s 1 -.s1,-.ss,.isJ. 
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13. t.=<.1 •• 1,.1,.1,.1,.1,.11 
14. l=l.2,.2,.2,.2,.2 •• 2,.2) 

FlGS.13-lB. Adoqulnado• con •lmelrla 7 para dlferent.e• vect.ore• de 
tr••l•cl6n de I• banda. 
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FIC.19. Proyeccldn del e19Paquetamlento 
re;ul•r tcosallldrlco <z'-+ R1 ) en plano• 
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CONCLUSIONES 

El criterio que presentamos para seleccionar los puntos que 

deben proyectarse es completamente general en el sentido de que 

nos perml te proyectar puntos dentro de wia banda en un espacio 

euclideano arbitrario a cualquier subespaclo de este. 

Se mostró que nuestro. criterio reproduce los casos conocidos, 

como los adoquinados de Penrose en 2D y en 30. El algoritmo es 

capaz de generar fácilmente estructuras que por otros métodos 

requieren de cálculos muy complicados, como son. el adoquinado de 

Penrose con simetria 7 en 2D y la estructura en 30 asociada con el 

grupo lcosaedral obtenida proyectando pWltos de una red cúbica de 

d1mens16n 10. 

La única limltac16n que se tiene es el tiempo de ejecución 

del programa debido a la estructura misma del método slmplex que 

al moverse de un punto básico factible (Apéndice A) a otro mejor 

realiza una eliminación de tipo Gauss-Jordan, y el número de 

puntos básicos f'actlbles que se tienen que considerar antes de 

llegar al óptimo es no predecible y puede ir, en promedio, de 10 a 

más de un mil lar en algunos casos extremos. La apl icaci6n de la 

matriz Inversa Generalizada nos perm!t16 evitar el uso del método 

slmplex en muchos casos y la ventaja de esto, en cuanto a tiempo 

de cálculo se refiere, puede apreciarse en la tabla t. Los 
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casos que se presentan en esta tabla se obtienen de anal izar 

puntos con coordenadas cuyos valores son combinaciones de 1.-1 y 

o. Se usó una computadora VAX-11 para generar las estructuras. 

Z5 
4' IR2 Z6 

4- IR3 zto 4- IRª 

(regular) (regular) (regular) 

Puntos analizados 243 729 59049 

Puntos proyectados 16 201 668 

Tiempo de CPU sin la No se 

inversa general izada. lm 2s lBm 16s calculó 

Tiempo de CPU con la 

inversa general izada. 4s 3m 2s 3h 5Bm 4s 

Puntos analizados por 
el método simplex en 10 210 5040 
este ültimo caso. 

Tabla t. Tiempos de calculo para la generaclon de diferentes 

estructuras no perlodtcas. C h=hora, m=mtnuto, s=segtmdo). 

De la tabla 1 puede deducirse la utilidad ~e usar la prueba 

de la inversa generalizada que, aunque varia de un caso a otro, 

reduce considerablemente el tiempo de cálculo. No fué posible 

hacer una comparac16n con otros métodos pués no tenemos 

conocimiento de un algoritmo con estas caracteristicas, y para los 
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algoritmos que trabajan con casos particulares no contamos con los 

datos necesarios para hacer una comparación. 

De la tabla podemos observar también que el número de puntos 

que se encuentran en un cierto intervalo de analisis crece 

considerablemente con la dimensión de la red cúbica. por ejemplo, 

van de 729 en 30, 59 049 en 100 a 14 348 907 en 15D, lo cual 

conduce a un aumento considerable del tiempo de cá.lculo. Esta 

situación podria remediarse por medio de un perfeccionamiento del 

programa creando un criterio que nos permita saber cuando nos 

estamos alejando de la banda y desechar todos los puntos que 

siguen en esa dirección, de esta manera no seria necesario 

analizar todos los puntos de.un intervalo dado sino solo aquellos 

que se encuentran alrededor de la banda. También es posible 

laplementar en el algoritmo el ·proceso de inflación o deflación 

(para los casos en que esto sea posible) de manera que, si 

generamos una estructura muy pequefia. esta puede ser crecida 

usando este proceso. 
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CONCLUSIONES 

El criterio que presentamos para seleccionar los puntos que 

deben proyectarse es completamente general en el sentido de que 

nos permite proyectar puntos dentro de una banda en un espacio 

euclideano arbitrario a cualquier subespacio de este. 

Se mostró que nuestrQ criterio reproduce los casos conocidos, 

como los adoquinados de Penrose en 20 y en 3D. El algoritmo es 

capaz de generar :fácilmente estructuras que por otros métodos 

requieren de cálculos muy complicados, como son, el adoquinado de 

Penrose con simetría 7 en 20 y la estructura en 30 asociada con el 

grupo icosaedral obtenida proyectando puntos de una red cúbica de 

d1mens16n 10. 

La única limitación que se tiene es el tiempo de ejecución 

del programa debido a la estructura misma del método slmplex que 

al moverse de un punto básico factible (Apéndice A) a otro mejor 

realiza una eliminación de tipo Gauss-Jordan, y el número de 

puntos básicos :factibles que se tienen que considerar antes de 

llegar al óptimo es no predecible y puede ir, en promedio, de 10 a 

más de un millar en algunos casos extremos. La aplicación de la 

matriz Inversa Generalizada nos permitió evitar el uso del método 

slmplex en muchos casos y la ventaja de esto, en cuanto a tiempo 

de cé.lculo se ref'iere, puede apreciarse en la tabla 1. Los 

42 



casos que se presentan en esta tabla se obtienen de analizar 

puntos con coordenadas cuyos valores son combinaciones de 1.-1 y 

o. Se usó una computadora VAX-11 para generar las estructuras. 

Z
5 -> IR

2 Z6 -> IR3 zto , IR3 

(regular) (regular) (regular) 

Puntos analizados 243 729 59049 

Puntos proyectados 16 201 668 

Tiempo de CPU sin la No se 

inversa general izada. lm 2s lBm 16s calculó 

Tiempo de CPU con la 

inversa generalizada. 4s 3m 2s 3h 58m 4s 

Puntos analizados por 
el método simplex en 10 210 5040 
este ~ltimo caso. 

Tabla 1. Tiempos de calculo para la gencraclon de dlfcrenLc& 

estructuras no pcrlodlcas. ( h=hora, m=mlnut.o, s=sc~undo). 

De la tabla 1 puede deducirse la utilidad ~e usar la prueba 

de la inversa generalizada que. aunque varia de un caso a otro, 

reduce considerablemente el tiempo de cálculo. No í"ué posible 

hacer una comparación con otros métodos pués no tenemos 

conocimiento de un algoritmo con estas caracteristlcas, y para los 
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algoritmos que trabajan con casos particulares no contamos con los 

da.tos necesarios para hacer una comparación. 

De la tabla podemos observar también que el número de puntos 

que se encuentran en un cierto intervalo de analisis crece 

considerablemente con la dimensión de la red cúbica, por ejemplo, 

van de 729 en 30, 59 049 en lOD a 14 348 907 en 150, lo cual 

conduce a un aumento considerable del tiempo de cá.lculo. Esta 

situación podria remediarse por medio de un perfeccionamiento del 

¡rograma creando un cri ter lo que nos permita saber cuando nos 

estamos alejando de la banda y desechar todos los puntos que 

siguen en esa dirección. de esta manera no seria necesario 

analizar todos los puntos de.un intervalo dado sino solo aquellos 

que se encuentran alrededor de la banda. También es posible 

implementar en el algoritmo el "proceso de inflación o def'laclón 

(para los casos en que esto sea posible) de manera que, sl 

generamos una estructura muy pequefia. esta puede ser crecida 

usando este proceso. 
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APÉNDICE A 

EL Htrooo SIMPLEX. 

El problema de programación 1 ineal puede ser planteado de la 

siguiente manera: 

minimizar f'(z) e X + .• +e X = CTX 
t t n n 

sujeto a Az " b (A. 1) 

donde e y x son vectores de Rº, A es una matriz de mxn y b es un 

vector de Rm. A la runción r(x)=cTx se le llama función objetivo 

y a las condiciones Axi!:.b y x~o se les denomina constricciones. 

El método slmplex es un algoritmo .que resuelve este problema, 

para aplicarlo es preciso reescribir el problema en la forma: 

minimizar f' ( z) 

sujeto a Az = b 

·T 
e " 

" " o (A. 2) 

la igualdad se consigue adicionando a (A.1) m variables no 

negativas llamadas "variables de holgura". Puesto que cada una de 

las m desigualdades en la constricción original AJP-b requiere una 

variable de holgura s "º • 
Aki!:.bk en una igualdad 

Ax-s =b • • • 

para transCormar la k-éslma desigualdad 

El vector e y la matriz A de (A.2) son obtenidos de los de 

(A.1) extendiendo el vector e original con m ceros y sumando -1. a 

la matriz original A. En componentes. la restricción de A
2 

es: 
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a x +a x + .... +a x +x 
11 1 12 2 ln n n+l 

a x +a x + 
21 1 22 2 

a x +a x + 
m1 1 -2 2 

+a X 
2n n 

+a X 
mn n 

+x 
n+2 

=b 
1 

=b 
2 

+x =b 
n+• • 

Si hacemos xk~ para k=l,2, .. ,n obtenemos la solución 

X = -b 
k+n k 

para k=l,2, .. ,m. Esta solución define un punto básico que se 

denota como sl éste es llamado plU'lto básico 

~actible puesto que satisface las constricciones (A.2). 

Sin entrar en los detalles de la técnica de que se sirve el 

método simplex [30] mencionaremos que básicamente consiste en dos 

pasos: 

I. Se transforma un punto básico en un punto básico factible. 

JI. Se mueve a puntos bAsicOs factibles sucesivamente mejores 

(en términos de la Cunclón objetivo) hasta que el mlnlmo de ésta 

función sea alcanzado. 

El método simplex puede hallar la solución o puede detectar 

la no factibilidad del problema. Desafortunadamente, el nómero de 

puntos básicos Cactibles incrementa rápidamente conCorme el número 

de variables se Incrementa y es posible construir problemas en los 

que el método slmplex recorra casi todos los puntos básicos 

factibles antes de alcanzar el punto óptimo. 
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APÉNDICE B. 

LA llATRIZ INVERSA GENERALIZADA. 

La inversa generalizada o inversa de Penrose-Moore de una matriz A 

+ con m renglones y n columnas es una matriz A que satisface las 

relaciones: 

• 

AA+A = A 

,. ...... = ,.. 

(A+Al • A+A 

(U+)• = AA+ !B. 1) 

donde P denota la transpuesta conjugada de P. Puede mostrarse que 

A siempre existe y es únicamente determinada por esas relaciones 

(31]. Cualquier matriz. ya sea singular o rectangular. tiene una 

inversa de este tipo. 

El conjwtto de ecuaciones· l lneales Ax=b, donde A es una 

matriz de mxn, z es un vector en Rº y b es un vector en R•. tiene 

soluciones que caen en uno de los Siguientes casos (32): 

a). Ax=b tiene la solución r=A-1b si A tiene inversa 

ordinaria, esto es, si m=n y es no singular. Bajo esas 

circunstancias, la inversa generalizada coincide con la inversa 

ordinaria. 

b). Sl m>n, ha.y más ecuaciones que incógnitas, entonces la 

expresión x = A+h da la solución que mii:timiza 11 h-Az 11
2

• 

e). Si m<n y el rango r de A es menor que n, o si m=n pero A 

es singular, la Inversa generalizada da una únlca solución, 
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aquella que minimiza la norma euclideana ll:m:11 2 • La solución 

completa es: 

z = A+b + ( 1 - AA+ ]V (8.2) 

donde V es un vector arbitrario. 

Si A es tal que A2=A (como es el caso de una matriz de 

proyección) puede probarse que 

A+= A 

es suficiente con sust 1 tuir A=A + 

(8.3) 

en (B. 1) y hacer uso de la 

idempotencla de A para ver1Clc8.r las igualdades. 

El algoritmo para el cá.lculo de la matriz inversa 

general izada asl como un estudio detallado de sus propiedades 

puede encontrarse en la rererencia (31). 
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