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RE'SUMEN 

EN ESTE TRABl\JO SE CONSIDERA UN TRATAMIEN'ID PARA IA DESCRIPCION DE ros 
ESPECTROS DE MlifilJIJ\S N'.l-RIGIDAS , ESTE CONSISTE EN PROPONER UN llAMIIJIONIAID 
N:l-RIGIOO, CCM:J FUN:'.ION DE PARl\METROS INVARIANTES Y, OPERAIJORE'S DE PENE:I'RACION, 
LOS a.JALES SE DEFINEN CCM:J AQUELLl\S OPERACIONES QUE CONECTAN MINIMlS ESTROCTU 
RALES EN EL ESPl\CIO DE ESTADOS DE IA MJLECULA. LOS ESPECTROS llESUL'I7\NIBS SE ET! 
Q!lETAN CON IAS REPRESENTACIONES IRHEOOCIBLES DEL GRJPO DE PERMUTACIONES E IN 
VERSIONES DE IA MJIIDJLI\, 

ABSTRl\CT, 

IN TllIS TllESIS IS INrROOOCED A METllOD FOR DESCRIBING TllE SP~ OF NON-RIGID 
f.()LEXl]LES, TllIS METHOD CONSISTS IN PROPOSING AN ADEQUATE Hl\MILTONil\N, WHICll 
IS A FUNCTIOO OF TNVl\RIANl' PARl\METERS AND PENETRATICN OPERATORS • TllESE OPEM 
'IORS ARE DEFINED AS TllOSE OPERATIONS WHICI! CONEcr STROCTURAL MINIMA IN TllE Ml 
LECULAR SPl\CE OF STATF.S. TllE SPECTRA ARE IAVELED WITll TllE PE!MJTATION-INVERSION 
CROUP. 



Los trabajDs de Bertholett [lJ y Kekulé C2J , precursores dE 

los conceptos moderno~ de estructura molecular~ permitieron 

considerar a las molécul~s como ar·reglos geométricos rigidos. Una 

c:ont:tecuencia importante de es·tr:-\ ap¡-c.;:in1etci61~1 es-. la Tec1ria 

Estructure! en Qui1nic:a. 

E1 hei::ht· do c::c.nsiderar a le.s mc1léculas c~Hno CL\erpc•s ri.giclos, 

hizo suporH:r la -S}~istenci13 de c:c.nf'J.curac; '.tino?s rle equilibic•. Este• 

permite ~Et~dier las vibraciones 1nolecular~s a l:ravés de análi~ie 

de peque~~s osc:i lc.1c:icn1es y las 1-ote:1c.:,ieini:::.is medic::.nte u11a 

aproxjmación de cuurpo rígido. Sin en1b9rgo, est~s ~studios 

c1r·i9i.nc111 pi-eiL-:lemc:i.s algebrci.ic:n~ ct1n.::r~1·nientr:::"s a l 1.:i diagonal i::aci6n 

dE> cie1;r.:1-mincir1tes st1r.L1la1·cs de t.•.ltc• c.1-d~n. t1t.1chc1s investigt\dct1-f.!S 

,.,,p-i""ov2<.:hc.1.·o¡¡ lns p1-c:•pic~c.l~df?!: de s::imet1-1a puntual Ue ] L!\s molecul ii.\~ 

.-::nn ~]. ubjf.•tc· c:le. dji:,gonali:-:C:ll" pe.¡- [:,]c:.qllf-e. loi:::. dei.ermi.nc.rit~~' 

:.ecu]ares q1Je a~-ar~~en er1 esto~- 0s·~udi.os tradici0r1~l2s, ~· Gn 

E~i 19471 l<j.Jpr:'\t1·ic:k y oti-·:is C3J, c;,l medi1- lt1t:.·. prr:ipled..l:i.dr:;: 

tE..•rmc•dinámicns d~l c:ic:lc1pe11'1~anc• f?11c.nntre.1-on ~;i:;,·i-:ti:"tS d.lscreµe¡nc:5 .~1:. 

·~n1;rt-"! 1;1.L\!::. n-1rtdi·:ia¡1es y Je.is c:álculcr·': t:f:6,-ict.·s~ L.:-1 ·''.llf'•fíli:''.31<t !:.:t.· 

rr.1t_,,Jvi6 p1-ripc1nlf!'Jlc..lc• u11 g1·r.1dc1 de: J il.J,,.,·ttJd intr.:·;· 1·t• dc·11r•m;11,,..,rJ.·1 

pseudni-c1t,1c i óri, el c.Ltr:1l $E~ cleri n~ c:c•Hn.'.• ur1a pr:1··111ut.i:.11.: Áói1 a~= 

p&1··tit.:tJlc:\E'. jcJé1·1'L}C.ae !::'ritJlljde. lit:.' Urti::l 1"~.tac.jón fli1Í l:t1. f.:~ !,1;,·.~+. 

f~vidf~nc:iH'..:i 1'::xpr.~¡-j1ner1t13lr:>s dic:~1·l•l'", cir itJf::"f\ i\ le.:: ::::,r1;=t.•pll·~ ;-le 

semirigicle:'. en 111c1léc.u],?s. r::::~!.::-"l.t'n c1(:1"-:·s <:_,r-,_1..-lo'i rlr._. .1 \1-, ~ .. ·('.·'·\! 

inta:rnc1s conocid0~.::. c.:c1111c• inv:.,~r~.·-jc .. -1 [tiJ '/ 1-c.1lc;1c;~Ctrt1-~B i11L\'-:'• .. -1<:-1::..r~_.:r~ 

L.a tci:-:i~tencj a di: 11·c•Jé::1.1l.:?.:t: c1:1n e-~.;t.1-uctu1""es 5emir1gidr~:-, h ,_;:t· 

nect-:·si:.-1,ri.:i unH r!evi~iór· GE': le.'~-- r:c•r1cc'pt:c.•!: t1-,~,dic:iona]es d::· f:,:i.111:-·~L¡--J i· 

LorgLtett-Higglnc [6~7J l~';rcduj~r·o1·1 10 idei~ 0e] Sl"l•po de 

p~1-mui:ac..:ione~- E inve!-sit,r1es dr-~ ]e.is 1J"...1clt."t1::.. p11r-::, 1~!=:,t·.udit:u· r.:.-1 

1:er1~r¡ent• vibri1~;ón re t~-=ión en mo}étLiJ~!. E~tr ,-.~~~116 ser LI1 

! 
l 
l 
1 
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suGgrupo del grupo completo de simetrias verdaderas del 

Hamilto11ianc1 Mc1lecLtla1-, cc•mo si;o :Hplicará máG adelante el1 esta 

tPsis. El grupo completo de pe~mutaciones e inversior1eE de los 

r1úo::lec•S describe la sio1·.=t1-1c. mcile<.:ular en té1-minc•s cie 

pe1-mutD.cic•ne~ entre pilrticuli;1s idéntic~"J.s y de la inve1-si611 de 

é~tas a tr~vés del centro ~e t~asGE 11a 1~ ~olécul~~ Esio p~rn1ite 

hr.~t:Ed- ur1 e.ná.li~::i::. de grupl.:.s ¡Je mt•:téculAs Et~miritjjdas (e• 

r1t•-.-1g:·1dr.:\s.) cc111 unc.1 t• fílá$ g1-r.ide<s d=.· 1 ibe1-tad inte1-nc1s. 

L~ ~resencia de gr~clDE du lib~rt2d internos en moléculas 

snrr,j;-igiclas t:•r·igi11r..1 múltiples. cc:•nfl~1u1-acic.•11C!s rígidas de 

equ i l :, b r i e• ~ 

degt?riE•r é:.lci6;1 ~·~:.i;1-1..tc:tL1r·e.l e;111-c• íól:;»BS cc1ni~igu1hc..i.cit1neE, le1s cui:1l~s 

es.t.ár·, S.t!p<·:..l-adt1S por· Lu:n-1-e1~a5 de pr:·t(-:inc j nl c:·r1 el c~=pnc.\c• <Je 

F'ú.1.f..: t,.: {:·.-e.i:~1mii2riio da l~;;:lt~1f·. rr.::-•léc.uln!:>~ f\ttnl·E.!r [OJ lii~ pi-t•puen·'~•.• 

ln c:::i~;"ll"}nci2'. e!¡;~ númc .. ¡··c·r: c:t1á;·1licr·~· d::.' pt:::11E-t.i-:'?lcio1i de bi:\1-1~era~ lr.1 ~'. 

¿1} E;:;. 11c!c·r::>r:i:-.\\-jo p1-r..pc,¡1r--·r un pcitenc:le.l qur~ dr~n1:1~ibt~ lc:1 

pf·:r1F.:trc..::ióri dt:; bL11-1-~ra .. E!·~tt:.t cE: di·rici.l y ~1e:·ne::·1·t"'llmr::1·1tr-.• c:c11·1dtH::t: r: 

1.:i"C1L1~,jr ,.~Jot.;(ir·c-~3c:tc y cc.mput;,;ic.:j~)r1i-\l. 0111~' .;:_.l1.abeir·..:i.f!t,~ l~· c.1a~ no :.ici 

.iu·;¡r.r· e u.· .• 0, r·i:'2dL .. Lcj611 :~.ff:pl;.;-tantf.··; dt? tif:tupc .• -í~~pf.1 c·~·...:· r:.· . . :álcu:Ln~¡ ,, 

:.1 .. • t.t1, ~~i"é.11-'c1 c'o l ili~~1-1.t'.tl inte1~11t.. jJL'.c"'di:."' l l~l,_.if:i-

f"'i.'1-~. ;·emedj.r.\:·· c.1 ;,i~,r: r:;itui1cic'.ll"1 ¡:..¡·¡ t:m.-.:1nn~ y c1t1·i:·~ L9:.1(1J, hdr1 

¡11".•¡lut~:t.c. vn ~¡·.::1ti..1n1ir::n·~;r· i.~ltt=1-rir.:.'\.jvt• ~;) c-ut1] u·1~i}i;::c1 r""•J 

\;¡-";.\ ~.'."1n,j c.:ii".tl··l de·· :, nd•_1,-:;;: ión JE· ·.-·~pr··:·:e-::-1-,·~::-:\C ! 01 1'i':O' r:~•i-D enctintr·,~\r U\h1 

;J1·1.q:•t:1 ;.Lc .. :liná.ni.co c.:c-mr.· P~1-tc del CJ1-11pt• clt:- !':ifíl.:"L:1-it:1 de la~' 

iH~:.lé.::u)r::::. nc··-1-i1;.JiC~.'.s. t·!::. t'~J~",t.:u·¡tp (~:te ~nfoqL"e !.:~. lhUJ' ,:;.,b~;t:l·actc• 

~, 11~::-.u~t:.~. cJ)·fic.iJ \"i;:>]i..l~:Jr.:·1,:1: lr1 cu1·1 c:t1r1C":t'J1t"C·~·- f.i.!:-:ic:c•s 1~·1f~.1i'.;:ntnlt~!:'"· 

r. 1 (1 J • 
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al de Bun~cr p~ra la descripción d~ los E$pectrus de mGléculaE 

no-rigidas. E~te c~nsiste en pr~poner L\n Han1iltoniano no rígido~ 

con10 función de parAmetros invariantes y operadores de 

pe11tit1·aci6n, los cuales se defi11en ccimo aqL1el las ope1-aciones que 

c~o11ecta11 minimr)s estruc:tu1-ales C8,38J en el espacic1 de estC\dc.is de 

le. mc1léi:.:ula. 

Existe una correspondencia bien de·finida entre los grados de 

libertad i11te1-nos de las mciléculas que· ue estudir.t.l"I en ec.:te 

trabajo~ y los operadores de penetr~ci6n que utilizamos para 

escribir nuestros Hamiltonianom no~rigidos. 

El cont~nido de esta tesis es el siguiente: 

En el c~pit~lo l se hace una deEcripci6n global de la~ técnicas 

tradicionale~ ~~ etiquetado de eGp~ctros rovibraciunAles~ 

Lttili::a1·1dt« pi!ll-t:<. ello el grupc1 de sin1etria pl.\l1tual dt= la 

C"t•1·1figu1·nc:jó1·~ i.:J¿; eql.\ilib1-ir• de l~s 1nc1lécL1las. S:i erl'f"r.1tiza el 

he;.-.hc• e.le 1-JU~l J t.•. s~ h1t::ti-1ñ pLlnt:u2'.l es vál id;;\ únic;.\rnE.~nte pBr·a el 

c~a0 ~n ~L10 1 ~s n1olécul~s so\1 r·igid~s. LR fi1etodl•l0gi~ ~~l 

etiqL1e'\;;.\dn !.:i8 ejE"1npl ifica co11 l~ mo léc.ulc-1 de MI-Is. 

El Cr1pitt.1lc_1 Il:. e!;i el c8pitu:~.f• p1·5•1c.iµal de estt-':' t1-ab¿.i,jo. St:-:,o 

ir1l;roduca el grL1µ(.1 ri~ simetri~' ~1J~éni:ica del lia1niltoniAno, el 

t:Ut.\l pc1=.r.::ie 1u1 E?,jonifici..\df• ti~:i.t:o ~, c·~·.i::.c.·~ )' s~ et;}q1 .. 1et;ai1 lr'.IE 

í:.'-Cper:t1-C'•r: rigirJc• y nc.-1-igidt.• de: :t l1 111c.11écula de a1nc•nii:~c:c•:. 

f'..c•r1!::·.iJ8'1-e.nc.l<.1 cc1n:c.1 fp-21dc• de ] llii.!!1-t,¿;fJ lnl;ecnc1 a lt\ ir1VE.'1·~i6.-1 d8 

:::t·nf'igLl'LH..:)611 t:.1€:' ]..:1:;: 11l.tC'.'if.!Cq~. r-.~¡-:.t 1:\1'1f..;] iz¿_~¡· !;:'] C1'.'IE.Ct r1t•· .. ri9lt.lc· ~~ 

p1 .. c·pr:..-1L un 1-:¿1n::i 1 tonia.nc• que coni::it. 11·1c .. L•pe1··r1clcq-2~, d1;• pt.n1:•t1 .. ,'3c.i6ni. 

lo~' que conect~n minimos estructu1·nles er1 el espacio de estados y 

¡.icc.dLtC:L~n un desclc·blani.lento de le•::; 11.lvelt~s r19id1.1s. [] 

d~~:dc1li) tuuii.:.lntc; !!.f:.• fJi.:i.r·,:..¡11c.:t.1·i4~. r. L1··a\1é;::.. de un p1 .. ocr:d1111ic•rito 

~d:•111ic-] á!:i.'tCt1 dp pc:i·12t;r·a::i6.-1 de bi:H-r··'·· ~:·r y qu1:dr-:. t:'~:pi~¡::~:,¡;1dc..1 t·:n 

func~Ó(t de:.• lüs núme1-c1s cu.ántjcc:.~ i.Jc, tr. l:f.r.f• 1 igidt="1; !-:1!:", ¡-dv8J~.;; 



un estLtdi6 del e~pectro no rigido d~ la molécula de etileno. 

Finalmente~ en el capitulo IV se presentan las conclusiones y 

perepectivai de este trabajo. 



M E T O D O S T R A D I C I O N A L E S • 

A) Vibi-acicq1es PeqLtefias y Rotaciuones (·ti-atamie11tc1 clásico). 

Desde el punto de_ vista de la mec•nica clásica~ la 

d~1 sc1-ipc:ió11 de _Ll\1 prc•blema de pequeflas C.•scili".c:ic1ne:1 al1-ededc•r de 

una c:o11figu1-ación de c~quilibrio C15,16J se· c:nrac:te1-iza poi- el 

!1~cho de que el potencial puede ser d~sarrollado en serie de 

Taylor i:\l i-ededcii- ~e ésta:. 

2v~-2v o+.~ (-ª_.;...V_.-.. •] nk+ .•. ·.•· ··.·~- '[ .•..•. · • a•. V . ) nknL+ •••• 

)·.= 
1 

• a· 'q •. k a <1 a q . . 
~ o · , L-1 •· . k . L o 

.•• (I.1.1) 

El l~c.fr:._,d~~E!Cho. dQ!·-.1~ ec:úaciÓn, C!.1.1> se pl.tede ~-est¡-i11gir 
t·1a~ta lo~ términoc cuadr•tricos, si consideramos despreciabl85 

los térm~no~ ~ucesivos, en ctiyo caso CI.1.1> se denomina la 

i:ip1-c1>:imHc:i611 :.'1-mónica. Lll e:.-:p1-c::i~i611 de· la energía cinétlc:f\ en 
• 

Ct)Drdenada~ g~nur~lizadas, e~tá ~ su vez dada por~ 

N 

2T ~ 2: ••. (I.1.2) 

k.l =t 

1 - v. s~ ·~m utilizar~ las 

e:cuc:.cicrt1~<..: d~· tu]r.?i--l_¿~g1-i-\ng~ y se t~Lu.1t.j ~Ll)"f..! lc.1 cq::11-:::•Himac.:ión 

,;.rmónic: ... 1 pi.ir-a .lr.~s ri 1 ~, c.btt.?ndr·~·muc ~a jg1.1c:1.ldaci i1H·1t.1-ic:ial 

5 



,, •. o>
2
T V w'T . ..... V w2

T A 
11 11 l2 12 lN lN l 

\1 w2T V w2 T ...... V w'T {\ 
21 21 22 22 2N 2N ,2 

= o. 

\' o>
2T 'J o>

2T .. ~ ... V - w2T ?)N Nl Nl N2 NZ NN NN 

(J.1.3) 

'.!c1 ;c:, veJoi-i:-:~ rn-c1pl.C:•!Z· .,. vec:~~C•l~~s prop.i.t•S. E::>tos úJ \:imi·~-, 

..::c11·1-c.:?spc111di.~11 a les· fi·ecL1e:nr;i2.::.:. ·fl1nt!t.,¡¡1~~:.-1·!;.::~le~. y t .• 1r1plj tt.1d¡:::;:; i:-·r·c·F) ·.í! .. : 

clt:: vib1~:-.cjói"1~ 

i.\lgu.-1~!::'. L.:!'1fiipC.1,·1t~n-tti<.3. dt: ll:\E r~\1llpl i l.uc.IL'~ (:¡j r..~·: ~;l i9t":~·1 

nr!.Jit1-~'.f'ir.:.fli(~\l-te (p~¡~¡:. de lill:.C:c.· qui.: Ce.~ m.:1n'l"='i1gH u1ua bt\!:,c..• 

1.·1·tor1·.:•cmc::.;.l):, ln 1~ue C(.1r1 .. c~~p\:111dl': r:i! ¡.1\ .. \'..ll.1112.11,:-. ;..\1:: c·:iQi?\"1'/alc•1-e!::i 

degenE.•f r:.t:.lc·~' .• Si 1::.-;i:::.t;e :.S:i111;.-t1-ii.1 puntLthl <:·n el s .. i.s.\:¡:.p,¡ ... dr1i:1lj::,:-id.;1: 

~uede Ge1· ~1tillzBda la t~uria de grupo~ punt1Jal~s per~ 

diQf1~n~li~~1- por l1loques la ecu~cl6·1 (1.1.2>~ E~te pr·üced~n1icntc1 

~-er:t. dj~cu.,idt• ii:1i )¿<. !:",r-·1:c:.:i611 ~).:-:Ji~ 

ro1 .:. F1::.;-Je.·1- intei-·p1·E·ti.\I"' )C•S ((:•::.ultt-11~0=- (~:~ptn-l·flll-~r1t1_\lt:S de 

•_:u,--•. r-.c dL:: E•Llsn1-cj6n c:c•ntra nú1n12r1:i de• c•ridr.1 (en <?l .ii·1H~1-f.\\-1-05r1)~ 

~0r~ n2~~¿~riu cor1sld~rar la Apl-G>:iíli~L~Ón ci~ mocl~s nGr111ul!!E
1 



V ,, t1/2J \ w2 ~· f k 'k 

T = t1 /2] t;_ ( •••• <I.1.4) 

y prc•t:ed~endo t~l come• en ll.\ de1-ivacjón d~ le ec:L\ac:ión (!.1.3>,, 

!o-:.e encuentra u11t1 i-elac:i611 tc.talrneni:E' eqt1ive.lci11'\;e a ée.tc.1~ F'ara el 

cc1so de un sis tema de N p a1- ti cu 1 as ;.t-.;rá r1ec:et=Jar i o 1-esc 1 v&?r t...n1a 

E~cuaci61í de 01-dc.?n N-ésimc:1. 

E:·:i!!i:e11 mc1léc.1~\l.;.\s sirnples pa1-a las cuales ~l eir1álisis de 

pEqueflf.~5 t•sc~)c."'cic0 ne5 pei-,n]'i;e Ll\,r::\ fi.l.r.:i;c11-izr.."'c.ión di1-f'.!C.tt1 de la 

ec:uac: :i. 6t1 t:..ec:u l r:'l.1- ~ cc1mti ~11 el caso de l. C02 , cuye:i. ec\..lac i 61~1 seC:u 1 fll-

wCk - wml [f.: (\1 + 2ml - w \'1 m J=O. 

i.it' r..:c•nt:;i·;_trilto~C. dP :-é:~i>"l.ituc:i.611 y n1asaz. 

F'i.:•1· ot1 .:• le:1ü,:•, <:..:i.Ltnt¡Uf".' lü b.::.~:.~:- d1::' rnc1dt1s nc.¡-malus clic:.;g::111i:~lize. 

::,in1ul tánf't":mt..-!lltt:.: i.' T y V~ t;:·n gr.:inE.·\·nl :..;ub!r~iste e-~1 rn·c·blemn de'! 

í;!nc:1:int1-ar l~~:¡ rt:1.it~:es dt~ 1.u~1a f?CUt:•.C:iÓn r:'\11,;1eb1-fliCC1. dt? C<i""d<:.•n l\}1.r;i, 

pe1-nsitr:: r·Ht.:.luci¡- l.:.:t. di·fict.tlt¿\d dt~ estn probleme.1 parC:\ n1c·lét:L\l&s qutE 

prc~~•e11t.;:1n siíllet\·ir..1. 

3J l~o~0r Rigid~. 

Le.-.:, .t-1nál J.~.ir, i.i e.:.iicic•nC:·:l~!5 G~:, li:.-. t::l'.t'!rUí 1'-\ 1-c.taclc.:ir~:iJ du 

ri1.:.•lér:Lt-:1óf:; ht~c:~n 1 • .1~0 de:- 1;3 apr·n}·:iff,e.<.:ión dt:~ i"citur 1-igidei, 1.:.1. CLh.:;.l 
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3

• Er1 el sistema de coordenadas .fijo en al~ .. c..ue1·po ljk es. 

diagonal, de donde T adquiere la forma. 

\ 2 2 2 ' ·... . 

T=c112Jv[~m.]H1t2J{1 n +I n +I. n·};o.1.5> -
Í,\. XKX yyy ZZZ " . . ·: . 

El pr inier té1-1nino del lado derecha es la e1ie1·gia 

t1·anslac i.c•nal del cent1·0 de n.esas de los núcleo: .• qu~ pue!de ·11:r 

igr~c:1rada. El segLlndo térmi110 neis pern~ite describi1- a ::.1rime.r·a 

aproximación la energia molecular rotacional y puede e~cr\birse 

alter11ativamente en fu1,ci6n de los momentos angularas. de c.lci1·1de 

resulta el l~amiltoniano rotacional 

2 2 2 

A {L•~Ly +L:} 
.H=U/2J -¡-· l -·- I 

X X )'Y z:. 
•• 1, f · .• b) 

La e.:L\aci611 <I .• 1.6) da .luga1- a tres pc•sibles casc1:.~ d1?pt:?11diendo 

de los valores .reiativos ·de los momentos de ine1·cia a11·ed.,dc .. · ele 

lc•s ejes principales: • 
a) Roto1- Esfé1·ico: Los tres ·momentos de ine\·c i a cc•inc ide11. 

bl Rc•to1- Simétrico: En: este: caso dos de los momentc1=. de? ine1·c.:ia 

son iguales y el. ·tercero d~sigual, 
•, 

.Jo= IKK = lyy =!= lzz. 

El retor simétricO·$e.denomina prol~to si Jzz < lo y· obl~to en el 

cas::i c:t1\1t1-ar i e~. 

el Rotor Asimétrico: El Hamiltoniano de est..,.1-otor cor1·esponde a 

que los- mome.nt·os· de ~n:erc:ia _'.:>ea11. diferentes" entre s.i' "qlte e~ .el 

caso mis gener31 en.1a·apro~in1ac\6~ de rotor-rlgidc. 

I.2) F'li?.nteai.mier1to del <:·studio vibracicinal clásir.:c• en rr.c•lécula~ 

ABA plegadas. 

9 ' ' ~ 



si1t1etria qtie posee ésta. Co1no se despr~nde de la ~ot~ción, éstt1s 

C::::C•ll mc1)écL1las t1-ial6micas C:C•l1 de:•: átC:ir.lC•S iguales. 0~ \1l\€.lVC1 

introdLtcimos un sistema fijo en el cu~rpa que a su ve~ eGtá 

referido al sistema CX,Y,Z) del laboratorio, come ~~8 ilustra ~r1 

la figt.u-r:; (J.2). Adui11'á.:. !.mpc1ndremc1~. la co11dici611 de qui=i 1::1 

FlOURA <I. 2> sislc•mO rflol&cular vibr·onlw tR>f~rido a lor. st.&.l4u10.s 

CC•Ot·J;¡nadC-•S. f\jO er1 G-\ O:.•.h?l'pO y d.;. laborult;or1.c•, S9 

1 otaeion6.l permanece f \.jo, 

. ' . 
cont1-ibucic•11es vibi-acio11.~·.1es y translr..~cict11alez; e~t .. -::1.'3 úl~:i1¡;,;;,;; 

9e111:1·a1·1 estadc•s espú1.;.eo~.· ( 18J qU.e nc:1 se tc1ma1·ár1 en cue1rli::.. ~11 el 

p~es~nte tr~liajo~ Sin emb&r~o~ es bien ~~bidL• 4ue ~~ 

qL1e p¿.1-a 11.in1r·1í::,ar la intl.':.1-2\1.:.;:Jóri E::"ntlw€: t·:-.::1tl~lc.<.:i 1;·r.r:~' / 

vib~Bc1cn~s e11 el esquema teórico~ se debe seleccio1·:ar Ql origan 

d8l ~,;E'l;e.1.k~ ii-.r.i-1nz·.¡..:-cc• en 1:-l c.e-11t1·c· de mase;s di: ~1.:·;:;: .1ú:.:l~:-o.s. r-·L'.:1· 



ccin Vo. y aa las velocidades y acele1-i.1.CÍC1n~s de las J?B1:-t._~culas 

re~pectivamente. Estas condiciones no son exactamente 

c:qLtivaler1tc::·s a la condici6n de r1L1lo momento a11gL1lc.:n· ~ p¿_·\1-o para 

fir1es p1~áctic0s pueden cctl1s.ide1-a1~:=H: iguales. 

La figu1·a CJ.3) n1uestr~ una molécul~ ABA l~cali=ad~ en el 

si:.tema irrfrir~Se-cc1.El Vt.\lc:•r de los p~.-ámE-t1-os ·1·0 )- 1p SS.' t.:1me. 

generalmente de 10s ~esultados e::pe¡·;m~ntale~~ 6Ll(14ua P~·ple [20J 

ha talc:uladc• 1-:eci~ntemantE- algt.tnc•s d:: E!:tcis pr!l1-ámet:1-c:·E". ul;:i lize.111tlc• 

el método CNDO . l 

~-~ t. 'f' 

-------d------ -·'-,,,-.y-,----..----... 11 
1 ... 1 
1 
1 

Flgura l. 3 >.10Lécula ABA i.iluada en un ~LGl&ma d&or.;,cho 

cx,y,2> fi.jo en la. moléc:u\.a. 

• 
Las pc.:ic:iones de eqL1ilib1-io, qus Si? denc•tará.11 c:c!mc• i?:.io 

1;1e enc1Jent1-an a pa\-t_i1- de lü geomet1-1¿_..., de la fig1....l1~a M! .li -• t:·m~\ido 

la fcirme.: 

"' = [ ,. sen ( m/ 2) -A O O .,.. ~ 

l ' 

o~ .. 

a . ·~ [-r se11 ( ip/2) , (1, 
-A o· O 

z .. 

(1 

M r CDS('f'/2) ·.]' --º-º-~~--~-
m 

m ¡~ cos(tp/_'2> 
-º-º--.,...-----m. ] ' .. 

2m 1- c:c•S ( t,Q/2) -. · 
--º-º~m~~~~--. ]··· .(l.2.2> 

Si cada átc.mo de la molécl.llt:. se dE!splaza l ige1-ameni:e ¡:ie sL1 

posición de .equilibrio~ ~s fa~tible un ·an~lisis de p~que~~s 

1 J 

. 



••. <I.2.2) 

A partir de (l,2.2) se puede resolver el prDblema 

~:1c:o11t1·andc• la:. ecuaciones de· rnovimiento.Co1no se 1n<?ncic1n6 

al1t21·ic•ri111?ntE, e::te procedimiento p1-e:..e.nta el inc·c.1\1Ve·nien~P. di? 

¡·eqL\e1-ir la evaluaci611 de ec:1..1acio1ies de alto 01-den. Por. elle., 

algi.:.1ric•s auto1-es ccimo, Ter Haa\- -C21J, sugieren can1bic1s de 

cc1orde11adas qLte diagon~lizan la ecuación sec-ular. Es posible 

mostrar s i11 embargo, que las nuevas coordenadas se lrc.r1= fr.1r,na11 

ap1-opiadamente ante las· ope1-ac:iones del g1-upo p1.1nt1..1al mc.1 lec.u:¿_·,1-~ 

por lc1 que en 1~ealidad ... es.te, p_r~cedimie11tc1 es eqL1ival.=nte al de: 

utilizar expllcitamente "¡~Teorla de Grupos, Jo que me llu•tr~ ~n 

1a sig~iente $ecci6n. 

1.3 Aplic~ción -de la·t~oria de grupos al ostudio vibracional 

clásico de moléc:ulas simétricas,'ABA y·AB ne• lineé.les. 
·· ... _ .·-·.· .. _·' 3 

La aplicación de los métodc1s· de ... Teoria ·dei G,::úpc•s r. sistetnas 

vibra11tes es un pi-oblema clásicc:>:·~IJ~·h:a.sid.c discutidD ¡:.e·i- muc:hos 
' ' ' . :·::-'_'·>'· .... \<-.-~-·- .-.~ .. --.:·.·,_·:,:, _ .. 

aute•i-es C5,25,26,36J, En el "apéndié:e.":(A;I)"de"este ti-abaje• 
- . "' ,, _, __ '• - ,,._, __ '• 

pi-esentamo=:. Lt\1 1-e=.umen breve' de ·1áS'>.té-~'n'rc·as·:c:f~: ~sta rec.ria e 

ilustrainc1s mqui ci.lgu11as ideas. rrieC:ti~f.'t~ el 
<.;':.-· 

·caso moléc:ulas 

triatómic:as. 

El case• gene1·al de la molé"c:ula" ABC asimétrica (Figu1'a 1.4) 

de eqLtilibric:-1. 

12 



(X,' 'l,) 

... 
X 

Figura 1, .a :Mol~culo ,."\IJC a~lrf•élti~o rnos.trarido l.:a& pos;,lclonc-~ d"" 

• 
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Para separar las vibraciones de las traslaciones, podri8~os 

int1-c1duc:ir dos sistemas de c:oorde11adas1 e impo1ler sobre la 

molécula las condicic1nes de Ec:ltart. Alternative.n1ente~ es posible 

calcular en este caso, 

coordenadas de laboratorio, obteniéndose los mismo~ r~sultados. • 

Los desplazamientcis se e11c:ue11t1-i!\n n1ediante el L1Sc1 de algu11as 

propi~dades trigonométricas elementales, lleg~ndose a .Ja 

eNpr-t?.sión 

Y.
3

) CDS a
2 

::: (X 

• x.> CDS."•+ <Y,. - v.> cos º2 

n ~ x - ·x . 
" 2 • 

donde las cantidades se definen en la figura CI.4). 

• .• <I.8.U 

A p¿,rti1- del cc•njuntti ds ~c1.1ai::ir.1n=s (I .. 3.l.)~ es pc•sible 

cont:t\ .. ui1- el L41gran9t:ianc:i di:!l <::.i~i;~m:::.:1 y y~cF.>c•lver :=..•1 p1-eiblem<.1 

clAsico. E~te sisterr1a nt• puede slmplific~rsA mi~r dellido a que 

]¿\ mt:•léc.:L1Je, Ar::c e>fr': ~c:1si111étr-jca y lc:-1. ec:ur:.ci6n secL.1lar 

corr~spor1ciiQnLe no podr~ ser factori:ada mediar1te argumenlos de 

5i111t~ Lr i.'::I. 

A c~ntinuación ~e an~liza el pr~blema vibracional ci8 la 

molérL1'a ABA sin1étrica. Del anilisl5 mil ~l apéndice (/l.l)~ ~1 

lJl' l.tpC• t\e: sime-l;r·ia [JU\l tual iJ.e eE:t~ fl\t1lét:l.l}L\ C& C , lt• C:Llf.\l 
2V 

pec;nite 1-educ::i\·· r~l C•\~den del det;e1-n1inc::,n·t~e secul~r 1nedii:\nte el 

siu1Aiente prcodin1ientc1: 

~:c1ri!."-.t1-L1 ypn lr-::~ r.:c•111bil1i::1c:innes ljnf!i.\lf::~!:"~ dt:' buena sjm~~l1·ii;·1 n1r~•cl"i.t::ili"l;r. 

f~l opf::'1·r.HJ01- de p1-c1yec.ci611 r-·rt (vé.:~!:-.t;o t:l i::.péndice ().1). F'1,..1c!3tc1 c¡u~~ 
:• .:.-'\!;.: rc•r.·r-c.lr:·n;..dHt: lr1·\~ei-n;;.,s ~>c•r1 c:c1ei1·dr:ni!tt!<:\1.::. y ángLtlc:•s ~nt1-o á-tc:irnos y 

ci-il::l:.r..·~ de la 111c•léc:ula, respf:c>c.:tivamsntr~~ es pouible c:onc•t:er dE~ 

m~11e1-5 e:-:plic:j ta las ec:ue.c:ic•llf.?5 de t1-!\nsfoi-niac:i6n entre éstas. y 

1. - E¡;.Lc, procE1dttnlG1nLo es. rnuy 9"n"ral. Ei&enb"rg l22l Y Aokl l23J 

Lo ut.\.lí.~o.r1 vn tu dfl&Cr·lpcl6n dEtl rnodelo ·~ol&clivo d~L riúeLE-O y 

d"l. ~re-et~ Hall cuá.nLico, r"'spG-ctivom~nl&, 



•' 

las cc1c11-de11adas c:artesia\1as 1-efe1-idas al sistema fije• en la 

mc1 lécu la. 

Eligiendr~' las cc.1cq-de11adas internas de la FigLn-a I .5 cc1 mc1 una 

base para la 1-eprese11tac: i6\1 del grupc• C
2
v .• 5.e encuentra Ln1a 

1-epresentac:ión reducible~ cuya reducción es 

r = 2 A 11> B
1 r&od 1 

•. ;CI.3.2) 

P1-c•yectando SC1bre las 1-epresentaciones de r se enc:uentra\1 las 
rod 

siguientes c:c1c1rdenadas de sin1etria 

A 
s • = 
• 
A 

.s • 
z 

e 
s • = 
" 

1 
Cr + ,. l 

-12 • z 

1 
Cr -re . ,- ) 

2 

\ 

•.• (J.3.3) 

Si se escribe.? el Lag1-angeant.1 r-;.011 función dr~ l ~,,5 coc1rdeni!\dcF1.s 

de simetria, encontraremos prodLtctoe entre c~order1adas 

e:tiqLtetadas ccn~1·cliferentt:'? 1-ep1-Dsentac.-j6n 1rr·eciucible (RJ) ·del 

g1-upo c2~~ Pl.•e,s·to .. que la ~\"\E?l-gi~\ es Llll inva1-i.:.~ntf.-<! fr-ente i.1 

op~racicines de. simetrie puntual~ e$to~ productos debe1-án sur 

cerc1 ~ ya que Sr1S'.2 110 es· i nva1-i ~ntei .:\rite C2v El Lag·.- ¿i,ng i ano 

¡:fai~a el 

1 
:e ~ 

2 

c:as::1 de 

{ [ d .. 
2 t:. 

lZ 

la molécula AB·'1 es 

.;2 
;:¡ 4 'º ,_ d s s • 12. ·• 2 

5 e• 1- c.2 + 
1'"'z · czz ··'2 

+ d22 

..: •• 

;.,2 92 ] [ 52 + d33 e + ·' •• 2 • .. 
] } ... (1.3.'•i 



La ecuación secular ge11erada por este Lagrangea110 y diago1,alizada 

por simetri a, toma la forma 

e A. d e + A. d o 
u u tz tz 

e A. d e A. el o -· o tZ tz zz zz 

o (1 e A. d 
33 33 

y 5LIS eigerlvalc•res pueden ED·:p1-esa1-se en función de los 

coe·fi~ientes clj y dlj" Para X1 y A2resultarA m~~ c:onvmni~nte 

escribi.r ~u summ y su producto: 

A. ¡. = 
1 .Z 

c
22

d
11 

+.e d -.ec d 
11 22 12 i?2 

d d .d
2 

11 22· 12 

z e e: ·.·-e: 
11 22 12 

d d 
1 2· 22 

••• <I .. 3.5) 

F'f\l- C\ reGc:s 1 \'€'(" eJ pl .. t•b 1 em$ de peqL1t:tfías LJSC j 1 C:\·r.: i t•nes es 

neces~rio conocer· lo~: valor~s de c .. y d .. ~ sin embargo~ para 
' LJ \.J . 

ollc•se 1 .. equiere cc111c•r:r:r los ei.g~~nv;;,1lrirc.!: Al~ le• que genera un 

circLtlo vic:it•SC•. Es pc.sible LJVr3ll\i."li los CC•F1fic:ientes 1-er.:ur1- ie:.•nt.leo 

a li.\ i11fo1-me.c:i6n r?:;p1.~rimcint;".1 r!~: lc•i::-: mc1 dc•sfLtnc.!amentc·.lcz de 

l\b~c·rr.:.i6n <?r1 E·l inf1-r.11-i-•.:.jc1 p¿·\\-e. l~·. IT!C.•Jé.::ula .-.nr.tlizada, hacer ur1i:\ 

p1-i.n1ei-e. e!:$tim~:ión c!e éste·~., y medic.:ntP un rnétod:..1 it!:rc:~tivc.1 iC.C.•rT1t1 

e: rnétc:itlc.1 de le.~. H\l"\t1-iL~I.:';'~;:. F '/ G cit~.' 1·!;]5('.111 r2:1,25J) f!Vi:'ill.!lll. lai: 



Por otro lado el co~ocer los miembros izquierdos de las 

ec:L1ac:iones (l .8.5). no resuelve el problema, y,a· que estas dt.ni 

c•rige¡i a L1n.5istema de tres.·e.CÜ~c:i~.1~fts r.:011 oc:ho incóg1~it&s,. pc11-

lo cual es necesario reducir el ~ómero de coeficient~s poi 

evaluar. F'ara ello, se escribe-º a la e11ergia ci11ética e11 · 

cc•c.11-denade.s cartesia11as y se i(Jt.1ala cco11 su E>:p1-esión en 

coordenadas de sin1etria; 

t:c•mpc:\rac i 6n di i-ec:ta ~ 

las dU pueden ser encontradas 

En el cast• de los c:oe!,fic:iÉ.-~!lites clj es nec:esaric1 utilizar una 

ap1-o:-:i.mación de fuer=a_s c:e~trales para el pote11cial C11,26J; es 

decl 1-

ª'. ¡- ¡-, . 
'J. l .. j 

. •• <I.3.6) 

Si li.'\s i"'i. ~e esc1-iben en fu11ti6r1;qe las .C:c1cq-denada5¡ dc.1' simetria y 

SL' j gua] an c:c111 la enpreSi6n del Potenc: i.al en c:.c101-denadas de 

s:.i.met1-ie:-1, se e\1cu~nti-an los.t::·. en 'función de p.:\\-á10e·trc1s 
lJ 

exp~rin1entales y las· a ..• 
\J 

Sin efnba1~gc1~· el númer·c, de coofic:ientes 

indepenc.lj en les se 1·educe 

ca!:ir.i de la mc•léi:ulr..' ABA, f.;;e· 1;ie1ie 

- é:"\ ' ' 22 ' 

si i ~j. 

C$LD perniite ~~cribir lns ecuüciones (~.3.~) de la siguiente 

·fc.•1wma; 

(m + "' ) • 2 

17 

e. 
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:>.., + :>.., = [ _____ 1 ___ _ 

<m
1
+rn,><1-cos

2
al 

] [ { 2 cc•s
2
a + [<se11 a+. cos al + 

i-\ + 
11 

[ 1 + e cos
2
a ] a 33 l 

1 

2 ?. . 
Cm +1n l <1-·cos "a) 

• 2 

fl ,:..\ + 3 CD$ 
2

0 ~'~a}· 11 33 .. 

· ..• (I.3.7) 

Al susti1:t.tii- lo~ valcireu e.::-:p·r..;,-.l1u~:nt6les; de )". en el ladc1 , .- . L 

i~quiardo de la~ ecuacior1efu CI.3~7>! rodrán evaluarse lüs üLJ 

s~ C()l1C::lllirá C7>s"::¿1 5C't:C:ión esi;udii:ir1do e:-1 p1·c1tll~;n¿1 vibr·ac:iona] 

de le n1014c1.1le AB. PFrn ellD s0 aligi6 el ·caso particul~r del 
3 

amonia~o ya quH é~te ~r~ser1t-~ nropiedBdes ci~ no-~igide~ que noe. 

pr-::1·mitirá11 es"tt:ibler.:~r· cc1mpt1.1-nc:ic·n~~:. C:(..•ri t:l :::nál i:.is d8 .t'unke:· 

[8J. 

' " - ,. 



un si stemn de cocq-den.:.tdas fijo en e 1 cuerpo. 

r 
__________ /}q_ __ Í\ 

~ ~" 
"i '"• ... 

~ 

... 
Fi.gura. <I. • > Molécula. de a.mon\.a.c.o ubica.do. "n un a\.1il4i>ma. 

derecho fi.jo en e\. cuerpo: t-y> implica que el eje y eQ enlro.nlo,t+..:> 

i.ndlc.o. que el eje z e& &oliente. 

Si consideramos al amoniaco con10 una n1olécula rigidn, 

trnndl-ia e.scic iado el g\-t.tpo puntual C3v .. L~ represen tac i 611 

1~educ:ible qLte ge11er·i!\ ~1 ceonjuntci de cc•o\-denadas inte1· ni:-\s t::.12 

rfrduce de la ciguiente forme 

r = 2A, lll 2E 
r·ad 

Si se p1-cic:ede de mane1-a !;,imi li.-\r que en el est.ud ic.a 

vibraC:ic:•nal de le. molér.:ulA ABA~ se obtie11e una ec:.uación s~cula1· · 

d.,1 tire•: 



A A 

s • s • SE SE SE SE 
• • z • " " 

e -A.d 
ll; 

e -A.d (1 (l o .. •• 14 
(1 

e -·A.d t•; e -]~el (1 o (1 

•• •• • • o 

(1 o c -1'.d : e -A.d (1 zz zz· za za 
(1 

==O. 
(J e -A.d • e -A.el (1 

za za'1 aa 33 
(1 

(1 o 

(1 (1 

... 0.3.8) 

Por· otro lado, los v~lores de c. j pueden encontrar~~ por 
\ . 

co7npi=.1-ac.::i611 direc:ta~ ·igualando la energía potent:lG.\l e11 

aprc1xirnaci6n de -Fuerz~1s c..:r1t1-ale:5 c:c1n st.1 c:o1-1-aspc:111die11te 

1::.:p1-esi611 C!11 ·C:ot.1rde·nc\dt;;\s de s.i111~t1-ir.t.C:.:s'\;t' da lugar a las 

1 elacic•nes 

c.,= 1.12 a
11 

e ::: 
44 

e: = .. 
~zz= 

1. 12 a 
lZ 

O. 60 e .. 
e: = (1. 5(1 a 

39 11 

e = '.""0.22 a. 
23 11 

··e =.(1.60 ~ 
!i~ ' 12 

:::' 0 .. 5(1 t'.1 
1Z 

e r-: -o. 22 a 
::;e; 12 

, . 

Pa1·a h~llar lo$ 

c0n0cjdc1s, me c~lculan 

cc•ef-i e j •.Jntl-:~; dij ;:!\1 fL111c: i Óí\ c.1~ pa_r Ame t:.1-0:= 

l os cleEpl~:on1i·~nt1·.·~ p [ i· - t·' 1 ° 3· ¡ ~ ... "" - ij - '!' ,r..:::! ' " 



>:,y,zJ como fll\1ci6n de las coordenadas de simetria r 
Sl [273. Una 

vez c:alculadc1s estc•s desplazamie\1tos se intrc1ducen a la e}:presión 

de la energia cinética 

2T = f º\ [ P~x + p~y + P~z ] 

y se c.cimpe\ran c:c•n la e:·:p1-esi6n de ésta en cc•o1-de\1~idas de simetría 

Los c:oeficie11tes calc1..tl8dos resultan entonces 

d 

d = .. 
el = •• 
d -· •• 
d ·-

22 

d = aa 

[ = 
23 

d = mN 
'"' 

d 

"" 

3 '" H 

m 
H 

(1 

2 I IH 
H 

( 7 /4) 

2 
HIH 

+ 

3m 
H 

' 

fil" 

9 [fil" I ' ] + rn e os .p 
N 

[ 3 
2 

'P + 1 ] m St'?\1 
N (se11

2 
'P / l~ + "' H 

+ 3 ] 
( 2 

/ rnN1 
2 

'P + (sc·~n 2 
tp I ,, + í.5/ltJ ni sen rn sen 'P 

H H 

z ] + CC1S 'P , 

] z 
"'u [- L8/·'1 3 

z z [3/23 rnN son 'P + ser1 'P + ces tp ., 
?:~L·n 'P 

3/lt] 

[[3/43 
2 z 5] sen 'P + cos 'P + 

• 
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Con los. conjuntos de coef~cientes c .. y d... lo$ cu~les han sidi 
. '· . \. J \. J . 

e>1preGadc1s en··func~6n. de. parámetros med ib les expe1-imentalme11te, es 

posible 1-esc1 lV.e)-· ·:.e·"i:··;·p:r-~·b lema vib1- f3c: i ona 1 

solución, e~crib~~ci~ los eigenvalores de 

del·~moniaco.Para plantear lí 

la ecuación ( I .3.8) en "funci . 
de los coeficientes, ton1ando en cuenta, a parti1· de ld reducción 2At 

2E~ que existi1-án dos mc1dos doblame11te dsge11erados y dc•s· nc.1-deger1e1~ad 

Los detalles pueden consultarse en el apéndice A.1. 

).. +).. 
1 

).. ).. 
1 2 

2 

e: 1l el + e: d - 2 e: 
44 44 ll 14 

::':' 

[d d - d2 J 
ll 44 l4 

1 
~ ----------------- { (e: d + 

~(d d d2 )2 ll •• 
1 l 44 . 14 . 

d 
l4 

• 

e d - 2c: d l h ( 2~ d - -
4 4 11 14. 14 14 14 

b>M~clo degeneradp 3. 

1 

2( d d ·- d 2 
) 

22 22 33 
{ 

fe d +e e: ·- 2 t: d 
( 22 33 33 22 23 

22 

{( 2i:: d -
23 23 

/ 



e d 
22 33 

z 
e d ) - 4 fd d -

3a22 Lzzaa 

1 
------------------
2 ( d,.,.d.,., d:.,) 

e d 
~!) 66 

z c:d)-4 
06 !J:S 

{ fe d + 
~ 00 Od 

fd d -l ?:i~ 66 

) ( 

d e: 

'"' "" 

2 

el 

"" 

e e 
22 33 

- cz) 
Z3 

2 e d ) + 
!Jd !iO 

e 
"" 

[ f2c d -
( 00 :J(I 

8L1stitL\ye-ndo. en lds ecuñcjc,n<:s f.lnt~1-Jr.:q-es las valoi-e..·s de e .. ~.' d 
- \j 

ljcalculados lineas arriba, asi como loE valDres experimenl.ales d~ loa~ 

mt.•dos 'f1..n1drnmuntr.;\les de abso1-r:i611 f?n i11'.fl-~1rc:•jc.i del amc•nit1cc1,se pu~dt~ 

enc:c•nt\-~\r las. c:t•nstantes de fllf--'1-zc.t a ..• t=.=n la i!\pl-r..\Hime:,ci6n de fL1er·::t-1s 
\j 

central.ea. Este prccedi1ni.ento será mostr~dt• e:fplicitm1nente en lrl 

E:igL\ie1·1te secci~11 para ll1 moléculi.\ d~ H20. 
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(1.4) Espectros vibracionales y rotacionales. 

Er1 la present·e sección se estudi.'.l\-á. la mane\-a en la cual se 

asig11a la ,;imet.ria Cpu11tual) a los picos fundl'mentales de 

absorción. Posteriorn1ente, calcL\la\-emos las co1"\sta11tes de iue1-za 

de la molécula del agua. 

Finalizaremos el capitulo eKami~ando el etiquetado~ mediante 

el grupo puntual, de los espectros rotacionales y vibracionales. 

CI.4.1) Asig11i.'H:i6n de simetria pu\itual. 

Ejempli·fica1-emos esta sección cc•n el a\1ál is is de l¡;, 

molécula de agua y daremos los 1-esL\l tadc1~ paré\ la de NH
3

• 

Para la fllOlécula de agua, la C::Llt:\l es del tipc1 ABA plegada, 

se r·epr.1rtan tres frecu~ncias cc•rrespc1ndientes C\ fundame\·11;al~s de 

vibración C11J •• 

-· { 1':1<•:> 
V tcm > = 9Ci!SZ 

97!iCi 

.•• <I.4.1) 

y cie la aprc•:-:imac:ión i:l\-m61·1icrJ. $e tiene que )1. ;::; t2nvJ 2
• Las 

con:ltdntes de fLle;-zi:, se pLtede11 dete::rmina1· 5i se conoce a qui: 

·froc:ura\1c:ia c:oi-re~pc1.nde c:adi:.1 va.lo,- prc•piti. Mc1 exis1;2 Ltna feq-mr;.>. 

única cie ll1~Val- a cabo el aná.lisis, pe1-o un métc•dü simple: ·:;'.?~ ol 

de Lltili7.ar !?l pot~ncial dr~ Hciuke pa1"a pr:'\1-¡~metrizf\1- li::~~·. 

inte1-acci.011es ( véa~e li:\ i='igtn·cn I.' ) • E1, eSi;e CC\SO 

los pc:i t2nc: l dl ei:. scin 
2 

~ I; ·{a+ Ícc•s(;o/2>]b} , 
a i. m. L' 

2 

'/ ~ I< {a·" Íco,;( et)] h} 
ti¡,n&i. aGtrn. [ 



Flgura J, h, Tens\.ones &i.mélri.ca y 

antiGi.mélri.ca de ta molécula de 

aguo.. Los despla.%0.mi.ento& de loa 

A.tornos de hidrógeno se denolan por 

ª y tos de oxigeno por g. 

Sustituyendo los valores experimentales de los Angulos e~ posible 

c:•btene\- la secuencia en cq-den dec,-eciente de enei-gia p~r·a las 

ten~ion2s. Si reali=amos este mismo anilisis para l~s fleHiones, 

enc:wnt1-amo-=. 

E<TEnsi6n c-.simét1-ica) >E<Te11si6n 5imét1-ir.:a) >E< Fle::ión 

sin1étrica)~ con lo que podemos ider1tificar unlvocarnente los picos 

de absc-1-c i611. 

Para el 1..:aso del anH:•niaco t: 11 J, la\51 frt..~ct.tEo>ncic.~s c~:pe1-icnentales, en 
-1 

cm SOli: 

V = 8337 
1 

V 
2 = 950 

V 
3 

= 3l1· 1't 

V " 1628 
4 

' te11si611 liC• degene1-ada <A 1 ) ' 

fle>ti6n 110 degenerada <A,>-. 

·t~1,ui6r1 degene1-ada (E)' 

·.• i1~xi611 degen~~acia IE). 

.. ,, . 

·/" ·\'' 
s' 1. 

{,_ . .. \ / ., ' " \, 
s.. 

Con esta aGig~aci6n , es posii)JO reali~nr cálcul~~ 1J~ co1~etBntas 

d~· fLlEl~.ZLn. 



(!.4,2) Cálcu~o de las const•ntes de fuerza. 

Sustituyendo los resultados (I.4.1> en las ecuaciones 

CI.3.7) s~ obtiene 

= 6.76 x 10!i dinas cm-1 

y a
33 

= 0.95 >< 105 dinaS cai-
1 

(1.4.3> E5pectro~ rot~cional~s de moléculas. 

l 
Lu ecuacion (l.1.6) corresponde al Hamiltoniar10 del rotor rig1do j 

En el cP.SD del rc•t.cq· cosfédcc• y dt! lc•s ro<.;o.-c,c; pn•laloo,;, y obla\.¡.,,, lc.J 1 

r2igenv<ll<'1·es se E'ncue11tna11 m•>dia11te métt•doe ¡:1lge\11·ai.c:c•c; [28,29,30l,. 1 ¡ 

Treoinpo esfé1· i_c:o 

Trcimpa sin1étr\co oblato 

2 
B.= Ch/Bn I bl 

J(J·l1) 

2J 

(E/h) = BJ(J+:l) + <C-B)\.: 2 

(E/h) 

. . z 
e ~ r.h/Bn· I J. 

e 

1' 

1 I 
: 1 
: ¡ 
11 

1 ! : ¡ 
¡ l 
1 
1 
1 

Las er1<?r·gias del Ha1nilt.c•niano del rcd;o1· a:;i111ét1·.ic:o SE' Lmcuc11Lr1?1'1 1 

rJiagc•nC\Ii.:c.\ndo éZte ¿n, ii:\ hlt~C? de la~ .ft.u1cic•nes n"' <e ·cp x ·> de l-Jiqn~r ~ 
1 . km · · 

qut-:? ~cin las nigenft1nc:ic111es a5ncic:u:ii:1s a trc.io1Pc•s simétrjcos. Lc•t.. elrn1ent1¡ 

dr:· mi:"\tr·iz encc:•ntr·ddo~ 1:c•r1 ~!;"i;te p1-cicedin1ii::'riJ.:;ei st-1i r~1? lñ foi-ms. C5J. 

1 
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l/Z 1/2 

+ 6 Ch/<1»!B-Al [J<J+1)-1<'<1<'+1>] [J<J+1l-CK'+1lCK'+2>] 
K.",K'+Z 

l/2 l/2 

+ 6 Chl'•l <B-A> [J<J+1 l~+:' CK'-1 >] [J(J+1 >-<l<'-1 > (\('-2>.] 
k",k·-z 

A p~rtir de estas con~ideraciones, es posible analizar el 

espect,-o rc,tacic•\1s::.i.l de la moléc:Ltla de amoniaco. Cot,siderando que 

éste. se cc1mpc:·r·té'1 como Ll\1 ,-otD1- prc•lal·c· cuyas co\·1sta11tes 

rci"t.t.\CionHle~ C31J sct11 A = 9.941 c:ni-1 y B = 6.30 c:rr.-
1 ~ el 

espec:t1-o se p1·-eser1ta e11 la. figLu-a 1 •. 8: 

EnGrgia tcrn -· ) 
J I< A n 

2 o + 37.BOO 

1 1 + 16.2'•1 

1 (1 12 ~l.:i(J(I 

o (l + (J 

Fi.9u1·u J. 6 Diagrcuna &&quernáli.co 1r10 a esco.lu) d&L eape;;lr·o roloc.l9nal 

puro dw OtflOl1\.0CO pura Lo• c.on&lan\Q& doduá •n l9Zl. La• puridad"'" han 

ai..dci o.sü.gnadof. de acu&rdo con la.& propi.&dad&i> de lroniliforu1oci.6n d" lo& 

l 
rnalt"Lcei:; D

1
• lo./3"}'> .de WignGr t'!i4l. 

r.Tfl 

El uso e.le li:o.'. tcn1-ie1 de g1·upos pL1ntL1oleo en EJl estu.dic1 de lo~ 

c~pec.:+.1-c•:::. '.'jb1·"3c.:ic1nales es rná'E: cc•111pl1;."!jc1~ y se1Ná ejemplj·fic:A.dc1 

medi,:.11t 1~ t.?l e.i-1ál isj s de l;:, mc1léct.ll a dE:' .::-1mi:•11iacc1. 
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a) Se etiquetan lc:\s funciones- de 011da rotr.i.cicinales de acue\"'do 8 

SLls p1·opiedades de t1-ansformación f1·e11te al sL<bgrL<po 1·otacic•nal 

del grLlpo puntLlal de la. molécula. 

b) Lr:._s func:iol1es de o\1da vibracionales <en apro>:imac:iór' t\1·1n6nica) 

~cq1 etiquetad.:.\s con el· mismo ·subgrupo. 

e) La simetria de los niveles rovibfacion~les (estados 

\-otac:ionales n1ontados en un 11iVel vibrac:io.nal fijo) esta1·á dada 

por el prodLlct~ directo entre los resultados d~ a) y bl. 

A continuación discutimos estoS i:i:as~s, -'iós detalles 

m"temátic:c•s son disc:c1tidos en ei ap'.1.ncti~e.·(A.1l 
(a) Como se mencio116 en conecC:ión_ con·--~ª ··r_igura (I·~ 10) :i la 

func:i611 de ondC1 1·otacional de la ··moré~ul_a .·d~.;·amoniac:r..• está ciada 

por prodL1c:tos de la forma E~,l1J 

'I' (e.q, x> ;. e (6) et\nr/> e'~=-= 
rol __ . . . . · -

y yEi que Csv, el 1;p·upo ·- pü\1_tua l del a1no\1i aco, ti e11c:- ccimo •:.a1bc;1\-L~pr• 

\-c,tt.\=:iO'tlí..\l a C !t Cll}'OS elen1entos Q.CtU ... "':.11 únic-171mente .;;c1b1-& la\ a· 
"fu11C i 6\1 e ik;t. 1 ·a. ·rJcc i Ó\1 de C sobrt? es tas funcione~~ r.ir::•ne1·· A . . a ~ 

r1l"pr·es;e!11·tac.:it)1'lIDO-q\..\C dependen f-;!;-u:ltlsiv.ament~ dc:;'l "'~:tlcq- de. k. Si 

1~~3n (n er1ter·o) u1 produce la 1·e~vesentaci61 simétrica~~i ~ ~ .,.rot. r · · 

8n ± 1, se abtiSn~ la rr.;!pr"E"!3E:l1t.::\<.:.~ 6n ~ciblcmr:ntc 

dege11e1·ada,1nier1i;1-:as qt.H~ p.:.H·f.\ 1:11 vi:.\lo¡~ k:.:.O sr: c•btiene LI<: nLlevu le 

to<~alm~ntE· tsi mét;1-ic~. Es. te•;; ,-r:~~ul 1.:o.dc.•5 se 1 i~ton i.\ contj \1L1ac.i6n, 

I< 

---------
J p~ll'-

J imp:::n-

3f1 

Sn ± 

d .. las;;. fu11c. i one-. 

roluclona.l&s del NH
3

• 

(h) l.a cim~tria d~ los estado~ vibracio11~les [5,24J ast~ ci~da En 

gc~nr~1-t:\ 1 pc.·1- r 

F.!8 

1 

¡! 

:1 
)' ¡I 
11 
i¡ 
11 
1 

1 

! 



r <" • 
V 

• • • • 0 [ r'"'] n ... (J.4.3.2) 

dc•nde vj es el núme1-o CLlántico vib1-aciol1al asociado a la simet1-1a 

rj • CC•fnCt s~ iridic6 ante1-io1-n1e11te, la 1nolécula de amc•niilCO 

p1-esenta cuat1-o números cuá11tic:os vibrac:icinales y el ccn1ju11to de .. 
cc•ct\-den¿\das inte1-nas elegidc:1 pa1-a SLl estudio ge11era una 

i-epre5e11taci6n reducible, con le reducción 2A1 e 2E, que ·se 

cc•mpcirta c:omc• 2A e 2E e11 el subgrLlpo re.tac:: ional. 

Eligiendo el es~ado vibrac:ional (1000) y utilizando la 

ecuación Cl.4.3.2), se obtiene la simetria de dicho est~do: 

t o o o 
r ( 1 OC>O) = ( A ] 0 ( A ) 0 ( E ) 0 ( E ) = A • 

(e) Con los rezultado~ de (a) y (b) ee posible etiquetar el 

espC?ct1-o 1-ovibracio11al del MH
3 

pi:::u-a Llll estr:\tlo vibracic1r\al fijc.1, 
rol vi.b vib tomando el product~ directo r 0 r . Puesto que r es 

tt)talmente sin1ét1-ico, se tiene que 

y el etiquetado re5ultante es 

-
J ¡r~ r r r ~ r 0 r 

rot vib vtbr·ot. rot vib 

-- ------
p;er } (1 A A A 

impar A A A· . 
' . 

3n A A A 
. 

3n ± l E E E 
. . 

---~··--- -
Et.lquet.ado l~n e > d~ ta& funcion~& vibrotacl~na~a~ d~ un rot.or 
rigldo-oscllodor 3 ~rnónlco, 
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,. 
1 

r 
' 1 

l. 
Para otros casos, tales como el estado vibracional (0010), 

se p1-c1c:ede análogamente •. Podemos _entqnces 1~ePres_entar el espectro 

del ~n1cq1iaco en aprc1ximaci6n de rotcq--vibr.a'dor C24J, etiquetado 

con el subgrupo C3, como se observa en la figura (l. 9 

1 

nJI< 

10~00. 3· 
A +20 

E +11 10~28.? 

A 
-10 10::i3:5. 1 

tO::i2Z. ::i· 
A 

--·--- -100 

Flgura. 1. 9. Eli.quetado deo los o~ladoi; rovi.brocio.no.l&s ~I& la 

rnolécula d&> omonlaco. Lu gráfica no fi& pre&anta a escala., 

i: 
¡¡ 
1 ¡: ,, 

Ld 1ne~c1dc.•logia que hemos de!:.~c:1-itci lineas arribe;\ constituyP-, la m~\nej11 
trLJdi~ic•nal ~e etiquetnr los ili$pectros. 

F'i:.11-e.1 etiq1.1nta:- ·::on 1~1 grupt• puntual .completo dP.hr~mos esc:1-ibi1- c:E\da ! 

1 

éecl:r' ccim;; un1.< i-c.ot!'.lci611. Espt<riible hacc1- esto si la elec:ción de lc•s 1 

r_:je:."> p1~int:ip~le~ <del --_sie:.t.emt\ ·rÍ'ltrins:ec:c:i) se mantie1"1~ i11va1"'i.:\11te f1"'e11t1
1 

~ las opDrnciones de-·simetria puntu~l. Para ejemplificdr esto, ve~moE 

ccci6n de la refl~xi6n ~<~> sobre la niolécula de an1oniaco, en el 
V 

~istemt1 inl:1 ... it1s~cc1 de. le.\ figur.:.\ CI.S> 

1 

1 

1 

• i 



... r 
op0i-aci6n de simeti-ia ªv Se puede notar que el resultado de dicha 1 

t•peración es equivalente a una· rotac:i611 en.Llfl. eje cc111tenido e1:-i el pla\1(1 

n-y y que , en este caso, c:oi11c:ide ccd1. la proyección del enlace NHt 

sobre dichc• planc•. 1 

Utilizc,nd" el métc•dt• de i-otacic•nes eqc1ivalentes ( Apéndice A.2), sel 
encuentran las rotaciones equivalentés asociadas a las clases del 1 

grl-tptr Csv La acción de éstas sobre las funciones de c111da del 1-c1to1- 1 

simétrico genera representaciones irreducibles del grupo, espe.cL,,.,I 

lo cual per1nite etiq1Jetar el espectro con el grupo puntual. El , 

resultante coincide con el de la figura CII.7). 

Habiend~ ilustrado en est~ c~pitulo los métodos tradicionales de 

análisis basados en el grupo puntual, anali:amos en el siguiente las 

idEC\5 Hl'Llgen, Lc•11guet-Higgins y E-<unkEn~. 

1 

1 1 

1 
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Capitulo II. 

Esquema del gi-upo. c:ompleto de permutac:iones e i 1wen3io11es 

El an~lisis de 9imetria.que se disc:uti6 en el c:apitulo 

a.nte¡-ict1- representa ·una._ forma simple de ~t"i'quetñr espectros 

rno1ecu1ares. s-·i11-~mba1~go, '-és:t~ a11á.·1.{'siS. pr:esupci11e ia e>:istencia 

de cc1nfigLl1~acione~ dci equilib1~-i~ ·(~_st.ru~1;Lt·l~ñ~· inoleculi\?-e= 

rigidas>.En este capitulo c:onsidera~e~os, un tratamiento mA¡ 

aUec:uadt•r t~l C:Llt:\l invc1lllc1-a elementos. de 'Simet1-!Cl intrins:;ec:ament~ 

di·ferentes a los operadores del gr~po 'plt~t~al • Estas técnicas 

:on ade1nás adecLtadas para e>;amina1- el prc1blen1a de rigidez y 

nci-i-igidez en n1t.:•lé1:ula5. A pesar el~ '1Lle · iá s.imet1-i.i3 pur1tual no es 

une'\ simetri?. 1-eal del s,jstema mcilec:ular~ c:omc• f:!}:plic:aremc•s má.s 

ade 1 c:~n·~e ~ sQgu .i. 1-e1nc•5 ha-e i endc1 ust• de lc1s grupt:• s puntL.li\ 1 es pa1- a 1 a 

determir1aci6n de la$ propiedades de los grupos de pe1·muti\Ciones e 

j r1versic•ner: .• 

1I.1> El t;¡1·upc:1 COfitfllP-tD dE.- pe\·rnt.rl-.Ac:iont:~~- e inv1.o-r~iones. 

Li:i ~io\etr 1 a ar1te permutaciones e j nve1·si,~t1-\f.!?:- ~n f1 ~ica 

molecular fdr) 111i;1-(:1dL1t:idi:'\ poi- Ht1l\gen CéiJ ~.1 c1mpl.iñdc. pc1 1-

Lr.•nguet'-Higgi11s C"tJy Dunker CBJ. 

F'a1-a int1-oducir el c.c•r1ctop-l::o du) 91-11pc1 dt..? pr1-mutacicine= t: 

inve\·sione~:i p1-c:t:&:~rJt.:1 remr:1s de la si8Ui.fa~l1l.P o:c.·.;¡;':-e. DC?rlotenic.1!:·~ pt•r 

CXL,Yj, ••• , 2kJ la f6r·m1.1lC1 r~mpir~Jc.:i:.\ clr.· Lll1t::\ m.:.ilé;::Ltlr~ cunlquie1·a, 

dt:111UE.• ld nc1t.~ci6r1 implit:i.!I ri 1-1e ~;e ti1.?nt·.!í1 ;. átr.·moi:.; Y., j átcimo!::i Y, 

'etc. La mciJ.é.:Ltlt:. pc•=t~e entl"•llCf:.'S blm~l:1-ic1 ... '\r.·~c J.a p!?!-n1Ut.:ii:i6n de 

clic:hi..ls pcu-l;icLllas. F'c1r otrc• l1:H:ic1~ t•l c:c1njL.111t~) ;'".:1..:.· p~1~111t.1tc1cione5 

entre~ n pr?_\ .. tic1..1l?.~ idén1:ic11S" f('l-íl.1-:n e) g1-1.1¡.•r· sin•ét1-icc· 1 Sn 

C33J.F'ue:-st-ei .qL't? 11;.:i.!:"::; pr:.•1-mt.1tElcion·~!::¡ r~nt1-fr á1;c·n1::.• 1:~ d1~l 1:ipn X sc11i 

independien·\.~:; tlt.> ~1quullar; entr~ pc..i··l;icula~ \-' ntc:., el grupc1 

r.:c•1npleto de pcr ffil\tacio11es e~ le-. iltt:•J écula. es 

••• <I!.1.1) 

i. - El"\ &l lro.tcuoi.Gtnlo quft aqu1 CG ha.c.61, ullltza.rnosa la.· notación ar1 

c.i.c.loci. Conioúlt&"""' la r&f&r&r1eia. l94J, 
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ante las ope1-ac:iones de Gcp, asi comD a11te la inversi611 de las 

coordenada~ de nucleos y electrones~ lo que equivale a la 

c:onservac:i6n de la pa1·idad C5,BJ. El grupo de i1wensi6n ef,tá dAdo 

l = {E, E* J., ••• <II.1.2l 

E* es la opei·ac:i6n de inversión. El grupo completo d1? 

pe,-rnutaciones e i1"lve1-sio11es de lc1s núcleos se define.• cc:1n1c1 el 

producto directo entre los grupos de las ecuaciones <II.1.1) y 

II.1.2), 

••. <II.1.3) 

E~ta ecuc:,ción propt•rcir.111a un g1-l1po dr:: ~imet1-ia i\L1té11tica del 

l·tan1iltoniano Mol~cular~ a difere~cia dRl casa puntual que 

p1-ovie11e dt? C:Ol"'\t:ep1:c1s ge.•t•métr ic:ci~. 

P211·.::.1 li:1 construcción dr1 Gcpin 110 es n2cesariL1 ~-:;.upc.ner la 

t::;,;Jste11cia di!• \..HIH configurai..:ión geo1nét1-ice. d~ equil ibric1,basta 

conocer la fórmula e111pirica de la molé~ula ar~alizad~. A 

t:eint 1nuaci611 se ctn1·s idera\1 1 o;;. ca!-=.c1r:i de agua y amo11iac:o: 

e.) Le fór·mula enip11-ic:a de la rnoJéct.tlH da i:\9lla es t-120, pc11- l.o cual 

Sll Gcpi.n será. 

S * Gcpin = 2 @ S1 0 {E·,E } 

LJ~~i 1 iz.?.l"'\clo li..'\ \10tación en ciclos pi\1-a el g1-LlpD sicnét~iCO 1:34J ,es 

factible ~scribir explicitamente los elementos· del grupo Gcp~: 
-K· • -~ 

Gc:ph·· :: { E, ( 12) , E , < 12 > } ~ 

d:•nde f",f.? 1·1.:1 definido la c•pt~1 1-r_'\Í-"°:l.Órl 

denc,n1i11oZ\cic1 pe1-mutaci6n invt:.!r~1i6n. 

) ·• = ( 

b) En el t:'"1$C• e.le li:\ mc.lécula r.le .. unr.:1nic5c:o se tie11e lciE> elen1r.11tos: 

Gepir, = ¡¡:;, (12)(8), (J3)(2J, (1i(23), <123), (132), E"'·, 

(12).(3), <2l 113>*, (11(23>*, (l23l*, (132)* > • 
El orden del grupo de permut~ciones e inveraiones (II.1.3), es: 

O.-< Gepir.l = 2 C ( i ! )( j 1 l ... (Id l J , 

lo que proporciPna u~a nomenclatur? pern los gr~p~s de 

p-E?r1nu~:dl:io1·11.:.,~ e i11ver~ic111F::s~ ye.\ qué :..ei-ár; ttenc•t.:~dt•!.~ pc•r G y \..ú·1 

!~1\tindic:::> cc·¡·""1-E..'~~;c.i1dien"l;e al cq-dt~n d8l Gcpi.n. E11 los Ci-\!it1s de 
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agua y an10,1iaco • los g\-~lpos de. permutaciones e i\1ve1-si6n son G4 y 

G12, ·r·espect~V.am~11~~-· •. 

Al estLldi'ar '1'~·~<G1·~p·~·~· su_\-~e- u11 inbonvenie11te de tipo 

i..l\lgebraico¡\ -~p·~,~~to<;:C\Ue· ··S·i .:·ei 11úmErc1- de átomos idénticos es al tc1, 

el eorden d~i g1·upo',s.;rá m~y grande. por ej .. 1mp le< en la moléc\Jla de 

etileno C·C.21~4J:'.e_iJ._,0_1..::de\1· .. d·~· Gcp.lri·es· 11ove11ta y seis2 • Si1·1 ~n1hai-yc• 

ve1·emos. qlte e\;~·· 'ge·ner~i ·e:. innec~sai-io considet'.cn- estc•s g1-L1pos de 

orden ele'Vado ·.Y.··~erá.·· SLÍfic:ie11··te ~l ·l:\nálisis de un subgrupc1~ 
cc•11sistent'e en" laa operaciones i-igida~, 1n.?.s e.tras que 

corresponde11 a g1·ados de 1 ibertad i. 11·ternos que pL1eden dete1::ta1-se 

e~tper· imentalrnente. Se deno1ni11a il este SLlbgrLlpO el grL1po d~ la 

molécula y p~n-a s1..1 definición es necElsa1 ... ic1 llevar a cabo una. 

disC:l.lSi6n i:.·Hnplia sobr·e est1-uct1.1ra~ 1-igidas y nc.1-1-igidas. Esto se 

ejemplifi.cn1-á con la mt:•léct.11.?. de ?\íl\C•niaco. 

Aninlizmndt• €:!1 'fenó:nc~nc, dt: vil\:· ~'::~6\"1-1-otac.ión en l'l~t9 5(.' 

enc:l.tentran espr~ct1-c•!S c:cn110 el de le fi9111·d (J .• 11.). !'Je• ob·s·t·ante, 

puede ocu1-ri·,- q~1f:! t:l ái~c·mo d12 ni t1-6g2i-1~· !::-e inviert¡_f 1-at:",pec:b1.:1 ~l. 

plano de los ~~omos ~e hjdrógeno d~t tal forma que se obteng~n. las 

do$ ~onfi<J1-n-¿.i.c~o;1uf.' Lle:}.:;.·, ·f:iyt..n·.~ <I!.1>~ !=:!3 deci1·:i un si5tF-fll¿\ 

derecl10 y oi;\ .. í..• izq .. 1:lc1··do, le que ¡:.:.u¡~dr.;i visL1aliza1-!'3-ró? come• u11 

f onomenc.• de: pc-:.,·¡r-;!l:1- .. '\e i 6n dQ ba1-¡·e1· a. Es t;Js c::c11Tf i g ur ne j 1:ines di::\n 

c1rii;ien a le.• qtu? l·J.ntsc•n t.38J he. de1·1c.1mini:.1dt\ dc.~r.d.n5.os \'ibr·r:\C:ic111ales 

lc•i:.:aliz~dt1!.':· t;:-1·1 1~l t-J!Rpacic1 fase~ c.1 11111\.\.1111.·~· ei:s·l:\-1.~ct:u1·r.\]E!fu .. Si liR 

b1.:\1-1"1?1·1?\ de pc1\;r;:.ne.iwl que !,;~pu1·t.--\ ~11i1bC•$ 111in'unc1~ ei~~t1~:.\c:tutC1les es 

infini ti..~ 

2. - No obr.t'unl"'• · e;~nsolruír LO.Si"· repreo;.enLaci.one:t~ . "xpll ellas¡; del 
. . - . . 

grupo oeptn &51 . fo.cL\.bl&, · utl.tti~ncÍo ·. "'l ,~étodo · .. d,..; . Ellloll t3Cil . . _. ' .. ,' '' '' ... ' ... 
po1·a lag rr1otrl.:.·"~. ·d~º:·.r'épr_o·s~;.;t,-~dlÓf¡ ''-':y_ 'P~si.Grri~, rn°Qnl~· ·., ll~vÓ.ndo. a 

' 1 •• '..: • ', ...... , • :~'.:-:.,::,,.:;:,.: :, • ,;'' .. ,.·:' •. ' --···. :-

e.abo el producto , dtr"elo; tf:?,B,3a.34,3dlcon···. l.o.e '-' mulrtc.'"". 'd". 

r opr "sirnlocl6n.··: <l9 :.•.l·;·~~~l·>:,·~~~l'.~·:~~-~.'. l~O·r~6T.flCO · ·~~~·"-~~';;·_·\·:¡·~· · con~·~~~cCi.ór~ . 
dol r r.rr.-r~&entacto11~~-~.:~~·pr1-~t:L~·~

1

·~-:·~ ··;;Ji',~(~;:·, ·-~~Ó~:ti~· f.'& rr1uy 

i.mr,01'la.nl" · cvéo.ew_·. ·p~r .. ~'j·~~f,·l~~- __ R. ::.·:~~r~:J·~·:··t37~·>,'· 
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l •I lltl•"'• 11•••~• 
11, 

1•1 s11Lt..,o 1 .. ¡ult•••· 

Figura 11. t. Se rr.ueslran lo& do& \.&Ómer·os oslrucluroles de la 

molécula de amoniaco. Derecho && entiendo en o&le trabajo como "l 

&iel"ma quo obedece la regla. de la. mano dlitrecha.. 

rovibracionales degenorados tal como se mueytra en la figura 

II.2. Esto se Uent1mina dege1,eración esti-uctLn-al. 

-• 
! 

J_ 

""' 
Figura 11. 2. Eequort1ali:z.aclón do loo 

dorr1ini.o& r·ovi.brac.i.onaloOI& do NH
3 

con 

un potencial de d(tble nscilador. 

sobre cada nivel vibra.cional lile 

di bujon lo~ rotaciona.le&. 

Si l~ nltu1··A cl~ barrer~ es finita~ pl1ede ocurrir que la 

~ege11~r~ci6ri ·~bt~uctural s~ rompa y los niv~las ~eoencrado$ se 

desd;:.blen; est.e f~nónH::nc.1de pc~n0t1··ación de bi.\rrerc\ es conoCidc• en 

n.ecá.nic:,;i_ c:uáni:i.c:r:.., t39J c::c.•n.o eFe:ctl1 tú11l:?l. F:l amci11iac:C'l 

rt1(1J¡.q-osentC:.\ )i,\ J.nversiÓl"I C.:OíílC• Llrl g¡·¿;~do de liberti:u:t ]11ter11c1, lo 

c:ut:1l G-2.' m·Jnj fiP!3ti.1 eHperim12nt~lnic~r1\;e pcn· el clesdr:iblamientc• di.E: 

niveles ~n l~s t1and~s de infrarroj~ CvéD!~a figura II.3). 

Cc111 lr1 jnl;i-c.•dl..tcción d~ lc1~ c..c:inceP,tos de minimi:-1 t:!.i'l;1-uc:tu1-al y 

ba~r~r~~ d~ pDbenci~l, e~- potiL!le dar definiciones precisa~ de 

las n1olé~u]3~ r1gida~ y &emir1gld~s Cno-ri~id~$), 
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Figuro J:J. a. Eapec:\.To d" alta r"Eoo\.uci.6r1 d~ lo molécula. de o.moni.aco 

<36), NÓL4'f•E- ol d&•doblamiento dobido a la inv"Ts;;iÓn en el fundo.rr1Gnlal 

d"' vibr·aei.Ór1 cotooL NÓlenGe latnbiér1 \.o& bandas r-oLaeional4ir& montadas;; 

~obr"' ca.da bo.rt<la vlbro.elOnal. 

t•lc• l.és.~~l i.\§. i:_it=ii~Jg.!.:i:.: i:c0 de.'s las n1c.i 1 éc.:t\1 as qu~? clur·~nle el i nter·V1.~ l t1 

de f\1Qd]ciÓf1 de $l\ e!:.pe?c1a-C'• i¡·,f¡-[lf'¡-()jü \il.• f.)\-c;,•;:-,i~\)\;,:\11 LU1 

tJHsdt1~lamiantD, ~Dmu el d8 la fl~1.1r~ II.3, s~i-An d8na1ntnad~s 

1~.ígid'-1:;:;. La ?.U!St!'l1ci¡;1 dr-" rli}f;;dc.bl.:1,11:1~"11l;t.1 l1n~·lir.:8 q11c• le:.:;;, b.:\\-\''El\-i".1!.:: 

J.:-.= pot:l'~nt:i-:\1 qu.1} "E.2pü~-i:\n lci~ 1nlnir.1cc c.;o$1·.1-uctui-¡;1les -;::c.n piu-a 'fine•;. 

prácl;i.::os inl!nit.:··.t:. E.Gta::: mi:.léc..:ulns !.:>or1 las qL1f.'.' pu~·tlr;:1·1 se1-

¡;1.rl1nli::.r\Lli~G dt:-i_;d.:.;' l:'l P\.\n1tc.· de vj 1::te· de: 1::4 Tr~t11-it:\ 1:lc..· r.;\-l\PW~'ti 

P\•l"li"Llf~l.-.:.~;. 

!'lol.ég1lc1~:-. g_g_lliJ.:-.-!~~igj_de,f!M= LL\S n1c1l6·::uli:;:-1.s •:;r-~mi···rl~Jid::1!2 \:'..C•ll •3CIL1\?.ll..:..~~· 

qtlLJ p1·f~:,e11t1"1·l n.lllJ~:i..plc:te!:'. en lc~:i pic1:•s ·f1.\ndam¿n·~c::le!"i Lle vitn-i..~.c:i6n 

y lac b•·\nctc,.,!;;. ro'!:i:1t:ic,ní:ll1::s d,: dit.:1-,~-, f 1.1r1dHm~'.!OtAl, lo ~l\..\E' r;e 

iritr::rpre-ta .• i...:c1llh'J r.·>~µlicr:.rnc•~ i\l··rj~1i:'l:o t:n té1·mino~3 de la P.xis'tent:i,:1 

J~ dc5:1 o 1ná!:1 rni11imei= ei.:-~t1-L1clt.11-al(..:.1~ y la Et.1bseCLH:.:nte p~n~t1-c~ci6t1 

dE barrer6S ~ntre ~ll~G. 

St~' hH ir,t1-·:1CJ:~1:ith:. ct1n r.1·1tE:Cl·-•r idt-id til cc·nc~·p·l:c d'i' 1Hinimc1 

Pstr-uctLH-if.J q1.Jr1 f..:i':!i"íl:i te d8fin:.1- t-:-1 1.:J1-upc1 Ct= c~mc{;rit\ d':=" la 
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molécula. Esta definición· es ejemplificada de nueve• ·mediante la 

molécula de amoniaco. Si del conjunto de 

pe1·mutaciones-i11versiones .que c:onstitu.ye11 el g1-upo Gcpi11 del 

amo11iac:o se esc:ogen.-aque_l~os elementos qLle 110 i11viei-te11 la 

configuración (véase la figura II.1) de cualquiera de los 

isóme1-os, puede verificarse que dicho c:o11ju11to es ur1 g1~llpo · .. ( qL1e 

denotamos como G(R)), qU:e- es· ~·omú11 ~ los dos is6me1-c•s. 

Esp~cificamente tenemo~:que~el conjL1nto 

G(R) "{E, C12l*, <13>*,· <23>*, (123) ( 132) l 

deja invariant~s los isómeros estructurales del amoniAc:o. 9 

Pe·•- c•tn.1 parte, se puede mt1st1-ar que G<Rl y ral grupo puntual 

C sor1 i~c1n161-fic:o5i. En ge11eral, pere.1 moléculas 1-igidas, el grupo av 
G<R> es isomór-fico al g1-upc1 puntual, ~unqu<?, c.;c:1n10 se me11c.io116 

i:\nt.eric11··mc11te, l_as c1pere.1cic1r1es de G(R) tie11r.111 Ll\1 C.:\1 .. ác:ter más 

funden1t.=11tal, )'i:-t que cc111stituye11 un s1.1bg1-upo del grupo d~ 

sim9t1-ie\~ del l-la1nilti..·1nii;1no y pLteden ge\1c1-ali~i\1-se a moléculas 

Una ventaja adicional 

dC?l i5t•mor f i snic• i::111·1a~1-io1- es 1 :!.\ de: ev i ti:\1-ncis 1 a. ta1·ea de const1-ui r 

lcis C:i\\-act;e:r·1.-~. y 1-epi-t':?si:.~r1li.:\c.:ic:11·1t.-?S i¡··1-cducibl~s para los gr·upc:•S de 

simetril!\ de la 111c•léculr..'\, pL1estc1 que le\ c:onstr1.1c:ci6t1 L"-!>:plicita de 

ést;as pl1ede !3~r comp 1 ic:adei. 1·~c1 c•bs Cante :i enf at. i ;::i:,\mc.·~ que es 

posit-1~ r.:cin!E:t1-L1'ir lc1s ca1-e:ct81"es del Gcpin util i~:ando el métodc1 

d;~ Cc1lr~ma11 L{:Jl1Jpa1·,:\ el g1-upo simét1-ir.:c1~ )' tc•mando p1-oduc:tos 

di1-f.-c:t:cd! L1dt~Cl.h?.di.-\m~nte~ Si a p::.;1-tj\ de las rr!p1-esenti'\cjc•nes 

j1-red1.1~:il.Jlí:..,~; dr:il Gc.:pin st= tcimt1n lc•s l~]en1entos cle:l subtJrupo rigidt't 

'{ se: c.:c·n~t,·u)'t:- la r·epr E~.e1"'tnc: ión r:r.r·r~sr~ondj entt~ ~ su er1c:ua11t1-a 

1.111a 1-epret;entt:1C.i6i1 r:¡ue es ger,cr¿1lme11to redLtc:ible y .que se ccinoce 

CC11tlC• r·eprt-?~~enl:t1c Í ón SL\bduc i dr:· [ 36:1. Par a estc.15 proced i rn i e1·1tc1s 1 C1 ~. 

3. - n.;;,b~ l&n(tr&iEt "n ouenlo. que &l grado ~~ lll>c.rlad do lr1versl6Ít 

&r1 an·1onlaeo dá ori.g~n e><eluc.lvoment& o do& i.f.Ómer·o&; ,fiilr:t- $mbo.rgo, 

pu<ird€tn vxi.&l\.r coso!'< en los;. cuales 9\. nÚT11ftr·o d&. t11i Ttimo& 

&Gt.ruclurol&& fl&O. roo..yor quo dos., y qu€t e><l&.lo.n _di.(er"nt.~& 

r.¡.all::aciori&F. pa.10 OIR). corflo s;o verá Gn ol: proKi.mo c:Clpi lulo. 
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g1-Ltpc1s pLn'ltua 1 es so11 pues. una her1· ~<ni ent~ . i_nd i_spensab 1 e, a p~sar 

de ~1e est,-ictamente no tienen·r.el~c:i6n co1i·,e1 g1-upo de simetria 

del liamiltoniar10 molecular~ 
:.· '\~·· . 

._ ::, ,-,·.:~·:"'.>;;:~-·;-::~:; ... ~.:.··' 

F'uestc• qL11~ la notaéi611 P~\~·á·::--~:~~~~i)~---: p·u,1t.L.\ales t:stá bien 

e~tablecida, er1 adelante io~'::grupc;s.-(C' e.L1bgrupos) de 

pe1-mutacionns e i11versi_c1nes se ·deno.t"a'rán CCl\1 el· g1-L1pci PLtntual C\] 

c1.1a l 501·1 i sc.rn6!-f i cos'. Ar1álc.~game11·t'e, deno.i;c:.u-emos. 1 as 

renrcEentaciDnPs irredLtcible5 CR.I.) del gtupo de simetría de la 

mc11écl.tla c:.0111c1 ll\S R.I. del g1-upo· puntLte.l. E11 t~l Cf.\SO de la 

mr.•léc1.~lr:.1 dt:: t:.\gui:...i,, la cual e5 rígida Clt2J, se ti.e:·ne.• 

G<R>=C·<R> zv 

Pu8cie ocurrir que el grupo de sin!etria coincid~ co1·1 ~l Gcpin 

t.~11t:o pal a 1r\PlécLllas 1 .. igidas cr.in1c1 n0 .-1gid¿\!i:.~ ai..1r1qL1t:~ en rJenmi-al 

al ord~n d~l grt1po rígido ci2 la moléc•~l~ ~s 111~nor. El grupo 0~ 

ain1~triR ~~ le~ tt1DlécL1la, que denDl;~r~n10~ por GCM), e~tari 

constituido r.it.'i- iL•S el.P.mf.:.•ntei~ dr.::l !J\"ttpt.~ ri~.i.dc• y las C•pe1-acic•11e;s 

de f.H?l'n~t1-.:.1c:i6n e.le bt.-11-rt.=\"·¿~ 11 f¿,1c:tilll•;:-•;¡" '.:.'.'n t:l il'll.l"'\"'"valc• dt-: 

otH::.~~1 .. v,;¡r:j61·1. E.11 el ce.se.• del i.~mc1ni~1r..t• El<l'I> =-=- Gcp]n~ ~1e. que.• lü 

invarsi~1 agDta los mínimos cst~uctui·ale~. En genBral, 5in 

~~L)~t~10 G(l1> ~Lpi1·1 (v~r sigui~nt:r c~pitulo>. El l1echo de 

p<.?r1:11 .. 1l;df nuclt.:os ¡ .. el!dt:tr·c..11~~9 ~iE:±11r_. in·FlLtentiH cc•b1·e :Ir.-. 

e!:-i;Rdí~tic.:~14 .\ d~pendi~r¡dc.• {jt.;,• le. nb1;11,-c,1ez.;:.'. bo::.ónic:a o fe1-ft1i6nica 

de.• los mi;:.111os~ F'c•r c.·i;1-o l'i:.'ldo, lc•s clt:inrlni;c.s dr:.11 gl-upo de 

permut&c~onec G ~r1 11~rsior1os ¡1uedE:n s~i· 1·epre~~nt~d0s con!8 

4.- con11Úll<>&.& el Apér.dic" 11. 
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,-otacio11es equivaletites!J, lo que permite clasificar las funciones 

de onda con el grupo de simetria rigida (en el caso rigido) o 

cc•n el GCM> (para moléculas semi-d.gidas). Esto marca una 

diferencia respecte• al etiquetado ele espectros ct•n el grupo 

pLlntual, ya que éste último se clasifica utiliza\1do el'.sub.grupc1 

rotacional Cvéase la sección I.4). 

11.2. Simetrias verdaderas del Homiltoniano molecular. 

El Hatniltoniano molec:uli.·o- c:ontien2 té1-n1ir1os tales c:c11no la energia 

cinética y el potencial Coulombiano ent1-e las distintas 

pa1·ticulas, i.e., 

y 

al núcleo-electrón, 

bl núcleo-núcleo, 

c) electrón-electrón; 

Por otro lado, existen d6s términos adici~n~les en el ,,., .. ·.-.. . ··. ' . 
1-tdrni 1 i;o11ianu molecLllt.\\-: H ; ·qüra ··cor1siste er1 lc1s té1-minc1~1 de 

9&, :. . .: _. : _' . . : "'· • 

e.c:oplamientt• aspin-:6rbi.t_a __ Y esp_i_11-e~pin y __ Hhra que cc:i1-1'"e!:.;pC111d~ fa 

j 
¡ 
! 
,1 

,! 
1 

1 J, 

1 

" 11. = .. ·"'·'·" 1 

cc•mo 

! ¡ 

···"'"' ·j 
Utilizando las coordenada~ del ~istema ir1t~in~ec9 y d~l c~ntr·~ .• 

de masn, T se 

,, 
T = " T cm 

. ""o ,,.~ 

+ T + T' 

,• 

!i. - \l&r al apéndlc& IJI. 
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z 
T e - ("" 

2
/2M] '1 

cm cm 

l 
,. 

AD 
[t. z/2]r~z ( 

2 

) T = <t /m 
r 

l 

T' = ( '
2

/211] 2 <tr v,. 
r~s=2 

• 

y la suma corre sobre todas las particulas. Explícitamente, lcis 

oµe1~adores de ene1-gi a e i r1é'l: ic:a t iener1 1 i:\ ·ferina: 

2 

{ iJ' liJ z~} 7 = x• <· a• I a y• + "' f éJ T r o 

<t 7 = [a2 1a X iJ X ) ·I [a';a \' iJ " ) + [a2 1a z il z. ' r s r • T .. r Q 

Su~ L· i tuyt1nd !..· ain l t-:\ t:c:uac i611 ( I I ~ 2. 2) , el l·J,~01 i l t<.:1 rli i\nci tcio¡t.; l 1':\ 

for llLC\ 

A 

) 

·'·· ,.., ,.~o ..... ,. .. 
H '·' T, + T ·~ T' + V + H + l\rs ••. (11.2.3) 

crn o&i 

E~ ocasionc5, deper1di~11do'de le s~tuación fisica, 5lguno o. 1nás 

t.éi-mi nL'~ pt1ec:lc=11 ·~:fni ti ~..:~e~ ·:con1c1 , sLl<:? la . Oc:Llrr j 1- ct1r1 ·1 as 
,.~ ,.~ · .. - •' . 

r:o11"l.:1~lbucio1,cs. ~!es.·~, Hhft5' li?-s r:;ual~s pLl~dr~1, tri\tiJ1~s;.u c:cimeo 

pe·i~ tu1-bac in~~·¿ al _Han1i l ";;c.1.ni ano rc1v i b1- ac '.•. ü nt\ 1 .. En lc;.1 tab l f\ < I J ~ 1 ) · 



se da una lis ta de los términos que aparec.e11 EH1 el Hami l to11ia110 

Molec:ular. 

Energía Clnétic:a 
• 

A 

_ Energía Cinétic:a Intramolec:ular. T

,, { T~m -Ene1-gia Cinétic:a del Cen\:ro de Masas. 

T' - Términos C~uzado5 de la Energia Cinética Inti-amolecula1·. 

{ V - Energía Potenc:ial Elec:trostAtlc:a. 

Energía e.Je interac:c:i6n de los mc.1mentos -magnéticos de espín 

e:lectrónl.co. 

,·. 

H 0_1•0 
G& ~.&f 

1 

- Inter~cción espí11-6rbita. 

- Inte1-acción éspin elec:tÍ·ónicC•-Jnovimier1to \ll.1<:l(,;'a1~. 

- Inter·ac:c:ión o5pin _t.?~ec:·t:i-6nicc1-_es.pin_ ele_c:ti-611icc •• •• 

'· H ~11e1-gia de i11terac:ci6n tlo· 0 lCts n1c11ne11tt•s magnéticos 'de -espín n• 
111.lc: l r~ar. 

'· H 
.-.,.n5.o 
~ 
..... n&r 
H 
,,_ns& 
H 

- lnl:er·acci6n dt:' FJipir1 .-nuc:1Su .. '\r-6rbi te. eleci~i-611ic:d. 

In terac:c: i 61¡ :_espi n ·nuc·1 éar..:. rnov.i íniento n'uc lc~r; 
- I11te1-,1c:ci6n espin nucl-ear-Espin. 11ucl~ar. 

,.._n&-e~ 
- I11ten.!ac:c.:.i6r\-·.es.-p-i11_ 11t..1cleé\r.'~~spi\1 electrónic:~-. 
- ~\1e\-~Í a de_ . i 1'1-i;E?,-act: i,ón" p1~c•\.'IJ:i;·.,i en t_~ dri-1, ·mon1en1tc H 

qua.d 

\ 

c~adi .. up_ol,~r de-.1c1s .nLv:leci~. 

El c:c•njL\nto de operac:iones d"' o:inieti-1<1 que. cJej<1n inv'<.-ie.nL<' 
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la expresión CII.e.3l, constituyen el grupo desimetria auténtica 

.del Hamiltóniano Molecular <H.M.>~ Ese conjunto de operaciones de 

simetria, en ausencia de campos extei-nc•s está. cc;nstituidc· po,-: 

Al Translaciones de la Molécula, 

B> Rotac:iones·alrededor de cualquier eje principal, 

C) F·ermLltacio\·u:s de las coordenadas espacie.les y' cc1C•l-de\1i1das 

espin de los electrones, 

D> F•ermutacic1nes de coordc~nadas espar..:i.t.\les y de espi\"1 de 

los \1ucleos, 

E) Invel-si61, de c:oc1rde11adas a través del cer1t1-c1 cie masas. 

Fl Inversión del tiempo. 

Debf::> r1otr..1rsG> que el 1·1.M. r10 es inv.:1\-iant:r~ frf"~nte a lr:.s 

opcracion~~ de simetría puntu~l. C~ta~ Dp~raciones puntual~$ sor1 

iE-cin1et1'""ias .[48J y por t"'ntc1 e~tán dt-finidc.s a ¡.iHrtir del ctincepto 

~e puntea de equilibrio molecul~1- y no 8 p~1-tlr de l~s sim~triE1~: 

del Hamiltor1iano~ 

Pode1nos construir at1ora el grupo de simetria del H.M. to1n~11ci0 

prod~ctos dir·ectos entre los diferentes subgrupos de simei:ria 

li$tadc·~ li.nEa.5 arribe\ (la r::.i1íle'\:ri2. r:tl1te invc1-si611 del tie¡11pc1 r11:• 

c;.:,e1·á 'con~idere:1da er1 oste t1-ab8jo)~ Es\,c1 da lugi:n· al g1-upc• 
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Gcompl~lo = ••• <II.2.4> 

donde G es el grupo de traslaciones, 0(3) 0 es el grupc de 
T 

1-c:.taciones~ s~e) el g1-upc:1 de permLltación de elect1-011es, Gcp11 el 

grupo de permutación de nOcleos idénticos, y CE~E*> el grupo de 

il1ve1-si6n. Lc1S grupc:1s simétricos s'º)y Gcpn provienen de la 
n 

simetria de pe1-rnutaci611 entre pn1-ticulas idénti<:l.·H:. 

Si se encL1e11tran las 'fu11cio11es p1-opias del Hami l tc:.11iünc. 

11olecular, éstas podrán ser etiquetadas con las repr·eso11tacion~s 

i1-1-educibles del grllpo G l • F'uesto que 11c•s interesa compelo 
analiza¡- el prc•blema de vibraci611-1-oti\Ci6n en mc•léc:ulas 

rio-rigidas. será innecesario considerar los Qstados 

traslacionales y la correspo11diente clasi·ficación co~ G ~ con lo 
T' 

cuRl eliminamos los e~tados espóreos [18J y consid~ramos 

e>:clusivamente el Hamiltoniano interno 

••. <II.2.5l 

••• <II.2.6.al 

\' 
• j_ ~ ,...l•I vt•I 

H "= M"• - ._ ~ ...... .., •'-
• 1(, .. .. 

••• (II.2.6.bl 

El procedin1ier~to usual es ~ntonc~s enc0ntrar· lAfu fur1cione~ 

p1·c1pias de (!1 .. 2.6.a) ,P~nt' y pc.~te1-.i.or·n1ente utili7.c1r estas t..Etsr~s 
para la e.c•lución del ep1-ohlema completr;• <II .. 2 .. 5), ya sea f1ledii.~\1tr:1 

s:u ciiagonalizaCi611 o~ e11 el c:aso en que H' sua pef]lleric•. medit.1rl'l:t.? 

la teor1~ de pe~turbaciones. 

l.C\s c.ci11Siderc\cic.•11e::. !lt1b1-1a pe5os estadis~icc•!5 y 1-estric:cic1ne$ 
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sobre multiplicidad de espin nuclear y electrónico se discuten en 

el apéndice 11. E\1 la siguiente sección conside1-amcis el análisis 

de simetria de los sistemas moleculares basado en el grupo 

con1pleto de permutaciones e inversión. 

II .3) Clasificación de las fu11cic111es de Cl\,da molee!L1lares 

mediante el Gepln. 

Un esi:udic• detC\llado del co1npor~amientc1 de las funciones de 

onda del H.M. f1-e11te a las opeo·ac:iones del gn1po de simetd<1, 

resulta1-ia muy e:·:te11so. En esta sección se procederá 

e>:c:lusiYi.\n1e11te al r:-1,nálisis de· las funciones 1-ovibracionales en 
• la aproximación de oscilador armóni~o-rotor simétrico~ lo que 

e:.erá. st.tficiente pa1-a i 11.1strar el método de clasifica.c:ión de las 

funcio11es propias. F•resentaremDs pos ter ic•r111ente la ap l ic:ac i6n de 

estE\5 .técnica$ C\ las fílOléc:ulas de !•tH y e H • 
. 3 2 .. 

AL.tnque estrictamente deber-ia utilizE\i-se el grt.1pc1 Gcomplelo 

en la c.le.sificc ... ~i6n dr= espec:t\-c1s moleculai-esi- para el a11álisis dr~ 

espac:.t1-0G Li•? vibraci6n-i«:•ti:-\c:i6n basta1-á etiquetal-1 lc1s 11ivale~:; 1.:c111 

C]l Gc.ptn en U\18. con'figt.u-r:l!.:i6n ele<:tr-611ic:a fi,ia [44J, ya qu<.~ 1tnc 

frac:uencias er1 ~l infrarr1ljo~ tip3cas de las excitaciones d0 

rc1tación-•1ib1-1~ción, afactan en foi·n1a despr·ecie:\ble la::. 

configuraei~r1c~ electrónicas [42,45~~6J d~ lAs molécLllaE. 

Lns fl.111c.Lc1\1c:s de cindi:-1 del \-ator simétr it::l'.:1, e11 téi-mino;. t.ie 

ripe1·ad.:i1··e= de c?~~c:ensn y desc:Hnsc•, adquier~:ni li.~ ft11-mi?\ r:BJ 

\rn\ > 
' 

:¡: 

= NJ ( J,n krn 

lk\ 
] [ 

± 
J 

& 
IJ,O,O), 

••• <II.3.1) 



-( I'< 1 + 1"' I> 
' 

J+ A " = J :¡: i J 
m " y .. 
"+ " A 

J- = J{ ± i J 
• T) 

[(2J+1)/(8n2 1J''2 

1 :r' o' (1) = {---;:;--;~--------- } 
d" 

1 d c:osel" 
• 

J E!5 el mc•mentc' angula\- orbital, k y m li?ls p1-oyet:cic•ne:i e.le éste 

~c1b1-e le.is ejes z \f-ijt.:1 en,-.1'-' mc1léc:ul~> y ( en c:l si'l.!tu•ma pii\rnlelc• 

al de laboratorio y origa~ en el centro de. m~sas C24J. 

Pnra cuantificar.el. efecto da l·bs elementos d8l grupo Gcpln 

sc1b1-e las func::ic•nes -rc1tacior1ales (II.3.1), es ncces1.;1-ici P5c:ribi¡­

t:"'da elemento del GCpi.n cc1n10 una 1-0 ~.::.ci6n e4uive.lenLe <ver· 

apéndice Ill). Se encuentra que et:isLen dnicaine1·1t~ dos tipos de 

rotñc:ic1nes' equivale11terr.~· r-::~ y n:. Li.\ p1~iílH~1-n iu1plica 1.01::1 

1-otaci611 e.le (3 radíaliés (e11 el sentido opuesto ¿1 las mC\nf.;icillas 

d~l r~loj) alrededor del eje r~t~ fijo er1 la 01olécL1lR; R" es . . a 
equiv·ale11te a una rctac:i-6i1 de n 1-ad:i t:\\""\G!3 a t1-,\vés cle lln ejo 

paralelt• al ·pla110 ::y, el r:1.1e,1 fr.11-mt~ un á111Jttlc• a c::c111 •~l ·eje H. 

Se f:\i1C\liza1-á·e1 efecto d~ las rot:ar~iones eql.1ival~11tem %obra 

( I I .'3. l ) hac: i endo LISC.• de 1 a tl':b 1 a { I I • 2) , donde se reoume11 .1 as 

' pi"t.opiedad~s de transfc1rmat.:i611 de lon á11g11lo5 de Eul~1_. y -1_.as 

c:1.:i1r1pc:1nente'3 del momento c:uigul e,r. La deau::is·traci6n. dt? esas· 

p1-npiededes Lif:.l t1-ansfc•rmaci6n pLu~c.I~ 



e 
</> 

J 
X 

,, 
J 

y 

.•. 
J 

z 

n - e 
</> + n 

2n-2a-x 
...... ... .. 
J ct~s 2o. + J se11 2a. 

X y 

J sen ~ - J ct•S 2a 
X y 

A 

- J' 
" 

X 
,•, 

J cos 
X 

·'' 
-J sen 

X 

R/3 
z 

e 
</> 

+ 13 

13 + 

13 + 

A 

J 
" 

A 

J 

" 

sen 13 y 
,, 
J CC1S 13 y 

.. 
Tablo. 11.2. EfecLo de la.g rotaciones equivalenlea siobre loa 

ángulo& ds. Eul1Wr y cornponenlo&i del momento angular. 

de:•ducii-se geomét1-icafne11te a pa1-tir del ~j5te111.?. inl:i-in~P.C:O y la 

defiriición de los ángulos de Euler C24J. 

Con la ayuda de la Tabla JI.2~ 00 ~ncLle11tran lDs 

transfor1naciones de los operadorQs de flSCenso ~, de5cen$o ante 

rot~ciones equivalenhe~ 

rP 
" 

Rn A+ ~-..+ Rn, .r "' .r 
et • • a 

. (1 A+ --'.·+ R/3 R .J- "' J- .. ~<II.3.2. 
" :: . &· a z 

. . . 
·• ' . 

) 

p~rmit~~ rancoritr~r aho1·a ~l efe~tc1 de ·las rotaciones equivalentQ& 

sobr~ luc funci6r1~5 de onda 1··utacionales 
·. .- , n 
III.8.11 .. Aplic~ndD R

0 
y 

.'.\ eSi:.\5 fL111c:io11c-c~- se_ encuenti-e. qlle 



R~ · 1 J, 1: , m ) = e lk~ 1 J, k , 01 ) ••• <II.3.3.l 

> J -zikOJ I ) J, k ,, m = ( - ) e . J, -1~ , . m ... <II.3.'•·) 
• 

Lns relacianes (II.3.3) y (IJ.3.4> serán básicas en el dasarrollo 

de este ti-abaje•. 

Al igual que con las funciones rotacionsles, se puede 

encontrar el efec:i.;c1 de las c1peracio11es del Gc.:pin sc•bre le.1.s 

funcic•n1~z vibrac:icq1ales de mar1era di1·ectH~ Se cmiti1--in t-'\qui le·~· 

detalles, que pueden ser conEt\ltedos en la biblioyrafia C5,BJ. La 

~imetria de ld fu1,r:ió11 de 011da vihrac:ic•nBl, en el casc1 gene.1rt.\l de· 

l ,. 1 1 d 1 ' · r' " .• r' z ' , uni1 mo t::'CLl e. CC•ll c:c•t•rl ena ai= 1101-ni.-;i r;s e~ t:..•::pec1Dr,; 

~ rtn) )' <?ll lll1 est¿:,do VÍbl-ClCÍ0\"161 C:C•ll llÚfllC•\"CiS t:l.lánticoS V l , 

v
9 

, ••• , vr , estA dada por 

V . V V 

r<vs'"z'';;, • •" ,vf) :o.: [ rll>] l 0 [ ftZ>] z 0 • • • ® [ r< f )] f 

.•. <Il.3.5.) 

V z 

ConrH.: iendo lt\S pi-up ic:•Ue-.cle~:::: di:·. t.1-.::\11t·.-fcq· 111i.1C i6n 1 h.?. l t1s estndt.:ir::· 

~otacior1~les~ ecuacione5 CII.2.3> ¡ CII~3~4l~ e~ poe,bl~ 

uncontrar 1JnA rapre~er1tucl6n r·edL1~i~l~ de Gcpin y ~1icor1trf1r 

pnto:~e~~itt1-íi1F.:~nte su r·e~duc:ciór1 mc~tJJi.1nlc:· té.::nic.::ls corP,,m11cic•fli?\lr:s, 

::1;1 1:10..:.• l.a5 n:c:nc:.io1·1l\de.tc c~11 {~1 t:npi tu; . .::. l ~ h ;,um,z~s dir·e-c.·~br:; d;~ 

1-c:r.11-c:E.entHcione: irrE~d1.1<:iblE.'!:.. ~1~1 111'1~1111.:.• l?n r~l t.:ni:.o vit.c~"'c:jCt\1t:;l 

e::; n!i!C:t=-!.'ic:.:1rir• r¡11t:c•11t1~ar le\ repr·e!3e::i"1tc:.,c:!ó:·1 1-educible del Gc~pin 

~1€!(JeratJe. pc1r la!.:> coc,¡··denndt."'\:. intE;?1"ili:i!.: d~ lc.1 mc1lé1:ul¿\ pa1-ticula1·, 

reducirla y avalua:· su e~p~cie de sih1~t~ia il través de JA 

ecua.c:ión ( !I .8.5) .. 

F~ni--llmi-:nte~ 1.:-1 ~;irr1·2trii:.\ to·t¡:;.l deJ r~st.:"1dc1 ¡c1vib1-ac:ic:·1·1al está 

clüdt:'. IJ<.•1· P.l p1-0Uuc"l:t.:i di1·ec::tr.1 f:11i;1 e li:.~ l:'~f.1!1cies dE• simet1··1a 

1-L·l:~.t-it111r--.l y vibt·i::.ci.c:ine.l. Er1 lr.1 s!91.1it.>nl;t.1 Sl.:'..:c.i6n ilt1!5t1-nmc:•s e:.1t·.._ ... 



procedimiento con el tratamiento de simetrla del espectro del 

amc•niac:o. 

II.4l Ejemplo de aplicación al p1-oblema de rotación- vibración-
¡ ' 

i11versi611 en amoniaco. 
.. 

La mc1lécula de amoniac.o repre~ei1te1 un ejemplo simple p,::n-a la 

ilL\straci6n de las té::nic.;,~ de etiquetad« con el g1-upo G(M) = 

Gi:pin LBJ. 

En 1932, De1111ison y. lJhle,"11beck. --[<18J encc:n1trai-c•n que la 

'molécula de amoiiiac:b pr~se\1ta··. e~iden~·ias ·de 11c• rigide~, desde 81 
• pL1nto de vista estruc:tL1ral,. AlgL11ios investigi:\do1-es 

t27,46,49,50,51J. estL1di"a.ron el Prol:llema dOsde el punto de vista 

'te61-ict• y e>Cp,,1-imm1ti:\l, mod,elandt< la form•• del peotenc:ial de 

penetración o midiendo las f1-ecuencj as di= in•1e1-si6n. 

G:n .genei-al, el t1·atami1~11to teói-ico de mt.•lécllli:i.s 110-ri~idas 

con Ltil grade; de libertad intern(.I, que es pa1-i'.met1-i:::Adt1, consis·te 

UI\ Llt;iliZi.\l- ur1a aproximación adii:\bál;ica CEl J' en la que se sur.1c1nc: 

implicitamente la e:tistencia de configuraciones d~ ·equilibrio 

para cada valor del parámetro. 

En i;;·l caso del i\ft1c1niacc• ~ 1:1 pa¡-ámetro i nternc1 es el ángulo 

fc11··mr.»do entre.·~ t.:Lli:1lquie1- enlace? M-·H ·¡ e.•l ejt: z del Sistemá fijc1 e11 

la moléc:L\la (vé.::\!3E la figu1-i!I I. 7). C::s.tc•S cálc:ulc•S se1ni-clá.sico!3 

rE.1sultan sei- cc•mplicadcs y habitualme11te hace11 t.lSC1 de la 

i:1pro:·timaci6n de cirden cc:'\-o E27J, lc1 cu".'1 con~Jele.1, las vibraciones 

y es:;tudia ~l p1 .. c.blr~1Hi:.\ rotC\ción-l.11\1ersi6n haciendo un ~nál.isis 

tipc1 \'"C•tl)r rigidc1 para cada v¿\lor del pa1-ámetrc• i11ternei. Debe 

notarse ]~ gr·an similitud entr~ este procedid1niento y el _de 

Bcn-n-·DppF..111heir.1'e1- [52J. 

Las téc11icas recien1:es de espect~oscopia Laser .. [53J _han. 

permitido trabaJRr ewperimental1~onte con multiexcit~~iones.~ Esto 

abrec- la pc•sibilidad dt: ef:tudiar ln encj tac:i6r1..simültá1ieá:::de 

Vi.ir· iL•s g1-ñdos de:: l i.bertad in'l:erncis .. l~a1~.te1- ·-y· p,:\tt··e·1:.;.:~b11. [.t4J·, 
11t:ili::andc:· el métodc.1 de cc11-1-e!ctc·ión·r31tJ, han:-·a\1üii4.~i:H:Ío el 

' ' 

fe116:ne:11c1 ele desclob1amientc E!ll multiplt?te·s ·.de· lcie- 1liveles. 



l-otac:ionalet5 de 

autores utilizan 

SF 

" un 

, para 

métodc• 

estados de alto momento angular. Estos 

de parametrizaci6n de los 

desdoblamientos, lo que les permite etiquetar los niveles y 

cL.lcn1ti·ficar su separac:i6n uti li zandc• la simet1-ia puntual. Bas~1do~ 

en estos estudios, planteamos en esta eec:ci6n un método para el 

a11áli5iis vibra.c:i611- rotaci611- inve1-si6n de la mc1léc.:ula NH. F·¿n-a 
3· 

ello proponemos un Hamiltoniana no rigido, invari~nte Ante el 

g1-upc• S
3 

e -CE,E*>, c:uyc1s elementcis de matriz sc•n evi:.~lL1adc•s en )a 

base de rc•tcq· rigi_do. -··. osC:.i lador a1-m611ic:o. 

El desdoblami~nto ~~~ni0eles queda expr~sado en este 

fo1~mal isrnr.1 c:c•mo func;i"ón d_~- ·un pa1-ámetrc• qL1e depende de los . . 
númei-os cuánticos de 1 a base ·~~.1 g.ida. 

Finalmente, los niveles- vibración - rc•taci6n - i11versiór1 se 

~tiquatan con lae R.I. del.grupD G,
2

, que ee el grupo GCMl = 
Gcpir1 c:o1·1-espondiente a la molécula 'de amoniaco. 

Lo5 momentos de i.1iercia de la. molécLllL'\ da i:'monii:.c.:<.:• 

calC:Llli:1dc•s er1 el sl.stEm.:)_ f~·jo en la 111c1lécula~ sc-1tis·fat:en la 

rel&1ci6\·1
6 

I = I > I .. lo que justifica qL'.E? la n1c•léculn de yy )()( ::z . 
cuno11iac:o sen ~cinsideradc\ e11 lt\ ~p1 .. oaimi:tci611 cle i-c•tr.1r 1-igido come• 

un trc•mpc• ;imét1-ic:o, cLtyes i.;olLtc:ic1r1es. enplicitas s:.on lC'.1s :nk~<a tP 
zl de Wlgner C55J. 

8 .;: 
12 

El Gc:pin del .amoniacc1 ~s 

:.-:;· s 
3 

( 123).,. ( 13E!l;. ( lE!l' 

0 8 
l 

0 ! 

(13), C2l; E-i<· 

e 1 el , · < 1 ::i > , < es i . * ·X· ·K } 

<123>'\ ( 132) ... 

Del.J<: 1·ect1rdars~ t.it..le. s.·1 )=~~·;1J.u\1'tt:• c!É e:?ÍemEi11tns que 110 conectan 

Ci~t;in1:c.~is minim6s. e5t1_-L1·c·t·Lo:·.a1es .. cc•n.Oti·C·uyn11 al grllpt• rigidc• 
. . . 

6, - A ErlilO &G' le d"nomtn~··· Ur.(1. c~n~~ncl6n. l\.p_~ lr .. ' . Vé~n&G 'toi;; 

capi lulo;. 7 y e d"· la. ritfQi-enclo. t8J. 



de. la moléc:ula. En la sec:c:i6n II.3, se mosti-6 que el amoniac:o 

tiene c:omo gn1po ,rigido al conjunto de eleme11tos 

Dadc• que C <R> y el.g1-~1po puntL1al C son isc•m61-fic:os, las 
3V . ·.-. _, .··.-- 3V 

i-eprese11tac ic··nes· i rreduci_b.~es del grupt• de 1 a mo J. éc:ul a serán 

clasificadas cofno -1c:\S -·de'~ (g1~~1po pu11tual. 

Pc:q- o"tra parte,. el pL1ntuul i 5()ffiór·f i CC1 G 
7 

D ~.-upo C\ es 
1Z 

En la Tab l l' I I. 3 apar·ec::en los ca1-ac terc$ de lc•S grupos r-igido 

nc1 .-ig ido que u ti 1 i zc.n-emos para et i queti..11- 1 CI~- e<,;; pee: t1-c1s 

correspondientes. 
'" •s,et 

••• l •l 
c.l1ue • '< ... ) . , .. )- •• 'l .. ., • , .. , 

••••• • (•u) luf ... .TJa 
.... 1 ri':" ~-:,. ~· 

.. R: R7 "'' ~· A•t· I', . R, t:t.:., ... R, 
"':' 1 1 1 1 1 1 ... , 1 1 .. ~- 1 -1 1 1 

_, 
1 

t•• 2 
_, o 1 -1 o ... t 1 -1 ,,.1;1 1 1 _, _, -1 1 

A~ 1 1 1 
_, _, _, 

r 1 ·1 o -1 ·1 1 o .. , 1. o 

Tabla ~ 3. Tabla& d~ co.racler&s- d& los grupo.• r·i gtdo y r10 

r·i 9i.do pat·a el o.nálls.i." vlbraci.ón- roLaclón-

i.nverMi.ón d&l o.rnor1i.o.co, 

.etiq~~t~do.· ro~ibracionel 

?, - E•l<> r~oullodo ·~ p~~de ;'"•llficcr y<i qu<>• la~.t~ · s y e 
. · ·- -_ ·. _., ·, ·._ .... · __ ;;_~·.:_,"· _:·- .-.·'·'._"-'.-._',._··: '.;··::_: ·_-.... :;.:,. -.·'. .·.::··_:·3 · -__ 3v--

y vib1·ac:ional. "El 

eomo <e,a h> : y ~~-~~ _.;_.>,~_:_ ;~.~ 7/~L~~:~e~r-~.~~~/;_ ·:_.:~.?~.'?..n0'~'~::.~;~-~h· ':~?:-· c;v · e 
<E.O'h> Y 012 - ='- s3_.;0:'·.<~,E_..:;~ ._d .. ~erá_~·· &or ·Í&'c..niórficó&.~-

5(1 

3h' 

)' 



encontrará posterio\-cnente tomandc1 el producto di rec:to r vi.b ~rrol • 

Aplicando las rotacic•nes equivalentes 

(II.3.3) y (II.3.41 se encuentra 

de e < R > 
3V 

a las ec:uac:iones 

.. 
Rº 1 J, o ' o > = ( 1 ) 1 J, o, o > 
R(ZJT/3) 

1 J, o, (1 > = ( 1 ) J, (1' (1 > z 

Rn 1 J, o, o > (R/Z) 
= (-) .. J, o, o > 

{ 1 J, o,o > J = pAr 
= 

'(_Jy ( :'-) o; o > J = irnpar ' 

pcq- lo qLu? si J es par· (f".1r~(al~··)<~~··.'ge1~e1-a la rep1-ese1,t~1ci6n A1 (A 2 ) 

del grupo rlgido. 

En el C:l\SO ge1,e1-a1'-~. 16 rép1-E~oenttü::l.6n de e (!1) genc·r~\cl.:. pcir 
3V 

3 
[ 2 , 2 ecos 

• 2k ll 

y cuar1do k tu1ne los v~lore~ (3n ± j) y (3n ± 3) est~ 

re!pr·e=~ntac:i61¡·s.c.redut:e- .re::p·c:é:tivHni~rd:e a las F!.l. E y A
1

e H
2 

de 

e (R) •. El Etiquetado clE la~ func:io11e3 rotociDnal~s ~parece 
. BV . 

re~umido en la Tabla II.4. 

1: r 
rol 

Tabl.a 11. 4 • El i.quet.ado dQ la• 
.T f1 i'lr A 

f unci.on&& rola.ci.ona\.~s. el 1 con ' . 

J impa,~ A grupo e < M>· •. NÓl &&" que é&l" z 3V 

Zn :!: 1 r:: &S i.nd.i&p&f1di. enl 'i" d&l valor d& 

311 :!: 2 A El> A f(¡, • z 

E; 1 



Vibi-aciones 

Antes de i-eal i::ar el análisis de. simetria de las f\..u1ciones 

vib1-acio11ales, es ccinveniente notar que las representaciti\1es 

doble y triple1nente degene1-adas de. los grupos disc:1-e·~c•S ""' 

trnnsfoi-ma11 respectivamente comtJ t2t1 ,33J 

' ••. <II.4.1.) 
2 

1 
IFl X [RJ~ 

... <II.4.e.> 

en donde xlEJY xtFl sc•11 lc•s ca1-actert=!:.",. de.- lu~ r·epre~e11tociones 

ii-1-educibles dc1ble y t1~iFlern!?nte tiegenerE.~das 1-r.:.:spectivc:.,men1te; R y 
2 R (los el~n1entos del gr·upo) se encL1e11t~~n de la tabla de 

multiplic:ación del grupo. Ei:,\:i:1S ec:.U;!\C.:Ít•nes ae 1.11;ili¡:e¡n pare.\ 

etiquei:ar ~stados vibracional1~s ~0Qe~1~r~doc. 

E11 ap1-r.iHimaci611 de f\..1er·ze5 cent1-ales par·a t-·~1 pc1tEncial t11J~ 

e:.::. convcn1ientt·J escoge1- el siguir~nte cc111junto de coc11-t1~nadas 

i rrl:e1 .. 11!':1~s: { 1- ~ 
1' 

(\1éü.;:;e fi.CJU\~i:\ 

1-
12' 

¡­
n' l" J 

23 ~ rl:= ¡-NH y r ij - rHi.Hj 

Figuro. II . .e, coord"'r1ada.~ i.nlGr r10.ia d¡;. la rt1ol écuta. d" QMOnlac:.o. 
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En la tabla (11.5) se dan las p1-cpiedades de transfc.i-n1aci611 de la' 

coordenedas internos respecto a los elementos del grupo C
3
vCR>. 

E 

·- ,-• • 
r ,.. 

2 2 

·-
, .. 

• 9 

" ,-
12 •• 

r,9 
,-

19 

¡- ,-
29 29 

(123) 

,-• ,-
• ,-
2 

" 19 ,-
23 ,-
12 

<12>* 

,-
2 ,-
• 

¡-

• 
r •• ,.. 

29 ,­
•• 

Tabla <II. 5> Tran¡¡formo.cl6n el" la;. coor-dQr1ada~ tnl4ilrn~ 

ante e CM>; E eu lo operoc\.Ón \.denli.dad y deja. 
3V 

" í.nvar\.anle& la" coordenado& i.nl"1rnas; <123) y uz> 

oct.úar1 dlreclamenle sobr& ée.ltJ.•. D"'be consi..d&r·oree quv 

lo i.r1versil6n no af&cla tas coordoriodas lnlerna50, 

L.n c'pt-:;r·ac:i6n d~ invr~r·E;jón nc1 influyE::: sob1·e;: lnt:. c::c1c•rder1i.1df.ic 

internas~ µum~to que é~ta~ Es~ár! 11~finicla9 c~mo diatanciae entra 

átomos de la molé6ula. 

De la tclbla <IJ.5) resu1t~ directo ver qu~ las coo~den~d~a 

int1::r·na:i t;lSrl<?t"81'í la rf:.!preS1';::11ti'..iCÍÓl1 A..'E:.::: 6, A:,
123

)=: Ó . y :.!U.Z>•= 

2. Esto lo da11otara111os como (6~ O~.~>.~ dicha r~pr~~entacl6n se 

1· r~cluce ~~ 

c:;c1mei s~ h1ues t 1· ü en E·! 1 ·apéndice 1. 

l..C• e11tei- i or i H1p l l ce.~ q~te ·l f.:\5 co.óor:denaclaü ncq-,na 1 Es:. ( Apér1d i c:e · l) sG.: 

transfor1tt8n coo10 

r"' ~ A 
1 

rm ~ A . ; r'"' ~ r: 
2 

ÚEÜi:• qL1P n..:1 t;!>:i~·t:e rE.>dunrf~nc:~ñ t2'1J on li:\ r:~lt:-:<c...:.·i6ri e!~ ceioi-de11~'.llE:.:: 

~nterna~, se r1~ce~itarán cuatro nún1ui-os cuántic0s pa.·a describi1· 



las vibi-l'\cior1es en la molécula de amoniaco. Esc1 se denotará comc1 

Cv 1 , v 2 , v 3 , v.~>~ ... 
·Para· la clasif-icaci6n de los estados vibracionales se\-á 

suficiente el. ~-~ál .. isiS de los modos funda.me\1tales y del estadr.• 

base (o pun-t~-.:~~\-_ci)_-·, '.i .e., 

{ 
Q) (0,0,0,0) 

b> et ,o,o,o> 
(v

1
,v

2
,v

3 
.• v

4
) = C) CO,t,0,0) 

d> C0,0,1,0> 

•> co,o,o,t> 

Utilizando la ecuaci6n (11.3.51 y tll 
l"s r de la 

reducción ele C6,0,2), se encuentra e11 fo1-1na u11ivc.1ca al 1::?tiquetado 

df.~ los estadc.s vib1-acionales. Poi- ejen1plo , para ~1 estada 

e a, o, 1, o> · st:: obt.icme (ve.- Apéndicn l l 

tM mimat\-!a d\E l 

r ( q, " Vl 
01 . = A • ' r ( r/> = 01 = A, vz 

r ( r/> = v• 11 = E 

r ( r/> = 01 = A, V4 
esi;ado vj b1~ar: i cinal l-':''3', de 

A ei!\ 0E0A "E . ' ' 

acL1e1~do " (ll.3.5) 

En!~\ tabla (!1.6) se 1-usumc~n lcis r1~sultñdos del cált:ulc1 da 

•I 

~. ,, 
•• 
•I 

.... ... 
• 
' 
o 

• 
• 

.,,_,, .. ,._, 
~. "· ~. 

• • • 
• • • 
1 • • 
• • b 

• o ' 

..... l Tl4•1l llt•1> Tlt.11\ •\-'ti .. 

•• •• • • •• • • 
•• •• •• •• • • 
•• •• •• •• • • 
• • •• • •• • 
•• •• ·•· • • 

Talo lo. lll, <il ELi.qu&Lado dQo los. Gos.Lado& v\ bro.ci.or1ale¡¡, de lo. 

rnolécula Nll , • 

•1ib1-~.i.c:jc•nnle!i. p1.\l-c·;;, :.~e puede p1-c.ic:c.""de1- n la c:lasificc=\cí611 de lc1s, 

~~t~clos rovibra~ic•nale~ en fDrlna lnm~dlata. 

Más adr-:lc:\nl:u \-'.;'i-~met1-i.-:f.:\rcmc•s c~l desdc1blamie1i'\:o de los 
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niveles rovibrac:ic•nales en ·función de los 11ún1121-os cuánticos de la 

base rigida. Para ello se requiere utilizar la información 

ei:perimental a través de u11 cálculo de pe11ei;raci611 de ban·era 

C12J, lo c:ual implica fijar el estado vibracional. Elegimos 

primero el estado (0 1 O O> que es tc•talmen{;e sio1étricc• y que se 
-1 

manifiesta. enperimentalmente a una energia. de 950 cm "<véase 

figura <II.3)) .A ~ontinuaci6n etiquetamos r 'ben una 
rol-vt. 

c:or-1figL\1aci611 elec:t1611ica tcitalmentf~ simétr-ice\ (18J~ y en el 

estado vibracional (0 1 O 0). La figura II.7 da el 

c:cq-1-aspc•nd iente espectro. Nótese la di fer ene: ia en"tre és-ta y l i.\ 

figura ( I .11)' etiqLle't¿\da CC•n el subg1-upc1 puntual c3. 

J { 
,, = 2 E E ... _____ ------

::"' 2 k = 1 E E 
------ ------

k ~ o A A 
--- 1 -- --- 1 --

{ 
,, = 1 E ¡; 

------ --·---~-
J = 1 ,, = (1 A A ---2 -- ----2 -

:r = o l.; = (1 --~·--
r 

rol 
r 

rol-vib 

E&pGoclro rovlbr<Jc.ior.a.l dQ> NH para 
3 

c.onfigur·actonos .wt~ctrÓ~.lc.a y vlbraclonat lotaln1Gr.tG1 

&l.mélrleos.. 



Inversion 

En el lenguaje de Watson [38J, lc•s dos; minimos estructu1-ales de 

la molécula de amoniaco están separados poi- un barreai-a de 

potenc:i"l finita. E11 virtud de esto, la molécula oscila e1Tt1-e 

ambas configuraciones rigidas, lo cual produce un desdoblamiento 

de los niveles rovibracionales. Desde el punto de vista cuAntico·, 

la función de c1nda total es a todo tiempo dis1:inta de C:e1-o .. en 

~mbo~ minimos estructurales. Para describir este sistema~ 

proponen1os el Ha1niltoniano 

"ª :. .. , •• ' ••• CII.4.3) 

, con_ el SLlperindice etiquetando el 

mi11irnc1 est1-ui:tural, E* (la operación de i11ve1-si611 en G1.2) puede 

inte1-pretarse como el operador de pene1;i~ac:i6n de barre1-a y el 

pa1-ámet1-o pes una func:i6n i11vari.a11te ele los 11ú1ne1-os cuánticos de 

le1 base .-igidi'I. 

Las sc1lt1ciones del Hamilto11iano Ho son prc•ductos de polinor.1ios 
J 

de Hen11i1;e pcq- las :D km<B rp x> de ~Jigne1-, y co.nstituyen le• q1.1e 

se d~11c.1mina la base rii)ida. Estas soluciones c:o1-,-espo\1der1 ill c:asc1 

de bürrera infinit:o (p = 0)" Los elementos de n1atri~ clel 

Ht1111iltc111iünc1 (ll.4.3) Se pL1edon e11r.c.i\itrir11·· en la baSe· rigii;Ja 

r.:c•mpuest.:1 por 105 e:stHdc·~ 

,. 
1 J k ""~ ), 

~i~k,myv 

? 
.., \.1 k "'">· . 

scr1 nún1sros cuánticos 

, di;.11c!o( 

r«:•tac:ii.:inles y_ .·\.~i.br·acio11alaE. 

r1?spcctivamente E13J, r de1iota l&·R.I. en ~l g~u~ó-rigido de 16 

í:1t1léc:ulil i' los SL1blndices indiCE\ll el le6snerc•·E?st1-uc:tural. 

Utilizi1r1t!c:• lc:.s EH.:~1i."lc.ic1nes CII.t~ .. 3)y Fll..:o··pi~_da~:lEs ele los 

co111nutadorC?n c89 11 t.c1J .~ ~e pu~C1r~ rnc1s1~rar que= 

[Gtz, H J = O 

por· lo qu~ ml. grupo d~ simetri~ ·del H~n1ilto~i~no ?repuesto e~ 

el g1-upc• c1:1r11pletn de:· pern1lttac:io11e!S t! j 11vcn-~~ic•ni;::~~ t.Jc los nLtc:ll?t.•5 



Comet1zarno,; analizando el desdoblamineto de los tüvele,; r!gidos 

no degenerados Cv6ase figura II. 7) de ,;imetr!as Ai y Az. 

Caso A,. 

Los elernet1tos de matriz del Harniltoni«no <II.4.:<> en la base 

generan la matriz 

•• p 

••• <II.4.41 

r E. 

cuyo,; e i 9enva 1 ot·es sot1 >.,, = Eo + p y >..z = Eo - p. Los 
1 

eigetwectores, en la base r!gida, a,;ociados a >.,, y >..z ,;on (1 1) y 

<1 -1) re,;pectivamente; e,;to mL1estra qL1e los niveles se desdoblat1 

en dobletes. 

Por otra parte, nuestro propósi t.o es etiqL1etar a los nivele,; 

desdob 1 ado,; con 1 as R. I. de 1 9n1po de si rnet r 1 a de 1 Ham il t.otü ano 

t"io-rígido Gtz ~ 01h , pa.ra lo cLtal se reqL.fiet·e anal izar el 

comportarnier1to de los eiger1vectores ante las operaciones de .:112. 

A partir de la acci6r1 de los operadores de G12, es fácil 

verificar ~L'e el vectot· propio (1 1) es la base de la 

represerrtaci6r1 A:+> de l'=ltz, rnient.ras qLte (1 -1) genera A~-> 
Es'tos result.ados perrnit.en et,iqttetar los niveles del espect.ro 

nc.-dgido, pr•:•Vetüe11t.es del 11ivel rígido At; la figura CII.8> 

muestra est.os resultados. 

r.. - - -- - - --'-"'-' -'( 

flgura <JI. 8> 

Caso Az. 

• •• .... 
e: ... r 11 1) 

"· - p 
( 1 - , ) 

Real izando LUi procedirnient.o entérarnente ar1ál ogc• al · ar1ter ior, 

pero Ltt.i 1 izar11jc1 la base 

Sl 



se er1cuer1tra ur1a rnat.riz cuyos ei9etivalores, eigenvect.ores y 

simetria , en G&z, se resumen en la fi9llra (!I.9> 

,.. 
rJ - - - .... -- ---'-'--< 

Caso ll• 

...• , 
~-"'"~~- e.~ • t' 

& ,., 

~· . c.~ - ,. 

Evaluarnos ahora lc•S elernetitos 

de matt·iz del Harniltot1iano no t·i9ido en la base 

dorode la notación es tal que dentro del ket. de1>otarnos la simetria 

E del ·~rupo r19ido y el t>úrnero de cc•mPC•t>ente de los estados 

doblernent.e degenerados, mientras qc1e el número fuera de cada ket 

denc•ta el rnit-.imo est.n1ctural. La matriz resultante es de la forma 

e. r • o 

p Ee o o 

• • l. • p 

o o p t. 

y los ei9envec:tores y eigetivalores qL~e se et1cuent.rar1 al 

di a9or1a 1 izar 1 a sot"'I, r espect i v arnet-.te, 

>. ... t. - r 

!• = e 1 1 • e,, 1 

r ... :. t. º " .. "'1 

!1 = ( • - < o o) 

!e : ( D O • '\), 
••• (!I.4.5) 

Para et-.contrar la sirnet.ria de los eigenvalores de9er1erados er, 

SI 



G1z ~ [)3h , es necesario recordar que los e 1 ernentos de Gcpln 

están formados por permutaciones e inversiones. Identificaremos 

e11tonces a las operaciones del grupo rigido, Cav <R>, como 

rotaciones equivalentes. Esto permite expresar a los elementos 

del 9n1po como el producto de una rotación equivalenteª por un 

operador de penetración. Puest.o que cc•nocemos la acción de las 

rotaciones e•::¡uivalet1tes <ecuaciones <II.3.3> y <II.3.4) > y de los 

operadores de penetración sc•bre las fLmciones del rot.or sirhétrico 

, es posible encontrar la represent.ación de Gtz que generan los 

ei9er1vectores deger1erados. 

[)e este rnc•do encont.ramos que la representa generada por los 

vectores rt y ra de la ecLmción <II. 4. 8> es Ec-> , mientras que 
C+l r• y r' generan E . Presentarnos el reswnen de los r esLI l t. a dos 

obtenidos, en la figura <II. 10). 

1Nt«Ca{A 

f.º1 r_;· + ptt 

t;' 1 

fl·I 
~~· .. t 11 

J• 1 

,,., .. , 
f.~ • ,. 

~ k"'.º 
A, 

~:·) e: .. P' 

A~•l 
<-· 1 p 

'· 
figuro Cll. iO>. A, 

At1 
le - p 

•· - En lo lob\.a c11. a> •• do.n ta.e rola.cton•• equ.i.val.enL•• del 

a de La molécula AB
9

. 
cpi.n 



El método que hernos L1ti l izado reproduce Lm importante teorema 

de la teoria de representaciones inducidas, cot1ocido como Teorema 

de Frobenius 110,48,54,561. Para enunciar este teorema (que no 

demostrarnos), es necesario introdu¿ir algut1os conceptos de la 

teoría de gn1pos finitos acerca de la subducción e inducción de 

representaciones. 

Sean una R.I. de un grupo G, (ri(g)}, con ge G. Si Hes un 

subgrupo de G, los elementos rl<h>, dot1de h e H, constituyen· una 

representación, en 9er1eral reducible, de H que se co11oce como. la 

1·epreser1tación subducida por n . qLle denotaremos por X (en G 

H> • 

Por otra parte, si "les una R.I. del subgn•po H realizada 

sobre un espacio Ro, es posible generar Lma represe11taci6n 'I' de 

G, real izada sobre el espacio R = Ro + gaRo + gzRo + ••• +gmRo, 

donde •3l e G, es cm generador de la i -ésirna ,clase lateral de G. 

La representación 'JI es er1 get·1eral redi..lcible y se cor1oce corno la 

represet1t.aciór1 ir1d1~cída por' "¡ (er1 H i:l>. 

P•:idernos ahora en1..lnciar el famoso teorema de t·eciprocidad de 

Frc•benius" : La representación '11 del grupc• l; 1 ir1dLlcida PC•r las 

R. I. "' del sL1b9rupo H, contiene cada R. I. n de G tantas veces 

corno "' es co11t.e11ida en la representación x subducída por n. 
A part.ir de t'lLletsro rnét.odo de ar1á.lisis para el arnor1iaco, 

podernos verificar que en Cav Dsh se satisface este teorerna. 

Es pc•sit•le mostr-ar- de r1uest.ro ar1á.lisis, que el gr1.tpo completa 

de permutaciones e inversior1es Gt.2, pllede .ser escritc• cornc• un 

producto semidirecto 1101 de la forma 

e,,. : ll.- : I a e,. 

q1..ie podernos eser i t:• ir corno 

G,, : r .. a c.. 
donde Gp es el 9rc1po de per1etraciones y G• es el grupo rígido. 

Este es Lm resultado importar1t.e pL1esto •=!L~e, de las prc•piedades 



l 
1 

del prod•Jcto semi di recto, Gp es un subgrupo invariante. Si en el 

caso general de moléculas no r!gidas, el subgrupo itwariante 

coincidiera con el 9rupo de petietraciones, se generada una forma 

sistemÁtica de constnlir grupos de simetría de rnohkulas no 

r!gidas. Por otra parte, si todo g1·upo de simetr!a !no r.19ida) 

puede ser escrit.o como un pro·~ucto sernidirecto del tipo atiterior, 

Gil es un grupo factor. Esperarnos que estos rest1ltados justifiquen 

matemáticamente el hecho de qt1e los niveles no rígidos preserven 

información de los niveles rígidos, lo cual se manifiesta a 

través de la elecci6n de fases. Por otrc• lado, est.e resultado 

parece indicar utia posible conecci6r1 ent1·e el esqt1ema físico de 

simetrías verdaderas de Bunker, y el método de la Teoda de 

Representaciones Inducidas de Altmat,n. Eti el siguiente capitulo 

anal izamos un caso rn6s 9er1eral, donde veremos que se verifica la 

forma III.4.l-> para el gn1pc• r10 rígido de la molécula. 

Para final izar este capiti.~lo, er1cor1traremos la deper1dencia 

ft1ncic•r1al del parAmet1·0 con los números cu<inticos de la base 

r19ida. Describiremos de mat,era breve el procedirn.ientc• propuesto 

por Fenni 1121 y evaluaremos la magnitud del desdoblamier1to para 

el estado vibracional C O 1 O O ) fijo. 

El procedimiento aproxima a la molécula de arnotüaco como una 

molécula diat6mica <véase la fig1..1ra II.11) 

, .. 
1 
1 
1 

. ! w 
ti.gura. 11. Si 

(Q) 

••1------16 (~) 

Las dos configuraciones q•.1e resul tar1 de invertir las part!ct1las 

de la figura <II.11.b) dan origen a ut, potet,cial de doble 

c•sci lador cc•mo el que aparece en la figtira III. 12>": 
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Si se rn·~dela la al tura de barrera como una parábola de al tura p, 

es posible eser ibi r la ecuaci6ti matern.itica de ¡fata como 

':! ( ') : p - ( • I~·) "'1. 
Elegirnos ahora el estado vibracional puro ( O l O O ) cuya _, 

cabeza de banda se encuentra alrededor de los 950 cm y presenta 

un desdoblamiento eti dobletes de 33 cm-•. Llamaremos a este 

desdob 1 arn i et1t.o p. 

Con la forma de la barrera dada por g(x) es posible hacer un 

cUculco de 

resultado 

penetración de barrera !391, el 

s'' f9Cii d )( 
-" 

cL1al prc•dLICe el 

donde v es el valor de la frect,er1cia de cabe.za de batida 

vibraciotial y p la magnitud de la separación ent.re los tüveles. 

del doblete de dicha cabeza de batida. De la ecL1ación (ll. 4. 11) es 

posible calcL1lar las alturas de barret·a evalL1at1do la integral y 

sust i t.L1yet1do va 1 ores exper i met1t.a les para p y "'· 

Para evalt~ar los desdoblaroiet1tos rot.a.cionales, alrededc•r del 

estado vibracional ( O 1 O O > fijo, calcL1larnos leos mornerotos de 

inercia cc•mo f1.n1cior1es de la dist.ar1cia x eritre el át.orno de 

tiitr6geno y el plat1C• de los hidrógetios·. Int.roduciá11dolc•s a la 

· f6rrnL1la explicita de la e11er9!a rotacicwoal del rotor simétrico 

[ 5 J 

(
J(J+1) + (__!_ 

A Cx) Bl•J 

y desarrollando en ser·ie el lado derecho en fu11ci6t1 de x, es 

posible, cortar1do la serie en los térrninos ci.,adráticos, en1=c•r1trar 

1..'na corrección a la energ!a vibracional. Si se torna er1 ct,enta 

esta correcci6n para real izar el c6.lculo de per1etraci6r1 de 

·. 



barreras se tiene \, 

r -.,~ L'" 
ó \J,. "" Y e V~ J 

donde 6v es el desdoblamient.o en las bandas rotac:ionales; v • 
c:orrespor1de a la banda vibracional elegida, y el segundo sumando 

dentro del radical correspo11de a la corrección de la energía 

producia por la deformac:i6n de la pirámide corno fut1ci6n de 'x, 

Resolviet1do la it1te9ral y sustituye11do v de la ecuaci6t1 

(II.4.!ll, se enc:uent.ra 

J\J11.:: 33 - o. OS3[JCJ+1)-k'2.] 
. • .. <II.4.11) 

Esta fórmula c::uyas unidades sc•t-i crn-
1 , permite evalliar los 

desdoblamientos de ni veles rotacior1ales en el fLmdarnental ( O 1 O 

O l para t.odo valor de J y k. Nótese qLie el lado derecho de 

<II. 4. 12) es fLmci6t1 de r1úmeros c•.iánt.ic:os de la base rígida. 

Utilizaridc• (II.4.12>, se puedeti evaluar los desdc•tilarnietYt.os del 

espectro que aparece er1 la .figt.~ra (II.10> ~ los result.adc•s q1 . ..1e· 

presentarnos et1 la figura <II.12> coir1cider1 a buer1a aproxirnaci6t1 

con el cálc:Lllo más detallado-de Bw1l:er 1571 • 

•• 
•• 

• ... 

t. 

Flgura. 11. sz 

Para pararnetrizar p er1 9eneral, es r1ecesario ext.er1der est.os 

cálculos para encontrar su deper1denc:ia de los números cuánt.icos 

vibracionales de la base rígida, lo q1.ie ne• haremos aqLi!. 

Er1 el si9t.fier1t.e capitulo cor1siderarnos el caso 9er1eral de 

rnúl tiples grados de 1 ibert.ad int.er11os e ilustrarnos el formalismo 



mediante la rnoll>cula de etileno. 

! 
1 

! • 



CapítttlD III, 

Planteamientc. del peoblema gene1-al de 110 rigidez e11 moléculas 

cc•n múltiples grados de libertad internos. Aplicación a etile11c.. 

El tratamie11to presentado en el capitulo ante1-ior pa1-a el 

estudie' de la mc1lécula de amoniac.c1, eje'mplific:a la ml.<\nera en la 

cual puede11 ser estudiados los fen61.ne\Íos. de ne• rigide:.: en 

mc•léc:ulas con l.ln g1-ado de libe1-tad .i11terl10. Por otr~ par.te~~ la 

Teoria de Grupc•s permite c::la~i'·fi_car .. _lC,·s t1iveles d~ espec:t1-os 110 

rigidos, Berry C85J ha propuesto una"fc.r~a sistemática para 

c.:011ztt~uir loS grupc:•s de-_s:iR1et1:..ia,.~·e:·.ias moléc:Ltlas no 1-igidan con 

L111 grado de· 1 ibertS:d inter1·:lf?·'~:,· qu'é'_:··:C:Cinsiste en tomar los 

eiperadc1res de pene1;;a~·161~. G··, -:·}~--'--Qe1~~1-a1- cct\1 sus potencias Lll1 g1-upo 
. - "• -~-

abe l i a110 de Orden dos·¡.·_ qL~e _d~nomina\-ernos grupo de penetra.e: iones 

Gp. 

El grupc• de sime·tria de. la 111r,lécula no 1-igida e•rt•11-A 

cDnstituido pc.r GIRl Cal grupo rigido l y por las clase• 

lat:erales de· ést'e con ·1oe- eleimerrtt\s d~ Gp .. Para t~L::;te caso Go 

siempr·~ es un Subgrupc il"Pl'ctl"it!-',nte [88J. Ve:1rP.rnt•s H tri;¡vés dt:l 

problema d~l etileno, que en ~l caso general de qu~ la molécula 

µt1f;;ef.\ más. de 1.111 grctdr:· de libc1rtad jnternc:,, G(R) pL!c:~de no s.c11· un 

subgrupo invariante. Ln conztrucción dc!l gr·1Jpo de aimLJtria clal 

~1amiltonianc:• en <~~.te c.asc1 se discute .:.\ cc•ntin:..1aci611. 

Estudiaren10~ el problema con varios grados dn libertad a través 

de ur1 ejr:?1nplc•, qLie denc1r.i~r1ürernt.•~ le::; rJr~ble" t1·ñ11s-.po=:ición 

int1-amc1lec.ula1- de los L1nlacet3 c.:~i b1..:.nei-hich-6:JL~1ic.•, en ltl mc:•léc:uli3 

de. etil&1ic.1~ La. t"t.\Z6n de c:?$tn úenc·m~n:.1i:i611 prc1viene'cie·li-'\ 

similitud con laE trunsposiciones do iones carbonio en Quin1ica 

Dl'·gánice. f59~59J. E';5te ejemple• e!!J de i\1tt?r·és· a.cüdé:nico~ Ya qut.~ 

lct1!S br.:1.1-re1 .. os de pc:•tt~nt:if.\l involucradas 1·1c:\CEH1 j11obs.¡er_vi:1bles 

expa1·in1entslm~nta a los dusdoblamioril:os. 

La~ t1-rn1spo:.icionc..:.:s que nns i nter~:sci\n ¡:n.tt?den ~:c=r desc:1-i tas 

" 



C:Llánticamente en téi-minos de permutaciones de átomos de 

hidrógeno. En la figura CIII.1) se han etiquetado los •tomos de 

hidrógeno y ca1-bront1 con la finalidad de diferenciar enti-e si las 

estruc·tun1s CM, CIIJ, IIIIJ, IIVJ; cada L111a de ellas pued" ser 

obtenida d~ las otras aplicando pei-mutaciones adecuadamente. 

Desde el pu\1to .de vista fisic:o esas permutaci~•nes ¡-epr·es~ntan 

transpc1sjc:iones inti-amolec:ulares de hid1-6gent•s. 

"'' ... ' I '• = c. 
I ... " •• • 

lll 

>1, 

' e,= 
I 

"• la\ 

":s, , ... 
Ce =' <t. 

I ' 11
• lrcl "• 

Figuro <Il. l> Molécula. i&tn la. c:uo.l && han eli.quelado Loso: átorno&. 

Lo.& lra.npot:olc:ionQ& G'Gludi.o.dolil &on Lo.s lit>. <111> y ttV> o. las 

qu& se ll&go medi.o.nl(t lo.'9 p.-rlf1ulo~ion&s ll3>, tZ41 y l13H241, 

En el análi~iE que reali~aremoe ciel ctilena, lDs g~ados d1~ 

l ibertc\d inter-r1os sei-án prmc:i:=::anientc.' este:1s t1-aspr;1sicione·s df.• los 

á:ton1os de hidr6gr.~nc1. En i.-tnnlc:1gia i.\l ca1..:.:,o dE:l ~':'.mc.•niocc•, podemo~"o 

rup•-esenti:;~r e~~te p~-obluff1C\ ccimn ll\"H::i di:..• c:ui:\ti-c.i mini111t:1s 

E.1struct111-al~!:'. <véi:1~ú:. lt..\ figur-i.I <IJI ~2>) en el e!.1pacio fi.\Se C59J 

de vib1-ación rc:•tdt:.i6n. 

Fi9ur·a n11. Z> Rt'<PÍ"'""nlociór1 pi.cL6r·i.co d& lo& cuatro Jf1i nlmo• 

e&lruclur-ale& ti), Cll), <1111 y llV> de La r110Lécuto d~ eli.leno, 

rora el eolito d"' barr,rcuo infini.La.~ exi.Gt.& d&generac:ión 

•&lruc:Lura.l do;, ord""n cuatro, 



El Hamiltoniano rigido se expresa en este caso como 

il. ' { ... \( ... , ll ,,,,, 
.. ~ .... • • .. ri. 

,,,(III.!l 

y el gr-upe• de simetria de éste está cc1nstitLlido poi- la~ 

rotaciones rigida$ de la molécula de etilena, es decir~ 

!a llll " ( 1, '"1110 , e 111 U41 lnl , <•41 11'JlS•I} 

F'o1- c1t1-o lado, el Hr31nilto11ia11c1 ue11erc.\l no 1-igido, es de la 

fcq-ma 

' ' 11 • ll 0 + f' l111) ~ 1•41) ~ f 1 {<•IJC.41} ••• <III.2> 

dc.:1nde p 
2 y p eon par~m~tros <que dupendun de los números 

t.uánticc•s. de la b:.1sr! r·igida) mient,-a~ qLte ( 13), (2lt) y ( 13) (2l1) 

si:.111 ope1-e:tUoret:. de pr.nf:t1·aci611 qur..~ 1:onec1.;an minimr.1s estruc\;urnles 

y e¡ue fc,rmi;;\\1 r:nt1-t1 si Ltn g1-up0 R.bel iano 

ú, : { t, (laJ, 1141, l!Slh~I) 

El pará.m<>t1·0 <1soc:incio al C•pe1·adr·1· (13)(21+) en <IILE!) os p 2 

debido a q1.1e corre:•spc1nde i:t la doble pe11etrac:i6n de ba1-1.:.ara en1~re 

n1inimos estructurales r10 vecinos. 

El .grupo :de sime·:-:,-1¿.. de:t. H~mi l to11ia11c• ( I I I .8) ·se encL1e11t1-a 

t011iündo las clases laterales de G<R> con los elementos de Gp. 

Estu gEn~ro ~l sigu.iente grupo ~de -Dr~~n dieciseis 

(a (M): b 1•. = (, 0 + (IS) !.o + (&~) (,. + (IS)l&lt) ~. ••• <III.3) 

M61;esf? lc.1 difrare!ru:in entre lZ'\ cc.nst¡~ucc.i6n <.ie t:s.te grupc• 1-~spet.:-tr.• 

Al 111é~odo de Berry C85J que se di~cutl6 ~nteriorm~~te. 

l..8 st=:pa1-e.\ci611 e11 clases- de < 11! ~3) re5L1lta ~E.1r 

t, ~E 
'C.,,:1<•41•>, lli10} 

t ~ : { c11i111o1} 

' 

1 

'C1: [11sl,1HI} 

t°s: {l•~llUJ,(lll\14)} 

!:'.: { CS•1} 
' 
t 



, 'C, : { l°'l l•~l, Ct'il l•~l} 

l'., 0 : { (l~l lHl IH)} 

de dc•nde es cla1-o que {( 13) (24)} = U• y {(13), (24)) = 'e• 

Ct•nstituyen clases completas de G1cs, de donde 

A 

[H, Gtc:;J = Q .•. ( l!I.4) 

' 

lo que confirme."> que Gta es el ,grupo de simetri~r del Han1iltonia.110 

no 1-igidc •• 

Se puede n1ostren- que G(R) y Gtcs so\1 iso.m61-ficos a los g1-L1pc1s 

puntuc.les Czv y D•hrespectivamente~ po\- lo que hac:emos la 

identi fir.:ac ión: 

(,(11)• ( .. (M) y C. IM} : (, ·~ : '])4, (M} • 

Est~ p1-0ble1íla, con cuatro minimo~ estructurales presenta al 

C.:i\SD ciC? di·fc.1i-t..,nt<2<::". l .. t-_'ali=.:ticic·n~s dQl gl·upn rl•,Jidc. pn1-et 

d~.fei-en1.t=s i!-:ómt:.11-0!1 f".:.'strLlct1.1reile-1 ~! .• Espec:.li'ic.:.11nrantu, los mlnimt•!·:> 

(l) y (J\)) tjt~:ie:n ccimo gi-u~JO ele sjr11ct1-i•,·1 l"Í~~jtlc; ~":*.l CL•n~iunlo 

C.~01 : l E 1 l1t1ltO, (1~) (UI U•> , ("I IH) 11'1} 

mie11t1-c..-\~ q:...lr::.• pai-r:. los n1ini1nr.1s (11> y (l!l) el con·jl1nto 

c.~"' • { t > 11~) l>I), 11\) IUJl,.I 1 1 .. 11 .. 11 .. 1} 1 
Ca.> Cb> gr·upo ele sl1netria rigid~. Pu~sto que los grupas G y G 
R R 

es el 

<..~on i~1t·rn6rficor'.. !i'lltre si ~ isom61·ficos al grupc1' pu1·1tual. C2v, 5Ll 

l-CÜJ l ,. di:-: car r:.ctr..··1-r~s (·?5 la. si1,::1uiiJ11tc 

,~., ; c.~~, 11.1. t~ul••'•"'~' R. ~-: 
.. 11: f{,, .. 

... 1 1 1 1 

~. 1 1 - 1 - 1 

•• 1 -1 1 1 

•• 1 -1 -1 1 

.:::tl lc:no~ sf: llnt·f:.! 1..1n<:1 r-·.p: .. ::•;:lrn~cióo tip•.1 1-t:d;or 1-igidn-c.•scilr.dc1 r 

r.ü·rn6:1.·~c.:r;,ª J:·;, ;n1r::iic·1Jl1:' cun E:) ~r ::..te .. rnjE~nto del Cr.:..pltt.tlc• II~ pc11·ci. i:•! 

c::·.11;c11.jc:icn~ ei.iqu.;:;i:amt·e l(•S nivt:lc.:L·· rc·f.f.ti:iL1rii:1le;;~ :1 vibi-i"lc.:ic•nalc~ 

,, 



por separado. El producto directo entre éstos da la slmetria del 

espectro rovibracio11al, 1-1·gido. 

. .. 

Cci1,sideramos exclusivamente las tensio11es de los enlaces C-H e\1 

la molécc1la CC2H•l. Esto se Ilustra en la flgcn-a IJI .3, donde 

ilpa1-ecen las coordenadas_ ·internas r'l, .rz~ rs y r,, las cLtc.\les 

genenm la represe11tacl6n reducible (11, o, o, Ol del grupo 

C2v(M). Ello se deriva de las p1-c.pied1<des de t1-ansfc.1-macl6n de 

las ccio1-denadüs internas ante las ope1-aciones de C2v<M> 

111.1. 

1 (lllJCll) ¡ l11ll'14)lSlt) i (1,)ll .. )1•4) 

1 i (11) ,,.,, (.IS) (1'4) IS~) i (l•J lU)IH) 

r, r,· 
f4, "' 

1"1, TJ 
"'" 1 1'4 

... 
·~ 

r,, ,., ..... ,.,.. 'r,, TJ 

~. r. ,."' --~ .... ',.. T4,1"1 

I", ... , 1'11T'1 T•,T1. 1"1, T'l 

i·otolo 111, 1 TrClnforrnaci.Ón d"' las coorcJwnudos lnlerno.s d.,;, Lon¡¡¡¡\.Ón 
(O.) (b) 

ante lalil op"raci.onea r.1 gi.do& de los grupos o
0 

y O 
0 

Lo. 

repr~liiGnlaci.ón rfilduc\bl& que;, gGnGtron Gt& <.f., o, o, O>. 

tabla' 

Haciende• Lt~t· dF-:: li\s ·f61·mult.-\S di:~ 1-et.!ucci61·1 de reprcsel1·cc,c:ic111U>s, 

e"1pé11dic:e 1-). :L, se encLtenti-a que ]c. i-E!p1·csl':'11l:acl6n (4,0~(1,(1) se 

1~etJuce e. 

(~,o, o, o): A,~ A.I!> 8 1 © Gi. , 

,, 



como T''' -:. A, 
' 

T'"': a, 
' 

'T
,.,_. - V. 1 

que dan lugar a los cuatro números cu•nticos de tensión Cvl, vz~ 

va, V4) que etiqueta\1 las vib1-i;\cic111es C-1-\. Los n1t•dos 

fundamentales de vibración ~on ~ntonces 

J
ll 

lo 

\ l o 

l (o 

0 • al 

o o) 

o •l 

o o q 

I 
• o 

'1' l l o o • 1 -:. A1 

1' ( D O 1 o) : Q , 

,. l o o .. •l = o, 

Consid1:~1-i:.11-emo~~, ahr.•i-f\ la bandn i-c1tr::.c:lt•í\Bl a~Jr•cji::,de=i. al e5tt-1.dc. 

, 

vib1-ec.lu1·1c\l cc1rre.~~·.pondic1,·~e c·l 1nodo fL1ru:!amt~11t¿1l ~ 1 (l () (l), que es 

1;ct~lmen l:t".:! sin1ét1-ic.t:•. 

l<1 fil.:)Ul~·a (.Til.5), ':~(.111 

hx :::; ( 1 /..,,~) (a 1..-,c 't'tl"'.,. '(:. ' c. .. c.º' r + '\l.\'Y'lt4"1! • 
'"·· cos' P] 

!yy = 1 ..... "m" lT,~ ..... t > . 

• 

Figura. Ull. !i> Mo\é-;.ula. dE- utller1'J llj'.1 un un &i.s.t~rr.a d~reocho, 

10 



... 

Puesto qtle la masa de m es pequef'ía cc•mpc::\1-ada cc•n el valc•r de 
H . 

!yy , podemos considera\- la apl-oximaci6n Ixx = lyy , e11 la que el 

etileno se comporta como un trompo 5imétrico oblato. El 

etiquetado de los niveles rotacionales es pues anAlogo al del 

amct11iacc•. Aplici::11·1dt1 rotacio11es equivalt?11tes a .las funcict11es 

e11cont1-amLiL"'>~ a p¿~1-~_i1- de lr':'\ tabla de ca1-ecte1·es dci Czv(t1), la 

simetria que su indica en la tabla (!Il.2) 

k J -r ... ,. 
{Pe• '" o ''"'"·~ ~. 

~" A, f!) AL 

'ln'!. '\ a, e• ... 

Tabla lIJI. Z> Eli.quelado d" la.s. funciones de onda rotacional&~ 

ante '1L grupo ri gi.do e lM>. zv 

11 



Puesto que se ha escogido el estado vibracional (1 O O Oi, cuya 

simetría rígida es At, el espectro rovibracic•nal Pllede 

encontrarse de manera directa t.ornando el product.o directo 

rroL e At , leo Cllle se ilustra en la figura <III.6) 

J:1 {"" 
~.e A, 

~·· 
lo 111 11 

kao "' 
{ ta' 

e.e e'L 

k. o ., ld 

••• tu Ao 

Flgura c111. tS> ELlquela.do, con el grupo rí gi.do, de loe 

ni.vele• rovlbroclono.1.e• de ParG el fundamental 

vlbtC1Clona\ <t. O O 0) Lola.lmenle etmétrlco. 

Para el trat.amierrt:.o del etileno corno rnolácl1la no-rígida, capaz 

de tener penetración de barrera etitre sL~S 4 rnir1irnos 

est.r•-~ctL,rales, tornamos et"!tcinces la base 

(lll ... "), 

( J' ll' ,,,. .,. >. , 
, 

l J'" k"' m"' "!") 
1 1 

••• <III.5) 

1'1. 



Para diagonal izar el Hamiltoniat)O <III.2). Dado que en el caso 

rígido (i.e. barreras infinitas) cada Lino de los vectores de 

estado de la ecuación (!II.5) se encuentran en espacios 

separados, exigirnos qLie estos sean rnut.uamente ortogonales. Es 

decir 

A continuación estudiaremos el fenómeno del desdoblamiento de los 

niveles rígidos del etileno, cuando ocurren las transposicibnes .. 

intramoleculares de átomoOs de hidrógeno. Analizamos 

exclusivamente los niveles con J =O y J = 1 de la tabla <III.6). 

Para simplificar la discusión, escogimos un estado vibrac:ional 

totalmente simétrico, Ya que corno es sabido 

r • A• = r, 
para cualquier simetría r . Las otras simetrías vibracionales 

pueden at)al izarse en forma at)áloga. 

La acción de los operadores de penetración sobre los vectores 

d~ la t:iase r!gida es en genet-al: 

(•3)1Jkwi")-= llk>nll).,_ 1 

(l.~} ptt .... ..,,. .,,_ \JI¡...., ..,,.3 , 
••• (!II.6) 

de donde podernos construir la matriz del Harniltotüano en la base 

<III.5l, para cada una de las simetrías del grupo rígido. 

Encontramos entor1ces la mat.riz 

Eo r r r• 
f Ea 

p 1. r 
r r• E • p 

"" r r fo 

cuyos eiger1valores y eiget1vectores sc•t"t respect.ivarnente: 

...... ,, -f'1. ( 1 .. '1 , Ea t ~P • p' ( 1 • 1 - 1 -\) 

E. - p ... (o 
_, 

1 o) 
' ( 1 o o -1) , E.o • p'1. \o • 1 o) '( ( 1 o 

E.·~P -r (1 • 1 . , ,, t E.o ·1.P • p• l 1 - 1) 

1 

o 1) I 



Para etiquetar los niveles desdoblados del espect.ro no t"i9ido, 

correspondientes a los ei9envalores de las matrices, se analiza el 

cornport.arniento de los ei9envectores respectivos frente a las 

operaciones del 9rupo no r19ido en la forma como se explicó en el 

capitulo ar1terior •• La represent.aci6n irreducible qLle generan da 

la sirnetria de dichos estados. 

Lc•s resultado se resLirnen en la figura CIII. 7>. Nótese que·· la 

inclusión del término p2 
[ (13) C24l l no produce efecto alguno et1 

cuanto a la sirnetria resultante en I»•h. Ya qL1e los valores de p 

serán en 9eneral rnuy pequel'los, este t.érrnit10 podria despreciarse, 

lo que irnpl ica fisicamente que la conexión entre minimos 

estruct.Lirales por doble penet.raci6t1 de barrera se considera nulo • 

. , . --- ...... ·-·--- .... 
~ r:_ .. ,, 

1 ............... _ • 
~e: .. ___ - -- --"-' 
~ t:'-.P ------- . ..!L_ ---- ........ --.~ 

_!!!__te:; • &t .. t' J 

~,~ ..... ,,. 
~lr.;· .... , .•• , 

--"~· --""";::::::::::::::::::;~·~· '~=~("' .. ·_~._, -------- l - --- --- •· E" ___ .:.Ac:.••,_ __ (C.• • \P ·•'J 1 

·• ''' ~r .• -.~~>-~ .. :~ .. -----_·:,_-·---.1=-,M=--~e. .. .'r•> 1 

--~=~--, ...... , .. , .. , ! 

Figura 111. ? Di.a.grama de nlv•l•• de en•rgi a de 

molécula de et.lleno. ·1:n lo. columna d• \a i.aqulerda. apC11'ecen lo• 

ntlmero• cu6.nt.lcoe rotacional•• <•l vi.braci.ona.\. 

t.ot.almenle ei.mát.rlco) y loa ni.vele• 

••la.do 

r!gi.do• eti.quet.cido• 

C CM). 
zv LC18 column~ de lo. derecha repre•ent.an el ca.ao 

z 
para loe Ha.mi.lt.oni.ano H = H + p<U.S> + <24>> + p <<t9H24)> y o 

•• 

"'º 

((IS> + Loa nlvel•• "º rigldo• e11lán 

ellquela.do• con D ,h. 

con 

rigldo 

Ar1al izando la correlaci6t1 entre los grup•::.s pw)tuales D'h y Czv 
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podernos ver de la figura CIII. 7) qu~ t)Uestro método reproduce de 

nuevo el Teorema de Frc•benius. 



IV) CONCLUSIONES. 

En el preset)te trabajo se ha llevado a cabo Lma 1·evisi6n de los 

métodos t.radicionales de clasificación y análisis de espectros 

moleculares utilizando las técnicas de Teoria de Grupos, tanto 

desde el Pl•nto de vista de los 9n1pos puntl1ales corno de las 

simetrias del Hamiltoniano Molecular <Gcplnl. Tambiét) se popo ne 
• 

aqui una met.odolog!a para el estudio de espectros de moléculas 

no-r!gidas, basada en las teor!as de Lot,gett-Higgins, Bunker y 

otros, qL~e tiene la .ventaja de representar un anUisis de 

natc1raleza cuántica, a diferencia de lc•s métodos serniclásicos 

utilizados tradicionalmente. En este fc•nnalismo se parametr iza la 

amplitud de penetración de barreras entre los rn!n i mos 

estruc:tL~rales a trav.Ss de operadot·es invariar1tes ante las 

operaciot)es del grupo de simetria completo de la molécllla, 

rnar1era los desdob 1 arn i ent.os de los 

ei9er1estados del sisterna rígido en fut1ci6t1 de dic•·1os ciperadores. 

Este procedimier1to permit.e a su vez gener·ar lc1s eiget1est:.ai:lc.s de 

la sirnetda completa en la base rigida, 

expl!citarnet1te el 11 Teorerna de Correlaci6t1 11 de represer1taCiones, 

basado en el Teorerna de Frober1i1...ts para rept:.esentaciot"les in1:ILtcidas. 

A pesar de q1.te eh pr ir1•=ipio se ha logrado ar1al izar en fc•rrna 

completa el espectro de rot.aciót)-Vibraci6t1 en NHs y CzH•, es 

importat1te serlalar q1.te dos aspectos de este rnétc•dC• t·eqL,ieren lH1 

exámer1 má.s profLn1dc•. 

Estos son: 

a) La descriF·ci6t1 general de los parárnetrc•s de per1etraci6t1 de 

barrera , et1 térrnir1os de los nórneras cuár1t.icos de la base rígida 

· l'ti l izada en la dia•;ot1al izaci6t1 del Harni l tor1ianc• nc•-rigidc•. Ut1a 

perspectiva viable para el tratamiento de este prc•blerna consiste 

en la descripci6t1 de los rnc4rnent.os de ir1ercia rnolct..,lares corno 

fl,r1ci6t·1 de lc1s ·:irados de 1 ibert.ad internos, en forrna sirni lar que 

ero los trasbajos de Hersbach y Laurie !611, y la realización de 

cálculos de penetraci6r1 de barrera t.ipo Fermi l 121. 

b) La relaciót) que existe entre este trtarnier1to y la Teoda de 

Represe11taciot1es Inducidas l 101. El trabaje• de Al tmar1n l 1O1 sobre 



productos semidirect.os en la descripción de moléculas no-rigidas­

representa w1 posible camino en esta direcci6r1. 

Las perspectivas futuras de este trabajo pueden ser amplias, 

puesto ql•e los fenómenos estudiados por la espectroscopia Laser 

1621 parecen presentar una estrecha relación con los fenómenos de 

no-rigidez en moléculas. En general, es importante investigar la 

relación que existe entra la inducción de grupos disct·etos con 

los fenómenos observados en la excitación Laser, mediant.e el 

an•lisis de problemas específicos ql1e incluyan el estudio de los 

pesos estadísticos de espines m•cleares y electrónicos 1631. 
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Apéndice I 

En este ap'ndice darernos arnpliaremos algunos de los conceptos 

introducidos en el texto, haciendo Lma revisión breve de la Teoria 

de Grupos finitos. Las dernostraciones son omitidas y pueden ser 

consultadas en la 1 i teratL1ra 1 J. 

La definición mat.emática de grupo está dada et1 forrna abstracta • 

Decimos que cualqLlier estructura algebraica (en la cu9l está 

definida Llr1 operación) que satisface las propiedades: 

al Existet1cia de idilntico, 

bl Exist.et1cia de itwe1-so, 

cl Ley de cerradura, 

dl Ley Asociativa, 

forrna un grupo. 

Se conoce cc•mo el orden del gn1po, al núrnero total de elernentos 

de éste. 

La conección que existe entre la Teoria de Grupos abstracta y 

los problernas de la Fisicoqu!rnica y Qu!rnica, sut·ge del hecho qL1e 

las operacic•r1es de sirnet.ria puntual, que cor1sideran a las 

moléculas comc1 ci.terpos geom4t.ricos rígidos, for-rnan er1tre si ur1 

gt:UPO ante el producto de operaciones de sirnetria put1t.L1al. Por 

c•trc• laac., las perrnutaciot1es, atite el prodi..tcto de perrnutaciones, 

forrnan Lm gr1.1po cot1ocido como el grupco sirnétricco [331. Es fácil 
not.ar q1.1e la identidad y la itwersi6t1 forrnat1 entre s! ut1 grupo, 

Si los elemer1t.os del gr1.tpo conrnut.ar1 er1t.re si, ar1t.e 1 a ley de 

cornposición definida er1 est.e, el grLtPC• se der1c1rnit1a Abelianc•. 

Et"I 9er1eral podernos decir qu!= dos •3r1.tpos G y G 1 sc•n isom6rficos. 

Si cada uno de sus el ernent•::is pueder1 ser pLtest.os en correspc1t1denci a 

uno a LU"10 y dict·1a correspor1dencia se preserva bajo la ley de 

cornpos i ci 6t1. Der1ot.arernos el i sornc1r f i srno ent.re ambos 9r1.~pc1s corno 

Definirnos a un subgrupo H de G , cornc• el cc•njL1ntc• de elernentos 

del grupo G que satisfacen las propiedades de grupos definidas 

anteriorrner1te. 

A partir de la definición de sc1bgn1po se pueden introdLlcir dos 

irn.portar1tes Teoremas, éstos sor1: 

a) Teore4rna de Cayley: Tod•:• gri.tpo G de orden ti es is•:irn6rfico a us 

l 



sL1bgrupo del grupo simétrico Sn. 

bl Teorema de Lagrange1 " El orden de un sL1bgn1po (de algót1 

grupo finito> es 8un divisor del orden del gn1po". 

Ut1a consecuencia imnediata del Teorema de La9ran9e es que el 

gn1po G puede reconstruirse, a part.ir del SL1b9n1po H, tornando 

productos de la forma 

(,. = 11 ,. a, 11 + ··. t aa H ' 
... 

donde a1, ... , al son elernentos de G pero no pertenecen al 

subgrupo. A los productos de la ecuaci6t1 < 1 > se los conoce como 

clases lat.erales izquierdas , mient.ras que a los productos del 

tipo HaJ se los denomina clases lat.erales derechas. 

Elementos cotüugados y clases. 

Si a, b, e sot1 elementos de Uti grupo y ocurre que aba-• se dice 

entonces qL1e b y c son elementos conjugados. Por otra parte, el 

conjL,nto de elernentos c:onjL~gados er1 L~n 9r1.~po se concic:en corno una 

clase del grupo. 

SL1bgrupos Invariantes: 

Sea a elerner1t.c•s de G y G H 

entonces H es 1.u1 s1.,b9r1.¡po invariante de G, es decir sus clases 

lat.erales izq1.lierdas y derechas son idé11ticas o bien H co11tiene 

clases completas del grupo. 

Producto Directo. Un grupo G es L1t1 prodL1cto dDirect.o de sus 

s1.¡b9rupos H1, Hz, ••. , Hn si : 

al Los elerne11tos de los di ferl¡ot1t.es subgrupos cc•t1rnL1t.a11. 

b) Todo elerner1t.o de G es expresable en Lma y solo una forrna corno 

g = ha hz ••• hn 

donde 
i,, e H, , 'l. • f: H~ 1 .. • 1 \,.., e \.1., 

ProdL1ct.os Sernidirectos: Si Gp y Ga son subgrupos del grupo G y 

además Gp es 1.n1 s1.1bgr1.,po invariar1te de G, er1tor1ces el producto 

G,p 0 ús 
se denorni na sern i di recto. Es irnport.ar1t.e recc•rdar que el order1 se 

preserva, es decir el prod1.,c:to no es c:onrnutativc•. Un ejemplo de 

2 



como la identidad e inversión conmjtan con cualqwuier operador, 

puede ser considerado un producto semidirecto, 

Representaciones. 

St1pongamos que el operador H <x> es el Hami ltoniat10 de ut1 'sistema 

fisico, y sus eige11funcic•t1es 11' <x> sat.isfacen 

H l4') :: E. 'i> 
Supongamos adem's qo~e H<x> es un invariante bajo un grupo de 

operaciones fisicas <ve1· Notas de Teoria de Grupos de E!pidio 

Chac6t1. I11stituto de Física) 

(1:0 , por lo ta11to Pa H = H Pa 

luego 

Supo11gamos que el eigenvalor E de la ecuación ant.erior es 

degenerado y tiet1e una mult.ip!icidad finita igual a !. Searo 

las 1 eigenfunciones de H 1 iroealrnent.e independient.es ascociadas al 

e.igenvalor E. La ecuación anterior r1os dice qL,e es 

también· eigenfunci6n de H asc•ciada a-1 eigenvalcor E, 

debe ser tma combni11aci6t1 1 iroeal de 4' ~ / '+7t 1 

lPrt IV.: l :t.) = t .D1 l (1~) 4J¡ lt1 

por lo-

\.J) D 

Llna relaci6n aná.loga se puede escribir para cada valor de 

ta11t.co 

e11t.onces los cc•eficientes numéricos O i~ (tl.) pt1eden vist1al izarse 

come• las com~·or1et1tes de tn-oa mat.riz D <Rl de dirne11csi6n !xi. 

El cc•t1jLmto de rnat.rices D <R> de dimet1si6t1 J>(J, definidas por la 

ecL,ación anterior inmediata se llama una represent.aci6n del grupo 

<R>. l es la dirnensi611 de la representación y se dice qL1e las l 

eigenfLmcicoroes \.!'• , \.V'\ 1 ·" / \.jJ .R independie11tes 

asociadas al eiger1valor degenerado E, cor1sti tuyen urea base para la 

represent.aci6t·o del grupo de simetría del Hami lt.c•t"oiano. 

La traza de la represer1t.aci6r1 se cor1oce como el -caract.er de la 

represer1taci6n. Los caracteres de di ferent.es clases de un grupo, 

satisfacer1 ciertas relacior1es de c1rtc19or1alidad conocidas en 

Quirnica ccirno Tecirerna de 6rar1 Ortogc:•tial idad. Daremos ur1 resultado 
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muy importanyte de este Teorema y es la fórmula de reducción de 

grupos dada por 

W.T ::- ~ 
dot1de rn es un entero que da el mlmero de veces que tm 

representaci6t1 irreducible est.á contenida en otra redt1c!ble, g es 

el orden del gro.1po grande. La suma va sobt·e clases del grupo Y 

~<R> son caracteres de representaciones que pt1eden ser reducibles 

e• irreducibles, ... 
Una representaciór1 es irreducible cuando las matrices asociadas 

a Sl's clases no Pl4eder1 ser escritas corno surna.s directas. 

Para ejemplificar la reducción resolvernos u problema de interés 

en esta tesis, esta es la redL1cción de la representyación 

reducible 9et1erada por la base de las coordenadas internas de la 

molécula de agua (ver figtwal 
1: ,o 'I 

La generada es <3,1,1,3) y la tabla de caracteres 

del 9rt1po puntua 1 de HzO <Czv) es 

{-a" ~ C.z O"y r,. 
/),,, 1 l 

\ - 1 - 1 
~. 

A-z. 
- l -1 

\ - 1 
\J L -:- 1 

VV1A1 :: ~ { l11 L•~l7) t- l 

l•) ( l) { J] -t- ti) i ~ 1) ( 1 ) + 

).·l. J.+- ll)l3)l 1)+. 
1) ( 1 1 . . . . . . . 

(1 )(1J{1)J:; 2-
-,- -. ,',' '. . 

(1) (-1).(1).+l;)(1)l,JJ-=- 1 
. . --- . . ' -. - ' . 

1 
4 
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et1tonces la representaciÓt"l (3, 1, 1,3) es reducible y su reducci6t1 

es 

Vibraciones Moleculares. 

Hemos visto en el texto que la aproximaci6t1 de pequeftas 

oscilaciones hace una descripcioo de la din•mica en funci6t1 de 

coordenadas de simetría o de coorde.nadas internas, arnbas 

aproximaciones pue.den 

pote.ncial cuadr•tico 

por transformacio11es 

pone.rse en correspo11dencia directa con el 

V-=- { '"" /~ ., \nr· ya qL1e son re.la~ionadas 
• ~' º'H ¡ lit1ea les. 

Si se e.ncue.ntran los e.igenvectore.s de la rnatriz secular, 

enco11trada en e.l an'-1 isis de pequeftas oscilaciones, y se anal izat1 

sus propiedades de. t.rat1sformaci6n frente a las operaciones del 

grupo puntual , se encontrará que estas portan las etiquetas 

de las re.presentaciones irre.dLicibles del grupo, dadas por la 

reducciót1 de la represe11t.aci6n reducible de las coordenadas 

internas 

• 
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Aper1dice Il 

A> Fln"1cic1J'1e:s de espin electr6r1ic:o 

F'ara f1.Jr1cic•r1es de rnt.lc:hos elec:trc•r1es, t.1r1a base ei.propiada de ftJr1cic1r1E::!S 

de e:spin eJect.r6r1ico consistiría en todcn~ los prc1ductos de f~Jncic1r1es a 

y /1 J:•at"a lc1s elect.ror1e~ ir1dividuales:- ést.as f1.u1cior1es ·sor1 de la fc1rrnc. 

(1 = 11 /2, 1 /2 > (3 .= ¡112, -112> ... • 

ª• = Cll 
2 

ªªªª 1 2 s ' 

= Ol • = Cll 

' 
= 1112,112> y = f1, = 1112, -112>. 

01ª2ª•~,J ª1ª2~•ª•~ a,Pzª•ª,; P,ªz°'sª• 
"'•"'2(3sf3,; °'•{32otsf3,; f3,"'z"'sf3,; a,f32(3sa,; f3,ot2{3sot,; f3,f32"'s"', 
f3,f32{3•ot,; f3,f3z°'af3,; f3,otz{3sf3,; "'•(32(3•(3, 

(3 ,13213,.13, 
••• (A. It.2> 

En. 9eriet·a1, si r1 es el r1\lmet·o de elec:trc•nes qt.h~ tier1e la rnc•léct.Jl~. 

Se tet·1d1·ár1 2n prc.ductc•s de f1.n·1cic•r1es. Tc1rnarnc1s éstc•s cc•rno tic.se pc1ra 
.~ 

et·1cc•r1trar las ft.Jr1cior1es prc1pias de H • Sabernc•s que lc1s elemer1teis de 

S' n c:c1nmutar1 
n 

ir redt.Jci t:•l es 

> •• 

cc1r1 di che• Harni l tc•r1iar1c1, por lc1 t.aritc• las represent.acic1r1es 

de s«.•> r1c1s servirAr1 para etiquetar los :2 4 prc1d1,.~c:t.c•s de .. 
ft.1nc:ic1r1es que apar·ec:en er1 la ecuación <A. 11.2). 

: i rnétr i cc1 

r edt.1c e i 6r1 

la acci6t·1 de los SCe) SC•bre 
.. > 

las 

rer;·reser1t.aci6r1 reducible del 

la cual ptiede t"educirse cc1r1:·lc1s. m~tcidos 

r epr eser1t.ac i c1r1eis : . ( 20 )"-~ ·PC:~S-te~- i ~1r rrierit'i' 

ger1erales de 

se ut.i l izar1 

F•rc1yectores adec1...1ados para ~¡.-,·¿¿~,t.·r·~·~:r:-·~~;;~·¿·6~,.;~i~;~'ci C•nes l i r1ea l E:!s de 
. '' .·;\).:,-·,;:'.::'-.d.:;::·,~:~·~·;<.:_~ ,·:- . 

fur1c:ior1es t:•ase q1..1e F•orten· 1·a'.~~~:S"irn'e:t.ria·";,:.·de , las represer1tac:ior1es 

i rredLIC: i t• les de s:.•> Lln prh~~~¡n~i\~r}~r~Jt~,h~ lmer1te ar1lil C•9CO PC•dr li 

1'1ace:rse CC•n las f1..n·1c:ic•nes de, esp!_r1\nt1c:lear." y. los productos de éstas • 
. . ,: ;_· .. : ::- ,~;_·,,::ú·):'1:{:·;:-'>.:".<_ < ; . -< 

Vererncos cc•mo se ccornportar1 la5:c.fuhcic•l'1es de la ;;cLmción <A. JI. :2) ante _, 

las C1peraciones d~l grt.,PO. s· .. ;;'.'E·i·':~.~~~~/i·i: :·v·er que t.a~t.C• OClOICl COU1C1 (3{3{3(i, -) 
: ' . < _-:, .,,~ :. ; 

9e,..1e:r ar!r1 la r-eF•reser1tac i6r1' r- frérite · a las C•F•erélc i c1t"1es del 9t"t.lPC' • 

J 
'1 
> ¡' » 

1 

> 1 



E a a a a = a a a a 
&23• &29• 

(12la a a a = a a a a 
' 2 3 ' 2 1 3 ' 

. et . .::. 

La tabla CA. IL 1) rnt~estra lcis caracteres de las rei:•reser1tacior1es 

irreducibles del gn•pc. s:". 
s1••1 1

C·>•·IM 1-1 'e··> 
T, 1 , 
,., 1 

_, 
,., 1 o 

1\ J '\ 

T~ 3 -1 

• l···J 
~ 1 (• ••• J 

'\ 1 

1 _, 
_, 

o 

o 
_, 

• '\ 

Tabla. <A. Jl..t• Co.raclor-Cta dol grupo S • .. 

• ( .. \( .. ) 
1 .. , 

... _, 
-'\ 

(A.I,2l 

det•e1·.f.amc•S usat· las dieci:.eis ft~r1cic•r1es de dicJ·1a t:•c.se, sir1 >!!1nbar9c1 

redtlCi r ernos e~e prot1l12rnei, ·¡Jener&ndc• 1..~na representaci6r1 d.:l •;1r1.1p.::1 cc•r• 

cada r-engl6r1 de la ec•.1eici6r1 

l!i i91..1al a la s1..1rna dir-ect.a de cada 1..1r1a de iást.as. 

• 
.. 

,1 ~ ... 
1 1 
1 1 
m 

1 l 
¡.; 

1 1 
' . 
IOI 

Ejemplificarernos el prc•cedimiento cor1 las cttatrc• fL11·1cic1r-1es del 

segL1r1dc1 Y.engl6r1 de <A.IL2>, y pc.st.eric•rinente dare1nc1s el res.L1ltadc1 

9erref"al. Las propiedades de tr·ar·1sformaci6r1 de las fur1ci•:•nes 

a a a (j •. a a (i a • a (3 a a , (3 a a a , aparecet·1 r..;::s1.uoidas er1 
1294 12!19 tZB• t.284 

la 

t.«blE< (A. I.2). 

(~)(~)(•)(-> e •• > ( ... ) ( -. -·) (••)(••) 

a a a (3 a a a (3 "' a "' (3 (3 OI a "' OI OI (3 OI 

a a (3 a OI a (3 a (3 a "' "' OI OI OI (3 OI a a (3 

a (3 a a (3 a a a OI a (3 a OI OI (3 "' (3 a a "' 
(3 a a a ,a (3 a a a (3 a a a (3 a "' a (3 a a 

:t:<Rl= 4 2 1 o o 
Tablo CA. l. 2). Propi.edod"• d• t.ranarormoc\.6n y cmact.er-•• de lo 

"bGe•" do.da por et ª"gundo renglón do lo ecuGc\Ón CA. ti. 21. 

La represer1t.&ci6r1 9eneri:tde:t pc•r 1 as fLU"1CiC·Y1es. t·as:t- c.nt.-=-r-ic1res se t"ed•.~ce­

a lo 5:i gi.tier1t~ 
Rod r = f'• • r .. ••• !A. It.3) 



ést.a t"'epreser1t.aci6r1 cc1ir1cidir.6. cc•r1 aqlH~lla prc•venierite de ir1tercamt•iar 

a pc•r ~ en la tabla <A. ll.2). Por otro lado la reduc:c:i6n de la 

represerot.ac:i6n generada por el c:onjurot.o de fLmc:ioroes a,,P~, ,,P,,P, ~a,,P 

••• (A. It.4) 

,. 

de 

sirnet.r1a 

a a a a 

~ ~ (t (t 

aCJ.a(t, a,,Pa, a(taa, (taaa 

(t(3(ta' ~(t,,P' (3of1(t' a(t(t(t r e r • • 
a,,P(t, a(to{1, ,,P(ta, (t,,Pa, (ta,,P 

Tab\.a 

Et·1tor1ces la base de los dieci seis- Pt"'C•dllctos de fur1ciones dados en 

r liCS)= 
s • .. • '• • 3 r, ... 1-·VS) 

y l·1ernc•s clasificetdc• las flu·1cic1r1es de e~pir1 i:-lectrót·1icc1 cor1 el 9t"UF•O di:: 

i:·~r-rnut.aci c•r1es el ectr6r1i cas. 

Puestc' qlle est.arnc·~ t.rat1ajat·1dc1 cc•r-1 f1.~r1cior1es de esF·ir1 ele•:t.r6r1icc• q1.1e 

sc•r1 i t·1der:•er1di ef"'1t.es de 1 as c.:.c•rder1adas r1l,cl ea res y,. pc•r i:1t.t"'6 1 adc1, 

* sat.ernos que IS,rn.> SC•t"1 ir1variar1t.es ar1t.e E • Ent.c•r1ces a y (l se 

" clasificar~·, tc•t.alrr.e1-1t.e simétrica de Gcpir1 y E respectivarner1t.e. 

3 

-I · +1, 
a ••• :o I • a 



del 9rl1F·C• K (ir:spacial >. 'para ei caso de LU"1a rnc1l..Sc:1.1la cc•r• f6rrnula 

rnir1irna 

etc, ( ,., 114) 

dadc· ·:iue rn = - I , ••• , I 1 r:•ara ur1 
·1 a a CC•r1 

a 
(21 +1) pc1sit:·les fl1r1cic1nes. Luegc• si la mc1l~cula tier1e a r1úclec1s A, se 

A 

t.endriar1 (21 +!)°' F•rc•ductc•s de f'ur1cicrnes de esF•.lr1 nL.iclear i:•c•sibles. 
A 

F'ara el case• gerieral dc..dc• er1 la ecuación (A.u.e,) 

r1úmerc1 total de F•rc•dl~c:tc•s de fur1c:ic1r1es es 

<2I +ll.!2I +llb!2I +1)ª ••••• etcétera 
A 8 . C 

( A.tl. l) 

puest.c• que el valor de rn deper1de de cuar.t.o sea el valc1r de Ia 
r"' 

er1tor1ces cada 1..1na de las fLu·1cior1es se p1,..iede: ver cc11nc1 

l rn !A l rn !A l 
A l A 2 

• 2 

!1234llrn .m m rn 
A A A A 

l Z B ' 

rn,. !A 
Q 

Q 
!B ) • . ·> 

••••• )= lrn rn rn rn •••• > 
A A A A 
2 9 ' l. 

••• lA.11.8) 

ar.t.eric1r de las f1..lr1c:iones de esp.lr1 elec:t.r6r1ic:c•:o dc1r1de lc•s. r1úrnerc1s 4 Y 

O siernF·re se rr1ar1ter1lar1 ir1de1=•er1dienterner1te de la perrnL1tac:i6r1 q1.~e se 

f·1aya hechc•. 

f)ese&rnc1s ar1c1ra er1c:or1trar la represer1taci6r1 r-=d1..icible 9e.r1erada cc1r1 la 

tiase (A.Jl.6) para el lo procederernos cornc1 et"! · e1 · p1...ir1to 

Ar1al i ::et remos dc•s ca seis que sor1 de i r1t.erés pc.ra ;.,c,~c.·t:·r~;·~ ·:·'.:,-·~a · qlle 

A. 
a lo 

est.~S ·~:(:·.dC,-s·<, ·,.rnol~cul as. 
"·'' ,_,• 

:;-. ~:·:' ' ' -... _', ·,•' 

~.". ·"dC1S · 't.c•rnos de 

4 



rned i ante e 1 

ac•N = s e s 
• z = s . 

2 

irreducit•les dE:l gr1..~i:·o d.: sirnet.ría:o er1 este c:aso, s . z 

eSF•1 t"i - de i t i PC• I e 1 
) 

¡ ' 
r'"'· ¡ ' 

lt/2,l/2), 

F•rc1dt1ct.c•s PC•S' ibl es er1t.re ~stas 

I <t.> ¡<•> 
1 2 

r"' 1(2) 

1 2 

ICZl r"' 
1 2 

ICZI ICZl 
1 2 

R E ( 12) 

r'" I e 11 f" iz' 
• 2 • 2 

I e ll ICZI I 
CZ>¡ e 11 

• 2 2 2 

ICZl I' s > f" f2l 

• 2 • z 

ICZl I<Z > I 
CZ>¡ { z) 

• 2 1 z 

~(R) 4 4 

Tob\.Q O·· U,'ll 

-1/2). 

F'C·:· 

s . 
2 

part.e, e.1 9r•.~F·c; ·=-=·mpl et.o de F·errríutáC i t;i'/~1-:s .,r11..1o:l eetres ·. t·e=s1...1l t.6 

Er1t.c1r1ci:s ~·1at"err1os !¡:¡ reduc:ci6r1 de· l& ~-~pr·eS~~.t.aCi6r1 · f-ted~ (~,2) 
. . . 

e -· 



t11.1clear r"'r'21 
¡ j • a del 

ar1tet·ic:•r de este ~1pér1dic~. Uti 1 izar1dc• la tat::ila de caract.eri:s 

... (A· ll~} 

[)eseamos c..htrt"a cc•nst.rL1ir corot:1ir1acic1r1t.::s 1 ir1eales de ac1.1et·do a: la~ 

sirnetrJ'..c..; es decir, cornt1ir1c..cic1t·1es sirnét.ricets y ar1tisirnátricas~. Par& 

ellc1 1.1tili=:arnos el .... F•rc•yectcir ).'se c1t•t.ier1e -) 

= 

= 

• I&> (i.) Las funciones 1 1 I 2 e 

represer1taci6n tc1t.alroer1te 

.•• ( 4. U10 •l 

1' 2 > 1'2>c,t:1viarner-1te-9er1era.r1 la • z 
=.irn6t.rica de S

2
• Sería t.rivial ut.ilizar 

ellos el prc•yect.or; reescri~·irnc•s r1uestros result.adc•s er1 l'a T&bla 

(A.n,5) .• Nótese que la columr1a del lc.;dc• derechc• e:r1 est.a t.at•l a 

coir1cide: con la t:educci6r1 (A.JI.7) 

ntJest.rc•s resL1l tadc•s. 

1 

1 

r''> 1'1
• 

• z 

( r' 111'2' +1"'1' 21
) 

• 2 2 ' 

Tabl<• (4 • t1.SJ ' 

Sirne:t.r1 a 

CD 

a 

1, Pu•slo que en éate casio no ton•roo11 r•pre&"ntacton"5' rr1•2c\adCU11, 

6 

cor1 



Prc1cedier1dc• de fc•rroa ~qui val =r1tt= se 'p1.~~der1 it:r1cc1r1trar para el 

amc•r1faco los resul tadc•s qui: ap&recef"1 er1 la Tett:•l a (Á.1r.c.) 

r"'r' 11 1' 11 

• 2 • 

[ n"'r'"1"'+r'"1' 2 'r"'+1' 2'1"'r"'> 1-1 J ] 
t.23 &23 t23 

[ < 112'1 ' 2 '1.., +r' 2 'r '"r ' 2
' +I "'r ' 2 '1' 2 '>1-tT] 

• 2 a 1 2 • • 2 3 

[<2 IC2>¡C2')¡Ct>. + 1'ª>1••>¡CZ) 
• 2 • .t 2 • 

7 

-> 
Sime:t.r1a 

\ 



1 • 

' M 

Ar:ér1Ci·=.; IIl .Rot.aciones ~·:¡Ui\•al~ntes. 

Es de irriportar1c:ia ft.lndarner1tal el· cor1c.:ept-c• de rot.ac:ior1eS e·~L,ivalentes 

p~ra l le:var a c:eibo la clasi fic:aci6n de las fur1c:ic•t'"H3S de c1nda 

t·c·t.ac:ior1aleS.· Ur1a rc1t.aci6t"1 equivalet--.te -e~t&: defir1ida c:ornc• la ro:1t.aci6r1 
1 

F•rc:1d1.lc:ida pc1r la acci6r1 de 

,á¡·1·;i~1l:•:s de Eul·:r. 

<I) l'iétodo gec•métr i co. 

(lll Méteodc• algebr<•icc.. 

<I > Métodc• geeornét.r i co. 

CPIN ... 
·J 

. 

El rnát.cidc• I reguiere de Llr1 9rar1 c1..lidcidc1 al tra=ar el esqL~erna c:ut:..,r1d·:1 

se J"'i:aliza }Q e:le:cc:ióri del sist.erna de ejes fijcd~ er1 la 1r1·:1léc:t.lla" ~· .. ·:·, 

~, i ~t...?rna fije• cc1r1 c•r iser1 en rnasas. 

l 1 
'l 

J 

/'--b "], :I 
Para el l.fso del m~t.c1dc1 I es r1~c:esar i C• qLle pa1~a al 9ór1 ~l e-rni:tr1tr..1 d·:.: 

.cada cletse del i:;;rLtpc1 CF'IN se ar1al ice la acc.i6r1 sc•bre li:•::: ár1-;ulc1s ~~ 

E•.~ler d.; dic:hc• elerner1tc1 y así· enc:or1t.rar la rc1taci6r, e-·::iuivaler1te'. 

Cll) Método al9~braico (II>. 
. . 

A1.u1·:¡Lh= eti apC\ ~· i et"lc ia este procedi rni et·1tó · F•areci:·: rnás l a·bor i c•Sc• es •11.6.~ 

~·:::·;tJrc1 q1.~e el rr1ét.c1dC• I 
1 

F•Ues·- n0·~-·F·l,0dér¡<'~:¿:2~¡4::~·r'.:~-~:.!:-:.~,: ~~.~~f;~ts i. ~.1~1es de F ~ íJ\.• 
1 .. 

9eornét.ricc•. Sir1 erílb~r9c•, · para ir1t.t"c·d1.Jcir': ·_est~-·,.:proCQdimier1t.c•, o:s 

r1ec 0:::sario hablar de ·la t~~-~~·f~r¡~~·ciÓ,r1··de.l·_. Si"st.erÍJ&:.·p~rafi;:lc1·al 5j5t.~1na 
de labciratc•r ic1 <~, '1) 7 t > r.Bcia el si st.erna de ejes fi jc1s· ·er1 la rr1~·léi:1.Jl a. 

4r 12eeor.l•r , .. e \.1 

\cm-. i11~ e.Do• .leno..\o.r 

'i o. 

""~"'•' ~e 
º' b._, o"ª' lf 



1 
1 

Dr1dc1 qt.fe (>,,y,z) r1c1 '=!:. rnAs q1..fe ._ .. t.Ja rc1taci6r1 del s.ist.e1na c•ri9ir1al 

<(' ,'1)1( >, se tier1e q1..~e ur1a t.rar1sfcrrnaci6r1 c1rt.09or1al r1os llevar~ del '-'no 

al C•tro, es decir: 

[ ~ ] = S ( B </> X) <{ TI ( ) 

clc·r1di.: S<B 4> x> es 1.1r1a rnatriz de 3::-c3 Gl..Jer t1cis lleve. del sistG:rna fijc1 al .. 
~is~ema fijo en la mol~cula. 

Le; fc.•rrna é:)!F·lícita de 8(6 t/J x> aF·at·ece .:-n el etF'·~ndice I' (Tal:·la I> 

d~l lib1·0 de Wilson (8)~ y es 

s<a .¡. x>= 

[ 

cc1s6 cc1s4> cosx-serrc/i ser1x:: ccisa se:r1f./l ·=.:•sx+ccis~ seF1x; 

-ccisa cc•sc/> ser1x-ser1cl> ccisx; -cc•sB ser.el> ze:--1.';\::+ccistl> cc:isx; 

sene c.cist/J serie senf/> 

-seria ceosx ·¡ 
ser18 s.enx 

CC•S9 

SLJ ir1v~rz.a es s7 Ces de.::ir la roat.ri::: S t.rat·1sF·1..1esta>. Esta r1c•s F•O:t"mit.e 

F·aseir de un sist&rna de CC•C•rd~r1adas (>,,y~::> al c•t.t"c• sisterna c,,T),(). 

Si a1·H:1lizamc•s el i-ésirnc1 á.tc1mc1 de 1.u·1a rnoléc1..~la y lo i-eferirr1as a 

y. .. 

y . • 

I 'º" (1 
I 



• 

1 • 

1 
" 

• 

( "' 
). , ::t »1) 

s-• te+ "t) = ~ .. 'L l, "l. '-vt 

~ lC J k, l' Xu 
Eri forrna o:>:plicit.a~ t.enernc1s -=!LJe 

r .. = X.1 ll ¡ + X1:r Y• + }. 'LJ t.¡ 

lt.. -. - ). '"l ~¡ + >.,, y¡ + }. 'L'l 'l.;, 

't = x .. , ')(.¡ + ~, r Y¡, + ~l.~ t.: 

E 1 -!tf ect.o de- a l~tln e.: l .:.rr1.a1·1tc• de c:ada 1..ir1a de: l c:..~. el c:..se:s del .¡rl.:r·c• (:f•IM 

pt1ede verificarse 1..it.ilizar1do la e:c1.1~c:i6n ar1teric1r; pc1r ejernF•lc:•, si 

" ·t.ornamc•5 E ceirnc• elernento del 9r1..ipc1 CPIN, se tier1e r.::¡1..ie 

r. I'. lJ•' .,, • :!.:) = i-r: .• "!~ 'S:J 
es decir 

' >- ... r 11 

1 • • ' ' 'l'¡ = "•'I '11 ¡ + "1 'l '{ ¡ + "~'l 1.1 

l• = .>:., it1 +>.~)Y¡ + J.~.r l• 

es just.amente el e.fect.ei de 

di;: l~ 1r1c•léc1..ila sc1t1re lC•S '-r19ulc1s de E1.iler y es e>~Eictc;rr1er1t.o:. lc1 q1.ie: 

prc1d1..ice las rc•t.acic1r1es eqt~ivaler,t.es.. 

Resolverernc•s ahora 1..1r1 ejernpla z::·ara i 11.ist.r·ar nt.ies·t.t~c• rnét.odc•: f-'C•t" 

cornc1didi:id analizare:rnc:s el case' de ló. rnc1lác1..lla AB
2 

fle)cic1nada • 

En el sistema de ejes fijc•s de la rnc1lácllla 



1 

il 

11 
¡.¡ 

11 w 
1 ' 

1 ... 
' -

1 1 
1 ... 

1 ! 
~ 

·. . ~ 
t'r1 sist.erna der•;:chc1 del si~tema fijo er1 ·la rnc•léCl~la; tornarncis la 

di star,cia A-B c.:•rr1c1 t" • 
o 

Las cc1rnpc•r1er1tes y y z de los .ltc•rnos de la molécula son 

I { 

Ot.t.: r. sen-< 

Q.1 =o 
I 

A { au. = <.> •·: 

Q1y .= o 

Para er1contr .. ~t1·" las cc1rnF•C•r1entes er1 :1,, recurrirnc•s. al J·1ecr10 de q1.h: el 

,,,... iger1 es j1.1st.amer1t.e: el cer1trc• de rr1as.as; er1tc1r1c~s se c1.HnF•le 

l. "'¡ '/. ¡ 
i. 

z: ... .. 
.; ' 

= o 

dc1nde adern's pc1r c:c1r1st.r•Jcc:j6n de la fi91.~ra, pc1demc1s vet· q1.'e 

''"·a.,. + m, ª•" =o 

se 

a.,. = C&•ll - 't'o Col-( 

Ya >·1ernc•s er1ccir1tradc1 l&s cc•c•rder1adas de nc1estra ·rnc1lác1..1la 

sistem~ de ejes fijos, esto es: 

Q &JI 
.... ¡ º·~ .... - - .... = -- fo c.01-< 

a,, 
.., 

ll1 -:: B t. 01y = o o I 

qfl 0 '1.I ": 'º -:: - <. Lf°'I O'( 1 

• 

AB en el 
z 

r. co .r a( 

~,, "" 



1 

•• 
1. 

y f i ria l rner1te 

cu. " 
'Z.,,," ro '-"' r -< ..... 

A 
Gl1y ... 
"•1. " Q 

Ai-1al icernc•s c:1hora las prc•F·iedades de trar1sfot·roaci6n de lc•s án•;1..J~c·s de 

Ei.ller ar,t.e la perrnt~t.aci6r1 <12) 

tu. l ( 1, , T,., rt,., ~ .. ) " 1 T,'.,r:,..,,.· ,",.')- (T T· 1-(,.,'S,.) \ ~ ., • & , - • 

í.' : j~ I 

De la ;:.·rirnera de las ectJaciot·1es anteric1res, se obt.ier1e 

, 
)<., .¡. ·>...,¡ '{, ~ 

1 

~'l.J' .t. 1- = t- )<.. v:r y._ + 

>C1·=ª'" . 
I y, =a,.,, . , 

le• c1..¡al, al sust.ituit· er1 j 1'::1'1 r1os da . 

. 
I 

Es» d.:c:i r 

.,¡ cos 9• c-orf>' ror~' - se., ti>' st., X• = Co.s: a co.rp e-os X - .reri '/:> re..,)C 

.. 
' 1 ... 

1' 
~ 

1 ¡ 

... 

'J,: : '.r A 

' 
). "7-T 

_ .ft;t6J' cortp' : r-ene co.rf 

' y 

>< .. = a:r,. r., c .. J -<. • 
( y,.= O:ry : o 

. 
I , . 

l 
l, 

' ' ' ~ 
,¡ 

l. 
. '.~ 

'Í 
.. 1 
¡ 

' •, 



r Est.o e:s 

e.al G' COI flt' col 1-' X• n ro.r "' ror X - re,,.¡.• u" = coJg ,. 

- rt"' a' cor")!.' = - &-e'1Cll Co/1' .. r Er1 F·t'"it"1CiF·io, cc•r1 .:st.a ir1fc.•rrnaci6r-1 ~e F•LJede cálc1..Jlar la ri:.t.acfón 

eqr.Ji\.0 c::ler-1t.e; sir1 ernbargo, 1-"'1arernos c-.lgc1 r.-.ás aúr1: veremcis 'lC\ acc·i61·1 de 

(~ 1 ~ perrn1.~taci 6r1 ( 12> sc1t1re l é\ cc•c•rdt::!r1adéi y 
1

, 

f~ 1 

1 ~ 

1.: 

( 1 l. J !r, 

e~ decir 

• = '.f 1 : ':! L 

+ cor e z.._ 

I 

1-.~·. .. 1.," - 'l.1. : - ru ~ ... "" 

1' u 

1·'1 

' • 1 -
' ' i -
: 1 ... 

u 
11 ... 

y 

i...,g• cc.1 X' = - re., e ·c.o.1x. 

cor G' :: _ cor e, 

= 111-e 

11 +& 

.se" e' "" ,...., (11-a) =,..., & 

CoJ X' = coS' /(. 

a.y= a .. y =o 



"1 . ,. , qU~ SC1t"1 

= { 
"/. .... 

'l. í1 - "Jl 

dC(dC1 qtle elegirnc•s 
e ' : ,. -a 
CO .S' .,., : - C.D./ p 

y :.e tiener-1 que sat.isfacer l~s ecl.~ac:ic1r1es 

CCI s •' e.os •• cor x• - r"""'' ,e., X' '::' cÜ/0 cor~ COI' 1- - ,~.., ~ 14'1 J( 

1 

1 

1 

! 
l 

e.ore' re,,</> • c.,.r ")!' + = t:oJ Go u"' </- Cu .11' + r<>.I t> ~n /! ¡ 

cor</>' = - co.t tf. coJe' = col& 

-,...., •• cor 1' 1 = Un f> cor ,e i - ~,, 7l' :. /~..., )( 

Es decir, 

- J.-f"' "' . = ¡:.e,, f. ; e.o/' p / : - cc.J !-

i co S' X'= "'.t;c 

y -X'=-z.íT-X 

y ent.onc:es, el cctrnbic1 en lc•s 6.r19ulos de Euler, es 

"X 1 :l11-1" 

} pé!.FC!. l é. p~rrnut.áci6r1 ( l'Z>. 
4- 1 =11-t'f 
e• :: 11 - ~ 



1 ~ . ' 
'"' 
1 ! 
'' :... 

I' ' ! 
'"' 
1 1 

w 

u 
11 
' ... 

Firi&lrr.er1t.e, para ser cc1r1sist.er1tes cc1n la t1c1t.aci6n de Bur1~~~r (~O), 

debernc•s c¡,lct~l ar 1 C•S momentos de ir1et"ci a ut. i 1 i ::at'°1do 1 as c:c•c•rder1adas 

t,,. i {y¡Z + 1.t ) 
1 

F'c•r t.ant.o, t.et'°1ernc•s qt~e 

L""i 
( 

1~,. = 'Z.""• r.,1 
['-',.,'"' + 

para la ·~1.~e 

m CI : ,.,., M :. 1 

I l¡.~ = ~.., ¡ ( 1-t + .Y¡
1

) 

• 

• 2. 
COI <'( 

o( '::. 

i 
1 
1 
1 

1 

:1 

rl ., 
·¡ 
1 

v.c..,•.,..~o.u! 
i 

.,., " . ,,., . : 
coJ l "" '= 0·11 

' .:: O.Jt.~ (z11
1

) 

as imét.r ice,, F•Llest.c• qt'e tc•dos sus rnc•1ner1t.c1s de ir1erci a sc1t·1 di st.i r1tc•s. 

F'c•r cit.r•:i ladc•, dadc1 que: e;.ciste léi c;:or1ver1ci6r1 de q1.4e lc1E;,, ej.es. 

F•rir1c:ipales de ir1e:rcia a,.b,c cu111plar1 qt4e 

r ...... 

l! :. "' 
,. ~ l. 

" = c. 
A esta elc-cciór1 de o:jes, se le llama Ir (r=ri9,..1t), ·ya <glhi: el si:.tema 

; 

i 
¡ 
¡ 
l 
l 
l 
1 

1 

¡ 
¡ 
¡ 
1 

1 



de ejes fijc1s er1 la rrrc1léct..lla es derech.o. Pc•r c•t.ra. r=·c1rt.e, CLlandc1. z= a, 

b o c la elección se llama I, II 6 rrr: 
F'ir1eclmer1te, cc1rni:·arc..r1do la tat::la 7.1 de BLlr1kér <aai> qlle dadc1s lc1s 

carnbios er1 lc•s ilr19ulos de E1..1ler er1cc•r1t..r&dc1s ar1teric1t·rner1t.e, podemos -") 
a~ . 

ider1t.i f'icar la perrn1..-1taci6r1 ( 12> cc1r1 la rc1t.aci6n •o , la ct1al t.arnbi~r1 

Pl.iede der1omir1arse R,_T, ya q1...1e las Yc1t.acior1es se real izc:1r1 c.il rededor d~l 
ej.r: :i,. 

Si cc1rnparamc1s r11..Jest.rcrs resultadc•s cc1r1 l& tatila A.4. del Ap€:r1dice A 

de B1.lr1ker (JO), 1=·c•dernc1s ver que la perrnut.acj6n ( 12) t.ierl~ cc•rno. 

rc1t.é1ci6n equivalerrt.e fi~. Este• cc•ir1cide cor1 r1uest.rc1' restJlt.adc• 
' r:•uest.c. qr..4e: }·1ernos rnc1stradc1 qt.ie er1 el si st.erna Ir , >~=ti. 

Procediendc1 de esta manera se Pl.leden er1cor1trar t.crdas las rot.acic1r1es 

equivalet·1tes ql.le CtF·arec:er1 er1 las t.al:•las de caretct.eres de lc•s 9rUF•c•s 

'de la rnc1lécc1la. 
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