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RESUMEN

EN ESTE TRABAJO SE CONSIDERA UN TRATAMIENTO PARA LA DESCRIPCION DE LOS
ESPECTROS DE MOLECULAS NO-RIGIDAS, ESTE CONSISTE EN PROPONER UN
ol

Y OPERADORES DE
10S CUALES SE DEFINEN COMO AQUELLAS OPERACTONES QUE CONECTAN MINIMOS ESTRUCTU
RALES EN EL ESPACIO DE ESTADOS DE LA MOLECULA. msnsvacmsm'mmmsxﬂi
DEL GRUPO LE

ABSTRACT,

IN THIS 'mr.sls IS TNTRODUCED A METHOD FOR DESCRIBING THE SPECTRA OF NON-RIGID
MOLBCULES, THIS METHOD CONSISTS IN PROPOSING AN ADEQUATE HAMILTONIAN, WHICH
1S A FUNCTION OF TNVARIANT PARAMETERS AND PENETRATION OPERATORS. THESE OPERA
TORS ARE DEFINED AS OPERATIONS WHICH CONECT STRUCTURAL MINIMA IN THE MD
1ECULAR SPACE OF STATFS. THE SPECTRA ARE LAVELED WITH THE PERMUTATION-INVERSION
CROUP.



Intreduceion

Los trabajos de Bertholett [131 y Kekulé {21 , precurscres de

los concep " nos de estr & molecular, permitiercn

considerar a las moléculas comn arr

glos geométricos rigidos. Lna
consecuencia importante de esta aproximacién es la Teorfs
Estructural en Guimica. '

Ei heche de considerar a Jas moléculas como cusrpes rigides,
hize supornsr la awistencia de configurac enss de equilibjo. Esto
permite estudiar las vibraciones molecularss a bravés de andlicis
de pequeas osciluciones y las rotaciones sediente una

aproximacien de cuerpe rigide. Sin enbarge, estoe estudios

eriginan problemas algebraicts conzernientss e la diagonalizacisn

de determinantas seculares de elin evden. [uchos investigadores

apravechacon lag propied = simetria puntual de Jas moleculas

con el ubjeteds diagonalizar per blagues los deierminaites

Leculares que aparecen en estos estudios btradiciunslzs, y oen

Consecusmzia retucae ta cumplejidad elgebraica de

aloules.

a

Er 1947, Kilpatrick y otros [33, &l medir lac propiedades

beracdindnicas del ciclepentanc bnccatraren seriag dice

i

antre sue medision

y 1ot caleules bedrices, La annmnlia

recolvié proponiende ua grade de Jibectad intevie deneminade

pseudarotacisn, el cual se defiae come una per

wtucien oz

particulas idénticas copuide e une robacion Tindba, Esles

evidencias experisentales dicren origen a les o

plos ne

semirigides en anléulss. B

prlen by

Gredos de 10 o

internes conocides come inversicn [47 y robaciones Ll aasl

La existengia de wolécul

con entructures semirigides b

necesaria wnu fevision de los con

ep o

tradicionales de Simsieds

Yo lecular. an avence

Emporbencia concopbusl,  Holgun o

© grav

Lorguati~Higging [&,71 inwadujeron la ides del gropo de

perautaciorss ¢ inversiones de Jos nuclius pars esbudiar el

Fenduann vibras on retacidn en moleculs

. Egte rrenlid ser w



subgrupo del grupe complsto de simetrias verdaderas del
Hamiltoniang Molecular, como se explicara mas adelante en esta
tesis. El grupe completo de perautaciones e inversionss de los

be la simetriz molecular en términcs de

maclecs

permutaciones entre partfculas idénticas y de la inversidn de

éztas & traves del centro e mases de la moléculs. Esto permite

hacer un analisie da gr

upos de melésulas semirigidas (o

me-sigidas) con wne o mas grades ds Jibartad internos.
Le presencia de gradue due libertsd interncs en meléculas

virlgidas origina molbiples configuracicnes rigidas de

B

equilibric, lo cual preduce una degereracién denominada

deganer acisn sstructural entre osas configuracion las cuales

estan

neial en el

pur barreras de pete pacic de

anto do e er 183 ha g

maléculns, T ropues

la ericie de numeros cuanlices de punelbieacion de barrera, io

insenvenicttess

entan do

e

arge, ar

criba la

&) Bs uocesaria proponer un petencial dque d

penebracidn de barrara . Esto g dificil y generalmante conduce

traleic slgevraica y coapubacional. sy elaberade, lo caz! no da

: e i en de timepe vespecio o caleulos e

& e i

pur bate

imEras prineipios.

diz melécn

BB brotomiento sistesat neevigidas, oo mas

de ibartad intemi, ede 1lsgar & ses dopasiade

da o grade

o} L me °

Pers remediar oot oituwacion &ibmenn, y olroes L9103, han

propueste wn bratamiente a)bernsiivo za el

Taciover encontrar un

amianbo de soion de

sprie

gruper dsedinanice  come parte del goupe de s ria de law

- dos. Mo ebotante exbe enfaque oo may abrbracke

1énu)es neerigl

Tirives elomentales

ults diffeil v lo cun concepte

Lind.
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idn de

no-rigidas. Este consiste en propon

al de Runker para la descrip

miltenianc no rigida,
come funcién de parametros invariantes y operadores de
los cuales &e definen como eguellas operaciones que

penetracior
conectan minimos estructurales [B,381 en el espacic de estados de
la molécula.

Existe una correspondencia bien definida entre los grades de
libertad internos de las moléculas gque se estudian en sste

trabajo, y los operadores de penetrscién que ubilizamos pars

escribir nuestros Hamiltoniznos no

rigidos.

El contenido de esta tesis es el siguiente:
En el capililo 1 se hace una deseripcion glebal de lar idcnicas

adicionales de etiguetade de espectros rovibraciunales,
ubili

conTiguracsén

ndu pars elle el grupe de simetria pintual de la

equilibric de las moléculas. 8= enfatiza el

hecho de gus lu siwctria puntual es valida tnicamente psra el
fane en que las aoléculas sen rigidis, La netodulogia del
etiquetede s¢ ejemplifica con la molécula de NHa. -

El Capitule 11, es el cepftule principal de este trabaju. Se

inbroduce el grupo e simeiria auléntice dal Mamiltoniane, &)

cual posee un significade fisico fienlzo, y se ebiguetan 1

sepactros rigite y ne-rigide de la aciéoula de ameniacc,

tad intarne a la dnversidn de

considerando come grade de 130

contigurasien de 108 nuc e “ara anelizar €1 Coso ne-rigide se

\dor

G proetracion,

prepand un lami 1tonians gue contiene uper

vwales en el espacic de esbades y

estr

Tou que conecten minima

preducen un desdeblamente de los niveles rigidus. [l

imiento

vize & Lravés de
S ve barre,

deedob) amiente se par

asico

Expresade en

- vigida; los nivel

fineidn de los atmeros cuanticos de

etiguetan con el grups de permabacicaer e

weteds o3

e

A nediante

wieuplits




wi estudic del espectro no rigido de la molécula de etileno.

Finalmente, @n el capftule 1V se presentan las conclusiones y

perepectivas de este trabajo.



METODOS TRADICIONALES.

A) Vibracivnes PequeRas ¥y Rotaciucnes (tratamiento cldsico).

Desde el punto de vista de la mecanica clasica, la
descripeién de on problema de. pequelzs cscilsciones alrededor de
one cenfiguracion de equilibric [15,161 s’ caracteriza por el
hecho de que el potencial puede ser desarrollade en serie de
Taylor alrededer de ésta:

»
av
aveav Y
0.4,

k=1

cae (11010

El Jadn derecho’ dela ecuacion (1.1.1) se puede restringir
hasta log términos cuadratricos, si consideramcs despreciables
los bérminos sudesivos, en cuye caso (I.1.1) ge denomina la
aprosinacién srménica. La swprosidn de la engrgla cindtica en

coordenadas generalizadas, estd s su vez dada por:

N
LN M RS N9
k=t

(11,1 y {1.8) permiten escribir explicibamente

deel sisbema L = 1 - ¥, &i

rbilizan las

dg Fulpr-Lagrangs y se suslibuye la aproximacien

» chbendremos la igualdad matricial

srménica pura las w
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selugién na trivial a la scuacion enterior provisnz

were el determinanie de la macr

y mvaluar entonces

2z propice y vecborszs propisz. Estos ultios

correspandan & las frecuencias § sles y wnplibudes propine
de vibracién, respsctivamente.
En ceasicngs ceuree que el alneee dooafces a o shusclon

€1.1.3) en aener a M, &l arden winante. fa

alguaas crpoaentes de lae applitudes Aj o

arbitraricaente ipera de node que Se mant

wrtenernal}, o que cory

pande al problen

degeneraden, 81 @ul Metrio puntui) en el sinbope anali

e wbil

pued \da la beeria de grupos puntualass per

por blogues la ecuscién (1,1,3).

diagonili sbe procsdiniento

sora divouiide en la seceién (1.8).

de

rpretar 1

resultedos experimenial

ontra nuesre de orda (en @1 infrareoind,
s

considerar le aprusimecién do modes nermedaos

sbos son movinientos coleckives de lao parifculas de! sisbeas

tudi s,

lo waargfa o

Ea la base de modue normales b nética como

potencizl edguieren furms d

agu
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y procediendo txl come en la derivacién de la ecuacién (1.1.3),

se encuentra una relacion totalmente squivalente s ésta. Fara el

case de un sistema de N particulas serd necesario resclver una

ecuacién de orden N-ésimc.

Existen moléculas simples para las cuales el analisis de °
pequeRias oecilacionss permite una fackorizacién directs de la
ecuscién cecular, come :n el casp del COz jcuya ecuacieén secular
uita ser

wEk = wm) [k + 8m) - M m 3=0.

stovizada

todas las frecuencias en funeidn

wensrar

Esta icuslead peaite

Litucion y ma

doe monptanten de
o lacw, aunque la base de mades nermales diagonaliza

Fur i

sinulbaneemente « Ty V, en general mubsiste el problema de
e alio.

P las rafces de una ecuacion algebraica de o

@l use de la teorfa de grupc

Some me ha di
ucir la dificultad de este probless para molésulas

wile «

ftan simelria.

Ty Rosur Rigido. -

Los analicis b adicioneles de la cseryfn rotacional de

molécules hacewn ugo-de la apraximecién de rotor rigide, Ya cual

f as valida en Torme os pere que puste corregirse

foster tormente v reps

gl e

B vequiere 1a inbr
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donzdae Goss o
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¥, En el sistena de coordenadas fijo en el.cuerpe Ik es

diagonal, de donde T adquiere 1a forma

3 2 2 2y )
'r=:1/21v[2n.,]+u/51{x Q+l QT n},(1.1.5>
A wCx Ty y e eI

El priner término del lado dereche es la energia

tranglacional del centro de masas de loz nuclens, que pued

rimera

ignerada. E1 segundo términe nos permibe describir a
aproximacidp la energfa molecular rotacional y puede escribiree
alternativamente en funcién de los momentos angulares, de dovde

resulta el Hamiltoniane rotacicnal

2
_H=[1/EJ{ - 3 }
w vy e

La ezuacion (1,1.6) da lugar a tres pesibles cascs, dependiende

de los valores relatives de los momentos de inercia alrededor de
los ejes principalest R

a) Rotor Esférice: Los’ tres momentos de indreia coinciden.

b) Rotor Simétrico: En‘este caso dos de los momentos de inercia
son iguales y el tercero desigual, -

To = lux = Iyy =/= laz,

El rotor 2imétrico-se denomina prolato sl 2z € Jo y cblate en el
casd cunhtraric, .

©) Rotor Asimétrice: El Hamilfoniano de este.rotor corresponde a

que los mementos de ingrcia wean diferentes entre si, que'es el
casc mds general en la spromimacion de rotor-rigide.

1.2) Planteamiento del estudio vibracional clasice en melééulas
ABA plegadas. .

Consideraromcs en esta seccidn el andlisis vibracional en el

caso de molézulas ABA, sin hacer use de las propiudadas e




simetria que posee ésta. Domo se desprende de la actacisn, o

=cn moléculas trialémicas con dos atomos iguales. De nuevo

intreducimes un sistema fijo en el cuerpo que a su ve

referido al sistema (¥,Y,2i del lahoratorio, come

la Tigura (1.8). Adeods impondremes la condicién de que

rotesiongl

sistena moiecular me encuestre en un es

® 3

FloURA 1.2 Ststems nolculor vibrarks raferids o los susisvas
coonianades fujo an al usrpe y dx laborsterio, e
upene 16 condsenon adicuonsl de que sl cstads
Jotoctonit  parmanace i,

La expresion de la emergia cingtiba se divide wn
contribucicnes vibracionales y translacionales; sebes Ultisas
generan sstadus espurecs [181 qie no se bomardn en cusnte en el

N sabi

sente brebajo. Sin embarge, es

o experuental de les bzndas del espocbre ae dsbE a

adiny

ion de la molécula vespecto al gene

Vahar

neticas, =1 cusl se ercuentra Tiis en e

conses tome efectu deppler [43, &

Lo banbe

cion entre bransles

v

vibragicmes en el esquema tedrice, se debe seleccicrar e1 origen

ninieizar la inter

QuE pe

del soco en e] centro de masss de

sira

1



con Va y aa las velocidades y aceleraciconzs de las parkiculas
respectivamente. Estas condiciones mo son exactamente
cquivalentes a 1a condicién de nulo momento amgular, parc para

fines practicos pueden co

devarse iguales.

La figura (1.3) auestra una moléculs ABA lrcalizada en

tema intrifseco.El valor de 1os pacdnebres vo y P ¢ bama

generalaente de los resultados toles, wut Fople 1203

ha taleulade recientemente alguncs

estos pardmetros ubilizando

el métods CHDO . - : o

\. x
L

Figura 1.3 Mol&cula ABA situada en un sslema derecho
iy, fijo en la moléeula.
Las posiciones de oguilibric, gue s= denctaran come g,
se encugntran a partir de la geonetria de la Tigure J.4, tamando

w
B

1a forma:

. w_or, cos(p/R)
- er o, - —mmolo SOEIOTR)
_E\_A‘Dn[ v osentp/), 4, - },
m i cos(plR)
sen (p/2), O, - —OCe——————— ]
o® m

g, L BMGroEeR el
s 0y O ———.

]....u.e.ew

- B

81 cada atomo de la moléculs s

aze ligeramsnie de su

pesicion de equilibria, es f

ble un analisis de paguefas

tema 4 dado po

spcengeane del s

escilaciones, dends o) i



2= /m {T.unt vunin,.} c [N

A partir de (1.2.2) se puede resclver el problema
]

encontrande las ecuaciones de movimiento.Come se mencic
aniaricraente, este procedimients ‘presenta el incunvenienie de
requerir la evaluscidn de ecuacionss de alto orden. For ells,

s autores como, Ter Haar :[213, sugierén cambios de

algu
coordenadas que diagenalizan. la ecuacién secular. Es posible
mostrar sin embargo, gue las nusvas coordenadas se braneForman
apropiadamente ante 1as operaciones del grupe puntual moleculir,
por 1o que en realidad este procedimiento es equivalante al de
utilizar explicitamente ‘la Teoria de Grupos, Jo que se ilusbra en

Ta siguiente seccién:

1.5 Aplicacién de la teoria de grupes al estudic vibracional

clasico de moléculas simébricas 'ABA y- AB no lincales.

La aplicacién de los métodas: de Teoria de Gripos & sistemas
vibrantes es un problemaclsics ‘que’ha’sidd’ discutide per muches
autores [5,85,26,361, EN'el apénd’i}:‘e‘ (A1) e este trabaje
presentamos un resumen breve delas téenicas de esta Teoria @

ilustramcs aqui algunas . ideas mediante el  taso de moléculas
triatémicas. e }

El casc general de la molécula ARBC asimétrica (Figura 1.4)
requiere de seis parmetros para 1a especificacién de su estade

de equilibric. (r, & j i= 1,R2,3)%



e IR N

Figura 1.4 Moldoula ANC ammélrica mostrande las posiciones do

wiilibiie ast come una corfiguracidn desplazada



Fara separar. las vibracicnes de las traslaciones, podrishos
introducir dos sistemas de coordenadas' e impoher sobre la
molécula las condiciones de Eckart. Alternativamente, es pesible
calcular en este case, los desplazamientos como Tuncisn de las
coordenadas de laboratorio, cbteniéndose los mismos resultades.
Los desplazamientos se encuentran mediante el usc de algunas
propiedades trigonométricas elementales, llegandose a.a

wupresion

m,m Y, = Y,) cos ok (X - X)) cos @
m,m 0N - X)) Ees e v UY - V) ees o,
) . S X-N )

donde las cantidades se definen an la figura (1.4).
A partic del conjuntc dz ecuacionss (1.3.1), es posible

comstrair el Lagrangeanc del sistean y ro

elver 21 problena
clasico. Este sistema no puede simplificarse mis, debide a que
la molécule AL ee asiméirica y la ecuacién secular

correspondiente no podra ser Tacterizada mediante argumentos de

simetria

A conbinuacién se amaliza el problema vibracional de la

molérula AP simétrica. Del anali 21

is & el apéndice (A.1),

grupe de simelria puntusl de esta molésulo es £, lo cusl

pecrnite reduciv el orden del determinente secular mediante el

nbe preedimienta:

sigui
ie eligen las coordenadas inbernes v con ésbas g
zonstroyen les combinaciones Iineales de buena simebria mediantc

1 operador de proyeccios P Gy

©l apéndice A1), Fuestc que
far coordonadas inbernas son coordenadas y dngules entre dtamos y
enlaces de la melécula, respectivanente, es posible sonccer de

maners

plicita las ecuaciones de transformacién entre éstas y
1.~ Eele procedinlente ea muy generol. Eisenbery (22) ¥ Aokl 1231
lo utilizan en la descripsidn del modelo ‘colectivo del nlcleo y

del efocte Hall cudntico, respeclivaments.




las coordenadas carbesianas referidas al sistema fijc en la
molécula,

Eligiends las coordenadas internas de la Figura 1.5 cono una
base para la representacién del grupe C,, , Se encuentra una
representacién reducible, cuya reduccién es .

Fa=2A @B . S ¥-N-H)

red

Proyectando scbre las representaciones de [, se encuenbran las

siguientes coordenadas de simetria

(1.3.3)

<

§i se escribe el Lagrangeant i funcién de las coordenadas

de simebria, encontraremce produgtas entre coordenadas
cucible (KT) del

eniquetadas con diferente representacion §
grupe G, . Puests gue la energla s un jnvariante frente &
operaciones de simetris punbual, estos productos deberan ser

cart, ya que 877877 ng es-invarionbe ante €,y El Lagrangianc

parg. el cass de la molécula ABA es

¢ s’]} . S - R4
2%



La ecuacién secular generada par este Lagrangeano y diagonalizada

por simetrfa, toma la forma

e ~Ad ~c, +Nd [J

1 1 12 a2z

e - Ard e - Ad 3 s

12 1z 22 22 :
o Caa” A dgg

y sus eigsnvalores puedsn expresarse en funcidn de los

coeficients

6 Y dp Para Ay A resultara ms conveniente

escribiv

suma y su product

~.Boc .d

. .
1222

B . EPIN S PR3]

Fara resolver el preblems de pequefias oscilazicnes es

necesarin congeer les valeres de oy d 5 sin enbarga, para
: ’ J J

elicse requiere comoeer los eigenvalores A, lo gue genera un

circulo vicivceo. Es pesible evaluar los coeficientes reeurr aendo

mental mcdesfundasentales de

a la informacion enper log

absercién en el infrarcojo para le moléculs rnulizada, hacer wsa

primera estimezion ce éxbos, y mediante un mél

du iterative icome

el métado Us da

mabrices F y B de Milaon

#lusr lac

wans tan



Por otro lade el menoecer los mismbres izquierdos de las
ecuaciones {1.3.5) no resuelve el problema, ya que estas dan

crigen a un sistena de tres eclaciones con echo incégnitas, par

lo cual es necesarioc reducir el himerc de coeficientes per’
evaluar, Para ello, se.escribe’a la energia cinética en
coardenadas cartesianas y se ighala con su expresion en
coordenadas de cinetria; las d pusden ser encentradas por
comparacién directa.

En el casc de los ceeficientes ¢ es necesario ubilizar una
sproximacion de fuerzas centrales para el pobencial [11,261; es |

decir 8 \

Bu=Y A rE RS -

s igualan con la expresién del potencial en coordenadas de

simetria, se encumntran Jos e en funcién de paranetros
experinentales y lad a . Sin embarge, el nunere de cooficientes
independienles se reduce por la’ imetria de la molécula. En el

Si las ¢ ze escriben en funcisn:de las Ceordenadas de’ simetria y ‘

casn de la solécula ABA, se tiene

Cste permite escribiv las ecuaciones (1.3.5) de la siguiente

Formaz

2
2tsen a cos o + cesia)




1
< 2 cosa + [(ssn o+ cos @ +
(n,+n ) (1-cos®a)

2 2 2
(cos®o + sen o cos @’ - 4dcosalsen o cos o+ cos a)]} A

{1+Ecosza]a
2

1
—_— LS s .
AN, 3 5 Btecos’a + san a cos &) [x 12
ot )® Clcoe’od

sen & cor o) (1~ lwcnuzu)] ali [B:oe‘a + (cos o sen o + cosa)

+ 3 cos®a a?

[1 + leos o sen a +ocosted (1.- m.-c-‘a:]] a A
117 as

L 1LETY

uir loe valores exper

haeyitales de A en el lado

izquicrde de las ecuaciones (1.3.7), podran evaluarse las &

Bl

Se concluira esta soecidn estudiando el problema vibracional

dg la mcléouia AH . Prra elle se mligis el caso particular del !

amaniace. ya que éste presenta propiedades de no-rigides que nos

pRrmitiran establecer somparacicones con ¢l =nalisis de Dunkers

£el. ke Ti

ra 1.5 muestre la mxléculs de smonizco ubicada en

"




.,
un sistema de coordenadas fije en el cuerpo.
1 ]

]

7iN
FLTNT T

derecho fijo en ol cuerpoi i-y) implica que ol ejo y @& ontrante,t+z

indica que ol @je = o= saliente.

Si censideramos al amcniace cono una nolécula rigida,
bendria escciade el grups puntual Cav. La representacion
reducible que genera el conjunto de coordenadas internas se
reduce de la siguiente forma

Tleq = 2R, ® BE .

cede de manera similar que en el estudio

vibracional de la molécula ABA, se obtiene una ecuacién secular

del tipa:



g1 3 E E oF E
1 Si Sx E: s 56
c.‘—)\d“ o Q ) [ -
¢, - o a a o
PR
o = : - 0
o EayMi S M, © o
=0,
o o R CRPI C o
o o o
o o o 0
T3

For abre lado, les valeres de o, | pueden encontrarse por

comparacién directa, igualando la energia potencial en
aproximacin de fuerzes centrales con su correspondiente
eupresién en totrdenadas de simetria.Esto da lugar a las
Velacicnes

24 M
a %z * -
= a .
14
= 0,60
sz & “ll ’
€,,= 0.50 & .
. EPI '
€ = 0B A,
23 s
€ =060 & s
= 12
= 0.50 ¢ .
g ™ ONE0 L,
c

w-0.B2 A .
1z

Fara hellar  los coeficientes d ;=0 funcion de parénztros

Py b = NL1,R,B; o

zonecidos, te calculan los desp)azamient

)



%yy.z1 como funcién de las coordenadas de simetria s': £271. Una
ver calculades estos desplazamientos se intreducen a la expresion

de la energia cinética

y se comparan con la espresién de ésta en coordsnadas de simetria

Los coeficientes calculados resultan entonces

A, = 3w, + q[,.,“ ’ mN] cos ¢,
d, = ,
T M
'
— 3 aen? ) W v

Ay, = wE /o [.J sen? p + 1 ] o, [ar:n © /4 4 3]
d =7/ [ 70 ) sen® p s |sen® p /4 + [5/41 sen p
LE H N H N :

2

woeste ],

: 2, 2 /47 sente + cos? .
6, = [m“ <y ] sen® p 4 m“[—- L8/43 sen’p + cos®p + 18/21 sen p

. - 3/«]

/41 sen’p + cos’p 4 5]

n, sen @ .

21



Con los. conjuntos de coeficientes ¢ vy d ,, los cuales han sid

expresades  en funcidn de:parametros medibles experimentalmente, es

posible resclver el ‘problema vibracional del amoniaco.Para plantear 1:
solucién, escribimds los eigenvalores de la ecuacion (I.3.8) en funcic
a partiv de la reduccion &A1

de los coeficlentes, tomande en cuenta, :
2E, que existiran dos modos doblemente degenerados y dos no-degenevad

Los detalles pueden consultarse en el apéndice A.l.

a) Modes No-degererados.

VLN Cas i “is%1a .
x 4)\1 =
t, d, - ut 3 .
PRLPER :
N i z
NN, e {(c d, +e, - ecd ) Foees d - -
e T T e St Bt 141y
e 7Y .

7 2"

cd -, d )~ 4ld d

B)Mode degenerade 3.

1
e et oo c B * .
S {[d 2 et ua) * {[ 2onts
Ei22527 aa




SERTIVH (Y RS [ENEE | o

©) Modo degenerado 4

{[cd+dc—2:d}f[[e=d-
55°6s" Cvs o0 54" 56, 50756

y d

Sustituyendo en las ecuacicnes anteripres los valeres de
tales de log

Faleulades lineas arriba, asi come lee valores e
modes fundamentales de absercién en infrarcje del amoniaco,se puede
encentrar las constantes de fuerza 4 en la aproximacién de fuerzas
centrales. Este procedimients serd mostradn explicitamente en la

&,

iguiente seceion para la molécula de HO.




(1.4) Espectros vibracionales y rotacionales.

En la presente seccisn se estudiard la manera en la cual se
asigna la simetria (puntual) a los picos fundamentales de
sbsorcién. Pesteriormente, calcularemos las constantes de Tuerza
de 1a molécula del Agua.

Finalizaremos el capftulo examinando el etiquetadc, mediante
el grupe punbual, de los espectros rotacionales y vibracienales.

(1.4.3) Asignacién de simetria puntusl.

Ejemplificaremos esta seccién con el analisis de 1a
molécula de agua y darenos los resulbedes para la de NH .

Para 1a molécula de agua, 1a cual es del tipc ABA plegada,

se veportan bres frecuencias corre jentes a T wles de
vibracién [111.. .
3736

N 1303
Voem = 3oz . eI A1)

v e la aprozimacién arménize se tiene que h = [2ml%. Las
se pueden determinar si se conoce a que

constantes de fuerzi
frecuencis corresponde cada valor propic. Mo existe una forma

uniza de llevar a cabo el analisis, pero un métode simple o
de ubilizar 21 petencial de Hooke pava parametrizar las
interacciones (véase la figwa I.6 ). En este cazo

los potanziales son

2

Yiens. sim = K {ai-[cbu(wlal]b} .

v
tore, agimn,




J 3 Flgura . 6, . Tonsiones siméirica y
antisimétrica do la moléculs do
ogua. Los desplazamienios de los
tomos do hidrégens se denotan por
. 2y los de oxfgeno por b.
[y [N "
Sustituyende los valores experimentales de los &ngulos es posible
cbtener la secuencia en orden decreciente de energia para las
tensionz

. Si realizamcs este mismo analisis para las flexiones,
encantramos

E(Tensién esimétrica) YE(Tension simétrica) »EC¢ Flewién

simétrica), con lo que podemos identificar univecamente los picos

de absorcién.

Fara 1 caso del amonisce [111, las frecuencias experimentales, en
Em—l Bon: .

v, = 3337, tansién o degenerada (A ),
v, = 950, flexién no degenerada (A0}

= 3414 4 tensién degenerada (E),

b= 1608 ., flenien degencrada (E). :

L Y ;\\\‘
e VK/ 7/\,
5 S S

%3
‘ /! P2 !
N W
e 1
Flgura 1.3 . Medos vibraeion en Ni_.

Con esta asignacion , @s posihle realizar calouloes de consbanbo:

de’ fusr

n
a



(1.4.8) Calcule de las constantes de fuerza.

BSustituyendo los resuliados (1.4.1) en las ecuaciones

(1.2.7) se chtiens
a, = 6.76 x 10° dinas en™,

- CR

v a,, = 0.95 x 107 dinag en™,

(1.4.3) Espectros retacicnales de moléculas.
La zeuacion (I.1.4) corvesponde al Hamiltoniano del rotor vigide
En el ceso del robor esférico y de los rotoros prolabos y oblates, 1o

wiganvalores se encuentran mediante métedos algebraices [28,89,201,
1legandose a las expresienss siguientes:

Tipe da vober Energla

JCTHL)
Trompe esférica E = g
Trempe simélrico oblato (E/R) = BI(I+1) + (C-IOKR?
Trompe simétrico prolate (E/h) & BILT4LY + (A-RIKZ,
dentie fy By Cuon constantes rotacionales de 1d foirma

1.

A = th/Bn°T ) . B= tn/mn’xhn y €= th/en®

Las energias del Hamiltoniane del rofor asimétrice se wncuenlren

|

i
7

ande ézte en 1a buse de las funciones D:mte ¢ x ) de Wigner

diagona
que son las pigenfunciones asnciasas a trompos simétricos. Lo elenes
et procediniznio sen he la forme (53,

de matriz encontrades con e



th/ey [(E-—A-—B) (K7 )2+ (ATED T (341 )]

12 1z

R LI J(J+1)-WU<’+1)] [:r(:H—n—(K’H)(H'-»E)]

1z

* By g (N7 (B-AY [J(J+11-K’(K"1)] [J(J+1)—-1K'»1)(K’—E

A partir de estas consideraciones, es posible analizar el
espectro rotacicnal de la molécula de amoniaco. Considerando que
ésta ze comporta come un rotor prolatc cuyas constanbes
Yy B o= 4.30 cnt, el
espectro se presents en la figura I..8:

vrotacionales [311 son A = 9.941 cn

Energia tem

3 [ n

.2 [ —— + 37.800
1 1 ——— 16,841
1 [ e - 18,600
o o me———— +a

Figua 1. 8 biagrama eequemdlico tno a escale) del espectro rotacienal
puro de alnoniaco para lus constartes dados en 132). Las paridades han
wido asigradac de acusrdo com las propicdados de transformacién de los

matrices n;m(aﬁy) de Wigner 154).

£1 usu de le teorie de grupes puntusles en ol estudia de los

sibracionales es mas compleje, y sers elemplificade

te »l endlisis de la molécula de amaniaco.
Le simsirin de log niveles vibracicnzles se determing a

traves del siguignte procedimienbo:



a) Se etiquetan las funciones de onda rotacionales de acuerde a
sus propiedades de transformacién frente al subgrupo rotacional
del gruge puntual de la molécula. g
b) Las funcicnes de onda vibracionales (en aproximacién arménicad
son etiguetadas con el mismo subgrupo.
©) La simetria de los niveles revibracionales (estades
retacionales montados en un nivel vibracional Fijo) estars dad
por el producte directo entre los resyltades de a) y b).

A continuacidn discutimos estesipasbs; los detalles
matematicos son discubidos en el apendica’ (A.1)
(a) Como se mencioné en conection con la figura (1.10), la
funcién de onda rotacional de s melétula'de amcniace estd dada
por productos de la forma £5;113 ;

wr~°l(e'¢»;: = 0.(e) et SiKX AR -t

v v& que Cav,el grupe’ puntual del amoniace,tiens come subgrups
rotacs
funeion e, la accién de C, scbre estas Tunciones genera

2 £,s cuyos elswentes actusn Gnicamente sobve la

representacivaes”que dependen exclusivanente del valor de k. &

a0 (0 entere) g prodice la representacidn simétricazsi k
entacién doblemente
a el valor k=0 se cbtiene de nueve le

T % 1, pe obtiene la repre
degenerada, mientras que pa
=ultadeos se listan a condinuacidn,

totalmente simebrica. Estos re

® T Propiedades de trans f armacion
du las funciones .
o {3 I \uctonales dol NH
3 o roluctonates del NH_.
En , n
! €

(h) L cimptria de ilos estados vibracicnsles [6,24] esta dada en

general por:




£y s ) 2 Ay V"
Py ey v = [r ] ® [r ] ®.... @ [r ] [PS -N-3)
dorde vj es el numero cuantice vibracicnal asociade a la simetria
™ ., Come se indicéd antericrmente, la molécula de amoniaco
presenta cuatro numeros cuntices vibracicnales y el canjunto de

coordenadas internas elegide para su estudio genera una

representacién veducible, con la reduccién A1 @ RE, que se
comperia como 2A @ 2E en el subgrupo rotacional.
Eligiende el estado vibragional (1000) y utilizando la

ecuacién (1.4.3.8), se obtiene la simebria de dichc estadc:
1 o ° o
rtooo) = fale[Aa]le[E]e [E] A .

() Con los resultados de (a) y (h) es posible etiguetar el

espectre rovibracional del I‘IHa paira un estado vibracional fije,
tomando el preducte directe % @ PV, Pueste que V' es

totalnente simétrico, se tiene que

pteret vib _  crot

Mt e

y el etiquetads resultante o

J ® rroL rvlh rv(.bro\ = rvnt ° rvih
par ] o A a A
inpar : A A A
an A a A
an %3 3 . E

Eliquelade (en ©_) de las funciones vibrotacionalas de’un roter
rigido-oscilador Jarmdnico.

1
a



Fara otros casos, tales como el estado vibracicnal (0010),

se procede anal te. Fodemos representar el espectro

[}
del smoniaco en aproximacion de roter-vibrader ([241, etiquetade H
i
con e subgrupe Ca, como se observa en la figura (1.9) !

Energfatem |
nJK |
. A 1
10860, 3 +20
£ +11
! ey L -10
100
Figura 1.9 de oo octados ! d ta

molécula de emoniaco. La gréfica re se presents a escala,

La webedelogfa que hemss descrito lineas arriba canstituye, = 1a mane
tradicional de etiguetar las especbros.
Fara etiguetas zen el grupo puntual complete debemos escribir cada
o
be coms uns rotacion. EX pesible’ hacer esto si la eleccién de lus

rjes principales (del siskéma intrinsecd) se mantiene invariante frent

s las operaciones de Simebria punbtual. Fara ejemplificar esba, veamos

cccitn de la reflex sobre la molécula de anoniaco, en el

sistema inbrinseco de 1 figurd (1.§5)
: A

Crnde

‘8
*,

Les ejes en el lagn derecho  se han ¥ijado dezpues de r

ivar e !




operacion de simetria u:”. Se puede notar. que el resultade de dicha

cperacién es equivalente a una rotacién enun eje centenido en el plan
= y que , en este case, coincide con la‘proyeccidn del enlace NH1
sobre dicho plane.,

Utilizande el método de rotacicnes equivalentes ( @péndice A.2), se
encuentran  las rotacicnes equivalentes asociadas a las clases del
grups Cav . La accién de éstas sobre las funciones de onda dél roter |

simétrico genera representaciones irreducibles del grupo, }
1c cual permite etiquetar el espectra con el grupo puntual. El espectry
resulbante coincide con el de la figura (I1.7). :
Habiende ilustrade en esté capitule los métodos tradicionales de
analisic basades en el grupo puntual, analizamns en el siguiente las

ideas Hougen, Leonguet-Higgins y Bunker.

3t




Capitule II.

Esquema del grups conpleto. de persutaciones e inversiones

El analisis de simetria que se discutis en el capituloe
anterior representa una.forma simple de etiguetar espectros
moleculares, Sin embarge, éste analisis presupbne la existencia
de configuraciones de equilibrio (estrucburas moleculares
rigidas).En esté capitulc consideraremos Un tratamiento mas
adecuade, @l dual invelucra elementos de Simetrfa intrinsecamente
diferentes a les operadores del grupe puntual . Estas técnicas
son adems adecuadas para examinar el problema de rigidez y

no-rigidez en muléculas. A pesar de que 1a simetria puntual no es

una simebrsl

< rual del sistema molecular, comn explicaremos mas

adelante, seguiremcs haciende use de los grupes puntuales para la
determinocidn de las propiedades de los grupes de pevmutaciones o

inversiones

I1.1) El grups completo de pevmubaciones e inversiones.

Le simetria ante permutaciones e inversicnes en fisica
molecular fue snbreducida por Hougen C41 v ampliade por
Longuet-Higgins [73y Bunker CBI.

Fara introducir el convepto del zeupe de perautacione

s

inversione a. Denotemcs por

» procedeconcs de la siguiente me

5

LXUYis weey 260 18 férmula ampirica de una molecula cualguiera,

donde 1a nolacion implica que s Sienen L ate

ws X, § Atemos Y,

“elc. La molécula poses erbonces simebria wnbo |

pevaulacion de

dichas parbiculas. For otro lade, =1 cepjunbe fe poraubaciones

entre n pev

das idénticas for ingtrice’ 8n

Vel grupe

£331.Fueste que las perautacicnas entre aton

tipa X son

independ e

de aguellas entre parbfeula wtc. , el grupc

complebu de permutac

iones  de la melécula es
Gep = S © 8§ © ...0 Ok . RS S ST

E1l Hamiltaniane del sistema molecular es claramente invariante
f.- En ol trotaniento que agul te hace, utilizemos lanctacidn om

ciclon. constiltesw la referencia (941




ante las operaciones de Gep, asi comu ante la inversién de las
cocrdenadas de nucleos y electrones, lo que equivale a la
conservacién de 1a paridad [5,81. E1 grupe de inversién esta dado
por

1=¢E, E REESEON-3) .

% es 1a operacion de inversion. El grupe completo de

permutaciones e inversiones de los nucless se define como el
producte directo entre los grupos de las ecuacienes (I1.1.1) y
11.1.2),

Gepin ‘= 5L85I®. .. 65K © {

L EY L .

(11,1.3)

£sta ecuacién proporcinma un grupe de sinetria auténtica del

Hamiltonians Molecular, a diferencia del caso puntual gue
proviene de conceplos gecmétricos
Pa

& la consbtruccion de Bepin Mo £s necesaric suponer la

cuistencia de una configuracién geométrica de equilibric,basta
congeer la férmula eapirics de la molécula analizeda, A
continuacién se consideran loz casos de sgua y amoniaco:
2) Le férmula empirica de la nolécula de agua es Hz0, por 1o cual
2 Gepin Berd : . :

Gepin = 52 © 51 © <L

Utilizando la nmotacién en ciclos para el grupe. simétrico [341,es

factible eseribir ewplicitamente los elpnentos: del’ grupe  Gepin
=, et am’y

dardie s¢ ha definide la. cperacidn ¢ )

Bepin
¢ eEr

dencminada pernutacion inversion,
b) En el case de la nelécula de asenisco se tiene  los elementos:
Bepin = F, (18)(3), (I3)(@), (1128, (23, (132), EY,
an i, mam®, en®, e, sty .

E] arden del grupe de perautaciones e inversiores (I1.1.31, es:
Or(Gegim) = B LG T,

1o que propeveiona upa nomenclatura para los grupes de

parmbaciones & inversiones, ya que sern dencladus por G y un

sutindice cory

pondiente al orden del Gepin, En los cases de

a3



agua y ameniace, los grupus de. permutaciones e inversién son Ge y

Giz, vespectivanente’,

Al estudiar los Bepin surge un indonveniente de tipo
algebraice; ‘phss\:n que Si‘el mumerc de Atomos idénticos es alto,
€1 orden del ‘gripo, Berd’muy grande.. Por ejenplo en la malécula de
etileno [CaHal eliorden de Gepin‘es noventa y seis®, Sin embaryc
verenos. qiie’ en general es. innecesaric considerar estos grupes de
orden elevads.y serd suficiente el -analisis de un subgrupo,
consistente en’las cperacicnes rigidas, mas oiras que
corresponden a grados de libertad internes que pueden detectarse
experinenbalnente, Se denomina a @ste subgrupe el grupe de la
molécula y para su definicién es necesaric llevar a cabo.una
discusion amplia subre estructuras rigides y no-rigidas. Esto se
Aolétula de amoniace. :

ejemplificara con

Analizande el Tenémens de vilracion velacioh en NH, se

tros como el de la figura (1.11). Mo obstante,

encuentran espe
puede ocurriy gue el Atono de nitrégens se invierbd rebpecte al

planc de los abomos fe hidrégens de bal forma que se obbengan las
deciv, un sist

na

doe configuraciones de la Tigura (11.1). E
derechic y otve izqaierds, lo que pueds visualizarse cong un
Fenomenc de peretracidn do barreca.Eetas configuraciones dan
en a lo que Watson 381 ha denominade duminics vibracionales

arig
lezalizidos sn el espacic faze, o wdnimus estructurales. Si la

ructurales es

que tepara aibos mivimcs &

barr da polenci

infinita , eristen dos isémeros cslructurales rigide

con nivelas

B.- No obstunie, construir las representacienes explicitas dal
grupe depin ov_fucitule, utilizands’ o1, méleds’ du. Elliolt (301,

para la malrices. de/raproser \acmn v, poﬁ\ﬂnmmev\la Wevands. a .

cabo el producto. aume 16,8,39,34,30160n" L mairicks 4

ropresentacion lle“l ol jeunl” k. lambilico ‘a 52 Lo ednatruceion

4o representacionus uxplh.uai,un auimica ‘Tebrica ts iy

ta7,

impartante’ (véase: por’ ejemplo, . ¢ Lem

B4



W, Hy .

Hy Hy
1 litema derathe (6 Siatemo duquitrds.
Figura 11.4. Se muesiran los dos tsdmercs estructurales de la
molécula de amoniaco. Derecho se entiendo en esle trabajo como el

sistema que obedece la regla de la mano derecha,

revibracionales degencrades tal come se muestra en la figura

sto se denonina degeneracidn estructural.

Vie

11.2.

Flgura I 2. Esquematizacion do loa
dominios rovibracionalss de NH, con
un potencial de deble oscilador.
Sobre cada nivel vibracional se

dibujan los rotacionales.

la altura de barrers es Tindta, puede ccurric que la

wral se rompa y los niveles degencrados se

fragion eabrue

tege
desdiblen; ecte fenomerede penetracidn de barrers es conotida en
mecanics cuantice (391 cone efecto tonsl. Bl amdniacn

tad internc, lo

fablpresenta Ya invereién come un grade de liber

n exporimentesliente por el desdoblamiento de
2les on lag bandas de infrarveje (véose figura 11.8).
fos de minime estructural y

cual se manifics

1o intreduceién de Jos cone

pedible dar definicicnes precisas de

revas de pobencial,

nirigidas (no-rigidas),

las moléculas rigidas y s

w2
a



nivel Tundomentel
10400} derdoblade,

numeis do onde (on%) 30
Figura 51.3. Eepestro de all resclucién de la moléeula de amoniaco
@0, NOlese ol dosdoblamiento dobido @ la inversidn en el furdamental

da vibracidn ©100). Nétense también las bandas rolacionales montadas

sobre cada banda vibracional,

las molézulas qus durente el intervale

mban un

rede me pres

wesdoblaniento, cone el de la figurs 11,8, seran denominadas
que les  harreras

rigidaz, La ausencia de duesdoblasiente dupl

1l2s sun para fines

Jz potencial gue scparan los miniRcs ostructur

practicos infinitss. Estas moléculas son las que pusdan ser

te de 1a Teuria de Grupos

analizadas desds el punbo de vi
Fuontuales

tloléculas gomis
woaultipletes en los pi

sen aguello

igic

‘lgidag: Las wmel

Nas senr

& Fundenentales de vibrecién

en

que pr

snales de diche fundamental, lo gque oz

Sha, #n términes de la existencia

i

y lag bandas ved

interpress, some explicencs &y
went;

pavetracion

fructu y 1a subs

de dos o wAs minimes

de barveras snkre $llos.

docide con anteriorided el copceptc de minime

Se L dnbe

pstructural que ite definir 6] grupo de cimebria de la




malécula. Esta definicion es ejemplificada de nueve mediante la
molécula de amoniaco, Si del conjunto de
permutaciones-inversiones que constituyen el grupe Bepin del
anoniace se escogen aquelles elementos que no invierten la
configuracién (véase la figura I1.1) de cualquiera de los
isémeros, puede verificarse gue .dicho conjunte es un gfupe-( gue
denctamos como’ G(R)), que-es comin a los dos isémercs.
Especificamente tenemos’que-el .conjunto

6R) = <E, ¥ ua¥, @, e , amm 3,

deja invariantes lbs isémercs estructurales del amoniace.®

For atra parte, se puede mpstrar gque B(R) y el grupe puntual
C,, sen isomérfices. En general, para moléculas rigidas, el grupo
G(R) es isomdrfico al grupo puntual, aunque, como se menciond
antericrmonte, las operacicves de B(R) tienen un caracter nés
fundamental, ya que constituyen un subgrupe del grupo de
simetrias del Hamiltoniano y pueden generalizarse a moléculas
no-rigidas, come se vera mas adelante. Una ventaja adiciconal
dpl isomerfisme anterior es la de evitarnes la tavea de construirv
log caracterss y represenbacionas irreduciblos para los grupos de
simatria de la molécula, puesto que la construccidn expifcita de

4stas puede ser conplicada, Wo obstante, enfatizamcs que es

recteres del Bepin ubtilizande el método

preuir Jos e

positle cor
da Co

cmenr L34Ipara o1 grupo simébrico, y temande productes

directos adecusdamente. §i a parli’ de las representaciones

ivveducibles del Bepin se toman Jos elemantos del subgrupe vigide
y se consbruye la represertacién currespondiente, so encuentra
una representacién mue es gereralmente reducible y que se conoce

sentacién subducide [861. Para esios procedimientos loe

coms repr

9.~ habe tererse on cuenta que el grade de libarted da nversidn

sin émbargo;

an amoniaco dd origen exclusivaments a dos’ isOmera:
pusdon existu coson on los cusles &l nUmere de minimos
sGtructurales sea mayor que dos, y que exlsian difsrentes

realizaciones para GiR), Como e verd enm ol:proximo capitule.
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grupos puntuales son pues, una herramienta indispensable, a pesar

do fue estrictamente no tienen relacidn.coniel grupo de simetria

del Hamiltoniano molacular.

[ comb rigide) el grupe
moléculs es BM). -

Fuesto que la nutacidn pavd gripbs puntusies eeta bien
eetablecida, en adelante los grupos. (o subgrupas) de
permutacionss e inversiones se dencfaran con el grupe puntual al
cusl sen isomérficos, Analugamerite, denotaremos. las
representacicnes irreducibles (R.L.) del.-grupe de sinetria de la
molécula conn tas R.I, del grupo puntual. En &) case de la
nolécula de agua, la cual s rigida [421, se tiene

. GRY = C; (R) .

Pusde courrir que el grupe de sicebria coincide con @1 Bepin
mgue en genaral

banto para mnléculas vigidas coms no rigidas
el orden del grupe rigide de la motécula es mencr. El grupe de

B, estard

simetria de la nelécula, que denobarcmot po

constitufdo per lus elementos del grupo Tigide y las operacier

cién de barrera "fagtiblas® en el inbervale oe

Sn. En

de penetr,

ohsarv. cose del amoniace GO = Gepin, ve que la

inversién agoba lns minimes esbrucburales. En general, sin

eabarge G Gupin {ver siguiente capfbule). E1 heche de

permubar muclees y electronss tiene influencia sobee la

stadfztica®, deperdiende de 1o naburaleze bosdnica o fermiénica

e

de los miswos. For ciro lade, loe elementes del grupe de

perauteriones & inversiones pueden zer representades conn

4.- corstilioss el Apérdice 11,



rotaciones equivalentes®, lo que permite clasificar las funciones

de onda cen el grupn de simetria Tigida (en el caso rigide) o
con el B(M){para moléculas semi-rigidas). Esto marca una
diferencia respecte al etiguetado de espectros con el grupo
puntual, ya que éste Gltime se clasifica utilizando el'subgrupe

rotacional (véase la seccién 1.4).

I11.2. Simetrias verdaderas del Hamiltoniano molecular.

E1 Hamiltoniane molecular conbiene términos tales como la energia
cinética y @l pabencial Coulombiane entre las distintas
particulas, i.e.,

a) niclec-electrén,
1) nue)eo-ndcleo,
y €) elactrén-electrén: E
Por otro lade, exisben dos términos adicicnales en el

t A gie. consiste en loz termincs de

-
acoplaniento espin-érbiba y espin-espin y H o que correspande o

Hamiltonians molecul

la interaccién nuclear-eléctrénica gie'da lugar a.la estructura

hiperfina. El Hamilteniano melecular puede entonces sscribirvs

como

= Ty e u e H o PSS oF-M 8

Utilizande las coordenadas del sistema intrinseco y del centro

de mass, T se tranforma a la expresion:
Taf w747, BRSSO I¥-
em

5. ver ol apéndice 1.

9




drmde
N 2
Tewm = [87/aM] v,
v
° [+*2] 3 [Vz/m ]
s - ,
r&2 T
L
T o= [a%e] E &%,
» b2

¥ 1a suma corre scbre bodas las particulas. Explicitamente, 1ds
eperadores de energfa cinébica tienen la forma:

2
v = {a‘/a X2« a8 v 4 8%a =2 }
e ° ° °
= {az/a %%+ 670 Y% « &0 2P }
B ° ©

LA A [a*/ﬂx 8 x ]—w [a“/avav
- P A

Sustltuyerds on la ecuacisn (I1.2,8), el Hanilieniano toma la
Forma '

i 3 L(11,2.3)
o

En crasiones

dependisndo de la situscién fisica, algune o mas
Lérmines pudden omibiree, com suele beurriv con las
contribuciones g @ ﬁh‘,ﬁ, 1as cuales pusden tratarse coms
perburbacings al Hamilteniano rovibracione] ! £n la tabla (11.1)
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se da una lista de los términos que aparecen en el Hamiltoniano

Molecular.

Energfa Cinética
"I:m -Energia Cinética del Centro de Masas.
7 {-r - Energia Cinética Inbramelecular.
'?’ - Términos Cruzados de la Energla Cinética Intramolecular.

¢V - Energia Potencial Electrostatica.

Energia de interaccién de los momentas magnébicos de espin

electrénico.

H_, - Interaccisn espin-orbita.
H i, - Interaccion dspin electrdnicé-moviniento nuclear.
. - Interaccién espin electrénice-sspin electrénico.

Hamiltonianc de estructura hiperfina
H  Energla de interaccion delos momentos magnébicos de espin

mielear.
én’de’ egpin nuclaar-orbita eleckrénica.

[&Hm - Interac

':“r ~ Interaccién espin nuclear— movimiento vuclear,

o - Intév'af_:ibﬂ espin nucleal pin nuclear, .
- Interaccién-espin Nuclear-espin electrénico.

[

rs-os

&)

uaa " EnOrela de intecaceion provenisnte ¢el mone
cuadrupsiar’ delas yvusleas,

TABLA (X 51 Términos contenidosEn el Mamilteriane Melécular.
E) conjunte de cperacicnes de simztria’gue dejan inveriante
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1a expresién (11.2.3), constituyen el grupe desimetria auténtica

-del Hamiltoniano Melecular (H.M.). Ese conjuntc de operacicnes de

simetria, en ausencia de campes externcs estad constituide poy
A) Translaciones de 1a Molécula,

B) Rotacianes alrededer de cualguier eje principal,

C) Ferputaciones de las coordenadas espaciales y coordenadas de

espin de les electrones,

D) Pernutaciones de coordenadas espaciales y de espin de
los nuclecs,

E) Inversién de coordenadas a bravés del cenbre de masas.

F) Inversién del tiempo.

Debe rotarse que el MM no es invariante frente a las
cperaciones de simebris puntual. Cotas operaciones puntuales son
ifometrias [431 y por tanto esban definidas a partir del concepto
de puntos da equilibrio molscular y no & partir de las sinetrias
del Hamilteniano.

Fotlenos construir ahora el grupe de simetria del H.M. tomande

productos diractos enbre los diferentes subgrupes de simebria

listades lineas arriba (la simetr

ante inversion del tiempo vo

=ara considerada en este trabajo).

slo da lugar al grupo




6 e, E¥ 3, RS £ -

complete = el
Beomplete = 6, ® 0( " @ £ on

donde G es el grupc de traslaciones, 0(3)* es el grupc de

o1
rotaciones, 8¢

el grupe de permutacitn de electranes, Bopn el
grupc de permutacisn de ndcleos idéntices, y (E,E'3 el grupe de
inversidn. Los grupes simétricos E:‘e’y Gepn provienen de la
simetria de pernutacién entre particulas idémticas.
Si se encuentran las funciones propias del Hamilloniane
Molecular, éstas podran ser etiquetadas con las representaciones

Fuesto que nos interesa

ibles det
irreducibles del grupe G o, .
analizar el preblema de vibracién-rotacisn en moléculas

no-rigidas, serd innecesaric considerar los estades

espondiente clasificacion cer G, cen lo

traslacionales y 1a cor)
cual eliminamos los estadns espirecs [18]1 y considerancs

miclusivamente el Hamiltoniamo internc

o

B = Hi 0 HT cee (ILR.5)
donde
H® = firot & Hvib + felac + A + H \ L ttr.e.6ih
int =5 neE
v (1)
Wrel - L L QUYL NS § - NS
hg v

s encontrar las funcionss

1 procedimients usual es entonc
o
Lbaa) @,

pera 1a solucién del eprohlema complebo (1T.

propias de (IT, y pesteriormente ubilizar estas bases

8Y, ya sea nedian
£u diagonalizagion o, en el case en que H’ sea penuefio mediante
1z teoria de perturbacicnes.

Las consideraciones schre pesos estadisticos y restricciones

43



sobre multiplicidad de esptn nuclear y electrénice se discuben en
] apéndice I1. En la siguiente seccisn consideramcs el andlisis
de simetria de los sistemas moleculares basade en el grupo

complete de permutaciones e inversién.

11.8) Clasificacién de las Tunciones de onda moleculares
mediante el Gepln.

Un estudio detallade del comportamients de las funcicnes de
onda del H.M. frente a las operaciones.del grupe de simebria,
resultaria muy extenso. En esta seccidn se procedera )
exclusivamente al analisis de las funciones rovibracionales en
la aprowimacion de oscilador arménico-rober simébrica, lo oue
serd suficiente para ilustrar el método de clasificacidn de las
furciones propias. Presentaremes posteriormente la aplicacidn de
estas técnicas a las moléculas dE_H\‘ln v EZHA'

Aunque estrictamente deberia utilizarse 21 grupo Geompleto
en la clesificecion de espectros moleculares, pava el andlisis de
espectros de vibracién—iotacién bastard etiguetar, los niveles con
el Bepin en una configurazion electrénica fija T441, ya que las
weitaciones de

frecuencias en el infrarroie, tipicas de las @
le lag

vobacidn-vibresien, afectan en foima desprec
clecirénicas [42,45,461 de las molécul

Lane:

canfigur
Las funciones de onda del rotor simébrica, en términos de

dc ascense y descense, sdquieren la forma [81

operadare

[ L

13,0 M,!‘m‘psugm[:;]‘k [o. 3 13,005,
(11.3.1)

donde

[ { =m0 [7 Pt 7 [+ i wjm ] }m
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=]+ |mp

A A B : s

m x y .
B -5,a13

. Te 233, B

£(es+1)/(8a* 1t ? a?
|7, 0, 0> = {~--~~-—-———- S } memmman
2t o td cosg)?
tces* 6 - 17,

J @ el momente angular orbital, k v m las proyecciones de éste
na paralelo

sobre los ejes z (Fijo en la malécula) y { en el
&l de labovatorie y origen en el cenlro de masas [R41.

Para cuantificer el efectn do los elementos del grunc Gepin
sebre las funciones votacionales (I1.3.1), es necesaric eseribis
cada elemento dol Bepin como una rotacidn equivalenle (ver
apéndice I11). Se encdentra-gue exislen Unicanente dos tipos de
rotacicnes. equivalentes, Rf v RG. La primera isplica wns
rotacién de f radianes {(en el sentido cpuestc a las manecillas
del rele) alrededor del eje weta fiie en la aclécula; Ry es

equivalente a una rotacisn de n radianes a través de un =je

paralels. al plano sy, ‘el cual Torma un angule a con el eje
Se analizard el efecto de las rebaciones equivalentes sobre
{I1.3.1) haciends uso de la tabla (11.2), donde se resumen las
propiedades de transTormacion de los angulos de Eulsry 1as
conpenentes del momento anguler. La demostracién de esas

propiedades de bransformacion pusde



Ul

s
Rm RZ .

e n - e

¢ ptm ¢

x 2n-Bo-x x+p .

5 os B e ] PR

i Jges B+ Josen 2o 3 cos 4 T osen g
I, Jgan B~ Jcos Ba -J sen B+ Jcos 8
3 -3 3

2 =

2

Tabla 11,2, Efecto da las rotaciones

egquivalentes sobre Los
&ngules de Euler y componentes

del momento angular.

deducire

geométricamente a partir del sistess inbrinsece y la
definicidn de los angulos de Euler [241,

Con 1z ayuda de la Tabla JTI.2, sc encuenbran las

transformacionss de los operadores de ascenss y descenso anke
rotaciones equivalentes

n

Ru r{ﬁ '
A sip ok

[ I L L U
™ n e

RS § 1-N-00}
El conjuntosde ecuacicras  (11.8.2) y 1o Tabla (I11.2)
permi ten encontrar ahora el efecto de las rotaclones equivalentes

funciones de cnds rutacisnales (I1,3.1). Apli

P
ande Ry
ndo KDy
funziones; se encuentra gue



gk ny=e a0y, L..(11.3.3.)

RE T ke m Yy = % P g n )y L Lansan

Las relaciones (I1.3.3) y (I1.3.4) seran basicas en el desarrollo
de este trabajo.

Al igual que con las funciones rotacionales, =ze puede
encontrar el efecto de las cperaciones del Bupin scbre les
funcicnes vibracionales de marera directa. Se omitirdn agul los

detalles, que puaden ser congulizdos en la biblicgrafia [5,81. La

simebria de 1a Tuncién de onda vibracicnal, en el casc general de
ey

una moléculs cen coordenadas normeles de espacies [

o i : .
¥y en un estado vibracionsl cen ntmerss cuantices v v

v, Svaes v, . wstd dada por

N [rm]"x ° [l_tz)]vz ... ® [l.(n]“l
L. 113,50

ot ados

Conocisnde las propiedede armacitn de los

rotacivnales, ecuaciones (11.2.3) v .4}, m= posible
ik

riormente su reduccidn mediante tésnicas cenvencicnales,

ancantrar una ropr ion reducible de Gepin  y enconbrar

post

zome lam aencionades en el caps tu . & ozumas direches dz

iones irreducibl Gt misme en el casg vibracienal

reprosents

anlecitn reducible del Bupin

e3 nesesario encontrar la repr

denadas internss de la molécula parbicular,

genevads por las
webria o bravés de Ja

e

reducirla y evalus su especic

ecuacisn (11.3.5).

Finalmente, la stria tokzl del estade rovibracional estéa

dade por @l produche directs ente las especies de sinesria

ceivnel v vibrecionel. BEn la siguionbe seecion ilusteases este



procedimiente cen el tratamients de simetria del espectro del
amcniaco .

I1.4) Ejemplo de aplicacidn al\pl’Dh]Eﬂlﬂ de rotacidn- vibracién-
inversién en amoniaco.
\ -

La molécula de amoniace representa un ejemplc simple para la
ilustracion de las técnicas de’etiquetade com el grups  GIM) =
Gepin [B1. p ;

En 1932, Dennisen y- Uhlenbeck [481 encontraron que la
molécula de amoniacet presenta evidencias de ne rigidez, desde el
punto de vista estructural. Algurios nvestigadores .
[27,46,49,50,511 estudiaren el groblema desde el punto de vieta
teérico y exporimental, ‘modelande la forma del potencial de
penetracién o midiendo las ére:LlE\ﬁEiaS de inversién.

En general, el tratamiente teérice de meléculas no-rigidas
con un grade de libertad interno

que es parsmetrizade, consiste
e ubilizar una aproximacién adiabibica (211, en la que se supone

implicitamente la existencia de configuraciones de equilibrio
para cade valur del pardmelro.

En 1 caso del amoniaco, ol parametro interno es el angilo
formade entre cualguier enlace M-t y el eje = del sistemd Tijo en
la molécula (véase la figura 1.7). Eetos calculos semi-clasicos
resultan ser complicades y habitualmente hacen uso de la
aproximacién de orden cero [R71, la cual congela las vibraciones
y estudia el proble

rotacién-inversién haciendo un analisis
tipe roter rigide para cada valor del parametro internd. Debe
notarse 1a gran similitud enbre este procedidmiente y el de
Born-Oppenheister (523,

Las técnicas reclentes de espectroscopla Laser [533 han. . .
permitide brabajar experimentalmente con multiexcitacicnes: Esto
abre la posibilidad de esbudiar la excibacion sinultarea de
varios grados de libertad internos. Harter y Patterscn [143)
utilizande el método de correlacion [343, hanianalizada el
fendnenc ¢ desdoblamiento en multipletes de los niveles
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rotacionales de SF, , para estados de alto memento angular. Estos

auteres utilizan un métode de parametrizacién de los

desdoblamientos, lo gue les permite etiguetar los niveles y
cuantificar su separacién utilizande la simetria puntual. Basados
en estos estudies, planteamcs en esta seccién un métedo para el
analisis vibracién- rokacion- inversion de la moléculs NW,. Fara

elle propenemes un Hamiltoniano no rigide, invariante anbe el

arupe 8, @ (E,E7), cuyos elementos de matriz son evaluades on la
base de retor vigido = oscilador arménico.

1 desdeblamiente de niveles queda expresado en este
fornalism como funcidn dé un parametro que depende de los
nimeros cunticos de la base rigida.

Finalmente, les niveles vibracién - rotacién - inversion se
etiguetan con las R.I. del grupe 6, , que es el grupe BOM =

Gepin correspondiente a 1a molécula de amoniaca.

Los momentos de inercia de la molécula de amonicco
calculados en el sistema fije en la moléculs, satisfacen la
relacion® I = 1. > I_ , lo que justifica que la molécula de
anoniace sea considerada en 1a sproxinacién de robor rigide come
un trompe simétrico, muyes solucicones explicitas som las nk;w @
2 de Wigner [551.

E) Gepin del amoniace es

BepinE B, =5 65 91 =S el

cen los elenentos

o, { & 1w, sy ey, (e, ey €55 aem®, am
), am®, emt } .

o recordarse que el Conjunte de elesentos gue no conectan

disbintes minimos estructirales constibuyen. el grupt  rigide
6.~ A wslo 5o le deromina’ura’ convencién Upa 1% -Véanse low

capliulos 7 y B de ta referencia’ (dl.



de- la molécula. En la seccidn I1.3, se mostrd que el amoniaco

tiene come grupo rigido al.cenjunto de elementos

ey R = B ua) ) @) aam, s .
Dade que C(R).y eligrupo. puntual C, son isomérficos, las

lepresehta:x:vnes :\')educxhlss del grupo de la molécula seran
clasificadas como las del’grupo puntual.

Par otra parte, &l grupe puntual iscmérfice « 6 es’ LI
En 1a Tabla 1.3 aparecen los caractercs de los grupes rigido y
ne

rigide gque utilizaremos para ebiguetar los
correspondientes.
S (0
clane e
[RRIN L .

B

LR ] 1 PR

. 4 o
M1 4
A

Ll E | 0 10

Tabla W 3. Tablas de coracteree de los grupes rigido y no
gide para el andlisie vibracion- rotacion-
inversidn del amoriaco.

Se analizardn ahora per seperade les comportamientos

rotacional y vibragienal.  El' - efiquetsdo i rovibracional o se

®oy o s,
WY % a°




encontrara pesteriormente temando. el producto directo [, of .
Aplicando las retaciones equivalentes de Cy (R) & las ecuacicnes

(I1.3.3) y (I1.3.4) se encuentra

RO | d, 0, 0) =1y [ 3, 0,0) ,°

RPN )30, 0) = [ 300, 0)
T g jt
Rigszy |72 0, 0) = (237 3,70,0)

3 = par

I = impar ,

per 1u que =i J es par (imgar].'sc genera 1a representacién A, (A,)
el grupe rigido. s BT

En el caso general) la v
la base [T.kyn) o |Ty=k,m) es

sk
2, 2cos. = ;0 | ,
@

y enando k tome los valores (an t 1) y (3n-: 3) esta

representacion se reduce respectivanente a las R.1.

v 6@ 6y de
C, iR . EI stiquetads de las funcioies rotacionsl

aparece
resumido en la Tabla IT.4.

: ! Tret Tabla 11.4." Ettquetado de las
T par a funcienek ‘rotacionales con sl
o, Yrupe G o (MY.- NGLese que este
3 s indepondinte del valor de
) aoa, .



braciones

Antes de realizar el analisis de simetria de las Tunciones
vibracicnales, es conveniente notar que las representaciones
doble y triplemente degeneradas de los grupos discretos se
transforman respectivamente como [24,331

{x‘“’[m LEO Ry 4 A FR™ } cel (11,4010

. 2
IRV g - [xmmz__‘ - [z‘“ERJ)]

(FIv-2)

P IR1 + 2R3 } (11.4.2.)

en donde x'®'y X7

sen los caracleres de las representaciones
irreducibles deble y triplemente Gegeneradas respectivamente; R y

R? (los elementos del grupo) se encuentran de la table de

multiplicacién del grupe. Ezbzs ecuaciones se ulbilizan para

etiguetar estades vibracionales degenerados.

En aproximacion de fuerzes centrales para =1 potencial [117,

es conveniente escoger el siguiente conjunto de coordenadas

inteynas: {r, v ¥

2' al iy Hinj
{vénse Tigura I1.4). .

Figura I1.4. Coordenadas internas de la moléeula da amomace.

se -



En la tabla (I1.5) se dan las propiedades de transformacién de 1

coordenadas internas respecte a los elementos del grupo Cg (R).

. (123) X aa*
r ot
2 2
v, v,
rz i'=
12 v 13 rxz
13 Vaa Y.la
3 v v
s 12 1

Tabla ax.m Transformacién de las coordenadas internas
emie 00 £ ou la cperacitn (dortidad ¥ doja
invariantes las coorderodes intarnas; 42d y uz)
sotlian diractamente sobre @olas, Debe considirarse qua

lo inversin no afecle las coordenadas internas. .

La cperacidn de inversion ne influye scbve las coorderadss

stan definidas como distancias entre

internas, pueste que éstas

de la molécula.
De 1a bebla (I1.5) ¥
"nas generan la representacion g

Atome

Wiba divects ver que las cosrdens
. o m Oy e
inte Ba Xpn™ 0¥ Xy

B. Este lo denctarcmos como (6, O, 2) , dicha reprdsentazidn se

reduce o )

=6 @ BE
T = BF @ EE s
come se uuestra  en el apéndice 1.
Lo anterior implica que las cofordenadas normales (Apéndice 1) s
transfornan come
@ g Wz

i6n de caordenades

1 @
T T =a, i
Dado gue no oxiste redundancia [217 en la eloc

internas, se necesitaran cuatro numercs cudnticos para des

]



las vibraciones en la molécula de amoniaco.

Gy Ve Vas Vi) 3
Para la‘clasificacidn de
suficiente el analisis de los

base (o punto cero), i.e.,

vavavgav ) =

Utilizando la ecuacidn

1o
e

(11.3.5)

©,0,1,00
©,0,0,1

Esc se denotara como

s estados vibracionales seva
dos fundamentales y del estadn

t@,0,0,00
1,0,0,00
1©,1,0,00

y las Mg 1a

reduccidn de (6,0,8), &= encuentra en forma univeea el etiguetads

de 1bs estados vibracionales. Por ejemple , para el estado

€0,0,1,0) se obtiene (ver Apéndice 1)

r (d«v‘r- o)
T ig,.=

[}

=n,

=8

Pl 1D =8,
Toig, s 0
La simetria del estada vibracicnal ks, de acuerds a (11.3.5)

A eN oFf of
s © 0y 4

En 1a tabla (IT1.&)

simetrias vibracicuales.

=6

E

se resumun los resultades del caleule de

[ri——
50 Ty 00 fren viea 1w Ties s
e Lele Lol aTlnlalo o
Wi e e Je ol ol elalw
af ol ele Jal al aflals
o e o ad ol ol i
o[ e [ el ol Lal sl ol efe
Tavla ar. 6 lado de los estedos do la

molécula Ni_.
s

A pactir de la cl

wvibracionale:

pures,

sificacién de loe esades rotacionales y
puede proceder

@ la clasificacion de log

eolados rovibracionales sn forma inasdiata.

liae adelonte parsmetrizarcncs el desdoblamiento de los



niveles rovibracionales en funcién de los numercs cusnticos de la
base rigida. Para elle se requiere utilizar la informacién
experimental a través de un calcule de penetracién de barrera
£121, lo cual implica fijar el estade vibracionmal. Elegimos
primero el estado (0 1 0 0) gque es totalmente siméirico y que se

1

manifiesta experimentalmente a wna energlfa de 950 cm ' Yvéase

figura (IT.3)).A continuacién etiquetancs F . en una
configuracién electrénica botalmente simétrica [181, vy en el
estado vibracional (0 1 0 0). La Tigura 11,7 da el
correspondiente espectro. Nétese la diferencia entve ésta y la
figura (1.11), etiguetada con el subgrupo puntual Co.

£

rvol rrat-vib

Figura mL7. Fapeeire fovibracional do NH para

v lolatmarte

simélricas.



Inversion

En el lenguaje de Watson [381, los dos minimos estructurales de
la molécula de amoniace estan separados por un barreara de
potencial finita. En virtud de esto, la molécula oscila entre
ambas configuraciones rigidas, lo cual produce un desdoblamiento
de los niveles rovibracionales. Desde el punts de vista cuantice,
1a funcién de onda total es a todo tiempo distinta de tero-en
ambes minimos estructurales, Para describir este sistema,

proponenss el Hamiltoniana

PR NS S - 1
dande  Geflubeu] , con el superindice etiquetands el
minime estructural, BT (la operacién de inversion en Giz) puede
interpretarse come @l operader de penetracién de barrera y el
parimetro p es una funcin invariante de los numercs cudnbicos de
la base rigida. :

Las seluciones del Haniltonianc Ho son preductos de pelincmios
de Hermite por las D smi6 ¢ 3 de Wigne
se dencmina la base rigida. Estas soluciones corresponden al case

» ¥ comstituyen lo gue

de barrera infinita {(p = 0). Les elementos de mabriz del
Hamilsoniane (11.4.3) $e pueden encontrar en la bage rigida

conpuesta por los estades

13kmos] v rakmel, s dunde:

I, ky m oy v Son ntmercs cudnticos rotacienles y vibracionales
rospectivamente £131, T dencta la"R.1. en el grupc rigide de la
motécula v los subindices indican el isémerc estructural,

Utili
cenmutadores L5<7 403, se puede mostr
G, 1 1=0 ,
por 1o que el grupo de simebria de: Hamiltoniano propuesto as

o 165 @ouacion (11.4.3) y propiedades de los

ar - que

1 grupo completn de permbacionss ¢ jnversiones de los nuclscs



Comenzamos analizando el desdoblamineto de los niveles rigidos
ne degenerades (véase figura II.7) de simetrfas A4 y Az,

Caso Ad.

Los elementos da matriz del Hamiltordaro (II.4.3) en 1la base
generan la matriz

» ven (I1.4.4)

cuyos eigenvalores son A = Eo + p y Az = Eo - p. Los
eigenvectares, en la base risida, asociades a Aty Az son (1 1) v
{1 ~1) respectivamente; esto muestra que los niveles se desdoblan
en dobletes.

Por otra parte, nuestro eropésito es stiqustar a los niveles
desdoblados con las R.I. del srupo de simetrfa del Hamiltcniano
no-rigido Gez % psh , para lo cual se requiere analizar el
comportamiento de los eigenvactores ante las operaciones de Gz,
A partir de la accién de los operadaras de Gsz, es facil
verificar gue el vector propic (1 1) es la bass de la

represantacion A[Y de Guz, mientras aue (1 -1) geners ALY
Estos resultades permiten etiqustar los nivelss del sspectra
ne-riqide, provenientes del nivel rigido A la figura (I1.8)
muestra estos resultadosz.

wangia,

A

[

.
te-p (e -1)

flgura ar. e

Cazo Az,
Realizando un procedimientc entéramente andloge al anterior,
pero utilizando la baze



se ercuentra una matriz Guyos eigervalores, eigervectores v

simetria , en Gi2, se resumen en la figura (II.9)

o
LYY “voA

figura af. o

caso &

Evaluamos ahora los elementos
de watriz del Hamiltoniano no rigide en la base
dorde la notacién ez tal que dentro del ket denctamos la
companente de los estados
ket

simetria

E del grupe rigido v el ndmerc de
doblenznte degenerados, miertras que el ndmerc fuera de cada
denota el minimo estructural. La matriz resultante es de la forma

e r . °

v los eigenvectores y eigenvalores que se ancuentran al

disgonalizarla zon, respectivanente,

L T T

Mztap Bz (o0 1 -9

(424 oo
(o o <Ay e (I1.4.5)

Para encontrar la simetrfa de loz eigervalores degenerados en

58



G1z X D3h , es necesario recordar que los elementos de Gepin
estin forpados por permutaciones e inversiones. Identificaremos
entonces a las operacionss del arupe rfgido, Cav (R), como
rotaciones equivalentes. Esto permite expresar a los elementos
del orupo camo el producto de una rotacién equivalente” por un
operador de penetracién. Pussto due conocemos la accidn de las
rotaciones equivalentes (ecuaciones (I1.9.3) v (IL.8.4)) v de los
operadores de penetracién scbre las funcionez del rotor sihétrico
» es posible encontrar la representacidn de Giz que generan los
eigenvectores degenerades.

De este modo encontramos que la representa generada por los
vectores ri v rz de la ecuacién (I1.4.8) es E” , nientras due
rsy re seneran E” . Presentanos el resunen de los  resultados

obtenidos, en la figura (1I.10).

aneauih
€.
=1
Al
g
© (333 Ay
-
. AL .
0
3 torp
et figura (. 103

8.~ En lo tebla 4K 3 se dan loa rotaciones squivalentes del

de la molécula Al

a_.
lepin



El método aue hemos utilizado reproduce un importante teorema
de la teorfa de representaciones inducidas, conocide como Tecrema
de Frobenius (10,48,54,561. Para enunciar este teorema (que no
demostramos), es necesaric introducir alounos conceptes de la
teoria de grupos finitos acerca de la subduccién e induccidn de
representacicnes.,

Sea Mt una R.I. de un grupo G, (Ti(g)}, con 9 & G, 5i H es un
subarupa de G, los elementos I'ith), donde h £ H, constituyen una
representacién, en general reducible, de H que se conoce como la
representacién subducida por Ti , que denotaremos por x (en &

H.

Por otra parte, si ¢j es una R.I. del suboruro H realizada
sobre un espacio Re, es posible generar Una representacién ¥ de
+amRo,
donde 9l € G, es un generador de la i-ésima clase lateral de 6.

6, realizada sobre el espacic R = Ro + giRa + @aRo +

La reprazentacidn ¥ es en general reducible y se canoce camo la
representacién inducida por @ (en H B
Podemos ahora enunciar el famosa teorems de recipracidad de
Frabenius®  La representacién ¥ dal arupc G, inducida por las
R.I. ¢ dal subarupo H, contiens cada R.I. Tt de @ tantas veces
como ¢t s contenida en la representacién y subducida por .
A partir de nuetsro método de ardlisis para el amoniaco,
Podemos verificar que en Cav  Dsh se satisface este teorema.
Es posible mostrar de huestre andlisiz, qus el srupo completa
de permutaciones e inverciones Giz, pusde ser escrito coma un
producto semidirects (101 de la forna
GrIdan:1 @ Cyy , N
aue pademos escribir como
Guz G @ Ga
donde @p es el arupo de peretraciones y Gm es el grure rigido.
Este es un resultado importante puesto due, de las propiedades

9.~ vbase demostracién en la Referencia (101.



del producto gemidirecto, Gp ez un subgrupo invariante. Si en el
casc gereral de moléculas no rigidas, el subgrupc invariante
ceincidiera con el grupo de penetraciones, se generarfa una forma
Sistematica de construir arupos de simetrfia de moléculas no
rigidas. Por otra parte, si toda grupo de simetrfa (no rigida)
Puede ser escrito come un Producto semidirecto del tipo anterior,
Gm &z un arupo factor. Esperamos que estos resultados justifiquen
matemdticamente el hecho de que los niveles no rigidos presérven
informacidn de los niveles rfaidos, lo cual se manifiesta a
través de la eleccién de fases. Por otro lado, este resultado
Parece indicar una posible coneccidn entre el esquema flzico de
simetr{as verdaderas de Bunker, y el método  de la Teoria de
Representaciones Inducidas de Altmann. En el siguiente capitulo
analizamos un casoe més aereral, donde veremos que se verifica la
forma (II.4.3.) para el arupc ro rigido de la molécula.

Para finalizar este capftulo, encontraremos la dependencia
funciomal de) parfmetre con loz ndmeros cuénticos de la base
riaida. Describiremos de manera breve el procedimienta propuesto
por Fermi 1121 v evaluaremss la magnitud del desdoblamiento para
el estado vibracional ( 0 1 0 2 ) fijo.

El procedimientc aproxima a 1a molécula de amoniaco come una
molécula diatémica (véase la figura II.11)

.-
;
j@ @ 0}

flgura 1544
tas dos configuracicnes qua resultan de irvertir las particulas

de la figura (I1.11.b) dan origen a un potencial de doble
oscilador como el que aparece en la figura (I1.12)%



T
"
l

13
figura ar, a2, .

Si ze wodela la altura de barrera como una pardbola de altura p,
es posible escribir la ecuacidm matemitica de ésta como
9ry = p- (") ¥

Elegimos ahora el estado vibracional pura ( 0 1 0 0 ) cuya
cabeza de banda se encuentra alredador de los 950 cm™ y presenta
un desdoblamiento en dobletes de 33 cm™l. Llamaremos a este
desdoblaniento p.

Con la forna de la barrera dada par 9(x) es posible hacer un
céleulo de penetracidn de barrera [39], el cual produce el

resultada f EV"L_.‘__M j_iﬁr’"‘
=¥

donde » es el valor de la frecuercia de cabeza de banda
vibracicnal y o 1a magnitud de la separacién entre los nivales
del doblete de dicha cabeza de banda. Da la scuacidén (I1.4.11) es
posible calcular las alturas de barrera evaluande la integral v
sustituyend valores experimantalss para p v b

Para evaluar los desdoblamientos rotacionales, alrededor del
astado vibracional ( 0 1 0 0 ) fijo, calculamos los momentos de
inercia como funcicnes de la ‘distahc)a x entre el Atomo de
nitréserc y el planc de los hidrégenos. Introduciéndolos a la
férmula explicita de la enerafa rotacicnal del rotor simétrico

(5
XSS NN PN N P
L[ (e

v desarrcllando en serie el lads derecho en funcién de x, es

W =

Posible, cortando la serie en los términos cuadraticos, enmontrar
uni correccién a la energia vibracional. Si se toms an cuenta
esta correccién para rezlizar el cileulo de penetracidn de



barreras se tiena b
Yl W L3040 - 1T -xY) " dy
-‘[aw‘m K-\. o 4 A OISR e

dw-ve ' ¥ ;

donde 6v es el desdoblamiento en las bandas rotacionales; v
corresporde a la banda vibracional elegida, v el seaunde sumando
dentro del radical corresponde a la correccidn de la energfa
producia por la deformacién de la pirémide como funcién de 'x.
Resolviendo la integral y sustituyendoe v de la ecuscién
(I1.4.11), se encuentra

SVe = 33 - 0. 083[Ja+1)- K]

C(IL4.1D
Esta férmula cuyas unidades son cn™ , parmite evaluar los
desdoblamientos de niveles rotacionales en el fundamental ( 0 1 0
0 ) para todo valor de J y k. Nétese aue el lade derecho de
(I1.4.12) es funcién de ndneres cusnticos de la base riaida.
Utilizands (II.4.12), se pusden evaluar los desdoblanientos del
espectro que sparece en la figura (IL.10)3 los resultados que
presentamos en la fiaura (I1.12) coinciden a buera aprostimacidn
con &l cdlcule mas detallado.de Bunker [S71.
e

5 we L - a2
I=1
A
[ A KON T
Al
tf 300 ke A T aen
Figura I1.42

Para parametrizar p en general, es necesaric extendsr estos
calculos para encontrar su dependencia de los ndmercs cusnticos
vibracicnales de la base rigida, 1o que no haremcs aqui.

En =l siguiente capltulo corsiderames el caso gereral de
maltiples grados de libertad internos e ilustramos el formalismo



mediante la molécula de etileno.



Capitéle III.

Flanteamiento del pecblema gemeral de no rigidez en moléculas

cen maltiples grados de libertad internos. Aplicacidn a etileno.

El tratamiento presentade en el capitulo anterior para el

estudic de la melécula de amontace, ejenplifica la manera en la

cual pueden ser estudiades los fenémeros de no rigider en

meléculas con un grade de libertad interne. Por otra parte, la

Teoria de Grupos permite clagificar.1és niveles de especiros no
rigides. Berry [351 ha propussts una forina sistemabica pare
congtruir los grupes de sinetria. de las moléculas no rigidas con
un grade de’ libertad: internds; qus consiste en tomar los
cperaderes de penetracién B’y generar coh sus potencias un grupe
abeliano de orden dos, que denominaremcs grupe de penetraciones
Ge. T

El grupe de simetria de la solécula me rigida estard
constituldo por G(R) (el grupo rigide ) y por las clases
laterales de éste con los elementos da Bp. Para este caso Go
siempre es un Eubgrups invariante [331. Verencs a través del
problens del etilenc, que en el caso general de gue la molécula
pusea mas de un grade de libertad internc, BIR) pucde o ser un
subgrupe invaridnte. La construccisn del grupe de simetrla del
Hamiltonian en este case se discube a conlinuacién.

Estudiarenos el problema con varios grados dé liberbed a braves

de un miemplo, gie dencminarente la doble’ Hransposicién
intramolecular de les onlaces cerbono~hidrédgene, en la molérula
de ebileno. La razon de ssta denominscisn proviens de la
similibud con laz transposiciones de iones carbenio en Quisica

Organice [58,591. Fste ejemple em de interés académico, ya gue

las harreras de potencial invelucradas hacen incbservables

experinentalmente a los dusdoblamienlos

Las transposiciones fue nos interesen pusden ser descritas



cuanticamente en términos de permutaciones de Atomos de

hidrégens. En la figura (III.1) se han etiquetade los atomos de

hidrégenc y carbone con la finalidad de diferenciar entre si las

estructuras (19, (I1), (III), (IV); cada una de #llas pueda ser

obtenida de las otras aplicande permubaciones adecuadamente.
Desde el punto de vista fisico esas permutaciones representan
transposiciones intrameleculares de hidrégenos

3N, ;
cu = €0
’ S
cula en la cual e han etiquetado los &tomos,

Las tranposiciones esludiadas sen las U, UID y avi a las

N
W e
Figura QL B Molé

que so laga mediante las permulaciones (3, 261 y UM,

En el analisis que realizaremc:
liber
&

awl o

ilens, los grades de

ciones de los

ad internos seran preci
mos de hidrégens. En

amente cobas traspo
logia al case del amoniacw, podens
representar ests problems cono wne de cuabre afnines

estructurales
de vibra

n

tvéase la Tigura (171.2)
n rotacion.

en el espacic fase (591

Figura (11 2) Representacién pictérica do los cualro minimos
estructurales @, an, QI y Gv) de la molécula de otilonc.
Para ol caso de barreras infinitas existe degeneracion

estructural de orden cuatro,



£]1 Hamiltoniano rigide se expresa en este casc como

i..% { B W ol H‘.“"} bea(IT1.1)

y el grupe de simetria de éste esta constitutdo por lab
robacicnes rigidas de la molécula de etilena, es decir,

etz (e, onen, onanug , o mum} .
For otro lade, el Hamiltoniane general no rigido, es de la

forma

Wb planaung o ¢ fmaay RT3

donde oy ©° =on parametros (que dependen de los ntmeros

cugntices de la bage rigida) mientras que (13), (24) y (13)(24)

sun operadores de penstracion que conectan minimes estructurales

v gue forman entra si un grupo abeliane

Gr = (€, 00, 0a), onaw}
El parametro asociade al cperadm- (13)(24) en (II11.2) es p° ,
debide’ a que corresponde & la doble penetracion de barrera entre

minimos estructurales no vecines.

El grupe ‘de ‘simebris del Hemiltouiano (I11.,2) se encuentra

tomande las clases laterales de B(R) con los elementus de Gp.
Estu genera el siguiente grupe de orden dieciseis
G MYz Gre = G 4 €30 b * C24) b + 0300240 be Lol (IT1.3)

Hétese la diferencia enfre Ya construccidn de stz grupe respecto
al mélodo de Berry (5] gue se discuble antericormente. :
La separacion en clases de (111.3) resulia ser

| N 2 L, am) N
Cazfcam, waan} ts = [vaun, man}
¥y = {wiaa} ' bz {0} )



Ty = (oamy s, Cunsa} Ca: {omse, casal

Ly [emanso} , tus {onoa so}

de donde es clare que {(13)(24)} = Ba y {(13), (24)} = e
constituyen clases completas de Gis, de donde

i, G161 = 0 , T8
1o que confirme que Gis es el grupo de simetria del Hamiltoniano
no rigido.

Se puede mostrar que B(R) y Gio son isomérfices a los grupos

puntuales Czv y Dewespectivamente, por lo que hacemes la
identificacidn:

GERYe Coy (M) ¥ Gy s Gig = Dgn (m) |

ba el

Este problema, con cuabro minimos esiructurales pres
case de diferentes v

dif

aciones del grupe rigide p

rentes jvdneras

estructurales. EspociTicamente, los minimos

(1) v (TV) tisaen come grupe de siuctria rigida xl comjunte

G

mientras que para los afnimos (F1) y (III) el comjunte

= L, wnan, tsanea , onaneal

)
G = {E, van, tyaaue , e el

es &) grupe de simebria rigida. Pue e i

o que les grupes 8% y B

mérficos entre si e isomérficos al grupa’puntual Czv, su

de carac es 1a siguiente

P 6 | %l Cyivieade Re 4 R, /T
N 1 4 . B
A . 1 1 -1 -1
5 4 -1 1 -1
N 1 R -1 1

etiquetadu del espectro s ovibracional rigide de

atilenc, se have una pe

simacion tipa roter rigido-escilader
ArmGaten.,

4 analegle con el orabemiento del cepliule I1, pare el

stieriaco, etigustancs los miveleo rotacivnales v vibracicnales




por separade. El producte directo entre éstos da la simetria del

espectro rovibracienal, rigide.

Vibraciones

Consideramos exclusivamente las tensiones de los enlaces C-H en
1a molécula (C2He). Esto se ilustra en la figura 111.3, donde
las cuales
generan la representacién reducible (4,70, 0, 0) del grupo

aparecen las coordenadas dnbernas ri, vz, ray ré,

Czvit). Ello se deriva de las prapiedades de transformacion de
las coordenadas internas ante las cperaciones de Czv(M) , tabla’
111,14, . .

Figura 111, 3 coordenadas intornas en elilena.

RN

S amnaten § onaae

S MmN enaw o 0 )isy

LR ETEEN e
“la e YT

.’l s Ta,¥a ., Ta, Ty
K K et T,

Tablo 111, 1 Tranformacion de las coordenadas internas du tonain

@ o
arte lau operaciones rigidos de los grupos 9,% v @l La

reprosontacion reducible que goreran ¢s W, ©, @, O).

Haciende uso de las férmulas g reduccidn de reprosentacicnes,

apéndice A1, se encuentra que 1a representacion (4,0,0,0) se

reduce &

(4,0,0,0) = A, ® M ® B, © B, ?

pur lo que las conrdenadas normales de tersion se transforman



SAL TR, T8 T

.,

gue dan lugar a los cuatro numeros cusnticos de tensién (vi, vz,
va, va) que etiquetan las vibracienes C-H. Los modes
fundamentales de vibracién scn entonces .

G o e ay T 6o ) =

te v o T =
(90,00, %, 00) ‘ ° st
Tlooiey: o,

(6 & a1t} T o ooz B

cuya erergia en apreximacién de cscilador arménice [243 es:

Weo = b [¥ 000 vy (B0 4 W8) & Vs (0 4 9a) 4 V4 (Va2 )]
Consideraremos ahora la banda rotecional a

asociada al estado
vibraciunal cerresperdicnte

medo Tundamental (1 0 0 0), que es

totaimente sinébrico
Robaciones
Les momentos de inercia del ebilenn,

1a Figura (ITL.5). sun

Do = (Mt ) [B2me vt W, cont

en el sietema derecho de

f o4 tuemumt ¥, cos'e]
Iy = Tus e hma (T3 ot )
12 = Al Lmuwt v}, core/m2} !

\]

v

Figura a1 m Molézula do etilend 1ijs on un sistema derecho,



Puesto que la masa de m es pequsiia comparada con el valor de
Iyy , podencs considerar la aproximacién Ik = Iyy , en la que el
etileno se comporta como un trompo simétrice oblato. El
eliquetads de los niveles rotacionales es pues andloge al del
amoniaco. Aplicands rotaciones equivalentes a las funcicnes

encotiamo:

a pargir de la tabla de caracteres do Czv(iD), 1la

simetria que se indica en la tabla (I11.2)

M 3 Tea.
- A

o [ ~

n re A

ey a8,

Tabla mI1.2) Eliquetado de Las funciones de onda rotacionales

ante el grupe rigide G, 0.



Puesto que se ha escogido el estado vibracional (1 0 0 0J, cuya
simetria rfgida es A1, el espectro rovibracicnal puade
encontrarse de maners directa tomando el producte directo

Trot ® As , lo que se ilustra en la figura (III.6)

ke LY.L}
. et LT

a0 A

e LY
39

o —
e ke A

Flgura (L. © Eliquelado, con el  grupo  rlgido, de los

rovibracionalet de  etileno.  Para el fundamental

nive

vibraclonal @ © © 0) totalmente simétrico.

Fara el tratamierto dal etilero como meolécula no-rigida. capaz
de tener penetracién de barrera entre sus 4 minimos
estructurales, tomamos entonces la base

[ELEEON
1R wm ooy,
13w 0y,

3% R L (IIT.S)




para diagonalizar el Hamiltoniano (II1.2). Dado que en al caso
rigido (i.e. barreras infinitas) cada unc de los vectores de
estado de la ecuacién (III.5) se encuentran en espacios
separades, exigimos que estos sean mutuamente ortogenales. Es
decir

3R m 0|3 RmMOY = 3y Sk S doro

A continuacién estudisremos el fendmenc del desdoblamiento de los
niveles rigidos del etileno, cuando ccurren las transposicibnes.
intramoleculares de &tomo0s de hidrégero. Analizamos
exclusivamante los niveles con J = 0 vy J = 1 de la tabla (II1.6).
Para simplificar la discusién, escogimes un estada vibracional
totalmente simétrico, ya que como es sabido
reasr,

para cualquier simetrfa I . Las otras simetrfas vibracionales
pueden analizarse en forma anilaga.

La accién de los operadores de penskracidn scbre los vectores
de la base rigida ez en general:

(3)13Kkmoy= BRmoy,

(24) [3Rm oy = 13Rmuy, R
U3z 3msy = 1TRm 0y, s eed (TIL6)

de donde podemos construir la matriz del Hamiltoniano en la basa
(II1.5), para cada una de las simetrias del grupo rigido.
Encontramos_entonces la matriz
h
Eo P [4 3
P Eo PP
e [ €. P
[ [4 £o
cuyos eigenvalores y eigenvectoras son respectivamente:
Goaatept (1 v ) ] €avzp.pr (o= =t) N
o-P* {0 -1 10} -
te-? Y e, Eo-f (o -liedy O oo,

Ees2l-pt (4 oy

R L ) )



Para etiquetar los niveles desdoblados del espectra no rigido,

correspondientas a los eigenvalores de las matrices, se analiza el
comportamiento de los eigenvectores respectivos frente a las
operaciones del arupo no rigido en la forma como se explicé en el
capitulo anterior.. La representacién irreducible que generan da
la simetr{a de dichos estados.
Lcs resultade se resumen en la  fisura (II1.7). Nétese que- la
inclusién del término ® [(13)(24)] no produce efecto aleunc en
cuanto & la simetrfa resultante en Deh. Ya que los valores de p
serén en general muy pequefios, este término podria despreciarse,
lo que implica fisicamente que la conexién entre  minimos
estructurales por doble penetracién de barrera se considera nulo.

LSS
(er- )
L ]

Flgura NI 7  biagrama de do energfa de la
molécula de  etilenc. ‘En la columna de la isquierda apar los
nGmeros  cudnticos  rotacional ol estado  vibracienal
totalmente simétriced y  loa  niveles rigidos  etiquetados con
G, (0. Las columnas de la derecha represenion el camo no  rfgide

para los Homiltoniano B = H + pm + @ + p° cam@en y
HEH + p cm o+ 2. Lo nivelss no rigidos  estn
etiquetados con D .

Aralizando la correlacién entre los grupos puntuales Deh y Cav



podemos ver de la fiaura (II1.7) que nuestro métode reproduce de
nueve el Teorema de Froberius.

s



IV) CONCLUSIONES.

En =l presente trabaio se ha llevade a cabo una revisién de los
métodos tradicionales de clasificacién 'y andlisis de espectros
moleculares utilizando las técnicas de Teorfa de Grupes, tanto
desde el punto de vista de los grupos puntuales coma de las
simetrfas del Hamiltoniano Molscular (Gepim. También se popone
aquf una metodologia para el estudic de espectros de  maléculas
no-r{gidas, basada en las teorfas de Longett-Higains, Bunker vy
otros, que tiene la ventaja de representar un anilisis de
naturaleza cuntica, a diferencia de lcs métodes semiclasicos
utilizados tradicicnalmente. En este formalismo se parametriza la
amplitud de penetracién de barreras entre los minimes
estructurales a través de operadores invariantes ante  las
operacicnes del gruro de simetrfa complete de la molécula,
abteniéndose de esta manera  los  desdoblamientes  de  las
cigenestados del sistems rfaido en funcidn de dichos cperadores.
Este procedimiento  permite a su vez generar los eigenestados de
la simetria completa en la base rigida, verificandose
explicitamente 2l "Teorema de Correlacidn” de representaciones,
basada en el Teorema de Frobenius para representacicnes inducidas.

A pesar de que en principio se ha lograde analizar e forma
completa el espectro de rotacién-vibracién en NHas vy CaHe, es
importante seMalar que dos aspectos de este método reauieren  un
exénen mAs profunds.

Estos sont )

&) La descripcidn general de los parémetros de  peretracidn  de
barrera , en términcs de 10 nGmeras cusnticos de la bass rigida
utilizada en la diagonalizacién del Hamiltoniano no-rigide. Una
pergpectiva viable para el tratamiento de este problema consiste
en la descripcién de los momentos de inercia melculares como
funcién de los mrados de libertad internos, en forms similar aue
en los trasbajoz de Hersbach y Laurie [61]1, v la realizacién d=
chlculos de penstracién de barrera tiro Fermi [12).

B) La relacién qus existe entre este tréamiento v 1a Teorfa de
Representacionzs Inducidas [10]. El trabajo de Altmann (10) sobre



Froductas semidirectes en la descripcién de moléculas no-rigidas
representa un posible camino en esta direccién.

Las perspectivas futurss de este trabajo pueden ser amplias,
Puesto que los fendmenos estudiados por la espectroscopla Laser
162] parecen presentar una estrecha relacidn con los fendmenos de
no-rigidez en moléculas. En general, es importante investisar la
relacién que existe entra la induccién de grupos discretos con
los fenémenos cbservades en la excitacién Laser, mediante el
andlisis de problemas espec{ficoz que incluyan el estudio d& los

pesos estadi{sticos de espines nucleares y electrdnicos [63).
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Apéndice T . WLOTE

En este apéndice daremcs ampliaremos algunos de los conceptos
introducidos en el texto, haciendo una revisidn breve de la Teorfa
de Gruros finitos. Las demostraciones som omitidas y pueden ser
consultadas en la literatura [ 1.

La definicién matemdtica de srupo estd dada sn forma abstracta .
Decimos que cualquier estructura algebraica (en la cugl estd
definida un operacidn) aue sstisface las propiedades: .

a) Existencia de idéntice,

b) Existencia de inverso,

c) Ley de cerradura,

d) Ley Asociativa,
forma un aruro.

8e conoce como el orden del grupo, al nimero total de elementos
de éste.

La coreccién aue existe entre la Teor{a de Gruros abstracta v
los problemas de la Fisicoquimica y Ruimica, surge del hecho que
las operaciones de simetrfa puntual, aue consideran a  las
moléculas como cuerpos geométrices risides, forman entre si un
arupo ante el Producta de operaciones de simetria Puntual. Por
otra lade, las permutaciones, ante el producte de permutaciones,
forman un grupe conoside coma el arupe simétrico (331, Es  Facil
notar que la identidad v la invarsidn farman entre S un arupc.

8i los elementos del arupa conmutan entre si, ante 1a ley ds
composicién definida en este, el grupo se daremina Abeliana.

En general podenos decir que dos arupos G y G' son izomérficos.
Si cada Uno de =us elamentos pusden ser puestes en correspendencia
uno & uno v dicha correspondencia se preserva bajo la ley de
composicién, Denctaremos el isomorfismo entre ambos @rupos como

Definimos a un subarupa H de G , come el conjuntc de  elementos
del grupo G que satisfacen las propiedades de ogrupos definidas
anteriormente,

A partir da la definicién de subgrupo se pueden introducir des
importantes Teorenaz, éstos son:

a)Teoredma de Cayley: Todo grupo G de orden n es isomdrfico a us



=ubarupo del grupc simétrice Sn.

b) Teorema de Lagrange: " El ordsn de un subgrupo (de alatn
arupo finito) es Bun divisor del orden del arupo".

Una consecuencia inmediata del Teorema de Lagranse es aue el
erupo G puede reconstruirse, a partir del subarupo H, tomanda
Productos de la forma

GzW40H+ - pOH 1)

donde a1, & son elementos de G pero no pertenscen  al

subgrupe. A los productos de la ecuacidn (1) se los conoce como
clases laterales izquierdas , mientras quz a los productes del
tipo Haj se los denomina clases laterales derechas.

Elementos conjugades v clases.

Si &, b, ¢ son elementos de Un @rupo v ocurre que aba se dice

entonces que b y c son elemsntos conjugados. Por ctra parte, el
canjunto de elementos comjugados en un Grupc Se conccen como  una
clase del grupo.

Subaruros Invariantes:

Sea a elementos de G vy G H
£i &l subarupo H satisface qua

aHa'=H

entonces H s un subgrupo invariante de G, es decir sus clases
laterales izquierdas y derechas son idénticas o bien H contiens
clases completas del arupc.

Producte Directo. Un grupo @ es un  producte dDirecto de sus
subgrupos Hi, H2, ..., Hn si :
alLos slementos de los difarentes subarupos commutan.
b) Todo elemento de G es expresable en una ¥ sola una forma como

9 = bt haeaihin .

donde

Wi €H, , Wi €Hay ooy hu bty
Producteos Semidira‘chns: Si @p y @s son subarupos del grupo Gy
adenss Gp es un subgrupo invariante de B, entonces el producte

Ge @ Gs

se denomina semidirecte. Es importante recordar que el orden se
Preserva, es decir el producto no es cormutative. Un  ejemplo de

esto ez



como 1a identidad e inversién conmjtan con cualqwuier operador,
Puede ser considarado un producto semidirecto.

Representacionss.

Supongamos que el operador H(x) es el Hamiltonisno de un sistena

fisico, y sus eigenfuncichnes y (%) satisfacen N
Hp) = EP

Supongamos ademds que H(x) es un invariante bajo un grupe de

operaciones fisicas (ver Notas de Teorfa de Grupos de Elpidio
Chacén, Instituto de Fisica)

(R , por lo tantc P H = H Pa

luego W Pr&q')) - E @Pa ¥ )

Suponaanos due el eigenvalor E de la ecuacisn anterior es
desenerada v tiene una multiplicidad finita igual a 1. Sean
las 1 eigenfuncicnes de H linealmante independientes ascciadas al
eigenvalor E. La ecuacidn antericr nos dice que e
tanbiér eigenfuncién de H ascciada &l eigenvalor E, por lo tanto
debe ser una combninacién lineal dz Wi, W, - 0
e W (8) = F Dic (R) W (m

Una relacién aniloga se pusde escribir para cada valor de
entoncas los cosficientes ruméricos D ig (R) pusden visuslizerse
coma las compongntes de una matriz D(R) de dimencsién 1xl.

El conjunto de matrices D(R) de dimansién Ixl, definidas por 1la
ecuacidn anterior inmediata se llama una representacién del arupe
(R, 1 es la dimensién de 1a representacién v se dice que las 1)
eigenfunciones  \WPe, Wi, -, PR independientes
asociadss al eigenvalor degenerado E, constituyen una base para la
representacién del arupo de simetria del Hamiltonianc.

La traza de la representacién se connce como el caracter de la
representacién. Los caracteres de diferentes clases de un  grupo,
satisfacen ciertas relacicnes de ortosoralidad conocidas  en
Quinica como Teorema de Gram Ortogonalidad. Daremos un  resultada



. s
muy importanvte de este Teorema v es la férmula de reduccién de
grupos dads por Y
3G tr) YR
wmy =45 2P X *w)
donde m es un entero que da el ndmero de veces due  un
representacidn irreducible estd contenida en otra reducible, g es
el orden del grupc grande. La suma va scbre clases del grupo v

2(R) son car de repr que pueden ser reducibles
o irreducibles.

Una representacién es irreducible cuando lac matrices asociadas
& sus clases no pueden ser escritas como sumas directas.

Para ejenplificar la reduccién resolvemes u problema de  interés
en esta tesis, esta es la reduccién de la representyacién
reducible genarada por la base de las coordenadss internas de la
molécula de agua (ver figura)

Wiam By
La representacién generada es (3,1,1,3) vy la tabla de caracteres
del grupo puntual de Hzl (Czv) es

(av e Cz Oy Fx

. . i
(it + w0+ O x.;}‘
PUSIER {m L-?(7)+

) . (I)(_l)‘(‘lk)".‘.}l](jl)(ﬂ):I

"

g s ¥ L w07 w0

WA, = M O



entoncez la representacién (3,1,1,3) es reducible v su reduccién
es
1A @B

Vibraciones Moleculares.

Hemos visto en el textc que la aproximacién de pequeNas
oscilaciones hace una descripcidn de la dindmica en funcién de
coordensdas de simetrfa o de coordenadas  internas,  ambas
aproximacicnes pueden ponerse en correspondencia directa con el
Potencial cuadrétice v= (7 /,9.314\,,,4- va que son relacionsdas
por transformaciones lineales. Lo

Si se encuentran los eigenvectores de la matriz secular,
encontrada en el andlisis de pequeMas oscilaciones, y se analizan
sus propiedades de transformacién frente a las operaciores del
arupo puntual , e encontrars que estas portan las etiguetas
de las representaciones irreducibles del garupo, dadas por la
reduccidénh de la representacién reducible de las coordenadas
internas



Apendice 11

A) Furciones de espin electrénico

FPara funciones de muchos electrones, una base apropiada de funcicnes
de espin electrénico consistirfa en todos los preductos de furciores a
v @ para los electrones individuales, éstas funciones son de la farma

a = {t/z, 1/2 > 3 pEz, -u FRRT 23}
Fara moléculaz con cuatro electroras tendremos
o =o, =a =a, = |1/2,1/2> vy B, =p =8, = p, = |1/2m1r25
Estas funciones dan orfgen a los siguiantes dieciseis productos
oo a o
1% %%
0081 a e a; o a0 Ba0g0,
0B 00 o BB Ba,0 s & BB Ba,Bo i B a0,
BB BB, 6 B o BB o B BA,
B,B,0,8, .

cee (A ILD)

En general, £i n es el ndmerc de slectrones que tiene la  molécula.

Se tendran 2" productos de funcicnes. Tomamee éstes come base  Para

ercortrar las funciones propias de H . Sabemos que los  elamentos  de

8i" cermutan con dicho Mamiltomiaro, por lo tanto 1as representaciones
irreducibles de §(*' rcs serviran para etiquetar los 2% productes  de
funciones que aparecen en la ecuscidn (A.IL2).

For otrc lade, 1x accidn de les elementes de §,°) scbre lss  2*
funcicres base gererard  una representacidn reducible - del grupo
cimétrico 8%, lu cual puede raducirse con los métodos generales  de
reduccién de  representacicres ©(Z0)iPostericrmente  ze . utilizan

provectores  adecusdos  para - encont combiraciores  lireales de

ria ‘de las  representaciores
nta s totalmente andlogo  podrd

funcieres base que rorten laiie:
irreducibles de S;” . Un. procedimi

hacerse con las funcicnes de.esplnnuclesr v los productos de stas.

Veremes como se camportan 1as funcicnes de la ecuacidp (A.TL2) ante —>
las operaciones dal arupc, §.. Es, fACil'Ver que taqntc caea come  AAAR, —

generaran la representzcisn I, frente a las cperacionss del  grupo
Fuesto que




ao o as oo a o
E!l!ul 12 8 &

UDaa a0 aaaa . .

La tabla (A.IL1) muestra

irreducibles del arupc i -

los caracteres de las representacicnes

S T

A 4 E .
L. 4 - a -1 1
T 1 © -1 ° a .
kN 3 4 ° -1 -1
N T 3 i N A -

Tabla (4. MLus Caractorea dol grupo 5.

base (A.I.2

embarac

Fara gererar 1a representacién reducible de Se con 1z

daberiancs usar las diecizeis funcicres de dicha base,  sin

reduciremcs ese problema, Benersndc und representacién dsl  arupa con

ALY, L
directa de cada wura de dstas.

cada renglér de la scuacidn & representacidn  general es

igual & 1x suma

Ejemplificaremcs el FProcedimienta con las cuatro funcieres del
sequnde renalén de (A.JLR), v pastericrmente daremos el resultada
seneral. Las propiedades de transformacién de las funciores
a0 f. aofa, afaoa. fooo0, sFarecan rasunidas en la
able (A.1.2).

IR I arge

‘aaap aafa

aafla aaaf
afaa Baaa
Baaa afaa afaa afaa afaa
xRI= 4 z 1 o [
Tabla L. a ' v a e

“bose™ doda por sl megunds renglén de

La representacién ssnerads por

& lo siguierte

Fred

[ .

1o ecuacitn .12,

las furcicres base anteriores se reduce

FIRNTIS 1 &31



ésta repressntacién coincidirs con aquella proveniente de intercambiar
o por B en la tabla (A.IL2). FPor ctro lado la reduccién de la
representacién generada por el conjurtc de furciores aofif, afofl, facf?
offaf3, Popa, ffas tiere la forma

Red

i=r e r e . vetAILS)

La tabla (RAL.E contienz todos los  resultados de  ruestre
rocediniento

base simetria
acaa A
sRRA r, .
axafl, axfa, afoa, faco rer,
BRAa, Pha, (ofif, AR rer,
cofifls ofiaf, offa, fiofia, fooh rerer,

Tabla (A.IL3)

Entonces 1a base de los dieciseis productos de  furciores dados  en
f@N2) . mereraran la sisuiente representacién reducida

e, g
r = Sr er exr, o AAUS)
v hemcs clasificade las furcicres de espin electrénice con &l arupo de
permutacionss electrédnicas.
Puesto que estamos trabajande con funciores de espin electrénica que
zor independientes de las coordenadas nucleares v, por ctra  lada,

sabemos que |s,m_> cor  irvariantes ante E Entcnees a y ff se

clasificaran totalm

nte simétyrica de Gepin v E respectivamerte.

B) Funciones de espin ruclear.

Las funcicres aue tendremos ahora serdn de la forma I .m >~ ‘dends

I, es el ramerc cusntice de esplr ruclear y m B S




Las funcicnes de espin
del grupe K (espacial). Par
g rdma

ABCD

a6 o

eI b

dade que m; -

«
(2I,+1) posibles funciones.
tendrian (21,+1)% productas

Para el caso general dade &

ruclear, gererarin la re
% el caso’ de una molécu

. ete,

.

Fresentacisn D%
la  corn  férmula

v (ATIL)

pars un ngcleo con espin I,  tendremcs

Luego si 1a melScula tiene

a

& rficlecs A, s

de furciones de espfn nuclear Fosibles

n 1l ecuzcién (A-T4) .

mamerc total de productcs de funciores es

o a
(2T, +1)% (21 +1)

Puesto que el valer de m depends de cuanto sea el valor de T

SIS ... etcstera

a
entonces cada una de las funcicres se puede ver come

In, Ay m, A N Ay)

ey (A my (B L

donde el efecte de una permutacién -sobre alguna de

(.

(12341 fm_.m m_ m
' "a "
4

serd clarc. Por ejemple

tendremcs aue el

(A

e LA.128)

las  funcienes

es importante Macer notar que las permutaciones que actlan  sobre  Una

determinads funcidn de espln ruclear del tipo @319}

canstante el ndnero de m,

n, . etcétera ésto coircid

. martendrs

e con el caso

arkericr de las furciches de espin electrénice, donde los rdmercs & v

8 siempre se manterdan

haya hecho.

de la  per

ahora 1a rep reducible

base (B8} 3 para ello procederemos  comc -en-

Analizaremos dos cascs que =oh de interés Para noscl

largo de este trabajo hemos

Estac sor el &oua v el anonfac

hecho  incapié en. estas
16 14
H0°%, NH

En el caso del wmua, teremcs.Un Atomo de oxfaerc .y

hidrégerc. El arupe complete de permutacicres

tacién  que  se

gererada con la
&1 purts A

ros, ya que. a lo

des i maléculas,

‘dos”Atcmos | de

ruclesres es  trivial:



terudrencs
™S es, =5,

: P
funcicnes de espin

Analizaremcs ertonces el comportamiento de las
nuclear fremte a las cperaciones del 6O  encontraremcs &
representacidn reducible generads  por
usa del proyecter; encortra

base que se transforman

ests base vy postericrmente,

moe  las  combiraEion

come  representaciores —)

mediante el
$lineales de funciores
irreducibles del arupe

Fara 2} par de protones tendremcs quer cads une tiene

esetn” del tire I, I esta es |uzead,  |ia
rroductes posibles entre sstas funcionss serdn

de simetria. en este case, S.
funciones  de

ssg>. Lo

gt g
1 2

T g
2

'
21
1
2

2 @,

1 come les resultades de 1 tabls | (Ad-4)

. R E az) .
. 108 pen f00 g2
1 2 B z
00 e 1 tzrg ey
) 2 2 2 N
g2y pen par g2
2 i H
I PRIy
xRy 4 4

Tabla  (A.14)

Farte, ‘el arupe completo de permutacichesirucleares rezultd

Fer ctra
. Entonces haramos s recuccidn de’ la repreensacién I <%=(4,2)

.
ser €.



\
sanerads por la accién de S, sobre la base de funciones de espin
nuclear IUI, nediante téznicas totalosrte similares &  las  del
apartada antericr de este apéndice. Utilizande la tabla de caracteres
del srure S, v las férmulas de reduccidn pars Srupcs se chtisne que

rl-:me B .. (A-119)

Deseanos shora construir combinaciones lineales de scusrds & la-

es decir, combinaciones simétricas y antisimébricas'. Para

elle utilizamos elfy provector y se obticre >
! (2D 12y :
e (o« 1n?) (auroe
' oy _ g
24 101 - P ] (A TOL)

4 pesr
I e

Las funciores I, 1131

1, ebvianente-generan la
represertacidn totalmerte simdtrica de S,. Serfa trivial utilizar con

ellos el provector; reescribimos rues resultades en 1's Takla
(A.ms) .. Nétese que lx columna del lade derecho en esta tabla
coimcide con la reducciém (ANL9) . lo cual hace consistentes

nuestras resultados,

Producte de funciores Simetria

. peas g ==}
P

Lo e o=
s T2

[IuIIu) ‘Imlu.;] o
s Tz 2

[Iu)IuA Iullu)] 8
e o fa T2l

Tabla (A.T1S) -

1. Puctlo que en Sste caso no tencmos representacionee mezcladas.

&



Procediendn de forma eduivalznte se Pusden encontrar para el

anonfaco los resultades aue seérecen en la Tabls (a.154}

Productc de funcicres

e
Gy
1z

a0, DBy

[ KESe St s St e ats Sr Se S A AECI |
@B, @D D, s DD,

| KESNC e St St s St Sk Sac Mt M2 25N |

peaspen e
2

SO D@D @,
|52 3t S Sats Sut St Sast Jut e Sar D2 2 1

Wy @paw
| KR ue Mk SaEERE S St 4 okl ]
2y

[z 20 .
1 Tz

@par @ _ @
[ -1 :’ 2]

Tabla (4.114)

ITHEH o peaypear
ESRE St ST MS S SR

—>

Simetria

Ty



Apéncize IT1,Rotaciones equival

€5 de importancia f 1el de ¥ s eauivalentes
ra llevar a cabo la Zlasificacién’ de las funcionss de onda
2 tacisn

F
rotacionalag. Una rotacién equivalsnte astd definida como la r
praducids por la accién de un “élamentc [dal - arupa CFIN sctwe log

Anzulnz de Eul

Existen métodos para.determinar 1as fotacicnes. esuivalantas, 3
saber: N
(D) Método secmétrico.

(I1) Método algebraica.

(I) Métoda gecmétrico.
El métcdo I requiere de un gren cuidade al trazar el esquema  cunnds

&cula, v W

ce realiza 1a eleccidn del sistema de ejes fijos en 1a
sistema fijo con origen en el Xcentro de masas.
|4

8|
2 ox

{(x ™n
3
A N
= \b'j K

Para el usc del métode I es necesaric que para 21gan  =lemsrto

da
cada clase del srupc CFIN se analice 1a accién scbre oz &nsules  Je
Euler dz diche elemento y as{' encortrar la rotacidn  eauivalent=®.
Nezotros ro utilizamos este métodeo.

(1D Método alzsbraice (I1).
Aunaue en apariencia este procedimisnte parece wAs laboricec es  ud

segurc aue el métoda I, pues no pueder olUrPir Teonfusiones de. tiE
decmétrico. Sin emberoo,’ para introducit’ este’procédimiento, =s

receeario hablar de la transformecién del Bistems paralelc al —sistems

de laboratoric (£,9,() hacia ‘el sistema de ejes fijos'en la malécula,

4 Becordar que Vs dngaler  de Euler esbin dabinidesr rerpecle a unsic
Y yaralels al eirtema 3o labosate

tema ‘Mo comrdenadar orkaganater

rio.



B
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Pada que (x,y,2) no s miz que una  rotacibn del  sistems  crigtral
&,n,0), se tiene aue una transfarmacidn artcgonal ros 1levard del une
&l ctro, es decir: .

[

dende §(0 ¢ %) e una matriz de 8xF quar nos lleva del sistems Fijo &l

nex

]=5t8¢x) €00

“ema fijo en la moldcula.

Lz forma explicita de S(0 ¢ x) aparece en el apéndice T' (Tabla T)
del likro de Wilsam (&), v es

S0 ¢ x)=
cosb cos cosx-senp semys cos® sand cosyicosp senyi  ~serd cosy

-cos@ cosg sery-send cosy: -caEd =

sanytcosp cosys  ser® seny

ser@ cosg s serf serd ; case

como £(@ ¢ ) ez ura matriz de  rotaciones, es ur matriz artegenal v
su irversa es § (es decir la matriz S transpuesta). Esta nos permite
Frear de un sistems de ccordenadas (v, al ctro sistems (£,n,0).
S1 analizance &) i-ésinc Atomo de una melécula y lo referimcs a
cualaviera de los sistemas (£,n,0) é (ty,z) se cunple:

IS irfcord - 4end SN K | ctes® corprenzo senpierX [ Feam corf ¥
_ e P4 r X ¢ Card SO0 | - Case senp sanx siwboarX [ TEnGSeag Y:
Csens cark ;  tenereax 4 oo LY
By . X .
aue en rotezién comsasts s )= 8 {e ¢ x) :_



Pedsimncs sdends hacer la siguiente asignacidn

ey vy x‘,
s e dx) = | Aen My M
My Ay Aay
En forms sxplicita, tensmas aue
Tosday Wi v dyz¥i ¢ day u

+ Aaq i

LTI Y T

FEPSTE TR W & PR SE

El zfecto de aledn &
puede verificarse util

. >
tomamos E' como elemerto del grupc CPIN, se tiene aue

er (Foymg, %) = (R ,n), %)

es decir

Te Ny %k My voa Npp T
We Nwq Yoo+ Nem Vi + MNigZe
$os Nsva e My Y 4 My

A, =€ Jjustamente el sfecto de

de la melécula schre los dnaules de Eulsr v es exactamente lo

produce las rotaciores eauivalentas.

Resclveremes ahora ur ejemplo para flustrar nuestro métoda:

comcdidud analizaremcs el casc de la molécula AR, flexicnada.

En ¢l sistems de mjes fijes de la molécula

4y) implica aue la eleccién aue b

oo la ecuacidn anterio

las creraciones del arupc de

smentc de cada ura de las clases del grurc CFIN
por ejemele,

=i

simetria
Aue

ror




I 7 un sistema derache del sistema fijo en la molécular tomamos la
distancia A-B conc r .

Las comporentes y y z de los Stomos de la molécula son

Gy -Tefens 3 Oy = Yasens A sz = O
3.,{ . .
a,y P 7 | ay=e ’ Qi = o

Para ercortrar las comporentes en x, recurrimos sl hecha de que el
[| crigen es justamente el centro de masas: entonces se cumple
T Wi

o

Imj
Imi
donde ademss por construccién de la figurs, podemcs ver que
4
A3z - Quy = Yo €5 «
! : Cona ITmi%s , tenemes
T Qiy + iwe Olax + g Cax 7O

Se tiere aue o

NERe

Cix = drex

v sustituyends se cbtiene

Usp = Yo corn 4 Qux.

- - .
Qg = - o Vo s
gdends
- mE Ime 4 my
ot Sustituyerdo ahara Qax = Qsx — Yo Core en lx misma cordicién de

Tmi Ki=o » encontrance
T

2my
= To cos
Goyp = 20 cor
" Ya hems encentrade las coordanadas de russtra wolécula  AB en el
i sistemu ds ejes fijos, =sto es:
ms
Qix - D2 T corx
T on s L B =
a, . =
2] Tz ) B2 Qiy ]
¥ a Qu 7 fo tene
(LR 4



1 . '
3 Ko+ hyr Yo 4 )1, ty-=

y finalnerte

AL Upyio

ay =0

Analicencs ahora las propisdades de transformacisn de los éngules de

Euler e la permutacidn (12)

[CONEE NV INEA I C T AU 13 P R R CTDS|

Entorices

ine  SheTa o

[ 2SR (S

De 1a primers de las ecuaciones anteriores, se obtiene

< Xrp ¥Xu € Ayr Yoo+ Xarie

Fere ss clarc aue

- - PIYAPY T
YesOix 5 YOy j 2, Tesene 3 XET0uiYeTlwi

) Ly=-Te fenx
1o cual, al sustituir enm 3= T, res da

Aay 7 Aep g — X2y = dar
Es decir

co5 @ cosrgpt cork! — sen @' SenA! = Core cosp Cos X — SEI P sen)

- sen® corg' = JenO corf !

For ctro lade, utilizandc laz igualdades JA “¥a 74 =74 .y

en las coordenadas caleuladas artericrmente

¥n T Qax = 24

To 1% ¢ Yazai <o

2a = Q32 To

cbterencs

> = Sy .
i ¥ R Axyl Axg

i
i
i
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tﬂe‘ corg’ cosX' - read' HaX' = coso cor$ fosrX "

- ren o

Esto es

corx! = - s

ne cor ¥

sead renx

sem,
Fore' Se1d' cos X' 4 corg’ TeaX' = Coro Faf carX 4 corgp SeaX

En principic, con 2sta informacidn se pusde calculsr la rotacisn

equivalente;
1 permutacisn

4

12) §0 =

es decir

sir emb

(12) scbre la coorde

wcl V.,

& corX' Ko 4 Senp X' Yodb lr&! L=

Nuevamemte, de 1

+ cor0

¥is%sGu = oy ;Y.

¥ finalmerte

Tz- 2 oz - Ve

Este nos dice que

s

ne' cosx

Cos @' =

en &

'z - feno corx

-tre

Pedriancs tener dog pocibilidades para 6:

Tenanda

entonces

O

1z prin

Sene'

Cor X!

’11-9

g0, haremcs slao mAs aGn: veremes la aecisn de

-5en® orX¥a + Sengsenx

coordenadas calculadas amberiormente, tenemos Aue

T 4e  (ar proibide puerts utel@ ¢ w)

= zen (V-@)

scos X

aue res dice que

#ne



Existen tanbién dos positilidades para X', aue son

X
X o= {1.11-'1

de 1a condicién

: e4n@ cord

Far otro lado, — unoe corf

dade qua elesimes
1-0

cosels —cord .
v e tieren aue satisfacer las ecuzciones
core carg! cork' -Teng' sEAX! z cor@corfcorX — fead ny

¥
Coro’ readt CarX' 4 CofB' HnNl = cos® fead Colx +coré sy

Sustituyenda

< corgt = - card Y coso'=- cel@
ercontrancs las siguientes isualdades
WIX':cos X ; T€nd ftax’ = rend FeA%
-Hn @ oS X! - eag corx ; - eA X' =Ten Y
Es decir,

- ren g

Hab . cergro-cud

T Sea X' 2reaX ;o5 xt=corx
Las Gricas posikilidades Pgr'mit idas aqui son

¢ =T+ ¢ ¥ A=W -X

¥ entonces, el cambic en los Anaulos de Euler, es

x
4 =mag
e =T-p

oy
para lz paroutacién (12).



ar los momentos de inercia utilizande las cocrdenadas

' Finalmerte, para ser consistentes con la notacidn de Bunker (30),
' mencienadas y reccrdande que

vy e Tmi OF40E) 3Ly s Tei (xfeal) 7 Jua s I (K 4R)

Far tanto, tememes que

md .

] Lt s amard [oate + 24 ote]
-
F s emart [ (marma) ‘eorta + un‘-t_]
F i s (‘L"'l-""/».) 1R ceste -
i Dade Aue hawmes analizade la molécula AB, en general, tomarencs
? coine ejenmplo &) agua, para la que
= Mo = 4 umoa of = 52.5°
[

P me T Huma cosl x z0.2F v Leatacagy

Entonces, podemos realizar el calculo numérice, v nota

aus
' .
Tr,y = 094 (0nY) P Ian s @o9er) (278) ;5 Jaa £ 0.3e (21f)

:
Li dz donde

e Ty > 1ay >1ae

in

Aqul debemcs notar dos aspectos: la molécula es um trompa
{! asimétrico, pussta que todos sus momentos de inercia son dlstintos.
m For otro lado, dado que existe la convencidn de que loz ejes.
|| erircipales de inercia ab,c cumplan aus
8

Loa € lu g I:e
by
. Fodemos facilmente notar due
2:a .

1 el .
-

v=¢
A esta eleccidn de sjes, se 1= llama I' (reright), va que =1 sistema




de ejes fijes en 1a molécula es darechs, Por otra parts, cuando. =

b o c la eleccién se 1lama I, IT & III.

Firalmerte, comparande 1a tatla 7.1 de Bunkar (38) que dades los
canbics en los 4ngulos de Euler ercontMrados amtericrmente, podemos —D
identificar la permutacidn (12) cen la retacidn € , la cual tambise
puede deromirarse Ry , va aue las Fotaciones se reslizen alrededor del
eje s,

$i comparames ruestros resultados con 1a tatla A.4. del Apéndice A
de Bunker (30), podemos ver que la permutacién (12) tiens como
rotacién eauivalente RU , Esto coincide con ruestre resultade Ry
Puzsto que hemas mostrade que en el sistema I™ , x=k.

Frocediendo de esta manera se Pueden encontrar todas las rotacicres
cauivalentes que sparecen en las tablas de caracteres de 1os srupcs
de 1a moléculas
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