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RESUMEN

En este irabajo se aborda el problema de la estabilidad
lineal de una capa de fluido que desciende sobre un plano
inclinado en rotacidn. Como primer pasc se obtiene una solucidn
estacionaria en forma de capa descendente y con espesor constante,
sobre el cual se estudiara la estabilidad

En un capitulo posterior se obtiene un sistema de
ecuaciones que generaliza a la ecuacidn de Orr-Sommerfeld, mismo
que se utiliza para describir la evolucidn de perturbaciones
infinitesimales. Considerando gque no hay soluciones analf{ticas a
dichas ecuaciones, cse hacen aproximaciones en forma de serie de
potencias para dos casos ad perturbacicones con nimero de onda
pequefic y b)) perturbaciones en flujos con valores pequefios de
numero de Reynolds, numero de Taylor y dngulo de propagacidn.

En lineas generales se obtiene que la rotacidn tiene un

efecto establlizador sobre el flujo.



INTRODUCCION

El flujo de un lfquido sobre una superficie sélida aparece
en muchos procesos naturales e industriales. Por ejemplo, el
descenso de las gotas de lluvia por una placa de vidrio o bien el
recubrimiento de superficies con pintura. Las caracteristicas de
estos flujos han sido estudiadas intensamente en las Gltimas
cuatro decadas,

En 1906 Sommerfeld obtiene una ecuacidn diferencial de
cuarto orden para la funcidn de corriente de una perturbacidn en
un  flujo unidireccional (Drrazin, 197%9). Ocupa el método de
spparacidn eon modos normales. Se trata de la llamada ecuacién de

Orr-Sommer] feld:

G =202 A= L RRE (U —C) (@ ~k2p) ~U* * @],

siendo ¢ una cantidad compleja cuya parte real es la velocidad de
propagacidn de la perturbacidn, y la parte imaginaria indica si la
perturbacién crece o se amortigua, k el namero de onda, R es el
namero de Reynelds vy U el campo de velotidades (dependiente de una
eola coordenadal.

La primera investigacidn ledrica acerca del escuwrimiento
de un liguido por un plano inclinado fue realizada por Nusselt en
1926 (Mi jeev, 1979), quien supuso que la interfase 1liquido-aire
cra plana. Como resultado de su estudio obtiene algunas
caracteristicas del flujo, entre 1as gque destacan que el liguido
se mueve en una €ola direccidn y que el perfil de velocidades es
semiparabdédlico, con el vértice en la superficie libre.

El moderlo de HMNuseselt predice un flujo estacionario,
resultado del balance entre las fuerzas vicscozas y la componente

de la gravedad en la direccidn del plano inclinadol los términos




de inercia son despreciados en la ecuacidn de momento. Las
conclusiones de éste modelo son validas unicamente para naGmeros de
Reynolds pequefios (Benjamin, 1957).

Usualmente la superficie 1libre no es planaj; wuna gran
cantidad de experimentos muestran la formacién de ondas que se
propagan hacia abajo. LLas ondas pueden crecer hasta llegar a una
amplitud de equilibrio o bien dar lugar a un flujo mas complicado
(Krantz et. al., 1971). Las evidencias enperimentales indican que
la superficie ondul ada se observa hasta valores de R alrededor de
300, vy con valores mas altes ¢l movimiento se torna turbulento
(Benjamin, 19257).

El problema de la formacidén de ondas en una capa liguida
que desciende por un plano inclinado se encuentra en los marcos de
la estabilidad hidrodinamica. Les trabajos que inician esta 1inea
de investigacidn =e deben a Hapitza, Benjamin e Yih (Frantz,
1971). Kapitza investiga el comportamiento vy las caracteristicas
de las ondas sin amortiguamiento ni crecimiento (Krantz,1971),
aungue sus recultados son inexactos (Yih,1963).

Fosteriormente, Renjamin (1957) presenta  una solucidn
aprovimada a la ccuacidn de Orr-Sommerfeld en forma de una serie
de Frobenius, truncada hasta la potencia 15, Com este desarrollo
demuestra que el cscurrimiento por uma pared vertical es inestable
para todos los valores finitos de R. La convergencia de la serie
de potencias es lenta para valores grandes de R, por lo que sus
resul tados son vAlidos cuando el namero de Reynolds es peguefio.

Uno de los trabajos mas importantes corresponde a  Yih
(1963) . ¥Yih obtiene soluciones aprowimadas a 1a ecuacidn de
Orr-Sommerfeld en dos casos! &) para valores pequeffos del ndamero
de onda y b) para valores pequefics del nGmero de Reynolds. El
método de solucidn es una expansion en serie de potencias de los

paramctros kK y R en 1la ecuacidén de Orr-Sommerfeld y en las
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condiciones de frontera. Algunas de las conclusiones concuerdan‘
con las de Benjamin, otras son nuevas.

Yih (1963) demuestra que para valores pequefos de k  las
ondas se propagan con una velocidad que es dos veces la del flujo
en la superficie libre. Ademis, dichas ondas crecer&an si el nGmero

de Reynolds ©s tal gue:

La velocidad gue ocupa Yih para definir el numero de
Reynolds es el promedio ecspacial de U, <Ux =é o]dUdy, donde d es
la anchura de 1la capa (ver
figura), Adicionalmente, resulta
que la tensidn superficial no
influye en la estabilidad de 1las
ondas largas, algo que era de
esperarse, Ya que en tales
condiciones la curvatura de la
superficie libre es despreciable,

En la aprodimacidén para
nameros de Roynolds pequefos, Yih

llega a 1o conclusisén de gue el

flujo siempre es estable, exxcepto

cuando el plano esta vertical vy
la tensidén superficial es
decspreciada.

Otra li{nea de invectigacidn es el estudio del escurrimiento
de 1fquidos en superficies que no son planas, como sucede en
tuboe, alambres y conos. Algunos procesos industriales presentan
este tipo de flujos. Por ecjemplo, el depesito de uma capa aislante

en los alambres ocupados para la fabricacién de bobinas, el




deposito de la emulsién en las peliculas fotograficas o el
recubrimiento de tubos con una pelfcula protectora de pintura o
aceite.

En muchos casos es importante gque la capa tenga una anchura
uni forme. La inestabilidad (manifestada en 1a formacidn de ondas)
impone un limite a las tasas de produccidn o bien induce 1la
celeccidn de loe materiales fabricadoz, Lin y Liu (1975) resuelven
una ecuacidn diferencial parcial no-lineal que describe el
movimiento de la superficie libre de una pelfcula de fluido sobre
un cuerpo de forma cilindrica, Las fucrcas que consideran sond  1a
gravedad, la viscosidad v la tensidn superficial. Estos autores
determinan algunas condiciones bajo las cuales el espesor de la
capa e&s uniforme, mismas que dependen explicitamente del namero de
Reynolds, el namero de onda y el nomero de Weber. La utilidad de
esta investigacidn ec evidente.

Mae recientemente, Iollares (1980) presenta una
investigacidn sobre la estabilidad de un liguido que desciende por
un cono, cuyo eje coincide con la vertical. Hay dos diferencias
recpecto al problema del plane inclinsdo, a zaber, la curvatura de
la superficie vy el incromento de la superficie donde se mueve el
coro. Un cfecto de esto altimo es la diseminucidn del espesor de la
capa liguida conforme ce aleja del vertice del cono. En  lineas
generales puede decirse gue si bien, localmente puede haber
inestabilidad, lejos del vertice todas las perturbaciones decaen.
En esto juega un papel primordial el adelgazamiento de la capa.

En este trabajo ze oborda el problema de la estabilidad
lineal de una prlicula de fluido gue cse mueve por un plano
inclinado b&ajo la accidn de la gravedad y la rotacién. El capftulo
! esta dedicado & presentar los conceptos primordiales y las
ecuaciones fundameontales de la mecanica de fluidos. En el capftulo
2 se exponen las caracteristicas, los métodos y los 1limites de

aplicacién de la teoria lineal de la estabilidad.




En el capitulo 3 se plantean y se resuelven las ecuaciones
que describen el comportamiento de la capa de fluido por un plano
inclinado en rotacién y en ausencia de perturbaciones. La solucidn
es un flujo laminar cuyas componentes de velocidad dependen sélo
de la coordenada perpendicular &1 plano. Ademas, al +final se
transforman las variables del flujo a una forma adimensional.

El capftule 4 esta dedicado a aplicar los métodos de 1la
tcoria lineal de la ec<tabilidad al problema de la capa de fluido
en rotacidn. En base a las ecuaciones de momento y continuidad se
cbticne ura gencralicacidn de la ecuacidon de Orr-Somnmerfoeld.

Partiendo de qur las ccuaciones de la ectabilidad lineal no
tienen una solucidn analftica, en los capitulos S5 yv & oo cbtiene
una spronimacidn valida para nomoros de onda pequofos. Lo gue se
hace ec buccar una solucién en seriec de potencias de k y se trunca
gl desarrollo hasta el término de orden 1.

El capftulo 7 incluye una aprotimacion axl  problema de 1la
gstabilidad valida cuando el namero de Reynolds, el nGmero de
Taylor y el aAngulo de inclinacidn (medido respecto a la vertical)
son pequefios.

Los principales recultados de este trabajo se presentan &
través de graficas al final de leos capftulos 6 y 7. For altimo, en

el capitulo 8 ge dan las conclusiones y lac perspectivas.




1.-PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECANICA DE FLUIDOS

1. -HIPOTESIS DEL CONTINUO

Una de las hipbétesis basicas de la mecanica de fluidos es
la supnsicién de gue la materia contenida en cierta regidn del
espacio llena totalmente el volumen donde esta confinada, es
decir. no exicten huecos. La ecstructura molecular de la materia es
ignorada y se le sustituye por un continuo. De acuerdo a esta
concepcidn, se considera que la cantidad de particulas dentro en
un volumen arbitrario es infinita., Si a lp anterior agregamos que
un fluido es un cuerpo deformable, esto es, la separacidn entre
doe particulas ec sucsceptible de sufrir modificaciones por la
accidn de una fuerza, resulta que el namero de coordenadas para
describir su movimiento es infinito. For lo tanto, en el modelo
del continuo un fluido es tratado como un sistema con un namero
infinito de agrados de libertagd (Landauw, 1978).

En lo sucesivo, al referirnos a una particula material
considerarcmos un elemento de fluido, pequefio desde el punto de
vista macroscédpico, pero que contenga adn uwn numero considerable
de moléculas, de manera que pueda ser ignorado el caracter
discreto de la materia. En forma similar definiremos un elemento
de volumen.

l.a hipdtesis del continuo conduce a predicciones
cuantitativas gue concuerdan con las observaciones oenperimentales
cuandop las distancias caracteristicas de los fendmenos estudiados
son mucho mayores que 1l camino libre medio de una molécula.
Eriste uwn parametro adimensional K conocido como nGmero de
Ynudsen, que se define asi! K= é, siendo I el camino libre medio y
L una longitud representativa del flujo. Cuando K es pequefio el




fluido puede ser estudiado como un continuo.

Aparte de 1o anterior, supondremos que todas las funciones
que describen las propiedades del fluido son continuas, excepto en
un ntumero finito de suwperficies que separan a las regiones de
continuidad., E=to Ultimo permitird ocupar 1las herramientas del
calculo diferencial e integral.

Una de las concecuencias de 1a hipdtesis del continue &5 la
utilizaciédn de ecuaciones diferenciales parciales np-—-lineales en
la descripcidn de laz propiedades de un fluido (Sommer feld, 1950),
1o que marca una diferencia bAsica con respecto a la mecdnica de

sistemas cton un namero finito de grados de libertad.

11. -DESCRIPCIONES LAGRANGIANA Y EULERI ANA

En la mecAnica ordinaria uno de los conceptos basicos es el
de posicidn de la partfcula. Se trata de una variable gue se
obtiene al resolver la scgunda ley de Newton vy gque depende de las
coordenadas iniciales y del tiempo tLandauw, 1378).

A la descripcidn de la trayectoria de un cuerpo en terminos
de las condiciones iniciales y el tiempo s=e le conoce como
representacidn lagrangiana (Malvern, 196%9).

fAparte de la anterior, existe una forma alternativa para
doscribir las propiedades de un fluido. En lugar de considerar un
clemnento de materia, lo gque =2 hace es fijar la atencidn en un
clemento de volumen fijo en @l cspacio. Las propiedades del fluido
se determinan para cada punto del espacio y el tiempoid entonces,
las magnitudes como la velocidad, la presidn, la temperatura, etc.
adquieren el caradcter de campos. En esta representacidn las
coordenadas gepaciales y el tiempo son puestas al mismo nivel! son

las variables independientes. A la anterior se 1le conbce como

1O



descripcidn euleriana v es la mas usual en la mecanica de fluidos.

Las leyes de la mecanica y la termodinAmica estan referidas
usualmente a un elemento de masa. Sin embargo, la descripcidn
enleriana requiere de la aplicacidédn de estas leyes a un elemento
de volumen. El paso de una & otra se hace por medio de un
resultado conocido como Teorema de Transporte de Reynolds

Fijemos 1a atencidn en una masa de fluido en movimiento.
Tanto el volumen que occupa como su frontera swfrirén
modi ficaciones on &l tranccurse del tiempe. bLuego, la integral de
una propiedad o del fluido =e harid scobre una reqgiédn de integracién
gue es funcidn del tiempo.

Interesa conocer cual es la racdn de cambio de uwna
integral, va que cctas aparecen en las e:preciones de balance de
masa, momento y enorgla.

Definimos la derivada material de una integral de volumen
como la razén de cambio -en el tiempo- de una integral que se
toma, no en un volumen determinado del espacio (como se hace

usualmente), cino sobre un sistema de masa comstante. Se denota

comp sigue!?

Jadv,
Vi)

7/

donde vy e= el  volumen gque ocupa el sistema vy depende del

tiempo.

Esta intcaral se eupresar& en funcidn de las variables
independientes en un sistema de Euler, la posicién Ry el tiempo
t. Sea v el volumen ocupado por un sistema de masa constante a un
cierto tiempo v s la superficie gue limita a v. La razén de cambio
de la integral V‘T?V tiene dos contribuciones: a) la variacidédn de
a dentro del volumen inicial » y b) el flujo neto de a a través de

la superficie s (Malvern, 1969, Lo anterior conduce a 1la




igualdad:

{1.1) fadv = | ga | a Y nds.
v s

9o

t
wity

Recurriendo al tedrema de Gauss, la igualdad . quedari

escrita en terminos de integrales de volumen:

dol

D . -
(1. 5t fa dv = [ lzp + diviav)idv
vty v
La integral de la derecha sec hace sobre un volumen fijo en
el e@epacio; Por tanto llegamos a una espresion aplicable

directamente en la reprecsentacidn euleriana. Scfialese gque o puede

ser un escalar o 1os elementos de un vector o un tensor.

III. ~CONSERVACION DE LA MASA

Une de 1os principios basicos de la fisica cliésica
establece que la cantidad de masa permanece constante en el
universo. Esto significa qgue no puede existir creacidn o de
aniguilacién de materia. La variaci&n de masa en un volumen fijo v
se debe entonces al flujo a través de la superficie que lo limita.

Considerese un masa arbitraria de fluido. La conservacidn
de la materia implica gque la derivada material de la integral de
volumen de 1la densidad de masa es igual a cero. En la

representacidn euleriana esto significa que!

(1.3 I tg§+g§i‘u ldv = 0.
v "k
12



Teniendo en cuenta gque el volumen de integraciédn es
arbitrario, concluimos que el integrando es igual a cero. La
ecuaciédn gue resulta es una expresién local de la conservacién de

la masai

a

+ e
a
yk

(1.4)

S

(puk)=0,

gque se conoce como ecuacidn de continuidad por ser una ecuacidn en
derivadas parciales, 1o que implica que la velocidad es contipua
(Currie, 1974). Se ha occupado notacidn tensorial, en la gue se usa
la convencidn de suma sobre indices repetidos.

Cuando la velocidad del flujo es pequefSa en comparacidn  a
la velocidad del conido del  fluido, podemos considerar que la
densidad permanece constante. A 1los fluidos que cumplen esta
condicién se les llama incompresibles. La ecuacidn de continuidad

adopta entonces una forma mis simple!

)LC»
xic

(1.5 = Q,

*

IV. ~-CONSERVACION DE MOMENTO

La ecuacién de conservacién de momento resulta al  aplicar
la segunda ley de Newton a un elemento de fluido. Recurriendo &l
teorema de transporte de Reynolds, la ecuacidn de balance de
momento toma la format
a a2 _
(1.6) L fypleul) + 5;;(puLux)3dv =F ,

19

donde F_L incluye a todas las fuerzas qﬁe actuan sobre el fluido.

[9
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Las fuerzas pueden agruparse en dos categorias. En  primer
lugar mencionaremos aguellas gue actuan sobre cada punto material
del fluido y gque se conocen como fuerzas volumétricas o de cuerpo.
Dentro de esta clacse se encuentran las fuerzas gravitacionales,
las electromagnéticas y las fuerzas ficticias (gue se incluyen
cuando el movimiento se describe desde un sistema de referencia no
inercial). En el otro grupo estan las fuerzas que actuan sobre la
superficie del elemento de fluido ; dependen sclusivamente del
Arca y orientacidédn de la miesma y s&  les 1lama  fuercas de
superficie,

Sea f la fuerza volumétrica por unidad de masa y P 1la
resultante de las fuerzas superficiales por unidad de Area. La
fuerza total F puede escribirse entonces como la suma de una

integral de volumen y una integral de superficiet

(1.7) F= [pf dv + [P as,
v s

Dentro de las fuerzas superficiales por unidad de Aarea
incluimos a l& presién v a log esfucrrcos viscosos. En un elemento
| de fluido podemos identificar @9

componentes de esfuerzes, 3 para

cada plano coordenado. Luego, la

descripcidn de 1los esfuerzos se

hara con un  tensor de segundo

P
[ .
n 6 i rango DU’ donde el primer
Z . subindice indica gue ese elemento
actua sobre un plano
x
!
perpendicular al eje vy el
i
X,
? . seqgundo Indice da 1la direccién
FIGURA 1. - Representacidn de
los elementos del tensor do hacia donde actua el esfuer:zo. Pi

enfuerzos.

e




pucde escribirse entonces como sigued

(1.8) P{ = aij nj'

sierdo nj el vector normal a la superficie. La fuerza adopta 1la

siguiente format

(1.9 Fi= ]pf&dv + Iaij njds,
v s

Usandp el teocrema de la divergencia se transforma al
segundo termino en una integral de volumen. La ecuacisdn de monmento

gueda entonces asii

o,

(1. 10) JprlsYy + u 9
v

—g-;—;‘-jjdv = fref, + 524 3dv.
x

a X av
t v e

Considerando que el wvolumen de integracién es arbitrario,

podemoe ecstribir la ecuacién de momento en forma diferencials

ad au
(1.11) pta

u \ do
—_—f 4 —i = 4+ = ij.
r L‘); 6::’: pfj a :’

V. ~ECUACIONES CONSTITUTIVAS

En 1los parrafos anteriores se han establecido los
principios generales gque satizface cualguier fluido. En esta parte
seran consideradas las ecuaciones que relacionan lags  fuerzas que
actGan sobre una partfcula material con la estructura interna vy
las propiedades del fluido. Estas relaciones reciben el nombre de
ecuaciones constitutivas.

Las ecuaciones constitutivas e obtienen a partir de 1la

observacibn experimental y ciertas condiciones adiciocnales. Un
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buen ejemplo 1o constituye la Ley de Hooke , que relaciona 1la
deformacidn de un cuerpo con las cargas aplicadas, En un fluido es
importante determinar la dependencia funcional de los elementos
del tensor de esfuerzos con respecto a otras variables del flujo.

Helmholt: demostrd en 1898 que un movimiento infinitesimal
de un elemento de cuerpo deformable purde ser representado como la
suma de una traslacidn, una rotacidn y una deformacidn (extensidn
o contraccidn y  corte purp) (Somuerfeld, 1950). Las fuerzas
superficiales gue actUan en laz paredes del elemento material
producen deformaciones.

Pe 1a evidencia experimental se progone Que aij deponde del
tensor rapide: de deformacidn oijzoij(sgg). Considerando la
simetria del tensor de esfuerzos -—-que se obtiene de la
conservacién del momento angular (Strelkov,1977)- resulta que este
s&lo puede depender de la parte simétrica de (auk/axs), es decir
de (auk/3x5+au5/auk) conocido como tenseor de rapidez de corte

{e
s

Y.
k .
Una relacidn entre aij Y eij se obtiene al hacer una
2xpancidn on cerie de Taylor alrededor de ek1= Q:

Q12 oy = Fi 7 i %a " Fiixien Sk Ben Toc e
donde fij es un tensor de sequndo orden, fijkl es un tensor de
cuarto orden, etc.

Se supondra que la relacidn es lineal. Un comportamiento de
este tipo puede encontrarcse en el agua, el aire y wmuchos de los
fluidos mas abundantes en la superficie de la tierra (a los
fluidos que se comportan de esta manera se les denomina
newtonianos). La hipdtesis de linealidad implica que fijkl no
depende de Eij Yy que fij es, a lo mas, lineal en eij.

Entonces, la relacidn entre o, | y eij quedat
i
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(1.13) aij = fij + fijkl ey

Se considera ademds que el fluido es homogéneo e
isotrépico, 1o que implica que f‘j y fijkl deberi&n ser tensores
isotrépicos. )

Un tensor es isotrépico si sus elementos permanecen iguales
bajo una transformacidn ortogonal de coordenadas cualquiera. En el
caso de lo tensores de segundo rango, cumplen esta condicién

anicamente aguelos de la forma:
(1.14) f.. =06 .,

donde A es un escalar.,
Por otra parte, la forma mis general de un tensor
ieotrépico de cuarto orden es (Malvern,1969):
(1.15) fijkl = A 5”6,‘1 + u(éikﬁj‘ + 6116jk) +~(6ik651— ailsjk)'
Tepiendo en mente que Uij es simétrico, tendremos gque hacer
» igual a coro, ye que ecste coeficiente multiplica a un tensor
antisimétrico er t 'y JSjyenkyl.
En ausencia de movimiento, la anica fuerza superficial es
la presién hidrostatica, que es un  esfuerzo perpendicular - a la
superficie. For lo tanto flj = -p &

[
La relacidn gque se tiene hasta ahora entre oY e . est

- du
(1.186) o =P ¢Sij + X ‘5ij(5>7:) +7n e.u.,

misma gue puede reescribirse en terminos de cantidades fisicas que
caracterizan 1la sustancia, la viscosidad cortante p y la

viscosidad volumétrica [ (Currie, 1974):
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(1.17) au=—p6U+u(

Por 1o tanto, la ecuacidén de balance de momento de un

fluido newtoniano e incompresible est

au a
+ = - ZE 4 v + .
p[at) Ukay’J u uj pfj

(1.18) 7 J

b4

A (1.18) se le denomina ecuacidn de Navier-Stoles,

VI.-SEMEJANZA FISICA Y PARANMETROS ADIMENSI ONALES

Decimps que 2 fendmenps con semejantes cuando edisten entre
ellos algunas caracteristicas comunes, Desde el punto de vista de
la mecanica de fluidos podemps hablar de tres tipos de semejanza
entre dos sistemacs (Malvern, 1969)¢

1) Semejanza Geométricat! ocurre cuando la geometria y la forma del

flujo tiencn 1a misma dizpesicidén en los doo cases. El cociente de
longitudes correspondientes sienpre da el misme valor. Fodriamos
decir que dos hojas de papel son semejantes geometricamente si el
cociente anchura/largo es el mismo en ambos casos.

tt) Semejanza Cinemitica: elijase al acar un punto (1) en uno “de

lpe flujos; busguese enseguida el punto equivalente (2) en el otro
flujo. Entonces, los flujos serén equivalentes cinemdticamente si
los cocientes de 1a velocidad via/vz y de la aceleracion ai/az no
dependen de la eleccidn del punto 1.

1if) Semejanza Dinidmicat considere dos elementos de masa, elegidos

como se hizo en el caso anterior. Dos flujos son dinamicamente
cquivalentes si el cociente de la fuerza Fi1/F2 no depende de la

eleceidn del elemento de masa f.
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Habra esemejanza completa cuando se cumplan simultaneamente
todas las condiciones seffaladas en los incisos anteriores. La
semejanza se convierte en un medio de comparacidn de resultados
aparentemente diferentes. Por ejemplo, la corriente en un rio
puede asemejarse bajo cicrtas condiciones al flujo en un canal.

Desde una interpretacidn distinta, la semejanca permitira
extender loc recultados tedricos y experimentales obtenidos en  un
fendmeno particular a otros cascue., Esto ee importante por cuanto
las ecuaciones que describen un flujo son no-lineales y  su
intearacidn ez bastante complicada, reguiriendose en la mayoria de
los casos el uso de métodos numéricos.

Uno de los procesos que permite comparar fendmenos (y
buscar semejanzas) con diferentes dimensiones vy propiedades
fisicas es la adimensionalicacion de variables. La introduccidn de
variables adimecnsionales en las ccuaciones de movimiento conduce
directamente a la formacidn de combinaciones de cantidades fi{isicas
cuyas dimensiones ege cancelan y que representan comunmente
cocientes de fuercas (porametros adimensionales).

La ecuccidn de HMavier-Stohkes contiene  las siguicntes
variables: la velocidad, las coordenadacs, el tiempo y la presién,
Adimensionalizomos v con la magri tud de una velocidad
representativa en el flujo (Uo)i a las coordenadas con una
longitud caracteristica del sistema (l.), A la presien con plUoz vy
al tiempo con L/Uo. Al introducir esto en la ecuacidn de momento y
en auwsencia de fucrtas rternas  aparece una Unica combinacidn
adimensionalt ol/v fw-p/p g la wiccecidad cinematica)l que se
concce como  Namero de Reynolds (R)., En ausencia de fuerzas

externze la ecuacidn de Mavier-Stokes queda

a0,

au.  3p -
(1.19) R tET] Ll[ayk4 —5&] = V2u .

R ]
3
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La presidn se adimensionalizé con pUo2 considerando 1la

igualdad (Monin,197%) ¢
. ) v2 = - p2 : :
(1.2 p o(d u)_uk/mja)k),v

que se obtierne al tomar la divergencia de la ecuacidén (1.18)
cuando el flulido es incompresible.

Los resultados obtenides para um valor fijo de R son
aplicables a otros fendmenos. Se requiere anicamente que 1la
goometria sea semejante y la combinacidén Uel/v cea la misma. He
agqui una ventaja de los parametros adimensionales.

Los nameros adimensionales permiten ademas comnparar el
orden de magnitud de los diversos términos en las ecuaciones de
movimiento. Lo anterior es importante pues permiten determinar gqué
términos pueden ser ignorados y asi simplificar las ecuaciones,

Cada parametro adimensional tiene un significado fisico. En
particular, el numeroc de Reynolds representa el cociente entre las
fuerzas de inercia‘'y lag fuer:zas viccosas.

Otro parametro adimensional e la combinacidn  T=200L2/p,
conpcida como N mero de Tavlor, que aparece en la ecuxcidn de
balance de momento cuando el {fluido esta en rotacidén y el
movimiento se describe desde un sistema de referencia no inercial.
2 es l&a velocidad angular de rotacidn, L es5 una longitud
caracteristica v » es la viscosidad cinematica. El namero de
Taylor es el cociente entre la fuerca de Coriolis y 1la fuerza
viscosa.

Fara los fendmenos en que aparecen ondas superficiales

viste wuna combinacidén adimensional conocida como N mero de
Froude Fr=U/(gL)%. Fete parametro es el cociente entre una
velocidad representativa del flujo y la velocidad de propagacidn

de una onda gravitacional en aguas poco profundas. El cuadrado del



namero de Froude también se interpreta como el cociente entre 1la

fuerza de inercia y la fuerza de gravedad.

VII.-CONDICIONES DE FRONTERA

La ecuacidn de Mavier-Stokes es una ecuacidén vectorial en
derivadas parciales, de segundo orden y de tipo parabdlico . Sus
soluciones deben saticfacer ciertas condiciones de frontera.

Usualmente se uwtiliza como una condicién la velocidad en
todas ‘las fronteras seélidas., Supongase que un liguido fluye
hallandose en contacto con una superficie de este tipo. Si U es la
velocidad de la pared, entonces la condicidn que debe satisfacer

el campo de velocidades en la frontera est
(1.21) v = u.

Los resultados tedricos obtenidos al usar (1.21) concuerdan
con los experimentos on vwne amplia gama de fendmenos.

Por otra parte. en ura interfase l1fguido~gas las
condiciones de frontera se eupresan en términos de los elementos
del temsor de esfuersos. Supongase gue una de las fronteras de
cierto liquido en movimiento es una capa de aire, inicialmente’ en’’
reposo. 81 despreciamos el arrastre del gas, los
ecfuercos tanaenciales son nules en ecga frontera.

Los esfuercos norrmales a8 la  superficie libre satisfacen
otro tipo de condicidn, esto por la existencia de una fuerza de
superficie. La capa de fluido que esta en la interfase liguido-gas
se cnocuentra en una situacidn especial. Las mnléculas gque se
localizan en la superficie libre s6lo estan rodeadas por otras

similares hacia un lado, a diferencia de lo que sucede en el
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interior del liguido. Tales moléculas tienen un exceso de energla
recpecto a sus similares que no se encuentran en la frontera, 1o
gue da lugar a una fuerza conocida como tensidn superficial, la
cual tiende a reducir el Area de las fronteras de cualguier
cuerpo. La tensién superficial es la causante de que las peguelias
gotas de agua tomen una forma eccférica (Matvéev, 1987).

Supongase que la interfase liguido-gas es inicialmente
plana y que por alguna causa sufre una deformacidn. Dicha
deformacidn aumenta el &rea de la superficie libres luego. 1la
tensidn superficial tenderd a2 gue la interface recupere su forma
plana (Guerasimov et. al., 1977).

La tensidn superficial es una fuerca dirigida normalmente a
la frontera entre los dos medios, es
proporcional & la curvatura de la
superficie. Secan Ry y Ry los dos radios
principales de la superficie (ver figura
2y, La condicidn de frontera respectiva
es un balance ontre ios esfuerzos
normales (que denotaremos agquwl como ann)

y la tensidn superficiali

1 3
.22 - (- + =) = Q@
o (1.2 )ann T5 RS R ’
FIGURA 2. -Radios princi- S
pu‘asésunﬂgmanuﬁ° T es el coeficiente de tensidn
superficie. s
superficial y depende de los medios gue

se cntuentran en contacto.
. .Cuando se adimensionaliza esta condicion de frontera, surge

un paramatreo sin dimensiones, conocido como Namero de Weber:

(1.23) NQ=F—>-G—2T s
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2.-TEORIA LINEAL DE LA ESTABILIDAD

I. -DEFINICION DEL PROBLEMA

Se entiende por perturbacién de un flujo a una accién sobre
éste que modifica el comportamiento predecido por las ecuaciones
de la mecanica de fluidos y 1las correspondientes condiciones
iniciales y de frontera. Una perturbacién puede ser, por ejemplo,
una vibracidn de las fronteras o la colocacidn de un obstaculo
dentro del flujo.

Los campos de velocidad V(s,t) y de presién pix,t) tendran
desviaciones respecto a los valores calculados para el flujo
original o primario. Podreomos expresar estas magnitudes como la

suma de dos contribuciones:

Vot = O, t) + uin,t),
pin.t) = Plx,t) + pix,t),

donde U¢x.t) y Pex.t) son los campos de velocidad y presidn en el
flujo primario; y ufx t . piust) son los correspondientes términos

debidos a la perturbacién.

El problema b&sico de la teorf{a de 1la estabilidad linpeal:- . -~

consiste en determinar si los campos asociados a la perturbacidn
crecen, permanecen constantes o se amortiguan. En el primer caso
decimos que el flujo e inestable, va que las campos que 1o
describen se alejan espacial o temporalmente del comportamiento
original { en el dltimo cazo afirmamos gque 21 flujo es estable
pues al paso del tiempo o con la distancia los campos Yo,y oy
pix.t) tienden respectivamente a Utx,t) vy Pin,t). Si la

perturbacién permanece constante decimos que el flujo tiene
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estabilidad neutra (Drazin, 1979). Por su parte, el problema
bAsico de la teoria de la estabilidad no-lineal o©s obtener 1la
evolucidn temporal y espacial de la perturbacién.

£n 1883 Osborne Reynolds realizéd experimentos con  agua
fluyendo a través de tubos de diferentes radios. Uno de 1los
resultados de su investigacidn fue que el flujo dejaba de ser
laminar cuando la combinaciodn adimensional Uol/» (el namero de
Reynolds) sobrepasaba el wvalor critico Re=13000; Uo es la
velpcidad masima del agua v L es el radio del tubo (Drazin, 1979).

Usualmente la inestabilidad de wn flujo  esta acociada a
valores de ngmero de Reynolds (R) relativamente altos. El
comportamiento de una perturbaciédn arbitraria y su dependencia del
namero de Reynolde, asi como de otros parametros adimensionales,
puede detorminarse recurriendo a las ecuaciones de momento  y
continuidad. Las variables que aparecen ahi se adimensionalizaran
como se hico en la cseccidn 1,VI. Fi jaremos la atencidn
exclusivamente en la estabilidad de Fflujos estacionarios e
incomprecsibles, For lo demas, restringiremos el estudio a 1los
casos en que las fuercas volumétricas sean concstantes o bien,
dependan de la velocidad.

Los campos de velocidad y presidn en el flujo primario Uy
FY . asi como en =1 flujo perturbado (V y p) son soluciones de las
-ecuaciones de la mecidnica de fluidos, Por lo tanto, se cumplen las:
siguientes igualdades fescritas en términos de variables

adimensionales)t

av av ap
2.1 pa A A -+ had 24 = + vz
(2 1’R[az Vgl >:] y Sfjtvi) Vf
ay ar
(2.2 oot R St = + 2
) REUkaxJ ale Sfj(Ul) Uj,

(2.3) ng = Q0 ,

ax
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3uU
=
(2.4) 3—;'* o,

x

donde Uj Yy Vj son las componentes j de Oy VY respectivamente y S
es un parametro adimensional.
fj incluye a todas las fuercas de cuerpo que actuan sobre el
fluido. Por cada una de estas fuerzas podemos definir un namero
adimensional S § Supongase, por ejemplo, que la fuerza es la de
Coriolis —Ep(ﬁﬂvelocidad). La combinacién adimensional que se
forma es (20.2/v), el numero de Taylor.
Las ecuaciones que acbiernan & la perturbacidn se obtienen

al restar (2.2) de (2.1) y (2.4) de (2.3), dando por resultado:?

= du du BU _ _pop
(2.9) R[at" + Uka“ + ka" 'U}a.)l = R—a’:‘- + VZUJ + Séfj s

i

2z.60 % -0,

siendo &fj = r5<v\)—rj(ul> Y u3 es la representacién tensorial del

vector u. .
Determinar la evolucidn de la porturbacidn y, por 1o tanto,
conocer la cstabilidady, es un problena en el que ‘aparecen

ecuaciones difercnciales no lineales.

II.-MODOS NORMALES

tLas dificultades asociadas a la busqueda de soluciones a

ecuaciones diferenciales no lineales pueden evitarse  si se

consideran wnicamente perturbaciones peqgueffias, es decir, si
suponemos que se cumple Tut, ) « MUGOHD.
En ese supuecsto podemos despreciar lo términos cuadraticos

(auj/axk) en la ecuacidn de momento, quedando asi:




adu du ay ap
] 7 —i 4 —r P4 = - + T2
(2.7) R[BL) U a):)k u 8>:’] Séfj B . uj

La ecuacidn (2.6) queda igual,

Ademis de las ecuaciones (2.6) y (2.7), toda solucién
deberd ajustarse a las condiciones iniciales y satisfacer ciertas
condiciones de frontera.

Supongase que el flujo primario es estacionario. En ese
caso las ecuaciones (2.6 y (2.7) forman un sistema homédgeneo
cuyos coeficientes no dependen del tiempo . Esperamos entonces gue
las  =zoluciones conteongan ur factor del tipo expi-iwt)
(Shivamogai ,17985), donde el coeficiente w es, en general,
complejo. En el caso de gue Uj no dependa explicitamente de alguna
de las variables espaciales, podremos aplicar el mismo argumento.
Por ejemplo, supongase que el campo de velocidades tieme una
dependencia explicita unicamente en  la coeordenada Yz Las
soluciones tendrian entonces un factor del tipo
expl (Kexgt+hgig-wt).

En el fondos 1o gque se ha hecho es aplicar wna separacidn
de variaebles en un  esistema lincal y homogéneo de ecuaciones
di ferenciales parciales. A este nétodo se le da el nombre de modos
normales {Monin, 1975),

Fijemos la atencidn on la expresidn eupl (kpigthgig-wt). El
término T Chgdgthgiig—wt) io podemos escribir como
k(cos@ngtsenBiig-ct), ciendo k=(lqz+k52)% y (Hg/ky)=tanB y c=(w/k),.
La interpretacidn ficica de k, ¢ y 6 es inmediata si recordamos la
descripcidn matemdtica de una onda. k &s el namero de onda (Z[1/X)
{A=longitud de onda), @ es el aAngulo de propagacidni la parte real -
de ¢ ps la velocidad de propagacidén y la parte imaginaria indica
la razédn de crecimiento o decrecimienteo de la perturbacidn. Cuando
CizImf(c) > 0 hay un crecimiento temporal de tipo exponencial; Ci<o

implica que la perturbaciédn decrece en el tiempoj Ci=0 es el caso
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de la estabilidad neutra (la perturbaciédn se propaga en forma de
una onda sin modificacidn temporal).

' Considerese una perturbacidén cuya longitud de onda es Ao
El parametro k es igual a 2[/hg. luego, de acuerdo al método de

modos normales la solucidn de uj y p sera del tipo!

-uj = fj(ﬁz)expik(cosex,+sen6x5—c1),

p = giu)eupilk{cosBug+sendsig—ct) .

El problema de la estabilidad conszsiste en determinar 1los
valores posibles que adopta ¢. El procedimiento usual es el
siguiente! las soluciones de los campos de velocidad y presidén
contienen a fj(xz) Yy g(sig). E-tos funciones satisfacen ecuaciones
diferenciales que cse obtienen al sustituir las expresiones de uj Y
p dadas anteriormente, en (2.6) y (2.7). Los coeficientes de estas
ecuaciones dependen de i, ¢, Ry posiblemente de otros nameros
adinmensionales.

Lae =zoluciones deben saticfacer cicrtas condiciones (que
resultan de aplicar las condiciones de  frontera)l. Al imponerlas
obtenemos, por 1o general, un sistema de ecuaciones homogéneas. £1
parametro ¢ se determina como un valor propio, de manera que las
~ecuaciones sean consistentes. Por 1o tanto, el cdlculo de -la
estabilidad lineal se convierte en un preoblema de eigenvalores.

Existe una dependencia entre ¢ y los parametros k, 8, R vy
los otros nGmerce adimencionales; entonces e=c (iR 0,...). Podemos
establecer condiciones bajo las cuales las soluciones elementales
del problema se amortiguen o no sufran modificaciones., Estas seran
condiciones de estabilidad respecto a perturbaciones

infinitesimales.




IIT. -LIMITES DE LA TEORIA LINEAL

El estado final de un flujo inestable puede ser un flujo
laminar diferente al original, o bien el surgimiento de 1la
turbulencia. El camino que sigue el flujo no puede ser determinado
con la teorfia lineal de la retabilidad. El crecimiento de una
perturbacidén conduce inevitablemente a que sean cada vez mas
importantes los términos cuadraticos ux(auj/aﬂk) de la ecuacién de
momento y la evolucidn posterior es un problema no-lineal.

Un flujo puede ccr estable en presencia de  perturbaciones
pequefias, pero atn queda la posibilidad de que con respecto a
perturbaciones finitas sea inestable (Para investigar esto daltimo
se requiere un método distinto &l de modos normales).El mismo
Osborne Reynolde lo pudo constatar en sus experinmentos. Usando
‘tubos con paredes rugosas o perturbando el liquido a la entrada
del tubo, encontréd que la estabilidad se perdia a nameros de
Reynolds del orden de 2000 (Drazin, 1979).

En este trabajo se abordard el estudic de la estabilidad
lineal en dos casosi: a) para perturbaciones con nameros de onda
pequefios y b) para  pertwbaciones en flujos cuyos nameros de

Reynolds y Taylor son peguefios.
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3.-FLUIO DESCENDIENDO

POR UN PLANO INCLINADO

I.-FLUJO PRINCIPAL

Abordamos el problema de la estabilidad buscando en primera

instancia los campos de velocidad vy

flujo primario.

(d) que se mueve por un plano inclinado

angul ar constonte 0 £ Anoulo oue

inclinado se denota con o,

Consideramos una capa 1{quida

presidn correspondientes al

de espesor constante

que rota con velocidad

la wvertical y el plano

forman

Ilustramos graficamente las

condicicnes del problema en l1a figura 3.

KeR
l g
d Superficie no
1 erturbada
plono
inclinado
¥ Z
/ $]
V4 .
8<0 i 6>0
' x
Vista superior del
plano inclinado
FIGURA 8, - visias lateral y
superior del plano inclinado
" rotacidn,

l.ea direccidn del vector

velocidad angular es antiparalela

a la direcciédn de la gravedad.

For otra parte, el egimos un

sistema de referencia no inercial

que Sse  pueve con el plano

inclinado vy cuyo origen =3

la

de

focaliza en un punto sobre

cuper ficie libre de la capa

fluido (no perturbadal), El eje ¥
son paralelos al plano
El

con la direccidn de la componente

y el eje 2
inclinado. primero coincide
ge la gravedad que cs paralela al
El eje y es perpendicular

de

plano.
a la interfase sé&dlideo-11quido,
manera que tengamos un sistema de

coordenadas derecho.

ong



L.a descripcidn del movimiento se hace desde un sistema de
referencia no—inercial, Por lo tanto, la ecuacidn de Navier~Stokes
incluye dos fuerzas de cuerpo: la fuerza ficticia de Coriolis
~2p(x0) y la fuerza centrifuga -pfx((xr) , donde ¥ es un  vector
gue comienza en el eje de rotacidén y termina en el punto donde
esta aplicada la fuerza (ver la figura anterior).

En r)l cistema de coordenadas gue se ha elegido,el vector Q-
tiene componentes en los ejes x y vy (ver figura 4), a saber?

-

K¢

(3. 1) 0 = Neosad Pesenad,

con O = I8N .

‘L +

FIOURA 4. -Vector volocidud angu-
lar «n el sisluma de reflerencia
no inercial, que s& mueve con el

plane inclinado.
La pcuzcidn vectorial de belance de momento -gue incluye

ademis 8 la gravedad- e= (Sommer{feld, 1750) 2

=]

(3.2) pg + gvuz - pOx (i) = VP - 2p(x) - pl(Dry + pv2i,

~

donde O = Ui + Vj + Wk y 2 = ||TU2.

Tratandoce de un  fluido incompresible, la ecuacion de

conservacidén de la masa es

a
t
“
je3
&
<
c
"
o
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Antes de resolver el sistema de ecuwaciones, se haran
algunas consideraciones fisicas. En primer lugar, la inclusiédn de
1a fuerza centrifuga tiene como consecuencia que las coordenadas
X, V.2 (a través de r) aparezcan ecxwplicitamente en la ecuacién
(3.2), 1o cual dificulta el calculo del! flujo principal. Por otra
parte, una dependencia explicita de los campps de velocidad Uy P
Y. = limita la utilidad del método

b

(flujo principal) respecto a 3,

de modos normalec, lLag coluciones seri an del tipo
fi,y.zdeupl~-iwt), e5 decir, solo es posible spparar la
dependencia toeaporal de 1o dependoneia ecspacial. Con el fin de

evitar lac dificultades matemdticas acociadas &’ este  problema,
comenzaremns eliminando 1a fuerca cerntrifuga. Este paso limita 1la
valider de Jos resultados a fendmenos en los gue la fuerza de
Ceoriolis domina a la centrifuga.

Entonces, limitaremos la investigacidn a flujos en los qgue

suceda lo siguientes

0 x (Oxr) §f « 1.
240 |
Sea re una longitud representativa de la distancia del cie
es

de rotacitn al plano inclinado. Entonces la relacidn de arriba

equivalente at

3. 4)

donde Ue Bs una velocidad caracterfstica del flujo.

l.a segunda suposicidn es gue el 4rea que ocupa el flujo es

1o suficientomente grande como para despreciar los efectos de

borde. Entonces todos los puntos en uwn plano y=cte. serén

eguivalentes, ee decir, las variables que describen el fendmeno



tendran el mismo valor. En otras palabras, los campos de
velecidad U y de presidn P eélo pueden depender ewplicitamente de
la coordenada vy . De la condicién de continuidad resulta que §¥=Oi
eso significa gue V =cte. Dado que la velocidad debe anularse en
la interfase ligquido-plano inclinado. se tiene gque V=0,

Con base en lo anterior, el sictema de ecuaciones Qqgue

satisfacen 1los campos del flujo principal es el siguiente!

I _ d2y
(3.5 =20 cena W F ogrosa 4 La—
dyz
(3. 6} 2N cosa W = gsena - 1o .
e gy
- _ . dzW
(3.7 2 sena U = v—————-dyz .

donde U, ¥ y W con lac componentes de la velocidad en los ejes »,y
y = respectivamente.

Las ecuaciones (3.3) y (2.7) forman un sistema cerrado,
cuyas incognitas son 1as componcntes del campo de  velocidades.
Buscaremos lac colucionce de este sistema transformandolo en una

s0la ecuacidn compleya. Multiplicamoz a (3.7) por { y enseguida

le supamos a (3.5):
. dz
(3.8 LY sena (U +1b) = gcosa + ua;E(u+tw).

Definamos ahora una funcidn F= U+iW, con lo cual 1llegamos a

uma scla ecuacidn diferencial de sequndo orden y no  homdgenea, a

saber
(3.9 120 sena F - VEEE = gCOosK.
e avz
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La parte real de 1a solucién serd U(y) y la parte
imaginaria W(y). Si adimensionalizamos a las coordenadas con el

espesor de la capa, llegames a2 la siguiente ecuacidnt

(3.10) {20sena F o~ g—i = gcosa.

La bosgueda de la splucidn se hard por el camino usual.
Primero resalveremds la correspondiente ecuacidn homogénea:t
- . v d?F
(3. N ce —_ e 2 (Y,
11) 1720 cena F ErYIY C
De la teoria de ecuaciones diferenciales lineales,
ecperamos gque  (3.10)  tenga <soluciones del tipo exponentcial
F=enp(ay) Goeider, 1283)., El problema cerd determinar los
posibles valores de A. Como la ecuacién es de segundo orden
csperamds gue haya 2 rafces. Sustituyendo oup(it) en  (3.11)

llegamps a una ecuacidn algebraicat
(R I 2IN2={ 20cenad?/v.

Recordemse 1z roprecentacidn polar de lps namer os
complejos. El término de la derecha se cncuentra a 900 del eje de
los reales. LLuego, vna rafz ge localiza a la mitad, es decir a
450 del eje real. La otra solucidn forma un Angulo de 450 + 1800 =
2250, Por 1o tanto, las raices sont

(3 13) Rhe = (14D x Yy Ag = —{i40)y ,

kS
donde x=t(QdZeenas/v)® . La solucidn general- .de l1a ecuxcidn

homogénea est

(3.14) Aexnp (il ) xythgenp (~1-1) xy.

A
N



Por otra parte, una solucién particular de F est:

- .. _,gcota
(3.19) Fp = t——iﬁ—_ .
Sea B=EE%%5. Entonces, la colucidn general de la ecuacidn
diferencial (3.10) es @
(3, 16) F = fqexp(i+i)y + Azexp(=i~i)y — Lf3.

. El campo de velocidades quedari totalmente determinado si
ahora =se imponen las condiciones de frontera. En la superficie
libre (es decir, en el planc y = 0) los esfuerzos tangenciales se
anwlan. Considerando la identidad oij = -p&ij + ueij, lo anterior
es cguivalente a pedir que e, Yy e Scan iguales a cero, es

decir, que:
(3.17) - = o= = 0 en y = 0,

For otra pafte, desde  nuecstro sictema de referencia el
pl ano inclinado permanece 2n reposo. La condicidn de
no-deslizamiento en la interfase liquido-plano inclinado implica
entonces gue las componentes de la velocidad son nulas en y = 1d
(3.18) Uy = Wiy = 0

. o = - . . d , dF _
tas condiciones en (3.17)-(3.18) implican que a;tu+zw)=avmo
en y=0 vy (U« =0 en y=1 De agul llegamos & un sistema de

ecuaciones para iy y Az

(3.19) Aqenp (i+1)y + Apexp(-i-i)xy -{f3 = 0



(3,20 1+ xIA - ARl = O

Es evidente gque ambas rafces son iguales; su valor est

(3.21) Ay = Az = If3/7(2 cosh(i+l)y)

lLuego, la funcidn F =se eupresa en términos de cosenns

hiperbdlicos complejos, a saber !

cosh (3140) xy

FE T El

{35.22) Fiy) = if3t

Finalmente, las componentes de la velocidad =on las partes

real e imaginaria de F ¢

(3.23)
U = Re(F) = pylsenhy(i+y) senyli-y) + senhy(i-y) sengy(i+y)]
W= Im(F) = pBylcochy(i+y) cosy({i-y) + coshy(l-y) cosy(i+y)] -

- Bylcosh2y + cosly 3

con f3=3/(cosh2y+cosly).

II. ~ADIMENSTONALIZACION DE LAS VARIABLES DE FLUJO

Ocuparemos ahora los criterios de semejanza fisica con el
fin de que la amplia gama de condiciones en que pucde istir el
flujo ses estudiada con uwna cantidad reducida de  parametros. E}
primer paso =eria la adimensionalizacidn de las  variables que
describen el flujo. Para ello requerimos Gnicamente dos
cantidades: una longitud caracter{stica Yy una velocidad
representativa.

En lo que toca a la longitud caracteristica , la danica
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cantidad plenamente identificada es la anchura de la capa de
fluido en el flujo primario (d),

Por otra parte, teniendo en cuenta que hay dos componentes
de la velocidad, se escogerd una velocidad representativa Ug de
forma que refleje el caracter bidimensional de U. Una magnitud que
satisface esta caracteristica es la radlz cuadrada des

1
(3. 24) Uz o+ Ry = oj[U2 + W2) gy

Eota intmgral cs el promedio espacial del cuadrado de  10U1.
lLa Uy que hemos elegide se le denomina usualmente velocidad
cuadratica media.

Evaluamos la integral usando una propiedad de los nGmeros
compleios y que F= Us+ik: 1002 = FEd . Ocupando la ecuacidn (3.22)
y la identidad hiperbdlica cocha coshdb = ;[cosh(a+b) + coshl{a-b) 1,
la magnitud de la velocidad al cuadrado est

(3,25 BDH2=E{c05h(1+i)xy~c05(1+i)1]tcosh(1—i)zy —cosh(i-£)x] ,

e

232

(coshy +tcosly)

-

donde = =

La integracién de esta expresidén da como resultado 1la

magnitud que buscamos:

senh2y + senly )

3.2 Uz o+ W2y = -
(5.26) bz + U /! Ty(cosh2y + cosly)

En 1o0s pasos internedios se usd otra identidad de funciones
hiperbdlicas: cenh{a+b) =senhacoshb+senhbcosha. La velocidad

repre=zentativa es por lo tantod

senh2y +senly 2

{3.27) et Up o= 31 - Ty (coshzy + c052x))
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Se investigarén otras cantidades como velocidades
representativas. Al realizar los cAlculos de <U> y <W> se encontré
una relacién entre Up v <W>», que de acuerdo a la fisica del
problema esta plepamente justificada, ya que el campo de
velocidades depende del rezago del fluido que es producido por la
fuerza de Coriolis.

El promedio espacial de W es ¢

1
e . cosh(i1+()yy _
Wro=Imoip iy

Y
1 )% ay
i tanh¢i+i)y )§

.2 =
(3.28) In { SETRE

senh2y +sen2y )%
2y {coshly + cosly)

=-pl -
y la relacién a que se hito alusidn es la siguiente:
(3.29) Ug2 = B <-W>

Fasar-emoe ensepuida a ccocribir las componentes del - campo

de velocidad en formo adimenzional:

(3.3 U = T fconhyti+y) seny(l-y) + seny(i+y) senhx(i-y) 1,

-~
o
"

i
-
~
=

il

T tcoshy(i+y) cosy(l-y) + cosytl+y) coshx(i-y) 1 -
~T f{cos2y + coshl2y 1,
i

(Cos2y+cos Zx)(i_ senZy+senhly )é )
2y {cosly +coshiy)

donde T =

Uno de los resultados es gque las  velocidades 3.30) vy
Y

(3.31) dependen solo de un parametrod x =(Nd2sencst/v) 2. De acuerdo

38



a su definicidn se observa gue x es funcién del numero de Taylor

= {20d2zena/v) y del Angulo de inclinacidn a ¢
Iy
(3.32) x = (T sena/2)®

Moétece entonces que para el flujo primario adimensional el
parametro importante es y y no T y a por ccparado, como pudiera
CEPCrarse.

El nGmazre adimonzional x o incluye & 1o velecidad angular Q.
Se espera cue un decarrollo de U y W en serie de potencias de »
tenoas comn términe o orden coro el caopo de velozidad de unma capa
de fluide descondiendo por un planc inclinado sin rotacién.

»

La cupancidn en serie de Uy W es @

2
(3. 33) U= (1S/2)2 (1 -¥2) + © (x),
(3.321) W=04+0 ().
Loe términos a orden cero corresponden a un flujo
unidireccional, como el calcul ado por Yih{(1963), Hay

una difereoncia recpecto 2 leos resultados de este auvtor, ya gue se
ho urado una velozidad repreoesentativa gue no ps cguivalente a la
de Yih,

El caricter bidimenmsional del flujo es un efecto producido
.por la rotacién . Con un valor de y = 0.1 la componente de la
velocidad W es despreciable en comparacién con U. Sin embargo, con
x = 1, ambas componcntes del campo de velocidad son del mismo
orden de magnitud. Con vzlores superiores del paranetro x los
. papeles se invierten, pues W 1lega a ser predominante.

En las figuracs 5, 6, 7 v 8 se presentan graficas de las
componentes del campo de velocidades como funcidn de la coordenada

y. con valoree del parametro y de 0.5, 1.0, 1.5 y 2.0. A partir de

1%
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x = i.57 sp observa un comportamiento que no se presenta en flujos
parecidos a este! la componente U de la velocidad adquiere en el
interior de la capa valores superiores &l que se obtiene en la
superficie libre, lo que se cbserva claramente en el perfil de
velpcidades con = 2.0. E=ste comportamiento quiza no ocurra si  se

incluye a 1la fuerza centrifuga en la deduccidn del flujo

principal, cuestidn que quedari a abierta a una futura
investigacidn, Con el ob jeto de evitar resul tados que
aparentemente no tienern fundamento fisico se estudiara la

ctabilidad de flujos cuyo paramctro y cea menor a 1,57,
En los parrafos anteriores e ha calculado una  velocidad
representativa del flujo y se ha elegido una longitud
caracteristica. Lo anterior permite obtener un nUmero de Reynolds

(R), gue de acuerdo a (2.27) v a la definicidn de y est

gcozedd s, _senh2y + sen2y )%

3.35 = 527
(3.3%) R V2 2x? 2x(coc2y +cosZy)

El numero de Reynalds (Ry) equivalente para un  flujo sin

rotacidn es (Yih, 19635):

Nin

acosod?
2

{2.28) Ro = (1502,

Se puede pasar de (3.35) a (3.36) 81 x >+ Q.

Enseguida se hari una comparacidn de R con respecto a Ro,
con el fin de mostrar la influencia de la rotacién. En la figura 9
ce hace una grafica (R/Rg) ve. . la gue muostra que el cociente
{R/Rg) e©s una funcidn decreciente de x. 5e interpreta el
decremento de R respecto de R como un aumento en 1a importancia
de las fuercas viscosas., La rotacidn induce una componente de la
velocidad en el eje 2 pero ademads aparecen esfuerzns viscoens

adicionales.
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FARAMETRO X

Flouna e.- ordlica (R/Fg)  ve.  x. La relacidn  produce  un
crecimiento de les weluerzos viscesos.

R esta relacionado con otro ndmero adimensional, conocido

comnd Nunero de Froude

llo
(gd) %

(3.37) Fr=

Fr cs el cociente entre la velocidad representativa del
flujo y la velocidad de propagaciédn de una onda cuya longitud es

grande en comparacidén a la profundidad (d) de una capa de 1{quido.

El cuadrado de la velocidad reprezentativa est ¢
I gdZcosa 4 conly + senh2y L
cPlest) 2 = o et - z
(3. 58 to 1Y) 22 ( Zy(cosZy + cozh:.’x)) Uo

Dividamos anbos lados de la ecuacidn entre gd. En la parte




izquierda aparcce Fr eclevado al cuadrado. Del otro lado hay un
factor que es el numero de ﬁcyno]ds. La relacidn entre Fr vy R a

que se hizo alusidn anteriormente esi

- = 1 : seny + senhly 1
3.3 2= GOl s - 2
(.39 Fr2= Reosa 5o (1 = soqeresy 7 coshogy |

Se pucde cbservar que Fr depende del Angule de inclinacidn
y de la rotacidn., Dezpugs  de haber obtenido una 1ongl tud
caracterictica Y una welocidad representativa podremps
adimencionelizar las variables, Las velecidades las
adimensionadizamos dividicndolas entre Ug, a las longitudes con el
caposor de 1a capa d3 al ticepe se le  adisonsionalita dividiendo
cntre d/Uy vy a la procidn con plg?2.

Como  primer  paso  para  expresar los recul tados con
cantidades odimenzionales, fijaromos la atencidn on la ecuacidn
(3.86), que =zord ocupada posteriormente en el estudio de la
ectabilided.

La forma adimensional de dicha ecuacidon est

- 20d - g = 998 _ dF
(3.490) —U; coca W 0.2 SEMX iy

o bien. on términos de los parametros Ry, 7y F ¢

- dP _ sena T
(3.41) a; = —Fz cosa g W
= % £ tanaa D - Tco=aW 1]

Coen2y + conhly $

Zxfcos2y +coshzy)

donde D = 2x2/(¢ §1-

Defimimos una magnitud & comol

(3. 42) E = tana D — rcosa W

E-3
7]



miema gue sera utilizada posteriormente.

En ecte capfitulo s ha obtenido una soluci™n
estacionaria a las ecuacicnes de momento y continuidad en forma de
una capa descendente con un eepesor ‘constante. £n los capftulo

siguientes se estudiari la estabilidad de este flujo.
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4.-FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LA ESTABILIDAD
EN UN SISTEMA EN ROTACION

1. -GENERALIZACION DE LA ECUACION DE ORR-SOMMERFELD

La aplicacidén del método de modos normales a las
perturbaciones en flujos unidireccicnales Yy considerando como
fuerza de cuerpo a la gravedad conduce a la ecuacién de

Orr-Sommerfeld (Drazin, 1979):
(4. 1) @22 4l = (RRL(U ~c) (' —k2p)~U* 1 9],

Esta ecuaciédn e ha deducido suponiendo gue el {fluido es
incompresible y el compo de velocidades depende explicitamente de
una sola coordenada.

En esta seccidn deduciremos las estuaciones correspondientes
para un flujo bidimensional y bajo la accidn de una fuer:za
adicional: la de Coriolis.

Sean U= ui + v} + vk y p las perturbaciocrnes del campo de
velocidades y de 1a presidén respectivamente. Las ecuaciones
lineales adimensionales que caticfacen estos campos son las
siguientes:

a) Balance de momento

au au au u T ap 1
) bl bk Rl o2 I oep = - 22 4 2 g2
(4.2)  Fr *tUgx t vay * Wz ~ g sEne v ox TR
av av av T ap 1
3 £y [N Y ¢ D o = - 22 L T2y
(4.3 at * Lax + Na: + g cosa w 3y + 5 v
aw v ou aw T T ap 1
" — —_— ({Jaitdd — 5 - = - ¢ W2
(4.4) I + Uax + vay +“az + g Sena u B cosa v 32 B W oy




b) Ecuaciédn de continuidad
(4-5) _..._+____+,__=0’

Algunos de los coeficientes de estas ecuaciones dependen de
la coordenada y. En efecto, en el sistema (4.2)-(4.35) aparecen las
componentes de la velocidad del flujo primario (U y W), as{f como
sus primeras derivadas. No eriste, por otra parte, dependencia

uplicita respecto a las domids coordenadas, En bhase a  esta
argumentacién esperamos que las soluciones para W, V, WYy p Sean

de la forma:
fiyleupik {cosBy + senBz - ct).

El ngmero de incédgnitas es igual a 4 y podemos  reducir  su
numero haciendo algunas consideraciones sobre la ecuacisn de
continuidad. De las propiedades de operadores vectoriales sabemos

gues
(4, 8) divrots =0,
siendo § una funcién vectorial arbitraria.

Escribamos u como el rotacional de una funcidn vectorial

cuya componente en el eje y es npula, o seas

T L T -
(4.2) u rot ¥ + pki= 3y + (az a3 ay)‘ L

por lo gue el problema se reduce a resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales con 3 incégnitas (¥, £ y p).Suponemos que

las soluciones de ¥, ¥y v p son de la siguiente forma:
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T = yiy)enpikicosBn + senBz —ct) ,
(4. 8) y = ¢iy)enpilicosBr + sendz ~ct) ,
p = glylenpillcosByn + senBz -ct) .

Las soluciones de las amplitudes w, ¢ {(denominadas en
adelante funciones potenciales) y g se obtendran resolviendo
(4,.2)-(4.4) después de sustituir las expresiones dadas en (4.7) vy
(4.9).

De acuerdo & 1las definiciones (4.7) % (4.8), las
componentes del campo de velocidad de 1a perturbacién se enpresan

como se muestrast

u = ¢ (ylenpihkicosdn + senBz -ct) ,
(4.9) v = tklsen8 ywily) - co=8 giy)lespikicoz8n + senfz -ct) ,
w = - wiyledpl k(cos8y + senBz -ct) .

Se sustituyen ahora las expresiones de u, vy, Wy p en las
ecuaciones de balance de momento de 1a perturbacién. El  resul tado
es el sistema de ecuvaciones que aparecen enseguida (en el cual se

ha dividido el factor expik{cosBn+senB8z—ct)):

(4. 10) k2¢- + (kR [C'¢s + (sen8 yp - cosd ¢>gg 1+
+ (kR cos® g + Tsena yr — ¢prcr = 0,

(4.11) k3 [senB@ y - cosB ¢ 1 -kR C'lsen8 y - cos8 ¢ 1 —

“—ik [sen® w/r -~ cosB ¢-v 1 + R g'— T cosa yr = Q0 ,

(4.12) ~k2 yr +ikR [-C'y- + (sen® y - Cos8 @) (g-g - % cosa) +

+ {kR Sen8 g + T SeEnd ¢ + wrrr = 0

con C'=Uco=B+lsen8-c.
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Es posible obtener un sistema de ecuaciones gque no contenga
a la funcidn gl{y). Eso se puede lograr =i derivames una vez a
(4.10) y (4.12) y luegso eliminamos g° ucando la ecuacidn (4.11).

El resultado es ¢

(4.13) 7Tsenay’’ —¢' ' 1 ERIU cosB+i’ send) ¢’ + (UcosB+WsenB-clg’ ¢ 1+
LRIy serf-¢’ cos@)U’ +(ycend-¢oosa) U’ ' I+ krcosncosty’ +
h2{g’ * —cosBy' ' send—¢° ‘ coch) 1+k4écoel (ysend-prosg) +
LhARcosA (UopeB+ilcenB8—c) (ysenB~¢cos8) = 0

(4.18) Tsena¢"+w""+ikR£—(U'cosB+N‘sene)w'—(Uc059+wsen8—é)yﬂ‘3+
LEREL (y' senB-¢’ cos@) W' + (ypsen@-¢pcos8) W' ! I+l krcosfrosag’ +
W2l ~y' * —senB (y' ' send—¢9*  coss) 1+kdsend (s onb-Pprose) +
[hkRsen@ (Ucos@tlisen®-c) (pzenB-¢cos8) = 0 .

El sistema (4.13)-(4.14) es 1la generalizacidn de la
ecuacidn de Orr-Sommerfeld, vilida para un flujo bidimensional vy
sometido a la accidn simdgltanca de la gravedad y 1a fuerza de
Coriclis. Podemos pasar de (4.10)-~(4.14) a la ecuacisdn de
Orr-Sommerfeld =i hacemos 1o siguiente: .

1} Consideramos gue las perturbaciones se propagan en una sola
direccidn a lo largo del eje x .

(i) Hacemeos tender t a cero es decir tomamos come L mile el
Jlujo sin rotacidn.

La hipdtesis ¥) implica que el 4ngulo & es  igual a ceroj
luego cos@ = 1 y sen® = 0. For ctra parte, la segunda hipétesis
permitird eliminar todos 'los términos donde aparezca T Como

factor.
En el limite de un flujp sin rotacidn las velocidades Uy W

tienden a:
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L
1im ust¥=1s/8) 2 (1-y2)
T>+0
lim u=0,
T>-+0

De

reduce a

(4.15)

II.

acuerdo a estas consideraciones

1a ecuacidén (4.13) se

—t 4202t~ KRE(UF—C) (@t —izg) —UF e gm0 |

~CONDICION CINEMATICA

Originalmente la
plana y la presencia de
ella. En alguros puntos

otros.

La amplitud de una perturbacién p de
que se anula en infinito,

de perturbaciones sennidales

(Yih, 1963)) del tipo

{4.18) n =
«’
i
|
i
|
{
%
i
FIOURA 40, - Perturbacidn
superficie libre. n

amplitud adimensional.

ry(0) expikicossy + senfz

o8

superficie libre de la capa de {fluido es
una perturbacidén producirid curvaturas en
la anchura de la capa Sgra mayor que en

la superficie libre

puede @ipresarse como una  superposicisén

(por medio de la integral de Fourier

—t)
tLa perturbacidn induce una
componente de velocidad (v) en el

inexistente en el flujo

El

frontera superior es

eje vy,

primario. valor de v en 1la

igual a 1la

velocidad vertical del elemento de

masa situade en 1la

la
1a libre.

superficie
de
En la descripcidn suleriana
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lo anterior se traduce en la igualdad :

. - dn = an an . an a
(4.17) v -—Z- -é—-t— + (U+U)5;- + V-—a-v + (W+w)3—- »

N

) A esta ecuacidn se le conoce como condicidn cinematica.
Despreciando los productos donde aparecen 9, U, v Y w
simultaneamente, obtenemos una ecuacidén que permite determinar

y{o) i
thkLsengy(Q) - cosggp ()] = iy{0[-c + coseU(0) +sendW(0) 3.

De donde se despeja finalmente p ()¢

sen® w(0) -~ cosf ¢(0)

(4.18) ¥(0) = —5e U0 ¥ send W(A =T °
De aqui ¢
(4.1%)
. serng@ w(d) - cos8 ¢(0) . oy + T
ntx,z,t? % £5%6 U(0) T Sorg Wior =% expik (cosex senfz -ct).

1I1.-CONDICIONES DE FRONTERA

Las soluciones de ¢, y Yy g obtenidas a partir de
(4—10)-¢4-12) fo bien, de (4.13) y (4.14)] deben construirse de
manera que l1os campos de velocidad v de presién satisfagan 1las
condiciones de frontera.

En la superficie libre, es decir, en y = nix,z,¢t) los
esfuerzos tangenciales se anulan. Lo anterior significa que ez Y

€29 SON iguales a cero



-8 (U+u) av _
{4.20) _ £ e T O
en y =90 . \
av 3 _(+w)
i =,

+
2 ay

(4.21)

‘o)

En lugar de evaluar las ecuaciones en y= yp haremos una

expansién de ellas alrededor del cero. Las derivadas de 1la

velocidad tienen el siguiente desarrollos

gg!m = ‘3‘5 y=0 ng—:;g- yio * O,
gg yen gg y=0 ”g;g yeo T O,
g‘:? yen %;“; yeo n% oo * O,
g—%,yf-n = g—;— y=0 * “g;;y y=0 + 0(n2),

Comp las perturbaciones son pequefias, laos términos con n2 vy
son  despreciables. Lo misme sucede con las
derivadas c=egundas

orden superior
expresiones que incluyen 2l producto de n con
de v. La anulaciédn de los esfuerzos tangenciales tiene la
siguiente aproximacién en perturbaciones infinitesimalest

2
d2y Ju av 0,

(4.22) n3§f + 3 + 3 =
en y = 0,
d2¥ av v
23 et m—— ——
{4.23) ndyz t 37t ax 0,

dgu _ di _

¢
fAqul se usaron las identidades - ay 0 en y = 0.
las funciones

Rescribimos las ecuaciones en términos de

potenciales i

(4.24) U 7(Op(0) + ¢rr(Q) = Kk2ros® [senSy(Q) -~ cos8e(0)],



(4.25) W' (DMp(0) ~ prr(0) = k2send® [sendy(0) - cosBA(0) 1.

Otra de las condiciones de frontera en la superficie libre
es el balance entre los esfusrzos normales vy la tensidn
superficial. La ecuacidn que describe dicho balance (en forma
adimensional) es (Yih, {963):

2 av

(4.26) PtEay we( 2

229
a 7 5o

) = O en y = 7.

We es el pﬁmero de Weber definido al final del! capftulo 1 ({ec.
1.23).

La condicién se cusple en ¥y = p. Se hard también una
expansisdn alrededor de y=0,.

La serie de Taylor de la presién es @
(4.27) p = P(O) & P’ {0) + p(Q) + qp- (Q) + O(n2).

La apronimacidédn con perturbaciones pequefias es ¢

(4.28) “IP* (0) —pta) + 2 % v we(ZD 4 azzj 0, eny= 0.
Se ha despreciado el término pp' (0), ya gue tanto p como p
son peguefios.
Procedamos finalmente a escribir esta igualdad en términos
de las funciones potenciales ¢, p y de g ¢
{4.29) - % i) — g(Q) + i%ﬁ fsen8 y-(Q) ~ cos® ¢ (013 -
— k2Wey (O) = 0O,
la expresiédn analitica de E fue dada en la ecuacién (3.42).
Ahora bien, la condicién de no deslizamiento en el plano
inclinade (y=1) implica que las componentes tangenciales de 1la

velocidad son iquales a cero:

w
N




En una pared sin poros la componente en y de la velocidad
tambi®n se anula, o sea v = 0. Estas mismas condiciones satisfacen
las ceomponentes de la velocidad en el flujo principal.For lo

tanto el vector U es igual a ceroen y = { @
(4.30) w=v=y=0,

Traduciendo & funciomnes potenciales, la condicién (4.30) es

equivalente a ¢

(4.31) (1) = 0,
(4.32) sen® w(l) - cosB ¢(1) = 0,
(4.33) -y (1) = Q,

Cuando se estudia perturbaciones paralelas a lps ejes %y
z, aparece unicamente una de las dos funciones potenciales, que
puede ser ¢ o y dependiendo del caso. La condicidn gque satisfacen
es $p(1)=0, w(1)=0. En perturbaciones tridimensionales supondremns
que tambié&n se cumplen esas condiciones, mismas gque concuerdan con

(4.32). Entonces, en la interfase lfquido-sélido se cumple qued
(4.34) wil) = 1)

En este capfitulp se obtuvo un sistema de ecuaciones
que generaliza a la ecuacidn de Orr-Sommerfeld, con la cual se
estudiarad la evolucidn temporal de las perturbaciones en flujo por

un plano inclinado en rotacidén.,

o
(2]



5.-ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES CON NUMEROS DE ONDA PEQUENOS
APROXIMACION A ORDEN CERO

I. -ECUACIONES FUNDANENTALES Y CONDICIONES DE FRONTERA

A pesar de que el sistema de ecuaciones (4.1{M-(4.12) [ o
bien, (4.13)-(4.14>1 es lineal vy homogéneo, no es posible
resolverlo analit{camente. La dificultad radica en que los
coeficientes dependen de la coordenada y. Se puede, sin embarqo,
obtener aproximaciones a la solucidn por medio de un desarrollo en
cerie de potencias de uno de 1los parametros incluidos en el

sistema. Se proponen soluciones de la formas

H

$o + $1g + ¢2q?
Vo + wiq t+ yaq2
= Qo * 049 T Qg2
= tg t 0@ + 0292

n o € o
i
+ + o+ 4+

siendo ¢ g1 parametro.

El primer parAmetro gque ocuparemos para hacer un desarrollo
en serie de potencias es el numero de onda k. Obtendremos los dos
primeros términos de la expansién, 1o cual limita la validez de
los resultados a valores pequelos de k. Dicho de otra manera,
se investigari la estabilidad de perturbaciones con longitudes
caracteristicas grandes en compéracién a la anchura de la capa de
fluido.

Las ecuwaciones (4.9)-(4.11) se expresaradn como una serie de

potencias, a saber 3
(5. 1) frsenayy’ — a1 +

[Tsenayys - P47+ + LRC'pgr + (RU’ (senByo -Cc0SB¢g) +1IRCosBgelk

+ ... =0,

5S4




(5.2) fRge' - TCcOosaye’ 1 +
[Rog' - Tcosoayy’ — isenbByg'’ + lcosBge’ Ik + ... = 0,
(S5.3) [rsenagg’ + ywoe' '3 +
[rsenagy’ + y''’ - LRC'yo' + {({senBye -Co=B¢y) (RW ~rrosa) Ik +

[i{kRsend® gelk + ...= 0,

El conjunto de términos ko, kt, k2, ..., 1" es lineal mente
independiente. Luego, la Gnica manera de que la combinacién lineal
se cumpla es gque los coeficientes sean iguales a cero.

Las condiciones de frontera también admiten un desarrollo
en serie de potencias, mismo que aparece enseguida:l

a) Anulacidn de las funciones potenciales en y = |

f

(5.4) Poll) + Pl + gp(tIk2 + ..., a,
(5.5) Yo (i) + y(ldk + yp{i)k2 + ..., = 0,

b) Anulaciédn de las derivadas de ¢ vy w en vy = 1

+
i}

(5. 8) do' (1) + ' (1)K + ¢’ (122 0,

{5.7) Yol (1) + y' (1)k + yp' (1)K2

+
i
e

c) Condiciones sobre esfuerzos tangenciales

(S.8)  L(U'’(0) /Co' ) (5enbyol0) ~ cOsB@el()) + ¢’ (0) 1 +
. + LU (0) /Co' ) (2EnBY, (O) - cosBd(0)) Ik +
+ [—={U'* (0) /Co’2) (5enBye — COSOPelM)ICy + ¢’ (0) Ik + ... = 0O,

5.9) CCW ' (0) /00" ) (5enByg(0) ~ COSBPa(Q)) — yo'' ()]
+ LW (0) /Co' ) (senByy (0) — cosB@ (0) )3k +
+ LW Y (0) /Co' 2) (SenByg(0) — cosBdalt oy — ' (Q)IK + ... = O

&}
t




donde Cg'= U(0)cos® + W(O)send® - cg.

d) Condicidn sobre esfuerzos normales

(9.10) + [+{E/R C;')(c056¢o(0) = 5enByg(0)) - gaf{d)1 +
+ [-(E/R Go') (senby (0) - cosB¢, (0)) —ge () 1k +

+ L(E cg/R Cq'2) (senbyg Q) - cosOde (0) )1k +
+ [(2L/R) (sEnBypy (0) - cosBde’ (0))Ik + ... = O.

Al hacer ®]1 desarrollo en serie de potencias de 1las
condiciones de frontera en la superficie libre, se ha usado 1la

siguiente relaciédn:

1 ~ 1
cosBU(0) +senBW(0) —© cos8U(Q) +senBW(Q) ~co-ltcy—. ..

1 ;(C‘

— T3
c6sBU(0) +5enBh (@) —Cg « [cosBUT0) #Senow o) o3z + 2k,

I1.-APROXIMACION A ORDEN CERO

Los coeficientes que multiplican a kO en las ecuaciones
(5.1)-(5.3) se igualan a cerp. Este paso da lugar a un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes.

Las funciones que aparecen son $0s Vo Y Go !

(5.11) TSENAaYe' - ¢o' ‘! = O,
(5.12) ¢ Rgg' - Toosoys' = 0,
(S.13) - TSEnoq%l + Yo't = Q.

La primera y la daltima forman un sistema cerradc de
ecuaciones. Si se multiplica a (S.11) por el complejo pwo { y se

suma el resultado a (5.13), tenemos:




(5.14) ©TSENA (e’ +iya') = ((dhe' iy ') = 0

Definiendoc una funéién compleja ho=¢atiye, €1 problema se
reduce a la basqueda de la solucidn de la BCuaciént

(3.15) Tsenahg' = the' ' = 0

El primer término es una contribucidn de la rotacidn, mas
especificamente, de la componente de R en la direccién del eje y.
A un valor fijo de T, los efectos de la rotacidn (a orden cero)
atn pueden variar debido a l1a dependencia que hay respecto  al
angulo a. En el caso extremo de un plano vertical Tsepo = 0 3 los
resultados son iguales a los de flujos sin rotacidn. La influencia
de la fuerza de Coriolis crece con el aumento del Angulo de
inclinacién a.

Resolver (5.15) es una tarea sencilla. La ecuacidn es
homogénea y de coeficientes constantes, ctaracterf{sticas que
permiten suponer un comportamiento exponencial (Elgol stz, 1975).
Sea ho o exp(iy). X es la solucién de la ecuaciodn de tercer grado
que se ocbtiene luego de sustituir en (5.15):

(5.18) A2 + {75ena) = O,

Una rafz es cero. Las otras dos son soluciones de 1la

ecuacidn de segundo grado ¢
(5.17) A2 = ~{rs5Ena.
l.La eMpresidn de la parte derecha es un namero complejo

situado a 2700 del cje de los reales, Luego, una solucidén esta a
mitad de camino, es decir, a 1350 Yy la otra a 1350+i800=3i50, Ep




PEE wEm -

base a lo anterior. las tres rafices sont

)\1 = 0,
- 1 .
A = (—1+t)[rsena/2]2 = (~1+1) X
i
Ag = (1-{)iTsena/21% = (1-1)x.

La solucién general de he e5 entonces :
{5.18) haly) = Po ¥ Agenp (~1+1) 2y + fgenp(i-L)xy.

Las constantes Ros Ay Y Az =0N complejas y 5@ determinaran

a partir de las condiciones de frontera & arden cero.

En y=1 1& velocidad u ee cero y comob consecuencia 105

potenciales satisfacenst

9 boll) = Votl) = O
do' (1) = yo' (1) = C.

-

—-~
m
.

.
o
Q
hot

Las cuatro condiciones Ss€ traducen en dps para 1a funcidn

compleja holyls €5 decirs
(5.2 hotl) = he' (1) = Oy
de donde resulta el siguiente sistema de ecuacionest

Ag *+ peenp (=141 ﬁ‘ﬂzexptl—i)x = 0,
= 0.

-

tow

)
u

(-1+1) ChAgexp(-1+idx ~ pgenpi-L)X 1

]
2
<

o~

Expresaremos l1a solucién en términos de ny. FPara ello

resolveremos 1as ecuaciones anterioreg para Ag Y Rz cOmo sigues



~2Rgenp(—1+1i)x,
Ajenp (~1+1)2x .

Ao
Ay

it

Por 1o tanto, la funcién hg sgrat
hely) = Ay f-2exp(—-1+l)x + enp(—1+i)xy +exp(1-i)x(y-2} 1
= Agexp(-i+idx [-2 + exp(—1+0) x{y—=1) + enp{l1-iL)x{y—1)3

&)

|8

H
1

openp (~1+0)x [cosh(~1+i)x(y=1) - 1 1.

El coeficiente Ay se ajustarad de manera gue 1ps esfuerzos

tangenciales se apulen en la superficie libre. Las condiciones

a4 orden cero sobre las funciones potenciales en y = 0 soni

R u’' (o _

(5. 25) T’ [senBye () — cosBdei®) 1 + da () = 0O,
1

w__ta) [sen8yg(0) - cosBda(0) 1 — vo (0) = Qy

(5.28) ToF
con C°'=coseU(0)+senew(0)~co.

No existe una manera de que (5.25) y (S5.26) se combinen
para dar una ecuacién que contenga anicamente a hef{Q) Yy Sus
derivadas. Entonces se debe aplicarlas directamente sobre éo Y Vo-

De la definicion de hg, 54 parte real es la funcién

potencial ¢o; mientraé que su parte imaginaria es Veo- Luego ¢

(5.27)  datly) = [cosxye—zy—zcosze—z+c05x(Z—y)e_xa-y’Ja‘
E—senxye“zy+259nxé-z-senx(Z—y)e'xm—wlb“

(5.28) ywoly) = [senxye—zy—25enxe_x+5enx(Q—y)e-xm—yﬁa,
[cosxye—xy-&cosxe"z+cosz(2-y)e'xm'wlb,,

donde a;=Refy Y by=Imhy.




Antes de seguir adelante cabe hacer un comentario! al
sustituir las expresiones de ¢o v Yo dadas por (5.27) y (5.28) en
las ecﬁaciones (5.25) y (5.26) se obtiene un sistema de dos
~ ecuaciones lipeales y homngéneas para a, Y by. Supongase que %e
tiene una solucidn para esas dos incognitass resulta que si D o
un escalar, las cantidades Dag y Dby también c=on socluciones al
sistema de ecuaciones.

Lo anterior implica que ¢o ¥ Yo 5SeEran determinadas salvo
por una constante. Entornces las dos ecuaciones sobre esfuerzos
tangenciales serviran para calcular el pardmetro co y una de las
constantes que aparecen en (5.27)-(5.28)., La otra serid una
constante arbitraria.

Se necesita evaluar las segundas derivadas de o Yy Vo €N
y=0. En lugar de realizar la derivacién directamente, obtendremos
hg’ - (0) y luego separaremos las partes real e imaginaria. La

segunda derivada de hg es:
(5.2} har 7 {y) = -id4p2lag+ibgenpli—1)xy coshy(i-1) (y-1).

Luego, ¢gr-(0) Y Yo - (0) son respectivamentet

"

(5.30) ¢h"f0) 2x20 sen2y exp(-2xlag + (1 + cos2y exp{-2y))bs1l,

(5.31)  yor 7 (O)

2x2L~(1 + cos2y eup(-2x))a, + sen2y exp{-2yx)bgl.
y 4

Un factor gue aparece simultaneamente en (5.25) y (5.26) es
sand ye(0) - cos ¢of0). Con el fin de simplificar la optencion de
Co s SB procederd a calcular dicha expresidén. Se utilizan (5.27) vy

(5.28) ¢

(5.32) send yo(Q) - cos8 ¢goll) =
[ 2{cosBcosy — senfseny) e ¥ +(senBsenly - c056c052z)e- X 13, +
+ [-2(cosBseny + senecosx)e—z + (senBcosly + cosasenzx)e_ x by +

+ senB by - cosB ay4.
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La ewpresi®n de arriba se simplifica con el uso de 2
identidades trigonométricas bastante conocidas (Chilov,1973), a

saber

o cos{a+d) = cosacosb-senasenb,
(5.33)

senf{a+b) = senacosb+senbcosa.

Lo que resulta es una expresion con funciones
trigonométricas, cuyos argumentos son combinaciones lineales de @&

y x . Se trata de lo siguiente :

(5.34) send ywol0) - cos@ ¢olh) =
[-cos@ + 2cosn (8 + x) e ¥ - cos(8 + 2y) e 2% lag +

+ [ senb - 2seni® + x) e © + sen(8 + 2x) e % 3b,.

Se sustituye é&ste resultado, asi como los valores de
dor-(0) Y yorc{0) en (5.25) vy (5.26). EI problema de la

estabilidad se reduce ahora a resolver el sistema de ecuaciones ¢

LU’ (0) (—cosB + 2cos(@ + x) & % - cos(B + 2x) e %) la +
(5.35) + 2x2 sen2x e 2% Co'ay + 2x2(1 + & °¥ cos2x)Co’by +

+ LU (0) (senB - 2sen{B + y))e X + sent® + 2y) e -¥) 1b,=0,

LW P (Q) (—cosB + 2c0s(B + x) & % - cos(® + 2x) e X lag +
(5. 36) + 22(1 + cos2y) e 2% Co'ay - 2x2sen2y & % Co’by
+ LW {0) (sepe - 2zen{@ + x) e * + sent@ + 2x) e %) Jb;=0.

Algunos de los términos se repiten dos veces. Con el objeto

de simplificar los calculos algebraicos se han definido 4

constantes como se indica a continuacidn ¢

&l




4= —cosB+2c05(B+y)e *-cos(8+2y) g 2% s

& = -senB+2sen (B+y) e *-sen (8+2x) e 2% s

-2
Iy = 2y2sen2ye z,

ty = 2x2(1+c052xe—2x Y.

lLas ecuaciones (5.35) y (5.36) se reescriben comot

(5.37) LU' ¢ (0) & +LaCo’ Jag + [-U'* (0) &t2,Co’ Ibg = O,

1
(o]

(5.38) LW () &+LeCo' Jag + [-W' ' (0) &p—~LeCo’ by =

Despe jamos ahora by de ambas ecuaciones @

LU Q) + 50"
L2077T0) = E4Cor “t?

b$=

tiw" (0) + “Co’
LW (01 + Z5Co"

b’ = a4 .

La Gnica forma en que las dos igualdades sean consistentes
es que los factores que muitiplican & a; valgan 1o mismo, es
decir .

(5. 39 LU0 (0) + 2aCq’ _ oW ' (Q) + L,Co’
, . T2 TR0 = L4Co°  IgW 7 {07 + &gCo’

-

Todos los términos que aparecen aqul son conocidos, excepto
Co’-Por 1o tanto, el valor obtenido para Co’ sera la condicidn de
solubilidad del sistema (5.35)-(5.36). Como se habla mencionado
con anterioridad, la estabilidad lineal es un problema de valor
propio y en este caso (5.39) es la ecuacisén de eigenvalores.

Reescribiendo (5.39) como un polinomio de segundo grado en
Co’' resultat
(5.40)

(2924821 Co' 2 + [(Llg~L3L ) U (0) + (Lplgtl )W ' (0) ICy' =0,

&2




Una de las rafices es ceroj la otra es ¢

: e (Laleg=Lglg)U " {Q) — (Lalg+lg L)W ' (Q)
(5.5}) Co' = Tz F t‘:) 14 .

Co' aparece como un denominador en las condiciones de
frontera, por lo que la solucién Co'=0 es fisicamente inaceptable.
De acuerdo a las definiciones de Co',&4, &, &3 ¥ &, Co se

puede escribir cg como funcidn de los parametros @ y x ¢

(5.42) Co = Ccosd U(0) + senB W(0) +

2sen(y+8)EX —sen(2y+B8) 2% +sen(2y—-0)E% —send U oa)
2x2 (1+2cos2xenp(-2x) +texp{—-ay))

+r.25en(x-e)e'“" —cenBE*® U (0Y+[2cos (x~8) X —~cosg8%  IW T ()
2x2 (1 +2cosZyenp (—2x) teup(—4y))

[2cos{x+8)e ¥ ~cos(2y-8)8 X —cos(2x-8)6% -cos8) ,,
+ W e (o),
2x2 (1 +2coshZyexp (—2y) tenp (-4} }

El valor de co es real por 1o que las perturbaciones se
propagan como ondas. No hay crecimiento ni amortiguamiento. En el
lenguaje de la teorfa de la estabilidad dccimos que hay
estabilidad neutra.

La figura 11 muestra el comportamiento de co como funcidn
del angulo de propagacidén 8 y del parametro y. Hay dos detalles
que merecen comentario. Primero, cuando no hay rotacidn la
velocidad maxima de propagacidn de la onda (de 1la perturbacién}
ocurre en 8=0 cuando no hay rotacidén. Conforme aumenta el valor de
%y 21 maximo sufre un corrimiento hacia lay izquierda, es decir,
hacia valores negativos del Angulo de propagacién. Segunde, la
rotacidén produce una disminucisén en el valor maximo de coy 10 que

se observa si comparamos curvas con distintos valores de x.

-
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-180 -136 -80 -45 0 456 80 135 180
ANGULO DE PROPAGACION
—= X041 = X08 ¥ X5 <
. FIOURA 11, - ordfica Co va 8 para 3 valores dol
parametro x (0.4, 0.8 y 41.%. (g es la velocidad de

propagacidn de la perturbacidn.
Para valores pegquelos de x , 1 valor propio to tiende at
Iy
(5.43) Cog >+ (15/2)%cos6.

Finalmente, anotemos que cg es una funcidn de periodo 3600
respecto al 4ngulo de propagacisén, o sea Co{B)=Ca (B+3600},

En &1 calculo de Co se tenfa una relacién de

progorcionalidad entre a; y by del tipo bg=Mag} luego de algunas

"operaciones llegamos al siguiente resultado:

(5. 44)
[ 2c0s (x+8) &% —Cos (2x+0) € 2¥ —cosBIW’ ¢ (0) +2x2 (14C0S2¥E~ ) Co'

[259n(x+6)e—z—sen(2x+6)e'zx—sen93w"(0)+2x25en2xe—zxco'

M =

&4



por lo tanto, la funcidn he adopta la forma que sSe indica a

continuacién (la constante ag se ha igualado a 1)3
(5. 45) holy) =2(1+iMexp(-1+i)x fcoshy (—1+1) (y=-1)~11.
En los calculos al siguiente orden sera necesario tener ¢

Y Vo por separadoj esD 5@ puede obtener si separamos la parte real

y la imaginaria de la funcidn he. Entonces:

(5.46) do = [COSZYE_xy~Acosxe~z+cosx(2~y)e—xm’yﬁ—
—M[senxye_xy~Lsenxe"x+5Enx(z_y)e-xﬂ-yﬁg

vo = [senyye X¥-2senye *+senx(2-y) X E Y4
+M£cosxye_xy—2c05xe—x+Cosx(z—y)E’Za-yﬁ’

En este capftulo se obtuvo una primera aproximacion al
problema de la estabilidad de un perturbacidn cuyo namero de onda
es pequefin. El resultado principal es una pxpresién para -1a

velocidad de propagacién de 1a perturbacidén.




)

6.~ESTABILIDAD DE PERTURBACIONES CON NUMEROS DE ONDA PEQUENOS
APROXIMACION A PRIMER ORDEN

1. -INTRODUCCI ON

En la aproximacion a orden cero las perturbaciones se
propagan en forma de ondas con amplitud constante. Este resultado
partie del supuesto de que el numero de onda k ws igual a cero, es
decir, la longitud de onda es infinita Se trata de un case
fistcamente inexistente, pero que sirve como paso 1nhtermnedio en la
investigacidn de la estabilidad del fluje. A continuacidédn se
presenta el calculo del segundo térmno del desarrollo en serie de
potencias de ¢, © sea, ¢,.

La expresion cg + key ser&s una buena aproximacion de ¢
cuando suceda que k « 1; en efecto, siendo pequefic el numero de
onda, los terminos de orden superior a 1 son despreclables.

l.os resultados tienen valldez en parturbaciones con
longitudes de onda mucho mayores a la anchura de la capa de
fluido. )

De acuerdo al desarrollo en serie de potencias dado en la

secelidn (B5.I), el cictema de ecuaciones diferanciales para ¢, y

Y 9y es

(6.1 TSEeno YWy’ = ¢,1;a.- =
iR [(Ucos® + Wsend - cgdpor + Cypsend - gorosflU' -cos8gg 1,

6.2> F gy = 7coso wg = tlygsend - ¢orosd 1,
(6.3 TSENQ g7 + Yyrrr =
-tR [~CUcos® + Wsend - codya + (yosSend - ¢qrosBlW/ + senfgy 1
+itcosa [ypsend - ¢gorosdl.
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~Logs teérminos no-homogeneos de las ecuaciones (6.1)-C6.3) son
puramsente imaginarios, dependen explicitamente de la coordenada y,
y en ellos esta inclulde el  factor 7cosa, proporeional a la
compornente de la velocidad angular en el eje x. Lo ultimo indica
que lias soluciones no dependeran unicamente de x=('rsena/2)§. sino
de loss valores de 7 y a tomados por separade, a diferencia de lo
que cocurrid en la aproximacioén a orden cero.
La seceien B.1I incluye tambien el desarrollo en serie de
potencceias de las condiciones de frontera. A  primer orden

dichas s ¢ondiciones son

(6. 4> @C1d = wC1d = O,

(6.5 ¢y CLY = o CLd = 0O,

(6.6 [Cysend-gcosdd *—%"C wosen6—¢-ocaseblp——c~c—,o—> + @'t =0,

o o
C6.70 [Cyysend~¢ cosé)d +S‘(;ylc,‘;.enéi—g,'.c,r:cw_-:c‘:SDJw~ (,:O" wy't' o= 0,
Co Co
(6. 8> = — Cysenf-¢cosdd = ——,  (ypSend-¢orosd) ¢4
Co o' 2

- Rg, + 1& (yp'eend — dg'cosdd = 0.

Resolveremos el problema de la estabilidad con un
procecwdimiento semejante al de la aproximacidn a orden cero. Las
ecuaciliiones (6.1) y (6.3) forman un sistema cerrado para ¢; Yy yy.
Luego. ., las funciones potenciales a orden 1 se obtienen sin
recurrprir a (6.8,

La parte homogénea de (5.13-C6.3) es igual al sistema de
ecuaci:iones de la aproximacidn a orden cero. Esta caracteristica

indica a que la soluciédn pusde buscarse con un mitodo similar  al

[}
~l
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esbozade en el capitulo anterior y en particular sera de ut.ilidad
definir una funcioen compleja hy = @4 + Ly,

El empleo de variables complejas debe hacerse con cierto
cuidado. Recuerdese que ¢o Y Yo eran respectivamente la parte real
y la parte imaginaria de hg, lo que implicitamente significaba que
ambas funciones potenciales eran reales. No es el caso de ¢ ¥ Vi
ya que tales funciones tendran una parte ilmaginartia inducida por
los terminos no-homogensos de las ecuaciones (6.1 y (8.3).
Evitaremos esta dificultad definiends un parametro s que absorba
al imaginarioc puro I (s sera preclsamente 0. En todas las
operacl ones intermedias s sera tratado como real y unicamente en
loe resultados finales se sustituira por su valor imaginario.

Multiplicamos a (8&.13 por -1, a (6.3 por U y luego sumamos

ambas ecuaciones. El resultado ex:

(6.9 trsena hy' + hy''' =
aR [CUcos@+Wsenb-cplihg' + Cyb;en6—¢oc058)CU’—£W'D + e_l‘go ] o+
+ isTcosa (peSend—¢ocossd.

Se trata de una ecuacidn diferencial de tercer orden Yy
no-homoosnea. Se recsolverd de la manaera usual, encontrando la
solucien general de la parte homogénea y luego calculando una
soluecién particular de la ecuacidn no-homogéneéa.

La parte homogénea =8
C6.102 iTsena hy' + hy''' = 0.
La ecuacion es idéntica a ¢5.15), por lo que ambas

tienen la misma soluecidn general; lo anterior significa que (5.18)

es también solucién de la parte homogénea de (6.8), © sea :
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C65.11D Bo + ByexpCi-13yy + BexpCi-idyy.

El cAlculo de la solucién particular de (6.9) es bastante
mas complicado y se dividirA en dos partes. La primera es una
integracidén directa, cuyoe fin es reducir el problema a sencontrar
la solucidén de una ecuacidédn diferencial de orden 2. La segunda
parte es procisamente la deduccidn de la solucién particular con

el métedo de parametros indeterminados.

II. -INTEGRACION DE LA ECUACION DE LA ESTABILIDAD
EEDUCCION DE ORDEN

Al integrar una vez ce reduce en 1 el orden de la ecuacidn

diferencial:

(6.120 trsena hy + hy'' =
sR [[CUcos@+Wsenf~cgd hg’ + CpoRend-goros@dCU ~tW' D + eh"‘go]dy
* isveosa [Cppsend-¢goroséidy.

Para realizar la integracion del miembroe derecho es
necesario conocer el campo de velocidades del flujo prineipal, asi

como las funclones ¢y, Yo Y Go-
En la parte no~homogénea hay varios términos que dependen

de la coordenada y, a saber

ad (Ucos@ + Wsend ~ cgod
bY hg'

e go

dd Cypaend ~ ¢ocosdd

a) CU -~ W'D
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La expresioén analitica de cada uno de estos términos se
determina usando los resultados de los capitules anteriores, en
particular las ecuaciocnes (3.22>, (3.27), (3.300, (3.31), (5.105,
(8.12), (5.48), (5.48) y (5.48). Entonces :

(6.13a

CUcos8 + Wsend - ¢go) =
—cg + Tecosd [senyl-ydsenhp(l+yd + senpll+ydsenhpll-yd]l +
+ Tsent [cosyp(l-ydeoshyll+yd+cos(l+ydecoshall~yd—cos2y-coshl8y 1,

€6.13b)
he' = 2xC1-1C1+IMexpCi-10y senhyCi-13C1-y),
(B.13¢)
Go= % coso [Csenxy+Mcosxy')e—xy+Csenx(a-y) +Mcosx(2—y))e—x(2-y)]
- l% coso (M +(gen2y + McosExDe_ZX ) - %E , L yosenf-garos6) ,
‘Co
(6. 13d)
yoSend - dooosl =
san® [Csenxy+Mccaxyl)a—zy- Caany +Mcoa;g)3c.—x ) -
+ send [CsenyC2-yd +Mcosapl2-yd3ai "’ 3 -
-cos6 [Ccosxy—Msenxy)e_xy - Ccosy —-Msenx‘)a'e_xy b]
—cos8 [eospl2-yd) - Msenxl2-ydde X%7Y 3,
(8, 13ed
U - W = —{2TC1-1dy coshll+dy senhll -1y,

Luego,el término no-homog#neo de (6.Q) es



€6.14>

saycosd [senyll-ydsenhy(l+yd+seny(l+ydsenhy(l-ydlsenhxCi-13C1~-yd+
sagsend [cosxCl-ydcoshx(l+yd+cosx(l+ydcoshy(l-ydlsenhxCi-13C1-yD+
[ -saysené(cos@y+coshd8yd) - sg? co 1senhai-13C1-y> -se “*»COXE +
sTcoso [Cseh;n:y-O'Ms:c:sxy)'a._xy + (senxca-yb+Mcosx(8-—y))e_x(2_y’ ] o+
-stcosa [M + (sen2y + Mcos2y de X ) +sazsenfsenyy e_zysenhC1~L‘)xy
+sazsend [Mcosxy;xy *Csenxca—y)+Mcosx(a—yb)e_zm-y’]sonhu.—t’)xy -
sazcosetCcosxy—Msenxy')e—xy + cosxca—y)enx‘z_y) Jsenh(1l—-1dyy +

=X (R=y) X

+saMecogfseny2-ye senhC1-1dyy+8sazcosbicosy e senhCi-idyy

+sayl ~2Mcosbseny e~ -s:ent&’iCs.v&r~A;L»+Mc.o'_~:;g).’:’.e-_I lgenh{i~-1dyy +
isTcosasend [Csenxy+Mcosxy');xy +Caenypl 8-y +Meos al E—y))e—‘x(z—y)]
isTeosacost (Cecosyy+Msenyyd o ¥ +cosil2-y) ~Msenyd E—y)De-x(zny)] +
ig7Tcosa [co:GCco:lx—Ms:cmx) - senf8laceny+Mcoay Silze ¥
siendo:

a, = BRTxC1-10C1+iMexpli-1Dy, y

az; = —tRTY1-tdcoshCi+idy .

La integraciéon es un proceso large debido a la gran
cantidad de teéerminos, Podria complicarse 4 por la presencia de
productos de funciones de y; a fin de evitar las dificultades
asociadas a la integracion de productos de funciones,
se reescribira el término independiente con ayuda de 5 igualdades
CChilov,18735:

(6.15 senha senhb = 3,— [coshCa + b - coshCa - &> 1,
¢6. 16D cosha coshb = & [eoshCa + 5 + coshCa - b 1,
(6.17> senha coshd = = [gsenhCa + b) - senhCa - & 1,
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(6.18> isena = senhia,
(6.1 cosa = coshia .

Con ellas se transforman los productos en sumas de
funciones. Se inicia este proceso con el términe
sRCUcosB+Wsenbdhy'. El primer paso serid escribir las funciones
trigonométricas en forma hiperbdlica valiendose de (6.18) vy
(6.10>:

6. 2800 sl Ucos@+Waenddhy' =
—isaqeosfsenhiyX1-ydsenhyll+ydsenhy(t-10(1~yd -
—tsqcés&senhx(l—y)senhix(1+y)senhz( 1-13C1~-yd> +
+ saycosfcoshiyll-ydecoshpl+ydsenhpli-13C1-yd> +
+ saycosfcoshyll ~ydcoshixll+ydsenhaCi-10C1~-yd +
~sa,Ccos2y + cosh2ydsenhp(1-13(1-yd

Con las identidades (6,15 y (6.16) se expresan los
productes de funciones hiperbélicas como sumas de cosenos

hiperbdlicos

(6.21)

senhiy(l-ydsenhy(1+yd =-12-[ coshpCC1+10+(1 =D y) ~coshpC(i{-13-C1-1dyd],
(6. 22

senhx(1-ydsenhiy(l+yd =—;-[ coshyCC1+1D+C L ~1Dyd —coshal(i~1D+C1+idyD],
(6.283

coshtyll-ydecoshy{l+yd =;§[ coshx (1+1d+C1 =D yd +ecoshplli-10+C1+Dyd],

(6. 245>
coshxCl-ydecoshiy(l +yd =%[ coshapl C1+1D+CL-1Dyd +coshpCli~1D+(1+1Dyd].

Los resultados se introducen en (6.20) . Notese que cada
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una de las funciones se repite dos veces en las ecuaciones

(6.21-24)>. Después de reagrupar resulta la expresién:

(6.2%

-sfg?ei’[coshx<C1+x>+c1-iny)+coshx<c1+t>+ct—1>y>asenhxct—1>c1—y>+

+s£§-‘e—t.[coshx(( U=1)-C1+dyd+coshpCCi=1)+(1+1Dyd IsenhxCt~1JC1~yd

—sasenflecos@y+cosh@ydsenhyK 1-13C¢1 ~-yd.

Aun quedan productos de funciones. Se camblan por una suma

de senos hiperbélicos con el uso de la ifgualdad (6.17)

6. 260
coshp {1 +0+(1 ~1Dydsenhp( 1 -10C1~yD = % [senh2y( 1 +(1 -i{Dyd ~gendy),
(6.27

coshapCCi~13-C1 +idydsenhyl 1 -15C1 -yD =%— [senh2p ~ty+(L-1d) +senh8yy],
(6. 28>

coshx((1+i)+ci—1)y3.§enhx( 1-13C1~-yd=
(6. 200

coshpCCi-10+C1 +1dydsenhp( 1 -10C1~yd=

L [(senhi2y-senh23C1+Ci-13yd1,

e

{senh2x(y+C1i-1)d ~senhil8yxy 1.

fj

Finalmente sRlUcos8+WsenElhg' se expresa como una suma de 8

senos hiperbélicos

(6, 300 sRCUcos@+Weosldhg' =
-—si—:’ei‘[ senh28x{ L +C(1-1)yd ~sendytsenhiZy—senh2x{1+C1~-10yd1 +

Jrf.:.-}‘—i-"e_i"° [senhZ2yC1-10-1yd +senh8y-senhi8yytsenh8p{ (-1 +yd] +

+slysenhyCi-10C1-yd,
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donde L; = -gysend(cos2x + coshyp).

Este proceso se repite con otro de los términos inclutdos
en la parte no~homogénea de la ecuacidn diferencial (6.8). Le toca
el turno a sRe—“'go . A diferencia del caso anterior, en que habila
hasta productos triples de funciones, ahora séleo aparecen
productes de una funcidn trigonométrica con una exponencial,
En esta parte se usa la expresidn de Senos y cosenos

trigonométricos en términos de exponenciales complejas

n

(6,.31D sena

i+

(6, 32> cosa

La expresidn analitica inicial de sRe‘“go ©s

(6.33

STcosa "-i‘[cSehk)""MCO‘;k{YDe—xy-*Csenxca—yD+Mcosx€2-y)')e—ixc3-y3 1+
+ sb, ,

con L = —-e—i‘['rccs_acmcsean*McosEX}evax)-rCO')E 1.

Ocupamos (6.31) vy (6.32) para reoscribir los productos

dentro del paréntesis cuadrado como una suma de exponenciales

6. 34> Csenxyﬂdccsxy)e—xy = -lé [—-i\ei*’y-n‘em‘:"'yﬂde_-';zy+}~4»s--'L‘Zyle-‘_"‘y
= S—h%-s—)-expc i-1dxy + CM‘,:D »pC—~1-1dxy.,

6. 38D CsenyC2-yd +MeosayCa-ydde 27V o

2__“&—ix(z-y)_eix(z—yrle-ix(z-y>+%M[eix<2—y>+e—tx(z—y))e—iz«z-y):

= CM;D expxCi-15Ca-yd + CM;“ expli+idCy=-2).



De acuerdo a lo anterior, la forma final de sRe~L'go es

(6. 365 % rcosae "TICM-Idexpl -1 xy+CM+idexpl -1 -tdyy) +

% rcosoe T LCM-1dexpal t-13Ca~yd +C M+ 1doxpCl+idCy-2) 1 + sl,

Los productos de funciones en dos partes de la ecuacién
diferencial se han eliminado, sin embargo aun faltan dos Lérminos.
Continuamos ahora con tsTcosal ypsenb—gecosod . De acuerdo a
(6.13d>, aqui hay productos de [funcionss trigonométricas ¥y
exponenciales, Corresponde ontonces utilizar las 1dentidades
(6,310 y (B.32)., La expresion yesend - ¢orosf se reagrupa como

sigue :
6. 37> yosent - ¢orost =

senB[Csenxy+Mcosxy)é-xY+Csenxca-y)+Mcosx€2—y)e_xm—wl

+ 3e~x[-senQ(senx+Mcost+cos€Ccosx—Msenx)]—

—cosB8[ (cosyy-Mseny )e-xy+(cosx<2—y)—Msenxca—y))e-xm-yﬁ
; Y

=Csenesenxy—ccsécosxy)e_xY+MCsenecoszy+cosesenxy)e’xy

+C—sen85enx+cosecasx)2;1 +MC—senecosx-cosesenx)aéz
—x(2-y)

+Csenfsenyl{2-yd ~cosfcosyl(a-ydle +

+ MCsenecosxca-y)+cosesenxc2_y3)e-xm—w

Todes los factores entre paréntesis pueden simplificarse

usando dos igualdades trigonometricas

senla+d) = senacosd+sendeosa, v

cosCa+dd = cosacosb-senasand.

~]
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Entences, (6.37) se reeseribe asi

(6. 38> VosenB—gocosd =
t Xy _ - —xt2-y)
~cos(@+xy) +MsenC+yydle cos(8+x(8~ydde
+ MsenC@+pCa-ydre Y3V 4 1,

donde Lg = [cos(8+xd~Msen(8+y)] 2e ¥,

Luego de algunos pasos algebraicos similares a los de

(6.34) y (86,35 se llega finalmente a

(6.3 isTecosal pgsenf-¢gocosf) =

%srcosa [-C1+iMD expC iB+C i-10xyd +(~1 +iMD expC ~L6+C1+idxy) +
- -;- sTtcosa (1+IMexpliB+( -1 (2-ydD

stcosa (~1+IMexpl—{8+C1+1Dy-23) + istcosalg.

+
] e

Queda auan por reegeribir el término
sRCyposenf-¢gocos8lCU’ —iW’'Dd. Originalmente aqui hay productos hasta
de 3 funciones. Recurriendo a (6.38) el problema se simplifica
pues ahora apareceran unicamente productos de exponenciales y un

senc hiperbdlico

(6.400 Cypsen8-gocos8ICU’ ~IW' D =
92—2[ —CL+iMexpl i+ i -1d xyd)+C -1 +iM exp(-18-(1+1dyylsenh(1-1idxy
- s%zcutmaxpc LO+C1-1d3C2-yd)dsenh{1~1dyy
+s§-2C -1 +iM)expl-16+(1 +L');zCy—23)senh(1—i)xy-*sangsenhC;-i)xy.

lo cual puede escribirse en la forma siguiente :

—sa0l +iM expl 18+ 11D xdcoshy( 1 -10Cy-1dsenh(1-1D xy +
+ say(~1+iMexpl -16-C1+Ld pdcoshpl1+idC1 ~ydsenh(l-1dyxy.
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Ocupamos ahora la identidad (6.17)

(6.42d

coshyCit-13Cy-1) senh(i—i)xy=%[senh(i-i)x+senhx(1—i)(8y—1)].

CB. 43> : ,
coshyC1+idC1~yd senhCi—i)xy=%[senhx((1+i>—t2y)+senhx(-(1+i)+2y)],

de lo cual resulta:

C6. 440 sRCyosenB-gocosOd (U —=IW 3=
—ngCl+iM)exp(i6+Ci-l)x)[senhx(l-i)+senhx(1~i)(2y—1)]

+S%ZC—1+iMDexpC-i6—Cl+i)x)[senhx((1+i)—iEy)+senhC—(1+i)+2y)]

+sastsenhC1—{)xy .

En base a todo lo anterior se llega a la forma final del

término no homogéneo de la ecuacidn diferencial:

CB. 450
~ 181" senhax 1401 13 yd ~senty+rsenhily-senhBx(1+C {-13yD)
+si:‘ 'i‘tsenhaxcct—1>—ty>+senhaxy—senhtaxy+senhax<ct—1)+y>]
+slLysenhyCl-ydCy-13 + gvcosae-i.[CM-i)expCi—l)xy+CM+i3exC—1—i)xy]
+ %@cosae"t‘[(M—i)expx(i—l)CE-y)+CH+iDexpx€l*i)(y-E)] + sl
— ts7ecosa Cl+MidexpC i+ i~-1d3coshall~dC1-yd +
+isTcosa (—1+iMexpC~{i8-C1+{dxdcoshpC1+10C1~yd + igTcosalg
—s%FC1+iM)exp(i6+ct—i)x)[senhx(i—i)+senhx(1—i)(ay—lbl
+s§gc-1+iM)expCi8+Ci-i)x)[senhx<61*i)—iay)+senhx(—C1+i)+8y)]
—s%ﬂqsenhx(i—l)Cl—y) + sazlgsenh{1 -1y
La integracién de esta expresidn es un proceso tedioso pero
los pasos son sencillos Chay que integrar funciones hiperbélicas y

constantes). Luego, la forma final de la ecuacién (B.12) es:



(6. 460 t7sena hy + hy'’ =

tay te cosha2x(i+C1-1dy> 3 cosh2x(1+(1-1DyD
sz e [ 2113 —ysenZ2y+tysenhi2y+ 1= ]
+s-—g—§—’e *t tcosh2x(Ci~1) ~lyd+cosh2yy+icoshi2yy+cosh2xCCi-1D +y)]

- mosa C1+iMexpl i+ ~1) ¥dsenhyC1 -t3C1 ~yd

- ;€%§%jcosa C-1+tMIexpl —1&-(1 +13xdsenhyll +13C1 -yd

~5 2301 +IM expl 1O+ L-1) 23 lysenh(1l-1D +coshx§i;€:)§§y—1 2
-1

5 ]

+s§-;c ~1+iM expl ~t6-C1+1d xd L tecoshy((1+id -1yl +coshyl ~C1+id +2yD]

M-
SN casa expC-1H+C 113D yeenhal 1-13Cy-15

xCt-13

+ ;—c—wﬂcosa expl-18-C1 +{dyd haC1+12(C
N EE)) pl -1 D xdsenhy(1+idCy~1)

G

s—-————coshx( (-10C1~yd +g

1=

xciil,)cosh(1-i)xy + slgy.,

donde {4 = Ly — CeegrTD , {z = azly ¥ {y = Ly +tTcooo L.

III. -SOLUCTION PARTICULAR.
METODO DE PARAMETROS INDETERMINADOS

El meétodo de variacién de parametros permite hallar una
solucién partiecular de una ecuacion diferencial no homogénea
cuande son conocidas las soluciones de la ecuacion homogénea
asoclada. (Krelder, 1083). Podriamos optar por este camino, ein

émbargo el procedimiento es bastante largo.
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Resulta mas sencillo usar el método de parametros
indeterminados. Los calculos se basaran en una propledad de las
funciones hiperbélicas y exponenciales : la segunda derivada es
proporcional a la misma funcién. Sea por ejemplo la funcién
J,‘=senh(wy+§3. Una combinacién lineal de .I,L y J" ' es proporcional
a Ji. Lo mismo sucede con coshCuwy+¥d y explwy+d.

El teéermino independiente de la ecuaciédn (8.43> contiene
Cademas de un término lineal en yd> funciocnes como las sefialadas
arriba, Por otra parte, considerando que es una ecuacién
diferencial lineal, podremos obtener la solucidén aplicando por
separado el método a cada una de las funciones.

Sea .I;L una funcidn incluida en el término independiente.
Proponemos como la parte de la solucioén particular correspondiente
a esta funcion una expresidédn del tipo nLJt. con n una constante
determinar.

Las funciones hiperbdlicas y exponenciales incluidas en el

término independiente de (6.46) son

Jy cosh2xC L+l -1Dyd
Jz = cosh2xC1+Ci-12y)
Jg = cosh2pl —~iy+(i~13D

Je = coshyy

Js = coshi2xy

Js = coshExCCi-1D+y)d
J, = senhp{1-10C1-yD
Jg = senhp(1+10C1-yD
Jo = coshpll~id(&8y-1D
J40 = coshpCl1+id-18yD
Jya = coshplE8y-(1+1D)
Jyz = eoshpli-15C1~yD
J4g = coshydl-1Dyy
Jy4 = senhypCl+0Cy-1D
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Luego de un calcule sencillo, las constantes n. resultan
18

3
ser lag siguientes (recuerdese que y=(7Tseno ad2:

.- -1 1 '
€6.47> m = gy -7 1 P 0e S myEcTey
- 1 . - 1 . - 1 .
N = 33Ecasry ¢ ™8 T EpEci-a> ¢ Do T myEcive
= 1 . - -1 . - i .
Pe = Tx27 PN T ERE PoMo SavErii-zy ¢
_ 1 _ o1
T EpEereEy oM T TpEr

En algunos casos el método no es aplicable por la sencilla
razén de que eclertas funclones Jl son ;oluciones de la ecuacidén
homogénea. La parte de la solucion particular asociada a Jp, Jeo ¥y
Jsa se caleulara usando una variante del método de parametros
indeterminados. Proponemos soluciones de la forma

6. 48D N yJ

l.as constantes N resultan ser:
A9

1
C6B. 490 No = m H Nyz = Nyg = =N
Después de todo este proceso sélo falta unir teodos los

términos que daran la soclueion particular. Ser&s una comblnacién

de funciones hiperbslicas y una parte lineal

C6.50> HpCyd= Zg,—‘;;—'f-::—s[ coshZyC 1 +C1 1Dy +cosh2yC 1 +( L =10y ]
a,ei" - .
— 872 [ ~senZy+senhiZyly
iaie-ia

: - - : ]
+516x3Ci_2)[1cosh2x( {y+C1-12) +icoshi8yy]
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-y

+gm(co=axy + cosh2y{y+(t~133]

- S._T____i::ayc1+imexpc—i6-ﬂ +13%) senhxl1-1dC1-yd

STCOSA . . ) .
* 4x2c1‘+"“‘,;3>’“"-*‘09><1>c 16-C1 +1dxd)senhyCl+LdCi~-yd

az. ., . . ysenhaC1-1)  coshp< t-13C2y=-1)
+sx Cl+iM)explio+(1+id 01 oy 1575C1+00 ]

teoghyCC1+1d —L2yD . coshyl2y-(1 +1'.))]

+Sazc"‘1 +UMD

spC —18-C1+id D[

Bx? 2 T+2
srcosoe L%
* W:)—Z—CM—ibyexpx( t-1) coshyCi-12Cy-1D
stcose " '*
+ ZEEET:TS—(M+£)expC—1—li senhaC1+idCy-1)
+S§_7F£éf_?y senhal t-13C1-yd *S——~£3:775'5enhC1—i)xy +g.(3 v .
x2C1-1) ExZC1-15 TEr?

Como se puede apreciar, la solucidn particular Hp es
directamente proporeional a s. Esto significa que las soluciones

particulares de las funciones ¢, y y; Son puramente imaginarias.

IV. ~CALCULO DE € A PRIMER OFRDEN

La soluciédn general de (6.9) es :
(6.51) hy = Bg + Byexp(i-1dxy + BzexpC1l-idyy + Hp(yd.
Corresponde ahora 1mp6ner las condiciones de frontera, lo

que permitira calcular las constantes complejas Bg, By ¥y Bz (salvo

por un facter), asi como el valor de c4.

Las condiciones (6.4> vy 6.5 son equivalentes a
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heC13=h,’C1>=0, o sea:

(8. 52> Bo + Byexp(i-12y + Bpexp(1-idy + Hp(ld = 0,
. _ . Hp'C1> _
(6.53> ByjexpCi-1dx Baexp(l-1dy + XTIy (&)

Por otra parte, (6.8 y (6.7 no son expresables en
términos de hy. Dichas ecuaciones 1incluyen a las funciones
potenciales ¢, y yw, C(asi como sus segundas derivadasd en ambos
casos evaluadas en y=0. El calculo de estas cantidades se hara a

partir de (6. 51D,

La funcion compleja evaluada en cero da como resultado:
C6.54> hyCO> = Bg + By + By + HpCOD.

Entonces, de la definicién de hy se tiene que :
6. 5% @ (0> = ap + a; + az + s¢p(0d,
C6.56) 'w‘(O) + b + by + by +sypCO),

Ya que By = aptibg, By = as+iby, By = az+tiby y Hp =sCgpriypl,

La segunda derivada de hy en y=0 es
(8. 57> -18x2CB,+Bx> + Hp'’COd = 0.

Por lo tanto, ¢,'‘C0Od y y'’'C0) son respectivamente:

#

€6.58) e’ 1COD = 2x2Ch+hy) + s¢p’ ‘COD,

¢&. 50 V' ' COd = =ZpRCag+an) + syp’COD.
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Luego, las condiciones de frontera (6.8 y (6.7 gse

traducen en:

(5. 60
U cod 2 = ve
——E;T—[Cb°+b,+bz)sene—cal+az+a,)co=6] + 2220 by+bzd = —sgn' 1COd
[ * '
- Ea-ggl[wo(O)sen9—¢bCO)cosslc, + 9~E£Sl[¢p(0)cose—pr0)gen9).
o o
(6.61)
W Cod . 20 4 4n = '
——E;T—[Cbo+b,+b2)sene—cao+a1+az)cosel + 2x2ag+azd = syp' ' COD
- !E—ggltwoCO)senB—¢oCO>coselc, + E——%gi[¢p(0)co36—v¢CO)sen81.
o o

Es necesario comentar que (6.32), (6.53), (6.60) y (8&.61)
forman un sistema de ecuaciones algebraicas con siete incognitas,
a saber,el valor propio c¢,, asi como aqg, a3, #z, bg, by y bz, La
parte homogénea de estas ecuacliones es i1dentica al sistema
obtenido en la aproximacion a orden cero. En aquel caso se asignd
un valor a ¢p de manera que hublera una solueién distinta de la
trivial Cel conjunto  de ecuaciones se  hace linealmente
dependiented.

Esto ultimo gquiere decir que la parte homogénea de (8.52),
(6.83), (6.80) y (6.613 tambien forma un sistema linealmente
dependiente. Lo anterior implica que mediante operaciones
el ementales podemos llegar a dos ecuaciones cuyo miembro izquierdo
sea el mismo. El valor de ¢, serid aquel que haga que las
ecuaclones sean compatibles.

El problema de wvalor propic se resolvera aplicando el
método de eliminacidn al sistema de ecuaclones. El primer paso es
restar (6.53) a (6.52>, de manera que el resultade sea una

ecuacidn sin la constante compleja By:



C6E. B2 2Hexp(i-1dy + Bo = S, ,

. Hp* (1D

con Sl. = - Hpci) m

Las ecuaciones (8.53) y (6.62) perfniten expresar aqg, a3, bp
Yy by en términos de a, y b;. Esto es posible si separamos partes

real e imaginaria de ambas ecuaciones:

(&, 630 ag = —2e-xCa2co:x—bzsenx‘) + & Py,
CE. 64D by = —ae-xCazsenx+bzcosxb + 8 rap,
C6. 65 a, = e “XCazcos8y-bsendyd + S rg,
5. 662 by = e—zx(azsen.?.;g+bzcos{:.’x') + 8 Py,
siendo & r;=Re(S,), s rqo=ImCS,d, s r3=—ReC:-z;;§:iq-§—expCi—1Dx3.

Hp'COD

TS _xpCL'—l)x).

Y s rg ==InC

Introducimos wotoc rusultados on (B.60) v (B.61). Lusge do
camplificar con ayuda de identidades trigonométricas se llega a un

sistema de ecuaciones lineales con dos 1ncognitas:

-— -— 2 * -—
C6.87) [senCé-pde X+sen(2y-e zx-sena»r%-?%)-senaxe 2Xjap +
—-x ~2x 2x2Co’ -2x
+ [~2cosCO-yde "+cos(B8y-e +c°58+_0°'°7'c_6’\(1+°°58x =3 dlby =

= aqu+sQFmey,
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. 2 ' -
2x —sen9+—§x——c—9—(1 +cosZye Xy, ag+

(6.68) I[s - Xy -ede
{senC(&-yd2e sen(&y-68le WTToS

- - 2 4 -
+ [~cosCO-yd2e X+cosC2y-Ode 2"+cose—-§-’,‘—,f—g§senaxe Xy, =

= aq+sQ+mey,

donde o
Q = CgplOd—ra~rdecos8 - (yplOd-r,-rgdsend,
gy = CCo' #U' "CODDLEBy2r o+’ 'LOD],
qz = CCo" Z/W ' COXI L yp' ' COD—2x2r,y).

De acuerdo a la dependencia lineal en la parte homogénea de
las ecuaciones, resulta que el miembro ilzgquierdo de (B.67) es un
multiplo escalar del miembro izquierdo de (6.68).

Las ecuaciones (5.67) y (6.68) son de la forma:

C6. 685 Aggap + Ajgbs = sqq + SQ + m ¢y,
6. 70> A;uag + Azzby = sq2 + SQ + m ¢y,
Se multiplica (6.68) por ﬁ—i—: y rezulta:

Azy

{eqqy + sQ + m ¢4].

C6.710 Az‘az + Alz-A'—z—‘—bz =
Ags Asg

Por la dependencia lineal debe suceder que g—z—iA12=A22. La
14

condiciédn de solubilidad es entonces
Az g

5. 720 A——[gq1 + sQ + m eyl = sq; +sQ + m oy,
14

Esta ecuacidn permite conocer el valor propio ¢ :
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22109+ ~A (g +D — D ihz1917A 1Tz

.73 = ; =
e 1 CAgq-AzqOm m T CAgq~AzsOm

Exceptuando s, todas las cantidades que aparecen en la
ecuacion (6.73) son reales. Eso significa que ¢; es una expresidn
puramente imaginaria y su comportamiento permitira saber si el
flujo es estable o no.

Recordando la defintcion de cada uno de los términos se

tiene finalmente que

6. 74>
c—-':'g;C $oC0lcosl-yalsen@d +(¢gp ' (13 —yp’ (103 -2p¢plidsendd
- 2aC Pl 0D cosB—yol O sent) °

cy =

2 COSECYp (1D +¢p (1D —2pypC 130 —¢p ' (1D CsenC x=€ +eosC x-6) e ¥,
2al gocosb-yesendd i

T
~0

! C1)CeosCy=8D ~aant x -2
T T Bl el cosb- ol 0P EenED

+gp,[=C cogx—-senxbxenxwp’ C1d) ~Ceosy+acnyd ;(e—x¢>p‘ C1d4¢gp’ 'CODICL +

+suzl Ccosy—senyd ,’(Q_X(L‘p' C1d)-Ccosy+seny)d xe_xlpp' C1o+yp' ' COD1C,,

con
py=— BSERCEtRIS X genCay-0de X-send+C2y2CHoW' ' CODICL +cosiye 2X)
L sen2xy -2y C1-+cosayexpl-2x2J '
2174 ¢ . - -
2x2U CO)[U, oS TCO5 1l 03 cosB-yal 0l sendd
_x—z y = L)
__ esen(f-xde +SEAC é}-—@)e ~sen@+(2yx2Cqs-U’ ' (01D sen2ye
VAl .
. sena2y —2x _Cl+cos2yexpl-2x30, . _ N
2x2W oL G775 o) 1C Pl 0D cos8 -yl Odsendd
» No es pesible determinar cual es el compertamiento de ¢
por sinmple obser vacidn de su expresidn analitica. Sin

embarge, ya hemos dicho que ¢y 3 una cantidad 1maginaria.
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V. -ANALISIS DE LA ESTABILIDAD

Las funciones ¢p ¥y yp dependen linealmente del nUmero de
Reynolds, de 7cosa y de tana. En base a esta caracteristica y a la
ecuacidn (6.74) llegamos a que ¢; es una funcidn de los parametros

7, R, 8 y a del tipo sigurente:
(B, 75 (8,0, 7, FO={IN(E, xR + 1nlH, ¥dTCcosa + ZOxdtanal.

El segundo término del miembro derecho es induecido
exclusivamente por la rotacion. Por otra parte, en aussncia

de rotaclion se tiene que:
kS
6. 760 ¢y >+ LlReos26-C5/8) 2t anal,

valor al gue tiende la expresion dada en (6.75) cuando 7 »+ O.

La expresiédn analitica de ¢y es bastante complicada, motivo
por el cual se procedid a realizar analisis numérico. Se utilizeo
con este fin la computadora Burroughs-~786800 de la Direccton General
de Servicios de Compulo Acadsmico CDGSCA).

La cantidad que se calculd no fue directansnte o, Sino:
€8, 77> c = Imted = f—"

El signo de Cl es primordial para saber i el flujo es
estable o inestable. En la aproximacion de ondas largas resulta
que r:o+ik(‘:,L &5 una buena aproximacion de ¢ (e Y C:l son reales).
Entonces, las perturbaciones se propagan en forma de ondas con una
razén de crecimientoe o decrecindento dada por kCL. Considerando
que k e una cantidad positiva, el flujo sers estable si Ctﬁ 0. En

caso de que Ci>0 el flujo es inestable.
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El analisis de la dependenctia de Cl recspecto a los
. paramelros v, R, 6 y & & hizo con programa escrito en un lenguaje
que tiene incluide a los numeros complejos, el ALGOL . En lineas
generales el programa consta de las partes que se enumeran a
continuacién:

a) Subrutinas que permiten calcular funciones hiperbélicas de

argumento complejo.
b) Calculo del campoe de velocidades del 'lujo principal, de cgq
y del factor M.
e) Caleulo de hplOd, hp''C0), hplld y hp'ClD.
dd) Determinacion de CL come tuncion de 7, B, 9 vy «a
S= tomaron valores del numero de Tayleor en el rango.

[0.1,4.0], vartandose a intervalos de 0.1 en 0.1 . Por su parte,
el angulo de inclinacién se varid entre 100 y 800, a intervalos de
109, En lo que toca al anguleo de propagacion, s« hicieron calcules
de Ci en los que 8 es un multiplo de 10. Finalmente, el nunero de
Reynolds se varié a intervalos de una unidad. El primer resultado
es que Cu tiene una periodicidad de 1600 respecto a ¢. En base a
esta propiedad s= ha =studiado la estabilidad unicamente en el
intervalo [-Q00,0Q00),

En la figura 18 o mueatra una arafica do C\ va., & para ol
caso en que no hay rotacion. Notese gque el valor maximo ocurre en
8=0. Lo anterior significa que la direccion en que el flujo tiene
menor estabilidad es aquella en la que se mueve el fluido. Este
resultado se menciona frecuentemente en la literatura sobre la
estabilidad de flujos unidireccionales (Drazin,1978;
Shivamoggi ,18985) .

La rotacién produce un desplazamiento del valor maximo de

C,L CCiqu) hacia valores negativos de &, come se puede apreciar en
la figura 13, en la cual se dibujan curvas para 3 valores
distintos del numero de Taylor. Este desplazamiento se explica
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FIGURA 43, - dardfica (i ve 0O; R=3, a=50. f.as curvas
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0.2, 0.5 y 1.0), La rolacidn produce un corrimientio del

mdximo hacia la izquierda.
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parcialmente por el hecho de que el flujo primario ya no esta
orientado segun el eje X, pues existe una componente adicional de
la velocidad, en el sentido negativo del eje z debido a un rezago
del fluido producido por la rotacién. Ademas, la dirececidédn del
vector velocidad del flujo primario varfa con ld profundidad Cwver
figura 26 al final de capituloed

Ahora bien, haciendo un paralelo con el flujo sin rotacidn,
veamos si Gmax Cangulode propagacidn en el que ocurre Ci.mox
coincide con la direcciédn promedic del flujo principal. Definimos
un angulo Y de la siguiente manera:
W

A
(6.78> Y = dl‘Ctdh<U).

Y depende del parametro x. Al realizar algunos cialculos
encontramos que emax estd a la izquierda de Y, s decir resulta
que OHmax < Y <O0. Otra posibilidad seria comparar em“ con el
4ngulo en que esta dirigido el flujo principal en la superficie
libre (lo denominaremos Y,J. Aunque Y, esta a la itzqulerda de Y,
tampoco hay coincidencia con el angulo de maximo crecimiento de

Ci. Se cumplo la relacién
(6.78 Gmax < Y, < Y <O.

Este fentmeno se puede explicar recordando que la
perturbacién evoluciona bajo la accién de la fuerza de Corilolis.
En ausencia de ella, las direcciones de menor =stabilidad y la del
flujo principal coinciden.

Supéngase gue una perturbacidn se mueve inicialmente en
clerta dirececidén. Dado que la fuerza de Coriolis es perpendicular
a la velocidad, la perturbacion cambiarad su direccion eriginal de

propagacidn por otra en la que haya un balance entre todas las

a1l



fuerzas. Las perturbaciones de menor estabilidad no se se propagan
en la direccion promedio del campo de velocidades del flujo
principal Co en la direccion de la velocidad en la superficie
libred, ya que la fuerza de Coriolis las mueve hacia valores de 8
situados a la izquierda. El corrimiento aumenta con el inecremento
del numero de Taylor.

En las figuras 14 y 15 aparecen 2 graficas C‘ ve. 8,
similares a la 13, pero con distintos valores del Aangulo de
inclinacién. El comportamiento es cualitativamente el mismo.

OLro de los detalles que se muestran ez el efecto
estabilizador de la rotacién., Las curvas de la figura 16 ge
hiclieron con un yalor fijo del numero de Keynolds C(RE=3). Cuando
7=0.2, las perturbaciones con angulos de propagacién en el rango
[~32,13) son inestables. Sin embargo, al aumentar el numero de
Taylor a 1, C‘~ sera negativa en todes los valores de &, lo que
significa que el flujo ce vuelve estable.

Al prinecipito de la seceldn se menciond que ¢, €5 una
funcién lineal de R, lo que tambien vale para Ci.. De acuerdo a

(6.75) yv a (B6.77) resulta que :

6, 800 C = NE, DR + O, xdTcono + ZCxdtanc.
v

La suma de los dos ultimos términos es negativa, exceplo
cuando a=0.

Una de las fuerzas que da estabilidad al flujo es la
componente de la gravedad en el eje vy Cgsencd. Dicha
componente de gravedad aparece en C‘ a traves del término
SCxdtana, gque es siempre negative para valores finitos del angulo
de inclinacién a.

En la estabilidad del flujo Juega un papel importante la

reduccién en magnitud de ACH,x), cantidad que multiplica al numero

(3]
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de Reynolds en la definicién de Ci [ver ecuacidn (6.80)). Esta
caracteristica es la que permite ampliar el rango de valores de R
para los cuales es estable el flujo descendiendo por un plano
inclinado. En la figura 16 se grafica A(8,x> vs. x con varios
valores del Angulo de propagacidn 8. Ah{ también puede apreciarse

como la direccién en que C es maximo varia con x. .
A%

A8, X)

1.2

1.0

0.8

0. \.__/_(J‘-'*‘

] )

0 0.6 16

1
PARAMETRO X
. ~— 0 -~ 40 —¥ 00
FIOURA 6.~ gGrdfica A(8,x) vs, X con tros valores
distintos de dngulo de propagacidn (D, €0 y o).
lLLa siguiente figura (17> es una grafica de Gl vs. 6 en la
cual se ha dejado fijo el nunero de Taylor (v=2.5) y el angulo de
Lo que interesa aqui es mostrar el papel que
Se

inclinacion Ca=5002,
desempefia el numero de Reynolds en la estabilidad del flujo.
han dibujade curvas para 2 valores distintos de R.

Como puede cbservarse, con R=5 el flujo aun es estable,

resultado que contrasta con el que se obtiene en ausencia de

0
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FIGQURA 47.- ardlica C; ve. 8; r=2.5 o=50., Las curvas
corresponden a dislintos valores do nimeroe de Reynolde
5y o con R:=5 el flujo [ esiablo. Con valores
superiores a =2, se puede toner flujo estable a valores
altos do R.
Cl
2.0f
10

TZ% x

20}
1
-80 -46 0 45 80
ANGULO DE PROPAGACION
—— R{ — Rz —¥- R3
FIGURA 1$8B.- ordfica Cy ve, 8 en oausencia de rotacidn
pora B valores de numeroc de Roynolds (1,2,3. Las curvas

coinciden en =90 y &z-PO.
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rotacién., De acuerdo a (6.768), si 7=0, se llega a la inestabilidad

cuando:
kY
(6.81> R = (5/6)%2tan500 = 1.08.

Hagase una comparacioén mas con el flujo sin rotacien. En la
figura 18 se muestra una grafica de C vs. € con 7=0. Se han
dibujado curvas para 3 valores distintos de R. Come puede
observarse, todas ellas coinciden en & = -g0o. El valor que adopta
Ci a ese angulo, es el minimo y ademas es negative. Se puede
afirmar entonces que la direccidn de mayor estabilidad en el flujo
sin rotacidn es }a del eje =. Ademas C‘C6=:QOOD no depende de las
variaciones del numero de Reynolds (ver también (6.763).

Cuando hay rotacién, la =zona de mayor estabilidad se
desplaza de la diredeion del eje =, noviendose hacia la del eje x.
En la grafica 17, con 7=2.5, el valor minimo de C‘ ocurre para un
valor negative de 6 cercance a cero. Con valores menores del numero
de Taylor, el desplazamiento, respecto a la direccion eje =2, es
mas pequefio, lo que se puede apreclar en las figuras 138, 14 y 15,

Es necesario comentar que en =1 flujo sin rotaecidn la
direceidon del eje = &5 la unica en la que la estabilidad no se ve
alfectada por las varlaciones de B . St 7=0, se tiens un intervalo
de 6 en que el flujo =5 estable, i1ndependientemente de R, . En
este intervalo (fig. 17> el factor A(E,x) ©s menor o igual a cero
y un aumento de R tendria un efecto establlizador.

Ahora se daran algunos resultadeos sobre la estabilidad del
flujo como funcion del angule de i1nclinacion. La figura 19 muestra
una grafica C_t vs., 8; Se define & como el angulo de propagaclén
en &l cual la curva cruza =l =j& 8. En otras palabras, 8l es el

linite entre las direcciones estable & inestable del flujo.
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manera, la rotacion amplia el rango de valores de o en los cuales
el flujo es estable.

En la figura 21 se presentan dos graficas 6t ve. o, séleo
que ahora el parametro que permanece fijo es 7. Los valores del
nimero de Reynolds son respectivamente 2 y 3. Notamos que el
angulo de transicién aumenta con el crecimiento de R, Esto es una
manifestacién de que leos incrementos en el numero de FReynolds
Juegan un papel de desestabilizacioén del flujo.

En el flujo sin rotactén, la curva 81 vVE., a ©8 una linea
simétrica respecto al eje oo Con 7 %2 0 la curva se desgplaza hacia
abajo, lo que significa gue la region de 1nestabilidad se carga
hacia los valores negativos de €. Este fendmeno esta  relacionado
con el hecho de que yx depende del angulo de ineciinacioéon. Cuando

7=0, el parametro y se anula y Ci vale:
i
8. 82> Ci = CReos28 - (5-8)Ftancd + noléd7T

donde 768> = lim nlé&,
xr-- ©
La expresion de arriba se diferencia de la que resulta para
un flujo sin rotacion, on ol término eédr. Dicho términe wa ol
que produce la asimetria de la region inestable en el flujo por
“una pared vertical (o=0> (ver en las graficas 20 y 21 la‘

-,

interseccidén de las curvas con el eje d‘).

Un aumento de o -mantenmtendo 7 constante- induce un
inecremento en y. Considerando que el término Z(xpdtana no depende
del angulo 6 Cecuacidn 6. 75, resulta que la asimetria aparece a

través de la expresion:

AH DR + 78, xITCcoso



El crecimiento de x es el factor primordial que produce el
corrimiento de 1la zona de inestabilidad hacia los valores
negatives de 6.

Dado que x depende de Tsena y este ultimo es propoﬁcicnal a
la componente de Q segun el eje y, resulta que dicha componente de
la velocidad éngular es la principal responsable de la asimetria.

Definimos ahora el numero de REeynolds critico CFeritd, como
el valor maximo de R por debajo del cual C\(O para todos los
angulos de propagacién . Es decir, si EIFecrit el flujo es estable
y cuando Ferit hay  inestabilidad. A  manera de conclusion
presentamos varias graficas de Feru va., 7 (figura E2). Observamos
que conforme aupenta T, el valor de FRerut tambien se 1ncrementa,
lo que significa que la rotacion permite Ltener flujo estable en un
rango mas amplie de numeros de Eeynolds.

A cada valor de Kot le asccramos un Anaulo eriticeo de
propagacion (ver figura 23). En la figura 24 se presentan
graficas ferit ve 7 que muesiran come la rotacidn hacs que Berit
tenga un corrimiento hacia valores negativos.

En la figura &5, laz graficas Peru ve., o muestran como
Rerit &5 una funeion cerectente del angulo de inclinacidén.  Un
incremsnte de o tiens efecto estabilizador por dos motives: ad
aumenta la componente de la gravedad a lo largo del eje y bd
aumenta la componente de 0 en la misma direccion.

Con esto se concluye el analisis de la estabilidad, mismo
que se hizo luego de calcular el valor propio c4. Obtuvimos como
resultado gque la rotacion tiene ofecto estabilizador secbre el

flujo.

ag
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7.-ESTABILIDAD DE FLUJO CON VALORES PEQUENOS DE NUMERO DE
REYNOLDS, NUMERO DE TAYLOR Y ANGULO DE INCLINACION

I.-HIPOTESIS BASICAS

En esta seccidn se investiga la estabilidad hidrodinamica
de una capa de fluido que desciende por un plano inelinadeo en
rotacidn, con la caracteristica de que el numero de Reynolds k, el
numero de Taylor v y el angulo de inclinacidn son pequefios.

Ba jo estac circunstanctas es posible expresar a2 R, 7 Yy a en

forma de series de potencias de un mismo parametro pequefio & :

ad R = Rye + Rp=2 + ... .,
¢7.15 bd) 7 = 75 + 1,2 + ...,

C) = oyE + agE? +

El significado fisico de = se dara mas adelante. El numero
de Roeynolds depends de » y de acuerdo a su defintcion (ver
ecuacion 3.35) FE es una funcion par respecto a este parametro . El

correspondients desarrolle en serie de potencias es

9 EY
7.2 ko= 9008edd o gy

- + OCa2Y.

OCx2) incluye unicamente términos con potencias pares de x. Si
kY
Recordamos que y=(rseno/2)%2 y de acuerdo a (7.1), éste parametro
acepta un desarrollo en serie de potencias de e :
i
Z

7.3 x = Cryoy/222%2 + OC&2).

Este resultado Jjunto econ la rexpénéidh ‘de ‘ecosea permiten
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escribir (7.2) como:
-] kS
€7.4d R = 9%[(2/1531 + OCe2)],

) 1
De acuerdo a €7.1ad el términe %r_a/is)z debe colneidir

con =R;. Lo anterior permite hacer una elecciédn de & a partir de

magnitudes fisicas. Consideraremes que € &5 proporcional a 1;2.
Dicha eleccidén sers congruente con la defimielidn de 7 si, por
1 :
ejemplo, hacemos ) o Y Bajo e3ta hipotesis se cumple entonces
1
que 7T & =,
Las “Ccuaciones diferenciales que describen el

comportamiento de la perturbaciédn tneluyen  al  campo  de
velocidades del flujo principal. Las funciones U y W dependen de x
y por lo tanto de & Luego, el calculo de la estabilidad requiere
que previamente se haga la expanstion de las velocidades U y W

32
C7.86> U = C1S-8>3C1-y2> + oCe2d ,

7.7 ., W =0 + 0Ce2).

Las funciones potenclalws ¢ ¥y -y, asi-como ¢ 8¢ eacribiran

tambien en forma de serie de potencias:

@ = Po * e t g2 + .,
C7.8> W= Yo t e t+ owas? + L,

C = g t* €y + e 4

Igual que en el caso de la aproximacién con numeros de onda
pequefios, se calcularan unicamente los dos primeros términos de la
serie. Los resultados se restringiran a flujos en los que & swa

pequefio, © de manera equivalente, cuando R , 7 y a sean pequefios.
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1I.-ECUACIONES FUNDAMENTALES Y CONDICIONES DE FPRONTERA

En éste problema resulta mis adecuade utilizar el sistema
de ecuaciones que generaliza a la ecuacidén de Orr-Sommerfeld

€4.13) y (C4.14>., El desarrollo en serie de potencias da como

resultado :

7.8

[~do' ' ' * +k2¢p" ' ~k2cos6lyp" ' senf—dp' ' cos8) +k4cosfpsend-¢dorosdl 1+

[=gy' ' +k2¢g" ' ~k2c0860yy’ ' senfi—4qg' ' cosEd +k4cosBl yosenb~Pparostd 1a
+ LkR I Va=egddn’ ' +Vo' o’ +*Cyp' senfi~pe' cosé@dly' Je +

+ kR, [ Cyprosl-gozos8d Uy’ ¢ +k2cos8 (Vo—epdlyesend-geros8dle +

+ tkTycos58 wo' = + ... = O,

€7.100

Lyg' ' ' ~k2yy' ' ~k2zendlyg' ‘ senf-¢g' ' cosB) +k4senBl posend-¢@gocosd] +
Dyt ' ~k2y " ~k2sendly ' ' senf-g¢,' 'cos@) +kigenfl ysend-gcos@d lse +
+LU R, L —CVo~Cod Wo' ' ~Vo' Yo' +C o’ Senbi~¢o’ cos@dWe' 1e -+

+ kR L Cpgsen@~gpeas I W'’ +h2sené(Va~cd {ygsen@~docos@d ls +

+ Lk l ~Cygsend—gorosdd +aenf wa'lae + ... = 0,

0
siendo Va=C15-8) fcosd(l ~y2),

La expansion en serie de las condicion=a de frontera es:

€7.11) Pol1d + @llde + @pl1de2 + ... = 0,
€7.12 o' C1Y + @ CAde + ¢p'C1de2 + ... = 0,
€7.15) Wolld) + willde + ypl1da2 + ... = O,
€7.14) Wo' C1) + pCAde + yp'Clde? + ... = 0,




C7.15

{ QEF—FQ)-C wol 0dsend-¢ol0dcoso) +¢g’ ' (0D ~k2cos8C pel 0 senbd-gpal Odcoshd )
o

e *
+Ye €00, CypyCO)senB~¢dol 0)cos6d +C yolldsend=¢al 1)cos$)é—‘—, +@yt (1D ) e~
o

Co’
~k2sen8Cy,(1dsen8-¢,(10cosB) = + ... = 0,
C7.16D
[~po' ' COD-k25en8lyol0dsenb-gol0dcos8d] +
+ -y COD ~k2senfly, (O senB-¢ol0dcosédle + .., = 0,
€7.17>

We ! .
[-¢o’ '’ COX+3k2¢y' COD —tkﬂcos6£{ Yol OV send-¢o(0dcossd]) +
+ (=g ' COD+3k2¢ ' COd~ i)iﬂserzé‘gz{ y (O send-, (O cosdlle +

kY
+ [—tkecos@l15.2) 2oyl el 0dsentf-¢ol 0 coaBd) +1kR(Vo-ced¢e' (0D le +

+ ... =0,

¢7.18>

[yg' ¢ COd-Bk2ypy’' COD —tksseneg—e—{ Yol Odsend-¢ol0dcosdd ] +
o

Lyg® " COD-Bk2y,* CO)—il-:Ssenegf'—'{w‘(o}sena—¢o(0) cos®le +
o
2
[-1ksendC15/2) Z2a, (ol 0D sen8-¢ol 00 cos8d —tk(Vo—cgd Ryyp’' (0D Je +
—tkTCyYCOdsenB-¢o(0dcosdd = + ... = O,

con Cg'=Vo(0l -y y We'=FEWe. PFudiera pensarse que esta Ultima

expresison no debe aparscer a orden cero. Sin embargo, de acuerdo a
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la definicién de R y We se tiene que RWesTer/uUy C(Up es la
velocidad representativad. Supongase que Ug es muy pequela y que
la viscosidad es muy grande. Luego, el numero de Reynolds es muy
pequeffio, En el limite R=0 es posible que la expresién ulUg tienda a

un valor finito.

III. -SOLUCION A ORDEN CERO

Las funciones ¢ Y Yy satisfacen un sistema de dos

ecuaciones diferenciales acopladas

¢7.18d
—¢o' ' th2¢g" ' ~k2cos8lyp'  senf-@dg’ ' cosBd +tkicosB ypsenf~pdaros8d =0,
C7.205
Yo'’ “kyy' ' ~k25enblyg’ ' senf-¢q’ ' cosd) +tkisendlygsenbd-¢gocond) =0,

Mediante operaciones elementales el problema se reduce a
resolver una sola gcuacidn difersneial. Multiplicando (7.18) por
cosd y (7.20) por sené ¥y sumando se tlend:

¢7.210 Cye' ' 2enf—¢o' ' ' cos@) —2120 s ' send—¢y' ' coséd

+k 4 ppsend—gorozdd = O.

Surge de manera natural la idea de definir una funcioén
£ o=pesenb—gocosd, de modo que (7.281) se convierta en una ecuacidn
diferencial para fqo:

C7. 22D fo' ' ' =Bk2fy' ! +kifg = O.

Como se demostrars enseguida las condiciones de frontera
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pueden ser expresadas en términos de o A orden cero se tienen

las siguientes condiciones

7.23 PoCl) = ywelld = 0,

7. 245 Po’ (1D =y’ (1> = 0O,

C7.25) [CCUg' *COD/Cp' I ~k20c0s83C Yl 0Isenb-9ol0dcos8d +¢' 'COD] = 0,
C7.260 [—yo' ' COd-k2s5en@lylO0dsenb—¢olOecosdd] = O,

7. 87> [—¢b"'CO)+3k2¢o‘CO)—LksccségizCwo(ObgeﬁG—¢b(ODcosé)] = 0,

¢7.28> {yp" "' (Ob—ikﬂsenég—e—t, Cyigl 0D 5enb -l 0dcosdd ~Sk2yg' COd) = O.
o

En base a (7.23) y (7.&4> liegamos a 2 condiciones que debe

cumplir fg :

€7.28> . folld> = 0,
7. 28 fo'CLlD = O.

La tercera y la cuarta ccndicién se obtienen por medic de
una combinacion de las ecuaciones (7.25 y (7.26) por un lado y
C7.287). y €7.288) por el otro. Multipliquese a (7.28) por cosf y.a

(7.26) por send, luego de lo cual se suman. El resultado es:

7. 31D
VO"CO:) 2 - - ¢ - (RN e)) ay =

C—-——CT;,——— =2yl 0dsenB-gal0dcosdl - Cygo' ' (OdDsend-¢dq Odcos =

CVO' tCOD

o - k22000 - 5 C0) = 0.
o
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Haciendo lo mismo con las ecuaciones (7.27) y (7.28) ce
llega a :

€7.32> fo'''C0O) - 3k2fy’'COd - ikggg,fOCO) = 0.

A manera de conclusion se puede decir que a orden cero el
problema de la estabilidad se reduce a resolver una ecuacién
diferencial de cuarto orden. Ademias los resultados son pareclidos a
los que dedujd Yih en 1963 en su desarrollo en serle de potencias
de R.

Como la ecuzcion (7.88) =z homogen=a s2 espera que las
soluciones sean del tipo fowmexpCAy). Al sustituir lo anterior en
la ecuacidn diferencial, obtenemos una ecuacidn caracterifstica de

cuarto grado
(7.33 CA4-2k 222414 = (A2-k2)2 = (O,

la cual tiene unicamente 2 rajices distintas A=k y Az=-k.
Como una ecuacioén diferencial de cuarto orden debe tener 4
soluciones linealmente independlentes ¥y la ecuacidn caracteristica

—ky.
e 73, las

Lk
ha pernitide determinar unicanente 2 de ellas U= Yy
soluciones restantes se oblienen multiplicande a las anteriores
por y (Kreider ,1983). Entonces, la forma mas general de £ es

¢7. 34> to = A + BeT™Y 4 Dye"” + Eye V.

Las condicion=s de frontera dan lugar a un sSistema
homogéneo de ecuaciones lineales simultaneas, cuyas incognitas son
A, B, Dy E:

C7. 55 At + Be ¥ + Df + BT = 0,




¢7. 36D kAe® - kBe " + C1+kODe® + C1-kdEe ¥ = 0,

C7.37> [CVo' ' COD/Cy' D -2k21CA+BY -~ 2k(D-E) = 0O,
(7.38D> 2CHCA-B) + tkWe’'CA+BY = O.

El parametro ¢g aparece en las ecuaciones a través de Cy' ¥y
tendra un valor tal que la solucidn para A, B, D y E sea distinta
a la trivial, lo que se puede lograr si hacemos que el sistema de=
ecuaciones sea linealmente dependiente.

En cualquier sictema de ecuaciones linealmente dependiente
al menos una de las incognitas es arbitraria. En base a esta
propiedad hacemos A=1. Las cuatro ecuacicnes psrmitiran determinar
B, D, E y co.

Despejamos B de la ecuacion (7. 38D

—tWa'~ 2Co’
7. 50 = L' T cto
¢7. &2 B TWe' = 2Cq'

Los valores de D y E calculados a partir de (7.35) y €7, 362

son respectivamente :

-2k

C7. 40D D = %’E“ - 2k + Be 27,

C7. 41> E L o« aoe e
=m :

Por otra parte, la constante D es , a partir de (7.41) y
¢7.37> , igual a

. '] Y
C7. 42D D=~ %F[ez" + C1 + 2KIB + C&k2- XE’?—f—Qz-am + B 1.
{ -0

Las dos expresiones de D deben coincidir. Eso conduce a la

wcuacion de Cg'
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2k

€7.43) C1-2kd+Be 2 = <t 4+ 1 + 2K0B + Capz - Yo 'O

e (1B

Sustituyendo B por su expresién dada en (7.3 y luego de

despejar Co' llegamos a

1

i We'!
ot et e —ermean. z Y . .
T +Ek2+coshalt[C1 5/8) *cosf + L—§—CEL senh2k) ).

C7.440 Co’' =
Finalmente, de acuerdo a la definicidén de Cg'= VolOd-co se

tiene que el valor propio ¢g &S

1

Y W
e [ (1520 o026+ L el Bh s enh2kd 1,
1+2k2+coshdk 2

C7.45) c0=C15/SD§cosé +
un numero complejo cuya parte inaginaria es proporcional al
coeficlente de tensidédn superficial. El desarrollo en serie de
Taylor de senhdk muestra que la cantidad (2k-senhZk) es negativa
para valores del numero de onda distintos de cero. For lo tanto,
la parte imaginaria de ¢cgo es negativa y hay estabilidad.

En el caso limite de una perturbacioédn con numero de onda

pequefio resulta ques (Yih, 1963
C7. 460 cp »= (1520

lo que concuerda con la velocidad de propagacion obtenida en la
aproximacién para valores pequeffos de k en un plano sin rotacion
CYih, 18833,

El efecto establlizador de la tensidn superfictal aumenta
con k. Esto era de esperarse ya que la curvatira de la superficle
se incrementa a la par del numero de onda. Para valores grandes

del k, el paramatro cg tiende a ;

1
C7.47) ¢g >+ (18,8)2cos8@ —10. SWe'




80
Ll Se nota que la velocidad de
20k f propagacidén de la perturbacidn
" disminuye con el aumento de k Cver
1wl figura 273.
£1 k wvale O resulta que
1wk Im(egy=0 y si ¥ es muy grande
Ichobrw—EWe'. Entre estos dos
osp limites existe un rango de numeros
a0 . ) de onda en los que el factor de
o 1 2 8  amortiguamientoe es psquelio.  En
F1GURA zfevgﬁigsiTalo vo adelante s investigara lo que
e=0. velocidad de propagecién sycede an =ste dltimo caso
de la perturbacidn  como funcién (supondremos que We' =0),

del nimero de onda.
En ausencia de tension superficial la constante B es i1gual

a 1. Luego, la funcidn g es

C7.48) o = ¥ + & o Ll jon1-aT e

i k ~ky
2k '

1 2
*EFI 2k-1-e"lye

En las =cuaclones a primer orden aparecs un término con ygo
por separado, Por ello esta funcion sera obtenida en adelante.

Yo satisface una ecuaclion diferencial no-homogensa
C7.49 vo' ' ok2ug' ' = senfCk2fy' ~kery),
misma que ‘se obtiene al sustituir Yosenb—gocosé por o en la
ecuacion (7.200. Es facil probar que una solucion particular es

sendfy; pasamos ahora a caleular la solueidn de la ecuacidn

homogénea

C7. BOD we' 't = kZyg't = 0,
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La ecuacidn caracteristica es:
C7.51) A2(A2-k2) = O

Las rafces de esta ecuacidédn son :
¢7.52 Ag=h2=0, Ag=k, A=~k

Existe una degeneracién en la sclucion. La ecuacidn
caracteristica permite deterninar Unicamente tres soluclones
linealmente independientes. La otra se obtiens al multiplicar
por ¥y a la solucién que corresponde a las ralces repetidas
C(Kreider,19833. Entonces, la forma mas general de yg ¢s

o . - . ky kY s
C7.83 Yo T ag + azy + age T+ a.e + send g
La anulaecion de yy y su primera dertvada dan lugar a dos

ecuaciones algebraicas

¥ ~¥
C7.54> ay + ap + age + age = 0,
)_.

C7.58 ay + aghe’ - auke SR
Las ecuaciones (7.26) y (7.28) son las condiciones de
frontera en la superficie libre. Al introducir (7.83) en ellas

resultan 2 ecuaciones algebratcas adicionales

€7. 865 ag +* a, = — E;;££C1+2k2+ccsh2kb.

C7.87> kZaz = Q.

Keaolver este sistema  es  una tarea. sencilla. No se




escribiran los pasos intermedios, sino sélo el resultado final, la

funcién potencial yg :

- C1+8k2+coshakd . _
C7.88> Yo = —2send Tieoshi {coshkCy-1D 1] + sen6f,.

1V. -SOLUCION A PRIMER CORDEN EN AUSENCIA DE TENSION SUPERFICI AL

La ausencia de tensién superficial tiene efectos sobre la
ectablilidad: a orden cero las perturbaciones adquieren la forma de
ondas (zin amortiguamiento ni crecimientod que se propagan con una
velocidad igual a :

kY
18/8) cbsd

Iy
= z 8 o
co C15-8) fcos 1+2k2+coahik

Ahora se 1investigarad lo que suceds cuando R, 7T y a
adquieren valores pequefios, poro distintos de cero. Esto se puede
puede llevar a cabo si hacemos los calculos al siguiente orden en

€,

El sistema de ecuaciones para ¢ ¥ v &5 el siguiente:

C7.59

=yt k2 ¢y —cosEly,’ send-g, ' cosEd 1tk dcoafly sent-gcoafd
tkR [ (Vo) [ o’ ' tk2cns8Cygsend —parosd) 1+Cyg' senf—¢g' coséd Uy’ 1+
tkRyl Cpgsenbf-—gocos@ Ug’ ' +Vo' ¢’ 1+1kTcos8yo' = O,

C7. 600
we' ' k20! tsenBly,’ senB-¢ ! ' cos@d l+k4sen@lysend8-¢gcosEd +
+LkR I CVg—cd [k25enbl yosenB—ggnostd —ys’ 1 -Vo' wo' 1+lk7senbyqy’ -

—tkT{ypgsen8-—¢geos8d = 0.
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- Si se define una funcion =y send-¢ycos8, mediante un
procedimiente similar al gque permitié obtener (7.22) se llega a

una ecuacidn diferencial para fy

CT.BLY £ =2k2f,’ ' +k4f, = tkR(CVo=codClo' ' ~k2f o) —foVo' ' )

+ikTiCsentdl g’ —ypo' 3.

En lugar de escribir las B condiciones de frontera
originales, se ha optado por dar dnicamente las 4 que debs

satisfacer f;. Estas son:

C7. 62 £,€1) = £,°C1> = 0,
€7.63)
: 4
Bk2f ' COdI-F ' L0 ==1k(RCo' o' COD+( T send+(15/a> % gi,)fOCO)J.
o

V! ' CQY

Vo' ‘€O
' ) Co' 2

(7. 645 k2~ g I COd+1 " ' COD - 1 ToC02 = 0.
[o]

Pagsemos a determinar la solucien de (7.61). En primer
lugar, la ecuacidn howogenca asoclada a (7.61) es identica a
C7.21). Por lo Lanto, la solucidén gen=ral de ambas s la misma:

—~ e 1% -} 12Y —fy
7. 65 Age y*E,e y-+I’.>,ye )+E,»'_~ Y.

Ahora 2 obtendra una 2olucion particular de la ecuacidn

diferencial. Para elleo definimos 2 operadores diferenciales # y £:

7. B B o= (D2 —op2D a2

. B8O o= (5_)7‘ P4 o4 a——;z 7 »
Ll Lrd R d2 f2d L)
7. 87D £ = CVO-C:OJCa-;,z—ln)—VO .

En términos de * y ¥, la ecuacion (7.610 adoptz la



siguiente forma :

C7.665 MO = (kRyE(fY + tk7sendfo’ —yo'd.

Al aplicar el operador P sobre las funclones y2eky. yﬂeky.
y‘e‘ry obtenemos tres identidades que seran usadas mas adelante:
¢7. 693 2y = gr2e!Y,
€7.70> FCyae Yy = 2akcL+kyde™Y,
€7.71> ICyee™y = 2aC1+dky+k2yd e’

La linealidad de la ecuacion (7.68) permite caleular la
soluciosn particular como la suma de las soluciones

correspondientes a cada uno de los terminos que aparecen en el

miembro derecho. La ecuacidn (7. 68) puede resezeribirs:s como:

C7.72> IO =1kRFCe™I+ikR2Ce ™ Y) + kR, DECye"Y) + Lk RELC ya YD +

(1L +2k2+coshak)d

thTisend keoshk

senhkCy-13,

con D y E dadas en las ecuaciones (7,403 y (7,410,

Denotemons  como frx» Irz. x':s b f'j& las partes de la
solucion particular correspondientes a los primeros 4 términos
del miembro derecho de (7.72). De acuerdo a la definiciédn del

operados £, dichas funciones satisfacen las siguientes ecuaciones:

i
. R w3 3
C7.730 Iy D=1 kR BAE) 2eosbe Y,
- - L . 3 ~ky
C7.74> Ly 22=tkR(15,2) 2cosbe

1
- ce ¥ cosaC15.2) £ o EY % . R ky
7. 75 "'p('flﬂ)— lL.DRimLE +LL.R1C15/8) Cogdcy Bkyz)e ’
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cos@(l”/a)l

1‘) LkER‘l+2k2+coshdr ke ™ Y4+ 1kRycos6C1E /SDZCy+y20k)e

C7.765 HKf

Mediante operaciones elementales con las  identidades
(7.690-(7.62> se pueden determinar las funciones f?,. ffz. frg y
f:.. El resultado aparece a continuacioén:

C18-2)
S8k 2

13
2a Y'

e Nim

7.7 £ =tkRcO88

152>
Bk

-k
C7.78> £y =tkRcosd y2a Y,
1
CLS/2) 2 w2 ky
1 +2k2vcoahskdi

C7. 78> £ a=-1kR,D

il

C15-8d

- k
AT (8k2y2-12k3ya+30k4yde Y,

-tkR,Dcoséd

¢7.800 f,4 LlP,Eco¢6——~——~;~———7 T

C15/5)

i C@k2y2+12K3y3+30k4y4d e

i
+1kR,E

S2 recurre., a la tdentidad (7.8689) para determinar la

cexpresidn analitica de la solucidn correspondiente al termino que

depende de 74. La ecuacion que satisface es:

+&k 2+coshak

Feroty enhkk(y-13,

€7.815 26 8 =ik, sens

La funcidn 1* resulta ser:

Cl1+Zk2+coshZk)

4¥ Scoshk Senhkly-13.

¢7. 82> Dethr,sens

Se observa que todos los términos de la solueidn partiecular
tienen como factor una funcidn trigonométrica. Para resaltar esta

caracteristica la escribimos de la manera siguiente:



C7.830 fp=ikR,coser(y)+£k1,sen6&)0.

donde F Cy>=C £t et O kR cosE y Kyd=l" /ikTisend.
Luego, la soluclon general es:

¢7. 845 f‘,=Axeky+Bxe—ky+D1yeky+51ye_ky+ikRicoséF‘P+L‘k7,sen6L

Una de las constantes ec arbitraria, de manera que hacemos
Aq=1. Corresponde ahora aplicar las 4 condiciones de frontera, con
las  cuales =ers determinado el valor propio ¢;. Con el f{in de
simplificar los calculos de las constantes que aparecen en (7.84)

e escribiran como:
A=l B=B+AB; C=C+AC; D =D+AD.

La condicidédn sobre esfuerzos normales incluye unicamente a

AB; despejandola se tiene que:

. Une e 5 LIPS soant &
C7.85) AB =- sparaCo’ (Bk+senhZkd+ ol 7 send + ased? E;—,)
LERRACOSE i oy mapar codd - HETISERT gy oz cod,
Zx9 e " 1)

La condicien sobre esfuerzos Langenciales incluye al

parametro ¢4, a saber:

C7. 869
[ ol - s
carz-Y S92 AR alCAD-AED +tkReosel ckz-22 S5 coyapricod s
> Co P P
[ [
+£k’risen6[(.'k2y—°—:—$—(£-){r.'03+{' Codl = -';‘YB——LS-)—Ct
Co Co
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Ocupamos la ecuacidn ¢7.43) con el fin de reescribir el
coeficiente que multiplica a AB en forma distinta. Al hacer We'=0y
1
luego de recordar que Vo"CO)=—C15/2)zc056 obtenemos una

identidad:

Vo' ' COY

P = -(1+coshak).
o

C7.872 2k2-

Se procede ahora a despgjar ¢y de ¢7.68), llegando a :

c7. 88> e, = ;T/‘C—?'—u_\:)[ —¢ 1 +eoshak) AB+2kC AD-AED )

‘2
+ tkRycosé avi?,COD(—C1+k2+ccsh2kDFpC0) + FP"CODJ

’ CO' 2 P '
+ tkTysend EVO"CO)[—C1+L2+COShdk>ICOD + 2 Co))

Por otra parts, la  anulacion de la velocidad en la
interfase liguido-solide Cy=1> se traduce en dos ecuaclones,

que apar=cen a continuaclon:
¢7. 80> Al ADe EaBeFao 1hRcoBEF (1) ~iTsenddlld,
.
¢7.00d —1:ABe"‘+(1+1:>Ar}a“+u~k>AEe'“=-rkR,cosaF;c1>—tnsenec'c1>.

Restese (7.85 a la ecuaclion (7.842, previamente

multiplicada por C1+kD. En el resultado desaparece la constante AD:

- 781D ZkAE= 1cho>8,e [F’Li) C1+P)F 121
+tkTsenbe [Z'Cl) C1+1)JtiJ]—C1+akDAB
Pasemos ahora a obtenser una ecuacién que no contenga a AE.

Multipliquese a (7.89) por C1-k3 ¥ al resultade se le restara
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la ecuacidn (7.80)

C7.923 -2kAD= {kR,cosfe” [F Cl)—Cl—L)F €111
+tkrsende” [t'(i)—(i P)[Cl)J—ABe

El siguiente paso es el calculo del valor propio ¢,. En la
ecuacidn (7.88) sustituimos los valores de AB, AC y AD dados en

€7.85), (7.91) y (7.828). ¢4 es una cantidad puramente imaginaria:

C7.93)

kY
52 (2-g 22K) C&8k- 2k
C15-2) €4k2-genh22k) (Ek-senh k)[F;"COD—SkZFPCOD]

- = i 2
ey = tRBeos26] ——re= oy g

+ tRyfcos26 [—EkcoshkF;(il—2kCcoshk+ksenhk)FPC1)]

+ IRy¥cos?8 [;kC1+k2+cosh2kDFPCO) + kF;‘COD]

C(Bk—senhakd

TEa [1-2°""'COD+3K2'COD) - 2kccshk(‘(1)]

+ tTy¥sendcose [

+ t7¥sendeosd [ -2kCcoshk+ksenhkd (1D -kC1+k2+ensh@kDLOd +k ' P COD ]

EY
(15780 X2k -senhak)

T LM Y1 +BKZecoshEky '
E
1B Z
donde 3 = o e ra i ashERD
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V. -ANALISIS DE LA ESTARILIDAD

A pesar de que «4 no aparece en la ecuacidn (7.60), el
valor propio.c; depends del ingulo de inclinacion. Esto se debe a
que ¢y esta incluide en la condicion de esfuerzos nornales.

El parametro ¢, depend= linealmente de Ry, 74 y oy De
acuerdo a la ecuacion (7.8353) se pusdse esceraibir de la siguiente

manera:
C7.84> ey = tpgkdeos26R, + palklcozd@sendt, + palklegd,

donde: N
_ C18/8) 2 (4k2-senhzkd _ (&k-zenh3k)
Piko= ¥ [ 55— {Tarzrcosnar R

[F ' CO5~-3k2F' COI) ]
P P
+ ¥ [l:F" 'COd-EkecoshkF (1) -Ek(coshk+kcanhkdF Cl)]
P |4 ¢

+ 3 [ -kC1+k2+cosh2kDF O],
£

ez enh3k
:-senh L)tl

)
palko= ¥ [C;_l =12 =3P COD SRR L0 ) ~Bkeoshk & (1D ]

+ ¢ [ -&kCcoshak +hsenhk) 12 -k(1 +k2rcoshBkd LOd+1L 0 ],

EY
(18782 ZEk-senhak

paCkd= iF2 1+2k 2 +coshk

Debido a que la expresion analitica de ¢ e bastante
complicada, no es posible sacar conclusiones generales sin
recurrlr a analisis numrico. Sin embarge si se pueden dar algunos

resultados. Para valores de k supericres a 4.0 se tlene que:



~
~
[
il
w
(Y]
R
¥
+
1
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~
-
@
o
A\
N
=19
R

O sea, las perturbaciones decaen en =)l tiempo. Un detalle
que merece la atencidn es que, para esos valores de ¥, ¢ deja de
depender del angulo de propagacién. El parametro o entra en la
condicldn de esfuerzos normnales a traves de la componente de la

gravedad a lo largo del eje y.

1%

e analizaréd ahora lo que sucede con el tarmine qus depende
de By, e3 decir, (F;ces?2dp k). Fara valores relativamente grandes
del numero de onda Ck»4D, tiende a
7. 862 —i—§19~ costdK,.
£ 1

Este resuliado no concuerda con el obtentdo por Yih (1963),
Dicho autor analiza la ecstabilidad de una capa de fluido gue
desciends por un plano vertical, en awvsencia de rotacidén y con
ninmeros de Feynolds peguefios. El limite de ¢, que reporta Cque
deberia coincidir con el nuestro cuando se hace  7,=a,=0) es
distinto de (7.053, e¢ntre otras cosas, por <1 signo. Su =rror
consliste en no haber tomado <l limite con suflclente cuidado, come
yva fue seffalado con anterioridad por Krantz y Goroen 10710,
_ El término en ¢y que depende de 7 ez: ip{kdcoséseng. Con
un valor fijo de k, esa expresiodn tendra cambios de  signo
dependiende de la direccien de propagacion. De  acuerde a lo
anterior suponiendo que pCkd &8 positive; ipxXklecosdsendry sersd
negative en el intervalo (-90,0) y tomara un valor positiveo en
los intervale €0,903. Por otro lade, para k>4 ese términe tisnde
a:

. cosfsend
Jod

a)
=
U

35,71 28)



Se puede decir algo mas: revisando la  ecuaeién (7.893%),
conel ul mos que ¢y s una funcidn periodica, respscto al anguleo de
propagacidn, con periodo de 1800.

El valor propio ¢; depende de S parametros: Ry, 7. o4, 6 ¥y
k. El an&lisis numérico del comportamiento de ¢y se hizo con un
programa escrite en lenguaje ALGOL, que fue corride en la
computadora Burroughs 7800 da la DSZCA-UNAM. En lugar de ¢4, lo
que  se determind fue su parte inzaginarta, Ci=zlmCed=¢,st. El
parametro k so variéo entre 0.1 y 10 a intervalos de 0.1 y el

dngulo de propagacidn se varid entre -800 y 900, No fue necesario

@

considerar valores de en el intervalo restante por la
periodicidad en &,
En base a la ecuacidn (7.84) y a la definicion de G,

resulta gue:
C7.98) Cl = p(kicos26R; + plklcosBsendt, + palhkday.
El numero de Reynolds, el numero de Taylor y el angulo de

inclinacion tisnen que ser pequefios, lo gque se satisface si el

parametro = lo es. R, T4 ¥ o4 tienen cilerta libertad de

n

variacion. Para fines del analis de la wstabilidad los tre
parametros se varian en el intervalo (0,101,

Congiderando que la relacion entre G y By, 7, ¥ o g
lineal, la misma se puede poner en la forma:

dCi dCu dCi

C7.09 Ci= aﬁy’.gl + —d——;i’r‘ + a-&-ld‘.

‘ e deu  de
ar,’ dr, Y dey
de Ci respecto a Ry, 7; ¥ o4 e indican la importancia que tienen

zon, respectivamente, las razones de cambio

¢s0s paranetros para la estabilidad. En base a (7.88) concluimos

que
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dCh

=t Docos?
C7.1000 ar, piCkdcos?8,
C7.1010 dci, plkdcosésend,

d7y

dCi _
C7.102 a5, psCkD.

La figura &8 muestra una grafica g—gvs. k, para 6=0 y &=50.
~1

el intervale [0,1.62] g—g} s positiva, lo que signtfica gqus un
~e

aumento en Ry tiende a desestabilizar el fluje. El wvalor maximo
en ambos casos C(lo que se pusde generalizar  para cualqul er

direcelién de propagaclidénd ocurre oon un nunero de onda ko 00X,

dCi
020 . .
046}
010
0.06
0.00 ettt
-0.05 1 i ;| 1
0 . 1 2 3 4 5
NUMERO DE ONDA
— 0 —+ 80
FIQURA 28. -ordfica {dCi/dRy) va k. En ol intevalo
(0,1. 82) un incremento en Ry tiene ofecto

desestabilizador sobre el flujo
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Por encima de k=1.82, g%: se Lorna negative. Esto indica
que nupero de Reynolds tiene un efecto estabilizador en las
perturbaciones cuya longitud de onda es comparable o menor a la
anchura de la capa de fluido.

El comportamiento de gg—: con respecto a 8 y k se muestra en
la figura 29, en la que aparece una drafica g—(;:: vs. k para tres
valores distintos del &angulo de propagacion. Las ecurvas tienen
cambio de signo en k' 0.7. Ademis, hay un punto critico (que puede
gser maximo o minimo dependendiends del angulo &) que ocurre con un
nimero de onda cercansn a 0.3, Un punto eritico con caracteristicas
opuestas aparece en k1.1,

dCi/d <,

0.02

© 002 . . ) !
0 1 2 3 4 6
NUMERO DE ONDA

—— 20 —+ 60 ¥ -50
FIGURA 2p. - ardfica (dCi/d71y) wve kK, B8=-50, 20, 50, El

efeclo de  la rotacién dopende del nilmoro de onda y dol
dngule de inclinacién,




En el rango de numeros de onda €0.0,0.7) la rotacién tiens
efecto desestabilizador sobre las perturbacionss que se propagan
entre 0 y 00 grados. For el contrario, la rotacién tiende a
establlizar entre -G00 y 0o,

Finalnente, el orden de magnitud de g%% e  de 10—2. 21
hacemos una comparacidn, el nimero de Reynolds juega un papel mas
importante en la establlidad que el numero de Taylor C(ver figuras
28 y 2.

A partir de (7.94) s= tiene gque 353 no depends del angulo
o4

de propagacion. La figura 30 contiene una grafica g%‘ ve., k. B=
dci S .
pueda apreciar que Jm. €S siempre negativa, lo que indica que el
1

aumento de oy, hace que el flujo sea mis estable (o nenos
inestabled. El minimo ocurre en k1 y s aproximadanente -0, 318,

En la mayoria de los casces el factor que determina la
establITdad del—fiudo—es—=l Lérmino dependiente de o, Eso leo
podemos observar, por ejemplo, en la grafica 31, donde aparecen
dos ecurvas Cu vs. k, para valores diferentes del angule 8. Solo
basta comparar las curvas con la que aparece en la grafica 30.

El comportamiento d= la =stabilidad del rlujo frente a una
variacién del numero de PReynolds se ilustra en la figura 3&. En
ella aparecen trez ecurvas G ve. @&, cada una con un valor
diferente de Ry Clos demas paramstros permanccen 1josd. Para los
tres valores de Ry el flujo es wstable; <l término que domina en
Ci es el que depende del angulo de inclinacidn.For otra parte, el
valor maxime de Ci ocurre a angulos de propagacion negativeos.
Ademas se cumple que para valores grandes de Ry, =l maxino tiende
a situarse en €=0.

Veremos a continuacion algunos detalles de la influencia de
la rotacion sobre la establlidad del fluideo. La figura 33 contienev
una grafica Ci vs. €, que incluye tres curvas, cada una con un

valor distinte de 74 . Como se puede apreciar, <1 efecto de 1la
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.dCC/da’o

0.4
02
00 ‘}
H
021
1 ;
-0.4 ' : : ~
-0 1 2 3 - 4 6
NUMERO DE ONDA
FIGURA 30, -Ordfica (dCi/doy) va k. . £l término
(dCi/dey)  es  negative para  cualquier valer del  nimero de
onda k, lo que significa que oy=0 afecla positivamente ' a
la estabilidad. R
Cl
0.0%=3
—t
~01r
-0.2F
-08|
¢
1 ! 1 L
-0.4
0 1 3 4

2
NUMERO DE ONDA.
—— 0 —t— 40

FIOURA 84.~ oardfica G wvs K, con

dos  valores del dngulo|
de propagacidn.
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Gt

0.0

-0.4 -+ !
-80 -45 0 46 80 |
I
ANGULO DE PROPAGACION !
—~ 1 —4=3 ¥ 5
FIGURA 82.- oOrdfica G wvs 8, con varios valoree de
ndmero de Reynolde. oy=1, T4=0.s5, Ry=1,3,s.
o} |
0.25 !
{
020} f
016 .
i
010 2
0.05
0.00%¢
-0.08 ! L
-90 -485 0 45 80
ANGULO DE PROFPAGACION
-1 —+ 2 %3
FIGURA 83.- Ordfica Ci vs o, con variog valores de

mimerce de Taylor. oy=0, Ry=5, T4=1,2,3.
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rotacidn es distinto dependiendo si el &angulo de propagacidn wes
positive o negative. Un incremento de 7y tiende a estabilizar las
perturbacliones que se propagagan entre 09 y @00, Sucede lo
contrario en el intervalo (-800, 00).

En la figura 354 se muestra una grafica Ct va, 8, con ires
curvas que se diferencian entre si por =1 valor de o Ahi se
/puede apreciar como un aumento en <l Angulo de inclinacién tiene
un efecto estabilizador, que domina sobre la rotacidn y las
fuerzas de inercia. Un detalle que llama la atencidn es que el

valor maximo de € no depsnde de las vartiaciones del paramstro og.
A
Cli

M”MN

-0.61

-1.0'W_—4%M- ;

0.0

-2.0 ' ‘
-80 -45 0 45 80 |
ANGULO DE PROPAGACION ‘
o 1 3 % 5 ,
FIOURA B4, -Ordfica (i va B, con varios valores del “

dngulo de .inclinocidén. Ry=9, T4=1, cy=1,3,5.

Con wateo se concluye el analisis de la estabilidad. En
contrameos que la rotacién tiene una influencia pegquefia en la
estabilidad del flujo y que la misma depende de la direccion de

propagacién de las perturbaciones.



8.-CONCLUSIONES

En este trabajo se investigaron las caracteristicas vy 1la
estabilidad del escurrimiento de un 1f{quido newtoniano por un
plano.inclinado en rotacidén. En primer lugér se resolvieron las
ecuaciones de momento y continuidad incluyendo a dos fuerias de

w- ... Cuerpo, la gravedad y la fuerza de Coriolis,. y se obtuvo como

. resultado un flujo estacionario en forma de una capa descendente

con espeéor constante. Enseguida se procedid a deducir la forma

adimensional de las componentes del campo de velocidad, luego de

w10, cual se encontrd . que. estas dependen de un .parametro  sin
dimensionest x=(75ena/2)%.

El estudio de la estabilidad del flujo primario se hizo

descomponiendo en modos normales a las variables que describen a

las perturbaciones. Como resultado se obtuvo un sistema de. . ..

ecuaciones diferenciales que generalizan a 1la ecuacién de
Orr-Sommer feld por dos razones: al)se consideran perturbaciones
tridihensionales Yy b)se incluye una fuerza de cuerpo adicional
e inducida por la rotacidén.

La imposibilidad de resolver en forma analftica dichas
ecuaciones condujo a proponer spluciones en forma de series de
‘ potencias de cierto parametro. El primer desarrollo corresponde a

e - .w-UN&. aproximacién.en. serie.de.potencias del namero de .onda.
De acuerdoc a la literatura existente sobre el tema, el
valor del NGmero de Reynolds por debajo del cual hay estabilidad

est
b S
Rerit = (5/6)% tana.

Uno de los motivos de la presente investigacién fue probar

si la accién de una fuerza de cuerpo adicional podia hacer que el




flujo fuera estable con valores mas altos de namero de Reynolds.

Después de analizar el comportamiento de las perturbaciones bajo

la accidén conjunta de la gravedad y la rotacién llegamos a una

respuesta positiva, y'de acuerdo al anAlisis numérico se concluye
que Eéﬁl es una funcidn creciente del namero de Taylor, 1lo nue
se puede apreciar en las graficas incluidas en la figura 22, al

final del capitulo 6.

Las fuerzas que tienen relevancia en el amortiguamientoc de
las perturbaciones son la componente de la gravedad perpendicular
al plano y la parte de la fuerca de Coriolis inducida por 1la
.componente de la velocidad angular en el eje y.

La otra aproximaciédn que se hizo fue para valores peguefios
de namero de Reynoids, namero de Taylor y Angulo de ipnclinacidn.
Se encontrd por un lado que el factor dominante en la estabilidad
.+ ... 8% la componente de la gravedad perpendicular al plano inclinado.

Por otro lado, se llegd a que el efecto de la rotacién depende de
la direccién de propagaciédn. Sucede por ejemplo que entre -900 y
00 la rotacidn tiende a estabilizar el flujo, mientras que a

-~ae- APQulos de.propagaciodn comprendidos en el intervalo . (00, 209 ..
juega un  papel desestabilizador. Los resultados que aqul se
mencionan se pueden apreciar en las figuras 29, 30, 33 y 34.

Los resultados que aqui se presentan tienden a los que se

.. han. obtenido.en.un plano inclinado sin rotacidn cuandc el namero

de Taylor tiende a cero. Por otro lado, los resultados gue se han

obtenido tendran validez en los casos en que la fuerza de Coriolis
sea mis importante que la fuerza centrifuga.

g - .- Una_.de_las Areas de aplicacidén de esta investigacidn poeraw‘_
ser el recubrimiento de superficies con peliculas de espesor
constante. Un procedimiento coman de recubrimiento consiste en
hacer fluir la sustancia -originalmente en estado liquido- por la

e superficie en cuestidn. Interesa conocer l1as condiciones bajo las

cuales se amortiguan las perturbaciones del flujo primario.




Este trabajo podria ser la base para realizar futuras
investigaciones. Entre los temas que podrian estudiarse destacan

1os siguientess

a) Abbrdar el problema de 1a estabilidad de 1a capa de fluido
incluyendo a 1a fuerza centrifuga.
b) Investigar este mismo problema en fluidos no-newtonianos.

) Investigar la estabilidad de per turbaciones sobre una pelicula

de fluido que desciende por un cono en rotacién.
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