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I 
D".:r v1 ~1 B:r l.t DAD 

Lo e('uoc~cifl ax-= b CM aoe-f:<Y;eñfe":J eefc=r~ 110 ::;¡:~ 
-l-ien@ ::iolu~ ,·dn en-fero ;(. E 11 e I co::.o qve? "' .=:ic;o vn en-fe ro n~ 

co11duce. al C!CY1C1ep-fo !lomo do d:v.-~.- J,,· /,'dad s¡ll2 e~ uno de lo:;, 

Íondamen-lo'!3 pr;11cipo/1J.:::, de lo ---reori'o r:k /o-::, nJmer0::5 • A~5 
de dor la d!>.f,'ni(!.'o'n d<? e'::de._y.ov::. opl:coci'o11e~,<::::,()r;.kmo'!:> 

a <!on-h nuoc io'n un ~e e ho 1'11rJ-:;,_Je11e ro l. 

leoremo 1 : .S.· m e:::i Ufl en-lero po:::,t"-J;vo__y n G~ vn 

01'1-fero orb;-lrorio, efl-l-011():::-:::, et/s-f.r: e1<.oc-fo-

men-fe un por dr: errfero~ .s¡. .Y ,- -1-o/e-:=!J 
s¡ oe la -::i c:ond•'C! :one~ (J) n: .s¡ m-t r _J 
o ~ r < ffl ~e? oump/c:f}. 

D~mo=i-+~c.·dn: 
-Pr.·mero / mo~-1-rar~yno:s r¡ue (1) -l-1'e-nti 

ol meno-::, ut10 :so lu<:io'n, 

C1on:::i; r:kK?"rro::> al C!o_!jurdo D.:- r O( e.ef °' = f"/ -Sr(} 1 sEZ j, 

Si n ~ O 

~; () ""- o 

el ntl'mero n - sm G?o no ~o-1-ivo 1 o~/ D -/.ien~ e lemen­

.+o~ po-o··-1-:1105 • .t:_f ~tJb<2o:Jufffo de elernerrl-os no l!l.Jal-t­
vo::. d., D 

1 
por e I Pr,-ne 1'p ··o de I i3 uen Orden_, -l-:1:170 

un e lernen-1-o rnl11:mo. L. lornort:>rflo~ r o e'o-k <a lemen--lo 

__!¡ !j ol rJo lor oor~ 5 pandt'c>a-1-e o<: -S poro e'/ • I n-1-C'neti~ 
,.. .:: n - !;¡. m ~ o 1 r- m = n - (r¡ +.t} rY1 <o,, ck r¿. si-o maro­

ro ( .!..} .e<? eo-lt=:i .foor?. 
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Poro mo~-1-rar lo un:o;dod1 ~up011emo::, !:(IR o fl 

lo pod~mo:::, e~Cr;J:i;r como n ~ ;;i 'm-+ ,-' / os r' < rn paro 

!j ; .-' e 2f?'. Fn-J.onf.1«'.:::. -o: !j '< !j 1 n - fj 'rn :::- r' ¿ n - {_j-) m 

= r + l'fl ~ m; de lo mi~rro ma11~ro !5i' !; < :¡.' ob+enemo~ 
r ->-. m • "Por lo -fonio !j. '.::- J¡ .) r':: r: 

(} uondo r -+omo el 110 lor Qer-O ~o <? / -h:?or<:imo ..¡ --h:?rx:-
mo::::.: 

D~f:n:c1o'n J . ..S: m3 11 e ::,-ldl'? 0'1 el (!M mi o. iÁi?­
(':mo~ >¡oe m d;v:clc::. o /1 ~;e:ir:-::::.-l-G4 -9 ~f? 

-/.o/ !(Uf' n.::: s;m. 'E l'7 QO::'.)ó (]on-lrar1'0 d,•_ 
remo-=> r;ue rn 170 d:111'c/e o 17. 

f)::!,Qr~mo~ /o::;:, no-1-0Q:ól'Je~ m/ n _y m J 11 poro ~17-

d:<:!ar ~ue m di'11ide o n _y m no d•vide- o fl re :::o:.pElO/.;­
Vame-n-1-<;». TI ~vi'ep.11-I<:> -J.eor@mO ~ dEJm(!e-:.,-1-ra d1'rf> a-1-o­
,,.,,, ~n..¡.e de lo de+:· 111c i'o't-1 .1, por lo .f?V'2' 110 horr::mos la pn;i:-bo. 

lf.'.oKCmCJ 2 : Sea11 m, ,, / / 1 x e JI 12rrfero-s. 

a} I) Poro cual ~u,-er 111 .:/.o / m / o _y 1(1 ¡ rn 

jj) PorCi Q11al¡;¡v;e,- r) I :;t .JI f) 

b) _:s,· mi 11 _y n/J e rr/'Ot?Oe-=:, m / / 

e) S.• 1 () __j li 1 m errlo~e-:, m::: :!' n 

d) S: m ¡n _!! rn l f e t1 ./-on:·e 5 m / (nx +/ _j) 

e} .S; m In errtor¡<!e:5 1()11 ~ l 11 I 
!) .S: tn l 11 <? rrtM(l '3,:s m/¡,, J 
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j) ...S.· lm/ ),, ,,) )fo ~rr1o,.,c~ m/n 

h) _5'~ m/n__y rri::j:O e~MCe::.(;-)/m 

L~ :;l9 r1:r:m<:":> do!!> dc.f:11;c:o,-,e-::, .oon m!!..'J ú-f;le~: 
D~+:n,·0,·ófl 2 . 

1) S: n == S¡ rri 3 j = .!j 'r;i, errloMe~ m 

=<" !lome¡ Q.QIYldYJ d:v."::>or- de '2.J J 
J j} Dados rr:_y 11 en-lero:::;1 :si ext-::.-l-0 

un er?-l~r0 p<n>;-/.,'110 d +o/ .r¡ue : 
.i} d e~ QrynJn di'vi'!!!.Or de f'fl_j 11. 

-<} <!ual;¡v;e,- comút'l d/11i"sor de 
m _y n e::. +omb··~·n di'11:sor de 
cJ • .J:: t?./-o;ioe:;:, de~ J/omodo el 

Mdx,·mo (!omJn D:v1":5or de'!.) ll
1 

_J es d~::!.J ncido por d= (m, n}. 

Outzd5 _yo ;:,(?011 -fom; /i'orG:::, e ~-fe,-:::, ;deo-:!>/ poe~-fo 
que otn '11(JCho E>-::..fú0rzo podemO::'.J re(!Ol"IOQ~r J:¡tJe ÚS1 ;¡J:J,, 

pero t10 4 ue ( '/ H/7; / o 6 7?. ) =- :{ 9 ¡ -lo/ t.1€' 2 pcrff IJé' 1./11./ '7 j 

la 6 7.( '°º"' m_::J o~.::3 .t¡Uf! 1.s _J :i 1 re-:::if?ee:-f:vomen-fe. -$:,., 
e-mha_!:Jo, h3.J un o.!_Jor:+mo n1f'd:ar¡-fe.elout:JI podemo:s 

enoo.-rlro...- el móA,.mo Qomo'n d:vi'sor ae do~ 1?Jrn12ro::::, do­
clo~ no ."rnpor+ondo ,r;v<> -fon__yrc,nde~ 'S<:on ¿:rfo;:, • .l;_~­

../e mC?-C!on;.smo e:::. (lo«X!•'do C'omo; 

? I '3.!Jor:-lmo de -¡:- ucltde5 • Do do~ 
po~;..¡.,. vos -fo/e::, -9 vfl ,.,., ~ n,, e ,.,-fonC!<::s 

-l~t?@r lo ~u,·<;>t?-f<:- ~uC!e~:a''> -/7r¡1-/o 

-3-
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n -= ~ m-+ r 0-<r<r(I 

m = ~ 1 r+r, ó < r, -<. r 

r: ~r,.+ra ó < r,_ < ,..., 

" 

rK-ti = 0 

'Por e 1-J eoremo .1
1 

podemo".5 e'!I -

~rtktr n.:: r;¡m -1r donde O~ r < m , ~.· r= O/ 

-fermit'lamo::3 (lM lo eauo<!i'dn ll ~ !¡111. "F I C!ó-:=.ó md::::, 

;mporforrl-e <:1~ C!Uot1do r=/: o¡ pve-=- ap/,-Condo1 

ntJe1Jomerrle el-feorf'm(; :i. o m_!¡ r ob-1-enemo~ 

lo eouo~1"o'n m :::; r, r -+ r dc1Jde o ~ r, < r. 
-Y¡ I 

De nuevo o: r, jo/ op/:eCJfYIO::, el-laore-mo .:J 

o r _J r; / ol:d@t1:01rido r::::· .!/~ r, -t r:z rio11de 
O:$ 'i < r¡ • A hart.1 5l.lpo'2_3 Qrr;~ .s:¡o0 · po demo:3 

ap/.-crm. repef,"domen--r<: el o!..Jort'-1-mo ~ lo d.·­
v/~idn 1 r:!!Jamo~ x~i vece::s 1 err+ome5 ob-lene.-
>n)o r-M ::: !j r -r- 'x dot?de O ~ rl< < ,..K • 

.. -~ /( 1<~1 -1 

+'u e -=:.+o s¡ue lo ::1 re~:d~oo -formon tJriei ~et -
:::i,·o';¡ deorf'6errl-0 de '2-ñh: ro-::. fXJ=:!>•'-hllo:::. 
,,,, >r > r, > ..•.. ;:::,.. rt< > O/ .5€1 ~~.y~ 

en tJrl m.l/f"ero -Í:nt-1-o de pQ5o~ el proa.e:::so 
--1-~rm:;ia 1 c!Jorna:5 0n 1<-r:i. pasos 1 e~ decw; 
~lle~: rx ::/:,o 1 ob--fenfl'7'10S rJ/..¡'=Jj ri<-rr;,.., 1 JI..,' " 

donde rlt. +i =: O. 

- ~-



I ~·amo:!> con m .-':! n ~n-ferrr::> p0~,,· -J.,·11~ pero 

-f'om6,·~'ri TI 11.!Jorl-J..rno de I'vcl.'de-:s e~ verdcder0 

porCJ -fodo por rie. en-fe~ . T / -/-r:()l"'("mo .;¡ ue ~ ve ~ 

o~uro /o r;u:::J-l'?n(!to., lo Unic,'dod del mdtlmo OO"YIÓI? 

d1'tJ,'~ or 1.J ode-mo~ cómo pue d<? '::J<2 r encCYrfrodo me dlan­
-1-@ el A_!;cv-."-fmo de Tua llr?le;::,. 

leoremo 3. 

Poro <?(}o/~ ut' er ¡<JOr efe en-ler-0::!. ~·­
-/ .'t!O:::J r;__y m, el mdt:mo <!omÓfl d•'tl~r 

d..:: (n
1 

m} 
J) ..1:. ;(.-;:,-le 

) /) E'~ c//J1"C'O 

j,¡;} -;;: ~+o/ .!jOC: ex :~-fen ~,-,.¡e~ .X·~ 

por0 lo-::, euolE''::J d=. n,( -+n;_)t. 

ju) T .o -lo/ -411<? lo ::i errlero ::3 d r ~ _:!! 
poedr;ia ~er en(!@rodo~ et? v~ 

nt/;ne>ro +,·n:-J.o de po -:;o~ por 

~ I A!Jor:-lmo de TcJQ.//de~. 

Demo=>-lr(.¡(! :o'n: I) <lon~:derE' mo~ e I A}yor :../mo 
de rcJa l.'de:-::, ele ~(!ri'.f.o o,.,-le-,-,"or'7'16nf(!l. 

-S,•, r= o 1 e J ~ ort'-lmo <Jon-e.-:::rle de vao ~­

lo eatJo(!,"dn n= .!im.l ee e lar0 _s¡ue m .~~i1s­
./o ae /<,~ ~1uer: m··en-lo:s de la de.¡:;.,,,'(!/o'n 
:< (.i.f) 

1 
o-::.t'.!fc!C"' d.::-rn. S.- r.::¡!-0 1 mo~ro­

re.omco J?tlE' rJ< e:!i el tndA•mo aornún dl'll·~r 

de n_y m 1 .::s: <?;:, e 1tf1-ltmo re=:J:duo 110 Oero 
efl e/ A Jyor.'-lmo de T cJ<! lide:s (en e I O~o 
r, .:: o (}011 tlront mo:s de +:'11lr 'O ..:: r). 
j) el,<uno:s mos-+rr;,r- qu(f> rl< poo8G> Ja::'> 

pr0¡0/edode:s (1}_y (2) ele lo de-lí_11.·(!:dn :<f.it). 
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r 
f( -2 

.se :::Ji_Jt.R s¡uti r-J< d,·,¡,'dp o rl<-~ • 

JJe mo11ero ~.-m ~ /ar1 re-f.ro C<:i dl~'tido 
e<: vocJ:o'n por ef!oo<:i'o'11 el'I e I ~or.'..JtfX) 

e 11oon-frol'f10~ .!j de' r K d:11i"d@ o m _!! 

.(¡ 110/ me~ S¡Vt'- r >'. dr" 11,"d@ o 11. 

A<:1/ s¡ue rl< e~ u11 d1'ú/:::Jo..- <!.omi/n 

den _y rn. 

Prue-bo dél (z): 
.5J e o d' rJUo / J¡v:f'r (Jomo'n 

dr"rJ,":::::,or de !!.JI m , o o/ s¡ ~ n::: Pd' 
__.!! ff1.:: o d'. f<<:-o r~olemo:::; lo 

pn·merO <?-C!tJO<!/o'n de J o...!Jort'-f.mo 

poro Vé'r !iº~ (r.::n -S¡m:::. ( P-.!j t;J}d/ 
d' d."i1:de o r. 

In-/-ot?(Je"::> reor~ la'ndo lo ~c1rxlo 
ea dO<! ,'o'n ( r, = m - e r ) mo=sfrom(J:. 

7 1 J 

.!jue d' d/11/rh ar,. -Ho:J,ºelndolp eoua-
C /dn por ~OtJOC!i'o'n er? el ojjor•'-fmo_, 
-f,·riolmede emot'l7'ramo:::.-r11€'-

( rK ,,..r;, - ~ r ) d' dtvi"d€> 
,.. -.:< ~ 1<-1 

Puee.-lo 9r1e- h"'rno-::, mo~-/.rodo qoe rk po~er:i la~ 
p r0p1'edach:s (,)_y (.<) 

1 
~e :::!Juc=i de lo ck..¡:;n,-<!i'o"1 de d 

.s¡oe ,...K =- <:/. Por lo -fo~,. o/ tnf:1'70:s (},,.., el'f"fero d:: (n,m) 
'::! l•' -s7<:i. 

-G-



ji} 3~on c/._J d' do==> mdA.-m05 ()fJmtJ11<:.=. dNl'~rr--:::, 
de :!...J m • :Por lo .prop:edod (2} -!3<? :9!J ~ Jttle por 
rJn la.ria d..::- K r:I~ por o-lr0 lado S¡~ <i'.:: S d 1 en­
~e:;, d:: ::! d .por e I -1-e-orc:vno Z . 

.:J:t?11er:::!.o men-fE',, ~' ..S.::-.:" .1 _!/ d ~.:::-, Ut? mCÍ.{i"mo <!Otndn 

d:v,.::.or de n_y m,,e,.,..Jcflcv:i=:i d'--:Sd 1 -fomh/e-'fle.::;, 

<Jt? l'Yldx1mo oomdn <Íi'111oor de /')_!! m 

De ~=:.+o rnaf'lftrv e/ rndomo <:01'1dt? di'vi:::,0r de 
':) m e~ Ú11.'oo. 

La~ d~mcc-ll'C(},.one::. dfl Úii) _!J {i11) ~E1 do11 dt­
reo-lorrierrle ¡:ior e /,·m,·no(l,''o11e-;, ~u<?c:i ~··11a.:s ( OÚY'I <!. uatdo 

eo m_!!.J 1050) de rK., 1 rJI..,,
1 
••• r¡ _;; r del~t:slemo 

de' e~(}Or!.IOl7C':!> del o}jor,·-f.mo I (!Om~nZ.O'ldO Qon 

rl. .: r - ~ r ..::- (r - :¡ r } ú ( r G r . ) 
K • ;, X X -1 >< - y !< • ~ ¡< - .3 - -T X { K. 3 - ;' K • / ~ ·i 

de-:Jf!tJÍir•'mo=:, en un nJmf:'l'O f.'11:/.0 de pa~~,, lo:s GJ11-kros 

1 y (JOf/Ven•'011f(3~ -foh::, !¡tJe r¡..: 171 + rr;_.JI. T11 e/ Oooo 
r::o 1 -fenemo~ .s¡ue d=rri _!! Q~/ pddemo::. -+omor .r.:::o 
e _:!¡ ==.J. , poro-H:~r d::: ri t+rr::J 

~ emp lo: =:J.· 11 =- ~ < 10 __.,!:) m:: 9 9~ el A.!Jort-lmo de 
~al/de-:!. ~ p11<?de e~<!.rt.b1r Corro ~: 

:: 

J = ,, 
:2.38 

).3~ ¡.::::¡ 

r:= o 
~ 

- '1-



:;>uc>::::,-1-o S¡Ue r:<-= o 1 -ret?emo='> s;uf!' r;.:: 1 7.:: 

( :< 2 10J '193). 'iJoro enC'ot?-fror .r !:' __:} Ú17/Comeri71C:. h5!..J !¡IJe 
~ /,·m:11or Q ,- de lú=> ef!1JQC! ;on~::J 1 Qomo -o....::Jc1e; 

17..:::-m -:<r=m -:< (n-'Ym).,, -:irrt-9m
1 

porlo-lorrf.o 

ol:,-/.@11ema.:3 ~ue ;( -- -:< '::..J-= 9. :Poro C?-f'É' c>-lva,- -lo/ e/,•m:-

ric,(!/on e.o (Jot?//t',.,:en7E> ('On~erl/Or lo::. /(;'-lro~ ,... t? e, m 
'S _../ 

_J ~ui:>-/,"fu:r v'n:('o~rrt'r:i ló~ nu'me~ .!j,~ e,, c>odo pa~. 
-S / n =I O 1 e11-lonce.:::, 11.:: ( t? 

1 
o) , por lo -1-o,,./o «!-1 olm.i:tJ _ 

lo (// 1 m) -/,'ene :::JC"n-l:do en <:>oo ly u: e.r C"O.::io e.<~p..¡.O 
pOrO (01 o) do11dp ('/erlomen-/e r;o -l-:e11e .:serrl:do,, p:;e-::slo 
!jO<:> <!oo/_r¡u/e>r errl-era E':3 C/r]d:v.-~or ~ <JerO, 

Ql:,::;,ervo,. .yve e /--/eore?l710 3 uolc:i p Oro ()tia l.y olf'r p:;r 

de e.rTero::::, l?O om l.i~ C!f!ro. 

Domo:=, uno /,•-;::,+o d<? prop 1'echde;:) ckl mo'.umo 
C'omún d,'11/:::.or. 

---¡-e o n:: l?1 o 7' . 
I I mdx•trX) QOqit/n d/v/~or -/,'~ne< 

loo ~u:en-le:::. propt'edode:s: 
o} (o,.b)=(l:>,o) · 
b) (o, (b,cJ) = ((01..bJ, e) 

·, e} (oC?, he)=- le) (a,.b) 
d} -Seon CJ, 1 o~; .. • 1 o,, eñl'el"'0:5 de -

-Í:nrmo:;:j D, =- (0, 1 º~), D~ = (D,1 o.3)) 
.. ·, Dn. = ( D o ) r=o,-rlonce -

I ,,_~ I " ...J 

( º· I ª: I •• • ¡ a,,) = Dn -1 

UnG de lo=:, ap/:<!aci'one:s d:nElo-lo:s de/-korr:rno 
3 e.:=i la :::!>o/fX!,'o'n ele e(!UOC/Olle::::, de lo -ÍÓrmo n-r -1m3:::.(1" 

-lq/ .flo~ oo::s .oo /o<!/Ot?c:'::::. ~On <? rde. r0:5; E' ~./-O-=:. e<!IJaCiór.?:4~ 
rfl<J:./;('ln <? / t?Om ¡,,..(!' de I C!dO(!/One ~ 1...-ne:,-ole::::J D·o~n­
-1- :no~. ;;Joro ello C?=::;-IÓ'<!// pel')..::)Qr <;in (.)ne.::=,9ofVTIQ 

-B-



pora en<:!orrfror un 11J mero .·11// 1?1' lo ck ~o ltxHone.:::::. 

en (looo d? !/(Jf> e ,fl'::J-lon 1 el e::::>Jfdl?mo pder;k .:::::,er '!!§or 

e lfp/•'C'ado ¡:;or med,·o de vn _!J'emplo /lOrr>e'r/CO 1 c!.!Jomo~ 

..!5n 7 '] :i m =ti!. /Jor:i-::>-lo .!{ll~ n 12~ un orJ/.ero 1 ..J. (18 -:n m} 
ele/;~ ::;,er (Jt1en-fer0.T~C'ri'.btf:\ndo n~ l!-.?:<m:-:S-~m+ 
..3-:(m ..fj 

.s 

f./n e-n-le~o ~ omoo :i!. 

I-:::,./.o do z =: .2-Z IY' / :(-'??-1-.S ~.:::: ..3 

..5 

llhor(j l'f.lp,--lamcr:!. el m:-::;mo C!!:J(/m~/J-ló poro 

:? rn -t.$ .I? .::-~/ r"1oo/v/eol'Jdo oomo orrfe-:J porO lo t!Ort'o/i!,:i 

s¡vfl -le_:}JO el oo~c>:e~ rno'-:;, pef~n(J : 

I de do,,,d0 

.Z .:::,¡:,.-e/ 011 r:mlr:r0 poro cvol1;c1/er E>der0 i.. / -+ene:mo::::, 

Jt <I!' m.: ..3 -°S' ( I - :( f. ) = -1 .¡. .S t __) 
~ 

rJ.::- 16'- '2Z (-1 -tS 't.) - 8- 'Z~i 
..5 

Ñc/:::, Qt/n / e~ ..fe/(',·/ ver .y11(> <!uol.J¡v/t:r -50/()(!/o'n 

(n, m} de /Q t:tJ(}oO:o'n O:!;t.''7Q/df3'/:;(.'o~r dE' ~~-lo../(,rmo,, 
d@ fl :!j-/.a /YK!ner0 -fen~ma::s ono ~o/ (J(J 1'on_J en~rO / de lo 

<:' (J()Q(l /(/ n • 

- 9-



Lo m t::.mo /deo .!:)(." ap l!co o/ t!o~o ...9 ~~rol,1 ¡Uf1 
e11unc1'e¡mos en lo.5!:Jt1.'errle: 

'?ropoo:a.'dl? :t. Ur10 <!oncl/<!r'dn nf:IO<::'~Or/C!_!¡ ~tJ-
..//~t'en*' poro ~oe lo eaooe/o'n n -í+~ = C' (z}J -fe.!!.JCI 

U/JO ::!joluo,'()'n [ n, m} ~n /0:::1 e11-l-ero:s e~ r¡(.)e 
d/ ~,,, donde d.:: (11, rn). S: e.a-:J/.c.-:i ono -::::,o/uchb'n / 
e u~-fe/) cJl'IO lr¡.¡:;n1dad de> :::30/()(11one ~ • e lla:::J ~,.., ,,,, 
<:.r0(1./.ame'77r? "tfl"f1erO::'; de lo -Íormo 

IJ o.;emo~ ~ ue (2.} '10 .¡. :~n;:. ::,o/IJ(), '(fn 

omeriro.rrve el/o dol'X:}e d.:: (t1 1 rn}_y yve~1e-s--lei 
re~u@r:mtetJTO ~E' -::,rr/.1's/f:,a:;. 1 podemó-::, d,-¡1,-d,·r (!O;n­

p/e+omeri-1-8 "(:<) por el_:¡ 06-fe~mo::s uno nw~ 
~ qvoo :o'r-i n' x t- m) -=- C'' (3) donde ( n; m '} ::;- .t • 

Por el +eot"rmo 3 ¡c:Jodernc::, o/'lrf'Ylor fl!X? ext:s!E1t1 

n~ 1 m~·, E' 4! -fale::J Jttl<? n' ri¿ +rn'm~ .::- ¡; 0:3/ 

~ue.. f C!' n~, C!
1 M~ j e.:s 11."10 :Jolvc,.d11 de (3) • tlo­

c :en do n0 ..- <.' 'n~ 
1 

m0 .:: e 'm~ .......!/ :::s/ "t e :::i (Jvol­
!jtJ.'<:r errlero, -fG111E>rri~: 

11' ( 110 -t m 1t) -+ m' ( m 0 -n't ):: n' 1'70 -/-~'% ::(' 
1

1 
de C"do manero 

f"b+ m'-t... 
1 

m0 -ri·"t J e-::-i vraoo/()<!i'o'n ¡0oroaach i(f;i?_ 
..::¡:: /l'}(,/mr:in-f('" ~: r r¡, rn, J ~~ {!1Jal4 v1'(!r -::Joloa,·dn de 

(:3)1 -lf2nerno.:s n '110 T- m 'm
0 

.::: ci '.1 11'/J, "#m 'm, --e 'J 
re::. -1-d;'JO'o/(J::, .J n' ( n 0 -n,) -+ rn' ( m 0 - m,) :::- O. 
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11-e.,' "'/ ( m0 -m,} / m0 -m, = n't., _J m'/ (n 0 -n,J, (1 0 -()1 :m'f..i· 

I e..J.o do n, =fb- m•i~ , m,=- m0 -fl'i, _y (lomo e·~+o-::J nd­
mero""!> =:.oh::.fooen (3)

1 
-fe~mo~ -t~: -"t,. ?ar lo +on-1-o 

r:uo l~v:@r ::Jo luci.·o•n de- G) eo de lo Íor mo 

..S: r.111 por de nú ~r0~ 110 +.·e.t'I~ como rno'if.irno comdn 

d1'1Jl~Or o IJ/I r11Jmero d> 1 1 -f12nemo-::.: 

Ve .f:11:c:o'ri ..3 . 

...S / e I mo'.urno Común d,·,H~or de 
lo~ eri,le~ l?.J m e~ e I ndmf:'-rQ 

un o 1 en +on f!é'::s d·· r@mo:s f?.tJ@ l7J 
n? ~on pr.'mO'!!> rr:t /o..,L/11o:s, 

.J-=;_J0mploo•, 

-,-e or(" ma .E . 

o} Loo e f)-lero~ n_J m -eon pr/'~::::;. 
·, ~/(,¡-/-,·vo:s .::i-:._;, ~o/o o/ ex:~-kJ..n 

en'fé'ro.:s .re _.:fj +ol8::s t¡u0 

r¡ t -+ '!!Y -= .1 

.b) $,· (n, rn) .::-d J n ..,-t..d; m:sd 
E' 11 lo /X'.? e =:i ( -t 1 s) = .1 

<:!} ...S: (m, ri) .:.J _!! (m
1 

t)::.J e1J­
./onC!8.:::!> (m,n/).=1 

d} ..$'.' (n, m) .= ..1 _y ,., /mi .errlan-

oe..:;) n/1 _ 



D<: l'r't)S -1 r oc .. d,, : 

o) ..S: x e)J e x:~-1-r:ri ../.o/e-::, ~~ 
n x+m)I ::J )J d' ~ Cóols¡ ut@r Comu'n d,·¡1,~cr de"!). tn

1 

e~d(}C!.'r n=-Ld' "rn=-Sd' en./.on(!e.=::i (-tx+St/Jd'::..J. 
I -./ / .:;/ I 

de donde d':::. ±J. 
Por/o +on-1-o d: (n)-n).:J. TnrJ~r-::.omem'f?, ~,. (11,m).:J 
felltonoe :3 e/ -1-eore-mo -3 _JOron.f.,· zo /v ex.·:!.-fel?Cto d(EI 
/o:) e n-fero ::s Y, .3 -/.o le'::!, r; u0 n ,x -r- rr1.::J = .1. . 

.b} Por e 1-k?-or<::-mo ...3 e,askn etJ­

-f..ero~ Xt_J +oleo !ftJ<:' dc:11x+fn)! 

:I n-kt7<!eo d~ d = n ,( + ;n::!J == (t. )í -+ ~ ) d e 6..fe ne rn 6~ 
-t.. x -t~}I: J , de (o) ~e ~_.0tJ(-I J;iU!? ( -é. 1 ~) = J 

e} De {o) e.;u~-1-err :r, 1 )J., X;.ij}-;¡ 

E: 2' -/.aleo !j. 00 rn .r, + n_,JJ, =- j) m l,_ + ~ -i_ :: j 
1 

mul­
./..,·p/,·QG'ndolo::!> ohl-en(}me:::, :J= ( m x, -1-lljj,) ( m l:¡-;. {y

2
} 

-= m (x, m '~ + 1,/Jh. -+ n3, Y2 ) + n / (..!J,!J2 ) 
1 

?ioe,-e'ndo 
'(~ :: K1 ml;i -t K, -13~ -f- O_j, X< J _!:} 3 .: _3,j~ .J -fe_ . 
nemo~ s¡ o e m t 3 .;. n {J 3 =: ..1 • 'Po,.- lo -1-on.f.o d~ 
(o) -fe11emo'5 ( m, n /) = J. 

d) Puc:>~./o s¡oe (n, m /.,,.J,, eif:~-
-1 en e 11-fe rO:!> X <? _!! ..,¡.o/ e::J !/l/ff' .:t.:: y¡.( -1 l'Tl__j. 

Porlo-la;,r.o Í: l(fll-trny).::- n lx -/-1)¡.ly I rer0 
por J,.-pd-fc:i:s/.:;, n J mi , e:::, dec/r.1 rñ I = n.¡; de 
d 011d<3 J/ /) ( I .( .¡. .!i JJ) . 'Por lo -1-otrio t? { l. 

(! uondo G?~cr: J:,,·mo~ m / n , i;¡uerernoei dElO ir 
-fambi f>'n f(l/t: n e :3 0IÍ /./.; plo de m , ::::, :n r¿>-171 l:ia!:JO m 

..¡.,-r:>l"JC" uno .·n.f.·n:dod de mtl /./.,·p/o:s1 por .!f:/81'11plo ~.·m:=2~ 

~-i-lontJi:::s z1:.1 so) 75, 100
1 

.::::>0'7 a_!yul?05 di:: ::::,o:::J;nóJ/.,· -

¡0/0.:::::, • r:tira 0 ~ md"::!i /r)-1 f:Jr-<? ~offl-8 ,, per;::::,ar f21/) lo-:smJl­
-1,¡alo::::. <:>omo!'Kf's ele do:::, <J rnd:::3 ntl m{lro:s _!¡ e n<lorrlrar- e) 

n?d-:::. pes¡veho d<? e !lo:::., ¡oor-0 e'~io domo~ lo ~o.&i­
-1-f!': 
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D ~ r:,,,·~;o'ri " . 
a) .S: ,(,. ~ .-i = rrn 1 errf~~ dec,•mo:s 

r¡ve ) ca~ vr¡ rnJ I ~.·plo aomJn e}@ n_y rn 
.b) -S: J :!3o-fb-fCJCG /05~ rHen~ ,oro­

f' ,·~ dode~: 
í} 1 <::>--=i un rnú J./.tplo oomdn de: r;y rn 

ji) e ualc¡u."~r m J l./..•plo aomJ,, de 

'J3f'Yl ~:::,U11t»J/../-,p/o Je. /. 
r,,.,-lonce~ q J lo l/ome;mo~ <d I m/­

n :mo comJri mú 1-/-,·p/o e/e'}__<¡ /Y/ _J lo 

dena+orem~ (JOr Í-= [n 1 m]. 

Lo mo11era poro e-ncorr-fror e I -ni'll:mo <::.omdn rriú 1/.,-p/o 
( m.<:.rn) de do::. riJmero-:::, E>rrfero5 p(n):+.·vo::::,or-h1·+ror10;:::; 

1 

:St'I'/ '1Vf!_J<Mód.'.¡;<!Ul+ad E'o .::::i.!!..Jer:do por; 

leon::rno .6 . -S: d.:: ( n, m) _) J .:: [ll, m] e11-lot'l(!e~ 
dÍ-=nm, 

JJ emcr.s-trcic: d11 

.S.· ri=.s¡d·'::.-!:J m.:r-d 1 eñ/on<!.e.:s nm=S¡ drd
1 

ck-
rno~-frdndo4u@ J '-== S¡ dr Gt:::,_!!¡Ua/ o [1'1, mJ .. 1 e/ -1-rorr: -
1\110 ~ uC"do e skd:>lec .'do. 

1 -:Pue~-/.os;¡ur:i Í 1 =.f4d,---=nr-=-ms¡1e~claro.s¡~ /'<a=s 
mJl..J..·p/o comc/11 de f3_!j m. 

z) _::::!/eo /VI cuaf_S¡u:r:r múf-1.,·p/ó QOmtl/l de- l}_3 11; J 

té'~ deQ:r¡ N.:- ns -=- rn-t. . ..C. nfon<!.e~ s¡ d.:::,""' rdt/ 

de donde 4 ..S= r"t.. 

Ade1r1d::. ( s¡. , r} = ..:1 , e ri-fonce:s r l .::s 1 e~ d!é:!ai"r1 

.S.::- r"V-. :Por /o-fan-1-o /vi""' 11.s .. r'1 rll".::- }'U" 1 de 
dond.."' M Q.o úl'l mJ /-f; pío d~ P~ 
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1 
fJ h:iro pcdf'rnO~ <!Ot?C ltJo"r el e (.1) y (Z} s¡uc.=i 

J ==[n, fYI] _J e ~-/.o ..fQ.rrn:11c, lú dt?mo-::>-lro<Ji"dl7, 

?od<? f>10:'.) co /rrJlor e I m .'ni IYJO Corn u'11 m ¡J / ./. ,•plo E' t1C!CY1-

-+ro11r:J:, f)r•'tnero el m.c. d._JJ d<:-opt.t.•'-::i v-l,•/,·20,- re 1-leo­
remo otrler:or. "Fbr<ljernplo, oo/C!ulem~ Qo/ [2€251 .<2o.5J • 

..1:. f1~o tri rCi rno::i pr,. f(l<:-ro e I p 6 1 s, ~ 2 o !5) !(ve e-::i .!J uo I o 10.5,, 

d<? dot?dr? 

{;625, Z'2o5].:Zb25 '2'205 _ Z62.5.:Z~0.5.:.55125 
(<' b 2 S 

1 
2 2 0.5 f / 0 S 

C1orolar.'o j. 

Lo M~:d11 ch d:r1,'::J:..6.· !:dad :rdot:'0 o d~-í.'nir o do-=l alo~ 
dt:i en-krO:s I lo d(!' lo.:1 d:¡/,'.!!',,'l:/(5''::J ror ± .1 _!j por t? / m1'::Sff)ó¡1 

_!! lo de" loo s¡~ :::l()o d:v;~:s l"IO ::=;011 Jt?i'Cornem'c:i 7 J __!¡ 
e-'/ m1':JmO; Xvc/,'d<:.-::::, /u:- el pr/mero i<:n d(;>.¡;t?,'r 10=> / en=o -

_!Ju•'do ..(ormo//zol)lO;:) o e's-/o-:3 oo/1 fv ~u,.e.rrlc:>: 

u/) r:~ro n e':!. 1/omodo pr .. mó .c::>1' 

n >.1 _!) :o: lo~ Jn.'('CP di'vi'~~ po.s:­
-/i'vos d I? f7 ~º"' .J_J n . 

...S',· n "?.f _y s: n ,.,oe-:s pr.·mo 1 e>~-

C!e..::J n c:-.o !lomado comp~-1-o. 

Lo-::ipr.'mero.::> 6 /lt/mf'ro;:, C:ompt1e~:::5 Po~:.-J,·vo:s 

.:::S0/1 lf¡ ~1 l!,9,JO_;¡ J 2 __!:! lo~ pr,'rner05 6 l?O'm<:rO=:!.pr/mó:::J 

~O/l i!,1 -31 .51 ':f¡ 111_)1 1.3, 

Lo~ prop.·0dode~ d<?- /05 ;¡ifmero':!> ,Pri'mó~ /ae, enon­

Ci'amo.:::, por mr:dó de lo::J ~v/0/'f'k~ -teorema::!.; 

- 1 ~-



teorema ?, 

__ r-

a} s.· un 11Ól1'lt:rQ pr.·mo p¡ d.'r1/d~ a 17, fY1 ) 

en-fonae-::J deb~ d;v•'<hí o I mc;>no'::!. o ono 
de I o.o C? ri·t--e rfnJ 11 ó rn, 

.b} ..::J,• un pr:mo f d:11,'ch o un prodva-1-o 

-L 
j j ni en.fonee:!i p de fu d:tJ.-di'r a J 
¡,,, .l 

meno::!> o MO de. lo:::- ~ore::!> rl i , i =-.1) 

i?¡·••J /(. 

De.mo~-fro(!:o'n. 

+lo~mo~ .eo· lo lo prve-.hú de (a} f°OrJitJc:i (1:,) <?.:::i Uno 

(! on~tJ(Je-nt::/o d@ e-'~-1-o • 
..S11p:i3om~ 5¡11"' pl 11

1 
e,r¡../.o,,,oe ~ hem~ +ermi'nado, 

.Sr1 Pº!!..9 omo,:., a ho r v s¡ tJe fl ln , ~ri-fon<Jc:;, (;:::, fl) :z j 1 

por:;~ /~ t/n.'('o:i d,·v,·oor<:i~ de p ~on ± J _:; :! p 1 por 
lo -1-onlo ec~-1-M r e_;¡ en-,le r0-:::i -lo /e:=, yo~ n .r + p .!J =- j . 

MtJ/.11'pl.·cóndo por m o lú_!.J(}()/dad 
1 

oís-1-1...-=>tx:im:J~ m:nm.r+P!.'f. 

<1omo p / nrn _J f / pm er¡-/,y¡ce~ p / m • 
. , 

o J r / d/11:~or rnef'/Or dto-l:n-1-o de (}y]~ de 
tJn e- rrlero m > J 1 e .:i un ntf m!:>ro pr .'mt; • 

.1) _i::. / d:vi" .::ior rner.cv- d:~../.:,.,..J.o d~ ore dr:i 
Ul1 nu'rrero (!Omptle:::,-fo '7'1/JOe-::.'!!!)Or 

!/ ti C' ..rn:l' 

D@rno<:>-lro<J,'dl'I. 

o)-S.=io .!f C?ld:vioor menor de 1>'1-+al .:¡11e ..!¡ t .1 

-$: !i -Ít)(>.~ Clomp/)~.:,-/o -f.erdrlo U/l d•vl.!'!(}r .$1 ()al'} lo oond1'c!i'M 
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J < fJ, < J¡ 1 p:-ro ~ ~:::> d.tJ,'::3or de: m en~e:::-:. s¡, d/11,·d~ 
o m _y "'·~lo ('orrrrodtt;. ol h<Jeho d~ !¡IX' .!l. e:~ el div1oor­

menor de m, 

.b} ..Seo !i ~.o~ d:v:~or, e11-lo11ú0~ tn.::J¡ m, 1 '17, ~ ;¡; 
de dorde rnu/-l;p l:C'ondo ,aor .!; _!.J -::J;rnpl.-./icdndo ¡ of;·/efl:3.trl);::) 

~ 
l')1 >.,.. !i . 
::'.?or lo -1 orrlo !/ s rr;::l' 

"léor<:>ma 9. 
(11101.!ju:er errlero n ';:1-.Í o· <a~ un pr1'mo 
o' <J" predo<J-/o d@ pri'mo. 

I>emo ~-lrcc,'dfl: 

U~ore-~ 1°ndurx:;dn -'!!iol:,r t;> n. TI -feo~rrrj cloro-nerrh 
«!.:::> uerdadero pvrú n :::- ¿ , -Su p0!}_30rno:::;, S¡Ue ~ verdcxkro 
¡ooro c>oo/.J¡vierelfkro mc;inor s¡ue- n, ..t:..'7-h11Je;:, -:sin l'lO c=~fJrl­

rno -l/r:-f"l0 un di'v··~r po:=.:..f,·l/o .:/< d< n. ;::b,. lo -lotrl-o n= cd; 
dond€' c=J:n. :Pero e>_;¡ d ::ion m€'nOre>:::. !jUe>- n_J rnE..!Jore~ 
:;11~ .1 1 o~l_JrJe r;__y d .:::.e pvedene-:,Cr/J:,,·,. <:amo prodw./.o:!> 
d@ primo~ 1 por !0+011-lo n ~ pu('dé' e=:cr/.l:.lr (lomo unpro­
dtJa+o deo .prt' mo-;,, 

•., 

-reor01'fl:i 1 O • 

..L /-1-eorc:-rf'IO -=:¡:::z¡11domerr-lol Ue> Lo 
Ar:-1 me-'-/ ,'CO. 

~do /.f u··er e rrkro po:;:,i-/t'vo n =f.1) 

~ puedc:i <? :::Júrl ..1:, •'r de m:inera u'n/(!c; 

(!On10 .o_!_J V~: 

n =I 1 
Í:j 
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donde I< '!.e un e rrl ero poo: . .¡,.~o _J e o do ~· es 

un primo1 -- <' -/.oml:.,'@'fl G-o Ut? ~rrlero po::::.: -liiJO __J J< P.J. < f2 <· .. < ~ 

DemO:SÍra:Jldn 

A) Lo e~ t:::den<!:o de lo rr::o prc-...e.n -loe :o·/I e .:::i MO Qon -
~C()~n<:<J .·11 ~d,'o-1-o de I -reoremQ 9. 

B) -S't1¡:>ó;:JOmO::!> s¡u@ e,rt~l'7 doo repre-::s12-rrlociofl3:3 

paro 1Ni en-1 er0 n rlodo1 t:f!Jamo::J n.:: fja(J FJ."""' .. , 1(~ = .i•.1 

.1 < ~ < ~ < ·. . < ~ ) .J. < :¡., < 9.:. < . . . < ;¡,,.. . AJ o e"!) 

· ~::J<Jr:o ~uf'°ner !jue rn <?> /(, 

'Por e I -l«iremo 7 ~e ?.!.Ju(' :¡ue e I pr ,·mo t:; ele k dt1M:l,;­

o o.!J<111 .fódor s¡¡_y p11eo./o.f1le_r¡¡ ~.:::!<JI? primo 1 e-rrlo/1Ja.:3 

P.i =- !f / / pe r0 {/,. :;:. :¡
1 

~ fl -1~::) ~ ~ 5(, • 'Pero r::h fl'l(j/lffQ 

:Jtrn:lo,. ~ purd~ mo:sfrr..v- J¡cx:>e/ pr/mo r¡ .J dek d.·111c//r o sJ9un 
-lot:!-lo.- f>J _!J ¡;~:::rlo s¡ue p J e:'::> 011 p/mo1 ::ie "?.!J<1~ _y(J?. 

.!j,.: f) je:,, <:mba_go I} ~ f} 1 por lo -lorrlo !iJ :;;.. !J. 
f/:!l,' oh-lr?-flC"~ .J?Ue fj:: fl.1. lthorCJ oupo!!.!Jamo~ -9ue 
1) ~ ~ efllonrJe.::::. !j"".I. .::- s¡

1
?:1 • A I d/rJ/chr o /<? f'(Jtb(!:o'n 

. por t;-.1 oJ,-le~mo~ s¡()(?. 

""~ p "'K _ o 1 -<><.z Ci ~ ~ IJ,,, • 
~ • • • 1( - ;:¡ .t -{~ • • • "' 

.S.' P., > °J ~ e !pr:rflo ::¡ .t por e I m•~mo 'f!:JrJmen-/o on/e -
n'or de~ ~r..!.Jtlc; / o ?.!Jv't? /!_¡· 1 ./ ~ 2 1 pero ~~--lo ~~ 
~ ~ ~ <; e·I .J ~ :<. ~t](?tnó:::J 0110 corrlrodt'CJ.l!/o'íi. Hr lo 
-lorr/o i3 ::orJ , U;i .E!!iU'l'M-/o ~1'm1' ,br e.::. .:=.(J/;'(J,'~ 

/ 

-o/ ~d¡=ót1!1n?O :::i .!jV~ °'"..J ~ 1 . 
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fl~pi./i<!''ndo 1!1.:::.~ O..!J Um<:n-/o pO-:,o ¡=-Or pa~O, no-o C!Ol"K:/1)0(;4 

o lo~ ~ul('>n~ C'ol'X:!lu":!.:onr:':>: 

.J:: ,, <? :s-h mof1"'19rrlo lo _!_Juo ldod 
( C?n e I C!O~ m;;. k} a fo ~u,.CJ11-lc=> 

<? -::.~ud:odo 5e l\?'duc><? 
J -- .!i /3101 • • • !/ ,s,.,, 

l(~J m ) 

p~ra t?oio G.>o º"º t!o,,,.lro dJ:t!,d? 1 pue--::k !jOE' un pri'mó .!; ~ ~ 
d.'1/1"-:::JOr de .J. Poi' lo ..¡.orrlo ,,., .::- I< _!¡ lo c:Je-m::i~rO(' /Óf) d~ 
lo t.MIC1idod d<:> lo ~pl'e=:ir::>1?-loC1 1 '0'n c::~-lo' comp/f!-lo, 

711 rnlJ(!hCO -1<?-.{-i<J~ r / leorerno -;:¡Ndometrlo / Ve Lo 
Ari"-ll'ne-1

./1C!O ~ e:::i-lo.6/ecC" d@ esl-ornon<:>rú "<!tlo/.J;oi'C"r errb­
ro ¡=>Oo:::.i-l/¡/Q ¡ e,rC~pfo E'/ j ¡ f'~I? ~er ~~=:JC"rrlodo df' mJ/1?­

f"(} tfn/Co (loma ¡0r0dudo:::!> de p,·rno.:::i1 exciep-1-o par 0 / crdef)~' 
ti>,,.O Or'!f_Jlo'11do o lo colecc,·a·a de .primo~ en orden O.:::ict'ln -

~~ la J/-1,-mo .fro:::(" pu::cle ::;,('r re.i::rnplozodQ p:Jr h aondi­
(J :o'() J < f} < P;, < . . . < ~. 

r 
learc:-rno J .1. _J_I_ o< • 

3, · .,,_ P¡ ' e / e ~.:!./<M-lo de ch-
• J 

.'- J: j 

u.-~ore~ po~:-/./110:;:, de n e::::. e /<J:;l'l­

,_furrfo de lo::::i nÚrne?r-o:::J de !{( -Íorm4 

le-oremo J Z • 

r 

Tr 
l ::-.J 

¡; . 
p.' 

J 

$: do~ etrlero:::3 11..!J tri -/. :en(:'n 

la -/Oc-/oro'z.c,C!8íl: 
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1 l °'. n e 
'l 

l= j 
1 1 "" p. 

' 

en./ar()e~ oc.J m,(',d . ..fir;if")!! lo .fc.<!.-kri:zCJ<!Jr:Ífl 
-t. 

(n,m}: l j 
i:: .1 

íJ<f!('{IO::.-lrac o'o'n 

i 

d:-1.1 
J •J 

¡41 • 

P.· ' ' ) 

-fe,,emo-::J s¡.ue- dj11 ,...!/ d /m 1 d¿} "::.+o ~11erú ~<?-o on 
<Jomti11 d."vl:::.ar de 12..!J IYl. :2Jr:q d' (!tJolS¡v•'er (IOmun di'r!l:Sor 

ele n_ym1 lo pod@rno.:::, e=t:!r:k;r- <lomo 

-:L 
d

1

: 11 p""'f 
l 

}::J 

en-fcl?(?e=:1 o<,· .:s; <::>(( _,!J "'"/$ f?t 
,1 

fº' lo s¡oo oJ, . ..$ }' /. 

-=Por lo -1-arr/.o d 'jcl 1 lo .!¡W s¡u:ere dec.-r s¡ue d G?~ 
e I mcl1,·1no CJotnJr> c/o'rJo'-sor. 

Ho-o./<¡ e I n?CYn~n-lo hemo~ hohlado de'qbo11~ .pro­

p:echdr:.s ch lo=:;, t?VÍn~ prttYlD:!.-.!J C!o-ripue::::;·~,1 ~ero 

~ (Jrf!J tJll~ ~~ ~demC/!!5 -?or,,,olar- cl//n C!OhlO la::::, 

~(}."(:> tT"ltt:::. : 
.:l.·- c'

0

<1o'rno pod~mo~ ckfermt'no.r Vt?O /,";s-/a cleprf­

mO.:::,__!j rw'mero:::, üomp:.n?-:::,-1-o.:s /~ C?ool~ ~on menore~ 
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s¡ue n1 doí!de n e::. vn en-le ro d údo 7 
z._ c•Cdmo parkrró~ cfe-/erm/f)(Jr C'cJoado un et?-fflrO 

.., dodo <:>~ pr/mo o'<-"~ Cornpve-:3 fo?. 
-3 •• r".E:-:u.:3-lt:on ~no :,,-li,,,;dCJCJ r;Jc: nJmer00 pr.·mo-:::. cJ,::,_ 

-hn~?, 

'l. - c'I.:::. ¡x;:::i;f::./e chr w10 ../ó'rmuk ¡=oro<?/ n- e'~lmO pri'rrc? . 

.s. - e'.:;;-e poo.".bl!f ed!on-f reir U/l po/,'aom/'O -f (x} e I C'UJ/ 

repreoen-f(:' pr1"ff00 dn1'('0/'flerrTf' poro -fodo~ lo-::. 110/ore::::, 

de ~?. · 
b, - c'Ix;~ef'/ CuC'e..::3•0~.::! orÍ:ii-/ror/omerr-!e /v.!:JOo 

de e ~r0,::, C!O/'l"::jecu-f ,·tJo '::J,,- r:}ey¡de -1 odoe, .::sol'l no'-n€1'r<Y::d!om~ -

-+o-:3( 

Dor q_}jUJ?ü r~::y.x.;eo-lo o la-:::. p~un-fo::!:. .t_:¡ ? no:::l 

C'Mduo~ ol procH:d/mi'en-lo r¡ue c/e~r.'iJ,'O· -1:: r-0./-ci~ene-::l 
( .(7G- 19<¡ o.c),e/(!ueil rec:he elrJol'J1/::,rfl dé' ''(lr,-.bc 
_j - J _ _J~ 11 / -:J ' ae .J::: r(j..,..ó:::::rn..·ne~, !fue Qonoi:::,-,.e en: .LJOr uri numere 

en-ler0 po ~,..¡...(O /1 ..3 c::_l-.,(lr .-1:.i,·r o -1-odo-=i lo:::i errl-er0~ 

¡::>o-::./-f.,. tic::!> nx;>nor(?.::s o _!_yuo ,~ :=. :::¡U e n _J e /,-m; /)(Jr ~,.:::i -
-f.emo'-1-/rnmer·d~ o -fodoo fo-::, e rr-fero~ C!ompue::!>-1-o:::s. 

:::::C: 1J_3 ~aerol, poro lo prfjua-fv J / lo re~p;e::y./-o s¡ue 

,:::)<? do o C!M-1/nUc.t}~'O'n no El::!> m!!.J prc.
10-l1C'o_j ¡:;_0rv /e,~­

_y u,.,-./o ~ reolmeri-le l?ó G o .::so-1,.~-k-lorlQ lo re~p;e:::.­
-fo 9()e d~rrx:r::>.1 PJr.t¡<Je ~ (JOri'o::::. ('~,·-ler.'o:::. lo~ <'W"3.::!> 

r:Jon Vnf.I ,..~ ::::.pue:::sk, e ornp le-Jo. 
'Fbro err-1-ender rY?!.J"Or e/ proaecJ,.rnien-lo de leer.-..&; 

demo::l ul"l ~e rflplo1 ~eo ri ::: 100 , f?-1) /i=rkrr;o :::1 v lo.::::. err/G:iro..::!> 

de -:sde :{ hú-:3M 100. 1?ecol')J<!0mo":!>s¡uei:? e..::i UI) pr,·mo.1 
per0 -lodo::!> lo=- rnJl-1-i"plo::::. prop··oo de i? SMClóm­

ple~-lo:::J,. el."m/nomo::::, o 'Y;<;, 8,, •• '.1 loo. r / ::..!:P.6?­
-h t?U

1mer0 l')O e //ry¡,·mdo e .:3 ..3,,, e I <!(}() / de.be :::ser p-1mo 
p0rI¡cJ@ ~v ,,fo:~o ../'o(!""i.o, prop,·o p:>-::.,. J, h e~ Zf¡ .:3 
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no e::::. mi!/./; p lo dr: Z por:¡~ <::> ,· lo -f w:seo hvl:i,-e~ ~.-do 
e /,'mi'nodo. 

f.<~C'onóCi'€>ndo ohoro ~ue -fado~ fo:s mú /./,·p/o~ propt'r:z:, 
de .d '!30n corn pue~-fo=:, e l;m•r;omo ~ o G> lf/ 1 i, ... 9 9; 

(oon~$ l')Q(2::. nece~Ori'O eftmit?Cr O b', /~ 1 18 1 ••:,, 9( 

o.¡.;o o~~, pue ~.fo .:¡ue ~ llo~ __;¡ 0 hon -::::.t'do e hmtmd~ f°I" 
~flr rnJ I /,-p/o~ prop'o-;) de ~).-X:/ ~u·· en-le riu'l'r"t(JrO e /:minad:; 
de la /,·-::J.fo e::. e I .O 1 é::J-le t?VÍrl€'~ del::e ~r pr,.ffJO,. Porr¡o:: 
:o/ -ÍuerCJ CJ.Omf><Je~--1-o -f endr 1'ú (lomo .foc-lor~:::. pro p/O::!> o 

loo pn·mo::> me.r;ore:s s¡uee'l;0odE(!,'r1 Jo".3/ f1?r/o~IXJ/ 
.s 170 e::1 rruf l/,p lo d~ ,z o' .3. ,.. /; minomo:::i o -lodro lo::!¡ 
rnJ /lt'p/o~ d~ S 

1 
s;/Je aún 110 hon ~.do e l/rfJl()(JOO ':j pr~t/Olf$?-. 

-1€1 1 1<1 :o dt:~ .. r1 :lE1 ..3 .s, .ss, ~s, as, 95. J:::r,<!01?-lrol'fX)=:. 

por e I '711';::,mo ro 7..ól'/(1m i'e n-lo) s:¡ue e/ ::::i.JUi$n-lé1 numero 
r;o e /.·m,. 11odo de ha o~r un pr/mo / <?-:::> e I :t. lo::;:, mú /-1,· -
¡:i /o::;, de 7 oJn l'10 e /.ini'r,oc/c;-;:, ~on 'l'l 1 ·711 91; y o c:."':5 -

./o::) ki:::i <Jonoelam:r.:.. A han; o"º ::JC'r 9 tJe ¡;o ~omó~ ,::j,tJo 
C'1Hdodo~:::. OTJ0/."2o'ndo el prO<J@:;:,o de la<?ri'ÍX; e:::>-h­
rerno::::, .:::>orpre/lddo~ ¡Todo~ lo~ rJumr=ir0-::::. ;:::,ó./::«urh:::-, 
lo o ~dale::, hein 00Í:,re11,.v1·da o k cr/60 :SOIJ primo~/ 

La C!r1'hv oporr:>t!e C<Jrno ~uti: 
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~-lomos en po-=:.1c.·dn d~ o /(l(J11zor e I +in en e J 
pro<Jc:<~o de lo Ori'bú auo11do -l~arrci=s e hrn•nar:b~ o lo::5 '1161-

./,·plo::. propio;:, de p1 donde pe ::1 e I pr,'mo md:::. _Jrardr: 
-fol ~IK" p $ fñ', donde- n e~ <? I número dado. -:;;-~-/.o ~ 

~u<" de 1 hecho ch ~ue oi' .s.=- ol:, e'=> C'omp.;eo.+o o I me -
flo:=. MO (J df! h(!(!ho exo<!-f.v/1"/10~~ Uf'XJ) de /o~ -/'úe-lor0.::. 

Q_J h del:ie ,::,c;ir ::::: 61 porI¡v~ !3 1• o> r.5'-.:J .b '> IS en­
oo,,-lromo~ f(Uff> .:S:úh > ( VS-) =<.: ~ 1 :;¡ue- ce.::. Ut7Q Gon-Jrodicr:.kJn, 
Rr lo -l-únfó .::i,·.::i 110 eo e /,·M1nado (lUof'Jdo lo':!> mJl·hp/o-:::. 
prop.·oo de p (y de ../odo::i /o::, pr m1o:s m eoo~~) kin ::,ic/o 
e /.'m:nodC:!¡I en-lcnC'0::::. ~ de .b€ =:c-r un prln?CJ. Fbr~ue llO ha -

.b/r'ndo .o•do e/.mo1odo E"n e>o-k> o <!uolI¡u,.evo r:f~ loo fó.~ 
fre11/0=> / ~ l?O puede -lentir un -!Oc-lor s¡ue 110 e.::3 $ lñ; y 
f/J~ :::..fo !jD<? ::5 -:$ n, o no pveaf: -/.ene-r U/I -/"oe../or cfre·ÍJ(,../Q 

deº"º ~ 15 1 (1or lo f(ue ~ no puede ~ er c>ompuesro 

Doremo:> la reoopue~-lv o le. P'!.JM./r., 3 de do-::. 
MQnerO;:) ~ 

J.. Uoore rno '=> PJ ..¡. j · ..Si recor dam~ lo de.ftn1'<!1'df) 

de flJ 1 (211-fonceo e=i e::y::t:c."olmerr-le.fo·e.,·/ de~Qri'..Ólr lopru~ 
de .J: uc llde_::, el~ !fue etr-::,-1-r-: uno :n.¡;/l,.dod de .pri'rr?O::::. 

d•-::'J ../.1n-ko • .SiJponerno:=:> !(dt' e-~1::i-k'1 un 11úmer0 .r:·fl ,·-f.o ck 
f'r•'moo_!:J ~uf! e/ pri'mo p e:::1 e/ m0b_Jro11de. /.)~.froremo::"J 
J(oe e::i./o 'eJIJpo"::,J·<!,·o',,, ~-:i .f-0 lovJ e:::.-fud,.drx:lo e I llu'rrlero 

M"' P.J -1 J.: ( 1. './. 3. •• • P )-u· ±_v,·der¡-/ernerr-le t1 noa~ 
cJ,·11,.":l1~1<! parCuolr¡1ner-0 ele lo-::. nu'me>ró:::J":l,31 "1 1 ... 1 P.J 

porf(ue e>)(t:::J-J.e elrtJ01dvo j e11<!.ad0 uno clee~-lo:5 Qo~~-
5;,· ~u¡::ooernoo s¡1J(I 11 l l../ dMcle 2.$n ~ P¡ en-krt!.r:-.::. 

e.x.-o./e .!¡E'~...,. -lol4ue 4w:~flJ de dord~ P/+1= ~fl. 
'Porlo -luri-lo ex.·=:.·ff1 J:¡ €: ~ -klr¡ue- .s¡.n+ (-1)Pf =..1.) 

lo s¡ue ~,,,·.(icú. !IR f"}_J P/ .eyon pr•'mo::> re /a.f1'1JCJ:31 /o ye.e 
e~ uno aorr-1-rad.·C!~ •OÍ> • 
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'Por lo -1-arrlo nJill 1 cn.fot10e:::i J../ llOC'~ d11Ji'~,·.bh 
por n 1!JJ11 pr•'mo ~ P . 

.S:n ~mbo:..Jo par el leorf'mCJ ~"dome11-l-o / De Lo Ari'-J~'­
./,·co 1 µ d '-1.::::, un primo ó 0~ un prodl!J:fo de p-.·mo~. T n 

(!volft.u:ero de lo~ :< CCJ.:;)O::::; uemo::::. r¡ue cle~e e.x,.:::../,-,. Un 

pr•'mo md?._JrCAnde s¡ue p, lo r¡uf:l s¡o.-ere deC,"r S¡t.e oo ex~ 
un prtmo p mo'5_.J randf:. ?ar lo -fon-fo de be. n de 0u~1'r 
uno ;n.f,n,.dod de- pr,.mo~. 

z.- U::::,ando o lo=::i~11-ler0::. de lo.formo .6X-t. 'fbrh­
tl1CJ~ mo-::.+ror s:¡ue e~··~-h:n u110 :n-í.·ni'dod e/e ridmero:::. pr-r­
mo ~ m~~Q/cdo:::. Qor? lo=:. r;;>rr-iero~ de lo ~re-:::!>idr; Qr1'-l­

rn~·-l,·f!o A: ..6 1 111 111 231 H,..3.5 1 • •• , ~tendo lo .form9_Jenero/ 
6fl -1 poro (!odú en-lero ele lú ~u~e.::::,1'd11. -:::Port;ve~,. .:!)Ofó~­
mo.::s s¡uf': FJ 

1 
P,, 

1 
•• • 

1 
PJ(. ~on lo~ pr,'merO::J /( pr•'mo:::, s;¡~ 

per-l-eneae11 o A , o 'r!J lada::> e11 e I orden 110./uro /1 en-lona~ 
poclemcr-. frobar lo e,u':!J-/.f'/'12/Q de u11 pr/mo--1-<:::d:iulo mc/7._JrQn­

d~ JflX? per+et?f:üe o A, <!onotderemo::; el en-41"() 
N:: b /j P: ..• PK- f • -1:tfpreoornoo oµ C?omo un prodl.X!'lo 
de pr•'rno-:. 1 e-::> deci'r1 

Pv~:::l+o ;¡.ve }..) <::!~ •'rnpar --!i ()o e=:1 mvl-l1p lo dEJ :3 1 s~ 
~e S¡<Je -lodo:::J lo :::i -fo.(!;-/cr&. pr,.mo~ de A./ ::ion de /a .kirmQ 

G H 1 o' 6 X - 11 por-J(u<? "'º eJir=rl.en p-:mo:::. rmpare.:::. > 3 

de lo Íormo 6' .r ± 3) -lodo;:, fo::3 nJrriero:!> de- <f:::,,-k -{(;r/'T/Q 
(e1.o epk 3) ::i0t1 Com pue'.3-1-o"' • .S;n ern~o,, e/ prodvc.-/.o rb_ 

Quo.l~u1er nu'~ro ele prtmo::) de lo /Orm<:¡ (jX-1 f e~ o...¡.rQ 

11e2 un 12Jmero de lo !OrtnU 6X+1 1 N deiJe-lenEJr- al 
meno=> Vn fúC-1-or pri'mo P de la -/Or/T?CI 6 'i-1, 
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...S~n emb°!Jo,e/pr:mop debe.:::l<.",.. mó~_Jrof1de 
J¡Ue fK , p:orr¡ue n03uno de lo~ //.i 1 ~, •• ~ ~ ~.::i ur¡ k­
-lor de 1-1, pueo+oS¡w codo uao de e·~+o:;:) d!J'ª ~~:duo -1/ 

~.·lo-o en~!0'Dtnó!:) (}orno /Oc-lore':3. :Por lo-?on-1-o ~ t?oe;:;, 

e"I f'•'mo mdo3rarx:k Elr"l A_y A ch.be Con-/erx:r VfJa ,"rJ..{¡Mchd 
de p-•'r'YIO~. 

Paro dor vnCJ re5pl.X:'::.1-o o Je. pr~un.fo b; fu·sfo Cb'l­

:3td€1ror ou11 en-lero n, ver s¡u~ eo,,-¡-/rei (n-t1) !·r<_J (m1)!+11+1 
~ n n Jrnero~ C!ompue-:::.fo:s ~l.X'ie-~··vo~. 
(!uondo ee,-/vd,'omo.:::-. lo ..run<J •dn ..((x} =- x ~- X ·H 11 no~ etot-Jo-

mo:. Ouo11dó e,,.,, pezornó::s o ::!>o h~-1,'-/.vr"r ·o X por 11 ":<, .a1 .. • '/OJ 

fOr~ue enC!OfT-lfú mo~ 1/0 pri tnO ~ _3 p:n::X-tnó'.'!> ~O~ /x:. rro:::, e«!.Oll -

-frado Ut)o ..fo·rmulú por0 holk,.. o c.uof.vtJ:er nútre-ro prlmo,, ¡;e-
ro ()()~ llellomo:;, uno......Jran ck~• los :r:in o/ ~~../,•../vfr 'i ::::-(¡/) 

_J uemo.::i ~u~ .{(111) no <?::::l Ufl pro'mo. De mané'rv .:::,.·mtlú.r 

~v(ledf.l con k {u11(},'dn ..((x)= x"- 7q-¡ +16o1 
flhoro porc. probCJr 9ue un pol:llóf7?•b -f{x) elaualno 

e~ Uf/CJ C.on~-Íúrr/e. _J -l-;e ne OiX" .Ít!. /en-le :::i e 1?-le ro.::. no pvecle 
~er pr;mo poro +odo:::. lo:::J uolore=:J er;-lero::::. de'X _y e..::s 

<!ompue~+o por0 Uno ,-1'1..í,·,,,-dc,d de tJJlore~ en-kr~ de t1 
neC!e~.·-lomo::. 1?-:5-kr V/7 poco -fomi /,·ar:zodo:::, Qon lo=:. pro-
p,·edode:::, de fo:::;,po/.·11om1o:J. · 1 

.f?ve~-lo ~IR< ...{ ( x) no e= ::J u na ()On ~ ,,,.¡.e- I + ("' ) > // 
fDrv a}jú11 e .,.,-te-ro 1<. 

fÍ..EJúf110~ _J = -{ ( 1d3 Co1J::::.,·deremt>=:> .{ ( ~ + X), fk _.!J 
i,tr·'O~ hlOflf}tü::, demo:::::;·tr'Qr fUe -{(t.!J+ X)::}J Q f.-f(K)) 
do11de- Q e.;:, VrJ pokrx;m,·o en i 1_J 1 1< con <!.oef.·c1M-le-;::, 

e.,..J.ero :l, Por lo -kn-lo r (!:_y + J<):: )1 (o + 1) e.:'.) di'ui:s,'J.~ 
pór _y: { (K) paro -fodo-5 lo:::l ualare~ -t., Pve.::d'O fi/JEI 

+ú) ;io e.::s uno (lM.s-kM-le 1 ..f ( ~ +K) ~ rnciremerrlc, en 
rJ:Jlor cd:oolu-/.o poro -t.1 ~ufic,.~~meiafe_;rarde, far lo-fan.J.o 

/ 
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piro -*'~o llO lor~~ ::::)() .{";Q1~n-lemf'trle __Jronde~ de -1:.. 1 e I 
.foa-kr Ctomplemen-lor1a Q+ 1 no e~ une,, rJf'l,.dod _:¡por/o 
-1-otl./o .f (f_J +K) e:3compue:y/.o. Pue:s-ki~cx: ~ +1< ~ 
o :)fl; Qr.J;;:frúr/crn~n-k-__Jro11d(!l C'Oll -l,, -f<:.n··~,,doe"::~>iC"'1 
cÍ!Jom:::. e I m ··omo ~fló !¡1Je }J; .::,12 :::...!:JU<? r¡ u:: f6) -{r0-

C1ú~O paro re-prr:::::.01'-kr NO<!-kmen-le f""''rno:::. en vno i'n­

.{;" .·dorJ de ao:::io=:_JJ de he<J. ~o .poro +od o 'l z: ~ + K ouan­
dó -l e.:3 ::!.cJ-Íi~;(;'n-/<:meri-l<?_Jronde. C'o"' r!~-lo domo::, u~ 
re~pue-::,-1-Q n!Jcrft'rJv o lo pr!Jun./ ú ..6, 

"-lo•:::i ode lon-/.e c1or-0mO ~ I o re~pve~+o .paro le 
pr!.Jun-k </, 

T n lo st~ .::.i3<X" (loo dedi"C!.or<:mo::;, o e~-lud.-o,. 10::!. 
f!Jmero;:, ?er.fe<1-lo=>;, lo'=' Quoleo fueran tllve:::,'6Jad~ 
por lo::;_:¡r··~o:s _J ~ll ln -1 ere :::.ari-1-r:i:::.. 

Ue Í.'MCJ •'o n 6. 
U,,, () ú tyl ero ?e ,--fea:+o e~ ar¡ c.x= 1 
~ue Go.:S!.JUo / o la ~umo de -lodo:::. 
.::::v.:::i di'ui'-:::>ore::::. prcp,·o.::::. po:3;-I;,;~ 

Lo-::i pri1f{l€ro~ nJm<?ro::::. pf'!r{~a-lo::,1 /o::::,(!uoh::::. 

fooron conootd~ por lo::.-!:Jr1Y:.:Jrn r~on: P,,. 6 J ~:: ~8) ~~ V96J 

P,=-d1Z8, Ps .:-.3~.5-501 3.361 fi=-81 .589) 8b9, o.sb. 
Hi mero pro boremro on -1-eor<J me r;¡ve :::iero' ú./-i' / porO d::~-

-1-ror ojono;:. oÍirmoc:onG:::i :::io/,re lo::; t? ú mer-0::. pe.r.fea..fo:::i.. 

(CQ-/oldl-t:0r-mo-t.) • .S.· .:<"-1 e~ 
(.)f\ primo efl -f.o~~ I> +o m.ble'n ~.:::. 
primQ 
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D~mo:::.+roc.·o'n 

Alo~emo:::. ~ue< 0 11
- 1=<o-1) (0 11 -~ e/-~+- ..• -+0-11). 

!2J1Jp<J'2.!)amo~ que 11 no e:::i pr11Y'01 ell-lonC!C:::J lo poderno~ oas­

c r ,•.¿,-r Qomo 11:: r::s <:ori r > 1 J .:s > 1 • Dc:o dótl<Í~ 

Por lo kin-lo ~ "· 1 e-:::ido'1.11':::ii' bl~ por ~ r_ 1 e) ouole::; 
ftl!!JOr qu~ 1 por!¡~ r -farn.J:,.·e111 lo e~.~ -to :::!..!Jt11'.f,-cc, 

~IJ~ ~ "- 1 110 <?o ..pri'mO. 

T eorerf1 ei 1 i¡ • 

Ue,mo·:ytro<! ··dt1 

TI flúmero ;¡n-i ( 2"- 1} e::, ~rfec-lo1 
~ ,• ~ "- 1 ~.::.Vil pr•'fflO, 

Loo ~vien.fe~ en-l~ro::;:, po-::i:..J.;iJo:::. di'v,·ckl'l o 

N = 2n-1 ( ~"- 1): 

n 
2 - 1 

~ (2,"- 1) 
1~('l."-1) 

L _ ~ n· 1 ( n } { n } 11•'( n } - 1 + ~ -+ ;( + ..• -+ ~ -r ~ - 1 +. ~ :¡ - 1 + .•• -t:¡ ~ -1 

.: (1+ 'H2.,.+ ... t'l."'·1) [1+(2ri-11] 

= ( :z ~ 1) ;z "..:- 2 N 



'Pero l':>mo )1 ,.. - 1 :: P ~o vn pdma 1 lo::> Jn ,·o~ dbl-
oore¿i;) peo·· +1uo=:. ch AJ : 2 ~ • 1 f ::>oll +odo:::. /o::;, e-n /,·:::>f.ad~ 

CJfl +er ,·orm~t1'*:i. 

<'.7omo en lo !!'Jumo •'tiClufm<:>::J o N ~n-ionc~ :::> ¿_ N :/'1) 
1 

fOr lo -iafl+o N e:. ~,...fec-1-o. 

/~remo 1.S. 

<Y0alf(u•'er llÚmero per.f eo.-io por e.::i de /4 
.formo ~ n-t ( '). n_ 1) ¡ (JOn ~ 11-1 pr•'mO 

~mo::..frQ(!;o'll. 
~eo N: ~n·f T vn númE"ro p~rfec-1-q. rÍMde--;:: eo u11 

ndmeiro rrnpor • .S@c. ~ fo ::::iumo de lo:::. di'll1':::iór(:':::, po::::.fflrJo::::. 

de -;:::: Lo::. dtv,•:;:;,o~=> poo~.f."110:::. de AJ, ··n~.l:!Jr:n o fó:::J c//rh':Xl­

re .::> ,·mpore=.-., de T, ~~ dop/,'<!Cich::,1 ~=> mcJ /fi'p/eo ele s-i, .. ¡ 

~º::) mú lhplo~ de ::< 11
•

1• No~ o-1-ro-::::. d.· 111::,orr:>::;, po~·huo ~ 
pve:::,fo ,rue N <-"o pev--K>c-lo -ler¡(J~ 

N = ~n-1 T -::: ( H'.<+ ••• -1 ?."-1) ~ -N 
. 

o . . , 
2 N -= 

,.._ 
(7,n-1)~ 2 ... = 

-¡::-
..Y pua olo ~ue- ~ _J T .!:)011 en.f.er0::;:, 1 de be oe r- in_ 1 
u,, e()./ero. A::-,t ~ue- (¡"- 1) / T ..J-hr-. de~ o~r vilo de 
I d - ..Z-1 
o<!! d.·11: OOJ<>. .:::3 e r. 

fúe.:::Ao s¡u~ ~ c?::l fo .::iumú de ..fodo;::, lo..e. d/u,•:::;ore..::!. 
de. T 1 ve.mo.:::1 de lo úl-/.itno..!_J ~ldod1 J¡()€ lo=:. dt'111•:;:,0re.:::::. 

de T pued~ n oer Ún."(!c,mr:in-IC"' do;:)./ ~.:::. cJ::ci,ºr; D ( .. 
'Pero 1 e.!luo? d.·IJ,•oor rk T. :t=br Jo -kin./c, ~ - 1 

_:f_ : j I de dori<:Je -:¡:-: '.2. n_1 !_) <!Off/O ~ n_¡ flO ·Üerr~ 
:;¿11_ 1 
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C'üals¡vrer nJ mero per.fe.f!.+o -+erm,'no et> 
6 o' en 8. 

De mo ::.-lro<!i dn 

-S.· IJ e.oon numero perle?<J+o fúr en-lonce:::. N::/11(i~1) 
\!Ofl p primo. Cuo l4u.·er pr•'mo m_5!jOr 9ue ;?. e~ de Je, Í0rmo 
~f'l'I -H ó 1Jffl~3 1 pue-:,-/.o $-IX:' d~ o-lro manen:; ..o~rib d.·u,-.!:l,-~ 

(XJf" ~ • .StJpo~ümo:::> e I pr•'mer (lQoo , e,,,./o~c- :> 

~fO fXJf •'fldVl!Co'0°1l ¡ eo Cloro ~Ue 16 m ~··empre-Jer-mi'nQ (!n 6, 
fiir lo -kin-lo 2. 16,.,, -tl?rn'1t'1ü en í!. 1 de donde- ':1•1'r11- 1 -lermir(J 

º•'e«ipre en 1 _j f:'t? con~cuen(',·ú N -J.erm.·,,,o e11 G. Stm.· lr:.rtnr:n­

-le 1 o,'p:: '/l'Y'+.31 -+enemoo~ue- N.:4· lr;,m (8.t6""-1}_J<!OrtlQ 

~. 16 "' ....J.erm ··no efl l./ e fl-/o()(! ~ ::> 8. 16,,., -fer mMú en 8 por lo 
. I 

.fon.J.o 8.16"'-1 -1-erm•'nú en:¡. A::..·:¡ue- N +erm,·nc, en8. 
:+:110 lrrien-Je .o.- pi:: 7. , +~ne mo.=. AJ:: P, -=- b" ¡ de e-S-1-a rnanerc, 

p::demC!J:;, Oonf!.lv.-lr;¡ue ../.odo:;) loo per-fef!.../oo pCire::> deh:n 
-l~rmfnQr en 6 ó en 8. 
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11 

La-:;, -func:one::. ~ve ~ pre.5en-li:111 -Írecveñte~n-fe 
en ICi Teoro'<J de /o~ IJJmero::i ~ofl [x] 1 lf (n) 1 ":? ( n); 11" (n)

1 

ftl ("), .A ( ri), tJ. C xJ, y.- ( ~), e +e. A _}jun~ de e //a5 rec; ben e. I 
nombre de Tunc:one!S Ar~+rfoe'-1-:<!os dG Oc'.!verdo o lo ~u;errl~: 

Uno Íunc :óri .{ : ~ ~7 f. e::'.> llorr'la­
ch fúnc."dn Ar.'-t me'+."C!.ú, 

Son de por-l:aufor ··11-feres or¡ue llú!:i .func:oi'le=> Or··..¡. -

me'+,·<!o~ ~ue -lofflCJn vcilor:e.=. elrfero~ QolYIO lo5 pri·mr:iro':) 

e ."Mo <;¡ ue 5e de.(; 110n o cor.-/.: Moc .'d11 . 

Def:n;c.'ófl P.. 

CJ) ff.ro u11 r1ÚíYlero K E IR, e.f si'mkolo [xJ 
der1oforcí e 1 fYlcfK:mo en1ero menor ol.!Juo I a 'f; }:J 
rec.:h~ el nombr(?' de +vnco"Óf"I por-le en-f~ru de X. 

•,b) Lo (unc.:dn Y' (n) deno+v o/número de. 
en+ero5 po5;+.·vo6 menor e:::. o;_9 uole~ . o n _:¡ ~ ue et~-' 
r;,cf5 :::io., pr~mo-::; relo-/.:vo~ (!ot7 f"I. A e~.fr.J -fufl(!..'df"I 

e..e fe Cor.oce C!Or'YlO fo fuflc,'01
1'1 '/ de :E:° u fer. 

e) Lo ÍJnc:dfl '2 (11) deno-loro' o/ ndmer0 
de d:v~:::JJ~ po~;-/-,·uo~ den. 

d) Lú -?unc:óri -rl< (n) 1 ::ie e.~u~rrlro de-
f.·no'dei por ~ = ..;;f_ dx 1 e~ deQ~r, la oumo ele 

cljn 
-/.odo".) fo5 I<- e'~il"flú~ po-ler?<!•'ú.5 de/():) cJ,"l)t~re::, 
den. -'=- 1 C'.ú~o por.J;oulor cuorido /(,.: t se r:Jen<rla 

- 2 't -



por- V- ( n ) 
1 

<:¡ ur: r? ~ J r'l :cú me11.fe lo ::iumú d~ 
I o:!) d:vi :!x:lrt?.::. po~:./.: vo=> ele 11. 

e) Lo .+v(lc.'ón ).J ilomodCJ ÍCJ +unc.·d,,-, 
de Mi:ib;u.=3 e!!:>+d del:11:do como: 

1 -e:,; n = .1 

,..U (n) = (- 1( -::,; n e~el prod<X!-fo e/e r l'"IÚ-

fY\ero~ prtmo"!:> d :~+in-1-o~. 

A ((1) = 

5,· fl::: p"', púro o.J.:J.dfl pr•'mo 
P..:J a}jJn rYl E.;??-+ 

5UN1ú 

. 
' 

tJ ( x) = ~ /~ P 

e ¡r,-/end i'clo -::iohre -fodo.=> /05 pn'mo-::> p .::S X. No­
-1-eMo=:. r¡ue (J. Cx)= o e,,• X<..Z. 
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_j /o -::>umr ... -lermtnú pC/rú el prtrr1~,- ºti-tero po-5,·+,·110 fYI 

-J.o/ ((Ue ~V,,, -IJ < 2. 0b~ruemo-:::> ~Ue '.¡J(/l.)=O s,· X<2.. 

Teir11b:e'n fa podemo::;, d~-(;fl,·r como 

yJ (x)= .> lo;; p = ~ 
('"'::;X m ~ i 

:: ~ (j ( '.( •/m) 
1 ~m ~ I~/ 

1<?9 p= ¿:­
f{\ ~1 

.Dúremo"!i. so5 propr<i!chde ~ _!:J re lúe 1 orr:.s mo':s COt?o -
e ido :=i, de !G:::i evo/e:::. hor!tmO:l oJ.Ju11e¡-:, ch meo-1-rú<?iofle~ o 
Qori .J-;11IJOC1'o't1. 

leoremú :1. 
-5ecu1 X1 ~ E 1R, e 11.fonl!.e .:s 

i} [x]~ :<< CxJ .. 11 X-1<..CxJ~t,o~r-[')(]<1 
lf) [ xJ: ~ 1 ~·· X~ O 

1~n'%X 
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Ílé) [ X'+m]: [d+m ::>•' mE ';i? 

Jvj CxJ+(~J !$ C t+-jJ ~ CxJ+CjJ +i 
v) 

Cx]+ C-d~ [: 

vi) tcj=[J 

e"' CtJo I f¡u:er al ro 
C!o:::ia 

V~ i) X - [ x] e ::i IG por-le .(roc:c:or¡or."ú de x 

j X) [x + ± J '"' < I en-!,. ro "'ºº p,;, ;,,,º o x . 

.S ,· 2 en-fe ro~ :::io113volme"*:i prdxi•ffl(r) 
a X 1 e. -:; e / tY15!.Jór de fo-:; do~. 

-~) - [- 1 + j] e"' e I e n-ler0 mds pó,;mo 

a 'I. Si do~ en-fero-;:, _!jvol men-le prrfo~ 

mo=i a X; e::> e / Meno 'f ele /o:::, do::.. 

Demo~-1 rut:.id o. 

Solomefl-le ftiorr:meo /o-:i pruebú~ de úu)_!J c~·J por-
<;fu~ fo~ ck.Md-:3 ~~ r::Jeduc.8fl de lo ck+.·n.-ci'dn de [ J] . 

. {v) Te eri bomo~ .Ji = m-+ o< _J x ~ n + f3 
1 

dond@ 
l'YJ 1 fl G if!E' ....!:J O :$ 0t ¡ f3 < 1 I e. n.foM!.e.~ [X] t [_j J .:: nfrtl 

,s [ fH (3 +m+o.-:J.: n+ m+ Cfl +o.-J :$ fl+m+i = C.K]+fj]+J 
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vi):::;;:- !:>C,.; bc,tTJO:!> t =-rH-< _J n= (¡n'1U 1 donde 
O ~ o< <- 1 _) O .$ r ~ m - t , p::ir lo QUC: 

pueo.fo ~ue O :s. r + .:;>(..:. rfl • ?or o-lro lodo 

Seei fu,, 11tÍtYH?ro pr:mo 1 efl-f.ortJes 

el Mr:.JOr. etpone,,.,-le- i< +al que:' 

p K 1 n J e.!!!>tO dado por 

.Defflo~-f rae: Ófl 

Le¡ 5'Ql'Yl0 reoffY'Je•rle e"!> .(;,.,:+o porq.U<: 5,· pt>n, [ 7] = o . Horerr:os /0 pruebo por iflc!ucc:d11. mo-le _ 

<: J 

pº = 1 I pºI j j 
[i J =o COMO .paro-lodo .pr:mo PJ de dofldr: 

'Por lo -fon-lo 
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Verckide-ro púrú (f\_ 1)I _j d~11a-feMo:J. por J e I m~or 
ef!-f~ro -fol~tJ(l p.;¡,,. Dado ~~ nJ-= n (11-1) j J 

bc.-:>fa p rob<ir ~ue • 

¿: [¿] - 2-:[T] . 
-;:: _) 

<omo [ fr ]- [ 'P~ 1 

] = \: ~'. ::J 
¿]ºf~IJ = .J 

"T eorl?t't1ú 3 . 

. 
' 

..5; O) b .sot1 de:.. número5 ~rrO<!iOllúle::> 

poe,: +: ~o:i +o le~ ~11e _l. + J.; -= / / errl-on­
o h 

Ce~ la~ eoc<.>~•011e-::i [ot1] _J [.b,,] ,don­
de n ,.ecorre a .f ocJo:!:l fo!!i erdero::. 

po,,,,;+;110=' ¡repfese.vita.nCL Tod(;s \e:. 
e.r1\iros pos\·ti·ios :1 \n repilt)cío'rt. 

D erllo~-iroc:·d11 
-:tJoe~.fo r;¡ue º..J b .::>o,i po!!>;+:vo:;:, +o le.::i ~tie 

-t- +±-= i ,~e ~oc- QU<:' o>t 1 __y ~>l. 

1-/ore-m~~ lo dem=:.:;:,-/.rq(!,·d,, en do~ (X;rte~ 

-.3~-



fo:; ~u(le=>.·ofle ::i C0nJ _!j [ tn] 

/)Tn lú 0 11Ceoto'n [ú11] t'lo ~ rc:p:./ic.lone:=; 
por~t1' CariJ<.Gn<:ei(n+J)-1< [0(n·t1}] 1 por 
/o ·tafl.J.o [011] < [ ü (n+ 1 )] /Ci primera de::.··­
_9Uüldod ~e ==>.!_9ue pve~o ~ ue 03 on ~on a'rrú­

c tono le =:i 1 lo :::.~ u11cJo de :::}_Juoldod fa ob·foro -
1>10.:::. de o> 1. -S.·m; lor f'll@n-lc: llo e1,:-:::.-k:Y1 

repe+··~;of10::. en /v 0u~e-::.,.cffl C.k:,n.J. 

i i) Hro +oda=i lo-:;, r:-rrter0 ~ pD5.'.f ,· tJo:!> ri_J rn
1 
pt;dem~ 

,y¡05./r0r .s:¡ve Con]/= e brn]. Íi:irf(Ve !::>.'oupófl€(f)j~ 
s¡ue 

fl-1.. <.X < n ti 
q o -.J 

bm - l <X< /:,rn Ó fY1 -.1.. < Á.. < 11 1 
b b 

'Sumúndo lo~ on-h?riOre:;, de ::::.:J tJoldode=:::, _j U:5Cit1-

do <;¡ue ¿ + 1;,, 1; ob+e-nerno:::. Mm-j<X< Mrri. 

Ao.' $U~ el en-fer:J x -.::l<:.> ~ncuen-1-rú r:a11-fr-G do::, 
en../ ero~ :::iu<!0=-:11)::...

1 
lo c~ol e . .:::i vnc:, aor;-/-rodtc.c1-:011. 

13. f...ío-::i-fr01'€mo::, s,ue n•'!!.JJri ef'l-krO 'f G:::i om,.-f,-do en 

orn.h;=> ouceo:ofle~. Yor_9tX? :s: eupo11emáS SfUC:.{ e.:::. 

-/o./~n-/ero 1 en-fonCe:=, deben Gf.•o../.,'r lf3_j f1 e1rfe~ 
-lolfl.::> lfLJe 

n < ..!!... < n-t J 
Q 

.1 

o 

m < L <.. m -u - ..:L 
b b 
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~ urnondo la.o de~!..9 uo ldade,:::, o n-ler.·ore:::> _ _y u~o. rdo 
.L .¡...L. ::J en(X)n-/rorno:;, c,ue n+'1'l<. '( <n-+ m-t-j, lo auole.::J o .h J -1 

J.loh.-eirdo e~+úb lec ~do loo .por-fe-~ A _j B -fermi11of'IO::) 

lo Jel'fl~+roc.-dn de 1 -1 eoremo. 

leorerflú 4. 

De~rúC.'ón. 

:Púrú codo nJ~ro pr•'mo p 1 -knefl"(:;D 
~ ( pm)-= pm ( 1 - {rJ, donde mE i?,+ 

-?rocedem&:> C.ofl-Í'.Jndo o /ex:, nJ Mero~ en+er0~ po-
-:!'$•·-J.,·vo!> menore.:::i r;¡ue fm ~ue nO':>Ofl pr•'f'YlO~ re/o-1-,·vo::. oP': 
Cloromen+r: Ufl efl-lero 11-lr"e,rc. un-foc+or mo'~ro,,de 51~ 
j <?fl comu'fl con Prf1 -5.:jf ~0!0 ::i: P) n. Por lo -l-0rrl-01 lo::, 
en-+ercr. f>ó'6:.f.;vo-:::, mer¡ore::::> O_!_Jvo le.:::; G P""' g ue no~ri p-··­
mo~ relo.f.No::-, Con P"', ::ion fo::, pm-j mú/+,·plo::::i de PJ 
e:)der!.ir; P1 i!.P

1
..oP, ••• 

1 
pm. J;:_ncor.-::z::.cve-nc,.a "1~ 

f "" pll'-J ,, 'ero -·1. pm • 
- cfl-t- :=i po::;;. -t-1v'0::1 m<;y1orc :::> <;¡Ue _ _!:J pr-

rno-::> re la+,·110-:. ti:on Prr: lo,ue S!Jfl ;_f,·co lfJ (p"") = P~ p"'"1 

: pm (1- ;)== p"'- 1 (P-J prn. Ur'lCt COfl:::>C?<2UGnC.'o ~n-
med:o~ú e.:::i: 

eorc fú r •'O :Í • j) '/ ( p) :- p - 1 p4rú +ocJo pri'mo f 

J f) j + ± ((J ( p~) = p" 
K,, J 



-, eo rff('ÍJ .s. 

denofo lú ~umei de lo-::.uc.ilorc::i r:Je le. Ívn-

C•'dn '/) S(Ue-1-omú p;rc..-+odo~ fo~d:v,·~I(',:; 

den. 

Defl'IO~rúc:or1. 
Con~: de ~f'(lQ::) e.I co~ un-fo .s : r 1, 2, 3) 4, .•• ()} 

j),.'!)+rtbtJ:mo:=i o lo'=> et"l-lc::ro7:lde S ~fl Co~un+c:::. ::Jerio:::. 
como ~ue : ::Poro co&o di'ui".:?,of d ch 17 1 -5G o 

A ( d) = { 1< 1 ( K, f1} = d ) 1 ~ 1< ~ 11} 

e~ de c:r
1 

A (d) C!Of1 +:efle q<;¡ue l!o-:::i e lem~;¡-1-o::> de .S /er:, 
evo le::::. .¡. ier¡e n <!orno IYI •C .d. o d con n. Lo:-::i e~ UMoo A (d) 
Íorrriún Ul/ú co/e(!(! .'cJfl d.-~ /un+-o cyyc1 Uf/ :d11 0::. .,S . .PCY /o 
+on-1-o ::,,· .[(d) cktJo-fé:'el11Jmer0 de e11-fero::s e11 A (d} -le-

nemo::; ~ -{ ÚJ) = n 

el 1~ 

?o,. /o +orJ.fo1 5: coris.· de rCiO'Yl~ o f:t =: ~ 
1 

ex t::A ~ u fl o 

(.Jorre:::>fX;¡ndenc10 u110 o vno 0-trfr(' lo~ e lemen-1-o:::; de A(d} 



o~~~~ 1 ((4,~),.1 

':::t:' 1 111.~ero de +ole~ ~ e~ <f (-fr") • ?or lo fanfo 
.¡:{di= tp (-9-) de ckt1de 

1 

por~ue <:'Vando cJ r-ecorre o +odo::> lo .:::i divt-=<:Jre~ de n 

+orrib:en lo ~e.ce dt\ . 

leore('(l(, G. 
4N'1 -c"l -<r 

e¡ . A - p P. o "" A +oA e-~ • " - J i • • • ír J '"" " ,_~;:i 

) 

Derfl:i'.'.:;froc :ó 11 • 

.:3eú f1 E if:: ... _!} con::i:cierc>mo~o 
..-1 °'1 -< I 1 (\ = ~ pl .. • P,.. 1 e fl -lonce '::> -todo:;, O::!> dN1º~ re:=, 

-l-i~o:i Je n, :)of' de lo ÍorfY'ú d:. Pi~1 ?~"" . • • P/"J 
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Ahorc. r-or ')r. r,:.,c: p.'o Je- comh:rx;Todo ::il". o~c.ve !!~ /3J ' .--/ 
pv~e ee-,.- e ~:do e,, ~ 1 + i fl"lút\t'f<'.;'.5 1 (3,. pu:de ~e r e- ::ic::y:-
do de O<.l + J .forrllú ~. · •• , _}:} /3 f' puede .:!'ere ~~do e n-< r ~ 1 

mc::..11erc.::> ,~n+onC'e~ 1311 (!;,,, . •• f3,... puedef1 :!:>N -'='e leo<1tCY'lúeÍeci 

./-ocio~ _p,,.11+0:=. de ( - 1 •L] (_..,, t- .t.J ••• (-<,. +1) IY1úll<."rt"C. 

-t='or lo -h~,,,-1-o eri cry.+rol'Yú-:> 4ue e 1 flÚl'Yl('>rO /: (") ele dlvi-
::ior<?-:::> pr.·::!J:.f.:110~ df?. fl <"=>-kidodo e.~01!:fo,.,,,err/<? por-

r 
C: Cn) ::lf 

.l :! ! 
( ..< í -t .t) 

-ie.ore«ei 7. 

? ( f\) e".:> .'mp c.r .:::.:3 06/0 o.· fl e.::> <!tJO­

cJraJo. 

C'1. __,, 

f>en'lo~r<:ici'Óf\ 
Cofloi'dr:rc:-r(lo-::. o m3 n <;>n.:::,v formo ~-::i-fúndor1 e::. dec~r 

r:>""'J !".) .. ,. p'"'r pl flt. ¡,~ I 
()'\.:: ~ í), •• • (" 3 ('\ "~1 ~::. ••• Si-11, 

1 } O<,. f)· ._¡_ 
( Omo (rri,., = 11 en.fonQe:=> P¡ + ~ 1 -V OC.~ J 0J 

PM(•r •.J = o~.· J d a 
'1 on e o< r + t:=.. t-:J • f Orú 

r~ ',) ../ 
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j :: .1 / • • • 1( J ob1eMr'110:> 
°"1 _.i -.r p-'r _..J. 

m n .,. Pi P1 • • • P ••• • r r+ 1 

1< n (~·-ti) 
J-=-r+1 

e¡ • 
..5; (fl,m) = 1 en./-onc.e~ '!;/'""(()'ln):y-(o) v(t11) 

La-::._l3 ua ldode;:) on-h?r:o~ ::i 5<? e vmplen por fo h.'¡xTle::.~ 
(fl, rn),,, J. 

- ~o -



leoremo .10. 

-S.· 
r -'(. 

() "' n P1'1 e().foflc.e~ 

~ : 1 

i:¡- (fl): f¡ p°'<' +- l 
- 1 

Pi· - 1 ', j 

r.-- ( P,"'"'. I)::: p°'i+I J d I v • __ -_J 
/ 

op/,'Cein o re r4~ ro orr1Yr1e 

P1• - 1 

r =n 
l:: 1 f¡· - 1 

~: (') > ! 

Lú fórmulú e.::5 uerelúdef"CJ poro fl= .! • 

!3 ~Pº'3.!JºIY'O:> ~ l!C" n > J _J e~Cri'.b •'riJO:!> o fl :: IT P('. 
l ... 1 

- ~ 1-



4:,, lü ~umCi ¿_ ~ (d/ lo::. Jflt(lo::, -ft1rml110:;:, d;o-frl'l-/o:::, 
djt'l 

el e ciero prol}l~l'lM cu ofldo d" J _J de oc;¡ue ! la::i c}.-v.:xJrr:o ck n 

/o'!> C!llo/~!3 ~() produc../o~ de pr:(fi()::, J.·-::;J :11.fo:s • A~,': 

+ ••. + )./ ( ~ ~ ... pi<) = j + ( ~) (- .1 J.¡. ( ~) <-1 J \ 

···+ c:)(-1)"' = (1-it=o 

Demo~-1-roo.'d(). 

3,· m ó ,.., +:ene!) U() feic-kir prt"mo 
Cuadrado <?11-l-onC!e:s m n -1-ornb,· e' n lo -1- ,·ene. , de do11de. 
)j(nm) _j }.J(n) J./{ m) .::)on cero, :::;,· n 15ur10 de e /Íó=i 

-1-tene un ÍCJr:.../or P"'•0

1Y10 Cuodrodo pode«Y:J::::; ta:::.C!rih.trlo:s 

~..., fo Íormú ()'l= Pi P,, ••• ~ ..'f n= r;¡J <;¡,,···~-c. 
1 

dOrt::le;i 
P1,3 s;¡ • ~011 pr:mo~ cJ;~-/-:n./-o::, . .J:..n-fo11ce.::s -<./(m)= (-J.)s 
).{[,,., J = ~ (-J )~ /Y (,un)= (- 1 f'+~ por lo -kin-1-o 1 

,l( ( t'lm) = ).{ (11) J..i(m} 

--¡-eoremci 13. 

-31· n ES" ::J?+ ~n-1-o,.,c~-::. ~ n -=~A (cJ) 
din 

:t=brú n ~ 1 !:le cumple- lú.!!Jvei/dQdJ 
prJe~ ambo~ miembro::; ~oni:Juo/r:i;::, o CJe.ro· A Viorei :!!>Upon-

- '-\Z-



r 

_9úMO'!> S¡t:.e fl>l .. .J (>'.".·C'r:l::n'l'J~ fl .::.I 1 

(" cÍ K, 

K. = .1 

I~ fl :.~ <><'1< lt;_9 PK 
¡¿= 1 

A(d):::z- 2 1\. (p fYI) _ _:-
K -.:::::::_ 

19-9 P¡1. : 

K•l m: .1 K:l 

r" 

= 2= .,.( ¡( /~ p~:: '~ (l 

~=1 

pt1e=>4o ~ue /o:;, u' nt:;o::, ..¡. e'rni; 110-:i 110 cero en lo ~umú :!!Xlfl lo::> 
d;11o'~r0:::i d= ~"" poro IY'--J, ~. • •• ,.:>< 1< 

-;:-dfMulo de ;,,uer.::>:of' de JJ.ob;u5. 
s.· do~ÍufJC!:one5 or•'.Jt'Yl~-1-.-co~ -{(n) 3 
_j (11) 5-'J 4;::,ÍúCC'>n uno d8 lo::. .:? ('ond.~.·ort: ~: 

1) + (,,) = ~ .3 ( d) . 

o 
I c1/n 

poro codo n, en~once~ ea-/.r~locero omb:.5 
Cctld te :ol'I'.'=>. 

))et'Yl~-lroc.·ó(I . 

.:3 upo~ omo::i que 

- l./ 3 -



~f\ -fcfl(!e .5 : 

pero ~ }A ( d} :::: Í 1 :!'J i h '= J 

dlh' (o ~.-t,'>J 

?o r / b .fon.Jo S )J ( d) .( ( d ) : _j ( fl} 
JI h 

A 'roro ~v pon c.úmo::. o ue .!J (n) = 2::: .A,/ ( d} t (9-) 
__;¡ "1 dl1i , 

.:2:.. 9(d}=~ 2_ M (d') Í ( ffe):::; -?-- M (d')f(e): 
dlfl din cl'ld d e{-:n 

Teoreni CJ .15 • 
..5' ,· n E if? 

1 e-n-f0r1ce~ lf} ( ~) = 

~ M (d) .fl. = 11 n ( :t -~) 
din d p¡n f 



Dem~·trOCio'fl . 
.3 \?ei r'l f ( fl) :. r1 ¡ _j (" ) = lf ( f1 ) 

'Por e/ ·teo remü .5 1 .{ (ti)= tl = ~ l/ ( d } =- -2" -3 ( d} 

d/" d/n 
ef'l-b-ice~ por el -le.ore-me, 1i.¡, </(,,)::~ M (el} -J-

dln 
.Demo~~rCJrerno.:=. o hOrO ~oe ti Cn} ~ () n ( 1 - } ) 

Pl11 

Parv fl-=J 1 e 1 produú.+o e~ uociq pve~-kJ 41X' 110 h9J pr•"mo-:::i 
~ ue d,·iJ,'don o :1. Tn e=>.¡.~ no~o e11-+.en de rem6::::J f¡ ~ o/ pro -
dv~ +o le ú-:::i .!.!J nvmo~ e I uo lor 1. · . 

Supo!}!Jorno::. eri-1-once:;) ~ue fl>Jy .!Seon PJJfJ., •• ~,.p,. 
loo c):~:-5ore::5 pr:mo::. d.·:::i+.·n+o~ ele f1. -;;::¡ predu<!...J.o p~de 
~e r e::.cr1-fo o otf10 

r i n ( J- p1) = IT ( l- f.)~ 1-¿ .:ip + ~ _1 
1.1 ' ( f¡f.• p (1 .L = 1 J 

f.. p. P., ' ) " P,~ ... Pr 

er'l~e,,der~('()Q:. ~tJe Con~,·clerofldo a +ocio.,,, 6 pcr..:h/es prod~­
+o~ P¡ ~· Pv., d~ ./.c,c-for<:'~ pr :m~ d;~+:..,~ de n -/-ofVle¡ci:J:::J de ...3 

o /ei tJe.z. A.Jo+em~ r¡ve Co<:Jo-+<frMt()o clal lodocJerea.ho de lo 
!_J v<.ildad e=:, Íú .{ormú + l dorde d e¿=> uncl.'vi'~ de 11 e I -d 

- ~5-



C•:ol "'~ 1 o prodvc+o c)ep,.:mo.=, d:~+:;i./-ri;:,,l-/ 11urr<.:raclor 

: 1 e-:. eioc..famerde M ( d). ?ue".)+o ~L'e ~ (d) =O ::,id <?'=l d."vi'-

o ··.ble por el ovodr0do ele cualqv:er Pi·, vemo:::. ~ue /CJ ~ume¡ 
e-:. e xoc-kmefl-+e ::;:> A( (d) 

d/11 d 

()-¡ -¡ ( 1- .:!..) = ~ ).l(d) d 
p d/fl p¡n. 

por lo -k.J,..-io ..,f Cn ) = f"l TJ
1 

( 1 - ~ ) 
pn 

-, eoremú f 6 . 

.S ,· n E ¿-r e('\-J.o11ce:::. A(n}: 

~}.¡(d)l~1-=-Z:M(n) /~J 
~ d¡n din 

Uema-:.-troc,'dfl. 

T,. u: ,..+;e ndo I o ÍórmV 10 cJ e. I -leoremo 13 r)::YJfl -
I 

do el +eore-rri0 11.J ob+e,..emo~ 

./\. (n) =Z. }-¡ (d)Jc:J~ = l~n~ M(d)-Z-M(d}JE:Jd 
d/ 11 el/ ll djn . 

=[~] l!'_'¡n-tp=µ(d)l~d 

- l.jb-



P0e::i./o ~ue 

[ ~ J I~ n :.O porCJ +oda (1 1 ob+~nemo:!J 

1 eoremCJ 1 7. ( x J 

s- r<f)=-
~ 

~ ([~j+[~l-t ... ) /~P= 
.:::: P~f. :J 

c.¡( J 
i<-i 

( - .1) 

.:: /~ [ ~J ! -2 /~ [ + ~ J ! 
Lú~ Íoncro~e::, ~ ~ / V: J )..¡ .+:ene;, o~l'ú Q.O.N.1<2--le­

,..'~+;cú !(U~o liemo~ ene.orí-frc.iclo en~ _j el'l ,l/1 S(Ve qvecPq 

~f'lmu,.C!ado en /ú ~5u.·e11+c:: 

Une. fun<!Jdn ar ,·.Jm~..J.,·oo -( ~ 
cl:ae ~ue e.::i wiu /.J.,"p/i'Qo~o"va o i_J 
odio ::ii' 

- ~ 1-

.t} f(tlj f(,.,,j-::.f (nrn) cua.11do (n,m)=1 
~; f to 



fi .!:J1iflú:> pre p.· <:<h':ie ~ de l(J:=;, -fuM•"or¡e :=. mul+t­
p/:cri+:Jo~ :::.on: 

leorelYICJ J B. 
3: .f. ( n ) e ~ rmil+t p /,·ca-+ i'l)ú en+o11ae ~ . 
.3 (11)= :::'."'= .{(d) e~ -J.om.b,·e 1

fl muU;-
dl 11 

Teoremli l.o. 

p/:aú.J.;vu, 

3 .· ..{ e=i mu/.J:p/i Cú.fioJú .en-lance~ 

+<i1=1. 

( p°'J) "'~) ( olr) .: f 1 .( ( PL ••• f P,.. 

•, porCJ +odo:=. lo -=opr."fT'lo-:::. Pi,• ..!J -fodo~ 
/o::, e n .+e ro ':'.:) o< ~ • .:;::... J • 

leoremo 2 J • 

. - '-1 B -



]1 

Gol!~-:. :(1-l-roduce tJf10noció11 l0cvú/ :ot,.,,p/:Íico IYIV<!~ 

prohl~fr')(J5 CMcerni~n-fe::J o lo di vi :::i U:,i /;dod e-11 lo:i e ,,-fero:i, 

A~·· e'I creó Uf'IO 11uevo oreo de lo -reorto de 'º~ IJJl'{lero:. 
lfoModo --r-eorr'o de Co5rue;¡c.·05. Lo e=P-nciQ de edo no-

(! ton e '!I S V flO-f oc :0'11. 

:E mpezo1t105 o de~orro llor e'!l+o ,·cJeo co11 -5V def:t1tc.·ón • 

]) e.{;() :e iof> f. 

Dodoo /o'!I en-fero~ 0 1 le, ffl COtl m>O. 

D ec.·mo=- ~ue o e::. C!O!.!J rvr::ri-le- C'M b 
módulo m _y lo e-:.cri b.-tY10:;, 

o::: b ( modm), ::ii m divide o lo di­
..ferenc:a a-b.rl,.,ót'l1ero me::> 

l/omodo e I módv lo de lo Cor;:Jrl.J:(l­

cío, 

:E t'l 01-rc.~ polohru~ le. Cor;jrtJelC:o a= .h ( modm) e :i 

e-~u:vol~rrle a lo re loc."on ck d:~t:::;h1 J,·c:J:id M / ( G-.b) . 

:En por.J:0~lor, CE~O (modm) :::i!_J sólo~¡ rri¡a. 'Parlo-lonto 
a= .b ( MO dm) .=,;_j !'Xifo .:i.· o -k. ::;: o ( "110dm). 

5: m J (o-.b) e.::ic,;.h;l)')o5 Q =f b ( fVlOdm) ...!J dec:m~ r¡ue 
º_J b .oon iflC0'2511u0tT1-e::i módulo m, 

1) 1q::= 1(('{)od12.), 1=:: -1 (M<'.d2) .3~.= r(tV'Ca1.5). 
I 

~) fl e.:::i por ~!_J dilo .=i~ f'I:::: o ( mod 7.) 



~) o.= .6 (Mod t) parCJ cuofqu; ero Ú_'j .b . 

.5) .5: q:b (mod,,,.,) efl+orice~ o= b (mcdd) 
Coorido el j m , d >O. 

:E'{ ~:rribolo de ºº::!f'U e11C•'o = .{~<:/~;do por 
Gauo~ pr:iro '~!J<~r;r 1H10 afl(J/9.!1 /o con 0 I -=:..'..9,.,o de ..!..9 uolda:J. 
Lo::. doo -feor<S mo.:i ~.!.Ju:r~,,-fe;::, rtHJeo+rr:.tfl s¡ue ÍCJ-:; CO!!JrUefl­
c ;a::> realrne:flte po~e~n mcJChú=> de lú=> prop~edode:::, 
torroo lo de lo~ eOu(J{} i'ó11e o. 

leore1110 J • 

. 
' 

.3,· o=: b (modf'fl)y oi: ~ f1 (modM} 
e11./011c00 

1) O:t +<><_J =:: .bx +{3) (modm) V~1 ,)€.:E 

2) Q e< ~ b (d ( modm) 

~) { fo} ==' f ( i:i) ( Mod rtJ) por a c•uol­
Sf u :~r po /: l'IO m :e { cc11 coe/i <!.ie11 -

+e~ e11.fe~~. 

Demoo-f roC;ó'". 

Horemoo lo pruebo ::JÓ lo de ( t}3 (;i.) 

t} :Pueo-lo 1ue m / (o -b) _!j rfl j (o< - /3) -+c:inemo~ 

m / x ( o-b) +-) (.x - (3} == ( (J x+c:><j)- (bx +13.J) 

- ..50-



HoM~ndo iraue~-l:!:Jodo el compor-+omien-lo ck lo-=:. 

(103rt1enc:o~ b~Jo lo od;ci'o'fl _) fo mv/.f.-p/•'<!v<!)é:/l 1 e~ no-lvrvl 
con~:detúr QtJé pod~t11~ húC<?-r Co11 re~pec-lo o lo cJ;tJisiÓll, 

Un ,,,,·m.p/0 3.J'eMplo muc;i":'J+ro r;,¡ve e~er1E'-ral 

oc.= be ( modrr,) no :rri p/.-co o= ..b ( mo drn) 
1 

r::or :;;'ernp/o 

6~ 3 ( mod 3) pero ¡. f 1 ( mod 3) 

leore-mei z. 
t) _3,• e > 0 e.11-loflC<=' ::s o = b ( mod m ) ~ ,· 
.__'J ~dÍo s.· oc= be (,y¡od ,.,,) 

2j .3~ OC:=' bC (Modm))J c}:::(C 1 m) 
enfonQe::i a:= b ( mocl {P). 

3) SuPor;;;°mº~ ~ue Q = b ( l"YlOdm) • 
.S,· el 1 M _3 d /o e11fo11Ce_::;, e) / b. 

~) 5,· o.:=.b(modrn) en-lo11C!e.::> 

( o, rn) = ( h 1 M). 
5) ;3,· Q ;: b ( Mcdm) ) o ~ 1 b - (JI <. /YI 

enfcnce::. a =b. 
G) 03b CModm) '°)~ólo; .. °,.Jh 

+te(\e11 e 1 IYl•'.!!>IY10 r e.=irdvo cu011do 
.=:ion d;lfid :do::> por- f(I. 

1) ..9: o:: lo (fYlod«r)3 o:io(modn) 
clcxide ( 11,rn) = 1 e-fl.J-om:~e ~ 

0:;: b ( tYIOd tYl n). 

- .5 J -



La noc:ón ele Có~ruencio-::i rnódulo Ur'l en-fu.ro m 

f}C e,:, vno re foú;Ófl de r.?;¡u:iJo lenc:o f1Ci~urol 
.!ll!'fl fido : 

en e I ~u ;er,-/e 

t) -:Propirc>dod r-e-Fleiivo: o=o (modf'(l) 
z) ?,opiedod :::i:mé+r:co:S.· o_.b (,.,,odm) entone1e:::. b.::a(mocim) 

3) ?ropie-dod -+r011!:lí.J;vo: _5,· Q;2 b ( MOd m0 b=:: C (r11ocJm) 
~fl-IC11ce5 CI = <::: ( mod m). 

<!amo l)()J reloc.o'ón de e-~u; 110/c:na.'o fo ideo de C011-

3rllenc:o módulo m ,;:,e poro ú fo=i ell-lero-::. el'l e /o::.e::i de 
eJ¡vivo/efl~Sa 1 dollde /o:) '<n-lero'::> de Ul'IO C! lo-:>e . ~,,ªQue/le::, 
e,.,~ero::> ~ve ::xYl Coi;_Jruerrle-::i módulo l'Y'I. 

Dado ctJOl~uier- en.fero o y apli COfldo e f °..!Jort+mo 

de lo dilli~iÓfl ob.f~nf'f'YlO-:> O= ~r11-+r1 O~ r<rfl Ó Q-r-.:::~rr'I· 
A.::i,' o= r ( mod m} 1 donde r e=i uno de lo:::i en.fero:.::i 01 1

1 
.(,~"·J 

m- 11 e.!:) dt?C;r, e uol~uier ~n-fero e-=> CO!!JrU<:n-Í<: niddulo m 
e~oc.-lomefl-l<:t aon u.'10 de 12-==>fo-:;:, re.:>:duo~. Y<:no-lomo:;, 
o lo <!/o=e- de co~:_yue,,c:o módulo r11 r;¡ue Coll-/.iene or 
por r, ve«lo:::. .que lo-:> ('(1 c~un./o;:) mtrluomen-le 5!/eno::, 
ó, T 1 l.) ... , m-1 ;ric.1;!.jeri o-lodo:'.'> lo~ errlero~. 

Lo!:> c. /c,-::,(?:5 O, T, 2 ... ¡y;-:f ::ion llCJ-
1 I 

modc,::i lo::i clo::e-:s de re~; duo rnddulo 
m. C'vc)~u;<.",. C?jU11~0 de repre::Jen.f.onle-:s

1 

uno de codo Ul'lú de e~-to:::i e lo~:::i1 e:=. 
llamado 011 ::,;::i-/-e.111CJ cornp le /o de re­
~;dvo.:;:, f'l16d11/o tYl. 

A!:!i' 1 por !J' emp/0
1 

f o::i eri~ero:J O, 11 i.1 • • • 1 m - 1 cion=>-

fi,en u,., ::i;::i-/e-mo c.ompfe-lo de re-::i;duo~ módulo m. 

- 52-



{1
1 
m~1. 1 ,_,,.,-+3 1 3m -t'/

1 
••• 

1 
m2.} 

)J 

f m, 1.M+ 11 3m+2 1 ••• 1(M- 2.) rri-t(1Y1-1) J 

-tornbiét11 con-:.l:~~!Y~fl :::.1:::.-iemo::> comple-lo~ de re=>iduo::i 
.y,o'dulo rfl • 

..Doll"O!) o (ley¡fifltJoc.'011 o}JullO'.:l de la~ propiedode::::, ~U: 
.::io11 con::x?cue-(lc;o~ iflm<:?'d;c:rfa-:;, de lo de.{;11,'ctó11 de e lo~~ 
re:::.:duale-:,. 

leorE>IYlú .3. 

· .... 

feoremo 'f • 

1) o :: 1 .::i'._J .::;ó/o !!>1' o: b ( fYlod m). 

2) Yo.:. e~ero~ i ey e~-fo,, en /? 
mi::ima e fo::ie re:::i:duol ~!..!J 5ófo 
.!!:>1° 'i:: y ( tYJOdm). 

3) Lei-:, m clo:::,e~ re~:duole:::. 
6 J TJ 1, ..• , ¡y¡:-¡- .:iol"l d:::jvfl­

.. fú::i _J ~v un•'ó,,., <2::> el co..::Jvflfo 

de /o::> en~e-ro::>. 

..Svp;t'}_jotflO::> f1\Je ( K 1m) = 1. 

S: [o, 1 ou ... , o,.,} e-::. un !:i•'::i-ktr0 
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Hc:.::l-ki el rnom~n.Jo "1err.o=i e::r.fudiodo c~rvericiCJ~ nMlé­

r:co::> 1 :itf1 embú.!JO -fom.b:r;1,, exi~-len co5ru<?f1Co'o:=i polinomio­

/e~ SJVe...J o fiemo., mef1CiOf1üdo en e I -feoremo i , ele /ú-::J cuole:> 

hart-n'IO~ tlf1 breve onC: !.-::::"·-::.. 
-¡:-mpe:r.e-mo:::;, con::.iderorido út1o'cof11efl-le o lo-o pohnornto:::;, 

.( (~) C'ofl coeÍ:c/<?nk;::::, <:>n-lero:i, o=:.i' ~IY2 de <?=:.-/.o monero 

CúorlrJc e1Y.Jluomo., «11 u11 eMero x , .f (x) -1-om.b;f!n e=> eo-h­
ro J podrJmo~ op/."c.ar oe--:::.-fo::i lo noc:o11 de c~ruena:o. 
Ufl entero X s¡ue :xi.J::::.foce UllO C!O':!JfUenC:'CJ p::ifinOmiof 

Í (x/ ::= O ( rY1 od m) e:::> //arpado ufl o .ea luc ;óf'l de lo COI! -

3r1Jenc:a . ?or ~iJ p~ ::Ao .:=ii 1 =y ( fl'!Od ni) en ~11Ce::> 

.f(i).: {~) (Mod M}, a-:,i cool~v·'er Co!}_9r<JeflCJo que +:efle 
Uflo .::iolli<!~óro, .J.iet'le -1-ofYl.bién uno ;11.fu1idod • :Por lo -1-on+o 
liocemo-:, fo c.of1Uer1Cio'll de que lo-:::i ~oli.:<!ione-":) que per-k­
flece11 a lo Mi:::irrio e.lo=<? 1e;:,;duol no :=.<:l'"o'fl pet1~do:::i 
<'.'omo dio~info::o0 c.uo11do /,ob,fomo:::. dl' ¿./ t1J~er6 Je 
::,o lu~ 1011e ::> de lo c.o.5rue11c.·o .{ (;,)=o ( Mod m) pe11 =omo:::. 

e,, e I nJ m €ro de oo fu<!. ione--::o corrl0r1; dCJ-::i e,.., e I <!.1!i ut'!-1 o 
{ t, 'J., • .. 

1 
~ j o e,, cuol Qu:er o.f.ra -::i i::rle-mo CO('(I ple o de 

re.::>idvo::i modvfodl, '7Jor /o-fút1fo ~uoJ[¡u:erCo::_3rUe~~O pc/:­
llOMIQ} r(lódulo ,.,,, -/.ierle o /of'(IG'.:> n'I ~0 /uc ;one::i. 

:ij'emp/o=:i: 

t) Lo Co,!:JrUefl~iCJ /,•flec) 7..X:: 3 (mod l./) ,,o./.ieir: 
_,,,o/uc;ofle~ pue=i.fo ~X-3 ~.::i irnpor poro ~ual­
~ui'er i y par lo +on-J.o fló puede ~e r d ivi -
~,·.ble por lf • 

.z) Le:. c~rue11c;o ~uodró-llC!O ~~ f (mod 8)-lierie 

exac-fofl'lerrle i¡ .::>olll<! lo,.,e::. do&Q-:;, por 
X: 1

1
3, 5 1 :¡(rricd8) 



La teorfo de la":J Có:;.!Jruenc.·o~ {:t'leole::,, e-::.-ld oomple-
-+orr.ef'l./e de-=><!r:+o por lo::::. ~}-3 uier'l-le~ -/.reo -1-eoremo:::,, 

leo remo .S. 

:3vpo:!.!Jomo=.. ~ue (o,17')= 1 • .t.~-
c e~ 1 v C°.:}..9rtJC?'f1C'; o lineo/ 

o x =: b ( mod lh) ./-,·e(le erndometrfe 
Utlv e.o /ve ió11. 

De mo o-+rú('; Óll. 

o l\i Ceirl'l ('t'l./e nl?C(>'!!>~ ..J.oi110:1 probar QOfl /o-:i t1Ólt'l€'r0.5 

1, Z, .3, ••• , M1 pue-:i+o r.,ue ella::> C0110+;-0!JfY1 v11 ob-fell'lo Com-

plek> de .-e-:i~dvO!). ?or lo -+arrto .fottr1of'r10-:J lo~ produdo::. 
0 1 :Z01 ·•• 1 OfYl. ?ve~.foque (o, m): 1 e~+o-:::i llÓll'lé'rO::> -fomb'én 
COll-:>ti~~en tJr'l ~i:.-fetr'lú <:(Y(lple-+o de re=:i:duo~. '?orlo-Ion-lo 
~xad·ame11+e v110 de eo-loo prex:J~-ki:::, e:::'> co~Ne-n-le <?en .b 
Módolo m, e;:. dec:r, e1u.!>-J.e exoc.+ome-n-Íe (.)11 ~ ~ve ~crl::::;,Íu:e 
ax= .h (M~ fl'I) • 

..5; (o, m) = l fo J,,¡CCJ ~o /ve: ón de: lo c~rueflc:o 
or:s 1 (madrn) e!:) llol»(¡JCJ el reciproco deo módulom.S,· o' 
e:. el reciproco deo efl-lo,,ce=> ho' e.::. :::iolvc:ó11 d~ ax::rb(«a:Jm). 

d/o _y 

. ~orelYlú 6 . 
....:3upo11 3omo.:::. ~ue fo, m) =d. :E: (l./oflCe-;:, 

lo co~yvenc.: o hm~o I a t;:::; b ( mod m) 
-+ie"<:' :::>o fuc;o(1e => ~i..!J eiólo.:::. ,· d /.b . 

J) emo:.-froc.;ót1 

..Si 0r1o ~ofoc1dfl e i<f~ ~,.,tofl<!e~ cJj k .ptJe::>-k !fU<? 

d /m. J.11ue~orY1e11./.c:., ::::.•' d/b lo a~rveY'lc;o 

-J- X :;: -h- ( mod 7) 1 ..f ie(1e ui110 .!:> olvc.;ón pve:::>-fu ~ve 
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r • 
..5upo'23ºm05 ~ue (a,,.,,,)=-c:I _J dlb 
~,,.¡.°"ce::. lo c~yue11c;o f;l'leo f, 
o t;::. .b ( 1111od on) +:ene e/Coe!.-1-om e~ 
d e.cluc:o11e=i módvlo m. T~+co <?-.!;>­

+cm chck:i::. por 
-t.

1 
t -1--7.]- ,t +-;.. ~ , ••• , -t:.+{d-r)d, 

doflde t e::. lo ~ 1 oc.;¿,.., ú~ei módulo 
AL de /o C!~rve~:o /:neo I 
d 

J)eM~-1-roc:ófl. 

Cua(s¡u:er oo/uc:óri de } :<-:: ~ ( mod -J-) 

-+om.b:én e :::i ~o/uc:o'ri de Q/I. :== b (r11od M). -r..,uer:!io.Men-1-eJ 
cuols,u:e-r ..:!Oluc,·d11 de ax:= b (Mod r11) :!lü .¡.·,::.túce 

Ahoro loo d fllfo1ero.:i e,11 /:5-fodo~ .oon. ~0 /uc 1011e~ de 

-J- l.:=: t (f"{¡()d -f) 1 por lo ./-011-lo de ax;:¿ .b (mexiM). 
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Do~ o d~ "º .:::.011 co'.29 ruc:(lfo~ módvlo m pue~4o qrx: 
I a~ re loc;o11e~ 

r ~ = :, ~ ( Mod m) ~ por lo ·to1>-I o 
d - d _/ 

~o:::rtre-mo-:> que ot a b ( rflod,.,,) ()0 +:ene md~ 5o/Vc'.!i(Y(:!:l 

s¡ue /o~ r;¡ce '1?) efl fo /:~+o. :3 1' jf ~~ tMO dJ /uc. :da de 
at:=-.h (,.,,od f)'lr en-loflce:::, oy= et (nJocim) ,.o=il s:¡ue 

J :a t. ( r110d -J-) . ? c-. /o -1- on+ei jJ = t. + J< d -poro a!Ju«.1 

1( 

::Pero ;(:::;: r (rflOd d) poro o.!Jut10 r Que ~-/.:.::,fc,ce o~ r-..:..d. 
-:Por lo ./-o ri-1 o 

K if = r -¿f ( ('(IOd .y,) o =>f r¡ue 

'?cr lo ./-on-lo }j e:::. Ctl::_9r1Je11-le módulo fYl <!Of'I u 110 d<: lo~ r'I Vl?'l910~ 
cJe. 'º , ,. ~-kJ . 

Coro /orto f • 
.5,· (01 b)=d ,e-1.b~fl xey efl·foro:::> 

-fo/e~ que ax-11:J~d 
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?or tlfl or-::../emo reducido de. re.::.:dvco 
módrJlo rtl pe()e:xJrefl'lO-::> en evo lqu~e-r 

C~ufl./-c de l/1(M) ~(\-/ero=. i11Co~rtJer'l­

+ e~ rnódvlom, e.odaº"'º de lo-=>cuok:":J 
e.::> priMO re /o-/.ivo <!011 m. 

-reoremCJ a . 
5; t 01 'O:i, '' •• / Q ~(m) } e:::. U>'l ::ii::i­

.f emú ,-edrJc.:do dere-=>iclt10-:. mddu/om 
.J o: ( K1M)=1, e fl .J.oM .. e ~ 

leoremú q, 

l K J< J/ } ..+01t1.bi é (1 o,, 0,.1···11'-Q 
f (m) · 

e'.:> ufl ;::,;~c?rro redu<!.ido de re-:;,iduo-::J 
modulo ()'!, 

(-:Fule,... -~e.rmof) . .5vpc?jOfl'1C~ ~ue 
•, ( 0 1 M): f • 

T n.J.once:::. e/{""\:= 1 ( Mod t'Yl). 

j) err'lo ::rfmc; dn . 

.5e0 { b,' b,_' "'1 b t/(m} } 

cPe. ~:dvo:::. módulom.l:,,+cnce-::> {ob 11 ob,_, .. ·,oti!/'(ml} 

e.=. .+eimhiét1 un .o:::::rktYIO redrJ<!.~do de r€~iduo~. ?or lo -k..-rlo 
.e. I pr0r:Juc-lo ~ -1-och~ le.;::, e-,,,-fero:::. er'I e I .primer C!o:j u;i-/o,, 

e.och(l~l'j b,.b~.,, .b<f(m)= o'f(M) b, bi '" .bi¡(~J (mod m) 
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Cod(, b( ~iefle /ú prOpie&ocJ ( b¡, m) = 1 \) / .= 1, ~ 1 ••• , lf(M)) 

por lo ~ue podemo-:> concelúr o c.0d0 h¡) oh~ener 

'f(.ti) 1( ) a 3 rnodrfl · 

leoremú IO. 

3; ~ , P ur'l pri rllO / ·e fl-/.o11ce ::> 

.Poro a0ol14uier errlero o _3 cool~u;er 
.pr··mo P -+e;¡emo~ 

T 1 -feore-Mo 9 puede =:ier J~odo .poro co lculor lo-==> ~olo­
c.: one => de lo::J c~rueric;o::i (:r.eofe-s. 

--1 eor<?rt'ICJ f 2. 

_s,· (o, m} =- f / lv -::iclvc:ófl ( Jt'li<!o 

mór:JJ/o ¡y¡) de lo Co!!_3rue,,c7o lrvieol 
o x = 6 ( f'(lod m) e-:,./-o dodo por 

"1:) e-mp lo~. 
1) Lo ~oluc;Ótl &e 5 x= 3 (fY!Ct:Í 2 v) e~ 'i: 15 (mrJ~~) 

pue~.J.o i;¡ue (.51 2~):::: f el(;.::.{;> uno Ú11•'Cú '='oluc.:df11 u-J.; f;z.oncJo 



~ ( 1.'1)-1 ' 
el ~ eor<2'r(I(¡ t :i. -/.en e mo=i t.= .3· 5 .=. 3· 5 (mod 3.V)_. 

ptJeo-lo ~ue jl'(:l~)= (J(?J) if(8) =- ) 1/ / módulo ~l./ +efleo'YIO!> 

s"~, )j .5'~5 6 .::;:1,5 1=5 a~:~vc x=.t5(mod1.Y) 

'-.5 x:: 1.5 C@d 1w) ..:::>o"1 i= t.5~..39, 63, 8?1 111 (mod1'J.Q. 
?oe-~./o <;[Ve 

. d =- Ú5, o.o)= .5 ) d j 1 ~ , lo co5rveflt2 iO 

+ie'1e exoc·fr.u,,en-k- -5 !'.!>oluc;ot>e::i fl'lddulo 1~o. 

:P0 ,a enCOtrtror e~-=:i d;~,·d:mo::i por .5 _y re~olt1emo-:::.i Íú 
co~rve11c:a .5t.E3 ( l'YIOd.t.~) de ocue-rc/O ol~/emplo 13 e.I 
-k:oremo 1, eri<!or1-lrolYlO~ ~ue lo-:> C!il1CO "=>olvcior?e!!> e-::;,-:/.C/fJ 

cloclo'!:) por ¡(::15+.z.~K, /<.==0 1 11 21 ..3,"I· 

lrcrforemo::, olioro Co~ru~nc:o-::i pol:nom:o/e-;:, mdclulouy¡ 
pr;mo t;¡tJe :::>Or'l in-ler~ ::iotrle~ poro ~o.blor- ele lo=> :xilucic­
,.,e => de e?- lb"=>. 

leQf<?-Q?ú f .3. 

( L~ . .Y~e). vodCJ uf! primo p, ::ieo. 

+ ( x) :: C 0 t (' 1 x t e 1 xª +. • • .,. e () t n º"' 
pol:11omio d!Jrodo ri 0011 coef.·c··~rrle'.:) 
e.ri..f.ero:, +o 1 r;¡ue C,, fo ( mocl P). 

-:E' n./-o11C!e-;:, fo C!0!!._9 ruc:nCif.I poli -
riomio/ Í (J1) =o (tYJod p) -+:ene 
a lo md::;, fl !:!>o /u e .·011e:::. • 
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Ob-::'X?'rliomo-::> QUe e::.+e re -::>ulfocJo lf'IO e-::> verdodero 
poro móclulo-::i <Jof'l\pUe-:::;.+o":>, +'or !J'erilplo, lo Co:;_jrU<:-nc:a 

Cl)adró.fico x"::1 (rllod8) .+:er'l<? i.¡ oolucio1'le-:>. 

])ef'fl o"!:>+roc.:ót1. 
LJ~CJIY\0-:> .'fldUCC ;Ófl -:::>Obre 11, e /_Jro do de-(, 

CiJondo (1 =, /0 (!0'2!/ruenCio e.::> li11eol e, x+ C.o =o (mod f). 
t'.Ve o-k> QUe e 1 f o ( mod p) I -f-e.flerflO::i (e 11 p) : 1 _) e ;<i~~<:' 
e1.o~4CJMC:n~0 uno -==>0luc.·ofl. 5u¡;a~ot'Ylo., , ef1-kinc0-::i ~ue 

e I .feorerrio e-:> ur:r dock ro .p:.ir0 po 1 :11orfli o-::> d:_;; ro do n - f ; 

.../-orrih;¿(I ~upo!!.Jofflc-:> ~ue /ú c.~rue,,c:o .{(¡()=o (mod P} 

.+:ene n + f -::;.o/uciQ11e-:i :11c.o::__yuen-/-e-:;. mócJu lo P¡ d~omO? 
io 1 t t, t,., .. • 1 X" J dOflde -(ú ,,.) = O ( mod p) .poro codo 
~ = O, 11 • .. , fl. O b./endremo? uno <:011 -!-ro d;c.Q; ó11. -r enema;:, 
lo ;c/en~idocJ o}jebro i()CJ 

Í (x) - Í (;<
0

) :::±__ C.-- (X,.._ ;(~) :: ( i - ~o) j (X)¡ do f1 cJe 
r:t 

.3 ( i) e!j un poi,· no mio d '!.J rucio n - 1 COl'l coef ;c·.en-1 €:!1 en~e-ro:;, 
,,J en~re e.l/o-:, o (!,.,. A..:.t J(.i~I _fCio\= Ct~-i0 )j (t~):O (mcxlp) 

pve=i~~t>e -((xy.);:-((to):=CJ (t'Y1odP). :Pero X~-to;/::O(rtlodp), 
__:::,: /l. :j:: C, por te:. ~Uc:' dt?i:Rt'Y10? --J.e11er _3 (XK) ::Q («iodp) porú 
ca Jo. 1~ .:fo. :Pe-ro i;:i::,-fo -::,3(1;.(;~ú . ~ue lo c~rue-t1c ;o 
.3 Cx} ::=o (mod p) .f·,~nc:: f1 ~lucion~~ lriCo-;Jruet1-fe.~ módvlo 
p, C.ofl-J-rod•'c.:efldo o f1Ue-:i--lr0h;pó-le::J:::> de ;11duC!c:ófl, 

S': -((~!::.Co.+C1. + .. --tC"X"eo tJ(lp0-

1: nom ~ d:._y ro do fl oon coefic IM-fe:::. 
<?r'l-ferO-=> _..!J o; /o o~ rcJenC,'o 

+<~J !!!! o (modp) -J.ie11c mó~ de ,, ~lv-
c:o11e-:;¡, d011de pe~ pr1'rt1tJ en-IOfl~e::> 
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leorell'IO f .5. 

leoreMO f6. 

ClJc/ ~·J•'er ooe.Í•c ie11-fe de + e:::. 

cJ:1.1;.=,;h/12 por p. 

+>oro C'vCJlqvier prirflo p, ../-odo:::. f~ · 
ooe fic.ieflf<:-::::. de e I po L,.,omio 
+ ( ~ ) = ( )' - 1) ( ~ - :z ) • • • ( 1Í - p .f ·, ) - ./· ~ t 

~,, cJ¡~;::iihle-':) por p. 

( W: r~o(I). '?ar(I (!tJCll~oie,.. prifl'lO p 
.+enett>o? (p-1) l :: -1 (rllod p) 

U(\ !o:~·+e mo el~ do=> o tYlcb c.o~:~yue(lcta~ J.·11eole5 

J\O. fleOe!:.Qriomenff: +:ene U11ú ~/uc,·d", Olií> Cllúl'ldO CWCJ 

c.o!!.!V1Jef'IQ10 ind,'vid!!ol -+e~Ci"" Ur'lO ~luo1d11. 
'Por _:jei11p/o 11oex:~+e x fo Qua/ sd:::>f~a .e:,:l'flul~neo-

m~~.¡.e o X= J ( mod ~) _J .x-=.:: o ( Mod 't} 1 o u11 cvotdó 
codo urio f1Jf :3t:¡;orodo -1-.·e11e11;e,o/uc;o11e:;, 1-:E'n <!?'!!!';+e ~empfo 
/o~ mddulo:;:, -<_) l.{ no ::>0n (!rimo;, re. /crf ,'.¡o:::,, ?rohc.rem05 
r,t1e auolqv:er oio+r::ir11a de Jo~ o MÓ5 C.~r'"ue11(!ra~ /;lllE'Ofe::> 

le.~ l!.tJOle::> ~ pve.de11 re -::xJliJer ~e porodo me-n-f.e aon 50 lucro­
vie..:::. úniQa::) ~ puecJE>-,, +cm1 bi'e1 ri re ~olver :!!>•'rriv 1-1-dneQmé'tl -

+e '!!>: loo m6dulo~ "50/1 pt'imo:::;. re la-t:uo::. e.., pare~. 



Teorerflo f 8 . 
0 eoremCJ e h;flO de 1 r.<eei~dvo) • 5o­
poti_jOmco que ""'i 1 .vi1 , ... , m,. ~ofl 

efl·foro::i pc~.·-t:vo~ 3 primo=:. relc:A:­

vO-=:> e,, p:ire~, e~ dec. ;r
1 

<rvi;,,,..,oc;)=! !:>; t+I< . 
. ..SeCJ/\ b1 , bli'''• .b,. tefl-le-ra:::> or.br­

...¡.. f"úri"o-::,. 

J:_ ..,+onCG':!> 0..1 ~ i"=:>+t::mo de. Q~ruen­
c :Ú'.:) 

t= .b, ( moc/ ,..,,,) 

x= b;i. ( rllcd n1 ,.} . . . 
X =: .6,- CYlocJ rl'r) 

-ke11e e11o~hfVle.n..J.e uno ~/uc~d11 
móclu b el pmdu~+o m1 rll 1 • • .111,.. · 

jJ e ,,;ó::rf. roe. i ó fl • 

-3ec..n 1--1 = rfl 1 m, ..• IY'li< _;; M( = ~11. • J::"ri..fo11Ce? 

(f.J¡1. 1 m 1,J= f. A!:),· codo t-.-l 1 ~ +i<=M U(l u'fltco rec.lproC-O ll'K 
mcidúlo rri¡<. Aiioro ~eo 't=b 1 fJ 1 N; + ... +.b,. "'(M~. <!0116°'-

clerCJMO-:::> <lodo -+e1
ro'fl;110 er'l e:s·fo .=,ufllú módolo l'YIK. 

""Pve~+o r;¡u0 f...11= O (mod ,.,,, ,,.) ~; Á. .:/= K, +enemo-:. 
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:E" e. .(J<': / rT100-4rc..r ~ue el .!!>;!lfel'l'lei -/;ene u110 J.,iCo e.o­

luc:ó" mod U, ele ~echo 1 :o: ~~J ~o{l do:::i ~oliJc:ore-=i ch 
el =>•'o~mú -i-eMf'flo'=' 'X== )j ( Mod rYIK) poro codú 1( 1 pue::rl-o 
que /o~ 1Y1¡1. ..::iM ~rir'r'lo-:i relo+:v<>-!> <<Y1 pore-:,1 por lo+ot1+0 
-J-e,.,~mo:i K?!!!!)J (mod 1-l). 

leorelYlú ICf • 

.-Svpo~OMO::. ~ue IYl11 ('(fa 1 • • ·, t7'1,. ~Or'I pr~­
MO~ re lotívo-:> er1 pCJre=i • ..3eoll la 11 ... 1 

h,. 

eflkro=i or.b;+rcirio::> _Jo,'ºª 1 ···,a,. ~lle 
!!ierl i :::.-Ío C' e n (o K , r'YI i< ) = t pa rú K" l¡i, .•• , ,-· 
::t::" fl-ktice::i e I ~ ;.::Aemo 1 ~neo I de c.on -

_y·ue nc:o ~ 

ª1 t.= b1 
o,. 'l. =: .b~ 

-f: e re- e- J,c..c.+o,..,, e 11-le u110 ºº I oc~ o'ri MÓ-

•, clulo rl'l1f'fl~ ... l'Yll'\, 

feoremCJ íZO . 

.-:3eo .f 011 po/:norri.'o aonco4~1errle:::> e~­
ro~ 1 .=.:=011 m11 t(l;i 1 • •• , r'Ylr en-1-e ro!:> pó"::>T­

~; tia::. pr:mer::, re. lcrl-:vo::> por pare::. _J 
~eo m = fY'l1 m~ • •• trlr.-::¡;: n-lonce"=> lo 
~rvenc:0 -((i) =o (n1oc:Jf'fl) -/.iene Ul"lO 

.solu<!.iÓ,., '°'.Y sólo.oi cado unc1 cJe fo::> 

C.i;5ruenc:co; 
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.f. ( '/() := 0 ( moJ M l) ( ( ;: 1
1

21 ••
1 
í) 

.J.; Me Jnú -==x:il ve :dfl • l.J cl6 oJ"' , 
~ IJ ( m\ 3 v (m<·) deria+ci" el 
nJ mero de ~luc:o11e-::> de 
.f (~) :=O (MOd,.,, )3 (<. x) .=o (mo::l m¡) 

re:=i p e.c+r \Jo l'lle n~ j e11.J.Ot1ce:5 

t.J' (M) ::- V" (n1 1) V" (ff'1~) ••• v ( llll,-}. 



J:1... lJ:Oll.lif..IA D.E !l1A1C1HFT r ..f1.. 'í.i;oa.e1..111 VE 

L. o ~ ~ Ú l..l E ti.O~ :¡:> !l. 1 M OS 

--:::i::li e~+c. pode de~orro/lal'flo~ do-=> o.rir1'floc;o11~ ~ue 

C0t1C;('r11en a la inÍi11'•dod ele pr.'mo::i et'l 0110 p~re~i"dl'l or:.J._ 

Md.J.:<!Q _Jo /0 monerú en fo C!tJo/ e:::i+ón d;-:o+r:.buido~ lo~pt i"­
m0::>1 ~!Je-~n conoc:do::. Como :ti Teorer110 de Dtr:c.h le.i_'j 

:t""I Teorerflú de lo-::.i IVúmero:::>. Pr:mo::i } re-::,pec-/.; vomen-k. 

L,:J0MJ re Íorm u lo e 11 1e08 I 1 o pr ¡ ft'lerG o¡,. rmúc:d,.., 

i;¡ue d:ce : ..:3e'.ifl 1~ 1 e"-J.~ro:::i +ole=:, <;¡t•e (K, i)::: 11 efl-lon­
ce-:; e.<ide lM nJme'D :nÍini-l-o de. prii"'flO~ de lo Íorf'flú 

J.+ Kn, (,,.=o, 1
1

21 ••• ). Le, deModrvC:Ó11 de-e'dc. fue. docfo 
por ]:r.-c.hle.J. er11831) por ioS¡ucifevo.:'.)üflOMh-e.Tne:=,-J-c, 

demo::i-Íruc;ón dte:::;,orroi/r, Jo::::i iCÚeo :::> rad:c.0J,y¡c:n-f0 r1UEilú-.:i; 

fo pro'r'flerü fue in.J.roducir fe. ::i ÍunC ;Ofle?".'.:> or:-+fY'lí!.f.i'Co-:i f/ofl1Gcki~ 
Coroc-J.ere::, _j deno+ado-:> C!OIYló X: e.!.._->r;: l le. ~ 1Jlldo .{IX: 
o~ior o codo c.orC:r:::.-1-c:r _J codo Yio'rllero reo/ .s 7 J_, porrrc-­

dio &e lo;:, ~r:e::. r11í:11;+o'::;) 

X(>'\) 

;'\::-1 

1 omb:e11 L:3 efldre pvbl.-có u '10 oí.- rmocio',.., cerQinCJ 
· o 1 leorerno de lo;:, NJ Mero~ ?r:IYló:::. efl 1198 / é J o.?trmo 

~ue líe~) e-:i <Je 10 formo Y( A I~ J(~ B), dorrcJe 
Ir' (i) = numero de .pr.'mo~ p ~ve -=:>a+i~Íoet:tl 2 ~ P~ X) 

A, l3 ::ion co11::i-l-011-/e~, ~ue ~==> .bú:::,-Í-On..feport:<!.;do o /o 
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,( -~CO 

¡¡ ( ~1 
l./ 
/ I~ X 

= 1 J ~u e e:::, e l e-11un -

c:odo del Teoremú de io"'J ~Jfl"lero-::i #;Mo-:i. L~eMtt1 
de~pue.:i ,.~.(;()ó ::;,iJCO_!je.f.ur(¡ e" l808, porCJ oÍ;rmGr r¡ue 

1( ( x) ::: __ x _ __,...., 
15 x + A(x) 

el ) I 11 
onde A ( x e -::i 

11 üprox~modomerrre 1. 08366 ..• ; e~~~r, 
J:l'(l A(x) = 1. 083b6 . .' ~ 
1.-1co 

Aun~ue ~endre frJe iú pr:rr.erú per~OflG E'f1 pv.hlictr 
e(l 'rmú Co~je .f.vrr../ T 1 -reor<?mo de fo~ !\) Jmera~ :Pr imO:::>; 

GúU!:>~ po':Je!0yau11e¡.,kn:>ei -f.rob_!jo ~obre lo-+eorfú de pr:­

mo::i e(\ ltff2-93_!J ~o::::ipec.hó ~ue fo d@n::::i··dod C011foc1MI 

O(!l)rre11 fo-::ipr:mo-;:, e(ltJl1(, vec,·(\dúd de./en.J.~róf1 e~d<'.! 

'/~ n 1 o-:i: ~ve: e I 11Jmet'O de pr~mo:::. e11 e/ ,·fl./.errJoic (o,b] 
~e rd o proxima do mefl.f(;I !..!J u(J I ei 

S.b d~ 
o I~~ 

Lo demo-::i-l-raQió11 hect1o por D ,- r.·c.h le.+ o /ú 
oÍirmo<!id(l de L:Jefldn: repre~11-l-o' u11 po:::io mo'::. ~(.(1ío 
lo qerY10::;,./.ro<!iÓ(l de.! leoremú de le=:::. Alú mero::. :Pr,'mo~ • 

Tcl-ie by e /,ef + 1 !Jfl mokfYlÓfiCo rU':'.)0 1 .fa:: e 1 ~IX: ~ró <e. l 

pr•'rner_y ron pr33re:>o de.=ip..ie'=:> d~ D.-r:c.."1/e-J ruMbo ú lo 
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demo~+rci(!;¿._ de rJ:cno -+eoremo, i11trooluc:e11c90 lo~ dC-:> 

.{u,,c:Qt'le..::> delX.lr~obl~ re-:,/ ~5u~e11-l-e-:> 1 '--(:? (x)=> l~ P 
P.$ J( 

I~ ? ; é 1 prue!aei ~ve e 1 Teoref)'l(j de 

lo~ IJJmero-:. ?,.;t'r'lo-:i e;:, eS"tu:vole..,+e. o C.uei/ quiero de. /o~ 
do'=' oÍ:rttlúC!: Ofle:!> o_0u:enfe.::.: 

a) 

le_ (x) .:: t 

x 

b) 

C.Oil e/ >'lolYlb,-e de ~u,,c:ón 7ca-l-o de Riemcm¡11, <!.Cfledo 
.fu(l<J.léf> ~ l~r0 UfJOlkJllC!e loo•!r~ú;i.lr:_. ~n:Í:<!ti./.iúo ~GC~ 
/o de1Y10~-h-oc;óf1 de./ Teore/Y1(i c:le. ló~ Uót"t1e~ ::Pr,·mo::,) 

pUe=::> prue.bei Qúe .:f (~) püec:De~erex-k11cJrcPo 0110JU;cG­
lfYI~ n+e o u11G -{¡¡,,e :ó11 /e C! Va 1 es 111ero l"VlOrtú icv'l -f.<Jdo e/ 
~-pfo,,o. <:!0111 e<:!>-ki r.<tetY10M1 l93r0 e-:::.-k.bleCJ0r Ullú ((1-

.1.:mG C011<a.<ió,,, ~(l+r0 /o ÍcJi11c.;óf1 X (x) .3 /0 +ol'X!~Ó111 
~ Cs) en 1860. 
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iLv1cdo 1-i;p:,-te::ii:; de. CZ:e.v1c,M1 1 fo CtVJI 0-Íit((lú ~ve. .J.cdo:.i 
lo::i e ero::> l'lO ..¡.,;.,,:o le::i de ':t ( ::>) ~e ericvet'\+ rú11 e.11 le.. 

rech·~ f2.e(~)=f >QUe ~.::iel_:je de ~.-~+rfo de.foect10-
l!:ó11 +u11c:o11ú/ ~(~) = (2,, (t-s), d()(lde 

e o Ur'lú Íu11(! :ór'l en.J.GrO. 

Tl~ufXYH~r verdvclerG lo +1;µ5-f.e::ii::> de (.l,~erfl(¡M,condu­
ce o af;rrflúr S¡ue r. ( x) = )( ·+- Ü (X i.1.+ 

6
) poro <!!lGl­

<:¡U: er é >O , doflde 

Q (X ·/~ + 'é ) 

,C(i) +ol~ue .{(x) 
X ·1~ t ¡; 

loo x_y<iflde~¡ ~ue e::::>e~u:~ú/eri-/-e a:E"lleorerYIG de. b::i 
fVúf'/lé!ró':> -:P.-:VVl0:'.1. 

1- fl 18%, Hodomord3 de lo t}"/lée. -Pou~.-n, ifl­

cleperid.·erife.meri+e e-:;fublee!efl lo e~,·:o+eflC:o de UflG'!9iÓfl 

1.· hre de cero~ {JQl'(J r ( sJ) ~lle odNJ:-1-e lo der'Ylo::i-f.ro-
c :¿(l de 

~ue e~ e~u:llQlede o ITe.oreMG de lo-:::i IJJmero~ ?rtmo~ 
con /o QUe dQ,=:ipue=> de v.-i =:!.9 lo de ardúó -frob_so ,je moc.~o; 
cb~ lo~ m~·ore"=> tYKrl-emd./.;<!.o-:> de I mMdo) ~e ~ro lode~­
+rú<!;Óll. de./ -+eoref(lo de ICJ:J VVÓM~ro::. -::Pr:IYlo::i ; . 
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l 

.:El Teorema de Di'ric.hte+ 

La prc:5Jr~ :Ón de flV "Ylfi!.rO:> i m por e ~ f / .3, .5 
1 

.( ll + 1, • • ·) 

<!Of)fiene Ulló :n f:llidad de nJ mr:re=> pr•'rt'IO~ 

""J:"':i no+rJ,.o/ pre.;¡umor cudndo o-fro .prc;yre:,:ór. or;-J.mc;i'./-i'C!CJ 

+:ene e~+o prop;edod. Uflú pr3_;¡re:=,:Óf1 or:+me'.J.i<:.o <!Oll el 
primer -fe' rml()() /,, _) Ullú d: Íer<:n C; 0 <!Ot'Y1U'11 /( C Ofl-Si°:.-/-e 

de -iodo-:. lo~ númerD~ de le, Íorn'lo l<n + h ; fl: 01 11 Z1 • •• • 

_5,• h y t< +ienefl un Íoc.+or col)flu'11 d 1 c.0do elerfl e11-l-c 

de le, p~ re.oiófl e.=. rhrJr.=,: .ble por d __!j tJó ~ ~~ú11 
priMO e,., /o P13.Jre:::.,'óri ~: d >I • .!::: n o-1-rú::. polobra'!!> / 
1.1110 cord.·c;ófl viece:::>or:o poro lo ex;-::,-/-r::nc:o de UtlO ~t?-f,·_ 

(1idod de pr•'mo~ e.11 l~fl+h e~ q.o~ (h¡ 1<)-= f. Dtrtc.Me+ 
Íue el .pr:m ero en profur c;¡ue e:.+o cMd:c:ó(1 e~ -1-ombien 

::>u+1c;e,.,k. T ~ dec.:r¡ o•' ( '1 1 1~) .= I. /~ proyi-e5íÓ~ Ori-/-_ 

mé.J.1c.a l~n-+ /,, con.J.iere tJl1ú .riÍ·n• doJ de pr•rllo~. 
-:f'":::.+o o+: rf'/IOC··Ó,,, e:::> cot1oc'do ('Ol')'IO ::t: I leorel"flG ~e 

D; ,.; e '1 le-t, lo cu al pro borefYlo5 e>'l e -:;+e, .s:=c<!.~ Óll • 

.:E"",,.,~2amo-=:, co11 o!JMo-:> -l-eoretY10~ de Co::JruelÍ/cro.'!!> . 

.:Jea,, M ;>Q _J C¡ E e, +o le~ que 
(o,rn)=f. Vec;mo~ <;¡1Je o ~perfe­

,, ece a J ex¡:a11ehfe .+ IY'Ó dJlo vri ''1 

::.: o t e::> lo prifYlerG de +oda=:> 
lo:> pó-l-e11c.:o=> de o 0011 Vil expoflen­

..J.e po~:.J.;l/o paro el evo/ 
á1

;;; 1 ( MOd fll) . 
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-:El exponen-le f e!.t.=.-fe 
1 
pv~:::>to <;(lle por e 1 Teoremú 

de -:E' u ler-rermot , -te11e-«.0::::i que 

leorema l. 

Demo~../.roc;ó11. 

Dado-::. ,.,, > 11 o E. R +ole":) que 
(o',.ml:: 1) +:: e1.pm fo). E"lltOrice-~ 

1) a~: Q¡, (modm)<=> W.:h (tWXJ+) 
2) e/' ::: 1 ( mod ()1) ~' 1<.:: o (Nlod +) 

efl p:iriil:!ulor + / tp( m). 

) L . o ~ .{. f 3 o'!!l r'loml?ro:::> a 1 0 1 0 , ••• ,CJ 

!:10/l i11eo5 ru<?ll-J.e ~ 'Módvlo m. 

Bco+o co11 probar ( 1), pve~ (~) _) (3) ~ofl Co11~ -

cuencio~ diredo":J de (1). 

.!:)¡,, p~rd:cJo de3e1iero /;dod 
1 

podef'(lo-:;, ~upo111~r ~ue 
J< ~ h ~o. CoMO oit::: ah (.v1od m) eY1./.oriC.e=> 01C·l.:¡(mo::f111). 

u.J.;/;z.a11do elo}301i-+mo de la di1.ll~:ót1 ob./.e,,,eY'l105 

f ;;: Q'/.·h 5 Q q.( + ';;¿: ea~/l Qr" fE; Q r" ( Ma:J rn) I rOI fo def;11,'­

C i'df'I de_ .( 
1 

r .=O _3 Nl C'O>'l:se C'del"lC.iO Í K- h . .J::.~ 

decir 1 ti.= h ( mod f). 
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f2.ec: plOOJrflen 4e , di:. 1<-h ... <4 { 1 ~e :e._!3ue 
Q 1( :=;- a'"' "tt = o~ ( ú'P :;o~ ( ~ ,.,,). Üe donde- oK =:oh (mo:Jm), 

leor<:imo 2.. 

Sea(\ e;¡ (.)(! nJ me-re p,.:l'flo ,.3 1 E. 2'.+- Jo~ 
./-o lia-:. ~ue <4 l / ( p- 1). 

J:..., f..ofll!G::. e t. : O!>.J.e- Uf\ número o +o I 

que exp p(c.) ::: ~l dotKk pe::> primo • 

.D emod-r0c :df, 

Lei c~rue-11c:o fo/:noryito/ '/ f'¿t :t(modp) -J.,C?tie 
o lo má::. 

p~ 3) P-1 
e;¡ 

p _ 1 = Q ~.R) 

?orfo .J.a11.J.o eX•''!>of~ al mC?-110-:::i Uf' (! E ::Z e/ CIJO/ 1~C~ f-1 

4-úl~oe f-t 

, e ii t 1 Cilód rJ 

p.¡ q 
~~omó-:;, o=-CV .Y Ll:?Omo:::.4ue exp¡Cal=~ ·Seo etf,,(a}-=-í, 
e11.J.on ce=:. .( / ~ I 

1 
-:;, ,• no .J.tJ 11 ierc:. mo~ '4 ue .{ = ~ 1

1 
+en drlavrtJ~ 

Que? { = ~} pc..ra 0unú l 1 t ~ l :;:: p - t de donde: ( / ~'-/ 
d<i! modo ~ue a"'·• se~~ 1 Cv1od p) 1 lo Qua le~ Uw'IC.. 

Cor1.fradl(!J),'dfl. ?or lo +ank .{ = r;¡ I _J ú que- a~'a- e P. t =: 1 ( fY'I~ p) 

Teorema 3. 
Eires+e-,J E e +o 1 f(Ue E!.i1fpC3) = p-1 

- :¡ 2-



j)e-f1'lo::>-l rc.c;ó11. 

S; p.: z efl+oflC<!'-:i _3 = ;. K -t f 1 1< E. e ."5 o-J.i~ÍOC~ 
/<:¡ C'ofld."c:ün de I -l'!oret'l'lO. 

5: p > 2¡ ~c;>O /G d~::.COIYlfO~;c;dfl Ccif1Ór11CO c:Je 

_e_¡ 1 
p - I 1 p - l z j p 11 

• ..5 ,· r:: f :::(.":=e~ :~n 
,, :: 1 ,.. 

lo-o COlldiCio11e-~ de I -Jeoremo z 3 por lo ·foti./.o ex.-~4e 
.J-o!_9 • 

...Su fXJfl_.9 amo:=; 

a,, co,, ~"P P (o,,) 

D~ l:11i mo::. 

~ue r > 1 1 pódemó~ e~ í r Vr1111ÍMero 

.: p!" poro codo n = 1, :z 1 ... 1 r. . 
_9 = rl 

(!:. 1 

. ' p.1 (IT )P-1 
o,, / efl.fof1Ce-::> j = lJ, a,, ::: 

11 a,,p.f 

I"\: 1 

.D d f-1 ,lj­
e dofl e? 3 :::. ¡ 1 

(1 r 1 

f., 
o ,, 

3vr:o~orno-:. <:fue ~,t.pp(_j) =.[1 et1.J.<MC'e~ .r/ P-1 . 
.5: f'IO ~oced:er0 q ve .{ = p- 11 ~ ;,,, pdrd:r:Jo ck_9 e(l(!>rO I :dod, 
.+e11dr!otY1~~ quº' . . 

.{ 1 ( ~'), pueo+o ~ue p/ • / ( P;, 
1

) -'/o: 2,3, ..• 1 r, 

) Cl ~ue .&!. 
,f_,n p, J.,, A~: ~t1e .= P. 

f'1 
(1 • 

11:: 1. 

t = 3 p. ' == a 41- f[ 
P-1 p.1 

( Mod p) aP. = oPi - íf - 1 n - , 
fl=-;. 
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--1 eori:?rr'IO l./. 

-p. 1 • .L· - 'o e- .¡. ~ -r _, /Jr10 COll rú-
P¡ 

CtJal~u;er o E ..e: -1-ol rtue 
exp"'(ú}::: 'f'(m) 1 rec:foeefmtribre 

de roí.z priml-/.l.Jú módvfo >'YI. 

Seeifl a,m E E +e.le~ <;¡tt" (01m)-= l . 
.J:n4011c.e::o o e-:> tU'lú rolz. pr1Mi-l1'uo 

.Id 1 - O Oz lf (ml mu U 0 VY\ <- > t / • • • 1 0 / 

.Íormo11 {)() ::.i -::.-l@t'Y(j redvc.:do ck 
re.'!:> ;drJó::> mó dt.Jf o IYI. 

J)etYJO·::rÍ·roc: óll . 

.5: o e::> v110 rúlz. pri m;./.iuo e11./.011C~:!> e1.p,.)c.l=tf(m). 
::Por lo -l-011.J.o o, ú~ ••. a ¡1(...,) .::>en i11Co';_9r1.X?rrle-:;., m6dv lo (Jor 

e / ./eo~IYIG 1. ?u<?;~./.o s¡ue hr;J ~ ( 1\1) de ./.o /e,:, nó rvw?ro:=.
1 

e.n +once=> e: llo=> Íor mon un ,;e.-J. Q,rtlú redvc;do de re-~dvco 
módulo m. 
O.ec: prOCOt>'le11..Je, :::;,," o, o2, ••• , ol/ll'fl) Iormúfl <..)11 ~i:::rte-mG 
reduc:do ch r@!:>:du<r->1 e"-fo,,,c.e=> oiKm):::::: f ( mod ml / pero 

uno pci-lenc:o mci~ pe<;¡ ueñ'CJ no e~ Q°!!)ruet1..f.e <:!011 I módulo 
m, ('Or lo -/.o(l./.o o e~ UM ro.: z prl mi-/ ,·uo wiódvlc m. 

Lo t «1 por ..fo11cio de lo-:::J role<:-=> pr1rni -1; tío-:. ~:se~ -
p /:codo por e I -/.eore-mo 1/. 5: m .Ji e-i?<:> uno roí 2 pr 1'm,.·flllú 

en.J.o11c.e=> Codo e.i~./.<:-mo reducido de re':!>.·duo-::. módufom 



pui?de. .:::;;er- (?~pr0~ú&o como 1.Mo p r?_3re:!>:ó11 3eom~ .fr iCú, 

-1:: :,-le -f ¡:;o~mo &a tJllú hrJrro míen-lo pod@ro-::>o que 
puede .5<=',.. v~odo e>r'l probfer()G-:, f¡Ue €-'1iluelt1el'I ~··::::.-1<.?-mo;::, 
reduc :d°"=> d~ re-=i~duo::::.. De:::.o-for -4VY1úckm ef1-k / "10 +ocJco 
lo'=' módJlo":J .J.;efleti rafOC?-::!>pr:tr>;-/.1vei:.. UniCOmen-J.e 
lo::. ~uie-n~C?-==> m6dvlo::> : m-= 11 z, 9, P~) :l p""f do11de p 

eo Ot? primo i'VYlpOr _!j o<>,. l. U:!>omo:::> e:::.-.¡<2' lr.ec.lo púra 

derrio::::.-f.ror e f ~_!_j u.·e.r?-le -l~or<:-fY1Q, 

leorema .5 . 
.5: p> z,) 1 >o e.,.Jo,,,ca::> e-x,.:::i­
-te u11 11úmero 3 rtU<:- per-lenece 
o '(J ( p 1 ) ( mod pi).' 

IJeJ +eoremo / 1 ::.e ~!Ju("r¡.ue 
poro P ;{10 o~ b( mocJ p 1) > 
b ~o <?-:::>,:empre ":':>olu~le pa-
.-c, f.o) efl por fi'Ctl lúr paro 
lo-:i e la::ic:::. de re::;,;Juo 

m 6 e) t1 lo t/ ( P t J. 

])emo-=-+reic :d11. 

+:hro J.:: i !:>e pro.bóe- f1 e 1 -korc?'1/IO .3. "Por ./o ..fut1.tc, 
~o J > #. 5eG_9 UflO re. l.z pri lfli ../.i110 rnddulo p. ?o<knro:. 
~l;.J."r o _J .J.olr¡ue ..3P-tf f (rnod p-z.). <!votJdo_:; e::. v~ 
r alz pr imi -1-i'VG mÓ dvlo p 1 -1-ofYlb ie'11 lo e -::i Q -1- p, l4 e,,· 

) 
, ( ) P-t ~ ../ 

,J P-1 = 1 ( rnod p2) et1-lo11CC::!) :..9 + p ==) P-1 !, (P- t!J. P·2 i 

f~¡ + ( P-10P-~p(MOd f',,)J a::.f !iºe (_9+p)f f 1 (111odP). , 

?ro~r~mó-:!> !fUe lo 51 de~erfYl:11odo por- JP-f 4 ( m~P"") 
::50~i~:,-Íoce lo Oot1diC1'01

t1 dca T -1-eórt:-n'lO e le. cual ~o l flC' id~11-
.J.a l m q.11.J.e tJflG rc,I 2. p,.; mi -/.; vo rndd tJ /0 p) . 



Pr;mero probeimr>:> por i11d11cc:o'fl molemd.J,·c0
1

1ue 
pare. .Jodo J >11 +e11emo-:. 

pl·Z(P-1) ,_, V 
) =1+h 1 p J f'1~J.· 

:Pare; . ) :: 2 

j ül1 ~O COfl 

e::i4o e~ c:er.J.o por el .J<:oremú de--.=-erfl'l(¡.J., :/·' ff. (l'(locJ p 1
). S; JPl· 1

(P-1) =f+li.iPt·; 

doflde 

P(P-1) (P-z) p(P-1}(P-~)(P-.3) '1 J-1 
3! IJ.¡. 4! ~P + •.• r 

) e 1 coor.J.o +érmi110 de. I I ado derecho !::!M d1v1~ilol<!~ 
por p f+t púe:::.k qoe ?.(}-.,}~ l+t) 3 1-3>..- i+t, re='-
pec.+11Jomfl'11*. 1 
-::Po,- lo .f..o;i.J.o e 1 lada ck rec..hD e~ !.J uei J o 1 + h J +1 fJ 1 

dot1cb P f ti1+1· 

f3opu:Jamo~ que exf pt (J) -:.f ¡por e/ -/.eo~mú 
1

1 
./erietYJ(r-> .{ / pl-1 ( p- t). pue:!>+o rtue..9 pe.r-hflece o · 

p-1 · móclulop1 ~e ::'.)yue r¡u~ p-1 J.( , a~ r ~ue Í: fm (p-tl 
O~ M ~ )-t. 
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S: llO fuer(J 
.¡. :: p 1-t ( p • ti 
.9pl-z ( p-;t) = f 

ve rd0d~ ro (como ~e o {; r mG) r¡ u e 

ef'l./o11ci,:=. +<Mdr:omo=· -+ /pt-z <p-1)1 a~,· ~ue 
(Mod p 1) qu<? e-:. UM Co11.Jrod.·cc~ÓfJ. 

1 eoreMo 6. 
n 1 1 l ,. z .3.· .r>Z 1 e(J-ro11Ce::> exp1.~ \S .,.z 

DeMo~+racrdfl 

'Pro.hamo-::. por :nducc:dri que por0 1>-z1 
5 2 J-.3.:: i+ ~~J.J./ I zyi-i~. ?oro J:3 le::.-lo eouerdodero) 

a::. dec.,'r1 5 1
: (+l. 4. !J~ -::>O(XJflef" que {o !_guo/&od €'.::::>(}<?re/o -

dero par0 ) >..-3
1 

pod~r110":) COf!Ciut,- que +omla."e'n e.-:> tK"r­

dad@rti para Ít-1,Por~ve 5 41
"
4 == (1+/,.J.1.f- 1

)
2 = f+~,z'+ 

h ~ l.~ J. z = 1 .¡. l. ' + 1 Z 1 
1 z,1'~ ./ + 1 • De /o~ do-::;, _!_9 v o ldo&e:::. a,, -

...¡.e riere-:> :!!><?" :::;,,'que oue 5 4 /. 
3 :J: t ( IYlcri J. 1} '4 ; 

1-'l ' _, 1 1 ,../ 

5 4 El (Mcd :z 1). 5vpc-'29omo-::i 4ue expJ....f Csl-=-t1 
e11.fonce-::> f(2~·:J y .( / 2 1 -i, de donde- .f = 2 l-1.. 

leer e m o '4. 

:Poro J >-l.., cualquier flVmero tmrxu-
. o ~o+r~Ioce 1 a re lac:ófl 

De-mo=:..J. roe ,·t:Yi • 

o ;;;: (-1) r' 5 b ( mod ~') 1 b ? O 
1 
~ -

e :~m~(l4e- porv oque/lo~ 11Jmer-0~ 
b >~o 1 p~r kt'lec;e(lfe!!> o UflO pc.r.J.tCtJ~r­
Q fo~e de:' re-~iduo=> W16du lo ?- t-i. 

1)-5<:0 a:1Crv1od4}.?orú o~ h.:::J.f-", 5b repre-
~C?-(1.J.v :z t-i. flrlrv'lr!'r0=> ~r.co:;:;rueri-/.e-:;, módulo ¡,P 1 par el 
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Te-orc.'-l'(lc,. 6' , -kdo::i =>01'1 ~ 1 (mod <r); e:fl ~f(lb0(3_0 CVCJlr¡vi"<?r 

<!.O~_/Ullfo reduc:do de r0~;duo-:; módulo-:;, ~ COfl./.o"er¡e 

e,; o<!-l-ome11 +i: :i. ~ •2 .,J 1Y1~1<r.> que ;:,Of'l :: t ( mod "!); por lo -krtlo 
~e -syue ((.Ve a.==sb (fYlOd 7. 1), b~ó e--::> ::<ilobb poro lo. 
Pue::.+o que-,°!!'>•' 0?o 1 5b e':> peri'ód:co e.o,., p:riodo ~ t-'­
rviódú lo J. 1

1 
-::i t" -::; _!3 ue lo G Íir m o e •'ól7 • 

~}..Seo QS'3 (mod 4)1 er1+011Ce-:> úp/icomo~(iJ a/ 
n J h'lfró -O. 

Lo 11!.J.ro ,· repre;,e11-ki al 11Úmúro c.ompl~Jo r:r1 
.J.oda:!!> fo:;, demci~ fo./.ro~ rnrnó"::>~VÍo~ et.oepJo e, C!Oll'ló 

Ofl +e--:. re pre:::.e-11 -/.a¡r¡ etl+ ero~ . 

.5eo i< >o Íjjo, c0r1~:d~ f€.l'()ó~ </ ( r...) .,,. h 

U;¡o Íu11CJÓr'l or:.Jme../.,·co X e~ lfo­
modo u,, cor&c.-ler módulo /{ 1 
::. e- ::>o4 ;-=rfac~ ; 

t) X lo) :::o poro (o 1 K) >f. 

z) Y < 1) to 
3) X fo, Oz )::: X {01) X( Oi) ('Ar-Q 

(o~, /l.} =f_y (oz.,1<}=1. 
i¡} X (o,} =X (a2l por0 o,: 01 (rttd~ 

J (o,, K}.,. I ( .J por lo f(ín./.o 
por ( t) ~•'fmPre c;¡ue 01-=: Oz. (m:Or.) 

.J::jettl plo._ • 
5.· K.= 'f, X (Q}..,,0 1 11 o ..J-1 paro 
020; 1

1 
iy .3 {mod 41) re=:.~C.ftl/Oftl~tk. 
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ESTA TESJS NO .DEBE 
SAUR Uf LA tildLIBTECA 

Teor(A«(.I 8. 

'DefY'IC:!i../.r0c.·d11 

?0,(3)¡ XCr}= X(i.1)= X (i) X (t) _) por(Z} 
X(d::f. 

~ore me; q. ) h 
_s,· ( 0 1 11..). ... 11 Qfl~MCe ~ ( i (o! = 1, 

a~,· ·X fo) e-::. Uflú rei1'z h - e·~ imo dG 
lo ut1tdod} J X (e,) / = 1 

Ye r'Y10:>..¡. rúl'ld n 

Como oh :=: f ( m()d 1<) _} por (3) ) ( 4 J, 

.( X < Ci) ) h = X ( ah) ::: '/ ( 1 ) :. 1 

U«'m0"!>4 tú(' •'ón 

1) Vero cuolS".¡ui'er IL.. ex i:::Aefl un Ylu't'ft!­
ro.f:n~ fo de <!aroc-fere-=>y oderrd-:i 
CJ / "l'le-110-:> Ut'IO. (De e-:::.-1-0 monc¿ro 
~ercfitt do~ C!orodere:::. dr-::ri-M­
.J.o-:> ~ ,· t'l.O co ir'IC ,·c:Jel'I púrú ./c&o a) 

"Peirú cwo /~ ute r Q ~" e I : fl fer 11016 1 $ o ~ K ~ ::>.!J tJ0 

de[fl y el +earelYla q ~ue X fo} de.be e0J··,.~ de.uflú co/eC(lto~ 
.(;f>:4ú de uotJte~po-::,tble~ (o 0'1.i.1oro1~ ~-e':~>l'mo de. lo 
u11°'dCJd); De (i.¡) !:>e =:J.!Jtx: ~ue el..iolor de xCo) poro 
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1 ~ o ~ )(, de .Je"rmi'flr,, el volor pora +odo o. Por lo +odo flO 

pue-de hoher LJ() número 0'11Í:flo'.Jc de c•oroc../.ere::. mddolo 
/l., 
~) Lo ÍuMYtófl 

X <ol f 
p o rú (o , K) = 1 

e~ c/ororYtel'l+e u,, cordcfer
1 
pue~+c q1Je =x:i-J.,·-=>.foce loch­

ÍiMClo'fl .3. 

-ieort?l'Ylú 11. 

~OrE'IYlú IZ. 

1- 1 Cúrd<!..J.cu de Í:r?;do en lo por~e 
(A) de lo 01"1./.edor detYló::r.JroCióll e:> 

llü•'1GOO -::: / Corc;'c.J.er :?r,'1>ci¡04/ y 
e ~ deM+adó PJr Xo. 

-51 t e~ vri coroc+er 1 evi+o11ce::> 

~tJ .Cuf'ICiófl cº!!)'!.Jºdo X 4-umb•'éfl 
.lo e~ {.'5; X e?~ real e~flce~ .vio 
d.·.(; ~r<?- cJe X ). 

S; a recorre o tJll Co~'ull-lo C!.O~ 
ele residuo::. módtJlo i<, er'lfo11t1e-:;, 

- 80 .. 

poro Xo 
en (!llol~u:er o+ro 
Qo:::o 



D e MO~ ./.rc..C .'ó fl • 

71 vale..- de lo .oumo e-o en CiJol~vo'er 0000..1 :r¡~ep=n­
d;e,,.f.e de lo elecc::ófl de./ <!O~ju11./.o &e r0oldV0'5_, por lo ck­
.{.·c :d (l .3. 

1) 'Porc.i e.I Corcic+er ~ = Xo 1 10 ~umG ..J.;e,,.,e h ti!r­
M•'flo-::. .!.Jvole-:i o f y Jl--h -le'rmtt'IO-.;, 5110/e::. o O. 

2) 'Por otro lodo, eljomo-:> ( podemo-_,) Ufl nvmer0 ícno
1 

poro e 1 ~llO I ( ki, 1~ J =- 1 ¡ X u, l f 1 • '"Pue-:"J.J.o ~ ue lo o reeo -
rre o ull co0u11~0.1 CoMplek de. re::::iiduo-_, Mód1Jlo I< 
(!Uondo o lo hCJCe -f.oryibie'fl 1 ~e ~::_yue 5fue ~ ·Z"x'(a),. 

2 X ( 6ú) :=:2_ X ( b) ~ X (ú) = X (brsz Úo)=. 
q 

= X Cb} ~ 1 de.dof1de 

pue~Ao ~ue X ( h) _ i :f: o 

leorer110 t 3. 
_s.- X 1 ) X 1. ~O(l Corc.c-1-eré'~ 

1 

e.11-kince-::i t 1 tz .faMhte'n loe::.¡ 
-1:: .., parf•'cv lor ~.- '( e~ ul'l ~ úro'cle-,. 

leoremei 1 ~. 

e_fl-kJ,,ce::i / 'Z e ::> ufl CCJ1Cia..J er, 

::3; X, e::. tJ(I c.o.,..O~~er 1 en.fo11ce':} 

o,• Í recorre o lo~ C Coreic-le -
re~¡ -1-eifYlbte'fl lo-::. recorre. ;(1 t. 

- 81 .. 



LJemo:i4rúC'~Óf' 
.9~ ~?..(CA) Y1 Cttl = l3(4) ~ 1 e~} 1 er'ltofl(le:;, '::>e 

':>~uf' pOrO (Cl 1 Y,),,, 1 ~U(' t:i. (c.): 'f.3(cd¡ p?Ue::::.ki 4-úe 
11 (r,¡} =I O. j por lo de.fln•'<Udfl ..?> CtJ / e.::.+-o :.e -::.Ql~~ 

(Cice parCi Cei, Kl '7 1 +c.t'r'\ b.·t•n. Le. :::. e .(un e ion e.::> 

t ti -:>OI\ Pº' lo .+c.r'\-1-o lo~ e Oc.rúc:+ere.::> d1":>+1·1r-l<t~ 

l~OrCMIC. 1 5 • 

_:j •' el) e , (d, 1d = 'J el.::/ 1 Crt0d /'-) en-lofl­
c e-:. e~r-::>-leun eeirdc..t-er elcuol t(cl)::/1. 

))et'f'lo:::..+rc.CiÚ(I • 

+>u<?-:.tu ~ue XLúl :o ele.he Clump 1,·,::.e -:;,,·e~fre 
pQrC.. Cú, 1\) "?1 1 flece :>i' tGmo::> de. (i'fl1'r <Acle C.l!údo.mer'l-1-e ~Y. (4)/ 

UW\IC!Cirl\et1-'0 púrCA (4 1 f'-.)-::. 1 

?u e. :.+o 4 ue el :;f 1 ( Mo el Yi) ¡ e.~ ate uri f'lv' merb f'1 / 1< 1 do11d~ 
P:;.zy J )O peirc. e.I C!utll d;t 1 Cll1oclp~)J ocle o+ro 

n'IC.ilhú, Ur'\ >'\ÚV'l'\C:r'O ?.-'(y,, dor'lde )?D po.r4 eld..uCJI 

cJ =J" 1 ( rYIOc) ~ ~) • 

A) 5e.c, cJ::f 1 C-n()d p~) 
1 

¡? ..,~ 1 .1-,0) p~/1<¡Poy-
lo .l.ú.-...f.o p ld, Pue.:.+o ~u~ (cJ, Kl= 1· .SeQ._j ~ue. 

per+el"lece ei ..P ( p~) mo'dvlo f~. 

fa,. CA (e¡, r-) = 1 1 ..j. e r"l e mo ~ f A"r.i 3 p o ...-

1 o +- ú r'\ +o Q =) b ( mo d f ~ ) / f{J ( f./ J '> b ~ O J l.-i~cuv¡o..::> 
f::e_}{p~ J Y LCJ.l=f¡, 1 er'\+ol'lce.:> X(c.i} e.:>.j.c/ Qo1Ylf/e.-

+c.Me11+e d~~u'r11nGdc. po..- Ci ( I~ ele00,·c'r'lú>'l-/error e..::..Ju• 
heohc. par ú u"' t'\Jmero +jo _j ) pu e ~+o ~ue 



~b .J.ienC:' per.'odo <f ( p1) .J .h ~-=i.J.o' tJ>1•'uacarne-n.Je 

de.~erminodo módulo ri(pl). 
X Ca) e:=. Or1 coróc.+er, porr¡ue: 
l) X ( 1) = P 0 

== 1 

.3) Pa rG ( ú t J JI, ) = 1 = ( ú 7. , /J.. ) ' O 1 ;:: :/' t ' O 1. ;: :/'z. (trt:eJ f P)I 

..J.eM:>rYfo~ ot Oz. :::3h1+.bz. (mod p 1) 1 í (o 1 a~ }:. 
~bpbJ, ::; ph• f Pi=- X (e,,) X (a~J. 

i¡) ?orei o,:: o,_ (Mod ¡1.) +ellemo'!> 0 1 := Oz. Cmw pf}
1 

lo ~ue •'mpltco que X (ot) = X (o~). 
:;:-.·flolmel'l.Je, ~e. '::)!.Jue de d f f Cmod p1)3 r;tcJ que 
d ~ "Cl'"flcd p'), p ( pi}fY.J X Cd)-= pr /: 1 

6)Seo df 1 (Mod 21) 1 ,i>O_j-<e/1<,) porlo-kin+oi>-t 
( pue-::>./o ~ue K ~ (X"H; a-=>i' r;¡u<: d.:: 1 (mod .d). 

6. 1) 5eo d;; f (mocJ1,¡), ª~··r;¡ae R >Z. --:r::t?-fonce~ p:ire; 

fo,1<},,1 .J.e-nemo-:;, poref-feoremú 1¡ qO <;¡ve (o,.zJ..,.11• 

) 
9-::.! b ( • 1 _./ • LJ-L-

0 = ( ... 1 7. 5 tYIOd 7. • 1 I b ~ (') I Vi.e, e,· e ,..do ¡>::. 4 2,-J- z. , e / 
t fo)~ ¡:>b, "E"11.fo.ice'.:l X fo} e =>fr./ .b.-err det··rr;cfo _J pue-=>+o 
$1)<:- fb .J.iet1C-> per,'odo ;: f-2. _y b @-o.f.c/de.fe-rrru,.,o.do módiJlo 

'-~ ~ . 
~ (Qj c?::l vn (JCJrdc./.r:r 1 porq.ue : 

~J X ( i! ::: pº = I ~ 
..3) Porú (o 1 ' K): ~ = ( º~ I /() 1 a' ~ ( - t) 5 .b 1 

1 Q i::: 

( Clot'Ylo o 4 yoz :=,on •'Mpare-::, +e11e-~ v.ue Ca,-1)(oz-1) 
::: o ( Mod -.¡) ~!!>+o ,·mpl.-c o '4 ue 

- f?3-



o,~,. - f = ~ + º;- 1 (,.,,ocJ 1.) 1 por lo ·hfl+o 

( ) 
a,oz.-t )~+o, - 1) . :t'::)ckr:r 1 

-f ~ = (.¡ l ~ 

t.¡} Para 0 1 :-oi Cmod K}
1 

't'IO~do 0 1 ~02. (moci 2. 1). 

+:MlmM-ki 1 ::)e~uC!' d~ .~TI (mcx:) ~l)_J d=> I ("Ylod"I) 
~ve- d.:: S,. ( rntd :< 1} 1 i -~ / p::ir lo +aflJo X (d):: fr f I 

8. ~} !3ieo d ~ _ 1(mod i.¡), J:n.J.of1Ce-::, pare,. (o,X): 1 
( do11de a e-'!'> :,,.,, par). '«ic:endo X' (e,,)= C- d 9r: .Y (c.) <?--=>un 

J 
CQrc:/der porque: 

J.) 'i (d=-i 

3) Pare, (o, K}::. 1 :::. {G 2 1 K) , ./.ene-mo~ X (o, Oz.)-::. 

Q, 01- 1 o 1. f Q • f 

C -1 l --r- = ( - d -,.. - e -d :ir- = 'X fo 1 ) V < º·~.l 

-1 C:Ort?-MO 4 6. 



DeMo-::.-f roc ,· ó"' 

1) ?oro o= 1 ( rflod 1<1
1 

lo :>UIYlú ( :::ii? :!.9 uc.'- de I kare -

MQ 8) 1 -1.-e-11ec +e'rmit'lO~ lc=>Ct1ale?':> -ool'l_!.9v0/~-:.of. 

:i.) ?aro Co,1<) > f 1 .J.odo=> lo~ -'-e'rrllirlO~ ::'le 011ulo11. 
3) Para (o, KI = f _) G f f (mod i<} J p:xkmo':> e.l:Jir 

Ul'l Carde.ter ( 1 1 e I cual t, (a) f 1 por el .J.eerQ.mO ~5'..) por 

e.I .J-C?OremG fll 1 -f eM·rt10':> n.:: 2: X (Q) = z )( Cú) t1 fo}"" t1 (4}¿"x<a) 
~ ~ X 

= t, (a) fl, Por lo -l-ol'ltO (X, (a) - 1) r1 =o, e,,, COf'l~Cue,,,C•'o fl=Q. 

e = h e e-::i dec ,·,.' <!/( r-:!>-1-e:n e;i;oc..fame~ 
1' ( 1<) e.ora de re~ tVJOd 1<} 

Vemo::i+~crol"I • 
.5; o recorre uri co~'ofl.J.o co«ip/a-Í-0 de re-:::;.,·dvo:::. 

Módulo l<_y X recorre;- -/.odo::i /o-::. QOrOC!.~erc:=> ran./-oriCC::::, Por 

lo-:> -+eor<i"rYIO-:. 16 _y 12 1 .J. e YK:m ~ 

s_ 1 'l. (Q) = l1 + o+ .•. 4- o = e 
a X 

¿~ X(ú);;h+o+ •.• +6=h 
X CJ 

- 8;, -



Ób-::,ervac ~Ótl • 
711 e/ ICJdo 1'zrtuierdo1 fSc:lemo-:::> e-=l!rihtr 

x( i) e11 l!!Jor el e 1 /te 1) . 

Uett10:ifr<JCiÓn 

.J: !!f"mo-=> j >o de .J.o} n1úr1er(; qtR J J := 1 (mod K). 
?ue-o.J-o ~ve Y (j} 'X U)= 'f (jJ) =-1

1 
~e :.:J ue ~ue-

X e~ lhl'flúdo Coro'c.+e,. de pn·mer 

.J~f"lero '!>:e:!>e/c(Jrc,,'(!f('r pr1·nrrp:¡I¡ de 
~u11do3t/11~10 ~: e::. real pero t'lO<:=> 

on <!.art:J·a:l-er pr~~.·¡x) _J de -karQ~~·~­
ro =>r "10 ~te-IYI pre @::=> reol. 



~~mplo~ 
t) -:¡:;-¡ C'úro'c .J.t"r dcido 1?11 e I !jefYlp lo or¡-Je-r ro r e~ vil 

C'arddE>r d@ ~u/'¡dú3e-'t1ero c):,~a+omen-k de fo deÍ/fliCr"on. 

z.) ?o,.ol<.::5, X(o)-0,1, i",-l
1
-t 1 pQrúO:=:o,i,z,3,Y 

('Ylod !J) 1 e::> ll" l'ordc-le-r do -lere!e-r_!)~·;r:-,o. 
3) l?I -=>•

1

1Y1bolo d<:- J<rorx: e l<er ( := t) e!:l Ull CTiro'c-ler 

deo ~tJ"do 3e'11e'r0 (moc} 1-0. ?1.>ro v'lO e:::> tJfl C'aróc+e-r (JfifCi'­

po 11 e-':!>-k ~hoe~ imp0r·fo11-le. 

Lo":) .-L ( s, l() =>?f:e.:> lú-::. :11-l rcd_~yo _J de(:,,, :e D.·, ;chle.J. 

c0n el propó~:+o e•pre~o dedemo:rl-f'(¡r,el-+eoñ2'«10 c;¡velletXJ 
ev 00111~. 

Vemo::.-1-roC~ó n . 

'+Jar0cadei ullO de lo:::. ~ ceirúdE're-:. 

rnó~v/o !<, lo-:> -=ier:c=- -::i 

ab~oluk.mel'lk eo11v<:'~en.J.e-~ PQ,.-e.i 
.5 >l. 

'+6, 1 ú e.fo.{.,· n :c. •'Ófl ~ _J e. 1 -feore-ma q, +ererro => 

~ 
Cl=I 

- 8-:f-

~ _,_ 
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1 ecr<?-mú 2.0. 

_5,· X f\O e::. e 1 Caróc.J.l?'r pri'flC1"pa/ ~I\~;:, 

~ .h. paro Ll. >, u. >.- 1 
z 

Demo~+ rGC7cit>. 

:Por~ 1 ·fooremo 12 ~ x (c.) ~e Ot'ltl lo ..J.omondo e; o ~­
bre Ul'l Co:;_jon./.o Comple+o. de re::..·dco::.. p-or fo que podemo:=> 

oopoMr ~ue elnJrtle-ro de :.f.t:-'1m1no::. c:J)enuri'::.-lrú ::Jomú 

~ -&.l + t ~ I< - 1 • 

.1:- .iri úfl co~·u114o aomple+o ~e ~<=>iduo"=> ~xoc./.amf11./.~ 

/.. llalore-,:, de /x(a}/ ~o(lj"ª'e~ c. t3elre:::>.fo 0UQ/ 
o aero . .:3~ en f\lJ<?~!}ro ~oyofl./.o de reo~dvo'=' par()teil o<.'V-

rr.:· r;¡ue efl a /o.y¡a'~ t +etrmir'IO~, I ~(r;)/;-1, eflknca-::. 

I 5 ,•O(? ur r.en .,,,,r.'-. ~ J1 • .., .......... 
.4 

~e .b. de .J.o /e-=> .J.e' rrtllM¡-,1 <?11.Jofl(!e:;:i 
z. 

~ 
1.A.. + lC i u+ 1'--i 

~ ((c.) = z: l(C4) - ~ Ha 1 : 
o-:.<.( Cl::a ~ 

Q .. ~.+f 

= 

- 88-



leor~f'flú z f • 

Derrio ~-troc.'df'l 

.Seeifl lÍ ~ M 1 % o 1.M número Cbm­
pl~·o Qrbt.J.rorio .) paro codú o 9~ 
~1.-~fore A.t ~ o~ u. , ~eq11 

~ i
4

,,, f2.Clt.l) porei .>-t.~uJ~\J..) 
a:M 

µ 0 " Jrz<tJJ)/= /.J E .. ~~ ~ ... ~<t >..o· 
1 "" ~ti iL / 

e~~t1:~~ +enema-:,/~ Ec. éf o/~ E y 
, 0,. -4 M 

.Seo R (,AL - 1) =o • --:¡:-,., f()llC e:::. -te,..('mo-::. 

~ E Jo= ~ tq (P.<r.1-~(c,-f})-:. ~I fl.(c;.) (éc¡-tc¡r1)+ 
(h·.U C¡ q#)..f 0:.\.1 

+ (), ( ú.} t l.....Q / de dMde 

~ E. 0 Y, I ")J [~ (C,-E, .. ) ; t,} }--' E,. 

leoremCJ Z 2 • 
.3: ¡( rio e':!> el Cardc..J..er- prtttC:pr:,1

1 

e n to-te <:- -::, t c..':::> -::>e r r~ -;:, 

~ X(Cl) :: l (-s,x/ c.onue::3e11 
CJ 7 1 º' 

- gq. 



leoremG z ! . 

Demo ::>-troc~dr1 

.Seei11 l..R >r M 1 % o u,, número Cbm­

pl1jo qri:Jt./.reirro _) paro cada o 9~ 

~J,·e:.foce /J..'<:: o~ u., !>eQfl 

~ i<. "' g (1.JJ) pon:, ,.\{~uJ~\.J.) 
a:M 

Mar /t<<r.v)j== )-J E •. >- 2:: ~ ••• :;:..<t >..o 
I ,., ~ti i:,l I 

~~,,:~::> +enemo-:-/ ~ E0 to/~ E V 
' Q,. .l.¡ A.l 

-Seo g ( J.l - ¡) =o • J:""' +C>'lc e::> +et'l<?ofl'IO-::. 

~ E J(J~ ~ tQ (P.<c.!-~(c,-0)-:::. ~1 
fZ(c.) (fc¡-€G1-1)+ 

Ú::JA. G ct,.,4 0:'4 

+ fl. (V.) E~, de dMde 

l~orl?IYlCI Z 2. 
S: ;(, >10 ~~~ l Cardc.../.er pr.·flc:po/

1 

e n 4-<>'tc e-~ / CL ~ ~~ r r~ ::. 

~ Ha) :: L (-;.,x} c.onue:Jen 
CJ, 1 Q:I 

- S'f ~ 



Demo-:i·hcróf'I • 
:Porv ú ~ JJ ~~,='e -:::>}5Jve- de. lo-:. teor12'-

mo -=i Z-1 .Y ~ó ( COll te¡ ~ 0
1
.,) ~ue 

ó >ó J 

c.o.-iue_c9e>'l ab~lotaMe-tite 

poro :::. >1 _J <1onU~:Je11 v11~­

{ortV1E'll'1E't'lte poro e> ~ H: / 
~r (_!.jomo-:. é >o. 

Í:) .:J,• :=> > 1 Nl f<M Ce':) 

D~mo"!:l.f rac~ón 

1) Por(¡ s > f +E .+eflem C-:> / Y fo) /~ <i 

o!) 

- 90 -



Cuiu!i.':y: . 00 

~) f omo .::. 7 1 ) L ( 5 1 ~ ) -=- if-
1 

que X(Q) ::: Úo)Q-~ por lo -1-onto (:<ca) o-~)~ (-1) t(c¡)o-~~ª' 
º'!) 

:: - XC.o) I~ o por lo fon to ~ ( ~, x) = - ~ X (o) ~ Ci 
02t 

o-=> 

-¡-eoreMo 2 'i. 

·_.s.- X 110 e::.eicoro'c.Je,- pr:'1ClpQ/
1 

e fl foflCe ::. /o-=> -::,~r•'e :::. 

~ X ( c-.l 1':51 " co11 v e_'.:9 en v tt r.fór -
0::1 º'!) 

rvieme-de peiro 5 >,. t3 pora e-::.fo':) 
valore-:. de S .:iuoumo e-::irfl0r()r 

~ue h e,, uolor oh-:.ioluto. 

e==> úno Íotlci'óll d ec rec~en.J.e '/: pare. ~>e.~,, 



Como ~ e't-:. :, > (!, ;:-:;- I (XJr lo-:i +eor emo-:;. 20..J 2 1 +ene f71ó::¡ J 

por ú tA? IJ.~3) 

l1 
lo 2- Xl4)l~o ~1 103 M ~.h. lo).u , de 

Q.:,t\ º":> 
z M-:. z -;u--

Z) Parú 5 .>;. 1
1 
~e :!>ju e d e /o de:; va Ido d ofl.Je -

ro'or- hoc:et1d6 .<.-< = ~ .J \l -H:o <;¡ve 

-1-eoremo 2 5. 

con ver-

'X Cúl,ulol _I 
o-:> 

1 eorlC'mO Z6. 
Poro :s >i

1 
+enemo-:=. .·• : ••. .< 

.L(s;x,) ~ l( fo) MCc.I = f , o~:~oe J..(5,i)+o. 
ci·~ a:> 



D<?1ro~Arc.C~Ón 

.D ~ jú C'O(JUe<!Jen(),°(.¡ O b::;o/ok, de cimhJ~ ~r;e":) en e,/ 

lodo lz.c;¡u:erdo de fo :;!Ju.'e-r¡·fo {ór~ulo j U11 fo co,, e I +oore.mo 11 

C!op /lulo ...11.! , .J.e-MMo::. 

~ (~LM(al)-;: 
L- 1' º/1 / 1" 1 

-¡ eorE' m o ?. 1. 

'1 1 (r - X ( :)J,, 1 
p \ p / j_(:.,11) 

-:f 1 produc.fó e ::.+-a' ordenado 
para tY1lorei, crec:en+C!'~ ele P. 

j)"'mo~+rac:dn. 
?aro ~ > I 1 .fe~IYIO '!> 

dofldl?- o rf!.corre o a$ue//o~ M+ura le~ QUe YlO ==>011 d.·11,·~;ble::. 

per C'uolqu:e-r p> 9' . ~ -1-rc: el/o-;:, O<!Vtren +odo=:, lo~ nJ-
~ro~ O~~ • 

- 9 .3 -



cuc.fldo Óf -7 ce / lo pr:(tlc:-r ::>vmú de? lo dere<!hCi ::)e úprO-

X/fYlú o 

por e-/ -1-<;:orc:MC. Z 6 ; 

pue.~~ que e~ l'Y1 eflór 

abo/o-KJ. 

1 
= 

L (s,x) 

l c. -:::i ;JtJ nd o ::>e a pro~ ir11CJ o O 

031uúl o 2:' + e-,, uc.lor 
q ;.-S¡. (J 

-1 eor e-ma Z 8. 

L' (?,x) 
L (?,A) 

1 c;3 P ~ ¡ f\ = p fYI pú ra 

a}J o' fl p11' «iD p 
) WI >,... 1 

O e ll'l cuol~uicY otro 

~ú ::>O. 

L ú? ~e-rie "!::> de lo l z:C¡u ierdo CMVer-­

,.9Ct'l o!:eo/vJ-eimeflte pora :5 "1 f. 

_q~-



D ~l"fló:::riroc ¡o}i : ·•. 

1) /Y ('4) A (Q)/ .o; · 090, 110=> conduoe a /e, 

L A (4 J = ~ 11 o-::>: ~ve poro ~ 7 t 1 +ey¡e.m:, 

olf 

L ~ X (e,}./\ (e;) 
("!>, x) L o" =~ 

Q= 1 
"" 1 

X (1) I~} = _ ~ (::.,i) 
! 

-, eor<!'mú 2 q, 

e VúfldO :;, -1 1 Pº' 1 (i dered¡(¡ J 

-7CO 

Derno::::itraC~Ófl 
?or el .J eorema 28 

1 
-J.ener110~ 

L' e~. ic.1 =~ Acú1 =2 A ~c.1 _ > 1~p L: 
L (5,t 0 ) c,.1 a::i o=I 0 fr m=I 

(011d=I 

P"'!> = 



ª"' 1 

1\. ( ú l 
(J '!. 

cvof\do s -7 1
1 

e 1 =>3undo .¡.e"' rm ino -::ie o prot.·mo o Uf"I 

uo/or .(,·fl¡ fo, a~I (¡tJ(?' .J<?-fl~fYló:=> r¡ue rllO:=>.J.rGr .!!>írt1p/C?m(3'f'l-

.J.e- ~u~~/ prif'Y!Cr +~rmlno ~e aprotil'l'lú Q ,·('l Í:n.- +o. 
Dcu·e-mo;:.i do~ demo=:.+roC:Oflf:? 

t) ..5: opl•camo::> el ./.eore-mú .<8 con /(,.¡,~ 

::.3ue q~ e/ p1:fYl'!-r -J&rm1110 e::. _!jtJQI ú 

co 

L ~ 
0'1 

(j? 

eo 

:2C 
o? 

Q• I 

::E"., e :;)+ú Ío'rm~1 /o 1 e.1 de1Jo1t1iMdcr -:::ie apro~imCJ o :ll./¡.,,;Jo 

cuot1do :::> -1 11 pue-,,;,~o ~ve-

1 > dx - ' f 
co 

Q a::i ' --:-;- -~ 

> 

-' ., l_?JJ l~ ~' -~ -¿J J e 1 lc.&o º ~ l(j-=' º:, 'J 

- C¡ 6 -



2) IJ~i:mo".::i le. ~i.Ju:<?ri-l-0 a{:oY1úC:dn: LG -::;,e,,·e 

~ -t 1 le. :'.)útYIC. "::Y)bre kdo-::!¡ 'º"' primo-::;, en orden crec;en-

+e, d:11ej'e. 

-::E 11 +once~ podemo::> 

C¡ 

?, ¡ , , ~ .L\.Cc.l 
Or o "t"(inro _¿_ > 4.J poro 

(J:, (¡ ~ 

leorem~ ...30. 

.D e MO~::,+r Q CiÓll 

?oro o < "' < 1 )J ;....- ~ O / r <.O 

.¡. e-11(;'mó-:> 

.-1:. / :!Jn;{:cCJrJC!_Jeomé./.ri'C.6 cfo e~./-o-::> -/.,-e::=, ndmr.:-r(J-=> 

e:::. r¡ue- o lo m&-=> e I prodvdo E'=:>}_JuaJ ú :'.)vme-d:~omé.fri'C'a, 



Corfló 2 eo:> fv+co-:. .1. fJ.,..).Co-::.J-.¡. 2Co:=> 4 u-1 ~ 
- ~ + z ( co::::i AJ + .l )~ > - ~ 1 +el\emo-:i 

¡ z. .... 4 

/1-n,,_~.-¡• / 1-n,•~i1', /1-n<''/'/1 -n<"/' 

1-fll.. f = 
1 

'l.V ·¡ :t. 

( f - 2 fl CO :::> J-- + 11 l.) ( l - 2 fl CO-:> J-" -1-n?.) 

( j - ,2 r'\ <!O :> 2. y +- 1\ l ) ~ 

leoremo ..31. 

?orú :::> 7 1 J + ¡:.11 emo-:. 

( L < s, t,I )' l l < s, xi/' /L <o . .'J/'~ • 

(..J~<ifYIO~ 'I ( P) = e.>-l _) -? = t'l J púr(¡ PjK 
_) qp/; ~uE>mo-:. e 1 .f.eoret'(lo ...30; e.':!>tO t10-::. condtJC<?- a 

(
j - Yo (P)) ~ 1- X(P}I'{ /1- X~(p)/1. ~ 

p..., f'.., p.., 

e·~.¡.o +c.mbi('lr'l ::)(,1 c>11mpJe. (XlrO p¡I<. /.Á11/.J;p/:QG"1do OM 1€:>­

pec .J.o o f 1 el -+e-ori"tl'lC. ;.1 ,,o:. do el re:::.u/./-odo deltflo_ 
r"'E.'t11Ci, 
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( porque-

L 

~r 

?a,.ú cua 1 <;¡o1l"r caro'c.¡.e-r r./e lo::> de 
+e-rcC',- 3~·,.,ruo, +e11emo-::. J_ ( 1, X )yo 

'i) erflo~-/.roC!:ó,., 
Yue=i-ki c¡vi: x'- "'º e::>el cr:,,.¿~-J.e-r p.-iflCipol 

deo.J.ro modo 'i ::>~ri'(¡ r~/)1 ~e::>!._JVC? de 

~¿ 
c:o co 

( <;i 1 to) 1 ::¡ z ~.,, "' , f. r .E!- ::: 
(J.,, o<..,, 

Q = 1 Q•1 ' ( CJ 1K)=1 

1 ~ <. 2. 
+- - :: 

:;, - 1 :5 -1 ~ ·1 

lo -1-a(\+o 
1 

por el +eore-mo ..31, +e11e-«10~ 



5:-fvv:eromo:;::, l(1,r):o eri./.orice-::. :::>e-::,!_Jue del-ko-
remú i 1/ ( pue-::,+o que L' ( 9- .1) e:::> cM./.inuo (XJro 9 >.. 1) 
~ve p<:irú .:n 1 , 

1 L (~.X) 1 :: l l ( ~. :\') - L ( t, ~} I = 

-=/ f ,~ L' ( 9 1 'i) d 91 < h ( => - t). 

?or /o .J.an+o 1 parCJ 1 < -:, < 2 

, 
Púrú 5 = 1 f --

1 e; h" 

'Porc, c!uol.qu:e-r Q.CJrdc-ler de 
!:>!Jundo3e-'11e-ro *nemo-::. 

L(1,x-)¡o 

-:1;-e.-l e e~ e I mcl-:i pr0ívrido de -1-odo-:;, loo leima-::> que 
.::>M 11ece~,-io.:> púrú /ú prueb0 de 1 Teor e>fYlú de D.·,;c.h/e-t. 
D:,:c.nle+ /o probó cJ,,;~amefl+e pore.1 tmpor+Cin./e rneli·odo 
.·nd;rec./.o, u.:>ondo lo O!".Ji' l/omc,dei leo"'º de Ja.~ Ch~::> 
def\Jm<?-fC=> de /a;:, formo~ (!ucdrdtica::., Tflc1de11+al-

me,..+e L. ( 1
1 

r) >,:o €':::> -lri11.·c.1, porque r:Je lo-:::. ./.eortE'fT'/(j:::> 

~6) ¡_ 1 ob.fe-fle-rno"!> r:¡ue L(~, X) '10 porc, ~-.., f_J por 

e 1 +eoremo '2.2 I Q ::> ~ri'e-::.. :::>Of/ eo11./-i.10a "::> p(.¡rú 5 > ... t. 
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u-o.¡. ..• +o paro IC(p)-=o 

.( ( p .f ) :: 1 + ~ ( P ) +. • • • H (p l) :: 1 ~ 1 ¡. • • • f i>,. 1 pc"o lf ( p) = 1 

1-1+-···+(-•l'= 1 paro\'(p) ... 
:: -1, z 1 ~ 

otro ca::>O 

O port.. x(p) = 
:; -1, ~t1 

_..Se<:ifl q
1
>o 1 Oz. >o )J (c, 1 ai_)-= 1.--:;::: x:=>+e vfl~ co-

r re-:> r;o11d~c.'(; U"IO Q UJ"IO E."fl ./re .J..odo:=> /o-:, flJ IYlerO:> f~i -

+:~o-., d/q
1 
º~ !:J ..f.ocl~ lo=> produc+o-::. ele t?Ómero~p::e··+.·110':!:> 

d, /o, por /o-:;, >1tÍfY!lflr0=:;, pa:.;J;t10-;:, dz. / ªz. . · ?or lo ./-an-1-o 

- 101 -



1 :::i: o e::. _jual o un ~ uodrado perfecto 

= *' 2 ~ (,.,._,,) x(d) =· ~ 2. ~ (,,..ab) x(b)" ~""2.('Y'-ah) x'(b) 

a>o,!no o>o,b>o 

"B,, o+ro ledo (e 1 lec+or d:br:Jarú' ~I .f-r,·a~ulo c-orvl/i'ne-o en 

el plano ab Qco+odo par larCirflO po~;.J.-:va de la h1pelrbolo 
qb= m.) /a:::i re-e.fo:. Q = t 1 b= f;:; ademo'~ por la rea.fo 
Quxr/10,. b:o m~lt.) :::ie ::iJUe de- ObS m, Q>O, b;>O ~ue 
o :s ~, b > rr>i¡!> ó b ~ m ~1,,. A~.' +r<>nemo-:. ~.:: 2, +- z~ J 

- 101.. -



heic:<Mdo 

z, =~ ¿ 2 (rfl -obJY.(b/ 
q .. , ff\7/3<.b~!!!. 

Q 

}) e lo=> .f.eor(Vnú-:i 2.0) .:u ( cori k en !~ar de ú / 

rb" x(b)) éb: .2,.(f'Yl-úhl pe.re. f'/1~/3 ~b ~ ;')::.e :!JUC" 
:¡ ue 

-103 -



::: ~ - fV\ + b ( u - u-') 
b 

-m 

~ 
:tU,)+2_ tU~)b(l1-tr~)~ 

b:I 

~ ( ~h)i¡ ~? <. m'° L (1 1¡} t3,.;t3 h -::.m" L (l1x)+3(4h)!4:: 
~ 

=- m .. L ( 11 r} + f ( LJ h )'t ¡ O " m 4 L ( 1, '1} 1 O < L ( 11 ·J. 

- 101./ -



l eoremo 3~ • . 

Uemo~roe :ó,-, 

?orCi ~ualÍ(u:~r 
..f.<:rC'CY _') ~l)~ró 

do pqro ::i 7 l. 

QCirG'der 

L' ( ~, l) 

L(::i,.Y) 

de :::.~undo o 
e ::Ad ocaf~ -

le¡ aof.o puedr;o depende,- de !< _j ',( . 

..:];,, emb"!3ti X no~ M·Ce-=>t .¡.o mef'ICio-

nc.r or;¡ui'1 pue-::A-o que pQrCi aual~uter 
I< ~tt=:../en J•'ll'C(Jmet1+e: <f(K/ valore-::. 
po~ / /, le => patV. 'l. 

'?or el .f.eorem(¡ 22 1 L(-s,x) e-::>C0'1./.!,.,uc, pa.rú 

~ ~ 11 pór<?l ./-eoli'mQ ::Zb 1'11MCú e::> (~f:rC· pGrC. J~ .:::>~2 _'j por 
/o-.. -f..~ore-mO-::> ..3:2._y .3.3 1w11Ct4 e':) ('é'rO pCJrú ::i:::/. 

:En ./-<;nOe::. 1 e::oh' acokdo porv J ~ 5 ~ J.._y po.r0 
L ( <!>1 x) 

5 72
1 

por Jo-:, +€'oret11Cl? 2.S _y .z C --r.·.,Q/ry¡en+e pore. I +eo~ 

r~ma 7.41 1 L'( !!>,A) e-::>./-d acolodo p:Jr(; ~.>,.f. 
i'ihoro e=>fotYIO::> er'f p9~;cto'r1 de clor /e, ciet?'lo-:=:...J,-c,c:ú1 

de I +e<)remo de -¡),·1,·chlf:!./., 

le oret11Ci .3 6. 

Se (J ( i, 1d ~ t ..J J > o . T>') -kit1-
c e ;'.:) pa rú ~ '7 1 

_ _L¿__L__ L'(-::>/t)::: > 
¡, x. xU) ¡_(-=i,:t) ~ 

A (c.) 

- 105 -



Deo 1'1'10 ::'!l -1 roC'I0'/1. 

~OfY\ú ::iobre fodo ":> lo-:> r1Úme-

ro-:. o:J(MódK) Crecie11t~-:.-o, 
por oupue"'.!>.J.O e,,Í0rmo Qrbr-l~rio.­

::E J h<-"do de S¡Ue 1'10 -lodo-:. lo-:i 

-tetrrriinO'!> ~ anu le11 :::e ~o,'rú 

de J -1 e ore fYl o .36, Pº r e 1 r'Wlril e11 -

fo e!:l+c e-::> i nre /<?- Uofl.fe. 

'Por lo'.:> +eorert1o::i ';..8 y 18 

-2=-1 
'/ :<(t) 

J..'(-:> J .d 
L (:'),X) 

{ 

X U) 

= ::r- (1\ ~ú) ~ f y (e,)) 
Q;: t \' Q y VTJJ 

2 t l<l J ll.( al 
q:; 1 o., 

Yor el ~eorerflc. 15 ,Si ay J (mod K), C.ot')'l() ~berno-:. 
~ue eHok- y 6. z +ol~ue 1y::1(mocJK) 1 en.J.011ce::i ºJf dmodf.} 
.!Oeo t 1 4ol que X1 (~} ·f 1, efl.J.o11ce'.:> 

? x(a} = ¿ X (al V(c.) 

-y 'W X '/ (1/ f{Q/ 

(
X 1 (Cil_ 1)¿ ~=O 
Y.U) X xU) 
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?ero 

Y. <j) .. -'-) x.u 

7o, lo -/.ol'l.fo y 1 fo) f 1 , e 11.fÓl'lce '=' p br ( ~) 
X, ()) 

J\. ( <4 l h 
G~ 

--' ~ h y 
l 

--;{i) 



1 eorenio ..36 . 

..SeCJ ( i, K) = l • Tn+0r1c e--::. e ~~o-le 
Uftú: ri Í:fl: d0d de nu' meró-=> prí mo-::. 

p=: ~ C.v1od ¡t.) 

Ucimo"!>f re(!', 6,, . 

...5:"' pe'rd:&<~ de 3erie rof:dod, ~eú J >o. 

~ -1 1 1 - .J_ 
'1 -7 ºº 

) 

€' ( ~errMl)O de fo ~Uft'lú ~O(> :riuo/uCr(J CJ 'fo :5e Ciprox:mú 

o o:i, por e / -l-<-"crerflú ~~. lo:, o-lro-:;, h-1 ./-e'r1Y1;1'10~ "-"-:. _ 

-l-<'.4t'l-le=- .!:)e ry1CU@r1-lrr:u1 o ookdo-;:., p:;r e lfoort:mú ..3't, por fo 
+ot1to. 

¿: 
p:: ~ 

> ~ lo~: -"7 CD 

p:: J 

.De <?-::,to=* ~:ytJc- r;¡ve /0 ~ur(lo r10 e~ voC:v, n: con+1f'ne v,, ndl'fr:o­

.-o .[,..,;./.o de -l-é1mi110~. 

- 1 OB-



2 

:¡;;; /014oe ~_!Jue pre=>e-n4Ci~ Uflv dc:mo~.f.l'úC;ón del -0ore-

l'Y'lú de lo~ r'lÚIYl<.>rO-:. f-'' :rno-:;, c.¡uc '3 :::.-1-ú UecC" ~ue //' ( X) e::. 

CJ":JUl'l.J.ó./.t'('Q O Vic:J ~ 
1 

'='"=> dc:c;r, ).;('(I {~ Y ír ('{) = f 
X -1CO ~ 

doflde ft(x) d<MO~ú el lllÍMf'ro de p11·ma-;:, ~ve no 0~oedC"n 

de )' cofl ~:>O 
1 

) o_!y 1J r'/Cl:> Je -=>U~ e~u;,1ole>11c ;o~. J:. 1 C'om -

por .fcirr.;r;:r'l.f.O de íl ( 1) corr1(J .fu,, e :c)r'l de X lr;ú -:...:do tJijE>io 
de :t1.fen":Jo e-:::.+ud:o Pº" !'"Y'UCho-.:;mertetY1cJt•Co-:, -?ümO-=>o:=> e11-lre 

el/o? ~e º"'cvef1-/.rGn GúU-.:;
1 

L:Yendrf', +lodomúrid .Jde lú 
l)CJtlú. :¡:::,ouei=-;11 ,e.::Ao;:, do-:. J l~:«io=:. derr1o:::..f.rúrori 0/ fr2{)­
rel'Vlo de lo"=" /JJ mE'ro-::> ?,: mo-::. cu1 18 46 

1 
0c¡u: lo húremo~ 

01"11 l)~Qr itJleor.'(J de rl)r,c;o,1e? de uor .. 0bfe comple_Jo 
_y (ú~ prop;r:cfode~ die /0 Íu>1C'•'Óll ze-/.0 Je O. 1'r?-rf1(Jt'lfl, bo.=d11-

dot'ló-:> e11 /0 prue.b:, de" '.Se- /.te:)_) -;:;-,c}o5. 
'?r:mt?rO .pr.CbQM()? e/o-:;, Ío'Mívfú :C. ~ UI? rf:: fC.(}:Qfi(Jfl Ú /e,:;_, 

fo(lc,·oflt-;; <Jcx) _J íl\x) 1 1t'I? u:.,Cuc~f\10-,, ('ir0 mo=>-lrot" 

que Q./ +e-ol"('mú de lo-::: r11.Jmerf):=> p,,·mo-::.i <:>~~f¡Ui vú len-k 

o/ J:r.~ l.Y (x) = ¡_ Lei-::; .fuflCiOr1'?::> í1C1ly cJU) 
X-HJ:l 'i. 

~Ofl f<Jfl('iQflQ-::. C?-=>Cc.i /OllúOQ? 5¡'-'<?' ~ú/./-0ri en Jo-::> pr;rn<J->, 

/J 41eoe :::>úlfb~ cJe 1 <?n codú pl'l'mO, _) (}()) -/-:e11e =úl­
-J-o-:> de /~ P C?'flCúdc, ¡.;r;mop. Sume;::. ~u0 ('l'li!Velven .ful'lc:o-
11e::> C?~úúlonúda::. de C?=>-4 ./.1·p:; puederi -::>t:r exprG~a<Vo~ 

oom0 itl~_:)rúle.::.,- CúMO ue-mo=> <?n GI "?i3u··~n./.12- ~ 



?ore.o C'uCJl~u:er ~vnc:ó11 or;4me' 4:co 

o(t1), ~c:Ci 
A( 1;) "' ~ ei ( n) dord.: A ( x ) : o s,' X < 1 

fl~ X 

..Sup:;~ofYIO-::> que + +:~f\e derivad0 
Cofl-t;>'lUO en el i1¡-l-enK1IO Lj ,x] Jorick 

O<_>.L..X. 

-:::¡:::-,, .¡. OllC~ ....,, 

(t) L a(.i\.((t): A(~) f (t)-A~H~) -

J < fl ~X 

J) e-rnco-lroC~Ó(I 
-5eo K:: [ xJ / NI= [) J ú~ ,' ~ue t~·(.,:)..,. l~(K) 

3 A~)= A (r'(I) 1 e11+Mce-:> 

n..:m+1 

ll.-4 JIHf ) =-~ A(il) .['(t.)d+..+-4(K).(CK)-A<m)Í(m+1 

,n .. «>-1 i ll 

= -~ r"H A(+..).( '(t.) dt .¡. A(¡~)+(~) -A Cm)+ {m-n) 
(\:::r 1)'1-tl J,.. 

- \ 1 o -



K K 
= - JMtf A (.l) .( '( { J dt.. ~ A(1) ./( x) - J AÜ}t '(t.J dt -

1( 

~ 

:: A ( x) .( ( X J - A y) .( (Ji ) - J.) A (t. ) .( 1 (t.) el i 

-, ecxernei 2. 

) 

(3) ÍÍ(x)= <J<x) + Jx U(f.} dl 
l~A z. {. 1~:i. t 

De1r10~ -l r c.c:ó" 
.5eo o(..,),,. 

/JCx!-? t = L oCn} 
f~X 1<1'>.S.~ 

.. 



tomúndo .((J) = /~ .¡ e(l (1) ccfl y-= 1
1 

ob~e11err10=::> 

(J (};\,. ¿_ o Cril I~,, = íl C t) I~ t _ í/ ( 1} /~ (1) _ 
1 <. ... ~ ')( 

-s t ¡, ( .¡_) d t 
1 -L 

hoc:~ndo -((,.):_1 _ en (i} 
lc;J ); 

(!Ofl 

-= cJJ( x) 
~X 

u(%) 
(~ 3/z. 

lo ('uQ/ prveho (.3) pue:::i-lo ~ue (Ji ( l) ::O :i; -l < z 

5eCJ 'X Uf\Ci uor:oble en+erú o con .J.,·nuv fú C·vo I .J.;efldc: ú 

;.,[:,,;-lo, =i; J(~) e:i vr'lei Ívric,'ón po'!:;>it•'llú de x ciC"'fJOfúf(JO:> 

por 



A ,,,: '•o C x' \ , "'"" • =O ( 1'\ . A demd"' .¡,,,,b.'e'" 

d (>r'\O fome'!> por 

\
() ( Q ( t)) \ ~ <.. N, N >º cu0rido x -1CO 

,.9 ( i) 

r 1 .J-ecr<?rr1G cJ<? /o::> f1•J fY1 erO? pr; mO'=> puede~,-
_[ ormu lo&o como ~!.Ju e : 

.\-o ( 'l( ) 

~ 

) lo tór rr'ICJ/ú 

= 1~ i. te ~ loj P 
¿~ 
p !. " r 

donde G e"' ooo f,oc;óo de x .fo 1 ~ve \ 8 \ "' N 000 

N 7 O , puecl~ !:)er eacri fo CO«lD 

- \ \ 3 ~ 



'OJ p 
p = IOJx + Ocr) 

Al-ero cCYl::i:<Pere-mo=> o_!Ju110-::. -fo,rno"!> e~u,.llO!err./e~ 
de I leor<?fl')j de fo::, A.Jómf'ro-::. ?r:mo::i. 

Lo::. ::3i3u:e11·fo::. rc:>foc>;oM::::i ~on 
'<':tu:vo r~ ... +e ::.: 

lf) /;«' 11 (x) I~ X =- 1 
X--. 00 /( 

5) 1;,.,., ~.'( x) = 1. 
x· _.,oo X 

6) 1 ; r(I YJ (X) = 1 
Y. -1 ro X 

D ~nio~-1 roc;ón 

De (4)) (3) ob+et"lé'MO-::. rt:':)pec./.i'ueimel'l+e 

IT ( X) 1 º) 't - ~ s ')( ,..,, ( -t..l d t 
X X 2. t. 

) /;'Cx) l~x ,,,<Jl(x) 
.X X 

?oró ~lk? (i.¡) impl;~ve (5) ,,,r:c.c:-:::ii·l-cuYlO-::> Ú ,,.,:comen~e 

d~«lO'=> 4rCJr ~LJE' (¡,¡} i mp /:ca 

- t 1 'I -



X --">oo 

.1. s X 

~ 2. 

?ero ( ~ l : 1Y1p/icú lí (t.) = o ( 1 ) púrCA t.? 2, 
t. ,, {: 

o~: ~ s· j,(4') d~,o(~s: di: dt) 
X z. -!:. I~ -t 

A horCJ 

A~: -'7 o 

~:>+o f'flúe-::.+rv 5100 (4) i.y¡p/iCCJ (5). 
?Cirú mo::.-tror" ~ue (5) lmpl:co (4) ne<!e-~;../-úmO~ prú-

beir ~ve (5) i ,.,,pfiC'G 

ti (t.) = o 
t. 1 c:.9" 1:. 

lJJ ( t l = o ( t) 

IJ}(t) dt=-º(~Jt_rl.i.._) 
'- 1 i( i.. loli~t 

t. I~ "t. _./ 

lo) X J '/.. 
>; J. 



'i>o, lo ·h)n+o 

-=.i:...o:i+o pruebú ~ue. (.s) ,'mp/:c0 ( '1) 1 o::i1'(4)_J(5) ":::IOll 

e~v:1101 e-rrte-:;,. 

?oro de.mo~tr0r ~ue: (ei) _y (6) .::ion e~u:volerr-f e-::. <a.::> 

fleO~~r:o mo-:>-1-r~r /0 de-:;~oJold(Jd 

lO Cx) ~ ( /03.d'- fúrG X>o 

X ~ .JX {~ 2 

lf (1<) = 2 <J ( x'lrn) 
r"(I~ ¡~~ ')( 

0 ~ '(> (¡:,} - lQ ( x) = ~ Ul (X '/ry¡) 

z. $"" ~ 1~2. )( 

-:Perede- lv de.f:fl;c.:d" de C.OCx) -1-eflemo:!> 

(J. ( X) ~ ~ 103 P ~ X ~ /\ p~ 

- i16-



'~ =>•' 

O~ tp (1l- lQ (xl ~ -¿_ x11
"' 1~(/1"')~ (¡!;j x) {f i, ~ 

~ ~ m!> ¡~~X 

rx 
-2.-

/~ x =- fi ( I~ x) ~ 
2. /'.:)' 2. 

clt11.·d,·e-r1cJo e11.Jre x oh +ene mo ":.:> 10 d fe-=.,!.Jualdüd ck~ . 
. Ahorú /" d~-=:.!Juoldod tr?ipl;co que 

::?01 lo ./.CJl"l40 (=) 3(6) ~On e-~uiuo/~11.Jc;.-:;,_;¡ -/ombie'n 
( ~Jy (6/ lo ~M. 

-:t«q:iezúrno.::> lo dr:.>mo=Ar0Cio'n de I Teo,.C?-fY!O de fo-::;, AM­
mero-::. r.ir··mo::;J eori /elYlú:> que pre púrúl'I fo pruebo, 

Lemú l. 

dMd e /ú oumú -e,e e:1..J.,·encle =>O~re .J.odo-::i 
lo~ ~fl+ere-;, po-o;.J1uo~ r'l ~ (FI númerc 
d" e~ eo11ocido Qomo fo C!o11~-fo11-le de 

Tvler). 



j) erno.::Arú<' io(I, · 
.Se ú 2 Q 1 t'fl~nor ell./.oero > J . .5 ·, h0c(?-fYlO=:;i 

J n = -i:;- I~ ( I r -t ) ~ ellc>MC> ? 

103 ;z :: 

=~ 

I':) ~ ( 1 t iJ ( t i f) ( 1 t ~) · · • ( I + ._1
_ 1 ) ) = 

I~ (' ~ 1i) 
n: 1 

= :i?.' ii! • ' ¿ j_ -2 
n= 1 I'\ n: 1 

_5cib<:-MO-:> ~ue 

O<Ór'l<~ 

( 8) 

( 9 ) 

e::. conlle.:Jen-1-e )J .J.;e11e u11 uo/or pooit1uo .ri • .Por 

lo ./-on4o 

<J.~(1 ')- I 2 6 ~,-ñ -z.(2-•) 

j)e (8) CoflClu1'fl'lO"=' 

%:- -¡\- • I~ oz .¡ ;t" J n: I~ i! ~ !,- Ón -n~ Ón 

- 118-



:: I~ z + Ó' .¡. ~ 
2 

dol'lc.le e e~ Uf\(¡ .(UflCIÓ"1 d~ z. ./.ol ~ue 1 e¡<.. N C!Or1 

N >O. 

1- =-~ +ó, mvlú M::> (l011duc e o (1) 

J_ 
2. 

Lerrlo z. 
:¡::-,_;::..+e l)flú COr'r!>fo,,./<;1 ob~olvfo C 

+ei 1 ~ue 

dMde le. .ovmc. !:>e e x-1-tendr: oohre 

-1-odo':> lo-::. e-r¡./ero~ po:::-i+.·110-:. n:s JJ· 



por ( q) Ul'MO-:i ~ve lv 0114E>rior oumo efl e I lo.do dere-
cho ~íendc.> ü u11 lí()H4e .(:"do cuorido z -H:o. ?or lo./-onto 

+ 
JO) 
e 

= lo~ r 
~2. 

2 -1 

L 
"'= 1 

103 X di( 
x2. 

1_1_ + 1 c:.9 a 
·z'-

~ 

C e~ unú CM::rtCJfl.J.e ob~o/u4ú.J:;.J..c,¡ 
C'oti duc"' 0 (10). 

- 1 ~O-



Lemo .3. 
3." Z. ((\) d e(\o+o ~ 1 (lJY1'1f\ro d<?- d.·u,·::.orc:-::. 
po~:+1110-::i de ri, e(lt0t'1Ce-:> 

donde lo ~UrYlC. ::.e e¡( fiMUe oObre 
-l-ocJo-:;, lo-=:. ~n+~ro::> po::>,.-liuO":> fl sy) 

~) e ºº (l I o:::> mi ~l'(ICI ~ (! Ofl::>+ún-1 e:::, 

ob-:>olufo-::i de lo:::. lemú=> (1))(~). 

))emo::=.-lrc..ci:ón 
':?ue-!!>-lo ~ue- z(,.,l ~::>'._]vol a e.1 t?Jme-rti ele 

pCJrejo? de riÚMElro:::. ri(JftJrCtle => <:¡) b .J.ole::i 4ue 
o 6 = fl 1 -ter1 e mo::. 

por ':), 

/c. OLia I 

a s .fJ 1 po ( S¡, d e flc-1 e mo ::. 

:::-;, UNlú 



er'\ lt. CtJú 1 b .S !j .J por 5_, defloforro-:; l<J púrte e-n 

1 (¡ (ll)(¡ f o ~ ry J b s "J· 
T(I fo,, e e~ e. l oc1/or d~ 10 :::.umú e -::. 

-t+ a<? :eflJo z =- J) _j t. = f o b+ e11l?l'Y10--;:. por lo-=i le -

MÚ? 1 .J 2. 

=[l~J +d'J { loj•-1J'+O UJ)-f (l~c)'-C+O(~) 
+ o (t) ~ § ( ¡~ ) )'-1 t lo;¡ » -/ O' ¡ - e + o ( ~ 

?ore-1 mlon'lO prOC<?d:mien.f.o Jef\'10=> i;¡ue S~; 51, 

:Por lo .+onfo po,,. lo:=:. 1 ema ::i 1 _) 2 

3~ 1 ;;;;_ * r ·e':J .. <.l' + 
0 

( t 1 r 
= f ( I~ J)' +J" I~ j + J"' +O ( ~J JJ I 

-1?.'l.-



~CHO <!t1C1l~uier e-flfero h ~O def.-r1•'mo=> Vfl(J fvncto'l'I 
Or•'+me'+.'6(J por fo eeuoc.·o·ll 

dMdr? lo o omo ~e e-x4;e,,,de 50bre -+odo:!> lo~ d•'if•'~re::::. 
po!!>; ~iúO-::i d de n y )J. @::::>le, fut'IC.•'Ófl de M b" biu:::, 

del.·11ido e11 e / cap1'bJlo :rr. 

L<?/'f\ú q. 
_5; Vf\ flÚmero ncrlurc.d ne:::. d1·v··~;-

ble- por me/~ de h pr•'mo~ d ··~+ifl-
.J.oo eri+oriC!e:;, ft'0 (1'\):0 



Demo~.J. rnc:ón 
.'.?ca(I h =O !CI 0(1rm(J~··dfl e:::. uerd0d~r(J · 

:'.?od~t't'lo~ ~upo11er ~ue h >, 11 u~otYlO::. ,'flducc.·o·fl ~obre h. 
StJponer(lo::> ~ 1 lemo 4 verd0dero porv ./ooo::;, /o:::. funa.·one'::> 

""' (.,) con .(-J ~ ~ - f.~0 l'l = p- fY'I donde o.-~ 1 .) '1"l 

no e:. d;v"-::.d:ile por e I pr•mo p, efl./.once-:>. 

dMde. /CJ. :>llM'..1 e1../erior del lúdo dr:-reoho :::.e ex.J..-ende 
~olore .J.odo-:. lo-:, d;oJi~ore-=:. po-:;,:./¡110:;:. d1 de rri _!} /ú 
=>UmG tn-lernú -::;ohre- iodo~ lo::::. d:vt.=oore ":::> d,,, de 

?~ en fonee-;;, 

?u e:::.·fo ~ u<c fl ~: ~fl e l'Ylc.i' ~ ele ¡,, .( oc../.ore -=> P' ;mo "!> d: -
Íerer..Je":) 

1 
>'Yl ./.;efle mci':> de h - 1 foc./-ore-::. pr•'n"'IO-=> r:J;-

.f erefl+e":J. '?orlo -lon·/.o por htpó-le.'=>•'~ !/-:::,(..,,)=O 
p ú r v '=' = O 1 11 • • • , h - I J e 1 + e' uvi: '10 re '::l -1-v n-1 e 
~ CM) yr,1

0 
( po<) e:::. -ICJMhte'n !!J vol ú cero pue:::.-lo 

-1 ?.l./-



Cvc..nclo x e-::i tJr'l f'IÓME>ro po:,i./•'tJo 1 húCiE'll­

do 

)¡ (d) ~~ (d) (103 ~ )~ ) 

t<ni=L>i cdJ 
d 

d011cJe l(J -:>U Mú ~0 e-J. ~: e-ncJc:. ~re +oclcc lo::. 
d1\Ji-::ore!'::> po:::i~4:vo::> d de el fHÍt'l'lf:lro po:::.~-

4: vo n 1 en .J. oM E"-:> 

+ ( \ \ ~ ( I~ ,. ) " 

) 

t ( pO() = - ( 103 P) 7. + 2. ( I~ 11) ( I~ P) 

cloflcle pe-::i ufl pr:Mo .Jo< u11 el'l.J.~ro ~f. 

donde p) ~ ~on pr;rno~d:.(e.rf:fl·/e.::.1 c:1.3 
(3 ::>o,, e-fl./.~ro:!) ~ 1; + Cn)=o ovafldo 
n e':)ditn'!>;b/e por -l-re=iomo'-::ipfl'mo;, 

d,·.f e re11.J. e":>. 

-1 ?.5-



+ ( p~) = ~ \ (d\ = f 4(d\ ( I~ ; ) : ¡,¡o)(/~•)\ il(P) (1' tJ" 

+ . . . + µ < ro() ( I~ ~ r = ( 1 ~ 1i (- ( 1 º.9 ; ) 
2 

: - ( !03 p r· t l. ( ( º) X) ( (03 p) 

.[ ( p-< ~ ~ ) = I- ~ (d) = :f' Ñ ( d) ( ( ?.J i-)1' . 

= J.l(d(lo-9 xl1,-u~(p)( ¡~ ;)7,-1.l!(~)(~tr + 

-t.4 ( p ~) ( I~ p~ t 
~ ( 'ºj X { - ( '~ ~ !'- ( /') ~ f + ( \~ p~ ) \ 

Lemo 6. 
'Porú QVol4v:er ~J...,,,ero ('ICJ-lvreil x

1 
..f er18 tYIO~ 

-~ ?,(, -



J)C?rl\O-:>~rc..c idl' 

Como 

donde lú O<JmC> ill.J.erior -::>e ~d;e11de ":>Obre ~odo=> fo::;, 

d;u;-;:,ore-=> d de e().J.ero pü-:Ji~;vo ~. Por -fCJl1-fo
1 

pue-::ito qve 
e I nJMe.ro de .,,,.,J/41plo:;, de. d ~ 1 _j ~X e-:> 3val ú [x¡J] 1 

.u (d) - i 
d 

A-:;,,' ~ue 

s l+X-i=X 



'.VCJrú C't1c.il~uier E"fl~ero po-=::ii4;vox -le-~­
rY>O~ 

do.,cJe lei ::>UmCJ ~e e~ .f;encle =:>obre .fodo:::. 
/o-::,, e,,., .Je ro-:. po o,·~ itJo '=' d ~ X. 

Defflo -:.4 rc..(';011 

A p/icn .. fldo el /emú 11 eflCM./rorn()::. S¡ ue e./ /ocio ,· z -

~u:erdo de lo 0Íirmeic1'd11 eo .:Jveil o 

( L. J_ -t .. e .d.) 
tlSt. n 1 X 

dMde -l X 

"Ad ) 51ue Ufl en-lero p~r-

doflcle ¿ recorre o 4odo'!> lo~ d;u,·oore "::> po::.i+,·uo~ de 

'°"'¡ lo pr1'me-r0 ~umo ./,·ene el uolor f 3pore1 le-mo 6j lo 
~~ ur?do -:itJl'flO 4iel)(: uf'l (.)(, lor ob:::,ofu./o ~ J". TI ualo,-
a boo /uf.o de /ei -k=rC!<?r c. ocJmú e::i o fo me.' -::i 

--
X 

1.:: e, 



'?eir<i Ct>CJl~ure,- l'\lÍr'Yle-ro no~urc¡/ f'I ~e-re-
<YlO? 

lú oumCJ edier'ld,·do ~bre .fo&o::::. lo:> 
d.·u··~o,.e-::. po-:>ifil.IO"=> d dte n, 

Demoe,frCta:óll. 
? ue-:>f.o ~ ue C: (" 1 = .f'" f / 1 ú oumo cc11 .J. encliclú 

~lore .J.odo'!) /o:::, d;ui!!>o,.e-:::i po'!'.>i.J.;uo=> ¿ de n/d 1 e./ lodo 
r :z ~vi e,.do de (, 2.) ::>e Qari u,· r:r-lr: en 

doricJe fo or1mo i(l./e,;o,- de/ fo.do der<?0..hó .::><? cc1..J.,.~ride 

e oh re .J.odo::> /o:::::. d; Ui oore:::::. po=:.i .j. ,· Uó::> a, de. t'lb 1 e!!rfo 
.oumc. ~:::::. 3ucil o cero crr.Jondo $ =f n __j _!3Uol a I QVút'ldé) 

J = n, o~,• e 1 lodo derr:-chó e::i !_jua 1 o /. 

Lemri 9. 
'?oro ú!XJ /f{uier en...Jero poo:.Ji~O X ./efle­

>'YlO :> 

( 2=" A{ CcJ) ( I~ ~ )~= i ~ x+Q(I) 
13} Q '*t. J 

dorrde lo. oUMú oe <?1'1 +:er'lde oobre 
-kdcc lo::> err/ ero;:j po:::::. i -l i uo ~ d ~ X. 

-1~~ -



J)efl'lo~~rúCicin 

Apl:cCindo Q 1 le rro ..3 pcuc. .J = A/d1 e I fo.rlo iz.-
~u:erdo de lei Íórmul(J (13) puede :::>~r ~ocr:-lo como 

¿ ¿ ~ (d) [ 2 2'~) - 2 (' 1 ~ : .¡ J1 ¡ +.( ~ + 
d~x d ncl~A 

dMde ~I e':> fY\enor que u,., ú ºº()~4 r....fl-' e Pº!;) j 41vo e,, . 
':?<.tr(J ~o dú-:> I a~ x ::.0L e 1efl·fo• m eri-1 e __J r<.tnde ~ e 1 uo /o,.-
o b~oluk de. lo afl~e-r:or ~um:i e-::. fYld=:, p~S¡uertú !:fue 

doflde lú :::>UMú 711-lerior del lúdo de- .. eQ ho ::Ro e-x./..~nde 
::>Obre -1-o&o-:;. lo::> diilJl:!>Or~-:;, po-::;,: .J..·llo':> r::J de. K. :Por e J 

~:J ndi CCJdo <:fo h-:> l~ú ::> B _J 11 

.5 = Z I~ X 4 0 (1) 

-130 -



t:f\OIMe-flfe ~p/iCCJfJdo le::> le>'Ylú ~..3 6 e-1 kido 
rz.~uierdo de (13) e--:>_Jvolú 

í?. /::_9 X 1- Ü ( 1 ) 

L~fYl(.¡ 10. 

L c. ::>LlrY'/ú ex for¡ d;cfo ::>Obre ~do:::. 
1 o-=:. primo~ p $ ~ 1 -J.<:-.-¡emo-.::. 

(1~) L ( I~ p) ( I~ ~ ) =0()1 I~ ~) 
p $"l. 

D emo~+roQ.~611. 
,f3,'3: X/1<:_9x lo oumo d~I lodo rz.4u:erdo 

+ ( I~ I~ i'i) _L l?_J P 
p.$)\ 

Obo€'r1Jomo::. 54ue. e:.-fo ..ruflCio'fl -liefle ~IDf-de,, de 
rn93..,:-lud o e X I~ /~ x) el Cu4 / \?.:'.> Ull fOC!O .::)uperi·or 
~ue (1~). 

-1 3i-



LG ou:"fl(• e de"'d~cJ,, ::iob~ la=> p:iteflC'~G::. 
de lo-::i f>r:rilo-::i p<>L~ t 1 <hick 1. e-::::i ol'l f/Ú~-
ro nú./vr ei I 

¿• lc:;J p== O Cx) 

.De mo'='-+ roCiÓr'I 
Lo !::)l.J(l"(J del loclo :z.yu;e,do e-:, !.Jua/ o 

CO ( xl + lO ( 17) + lfj ( VX) + .•• + () ( ~) 

donde \~ ~ :::> icl entero mú''='_J ror.de 

'iii, /o +on+o 

(j)Cxl + K úJ ( n) 

O C ~) + 1º..9" o ( rx) = O C x) 
lo_J 2, 

_s,• {(.,) <?:::> lo .(u11C•"Óri de .{:nido eri eJ 

/~mo !:5 .fel'\ef'l'ló:::> q.u~ 

.L f el'\ L. ( ,,,.) (Jl(Jll + i;:;- lQ (~) 1,. r + 
1\ .. ¡( 

o (X I~ 11) 



.DeMo~ .f.l'Clc:c)ll, 

donde. le. ::>orne.. de l 1 úclo r z.~ u:errk> 
~e ~x~iende ::ióbre fticlo-:. le:::> 

e,..kro-:;, po:::,; +:11o=o fl ~ >: _J /e,, 

!X!mCJ cJ~ I lúdo der~cho :::e 
~d-lt"11de ::io.brc:- +cdo=:; lo=i 

P' imo :> p ~)} = IT . 

De 1 1 e-mú .5 ..J. e11emo-;:, 

.f z Le 1~ p) e 1~ ~i 

dD11de 10 pri mer0 ,:)VrYlCi "'"' e 1 fo do de rec.ho e.e<:1../.,'er¡de 

=::.obre +oclo:::i la~ po-1-C?t?Ci'ú-::. d~ pr.-mo-:;, po<:$ "1
1

&>(. e :::>un 

número fldUrúl· I<, -:ieCJu11clo oVmG cJe I Íúdo clerec.4o ::ie 
I _../ 

ex 4 ;ef'ld<! ::iob re ..f-OcJG::;, lú-=> po.f.. e-ne :o=> &<: f' ··mo~ f""') 
~~ -lo/e ::i ~ve p-<~ 13 ~ () f < ~ 1 donde <=>< _J 13 =>M 

no.Ju ro. fe :::. • 

~ l(J pro'«i<HCJ oumú del lc,do drare-c?to pr.-mf!.rDQOll-
01·deromO:::i ./c"J +e'rfl'lif/O::> ex~~. _5,· cleno-f.(.( rnO=>(XJr 

_j (X) e../ flÚ m flrO cJe fo~ po-l-eflC i' (J::;, d €! (Jr 1'«10 -::. fo.< ~ ~ (lol'? 

~ ~ 2, vedlo:::> ~ve le. con-t,,·.boc c.-o'fl de e::::>.J.o::;, ·fo'r­
m:no":) o /o. oumo e:::i a lomc/::i !_Juol ú 

dor"lde. l'- e:::i icl eri.J.ero fl'1d~__9rúflde -1-úl.r¡uei 
A·::n' 1 G Q.ori.J.,,·.bucc.·o'n Y\O e~(! e ríe o 

-133-



Clon -;:,; &r;. remo'.'.:> 

e" le, P' ime-rei ::.um ú 

de €'-;)fo=> .Je'rfr'lillO<:> 

lo~ :::::..9 u;en-le => .f E•rm1no::. con o<= 1 
de I l0Cfo cPeree.'10. Lú C!Ofl ./-,,· l::,uQC~o·,., 

e":) _juo l ci 

( /~ p) ( ¡~ ~) 

= (ley") LO (lÍ) +o Cx l~ x) 

d€' CJC1Jer<lo o 1 lem0 to. A "::>i' la pr.·Me-rO ~Uf'r1ú del lado 
dereC!.ho de /0 .(ÓrfYlulo (15) e:) !_9ual G 

Tifl<il«iei'l.J.e. úOl'l:::.;der~mo::i fo :=..::Jundo :=>UIY1G da/ 
leido derec.ho, Ap/;cc.it1cPO el lem0 ff porú x¡ !{/?> E'fl!!!Júr 
de1. vemo~ s¡ve le. Con~r:.buC!QicJ11 drc lo=:.-1.rfrm,·,,o-::, porú 
P ~ 2 y ot .>, / -L·e11 e or&e. n de m!:Jn i'tU d. · 

) C 1 'Y ~ J o e ~·· ) = o e' l 2 1~ ~ ~ = O e'} 



:d 

QMverJen.Je;:, pve::,./-o ~ue f!> ~ z, A-=>.' ~11e /ú .::!!JDrrJr" 
otJmv del lvdo dereC!ho t:e=>..!.JuCJI o 

lt?} z L.c 1~ p) e ,°-9 ~)fo <x) 

1 ei oc>Mú 51ue ~ e1...J.¡ er'lde .::>0.b,.e_ ./.cdo:::. lo.o primó:;:, 

p y~ +"/e:;:, ~ue p~ ~~_J f<~ • _5¡ hocernc:> 
3:: ff lo oumú oll~er:o,- ce:::. }Jvq/ CI 

= p~ ( f~p) ( ¡~ ~) + {;, ( /o_Jp) (~~) -
f'~ !: 1( fY ~X 

(ló_J p) 
:z. 

L º :::i :1. :i v ""c. .::i a (l +e. r to r 0 ~ .+ ,· e ne 11 e¡ 1 o Me/ => 0 r d 6 n 

de ('(19_Jf1•'./.vd 

( (j ( fi)) z = Ü (X) 

re-~p~c-l-;uom~fl+e por lo.que QOflClu.-mo::;. s:¡ ve (t:¡} 
e ::i !_j oo I o 

-135-
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L ( 1 o q p) LO ( t) + ¿ ( ~ q ) (J ( t ) -+ o ( >i) 
f 1=-J ,.....,, ~~) 

= 2 ~ ( /~ p) (9 ( ~ ) +o (,.) 
f{,J 

...J n -lrodvúi mo :::> lo:::> ex pr0:::>iOll~ => ( 16) 3 ( 11) en /o .fór-
mv lo (is) _j oh+~rieft'10-:> /,·nolmf'n~e el le.mCJ f~ 

--¡:-~núhz.aMO-::i 0011 lo demo-::,-lrGC•°o'fl de. Íú .fo'rmvlCJ 

bo•:::.,·cc, de .Selbe.;5· 

n ~X 

l~orel'l'lú 'I. 
H o e.te ticJ o ..J = JV .J. e flE'mo :::> 

LP ( x} !03 X + ~ L. (} ( f ) 1 ~ p -2 X~ fa 
P$J 

~O (x ~ x) 

D e-mc.::i+ ro e io',ii. 

?o,- el lefflú fZ el Íado t2s¡u1·erdo C?':::l.!3 uo I o 

.( (11) - U ~ X .¡.o (X 193 ~J 

-1.3 (, -



+odo? lo::. d.·v¡ !!>Ore-::> po::;.i~; vo-:::. cJ cJ e ri. Me lo ~CJn./o 

5 = ) >i Cd) [-}] = L >i(d) ( ~ - Ee1) donde ostd<f 
!;;- d~x d 

hoú ie(\clo :e = 
( /~ ;\)1. 

.f efJe mo? 
1 

• ;?;. ( /~ i)' -" 2 ( l'.:Jx) '-11 X ( '~ ( '<>.9'l r = O<xl 

-t O ( x ( l~ (I~ x1)
2
) .:: o ( 'f /~ x) 

) por e. l lema q 

5 = ~ '.i loj ~ +-O (X /~ X) 

-::t",, e/ .J. e ore mú 3 ~ ::>4-ú b le.ci' mo -:::i Si u e e I Teoremú 

de. lei::i IJómc:-ro~ ?,,·mo:;, e:::. G-qviuolc_>.ri-/-e o la. ·prop:;-

li/'}'1 l.O Cx) :: 1 
X --:, ro X 

a~u.' cfol'l'lo=.+r a remo:> '2=>·1-ú propo:::;1'C1'dri de Ullú. rrr:111(:rC¡ 

e lerrtefl.J.et l. 

--:PúrCA x Q re-Q i en f. e e 1 e.oc 1 e fl-k 

-L3+-



.f;ere º" 1,·,,.,,r+e rn{ericr ú) uf\ l/Mi~t: :;,uper1or A, 
eil~MCe:i O<. CJ -E- A. A::.i' ~ve porú pro.br.ir (.:,) T€11e­

MC::::. ~u~ rflo::.~rúr 4ue 

Lei demD~ ~ r ú C!.;0•11 v:.-::rlc/ bú ::(.idCi pr111Cl púlrn e,-¡-Je etJ 
lc.i .Í.c'rmulei de .5e l.be~ 

¿_ 123PP ;:: /~X +o (1) 
c~o) p ~X 

donde. le. ovn'lc. ~::> ex.fry¡d,-cJo -:)Obre -lodo=> lo"::) pr1·mo=:::i 

~X· 

( i...,., 
)( _., cx::i Ífl.{ (p(x) = Q 

X 

-1.38-



Ue mo~~reic;o'n • 
T==.. po:>i hle- &~jwr o r. -1-f'nde-r o ir'I .(uH·to de ./-c../ 

f'fúflerú ~i.Jc?- <.PC~) ~ :endú e:. A. _s,· E e =>u.-¡ 11úrt1fYO 
X 

po~:~,. LO dúdo, ..¡. ert?mo ::.> 

(!) (}) > (0-E) ~ 

pc11ú avo I~ u i(?-r J ~u.(.· e,· e n-1 e m:n./.(2 3r0nd :_y (J tXt IS/u N: r 

pr: m() p sy :: "71 _y P Or -Ion ./-o 
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