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1

Dxviai @z v1tDAD

La ecvacign ax=b aen aoeficiedtes eqteras o slempra
—+iene solueidn eatera x. Enal cozo gue x =sea vnedtdro nos
conduce al ancepto llamado doiviai bilic)od gue es uno de fos
fondamentos prinei pales de lo Téorio ob Jos admaros . A ries
de dor s dadfinioto'n de e’ste_yous apl/Cationes , @ saribimos
@ Continyocidn un heaho mdsjenero/.

Teorema 1 : S m es vnenfero positivo_y n@3un

anters arbitrorio, enton0as eriste exato-
mente un par de eﬂ‘erOs_gJ - ol
qoe los aondiciones (1) n=gm+r y
O r<m ap aimplen,
Demoa-tracion :
pr:'m@rol- mos-traramos gue (1) +4iane
al menos uno =0 lucicn,

Cons: daramos al Oo_ryun'/‘o D= /tx 527 cv:n—-Srn)SEZJ)}

pora o eleccion  porticular o iquieate de

N -1 s n20

n -~r n < 0O

el néméro n-sm es no ,_904.‘/0 0o/ D Hiena @ leman—
Ho= positives. i soboq_ryum‘o de elemermtos no JO’L'-V

vos da D, pore! Frincipio de/ Buen Orden, ficna
vn elemento minimo. L lomaremo= r o &sta o lomerts
v g o/ volor oorrespond,t-xm‘c-‘ ok S paro &/ . E ntentas
r=n~gm=20, r-m=n~(g+1) m<o, o esta mim-
ro (1) se sotisfoce.



Faro moatrar lo uaicided, supomemos gre o o
Jo pod@moz esoribhir como n=gtm+ r"/ o= r'<m foaro
§) - €&Z. Eptonces o g'<g, n-~g'm=r>n- C?"}m
>rem2 m, de fo mism mancrg BY 9 < .‘,Z' oé"Lenemo:s
~2m. #or lo+tont $'=g Y e
Coando r “+omo el valor cero en o/ “eoreamo 1 e~
mos; :
DeLinigion 1. 5; my N e::"/c/ﬂ e Z, Con m# o. &_
eimod gue mIVidE o n slexiste g €
—Jo/_yu@ n= gm. Er aano gontrario d‘_.
remos Gue m no Jdividk o .

n 4 m/f/n porc  in-

drear gue m divide an_y m o drvica g n reafo@(:lvlf—

vamente. E | syviante Fecremo =@ demvestra lrecto-

mente de lo dedlpicion 1, por b gue o haremos la prosbo,
Teoremu 2 . Sean m,n, 1, x @ y erferos,

o) 1) Poro cvalguier m o, ml o 4 m[m

U:aor-@mo::. /o:; no-/*ool'one:, m

ff} Para oua/guier n,*4dn

b/ Sr min y nid en?‘c;/x'é‘:s m[/

C'} S m'nj nlm emncés m=%n

d) Sfmln ) m / em‘om@s i

(ax +/})
e} = mln entonces lml = lnl

f} = m’n @ ntoncas m/ /zﬂ
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n

j) 3 /ml da Y ,{—’#0 amfonles m

A) = m/n/) m*E 0 enmtonces (7';")’!71

Los sigviemtes dos definiciones son muy JHiks;
Definiaien 2.
X.J = n=gm y l:_?'m, eafonte= m
=a lemg aomdn divisor de Ny /
1i) Dados myn enferos, sieista
un entaro  positivo d ~+ol gue:
_r) o es oomin duiser demya,
2) C]Uo/_?uier comdn clryisor de
myn es tombia’n dirsor de
o . Entonces o es lomado e/
Mozimo Comidn 1) ivisor o/ey n,
gy es desig nado por o= (m,n)_

Ou-‘zd:,JO o6an —fom-‘//orea e afom -‘c/e05/~ pc/e-:ﬂ‘o
gue =in mych esfuerz0 podemos reconccer gue (15, 2/}:3/
pero m goe (y1y3, 10 672):2?; 4ol vez PORUe 4147y
10672 =son rnﬂo?'e: gd@ lSJ 2 r@:spec“‘;"mm@n'*@. S’;‘n
emba_rjo, /’ﬁ) un oigoﬁ-t‘mo mediagte.eloua/ podemos
encomtear el mdiimo aomdn oivisor ofe dos ndmeros do—~
dos Ao importando gue Fon_grandes sean ¢stos. s~
4e metonisamo a@s conaerdo Coma ;- :

=/ algoridmo e E yekdes . Lados m 40 enf@ros
positives +ales gv& m=<n, @ ntontas ,oademos ob~
“ener o Dgoiente sucesidn  inl-o oa edvo-
cilones



< r
k-2 SK K-"" fx ) 0 < r'K -
r. = +0 r = Q
K-, Qn.r" ) K+

Demoa+raa;o‘n.

‘ Por el-4eoremo 1, podemos es -
¢rihic nz gm +r donde 0% ram,s’' r=g,
~terminamos Con lo edvocidn n= _9m.'.E"/ Qa0 me
importonte @s cvando rsk 0, pres aplicando,
nvevomende e/ “feoremG 1 o m _y obtena mos
lo eguocidn m = sg rtn donde O r<r

De nvere a: r, 5o, aplicames of 4aoremo 2
ar g 7. obTtenidntlo  p= 9, 0t glonde
Os ry<r, .« Ahora Supongames Qoa podemos
aplitar. repesdomernte e/ algoritmo ok lad:-
visidn , digomos  K+i veces , enfonce=s obtena-
;rgos Paea =9 et Tx donde O = K< ko,

veato gue los residios forman vnu sude -
a0 deoradiemta de anfe ros ponidivos
IRl I R PP N >0; 8@ 3600 gud

en yn ndmero {inito de pasos e/ prodesp
~Ferming , gf:gamcc en K+2 pasocs ,es def’:‘r
gue a5 oy 0 , obtenemos ry .9 ,— i T )

donde ry, =0.

¢
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7mb_qjamo: COn m_y n enteros pO3IFIVOS  pero
~Tombien E/ A_{gow"*mo de Eyclides e verdodero
poru todo por da enteros . E / Feoramo Que 3igve ros
oseguro 10 existencio, /o unicidad ofe/ mdrimo aomdn

oiviser, y ademo's edmo puede ser @nCoTFrodo madion-
“a e/ A_/jcrﬁ‘mo de X yalides.

/eéoreamo 3,

Paro edo ly yier pour e enferas po-
~fivas 1y m, o/ mdaimo comdn divisor
= (n, m)
]) E xraste
ir) == oo
14§) Ea+to/ gue axisten enderos xe y
poro /os cyales o= nx +m_y
Jt/j f-:"lo/_?ue‘ los anteros o, Yy
pueden aer enCorudos en yn
numero £in'+0 de pasos por
e/ /?__/j oridmo de E yalides.

Demostracion: ) Consideramos a/ Algoriém
de Evalides ofaserido gateriormearta.
Ss. r=0, elalgoritmo consixte dauna so-
/o ecuacidn n=gm, esclaro gua m Sabis-
Laca los re_guer,'m"em‘os de /la desfintion
2(éf) , a3/ gue d=m . [ rsto, mosta-~

remes gue r, eae/ mdimo comUn drviso,

O/Gﬂ_y m, 8/@n e/ JSI4ime realdvo ne Cero
en al /L/;Or.'%mo de E yelde=s fen e /0030

=0 Qondenimos deLinir 3 = r).

,DeAemos mOs‘*‘/‘ar— .9U@ ~x poc@@ /a:,

prop redades ('/J ] ofe lo deﬁn,'c,'dn 2Aée)

- 5~



Procba de (1)

r = 5 -
de r, ., 9,k %€>

jue gue cy Sivide o K., de

?

= -+ = -+
r“-z 9x rx-; s (.9'( $K+. 1}rf<

Se s gue ry devidag r 2
De monera sim: Jor, re?ro 0a ofiends
¢ vacion porequocin en e/ aljoritng
eavortromos gue ry divide o m 4
fina/mente gue r, oivida a n,
Asigue ry es yn divisor Comyn

e n_y m.

Pruebo de (z):
Saa d' walguier comuin
oursor de 2y m, as/Gue n= Fo'
Y m= OO/,. QGO rrf_s)/emo:) /O
pri'mero elyod,dn de/ olgorttmo
para ver gua (r=n~gm=( P-g 0)d')
d' divide o r.
E ntontes reare g lindo lo segundy
- ecvotion (r,=m-g r) mostramos
Gue o' divicke a ., Heelendol etva- -
Qrdn por eCvacion en el o_/_rIOrh‘mo/
-f,'na/memle en(’d//“ff‘amo:_p(/@
(e L T PK-I) o' divide

< X.

Frasto gie  hemos mostrads gue ry posee fas
propredades (1) y (2], se oigua de lo dbfiaicon de o
goe i =¢. Por lo+tort , al menos vn estero O'=(nm)

Qrlsva,

-6 -



j}} Sean ‘,j_] d' oo mdiimas  ocemune=s ofivrsors

e gy m. Por lo prooedod (2) =e Sfgve oue por
Un hdo d= Kd' o por otro lado g d'= S, en-
~+ongas o= T por el ~Yaorama 2.
—Lnverac menta , a! S=1 ¢ o es vn mdaimo comdn
divisor de nym,enYonces d'= S, Famban as

un mdumo aomdn diisor de a2y m

Da esto monare e/ mdyimo Gomdn diviser de

nym es Un'Co, ,
Los damesrecionas da ()i!/J (v) se okn o~

rea-/omeﬂ‘/G Jor e/fm.'nao,'oneg Sygasvas (adn auano'o
eo muy lorge) de r, Feeg, "t 4T del siate mq
de etvotiones oe! algoritmo , comenzardo €on

r,=-r - r =fr, -3 - - r
KoKy x K~ ["-7 Tz rK—a} K (rK-_a jw "‘1)
/

descvdrimos Bnun ndmero finito de ,as0s, fos enteros
X ey aonvenientas +oks gve ry=nt+my . E nel0oso
r=o , “fenamos gue d=m 4 93/ pedamos ~tomur ¥=0
e y =1, parcten,r d= ny+my
——E,Temp/o: Sin=2 210_y m=493 elAlgorimo de
“Eoclides se puade estribir Como igus :

. g -
m= 493 |1 A210 =n

1 472 23,
r=233 yq3
y 76 V=92
f;:” 233
238 [.:9,)
rr=Q



‘puem‘o gue 2=0, T énemos gue ;= 17=
(72/0) 1/93/, DOro FO(’O’T*I'GF F e S JnrComenTa /)ﬁﬁ yue
G/,'m,'nar or oo /0:3 egfualones , 0omo SO 17N

17=m=2r=m ~2(n~Ym)s-20+9m, porle turto
064@ﬂema3 puve X ==2 Q:J-‘:?. ’pOro G'*/G.‘C'?{Uor- "/O/e/:'m,‘_
neceldn @s Convaniersve Coamervor /0 /fedros s 4™
b BubArtvir dnicomeanta /os nimaras §,. en Cada paso,
S no, entorcas n=(n,0) , por lo Fonty @/ simbo
o (n,m) +'ena sead:do en Cuo/Gu’ er a0 exoepto
pore (0, 0] dbnde olerlomente no “iene Sent'do, /eto
goa cwalguie, emfero esundiuise, ok 0ero,
Oé:seruo,- gue e/ eoramo 3 yola Parc 0(/0/_? vrer 2o
de exteros mo om bos cero.
Domos yna /a0 oe propiedudes e/ mdrimg
Comdn d'visor.
1 éoramo 4.
Z/ mdyrmo COmdn divisor ‘/f'ene
/o 3_{9”"9”’[5'3 /Dro,O/'GG/ao’es R
o/ (o, 4] =(b,a) '
8 (a, (be))=((asl, c)
~ a) (ae, be)=1¢/(a,4)
d] Seana,,a,;--+,q, esteres de-
—f;'n,-mo:s /D, = (O,I 02/, D2= (D,/ 05})
von, Dy, = (D"-z, Q,) esfonce o

(O,, 02/“'/an)=0,,_,

Una de los aplidcelones drrectos dal-teoramg
3 es la S0kioh de eavaciones da lo formo nA+my=C,
~tq/ Goe v Solwiones =ean @steras. @adis edualionss

recrben e/ nombre da Ecvocione ~  Lineoles LVotan-
“+inas. Paro e/lo @A/ PENDGr @n UN EIGUANG

-8-



poro enontror un almero inks nito o =o loronas
én Qoo ob _g(/? e‘fh':r/on/. e/ exgdemo ,Or/@oé ~er ,L,_@/-o,_
exp/lioado por medio de vnejemplo nvme'ri0o , 07gOMOS
Sn+22m =14, H)@:ﬁ)_yue n ea un enfero ,j (/3-22,,,)
debha sar vn entera. Escribtando n= £ -22m-3.9m +

Jd-2m 5

£ vemons _706 3J_ (3 -2 ,,,/ cle be 26 'tzaméfo'n

Un en‘f'ero 9/‘/_'300703 2.

I—:-{oda - P 2’?77‘52';“:3
5

Hhore ra,of‘/omo:s e/ mramo g/_-gumem‘o roure
Lmnm+SL2-3, resalliendlo 0omo caten £ara 2 Jor’ Gbts

gue Yengo e/ coeliosamia md's pegueso !
dé‘ a'ano’@

th=z F-62 = (-zu=4 =2 ,
i R

-{_ = =z < /Z , 60710006‘5 2:/~2'£ . ()/Oramemle

Z Sera’ Unendero parc 00alguie, emtero . , Fenemos

Que  m= 3-5 (1. 24) <1457 3
2 ) .

nx /P22 (-s25%) = &~ 221
&

MNes avn , @s £eer/ ver gue evalgyrer Solkeio'n
[nom ] delo eavotion 0riginal debe ser de eavo forma,

e e ate manarc tanamos uno =0 /u(h‘ohJ enarq/ 06 /o

CeGo o,



lo mismoe flofea e a,o//co O/C'osojcrpm// fm
Qnun c;q maos €n /0 =/ u:‘e/ﬁ/E‘ N
pm,oo::;e«'o’n 1. Uno congiaidn neocaoro gy Do~
Hielente poro goe f eavceidn nf+my =0 (2), Fengy
uno solidn fn,m ) en los enteros e ve
d, e, doade o= (n, m). S etinta vmo ao/m,b',;/
@rratan vna rmfinidad ofe :30/00/0/&?5; e la=s =0
@ roodamesia nymeros de fo +oran
”7

n:n0+-;—1t , e my t Olordla + €Z 4

/’70, m, ] es une maltdidn /oar“//‘C’(//Gr,

D) emos Tracon -
Motemos gue (2) no +iena solwc.oh

Q menos gue d,e donde d= (n,m) 4 guesseste
régoarimiento ae notisaq, podemos dividir Com-
pletomenta o (?) por d _y 0b1enamos una nuedg
eevadion n'X+mly =c’ (3) donda (n! m') =1,

For e/ +eorama 3 pedemes alirmar  Qua exista,
Ny
gue ((0‘ h",l c"m;,)] es vr6 Solvesdn de (3) . #o-
clendo ny - C'ny [ myzclmy _y S5 % eacvol-

mi € Z ~+qles gue 7' nf rmimss 1, O3

guror emtero , Fenamos
a' (o tm't) + ' (my~n't )«-‘ n’ ry +m'm, :c"/
de asto manfru :
, Mo ~a't { @ um solvaidn 0w adk LeZ,
Finumente, s [ n, m, ) es Cualguier soldrdn da
(3// “enemes  n'n, *m'm = ') a‘dtm'm 0y
res Fdnobloa, n' Cr, -n,) +mt Cm, -m/=0.

/”a+ m L

~10-



As' n| Cmg-m), my-m =0t y m' (no-n,),no—n,:m'tz,

F ado 0o n,:f{)—m"f.z ,m, T Me-n'tl, y como a'atoD nd—
meros a0tis facen (3], +emmos tz= . or lo +anto
Cvolgviar soluoion de (3) esde kb formo

fagt w4, mq - L) dude L Z

S un par de ndmaros 10 +rene Como madimo Qomdn
divisor Oun némero o>, tenamos:

Dealintion 3.
S’ e/ moluimo Comdn civinor e
los enteron n y m esa/ndmero
uno, @entonCas ofFramos goe n 4
m Son primos ra/g+ivos,

——

_/.:_/'emp/o:'.
(& 158)=2 K (21,32)=1

“Teorema 5.
O} los entferos 74 m @on ,OI'/'/ITOS
“ rélutivos =7 ysok sl eXisen

entéros re y ‘/‘0/93_909
n:’-fn_y:_?

b} ASP (n,m):dJ n=td, m=sd
enfontes (+,s) = 7

o) Se(ma)=3 4 (m #)=1 en-
doncas (m, nt) =1

o) S /f’/m}:.l_) nlm/ enon-

ses n|/f

- 13-



Damos-racidn .
0)5-‘ Xey e xisten -'lo/e-s goe

naimy =1 d' es CdO/g vier Comvn o vraser de < m,
as doesr , n=1d’' g m=Sd', entontas (tx +5__y}d’:_zl
de donde d'=% 1.
Por lo +anto o = (n,m):j . T oversgmente , 37 (ﬂ,m/.-j
a@antonces al +eorema 3 _goron-/;‘zo lo exratenctio da
fos anteros Y, y ~+oles guve nx+ my = 1.

1:) Por el+4agreamec 3 existan en-
feroa X,’_y -Jo/eg 900 o’c:n.wm;
L ntonces de o/ =4 +my = (t .’(+:g_y)o/ o btenemeés
Tty =1, de (o) =e =/ 900 gua (4, EVER,

c) Dela) exiaten Y, ) 4, Yy,
€ & Hales g mn+ny, =41, mia’“,{;z:j, mol~
+rpliadadolss ohtenamos 7= (my, +rg,) (mi,+ 4y,)
= m (.r,rru‘,2 +x,{;2 + ny, rz) +nl (.Shjz), hadiendp
Yg= X miy +¥, :/.,‘fz t 0y, Y, 4y, <y 4 e
nemos gue miy +nlys 7. For htonto de
(G/ ~“+enamos (m, n//: 7.

d/ Pre o Hue (n,m/=.f, edis~
“+en enteros X ey o /o gua A= nr#?.
For lo 4 anto - f(ﬂﬁ’,umj): A Ix+m 'y , pero
por  hipdtasis n’m/ , ea dec/r, ml=ng de
dondla j’ﬂ (/,:(-,1_9§) . For Jo+tarto n’ A

(’uaodo @aCrrbimos m]n, gueremos decir
~tombie'n gua n esmiltiplo da m, 2in eméa:yo m
Hiene uaa ‘nfinidad) ole md Hiples, FOff/'GMP/U 5,'07:25,

entondtes 28, 80, 75, 00, 201 0190003 e susmd M~
P . ™o @ mda ‘nie~a sorte , FEISar 6n lo= mi/-~
Yiphs Comines de dos o mds nimeros_y @nlomirar e/

mds peguasy I@ ellos, paro e'sto domo= [o /9000 -
+a:

~ 42—~



DQ (-'nic;o'n ¥,
Q) S: fagn=rm, artoves dacimos
gue J esumfl+iph condn cfe nym
1;) 3! fagtisfacs lassiguientes ro-
pradudes:
i) I e vnmildiplo condn da nym
1(') ('00/_90,‘6/- M(}/'ol:'p/o tomiyn de
nym esvnmdltiol Ja /.
Entoncas g £ lo lumamon ol m/-
nimo Comin mid l+4ipld o/@f_?_s/’"J /o
denotaremos mor L= [n, m].

Lo monera parc encontrar @ minimo comdn md liplo
(m-o.m) de dos nimeros amteros POSIVOS arbi~t-rartos
sin adnguaadifiovltad es svgerido por:

Teorema 6. S d= (n,m) Y /:[n, m] entondas
dl=nm, '

Demos‘f'mc.‘dn
Sy n:_?dg_y m=rd , ardfontes nmsg O/rd/ ok -
mosFrgndo gue A gdr es_igual a [a,m], el teore -
ma guedo e stublec idp.,

,) Pyaato gua !':_g,dr_—m—= mg eqc/am_gca ) es
mdltiplo aomin e ny m,

2) Seq M cwlguier miltiplo comsn e nym,
es dec'r, M=ns =mt . E tonces go’s-vrdt)
de o’ano’@ _‘,'(-S:r"t.

Adamds (g ,r]=1 , entonces rls , es dec’"l‘,
Secp. Por lotarto M=ns anruv_ v, de
donds M esun mdl4: plo da /!

-15..



' Ahora podamos aonclyr cle (1) y (?) gue
1=[n,m]J e sto ’rl@rfn.‘no /0 demoo#rac’rc’/;_
Todamon colovlaral minime comun mdl4iplo @acon-
Fronch primero o/ ™M Cod. 4 despurs viilizer @ /fe0~
remo amlferior . ;%rgjem,o/o, colevlemos «/ [2625, 220.5]_

£ neortramos primero e/ (2625, 2 205) gue es_‘gual G 105,
de donde

[2625 2205] = 2625 2205 _ 2625.2205- 55125

-

(7625, 2205) °H

()oro lrio 1.
_S,’ m>0 e ntongas [mO} mb j :MEO,,AJ

La nocign b dumibilided indvoa o dedinir o dos clomes
ok aenferos , /o de lon ditiaiblas o 21 _y por &/ misme,
4 lo de los goe 30s divisoras @0 son dniComenta 2 1
e/ mismo ; Evelides fip e/ primero @n dedinirfos , enp -
_guidh Aormali zamos> o Eston aon fo Diguiemia ;

De Linividn 5.
- Un arbero n e Hamads primo ¢
Cn>1 ¢ =7 los Jnicos divisoras P05 -
dives ole n Son 4 4 n,
S o >jJ sSSP n NOGS WO ,9ﬂ710f1—
Ces n o= Homado compueso.

Losprimeros € n'meros Compyesstos posiAivos

son 4, 6, S0 y 12 g4 los Orimeros 6 Ny meros primoes
Dor 2,3, 5, 9,41, 4 13.

Los propiedodes da los nimeros rimo=

las enyn -
ciamos por medyp de b= s/guiartes Feoremas;

..1‘1..



Teocrema 7,
a) S un ndmaro primo p, divide 0 Mm
endondes debe diyidi- o/ menos a onp
e los enteros n 6 m,

1)) -Siun primo p divide o un prodiato

—k_
l n  emtoCes p deka ofividic al
I= 1

menos o ynp de los Locdores A ; i=1)
Ryerey K.

o~

Demoa"‘mefo'n ,
Haremos o' lo lo prveba de (a) R0rguA 4/ es ong
ConsecvenCio de e'aty,

—Sdpoﬂomoz Que pln, en+onca = Aemas_‘v"—erm:'nado,
Sdpagowoc ahora gve FPyn, entorcen (g, n):: 4,
porgue los dnicos diusores “lde p sentlt y 2 p, por
lo tart exratan y ey enteros Yoles Ggoa nx+py=Ao.
Mui4i plicéndo por m © /a’r'guo/dod, obtanemos m= nmx+emy.
Como p' nm g ,o’pm entontes ,olrn.

Teorema & .
o}_E“/ divisor meno- Offatindto de vro, dé
un entero ™ >1, es un ndmero primo,
A} TE/divisor menor diatinde ola vnp da
vn nv'mare Compuesto m no e mayor
9ve S

Deomonracidn,

0/3@0 9 e/ d visor meaor e m—tal gve -5 + 1
B ¢ feme aompvesdo Fendrt un divizor 4, Con /o oondicid,

-15-



1<g, <g, pero § esdiyizsor dem e ndonces -3 dividea
om _y ek comtrodiaa o/ hacho de g g es o/ divisor
menor de m,

,5) Saa 9 @ ata divisor, en-once m=Gm,, m, >,_g,
de dorde mul4iplicondo por 99 3impliLicdadh ; obtemamos
2

m 2.
or fo-tando g=v/m
“Tearema 9.

C’ua/_?u:e,— eqfero n>10 esun P rimo
o' un prodicto de primo.

Demoadracion:

U-‘:soremoa rndvccion =chre n. E [/ “4eoramg o larameria
es varcghdero PUrG n=? .—Supoggoma 3(/@ as verdoobro
pora Cuolgvicresters manor Gue n. Embomes sin m0 @307~
mo ~iene yndivisor poaidito 1< o< n. Tor lo Yamto n= cd,
donde cftn. Fern ¢ 4 d s0n mendres gue n_y mayoras
Gue 1, o:n’_;-,c/e ey o =e P denasribir Caemo prC/LC%J:

e primos , £or /O"‘on-:(o n o6 pu@o’e @=0rrdir COMO Un Pro-
dvedo de primos,

b
~

“Téorenrg 10,

I/ —eoramd Fondomental De Lo
A/‘l"/ me‘-//'C'O.

Coa /_9(/:9,- e méero posiivo n#jj
e puede @sorib i ofe Manera Jnicg

Como 2/ que;
k ac
N =
o P



dOnde k eoyn enfero ,ao:sh/"/o___y cado PI es3
vn  primo, o { ~“+amdia'n es un adfero po:f-/.‘VOJJ<@<pz<...<ﬁ

LDemostraoidn
A) Lo esistencio de fo e presen +0Cion @ 026 Gon —
secgencly inmediote del “Teoremq 9.
B) S'upongomos gue eqi=ten dos ré presertatiorna
A

pare vn eémtero n dado, Sigomos n= 6“1 E‘lm 6"“:3_’1

2
.?"... 3:"‘ dbude por supresto 7 _y 9 o primos g

_1<@<l3<-. < R _1<_9'<91<... < 9m . /er:,
Neario syponer Gue mz kK,

For el +teoremg 7 da =790a _9uee/,om'mo 9 e ba dividlir
Q D__/j(/n foctor 9y ,ouem/ogue;,' RS Un primo, amforras
P=9y ;. PEO 9y 29, endfantes £ = .9_’. Faro ok mandry
similoy =e pucde mostrar guee/primo ¢, oebe dividir o alsun

+aetor °roy pLresto Hve py @ un primg, o6 7608 Gua

F 5P} =i C""éW_CFO gz A, por lotanto §, 2 1.
A s/ obtencm= gve = 9, . Ahora Sup0ngames gu e
A, 2 o4, endonces £ = 9137 . Al divdie o /q AQUQp

Lpor 7 obtanemos gua

o A
Pza._. ;ix__gl".’x J%z'” 9!

S B >ey, elprimo G, por e/ mismo argumendo ande -
rior deba =er ‘gva/ Q tz_/ju'n /3‘/ /' = 2 , pPero ,oue::n‘o _?0@
Y <A <6 S22 TTesamos unu Comdrodiadion. vde b
~anto B =y . Unagumanto =imi b es oMC’:‘@m{s‘J/

D BYFOnemo S QUA oy > 4
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ﬂep;/:e'ndo @ st ary umento paso por paso, nos Condyda
o los scguiandes comalusionaxn:

FERA /az’ﬁz,'%=‘9°’a3: Py oo PK:QK’Q‘K’E}(

E n ¢ ste mmando lo  gva lofad @ sd/ 7000 se reduos
(enal oo m>k) o o 2igurnte 1= 5P g #m
X4y m 7
Pero @870 @s unG Cortrudiedn , pueh gua un primo G o e
dvisor e I, For btomto m=K g Jo oemosiracdn da
lo uniaided de lo represenrtocicn esta’ Compleva,

ZEn muwhos Haados E | Teorema Fuadomemta! De Lo
Aridmedios sa eatodlaca oo esto monera “Cuo lgoicr emdt ..
ro posidiva , ercepto e/ L, puede ser represcmtfods e mom -
o Jnica Como produdtos de primos, exoepto pore/ odkn!

20 Orr_ej/a'nobo /o oolaccian de £rimos en orden Q0@ ~

ok /o JHima frose puck a6~ recmplozada por /i condi ~
gicn 1< A< F <. < F.
r
“Teoremd 11, J l
ol .
= nx f-}'/ e/ coryundo de di-

LN J.’j

Visores )oo:n'—/:'(/a:s de ” e:e/Cbﬂ-—-
_Jurto de los ndmaros oe lo Lorm,

l l P!ﬁ / ondla

j:j
O S By S =~y porc L=4,2,..+,

leoreme 127 .

3 do=a em‘epo: nym < fenan
la Factorizaaidn ;

,18,



eanforces ou mad. Aiere lo Laedorizacidn

(’7/ m} = [ ’ P;q] dOﬂC/G cado /a(’=
D

min )‘°‘¢') ,‘3,}

De mostrac:on

1

Als
SE’CJ d: I l 8 ! ) PU@S#‘O _?l)f‘ /ul.Sd(‘J /u‘.s ‘.)

Y

~+tanemos gue dln Y d,m , oo asto monerc des on
Comin dvvisor e aym, Saq d’ Cuvalgvier comin divisor
danym, lo podamos esoribir Como

z

o'=
=

[ | ,f"’f’ enTonens sy S o 4 S By
1=1 g

-
~

por /o _?Ue °‘,- K Mp,
For lo—Fundo d'lo/ , o gue guiere deci gued/ e
e! mciimo Qemdn oivisor, '
Hasta e/ momento hamos hoblackh dealyoncs pro-
pPiadhdes o los rumaros primos_y Compuastes, ,oerb
bay pregontas goe podemes formular av'n como fas
srgvieates -
2. Cmo podtamos cheterminar uno lrsta ofe pri-
mos_y ndméms Compuestos [os Cvalas Son menores

- 19~



que n, donde n es un entero dedod
2.. d'Csmo podkhmos determinar cvondo un entero

n dodo 83 primo o @aCompuestor?

3.. OFE yistan uno infinidad oo nimaro= primo c/is-
~indoal

9.. (".:E—a,aoaié/@ obir yng 4ormula oo e/n-e'a:‘mOpn'ﬂa?

5.. ¢ s ,ooa,'é/e anoiTrar Un 20! nom £ G) el ow)
represenda  primos Jdnicomente parc Fodos los valore s
ode ¥/ _ o

€.. (L E xisten opoesionss arbitroriomenta /0_570.:

ola ermferos consecudivios, donde 4odos Son AW'MmEros Comptas -
“os?

Lor glgone respoesto o las Preqguatas 1.4 2 nos
condute o/ procadimianto gue dJesCr b’ TF rotSstenes
( 27%6- 19y a.c), el cvg/ rec.be alnonmbre oe “Crb
de F ¢ Asatenes’ gue gon=i=rta en: Daor un ndmero
enters positito A _y anoribi o —todos loserteros
o=/ tiles menores o _lguoles guen g e liminGr or= ~
“emoticamente a odos los e mteros Compuastos.
“En general; pora lo pregunto 1. /o respuestac gue
se da o condinuegion no es muyy ,OPG'Q'//C’OJ PG /o pre-
_Gunte 2 realmente noas Saodrasfacoria /o resSes -~
16 goe domos, porque hay varios Crideros fos 0wl
olan Unc respuestc complerta,
T2 ra entender meyor e / procecimienmto Ok focridg

c/emoa Un\e)en’)p/o, S@c n =100, en //'3-/on;030 /o: C—’m’@ms
desde 7 hasds w0 - /'?@Co//bc)@mos_qUea 2 esun primo,

p@r’o —/00'0:5 /o: md/—vl/‘/o/OQ }ompro: 0/6 R SonCom~
pue:*/oa ,e/,'m,'nomO: o Y,6,8,-. , 00 . -_E'/i‘?um-
+e nu'mero no e liminadp es 3, a/cu! debe sar primo

POrque SU dnico F0etor propio posible es 2y 3

-20 -



no es miéldiplo de 2 porgue oi lo foase hubiase sido

eliminad,
Heaconociendo ohoro gue ~odos los md /J,p/o:, Props
de 3 aon compuestos elimmnamos o 6, 9,12, ... 99,
(oanvc;m no@s NeCes0rio @ limincr q 6,12, 18, 96

o-/ra vez, puesto _9069/63_\)0 han =idlo @/m/r)of/os o
ser md//:,o/o:v propiod de 2). E /:s_ju en’e nimero @ /,mlnadj
dele lintg esels , €aa numero debe ser primy, , porgue
s/ fvera Compuesto tendric Como feetores Propios o
/oa primos menores gue /A dK"Q 203, or bew!
S noes mfliple e 263, F [imingmos o Hoclos /oo
mdliplks de & , 9Ue aun 0 /7an 30 e liminath s prevoren-
4e ,es oleeir, 15, 35,55, 65,85 95. Eneontramos
por @/ mismo razonomfem"o) gue el2rquien?@ nymero
70 e liminado debe sar un primoes el 7. Los mil4:-
F/oz de 7 on o elimimdos son Y9, 77, 91) yaes-
fos /oo cantehiros. Ahoro gao scr gue a0 huyamos 3o
cvidadosos anolizondo e/ process  ofe /o Orrde @sto—
Femos sorprendids. [ Todos Jos numaros sobambs
lostaks han sobrevivido ¢ lo orrbo so/ypnmm/
La errbo  aparaca Como 3506

@@ NE FQFA /6 yz’@
A e MQ}O’%%
,zfr 26028 (29 30°G) 37 ;5/
,36,59“}6/@ 2 @% b G
50 st 57 (53) ,54”,55/,%/ ;/f
55 G Lo () L7 65, e«m‘é/%’g
/er () 7203 24 35 36 47
80”8487 83).57 85.8¢ 57 .86 (89
a1 93 36 QDY 4560

..2]_.



E adomoes e@n posicidn  de glounzar e/ fin ene/
proceso de lo 0riba  Cuondo —/(z;jomo:, e liminadbs o los mé/-
4iplos propros de p, donda pese/ prmo mos granda
'folgoe ps/m, donden eo elndmero dadb., Ento =e
2iue de/ hecho degue =i s=ab es Commesto al me-
nos uNo Qde hea by eractomanie um) ofe los fuctores
a4y b debeser < VI, porgue 376G >V5 Y b5 VE en-
conramos gue S=ab > (v8)3= 5, gue @s uno corfradicin,
Ror o dunds ors noes e liminado Ouande los mdMiplo=
propios dep (y deodos losprimos menores) han sidp
elimimday entoncas 5 debe zor unprimo. Torgue no ha -
bichdo =il eliminedo enesde o Cuolguiaro ofa los pases
previos, = no pyede “enar un Laado, gueno ess VA
prasto $06 S Sp, o no puedk +Yener vn Lagte, ofretindo
ok vnp < V5, por lo Que = no pyede ser compuesto

Dwemo: /o rC‘apuE:s'/ﬁ G /a prgon-/o 3 de doo
mMmGnErQD .

J.. (/ca,-emo: P./ 41 SV recor domo: /O O’C“-[im(‘fo’/)
de ni, en Yonces as e:sﬁfc.'o/me/r/e foer/ desertbir /oprueéa
de Tyelides ofe gue etiste ung indinidad ofe primos
s dindes. Siponemos gue eqisten vn nimero inito Of
premos g gue e/,on'mop en= e/ mos grande. Kastroremos
Que ea-40 YpoICidn @3 76/30, e studidndo el numero

M= Plit=(1.2.3.... P)41. Evidendemania Mnsas
ohvini bl porcualguierc de los nimerss 2,39, -+, P
porgue existe elresiduy 1 encady uno /e estos da=os -
Sy Sucmemo gue l M donde 2xn < Ay enfontas
errade g€ 27 —algua L/c_cgn, de dbrde Pl+1= gn.
730:— lo +tnto exr=ia g € Z —/c/gue .Qn+ (—))P./=-‘l/

/o gue s_.'gn.'-ﬂea g Ny Pl son primos re /avl"UOa, /o gw
e s ung aomtradried on .
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For lo 4anto n/}/H, endondes M poes dinsibia
por ningdn primo < P.
Qi emba_rgo por @ ! Teoremy Tondamenta! Da Lo Ardme-
{ico, M 0 es unprimp & @a unprodutto de primos . En
evalguiera de los 2 canos vemos gue debe axsdir W
primo mdiﬁ"c"’d@ que P, lo que Gorere decrr guwe no ersia
un primo p mo's g rande . Tor lo famio deben de errsdir
une indinidod da primos.
2.- U=sando a losenderos de lo forme 64~ 1. g
Mos mostroe gue erintén una indinidad/ o€ numeros pri-
mo> mezeludlos aon los enteros de o PPjrebfdn Qr'Y-
metics A 5,117, 23,29,35,. .., siendo lo formgjencvo/
6n -1 paru cado entero oe lo suee sian. "Fz’:rguesi supone-
mos gue B K, ..., P 500 losprimerss I¢ primoes gue
per-leneaen o A arrgy ladles enal ordlen notural, en-onces
podemos probar la exis-tencic de un primo - oohulo ma's gron-
de gue pertenccec A, Considaremos el entero

M= € A 6 - Px—/ . Fﬂpreoomo:s o M Comp yn ch/LQ‘/O
de pPrimos, es dEO/‘r‘,

—

ol“' -
.JJ:1] \9" =M donde‘ 1< 9, <_(,;2‘<. .lx_yr
Rrasto Qué N es impar _ynoes mdldip lo de 3, 3@
digue gue dodos los facdores primos de M sen de o formg
6141 & 6X =1, porgue no ektslen primos impares > 3
e la forma 6y 3, ~odos los numeroa  da @sta ~6er
(em e,o-lo 3) s0n (om pue:s*o:. Sin emba\ryo/e/pmduc-&o de.
evalguier admero e primos de la formy 6X11 @s ov¥rq
vez un numero de lo {orms 6141, M debe Hener g/
menos  Yn factor primo P de la-forma  EX-1.
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Sia emlaoQo ,el primo p debe ser mds grunda
g Py, porgue ainguno de los B, B Luiy Boes unfoe-
Hor de M, puestogue Codo uno de e'ntos ofeya resdio -1,
o los ensayomos Como factores. For o +onto Fy noes
e/,an‘mo mds granck en A_J A okbe Correnar yng rnfinidbd
de primos,

pam cor una respuastc q 3 prggum‘a €, basto n-
siderar Qun endero n, ver gue endra (1)} 42 4 (nn)j +n+1
ha n nUmeros Oompve:+033w@5-‘vos~
Zrzondo estidiomos Jo funcion €Ci) s x3 X441, nos exorfo-
moa Quando empezamas o SubsHHir QX por 1 2, 3 40,
forgue enCorfrumos 40 primos y pEN0mos goa he ros enton -
—trado  Vna Hermule poro hollsr o Qualguer avmero primo, e~
rn nos /leuQmo: UNG_grgn obsilygisn ol susdtdore Y =4,
_y vemos gye £(y1) no esun primp. De manerc amilar
avoede con la fuacisn (1)< x% 797 + 1601

Rhora para probar gue un polinemio £(x) elavalno
es une Consfambe y Hene apadtiendes enteros ro puade
Ser primp  pare Yodos los valoras enteros ¢Je X _yes
Compuesto paro ung indinided dewlbres enteros de ¥,
neceaifamos estar un Feco fam? lvarizados 06N /G:: pro—~
P,'ec/ao/ea' oe o> polinomios. )

festo Gua £0x] poe s una tastantea Iw‘(x)

porc a_/ju’n entero If,

H_gjamo:\ y= «(CK)__g Oonaideramos v (“L:y* K)- H‘Qj
Wrna maneras e mostrar gue £ (igs k)= y @ 4+£(k) )
Gontle @ es v poliomic en t, 4,45 con aoaficientas
enderos, FBr lofandy £ (tg+ Kl=y (§Q +1) eadiuisidk
por g= £(x) para fodes losvalires t. Pueato gue
-f(x) nes gne constanda , £ (-ﬁ;g +A’} =@ Inirémeméc a,
whraksoldo para-, auﬂc'rem@mem‘e&ymde/. For lotaniy

>//
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pore %182 walores suficiendemente_grandes de £, e/
factor compkmentoric O +1 noesunc vnidad y porfo
~tano 2LY +K) es compyasto. Pue:—#os,oe Ly +K by,
q 28r Qrbitroricmente granda Con 4, —ten rentlo e 57e,
o_’gom: e/ miamo =906 que 4, o> 2790 guwe fO} £ra-
Cose  pora representar eiwtamente primos €nvna -
finidod decusosy O hech, pora +0da Y=ty +K cvon-
Jdot es auﬁofenvbMGOJGJmnde. Con eato  damos
respuestq nequduc Q /g prf_9Un-/o 5,

Mos qdelanda doramos lo respuestc parm la
Pr_!_‘]uﬂ'/'o 4,
En /ogueiu'gqm nos dediearemos o esHudiar los
ndmere s fPer-fc-*a-/o:, los Quoles [uer‘On fnue;,ﬁ,yado;
por los griegos_g Son in-eresantes,

Dedrniaidn 6.
Un n JImero Terfecto es ague /

gue es79va/ o la suma ole +odo
Uo C/:‘U/‘OOI‘ED Propros ms‘.’{iUOQ

Los priweros admeros perfectos, foscuobs
{eron conoaides por los_griegas ,son; £+ 6, B =28, 8196
R-8128, B - 33550 336, R= 8, 589, 869, 0%,
#rimero pro bareme vn-teorama quesarc’Udil parademes-
Hror abunes ofirmacionss sobre fos nimeres perfecv‘oa‘

leorema 13,

(Cataldi = Format). S: 21 es
On primo entonce 5 n Fumbienes
Pl‘a'ma
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Demostrocion

MNodamoa Que a1 =0a-1) (a" o™ % g 1),
S’uPor_:_gamo: gue N noes Primg, endontes /o ,ro/erno:: Qs -
arthir Qomo n=rs Con r> 1 4 = >1. De donde

2"1= (2712 (2~ M(27)%38 ) r 12" +)

R, lo fanto 271 esdiwaible por 2%=1el cvoles
mayor gue 1 Porgue r "‘tLGmA.'e'n /O@:.I—S‘/‘Os_l_‘gn:',(,‘cwa

gue 2°- 1 a0 @s primo.

“Taorama 14,
|/ ndmearo 2"“’(2"— 1}6‘3 PCK/C‘Q'KO,

=t 24 esUnprimo,

Demo:#oe.‘dn
Les :L:9u.‘en~/e_: enteros posidivos dividhy o

N=2m1 (3% 1);
1 g Zn-‘l
2y 2(2%1)
22y 2*(2"-1)

2/1-'1J 2n-1 (221) * |

As' la sumc de @ates diutogre s @:,_Buala;

=

1424 2%+ 04 2" (2% 1) # 2 (2% 9) 4437 (2 )
(1+242% ... 427) L1+ (271017
(2~1)2"2 N

- 26 -
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pero como R"-1=PF asun primo los dn ‘06 diw-
dora>  pooitios ok N =271 P son +odos los en listacon
antariormenda.
Gomo en b sumg incluimes ¢ N endonce Z—A} =N,

por lo4onto N es,oer-fecﬁto.

“Teoremo 15.
Oualqu.‘er-ndmem perfecto par es delg,
formo 2""(:2"-1),(’0:'7 2% 4 primo

Demm#aaro’n )

Beo N= 2" F un ndmaro perfe(h‘g dondde 7 as un
ndmero tmpar « Seq X fo sumo de fos divicoras  poattives
de 7. los diursores positivos de A’na/il‘qen a les divico~
res 'mpures o F, sus duplicudhs, svas md MHiples c/ey/.../
Sos milhiplos ofa 2777, Mo hay 0t Siutmoras  poitie s,
puesto gue N especfecto Yensman

N=2""F = (1+2+-..+2“") 2 -N

O.

-,
~

N = ZnT:: (Zn-1)i.

Yy puasto gue = §F sonenteres ,debe ser E}t_—"
un endera Asr que (2 1) T‘Jj;__ dJebe ser yno de
loadiisoms de 7 2=

Reasio gue =_ es lo sume oedodos  las dvrsora s
de™F, vemos oe lo 8!Hima g ulcad, gue los divisora s
de 7 poedan ser dnitamande do >, @aokolr, F 4 :%?_ .
Poro 1 esun diytsor de T 707 Jo 4unte R-1

T 21, dedonde F= 271, 4 como 2"-! no-diene
77
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ofros duisore s poatdivos, 2°-1 @3 primo,

“Teorema 16,
(’qu_?u:er né mero perfee4o “derminc e n
6 o en 8.

Demo =tratidn
3t N esun ndmero perfecto pur entonces N:z'q'(zh)
ton p primo. 000 ’qu.‘er primo magor gue 2 es de lo {orme
4m 410 4m43, puesto gue de ofro maners seris Juisibl
por 2. Sopoggomo: el premer 0aso , entonce 5

N =2 (27 3)=16m(216" 1) con m=;

Qro or -'ncluGC-'o'n,e:\.c/aro gue 16" =>'empre ~terming ené6,
e lo dondo 216™ Herming en 2 , de dondde 2.1¢™- 4 ~terming
dempre an ﬁJ en consequent; N derming eng . S»‘mf /armen~
e 19t p= M3, —tanemoo gue A=y o 1g™ (8. le - ‘I}__l; como
4,16 " derming en § entonte s 8.167™ Hermingen 8, por lo
4anto 8 )™ 4 Ferming en 7 - Asigue N 4erming €n8 .
“Finolmende a7 pe2, +enemoes M= F =€, caandc manerg

Fodeme: Cbne/ul';‘gue Hdodo o los per-fe&/o: pures de.ée,a,
+ermingr en 6 & en 8.
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T UNCIONES ARITMETICAD

Las funciones gue 22 presentun  recvedtemaite
en lo Teorla de los Nymeros =on [xJ, ¥ (n), 2(n), ¥ (n)/
A Cal A (o) U Cx), W (xlete. Alunes de allos ceciben el
nombre de TFunciones Arit+metitos ofa ocverdo o lu _:i,yuiea‘fe:

Definteton 1.
Uno -\(UnC-'o'n £ 2172‘ an //On‘la-
do Fincidn A4 me'tica,

Son de por47au/c.r ‘ntares age s Lonciones artt -
me'J-«'@Os QUC‘ ’}OlﬂCm Uo/one_: ameros Qomo /OSPrl'memj
o°nNeo QU@ ae def.'nen a GOn-/-'nUoC,'o'n .

Definicion 2.

Q) Fra un nimere x € R, als’mbkolo [x]
denotors” elmdximo enders menor oiqual q Y,
rac be el nombre cfe {uncidn parte entere de ¥,

“b) La fontidn ¥ (n) denots ol numero de
enteros posi+ives  menores 07 ua les  an_y goe cda-
mds Boa primos rela4ios gonn. A estu Funaidn

sa lo  corote aomo lo foncon ¥ de Evler.

¢) Lo funcidn 2 (n) denctard’ al ndmero
de d. vizoras poo.¢-U03 den.

dl La foncidn v (n), e encuen-/m de-
finida  por Y= = df, esdecir, lasuma da

din

~fodym las K- e'simas po—Jenan'Qs cda los o visoras
Jde n. TE | cuso partiavlar cuandp K=1 S¢ dencto
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por ¥ C”)/QU@ es dnitemende o sume de
los divisoes positivos ol n,

@_} La foncion A llamade la Funaidn
de MBhivs estd dedinlda como :

1 = n= 1

¢

M) = JE1) sin esel prodweto cla r ni-

meras primos distinfos.

1) an cwiqu"er o+ro coso.

£) Lo funcidn A (n] estd desfinide

o ¢
'L?j P a’ Nz Pn’; purG O__[_C’(]'n Pr"n’)O
A (n) = Py alyin me Z7
< 0 en Oua/gu.‘er- otro o
/9} Lo €uncidn 4 Cx) clenotaala
Suma

L/Q (X} = 2 193 P
Psy
ex—#@nd.‘c}a aobra Hodos o= ,or«'m05 pPI X. I\}o—
+emos e () Cxj=0O =r ¥<2,
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"1) Lo funoon ¥ danote o lo suma

W (e = ey Pa = logx | log P
P x P=syx log P

la suma “ermine puro el primar entérp pos.‘—!-:‘l/o m

+al gue x ™ < 2. Observamos gue vixl=0 srx<2.

Tambien la podemos definic aomo
V()= U (x"™)
13Sms bzx/
- puesto gue

-

P™s X m21 psxm me1

= E U C)(llm)

1Sms )O,ﬂzx

Vil S lgp = = = loyp= = U(x'l)

-
~

Doremo-:. .sus pro,o:ed:.de:__g relaclomas ma's cono ~
cidos, de (65 Cugles haremas algungs dkemostruciones
Con+invacion.

“Teoremt 1.
SDean X, y € R, andontes
x') Cxds xc Dxd41, X-1<Cud <Y, 05 y-Lx1<1
) [xd-=1 s=s:ix2o0

fgns X
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,('[g') CX+M]:CK]+M -~ me Z2
S Cxd+Cyls Cxrgd s CxT+L4] +1
v)
0 a X Z
Cxl4 (-xJ=

1 en cvalguier olro
Caso

L)f) [__1_-2]:[__&] =7 m€2+

\LU') X-0xJ eslg purte {ruccionaria oe X
\)Lu) ~ [-x] asal menorentero >y

J‘x) [X + E’] e = elantero mos proximo o X,
Si 2 enteros sonigualmerta protimes
alXesal mayer de los C'o:a,

-;g) - [— >(+2-'] esel entero mds prodimg

a¥, Sidosenteros fqual menda Mx.‘—

Mmos GX) esal menoy ofe losdos,

Deamos-ragid n.
Solamente haremes oo pruebas da (ju)—j () or-
qua los chmds  2e dedveen de lo dalinicidn da [l
—l'U) E seri bamps ysmixX _y X =ntB, conda
mn€Zy O0se, g<1, enonces L[xT +L47 =rm
s [ ntp+miaTdsnimi LB +ads nem+d = Lad+Lyl+s
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ui),‘fsorlbom03 Y =Nt Yy n= gmr, donc/e
Oso(<|J osrsm—tiporloque

—-nf- :[qm:nr'*“}: Q+{rr:l°<jl—: q

puesto que 0 € r+ =< m, Por otro lodo
L x3 =Ny = Q*._’:] =

Teorema 2.

Sea P un nimern primo, entortes
el mayor exponente K aul gye
p",ni este dado  por

=
Demoatracidn

La sume realmende es 4 inita porqua si pi>n,
enfonces 'Qr = 0 . Haremos lo prue ba por induceion maifa -
L :

de;CO -—:_P:—s U(‘FC,OdIErO raoro JJ )JQ gue 1. <« 1
p

paro 1odo primo P, de donde {-;-J =0 y eomo

P°. 1 ¢

, ¢l

Por lo Hanto 0 =<2 [__4_:’ . 5upo/_190m09 Que e



verdgdero  para (n- 1)’ K dengtemos . por el mayor
enters tolque g'ln . Dado que nl=n (n- «)l )
baata probar gua '

Teoremo 3.

Diogyb son dos admeros irracionales
positivas ~toles qua é, +Z|)_‘= 1, enfon-
Ces las sgcesiones [:onJJ [bn],don—
de o recorra o todos los enteros
positivos represenTana Tedos 103
enfercs Positives sin yepeTicioh.
D) emos-rocida

Testo que Oy b son positives 4ales gue

_6L +j_. { , 2e 2ique gle o>l y >,

-
~

Horemes lo demmatradidn ca dos partes

A. Mo=4r0renﬂ03 guye no extstan repe-/:'(‘ione:s @n
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lo= =syocesenes EOnJﬁ LEn]

] En lo svcesion Lund ne hay repediciones
porque Land <an<a(n+1)-1< Le(n11)T, por
o 4anto Lan] < Lo (nt1)] o primera cJé'~
guuldod se aigue puesto gue a_yon 00 G-
¢ronales la sgundo C/G:LlyuO/d”OC/ la obtere -
mos de o >1. Similurmande no esisten
re pe {reiones en ko sveesign CbnJ.

ji) Pc,,.a +odan  los anteros 0=+ Vos nym, péc/c-‘ma;
mostrar que COn]ﬁé CLbm]. ’R)rque ‘\“"IGUPO”EWDJ
que

x= Land= Lbm] | entonces

an-3<X<un o n-L <X <n
G G

bm-1l<Xehbmd m-1 <X <n
b b

/

Sumando los anteriores deﬁuo/docﬂea_j Jsan-
o que g—- + A =y, obtenemon ntm-1<X< Mm,
b
As! gue ol entero x oz eneyentro entre doa
enteros sutesiwz, lo cdules ung aomtradicotn,
B. Mosirgremos gue ningdn entero ¥ es omidido en

amkos swesiones Por_c/w sl syporemis YUeK €D
Hdalendero,antonces daban exat’r myn entares
o les S}U@

an<land+1=xs Lolntn)]<q (n+1)-2 &

n< X <ntg -2
Q Q .rj

bme ComJriscs CblminyJ-1<b(mi1)-1 &
X 1 -4
m<b < m+ 0
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Sumonds  los deaiq unldade= andertores y usando

61_ 4_11;_:_1 , entondrames gue ntm< ¥ <n+ m+1, lo eval e s

uno condrod Yoo tdn.

Hobiendo esteblecidp las partes Ay 8 Herminames

lc demoatracidn dal 4eorema .

“Teoremo 4.
Tara cado ndmero primo p ) fenemes
p(em)- pm(1- %), donde meZ'

Demostroeidn.

“Procedemos condtundy o les nd meros enteros po-
aidives menores que £ gue noson primos relodivos o PT
Clorgmenda un enters m 4iems un foctor mo‘;s\?ronde gue
1 encomin con PT ssy anios F’!n. For lo 4urto, los

enteres posidivos manores o iuales a P”‘q ve NOon pri-
mu’/-in‘p/o:: de £,

mosa reélutivos con P"’/ =son los P
esdecir, P, 2P, 3P,..., P" . Encossacventia hay

£T- P™! enteros oo "tivos menore s gue £m
mos relativos won £ lo cua =gniLics W(p"’): Pl "

P™ (1- F,*): PP 1] P ) na conseapencic in-

-
-

-

madigdy as:

¢ 1) Y (P} ~P-1 pc:ro. +odo primo £

Lore /Or-‘o 1.

f!]unz ¢ (P. P

K=y



“Teagremo 5. Z W (d) =n, dondea E\: ¢<d}
dln din

denote o aume dea losvulores de la fun-
Cidn 30 _c{ue “fomes ,oom"f’odo;s Io:dfv 00
de n.

Dermont roe i,
Cona.-deremm e/coﬂufv}o 3 - ;z) 2,3, 4, n)Z

Disdribvimos o los enderonde S en Conjunton afenas
como sique - Tore cudo diyizor o de A, saG

Ald) .-{ K! (Kn)=d, 1 Ks n}
es dec:r/A(d) contiene ugye o= elementos dde S 10:
cvoles Hienen Como m.a.d. o d conn. Los conjuntos Ald

formen vng coleccdn dizruata auya wvnidn @3 4 . FPor lo
=
“+anto = .f(d) denode, @l nimero cla entéros en A (0'} e ~

nemos = -(Cd}:n
din
Pero (K,n)=d :a;jsolos/ (—%)——J):i Y

0 < Kksn siysclos: 0<~d
For lo “4anto, =i cons:derommas a g:éﬁ ,CHista ynG

OOrr@:)/bndento dao o unp antra 103 e /erne n'ILO'J de A(d)
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Y Qg'}elfo: entaros g yue sotizfucen

O‘\<3 S'(_I')( i-c%')rj

= | admero de -talan § e S”('a') , Tor lo +unto
£d)= ¢ (?3‘) ' de donde

Eral

=t - AE) -a
d|n d

pero eato @3 eqvvolente ¢ lo afir macicn E ‘/(d): n,

n

porgque OUOnc]O o recorre g todos lo:; d-'u.’aore.: de Ia)
“+ambidn lo hoce -E-?—

“Teorema ©.
Sioncs Ff“x P:l B’(;r en*mce:
r
. z (n)z—]—[ (<i+1) Y
1=1
> (1) =1

Demaztrucidn -
Seu n € Z'*j conaideremose
n= P:‘ P:l,,. P:, (‘ﬂ'#OﬁQEj -I*odo: ‘05 d,’uf:)ore_j Po:,.',.
+ivos de n, con de lo forma o= Pf’ ?f‘ Ce P,P’) donde

ogﬁi.Sp{j—j ,('-_-1,2)3,-.0)#
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Abora  for ur frine plo Je Oomb.‘rﬂror:o, se algye gee 451
poede ser elegido en ox +1 maneras, B, puede ser € aCoy-
do de o +1 formas, oo,y By puede _oerefgg.'c]o en=_ 41
maneros entonces g, B, Be puaden ser seleationtdes
4ocﬁagjm+o§ de (oyet] (=pt 1 ... (‘-‘*ﬁ""i)m&f)@'fa.
Por lo +unto encontrames gue el mimaro Z(n) cJe diyi-
sore> pc-o.’—ﬁ-'uo:: dan esd/dadg esactomedte por

2] T (i)

“Teoremu 7,
?(") es impar o.‘_y oblo=s” nes tva —

drado.

Teorema 8

= (mn,n) = 1, entonte s 2 (mn)=76m) 2 (n)

Demostracidn
Oonorderemo: o My n ansy forma eo—!ondo/) e d?c.’r/
- " e P P By
m= R RGBT =g Fa-ee Ky

. o &
OOmO (m,n}zi, entonca = P" ‘fJ: Qj ) JVLOC;J ﬁj

—2 ~ ﬁ.‘ Pl‘

ademau'> ma = PL p;, R A ) ...QK Ly =7

) y B
T QJJ- donde At )= 6' POrC

denotamos  « E .
Yy
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-+

. *1 =2 -
J:‘i’.., (() oL)‘*@I\GMOD mn= PX PQ . P rP .

r r+1

L ¥R 3

antontes
rek
rER K )
2 (mn) = I (= H (ot
J
=JT e T [T o
=2 (m)Z(n)

’Teoremo q.
ey Cn,m)r 1 entoncan ‘T‘(mn)=§'(n) V'(m]

Demos" rogign,
T ()= = d f{ddz

™~ d!nm

da|

T(ﬂm),lzdl“ /Z_dzl;-q—'(n/r(m/\
d|n } \dz\m ) .

o Lﬁb_igvafdade: antariores se complen po,r[ah.‘po’-}&::‘:.
N,m|= _1 i
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—TeOre mo 10,

SeasTT 6 entonces

4':-'1
g"’cn):—ﬁ- Poc('f'—ld
=1 Fr-1

Demos'l'mc«'dn,
Por de«fin_"c-’dn 4enemon :
TCP[()‘-‘j""P"'fP[z*--O"P;“ dedo”de

ol ol

' (F’;I): Pty / QPI-'(‘ondo re tle racamente
Pr-1

el deoremy anderior obtenemon

c - TPy
TG T e )= TT 1
i=1 i=1 P‘-_l

..

“Teoremy 1. ) .
Srne £ entowces -

0 arn>\y

2_ [y [ S 3rn=1l
I pa) =+ ] ;1

Demo:-i'roc.‘dn.
" La £ormula es verdaderg porans 4,

SUpon umds que N>J esribhimos @ 4 H{
J g J n= i ’ P‘r
t=1
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=0 lhome = M (d] losdnices +edrminos dimtindos
I

de 0ero PfOUIGﬂ@ﬂ OUOanO d’ _y d@ QQU@ I/CD d: Vi0res & n
losovalas =on producdos da primos  diadindos . As/

1}’{ P} MO+ M (B) 4. MBI H B MG, B4
d|n .
K £,
A MR P te (F)ale(]) Caf s
es (:)(-;)K= (1-1),(:0
—Te-\oremo 12.

Sy (ﬂ,m)= ! antonces /U(HM): U(ﬂ)//(m)
Demos-+raaida,

3¢ mon 4renan un [oe-u‘orpr.mo
Cuadrodb endonces mp “+ambien lo +rena ,de donda

/q(nm)_y M(n) A/(m) 2o0n Cero, =7 nimquno cle elles
+iena vn fuetor primo  cuadrado podemos asarihirlos

en lodormg m= FA. o Fs yn=9,9,- _C,/_:/do,,ds

;: 290 primos d:n‘ ‘nt03 . E ndonce s ,q(m) Ci)
//(j = ( 1) M (am)= (-1):”; por lo+ando

M Cam) = M(n M(m)

“Teoremy 13.
S n€ Zantoncas log n SA ()
Demoatraaidn.

Rira n=1 oecomple la rqualdad,
pues ambos miembros son ‘quales o a@ro- Ahora supon-

"“{2"‘



jgmo§ gue n>4 y axtokimis N a

lggm#ﬂﬂ» ob-enamos -
l% 4 ':E oy 109 Px
=1
Qpneideremas
r d m r .3
Ad) s == = A(P"}:Z 2 log Ry =
d n Kal m=141 K=l m

r
- E <y l°j Pz: 1'9_9:'1
K=1

pue:-lo gue loos U niCos 4e'rmmo:, NnoQarn en /o 20MG SON /03

m
d-'u.‘::or(\;; Cf_- PK pOrO M=, 2,052 K

“Teorema 1y, :
Formula da taversion de Mohivs-

S dosdunciones oritmd4iCus f(n)j

5 (n) g disdecenung de las 2 condi¢iona s

b 1) 4(11):(}2,'1__3((})

0

2) gt == mld) 4 ()
dln

Pore coda n, endonces  sadindacen ambus
Condicionds,
Deamosfracion.

SupogamOD qU@ —w[(ﬂ)= Sj(d)
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éen 40”083 N

%’F’_ uid)£(5)= %‘_nu(d)((d) daz' Ai(d) l%F_cj(e)z

[

. (Wgle)= = st) = M)
%nM j eh=n g C),h'

pero = M(d) = 51 sih'=1
d\H. 0 ﬁl'h'>’j

Por lo dando = M (d) { ('3‘) =9 (n)

ol|h
A bora Svpongumos G Ue j(n) dl M (d)'( ("3',)
—— = = /u(d
= gl-== uwli(§) = = A0
d|n d|n

2= L] = ndl-1{0)
e h'zn dlh

Teoremo 15, i}
Ty h €Z entfonces (ﬂ(’ﬂ)—

dE? CE: -nTT (1-4

- i
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Demostrocion .
Sean -((n):n,j(n)z W(n)
Rr el +eoremo 5, f(nl=n == L/(d): Eg(d)
dfn dln

entontes porel 4eoreme 14, P nl= ‘Z M(c})
d

Demosdroremos @ hora goe Qﬂ(n)= n W (1= ':,7)
Pln

Rare n=1, ol prodveto es veely puesdo que no hf‘j primos
gue dividunc 1. En este cuso entenderemos gue o pro-
dveto le asiynumos el vo lor 1. ‘

Sdpo’_gomos entonce s que n>1¢ sean )R, pf
los divisores primos dintintos de n.E 1 precdueto prede
ser esordo  aomO

Ay Z 1
T]- <1~ = <1~ P:) -1 4+ = m}
. .
= v )T
ff & . BR..R
1 .
‘En el lado derecho | encada—terming como = fp p
th R

entenderemos gue consicderando o +oclos s posibles prodin-
+os P P. P, de Ffictoras primos distindes da n Fomacha de 3

a lavez. Motemos gue cud—termino clal locko derecho Ja lg
T9valdad as lo Lormg + ;jL dende o asundivisa- de n el

- 4§ -



Ceol e21 o producto de primos distintn s, = | numerackr
31 esesctamente M (d). Foeato Gue M (dl=0 sidesdii-
sible por el cvadrado e cuvalquier Fr, vemos gue lo sume
ea exattumente == M (d)

d,n d

Como W ( ) g M(d entonces

Pln dln

n-l——(i_}.)_dé Md) —3"
An. {

por/okao J(n):ﬂ_l;l‘,];- (1—'}[‘;)

“Teorema 16.

S one Z+en40”065 ACn)=
= yld)logG=~-=_ ulnl logd
di’n dn

-
~

Temontracidn
Thutrtiendo lo £ermola del Haoremo 13, Yztn -
do el teoremu 1y ob+enemos

A (o) = ,ZM(d) 0g L = 9,,72),4@) lzu(d/Jd
d din

= (:_'ln_] log n—%u(d) Igg d
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Poasto gue

[.:L.] (?_(7 n=0 para +odg n, obtenemos
n

A (M:-% M (d] fog d
d|n

s

| eoremu 17, Cx3

= r%)-
_ = ([l [#]) l_o_gP::k

—

=]o__cj CX]}

3 Gl .
= )7 (%)E
Ww=1L

= lo/c,L'.xJ!*Z 10,9[’%"]!

Las functones Vg 2 , Ve M 4tenen odra curuate -
ristiog Quejahemo:s @encontruclo en EJ en A, que Qued’q
enmurCady en lo —::rju.'emie:

Definieign 3. 4
Uno Loncidn aritme+ica f =a
diaa gue es wmu 4 plicad v sl y
=dlo ¢

) 6l #(m)=£fn) cuando (n,m)-1
2) FFo0
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Alyonas  prepredades de los fone: one 3 moylde—
plicati ./o: =on:

Taorama 18,
3 ’[(”) es multiplicetive antonce .
j(n)= = ((d) @~ +ambie'n myldi-

d)n

p’-’C‘Olv'VU.

Teorama 19,
SN AN mUH:‘pl:om‘WO .entonges
'F(i):i

Teoremu 20.

‘( [c R mUpr/»’GU"‘ "VCJ Ol'_.’/ SdIO =,

el of 4 -

-((P’.LP .Prr}:

2 -

£ (P p™ .. £ (P
‘. poro +odos ,05/:/:/7105 Pl Y “+odo>

/o: en""efOD Kt = 1.

-Téoremo 21,
e f e:;nul%:pl.‘oo-h'va enonca s

5'; 1 (d) £ (d)- [_T (1-14(P))
J
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T

CONGRUE NCL AS

Gayans :n-!-,oduce unu nocicn o cuel ::mplFf-‘co muc hos
problems concarnientes a lo divisibilided ea los enteres,

Aot @l oced v aveve dreg de la “Teorlo de los Nimargs

”omodo Teorio c/e Cogjruenc,‘os. Lo e:enCiQ de eafy no-
Cion es gu notocion,

TE mpezamos @ desarrollor estu ideu con sy definicion.
Defiaicion 1,

Dados los enteros aq, b, m con m>0.

Decimos que o es congrvente Con h
madulo m_y lo escribimos

gz b (modm), sim dwide g lg oi—
fecencia a-bh. E lndmero m es

llamado el modulo de la Congruen-
c,

En ohos polbus o congrencia az=b (modm) e
equivolente o la relaeidn de divisihi lided  m ’ (a-b).

En pardicvler , a= 0 (modm) aiy sdle =i mlo. Por lo fonto
a= b (modm) sty 2losi a-bzo (medm).
S m ‘/}/(o-l;) excribimos Q% b (modm)ﬁ decimos gue

ay b son "ﬂCOQ_(]/UGfr{'E‘D médulo m,

—Zjemp/os

) 1927 Cmod 12), 1= ~1 (med 2) 3*= 1 (wod 5).
2) n s par =iy solo 21 n=o0 (modZ)"
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3) nes impar ,D:"(; sblo st =1 ("ﬂOC) 2).
4) a=b (mad 1) pare cvulquiera Gy b.

5) S: a=b (modm) entonces a=b (modd)
Cuando d’m , d>0.

E [ aimbolo de Congry @nc: ‘v = {fuw elegi ido por
Gauss  para sugeric uro anulogic con el 2tgao de 79 ualdad,
Les dos Heorea mgn :Jern‘r‘e: muestrun que e~ congrvan-
cias realmente poseen muchas de las ,orop.‘ec/ar/gz
formoles de loo ecvcoione s,

Teorema 1.
3 a=b (moc]m)J x= A (modm)
endances

)OX '*“’i;{"—bx +ﬁj (modm)d:(,;éz
2) ae = ba (modm)

.3) = p" (modm) Vn€Z+

‘I) £ = £(b) (modm) pora cyal-

guier palinomin { aon aoe f alen -
+es enteros.

Demo:r* roCign,
Haremos o prchy séle da (1) 4 (2)
f) Poesto que ml(o-b} yom I(rx—ﬂ) ~f-@anemos

m’x (a-b) ty (x-p)= (ox+o<)c,)- (bx+Ay)

- 50~



2) Notemos que oo —bp = o (a-b) +b( =< _‘,g)z-o(mod,ﬂ)

Hobrendo tavestigach el compor fomiento ok lus
congruencies b o lo oc/,c.on_y la mult: p/ cwaidn, e s nofung/
considersr gqué podemos hacar con respecto a lo divisidn,
Un c.m,p/e emp/o mUeafro gve eJenerG/

ae = ho (modm) no -'MPIIGO Q=4 (moc/m)} porﬁ'ernplo
6= 3 (mod 3) pero 2% ! (mad 3)

Sin embcgo podemas considerar 0 tras =i huociones,

“Teorema 2.
1)5,' >0 enfonces g= b(rnoc/m) <
sdlo s ac=be (mod m),
S qe=E be (modm)/_y =(e,m)
en%onae: asb ( mod §).
Sum amos gye q=b (modm) .
AT Y c)o entoncen c)[{o

‘i) 3 a=b (mod m) entonces
(o,m)"—-(b,m}.

5) 5 a=b (modm)j OSIB—OI<M
en%DnCe:o a = b

) azb (modm) ::Jao{oz ij
+renen el mismo resrdyo aucadh
sondividides  por m.

SH osb(modm)J az b(moda)

donde {n,m) =1 entoncas

a=b (med mn).
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La nocion de aoﬁgruenc‘m: méddlo  un entaro m
i

fijo e una re locign de equiwlencic  ngdural en e/::'/c,u:‘erﬂe
sentido;

() Propiedad ref lexiva : o= a (modm
2) Propiedad simétrica: St axb (modm) erdontes b=g (modm)
3] Propiedad Fronsidiva: Siazh (moa’m)J b=c (modm)

endonces o= ¢ (modm).

(omo v relueidn de equivolencio lo idea de con-
_gruencia modulo m seporc 6 los enderos en closes de
eguivalentia, donde los enderos de uno alase . senaguellos
enteros gue son Qoggruem‘es modulo m.

Dado avalguier entero a y apli cando e/o_/'gor:ﬁ‘mO
de lo chivisign obtenemos a= gm+r,0S r<m <} Q-r=gm.
As’ asr (mod m), donde r es uno de los enteros o4, 2,3
m-1, es decir, evalguier entero es congruemla mddvl m
exactumenda con 1o de estos residvos. Denodomos
o lo elose de congruencic médulo m gue condiene or
por F/ vemos que /Oo m C%’Um/o; rmrfugmen-/@ _S/J.Q”O:a

—

o 1 Ry eme, m-1 .’nc/it,en a 4odos los enteros.

.
~

De{inieign 2.

Lascloses 3,7, 7 oo, m=T =00 lo-
madis las chises de restduo mddilo
m. Cuo lgyier C'rznj()mlo de repré"::@ﬂ‘lafﬂ,@s/
pno de Cada vy de eatas clo:e:, e
llamado un =ratemo eomp/eafo de re-
sidvos mddule m. ‘

Aay, porg'emp/o, los enteros 0,1, 2,+¢, m~-1 cons-

434_0)” on sisdema compledo da residuos médulo m.
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Cloromente  los conjuntos

{l,qu, am+3, 3m 4y, .., ml}
A

;m,2m+ I,3m+2, ,(m-z)m+(m-’)}

—Fombign consfiduyen siatemas comp ledon de residuos
mddvlo m.

Damas a ontinvacign alyunoo de los propiedodes gua
a0n consecvencias nmediotas de lo dedinicidn de olame s
reaidvales.,

“Tegremu 3.
f) G =

b :";ﬂ :éIOzf O‘Er‘,(o (moc/m)_

2} Dos enferoa X ey estan en lu
miamo clase residysl _—,;Jsé‘/o
=) Y..—'—.'/_y ('Y)odm).

3] Lasm clases residuoles
e) / T} 5, vee, m-1  so0n d.‘:-_ju,),.

™ 40:)) 23U Unidn e alC'cinJ‘umlo
o/e Io: @”J@rO:.

“Teorema § .
Sopongamos gue (K ,m)=1.
s fo,,o“..., (Jm} e uyn oiateny

Cow«p'/m(o de residvas mddulo m
entfonces 2,(0') Kagy e KO,.} +Gm -

bu'e'n lo as.
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Hosta el momento hemos esdudiads Congruencius nome -
100>, stn emborgo Fombidn exisden Cong ru@ntias polinomiq-
les gue yo hemos mencionuclo en el +egrema 1 , de /03 QUC,,eD
haremos un breve andliais.

Empezemos considerondy Yarcgmende o los Po/:nomro:
{(x) con coedicientes enteros  aai gue de esta monery
cvondo evaluomos en un endero 1, 4(x) +ombidn en erte-
rOJo ,ood’emo-: 0p/-‘eor ge=tos /o nocign Cﬂe CongruenQiG.
Un enters x gue sciinface vno congruencia pol7n0m"ol
£Gl=0 (modm) es llamado una =olucidn de lo g -

rvencio . Tor :up«x::r#o 2i AFyY (mod m) entonten

fU)= ’[(j) (modm) , aar cvalguier CongryenCiu  Que +rena
oG solveidn , Hiena +ambidn yno indinidad . Par lo Fondo
hocemos oy convencicn cf'egue IO:; =oluwiones gue pem‘e—
necen a lo mismg close residual no sacan pen:oc{?og
como dl'cl"”klsj cvando hoblomos de &l agmers de
-‘DOIUGIOnED de /o co_ngruenc‘fo ‘{(X)_z:-O (moc/m) pensomos
en el ndmero de =oludiones cordenidus en el Conjundo
f’: 2. MJ o en cualguier atro oistemo Oomplejé da

rasiduos  mddulo m, Fbr lo4anta cuolgu;er Oogruend.‘o Po){—
nomial mddulo m, 4iene o lomds m =pluciones.

Ij'émplo::

’J Lo Congruentia ltneal 2x=3 (mod 4) no4iena
soluciones, puesto  2x-3 es impar parc eual -

quier/ Yy porlo tanto o puede ser divi-
sible por 4.

2) Lo Congrueacio cwodrddico k%= 1 (med 8 )ieme

etaetomente 4§ soluciones dadas Por
¥= 1,3 5,7 (mod8)
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Lo teorle de las congruencias lineoles esid comple -
+omende dexeito por los sigvientes 4res +ecremas,

“Tesremo 5.
Su,oofi_gomo:s ue (o, m)= 1, E mbon-
Ce$ lo ch_njrueneio fineo/
iz b (mod m) 4iene erocdomente
ung solucidn.

Demo:‘*ﬂ&(’%n_
Ov\?comew}e aeces,+amon probor oan los ndmeres
2,3 .., M, puesto gue ellos CO/?:)'“-{Ujeﬂ un aisteme  CGom-
P'e'k) de residugs. Por o 4arto  formamon los produdo:
0, 2G, +.., Qm, pueg-foque (0, m) =1 55‘1‘03 AGMErO= —-Fom[):e{n
constitugen un sistema compledo de residuos. Tor lo4ury
eractamente uno de estos productos es congruente Con b
médolo m, es decir, existe exoctamanta yn ¥ que ::»Q'Ju'z'[(lc‘e
ar= b Cmodm).
Si (oym)=1 o gnicy molucion de lo congrueacic
ars 1 (modm) es lomeda el rectipoco dea  médulom.Si o
esel reciproco dao entoncas bo' e solucidn de axzb (madm).
“Teoremo 6.
SBupongamas gue (a,m)=d. Entnces
fe congruentia linaa! ax = b (mod m)
+ena solciona s sy adloos dlb .

Demo:nlmc:dn
s 1 ung =0luCldn e siste @nfonces dlé poeslo _?u@
dlo K d[m - Taversomenta | i d!b lo congrvencig

(mOd m) . Aiane UG solvaidn pvea'k) que



(_Q_ ,__nl\}: oy e oo solucidn Fambidn e =solucidn da
d d

ai= b (wod m).

“Teorems 7.
Supoﬂsomos gue (o,m]=dj C/IA
Entonces lo Congruencia ltneg |

ax= b (modm) +iene exgetomenta
o soluciones médulo m, E ates e
+an chidas  por

t, t-f-_r;rj, ,t +2 —3— ,...,-t+/d-l)f-d"’—,

donde £ e=lo solucign Ona médul
,cz)n_ de lo congrventia linaq |

5’-7(2# (mod%‘}

Demastracidn,
Cua-lgufer =olucidn da -§L = _3~ (mod -a"%)

“tambidn e s =elucion de cx=b (mod M).Tnuer:.c‘men—}e)
cvalguiar =olweidn de cx=b (vodm) =ctiaface

Qo

X:-—__jl (mod —gl)

Ahara los d admeros ewnlistados =20n solvciones da

.aci;(_:s-‘a‘;. (mod %) , por lo +anto de stb(modm),
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Dos o dos  no son Cong rentes modulo m  puesdo g e
las relociones

t T=t m m '
rrfztesa (mod_a_) con osr<d, Oss<d

tmp lican r-_g‘_z_- 5 avg\_ ( mod m) y por lo +anito

r-5

rfﬁ(modm) pero os <d, asf que r=s.
Mostre mos que ax=bh { mod m) no +iene mds solvaionas
que lo= gue hoy en lo listo. Sy e vna =0lyaidn da
ar=b (mod m] endonces oy= ot (modm),.o:sf qué

m

j?—..-‘t (mod '3‘) - ?0,. la +anto Yy =t + K g poac a_/juﬂa

K,
Fero k= ¢ (mod d) poralyuna r gue sotafoce os r<d,

:Por IO -km-/D

K%“E? s én ( mod m) u sl gue

;:—_—-t +ram- (mod m)

Por lo ».Lorr/o:g e:mﬁgfuen-le midulo m con yno dé los ndmaros
de ICI lt'g-‘(/.

00ro/arf0 {.
3 (o,b)sd , @rintan Xey ent@ros

4ale » gue ox4_£>/_x,_—d
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De finicisn 3.

Teoremu §

ﬂore ma 9.

Por un sisdema reducido de resiclos
m3dulo m pensgremos ancvolguier
aoﬂun-!-o de Y(m) eniaros inCcongrien -
+as mddylom, coda uno de los cvoks
as primo reladivo egn m.

—S; ?Ql y Q2 eeey q?’(m) } es un Din-~

deme redueido de residues mddulom
Y >/ (K,m):j) antonte s
+ombién

eas U0 sistemo redueido de residvos
modvlo m.

(Fuler -Fermat). 5upogamo: que
(OI MJ = {.

_ Endonces Q’K'M = 1 (mod m).

Demaostracidn.
'560 { b’) bz )t ~l’ b "’(M) } Un of-:'ll@mO "@d(ﬂido

de residvos modulo

e tuombidp yn oiorte
al Pmdu&/o da Hodo>  los enderos en el primer Qo_njun-lo/
es decis, byby... b

m. E qdoncas {Q"H abs ittt b‘f(m) }

ma redvaide de residues. For lo Hanrlo

Olm] = o¥m) by by +e» L’WMJ (mod m)
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Cada b( 41ene lo prop:ed’od (E( ) m) =4 U L=1,2,0 ‘P(m))
por o que podemos concelor o codo b y oblener

me) El( modm) .

Teoremo 1.

=; ?I/Q , P un primo,-antonce s

OP"Ei (mod P)

Taorems 1.
poro OUo)guiel’ eHerooJ CUOIQuIer
primo P —anemos

Clp:_’: (o] (mod P)

E l4eoremu 9 puede ser J=odo paro colevlr las=oly~
ciones de lus congruentios lineules.

Teorema 2.
i (c,m)=1, lo =olucidn (dnice
modulo m) de lu congruencio lteql
ar=b Lmod m) esto dade por

X = !oow'w}" (mod m)

j::—‘emp los.
1) Lo s0lyeidn da 513 (mod 24) es ¥=15 (mdzy)
puesto que (524 =1 ezl wodnicg =olueids, ilizando

- 5Q-



P (241~ t

el {eoremy 12 4enemos 1= 3.5 3. 5 (mod ),
pue:>40 que Y’(Z‘/)- P(.’S) W(G) 14, moddlo 249 “Fenemos
5= y 5'= 5°= 1, 5'=5 o:ngde x = 15 (mod 24)

2) Los =oluciones de

25 5= 15 (mod 120) s0n x= 15,39 63,87, 11 (mod 124,

Puesto gue
: d='<25, 420)—'5 Y d‘is ;o aongruentia

+iene egocfumenta 5 =molucionts mddulo 120. ,
Pora encortrar estos dividimos por 5 y resolvemos [u
congruencio 5x.=3 (mod2z4) de Ocuerdé))ol_ej'emp/o 1yal
~+eoremy 7, entondrgmos gue luo ¢ino nolutiones eatan
dadgo por A=15+2yK, K=0,1,2, 3,4.

Trataremos ohoro Gongruenios po/inommleo mddulo vn
primo gue oon infere sanfes paro hoblor de las solucio -

nes de ellus.

“Teorempa 3.
(Lo raJe Dada vn primo p, sea

£0x) = CotQyx 40+ o 400" 0
polinomio de grado n con aceficiemtes
anteros ol que 0 E#O (mod P)
Endoncas o congruenCio poli -
nomiol £ (x) =0 (mod P] +iene

a o mgs n soluciones,
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Obseriomoo  gue este resultedo woe > verdodero
poro médy los compuestos. Por ejemplo, lo tongruencio
ovadrd dico x*z1 (mod8) 4iena y solyciones,

:Demo—.:nLroc:dn.

Usamos induccidn =obre n, e /_9rodo de {.
Coondo n=1 locongrenciv es lineal C,1+Co =0 (mod p.
Pesto que ¢ $0 (mog p), +enemos (¢, P) =1 y exiole
exuedamanda  vnG colucio'/’-f)upogomoa , entontes gua
el 4eoremu es vardudirs purc polinomios de grado n-1
+ombidn oupogomc: que lo Qonyruentic ﬂf}zo (mod P}
+iene n+1 oolucones indongruertes mddilo £, digomo=
Yo, X1 da;evs, fn) C/ond@ f(yxx)—:- 0 (modp) porocodo
K=0, 1., n. Obdendremos vng condrodiadion. T enemos
lo idendidod o_{_gebnofOo

£G) - {(x) =S 0 (xm-4d) = (- io)ij)) donde
r=y

’g(x) esun polinomio dgjrudo n-1 Concoeficientes enderos
K endre ellos o Cnv Aar £0) -FU6)z Lyg-%) 9 (%)= 0 (modp)
puesto gue { (1) = £l1)= 0 (mod P}, e #y-Yo F 0 (modp),
B: K0, por ts que debamos ener g (x¢]=0 (mod p) porg
cado. L F0. Fero esto ojn?(f.co - gue la congrugncia
’9.(;(}_—? o (mod pl 41ene n aolucionas :ncoyruen-lez médulo
p, Controdiciendo o nue=tro hipsHtes’s> de induecion.

Teoremy 14,
= -((x] = 00 +0 X #1000 4Cn1" e= un PO~
l:nomo de g rodan gon coeficientes
en4ero:>/9 = lo Q%grdenCA'O
fix) =0 (modP) +iene mé= de n =o0lv-

alones, donde p éo primo en40ﬂ0@3
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CUCJIQLJ;ef ooeffcien‘lle de"f e
s bla por P

“Teorema 15,
Pora cvalquier primo p, 4odos los -
aoe ficientes de el polinomio
£) = Gty (a-2)een (4= PHY) x4y
2n hyinibles por P.

Teoremg 16,
(W loon) . Parg euo?goi@r primo p
+enemo- (P"] l =-1 (mod P)

“Teoremgy 47.

Puro cvolguier primo p> 5 +enemo>

Pt
Z; -S%‘—Q"l = 0 (mod P*)
X

Un sistema de dos o mds Congruencias Ivaeales
n. necesarigmenta  Fiene ung solucidn  aun cuando cwdo
congriencly ind ' vidval '*eﬂgcm une aolvaign,

Por ejemplo noexiste x lu aval satinfaga simultdne-
meade o X=1 (med 2) Ly X=0 (mod 4) , aun Cuond
todo ung por separado  —ieaen =olucionas ;En eate E/’emp/o
los mddylos 2y 4 noson primos re lativos. Troblremas
que cualgquier sistems de Jos o mbs Congruendias lineales
lasawlas aa pueden rasolver separvda merba aon so ludio-
nes gnidggs se puaden “umbleln ra solver  simoMHdnaaman -

+@ =7 los modilos son primos relotives en pares,
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Oomenzomo:. Con un Cuzo e-bpeo.'ol,

Teorema 18.
(Feorema Chino del Reaiduo) . Sy-
FONGUMED  QUE My, My ooy M 0N
enteron posi4ivos Y primos relati-
Vo> en pares, es deair,

Cmj, mxl =1 =i K+l<.
Sear by, by,vr, be endara> arbt-

‘{'mrfo:s.
TE ntoncas al aintemo de Qwrd@n—
eias

XS 131 (MOC}IT‘()
X= bz (MOCJ ﬂ"z)

(= by (o )

“+iene exgatamente una =olueidn
mdédub el producto mymyesme.

Demda-4rocisn. M
-Seon M= m, Maeve My ) MK :W ."En-londe5

(”M mu=1.Rs" coda My +iene un Unico reclprocs MY
modulo my. Ahorty meq )(:L,,U,N: +ooot b, N(M:.. Qoner -
Cleromo:a cade Fe'rming eneste sumg mddufo WK
Feato gue M=0 (mod mg) =i [+ K, +enemo=

= ‘3‘ MKU'KE bg ("’10('/ /Y!x)-
f/%r lo J’on‘f'ﬁ Y 504-‘5'(006 Cuolgufer Cong rden G de{o:':rlemo,
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ZEe {detl mosdrur gue el sistemy 4iena ung dnico so-
lueisn mod M, de hechol i key oon don =0licioras da
el sistame +enemos X=y (mod my) pora cada K, puesto
gue loo my son primos relodivos en pares, por lo-+anto

~+anamos X—‘;'/_'; (mod M).

’T_ec)remo 19,
ﬁupo/ﬁomo:h que My, My, es,m, 00 ori-
mo> calutios en pures. Dean by, br
enteroo arbitrarion yq, )0+, Or ue
sutisfacen (ay, me)=1 parg Kal2,er.
“atonces el oistemo linee! de con-

JrUEﬂCf03

a,x=b, (med m,)
g, ¥ b; (MOC./ "f’g)

iy

'br' (MOd r'Y"r)

1]

ae X

—+iene eractomenta uno oo lvaidn mo-
~ olo mymg...my.,

-

“Teoremu 20.
Sea £ un polinomio aon ceefidiemras anta -
ros , 2@Un My My, e Mg emteros LOoI-
1ivos primes relot+ivos por pares Y
260 m=mmy...m.. £ ntonces lo
Congruentiy £() =0 (modm) Liene ung
solvaidn =iy sdlosi cade unu de los

cgf_'gruenc"o:,;
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Hx)fo (mod mi) (¢'=1,2,--,r)
4iene unu =alucidn. Mds uin

o0 v Cml g v {m) demotun el
ndmero de =oluciones de

£l =0 (Modm)/g ((x)EO (m‘Odm,')
res pectivo mente; entonces

U lm)= v (m) v im). .o (me)
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VA

E oL Teomeua D DiaicHiFT Y Fu TroReMA De

Loa NUUMEADs P aiMos

Th eato porte desarrollamos dos aLirmociones que
contiernen a lo infinidad de primos @n vng progresign ortd-
mée +ieg yo le manere en lo cual esddn distribyidos lo=psi-
mOD, que £on aonocidos como E | Teorems de Dirich ’e'fj

= Teoremy de los Mdmares Primos , respectivamandte.

ngendre Lormula en 1808, la primerg ofirmocidn
gue dice : Sean Ky | eataros 4oles que (K, )= 1, endon-

ces efizde vn ndmem infinito cde primos de la Lorm

I 4kn, (nzo, 1,2,-++ ). Lo demostrocion dadslg Loe dade,
por Dirichlet en 1837, por lo guellevs sonmbe . Fn esta
demosdrocidn dasarrolly dos idaus raditglmente Avaves,

e primera fve ratrodueir I o fune igne = orit méticas Homad
+
CGFOC'I'QFEDJ denotadas comp X : Z—0C, la :ie_jundo fua

as0ige o Cads coro’chGrJ cado ndmaro reol S 71, por me-
dio de las series infinida

| (5 y)= e

n3

“Tambien Lejendre publicd una of:rmacion ceraong
ol Teoremg de loa Nymaron Primos en 1798, &l afirme

que W) eada lo {ormo V( A l_o_9 x4 B), donda
¥ ()= ndmero da primos P gue =otisfuten 25 P X y
A, B son Conatondas, gue @s bastande parecida a la
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aftemaeisn que G T G) oy ) Yue es el e -
A -0 ﬁ/lgj %
¢iado del Teareme de los Ndmeros F3imos, nge/x}’@

deopud: cadend sumﬁe4dfa en 1808, para afLirmer que

Vo) X
! X) lgﬁx-p-A(K)

donde A (x) e "oprox.“mad’Omem‘e 1.08366...':(3::(15@0.'0

Lo AG) = 1.08366.0
£=1 Q0

Avngue Legendre fue 6 primere personc en publice -
an formo Cch'e dura] E | TTeorema de los Ngmeros +r imo>,
Guuss posels yaunerenss 4rg A'ajo sobra g teoria de pri-
mos en 17192.93 4 sospechs que lo  denstdad con lacwal
otrren los primps enunq veeindod delantargn esde

'/f_csj n 1 aoi gue el ndmeo de primos enel indervals Lo)b)
serd wprokimadamente  iqual

j"b di
o 'lgx

'f_?_goc-'oneg mobra o disdribucicn de los pr:}noa,

, aungue élavnes publicy =us indes -

Lo demostracicn heche por Dirichlet olo
ofirmeaidn da Lgendre r'eprcsemLo' un pase ma's haoig
lo demoz-atmc,‘o'n dal Teorame da las Ngmares Primes .
Tehebychedf, ynmatemdiics cuso, foa el gue logid e /

primer gran progreso despue's de Dirichlet rumbo 6 g
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demes truaibn de diene Teorama, introduciendo  [as dom

funtiones dewriable reql siguientes, @ ()==" lcj P
P X

Y )< () =:>: !o’cj P; &l pruebg gue el Tearemg da

~m
P\Qx

!oa Méme/oa ?r:mog e egu?uo’En“‘e a Cuolqutero Je Io‘s

doo cfirmattonaa a;’gu?en'f'e:::

a> Ly b)
Lm0 () -4 Lim M () 21
X —rao X X —7e0 X

(Raimana  tatreduce o fopeidn de vorioble aomplcjo

la eval =e conoae

o2 !
éo(‘::): E ';5 /
Nz

0on el vombre de TFuncidn Zaty de Kiemann, Con et
funaidn =a logra unclonte lkastante =ignificative heez,
lo demostraeidn dal Tegrems da los Ndmeros Frimos,
pues prueba que & (=) pvede ser erendda anolidica-
menta gunc Huneidn o aval es meromarfe entodo al
s-plano. Conaats Riemann logro eatabletar yng tn-
Lime  conaxidn antre lo fyncisn < C")_y la Fonaidn

£ (s) en 1860.

Lo mas femosa QOnJ'e:h)ro de Q-‘emonn, e:quSx'
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”(JMCdO Hipdtesis de a.'emc,nn, lo avsl ofieme que +edon
fos ceros no H4riviclas da € (:) ze enguentran en l
rec‘}‘Q R e (ﬁ): 'il' ) que e e/fje de an'me'{'nlo de. IO adug -

aign  funcional A (s) = A (1-5), dJonde

Rlsh=sCs-n ¥ 0 (%) 209

es 0t fundidn entara.

“E | supner verdoden, lo Hipgstasis de Riemann , condy-
ce o afiraer gue W (x) = x+0 (x%*%) para -
guier €>0, donde

O CX ' *E) denots « lo '[Uncfo'w

£G) ol que _£(4) estq actotada  parc todos

x'lg +&
las X grandes ;, gue a= equivalenta o T [ Teorema de los

Nimeros Frimoo.

o o1896, Hodomorclj de lo Vg ll dea pou:szsm, in-

dependientamente establegen loesstenic de ung regidn
[ bre de ceros  par ¢ (s, que admite lo demostra—

cign  de
¥
F ()= +0 (g e legad’)
que es eguiuofem‘e al Teoramg de los Nymeros /'Pr.'mojj

con lo que despues deunoiglo de arduo ~trabaie de muchos
G’e los me oré= ma—femdq’-icoa O’e’ mundo) =4 /o ra loderrr»-

+racidn. del daortmo de los Mémaros Frimos,
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El Teoremg de Dirichiet

Lo progresign de aimeros im pore s 1,3, 5,20+

Contiene unc infinidad de ndmaras primos
"E's ngtural pre_‘gun‘/'Or cudndo otro pmjre.:fo"\ OI'"‘im@")‘t'Oc,
+iene estg propiedad. Une prg_gre:fo’n ari+metice aon el
primer +ermino by unadiferancio Comin KK gonsiate
de fodos los ndmeros de lo forma Ka+h ,n=0,1,2,
S /1) K 4ianen un foctor comin o, agda elem en+o
de la prog resion esdivis: ble por d _y 1o h) ”'__j“n
primo en la pjres.on aid>t . EFa otras po/oforas
una condicidn wnecesariq para lo exintencic de una inf
nidad de primos en Unth es que (h) K] =1, D.'rfch/e-f
{ve el primero en prokar QUGGQ‘{'Q condicidn es Hambien
sufitienta. J;-,-,d’ec:r, = ((a 1( =1 /Q rro resicn  art -

)

mética Ko +h condiena uno infinided da primos .
’I_—,Ao ofirmacidn e o concods como TE | TecremG de
Dirichlet, lo cugl pro baremos enestc secdidn,
ZEmpezamo= Con o/junoa “+eoremas de congrvencias.

Delinicidn 1.
Sean m>o J G e £, -I-c,/esgue
(a,m) =1. Dacimos que a *perte-
nece gl e;(pone/rfe £ modulo m";
s of esls primerc de fodas
las potencias e o con unexponen-
+e pesidivo paroel cual
a'=1 (mod m).
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= | exponente £ esinte, puesto que por el Teoremg
de Euler-Fermot | Henemos que

OVCM)EI (mod m) Y lo denctamo=

Qomo (: £x Pm(Q)'

“Teorema 1.

Dades m>1, 0 e & 4oles que

(¢,m) =1 f=ecup, (e). Entonces

) at= o* (medml<=> kzh (md¥)

2) a* =1 (mod m)e=r K=o (modf)
en parkicular -(l W(m).

3) Los admeros o’ a0t .., !
200 :nCo:!jrven4es wmadvlo m .

Demoo—l-roc en.

Boatc con probar (’),p«JEﬁ (2)) (3) =on Conze -
cvencias  direetans de (1).

Bin perdide de)enerolidod, podemos suponer gue

Kz hso.lmo o'z ah (mod ml endonces & = 1 peded.
U4ili zands elqlﬁor?4mo de la divisidn obtenemos

K-h=z gf4r, g=>0 Yy oF r<{ . R lodando
K-h gf+r a3 .
l=a = = (¢")ar=a” (mod ml, por lo defini-

e'dn de .(' =0 ﬁ en Cconsacventic £ [ K-h. s

dec:.r, K=h (mod {

-7 -



Qec.‘procrmemfe ida K-hegf , e aigue
a =a"% = o (o) 20" (med m).

Dea donde a* = ah (modm)_

Teoremo 2.

Seon g nJmero primo Y lezt. ; ;
tales que ¢! Cp-1),

Eatonces extate pn ngmeros +al

que €xp e(al .—.-_C‘l donck p &> primo,

D amo=trooidn

LQ Qoﬂruencfo ,Ool.’nom.'ol x%’—’- a—"l(mod ) -J'f@,qe
Q [O mé s

Pt g Pt < p-2

— :’OIUC ones ( f)UC'j-l«c nq )
g9 2

,a;aj r-1 € Z yague P-I—.—le}
9

Tor lo 4anhs etinta al menos uUn ¢ € = elcoval Ises P
-kslgue P-1

¢ F 1 (medp)

Hagomos o= C ‘? _Y veamos gue @xf, (a) = 3” Seo eAfP(G)—-f
entonce o (lq’ 5! N0 +uuteramo—> gue = Q +andrigmo=

gue [:_c‘j para c_:_guno 1, {sfs)-1 de donde \(lql'
de Modo Que 9" = ¢ %J =1 (mod p) ; loeualeg Ut

Contrad 00 isn . ?w /o%amto {= g Jaque at :c =1 (medpl

leoreme 3.

fz(":n‘e) € =z +a lgue exf?,(g) =p-1
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Demoat ragign.
=i p=2 en'lLOﬁCG:j.:zK-H, 146250_};3-[009

la condieion del 4aoremo.
Si p>2, sea lo descomposicidn Candnicg de

—r in
-I} P-{:ﬂ'_l ﬂn .S ozt ee =adinfumn

loos condiciones del deoremo 2 Y por lo 4anto eriafe
.
ﬁupryamtm que e >, podemos e/ej,r un ndmerg

qn aon eﬁpp (Oﬂ) = Pnﬂn POI‘G codo n= ‘ 2 -, e

De {inimos ) p.1
j = ,—‘T 0, , entonces jP'1: (ﬂ: Cl,,) ’ -

n=4

T o

n=i
{n

OP" = { (mod P}_

-
De donde jm; i l o:" =7T]
n={

ast

.5upoyom0:~ Gue expp(j) f enioncg:. -[l pP-1
St as wucediero gue £z p- 1, sin perdido cﬂejenerof idad,
~+endriamas gue

p-
f (?,'), puesto que P, (p ’) -{/n 2,3,

Yy que £-1 - 1‘ 'T_]' 9:1:' Asi gue

f
j.T,——-ag"Tcro = ,B'T' (modp)

In
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. Eado es ppo contro-

. { .
Y en con=ecvencia P )
{

dieaidn . Por lo 4anto e1p, (j)-_- P 1,

De {inicidn 2.
Gualguier aec Zz 4al que
exp,, (6l = @(ml, reciba el nombna

de raiz primidive médvlo wm.

Teorema X,
Seun a,me Z tales gua (g,m) =1,
Endonces a esunc ralz primidiva
mddule m<=> a, ¢*, ..., o"’(”‘),
Horman un si=dems reducido da

res'dués mady Io m.,

Demoostracidn,
i o esuno ratz primidiy, endonces expm(o)-‘ﬂ(m).

For lo 4ands a,c? ... 6P oon Mcogru@n-/eq médvlo por

el 4eoremc 1. Fasto gue hay Pm) de 4ales ndmeros,
endonces ellos farman un siedemo reducido de re:;:dum
médylo m.

a%-'P’OCOMQn-/G; =7 Qq, 6% ey Clwm) fOrmGn un si=stame
reducids de residion) entonces o™ =4 (mod ml ) pero
una potencic  mds pegueac no es QO’@NJ@V?-\[@ con | modylo
m, porlo fonto o e@osungraiz primidiia médulo m.

Lo impor+ancia de las ruices primidivas esex-

PI:QOC,CI POI‘ el 4@0r6ma q. 5'-01 J;en@ una ralz prn‘mi-}/'(lo
enfontes Cada mintems reducids de remiduos  médulom

-34-
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fuede ser erpresado  como uno progresidn jeome'ir;co.
“Easde 4eorems da uaa harromiento podero:o gua
puede =ser usada en problamac> que envvelven ailsdemon
reducidos de residvoa Des=odor 4Uﬂodbmen4@, »no todes
loo médules lianen "Ccf@@:bpr;m;'“(lab . Unimmen-#e
los =:_15,u:en4ea médulos :m =1, 2,4, P~y 2p” donde p
€o0n primo impar Yy e 2 4. Usamo= esde heelp para
demostror el =g vienda 4eorama,

“Teorema 5.
S pr2 y 4> endoncas efis -
4a un nu'merOj que pertencee

a P(pt) (mod pl).

Del +eorema 1, =@ =i/gua gue
pore P/f/o O—:—‘jb mod Fl))
b>0 es oiempre =olyble pa-
re (0) en pGr(-:‘Cd l&r para
las clases dea residuo

mddilp W(P’).

Demostracidn,
Parc D=1 e pr_obéen el Heorema 3. For lo '\lﬁﬂ'lo
A0 ]>I_ Seaj una rGiz pr;m;—livo mo'clvlo p.?od?mo:
elejfr Oj -/»ol_que —9?-’%3 { (’"C’d Pq')- CUOﬂdOj e s uUng
ratz  primidivs médulo p, dambicn loes q+p, y =i
Pt~ (med pz)) endonce s (j +P)F"5 jf’-u (P- 1) P2
P=y+( P—I}JP“ZP(MOCI F’z}, oo;’gue (3+P)P-’ 1 (mosz)_
Probaremos gua la g dederminodo por _9‘0'% 1 { modp
sadindace lo Gondicidn deTs-!eo:*emo (lacval e tnciden-
talmande ynG ralz primi4ivo mddulo ,0).

=15 -



Pr.‘m&ro pro ba mo> - por indueeon malemdl:‘(’o, ?ue
parc dodg 4>1, denemos
pl-2¢p-1)

ﬂ :f+l\_lp'-1) P*[’t)\,

:Para ./’-‘Z esd0 e arerdo por el 4@0reﬂ;a de—ﬁermo-i)
J'unlo con j"' 1. (med p‘). ﬁij”-"‘(P-r):thP";

P/%}L se comple parg .!’, endontes =a s/9ueé PATG 'y

Qo
F!"(P-l)— <’ L j-f} L { Az p(e_.‘ij 1([-1)
9 s Uldhy PPV =44 ngP 4+ 0y )P +

ap2U-l donde

plp-1) (P-2) . pLP-1) (P-3) (P-3)
L 2NN <Y
3! i’ gl

1-1
LI

) (s (1-1) De esta fjuo'dad,efiercer

+ hy

el coorto +érming de! lado derecho 20n divisibla=
por P t+1 puesto que 2()-4)> .!+f) 3 -3 0+1, res-
Fec#xuomen#e. /
Por lotanto el ladoderechs e= igual o 1+ hpof',
dondk P*"!H-

Supogomo: gue exPpl (j):f;porel Heorema
{, denemes £ [p"‘ (p—i); puesio gue g pertenece g -
p-t 'mo’ddlop, e :::jue gue p—f £ , Qan’gu@ 1[:'0”’ (,D-I}
0 MS )1,
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Zine fvera  verdadems (como se o firma) que
£ = pl t (p-tl entonces tandriomos { ]p(" <F’")/ Qo' e

3"‘ 2 p-tl =4 (mod p'l que e> una Condrodrccion.

Teoremg 6,

ﬂ>z,en4oncas expz, (5)-*21 ?

Demost racidn

s Probamos por induccidn que par 1>z,
58702 quh, 2", z/!/lu Pora =3, €240 eo vardederg,

asdealr, 5'= 1+1.4, De suporer que o'juold?ggi e verda -
dera pura I >3, podemos concluir que +ambien es u@r-

doders  parc ﬂH,,mrgue gl (1+L, A1) 1+LZ+

hlzz "=I+M+,Zl, Z/f/lo“,» De las do:aj()oldodye: an-
4erigres =e ?yue que gal-3 i‘ 1 (mod 2Y)

'z—-i (mod 2! 5up~orjgomo:> gue exp b (5)=
e’“loﬂcea /f/Z{ 3  dedonde £ =21-2

Teorema 1.
Pare 172 , cvalguier nimero impar
"o 904'31(000 la relacidn
a= (-1)%F 5% (mod 2!), b>0, pe-
cisamenda pare aguellos nimeros
b > 0, pertenecientes ayna purticuk
close de residios médolo 2!-2.

Deamos+rocion.

| Seg a=1(mody). Poro o5 b<2¥"% 5% repre-
sendc 2"‘1 nd mero= MCoyruen-le‘:’ mddvlo 7‘P/ per el
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Teorema 6, +odos 200 = 1 (moed ¢}, =in em boPo cvulguiar
@Ojjua#o redycido de residyos mddylos 2% condiene
esactomenda 212 pimars que son =1 (mod 4) - por o dante
se sigue que g=5° (med 2!), b2 0 e= =olobk para b.
Poeato gue, st b>a, 55 e> periddico con periodo 2 l-2
mddulo Z!/ se =2igue la clirmacisn.

) Sec a=3 (mod 4], entoncas aplicames(y] ol
nymers  —~Q,

Corooteres

Lo ledre 1 represents al ndmero compleyo VT,
todas las demgs letras mingocvlos exoep«[o &, como
antes repre:enlan enteros,

Seq K >o I;J‘o, consideemos Y(k) <
Dedfinicién 3. ‘
Une Luneidn aridmedica Y es //0-
mods un cardedar mddulo K,
se oo-l- bfc.c‘@:

f} £ le) =0 parc (O,K) >1,
2) Y ) #o
3) X (oy0.)= X (a) X(a,) parg
(a,, K =1y (ag) Kl =1,
4) X (a) = X (4] para = G, (nd §
(a,, k=1 (4 porlodanto
por (1) srempre que 4= T

’:-t—:/'GMPIO'. .
3:’ K.—:‘,’/ X (Q)-:O, Il OJ_' PQ,—Q
050, 1,2y 3 (md vl respactimonke,
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ESTA TESIS M0 pese
BE LA GiLiemeC

Teoremy 8,
Fare cvalguier Qardeder 4enemon X(1) =4

Demog-f-mafdﬂ
Por (3), Xt = X (tg)=x (1) X (1) g por(2)
X (1) =1,

-

TTeorema 9. L
S (o, k=1, andonce » (¥ (al ) =1
ao’ X(6) eswiaraiz h - esime da

Ja unidod} !X(Q)!= 1

:De mo=t ralicn

C’omq o" =1 (mog KJJ por (3))(‘1),

.( )‘(m)h=x () - ¥ (1) =1

Teorama 10.

f) Para tualquier Kexisten vn nyme-
rofmido de carecteres y ademg=
al menss uno, (De eslajmanem
sertn dos= carocteras dislin-

465 oino comeiden para Jod’oa)‘

Demosiaeidgn
Pare euafg,u:er ¢ en elintervals 1sos =e sigye
deltl 4 el fearema 9 gue X (o] dabe alegirse dayng coleccio
fpide” de vobres posibles (0 ¢ unaralz h-c'srmo de lo
un-'dod); De (‘4) e o_f’que gue eIlIO,Or' d@ J[o} poro
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I s as ¥, deferming el valor para +oda a. Por lo4anto no
puede hober un ndmero infintdo de caracderes mddulo

K.
z) Lo funcicn

0 paro (o, Y

Y (o) =

I para (¢, K] =1

es claramente un cordeter, puesto que sctraface la de.-

-[.'m’c"o'n 3.
De {intcion A,
Tl eardater dedinido en lo parde
(2] de la anterior demostrucicn e
famade =1 Qargeder "Prl'ﬂequlj
c s denotads por Ko.
“Teoremg 11.
3" x o> uUn C‘Qroa'{‘el‘ leV!‘)l'OﬂCGD
su {uncién conjugado X +embien
loeas (5; {es real endonces o
dfiere de ¥).
“Teorema 2.

St a recorre q un Conjundo complets
de residvos medulo K, entonces

lh para Yo ‘
E Y(O): 0 e,,eualgu.‘&r otro
a

du=0



D emosdracidn .

Tl valer de luo sumg es en cvalguier caso, .‘h(ﬂe/:en_
diente de lo eleccidn del Goy‘unlo da residvos, por la da-
ficign 3.

') PCN‘C: el cordoter X = Xa, la sume 4iane h {er-
minos Duole—_a al y K-h 4e'rrnmoo_i9¢)ole: al.

2) Por otro lodo el'jamm ( podemo=) yn nimearo bm/
pora el coal (p, ) =1, X C(o)f 1. Presto gue bao reco-

ree @ un conjunto, completo de residuos mddulo K

OUondo Q [o hoce -Lombre'n, a@ zfn'jue gue % ‘i){(ﬂ):

- X ) % dedonde (X) 2%) §=o.‘.§=o/

prests gue I(bl_y Fo0

“Tesrema 13. ,
S X. J ¥, son Caracteres
enfonces ¥, Y, +ambten /oe:,-
TEn particvlar o7 X esyn aardcler
entonces £° e s yn cardader,

“Teorema 11.
S50 Kies un caro‘aJer, andonce =

a¢ X recorre alusC Caracde -
res ; d+ambien los recorre X,



Demostracion
S X (e Y, (u= Yy (a) X, (a), entonCas =e
’31906 para (o, k) =4 gue 1z (o) = xg(q), pue:rl-o que
X,(g) F 0. Y por la definicign 3 (1], esto se sairm-
[ace Porﬁ (a. K) 71 *c.mb.'e'n. Lc. ~ Q@ —(un(‘n‘onea

YY‘ son  por lo 40v‘\4-o |o-.> ¢ oaraecteres d*b#.‘n-ko

Teorema 15,

Sidvo, (dkl=1yas 1 (mod K) endon-
ces erisdeun cordeter elcpal X(d)H4

Vemosdration -
Poesto gue Xlul=o debe cumpliyse siempra
para (a,lﬂ 21, neee s, tlomos de Linie adecvadomente u Y(a)/'
dnicgmende  pura Ca, K)= 1

(Pueairo gue da 1 (mod l'\), ek mte un nu'mers f"l/ K,dondc
7 P7ZJ 10 para el tual dz 4 (med P!)) o de otrg
MOARrG, un WIMero 2 4 (Kl donge Lo pPara aleva!

dF4 (moy at).

A) Seaq NER (mod P'I} ,;972,170) PJIK;POY‘
lo tando p 4'd; Puesto g ve (d/ Kl=1. 59‘*__9 S
pertencce ¢ P ( P") mo'dule fj.

fora (oK) =1, denempo> £ 4 por
lo +eanko a;—*j" (mod (” , ¢ (Pl vb o0, hagamo>

a7

f:@m ) Y (Q]:fbien%nCca k() este’ Qomplﬁ—

Lamen-}e de fermincda Por G ( l(. elecoignanderror e:if,’
hecha part un ndmero {Jr‘o_g) puexte gue



/ab liene per'odo ‘P(P’)J b e=4¢ uniwcamente
datermingdo mddule ¢ (p!).
X €] es on cardeder, porgue :
Z) X(l) = '/Oo =1
3) Pa,o (o,,K) =
+enemos a, G, =

= (OZIK)[O"Ejb’; O&E—BbZ(”m'PP)/
g :jb1+bx (mod p!), ¥ {aya,)=

H
Ot phPR = X () X (Cad).
4] Par ay = a, (wod k) +enemos a,= a; (med P,

IO que :mp/-'co gue X(Clg): /T(Ol). )
_—;:_.‘nolmen-le, =@ 2/gue de d ;":-‘ { (mod Pl)j P/{/c/ gue
d =g (med pl) fd(ﬁ’)fh/ XW)=p 1

3) Seo dF 1 (mod 2,4 >0 4 z"/x por 1o tanto £
( puesto que K e=por, asi gue d =1 (mod 2)).
B.1] Seq d =4 (modul, asigue § 2. Eadonces purg
(a, Kl= 1 tenemos po.fe(—!ecvrema ‘77)’0 qué (a,2]= 1,
= ()% 5% (med 2] B 2o, Toereado Y2k~
Y (a)= Pb, Endomces §(a) e sty brea dedinidc

Yy puesto
gue P? dieaa pecisdo 2 "‘/q b esdy determinado mddily
-3
2 .

/

Y (0) @>s un c'ora'cief, porgque ;
2) X (il=pOed o
3) ’Oo,f& CO,,K)=4:(01/K},G,_;(-1)’12—551 a,=

Q- !
(-1)"’7‘5!”‘ (mod z‘) per lo que

G-t 4 -t Q-1
2 2 E

byithy
a,a, = 1) 577 = ()

;5”"6* (meg 21/

( Como Q¢ ya; o0n impares +enemps gye (as-1) (Oz-’)
=0 (mod 9)) eato rmplica que
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04Q; -t = Q-4 +0z-1 lo 4an+
- = T_Cmodl),pm’ anto

- Q-1 -1 .fscﬁéc-'r
(gt st azl) !

2 =

X_ (O. 01} . Fb,#é;: Pb' Pbl: k/(q'} X(Og)

L!) Far a,59; (mod K)/ nosdo OfEGz(mod 24).
Finalmends | se = gue de déff Cmed 2'}J =1 (nod y)

gue d=s” Coned 2¢), 27172 L7, por lo 4anto X(d)zf’rlé/

.6. 2) SQO d_= _1(mod RI)._.—L'—nJ-OnCQ-a PQI‘G (O,K):'f
(dOnde Gas im par); haciendg ¥ (a)= C-1) gi‘: Y{a) aoyn
Cargeter porquer

2§ (] =
3) PGrc, (a, Kl=1= (021 K}; tenemon X(a, dz]:

q,9,- 1 a,-1
(‘f) = (-1)72

0% = X () V(g

‘f) ta alaro pargue -L:lK. Finolmenta X(d):-ﬁfl

“Tearemg 16.
Pare @ >0 {1jo

i ( o pare o = 4 (med k)
X (el =
i {o parc aF 4 (mod K)

donde la =uma es +omoda =0bra

- 8y-



los ¢ CGroc +eres,

Demoatracidn
) Pora a=1 (mod Kl la sumg (se i9 e del feome -
mg 8), 4enec +erminos los cvale s son iguale > q .
2) Pore Co,k) >1, dodos los 4evrmings se gnulan,
3) Pure Cokl=t yof1 (med K},podemo:a elegir
on Cardeter X, , el aual” ¥, Ca) #1 por el {eore mg 15,y por

el heoremg 14, 4enemos ns % X ) = % X (e ¥, ()= X, (Q)j‘?x(a)

-

= Y, (a)n. Porlo +anto C{(, (a) -1) n =0, en Conzequentio N=Q,

leoremg 17,

¢ = h (esdecir, axtaten ezgodoment
¢ ()() caracteres  mod K)

Demostracion.

3} a recorra un conjunds compledo deresiduas
médulo Ky X recorre 4odos oo carcedere > entonce s por
los 4eoremas 16} 12, +enemps

— EZ Y(a) =c4+0+...40=¢
= -\ T

a,x Z .
X():L O4+...+40=
s Oé_’ a *
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" Teorema 18,
Sean (4,K) =4, ﬂ>0j 70 &n fances

z}%‘(l} Yo = h pora az 4 (mod 1)
X 0 Poma% 4 (mod K)

Observacion .
Ztn elludo .'zguferc/o, podemo-_: e=Cribir
¥(e) enlvgor ge 1 /X(4).

Demostracion

E It famo= J 20 de do! manera gue J’JE‘ i (mod K}.
Pranto goe Y GIX (= ¥ (1) =1, se 39 ve gue

Z%(! Y (al :YzX(J') X(Oj:XEX(jQJ) 09"906

X

por lon +eoremu > ‘Gj 17
h part ja =1, o=t (mod K]

E‘ i Xda) =
7 xa O en Cualgurer otro caso

De-(fn asén B,
Y es lamedo corgoter de pPrimeér
_géner steselcardotor prm('fpa//- de
sequndo geery =i @ req/  pero noes
on aurgater principal yde kraege'ne,

ro =ing siempré e régl,
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:*j‘emp,oﬁc
1) = | Cardeter dado enelgjemp/o andarior 0N
Cargeder de segundogenero oireatamente da lg definicion,
2) Porc K25, Xla) =01, £,-4, 11, pare 0Z0,1,2,3y
Gnod 3) 1 @2 un Cardoder de %rmrjc'nero.
3) E | simboly de Kronee Ke, (: T:K) es W Cirgcle,
de :fjundo je'm‘rO (mod H - Tero V0 es vn Cardeoter ErinCi-
pal, esde hechoes impeordante,

A ~Berieo

Las L Cs,x) series lao indrodyn _y delinio Dirichlet
con el Propésito expreso de demastrar, el teoremo que llevo

U nomba,

“Teorema 19,
“Paracada ono de los h carceteres
Mo'dUIO K, 'Cn—: e D

X (G) = L (S)X\) 0N
a=1 o’

abaolutomente conuejemlez pParau
3 >4,

Demontracicn .
P o dediniaicn 3/9 e | Heorema g, 4eremps

X (a)
OS

A .Gomog:-"—

< | 3
) s a=! a

‘X(o)

Converge  entonte > 2 X Co)
. E Converge abolutamente.
= a®
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“Teorema  20.
Sixnoes el cardeter principal entorces

L
= X(G) shpora L2 >

qzM 2

Dem0$4r0070'ﬂ-

Psc el deorema 12 = x (a) e anvle Homandog o =0
bee un Coyor)#o compledo de resdios por o gue podemos
supener  que eladmery de Lerminos de nvasdyy come

“Aoed SR
Em un cay‘un-lo compledo de residws ercctamende

h valores de IX(C,) zon iguales iy elresdo "qugl
o cero. Sien avestro  Ctonjundy de residios parcial otu-

rr: gue en a lo mds & 4etrmino=, ’\’(G)/: 1, endoncas
2

L L
Z X(Q) s Z )((c.) < _ﬁ . Sretdrren mg=

=M as4 2

de &L de “alesde'imings, endpnces
z

< w, ¥4 Lt K-

z Y(G) = Z' [{a) - Z Yl =

a=y4 da M s
MaK-1 Ay P -1

| > 1) vl < 4§
UL+ a=u+d
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]emema 21,

Sean 4 > u, Ja unabmero om-
plejo arbr Jror.o y parcado o gua
saftaface M S CS U, 2eqn

i 8, = Rlw) pora Mswsy,

Q—
May [Q(w) =~ & 2 San> 2520,
Mgw s

en}qnce‘: +enamos E &, e <E~ v

Demo stracidn
Secq R (M- t) =0 ,Tn«lmceg -tLenemo§

%~
i E,doz i £, (hl-Ria-n)= = Rl (EQ'EQH)Jr
G=M O 5 M G=Y

+ Q(LQ)E 2, da dondea

s [‘*z‘ (€ -Eqyy) + E\LJ; F &
=M )

“Teorema 227,

3 Xnoenel cargoter printipal,
entorces [as serie>

:ﬁl xg:,) =L (a,x) convergen

vt formemente PGro D2,

- B%-



T@oremo 21,
5@(4/1 g > =M, XO Un AGmero om-
plfjo arbet 4rar.o y pare cada o Gue

saftafuce MS OGS U, sean
% 8, = Rlw) pora Mswsye,

Zee 2T 2
M "Eu. 9,

25 Yol s

May |[R)l=> &, 28

Mgwsu
en lontes fenemos

Demo stracidn
Sea R (M-t)=0.FEntnces +enemon

o -1
i €, Jo= i ta (Al -RG-n)= =T 2 (o) (EC‘-EGH)+
’ ., M [VERT]

Gz M

+ B ()¢ «, de donda

L W~
Z EC‘ XQ S}—’ Z (EQ‘EQ+‘) + E\-‘L]; )—’I EM
Q=4 Q=M

“Teoremu 22, )
3¢ Knoe=el cardater Pr:'m’.'.'poll

entorces [a> serfas
QO
X(a) _ | (a,x) convergen

N

Us) a°

vt formementae POro 324,
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Pemoatracion .

donde M, nodepende de =

“Tearema 23,

’ © ,
() Lao sarres E X(a] 020
a= -
o]

convergen ab=olotamenta

parae >4 J (‘onue_gen uns -
formemente para => trE

Py ( amo> & >0,

2) Be =1 entonces

L (s,x) = —2 X (al log @

a>

Demon-4racidn

) Pare =>4+ Henemos {tal log g log u
PE) lee
fore)
Y 02-‘4 _:%E oaverge, Tor lo tanto tambie'n %‘X&)’?ﬁo

T



Cocnuerge
i~ X x(ad)

2) Como =1 g L(5.1)=QZ‘ -
g

‘k*nemos

que X) o Y(a)a® por lo tanto (x(a) o)t (1) X(a)a *bya
05

=z - X(a) lojo , por lo +anto 1 (5,x)=~°i X (a) lga

azd
09

09

5S¢ L noeseleardater principal,

e n-!»onca =~ las ~erie s
% X(a} ’°ﬂ° convergen unior -

Q:' 09

memente para 51 y parg esfod
Jalores de D suaumg es mem,
que h en valor abzolyto

Demondacion .

.1) SReg ﬁaqlpuechquei<|ogg):
Y

d
- -1 .
i _; e <—5)§ '°~‘/§‘— ‘ﬂ;ai: £ ) e e

gue /og z esuna {uneidn decrecienta para §>Q.'/’/
¢

Yo que su dervad e & o nequ:.;aj_ decreciente,

—qi»



<

, !
Oomo 3> e > Q i , gor loa teoramas ZO) 21 %enemo:a)
para U> M >3,

@
> Klalloga |<h logu <k logu , de lo
a=M 09 2 M2 2 M

cval =a sique la conueﬁgencfo vaiforma,

2) Porc. 52 1/ oY) 3'3‘“3 de lo dﬁ‘ﬁuo’d&d anie -
rior haciends MU = 3 y & —reo  que

i X (o) ula)

ad= a?

s h

Ns-

< |o_91+£x ,°B5<Zl- +
2 3

| eoremo 2 5.
. (vo) . )
Las secrfes Z X (a) Mlal QoHYér -
Q= O‘)

gen absolotamente  para =71,

Demostraeion.
¥ Calulal| < \Y(o) lu(a)l < L
———— e - S >
0 a” ¢
" Teorema 26.
']quo s ){’ +enémos .. (:

L(S’X_)g X (a) Ml = | ,asigue _L(s,x\!‘:o.
’ a4 o>

-q2-



Demostracion

De la Convergentic obsoltte de ambes =eries en al
lado tzquierdo de la stgvrenta £Semla junto conel +eorema 14
capidilo i, denemos

i‘ xqzm ZZM o) M6}
i

o=l

= 7

“Teorema 21.
Para 571, tenemos

X(P 1
G ‘3> T3

El prodveto estd  ordenado
paro wilores  crecientes de F,

Demostracién.
Para &1, tenemos

’LL (1- xéf))=Z’ __x_.(_“.l;‘i_f_

deade a recorre o aguellos natyrales que no o0n diyesibles
por cvalguier  p> & . Eatre ellesotiren +odos los nd-

meros Q$§ .

-943 -



)
< ) - X (P)) . Z ¥ (o) Mla) +7x(°l‘i(a\)

cvando & ~7 e , lo primer 2uma de lo derechs se apro-

1'mo G

por el 4eorema 26 ] la aggunda e oprox?ma a @

puesto que e> menor  Ogual  a > L. enuadbr
u>g O

absoloto.
“Teorema Z8.

Taro 571, tenemoo

o) Ala) - - L (%) '
a=1. 07 L_(o,a)

donde para a2 |

log P ainzp™ para
Alal = obu'n primo P

j m > !

0 en cualguier otro

ca=0,

Las serie» delaizquierda Conver-
_genabsolutamente pora 271

-4y~



Demostragich -~
') f)/ (a) A (a)

< lfﬁ ¢ , n0s Conduce Q le,

conoeger;cm absolule de lamn =meries de [a'zgo.'erda para
a7,

2) Por el 4eorema 13 capidvlo mr, sabemos
que

E _[\,(G’ = IO/C, j/ Qo que para =714, +enens
all

- :
= HeA ) = y) C oy Al
Lz = -2 5 =5

Gzt bal

L1}

:i_ [x (] > A(G)] :i f () log /:’—Ll(ﬁl‘)
I=1 T A 2 1~

I

“Teorems 29.

Coando 5 —1 por la dereche,

— L'<§.Xo) —_—
L (§,Xo}

Demoa4rac70'n
Por el 4eorema 28 | 4enamos

L' (ot .8~ At 5 a6l g 0 5

- = 7t b= £L\GI - .!):__b_c‘_.—' oG P ,,m-‘::

L (50t un) o o=t © %F 2 %—*T
(a,kl=1

-945 -



cvando S —11, el Qﬁunclo 4 e&rming me c.prox-'mo Qun
valor  {ini to, asf que Hdenemos gue mos+ear =implemen-
te que el primer +drmino se aproxima G Vo fine to.
DOrem09 do = demontrocione

l) S aplicamos el {eorema 28 con Ka=f, 2e

sigue goa el primer Yetmmno eﬁyual a

logq

a=1 @
= -
a1 a°

Eaesta fo’rmc/o, e | denominador e aprosima o indinido.

cvando o ~1 1y puesto goe

5@0)?1 , para 271, 4enemon

8

ole
fal
v

0
Z 5
09

az=t
;’:=‘°JJ[

derechy &> mayor gue L lgy) part 1<5< 1+ & (j).

B\
(W

M

fad
I

I

RS e
Q? % a2 )el lGCDO

EMe

>3

2

-q6 -



2) Usemos la siquiente alirmacidn : Lo serre

Z 4, la suma >bre kedos los primos  enorden crecien-
P

te , diverge.

“Entonces podemos asequrar goe EP J‘Lg_P_ dn'ue_rjej

en Consecyenciq +ambian 6 =erie %‘ 2 G . Por lo
=7

4Cm40 , Paro aualqu:er w >0 eiriote e/ corres pMC/"Eﬂ"lG

by} para el cval % ale 5 oy

azy a

P >w para l<5<l+&(u))/03.’

“Teorema 30.
Parc o<n<t y ~20,r<0

s 42
4 244
ll -ne a ]d
1) emostracign

| :E;jn:[:eadojeomé-#ico de estos 4res nimerga

tenamos

(1-n)°

o

| - ne*!

es que a lo mis el producdo e igual G oU med"a_geomd#-fa.

-q7 -



N

OOMO 200 N+Cos 2 Mazcon b+ 2c0n° 0w -1 =
2
-2 42 (o N +d ) o +enemos
R ( Z) (o -Zé]

ol Y 2
lian,q_"’

.2 .
/l—nof’"‘[ =(l~ne_“

II —nzly‘./ * -

= (1-2n com b 4n*) (1-2n conp n?)
(1-2nc> 2)"+n‘)$

< [1-— :§ n ( 2Com & + Com 2 4|+ 013 < (1+n+n°‘)3<(—,1'_';,)3

2 i
1 -ne

Teorema .31.
Tare o I, +tenemo>

3
(L ( 9, xo) ) [L (5/x))v/L (5,X2J’z>f 1

Demostracidn

Hi?omm Y (p)= o y -—;—5 =N, parg P/M(
y  apliquemos el +aorema 30, e=sto nos condvce o

(1_ L;Qﬂ)s |- ﬁiﬁ”q /;_ x‘w)/2 s
P5

P’ PR
€340 +ambien se cumple parc p)l(. Motdipliaando aon res -

pecto q P, el teorama 27 nesdo el resultado deldeo-
rémao,

_ 98-



l eoreme 32,

Para cuglguier caraoder de los de
+arcer _ge'nero, +enemos .L(i,x)if-’o

D emo:s-lroc.'dn
Puesto que x* no esel cardeter principgl
(pmﬁue de otro mode ¥ serls reol), se sigue de

U
x(al h v
- =5 < ;-;(Conuzij lﬁ—voo) 9 é
‘ L (o) | <k para = > 1. O deotro munera
para 1<3 <2 fenemon

r
v
T
Mp
]..
N
Ms
%l—
N
=
&
H

q=f o? Q31 ot
L]
2 < A
1 +:1 - 5.1

Tor Lo +anto, Porel teorema 31, +enamos

L (ax) 2 ' ' S (s-0) 1
(Les, 1)) 'u,lxa)l"z 2% [k

>

3
> (‘5-1) Y

B

-9~



B dwieramos L {1, 1)=0 enfonces se 2igue del des-
remu 29 ( puesto gue L' (&.40) escontinve para §>,1)
gue parG 371

‘L(ﬁ,x)' = IL(s,x)—L(!,x)lz

:If: L'(§,v)dg] < h (s-1),
’POr lo 1‘-0n1to, Pgra 1< o <2 4~enemo-> (_ = _1)'/9 > H ‘
' 2‘:3/1
r |
Lot por supyesto, es Lal=o pora S= t s

“Teorema 323,
?ora ealguier Qardeder de
s’gundo’je'nero +enemo=

L (’lx)f"O

TFote es el mas profundy da +odos loo lemas gue
son necesarios para la pruebe del Teor ema de Dirichlet,
Disichled lo probd dnicamente porel importanie me'todo
indirec4o, vsando la ast llemeda Teoria de lus Clozes
de ndmeros de las formas avodrd 4icas, Tacidandal-
mente L (1,¢) 20 es dival, por que de los 4eoremas
26) 2% oblenemos que L(s,X] ¥0 parc >y1 4 por
el 4eoremo 22 lq» series 500 condinug > pura %1,

-100 -



D eme D "'ra eion,

Oor\o;deremo: la foné--'dn m;#me'li@a '{(OF% X(d)
o

entonce o pg/q ! >0, {enemon

{+0 +... +0 paro K(p):O
{ (P")=(+X(P]+..,+¥(Pl): {41 k... +121 poma X(p)=1

Lo dean b (-M=f1 paro v(pla
:—’,Zl‘p

0 para apl =
=-1,z/l/J1

.?cw loe tanto +enemeon

1 =7 2|4

((p')a

0 en Cualguier otro ca>0

Sean Q, >0, 0, >o/q (c.,o,\): 1."E riste onG co-
rrespondencic Yno Q9 ung enire dodos o= ndmeros posi-
+ivos o 9 Q Yy +odon loa produatos de ndmem:p;s»'#o'uog
d:IO, por los ndmaro> positivos C'/,~ a, - For lo +anto

£ a, Gz)=2 (@) e > t(ddi) = () > x(dy)=F(a)£(a)
dfa, g dJa d.lo' dl’C‘z
dzlaz

- {01 -



S € oﬁue que

1 ala e:ﬁuo' a un cvadrado per(ec*io
£(d) >

0 en cualguter otro ca=b

'Hjomm

HH Z = Ez(m—n)é(n} za(m-n (%X(d)) -

Z(m -n X(d E Z(m abl x(b) = Zl(m-qb ) (k)
Neaj

absm
°>° 570 a»a,bro

—E.atonces

2

2 (m-b") >

N

WV
M
M,

g

o
]
b

Z(m- ):

Tor otro oo (el lector dr bJarc. el #r»OJUIo corvilineo en
el plano ab acotado Por larama posidiva de la hipelrbola
ab=m 4 las rectas a=t, b=t y ademds por lorectq

quathtar b= m¥) sa sique de absm,q>0,b>0 gue

3
0s VYm , bo>m® o bs m¥s Asltenems 222 +7,,

- 102~



-

heeiendo

2, —fz 2 (m-cbly(b)

" 3<L<m
q

mz/3

AP

LT L .Z_
b=t 0<as M

b

2 (m-abl x(b)

De los fesromus 20 4 21 (con ben lugar de «,
:x(b}jéb- 2 {m- ob) pore ¥ 2 be gl)::e sigup

sue

3

Zn$§

3
< igf . Zm’%:m% A

> 2 lm-ab) 1 (sl
Q= mis < b« 2 a= 1
Hienf-rc«: gue
1{5
4= {{i‘_ v (b) ; (2 m-2 cb]
=1 <qg s

sm
b

Fa eats formula, s hacemos U._—.LQ(m,b):_'él -[_'_"_ )

endonces 05 < jobnlenemo:

S e LA
= z""({“- u)- E(C_:_— (.Q>14'—r—£——- ut):

-103 -



A'Por/o tants (observanch gue Iu;_d* s 1) denemo >

Ty a¥s

Za m? z X(‘o) -m ﬁ, Y(b)f‘Z X(b)b(uﬂrz)s

bal b ! b= b=t

A= que  por

it
‘?z <m [ <"X)+mz~é—_,;,%73+m 3_%_;.,-,,% h=m? L (I,x).l.

ol (% *%”):‘ml L<'lx)+2my/3ln
:':DOI JOCIO IO Qn'/'ern‘or poc/em03 Gf.'fmarqué‘
2 (qh}qs z2<m L (1)) e 3m ot Lt x)e3(ulhs

Y
- m‘LChrH% (q;,}q; 0 < m* LC:,x),o< { (f, x),

- 104 -



Teorema 34, .
Yawq cvalquier cardoter de sequado o
+ercer genero L' (=, X)) entd acst-
L (o)

do  parg o ¥ 1.

La aoty puede depencler de Ky x.
Fin emba_rgb X no=a necesi +o mencio-
nar agul, puesto gue plra Qualguier
Keyinien Uncamenta @(k] volores
pooible s par l,

Demoy-l-rac:'dn

Por el teoreme 22, L(s. ) es eontinyg parG
21, pbreweorema 26 nunca @s azre LGrg 1S :‘$ZJ por
loo +eorema=s B2 4 33 AUACG @D cEr0 pGrG =1,
Entonces ! este acokado pars 135 5$Z—j para

L (=,
5 72, por lo> teorema=> 25 4 2¢. "F imalmente porel teo-
rema 24, (a4} ente acoteda G s> f.
Bhore estamos en posicidn de dar [/u demoesitrecion

de | Heorema de Drichled,

“Teorema 35,
Ses (k=1 g 4 >a. Enton-
[ pof'Cl 521

RACRT §- Alal
T

L_(‘D,X} O"J 0:

| 4e'tmine de la derechs eslg

- 105 -



S0mG 3o!ore J—odo'z 10:) f\U’me—

o o= Jd (mod ) Crecientes ~Q,

por supuests en forma arbidmrico~

TE! hecho de gue nofodo= los

+erminos =¢ anylea -a 2R guirG
del fearemu 3¢, por el momen-
to eodoe s inrelevania,

Dc mo= 4 rucion.
Por los +esremas 28) 18

> L
()

INGYY. :Z A ﬁ. X (o) Alal
be X

X(.?} Q=1 o?

Qﬁ (1\ (al Z e )

Por ol deorema 15 , S¢ o# L (mog k), coms aabemos
que ekisle y &z talgue Ly=t (mod &), entonces c:Ju% 1 (mod &)
Bea A, 4ol gue 1, lay) 4 1, entonce >

x(al Z X (al Y(a)
mLon >
__.j T Y(V e Ce

X,(o)_ Y(0)=o Cy)
(v.u) ')Xz (4]

~-106 -




?ero x,(b):%,(l)rl)Y,(@Ff.(ﬁ)y;()

m-lonce:: Y (J) (ﬁ)

Al’lOfC‘l Sl (O K) = 1 Q/“\LMC@:, E X((l

heh (o,x)=l/ entonces X, (oy) = X (o) Y.())

Por lo 4onto Y, (] 74, , enfmces  por ( %)
X (})

(o)
Z ¢ (1) =0
X
/T)o: lo anterior +enemos gue

__(_\._Sg_) —t ¥(a A(u) h
Sle = ) =

?Or lo +anto
SN L(sx) = > 4l
h Y X(i’) L (=x) a= Y a”

-107-



“Teorema 36.
Seu (ﬂ, kK] =t. Endonces el =da

onaiafinidod  de nimeros primos

p= 4 (mod )

DQ(mQ""w.ldﬁ.
Sia pe’rd,'dc, de jene rGth’J, 5C G ﬁ>0 .

Coando S, —J-ZML £ Coyl 500 .
h X (Y} L (—_)’ x} /

el dermino dela suma que nvolvery o Ko =e aproxima

v o, por +ecremo ZQ’. los ofron h-1 le'rminOs rom -

+antes se encventran ceotadon, por eltecrama 3y, por lo

+anto. -—
PE ,? P‘, n') >t p E G
p7z

Lo suma permunece acodady purt ™M1, puesdo gue

@
o 2 loy = > loy P loy P
Sootye s e ST Py > =LE >

2 ara aflo-t) f o P(P-1) P;nm’l

a=2 aQ

[
>Zloi—~ > p,m -2%52 (571)-/

m';\l PmD m i
"=y
- =~ log P S0
Yor lo +unto +enemos gue L P>

p=l
que 16 suma no esuacio, ni contiene vn ndme-

De éato o6
ro finido Jj-l-érmmob

~-{08-



2

FL TxoRkeMA Dr LO=~ Huymeros TRINO-

En logue sigue preoenkmos uno demo sdracisn del deore-
ma de los nimeros primos que estableca que i Cx) e=s

wsontsdica o X leg 1, e decir, Lim 102 v 7T (Y -/

X —y00 Y

donde 77(1} deacd, el Admero de primos  gue no eaiceden

de ¥ con X0, y Qlyvnas de sus eguinlenciv s E | com-
por tumiendo de ~ 1 (i) conmp {uncion dex  ho=ido o{;jc#o
de intenso estudip por muchos mutemd tico~ Lumo=os eatre
ellos  =e¢ encventren Govs, Le ancre, Hadomond yde la
Uallde Toyoasin, ezdos dos §1dimos demostriron el teo-
emg de loo Numeros Trimos en 1896 , o(}uf lo haremo=
a0 UG, IQ—//eom'o de Tf"un(*.'on@:. de voriyble COMp/eJ'c.
_y la= propiedodes de lo furcidn zeta de K iemann, bazdn-
donos eale pruek, de Sclkery y = rdos.

Temero {)[Cbﬁm()‘: dos Lormelus Gue re laeicnen 6 |o=

foncione-  L(x) g 7/“(7(}, GUE  UTUrEMEs (D mosirar
que el 'lLeor@mo 'de lo = fngmerns pr-'moa @::e,,ui va /en-le

ol Lim () =4, Lus funcione 5 ’47(1)} uCy)

X =700 Y

S0n -\[un(‘ionea e2Cu IOnado‘b 30@ :o/—(-on éen Io-_-,. _Pr.'mo->,
w 1llene suldos de 1 en oude primo, y U)O) +iene =ql-
4o de log £ encads [rimop, Suma > Gue eavvelven —[Unf‘iO-
nes esoalnedas de exte dipo pveden ser @Kpre::acﬁo:
come indegrules  como yemos en el siguienta ;



—
{ebrema 1.
?Oro Cuolgfuier -(Oncio'n Oru'-lme"‘;co

O(A)I ~neQ
A(x\:Z o(n) donde A(x)=0 s X<t

ns x

Do poagamo=  que { +iene derivado

contine enel interuwlo [',,‘1 & donde

0<j <X .

':E-n%o:\ce—:

@ o(n\{(r):l\(x)((r)#\(j”(}) -
J<nsx

_.g;A(L)('(L)d(

Demm4r007én
m:[j] as) gque A‘(x)=/4<K)

__5@0 K= L X] )
ﬁ a (J}: A(m\l ) en“’OﬂCE‘b
X K
2 ol 46 = = o (] 40n) = r%'“ {A(n)-n(n—«)}f(nh
) ang )X nemti
(5] -1
- A Caldlo) - A Lt S A §4 (ol = Caril 4
n=m.” % neamel }

+ A ()4 (K ~Alen) £ (ms1)

—
n-m‘#f

S e g R(K) 4 (K] -4 ol 4 (1]

= Ao,\f"”,r'(e)auA<K14<K)-A(m)ﬁ(m+f)

- —

N=mti

- 410 - ‘
e




4

o X
=-f A(t)-f({ld£4ﬁ(x)l(x)—f A (k) dt -

me}
K

A 4 G) -j;mm) £(4)

< AGHEGH A Gl [T A W

leoremay 2.

Pore 122 Henemon

X
(2] W) = Trex) dog - | 17*59 i

K

(3) W= UGy v Ay
lo/q)& 2t ,39 t

Den1o:~4(ocio'n

Seq aln)= § 1 270 esprimo
o en Cuulguier otro com0

La {uncion carooderistica de los primos, nYontes

T Gle s S o)

psx I <n sY /(7

L/o (_X}rz 10’9 f= z a(n) lggn_

[ t<nsy



“Tomando 4} = lojy en (1) con y=1, obdene mo>

O G- E a (nl (?ﬂn=1\f'(i) |9)(-7(|)f9(1)—

l<ngy

YOOr o) de

4

g
~ | S L
= G lo) x..'n u{(ﬂ dt = Ty} ffﬂx'jz _gf_g)

porque W) =0 para x<2

Ahora  seq  bin)=aln) logn Yy escribimos

T . > blal L W)= 2 bl

Foansx  logn nsx

hactendo £ (x)= _! en (1) con y=2 ob4anems
log X

QIO U &/ R RSB

I —

log x log 3z 2, + log*&

{o cval prueba (3] puesto  gue 0(t)z0 s1d<2

Seu ¥ une uvariable enters ©continio (o coal tiende a
infiaik. i 9(x) es oae foncidn  positive dex denotamos
por

0 (ﬁ(x))'



o cvalguier foncion de x 1o cval Hiene o prop‘nedoc/

0 (gl o e T
j(x\
Jemben

A=l =0 (Xz) , o¢n X=O(W). /-\demo‘s

d eNo "C\mog Po/

O (j( xm
lo prop;edod

q cualguier foncicn dex  gue dienc

w <M/M7o co(me X —7 0

j(”

Por ejennp{o O(A): 2% + JT) O(t)—_ ~an K O(ﬁ}:lojx

— | 4eorema de loo nymers> Primo= puede =87
formoledo  como sigue
" () o =2— F O(-—’(——'—)
log # log ¥
g lo {6rmolc - .
E ,ij/ = \%x ¥
s T
o Joncion de ® +al gue \@\ < N Con

donde 9 eoon

¢ escrida eomo

N 70, poede 2¢

- 13-



> 290 gy 0Q)

Abore conside ramaos c’,_/junoa formus egu"\lfl/ewxe:
del ~Teoremo de loo Momeros Primos,

leorema 3,
Los asjquientes ralacione> =0n
eguivalentes;

) lim T leg Xy
X ~» OO X

.5) [im (.Q(X) =1.
X —700 X

6) lim W(X) =1
Yy =@ X

Demo:r(roc‘)dn
De (2) F (3) obtenemos res pecdivamente

Q) o Tl gy ~_,f_f" o (&) gy
2

- X ny

X X

y 7 (x] log x . DGy tog x % @(s) gy
‘ X X PR lyz'{:

Para g ue (4 impligre (5] pecesitamos U niCamende
dem054ror QUG (q) 5mp I;QQ

- 11y -



im L (% W (k] dk=o
-,

X —~r00

Pero (4] Tmplic 77 (L) (1 ot
e mplicq " O _-l-ojé .poo

oz ! o TT(E) Ji o= <_,L X d& Jd+
7.‘1 ._T_“ O X.S.L \%4—. >

2

Ahom
J\X dt :j‘rx— CJE +fx d£ < \DT +X—»/_x—
2 oyt legk 5 vt R log V3

o Ccuand0 X —700
x ‘°j

T ot muestro gue W) implice (5)
?oro mo=trar Gue (.5) IMPI:C'O (LI) neces; +amos Pm-
bar que (8] implica

(i m |ozx f‘ (k) =0
X 2 {:.19_91‘;

Y —200
?ero (_5) i mplxc(,

0 Ce)=0CH

A=t IOJXJA LQUz) d€=0<_ﬁ)ﬁl X__d_{_j
2 .

X

- 15~



Akoro

Por lo +onto

loﬁx A dt ~——>50 cuvando ¥ —r®
x 2 |0jz‘(‘.

T =do prueba gue (5) tmplice (4, 03.’(14))(5) 201
eguivolente 5.

Pora demositrur gue (5)/(7(6) 20n QS{U"UOIE"HE‘; es
nece sarip mostrar lo de:,_.‘yvofd'lad

0 £ _ UKl < (logx)z purG X >0
X X zJTijZ

50 bemos que

Y ox) = = &{x"M)

mslo)z ¥

eantonce o

s PGl Q)= g W@ ( x'm)

2 <m<l’jz

Ferwde 1y definicign de (0(y) +enemos

@0():2 IOjP sx{ibjiﬁ

— 146 -



A >

Os YG-0als >y log(x"m) < Clog X)JY’O)»’?

25ms }%x

= lgx vy lojx:\ff(qu)l
lojz 7 2’(3}1

d.’u-'d"eﬂdo endre x ob*enemo: lo de:.:'guoldad d’e:mtﬂo
Ahora la deoigualdud implico gue

[im (wm g6 s o

{ —200 X X /

Por o dundo (EJJ(G) son eguivsleates y Jombien
(‘l}j (6) lo son.

“F mpezemo= la demostrucion del Teorama de los M-
mero= primoo ton 190’)0:’ qUE‘ preporan la PrU@bO,

Lemo ‘b
Egiade una consdonde & >0 +al que

() > 2oy 4 vy 40

ns Y

donde lo sumo =ecrtiende sobre fodos
los anteron poo.’-lruo; nsy (Fl numero
&' e s conocido aomo lo eonsdante de
'Iuler).

~ 4471~




Derno:*rocn‘dﬂ. :
Seo 2 elmenor entero >y - ., hgeemo>

Jn:—r‘—\- ley (H— ‘;:‘) 4eaemo >
§(m)(u—2t)(ug)--.(n:'rr)} =

n={

ZLZ S, (8)

Sbamos gue
O<&n 4‘51;11 (q)

por lo cvol lu 2erie

= s

n=1{

Poo-'-l--'uo X‘. POr

es oonuegen%e y Jiene va valor

'0 {ondo
i 5 1 = { 1 1 ) i
n < - —_— <= i(-— -— =_—-——-]
n= 2 2 % n® 2 77z A n) 2(z -

De (8) CoAClu.‘moo

2‘ L= oy 24 ﬂg;,ﬂtgy%gn i’ggn

~ 418-




=\ojz+344_.9_

r=4
donde O eosone {uncisn de = tol gue @’ < N con
N > o,
—F ot Brmule nos> conduc e o(?)

lLemau 2.
TE rizde une commtanda gbsolute @
+u | gue
2 [
O S e, 4 (1) 2 0(14)

ns'_,

donde lo sumy =e exdrende sobra
4odos loo enderos posidives ns 4.

:Demo‘s-lroc:o'n
Seo = el meas enterp >y Clommen-le

[(lgj(n+ﬂ)z~ (lggz)z]

((qu)2= ji?

n= 1

Y como lo g <m+1)= @9/14-{;; ~§n)

4@n6m09 gue

-1 .
-Zl- <l(2j 2)2::2-1 _I_(Z%L-Z <Jn.’0 'n+-;11-5n-z1;‘-—2L§nz)

~ 149~



por(cl) vemos gue lv anderior moumg enel lado dere-
cho diende o 0n limide finido cvondo =z —v00. Por lo4onio

logntL § -1 -1 2\ = [5! log 2
n:i(énoj*"gn 2n* 7‘5“) ‘;‘_ :1ﬂ< oz ¥

(ind ejrundo por parJea)

/-\:3:’ concloimos q ve

z -1
> B (e e 0 ()

ne

donde ¢ es uynou Constante obsolda. Lata
{gemole  nos condice ¢ (lo},

- 170~



Lemu 3.
8 2(a) denoto el ndmero de divizores
positivos de n, entonce~

}‘ 2ta) Io”)ua* l)jw” zc+O(?§li

n«; ﬂ

donde lo sume seexiiende =obre

{odo~ lo> enderos po:u'-/iuo:. nsy,
&y C sonlo> mismu>s Conntanies

aboolutas de los lemg o (1)) (2).

Demosdrucion
Puesdo gue clnl es igual o el ndmero de

pereja de nimeros nuturole QJ.‘D toles yue
ub=n, 4enemo>

Z 2 (al B {
n 'Z Wb

ns) Glo-aj

denodemos por ¢ lo porde de  esta

2Uma en le cval
05\@—; por D, denctemo o la

Pamle de lo¢o > uma

_421-




or D denotomon 1o por+e en

enlu Cdol bs< J}_ ) p
b

lo ool asVy Y
T ndonces e lvalr de lo somu e =

51452‘53

Hoerendo Z :ij‘ g, t :—5—- obtenemo> por loo le—

ma o 1) 2
S+ S r

5‘: —é‘ b}— %:Z—é— L(cjj.é.at-()"-&()(ﬁ_
asz st s

?Or-el m! =m0 proced:'miemlo Jemo= gue Sz =9,

:\Oor lo —Pon'io por lo= lema > 1) 2

S+ %)2-—(‘0}-2 rg40 ) )

o £

4 (Lo g)t gyt 0 (5]

-42% -



TEn  Consecuentis

- logy\? 2
> L5155, 2 (lyy) syl
—2(‘--17 (lcﬁy)z-(}"lgle»

HOLER) o
= .21. (to)y)zum log g + Pi-204 (‘%‘92)

ls cve! proeba el lema 3.

q)c,fg QUaqu.'er entery h=0 delinimos una -{(MCI'O'/\
oritmedice por luetvseion

g ol =2 midl (g "k

h

donde lo »omo se eidiende =obre -odos los divizores
positives d den 4 M esle foncicn de MU biv>

delinidg en e ! Qap:‘l'!ufo ar.

Lemo 4.
_Si un admero nadural nes diyisia
ble por mo'> de h primos distin-
{os entonces Wln (n) =0

A13 -~



Demos+ racicn

Pure h=0 lo ofiemocign es verdudert.
Podemos suponer Gue h2 I, usomos induceion sobre h,
Suponemos el lems 4 verdudero puru +odus Jo= {unaiona
5& (n) conp g h-1S0¢ n=p~m donde o 3 ! ym
no es divisibla pore I primo p, endonces.

h
P :? u(d) ( Iyd)"_-;gu(d,d&) (logd,+hoydy)

donde lu suma  erdecior del lado dereakp se exdrende
sobre %doa ‘os divizore s pOsIJiuo:> d‘ de mﬁ /c,

sumG raderas osobre 4odos (0= divisore s di de
?°<I en*once‘:

h h-3
== (5) 2wl (log 9 - 4t (oo} ly

h
> (e )

Poeso gue n {iene mu'> de h '(OQJOPEQPII-moﬁ di-
feren—le::, m diene mo's de h-1 {gedores primo> oi-
ferentes . For o dondo por hipsdasis Y (ml=o0
paro ::o,;,...,h-:, el te'rming restonde

50“ (m) S% (F“) e> dambien _-'500/ uCcerp pues-lo

gue ¢, (F7)=0

~124-



Lemu 5.

C\)(mdo X eo un Agmerp Po_u-} vo , hoo.en-

do

2
A4 =1 () (loy F) g

£ =;x W)

donde lu sumu se exdiende =obre +odos los
divizores posidivos d de el nimerp post-
Hw n, entonces

£ ()= (lo 7«)
J
£(p™)= - ('0j P)z*' Z(lo_gn) ('—OJP)
donde pesun primo Yyt un endero > 4,
£ (674" =2 (og p) Choy )
dOnde Pﬁ 3 30N pnmo:d -fereﬂ-/e:,
P oon en4ero>>f/ £ (n)=0 ovando
n e>divisible por +r@>0mo's primo>

diferenten,

D emo=1ralion

£0) Zw (=) (by Q)2 = (og 1)

-125-



12000 2wl (ks 215 e Uog )3 (A (g £

2

bt () Chy s (o) (g )
= oy p)zm (tog 1) ( log p)

4(;»“;,”):?_“&: ; wid) ( oy 3

= 4 G) (g a4l ( log %)14 ug) (4] +

v u(oe) oy 75

2 LS 2—
+ Cloga = (log3) (ks 7] SCTE

= 2 (10)(’) “999)
Qon asto 4erming lo demosteacion.

Lemo 6.
T")C:ro (.‘Uofgu.'er o mMero na-/Ural X/

4enemo=

S
d=1

S

—4 26 -



Demosdracion

i ? M) =1,

donde lu eume interior oe exdiende oobre dodos loo
divisores d de enfers posidivo . Por -"(m%ol pue:’nlo gue
el numerg demdldiplos de = o VAR eD_ijual o [ rﬂ,

i M (o) [—-ﬂ =1
s

£~ Conseluencic

COMO

M
[
<
a
—
Q.] >
f__l_\
[
PR |
~———
N

E mld) =
X T < {+X-41=X

123~



Lema 7,

Pare cvalguier endero posidivo x dene-
mo oD

Wi
(11) - g~ log =0 ()
donde 6 sumu  oe es {ienda sobre 4odos
los enderon pOo.‘JiUo: ds X.
Pemosdraign

A plicondo el lema f, encondramp~ gue el lodo ¢z -
guterdo de lo ofirmoc.'o'n @:):'_900’ G

> e (5 4ye0d)

donde 4 - L Iei

es Menpr gue un endero po=i-

tivo €, aonafande. Pary dn= m, esto se Coavierde en

DTy

donde & recorre 0 dodos lo divisore s positiyos de
m. la primers symg diene el valor | Y porel /emoﬁ‘) la
segunda sume diene un wlor absolvdo s & .7EI valor
abssllp de [o dercerd s0mg @3 G lo me =

-—Q—'——Z 1:0,

X dsy

478 -



Lema B.

Pura cvulguier  ndmero nudurgl n dere-
Mo >

(12) % w(d) 2 (5o

lo sumu exdendidy  =obre 4odos los
divisores positivos d de n,

Demo:’%mcidn

Poesto gue z (al= ; t, la sume esadendidg

=ocbre lodos lo> divisores positivos S de n/d,e/ luclp
fzguierclo de (12) 2@ Qonviede en

dz u(d) ; 1 =; é‘Z M(3y)

6 onmo inderior del lodo derecho se erdienda

eokra 4odos loo diyisarés poai-liuo:> 5, de ”/.5 ,e:;-lc,
sUme e:lgua'o tero ovondo S % n Y jjuof a ! oandd
J=n, as' e! ludo derechy eo—yuo/ gl

Lemg 9.

?oro J7d lgo:er en+ero po::-liuo X-lene_
wmo o 2

M) [ og —"-—) = 2 oy 5400
) 2 ()b

donde lo sume e extionde =obre
dodos o= erderos posidivos d<X

424 -



Demoo-‘ru(‘idn
Aplicundy el lem 3 pare y= */d) el ladbiz-
g‘u:erdo de lo Lgrmuly (lj) Puede oer estri40 como

, Zﬁ-@[ S o2l ooy lojdlh}"zuc:] "
d n

dsy nds$ik

)
PEL S CIORCT)
donde ]@

:Poro dodo~ !O.ox sofiolen-le menJe__jrande: @lUOIbf
ob=salutt de lo anderior aumu es mds pe queng gu@

es menor gue uno Constunde posidiye C; .

. I, - -
162 (o & ) -

dsx

_ X-I/f 0 <j‘* zs/ydz): O Q)

?Or lo +undp, huadiendo K=nd, +enemo>

- (d! ZG! L Wz
S zg &J_Z : _22; “Zud) &

L <n
donde la uma inderior del lado derec ho =e exdienda

s0bre 40(909 lo:> Cﬂivu‘:sore-: poa.‘-“uo: o de k. ?Ore/
oign-‘f.‘('odo de b> (@ma:, BJ f,

Saz logx +00)
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T inalmendte Qpl-‘@(;ndo los lemo 4) 6 el ldo
tzquierdo  de (13) eo_-’ﬂuolo

2 lojx+ O0)

Lema 10.
Lo somo exlendidy =ohre {ods>

los primos  ps x,+4enemos

(4) Z (log p) (log %} =0(xloy)

D@mOgJ‘rOQ:dﬂ.
.ﬁ-’;= "/ lch ¢ suma del lodo 12 qu’ercpo

e-a—:joal Q

Psx

FZ} (Iog #) (s ) "% (loge) (leg 3] < (gt 2 hyet

b Clog loga] 2 oy 7

P
|
= Clogs) (0(‘1157)()* (l°,3 09 K) U (x)
Olooeruomoo gue e ota —(unc.’o'n 4iene elo,-den C)e

m@w:-lud O (x 139 lgy x) el coal es vn poao superior
gue (“i).

—1 31~



Lema 1t
Lo oune e xtendide  sobre las potencics

de los primos 754 donde & e on nume-

o natural

S g p= 0 G

D e mootracion
lg sumo del lodo :zglu-'erdo e':»_,‘jual o

D+ () + Q@ (VT )+ e o W)

donde ¥ esel enfero mo‘o_grond@ +a que ZKS i,

B lo +anto

Ke ‘°3X . L ate sume eo alomés
lgga
.:_qu1 0
(0 Cxl +K W <J—x)
Y liene un orden de mcgm’-h/d

0 &) +-',—(°§—:— O (rx“)=O(x)

Lemas 12,
R {(n] e> la Loncion de(:n.-do enel

lema 5 +enemo> Gue

Z -((n)—_\(lcﬁx)w(x“z% U](_‘é) 133?4-

ne X

o(X fﬁ")

24~




donde lo sumu del ludo 1zquierds
se et diende sobre todos
enteros positivos nsy lu
sumo del lodo derechy =

extienda oobra Hodos loo
primo>  p <y= VY.

los

Demoo+roc:dn.

:Del Jemu B d4enemos

(15) Z {0 = (loj,;)za&Z(Z )c_a_q)&(lo/qp)-(lgp)z) +

n<i
42 Z({?j el (Ic_sj g)

donde o primera sumg enel lado derechy seesdienda
sobre +4odus las potencias de primos p™s ¥, ot e dun
AdmEero no4urol,- 2 af/aundo sume del ludo derechy ==
exdiende sobrea 4odas lus potencios de primo> p'(j
qﬁ “ales gue P“_c(ﬁ SX § Py donde = Yy B obn

na-/urafe:,

o la primere ooma del ludo derechs  primero an -

srderomo s loo 4e'rminos o > 2., 5 dencdy mo > po ~
)Cx) el ndmero de los potencios de primos £ ¥ oon

o 22, yemos goe lo condridoceien dde extos Har-
minos © lo sumg es>a lomgs v val o

2 (foj 1)13(&)52 (lqu)z ( JY‘*{W*""*W)

X
donde K e s el enlen mo':__g,-ande 4015,0@ 2 s X,
As' la condribyceian no expeda o

-133 -



2 (log #)* k Vi 52 Clog x)z_"_g_:_ 7 = o(x)

o> =qguiendes 4ermings con =1

Oon s:deremos
o derecho. Lo condeiboocion

en lu pu‘m@ro sume del lo
de esfo> derminos e ﬁuo/ G

> [2 log x Clog el - (lo_gpj (loga) Z log P4

P

v 2o Uy el(les 7)

- Cloga) @(x)+0(alogs)

de ceverdp ol lemo 10, Ab»’ /apn'mero aUMG de) Iodo

derecho de lo {ermule (15) ea—.‘guol G

(16) <l0j x] O Gx) 40 Cxlo ;.)

Finddmenia consideremos lo seguada sume 'de/

lodo derecho, Aplicando el lemo 11 parc ”/_?/5 en lugar
de & vemos ue la Qon'lrl.buo('ldﬂ de /o: -/erm.no: parc

pez)ozﬂ {iene orden de magnitvcl.

2 Uyl o) -0 @l Z—J—— 0)

s8]
puro lu> oerie s nfinita § loﬁ 4 que e
2 g°

extianden oobre Hodos oo primos ¢ =on elaramenta

~134 -



Qonvergenie s puesto que 22, Ao/ que Io'.::_ejomﬂo
sumo del ludo derechy es igual o

(i) 22(@ p) Clog ) +0 (x)

la oomG  gue oe estiende o0bre 4odos los primes
P yy tales gue pg <Y y p<g . i hocemos
FELia lg sume ondecior es ‘gugl o

Z(lo;p)(@s)-%" (log p)'=

flex

:PSZ}: (lga)(@jg)«“}; ( 0/0[’ (,09‘?)
P$ <4

-~

Z(lgp ) (log ) - ZCUP

IJ\

LO; 2 =umu> gnierores 'Lfenen G IOMO'D Oi‘d@”

de majn-‘iucf
(0 ) - 0l

J
( hﬁ ({') (O(A)::C> (X (gyx)

respectivamente por o gue aqoncluimos g ve (17)
e> iyuval o

~135-~



= 2 Z (lggp)(p(-};)#O(;\)

sm—

T adrodvcimos los expresione > (Ié)j (13) enlo {Lor-
molo (’5)_9 obienemos {finulmende el lema 12

Tf‘nohzamos oon lo demosdracio'n de 10 fo‘rmula
bo'sico de 5elbe:3-

| qorema 4,
Hocfendoj = VX denemo s

0 (x) J§3x+ zp% o (—};)lg P-2xlgi=
=0 (K l’bj X)

Demo:%mcio'w.
Por el lemg 12 el laclo rzguierdo ey vala

-((n]-21|0)x+0(x 1391:)

n <X

-

Qde actverdo o fo de[in-‘cfo'n de {(n) tenemo s

S5 fGl=> 20 a0

n<y nsX

de donde |a sumG taterior se esdrende oobré
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tordos los divisores pooitivos g de n- e lo dandp

SJZx > Wl (3] - dz; M) (3 -2) dowde osye

haotiendp = = —* , 4enemo-
(1%;«)1
2
P pl < 2 (I 52 (."195‘) -

)
F 3 (2t <= (sl (st ) - O

+ 0 (x(loj(zgx))z) =0 (¥ logx)
Y por el lema 9
S= 2x logy +0<X’9jX)

“rael 4eoremu 3 eo4obleen'm033ue el Teoremq
de Los MNimeros Primos es eguivolente c:/G'PrO.&b-
a’070n

[im (9(7() = 4

X —> o0 X

agu! demostraremos esta proposiCign de vna munere,
elemende |,
Pure y areciente el cogianie

@ (x)
X

~13%-



4ieme vn limide tnferior o Y wunlimide superior A
endontes 0<us<hA. Ao/ gue parG probar (5) “Tene -

MmO D que mo:nlror que
(18) = A=t

Lo demosdracidn estd basude prnci palmenda en
lo £o'rmule de Selberg

() QG y 2 > 0 (B] by pr2e0)

X ¢ log x

Le oume eo exdendida sobre los primoo pPS Y SVY

4oambie'n necesider >

Z I_;(LP_E :IE}:X‘*OO)

(ZO) p <X
donde It ovmu es exrendido =cbre Jodos l0> primos
< x-
Lema 13-
S e sup %—)—:H,}
X
X ~200

(x:r:'-vCD ind _____—lw(x -G
X

en4once >

sz) a+h=1

-138 -



Dé‘ moo4racion
X = posible dejar o x dendec o in{inido de +al
MGG gue QG yiends G A. i € e 21 afmero
X

posidiw dudp, 4emcmo >

W (&) > (e-€)%

purc Qua !QUIG\;- £ sof iaiereneade jmndi/u crua/_gu-‘e.—
primo p sy :\G?",.j por Hundo

Fe sigue de (20) goe el lado derechs de eota d@in‘guql—
dod —> (0 -€) cvendo x~700. Asf aplicando (9) obleaemos
2-A=2c-E. ‘?ue:r/-o gue esto =p Cumple para oval-
gurer & po2idivg denemo>

@2) A+us g

Zor otro lodo, € > posible dejar o x +ender cindi-

nido de Hgl monerc g ve () 4iende 0o,
X

Dado €> 0, 4enemo »
G ()< (nse)4

pora eualgurer X ‘buffo:enJemenJeJranC/eJ Oualqmer-
primo ps y= VX, por lo +ando

2 ,0 < 2(/*‘*‘5); ]ogP
T Ay @G e IS

,1359,



Se sique de (20) _c,uee/ lodo derecho de eotades;-
voldad 4iende o A+€ cvondo x—weo. Aai aplicando
z?q) obdenamo> 2-6 SA +E. Pueato yue es+o oe dymple

para Cualguier &>0 , concluimos gue

(23) A+a >2
For lo 4anto de(ZZ) ('25)
J
Aire=2

= lo gue sigue siempra defaremos le variqbk x
~tender o infinido de ol manera gue

(Q(X) J;endo G /4
X

Lema 1Y, }
S Yeson nimero dudo >a y

=1} IO aumG

5 (X) :Z) ,lf%.f_

~e erliende oobre 4odo= /o:pn‘nb)

psx y dalgue

X 2K enJonceoelaoQ;en-le
L?(T;) z o !

)
.'_?__Ci +iende ¢ cero Cuando X—r00
°j X

440 -



Demo:4raerdn.
Huc:endo/_q:ﬁ" obdenemp>

Z(,O("}f) |9P=; ‘gfo% ‘ggP:

P <A

% 60(%)‘9“%”('3‘)’199 -

2 2
_(%: iojf’): 2%@(%)'% P-((‘p(\nﬂ)
pue:n‘o que , e L6 ldimo 4@rmino 4 vene orden OC)(), vemp

gue lo -(drMUIO de 56’56:9 (19) fambie'n puede:er es.
orito comp

O ll ; W (%) IOJP-Z:O(I)
X x log x

Deu €>0, pora walguier *p gue excede a un
atecdo ndmero A e/ ayal depende da € +enemos gue

@ (%) > (a-e)2

eXiste un ndmero po:.‘%fuo b gue oa pende Je U_g
4ambien de € +al gue

@) @ (3)> (e-c) -2
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luleo qUG _Xﬁs M.
oe cumple pauro cvalguier
»e ondienden obre {od o>

arn Hodo= loo primo> p
Ao 1o o 14imo deoijuafdod
Py, D loo 2omeo >

los primo> psy 4ales gue

3 lao oumoaz_“ ~e exdienden ~obre Jodo >
lo o primos P <X Jales que

A G”“) < kpx Jenemos por (29), f
v lee?
S () e e 2 Lo

de (22) (2¢)  dedocimon o€

Z UZ<%) ly P:Z’QQ<%)(9P+

Q<X
SruEer
> (a-ely o5 ? 4 (ned S bul

per
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3u:>4140jendo esda resyltads en lo (ormulo ('9)
hoc.endo que X dieada ¢ indinito de 4+ ! mMun@ro que

@Gl lienda A phdenamos
X

]
log P
A-}O—-Ew‘(} -a) [im 5up§ '—‘g—’- < 2

X ~100 l0/9 X

Por o fan 4o, recor dundo gue Ara=2

I log P
[ oupz%ﬂ‘ < &

————

¥ 0 log x A =G

Poeslo gve PR >0j & puede elegirse arbi drapig -
mente pequeno @sto du el +eorams claseudy

Lemy (5,
S ues un ndmero Posn‘w‘»‘uo dado<4
y 5 le suma

R~ (449 (54

se ettiende sobe todos lo> primo> py g 1o Gales
so-l-.‘s-(a(}en la > wuieﬁ'ILE‘a 0.0f)d:ﬂn'cneb H

AN X

psﬁ(—/QS‘/’%‘j Lp(%;)sﬁv
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enionae = Q, 000.’6:146

R(x) __5p cvondo X—0c0
(log ()"
D emostrucion.

()\eempfuzundo ax por‘?ﬂ enlefgrmule de
Selberg obdenemo >, hoerendo 2 = Vp

e > ] b
lo

(ﬂ(x):% 40 (—H "7_;. gs?

X
“Trteodveiendo es+u expresidn paro (.,Q ('P )en /c,
minme 46 rmuly tenemo>, haarendo Y= 2

L l Vv
(L ()= 2y +0 (4l @XZ _9p9f- (2+0(’))+ﬁ}

donde

(Io P)(ftyg)
X i)
V: (% (/Q (Pf;) ‘g Y/p

es lu oomu estendida s0bre 4odos lo= primos pyyg
+ile » gue P< v, g < VI, . Puesto que por la formyla

(20)
lo ]
> 190 L log xx o

PLX

se sigue gue &(x)—ﬂ +O(X)



—

n cvalguter Hevrmino de lu suma V' denemos

gue psIY y g < V¥p ) 4y por lo +onto
pg = Pt (pg?) e 5™

As ) = 5 e (‘uolgurer nUmero poof-l-iuo 4enemo:>

/
W (&)< (r+s)%

para X ou(-‘c-'en4eme#@jrande

t

.tacr.'b.'mo >
' »
v=S 42>

donde lu primere suma se exdiende =mobre pyy
primos tules gue

< X (£ X
eIV, g Ty U (F) s 2

g la > eqund & suma sobre lo>primos p y g dale > gue

Y

ps VX, g s Y d(%q)>79——

_Entonces | I
! 69F log %
emrS ' igjrbg 4 (A +S)x E —rj
'P

donde las sumas estan Jomadas  como apte =.
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Ademds ohdeneme= bo g
' _d 6 g P g
s(A+§)Xw—(A+J~M)xz loj; i %

donde

w Z foq 4 [OQSI S ' f
f{ s
g Y7 o Fes 197

Z_‘w_
g2 Ty

son laa syma> exdendida» =obre todos los primo >

ps; = V¥~ y ~obre 4odos /o:> primoo QSZ’ :‘/T/;-

Aplicando 1o Lérmvle (20] obdenemo>

_@_f’ Lrol) =4 (%“0“5‘“‘)‘,
WL 2 )1

Por lo 4anto

) log P }OQ
dﬁ)s(A*‘?)X-@%~(R+2~M)xzmg% "97"““%‘*

4+ nx

conde n—10 Cuandp x —zoo. D e eatodeduimes
que

~ty6 ~



Y (aed-m) > " dogp log g s - UG,
('Oji)l p 4 X

donde lu suma es lg miame del lema 15,
Por lo +anto, pore ¥ —r0 detal manero

QG

X

"
|:m Dvp { i ,‘og_g _Loi_g < 2
4

g ~70 (;ojx)l 4 (R -M)

PU@Q"’O QUQ A -1 >0 J Coun nUmero orbitrar'o ’
po:»‘-l-iuo e odo prueba el lema,

FPor los ojnff.'eados de b lemas 13,14 415 pode -

mo = o horo Proba, lo relCLCp‘o'/’
: (18} G=4=

Supo—l_lﬂamo: gue A>a. Sean g > -Lalque o< h
Y 2 Ton nimero positive peguero +algue

(23) A-a¥VT 25T 424
D enodamoo por N o un ndmero nadurgl

Oons.‘ deremos lu sume

leg r
5.3, lo” ,'%3_%_1{._
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donde 51 se epdiende sobre +odo= lo: i mog,oj
tules que P VY, ¢S PE2 N, (ﬂ( 2?-

5 2

se exdiende oobre +odos o> primos  r Joks

_P,q.<r5V—PQ
v

ai no efisten Prif"'0=> r la suma EJ =0, ’PQrCt Oualgu,'e,-

4ermino de E_,, denemoo 9ue
' ! e Y 3ly
rstr‘pg,:V‘Plz(Pg’*),zﬁTx”XZ:V'X SY

cugndo X e > cu[ o/en+emen46_5ronde ?arq ‘05 m?,smog,
teeminoe probemos  la desigualdoc]’

(z8) (0 (%) > (ar S) %

condox es suficientemende grande. Esta desrgualdad
es verdodere part +odos los r g pg pueo#o gue
') (%) > (a-5)% > (4 5 )& > (a2
U CIEN( Py

en victud de@¥). Ahorg consi deremo > los 4ermino>
con r > gp, s hwemos _XF =My _PL# = A Obtenemo>

MacarsrT M, S en e {érmula de Selberj
(lggx) GGl 42 P% ¢/ (%)l_ojp=2x /o_9Y+6<X/ij)

clonde 9:ﬁ ) priméro reemplazamos PO//V‘j
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lu_ejon por 4, obdenems restundo

( log o) @ () -( loj@)d(.”(ﬁ TRIPCEEL log u-zukjmo(u '9}«;

,

0

log 44 - log _
(Q Cul> _ll%jqﬁ W (w) S2(U-u)-2 v iog 10 +o(u) ;

=T

Qs (A-5)we2(W-u)rolu)= 2= (24 +.5 Jusolu)
_y puesto gue

QA=2 y h-ad>T d+2}

W (u) > Car 25 J4ro (W)

Six eo sulicientemenie 9 rande,

(,0( )= (0 (u) (o+.§)M:(q+§)—,’E

Esto prueby lo desigualdad (28) parg dedar
(Qensecventemenia

Ss> ~‘::Lr§ ——9—'°PP —-i—'c’gg
r Y

dmde Ju primeru sumo se cktrende osobre +odos Io;.
primos> r~ <X “fales guve

g (2): (ars)+
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3y lo suma Eq se eydrende sobre +odos losprimo;
Py g Holes gue

Pf\rx—l (46‘/—)‘7;»;‘;5 < Py <Ur

Aat denemes heooiendo ).-r?) Lt = Or

ly P log &
E“ °r, —o—%r s —F,:— i log p 3
Py g5+

~

'0
gy =
- iy log P Y
- g% (log ) (4 (ZF) 40.()255,72— < (g log
donde Cy 3y (s on consHantes posidyss. F n qonseCueni(

S< Cgloj)‘% "‘o,g:

donde lo sume se exdiende =obre Hodos los Primos
r<x 4ales que

(0 (¥ s (ar5)¥

—

L ntonce s porel lema 1y
2
(2(1) Sz n, (‘Oﬁ x)

donde ny —10 cvandp n —100

A hore con sideremo> la suma

log P log %
T-2 % =
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gue oe extiende oobre Hodos loo primo> py g duks
que PV g sV, py 2 N. Hacrendo

Jzﬁ") 2= y n=VN =adiene

Psy §<2
P 0
T N (;2: lo% ) (; 3223 )

Por lo {4ondo  por (29?
(0] T >0, (lqgﬁ)z

siendo C, gnu Consdunte Po :"*"va, hgﬁomo-‘b

. P ' log P b
I:éz”@ﬁ 'Iﬂ?g +§z r —‘gi}

cdonde la sl14ime sume se esdiende 6bre Hodtlos los
Prime > Pﬂq gue :.a—lﬁ:—(ocen /(4 > C‘Onc/.‘c,'oneb

psiv, g V% ¢ (‘,a%)< ('4—‘5}}%
rataildime sumg en virdoy del lema 15 esigual g
Na (loj x)z
donde n, 76 cvando ¥ —v @ . Tor lo +anto

gz_‘z%fg%_@_ =T -, (logx)?

Y enuirdvd de (30)
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(31) = % los e

para k suficiendemende j/and@.

Enlc sumg iz ahora Gonsideramos para unvalpr {D‘o
de Y lo> primos los cCuales 4iemen la proprada d que
lae sumo

S, legr
3 T r

-Lomo 2y valor mitaime ,Ml- A der@nde Unicum@n +Q
de y.Entonces por @1)

S sm Zz —)9-9-,39— i%j?‘%ﬂ G:‘s(l"_‘ﬂ’()7~

Sicomparamps este resultado aon 29 ) obienemgs
cvando x —2e0 gue€

M:S_%_lf-%_"ﬁvo

Oonsecoen4emen+e purc Cuolg vier nUmero po:nlfuo
& Y pura Cualguear ndmero nodoral N le corresponde
v ndmero t = Py >N dalgue

rsgk

Ioﬂr
§ = < &
r >k

Lo oumo oe estende sobre Jodo> lo> primes e lo>

avale > =on ? —f; Yy s T LU POr lo+anto
~&TE
lo < £ £
2, g

G2) @ (ve)-(Q (F)<ev =
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8 '\}) por lo $unto +ambien +, s0n suficrendemente
_grundes, denemo >

H(Te)> (o-e)T ¢+
S @) (rael s

T A consecuenCiG, se >ique de (32) gve

(a-e)v- 835 <ev

F ot deyuqldc.d se Cumpla part Coalguiar S mro
positive €, Por lo 4anto obden mo o

2
a¥Y -4 50

(0 deotre maners, +enemo>

T <h y 970
Bsi¢ cualgoier noméro
A
<o
tiene la proP"Qde gue
e £

S,V Jrende g —g-, oblenemo >

2

Py
Ql -’—6

gLe implica A <
)
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(‘Pueajro gve
as#h y R+qz= 2
Cleramente Lenemes gue
Az a=1

Con esto hemos cemosdiradg gue

|*m U ) -1
X =700 X

_y Gomo  es egwualen-le al

'i’m FIYCX) (02’:1

Y —2c0 X

guee> el enuaciaclo del leoremg ce lo Ndmeros
:‘Prmzoo, he mo> -‘-ermn‘nodo le demo:'lro(’:‘o'n da e aJe
Teoremy,
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