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INTRODUCCION 

Muchos fenómenos biológicos y químicos, corno reacciones orgánicas oscilantes (la de 
Belousov-Zhabotinskii por ejemplo), redes de neuronas, generadores centrales de patrones, 
ondas intestinales, ritmos circadianos, ciclos celulares, formación de patrones cte., se mo
delan como sistemas de osciladores acoplados. Generalmente los modelos son complejos, 
y para poder entenderlos se hacen hipótesis que los simplifiquen. Una de ellas es que los 
osciladores son casi idénticos y que están débilmente acoplados. En este caso lo único que 
importa es la fase de cada uno de los osciladores, el sistema se reduce a uno más pequeño 
sobre un k-toro y puede estudiarse usando técnicas de perturbaciones, promedios o escalas 
múltiples. Estas simplificaciones se usan tanto en sistemas discretos como en ecuaciones de 
reacción y difusión. 

Sin embargo, restringiendo a los osciladores a que estén cerca de sus ciclos límite se 
pierden muchos fenómenos interesantes como atrapamicnto de fase, estados periódicos es
tables múltiples, falta de periodicidad y caos. Estos efectos dependen de un acoplamiento 
fuerte que saque al sistema del toro de fase. En [S.M.] se encontró numéricamente que 
dos osciladores idénticos acoplados con·difusión 110 escalar pueden mostrar una variedad de 
fenómenos dinámicos complejos que incluyen transiciones a toros invariantes, doblamiento 
de período y caos. En sistemas continuos (i.e. reacción-difusión) con cinética oscilatoria, 
muchos de estos mismos fenómenos ocurren. Cuando la difusión no es escalar, pueden 
aparecer patrones estacionarios en medios oscilatorios (véase [E.H.T].) También es posible 
que sistemas no homogéneos con difusión fuerte pierdan periodicidad '/ lleguen a un estado 
estacionario homogéneo. 

La fibrilación y el ataque cardiaco se estudian con ecuaciones parecidas a las de la 
reacci6n Delousov-Zhabotinskii, que presentan ondas espirales. Se cree que la fibrilación y 
el ataque cardiaco se deben a la aparición de ondas espirales de actividad eléctrica en el 
miocardio ventricular. Las ecuaciones que se usan para modelar este tipo de fenómenos son 
aproximadamente una versión continua de las que se estudiarán en los capítulos siguientes¡ 
son de la forma: au , 

cat =E
2 'V u+/(u,v) 

av ' 
at = cD 7 2 V+ g(u, v) 

con O < e < 1, D > O, donde e es la razón de escalas temporales de velocidades de reacción 
para las dos especies u, v. Las funciones /, g tienen la dinámica típica de medios excitables. 

Los peces de muchas especies se mueven por medio <le ondulaciones rítmicas debidas a 
contracciones que pasan a lo largo de la espina dorsal, y que se deben a su vez a cambios 
rítmicos de voltaje. El "programa" neuronal que produce este tipo de comportamiento se 
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conoce como generador central de patrones (CPG). Excepto en invertebrados muy sencillos 
el funcionamiento de los CPG es desconocido. Sin embargo, se acepta como hipótesis d~ 
trabajo que los CPG involucran la interacción de osciladores acoplados, en donde cada 
oscilador puede ser una sola célula o una red de ellas. Una pregunta muy importante es cómo 
interactúan los osciladores para generar espontáneamente y establemente los patrones de 
fases espaciales y temporales adecuados para que los mtÍsculos se contraigan en los momentos 
debidos. A pesar de lo poco que se sabe, algo puede hacerse, porque muchas observaciones 
son consecuencia de propiedades generales de osciladores acoplados, independientes de los 
detalles de la fisiología. Las matemáticas proporcionan una herramienta para identificar qué 
aspectos de la fisiología son significativos y hacen predicciones acerca de ella. 

El modelo utilizado para el movimiento de peces consta de osciladores acoplados pero no 
por acoplamiento difusivo (como el que se tratará en este trabajo) sino por un acoplamiento 
más general como el que se espera de células que interactúan por medio de sinapsis y no 
por mera difusión. Se supone que el acoplamiento es débil, que los osciladores interactúan 
solamente con sus vecinos más cercanos y que cada oscilador tiene un ciclo límite. 

El acoplamiento sináptico se introduce porque en el caso del movimiento ele peces, se 
buscan soluciones en las que haya atrapamicnto de fase (es dr.cir, la clifcrcncía de fose es 
independiente del tiempo) y con acoplamiento difusivo la solución que se tiene es aquella en 
que la diferencia de fase es cero. 

Se ha observado que los embriones de peces presentan movimientos en que la diferencia 
de fose es cero, lo que según las matemáticas correspondería a un estado en el que aún no 
hay sinapsis desarrolladas. Más adelante, los embriones comienzan a mostrar el tipo normal 
de movimiento, que indica el desarroJlo de la sinapsis. 

El cerebro es un órgano muy complicado y hasta ahora no se sabe realmente cuál es la 
mejor manera de estudiarlo. Algunos piensan que por medio de física, química y modelos 
matemáticos como el que se tratará en los siguientes capítulos es posible dilucidar lo que 
está pasando, pero otros creen que es necesario tratar de entender las cosas en forma más 
cualitativa y no tratar de entender cada detalle; este es aproximadamente el enfoque de 
René Thom. Hay otros más que dicen que las funciones no son ni físicas ni químicas sino 
cibernéticas. El cerebro es un órgano sensor y de control y debe por lo tanto estudiarse con 
métodos de computación. Este enfoque tampoco es scnciJlo ya que el cerebro se comporta 
a veces como computadora digital, a veces como computadora analógica y a veces como 
mucho más que ambas. Se modela como m1iquina de Turing, como autómata ele éstados 
finitos o como algo continuo. Un modelo continuo es por ejemplo la teoría de holograma <le 
la memoria. Sin embargo, estos modelos no contemplan los aspectos de computadora del 
cerebro. La experiencia con inteligencia artificial ha mostrado que muchas de las cosas que 
realiza el cerebro requieren algoritmos muy sofisticados. De hecho muchas de las funciones 
del cerebro, algunas en el área de reconocimiento de patrones y voces ha resultado imposibles 
de duplicarse hasta ahora [Brj. 

En lo que sigue se estudia un sistema (con tres parámetros) de dos osciladores con ciclo 
límite acoplados por acoplamiento difusivo. Se estudian las diferentes soluciones que existen 
cuando se varían los parámetros que son, uno la frecuencia natural de los osciladores y 
los otros dos parte del acoplamiento. Se observan varios tipos de bifurcaciones y algunas 
regiones de biestabilidad. 

En el capítulo 1 se presenta el problema que va a estudiarse, explicando en qué sentido 
puede considerarse como un modelo canónico de osciladores acoplados. Se da también un 
repaso de los elementos de la teoría de Floquet que se usarán en los capítulos siguientes. 

En el capítulo 2 se ve qué soluciones existen cuando los osciladores están desacoplados 
y se demuestra que las que subsisten cuando hay acoplamiento son la solución estacionaria 
(ambos osciladores en reposo), aquella en que un oscilador se mueve mientras el otro per-
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INTRODUCCION S 

m11nece en reposo, unn en que los oscilnclores se mueven en fose y otm en que se mueven 
fuera de fase. Se estudia con cierto detalle cada una de estns soluciones. 

La solución en fase, w0 , y la solución fuera de fase, w" son de particular interés. La. 
pr~era. se estudia. en el capítulo 3. La existencia y estabilidad de la segunda se estudian en 
el capítulo 4. 

En el capítulo 5 se utiliza el número de rotación, cuyas propiedades se demuestran en 
el apéndice 1, para estudiar la estabilidad de la solución fuera de fase en el espacio de los 
parámet'ros. Se dice lo que se entiende por estructura de resonancia y se ve cómo varía ésta. 
con los parámetros. 

En el capítulo 6 se estudia el caso particular en que uno de los parámetros es cero. Se 
ve que es _posible encontrar una solución completa al problema para este valor particular del 
parámetro. 

El trabajo se basa principalmente en la referencia (O. \V .J. 
Los diagramas de bifurcación se hicieron en una VAX con el programa AUTO. 
Se agradece todo el trabajo y paciencia de Jorge Ize y !ns correcciones y comentarios de 

Arturo Vargas, A.A. Minzoni y Catherine García Reimbert. 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

CAPÍTULO 1 
l. DERIVACIÓN DEL PIWDLEMA CANÓNICO· 

El comportamiento de osciladores acoplados puede, en el límite de acoplamiento débil, 
estudiarse sin conocer la estructura precisa del campo vectorial subyacente. Sin embargo, 
para acoplamiento intermedio, que es importante en las aplicaciones, el comportamiento 
depende fuertemente del campo. En lo que sigue se estudiarán sistemas descritos por 

( 
ax+ {Jy- x(x2 + y2

) ) 
f(x,y)= -flx+ay-y(x'+y2) 'a, fJ>O. 

En las coordenadas 

: 1 = ( :: ) , z2 = ( ;: ) , 

dos osciladores descritos por el campo anterior y acoplados linealmente obedecen al sistema 

(1.1.1) 

donde D es una matriz de 2 x 2. 
Se mostrará primero en qué sentido puede (1.1.1} considerarse como un modelo can6nico 

de osciladores acoplados linealmente pasando las ecuaciones generales de este tipo de os
ciladores a su forma normal. 

U FORMAS NORMALES 
Sup6ngase que se tiene un sistema suave en ~2 de la forma 

(1.1.2) 

con a e 11!. Sup6ngase que el sistema 

(1.1.s) 

5 
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6 l. DERIVACIÓN DEL PRODLEMA CANÓNICO 

tiene una fjolución única (cj (a), cl(a)) para a en una vecindad de un punto dado ªº y sean 

u;=c¡-c¡, i=l,2. 

Entonces expandiendo en series de Taylor se tiene que (1.1.2) puede escribirse como 

du 
dt = Lu +/(u), 

donde L es un operador lineal, f es polinomial y se ha eliminado la dependencia en a. 
Supóngase que para alguna a cerca de ao, L tiene valores propios de la forma a(a) ± iP(a), 
donde a(a0) =O y .B(ao) t O. 

Sea r¡ tal que Lr¡ = >.r¡, con r¡ E (
2

, >.=>.(a) =a - i.B, entonces Lr¡ = XrJ, por lo que, como 
l :F .\, (p(a0 ) .¡.O) se tiene que 1¡ es vector propio de L. Como dos valores propios diferentes 
no pueden tener vectores propios iguales, r¡, r¡ son linealmente independientes y constituyen 
una base de ( 2

; como u E ~2 puede pensarse como u E (
2

, u puede expresarse como 

u=zr¡+z1 17 1 

con z, z1 E (. Como u= ú se tiene que z1 = z. De la misma forma puede expresarse f como 
combinación lineal de r¡ y •7 por lo que se tiene 

!= gr¡+M 

u= zr¡ +zrJ, 

donde por ser f polinomial, 9(z,z) = l:vH?: 2gpqzPzq. Se tiene entonces que 

du 
- = Lu+ /(u) 
dt 

=;r'r¡+z';¡ 
= L(zr¡ + zrJ) + g(z, z)r¡ + g(z, z)•i 

= >.zr¡ + h;¡ + 9'1 + M 

Como r¡ y ;¡ son linealmente independientes se concluye que 

z' = >.z + g(z, z,a) 

z' = h + g(z,z,a). 

1 Considérese ahora la transformación 

1 
1 
1 
1 

:r; = z+ L "tpqzPzq. 
p+q?;2 

Por el Teorema de la Función Implícita se tiene que 

z=:r:+ L ,BpqxPfv, 
p+q?;2 

(1.1.4) 

(1.1.5) 
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1.1 FORMAS NORMALES 

y por lo tanto 

d:z: dz " dz _ df -=-+ L.J 'lpq(pzP-l~-+qzPz4 1_) 
dt dt p+q!!:2 dt dt 

= ).z + L UnmZ" fm + L 'lpq(UnmPZp-l+nzq+m + linm9Zp+m,¡q-l+n) 
· rn+n~2 :t!}", 

+ L 'lpq(p.>.zPz4 + qXzPf4) 
P+4!!:2 

= ..\z + L (Upq + 'lpq(p.>. + qÁ))zPz4 + L hpqzPz4, 
p+q!!:2 r+ 9~a 

donde hpq depende de 'lp'q'• Ur•q• con p' + q' < p + q. Por (1.1.4) se tiene que 

o escrito de otra forma 

Por (1.1.5) lo anterior es igual a. 

: = ).:¡; + ¿ (gpq + 'lpq(.>.(p-1) + Xq) + hpq):i:Pf4, 
p+q~2 

donde hpq depende de gr•4•, 'lp'q', con p' + q' < p + q. 
Para el valor del parámetro a0 se tiene que ). = i{J, entonces 

'lpq(.>.(p - 1} + Xq) + Upq + hpq - 'lpq(i{J)(p - 1- q) + gpq + hpq• 

7 

Si p.,¡, q+ 1 por el Teorema de la Función Implícita. puede escogerse 'lpq tal que esa expresión 
sea O. En forma inductiva puede ha~erse lo mismo para las demás hpq• Lo que se tiene 
entonces es 

o de otra forma 
~: = .\:z: + c2!xl2:z: +residuo. 

Separando partes real e imaginaria se obtiene 

d:ii = cr:z:1 + f3u1 + c2:i:1(:z:~ + !I~) + O(lxl4
) 

ªJi1 = -fJ:z:1 +ay¡+ C2!11(:z:~ + !I~) + O(l:z:l4}. 

Sin pérdida de generalidad pueden tomarse a = 1 (dividiendo todo entre a) y c2 = 1, ya 
que si es diferente de 1 se toma x 1 = µx 11 íí1 = µ.y1 con µ.2 = 1/c2 • Esta es la forma normal. 
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8 l. DERIVACIÓN DEL PRODJ,EMA CANÓNICO 

Despreciando términos de orden O(lxl') y escribiendo i1 = ( :: ) lo anterior puede escribirse 
como 

donde K - ( 1 p) y r2 - x2 + ¡¡2 
- -{J 1 1 - 1 ¡o 

Sup6ngase ahora que se acoplan dos osciladores, cada uno gobernado por {l.1.2). Sean 
e= {c1,c2), / = (/i,f2). Si los superíndices denotan al oscilador, el sistema obedece las 
ecuaciones 

ác 1 

dt = /(c1, a)+ P(c1
1 c2

) 

ác2 

dt = /(c2,a) + F(c2 ,c1
). 

{1.1.6) 

Se supondrá que el acoplamiento es conservativo o antisimétrico (i.e. F(c2 ,c1) = -F(c1,c2 ) o 
F(c1,c1) =o), lo cual implica que existen soluciones estacionarias de (1.1.6) de la forma (e', e') 
donde e' es solución de {1.1.3). Sea e' dicha solución y escríbase 

Si F es suficientemente suave {1.1.6) puede escribirse como 

donde 

du¡ 1 ( ') 1 , 2 dt = Lu + Q u + .. · + Fiu + 1'2u + 

+ F11(u1
1 u

1
) + F12(u1

1 u
2) + F22(u2

1 u
2) + • • · 

du
2 

2 ( ') 2¡ 2 1 -;¡¡-=Lu +Q u +C(u +···+F1u +F2u + 

·+ F11(u2
1 u

2) + F12(u2
1 11

1) + F:2(111
1 11

1) + .. · 1 

F;=aª~(c',c'), i=l,2, 
e' 

F;¡ = .~.1 aª:aF. (e', e'), i,i = 1, 2 . •·J· e e' 

Por ser F antisimétrica debe satisfacer 

F1u2 + F,u1 + Fu(u2, u2) + F12(u2
1 u

1) + F22(u1
1 u

1) = 

= -F1u1 
- F2u2 - Fu (u1

1 u
1) - F12(u1

1 u
2) - Fn(u2u2) + •• • 

para toda u1, u2 • Se concluye entonces que 

F1u2 = -F2u2¡ F2u1 = -F1u1 

Fu(u2, u2) = -Fn(u2,u2)¡ F12 (u1, u1) = -Fu(u1, u1) 

Fn(u2, u1) = F12(u1
1 u

2) =O, 

de donde {1.1.7) puede escribirse como 

dul = Lu1 + Q(u1) + C(u1) + ··· + ñ(u2 - u1) + F22(u2,u2)- F22(u1,u1) + ·•• 
dt 

du
2 

= Lu2 + Q(u2) +0(u2) +···+ñ(u1 -u2) +F22(u1,u1)-F22(u2,u2) + ... , 
dt 

(1.1.7) 
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1.2. REPASO DE TEORÍA DE FLOQUET O 

donde bes la matriz F2. Ahora hay que reducir este sistema acoplado a la forma normal. 
Lo ·que se hará es tomar acoplamiento lineal, que es la primera aproximación al aco

plamiento por difusión a primeros vecinos. En este caso se puede usar la misma transfor
maci6n que antes para reducir la parte no acoplada a la forma canónica y como sólo se 
agregan términos lineales con el acoplamiento y estos no cambian a primer orden con las 
transformaciones hechas se tiene que el problema canónico para dos osciladores acoplados 
linealmente está dado por las ecuaciones 

donde 

díl - = (K - rU)í 1 + óD(í' - í 1
) dt 

dí' 
dt = (K - r~I)í 2 + 6D(í1 - í 2

), 

í' = (:r:¡) r' = (x2 +y') D = (D11 Dn) 
y¡ ' ' ' ' ' D,1 Dn . 

(1.1.B) 

N6tese que aun si la matriz original de acoplamiento b es diagonal, D no lo es en general 
ya que la transformación a la forma canónica introduce acoplamiento fuera de la diagonal. 
Sin embargo, como el campo es invariante bajo rotaciones, el campo vectorial para el sis
tema acoplado es equivalente bajo una transformación ortogonal a uno en que la matriz de 
acoplamiento está dada por D = di11.g(D1i Dl)i si í = Í'x donde P es una matriz de rotación 
entonces 

dx = (P1'KP- r 2 J)r. + faT DP(x1 - r.2 ) 
dt 

= (K - r2 l)r. + faT DF(r.1 
- :r:2). 

Lo que se hará es ver cómo cambia la estructura del conjunto de bifurcación cuando la matriz 
de acoplamiento D va de ding(2, 2) a ding(2, -2) pasando por todas las posibles matrices 
diagonales (módulo un rescalamfont.o). Obsérvese que los casos en que un valor propio es. 
negativo no corresponden a problemas "reales". Además se tomará D1 = 2 y Dl = 2(1- 2e), 

con e E [011], es decir D = (~ 
2

(
1 
~ 

2
e)). Lns ecuaciones (1.1.1) se escriben entonces como 

dx1 ( 2 ') ( ) -d = X¡ + P111 - X¡ X¡ + I/¡ + 26 :t.2 - X¡ t • 

d:ii = -Px1 +111 - vi(r.~ + yi} + 26(1 - 2e)(y2 - yi) 

dx2 ( 2 ') ( ) dt = :t2 + P112 - X2 x, + l/2 + 26 X¡ - r.2 

(1.1.9) 

dJt2 = -/3x2 + !12 - 112(r.~ +vi)+ 26(1- 2e)(111 -112). 

Tomando z¡ = ( ~:) las ecuaciones pueden escribirse en forma más compacta como 

dz¡ 1 ¡2 dt=Kz1-z1z1 +6D(z,-zi) 

dz2 1 2 ai=Kz2-z2z2I +6D(z 1 -z2), 

donde nuevamente /( = ( !p ~) . 
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10 l. DERIVACIÓN DEL PROBLEMA CANÓNICO 

Estas son las ecuaciones que se estudiarán en este trabajo. Para (=o, D = diag(2, 2), para 
'= 1/2, D = diag(2,0) y para ( = 1, D = di,.g(2,-2). 

2.2 REPASO DE TEORÍA DE FLOQUET 

En los capítulos siguientes se usaran mucho los llamados multiplicadores de Floquet y 
algunos otros elementos de la teoría de Floquet, por lo que a continuación se presenta un 
breve repaso del tema. Para un tratamiento más completo se recomienda consultar [Jo] 
capítulo 6. 

La teoría de Floquet estudia ecuaciones de la forma 

v= A(t)y, (1.2.1) 

donde 11 E ~n y A(t) es periódica con período mínimo p, es decir, p es el menor número 
positivo tal que 

A(t + p) = A(t), -co < t <OO. 

Las soluciones no son necesariamente periódicas, como puede observarse al considerar por 
ejemplo la ecuación y= (1 +sent)y, cuyas soluciones están dadas por!/= ce1-'0

'
1 donde: e es 

una. constante; sólo la solución y =o es periódica. Sin embargo puede decirse mucho acerca 
de las soluciones. 

Obsérvese que si y(t) es una solución de la ecuación entonces y(t + p) también es una 
solución, ya que si 11'(t) = A(t)y(t) entonces 

1/(1 + p) = A(t + p)y(t + p) = A(t)y(t + p). 

Esto implica que si l'(t) es una matriz fundamental, Y(t+p) también lo es, y como un conjunto 
completo de soluciones es combinación lineal de cualquier otro se tiene que existe una matriz 
constante no singular n tal que 

Y(t + p) = Y(t)íl. 

Poniendo t =O se observa que O está. dada por 

O= y- 1(o)Y(p). 

Si se escoge otra matriz fundamental Z(t) = Y(t)O entonces 

es decir se obtiene una matriz similnr. Esto implica que los valores propios de íl no dependen 
de la matriz fundamental que se escoja; estos valores propios se conocen como multi¡1licadores 
de Floquet. Si se escoge la matriz fundamental tal que Y(O) = I entonces los multiplicadores 
de Floquet son los valores propios de Y(p). 

Se tratará. ahora de caracterizar las soluciones de la ecuación (1.2.1). Supóngase que 
puede encontrarse una matriz real C tal que íl == eP 0 • Defínase 

P(t) == Y(t)e-'°. 

P-1(t) existe porque Y(t) tiene determinante diferente de cero y e-ta también, esta última 
por ser una matriz fundamental para la ecuación z' == -Gz. Además P(t) es periódica pues 

P(t + p) = Y(t + p)e-(t+p)o = Y(t)íle-"ºe-10 == P(t). 
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1.2. REPASO DE TEORÍA DE FLOQUET 11 

La. matriz fundamental puede entonces escribirse como 

Y(t) = J>(t)e'º, 

donde P(t) es periódica y C es constante. Cualquier solución es de la forma y(t) = P(t)e'º e. 
Obsérvese que la sustitución y(t) = P(t)z(t) transforma la ecuación (1.2.1) en z' = Oz, una 
ecuación con coeficientes constantes. Como P(t) es periódica, el comportamiento de las 
soluciones depende única.mente de los valores propios, .\, de In matriz O. 

Para todo esto se supuso que existía una matriz real O tal que n = eP0 • Como w =o no es 
un valor propio de n, siempre puede encontrarse una matriz compleja C que cumpla con la 
condicón mencionada tomando O= (log O)/p, donde log z se define como una función nnalítica 
univaluada en el plano complejo cortado a lo largo de un rayo que no contenga ningún valor 
propio de n. El problema es que para el estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales 
es necesario que e sea real. 

Obs6rvese que si n no tiene valores propios negntivos entonces O puede escogerse real 
definiendo log z en el plano complejo cortado a lo largo del eje real negativo con Jog(l) = o. 
Entonces si r es una trayectoria simétrica con respecto al eje real se tiene que 

es real, ya que log r = log r y n es real. El problema ocurre cuando n tiene valores propios 
negativos; en algunos casos puede de tódas maneras encontrarse una O real tal que n = eP0 , 

pero puede demostrarse que si k es un real mayor que cero y el espacio nulo de íl - kl es 
unidimensional entonces la ecuación íl = eP0 no tiene soluciones reales para n real. Sin 
embargo se tiene el siguiente lema: 

Lema: Si n es real y no singular existe una matriz real O tal que 112 = e2P0 • 

Si se usa esta C en la transformación P(t) = Y(t)e- 10 los resultados no cambian, lo único 
que pasa es que ahora P(t) tiene el doble del período que antes. 

Prueba: Como la aseveración es invariante bajo transformaciones de similitud puede 
suponerse que 11 está en una forma de Jordan real. Además pueden etiquetarse los valores 
propios de manera que 

.n= (~ ~) 1 

donde A es una matriz real en forma de Jordan sólo con valores propios negativos y B es 
una matriz real, también en forma de Jordan, sin valores propios negativos. Por lo que se 

dijo antes, B = ePfl para alguna matriz real {J. Pero 0 2 = ( ~
2 

;, ) , y A2 s6lo tiene valores 

propios reales positivos, por lo que puede encontrarse una matriz real a tal que A2 = e2
Pª, y 

(
a 

2p 

0 2 =e o 

entonces 

Si se toma e = ( ~ ~) se tiene que 112 = e2
P

0
• 

• 
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CAPÍTULO 2 
2. SOLUCIONES PEIUÓDICAS PARA 6 PEQUEÑA 

2.1 INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se verá cuáles de las soluciones que existen cuando 5 = o subsisten 
cuando 6 i o y pequeña. 

Un oscilador gobernado por las ecuaciones 

tiene un ciclo límite asintóticamente estable 0 0 = (cos pt, - senpt). 

Figura 2.1.1 

. Por lo tanto cuando 6 =O en las ecuaciones (1.1.!l), es decir, se consideran dos osciladores 
con la forma de arriba y desacoplados, se tiene un toro invariante atractivo 7~ generado por 
el producto 0 0 x íl0 de los ciclos límite. T~ está cubierto por una familia biparamétrica de 
soluciones periódicas y cada miembro de la familia está determinado por un par de ángulos de 
fase iniciales. Como el sistema es autónomo y el origen del tiempo puede entonces colocarse 
arbitrariamente, sólo hay un parámetro esencial, la diferencia de fase inicial. Todas las 
soluciones periódicas sobre el toro son degeneradas ya que cada una tiene dos multiplicadores 
de Floquet iguales a uno, como se verá más adelante, por lo que no puede esperarse que 
toda la familia uniparamétrica subsista cuando se introduce un acoplamiento pequeño. Es 
necesario determinar si alguna solución persiste y cuál. 

12 

1 
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2.2 SOLUCIONES ESTACIONAllIAS 19 

Además <le! ciclo límite menciona<lo arriba se tiene para cada oscilador la solución esta
cionaria :e= 11 = O. Estas dos son todas las soluciones posibles para 6 = o, como se demostrará 
abajo. 

Como zf z1 = ri se tiene que 

1 dr1 2 4 2¡ 2) 2Tt = r 1 - r1 = r1 1- r1 1 

de donde se concluye que si para algún to se tiene ri{to) = 1 entonces por unicidad r 1 = l. 
Si r1(t0 ) < 1 entonces r 1{t) < 1 Vt y si ri(to) > 1 entonces r1(t) > 1 Vt, por lo que no hay 
soluciones periódicas más que para r1 =o o r1 = 1, es decir, las únicas soluciones periódicas 
para un oscilador son 'l{t) = (cos¡Jt, - sen f3tf, 11(t +O) o O. Se concluye entonces que para 
los dos osciladores, en 6 =O las posibles soluciones periódicas son: (0,0), (11(t),o), (o,11(t)), 
(11(t),11(t+O)), para toda O. En la sección 2.2 se estudian las ramas de soluciones estacionarias 
y las bifurcaciones que aparecen en ellas. En la sección 2.3 se definen las órbitas hiperbólicas 
y la estabilidad estructural y se demuestra que las soluciones (11, O) y (0, 11) subsisten para 6 
pequeña. En las últimas secciones del capítulo se tratan las soluciones (•1, 110), utilizando lo 
que se conoce como reducción de orden. Se demuestra que de esta familia uniparnmétrica 
las únicas soluciones que subsisten cuando el acoplamiento es diferente ele cero son aquella 
en que los osciladores están en fase y aquella en que están 11' radianes fuera de fase. 

2.2 SOLUCIONES ESTACIONARIAS 
La solución estacionaria de las ecuaciones (1.1.9) está dada por z1 = z2 =o. Si se escribe 

w1 = •1~•2 1 w2 = ••;" entonces las ecuaciones (1.1.9) tienen la forma 

d~i = Kw1 -(lwd2 + lw212 )w1 - 2(w1 1 w,)w2 (2.2.1) 

d: = J(w2 - (jw¡j2 + IW]l2)WJ - 2{w1, w,)w1 - 26Dw2 1 (2.2.2) 

donde K = ( _1
{J ~) y D = (~ 2(1 ~ Zc)). Al linealizar las ecuaciones anteriores cerca de 

(o,o) lo que se obtiene es 
dw1 
-=Kw1 
dt 

dw2 dt = Kw, -26Dw2 • 

K tiene valores propios l±i{J por lo que las soluciones estacionarias tienen w1 = o. Entonces el 
comportamiento de las soluciones estacionarias está determinado por los valores propios de 
(K-26D). Si esa matriz es invertible entonces la única solución estacionaria es w, =O¡ si tiene 
un valor propio que pase por cero, en ese punto la matriz no es invertible y por lo tanto se 
tienen soluciones estacionarias diferentes de la trivial, es decir, cuando un valor propio pasa 
por cero se tiene una bifurcación de estados estacionarios¡ si tiene un par de valores propios 
complejos conjugados que crucen el eje imaginario entonces, se tendrá una bifurcación de 
Hopf. Obsérvese que debido a los valores propios de K, las soluciones estacionarias son 
inestables. 

Biíurcación de Hopí 

(Véase [Iz] pp. 13-15). Considérese la ecuación 

d:c 
dt = f(x,6), 
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14 2. SOLUCIONES l'ERIÓDICAS l'AllA 6 PEQUEÑA 

con 2: E~", 6 un ·parámetro real. Supógase que se tienen soluciones estacionarias de la forma 
(2:(6), 6) ( se tomará :i:(6) =o) y lo que se quiere es buscar soluciones periódicas vecinas a las 
soluciones estacionarias. 

/(0, 6) =o =:o- /(:i:, 6) = A(6):i: + g(:i:, 6), 

donde A es lineal en :i: y g(:i:, 6) = o(l:i:IJ. La ecuación puede escribirse entonces como 

d2: dt = A(6):i: + g(x, 6). 

Las soluciones de la parte lineal son eA(6l1:i:0• Para la ecuación completa las soluciones son 

donde x(O) = za. 
Para sistemas autónomos, :i:(t) es solución periódica de período T <:=> :i:(T) = :i:(O), debido 

a la unicidad de la solución, es decir que la solución es periódica de período T si y sólo si 

(I - CA(6)T):i:o - ¡T eA(6)(T-•lg(x(a), 6) da =o. 

Nótese que en la ecuación anterior se tienen dos parámetros, 6 y el período T. La integral 
es o(l:i:ol) porque T < oo y por lo tanto si (I - eA(6lr) es invertible entonces la tÍnica solución es 
la trivial :i:0 = o, y la condición necesaria para tener soluciones no triviales es entonces que 
(I - eAl6lT) no sea invertible, es decir, 1 E u(eA(6lT) = c0 (A(6l1'l, donde u(L) denota el espectro 
del operador L. Se tiene entonces que la condición necesaria para que haya bifurcación de 
Hopf es que exista µ E u(A(6)T) con eµ = 1, es decir µ = 2bri, con k E 71. 

Estas son condiciones necesarias para que haya una bifurcación. Algunas condiciones 
de suficiencia se prueban en el apéndice 2. 

Lo que se hará entonces es calcular los valores propios y ver si muestran alguno de los 
comportamientos mencionados arriba. Los valores propios están dados por 

(
1-46-.\ f3 ) 

0=det(K-26D-.\l) = det -/3 1 _ 46(1-2()->. 

= (1-46- .\)(l-46->.+86f) +P2 

= .\2 - 2.\(1 - 46 + 46f) + (1 - 46)2 + 86f(l - 46) + p2
, 

de donde se concluye que los valores propios son 

>.1,2 = 1- 46(1- () ± (Hl62(2 - p2¡1/2. 

Si p > 4lófl entonces los valores propios son conjugados con parte real 1- 46(1- f) y se tiene 
bifurcación de Hopf cuando la parte real se vuelve cero, es decir, cuando 6 = 1/4(1 - f). 
Para que los valores propios sigan siendo complejos cuando su parte real se vuelve cero es 
necesario que {J > f/(1-f), es decir, siempre que {J > f/(1- f) se tiene una bifurcación de Hopf 
en 6 = 1/4(1- f}. 

Por otro lado, si f3 < 416(1 entonces los valores propios son reales y están dados por 

>.1=1- 46(1- f) - (1662f2 - ¡P)1fl, 
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2.2 SOLUCIONES ESTACIONARIAS 15 

>., = 1- 46(1- e)+ (1662c2 
- p2J•l2

• 

En este caso se tiene .\; =O si 1662c2 - P' = (1 - 46(1- c)) 2 , es decir, si 

/(6) = 16(1- 2c)62 
- 86(1- e)+ 1 + /12 =O. 

Si E= 1/2 el coeficiente de 6' es cero y se obtiene 6 = (1+/12)/4, y si et 1/2 entonces se encuentra 
que los valores de 6 para los cuales se tienen bifurcaciones de estados estacionarios son 

6 
= 4(1 - e)± (16(1 - c)2 - 16(1 - 2c)(1 + p2))1/2 

16(1 - 2c) ' 

o simplificando, 

Esto es real siempre que e' ~ (1- 2c)/32
• 

Si se toman e, /3 fijos y se hace variar 6 se tiene que para 161 suficientemente grande, /3 
es siempre menor que 4l6cl y como en ese caso 1 y /12 son despreciables se tiene que .\1 -> :¡:oo 
siempre que 6 _, ±oo y como .\2 ~ 46(2c - 1) cuando 161 es grande, se tiene que .\2 se comporta 
como >.1 si e < 1/2 y .\2 -+ ±oo cuando 6 -+ ±oo si e > 1/2. En cualquier caso ambos valores 
propios cruzan el eje imaginario por lo que deben tenerse necesariamente bifurcaciones de 
Hopf o bifurcaciones de estados estacionarios o ambas. 

En los diagramas de bifurcación, • representa una bifurcaciónde Hopf y auna bifurcación 
de estados estacionarios. En resumen se tiene: 

( > 1/2 

a) p > .~. En este caso, los valores propios hacen lo que se muestra en la figura 2.2.1 y 
/(6) se comporta como se ve en la figura 2.2.2, es decir, se tiene una bifurcación de Hopf y 
dos bifurcaciones de estados estacionarios, como se observa en la figura 2.2.3. . 

Figura 2.2.1 Figura 2.2.2 
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JICll!VA. 
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Figura 2.2.3 
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l • 
o.11 .¡¡:.t} 1.0 

Dl:U'A 

b) P < 
1
:, En este caso f(cS) es muy parecida. al caso anterior, pero los valores propios 

ya no cruzan el eje imaginario como complejos conjugados (Figura 2.2.4) y por lo tanto ya 
no se tiene bifurcación de Hopf pero se tienen dos bifurcaciones de estados estacionarios. El 
diagrama de bifurcación se muestra en la figura 2.2.5. 

~ 5,""'t""' .. ~""'&.-·~_._º+-S.:-. 
f'.f: s: :J 

1c "IE 

).J. 

Figura 2.2.4 
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o.ooo - ------------~-- ----- ------ --------------- -------------'i'" · ----------

-t.ooo 

• $', 'Si 
1.0 , .. ' 1.0' -A 1 "°¡ u UJ 

bll.fl 

Figura 2.2.5 

e= 1/2 Aquí /(6) es lineal, tiene una sola raíz (Figura 2.2.6) y por lo tanto hay sólo una. 
bifurcación de estados estacionarios en 6 = (1 + P2)/4. 

Figura 2.2.6 

Si p > 1 entonces los valores propios cruzan el eje imaginario como complejos conjugados 
(Figura 2.2.7) y se tiene una bifurcación de Hopf en 5 = 1/2. Aquí ,\ 1 ..... -oo cuando 5-+ -oo 
y -+ 1 cuando 6 _, oo¡ -\2 -+ 1 cuando ó _, -oo y ··• -oo cuando ó ..... oo. 

Si {J < 1 un valor propio no cruza el eje imaginario y el otro se vuelve real antes de cruzar 
ese eje, (Figura 2.2.8), por lo que no hay bifurcación de Hopf. Aquí ,\1 - 1 cuando ó-+ oo y 
~2 -+ 1 cuando 5 -+ -oo. 

Los diagramas de bifuración correspondientes se muestran en las figuras 2.2.9 y 2.2.10. 
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a) P2 > 1 ~'2 , Los valores propios cruzan el eje imaginario sólo corno complejos conjugados 
(Figura 2.2.11), /(6) no tiene raíces reales (Figura 2.2.12) y por lo tanto en el diagrama de 
bifurcación aparece solamente una bifurcación de Hopf en 6 = 1/4(1- c)(Figura 2.2.13). 

b) [i~',1 , < {J2 < 1 ~'2 ,. Aquí los valores propios cruzan el eje imaginario una vez como 
complejos conjugados y después uno de ellos cruza dos veces sobre el eje real antes de ir a 
-oo (Figura 2.2.H) y /(ó) tiene 2 raíces reales (Figura 2.2.15). El correspondiente diagrama 
de bifurcación se muestra en la figura 2.2.16. 

e) P2 < 11 ~',p. Los valores propios no cruzan el eje imaginario como complejos conju
gados (Figura 2.2.17) y f(ó) tiene dos raíces reales, por lo que se tienen únicamente dos 
bifurcaciones IÍe estados estacionarios (Figura 2.2.19). 
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Figura 2.2.18 
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Debe tenerse cierto cuidado al hacer los diagramas de bifurcaci6n con AUTO ya que si 
el tamaño del paso es demasiado grande puede no ser claro si los valores propios cruzan el 
eje imaginario como reales o como complejos conjugados (es decir, si la bifurcación es de 
estados estacionarios o de Hopf.) En esos casos no aparece ningún tipo de bifurcación en 
los diagramas. 

2.3 LA SOLUCIÓN (11 1 0) 
En el estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales se utiliza mucho la llamada 

ecuación variacional asociada al problema (véase [Ha]). En general si se tiene una función 
F(t, :z:, ..\) con :z: E !Rn y .\ E IR\ y F tiene primeras derivadas continuas con respecto a (:z:, >.) 
para (t, :z:) en cierto dominio D y .\ en un abierto G de l!R\ entonces la solución :z:(t, to, :z:o, .\), 
:z:(loilo, :z:o, .\) = :z:0 de la ecuación 

i:=F(t,:z:,.\) 

es continuamente difercnciable con respecto n t, t0 , :z:0 , .\ en su dominio de definición y por 
lo tanto la matriz ::, (t,t0 , :z:0 , .\), ::, (t0 ,t0 , x0 , .\) = I satisface la ecuación variacional (lineal) 

• BF(t, :z:(t,lo,x0 , .\), .\) 

11= B:z: y. (2.3.1) 

Para estudiar la solución (r¡, O) = (cos ,Bt, -sen,Bt, o, o¡T de (1.1.9) escríbase :z:1 "'r¡ + 111, :z:2 = 
112. Como 

d:z:¡ dr¡ d111 
dt=dt+dt 

= Kr¡ + K111 - (1'112 + l!id2 +2r¡·111)(11 +y¡) 
= Kr¡- r¡ + K111 -y1 - (2r¡ • yi)r¡ + ... 



j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
·1 
,1 

f./ 2. SOJfüCIONES PERIÓDICAS PARA 6 PEQUEÑA 

se tiene que en estas coordenadas las ecuaciones variacionalcs son 

De la segunda ecuación se encuentra que 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

Como los valores propios de [(son (l±iP), al evaluar en el período que es 27r//3 se tiene que 
los multiplicadores de Floquet asociados a la segunda ecuación son eªf(WP) = e'lf >l. 

Para la primera ecuación se usará el hecho de que como 

( 
cospt ) , (-{JsenPt) 

fJ = -senpt ' '1 = -{Jcosflt ' 

r¡ y r¡' son vectores linealmente independientes del pin.no para cada t. Además (K - !)11=11' 
y (K - I)r¡' = r¡", por lo que si yi(t) denota la posición del oscilador que está en movimiento, 
para cada t se tiene 

De (2.3.2) y (2.3.4) se obtiene 

YI (t) = a(t)r¡(t) + b(t)'i'(t). 

1MtJ = a1
1} +ar¡'+ b' '11 + br¡ 11 

== (K - I)(alJ + br¡')- 2ar¡. 

=ar,'+ br¡" - 2ar¡ 

(2.3.4) 

De lo anterior se concluye que a'r¡ + b''i' = -2at¡ y por ser ,, y •1' linealmente independientes, 
a.1 = -2a. y b' =o, es decir b =o, a= e-21 y yi(t) = c 21 r1 es solución a la ecuación variacional. 
Una matriz fundamental es entonces 

Se tiene que ~(O) = I y 

senfJt) 
cosflt · 

~(~)=(e; n. 
por lo que los multiplicadores de Floquet asociados a la primera ecuación son eT y l. 

Figura 2.3.1 
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Estabilidad de {r¡,O) 

Como hay un solo multiplicador igual a 1 la órbita es hiperbólica y por lo tanto por 
el Teorema de la Función Implícita se concluye que bajo perturbación en ó se obtiene una 
rama de soluciones periódicas con período vecino a 21r//3 si ó es pequeña. Más formalmente 
(véase !P.M.]), si X es un campo vectorial C', se tiene 

Definición Sea p E ll?n un punto fijo de /, f un difcomorfismo C'. Se dice que pes un 
punto fijo hiperbólico si D/p: ll?" _, ~n es un isomorfismo hiperbólico, es decir, si D/p no 
tiene valores propios con módulo l. 

Definición Sea p E '1 donde 1 es una órbita cerrada de X. Sea E una sección transversal 
& X en el punto p. Se dice que 1 es una órbita cerrada hiperbólica de X si p es un punto fijo 
hiperbólico del mapco de Poincaré P: V e E-• E. 

Definición Sea..., una órbita cerrada de un campo vectorial X difcrenciable. Considérese 
la sección transversal E al campo X en el punto x0 E 1· La órbita que pasa por x0 regresa 
a intersectar a..., en un tiempo r, donde r es el período de 1· Por la continuidad del flujo 
de X, la órbita que pasa por un punto :x: E '1 suficientemente cercano a :r0 también regresa a 
intersectar a E en un tiempo cercano ar. Entonces si V e E es una vecindad suficientemente 
chica de :ro puede definirse un mapco P: l' -. E que a cada punto :x: E V le asocia P(x), el 
primer punto donde la órbita de :x: regresa a intersecta.r a E. A este rnapeo se le conoce corno 
Mapeo de Poincaré asociado a la órbita 1· Puede demostrarse que Pes un difcomorfismo 
local de la misma clase que el campo. L. 

Como se dijo arriba, la órbita que pasa por x tarda un tiempo cercano a r en regresar 
a E. Por otro lado, para encontrar los multiplicadores de Floquet se considera la solución 
después de un tiempo r, por lo que a primera. vista el espectro de P no tiene por qué coincidir 
con los multiplicadores de Floquet. 

r. 

Sin embargo, puede demostrarse (!P.M.J p.96} que es posible encontrar una reparame--
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trizaci6n que haga que efectivamente coincida el espectro del mapco <le Poi11caré con los 
multiplicadores de Floquet. La solución (1¡ 1 O) sí es entonces una órbita cerrada hiperbólica. 

Para demostrar que cerca de ('7, o) hay una rama de soluciones periódicas con período 
cercano al de (r¡,O) basta entonces demostrar que los puntos fijos hiperbólicos de mapeos son 
estructuralmente estables, lo cual es parte del teorema de Hartman-Grobman (véase [Ch.H.) 
p. 108.) 

Definición Si f es un difcomorfismo e• entonces se dice que f es estructuralmente estable 
si existe una vecindad V de' f en el espacio de difcomorfismos e• tal que toda g en V sea 
conjugada de f, es decir, que para toda g en V exista un homeomorfismo h : ~" -. ~" tal que 
ho f = go h. 

Sea A una matriz no singular de n x n. Supóngase que ~n = IV' El ¡yu, donde 11", wu son 
subcspacios invariantes bajo A. Para cualquier x E~", sea x = x, + x., con x, E IV', xu E wu. 
Si A,= AllV', Au = AIWu, supóngase que los valores propios ele A, tienen módulo menor que 
1 y los de Au tienen módulo mayor que 1; si el mapeo es hiperbólico no hay valores propios 
que no cumplan alguna de estas dos condiciones. Escogiendo un sistema de coordenadas 
apropiado en IV', wu puede suponerse que 

y por lo tanto A, es una contracción y Au es una expansión. 
Sea C; el espacio de funciones de IR" -• IR" cuyas derivadas hasta orden i son acotadas y 

uniformemente continuas. La norma l · I; en Ci se toma como la norma sup usual de todas 
las derivadas hasta orden i· 

Teorema: Existe µ0 >o tal que para cualquier f E C!, = (1 E C1 : l/li < µ0} existe un único 
homeomorfismo h = h(f) rn eº, continuo en /, con h(o) = I, tal que 

h o (A + /) = A o h. 

Prueba: Sea a= max(IA,¡, IA;; 1 I) < 1 y escójase µ 0 tal que a-µ 0 >O y para toda/ E C!, 1 (A+ ¡¡-1 

existe y es 0 1
• Si /e G!, la ecuación h o (A+/) = A oh es equivalente a 

h =A oh o (A+ 1)-1 

h~= A- 1 oh o (A+/). 

Se usará la primera ecuación para definir h, y la segunda para definir hu. 
Para cualquier he 00, /e G!, definase T(h, !) = T(h, f), + T(h, /)u por 

T(/1, /), = h, -- A, oh, o (A+¡¡-• 

T(h,/}u =hu -A~ 1 
O hu o (A+/). 

Puede verificarse que T: a0 x O!,-. c0 es continua en h, /y T(l,O) =o. Además, DhT(h,f) 
existe y es continua en h, / con 

[DhT(h,O)gJ, = g, -A, o g, o A- 1 

[DhT(h, 0)!7]u = Yu - A~ 1 o Yu o A. 

Para cualquier w e 00, la ecuación DhT(h,O)g == w tiene una única solución acotada por arriba 
por (1- a¡-i¡w¡, por lo que DhT(h,O) es un isomorfismo. El Teorema de la Función Implícita 
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implica que existe la función h = h(f), continua en f E e~, (puede tener que tomarse ''º más 
chica para lograr esto), h(o) = l y T(hf/), /)=o. 

Falta demostrar que hes un homeomorfismo. Para ello considérese la ecuación (A+ J)og"' 
g o A para g E c0, f E 0 1

• Puede repetirse el argumento de arriba para obtener una única 
función g = g(I) E C°, f E e~, tal que g(I) es continua en f, g(O) == l y (A+!) o g"' go A. De las 
definiciones de g(f), h(f) y de la unicidad se sigue que g(f) =h- 1(1). • 

Se concluye entonces que las soluciones (q,O}, (0, 11) subsisten para 5 to y pequeña. 

2.4 LA SOLUCIÓN (r¡, 'le) 

En 5 = o esta solución es 

( 

cos{Jt ) 
-sen{Jt 

cos{P + O)t e E ¡o, 2ir) 

. - sen(/3 + O)t 

y por lo que se vio en la sección anterior, los multiplicadores de Floquet son 1 y c-h/P, ambos 
dobles. Por ser 1 multiplicador doble el núcleo de la sección de Poincaré tiene dimensión 1 
por lo que no se puede aplicar el Teorema de la Función Implícita. como se hizo en Ja sección 
anterior. Lo que se hará es utilizar un proceso de reducción basado en la construcción de 
un sistema de coordenadas que rota junto con la órbita periódica. (Véase [Ur]) 

Sistema ortonormal a lo largo de una órbita cerrada 

Si se tiene una solución periódica es natural estudiar la soluciones cercanas a ella 
tomando un sistema de coordenadas que se mueva a lo largo de la órbita. 

Un sistema local de coordenadas puede construirse fácilmente y uniendo estos sistemas 
paso a paso puede construirse un sistema que se mueva junto con la órbita cerrada. El pro
blema es que con esta construcción no se regresa necesarirunente al primer sistema después 
de dar una vuelta completa a la órbita, lo cual es poco conveniente. Se construirá. entonces 
un sistema en movimiento tal que se pueda asociar unívocamente con los puntos de una 
vecindad de la órbita cerrada. Se mostrará que esto es posible parn el sistema autónomo 

dx 
dt = F(x), (2.4.1) 

donde F(:c} satisface una condición de Lipschitz local. 

Lema 1 
Sí n ?: 3 y v(O) es un vector unitario en l.\?n con peri'odo w y que satis/ ace una condición 

de Lipschitz entonces existe un vector unitario e1 {independiente de O) tal que v(O) ,¡, ±e,Vll. 
Prueba: El conjunto :e = (v(O), jv(O)j == 1, O$ O $ w} es una curva en la esfera unitaria 

sn-• en ~". Como v(O) satisface una condición de Lipschitz, la curva es rectificable y una 
curva rectificable en una esfera en ~n con 11 ~ 3 cubre un conjunto de medida cero. Por lo 
tanto siempre existe un vector e1 en sn- 1 que no está en esta curva ni en la curva definida 
por -v(O). 

Otra manera de demostrarlo es In. siguiente: si S es cualquier conjunto sobre la esfera 
unitaria en ¡¡gn de diámetro menor que d entonces existe una constante J( (independiente 
de s) y un casquete esférico Se tal que S e Se y el área de Se es menor que [( dn-i (para la 
deducción de la fórmula para el área de S" véase Courant y John vol 2 p.513). Si M es la 
constante de Lipschitz para 11, es decir lv(O) - µ(O')I $MIO - o•¡ y si el intervalo ¡o,w) se divide 
en n partes iguales, entonces la curva definida por v(O), o ,::; O :S w puede ser cubierta por 



' 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
•• 

eB 2. SOLUCIONES PERIÓDICAS PARA ó PEQUEÑA 

casquetes esféricos cuya área total es menor que la misma cantidad. Como n ;:::: 3 esta cota 
superior para el área. tiende a cero cuando N -. oo, lo cual implica que el vector c1 se puede 
escoger de casi cualquier lugar en la esfera unitaria. 

• 
En particular puede tomarse v(O) = F(x) = F(:i:)/IF(x)j, ya que para x en la órbita F(ef>(t)) ,¡o 

porque se supuso que la órbita. no es un punto estacionario; por In unicidad de la solución 
si F(~(to)) = O =? F(ef>(t)) =O Vt. Sea C una órbita cerrada del sistema (2.4.1) y x = <¡!(t) su 
ecuación. En el problema que se está tratando, In dimensión n del espacio fase es mayor 
que dos y por lo tanto, por el lema de arriba se puede tomar un vector unitario c1 tal que 
F(<¡!(t)) = F(1>(t))/IF(9(t))I no coincida nunca con ±c1 • Empezando con este c1 se construye un 
sistema ortonormal constante arbitrario {e,}, (i = 1, 2, ... n). Tómese 

cf f(<¡!(t)) = coSO;(t), (i = 1, 2, ... n.) (2.4.2) 

De (2.4.2) se tiene que 
" F(i;'>(t)) =¿coso, ·e;, 

esto es F es la suma de sus proyecciones sobre cada uno de los elementos del sistema ortonor
mal. Como F tiene norma uno y e; ·e¡ = ó¡; esto implic<t que 

Como Ft-±ei, 

n 

2: cos2 O; = 1. 

'=I 

COSO¡ f. ±1. (2.4.S) 

R6tese ahora el sistema ortonormal {e;} alrededor del subcspacio ( n - 2)-dimensional S per
pendicular a e1 y a F(4'(t)) hasta que c1 coincida con P(i;'>(t)). 

5 

Escrfbansc c., (v = 2, 3, •.. n) en la forma 

e., = l 11 + .\.,c1 + µ.,F, 

donde F = F(<¡!(t)) y l., es la componente de c., en S, por lo que l., .le¡, F. De la ortogonalidad 
de {e¡} y de la forma dada arriba se tiene que (e.,, et) = o = .\., + µ., cos 01. También (c.,, F) = 
coso.,= .\.,cos01 +µ 11 , por lo que 

( o ) ( 1 cos/11) ("") 
COSO., = COSO¡ 1 µ., 1 
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es decir 

( A.,) 1 ( 1 
µ., = 1-cos20¡ -COSO¡ 

-COSO¡) ( O ) 
1 coso., 1 

de donde · 
A _ -cos01cosO., 
.,- sen201 

coso., 
µ., = sen2 01' 

La posici6n final e .. de e., después de la rotación puede escribirse como 

Haciendo lo mismo que arriba se encuentra que 

( A') 1 ( 1 
µ~ = sen2 01 -COSO¡ 

Falta determinar cómo se ven los miembros de la última matriz en términos de algo conocido. 
Si A es la rotación tal que Ae1 = P, entonces e .. = Ae., y por lo tanto 

(e.,, F) = (Ae.,, .F') = (e.,, A- 1 P) =(e.,, et) =o, 

y 
(e.,, et)= (e.,, A- 1ei). 

Ahora, A- 1e1 está en el plano generado por e1 y F por lo que puede escribirse como A-1e1 = 
ae1 +PI' y entonces (e.,,A-1ei) =ficosO.,. 

Para determinar a y f3 se usa 

a+f3cos01 = (A- 1e11 ei) = (e1 1 Aei) = (e1. 1F) = cos01 

y 
(A- 1e1,F) = cos201 = acos01 +p. 

Se tiene entonces 
COSO¡)(ª)= (COSO¡) 

1 /3 cos 20¡ 1 

de donde 

y por lo tanto 

(A~)- 1 ( -coso., )- (µ") 
µ~ -sen'01 COSO¡COSO., -- A., • 



J 

j 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

90 2. SOLUCIONES PERIÓDICAS PAR.A 6 PEQUEÑA 

Se tiene entonces que 

{ 11 = (e., - .\.,e1 - µ.,F) + .\~e 1 + µ~F 
=e.,+(.\~ - .\.,)e1 + (µ~ - µ.,}F 

coso., coso., 
=e., - --(1- cosO¡)e 1 + (cos01 -1)--F 

sen2 01 sen2 01 

coso., 
=e., -

1 0 
{ei+ F). 

+cos 1 
{2.4.4) 

De (2.4.3) y (2.4.4) se observa que {., = (.,(t) son continuas y periódicas en t con el mismo 
período que f(t). El conjunto 

{F(,P(t))1 6(t) 1 ••• , {,.(t)} = {F{,P(t)), w(t)} 

es el sistema ortonormal deseado: 

({.,,.F') = (Ae.,,Ae¡) = {e111 et) =O, 
donde 61.., es la delta de Kronecker. 

{2.4.5) 

En el caso n = 2 puede tomarse 6(t) = (-F2(t), F1(t)), donde f(tfi(t) = (F1(t), F2 {t)). 
Si F(:i:) es p veces continuamente difcrenciable en una vecindad de la órbita cerrada O 

entonces F(,P(t)) es p veces continuamente difcrenciable con respecto a t, lo mismo que {.,(t) 
como se observa de (2.4.4). 

Si la órbita tiene período mínimo T entonces la matriz '11(t) de n x (n - 1) satisface 

'l!(t + 1') = 'll(t) 
¡¡iT(t)'11(t) = l¡n-l)x(n-1) 

FT(t/i(t))'11(t) = 01x{n-1) 

{2.4.6) 

para toda t. Se dirá que '11(-) es admisible para una pareja (F, ?(·}) si '11(-) satisface las 
condiciones (2.4.6). 

En el caso considerado aquí, cada·sub-sistema del sistema desacoplado tiene la solución 
periódica 

( 
cospt ) 

r¡(t) = -senpt ' 

y puede verificarse directamente que una ~(-) admisible para el subsistema está dada por 

«>{a)= ( cospa ) 
-scmpa ' . 

que es ortogonal al vector tangente a 11(a). 
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. 2.5 ECUACIONES DE ÓRBITAS CON RESPECTO AL SISTEMA ORTONORMAL 

La construcción que se hizo en la. sección anterior puede ha.cerse en forma. análoga si en 
vez de (2.4.1) se tiene la ecuación 

z = F(x,5), F(z,O) =Fo. {2.5.1) 

Supóngase que F(z,6) de (2.5.1} es continuamente difcrenciable en D. Sea O: x = 9o(s) una 
órbita cerrada de (2.5.1) con dominio en D. Entonces, como se vio en la sección anterior, 
existe un sistema ortonormal continuamente diferencia.ble {P[9o(s)], -V}= {P'(90 (s)J, 6, ... , €,.(s)} 
a lo largo de O. Sea O' una órbita cercana a C. Entonces, (véase !Ha]) O' cruza cualquier 
hiperplano normal a O en una vecindad de O. Por lo tanto, cualquier punto x == x(t) de C' 
puede expresarse como 

z(t} = 9o(s) + >V(s)y, (2.5.2) 

donde ~o es solución de :t = F0 (x). 

Figura 2.5.1 

(véase la figura 2.5.1). Aquí tes el tiempo necesnrio para llegar al hiperplano normal a 
O en el punto x = 9o(s) a lo largo de O' desde algún hiperplano fijo de O. Como O' también 
es una órbita de (2.5.1), la función z{t) satisface la ecuación 

dx(t) _ F( { ) ') dt- X t ,o 1 (2.6.:1) 

Si se escribe 
G(t, 111 1 .. • i lln 1 s) = x(t)- ~o(s) - ll'(s)¡¡, 

entonces 
lJG BG 
-;;-=F(z(t)), -

8 
=-€ .. (a), (11=2,5,. .. ,n). 

ut 11v 
{2.5.3) 

Si O' está suficientemente' cerca de C, IYvl (11 = 2, 3, ... , n) son pequeñas y z(t) está cerca de 
fo(s) como puede verse de (2.5.1). Por las condiciones que cumplen las matrices admisibles 
se tiene que 

8(G1 1 ... 1Gn) ~O 
lJ(t,l/J1• •· 11/n) 

(2.SA) 

para O' suficientemente cercana a e, donde G;(i = l,. .. , n) son las componentes del vector 
G{t,11J, ... ,11n,•l· Como G(t,yJ 1 ... 1 11n 1 s) =O y O es compacta, por (2.5.4) se puede aplicar el 

l 
r 
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Teorema de la Función Implícita un número finito de veces para concluir que t = t(s), Yv = 
v.,(a) (v = 2, 3, ••. , n) están determinada.~ de manera única y estas funciones son continuamente 
difcrenciables con respecto a t. 

Sustituyendo (2.5.1) en (2.5.2) se obtiene 

d~o , dy dt 
-d +'1111+'1'-d =F(9o(•)+'1'(s)y,6)-d, . . . ,,,, 

o de otra forma, 

Fo(~o(a)) + '11'(a)y + W ~: = [F(~~ (¡) + ll'(a)y, 6)]~. 
Multiplicando la última ecuación por F{(90 (a)) se tiene 

dt = Fcf(9o(•))[~o(9o(•)) + '11'(•)!1] = r(a,y, 6) 
da F{(9o(•))F (9o(•) + ll'(s)y,6) 

y multiplicando (2.5.5) por .¡.r(•) se obtiene 
~ 

~: = q,T(s)[r(a,y,6)F(90(a) + W(a)y,6) -W'(1)y] = Y(1,y,6). 

Desarrollando F(~o(•) + 'l'(a)y,6) en series de Tnylor se tiene 

F(9o(•) + w(a)y,6) = Fo(9o(a)) + DFo(9o(a))'l'(s)y + o(ily2 il) (y_, O), 

por lo que (2.5.7) puede escribirse como 

dy 
da = P(s)y + o(liyll) 

donde P(a) = wT(a)[DF0 (90 (s))'1i(a) - W'(a)]. 

Las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.7) son equivalentes a 

dx 
dt = F(x,6) 

(2.5.5) 

(2.5.6) 

(2.5.7). 

(2.5.8) 

(2.5.9) 

en el siguiente sentido: si x0 E P0 , !lo = '11(o)T[x0 - 9o(O)] y t(•) satisface (2.5.6) con t(O) = O 
entonces 

v(a,yo,6) = 'l!(s)T[9(t(a)),xo,6)-9o(a)], 

donde y(a,y0 ,6) es solución de (2.5.7) con y(O,y0,5) = y0 • Inversamente, si r(,,y(a,yo,6),6) >o, 
es decir, si t(a) es invertible para toda a y si x0 = 90 (0) = ll'(O)y0 , entonces la solución de (2.5.9) 
es 

. 9(t,xo,6) = ?o(•(t)) + w(a(t))y(a(t),yo,5), 

donde a(t) es la inversa de t(a). 

Aplicación a dos osciladores acoplados 

Ahora se aplicará lo anterior a un sistema de dos osciladores acoplados, cada uno en ~2 , 
con ecuación 

dz 
dt = /(z), (2.5.10) 
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y una solución periódica hiperbólica no constante r¡(t) con período mínimo T. Se puede hacer 
exactamente lo mismo si f : ~m _, H'" con m f 2 y puede generalizarse todo al caso de N 
osciladores acoplados. 

Sean z1, z2 E ~2 , 

dcfínase F : H' x ~ _, 1!?4 por 

F( 6)- (/(zi) +6g,(z11z2 16)) 
:r;, - /(z2) + 6g2(z11 z2,6) ' 

donde g11 g2 : ~
2 x 1!!2 x I!? _, ~2 y considérese la ecuación 

x=F(:r;,6). (2.5.11) 

El sistema desacoplado, i.e. con 6 =o, tiene una familia uniparamétrica de soluciones 

.Po(t,O) = (,,¡i~)o¡) 
parameterizada por O E [O, T). La familia { 9o(t, O) ¡o E [o, T), t E ~} define un toro bidimensional n que es invariante bajo el flujo en 6 =o. 

Si olí(-} es una matriz admisible para(!, r¡(·)), entonces una matriz admisible para (F, ?(·,O)) 
(que es una matriz de 4 x 3) está dada por 

(
a(a,O) 4>(a) O ) 

q,¡,,o¡ = b(a, O) o 4>(• +o) ' 

donde 

a(• O) - ·- J/(r¡(• + O}}I /(r¡(a)) - -a(a O)/(r¡(a)) 
' - l/(r¡(•lllvl/(r¡(•lll2 + l/(r¡(• + e¡)J2 

- ' ' 

&(1 6) - J/(r¡{a))J /( (a+ O)) - R(a O}/( (a+ O)) 
' - l/(r¡(a +o)Jlvl/(11(:))12 + l/(r¡(a +oJJl2 11 

- ,, ' ,, ' 

ya que se satisfacen las condiciones (2.4.6). 
El sistema acoplado (2.5.11) tiene una solución periódica en una vecindad de la órbita 

f(-,110 ) para alguna 00 fija si y sólo si para alguna O cercana a 00 , la ecuación 

dJ! ;¡; = Y(a,y,0,6) (2.5.12) 

tiene una solución periódica. La función Y, como se vio antes (ecuación (2.5.7)), está dada 
por 

Y(a,y,0,6) = q,(a,e)T[r(a,y,0,6)F(.Po(a,0) + lll(a,O)y,6)- lll'(a,O)yl, 

donde 
r(a y,0, 6) = F0 (,P0 (a,O))TJF0 (9o(a,O)) + lll'(a,O)yJ. 

' Fo(?o(a, O))T F(9o(a, O)+ lll(a, O)y, 6) 

Como se dijo antes, (2.5.12) puede escribirse como 

dy 
da= P(a,O)y+ Q(a,y,O) +6G(a,y,0,6), (2.5.13) 
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donde P(1) = w(1)r!DF0 {~0 {1))'1'(1) - '1''(1)1. Ahora, 

( ( )) ( ) (
D/(r¡(a)) O ) (ª(1 10) <I>(a) O ) 

DFo~oa ;¡,i, = o D/(r¡(•+O)} 6(1,0} O <I>(a+o) 

-( D/(r¡(1)}a(1,0} D/(11(1))~(1} O ) 
- Df(r¡(a +o))b(a, O) O D f(r¡(1 +o))<Io(a+ O) 1 

por Jo que si se escribe A(·)= D/(r¡(·))<I>(·}- 4>'(·) y ro{a,O) = Df('l(•))a(a,O), rb(•,O) = Df('I(• + 
ll)}b(1,0) 1 entonces 

P(1) = 41(a)T O '1
1 4 1

' - ª :• 
( 

0(1, o)T b(a, o¡r ) ( DJ( ( )) ( O) '( O) 

O 'P(a + o¡r D J(r¡(a +o))b(a, O) - b (1 1 O} 
A{1) O ) 
O A(a +o) 

· (ª2'(110)[r0 (1,0}-a'(1,0)) + bT(a,O)!rb(a,0)- b'(a,O)J 
= <I>(a)TID/(r¡(a))a(a,0)- a'(a,O}) 

t(1 + O)T[D /(1¡(a + O)}b(a, O) - b'(a,O)J 

a(a,O)T A(•) b(a, o¡T A(a +o) ) 
~(ajTA(a) o . 

O <I>(s+o¡TA(a+O) 

Como 
D/(t¡(a))a(a,O}- a'( a, O)= -a(D/(r¡(a))/('I(•))- D/(1¡(1))1¡1

) + a1/(r¡(a)) 
=a' /(11(1)) 

es ortogonal a 41{a) por (2.4.6), lo anterior puede escribirse como 

donde 

y 

P(i) = (P11(a,O) Pu(a,O)) 
P21(1,0) P22(1,0) 

Pu(a,o) = -aa'l/(q(•))l2 
- PP'l/(11(• + 0)12 

=-(a'+ P')J(a + {J) 
~------- i (tn l/(1¡{1))12

• l/(1J(1+0))12
) 

- da lf(r¡(•)Jl2 + l/(r¡(a+ 0))12 ' 

P12 (a,O) = (a(a, o)T A (a), b(a, of A(a +o)}, 

P22(1,0) = ( 4>(1)~A(1) <I>(a + 11)~ A(1+11)). 

Debido a la forma de P(a), la matriz fundamental O(a,O) del sistema variacional 

( ), ( 111 dy Pu 
~ = da = P(1,0}11 = ~ 

C d) (YI) m O 112 
0 n l/S 

con 0(0, O} = 1 tiene la forma 

O(a,ll) = (011(1,ll) 012(a,OJ) 
1 o íl22(1,0) 
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donde 

011(•,0) = 
l/(11(0))12 + l/('1(0))12 
l/(11(0)Jll · l/('1(0))12 

lfü(•)Jl2 
• l/('7(• + 0))1 2 

l/(11( 4))12 + l/('7(• +0))12 

On(a,O) = f íl11(•,0)íl~/(u,O)P12(u,O)íl22 (u,O) du 

022(•,0)= (v~.¡ V(a+o~v-1¡0¡) 
y V{•) es la matriz fundamental de 

du T 
di = ~(•) A(a)u 

con V(O) =J. En efecto, la solución de este sistema es 

v2(•) = V2(0)ef:m(!}d(I 113(•) = y,(O)ef,'n{()d(I 

v1(•) = v1(0)ef: Pu(()d( + f ef; Pu(rl de (c(e)v,(e) + d(e)v,(m de. 

0 11 (kT, O) = 1, y se supondrá que 0 12 (kT, O) =O, ya que siempre puede escogerse un sistema 
de coordenadas en el que esto sea cierto y esta elección no afecta el hecho de que 1'21 (a,O) ==o. 
No se demostrará esto en el caso general, pero se verá más adelante que esta hipótesis se 
cumple en el problema particular considerado. Además, como 1'22 es la suma directa de 
las matrices P(•) asociadas con cada oscilador, el hecho de que la órbita r¡ sea hiperbólica 
implica que íl22 (kT, O) no tiene valores propios con módulo l. 

En el sistema acoplado la primera coordenada de y es de "fase" ya que mide la distancia 
ortogonal a la órbita 9o(•, O) en el espacio tangente a 1~. Las otras 2 coordenadas son 
coordenadas normales y resulta conveniente separar y en estos dos tipos de coordenadas, 

v=(~). 
donde ~ es la primera componente y r el vector que consiste en las últimas dos componentes 
de ~· De la misma forma sean 

Q(•,v,0) = (Qi(•.~,r,O))' 
Q2(• 1 ~ 1 r,O) 

G(a,y,0,6) = (Gi(•,~,r,0,6)). 
G2 (a 1 ~ 1 r,0,6) 

La ecuación (2.5.13) puede escribirse entonces como 

d~ -;¡¡=Pu (a, O)~+ 1'12(•,0)r + Qi(a, ~. r,O) + 6G1(s, ~. r,11,6) 

dr ;¡; = P22(•, O)r + Q2(•, ~. r, O)+ 6G2(•, ~. r, ó) 
(2.5.15). 

La solución de este sistema homogéneo y T-periódico que satisface la condición inicial 

~(O,ro,0,6) =O 

r(O, ro, O, ó) = ro 
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se denotará. . 
( 06¡-(~(a,ro,0,6)) 11 a, ro, ' - r(a, ro, 0,6). 

Para determinar si algÚna de las soluciones del sistema desacoplado puede continuarse pnra 
6 :Fo, se buscan soluciones de las ecuaciones 

~(kT,ro,O,ó) =O 

r(kT,ro,0,6)- ro= O 
(2.5.16) 

para alguna k positiva. En efecto, la homogeneidad y la T-periodicidad de (2.5.15) garan
tizan que cualquier solución de (2.5.16) genera una solución k7'-periódica. 

Como 11 =O es solución de (2.5.13) cuando ó =o, (ro,6) = (O,O) satisface (2.5.16) para 
toda O E [O,T). Ahora, como fhl es matriz fundamental de dr/da = Pnr con On(O,O) = I, por 
la fórmula de variación de parámetros y la ecuación (2.5.15b) se tiene que 

r(a) = On{a,O)ro + Oll(a, O) 1' n;l1 (u)(Ql+6Gl) du, 

por lo que, en ro, 60, 
a 

;;-(r{kT,ro,0,6)- rol= On(kT,0)- /. 
vro 

Como se dijo en la página anterior, 0 22 no tiene valores propios con módulo 1, por lo que 
esta matriz es invertible y el Teorema de la Función Implícita implica que hay una Rk(0,6) 
suave definida para toda O E ¡o, T) y 6 pequeña, con la propiedad de que 

r(kT, Rk(0, 6),0,ó) - Rk{O, 6) =O 

y Rk(0,6) .... o cuando 6-+ o. Entonces se satisface la ecuación 

~(kT,Rk(O,ó),0,6) =o (2.5.17) 

en 6 ==o para toda o E ¡o, T). Esto implica que hay una función on- 1 si f es en que se denotará 
"•(0, 6) tal que 

rp(kT,Rk(0,6),0,6) = óhk(0,6), 

y para 6 ,¡. o esto es equivalente a la ecuación 

(2.5.18) 

donde hk(0,6) se encuentra resolviendo (2.5.15 a) por la fórmula de variación de parámetros, 
derivando con respecto a ó y evaluando en ó =o. A (2.5.18) se le conoce como ecuai::ión 
de bifurcación. Si hk(0,6) tiene un cero simple en 00 (i.e. 8hk(0,0)/80)o, f. O puede aplicarse 
el Teorema de la Función Implícita para concluir que Ja ecuación {2.5.12} tiene soluciones 
periódicas cercanas a ~o(·,00) con período cercano a kT para 6 chica. 

Como 

se tiene que 

f(•, ra,0,5) =n1l(a, O)ro + f [íl11(a,O)ffí1
1 (u, O)(Q1 + óG¡) 

- (íl11 (1, 0)0~/(u,O)On(u,D) - íl12(a,O))íll"2
1(u,D)(Q2 + 6G2)] du. 

1 
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Para a.- J:T, con las hipótesis sobren: íl11 (kT,O) = 1, 0 12 (kT,O) =o, 

6hi.(0,6) = lkT ílj"11(u,O)(Q1 +6G1 - íl12(u,O)n;2
1(Q2 + 6G2))du. 

Como 11(•, h,.(0,6),0,6) = 0(6), los términos en Q1 y Q2, que son por lo menos cuadráticos en 
"'desaparecen en el cálculo de hk(O,o), y 

hk(O,O) = lkT Oí1
1(u,O){Gi(u,O,O, O) - 012(u,ll)íl;2

1 (u, O)G2(u, 01810)) du. 

Reemplazando 0 12 (u,O) por su valor, 

h4(1/10) = {Tl0j1
1(u,ll)G1{u,0,0,0)- ([ Oj"1

1 (111 0)P12(v,O}íl22(1110)du)0;2
1(u 1 /l)G2(u,O,ll,O}ldu. 

La doble integral se puede escribir como 

f "T 1u f kT f.kT tT 1kT fkT r Jo ( 
0 

( .. ·) d11) du =Jo ( • (· .. ) du) dv =Jo 
0 

(· • ·) dudv - Jo ()
0 

(· ··) du) dv. 

La primera integral es ílí/(kT,0)012(kT,O)f0kT n;21 (u, O)G2(u, o,O,O) du =o, y al cambiar u por u 
en la segunda se encuentra que 

h•(O,O) = {T Ojj1(u,O)[P12{u, O) [ 022 (u, 11)022
1(11,0)G2(11, O, O, O) dv + G1(u,O,O,O)j du 

= i"T H(u) du. 

Al calcular ¡;T H(u) du = g II(w + T) dw se observa que por la. periodicidad de 0 11 , P12 , G1 y 
e,, el término en 0 1 no cambia y el término en G2 es 

LT Oj"1
1(w)Pn(w) 1w+T íln{w + T)0;2

1(11)G2{11) dvdw. 

Como 022(w + T) = 022(w)íh2(T) y 

ir Oii1 (w)P12(w)022(w} dw = 012(T,ll) =O, 

el término en G2 puede escribirse como 

lar Oj"¡1(w)P12(w) l" 022(w)íl22
1(11)G2(11) dv dw 

(L"+T íli2(w + T- 11)G2(11) d11 = 1T 022(w - u)G2(u) du, 

por la periodicidad de G2). Esto implica que 

hi.(0,0) = kh 1(0,0). 



1 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

98 2. SOLUCIONES PERIODICAS PARA ó PEQUEÑA 

Se concluye entonces que hk(O,o) y hi(O,o) tienen los mismos ceros y dan las mismas 
soluciones periódicas: 

Propo3ici6n 1 
Sup6nga3e que la órbita periódica 11(t) del sistema desacoplado es hiperbólica y que la 

ecuaci6n de b1Jurcación 

tiene un cero simple en 00 • Entonces dada una vecindad arbitraria )1 de la órbita ~o(·,Oo) 
ezüte una 60 > O tal que para toda ó E (-60 ,60), (2.5.1) tiene una solución periódica ~6 que 
es una función suave de ó, cuya órbita está contenida en )1 y cuyo período es cercano a T. 
Además si 6 es suficientemente pequeña hay una vecindad de la órbita de .Po(·, 00 ) en la cual 
no hay soluciones periódicas de (2.5.1) cuyo período mínimo esté cercano a kT para alguna 
A:> l. 

Esbozo de un método alternativo 

En el caso particular que se está considerando, puede probarse que el toro invariante 
persiste para acoplamiento pequeño y puede usarse este hecho para encontrar qué soluciones 
periódicas son las que persisten cuando hay acoplamiento. Sin embargo, las superficies 
invariantes no siempre persisten, eso depende de la velocidad de convergencia a la superficie 
invariante comparada con la velocidad de acercamiento a conjuntos a tractores en la superficie 
invariante !Fej. 

Sabiendo que el toro persiste, puede determinarse qué soluciones periódicas lo hacen 
también usando una aproximación asintótica para la ecuación que gobierna la evolución de la 
diferencia de fase de los osciladores en el límite de acoplamiento débil (véase [A.D.0.1). Esta 
ecuación puede llevarse a una forma en In que se le puede aplicar el método de promedios¡ los 
puntos críticos de la ecuación promediada corresponden a las soluciones periódicas buscadas. 

Como se dijo antes, el toro persiste para acoplamiento débil, pero se sabe que desaparece 
para acoplamiento grande. Hasta ahora no se sabe cómo desaparece. 

2.6 BIFURCACIONES DE (r¡,q9) 

·En esta sección se darán los detalles de la construcción que se acaba de esbozar para el 
caso particular considerado, en el que 

por lo que 

(
1- S:z:2 - ¡¡2 D/-- -P - 2:z:y 

fJ - 2:z:y ) 
1- Sy2 - :z:2 ' 

( 
-2cos2 {Jt P+2cos{Jtsen{Jt) 

D/(11 )= -P+2cosptsen{Jt -2sen2{Jt ' 

l1(•) = ( cos{Ja ) = 4>(a). 
-sen/Ja 
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Entonces 

A(1) = D/(r¡(1))~(1) - ~'(•) 

-( -2cos2 P• P+2cos/JasenP•) ( cospa ) (senP•) 
- -/J+2cospasenpa -2sen2 pa -senpa +P cospa 

-(-2cos1 Pa-2cospasen2 pa) 
- 2cos2 pasenpa+2senªP• 

= ~ (-cospa) 
senpa 

= -2r¡(•) = -2~(•). 

Como 11(110), b(a,O) son múltiplos de /(r¡(•)) y de (l(r¡(• +O)) respectivamente y 

/(r¡(•)) = ( ~::~~:) 
d ( COS/Ja ) 

=;¡; -senP• 

= (-PsenP•) 
-Pcospa 

entonces aTA(•) =O= bTA(a +O) por lo que P12 =O. Por otro lado ~(·)TA(·)= -21~(·)12 = -2 1 es 

decir P22 = ( ~2 ~2 ). La matriz IP(11 O) está entonces dada por . 

( 

,/; senP• 
-~, cosP• 

i¡I 1 o - V• 
(' )- -~senP(• +O) 

-~cosP(a+O) 

cospa 
-senpa 

o 
o 

o l o 
cosp(a+O) · 

-senP(•+O) 

Por otro lado dv/da = ~(•)T A(a)v = -2u por lo que V(a) = e-2• {. Se calculará ahora Y(s, y,0,6) 
que está dada por la ecuación (2.5.7). A pesar de la longitud de las fórmulas, se da un 
des~ollo detallado de los cálculos para que el lector pueda seguirlos más facilmente. 

Y(1 1 111616) = IP(1 1 O¡T[r(a,11,0 1 6)F(~o(1,0) + IP(a, O)y,6) - IP'(a, O)y] 

donde 
( O 6)- Fo(~o(a,OJlTIFo(~o(a,O)) + lli'(a,O)y] 

r '• 11• ' - F0 (~0 (1,0))T F(~o(a,O) + '11(1,0)11,6) · 

Puede escribirse 

'1i( •• o¡ G~) = (:~). 

¡¡. -K ( 111 ) K -(J2 senP• caspa) 1 - 1 112 ' 
1 - ~cos{Ja -senP• ' 

en donde 

'1i2 = K19 (-11•), Ku = K1(• +O). 
1 !13 1 
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Con esta notaci6n, 110=11(• +O) y 

/(11 + (11) = !(11 + K1 (~J) 

=K11-11+KK1 (~:)-K1 (~:)-2y1(11+K1 (~:))-l>Ii1!211-l>Ii1!2 '111 
porque q,f 11=11Tw1 =112 • El término de acoplamiento 6D(z1 - z¡) es en este caso 

6D(110 - r¡+ K1,B ( ~:1 
)-K¡ (~~)). 

Se tiene que 

jlltil' = (Ki (!li))TK¡ (!11) = (Yi)T ¡(TJ(1 (!/1) 
!/l !/l !/l 1 !/l 

= (lll)T(l/2 º) (!/l) = !!i'+v' 112 o 1 !/l 2 1 2 

Además IC11 - 11 = /(r¡) = -P (senpp') y por lo tanto cos • 

don.de D = 21 - 4.f ( ~ ~) = 2! - 4eA. 

Por otro lado, J(11)T /(11 + >Iii) involucra términos de la forma 

f(l1)TKK¡ (!/I) = (KTKTJ(r¡))T (!/1) = (-~)T (!11) 1 
!/l 1 !/l /32 !/l 

J('1)TK1 (~:) = (Kf /(r¡))T (~J = (-f; r (~:) 1 

/(11)T11 =O, /(11? 110=-/(11of11 = pscnpo, 

T - T T - (-~cos{JO)T !(11) K1,o - (K1,of(11)) - {Jsenpo • 

/(r¡ef K1 = C-Ws~~s:oor • 
por lo que 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 

2.6 DIFURCACIONES DE ('I, r¡8 ) ,J1. '· 

Fo(9o(a)?Fo(9o(a)) =2¡9
2+ (;2 r (~~) + (;2 r ( ~~1 )-(iy~ +y~)(-~ r (~) + 

( 1 . .2 2 (-.L)T (-y¡) /ñ - :¡t<1 + Yl) ((2 Yl + v2¡9yi(y, -y3) + 2ó,Bsen,BO(y3 - y2)+ 

4¡96c(cosp0- 1) sen,8(2a +O)+ 4,Bó((cos,B(a +O) - cos,Ba)x 

x (~(cospa +cos,B(a +o))- y2senpa + y3 sen¡9(a +o)] 

= 2¡92 + (Y2 + y,)1,82 + ~!11 (Y2 - !ll)]+ 

+ 4¡9óc[(cos,80 -1) sen,B(2a +O)+ cos P(a + 11) - cos,Ba)( 0(cospa+ 

+ cos P(• +O)) - !12 sen ,Ba + !ll sen P( a +O)] + ViP!l1 (Y2 - Yl)+ 
+ 26¡9sen¡90(y3 - !12). 

Por otro lado 

Se concluye que 

donde 

d =2P2 + (Y2 + y3)(¡92 + ~Y1(!12 - Ylll + Vi.Bv1(Y2 - Yl) + 4¡96cl(cospo -1) scn¡9(2a +o)+ 

+ (cos,B(a +O)- cos,Ba)(0(cos¡9a+ cosp(a + 11)) - y2 scn¡9a + y3sen,B(a +o)]+ 

+ 26{Jscn¡90(yl -112)· 

(
o -1 1) ( ./ñ) ( ) ' T 1 T 1/2 -¡9/y2 T 1/2 0 T Ademas 11' 11' = ~ 1 o o , K1 KK1 = P/./i 1 , K1 K1 = 0 1 , IC1 r¡ = 

-1 o o ( n, por lo que las primeras dos componentes de q,T F(~0 (a) + Wy, ó) están dadas por 
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(-P~V2) + ((p/~ -P{Vi)- (1~2 ~)) (~:) -iwi12 (n _ ( ~~~(~: ~:l) 
-l\II 1, (1/2 º) (111) + 2ó[(--j;senpo) + ( ~cospo --j;senpo) (_111 ) 1 o 1 112 cosPO - 1 J2 senpo cospo 113 + 

-( 1~2 ~) (~~)]-4có[(senpa-senP(•+o)) ( ~25~~::n + 

( 
l cospacosP(• +o) -J2 scnp(a +O)cospa) (-y¡) 

+ -~scnpacosp(a+O) senpsenp(a+O) 113 + 

_ ( l cos
2 

Pa -~ scnp, caspa) (!/' )] + (P!Vi) + 
-~senpacospa scn2 P• !12 O 

+(p11r (~~1)+(1~2r (-11~1)+(1~2r (-~1)¡w, 1,+ 
_ 26 (scnpo + (-1/2)T (-111 ) + ! (cospo)T (!li))+ 

,/2 o !/3 2 sen{JO !12 

-~e ( cosp(a + O)(sen{Ja - sen{J(a +O))+ (-sen1(~~:~~~:;(~ +O)) T ( :~1 ) + 

-(7;cos¡JacosP(a+O))T (lli)) 
-senpa cosp(a +O) !12 

= (~(!13 -112) - ~(!I~ +!ti+!/~) - !/I (!12 + 113)1 ~!11 - (~ + !ii) - 2!12(1 + !12J)T -1-

(
-.,/2 sen po - y1 - cos P0!11 - ~ sen poy, - . ! sen P0113) 

2ó 1 v 2 - 4eóx 
cos po - 1 - 112 - \7i sen p0y1 + cos fJOv3 

( 

~(senpe -senp(a + O))(cos{Ja + cos{J(a +O))+ (cospa + cosp(a + 9))[-(cos/Ja+ ) 
X cosP(• + ow,1 + +~ sen/Jav2 - "7i sen¡J(a +o)v31 . 

-senpa(senpa -scnp(a +O))+ senpa¡co5~•+9 l y1 + co~p, y1 + sen¡J(a + O)v2 -senpay2 ] 

·La tercera componente de w(af F(r/io + w(a)y) está dada por 

(P!f2) T ( ~~¡ )- (~) T ( ~~I )-1w212 -1w,¡2 (n T ( ~~¡) + 

- 2113(1+113)- 26[1- cospo + (~) T ( ~~1 
)- (-~:;Pº) T (~~ )l+ 

( (
-+.cos¡J(a+o)scn¡J(a+o))T (-v) 

+4c6 -scnp(a+O)(sen¡J(a+O)-scn¡Ja)+ v 2 sen,{J(a+O) 11/ + 

-(-7;cos¡Jasenp(a+ol)t ( 111 )) 
sen,Basenp(a+O) Y2 

p (!/~ ')( ) ( scnpo ) = -111. r.· - - + y3 1 + !/3 - 26 1 - cos ,80 + V3 + !11 ~ - Y2 cos po + 
v2 2 v2 

( ) (
- scn,B(a +o)(sen{J(a +o) -sen,Ba) + ~(sen,B(a + O)(cos P(• +o)+ caspa)) 

-2113 l+l/3 +fo~ V• • 
-sen{J(a +O) sen {Jay2 + sen2 fJ(a + O)y3 
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2.6 DIFURCACIONES DE (11,r¡o) 49 

Se concluye entonces que si Y= (Yi. YJ, Y3 JT entonces 

Ya= ~(!Is -y,)(r - 1) - r111(112+113) - rT(ll~ + 11~ +y~)+ 26r(-v'2sen,BO- 11i(I + cos,80)+ 

l 1 1 - 2senpo112 - ..¡¡, sen,8011s) - fo5r(cos P• + cos,B(a +O))( ./2(sen .B• - sen,B(a +O))+ 

!11 1 1 
- (cos P• + cos P(• + 0))- + . rn senpa 112 - rn sen .B(• + O) y3 ), 

2 v2 v2 

p ( ) ' ( !/~ 2) ( 1 Yl= V2111 r-1 - 2+v2 r+26cos,80-1-
0

senpOy1-11dcos,BOy3)r-2rY:i(l+y2)+ 

cosp(a +O) cos{Ja 
- fofrsenpa(sen/l(a +O) - sen,Ba + ./2 111 + --111 + senp(a + O)y2 - senpay2), 

2 2 

fJ Yi 2 sen ,80 Yi = -111 V2(r -1) - r( 2 + ¡13)(1 + vz) - 26r(l - cos {JO+ 111 ~ - 112 cos po + 1/3) - 2rys(l + y3)+ 

+ foSrsenfJ(• + O)(senpa - sen{J(a +O)+ ~(cos fJ(• +O)+ cos,Ba) - senpa !Id senp(,_¡. O) y3 ). 

Esto implica que 

r.: 4,s,-0 
6G1(•,!/1=O,112 =O, !Is= O, O)= 26ro(-v:.:sen {JO) - ./2 (cos,Ba + cos,B(a + O))(sen,81 - sen.B(• +O)), 

donde 
2p2 

fi - --,--..,-.--'----· 
o - 2p2 + 4¡16c(cos{30- l)sen,8(2H- or 

Se tiene entonces 

( ro 
G1 a, o, o, o, O) = ..¡¡,(-4 sen ,80 - 4,(cos f3• + cos .B(• + O))(sen,Ba - sen,B(a +O)) 

ro 
= ..¡¡(-4 sen ,80 - 2, sen 2,Ba + 2, sen 2/1( a + O) + 4e sen ,80). 

Cuando 6 =o, ro = 1, y en ese caso se obtiene 

1 
G1 (•,o, O, O, O) = V2 (-4 sen,80 - 2e sen 2,Ba + 2, sen 2,8(• +O)+ 4, sen ,80). 

Para encontrar los valores de o para los cuales se bifurcan soluciones de (r¡, r¡0) hay ahora que 
sustituir lo encontrado en la ecuación de bifurcación. Como P12 = o se tiene 

12n/fl -4~(1-()'lr 
hi(O,o) = G1(u,O,O,O)du = sen,80. 

o p 

Esto tiene dos ceros simples, 00 =o y 00 = 1f/,8 y por lo tanto, por la Proposición 1 se sabe 
que hay soluciones con período cercano a 21f / ,8 que se bifurcan de 00 =o y de 00 = 1í/,8. Como 

_ ( 11(•) ) , _ ( cos,Ba ) ~o- .11 (a+O) 'r¡()- -sen,Ba' 
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cuando 00 = O se tienen soluciones en fase y cuando Oo = ,.. //3, 

( 
cós{J(a + ~) ) 

11(1-f·O)= -sen,B(a+j) =-11(1), 

es decir, se tienen soluciones fuera de fase. A las primeras se les llamará. w0 y a las segundas 
w,.. 

Por lo dicho arriba, la 6rbita de w0 está en el subespacio O dado por 

y la de w,. en el subcspacio 
n = {(z1,z2)1z1 = -z2}. 

Estos dos subespacios son subespacios invariantes ya que si z1 = z2 o z1 = -z2 en t =o entonces 
.r1 = :r2 o z1 = -z2 para todo tiempo, como puede comprobarse directamente de las ecuaciones 
del sistema desacoplado, es decir, para 6 =o. 

La proposición 1 y el desarrollo que se ha llevado a cabo son un caso particular de un 
argumento de Melnikov. Para más detalles sobre este tema véase [G.H.]. 
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CAPÍTULO 3 
s. LA SOLUCIÓN EN FASE 

En este capítulo se demuestra que los multiplicadores de Floquet asociados a w0 , la 
soluci6n en fase, están dentro del círculo unitario cuando 6 >o. Esto implica, por el teorema 
2 demostrado en este capítulo, que w0 es estable para esos valores de ó. Se demuestra también 
que w0 es inestable si 6 < o y Jos otros dos parámetros están en determinados rangos. 

3.1 ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES DE w0 

En O las ecuaciones 

se convierten en 
clz1 ) Tt = /(::1 

dz2 = /(z,) 
dt 

que es independiente de 6, y por lo tanto w0 existe para toda ó e llt Para estudiar ,las 
soluciones en O o en n es conveniente. definir 

Z¡ + %3 %¡ - %2 
W¡ = -2-1 W, = -2-, 

En estos términos la ecuaci6n de arriba se escribe como 

ddw¡ = !!f(w1 .+ w2) + /(w1 - w,)J = Kw 1 - (iwd2 + lw2!2)w1 - 2(w11 w2)W2 t 2 . 

ddw, = ![1(w1 + w2) - /(w1 - w,)J-26Dw2 = Kw2 - (lwil2 + lw212)w2 - 2(w1,w2)w1 - 26Dw2, 
t 2 

o= {w1,w2 =o}, n == {w1 = O,w,}, y Wo está dada por 

w1 (t)=(_c~::;t)• w,(t):O. 

{Esto . está en O.) En estas mismas coordenadas la ecuación variacional en O (es decir 
w1-+,, + wi. w2 -+ o) es la misma que se obtuvo para (r¡,O): 

d€1 ( dt == (K -1)6 - 2 ~. €1)r¡. 

45 
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46 S. LA SOLUCIÓN EN FASE 

Como se vio en la sección 2.3, los multiplicadores de Floquet correspondientes a esta ecuación 
son 1 y e4«/fl por lo que no hay bifurcaciones de soluciones periódicas sobre w0 en o. Sin 
embargo, tomando variaciones también en n las ecuaciones obtenidas son 

dw1 Tt = (K - I)w1 - 2(r¡, wi)r¡ + .. · 

dw, dt = (K - /)w2 - 2(r¡, w2)r¡ - 25Dw2 + • · • 

ya que r¡' + w\ = Kr¡ + Kw1 - (1111 2 + lwd2 +2(r¡,w1)+1Wll2)(r¡ + wi) - 2(r¡ + w¡, Wl)IV:I y w~ = /(w2 -

2(r¡ + w1 1 w,)(r¡ +' wi)- (1+lwd2 +2(r¡, w1) + lw212)w, - 26Dw,. 
La. ecuación para w2 puede escribirse como 

dw, dt = (K -/ - 2óD)w2 - 2(r¡,w,)r¡. (3.1.1) 

Para resolver esta ecuación se utilizará nuevamente el hecho de que r¡, 11' forman una base 
de ( 2, Escríbase w2 = ª'1 + br¡', entonces por la ecuación (3.1.1) se tiene 

a'r¡ + b'r¡ 1 + ar¡1 + br¡" = a(K - /)r¡ + b(K - /)r¡' - 2ar¡ - 2ó(aDr¡ + bDr¡'). (3.1.2) 

Como se vio antes, (K - /)r¡ = r¡', (K - ~)r¡' = r¡", D = 21 - 4cA, A= (~ n, por lo que 

A11=(-s~n{Jt) Ar¡'=(-pc~s{Jt) 
Para expresar lo anterior en términos de ,,, r¡' escríbase 

Ar¡= ar¡ +111', Ar¡'= a1f/ +1111'. 

Entonces 
1 1 

a= (Ar¡,r¡) = sen2 {Jt, 1 = (Ar¡,,,')¡;¡tii = Psen{Jtcos{Jt, 

a1 = {J s<;n {Jt cos {Jt, 11 = cos2 {Jt. 

Sustituyendo en la ecuación (3.1.2) se obtiene 

sen {Jt cos {Jt , 
a1r¡ + b'r¡' = -2af) - 4óar¡ - 4óbr¡1 + 8óca(sen2 {Jt r¡ + fJ · r¡) 

+ 86(b(fJ sen {Jt cos {Jt r¡ + cos2 {Jt11') 

de donde 
a'= -2a -4óa + 8ó((asen2 {Jt + bpsenptcos{Jt) 

= -(2 + 4ó(t - ())a+ 4óc(- cos 2{Jta + p sen2{Jtb) 

b' = -46b + 86c( ~sen{Jt cos {Jt + b cos2 Pt) 

sen2{Jt = -46{1- ()b + 46c(-{J-a + cos 2/Jt b). 

Para resolver estas ecuaciones defínanse 
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3.1 ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES DE w0 47 

Las ecuaciones para á, b pueden escribirse como 

(á)' ( cos2{Jt b = - 45( ,- 21 sen 2fJt e
21

sen{Jt) (ª) 
-cos2{Jt 6 · (3.1.3) 

El caso € = O se estudiará. en el capítulo 6. Para i f. o se harán estimaciones que permitan 
determinar la estabildad de w0 y si hay bifurcaciones sobre esa rama. 

Si t(t) es matriz fundamental de <l>'(t) = A1(t)<P(t) entonces 

det t(t) == det <l>{O) ,J.' trauA i(•) 4' 

(véase ¡c.L.] p. 28.) 
Por otro lado si W(t) es solución de W'(t) = A1(t)W(t) entonces 

WTW' = WTA1W = ~(WT A1IV + wr AfW). 

por lo que ¡w¡21 = WT(A 1 + Af)W = 2(WT SW), donde S =(A+ AT)/2. Si se denota por ..\¡ a los 
valores propios de S, I' = min{..\¡}, v = ma.x{.\¡} entonces por lo dicho arriba, 

2µ(1)1w¡2 
::; ¡w¡2

'::; 2v(t)!Wl2
, 

y por lo tanto 
e1 f,' "C•ld•¡w(o)j2 ::; ¡w¡2 ::; e2 J: v(•Jd•¡w(o)j2, 

el: l'(•)d•¡w(o)¡::; ¡w¡::; ef: v(•)d•¡w(o)I. 

En el caso de dos dimensiones, sea W0 vector propio de lf>(T) con valor propio .\(T) e ~. es 
decir, t{T)Wo = .\W0• Además W(t) = t(t)Wo es solución de W' == A1W con W(o) = 4l(O)Wo(O) = W0 

(si t{O) = I), por lo que 
,f0'" I'(•) d1 :S j.\(T)I $ cfoT v(•J d1. 

En el caso de dos dimensiones, si..\ e C es valor propio, X también Jo es, y entonces 

(traza S = i:+ 11) y entonces 2µ(a)::; tmaA1 ::; 2v(a), y la desigualdad anterior sigue siendo 
válida. 

La ecuación que se quiere resolver es (3.1.1), en la que 

A1w, = (K-1-2óD)w2 - 2(r¡,w2)r¡ 

= (-=_~ _46(f_ 2,¡) ( ~) -2(cos{Jtu- sen{Jtv) (-c~::~t), 
entonces 

( 
-46-2cos2 pt fJ+2scnptcosPt) 

Ai= -P+2sen{Jtcospt -4ó(1-2,)-2scn2 {Jt ' 

y traza A1 = -85(1- i) - 2, por lo que .\1Á2 = e-2(1H6(1-•JlT 1 

(
-46 - 2cos2 {Jt 2scn{Jtcospt ) 5 = 2 sen {Jt cos fJt -46{1 - 2t) - 2 sen2 {Jt · 
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'ª :S. LA SOLUCIÓN EN FASE 

Los Valores propios de S están dados por 

es decir, 

Como 

entonces 

Se concluye que 

>.2 + .\(86(1- E}+ 2) + 46( 45 + 2) - S252c - 165ccos2 {Jt, 

(1- 46c)2
::; 1+1662c2 

- 85c + 165ccos2 f3t::; (1+46c)2 si óc >o, 
(1 + 46c)2 :5 1+1662c2 

- 86c + 165ccos2 /3t ::; (1 - 46c) 2 si 6c <O, 

e(-(46(1-c)+l)-1(1-4J6cl}IJT $ .\(T) ::; e(-(46(1-c)+l)+(IHJ6ci))T. 

46t?: 1 => e-46T $ j.\I $ e(-H+a6c)T, 

OS 46c 5 1 => e(-46+&6<-2)T::; p,¡::; e(-c&+86c)T, 

-1 S 46c::; O=> e(-H-2)T::; j.\j 5 ,-cff, 

46c 5 -1 => e(-cs+ss.¡r 5 IALS ,-c1r, 

o puesto de otra forma, 

{ 
46t > l => e-417' < l>.1 < ,-c6(1-2c)T 

o::; '46c 5 l => e-45(1-2.)T-2T < IAI < ,-c6(1-2•)T 

{
-1 ::; 46c ::; O => e-46T-2T < 111 < ,-HT 

46t::; -1 => ,-H(l-lc)r < l.\I < ,-c6T. 

De lo anterior se concluye que si 6 > o y O <e::; 1/2 entonces los dos valores propios están 
dentro del círculo unitario, i.e. todos los multiplicadores de Floquet no triviales están dentro 
del círculo unitario y por lo tanto, como se demostrará en la sección 3.2, w0 es estable y no 
tiene bifurcaciones de soluciones periódicas. 

Si 6 < o y e 5 1/2 entonces si -1 ?: 45c, los dos multiplicadores están fuera del círculo 
unitario¡ si 46 < -1/(1- e), .\ 1.\2 > 1 y por lo tanto al menos un valor propio está fuera del 
círculo unitario; si 4.óc?: -1 y 46::; -2 hay dos multiplicadores fuera del círculo unitario; en 
todos estos casos la solución es inestable. Parece que no puede demostrarse que de hecho 
w0 es inestable para toda {J, e siempre que 5 < o pero hay fuerte evidencia numérica de que 
eso efectivamente sucede. 

En la siguiente sección se demostrará que en general una solución periódica es estable en 
cierto sentido si todos sus multiplicadores de Floquet excepto uno (que está sobre el círculo 
unitario y es el que hace que haya solución periódica) están dentro del círculo unitario e 
inestable si al menos un multiplicador está fuera del círculo unitario. 

3.2 ESTABILIDAD ORBITAL DE SOLUCIONES PERIODICAS 
En esta sección se discutirá la estabilidad orbital de la solución periódica x = 9(a) del 

sistema general u-dimensional 

d:c 
dt = F(z,6}, F(:c,O) =Fo (S.2.1) 

usando el sistema ortonormal introducido antes (véase [Ur] cap.6.) 

1 
, I , 
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S.2 ESTADILIDAD ORillTAL DE SOLUCIONES PERIODICAS ~9 

Definición Si M es un conjunto en ttr, U" {M) = {x E ~" tal que di:it(x, M) < 11 }, se dice que 
un conjunto invariante de la ecuación 

:i: = /(x) (s.2.1) 

es estable si para toda e > O existe 6 > o tal que para cualquier xº en U"(m), la solución 
x(t,xº) está en U6(M) Vt ~O. Se dice que el conjunto es a3intóticamente e3table si es estable y 
además existe b >O tal que para toda :i:º E Ub(M) la solución :r(t, xº) tiende a M cuando t ..... oo. 
Si u(t) es una solución periódica no constante de (3.2.1) se dice que u(t) es orbitalmente 
estable ( asintóticamente orbitalmente estable) si la correspondiente curva cerrada invariante 
r generada por u es estable (asintóticamente estable). Se dice que una solución periódica es 
a~intóticamente orbitalmente c3table con fase a.qintótica si es asintóticamente orbitalmente 
estable y existe b >O tal que para toda x0 con dist(x0 , r) < b, existe T = T(x0 ) tal que lx(t, x0 )

u(t, T) ¡ _. o cuando t -+ oo. 
Se supondrá que F{x) es continuamente difcrenciable en un dominio D que contiene a la 

6rbita cerrada C representada por la solución periódica x =\?(a). Sea 

(S.2.2) 

un sistema ortonormal continuamente difcrenciable a lo largo de C. Entonces, como se vio 
en la sección 2.5, cualquier punto x = x(•) de cualquier órbita de (3.2.1) cercana a C se 
escribe como 

x(a) =?(a)+ 1ll{a)y 

y para t y y,, (v = 2, s, ... , n) se tienen las ecuaciones 

dt = r(a 6) = Fo{?o(a}V!Fo(ofio{a)) + ll''(•)yj 
da 'y, Fo{?o(•))T F(9o(•) + ll'(a)y, 6) 

· ~~ = Y(a, y,6) = ll'(a)T[T(a, y, 6)F(?o(•) + ll'(a)y, 6) - ll''(•)yJ. 

La. ecuación {3.2.5) puede escribirse como 

dy 
da = P(a)y + o(i!Yli) (y-+ O) 

(S.2.S) 

(3.2.4) 

(S.2.5) 

(S.2.6) 

donde el vector n -1-dimensional y representa el incremento normal de la órbita. Para a= io 
fija supóngase que 

x(to) =?(•o)+ ll'(ao)!I (S.2.7) 

y sea 
u(a) = (x(to)- ?(•Wl:i:(to)- 4>(•)], (s.2.8) 

es decir; u(•) es el cuadrado de la distancia entre el punto x(to) y el punto</>(•) en C. Como 

d</>{•) = F!</>(a)], 
da 

de (3.2.8) se tiene 

u(•o) = 1111011 2 

dcr 
de (•o)= -2F[</>(•oW!:i:(to) - ?(ao)I =O 

~~(•o)= -2F!9{ao)IFsl</>(aoW(x(to) - </>(•oJI + 2llF[</>(•oJlll2 

(s.2.9a) 

(S.2.9b) 

(s.2.9c) 
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50 3. LA SOLUCIÓN EN FASE 

De (3.2.9c) se observa que rí'u/do2 (ao) >O si l!Yoll es suficientemente pequeña. De (3.2.9b) se 
tiene que 11(1) > 11(10) si a,¡. o, es decir 

i!Y(a)ll = dist!:i:(t0 ), Cj. (S.2.10) 

Como 10 es un valor arbitrario de a, lo anterior implica que 

i!Y(a)I! = dist[:i:(t(a)), CJ. 

Como y = y(a) satisface el sistema (3.2.6) y por definición una. órbita O es orbitalmente 
estable con respecto a una familia 1 de soluciones si V { > o 36 y T;;::: to tales que para toda 
solución :i: = ~(t) e 1, 

dist¡ip(t), Col < { 

{donde 00 es la curva cerrada correspondiente a :i: = ~o(t)) para t 2'. T si l~(t0 ) - \Po(t0 )1<5, se 
concluye que la estabilidad orbital de O de decide por la estabilidad de la solución trivial 
r =O de (3.2.6). Se demostrará primero: 

Teorema 1 
Si se tiene el sistema 

d:i: 
dt = A(t) + X(t, :i:) (S.2.11) 

donde A(t) es una matriz continua y periódica y X(t, :i:) satisface 
i} X(t, :i:) es continua y 3atisf ace una condición de Lipschitz con respecto a :i: en la región 

D: l:i:I < 11, to ~ t < oo (/1 >O)¡ 
ii). X(t,O) =O 
iu/ X(t, :i:) = o(l:i:I) uniformemente en (t0 , oo) cuando :i:-+ o, entonces la solución trivial de 

(9.2.11} es asintoticamente estable si los exponentes característicos del si'stema lineal 
homogéneo 

tienen todos parte real negativa. 

De aquí se concluirá el teorema. 2: 

Teorema 2 

dy 
- = A(t)v dt 

Supóngase que el sistema (9.2.1} tiene una solución periódica no constante :i: = ,P(t) y 
que F(:i:) es continuamente di/ erenciable en el dominio D que contiene a la órbita cerrada 
O representada por la solución periódica :i: = ?(t). Entonces la solución periódica :i: == \P(t) es 
asintóticamente orbitalmente estable si n-1 exponentes característicos de la primera ecuación 
variacional de (9.2.1} con respecto a :i:.= ?(t) tienen partes reales negativas. 

Prueba (del teorema 1) 

Se demostrará primero que si se tiene un sistema de la forma 

d:i: 
dt=A:i:+X{t,:i:) (:1.2.12} 

donde A es una matriz constante y X(t, :i:) satisface (3.2.9) entonces la solución trivial :i: =o 
de (3.2.12) es asintóticamente estable si los valores propios de la matriz A tienen todas parte 
reaf negativa. Después se usará una transformación para. reducir el caso no constante ni 
caso constante. 
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Sea. :e = c¡l(t) una solución arbitraria de (3.2.12} tal que J9(1o}i < Jl. Tal solución existe 
para t (;?:to} suficientemente cercana a lo y puede continuarse siempre que J9(t)J < Il. Para 
dicha solución se tiene 

d~t) = A9(t) + X[t, 9(t)I,· 

por lo que 

q\(t) = e(l-lo)Aql(to) + f.' e(l-l)A X[a, 9(a)J da 
. Íc-o (3.2.13) 

en el intervalo en el que x = ql(t) existe y J9(t)J < Jl. 
Ahora, puede demostrarse a partir de la. forma canónica de Jorda.n que los elementos de 

la matriz e1A son de la forma 
(3.2.14} 

donde >., son los valores propios de A y P;(t) son polinomios en l. Como los >., tienen parte 
real negativa por hipótesis, existe una constante positiva u tal que Re(>.,) < -u y por lo tanto 

e1
" I:e'A' ?;(1) -•O si t-+ oo. 

' 
Dicho de otra forma, para cualquier número positivo l, hay un número r 2! o tal que 

Je1
0' L e1

A' P¡(t)i < l V t ~T. 

' 
Esto implica que e1"E,eº•P;(t) es acotado en ¡o,oo). Se concluye entonces que existe una 
constante positiva K tal que 

(3.2.15) 

Sea r¡ un número positivo arbitrario menor que u. Entonces, por la suposición (3.2.9c} hay 
un número positivo 6 < H tal que 

JX(t, :i:JI::; ~J:i:J (S.2.16) 

en (t0,oo) siempre que J:i:J::; 6. 
Sea :i: = ql(t) una solución arbitraria de (3.2.12} tal que 

Jql(toJI < 6/K < 6. 

Se mostrará. que tal solución :i: = ql(t) existe para t ~ 10 suficientemente cercana a to y puede 
continuarse siempre que Jql(t)J <H. Supóngase que la solución x = ?(t) existe en el intervalo 
(to, t1J y que 

l?(t)J < 6 en Jto,t1), 
J.P(tiJI = 6. 

Entonces de (3.2.13}, por (3.2.15} y (3.2.16} se tiene que 

,¡ 
para te [t0,ti]. Sean 

l,P(t)I ~ Ke-a!Ho) Jql(t0JI + r¡ f' e- 0 !1-•l¡q1(a)J da 
J •• 

e"(t-to)Jql(t)I = u(t), 

r• e0 !•-10 l¡q1(a)Jda = v(I), J,, 

(3.2.17) 

(3.2.18) 
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entonces (3.2.17} puede escribirse como 

u(t) $ Klc¡l(to)I + 1J11(t), 

(Desigualdad de Gronwall). Como dv(t)/dt = u(t) lo anterior puede reescribirse como 

d11(t) Tt -1)11(t) $ Kl9(to)I. 

Esto puede intergarsc multiplicando por e-n1 ambos lados. Lo que se obtiene es 

e-n111(t) $ Kl9(to)l~(e-n«o - e-ni¡, 
'I 

es decir 

Sustituyendo en (3.2.19) se tiene 

y por (3.2.18), 

11(t) $ !¡9(to)l!cn(Ho) - ll. 
'I 

u(t) $ Kl4>(to)lcn(l-lo), 

l.P(t)I i:; Kl?(to)le-C"-n)(l-lo). 

Esto es válido para toda t E !t0,t1j, es decir para t = t 1 se tiene 

l9(t1)I < 6e-("-n)(1,-1,) < 6 

(3.2.19) 

(8.2.20) 

(8.2.21) 

ya que r¡ < u por hip6tesis. Esto contra.dice el hecho de que J9(t1JI = 6 y por lo tanto se 
concluye que x = c¡l(t} existe en el intervalo (t0 ,oo) y en todo el intervalo Jc¡l(tJI < ó. Se tiene 
entonces que (3.2.20) es válida para toda te (t0, oo). Entonces, como r¡ <u, para toda (>o, 

l4>(tJI <E en [to, oo), 

si jc¡l(to)I < x-1 min(6,i). Por definici6n. esto significa que la solución trivial x ==o es estable. 
De (3.2.20) se tiene también que · 

lim l4>(t)I =o, 
1-00 

es decir, la solución trivial es asintóticamente estable. 
Si ahora se tiene el mismo sistema· 

dx 
dt == A(t)x + X(t,:i:) (8.2.22} 

donde A(t) es continua y peri6dica de período w, la idea es reducirse al caso anterior. 
Sea c¡l(t) una matriz fundamental de dx/dt == A(t)x. Procediendo corno se mostró en la 

sección de repaso de teoría de Floquet puede construirse una matriz constante B' tal que 

c¡l(t + 2w) = q!(t)c2"'D', 

y que la matriz c¡l(t)e-1n' = P1(t) es periódica en t de período 2w. Usando la transformación 

x = P1(t)z {S.2.23) 
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3.2 ESTABILIDAD ORDITAL DE SOLUCIONES PERIODICAS 59 . 

en (3.2.22) se obtiene 
dz 
di. =B'z+Z'(t,z), {3.2.24) 

donde Z(t,z) = Pí1(t}X[t,P,(t)zl. 
Como P1(t) es periódica, ¡p1-

1¡ y jP,(t)i son acotadas en (-001 00) y por lo tanto Z'(t,z) 
también satisface las condiciones (3.2.9) del teorema. Por otro lado, los valores propios de 
B' son iguales a los exponentes característicos del sistema dy/dt = A(t)y en sus partes reales. 
(Si .\1 son los multiplicadores, p¡ los exponentes característicos del sistema y µ: los valores 
propios de la matriz B' se tiene >.l = cxp[2wµl!. Por otro lado .\; =e"'µ' y por lo tanto 

por lo que 
Re(µ:J = Re(µ;).) 

Se tiene entonces que por hipótesis los valores propios de IJ' tienen parte real negativa. Por 
lo que se vio arriba la solución trivial z = o de (3.2.2·1) es asintóticamentc estable porque 
IP1(t}I y ¡p1-

1(t)[ son ambos acotados en el intervalo (-001 00). 

Teorema 9 

Se 11erá ahora que si se cumplen las condiciones del teorema 2, la solución periódica 
z = ;(t) es no sólo asíntóticamente orbitalmente estable sino que además wando t _, oo, 
todas las soluciones cercanas x = x(r) de dx/dt == l'(x) tirnden a la solución periódica x = i¡\(t) 
excepto por diferencias de fase, es decir :r: = ,P(t) tiene fase a3intótica. 

Prueba 
Por el teorema. 1, para. cualquier 6rbita cercana C' hay dos constantes positivas K y a 

tales que 

para t ~ o. Se tenía que 

por lo que 

dt = ( b) = Fo(.Po(a))T[Fo(<Po(a)) + 'l''(a)y) 
el• r 

1
'

11' Fo(fo(1))TF(¡¡\0(1) + 'll(a)y,6)' 

lt(•"") - ,••¡ - ¡t(a•) - ,•¡ = ¡··· (r(a, 1116) - 1) da .. 

donde 

= 1··· Fo(?o(a))T'll'(a)y- DFo(?o(a))IV(a)y- F0 (<$o(a))T 11(1 1 y) da, 
,. Fo(?o(a))T F(,,.lo(a) + o¡.(a)y, ó) 

11(11 11) = F{?o(a) + IV{a)y,ó)-Fo(?o(a))-DFo(?o(a))ll'{a}y 

= [ Dl'o(,P0 (a) + O'll(a)y) - DFo(<Po(a)) dO • IV(a)y. 

Sustituyendo (3.2.25) en (3.2.26) se tiene 

{S.2.25) 

(3.2.26) 
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donde K1 es una constante positiva. Como en•' --+o cuando ,. -+ oo, la igualdad de arriba 
implica que existe •o tal que 

lim [t(•)- 1] = 1 0, •-oo (S.2.27) 

Para O', 

J.
1(•) 

:r[t(•)J- :r(• +•o)= F[:r(t)J dt, 
•+•• 

(3.2.28) 

y F[z(t)) está acotada para t grande ya que O' está en una vecindad de O para t grande. Se 
tiene entonces de (3.2.28) que 

lz[t(•))- z(• + •o)I ~ K2[t(a) + (• + •o)I 

para • grande, donde K2 es otra constante positiva. Por (3.2.27) esto implica que 

es decir 

por lo que se concluye que 

Se ha. demostrado que 
Proposición 2 

tim lz[t(•)J- ?!•ll =o, ....... 

lim [z(• +•o) - ?(•)I =O, 
..... 00 

lim lz(t) - ?(t - •o)I =O. 
1-00 

• 

Si 6 > O 11 ! 5 1/2, w0 es asintóticamente orbitalmente estable con fase asintótica 11 no 
tiene bifurcaciones de soluciones periódicas. 

Si 6 <o y ( 5 1/2 entonces si -1 ~ 46( o 46 < -1/(1- e) o 46E;::::: -1 y 46 5 -2 entonces w0 es 
inestable. 
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CAPÍTULO 4 
'· LA SOLUCIÓN l!'UERA DE FASE 

En este capítulo se estudia la solución w,. utilizando una transformación (válida sólo 
en cierta región del espacio (¡1, 6, E) que convierte a las soluciones periódicas en círculos. Se 
encuentra el período de la órbita y se ve dónde se vuelve órbita heteroclínica. Se encuentra 
la forma explícita de w,. (en ciertas coodenadas) y se ve una región en la que esta solución es 
inestable. Además de unos bosquejos de las soluciones analíticas, se muestran los diagramas 
de bifurcación obtenidos con AUTO. 

U REGION DE EXISTENCIA 
En las coordenadas w1, w2 se vio al principio del capítulo 3 que las ecuaciones eran 

dw1 l Tt = 2[f(w1 + W2) + /(w1 - W2)1 

dW2 l 
-d = -[/(w1 + W2) - /(w1 -Wl)] - 26DW2. 

t 2 
Como/ es impar, una solución (no es la única) es w 1 =o y w2 tal que satisface 

dW2 -;¡¡ = /(W2)- 2óDw2. 

{U.l) 

Escribiendo w2 como w para simplificar la notación, la ecuación anterior tiene la forma 

~7 = Kw - lwl2w - 2óDw = (J( - lwl2 I - 2óD)w. (U.2) 

Es razonable esperar que las soluciones periódicas de esta ecuación sean especies 'de 
elipses y por lo tanto se va a buscar un cambio de coordenadas de tal forma que las soluciones 
periódicas en esas coordenadas sean círculos. Un cambio de coordenadas es una matriz 
invertible que puede siempre expresarse en la forma M R~ donde 

M= (k1 o) R = ( costji sentji) 
o k2 ' <> - sen tJi cos tJi • 

Sise pone (P(t)cosdtl) ~X(t)= (:i:) =MR~wentonces 
P(t) sen dt) !/ . . . 

X'=M~w' 

= J.fR~(K - lwl2 I - 2óD)w 

= MR~(K-lwl2l-2óD)R-~M- 1X 

= M R~AR-~M- 1 X, 

55 
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donde A= K- lwl21-26D. Ahora, 

lwl2 = wT w = XT(M- 1 )R~R-~M- 1 X= XT(A-r 1) 2 X 

= (Pcos¡,Psen¡) (11;: 1¡°~) (~~~~n 
p2 p2 

= k2 cos2 ¡ + k2 sen 2 ¡ = p2
, 

1 2 

por lo que 

( 
1 P) (p2 o) (46 o ) 

A= -P 1 - o p2 - o 4ó(l - 2f} 

- ( 1 - p
2 

- 46 p ) 
- -P 1 • p2 

- 46(1 - 2f) 

Si se escribe 

A=(ª b) 
e d ' 

entonces 

MR9AR-~M- 1 = 
_ ( cicos2 4> + dsen2 4> + (b +e) sen .pcosi? ~[(d - a) sen 9 cos .¡, + bcos2 4> - csen2 4>]) 
- *[(d-a)sen.f>cos.f>-bsen2 .f>+ccos2 ,P] asen2 4>+dcos2 .f>-(b+e)sen.f>cos.f> · 

Como P2 = :r:2 + y2 y tan¡= y/x se tiene que PP' = x:r:' + yy' y ¡' = (y'z - :r:'y)/ P2 , es decir, 

P' = P[a( cos2 4> cos2 ¡ + sen2 9 sen2 r) + d(sen2 4> cos2 ¡ + cos2 9 sen2 ¡) + (b +e) sen 4> cos 4>( cos2 ¡+ 

P+~ k k 
- sen2 ¡) + cos¡sen¡(d - a) ~1 k2 sen.¡, cos 4> + bcos¡ sen¡(~ cos2 9 - fi scn2 9)+ 

k k 
+ecos¡ sen¡(¡fi cos2 9 - i sen2 4>ll 

k2 k k2 k1 
¡' = [(d - a)[sen ,pcos 4>(k

1 
cos2 ¡ - i sen2 ¡) - sen ¡cos¡ cos 291- b(ki sen2 4> cos2 ¡ + ¡; cos2 4>· 

•sen'¡)+ e(~ cos2 4> cos2 ¡ + ~k1 sen2 q,sen2 ¡) - 2(b +e) sen ,Pcos 4> sen¡ cos¡J. 
k¡ 2 

Sustituyendo los valores de a, b, e, d se obtiene 

k2 k2 
P' = P[l - 46 - p2 + {3 1k- 2 cos ¡sen¡+ 86E[(sen2 ?cos2 ¡ + cos2 ,Psen2 ¡) 

1k2 
k2 + k2 

+ ~1 k2 
2 sen.f>cosq,sen¡cos¡JI (4.1.2) 

k k 
¡' = -86E(sen 4> cos 4>(¡fi cos2 ¡ - ~ sen2 ¡) - sen¡ cos ¡ cos 24>) 

-{3(~k2 cos2 ¡+~k1 sen2 ¡) (4.1.3) 
l ' 2 

Como p' = P2(c~~· r +se¡!'')= r;(¡f.r + ¡,. +cos 2¡(-(.r- ;!r)), entonces la ecuación para P' pued~ 
l :1 1 J 1 l . 

reescribirse como 
· P2 1 1 1 1 P2 

P' = P[l-46- -(- + -) +46e- (4óEcos24>+ (- - -)-)cos2¡+ 
2 k~ k~ k~ ki 2 

+ senk2i·(P(k~ - ki) + 4óE(k~ +~)sen 2./>}j. 
2k¡ 2 

l 
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Se quiere expresar a P' como producto de una función sólo de í por una funci6n sólo de P, 
P' = 11(í)/(P) y para eso es necesario eliminar los términos en sen 2í y factorizar los términos 
en cos2í para que queden en la forma deseada, es decir 

P2 1 1 1 1 P 2 

1- 46(1-€)- 2(kí + ki)- (46ccos'# + (k~ - -ql2l COS2í = (1+7COS2))(m + nP2
) (4.1.4) 

fJ(k~ - ki) + 46c(k~ + k5} sen 2cf> =O. (4.1.5) 

De la primera ecuación, comparando términos independientes y coeficientes de P2 se obtiene 
m = 1- 46(1- e), n = -~ kJ,+N. Igualando coeficientes de cos 2í y coeficientes de P2 cos 2í se '. tiene 

de donde 

'Tm=-4&cos2? 
1 l l 

'Tll = -2(-q- 11}, 

-HE cos 2? ki - k? ,- - ---
- 1-46(1-(i - k?+kr 

Nótese que para que esto sea válido es necesario que 46(1-c) f; l. De las ecuaciones (4.1.4) 
y (4.1.5) se concluye también que . 

/i(ki - k?) 
sen2.¡I = m(k~ + ki} 

cos 2,P = _ (1- 46(1- e))(~ - kr) 
46< k? + k~ 
p 

tan 2cJ> = - 1 - 46(1- E)° 

Como 1sen2,p¡ :::; 1 y 1cos2cf>I :::; 1 entonces 

IP(k~ - knl ~ 4l6EIM + ki) 

lk~ - k~I < l46EI . 
k;+k~ -11-46(1-cJI 

Sustituyendo los valores de sen 2,P y cos 24> en ( 4.1.3) se encuentra 

11 fi(k2 k2) k2 cos2 í - k2 sen 2 í 
í'=..2..(kicos2 )+k~sen2 í)+45c[ 2

2-
1

2 
2 1 + 

k1 k2 46c(k1 + k2) k1 kl 

(1- 45(1 - e)) 2 •2 ) 
- sen 2í 46c(k? + ki) (k2 - k¡} 

p (k2 k2) 
= _:_(k? + ki) + (ki - k~) cos 2í) + {J k k 2(~2 1 P) (ki - k~ + (ki + k~) cos 2)}+ 

2k¡ k2 2 1 2 1 + 2 

(k2 k2) 
..:. (1- 4.6(1- E)) k~ +- k~ sen 2í 

1 2 

-2/Jk1k2 ( ( )}(ki-k~) = - 2 --2 - 1 - 46 1 - e -k2 k2 sen 2í. 
k¡ +k¡ 1 + 2 
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·como sen2 2</> + cos2 2~ = 1 entonces 

(k~ - kW (p2 + (1 - 4ó(1 - c))2) 

(k~ + k~)2 {4có)2 =l. 

Además no se cambia nada con un rescalamiento uniforme, k1 -+ ak1, k2 _. ak2• Para poder 
comparar resultados con [O.W.] se tomará k1+kJ=2. En este caso 

k' - kJ - 8óc - 2k 1 
· - yfp2 + (1- 4ó(l - c)) 2 - ' 

y por lo tanto 
k1 = Jf+k, k2 = .¡¡--=-¡, 

De aquí se observa que es necesario que lkl < l. 
En estos términos, las ecuaciones para P y r tienen la forma 

p2 
P' = P(l - kcos 2f}(l- 4ó(l - e) -

1 
_ k2 ) 

r' = -P~ + k(l - 4ó{l - e)) sen 2~. 

Ahora, lkl < 1 implica 
/(ó) = (·ló) 2(1- 2c) - 2(1- c)4ó + fl2 + 1 >O, 

es decir que la transformación sólo es válida en la región del espacio (/3, ó, e) que cumple con 
la desigualdad de arriba. Fuera de esa región podría también haber soluciones periódicas 
pero no pueden estudiarse por medio de esta transformación. La función /(ó) es la misma 
que se encontró en la sección 2.2, y como se vió ahí, sus raíces son ó = (,82 + 1)/4 si e= 1/2 y 

1- e± (c2 - ,82(1- 2c)) 112 

6 = 4.(1 - 2c) = 61,2 

si i; ,¡, 1/2. La región del espacio (,8, ó, e) en la que es válida la transformación es entonces: 
( < 1/2: 

Si {J2 > c2 /(1 - 2c) es válida en todo el espacio; 
Si P' ~ c2 /(1- 2c): es válida si ó < 61 o si ó > 62• 

e= 1/2: es válida si ó < (,82 + 1)/4. 
' > 1/2: es válida si 61 < ó < ó2 • 

Para poder tener una solución periódica es necesario que 

P = {(1- k2){1- 4ó{l - c)) 112 = P0 = l/(6)(1- 4ó(l - c)}/1/P + (1- 4ó(l - c)}2 )J112 

(=> 1 - 4.6(1 - e) > o ya que si 1 - 4ó(l - e) $ o entonces P' < o y todas las órbitas van hacia 
P =o.) Si {1- 46(1- e)) - b >O en to entonces P es creciente y si (1 - 46(1- e)) - b <O en 
to entonces Pes decreciente, por lo que P0 es globalmente atractor. 

Además para tener un ciclo límite (todo el círculo) es necesario que f' no cambie de 
signo ya que entonces tendría que ser O en algún punto y por unicidad sería O siempre. Esto 
implica que 

- {J~ + lki(l - 46(1- e)} <O 

=> l46El(l - 46(1- e))< ,8(,8 2 + (1- 46(1- c)) 2 
- {46c)2

)
112 

=> p2 (,B' - (46EJ'l + (,82 
- (4ól) 2)(1- 46(1- c)} 2 >o 

=> P2 > (46c)2 ~ 1461 < ,8/c. 
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4.1 REGIÓN DE EXISTENCIA 59 

Además, como 1- 4ó(l - e)> o se tiene que 4ó < 1/(1- e). 
Como el círculo es una curva cerrada, se tiene una órbita periódica con período T, = 

¡;" 1/(d,/dt) d,, es decir 

1,,, d' 
T,(6,,8) = . 

o .Bv'l- k2 + ll-4ó(l -c)Jksen2, 

Ahora, en general 

( 

2 Gl•n•+b • 

d ~n.rctan ::.:;;.:..¡..;. SI a> b 
% ya2-bl y'a'-b1 

J a+bsenx = t 1 Gl•n +b- b'-Q' . b -r,--: n SI > a, 
yo·-4• Gl•n f+b+ b'-Q' 

donde si se tiene arctan¡B + C tan /(x)J se usa la rama de arctan sobre la cual está. f(x) para 
una x particular. 

Sea 2, = x, entonces 11'" Jx T. (6 P) = -' ' 2 0 a + b sen x 

con a= ,B./1- k2 , b = [1- 46(1 - c)jk. Se encuentra entonces que 

Pero 

Se concluye que 

1 a tan 211" + b a tan O+ b 
T,(6,P) = . ¡:;¡-¡-.;(arctan . ~ - arctan ~ ) 

v~-~ v~-~ ~-~ 
2ir 

= .../a.,-b,· 

a.2 -b2 = p2(1- k2
)- [1-46(1- c)l2J.:2 

= P2 
- k2 (P2 +11- 46(1- c)J2) 

= P' - (46c) 2
• 

T. (6 P) - 2ir 
' ' - ../P' - (4óc)l' 

De aquí se observa que cuando ó >o y fJ < c/(1- e) o cuando 6 <o, el período T, -+ 00 cuando 
6--+ ±,8/4c y un par de puntos fijos aparecen en w,,, es decir aparece una órbita heteroclínica. 

Tomando .p =o, k1 = k2 = 1 en ( 4.1.2) y ( 4.1.3) se encuentra que 

dO di= -p + 4c6 sen 20 * = p(l-46-p2 +86csen2 0). 
(4.1.6) 

Estas fórmulas se utilizarán más adelante. 
Si 1461 > ,8/E (y 1- 46(1- E)> o) entonces las órbitas sobre Po tienden a los puntos en los 

que ,, = o, que están dados por 

sen2,= ,B../1- k2/k(l-4ó(l-E)} = sen2'º' 

es decir,'='º' 'º + 11", 7í/2- 'º' 311"/2-fo. Como sen2, = -1 para 46 = -fJ/c y sen2, = 1 para 
46 = ,B/c, dos de los puntos críticos son estables y dos son inestables (Figura 4.1.1) 
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N6tese que P se anula sólo para 6 = 6, o para é = (1 - ()/4, si estos valores están en el 
rango de validez de la transformación. Por otra parte, para ( < 1/2, P- (-46(1-2()/(1-E)) 113 

cuando 6 -+ -oo y por lo tanto P -+ oo. Para ( = 1/2, P - ../2 cuando 6 - -oo. Calculando 
/(1/4(1- €)) = {32 - F? /(1 - E)2, se observa que si E > 1/2, 1¡.1(1 - E) está entre las rafees 61 y 63 si 
p > €/(l-€) y es más grande que 62 en el caso contrario. Para ( = 1/2, 1/2 está en el dominio de 
validez de la transformación sólo si f3 >l. Para E< 1/2, 1/4(1-E) < 61 si fJ > E/(1-E), y 1/4(1-E) 
está entre las raíces 6i, 62 (donde la transformación no es válida) en el caso contrario. La 
información que se ha encontrado hasta ahora puede resumirse en las siguientes gráficas: 

l > 'li 
1 ~'~ 
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"\put11o5 ~ 
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•-E v1-..-- '\ rvn~o, 
1 {lios 
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'ti, .VE. 41 ( l 

""f""tº' 
:5oluetoM3 

, E•fi., ~>I .ruo) 

i$ 
-l.p lp ltp

1 
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Estos diagramas son válidos en el plano (P,d y la transformación es singular en 6¡. En 
el plano w se tiene que, como p2 = P2 (¡f,- cos2 r + & sen2 d = t;(;f,- + & + cos2f(;f,- - t,.)) = 

1 a 1 a 1 l'ia 
f-i,.(1- kcos2í}, entonces para Po= ((1- k2)(1-46(1 - c)) 1l2, pg = (1- 46(1-t:))(l - kcos2r(t)). 
Ahora, 

Si u= coso, v =seno, 

Esto implica que 

(z) (Ví+k O ) ( cos,P sen,P) (u) 
11 = o ~ - sen .p cos .p v 

_ ( Ví+k(cos ,Pu+ sen ,Pv) ) 
- ~(-sen,Pu+cos,Pv) · 

t 11 ./'f=k (-sen 9 cos O+ cos q) sen O) 
an r = :;; = .¡1 + k cos .p coso +sen 9 sen O 

_ .;r::k sen( O- 9) 
- v'I+ k cos(O - .P) 

.;r::k 
= ¡¡-;-¡: tnn(O- 9). 

vl+k 

1- tan2 r 1- tan2 (0- 9) + k(l + tan2(o- ,P)) 
cos2r = = , 

1 + tan2 r 1 + tan2 (0 - .P) + k(l - tan2(0 - ,P)) 

por lo que 

y finalmente, 

l-kcos2 = (l+tan2(0-,P))(1-1.:2¡ = (1-k2) 
r 1+ tan2 (O - ,P) + k(l - tan2(0 - ,P)) l+ kcos 2(0 - ,P))' 

2 (1 - 46(1- c))(l - k2) 
Po""' 1+kcos2(0(t)-9) · 

Este es el ciclo límite en coordenadas p,O. En estas coordenadas 

"-'w = (w1,w2) = (pocos(O(t)),po sen(O(t)). 

Ahora, para los puntos fijos, es decir, las soluciones estacionarias con 4161 > P/t:, 

PvT="P" 
sen2r = k(l- 46(1- t::}) 

con r =ro, ro+ ?r, 1í/2- ro, 3ir/2 - ro· Esto implica que 

cos2r = ±cos2ro = ±(1-sen2 2í) 1l2 

P2(1- k2) )1/2 
= ±(l- k2(1- 46{1- t:)}2 

= ± 1 (k2 (1- 46(1- e))2 
- P2(1- k2)) 1l2

, 
k(l - 46(1- t:)) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Como k2(1- 46(1- €)} 2 - p,(1 - k2 ) = (46c) 2 
- {J2

, se tiene que 

1- 46(1 - e)± ((46(), - p,)1/2 
l-kcos2~= 1 _ 46(l-() , 

y por lo tanto 
p~ = 1-46(1- e)± ((46c)2 -{12) 112 =A¡, A2• 

Estos son los valores propios de la matriz K - 26D que se encontró antes y dan la norma de 
los puntos fijos. Esto explica el desdoblamiento de las rnmas estacionarias cuando 6 _, 6,. 

Esto proporciona todas las soluciones estacionarias o periódicas con w1 = o en el rango 
de validez de Ja transformación. Hay que recordar que como la ecuación es impar, si w2 es 
solución, también lo es -w,. 

A continuación se muestran los resultados numéricos obtenidos con AUTO . 
... Soluciones periódicas estables 
oo o Soluciones periódicas inestables 
-- Estados estacionarios estables 
-- - Estados estacionarios inestables 

8 Bifurcación de Hopf 
O Bifurcación de estados estacionarios 

(Las estabilidades son en rr, no en~·.) 
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4.2 ESTABILIDAD 
La ecuaci6n que debe considerarse para estudiar la estabilidad es 

d{ di= A(t){, 

donde A(t) es el jacobiano de f(x, 11) evaluado en w. = (p(t) cosO(t), p(t) senO(t)), es decir 

A(t) _ ( 1- 2p2 (t) - p2 (t) cos 20 {J- p2(t) sen 20 ) 
- -{J-p2 sen20 1-2p2(t)+p2 (t)cos20 · . 

Como 
,J: µ(•)da S lmultiplicadorc&I ~ J: v(a) da, 

donde µ, 11 son los valores propios de 

A(t) + A(tjT _ ( 1- 2p2 
- p2 cos 20 -p2 sen 20 ) 

2 - -p2 sen20 l-2p2 +p2 cos20 · 

Esta matriz tiene valores propios >. que satisfacen 

>.2 
- 2>.(1- 2p2

) + (1- 2p2
)
2 

- p' =o, 
es decir, 

.\ = 1- 2p2 ± ((1- 2p2
)2 - {1- 2p)2) + p') 112 = 1-2p2 ± p2 , 

de donde µ = 1- 3p2
, 11 = 1 - p2

• Entonces, como 

se tiene que 

2 (1- 46(1- E)){l - k2) 

P = l+kcos2(0-9) 

(1- 4.ó(l - ())(1- k2) < 2 (1- 4ó(l - f}}(l - k2) 

l+k _p::; 1-k , 

(1- 4ó(l - E)){l- k) $ p2 S (1- 4ó(l - E))(l + k). 

Esto implica que si ó <o, k <o, (1- 4ó(l- E}){l - k) > 1 y por lo tanto !>.d < 11 es decir, w,, es 
estable para ó < O y no hay bifurcación de soluciones periódicas sobre w. para ó < o. 

Para 6 > o, si p2 < 1/3 entonces por la desigualdad de arriba se tiene que w. es inestable. 
Ahora se verá para qué valores de los parámetros se cumple p2 < 1/3. Para que w"' exista se 
requiere que 4.ó < 1/(1- E). Si p2 < 1/3 entonces (1- 4ó{l -E)){l + k) < 1/3, 

k < 1 - l - 2(06(1- E) - 1) 
3(1- 46(1- l)) - 3(1- 4ó(l - E))' 

Como k >O para 6 >O se necesita 66 > 1/(1 - E). Entonces para que p2 sea menor que 1/3 se 
requiere que 

(p2 ( _ 6( _ )) 2 ) 1¡2 66c(l - 46{1 - e)) 
+ 1 4 l E > 6ó(l - () - l ' 

es decir, 

{J2 > (1- 46(1- c))2 ( (06
E)

2 
- l) = (l- 46(l - c))

2 
((6ó -1)(1- 66(1- 2c)). 

(66(1- E) - 1)2 (66(1- cj-1)2 

De todo esto se concluye que w,, es inestable si (6, fJ) están en !ns regiones mostradas en lo.s 
figuras 4.2.1 a 4.2.3. 
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CAPITULO 5 
6. CAMDIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA 

5.1 ESTABILIDAD DE w" 

En este capftuio se analiza cómo varia la estabilidad de w" con /J, ó y e usando, además 
de los multiplicadores de Floquet, lo que se conoce como número de rotación. Se encuentra 
que w" es estable (en cierto sentido) en un subconjunto bastante complicado del espacio de 
parámetros. 

Recuérdese que en las coordenadas w11 w2 !ns ecuaciones que se tienen son 

dw1 1[ I dt = 2 /(w1 + w2) + /(w1 - u'2) 

= Kw1 - (lwd2 + lw212)w1 - 2(w1,w2)w,, 
dW<J 1 dt = 2[/(w¡ + w2} - f(w¡ - w2) - 26Dw2 

= Kw, - 2(w1, w,)w¡ - (lwd2 + lw212)w2 - 26Dw,. 

Si se toman w1 = {i, w, = w" + 6, es decir, variaciones de w" en O y en n, entonces se obtiene 
la ecuación variacional · 

dd~I == K6 - lw,,,j26 - 2{{1,w")wn + "' 

dd~ = K{l - lwnl26 - 2(6,w")w" - 2óD6 + "' 

Ahora, como lw"¡2 = p, y 

( 
p2 cos2 O 

(w,,., ei)wn = p~ sen o coso 
p2 senOcosO) (u)=~ (l+cos20 sen20 ) (u) 

p2 sen2 O v 2 sen20 l-cos20 v ' 

entonces si se define 

A(t)-(1-2p2 (t)-p2 (t)cos20(t) /J-p2 (t)sen20(t) ) 
- -P - p2(t) sen 20(t) 1- 2p2(t) + p2 (t} cos 20(t) ' 

la ecuación variacional con respecto a w" puede escribirse como 

de · 
___!. = A(t){1 
dt 

dd~2 = [A(t) - 2óDj{2 • 

69 

(5.1.1) 

(5.1.2) 

(5.1.S) 
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70 ó. CAMDIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA 

La ecuación (5.1.3) es la ecuación varinc:ionnl pnra wr. con w1 = o, y ya se vio que en este 
caso la solucion periódica es atractora: un multiplicador es uno por ser el sistema autónomo 
y el otro está dentro del círculo unitario {si no, la solución periódica no sería un atractor.) 
Esto implica que (u3 ,u4 ) = (0,-1) en la firma de Floquet de w,,, por lo que basta ver cómo 
cambian {>.1,.\2 }, los valores propios de A(t), con {3,ó,L · · · 

Por la fórmula de Liouville, se tiene que 

( 
(T.(6,JI) ) 

.\1.\2=exp Ío trA(a)da. 

Se demostrará abajo que esta integral puede evaluarse explícitamente y el resultado es 

Prueba 

, , _ { 4r.l8(1 - c)ó - l]} 
"1"2 - cxp rii'. • 

V p2 - (·lcó)2 

1
T.(6,JI) {T' (6,p) 

0 
trA(a) ds = 2 Ío (1- 2p2 (0(a))) da 

1
T,/2 

= 4 
0 

(1- 2p2 (0(a))) da, 

donde T./2 es el período de A(a). Como O i O para ó < /3/-lc, entonces 

1T,/l (1- 2p2(0(s))) da= 1" /- 2~2 (0) 20 dO 
o 0 - + 4c sen 

1" dO 1" p
2 (0) dO - +2 

- 0 -P + 4cósen 20 0 f3 - 4c6 sen 20 

=/1+21,. 

Para resolver la primera integral se usa el cambio de variables :z: = tano, dx = (l.+ :z:2)dO, 
sen 20 = 2:z:/(1 + :z:2), cos 20 = (1 - :z:2)/(1+ :z:2). Además f0" = f; 12 + f;12 , i.e. f0"( ) dO = f0

00
( ) dx + 

/~00 ( ) dx = J:"00 ( ) dx. Entonces 

= ..¡p2 - (45!)2. 
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5.1 ESTABILIDAD DE w. 71 

Para la segunda integral sean a= kcos<Ii, b = ksr.n<Ii. Entonces la integral se escribe como 

1
2

" dz 1 - 46 1 - ( 1 - k2 

1 ( )J( ) 0 (,B-4c6senz)(l+kcos(z-<Ii))' 

El integrando puede escribirse como 

A 
d In .B - 4c6 sen z B O 
- + +------dz l+acosz+bsenz ,B-4c6senz l+acosz+bsenz' 

Igualando coeficientes de sen z, cos z y términos independientes se encuentra que A D, o 
satisfacen el sistema ' 

de donde 

Aa,B + Db - 40c6 = O 

-4Ac.S - A{3b + Ba = O 

-4Acóa + B + 0{3 = 1, 

A= 4c6a 
(4c6)2(1- a2) + 8c6{3b + f3l(a2 + bl) 

D = A[4c6 + f3bl . 
a 

O = b + A!4c6b + af3). 
pb+ 4c6 

Si se separa /2 en 3 integrales usando las constantes encontradas arriba, la única que es 
diferente de cero es 

{1- 46(1 - c)l(l - k2
) {2" {3 ~ dz. 

fo - 4c senz 

Puede demostrarse que (1 - k2 )B = 1, y por lo tanto se obtiene el resultado deseado. • 

Se tiene entonces que 

( 

< 1 si 6 < 1/8(1- e} 
.\1.\2 = 1 si 6=1/8(1-c) 

> 1 si 6 > 1/8(1- e), 
~ 

por lo que w,, es inestable si li > 1/8(1-c) (recuérdese que w,, existe para 45 < min(l/(l-c),{3/c}) 
y asint6ticamente estable si 6 < 1/8(1 - e) y ¡>.1 ¡, ¡>., 1 son ambas menores que 1¡ esto último 
sucede en particuar si .\1, .\2 son complejos conjugados, en cuyo caso i>.d = ¡>.,¡. Para ver si 
esto realmente pasa, se estudiará de nuevo la ecuación variacional (5.1.2), con A(t) dada por 
(5.1.1). Defínanse 

e1=(~~~~:~n=(~), 0=20, ifl=2,P. 

De la ecuación (5.1.2), usando el hecho de que RR' = uu'+1111' y w'/2 = (11'u-u111)/R2, agregando 
la ecuación (4.1.6a) para 0 para tener un sistema cerrado se obtiene el sistema 

d9 
- = -2({3-fo5sen0) 
dt 
di[[ 
- = -21{3 - s(e) sen(ifl - 9)) 
dt 

1 dR Rdt = [1- 2S(9) - S(0) cos(w - e)j, 

(5.1.4) 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

72 6. CAMDIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA 

d d S("") 2 11-«(l-1)6.ll!.::!.'l ... -=-P_ on e o = p = 1tkco1[!f=-<'¡• ... = arctanl-«~(t-1)' 
Si fJ > l4c61, é #o y por lo tanto puede usarse e corno variable independiente en (5.1.4) 

para obtener 
di{I fJ - S(El) sen(q1 - 0) 
d0 = fJ - 4c6 sen 0 
dR Rll - 2S(0) - s(0) cos(w - e)j 
de=- 2(,8-4c6sen0) · 

(5.1.5) 

Sea qi(e, 0 0, '110 ,6, fJ) la solución de (5.1.5) que satisface w(0o, 0o, lito, 6, {J) = i{l0 , Como el lado 
derecho de (5.1.5) e~ 2ir-periódico en e y w, el flujo de la ecuación define un mapeo de 
Poincaré C de la sección e= 0 0 del toro T en sí misma. El número de rotación 

r{6,.0)= lirn w(Elo+2b,Elo,%,ó,{J)-i{lo 
,._"" 2kir 

del mapeo está definido y es continuo en /), = ((ó,.0)1- p¡.1c < 6 < (1- c)/4, fJ > 4c6J (donde 
los denominadores de (5.1.5) no se anulan ), y es independiente de 00 y de i{l0 • (Véase el 
apéndice l.) 

El siguiente lema da la relación entre los valores propios de W1(T,(6,{J)/2), la matriz 
fundamental de (5.1.2), y el número de rotación. 

Lema 1: Wi(T,(6,,8)/2) tiene un valor propio real si y sólo si existen' 0 0 y i{l0 para las 
cuales 

para algún n EN. 
Como r(6,fJ) es independiente de 0 0 y de si las "vueltas" se dan para un lado o para el 

otro del toro, r puede definrse equivalentemente como 

(6 fJ)= r w(-(2k-1)ir,~,6,fJ)-i{l0 
r ' ,.2!1.!, 2h . 

En esta forma el número de rotación mide el promedio de cambio en w cuando 0 corre una 
vez alrededor de T de e= ir a El= -ir. 

Se demostrará que W1(T,(6,,8)/2) tiene un valor propio realµ to <=} (5.1.5) tiene una 
solución 11' = ll'(El) tal que 

'11(-ir)- ll'(ir) = 2kir, 

para alguna k EN. De hechoµ= (-1)" R(-ir), donde .ñ es la integral de 

.!!_In R = -1+ 2s(0) + S(El) cos(w - 0) 
de 2(/J - 4có sen El) 

(5.1.6) 

Prueba 
Supóngase que µ t o es un valor propio real de W1 (T,/2) y sea ~ un vector propio normal

izado, que puede escribirse como 

= (cos ilJlo). 
i sen 3% 

Sea e = e(t) la solución de { = A(t){ con {(O) = ¡. En coordenadas (R, w) esa solución está 
dada por 

e(t) = R(0(t)) (cos jw(0(t))) 
sen jllt(El(t)) ' 
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donde e= e(t) es la s.olución de (5.1.4a) con 0(0) =ir, w(0} es la solución de (5.l.4b) con 
1"("') = IJ.io y R(0) es la integral de (5.1.4c) con l{J = 111(0) y R(ir} =l. Puede escribirse también 
((t) = W1(tk; como 0(T,/2) =-ir, se tiene 

((T./2)=R(-irl(cos~lll(-ir})=W(T/2) = (cos~q,0 ) 
' sen 2w(-ir) 1. ' f 11 sen 2.¡,0 

Por lo tanto jµj = R(-ir) y >l' debe satisfacer las ecuaciones 

1 µ 1 
cos '2 >l'(-ir} = R(-ir} cos 2w0 

1 µ 1 
sen 21ZJ(-ir) = Jl(-ir) sen 2'11o. 

Como se supuso µ real entonces µ = ±JI. Si µ = R las ecuaciones se satisfacen sólo si 
II1(-ir) = '1'0 + 4J°r. y si 11 = -R se satisfacen sólo si 111(-ir) = '*'a+ (2i - 1)211' para alguna j eN. 

Inversamente, si .¡, = 1Íl(0) es una solución de 

d>l' {J- S(0) sen(lli - 0) 
de = (/1- fo5 sen 0) (5.1.7) 

que satisface 
'11(-ir) - IV{ir) = 2kr. (5.1.8} 

para alguna k E~ y R = R(0) es la integral de (5.1.0) con R(ir) = 1 entonces 

W (T. ¡2¡ (cos t'll(ir)) = R(--ir) (cos !~(-ir)) = (-l)k.ñ(-r.) (cos !!(ir)) 1 
' sen;¡'i'(ir) sen!w(-1<) sen!lfl(ir) ' 

por lo queµ= (-1)kfl(-1í) es un valor propio <le 1'11(T,/2). 
Nótese que si se cumple {5.1.8) entonces 

r(5,{J) = lim '1'{-{2N-1}11", lllo,5,/I)- .¡¡o 
N-oo 2Nir 

= lim N2k1í 
N-oo 2N1í 

= k. 

Una manera equivalente de enunciar el lema es entonces: 
La matriz W1(T,/2) tiene un valor propio realµ,¡ o ~ el mapeo de Poincaré C tiene un 

punto fijo. 
De la prueba se observa que el resultado es aplicable a cualquier sistema lineal periódico 

bidimensional. 
Si r(5, fl) no es un entero, w(00 + 211" 1 0 0 , IJ!o, 5,/1) 1' IJ.io + 2kr. por lo que los valores propios 

de W1(T,/2} son complejos conjugados (en particular si son reales deberán ser iguales) y por 
lo tanto en ese caso .\1>.2 < 1 ~ 1-'il < 1, l.\21 < 1. Se ha demostrado entonces la siguiente 
proposición: 

Proposición S 

Si (5, fJ) E .O, n {(ó, fJ)l6 < 8 ¡ 1~,¡} y r(5, /I} NO es un entero, entonces w,, es asintótica mente 
'!rbitalmcnte estable con fase asintótica. 
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yf(l•f.) 

Figura. 5.1.1 

Falta investigar para qué valores de los parámetros no es r(ó,,B) un entero para saber 
si realmente hay una región de estabilidad de w,,. y cómo cs. Se demostrará que para ó 
suficientemen~e chica o (3 suficientemente grande, el número de rotación es siempre menor 
que 2. Más específicamente, 

Lema 2: Sea 
4có 

Vc,1 = {(ó,,B) E V,1 1 _4(l - c)ó $ 1- lki}. 

Entonces V (ó,,B) E V,,1, r(ó,,B) =l. 
Prueba Sea A= '11 - 0 y rescríbase (5.1.7) en la forma 

dA. = ~-l= 4cósen0-S(0)senA 
d0 d0 ,B - 4có sen 0 (5.1.9). 

Una solución periódica de (5.1.9) con período mínimo 211" genera. un punto fijo del mapeo de 
Poincaré C con número de rotación l. Para toda ,80 E ~+, se tiene que 

lim S(e) = 1 
(&,,6)-(0,,60) 

uniformemente con respecto a e E ll? y por lo tanto 

dA 1 
- =--sen! 
d0 .B (5.1.10) 

para (ó, P) = (o, p0). Esta ecuación tiene las soluciones independientes de e, A.t = l1r V l e71. 
y como A = '11 - e, estas soluciones corresponden a puntos fijos del mapeo de Poincaré C 
con r(O, Po) = l. Se verá que para ó suficientemente chica, las soluciones At se convierten en 
soluciones 211" periódicas y dependientes de 0 de (5.1.9). 

Si (6,,B) E V., 6 >o y por lo tanto 

4c6 
/),,¡ = {(61 ,B) E f),¡ 1_ 4(l - c)ó s; 1- k}. 

En D,, 1 puede definirse .\ = .\(6, ,B) E (0, 11" /2) como 

sen.\= 4c6 . 
(1-46(1- c))(l- k) 

Como s(a) ~ S('11) = [1 - 46(1 - c)](l - k}, entonces sen.\ ~ t{t;y > 4~(~iª para toda e E 
12 \ (4t+ 1)11"/2, t EN. Se tiene entonces que 

dA. 1 { > o si l es impar 
de A=trrH < O si l es par 
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dli. 1 { < o si l es impar 
d0 A=tw-~ > O si l es par 

(usando el hecho de que dA < s(e) sen ~-sfoJ sen A y S(0) seiL\ > 4 li ) 
d0 p- 4<6 S\lil e - e • 

Para toda (6,,8) E 0,,1 y l impar, las trayectorias de (5.1.9) no pueden salir de la franja 
IA-lll"I ~ .>.(6,/1) para e decreciente (Figura (5.1.2)). 

/l. 

Tí-+). 

"' " n -'>-
" ' 

-11' n . e 
/ / ->. 

& f. 

Figura 5.1.2 

Entonces el flujo mapea al segmento cerrado [lir-.>., lir·t.\I en e= ir en el segmento abierto 
(l11'- .>., l1I' + .>.) en 0 = -11'. Se concluye que el mapeo de Poincaré inducido, C, tiene un punto 
fijo .>.t E (lir - .>., l11" + .\) con r(ó,/1) = 1, i.e. si At = A.(0; ó, /1, .\t) es la solución de (5.1.9) con 
A.(11') = .>.t entonces A(-ir¡61 ,B 1 .>.t) = .\t, esto es, la solución es 2ir- periódica. 

• 
Un argumento similar con el mapeo inverso c- 1 muestra la existencia de soluciones 2ir-

peri6dicas cerca de A= lir para l par. 
Lema 9 Sea 

1 4 
v.,2 = {(6,.BJ e v.10 ~ 6 ~ -(-J' .o>-}. 41-E 1-E 

Entonces r(6, ,8) < 2 3j (6, ,8) e P,,2. 
Prueba Considérese nuevamente la ecuación 

diI! p - S(e) sen(iI! - 0) 
de = ,8 - 4c6 sen e 

-1+ .!.(4c6sene - S(0) scn('ll- e)) 
- .B 1 - M sen e ' ,, 

con 
S(e) _ (1- 4(1- c)6)(1 - k2) k _ 4c6 

- l+ kcos(e- el>) ' - (p2 + (l-46(1-c))2)1/2' 

Para o ::; 6 ~ 1/(4(1 - e)), k ~ .~.IP (ya se vio que k es creciente como función de 6.) Si se 
toma ,8 ~ 2c/(1- e) entonces k ~ 1/2 y 

iI!(0) = W(O) + 0 + ~ f /(0, iI!) d0 

donde /(0, w) es continua y acotada, por lo que 

w(2kir) - w(o) = 1 + _1_ lfü /(e) Je. 
2 k1I' 2 k1I' .B o 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 

76 lí. CAMDIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA 

Como S(0) s 2 entonces l/(0)1:>2( 1 ~, + 2) 5 1 ~ .. Esto implica que el número de rotación en 
V,,, es estrictamente menor que 2. 

• 

.J '4 
"l(IU) 

Figura 5.1.3 

5.2 NUMERO DE ROTACION CERCA DE LA RECTA DE BIFURCACIONES DE HOPF 
Ahora se verá c6rno se comporta el número de rotación cerca de la semirecta C.= { (6, p)ls = 

1/(4{1- !}), P > c/(1 - !)} que como se vio, es donde ocurren ln.s bifurcaciones de Hopf. Para 
p > c/(1- t), seaµ= 1-46{1- e). La ecuación (5.1.9) puede escribirse como 

d'lt P(l-c) 
de= P(1-c)-csene +!1/(w,El,µ), 

con 
(IP e ) - -(l- t) 1(1- k') sen('l' - El){fI(l - e) - e sen 0) + ,8(1 + kcos(e - il>)j 

f ' ,µ - (l+kcos(0-4>))(P(l-c)-c(l-µ)sen0)(P(l-c)-csen0)' 

2r- periódica en ll1 y e y función suave de sus argumentos. 
Para µ =o se tiene 

por ·lo tanto, 

y entonces 

'l'(0) = IP{r)- {" ,8{ P(:- e) e d0 
} 8 1-c - csen 

.T.( ) 2/1(1- e) A /1(1- e) tan~ - e I" =..-'Ir - rdan , ./P1 (1- c)l - c1 ./(.B1(t - c)1- e') e 

{5.2.l) 

Además 5(0) = o para µ = O => 1i In R = 11 => R = R0e1
, 1' = -2.B => llI(t} = -2,Bt + k. Esto 

implica, tomando k = o, que 
1 ( cos{Jt ) e1 = Roe - sen{Jt ' 

• 1 (sen.Bt) 
{i =~e cos,Bt ' 

para A: = r. Es decir, 
i1>{t) =e• ( cospt sen{Jt) 

-senpt cos{3t ' 

1 
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~(?¡) = e2"//l I, y por lo tanto los multiplicadores son el•/fl. Esto implica que para 45 - 1/(1-c), 
la solució;i periódica w,, ;; ~nest~ble ,en ~na vecindad (si existe,, es decir, si {J > c/(1- e)). 

El fluJo '11 - e es period1co s1 y solo s1 r(l/(4(1 - e)), {J) es racional. La pregunta es si esas 
soluciones periódicas pueden continuarse para µ. > o. · 

Puede mostrarse ([Bu]) que el conjunto 

JJP = {(ó,{J) E O,!r(ó,fi) = p, p rncional} 

es una región en forma de cúspide con frontera continua, ángulo no cero y con vértice en 

ya que 

implica que 

(6 {J) _ (-1- cp ) 
' - 4(1-c)' (1-c)~ ' 

fJ = lp . 
(1-c).¡pcl 

De lo anterior y de la proposición 3 se tiene que si el conjunto 

(O,\ U:;"= 2 lln) n {(ó,{J)jó < 1/8(1-c)} 

no es vacío entonces w,, es estable para algunos (ó,{J) E!>,. Por la continuidad del número de 
rotación, JJ1 no interesa para e> o. El caso e= O se estudiará en el capítulo 6. 

A los conjuntos lln, n = 2, 3, .. · se les llamará cuernos de resonancia por el parecido que 
tienen con las regiones de resonancia paramétrica ([A.lj secc. 25}: para la ecuación 

i = -w2 (1-ccost)x, e <t: l 

· puede mostrarse que las zonas sombreadas de la figura 5.2.1 

son zonas en las que el cero es punto de equilibrio inestable. Esto explica por qué si uno 
se agacha y se levanta en un columpio con la frecuencia adecuada, el columpio comienza a 
oscilar cada vez con mayor amplitud, como sucede cuando un oscilador entra en resonancia 
por causa de una fuerza externa. Falta determinar el comportamiento de los cuernos de 
resonancia en O,. 

5.3 COMPORTAMIENTO DE LOS CUERNOS DE RESONANCIA 
Como el número de rotación es una función continua de (ó,{J) en O., un cuerno no puede 

terminar en !>., ya que si así fuera sería posible conectar un punto en 6 = 1/-1(1 - e) con 
re (n - 1, n) con otro en 6 = 1/4(1- e) con r E (n, n + 1) por medio de un camino r a lo largo 
del cual r nunca vale n, contradiciendo la continudad de r sobre r (véase la figura 5.3.1). 
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r 
6 .: 1l't(1•(,.) 

Figura 5.3.1 

Por la. unicidad del número de rotaci6n, diferentes cuernos no pueden intersecta.rse . Por 
los lemas 2 y 3, lln debe permanecer en la región E= (/J, \ V,,i) n (V,\ D.,2 ). Pero 

/) ={(ó R) /) 
1
(1-4ó(l - E))\fl(4tó)2 - (1- 4ó)2j R _1 - Ó !} 

' ,,, E ' (1- 4ó) . s; ,,, 4(1 + t) s; < 4 U 

1 
{(ó,,8) E !>,¡ó E ¡o, 4{l - t) ¡, fJ 2:!: 4t6}, 

y por lo tanto E es como se muestra. en la. figura. 5.3.2. 

1 '!. l1c1+~) 1c1-' l 
Figura 5.3.2 

lll*l lmpllca quci los cuernos cruzan la recta p = (tó en alguna ó E (6:, 1/4(1-E)), donde ó: 
N ~ínlur 411 I ¡11'ra el e11al 8P,,1 lntersect~ a la recta P = .tEó. Además se verá que r(ó,.Bo) _, oo 
cuando I...,. /Ja('( V Po e (t, t/(1-t)) , (!.e. ó e (1/4, i/4(1- E)¡), y por lo tanto los cuernos deben 
terminar en e abierto I = {(6,.B)IP = 4tó,ó: < ó < 11'}. 

Lema .1 
r(ó,.Bo)-+ oo si ó _, /Jo/4E V Po E (t,t/(1- t)). 
Prueba Escríbase Ja ecuación (5.1.5) como 

dw w¡e, \JI, ó, ,8, t) 
de = p - fo5 sen e 

.:!...1n R = _! Z(0, w,ó,,8,E) 
de 2 p- 4tósene' 
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donde 

y como antes, 

IV(9, '11,6, ,B, E)= .B - 5(9) sen('ll - 9), 

Z(9, íll,6,{J,E} = 1- 28(9)- 8(9) cos('1' - 9), 

(1- 45(1- E)){l - k2
) -fJ 45f 

S(e)= 1+kcos(9-4>) '<lt=arctanl-45(1-E)' k= (P2 +(1-46(1-E)2 )1f2 " 

Sea Wo(w) = W(±ir, IJI, Po/4E, fJ0,E). Ahora, en 46 = {J/E, 

k- p 
- (.82+ (1- ~)2)1/2 1 

(1 - m.:.tl )' 
1- 1;2 = • . 

(p2 + ( 1- .B(l;•l )2) 

<lt = -arctan / , 
1-

1 
(1 - E) 

de donde 
1 1- f!(l - Ej 

cos<It- ----= - ' 
-(1+tan'~¡1¡2 -(.B2+(l-~)2)1/2' 

( l fil:.!l J 3 
t 1' hoa(:.l:1r - <It) = 1- kcos~ * S(±ir) = R, 1_,, ' !! . 

p2+(1-~)2-.fl(l- ,(f-E)} 

JD11to h+1J1lli:I' ttl!tl 
Wo('ll) > {J _ (1- ~(l - E)j3 • 

- p2 + (1- ~(1- t))2 - fJ(l - ~(1- t)} 

El denomi.nador no tiene rafees y tiene un mínimo en {J = (2 - t}E/(E2 - E + 1) con valor l. 
Entonces 

y por lo tanto 

De aqu( se deduce, por continuidad, que existe 11 = 11(.80) tal que 

W(9, lft,5,p,E) 2: i(1-t2) = Ci(.Bo,E), 

si 19- (±ir)I < r¡ y (6,,8) = ({J0/4E,{J0 ). De (5.3.1} y (5.3.2) se concluye que 

· Ci(/Jo,E) lir t .P(-ir + 11) - w(-11") > - - are an 
- Vf32 -(46E}2 2 

(5.3.2) 
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Por otro lado existe 02(fJ0 , E) tal que 
dt¡i 
de;:: -02 

si 9E1-,,. + r¡,,,. - ,,¡. Se tiene entonces que par.a toda flo fija en (E, t/(1- t)), 

y por lo tanto, 

r(6, fJ) _, oo cull.lldo (6, fJ) --> (Po/ 4f1 Po) con Po E (E, E/(1 - e)). 

• 
Si los cuernos se acumularan sobre la recto. fJ = 4óc en otro punto que no fuera (6, fJ) = 

(1/4,E) habría una región en lo. que r(6,{J) no podría tomar ningún valor (figura 5.3.2) 

Figura 5.3.2 

r no pal~ .. -.... 
r.\~~ wlof 

y por lo tanto se acumulan sólo en (6,{J) = (1/4, E). Por otro lado, lo= In{(6,P)IP >o, o< 6 < 
1/8(1-f)} coincide con I cuando E= 1/2 pero está estrictamente contenida en I para cualquier 
E < 1/2 y contiene a I para E > 1/2, por lo que sólo un número finito de cuernos de resonancia 
intersectan la región del plano (6, {J) en la cual ..\1..\2 < 1 (i.e. donde w,, tiene posibilidad de ser 
estable) para cualquier E< 1/2. Además para E< 1/S, 1/8(1-f) < 1/4(1 +e)< 6:, es decir, lo es 
vacla, por lo que todos los cuernos de resonancia están confinados a la región en la que w" 
e• ¡ne11taple (lo que no impide que w,, pueda ser estable en algún subconjunto de VJ. Puede 
verae tamhlén, por continuidad con respecto al caso E= 1/21 que si 61 es la coordenada 6 para 
la cual la fro11tera Izquierda de H2 lntersecta a J, entonces existe E1 tal que 61 < 1/8(1- e) 
cuando E E JE1, 1¡. Resumiendo: 

Proposición ': 
Para toda E E IE1t 1) liay un abierto en V, en el cual w,, es asint6ticc.1mente orbitalmente 

estable con fase asintótica. Como w0 es estable para toda 6 >o esta región es de biestabilidad, 
Para toda E E ¡o, 1), w,, es inestable V 6 > 1/8(1- e). 
Cuando E-+ o, E= (V,\ V,,i) n (V,\ V,,2) tiende al punto (6,{J) = (1/,,o) y loa cuernoa ae 

colapsan a un punto, como se observa de lo siguiente: 
Para E= o, 

de donde 

dt¡i (1- 46) 
-= 1- --scn('*'-0) 
da p ' 

d('*' - 0) = _ (1 - 46) sen('*'_ e¡, 
de fJ 
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por lo que 

j¡ entonceB 

6.3 COMPORTAMIENTO DE LOS CUERNOS DE RESONANOJA 8j 

In tan( w - a) = _ (1 - 46) 91 2 p 

.P(2kir) - ik{O) _ l h 
2.l:ir - + 1 

donde h-+ o cuando e-+ oo. Se concluye que para 46 ~ 11 r{6,p) = 1 y por lo tanto no hay 
cuernoa de reBonancia. 

• 



CAPÍTULO 6 
6. EL CASO E = O 

En el sistema desacoplado 
dz1 
dt =/(Ji) 

dz2 dt = /(12) 

tiene aparte de las soluciones periódicas w0 y ww 1 dos en que uno de los osciladores se mueve 
mientras el otro está en reposo: (o, o) x (r¡(t)) y (r¡(t)) x (o, o), donde 

(t) = ( COB {:Jt ) ' 
'1 -sen{:Jt 

Resultados numéricos (Figuras 6.1.1, 6.1.2 y [A.D.0.1) muestran que cuando E = 1/2 las 
continuaciones de este par de soluciones para 6 >o se conectan con w" para alguna 6 E (0, 1/2) 
o terminan en una 6rbita heteroclfnica. En este capítulo se demostrará que para E= o (i.e. 
la matriz de acoplamiento es un múltiplo de la identidad y se tiene acoplamiento isotr6pico), 
las continuaciones de las soluciones mencionadas se conectan por un lado con w" y por el 
otro con w0• este resultado anallticamente para e = o, i.e. cuando In matriz de acoplamiento 
es un múltiplo de la identidad. Además se obtendrá una solución completa del problema. 

6.1 LA SOLUCIÓN w0 

Se estudiarán primero las bifurcaciones de w0 para el caso E = o. Para eso se utilizarán 
las ecuaciones (3.1.3) que tienen la forma 

( ~)' __ 6 ( cos2{:Jt e
21 sen2{:Jt) (~) 

b - 4 
E e-21 sen2{:Jt - cos 2{:Jt b • 

En E= o, ( ~) = ( ~) y ( ~) = ( ~) son soluciones. Esto implica que 

(ª) _ (e-(2H5)1) (ª) _ ( 0 ) 
b - O ' b - -~e- 461 

y por lo tanto una matriz fundamental está dada por 

( 
e-(H45)I COS {:Jt 

~(t) = -clH45l1 sen{:Jt 

81! 
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Esto implica que los multiplicadores de Floquet asociados a w0 son 1, e-4n/P ( correspondienteR 
a w1) y c2(1+26)2n/ll 1 e-Bh/11 (correspondientes a w2). Se concluye entonces que si 6 > o los 
multiplicadores de Floquet no están fuera del cfrcufo unitario y w0 es estable; si 6 < -1/2 dos 
multiplicadores están fuera del círculo unitario y si -1/2 < 6 <o hay uno fuera: en ambos 
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casos wó es inestable. 
Esto implico. que en 6 = o y en 6 = -1/2 hay bifurcaciones de soluciones periódicns con 

período cercano a 21i:/p. En 6 =o In. ramo. bifurco.do. tiene wa = (11+110)/2, w, = (11- t/o)/21 es 
decir se tiene el toro que se ho.bfo. menciono.do paro. 6 =O (Figura 0.1.3). Lo. solución que se 
bifurco. de 6 = -1/2 no está en el plano w1 =o. 

'"'·' 

Figuro. 6.1.3 

6.2 LA SOLUCIÓN w,, 
En el subcspacio n la ecuación (2.2.1) es w1 :: O y la ecuación (2.2.2), escribiendo w, 

como w es 
dw 1 I' -=Kw- w w-26Dw. 
dt 

Sl IJ = (coR,8t,-scn,8tJ1', fj = (senpt,coe,Bt)r, entonces 171 

•;.nia ill puede eacrlblrse como 
w = aq+ brj. 

r1u1d11 Vllt•ll directamente quo IJ y iJ satiaf acen 

ij forman una base de G:2 
y por lo 

Uf:- I)q = 171
1 (K - J}ri = pq = íj'. 

Se tiene entonces qqe 
a1t¡ +b'fj+a11' +bij' = aKt¡ +bl(ij- (a2 tb2)(ar¡+brj)- 26(11Dt¡ +bDrj) 

= a(t¡ + 11'} + b(tj + ~'} - (a2 + b2)at¡ - (112 + b2)b•i - 26(aDq + bDij)1 

donde, como antes D = 21 - 4EA, A = ( ~ n. Como 

Aq = ( _s:n,Bt) 

=ar¡+ {Jfj, 
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A;¡= ( co~/]t) 
= rq+11;;, 

y 
n = {Aq,r¡) = sen2 {Jt, /J = (Ari,tJ) = -aen{Jtcos{Jt, 

de donde 
Ar¡ = sen2 /Jt 1/ - sen {Jt cos /Jt ;¡, 

De la misma forma 

r == {AtJ, r¡) == -sen/Jt cos/]t, 11 =(A;¡,;¡)= cos2 fJt, 

de donde 
A;¡= -sen/}tcos{Jt,, + cos2 {Jt ;¡. 

De lo anterior se deduce que 

a'= a - a(a2 + b2)-4fo + 8á~(asen2 /Jt -bsen/}tcos¡'lt) 

b' =:: b-b(a2 + b2}- 4.Sb + 85t(-aaenptcos/]t +bcos2 fJt). 

Po.ro. el ca.so E ==o las expresiones anteriores se reducen a 

a' = a(! - 46 - (a2 + b2
)) 

b' = b(1- 45 - (a2 + b2
)), 

de donde se obtiene, 

aa' + bb' = (a2 + b2){1- 46 - (a2 +62
)) = r2(1- 46 - r2) = !(r2)'. 

2 

Si se escribe r 2 = :i: se tiene la ecunci6n 

,:' = 2z(l - 45 - z), 

que es una ecuación logfstica cuya solución se ve como se muestra en la figura 6.2.4. 

Figura 6.2.4 

for lo tanto para tener una solución periódica es necesario que :i: = 1- 46 = r 2, es decir, 

r = ,/1- .tó, 46 < 1. 

ElstQ lm{>llea que o' = o, b' = o. Pueden tomarse b = o, a = yr=-:i5 (otros valores dan la misma 
•ol1acl4nJ, ~·por lll tnnto, para'= 01 ww = v11=10'11. (Véase la figura 6.2,5.) 
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Figura 6.5.5 

Para estudiar la estabilidad de ww 1 que para l = O está dada por w1 = Q, w, ... 17.;r:il, 
se linealizará.n las ecuaciones (2.2.1} y (2.2.2} alrededor do esta 11ol11cl6nr w1 ... t1, w. .. 
vi - t6q + e2. Entonces · 

d:C1 = dd~1 = Ke. - uei12 + ¡e,¡2 + (1- 46) + 2./1-45(11, e,ne. - 2(e., v1- 46,, + e,H~l11 +e,), 

y il. primer orden 

(6.2.1) 

dw, = dae, +vi - 4611' = K(v'1- 45¡,, - ue112 +1e212 + (1- 4SJ + 2v'1 - <16(11, e,J)(e, + v'1- 46r¡J 
dt t 

- 2({1, ../1- 4511 + 6){1 - H(J1 - 46r¡ + 6) + I<6 
= JC../1 - 4611 - 46../1- 4611 + Ke, - (1- 46)6 - 4ófr+ 

- 11 - 46)../1 - 4611 - 2(1- 46)(11, e,J,, + ... , 
de donde, a primer orden, 

de, 
1 dt = (K - 1)6 - 2 1 - 46)(11 1 e,)11. 

Ahora, escribiendo e, como 6 = ª" + bíi se tiene 

a'11 + b'íi +ar/+ bíi' = (K - I)a11 + (K - I)bíi - 2(1 - 4o)ai/. 

Por otro lado, r¡' = -/Jíi, íí' = /111, K11=11 + r¡', J(íj = 1; + ij'. Entonces 

a'= -2(1- 4.S)a 

por lo que 

b' =O, 

a = e-2(1-•6Jta(O) 

b = b(O). 

Tomando a(O) = 1, b(o) =o y a(O) =o, b(O) = 1, se encuentra que 

e,= e-2(1-46)117 o 6 = ;¡, 

de donde una matriz fundamental para (6.1.2} está dada por 

( 

e-2(1- 46 )1 cos {Jt sen {Jt) 
W(t) = -e-2(1-•6)c sen {Jt cos {Jt ' 

(6.2.2) 
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2ir (e-2(1-4&)2¡ 
W(-)= 

fJ o 

y dos de los multiplicadores de Floquet son 1 y e-211- 0 l'f. 
Para {1 se tiene que como ~1 = ar¡+ bíi, 

por lo que 

y resolviendo, 

a'r¡ H'ii +ar¡'+ bij' = aKt¡ + bKij - (1- 46)(ar¡ + bíi) - 2a(l - 46)r¡, 

a'= a - (1- <16)a - 2a(l - <16) = -2a(1- 66) 
b' = b - (1- 46)b = 46b, 

a= e-2{1-ea)1a(O) 

b = emb(O). 

Si 11e toman 11(0) = ¡, b(O) =o entonces {1 = e-2<1- 8111r¡; y si se toman a(O) =o, b(o) = 1, entonces 
t1 • 1•••4, l!l•to l:qtpl!ea que una matriz fundamental para (6.1.1) es 

W( 2if) = ( 6-t(l-U)., 0 ) 
fJ O e4ª'1 ' 

Se concluye entonces que los otros dos multiplicadores son e-2(1-0•1 lf y e41 'f, 

Como se demuestra en el apéndice 2, cuando un multilplicador de Floquot paaa por 11 se tiene una bifurcaci6n de una rama de soluciones peri6dicas. Aquí un multlpllelldor de 
Floquet paila por 1 en 6 == 0, 1/6, 1/4, pero como w. está dada por '1(~1 iin I = t/i IQ 
que se tiene es una bifurcaci6n de Hopf. Además, w. es estable si todos los multlpllcadorel 
de Floquet están dentro del círculo unitario e Inestable si al menos uno está fuera, como se 
demostr6 en capítulo 3. Se tiene entonces para w.: 

(-¡-,-,o) 

E t. te.ble: 
(1-,-,·,o) J Hopf 

~~~~~~~~~~~~~~~~--~~~~-.. s 
/º 't,,\ "" 

(. t¡ • ·.!~· -{): ¡uf c.cttlÓI\ fk o>o .¡ ClO• $ re nvo• tlU no - 11 

$.,\.,clorei rc.\ód•toJ 

l\o e" fl , 
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6.3 OTRAS SOLUCIONES 

En esta secci6n se verá que además de w0 , w,, las únicas soluciones peri6dicas para el caso 
E= O son las que coinciden en 6 =o con (r¡,O) y (O,r¡). A estas dos soluciones se les denomina 
z!•' • 

Considérense las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) en e= o: 

d~i = Kw1 -(lwd2 + lw,l2)w1 -2(w1,w2)w2 

d~, = J(w2 - (lw1J2 + lw212 )w2 - 2(w1, w2)w1 - 46w,. 

Como w1, w2 pueden escribirse en la forma w1 = a1r¡+b1;¡, w, = a,r¡+b2i¡ 1 y J(r¡ = r¡+r¡', Ki¡ = ;¡+;¡', 
si se escribe 

entonces 

por lo que 

Esto implica que 

Como 

a~ = a1 - p2 a1 - 2ka2 

b~ = b1 - p2b1 - 2kb, 

a~= a2(1- 46) - p2a2 - 2k~¡ 
b~ = b2(l - 46) - p2b2 - 2kb1. 

k' = a~a,+ a1a; +b~b2 +b1b; 

= 2k(1- 26 - 2p2), 

~(k2) 1 = 2k2(1- 26 - 2p2
), 

iMI' .. {1- 46)rf - p1rf- 2k2
, ~(rl)' = r1(1- p

2
) - 2k2

• 

Ahora, 1ea 61 el Angulo dado por A, = ( :: ) = r, ( ~~~ :: ) , i = 1, 2, Entonces 

. Además (a 1b2 - a2bi)' = 2(1 - 26 - p2)(a1b2 - a,bi), o de otra forma, 

m' = 2(1 - 26 - p2)m. 

(6.S.1) 

(6.S.2) 

(6.3.3) 
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Si ~ es el ángulo entre .41 y .42 se tiene 

con 
'() _ m'k- k'm _ 2(1- 26 - p2)mk- 2mk(1- 26 - 2p2) 

:et- ~ - ~ 

= 2:cp2. 

Por lo tanto :c(t) = z(O)e2 f: P' (•) d•. Esta solución es única siempre que :c(D) ,¡ o, ±oo. De esta 
fórmula se ve que :c(t) está definida para toda t (si J:c(O)i < oo} y para que la solución sea T- -
pllr16dica debe tenerse 

:c(T) =:i:(O), 

ttl decir, el. 'n•ulo. '11) no pued" pasar por los valores h/2, (a menos que éste sea su valor 
~n 1 • oJ 4oha pllrfn11n11c11r pn el mismo cuadrante y regresar al ángulo inicial. Pero esto es 
lmpPlll>l~ ~ ¡né¡¡<1• g1¡11 p(I) = o: parfl. tenor soluciones veriódicas es necesario ya que p :; o 
(i:qrreapon4hinte a la 1oh1~l6n CJ1taclonarla w1 = u•i =O) o que ~(O) = h/.2 a ~(1) (tomn.ndo 
•(O) .. p o Ncrlpler¡qo I~ ecuacl6¡¡ para ~/m), es decir, m o k son siempre cer11. 11ln IHllPP!I 
casos 61(1) y 02 (1) son co¡lBtantes. t 

Si k so y m ,¡:O (1.e. A1 es ortogonal a A2) entonces 

es decir 

1 ( 2¡1 ( 2¡ 2 ( m' 2 - r2 = 1 - 46 - p r2 = - - 26)r2 , 
2 2m 

d ;¡¡ ln(rVJmJ) = -46, 

Integrando sobre un l?erfodo (usando que r:f Jml es periódico y que m(t) = m(O)e2 f !1- 21-p'(•)) d• 

tiene el signo de m(O)J, se encuentra que 

O= -46T, 

lo cual es imposible para toda 6 ,¡: o. 
Esto implica que m s o, r1 o r2 son cero. 
Si r1 =o, !Ml' = (1- 46 - r~}r?, que es una ecuación logística con únicas soluciones r2 =O o r: = 1-46. 

. Si r2 so, iMJ' = (1- r~H, con únicas soluciones periódicas r1 =O y r1 = 1. 

Además si R~ = ( cos~"' s~n~) es una rotación con ángulo constante~. entonces las 
-sen'I' cos'I' 

ecuaciones (6.3.2) pueden escribirse como 

(R41A1)' = (1- p2 )R.A1 - 2kR.A2 

(R.¡,A 2)' = (1- 4ó - p2)R.¡,A2 - 2kR.¡,A 1, 
(6.M) 

donde k = A1 • A2 • Si (A11 A2 ) es solución de (6.3.3) entonces (R41A1 1 R41 A2) también lo es ya que 
R4>At • R4>A2 = A1 ·A,. 

Si r 1 so, r~ = 1 - 45 = p2
1 02(t) = 00 , A2 = conatante, se puede tomar una rotación ii tal que 

? = -00 , en cuyo caso a 2 = yr::46,b2 =o, y esa solución corresponde a w,. 
Si r 1 =1 = p2, r2 =o, entonces O¡(t) = 00 , A1 = conatante y haciendo una rotación~= -00 se 

tiene a1 = 1, b1 =o, que corresponde a w0 • 
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Si m =o, entonces A1 y A2 son colinealcs, Ot(!) = 82 (t) = 81(0) = 92 (0) ya que los ángulos son 
constantes, o Ot(t) = D2(t) + 11" = 01 (O) si A1 y A2 son opuestos. En el primer caso le= r¡r2 >o, 
en el segundo k = -r1 r2 < o {el caso le = O ya fue estudiado). 

En el caso 01 = 02 = 00 , tomando ,¡, = -00 se tiene que R•A• y n,A, tienen ángulo polar 
cero, es decir, b1 = b2 =o, r1 = a1, r2 =a,. En este ca.so IBB ecuaciones (6.3.2) se reducen a 

a\ =a¡ - p2 a1 - 2a 1 a~ = ai(l - a~ - So~) 

a~ = 02(1- 46 - p2) - 2a~a2 = 02(1- 46 - Sa~ - a~). 
{6.S.5) 

Las únicas soluciones estacionarias de estas ecuaciones son a1 = O, r~ = 1 - 46; r? = 1, a2 = o 
(correspondientes ª k =o) y e n ( :D = ( 1! 46 ). es decir, 

( ª~)- (-1/8 S/8 ) ( 1 ) 
a~ - S/8 -1/8 1 - 46 '· 

y tomando en cuenta que a1 = r¡ > o, a2 = r 2 > o, 

v'l - 66 v'l+ 26 
01 = -

2
-, 02 = -

2
-, b1 = b, = O. 

Esto implica. que 

( w ) (Y'.B!") w= w~ = -'$111 ' 
. y en his coordenadas originales, 

11 = ("t) = (W¡ + W,) = ((v'l - 66 .¡.V~,,+ 26)~ 
.t2 W¡-W, (Vl-66- 1+2) ) 

'1 1 2 = z, . 
En el CllllO en que At y .A2 son opuestos, como (R•A1, R•+,,A2) también es solución (porque 

4fj4i • . .fl•+11A1 .. -A1; AaJ1 entonces 

-2A1 • A2R,A2 = -2{R•A1 • R.+,..A2)R~uA2 
-2.A1 • A2R;+,.A1 = -2(~.A¡ • R;+,,A2)R•A1. 

Tomando 01=02 +ir= 00 y,¡,= -Do, R•A1, R;+,,A2 tienen ángulo polar cero, por Jo que en Ju 
ecuaciones (6.3.2) se tiene b1 = b, =o, r1 = 01i r, = -02 1 k = -r1r2 = a1a~ y se obtiene de f\Ul!VO 
el sistema. (6.S.5) cuyB.!I únicas solucioI\es estaclonarie.1 son (con 4¡ > 01 q, < 0)1 

de donde 

r .;r::li6 v'f+lO 
b¡ = b, =O, O¡= -

2
-, 02 = ---

2
-, 

w= (_v;1111 ), 

_ ( i!R!¡ifHU 11 ) _ 2 
z - i!R!¡i(íffi 11 - 11,. 

Estas soluciones coinciden en 6 = 1/6 con w,, y en 6 = -1/2 con w0¡ en 6 =o, z1 es igual a. 
(11 1 O) y zl a (O, 11). 
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Para probar que el sistema (6.3.5) no tiene solucione& periódicas deftnft.Jlll! :r1 .. af 1 .,, .. "'' 
El sistema se escribe entonces como · 

:i:'1 = 2:i:1(l - :i:1 - S:i:2) 

:i:~ = 2:i:2(l - 46 - S:i:1 - :i:2)· 

Este sistema se estudia exo.mino.ndo el ple.no fase pe.ro. :i:1 ;::: o, :i:2 2! o. Del análisis del flujo 
y del teorema de Poinco.ré-Bcndixon se concluye que no ho.y más soluciones peri6dicns del 
problema origino.! que las que corresponden o. lo.s soluciones esto.ciono.rio.s ya encontro.do.s. 

11, 

Figuro. 6.3.1 

¡,<;;...~-4-~::-~~~_;;:~~~x, 

1--K 

T 

Figuro. 6.3.2 

...!.<S<.!. 
" 1 

Para 6 > 1/4. los únicos puntos fijos son (O,o) y (1 10) 1 el primero inestable y el segundo 
estable¡ no ho.y soluciones peri6dicns. 

Paro. 1/6 < 6 < 1/4 se tienen 3 puntos fijos:r~ =o, r~ = 1- 46 que es inestable, :i: 1 = 1, :i:2 =o 
que es estable y el origen también inestable. Además ho.y una curvo. heteroclínica entre el 
origen y (1,0). No ho.y soluciones peri6dicas. 

Para -1/2 < 6 < 1/6 no hay soluciones peri6dicas¡ ho.y 4 puntos fijos: (O,O) que corresponde 
á lo. iloluci6n estaciono.ria del problema original y es inestable, (1, O) que corresponde a w0 y 
eá estable, {0, 1-46) que corresponde o. w,. y es estable y ((1:--66)/4, (1 +26)/4) que corresponde 
a :rJ que es inestable. 

Para 6 < -1/2 no hay soluciones peri6dicas y hay 3 puntos fijos: (O,O) y (1,0) que son 
inestables y (0, 1- 46) que es estable. 

El único ce.so en el que hay un punto estacionario con :i:1 >o, :i:2 >o es po.ra -i/2 < 6 < 1/6, 
y este punto es hiperb6lico, por lo que no puede haber un ciclo limite a su alrededor. 

N6tese que estas estabilidades no son para las soluciones w0 , w,. etc. porque :i:¡, :z:2 son 
cuadrados de 01 y 112. 
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~, 

Figura 6.3.3 Figura 6.3.4 

Se concluye que las únicas soluciones peri6dicas en el caso E= O son (o,o), wo, ww, zJ y zi 
(figura 6.3.~. 1 

u 

o -
1 tl 

"-------------------·---------------------~·-· / 

-.5 1 1 1 1 1 1 1 1 ' ---.s -·----7·1 · G ;I .1 .~ 
Figura 6.3.5 
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6.4 ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES BIFURCADAS 
Para estudiar la estabilidad de las soluciones z!·' sea E= ±1 y escríbanse Wt = (a1 + e1)11 + 

r1ri1 w, = {Eo2 +e,¡,,+ f2~· Como se vio en la sección anterior ª1 = .;r-::::66/2, º' = E.¡¡:+.26/2. 
Por (6.3.1) se tiene que 

k = (01-\- e1)(rn2 + 6) t ÍIÍ2 = E0102 + 01e2 + Eo2e1 + "' 

p
2 = o:+ O~+ 2(01 e+ Ea26) + e:+ r~-\- e~ -\- Í~ 1 

a primer orden en {¡ y en r1• Sustituyendo en (6.3.2) se encuentra que 

e:= (01 + e1)(l - O~ - O~ - 2(016 + Eo2{2)}- 2(Ea1a2 + a1{i + Ea2{1}(Ea2 t {2) + "' 
= et(1-3(a1 + am - 6rn1a2{2 + ... 

~: = ft(l - O~ - o~) - 2Ea1a2f2 

E~ = (a2 + M(l - 46 - o~ - a~ - 2(01e1 + Ea2E2ll - 2(Eo1a2 + 016 + Ea2E1)(01 +et)+ ... 

= e,{1 - H - S(o: +o~)) - 6Eo102e1 

r~ = r2(l - 46 - o: - o~) - 2rn1a2fl· 

Sean pg =o~+ o~= (1- 26)/2, ko = Eo1o2 = Ev'f+26vT=65/4, entonces lo.s ecuaciones de arriba 
pueden escribirse como 

Á y B son matrices slmétrlco.s y constantes por lo que si A.:i:1 = .\1:i:1, A.;2 = .\2; 21 con >.1 v~p,e11 
propios y :1:1 vectores propios entonces :r:1(t) = el11 :i:1 y z:2(t) = e"•'z:1 sop. sohlclo11e11 de ,, la A:ai 
y cualquier solución puede escribirse como :i:(t) = a:i:,(t) + /l:i:2(t). Deben eflCOflirarae enionee11 
los valores propios de A. 

det(A - .\J) = .\2 
- 2.\(1 - 26 - Sp~) + (1- Sp~)(l - 46 - Sp~) - S6k~ 

= .\2 + .\(1- 26) - 2(1+26)(1-66) 

= .\2 + 2.\p~ - s2kg, 

.\1,2 = -p~ ± (p~ + S2k~) 1 i 2 • 

En la misma forma 

de donde 

det(B - .\1) = .\2 
- .\(4p~ - 2p~) + (1- 46 - p~)(l - p~) - 4k~ 

= .\2 
- 2p~.\ = .\(.\ - 2p~). 

.\s = O, .\, = 2p~. 
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Ahora, 

:i;1 = (p:) => wl(t) = (aieAslr¡,{J¡eAslr¡) 

z2 = (p:) => w2{t) = {a2eA11 r¡ 1{J2eA•1r¡) 

za= (~:) => w
1 (t) = (a1 ij,{J1;¡) 

:i:, = (p:) => w4(t) = {a4eA• 1;¡,p,eA•1;¡) 

son soluciones linealmente independientes, es decir forman una matriz fundo.mento.!: 

Como 

entonces 

( 

a¡ cos{Jt 
t(t) = -a1 sen{Jt 

{J¡ cos {Jt 
· -fJ1sen{Jt 

a 1 cos{Jt 
-a2 sen{Jt 

fJ2 cos {Jt 
-{J2 sen{Jt 

a 1 senpt 
a1 cos{Jt 
fJa sen {Jt 
{J1 cos {Jt 

Esto impÍica que los multiplicadores de Floquet son 

La firma. de Floquet para z!•2 es entonces ( +,-,o,+) y por lo tanto esas soluciones son 
iileátábles; 



.-:;:. 

Se estudió, como en [O.W.], un sistema de dos osciladores, cada uno con ciclo límite, 
a.copiados con acoplamiento lineal. Las ecuaciones son de la forma 

i1 = /(zs) + 6D(z2 -11) 

z2 = /(z2) +6D(z1 - 12) 1 

donde D es una matriz diagonal de la forma 

(~ 2(1~2E))' 
En [O. W.] se estudió el rango te [o, 1/2J. En este trabajo se trató el rango te [o, 1) (nótese 
que para t E (1/2, 1) uno de los elementos de la diagonal es negativo, lo cual no corresponde 
a casos flsicos.} · 

Se observó que de todas las soluciones que existen cuando 6 =o, las únicas que subsisten 
cuando el acoplamiento es diferente de cero son por una parte las estacionarias, aquellas 
en que un oscilador se mueve mientras el otro permanece en reposo, y por otra parte, 2 en 
que ambos osciladores se mueven: en una lo hacen en fase y en la otra fuera de fa.se. Para 
poder demostrar que estas últimas soluciones subsistían se tuvo que introducir un método 
de reducción, ya que, como se tienen dos multiplicadores de Floquet en 1 no es posible 
aplicá.r el Teorema de la Función Implícita (secciones 2.4-2.6). 

Las soluciones estacionarias se estudiaron en la sección 2.2, donde se vio que eran inesta
bles y se encontraron todas las posibles bifurcaciones, de Hopf y de estados estacionarios, 
del (0,0). 

tas soluciones en que un oscilador se mueve y el otro no, se estudiaron analíticamente 
sólo en el caso E= o¡ en algunos otros casos se hicieron diagramas de bifurcación con AUTO 
(véanse las figuras al final de este resumen.) 

Se demostró (capítulo 3) que la solución en fase es estable para 6 > o si E ~ 1/2. La 
evidencia numérica sugiere que esa solución es inestable siempre que 6 < o, pero sólo se 
probó analíticamente para ciertos valores de los demás parámetros- sería bueno probarlo 
para todos. 

La solución fuera de fase se comporta de manera interesante y que va un poco contra 
la intuición (capítulos 4 y 5): cuando el acoplamiento es isotrópico, es decir, la matriz de 
acoplamiento es un múltiplo de la identidad ~lo cual sucede para E= o), w" es inestable 
para toda 6 > o y estable para toda 6 < o. Sm embargo, una pequeña anisotropía en el 
acoplamiento estabiliza a w" por un mecanismo de resonancia paramétrica en un subconjunto 
abierto y bastante complicado del espacio de {>ará.metros (capítulo 5). Este comportamiento 
es parecido al del péndulo invertido (figura lj 

05 



96 

Figura 1 

. En general el punto O = ir para el péndulo es un punto de equilibrio lne11t"l>lfl1 pero 11 se 
hace vibrar el soporte del péndulo con la frecuencia y amplitud adecuaqaa, º'punto so vuelve 
estable también por un mecanismo de resonancia paramétrica. En el. cuo conilldor-4o en 
cate trabajo la situación es un poco más complicada. porque es toda UM 6rblt~ la qJU! 10 
estabiliza por la e.nisotropfe. del acople.miento. Hay tainblén ca.sos blolcSglco8 eq lo que 110 
observa el mismo fenómeno. Algunas colonias de bacterias, si se aíslan del medio ambiente 
eventualmente desaparecen (aún teniendo suficiente comida), pero si se permite que entren 
pequeñas perturbaciones del medio la colonia sobrevive. 

En el caso t =o se encontró la misma solución que en [O. W .J pero por un método más 
corto y además se demostró que la solución encontrnda era completa. 

Se agregaron diagramas de bifurcación, algunos al final de este resumen, que a veces 
plantearon problemas interesantes y ayudaron a visualizar 1118 soluciones. 

A continuación se muestran algunos diagramllB de bifurcación para E= .6, es decir, en el 
rango (1/2,1) no estudiado en [O. W.J, y algunos para E E (0, 1/2j, en los que se trata de ver, 
entre otras cosas, cómo se comportan las soluciones zl'2 encontradas para E= o. 
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APENDICE 1 
Al. NUMERO DE ROTACION 

En este apéndice se definirá lo que es el número de rotación y se demostrarán algunas 
de sus propiedades (véase [Aj.) 

Mapeo de Polncaré y Función Angular 
Considérese la ecuación 

i=w(z), z= (;), w= (:). w(z)=w(z+ir). 

Debido a la periodicidad de w, el sistema puede pensarse como un sistema sobre el toro. Si 
el campo w(:) no tiene puntos críticos y w1 ,¡. o, la ecuación se puede escribir como 

d11 
d:i: = .\(:i:,11), 

donde.\= w2/w1• Las soluciones de esta ecuación pueden prolongarse indefinidamente porque 
el segundo miembro es acotado. 

El mapeo de Poincaré va del eje 11 en s{ mismo y manda al punto (01 110 ) al valor de la 
solución que pasa por ese punto en :i: = 2ir. Puede también verse como un mapeo A de un 
meridiano del toro en sí mismo que le asocia a un punto el valor de la solución que pasa por 
él, después de una vuclt~. (Figuras A:~:~_!_~~:~J _ . --· ... -·· .. ··-·· 

y 

...... ---~~~~~~__.~__,,,,x 
Jfl 

Flguta Al.1 Figura Al.2 

. ti thaped de Polncaré es periódico A(11 + 2-,) = A(11) + 2ir y de acuerdo con el teorema 
de diCereqciabl!idad de la solución con respecto a las condiciones iniciales, A y A-1 son 
diferenclahlcs. 

.101 
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1oe Al. NUMERO DE ROTACION 

Usando el mapeo de Poincaré, el estudio de soluciones a ecuaciones sobre el toro se 
convierte en el estudio de difeomorfismos del círculo en sí mismo. Si el difeomorflsmo del 
círculo tiene un punto fijo, le corresponde sobre el toro uno. curva integro.! cerrada y toda 
curva integral cerrada corresponde a un punto fijo del difeomorfismo o de una potencia de 
éste, 

Figura Al.3 Figura Al.4 

Figura Al.5 Figura. Al.6 

y por lo tanto puede escribirse como A(11) = 11 + a(11) 1 donde a(11+211") = a(ll) y a- 1(11) > -1. 
A la funci6n aÍll) se le conoce como funci6n angular. 

Número de rotación 
El número de rota.ci6n da. la pendiente promedio de las soluciones de ecuaciones sobre 

el toro. Para el caso sencillo de la ecuaci6n d11/dr. =.X, el número de rotaci6n es .X. Para una 
ecuación gcnetal eobre el toro, el número de rotación se define como 

IJ "" lint f(tJ, 
•-tOO ~ 

dditde f(z) es una soluc16n sobre el plano, 
Entre el nútnero de rotación y la funi6n angular se tiene la telacl6n 

= _!_ lim a(11} + a(A11)-I- '" + A(A~- 1 11) = lhn ll{A~,)- ~. 
,IA 211' .... oo I; ~'"'CIO 2 1t' 

Est~ última definición se aplica a cualquier difeomorftsmo del clrculo qlle t>tl!aetve I~ 
orientación. · 

Teorema 
El límite de la definición anterior de número de rotación existe y no depende del punto 

inicial. Es racional si y s6lo si una potencia del difeomorfismo posee un punto fijo (es decir, 
cuando la ecuación diferencial tiene una trayectoria cerra.da.) 

Prueba 
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Figura Al.7 . 
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Considérese el ángulo que rota el punto al aplicársclc lo. potencio. k de un difeomorfismo. 
Denótese este ángulo por 

04(71) = a(11) t a(A11) t "· + a(A•- 111). 

Se tiene que iak(11t)- a.i.(lll)I < 211' para. cuo.lesquiern 111, l/li para 1111 -11ll < 211' es ele.ro ya que las 
imágenes de segmentos de longitud 2ir bajo las o.plicnciones A"' son segmentos de longitud 
211'. Pero la funci6n ª•es 211'- peri6dica y por lo tanto puede modificaxse l/l por un múltiplo 
entero de 2.,- de manera que a.i.(112) no varíe y que la distancia. entre 111 y 112 se vuelva menor 
que 2ir. 

Sea m.11 un entero tal que 2.,-m.11 :$ a..,(o) < 2•(m1r + 1). Se verá que para toda 11, y para toda 
l. entera, 

1ª•1M - m•¡ < 2/k 
211"kl k . 

En efecto, como 
jai.(I/) -:J.,-m1rl = la1r(v) - a..,(o} + a¡,(0)- 211"m1rl 

:$ la1r(v) - o¡,(OJI + ia.11(0) - 211'm•I < 4.,-, 
se tiene 

la.1i(u} .:_,!!.!!., < 2/k Vu. 
2d' k 1 

Como ai.t(u)/2d:t es la media aritmética· de los cantidades a.i.(11,)/:llrk, donde 111 = A171¡ i == 
o,. . ., l - t, se tiene 

lau(N) - ~1<2/k 
211"kt " • 

Sea 111r el intervalo l"'\-i, ~J. Se ha mostrado que a4t(11)/211'kl partenece tanto a. 111r como 
a 111• Se tiene entonces que los intervalos 1111 tienden n cero y se intersectan dos a dos. Se 
concluye entonces que tienen un punto de intersección único que es el número de rotación. 
Se ha mostrado entonces que el Hmite que define al número de rotación existe y no depende 
del punto inicial. 

Supóngase ahora que A• posee un punto fijo en el círculo. Entonces Ja imagen de ese 
punto bajo Aq sobre la recta se desplaza un múltiplo de 211', digamos aq(i,•) = 211'p. En este 
caso el número de rotaciónµ= p/q es racional. Después de q vueltas se regresa módulo 2ir al 
punto inicial. 

Si µ = p/q entonces si para toda u se tiene que a,(u) > 211"p entonces para alguna f >O se 
tendríaµ< p/q. Si a,(u) < 211"p para toda~ se concluye de la misma forma queµ< p/q, y por 
lo tanto a, - 2.,-p cambia de signo, i.e. a,(11) = hp para alguna u, es decir, A• tiene un punto 
~o. . 
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APÉNDICE 2 
BIFURCACIÓN DE SOLUCIONES PERIÓDICAS 

En este trabajo se han usado varios resultados de bifurcaci6n de soluciones periódicas, 
sea a partir de una soluci6n estacionaria. (bifurcación de Hopf) sea. a partir de una. soluci6n 
periódica. En este apéndice se darán pruebas do estos resultndos. No se demuestran los casos 
más generales (que pueden verse en las referencias dadas en la bibliogra.fia) sino a.quellos 
que efectivamente se usan en el trabajo, 

A'J..1 BIFURCACIÓN DE HOPF 
Supóngase que el sistema 

d:z: di= /(:z:,>.) 

con :z: e Rn, >.e R tiene una solución estacionaria conocida :z:(>.), que puede sin pérdida de 
generalidad tomarse como :z:(O) = o. Se quieren buscar soluciones periódicas vecinas a esta 
curva de soluciones estacionarias. Linealizando la ecuación cerca de :z:(.\) se obtiene 

(A:U.1) 

con o(:r:, >.) = o(l:z:ll y 0 00 
1 A lineal. 

Como se vio en la secci6n 2.2, las 11oluciones peri6dicas son aquellas que satisfacen 

(A2.l.2} 

con :z:(t) = eA(~) 1 :z: 0 4- J~ cA(~)(1-1)g(:r:(•) 1 >.)da. 
En la sección 2.2 se vio que una condición necesaria para que existan soluciones con :r:o 

vecino a O (pero diferente de cero) y >. vecino a cero es que existan un valor propio µ de 
A(O) = Ao y una T >o tales que µT = 2kiri. 

Supóngase además que se cumplen las siguientes hipótesis {lo cual es cierto en este 
trabajo): 

(1) µ(>.) = a(>.)+ ip(>.) es un valor propio algebraicamente simple de A(>.) tal que a{O) = 
o, p(O) =Po >o, con a, ¡; diferenciables y a'(O) fo para .\cercana a O. 

(2) A(>.) no tiene otros valores propios puramente imaginarios para>. cerca de O excepto 
µ(>.)yµ(>.) (condición de no resonancia). 

10~ 
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Bajo estas hipótesis existe un cambio de coordenadas P(.\) tal que p- 1(.\)A(.\)P(.\) tiene 
la forma 

_ ( a(.\) P(.\) o )- (B(.\) 0 ) 
A(.\) = -Po(.\) ªh.\) O(.\) - o O(.\) ' 

donde O(.\) no tiene valores propios sobre el eje imaginario. Escribiendo :i: = P(.\)¡.i y multi
plicando la ecuaci6n (A2.1.l) por p- 1 (.\) 1 se tiene 

~ = A(.\)¡.r+ P- 1(.\)g(P(.\)¡.r, .\) 

= A(.\)¡.r + h(¡.r, .\), 

donde h tiene las mismas propiedades que g. Tomando 11 = (u1 11)r, h = (k,l)r la ecuación 
(A2.1.2) se transforma en 

(I - e8(l)r)u0 -1r e8(l)(T-•lk(u(a), 11(1)
1
.\) da= O 

(I - eo(l)r)110 -1r eO(l){T-•)¡(u(•), 11(•), .\)da= O 

(A2.U) 

La segunda ecuaci6n es de la forma F{u0 , 11o 1 .\1 T) =o, (u(•) y 11(•) están dadas en forma única 
a partir de las variables u0 , 1101 .\ resolviendo el problema de valores iniciales y son funciones 
tan diferenciables de las otras variables como A(.\) y h(¡.i, .\). 

Además F(o,01 .\,T) =o y DF,1 (0101 .\,T) = I-eº(l)r, ya que Dlv(O,OI.\) =o y u(•), 11(1) =o 
para u0 = o, 110 = o. Por lo tanto para T > 01 .\ vecino a 01 I - e0 l)T es invertible y el 
Teorema de la Funci6n ImpHcita da una única soluci6n 110(11o 1 .\ 1T) de la ecuaci6n (A2.1.3b}, 
con 110(01.\1 T) =O, Du, 110(01 .\1 T) =O (porque l(s.i) = O(ls.il'J). Recordando que 

B(l)T _ a(l)T ( cosp(.\)7' sen,B(.\)7') 
e - e -senp(.\)T cosp(.\)T 

y tomando v 0 de la forma (p,o), p >o, la ecuaci6n (A2.l.3a) puede escribirse como 

1-e"(l)r cosp(.\)T- q((p, .\, T)/p =O 

e"(l)r senp(.\)T- r(p, .\, T)/p =O, 

donde q y r son de orden p' (debido a 11,1. forma de k) y por lo tanto q/p y r/p son diferenciables 
para p =o. Llamando. G(p, .\, T) a este sistema, se tiene 

G(o,0,2lr/Po) =o, 

( 
-a'(O) O ) 

DG¡l,r¡(o,o,211'/Po) = P'(o)2lr/Po 211'/Po . 

Como a'(O) ;l o, el Teorema de la Funci6n Implícita permite resolver de manera única 
esta ecuaci6n como .\(p), T(p) generando soluciones peri6dicas con período T(p), con T(O) = 
2lr/Po, .\(O)= O. 

Ahora bien, si u0 = R, ( ~) 1 Rs una rotaci6n de ángulo 81 multiplicando (A2.1.3a) por 

R¡1 se tiene 
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Como R¡1D(>,)R9 = D(.\}, el mismo argumento de funci6n implícita dará una única solución 

1 >.(R, (~)), T(R, (~)). 
Para ver que se trata de la misma órbita, sea p >O fijo y sea (u(a), 11(1)) la órbita periódica 

1 generada por (p,O). Para 10 fijo sea u(•o) = (p(•o)cos8(10),p(10)senO(a0 )) un punto sobre esa 
órbita. A partir de u(•o) existe una única órbita peri6dica (por el argumento anterior), pero 
como (u(•),11(1)) es también periódica y pasa por (u(•o),11(10)), entonces la solución peri6dica 

1 
generada por u(•o) es (u(1) 1 v(a)). Esto quiere decir que el haber escogido u0 de la forma (p, O) 
no viola la unicidad de la órbita. 

N6tcsc que .\(p), T(p) son tan diferencie.bles como µ{).), O(.\) y h(11, .\)¡ en particular son 
analíticas en caso de que estas funciones lo sean. Además queda claro que T(p) es el período 

1 mínimo ya que para T < T(p), I - e»(.\)T es invertible. Finalmente la bifurcación es de un 
solo lado en términos de,\ ya que -p ~ u(•o) para. algún •o y por lo tanto .\(-p) ~ .\(p) {figura 
A2.1.2}. 
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Se ha probado el clásico: 
Teorema de Bifurcación de Hop/ 
Bajo las hip6teaia {1} v (e} existe una única familia de aolucionea periódicaa (u(p,t),y(p,t)) 

con 11(p1 O) ~ ( ~), con per{odo m(nimo T(p) correspondiente a >.(p), con una di/ erenciabilidad 

en p igual a la de las hilp6teai8. . 
A2.2 BIFURCACIÓN A PARTIR DE UNA FAMILIA DE SOLUCIONES PERIÓDICAS 
Si el sistema 

d:: 
dl =/(:a:,.\) ( .. U.2.1) 

tiene una familia Je soluciones periódicas :i:(.\,t) con período T(.\) {aquí wo y w,.), se quiere 
saber si pueden existir otras soluciones perí6dicas vecinas a esta familia con período vecino. 
Cambiando t por tT(o)/T(.\) se puede suponer que T(>.} = T(O) =Ta (esto multiplica a/ por 
el factor T(>.)/T(oj). Sea G(.\,t,zo) la soluci6n de (A2.2.1} con valor inicial :i:o. Como :i:(.\,t) es 
una solución váliéfa paro. todo t (puesto que es periódica), G(.\, t, z0 ) existe para :i:0 cercana a 
:i:(.\,1) para. t tan grande como sea necesario. 

Sea :i:(t) = z(.\, t) + 11(t), entonces: 

~~ = /(z(,\,t) + 11, .\) - /(:(.\,t),,\) = D/(x(.\, t), .\)11 + g(11, .\,t) 

~------
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d11 

1 
dt =A(.\,t)11+g{11,.\,t) (A2.2.2) 

con A y g peri6dicas de período To y g(111 .\ 1 t) = 0(11112). Sea t(.l.,t) la matriz fu11damental de 
dy 

1 
dt = A(.\ 1 t)11 

con t(.\1 o) = l. 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Recuérdese que los valores propios de t(.\,T0 } son Jos multiplicadores de Floquet y que 
1 es siempre uno de ellos ya que derivando Ja. ecuación 

d:r:(.\,t) - /( (.\ ) .\) dt - :r: ,t 1 

se obtiene 

y por lo tanto 

Pero como :r:(.\,t) es peri6dica, 
d d 
;¡¡:r:(.\,t) = ;¡¡:r:(.\ 10) 

y (d/dt)z(.\,O) es un vector propio de t(.\ 1 Tol osoi;iado a 1. Usando la fórmula de variaci6n de 
parémetros, Ja. soluci6n al problema. de va ores inicia.les (A2.2.2) es · 

11(t) = t(.\,t)110 +'t(.\,t) fa' 1r1(.\,•)g(11(•),.\,1)d1 

= :r:(t) - :r:(.\,t) 
= G(.\, t, :r:(.\1O)+110) - G(.\, t, :r:{.\, O)}. 

De estas fórmulas y del hecho de que g(11(1) 1.\ 1 1) = 0(111(•)12) se ve que DG.{{.\,t,:r:(.\10)) == f(.\1i). 
Las soluciones periódicas son las que satisfacen :r:(T) = :r:(o) (por ser A2.2.l) aútónotna}, 

es decir, · 
11(T) = 11(0)- (:r:(.\,T)- :r:(.\10)) 

o de otra forma. 

1
T , 

(l-t(.\ 1 T))110 -
0 

t(.\1 T-•)g(11(•) 1 .\1 •}d1-(:r:{.\1 T)- :r:(,\,O)) =0 

F{.\, T, "°)=o, 
con F(.\,To,O) =O, Du1 f(.\ 1 T0 ,0) = 1- t(.\,To). Como :i:(.\,To) = :r:(.\,O), el término 

d 
:r:{A,T) - :r:(,\,O) = ;¡¡(:r:(.\, To))(T- To)+ O((T- To}2

) 

y 
d 

DrF{.\, To, O)= -;¡¡(:i:(.\1 To)). 

Por lo tanto 
D(r,vo) F(.\, To, 0)(µ, 110) = (! - t(.\, To))l/o - µfi(:i:(>., To)). 

(A2.U) 

Esta aplicación lineal de ¡¡¡n+I a 11r tiene a (o, ,t.(:i:(.\, T0)}) en su núcleo. Si se considera el 
eubespacio E(>.) de ll!ntl generado por un complemento de fi(:r:(.\,To)) = /(:r:(>., To),>.) (por 
ejemplo dado por (e2 (T0), ... ,en(T0)) construido en la sección 2.4), entonces D(r,uo)F: R x 
E(.\) Rn es un isomorfismo si y sólo si 1 es un valor algebraica.mente simple de t(.\ 1 To) 
(figura A2.2.1). 



1 

1 

1 

1 
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Figura A2.2.l 

En efecto, si 
d 

(J- '1>(>.,Ta))110 = P;¡¡(:i:(>., To)) (A2.2.4) 

entonces (J - '1>(>., Tal/2 110 =o, es decir !lo E ker(I - '1>(>., Ta)) 2 ::> ker(I - '1>(>., To)) 2 {;jl¡(:i:(>., Ta))}. 1 
NO es simple si y só o si una de estas inclusiones es estricta: en ese caso existenµ y !lo tales 
que la relación (A2.2.4) se cumple, mientras que si 1 es simple, entonces 110 es un múltiplo 
de i(:i:(>., To)) y puede tomarse µ = o. Como la dimensión de lí! x E(>.) es n esto implica el 
isomorfismo. 

En el caso en que 1 es un valor propio algebraicamente simple, el Teorema de la Función 
Implícita permite resolver de manera única (A2.2.3) para 110(.\) 1 T(>.). Como F(>.,T0 ,o) =o 
entonces 110 (>.) =o, T(>.) =To y no hay bifurcación de soluciones periódicas, ya que el mapeo 
de Poincaré (retorno a E(>.) en el tiempo T) no tiene más puntos fijos que :i:(>., T0). Por lo 
tanto unu condición necesaria para la bifurcación es que en .\ = >.o, 1 NO sea algebraicamente 
simple. 

Nótese que este argumento puede modificarse para probar la estabilidad de :i:(>., t) (véase 
la sección 3.2), en caso de que la órbita sea hiperbólica, es decir, si no hay multiplicadores 
con norma 1 (excepto 1). 

Supóngase ahora que det{t(>., To) - 11) = (I - v)(a(>.) - v)Q(.\, v) con a(>.a) = 1, a'(>.0) f. 
o, Q(>., t) f. o, Q(>., a(>.)) fo, es decir, 1 y a(>.) son de multiplicidad algebraica 1 para >. f >.0 y 
1 es de multiplicidad algebraica 2 para >. = >.a. 

Teorema 1 
Eziate una única rama de aolucione8 periódicas i(t, >.(,8)) con período T(P), T{O) = T0 , >.(o) =I 

.\0 con z(t,>.0) = :r;(t,>.0).' Nótese primero que este teorema no es el más general en esta área 
(p!,!ro es la versión que se necesita aquí )y se verá que es un caso particular de bifurcación 
en un parámetro. 

Prueba: 
I - t(>.0 , To) tiene a O como valor propio de multiplicidad algebraica 2, es decir, 

ker{I - t(>.0 1 To)) = {fi(:i:(.\01 O}), el:: {:i:(>.a), {} 

(multiplicidad geométrica 2), o 

ker(I-t(>.a,To))2 = (~(:i:(>.o,O),{} 

con (J - t(>.0 ,Ta))e = :i:(>.0 ) (multiplicidad geométrica 1). Nótese que en ambos casos se 
puede escoger e ortogonal a :i:(>.0). Sea E(>.o) ={e, {1, ... , en}, ea, ... , en cualquier complemento 
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ortogonal, y considérese F(.\,T,110): 11! x 11! x E(.\o)-+ 11!", F(.\,To,O) =O, D(T,voJF(.\,To,0)(¡11 110) = 
(1- t(.\, Tollllo - µ;f¡(:z:(.\,O)). As( que si (µ 1 110 ) anulan esta expresi6n para .\ ,¡, .\0_ entonces 

110 E ker(/ - t(.\, T0 ))
2 = ker(l - /P(.\, To)) 

es decir, µft:z:(.\,o) =o, por lo tantoµ= o, 110 es proporcional a f,(x(.\,O)) = 2:(.\). Pero como 
la proyecci6n de ¡f¡:z:(.\,O) sobre ~:z:(.\0 ,0) es casi 1 (por continuidad) y la proyección de !lo 
sobre este último vector es cero s1 110 está en E(.\0 ), esto implica que !lo= o y el jncobiano es 
invertible para.\ yf .\o. Para.\= .\o se tiene llo = az(,\o) +Pe la debe ser O si llo está en E(.\0)), 
y 

(I - t(.\o, To))Pe - µ:i:(.\o) =o. 

En el caso de multiplicidad geométrica 2 se tiene µ = o y (O, e) es el único vector propio de 
D(T,v,¡F(.\0,T0 ,0) (en 11! x E(.\0}). En el caso de multiplicidad geométrica 1, se tiene p =µy 
(1, el genera el núcleo de D(T,vo) (.\o, To, O). Ahora, podemos escoger una Qnse de lf!n tal que: 

con A e I - A invertibles, e= O en el primer caso y e = 1 en el segundo, es decir, :i:(.\0)T = 
(1,0, ... ,0), eT = (0,1,0, ... 1 0), escalando la primera variable para que l:i:(.\oll = 1. Entonces 

t(.\, To) = ( ( ~ aÍ.\l) O ) + B(.\), 
o A(.\) 

con B(.\0 ) =o, A(.\0 ) =A, y 2:(.\) = 2:(.\ 0) +O(.\), donde 0(.\0) ,,., o, O(.\)T = (01, 0 2 , 03). Desarrol
lando en serie de Taylor se obtiene 

F(.\, T, llo) = F(.\, 70, O) + (/ - t(.\, To))llo - (T- '.I'o)z(.\) + O(J110J2 + (T- '.Ib) 2
) • 

. T6mese ¡¡= T-T0 , u[= {O,{J,z), y sean P(.\) una matriz tal que P(.\)2:(.\) = ( n y P{.\)vo = 110 1 

e8 decir 

(

1+ 01 O 
p-1(.\) = 02 1 

Ca O 

( 

(1 + at)-1 

P(.\) = -02(1+01)-1 

-Oa(l + oi)- 1 

Multifllcando F por P{.\) se obtiene: 

P(.\)F = (/ - P(.\)t(.\, To)P(.\)- 1)P(.\)uo - µP(.\):i:(.\) + P(.\)0(111012 + µ2
). 

Lá primera columna de PtP- 1 es esta matrix e.plica.da a {1,0, ... ,o)T. Para las siguientes 
columnas, como P(.\)110 = uo, sólo se modifica. el primer renglón con términos que valen 
cero cuando .\ = .\0 • Se puede suponer entonces que t(.\, T0 ) tiene como primera columna 
(1,o, ... ,o¡r y que O(.\)= o. 

t(.\,T)= o f +bi(.\) 
a(.\) +62(.\) 

ha(.\) 

Bi(.\) ) 
B2(.\) , 

A(.\)+ Ba(.\) 
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µ + E,8 +bi(.\),8 + B1 (.\).r + h¡(,8, z, µ, .\) = o 

(a(.\) - 1),8 +b2(.\),8 + B2(.\)a- + h2(P, .r, µ1.\) =o 

(A(.\) - J).r+ba(.\),8 + Ba(.\).r +ha(,81 .r,µ 1 .\) =O, 

donde b¡(.\o) = o, B¡(.\o) = O, 01(.\0) = o, h¡(p, •,µ, .\) = 0(,82 + izl2 + µ2). Paro. la primera y lo. 
tercera ecuación, se tiene un jacobiano con respecto a (µ, z) en (µ = o, z =o, p =o,.\ = .\o) de la 
forma 

es decir, una matriz invertible. Por el Teorema de la Función Implícita. ee pueden resolver 
estas ecuaciones de manera. única como µ = µ(p, .\), 11 = z(P, .\). Para p =o, la matriz 

(
1 B1(.\) ) 
o A(.\) - 1 + Ba(.\) 

es invertible para .\ pequeña, y hi(O, .r, µ1 .\) 1 ha(O, a-,µ,.\) son de orden lzl2 + !µ1 2 • Por la unicidad 
de la solución, se tiene que µ(O,.\)= O, z(O, .\)=o y por lo tanto z(,8, .\) = ,80(1.BI + 1-'ll, µ(,8 1 .\) = 
-E,8+,80(1.BI+1-'ll· Dividiendo Ja segunda ecuación entre ,8 se tiene: 

a(.\) - 1 + b2(.\) + Ba(.\)z(P, .\)/P + h2(P, z(P, .\),µ(p,.\). .\)/P =o 

1 con z(,8,.\)/,8=O(IPI+1-'IJ, h2(P,z(,81 .\) 1 µ(,8 1 .\),.\)/,8 = ,80(1.Bll· Ahora. bien, 

(A2.2.6) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

det(P(.\)4:>(.\, To)P(.\¡- 1 
- vi)= det(il:>(.\, T0) - vi) 

= (1- v) det(O(.\) - vi), 

con 
O(.\)_ (a(.\)+ b2(.\) B2(.\) ) 

- ba(.\) A(.\)+ Ba(.\) · 

det(O(.\) -11!) = (11(.\) - 11)Q(.\1 11) con Q(.\1 1) 'fo, Q(.\ 1 11(.\)) :fo. En particular 

dd.\ {det(O(.\) - 11I))IA0 ,.,=1 = 111(.\o)Q(.\0 1 l) 

-d•(11'(.\o)+bH.\o) O ) ~d (l-11 O Bli(.\o) 
- e. b~(.\o) A(.\o) - vi + f,;; et O D(.\o) - v º)' 

donde en Ja suma se d
0

eriva una columna a la vez. Lo anterior es igual a 

(a'(.\o) + b~ (.\o)) det(A(.\0) - 111) + (1- 11)R(v) 

en 11 = 1 se tiene 111(.\o)Q(.\01 l) = (a'(.\o) +b~(.\o)) det(A(.\o) - J), es decir a'(.\o) +b~(.\0) no se anula 
si a1(.\0) no lo hace. Regresando a la ecuación (A2.2.5) se ve que su derivada con respecto a 
..\ en ..\0 y ,8 =O es a'{.\0) + b~{.\0 ) ':fo. Por el Teorema cfe la Función Implícita se obtiene una 
única solución .\ = .\(,8), µ(p) = -t,8 + ,80(,8), 11{,8) = ,80(,8), y otro único punto fijo del mapeo 
de Poincaré, generando la solución i(t, ..\(,8)). En el caso tratado aquí, se vio que para~= o, 
la bifurcación a partir de w0 y w~ es de un solo lado con respecto a 6. 

Si To no es el período mínimo de la primera familia :i:(.\, t), pero es un múltiplo, por ejemplo 
2Tmia, entonces al trabajar cerca de To se consideran dos vueltas del mapeo de Poincaré. Como 
4:>(.\, 2Tmia) = 4:>(.\, Tmin) 2 y el espectro de t(.\ 1 To) es el cuadrado del espectro de t(.\ 1 T0/2), se 
puede tener Ja situación en que el valor propio a(.\)= b(.\)2 es tal que b(.\) <o, b(.\0 ) = -1. En 
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ese caso si 4i(.\o, To/2) no tiene multiplicadores con valor 1 (excepto el trivial), entonces no hay 
soluciones periódicas que bifurquen con período vecino a To/2 (primera parte de esta sección) 
pero si hay (una única rama) con período vecino a T0• Este Íen6meno se llama doblamiento de 
período. Para múltiplos más altos de Tmt. 1 los posibles valores propios de ~(.\,kTm 1.) cruz8lldo 
por 1 serían de multiplicidad más alta, provenientes de complejos conjugados, o repitiendo 
el caso k = 21 para los cuales este teorema no se aplica. Sin embargo, usando técnicas más 
refinadas se puede probar en ciertos casos la bifurcación de un toro de soluciones (no de 
soluciones periódicas). En este trabajo no se estudiaron analíticamente ni doblamientos de 
per!odo ni toros de soluciones. Sin embargo, la evidencia numérica reportada en ¡A.D.OJ 
parece indicar que en el caso ' = 1/2 existen estos fenómenos, de hecho hay cascadas de 
doblamientos de período y probablemente regímenes caóticos. 

Este argumento prueba que si z(.\,t) es una órbita hiperbólica (sin multiplicadores con 
módulo 1) y z(.\0 ,tl tiene un solo multiplicador con valor 1 y ningún otro sobre el círculo 
unitario, entonces as solucionCB periódicas bifurco.das tienen período mínimo T(,8). 

N6tesc finalmente que no es dif!cil modificar este argumento para probar la existencia de 
una. rama de soluciones periódicas en una vecindad de una órbita periódica. Esto se prob6 
de otra manera en la secci6n 3.2. 
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