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aetudic de aspectos del Caleouwlo en Alasbra  Lireal
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zhd dirigide a persores gue =im =er especializhtas oen

i

Aralisis Nundrico, comn fraecusmcia ze enfrentan a este  Lipo

cle caloulo am la préachtica. El abjetivo de este btrabago zerd

cozpcacir & este tipo o paerzonas a aspechos gaererales  del

Alaebra  Lingal referertes: a los cdloulos mabriciales,
ircluvenda mormasE para conocer el pocedimierto de s
- »

Elimitacider  Gausiansa, azi  mismo se  daréan HEosiclomes

irtrinzicas de loz mébodos de cdloulo g2l Algsbra Lineal.



INTRODUWECION

Eete estudio de aspectos del Calowlo en Algebra Lineal

2etd  dirigido & pereonas que sin s espacialistaz el
Andlizis Numérico, cor frecusncia =a enfrantan a este  Lipo
cle cAdloulo e la practica. El objebtive de este brabsio serd
(:'t-l 1
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cofcuci e & oeste bhipo de pErsonas &8 ampd EryE

Alaabra  Lireal referentes & los cédloulos matriciales,
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incluyands  mormas para oonocer &l pocedimisnto o
o

Eliminacidn Gausiaba. asi misms  se  dardn  exposilicionas

irtrinsicas de loz métodos de cédloulo del Alaskra Lineal.
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I) MATERIAL

1.1, MATRICES.

cor jueto de mdimeros

a2e  llamada wha matriz rectanaular
tarer m renalones vy o colunnas. v
e la forma.
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For  dltima una matriz en la cual toclos sus a@leamn:
=) Pt @l

ceroa 22 le llama Mabriz Nula, v la  desiaonaremno
(URTH =3 obe i f=T of

W

1 determimante cuyos elementos son 1oz elementos de i
Matrizx Cuadrada, ze dice gus 2l Daetermnimante de  asta
Matiriz, v ezscribimos el determninante de la Matriz,

A o , | A |, o o bdem oo A D),

MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ FOR UN NUMERC: LA ALICION  DE
MATRICES.

e mabriz cuyos alemerbos zon obtemidos por mpultiplicar

todos los elensntos de wuna Matriz A por owne eszcalar & s
1lamado procdycho del mbmero & v la Matriz A,

& CR o« o o« C&
=) o= 21 22 21

"

”

[mg =1 (=1 PR |

e mabriz C, ocuyoz slensebtos z2om lazs sunazs de 1oz
elenentos correspondisntes de A vy B nmatrices que hLisrnen
iaual mlmero de colummas y reralones se dice gue es la suma
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11 132 1p

21 22 Zp

o = = 0, o

mi mne e

( 2 ) o = & ] + & ta + . .t & w] = B a K
i il 13 i2 23 i ik kj

( i = 1;-..;33 " o " ms ,J = 1:-:2;« " " v B )-

Noteze que el producto de dos mabrices rectarmaulares as upa
Matriz actaraular, cuando no ez una matriz rectangular,
etvborzes mos da wna matriz e la ocwual &l mdmers de

ralomes, e igual al redmaro de rermalones de la primera
i { e ze nultiplica ) v =l mdnero de  colunnas =
wal al mimaro de colunmas de la segunda matriz ez decir

=0

A . R = [

m# R~ m¥p,

Azi te renos aue 21 producto de una matriz cuadrada por una
mabrizr compuesta por una sola colunma, nos da wuna mabris de
LAFIEC Columng .

El producho de laz matrices AR vy BA =2 pueds hacer solo =1

2] mmnmero de remalones de la prinsrs matriz s izl al

mtimere o colunmas de la zeauwda, v el rdimero de ool unnas

de la pErinera es daual al mdmero de reralonss o a

RO I ;_|
h]

sagurda, dada  dsta dltima condiciderm, =e siaue que ]
matrices  deben de ser cuadradas, asl el producto AR v BA,
gz pozible siempre aue A v B zean mabrices  ouadradas, =0
caso corhrario v oen general tenemos que AB =/= BA.
Er CEREDE particularesz  la mulbiplicecidte Peldemle s

conmutativa, v por ejempelo. las mabrices  oormuban oom
cualauier matriz cuadrada del mismo orden. azsi.
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. 21 22 2
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0 0. « v & & R

=% & [ ¢ =0 [} R I |
11 1z 1
£1 2 . . U
& & T -
= 2z a 21
& & v s oa & 0 . . oa
il i Fiy
==t At - = o« S
11 & im
= HE aa « w ox TR
=1 22 2
=8 aa nooa e @&
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Azl ze ziguse gue para una Matriz unitaria la multiplicaciam
potr obra Matriz ( cuadrada ) ez conmatativa, esto ez,



ASOCIATIVIRAL  DE MATRICES. - La multiplicacide de  Matrices

s geooclativa, =i AB y ( AB HC, ez decir, si maltiplicamos
primers AR v luego efaectuanoz la maltiplicacide por D,
tambidr  ze puaede Pacer primero la operacidry BC Oy despuds

cat la nmultiplicacide & ( B ).

e o

"l
Erbonce s,

i) AC BZ ) = { AR O

El producte de matrices tiene la siaviemtes propisdades
ii) al AR ) = ( aR B = A( abB )

iid) ( A+ B W AL+ BRI

iv) C{ A+ R ) =LA+ CR

Dopde &, B, O son matrices v & um mdnera,

Jde urma Mabriz abh i ere

TRANSFLESTA. - La  transpussha e
z y colunnas de una matriz Al

irtercamnbiands loz reralones

& [T - |

11 iy

artorces obbernencos la transpuesta de la matriz comno @

at B e x o &

11 21 mi

ij iz gy ne Ji

im 25 e



mog  la siguierte tregla para las matrice

i

» B a

( AR ) E A

i

Er  cormelucidn podencs ramarcar gue 2] determinants e un
products de matrices cuadcdradas ez igual al producho de  los
deternirantes de laz matricez multiplicadas s

|AEL =]~ B

razyltads es tomado de la tecoria e determinantbes.

<
14
i}
l+
1

FARTICION DE MATRICES. - Al tomar matrices de orden  grande,
requisere  como regla urn ogaran admnero de operaciones, Y B35
converdisnte  reducir  los cédloculozs de matrices de  orden
gramde a cdleouloz  sorm matrices de  meror orden Tal

rediudcecide puede ser efectuads por particionar lazs  mabrices
dadazr cada matriz pueds ser corncelbdida comn conpdesta che

variazs matrices de meror orckern, v o esta  subdivisidn puecds
zgar llevada a cabo de variazs maneras, por ejenplo.

& & & & & . & & &
it iz 13 14 11 . 12 13 14
& & & & .
=1 g 23 24 & . & 2 &
= 21 . N ERE B
] a a & a . & a &
21 i N 34 £ 1 ) 33 34
& & . a &
11 iz . 13 14
= & & . & &
21 22 . 23 24
& & . & &
21 % PO 33 34
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subdivide la matriz dada

cpaEbracicres basicas com mate

ices particionadas am
matrices diagornales Son 1
1

cuales las e mismo o,

relacicrman de marera natural oo &

tensenos.

A A . Al
11 12 1k

2

kil B2 k.

Donde A vy H gorn makrices cuadradas del misno
ii id

erhoroes

21 21 gy g ok 2k
A + H = " " L 3 - L] L] L] L] " " L] -2 L] L ] " L] s » n

,:f

as mabrices, entonTes

0 |

itoa

nowom

f

o e,
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U cazso especial muy inportarte cde una matriz particionada,
e la mabriz bordeads. Tenierdo wna mabriz cuadrads de
order p~1 3
& & e . &
11 1z 1,m~1
E( a L] " . a
21 28 2.1
A = .
1 .
& & -1
hi-1,1 ri—-1.2 ri-l.m—1
fFormanozs wuhna matriz cuadrada de ordern e A . &l agregar a
7
la matriz A e reralan v o= (a . L ., & ). unE
-1 -1 11 Frati—1
columns @ oW R - - Yo VW PdmEro & .
=1 1 -1, FIF
- &
i
Ary = A & A L
-1 21 -1 =1
R v &
. Fi—-1 i
a b o
-1,
B . . . & &
1l Fisti-1 Fity
. i
Direncz  que  la matriz A ha sido obtenida por  bordear  la
mattiz A y la matriz A ez particiorable maturalmerbe,
ri-1 ]
l,az  operacicones bajo matrices bordeadas zon realizadaz  de
cacuaerdo oo las realazs asnaralezs de operacionss o
matrices particionadaz.
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Donde lag celdas de la matriz s=om obviamsnte.

, a & = o
A = 11 1z r B o= ke (] I oy D= i1 1z
21 22 23
& & - o

21 =2 b. m] b_. 21 2z J

D]

fary

V23

DA

L)
¥

Hil
-I-

Lras sels oceldas son rlas.

v l&

El deterninants ode una matrizs Boasi diagonal =23z el peodacto
e 1oz deterninantes de laz celdazs dizgonale:

\‘ i

El producto de doz matrices Buasi-diagonales e una  mnatriz
guasl ~diagonal

MATRICES INVERSAS Y
) =

UNTA. -~ Si cuadraca
A = ( & o]

LA i iz
CE Aue £ no gingular =1 54

i3
cleternirmante a3 diztimte de cero., en cazo conbrario la
matriz A =2 sing

L comcepho muy dineortants de uma matriz inverza 22 abors
inmtroducido.

Una matriz B es llamada la inverzsa & reclproca de  wuna

Lia cordicide pecesaria vy suficients para la existerncia e
la matriz inversa 25 la no simadlaridead de la matriz A

entonces, AE =
conzsecusttenante A =/= 0
Supomagsmnos abiora gus A =/= 4, para constrair la inverza  de
la matriz prinero definamos la adiunta ode wuna matriz. i.e
la matriz.

LI

——
ha
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AT TS B A ez &l conplamerto alasbraicos

HY
o
1]
3
[I:
o
i
w ~
o
N
i
=
it
o

claesginads por =1 menor determimantse de los
rotese gue eshta pussta en posicidrn brarspussha

y tiens la siguisnts propiedad ( la matriz adjunta

A = A T

e ezta iqdaldad s zigus, B =

cogno A es ro siradlar enborces, =e bi

jid
ik

P

1
AR = A = o B e A
A

A

La matriz azl cormgtruida tiliense tanbiern la propledad.

3

i

Laa matriz imverza sz uica, 51 esta exist

i

Folinomios  en una mnatriz.- Defivdremozs la poberecia

positiva de uma matriz cuacdrada, haciaendo,

A A ALA

o
A

cofaotor

datermimants de la matriz A,

elemertos

ik

~
iit



g viesta de la ley aszociativa, s evidernte de la defimicion
Re (R

de agqul ze sigue que las potermcias de wma mizma matriz  sol
commutativas.

Y por definicide temanos qus
{1
A = I

Una sxpresion de la fForma
i =1
v} f‘} + A A + " " . + A -I:

dotide % . & . L .. &, Zon rldneros conplaioz. es 1lamada wum
i 1 '

Falimomio e wuana mabriz & bien Mabriz Folinomial.  Esta

matriz poliromial pusde ser btomado, comno el resulbado de

patomar la variable v o oan oun polinomico alasberadoo.

=1
B v ) = oy + & ¥ L S T 1
o 1 I

Far la matriz A.

Ez idnportante  motar gue laz reglaz de opsracidn pars
Matyrices Polinomiales mo difieren de las  reglas e
cperacidr parg polinomics alasbraioo

4

Dado pd v ) = ¥ v ) & H{ vy )
wl vy ) o= ¥ vy )s(

arvboees pl A )

wl A ) = ¥{a )




Foster ze siguse de la commutabtividad de laz pobencias de  uma
t.

1.7.~ EL POLINOMIO CARACTERISTICC.

El teoremns de Cay Ley - HAMILTON. El poliromic mimnimo

L.a acueas .

g_l

1
<
e
b1

11 12 1k

& =) ~Y « “ w n & = I
2 22 21

« 4 w & = w % ®m % ®w w w 8w u a

=t & & ~ Y

! (Y Fit

da la acuacidrn caracteristica, & sirgular oe  la

il
1 miepbreo izquierdo de esta ecuacion. =1 cual puede =
orito en la forma abreviada (A -~ I ). recibe sl oebe e
i

T

E

-]
e polimomnis caracteriztico la furcide caracteriztica de la
matriz. Laz ecuacidnes caracterizticas son frecusnbensnte
aricortradas en matematicazs aplicadas.

El cécoulo directo de la funcidn  caracteriztica  prezenta
dificultades: téormicaz considerables.

Fioo ri-1 -
(~1) (y =-p ¥ - B Y e w B)

11

Si o ¥(y) = & - vl

H
—~
1
[y
~
>

2

':l
i

Y 1o coeficidntes restantes p oson las sumaz btomadaz con el
be—1 b
= 1A (~1) che  todoz los M s principales el



cleterminants de  la matriz A de orden K =2 decir, de 1oz
mencres involdcrados e la diagonal privcipal. E1 ndmero de
tales  merores @35 iaual al rumero de  conbinacidrms de o”
cosas bomadas de B oan B

1

Laz raices de la souasidm caracheri o 1Llamados Loz
Fmeros proplos ( de raices ) ¥ aristicas valores
Fropios.d eigen valores de la matriz A, del Dis=n conocido
teorens de Viets dardo la relacidn arbre 1

aoyacidrn v suwe coeficientes temaencos.

las raices de  wuna

it
o
if
o
+
[ 11]
+
L ]
+
11l

Y + Y + . e o« F Y
1 o 1 1 11 22 ity

La zantidad = & + & + . o . + llamada la traza

1 11 e i

a
i
w

ce la matriz A, v =e dercta com LreA.

Fara cualauier makrizs cuwadradsa la ziguieshe ] Eed doy
conpcicta come el beorema CAYLEY - HAMILTON, obteremoz  gue
21 ul{y) ez &l palivnomnio caracteriztico de la makriz A,

gRtotces RA) = O, aue 23 e un sertido gue la matriz sz una

ralr de sg o propis ecwuacidn caracteristica.

Fara probarlo conciderencs la mabriz B, la adjumba de  la

matriz A - vI, dado gue cada cofactor en el determicanhs

1 A - vl Z wh polirdmico en v de areado guwe o exceda -1,
g matriz adjunta pusde zer represertada como wn polirdmio

alasbraico, ocom ocoeficidéntes mabricialesz, @z decir. e la

forma.

-1
BE =R + B Y + . . . By
-1 -2 n

damde B s o« o« wsx B, monm ociertas matrices no deperdisntes
-1 0
diz oy



Frv 1o fusrte de la propiedad fundanestal de la matriz
sdjurmta termaenos

-1
(F + B v + . . . + By Yy (A - vI) = l A - YI‘ I
-1 -2 0
I i -1
= (=1) {y - p v -~ s = B2 )1
i 3]

meta acudacidn es equivalente al siztema de scuacidnes

- it 1
E Fa) = {~1) =
r1=1 It
i+l
B A -~ B = {~-1) m I
n-e ri—1 -1
rtl

s

>
t

m
i

{(~1) Pl

(n}
- R = (~1) I
1
multiplicands eztas ecuacidrnes por la derecha por T.A,A0..,
-1 [
A « A, respectivaments, v sumarde obtenencs  wuna  matriz
Fidla el el lado izaguisrdo voaen la derecha.
(] e '
{(-1) (-p I-p A= A - . . 1 AY = pa(A).

3] -1 T

Azi A = 0 la oial ez la gue =e quaria proDar.

La relacidrn  CAYLEY-HAMILTON muetra gue para  una matriz
cuadrada dada um polindmio existe, para la clal 22 una




raiz. Evidemtemente tal polindmio mo ez dnico =4 ¥(y),
timme tal propiliedad, tieme cualadier polimdmio divisible por
Zly) @l polimdmic de menor grads bemidndo la propiedad de
aue la mabriz A ez oun oero del policdmio, v e llamdos el
poliredmic minims de A,

il
4t

Evi =eauida e probard oue 2l polindmio caracteriztioo
divizgible por el policdmic miviime.

Searr o (yv) v (y)., &l coscidgnbe v orecididoc obbtemidoz a&l
dividir el polindmico caracteriztico ply) por &l polindmio
mirmimo F(y) s

BOy) = ¥(y) aly) + r{y),

El arado riy) ziends por supuesto merorr que 21 arado de
¥(y) ., =sustituysndo A por v e eshta scuacidn benEnos

r(A) pEA) - ¥(A) (@A) = 10

Az
aqui =& 5
o osErias el

Y.

1w
[T
—
0
3
it
e
+ U1

b

i A prusha que 2 oun oero Jdel o polivdmio r(y) de
iae  gue Hly) = 0 dado gue de ohro omodo ¥{v)
polimdmic mivino, comsecusmte memte ¥(y) divide

1.2 Matricez Ssmejartes. Decimoz que la mabtriz B, =z
saemejarnte a la matrdiz A zi exizte urna matriz © oo singulsar
tal

-1
guee B o= O [A1
l.ae matriz B =e puede obterer de la matriz A por uma
transformacion sameanbe,
L& transfarmacion SEMe Jarnza Tl @ tas siguienteas

propiedadas,

-1 -1 -1 -1

1.-C0 AC+LC AC+ ., o + 0 ADC=0(A+A+ . .+ A
1 2 i 1 2 i

eI ALD O AD, . LD AL = '<m

it




Er particular, -1 I “1
(0 AL = o A .

-1 -1

.- F(0 AC ) = 0 F(A) O, para cualauiser polirdmio £{y)

tima propiedad e sigue directamente oue
enejartes tisnen la misma fumcide minima.

Mostrarencss  aue las mnatrices samejantes biebe tamb i &

miems fursidn caracteristica.
=] i () (A

| E - yI ]

H
i
iy

i
=
o]
H]
D

AC - vz TG |

1.9~ Tranzformacidee
Fracuamtemsnte =25
operacidnes con matr

Elaensnta
TEr i

=
—
=
L=
=,
=

1] !Il

tar las simyierhes

2) .= Multiplicacidn de los elemenhos e alaunos remglones

T W T o TT (1 T=T o

B) .- Sumardo & los elementos de alaurn  rereglorn, Pameros
proporocidmales a los elemenios e aloon rernaldn siguiente.

B .- Sumardo & los elesmntos de alauen rerraldn Ranesros
proporocidnales a 1oz elemnsntos de aladun renaldn precedante.
Alauwrnas veoss 2=5has trane formacidnes puedern ser bechas an
lazs colunmaz. Las tramsformacidnes del Lipo  irndicado som
1lamadas tranformasidres elenertales de la matyr iz,
Cualauier  bransformacidn elamnanbal ode los  rermalorss 2%
ecquival et a  wra Fremultiplicacidn de  la mabriz
(Multiplicacidn  por la izguisrds ) por WR& mat iz F

simgular de wna Forma especial.




ot

La op

iz por

gracidn a =%
la matr

1.‘:..-

v 1

Sracidem B!

atri

oparacldre
HEA t.
maltiplica

gaivalente &

s equivalernte a

e premultiplicacicn de la

Lra premultiplicacidn por

@quyival et

La oparacidn B sse
icacide porr la

& uha prenultisl
matriz.

» B son ejecubadaz en laz  colummas
matr {mes @ lanamtalas &b las
de la matriz bajo laz transfornacidnes

=




—_ -
AN
4 L

Fora af

N
(=}

o o

Ei'jernpl 0% e S

|
|
[

Ey

i ]

[ SR

] tra

transfcrma:imna

E1

FeEEg ] tadn

2auivalaente & ]
matriz triamaong]

=

o

nl  nwe

&l emartos

¢

& ectlamdn lag DPEracidnes By laz co
Fectuarcde & .

FaCidemes o reralones,

O u]

i
iy

Y

2

I
b
b
=<
=
0]

Hoov W 4 \4 W

b b o

i
]
ai3

R
H
1
=<
P

14 Y W oy vy Y Wtz

& b & b [
4 V "y = Ay Nadvavd 243w

L4 VoW Ll Y W J

bajo Futro tendrenos T

lumnazs vy

“n

S de los tipoz & v R sabre matrjces,

e varigs transfurmacimnes ez
& premultiplicacién de la matky
8. oes decir, yng de la forma

B
-
hm

i

Fin J

deiagormles ¥ =/= 4, AME

14
n

triangular irFear idy ii

| L
T ———

[edw]

tipo ez

maty {z




110, - Descompozicidn ode matrices en el products de  dos
maktrices hriamaularas,

I
o
u
o+

cas briamrgularez, esto ez, matrices de la forma.

11 11 12 1ty

- 17 i il ey o Vi
“.&7.'1 --J;l‘._,l L] L] L} ‘' y - t‘f‘: = Ll L ':x:'_'
L] - - - - L] » L] " - » L] » Ll L] - - " L] L]

il 02 Fir FIti

3 § 1.
o o =/= 1, b =/=1
ii ii

El producto de dog mabtrices triangulares de la misma
@ebructura  nog  da obra vez una matriz  triscaulare de 1
mizsma forma, wma matriz o mo ziraular Lriaraular =T
imvertible facilmermte v 20 dnversas &z ode la mizna forma.

nom

Fik

o
i
l-!-
i
2]
IT;
3
ot
ul

Lo

1I-

sor o consiauiente de inberes,

mn
lﬂ

iau

TEOREMA. Una cordicidn para que las submabrice
de la matriz A segan mo sinadlares ez decir gus
representada como el producto de una mabed
Sipericr Yy Whna matbriz brisaeedlar inmferior,

5 resulhantes
> A pueda zer
=z Lriarmular

Demostreisidi 3

Teramoz por irduccidln e para o= 1 e obvio gue

{ & Y= (b ) (o )y v oure de los Factores pueds s
11 11 11

tomado arbreitariansrte,

lodegs para (0 omo~ 1 1 teorena ez verdadero, para  dna

)
maktriz de crden (o~ |

Alhora =& mostrard gQue  Rar& wuns nabr

iz de orden o 1a
particidt de la mabriz 6 =2 duma natriz b

rrolsacda

el




11 in o ini r 1
& - | A ” A 14
21 2= -1 . = -1
A= .
. ow " e o wa . v a
i
& - 1 & B . . . B &
il e 1l Fre T L SR a1
. J » J L Jd

Buzcamos e descomnposicidn & + OB de la matriz A

produc-to de dos matrices By C de las  formazs  cequeridas.
primero Topaedo sstéds mabrices particidnadas en 1
bordeadsa cono la de A oz

n

e ln] ik
For reala de multiplicacidn para matrices particidedas,

C 1 E Y (N i G Y
-1 -1 -1 m-1 -1

X = K o R wyteo b
it Fir -1 rir Bt

-1 -1 -1
Alwora baet, tales matricez trianaulares, y B a

Exizten por hipdtesis de incducoide.

Ademds la suposicidn de que | A | o =/= {1 =2 siguus que
-1




Alora biern =, v =om encantr“dmd par medio de las formalasz.
-1 -1

-1 h ri

Y corny estasz zon determinsdos de mparnera umica en termimog de
Wy v o aszi solo nos resta dm+Prminar 1oe e L amerrboes
diggorales o y b de la ecuacidn.

Fir i

o ] =& -y
il P [aln

sta Gltima ecuacidn musstra gue uno de loz elenentos
iaggorales pusde ser tomads arbitrariamente.

=i la dez-ompizicidén de la Matriz en 2l products de  dos
matrices triamgularezs. supsrior & infericor, sera unica =
clamoz valoresz & los elementos diagonalez de ume de  la
matrices triarmulares.

Ez conveniente considerar, ror sjanplo que

W o=

)]
.

b =1 ., comn i =1, o « o5 1
ii
art.orses

[ = & - nY
Fir (wla
e acuwerds cor la mabriz O serd dnicamsnte determinado.

1alle- Notacidn Matbricial para un Sistenmna de Ecuacidrss
Lirmales, concideresmos =] siztena de escuacidres limeals
cor B drmeognitas.

I~

(1) & N - L R -

i
o

& AR - LA S - = b

< w1 & 2 2onm 2
- » - - " L] - [ ] n L ] o L) - L] L] L] . L] L] » -
& # + & + + » " " + & = t‘

il 1 FE = Fire F 3




Whilizando la definicide de multiplicacidn de matrices, @l
sistena pusds =ar EECHILO como una simple ECWasidm e
rstacidm matricial,

i,

= - L

21 22 21 e &
- - L] - [ ] . L] " L] L] » - L]
& & " " » & B ':.'

il m2 i 'H 1
i B ] A

Soszimplanerte como Ax o= R

Domde A 22 la matriz de coeficientez del siztema, B I
columna de  tdrminos comstantes, v la  columna CLAY DS
elamertos som laz incdanitasz,
S1 la matri u |

=

2l =zizstema =z 1o zirmaular, obterasmnss  1a
zma (1) por premultiplicar (2) Eor
-1

>

y ezta wltina expresides
a de Cramer.

oy
w
Pt
m
o
o+
a
1
.
[
=
=
o
+
=
o
]
g
0

Dovde A =2 la matriz Aue 2e obbiens de A por sushtituir loz
i
slementos & de la i - dzi

ki

na columna por las comporentes

-

t' I:l 'Q I::l -
i




Reglmente la scuacidn matricial.

-1 1
= A ko= - Bh
| A

ss souivalente a las el 8Tl dres .

A b + A B 4+ . o« « A b
1i 1 210@ M1 M

i A coy i=l. . 0 1

Pado qus los A zon los cefactores de los elementos & o
ki ki

e 2l determninante de la matriz

Tetamoz obviansste .

>

A t‘ + A t' + . o « F A l:‘ = I A i

1i 1 =i Fiioor i

r\-‘

y cor esho quada probada muestra Erpmsicldr,

1.17. - Ezpacic Vectorial rr-edimarsidnal.
L punbo B de ézh popacio @5 un arreglo i
- i

& FAE T DE
reales en un orden defimido.

i

by

1,0

wome también 1lamado veotor pedimersional vy log maneros

o S S - =L B -t comporentes del veohor v ono&s la
1 Z t

dimeriziden del sspacic.

[rog vichoras sl iauales  =zolo =i AR compotientes

correspondientes Son lauales.

Las operacidnes fundanentales con vactores estédn  definidas

o ocohiracidr.

-
1
-
K
<
<

o i :7':: = ( - » A " » " PR ) Y k
1 2 " 1 & ]

Gop oz vestores p-dimensidnales yoa as un e come le go
arbritaric entonces Leremas por chafirmioide.




arh = ( ax
1
La =uma de

cormubativa

+ Y

[
4

%
)

( Y o) o+
Ery &1 =sspa
clefimido de

ih

o= ¢ H ¥
e Y )
Hyo= o

e (M 4 Y
o= (W oa Y
Er rezumern
oo que sigue
Tambidgrn =1
arviba, =%

cdimanzidral,

raales,

Y o m b Y a e e woaoM Yy )
i = 2 I I
¥ s w e w3 @)
= Fi

vectores sagtiface las leyes aszociaktiva v
Y + =
Z2= oo+ LY + Z)
cio m-dimensidnal, =21 producto escalar  ssté

acardo o

H

Y= oa |

( =am

1o desig
SERACID

LI 2o Wom D =
2 dessir

la fermala.

i g}

Y
ke

propiedades.

. o 1,0
=2

0,

22 llamada la lomgitud del vector., am
FIE DS o 1, .

Fr-cdimens i comEleio,  dntroolacideo
are considersar el aspacio real -
agrrealos de vechoreszs con comporsmbes




Erm el ezgpacio real, 2] producto escalar es igual & la  suma
de loz productos de laz conporettes correspordierbes de Loz

vashoras,

La lowasitucd de o vecotor ez igual & la radz cuadrads de  la
suma e log cuadrados d 5 comporEntes, A e
terdramos gue brabadar con 2] espacico real n-dimensidnal,
mismtras gue 2] sspacio conplejo 2ol 29 alaunas oc&Eslorsms

e el ere,
113~ Deperdercia Lieal.
Ly vackor ¥ o 8 o+ o w4+, . . b o w0, dasipos gque es

11

Wima cambiimaciden limeal de loz vectores Hoa H e w w ow D

k3
[ ]
=
=

Ez  facil ver  ague 21 los vectores Y » o« 0 Y s BON
combdnacidres lineales de los vechorss o, . . e B,
1 m
codalauier  comnbimaside limeal p Y + . . o B Y sord tamnbkism
11 ok
<

Mo ] M " - ] M

e comnbiracidn de los vector

m

3

Lo

\V-Td ATl =Y

14

e oioe ogue 250K

i
4
£
.
=
-

1 o m

lLirealmzrte dependientez, i1 exizten conshantes o , o o,

ul

rig bodas cera, bales gue la scuaoddr

11 N mm

za cumple. Sin embaras, i

i ezbta eoyacidrn ze  cunple  solo
cuards todaz las  comstantes o

cooson iouwales & cero los
i
veishares W s F e e e owom o ®E dice gue  son linealnerhe
1 by mn
irmdeperdisnhes.
i los veohoresz X . . . « 0 zon limealnente dependienbes,

1 ]
e gl meros umo de ellos sard una combinacidn Lirsal




ik

mplo, = =/ 0 , sncoebranmos de (5)
mn

For ej

i

1.14.~ Baszes.

L sistemna de vechores lingalmenbe indeperdisnte comstituys
s base para un espacico i o cualauier vechor del sspacio es
Wia combimacidn linsal de loz vectores del sistena.

U gjenelo de una base, ez @l coejunto de vectores,

P

i
1!

.

e

s

.

4

-

s

: 3

.

~

(k4]
n
—
i
—

«
»
]

e o= (0, 0, . . « 1)
1

obvico que para cualquier vector M = (=2 , ¥ . & W ®)
s e 1 = i

ul

Y &
farizm

Y a asta expreszidn la llamaramoz, la bose micial del
espacio G baze carndhica. Y dicha bhasze mo e la uamic
posible, simg to la contrario. El mdmero de veohores que
forma wha base o depende de la seleccidm de la misma. &
prgeba oe esto ez, Sean Y . . W . Y & &

o

-
%
JE3
nl
)

V & s e s ow & s dos
1 b 1 m

kn

l.

o

ses, odorede ko om.
z vaectorez Y ., o .« ¥ . 2o combinacide de los Lireesal

1 b

el s vos o - o -
e 2 . w ow o B It-l..ll’ll..t:t'-'_-} Y LI T R | Y s SO

1 n 1 b

vEchore

1l
1]

cle 1o




1irmemalnente depgrdientes, lo cual comtradice la defirmicidn
cle base, dado gue kB o= om.
Adicicnalnznte, dado aue la baze inicial esta constituida
por 1 ovectores, cualauiar obra baze consistird tambddn de
vactoresz, El minmaro de  vectores 9ue forna una base,
coimcide oo la dimensidn odel sspacio.
Sex U, o « WU 4 1oz vectorezs guse formeas una baze  para
1 i

& ] eEpacio. Cualauier vechtor W =zerd erhorTes LAFIE
l:'Z*I"ltiif'lE(':i'f'Fl li!‘lt’i‘al 'j":'l U " " = " » U H

i I

w=asld o+ = 0+ . . .+ 8 U R
11 = IR
Los cosficientes en esha expresidh umicamsette definse  al
vector W, FEr®
O - R - L T - ¥
1 1 YRR 1 1 I
wpEborems (2 - & )l L T - w gz o= 0
1 1 1 i ] Iy
v ool tarto
oo~ = = o, 4 o oe U~ =
1 1 ] o]
Evi vizsta de la irdepandencia lireal de los vectorass U ...l
1 i
los cosficiemtes = . .. B , gan llamados las coordenadas
i i
el vestor W ocom Fespects & la baze U o 0 0 o U o Notese
1 1
aue las  conporsnbes de o vechtor ox . L . . H son las
1 i1

cocrdernadas dal vector W oocon raspecto & la besze imdcial.




1.15.- Sistenaz Ortocaocrmales ode Vechores,

Loz wvectoresz digtintosz de cero de un szpacio ze  odice que
o artoaonales zi 20 products ezcalar es daual a Cero. e
wistema de vectores se dice que e crbtogonal i cualauisra
oz vaskores zon ortogonales mutuanerte. Al referirmos & un

sizsbensa ortogonal . debenos azunic gue todos los vecotorss ds
eghe sizstemna =on diferenbes de cero.

Teoramns, - Loz vectores gue formarn un siztema arbogonal som
lirgalments independiesntes.
Teorama.~- Sear ., « « - & o lirealmerte  indeperdisstes.
1 )
L =siztemna ortoaonal de vectores ¥, . 08 puede ser
1 (!

vz relacichads o @] cormjurte original

ui
in
1]

comstruido =1 ezt
(1=

por laz relaci

G

[a]
-
==

o

Hto= oW o+ oo + . . .t -
b b 1 b bi—1 k-1

La prusbha ze realiza por induccidm
=

[z marsra gue =2 pueds pasar de oualauier sistenma ortogonal
il vartores al =ziztemna i borar mal corraespordl ente,
dividiendo cada vechtor por s lomgitad (o noroa )

El procezo descrito permibte uma gran elasticidad sm la
leccidr de una base orbtonormal. de una 22 puscs pasar e
Cualauisr baze  a whe ortooormnsal o por oborgonalizacidn oy
Frormal izacide.,

Bl procdacts eszcalar de  dos ovechorss = may  faci
sxpresar & berminos de laE coordesnadas de esos ves

oot respects a cdalguier base orborormnal, 51 opara Wo.. 0 U

1 i

1l

i base crhommrnal, v




o= 4, ., . .+ E L, Y =nl+ ., . + 0 I

i Iy 1 I
b¥ (=, nlt) = ¢ Den (tU) =58 =n
=] iod ia i=1  3=1 1 j i i= i

D
G
-

Foitms de

cal quier
E@rmites Jde
e

ramire de

la  expresidm del products escalar @n b
ctores  ( de sus coordenadaz ) ocon respecho @

crtormcrmal coincide con 20 o axpreszidn s b
comporetvtes de loz vectores, =22 decir. en b

coordenadas corn respacto & la baze inicial.

YK

= - 3

B mogm
[CIRGERT
hd

m

116, - Tramsfornacidr de Coordenadasz.

Veamnos abora el camnbico en las coordemadas de ol vechbor que

acamprama wn ocanbilo de baze.

SEEN B . B o, . . .02 . ¥ 2 5, o&'. . . &' dos bazes, y sean
1 2 i 1 2 0]
22 g e +a o oe ot . . ta &

=] = g5 & +a 2 + ., . .+t @ @

= 121 NI FE
L] L] L] " L] L) n L] " » L] L] L} a - [ ] n [ ] a
&' o= oa e o+ a e t, . . ta e

I ln 1 S I I 1

La trelacidrn oo la bransforpacidn de cocrdenadas &m0 la
matriz A, donde las colunmas zon las coordenadas de 1os
vachores &'.e'y W . &', con respecto & la baze & .8 ... & o

e oo

e cecir la matriz.

i

A




a & s s a &

21 o 2t

Q = n " o " ] " L] L) L] L] [ ]
& & . . . &

Dorde  la math

Fiz A ez oo singular, Fara gue henas inverss,
por medio de la cual

los veotores &, & 4 « o &, 0N
1 = 1
axpresacdas en béErminos de loz vectores a',e', o . . &b,

Alotra deEslghianos Por H 23 . . o« oW 0 . 1&g coordenadas

1z 1
el vechor ¥ con respeacho & la base & ,2 , « « « & Y pOr
i 2 3]
Poam!' . e e e omt , sus coordenadaz con respechta a la baze

.
- b3 o
=

; Yoy Determnirnemncs la relacidn de dependencia entres
1 2 n

las coordenadas anteriores vy lazs rueveas., Donde por la

indeperdeteia linesl]l de los vectoresz & & . & . B8 3

1 2 ¥

i
frl
i

SO L T A S -
= 21 1 28 2 2
" L " L] L t ] " L] " » L] - L] - L] L] -] = 1 ]

£ 1l 1 RIS IRy 1

Y ezha ecwacidn pusde ser escrita 2n la forma.
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dorde

1
P
1
d

s w
= 2 v P 2
- -
" L
L] L]
w !

] Il
L L]
Son las  coordenadas de las caolumb
respecto a las bazes

respectivamnente, 1 = I i 2 ]

= del, wvactor ©  con

&
L= PR k] L] . K2 y ! pE‘ Fl " ] 5]

1.17.~ Subespacios,

L subespacic de un espacio vectorial ez oun subocor junto que
satizsface dos condiciones.

).~ 91 zumamos  dos vectores cualesguisera x o2y del
Bolo 2 SUMER Hty peFnashecs en el subespacio.

ii).~ S1 multiplicamos cualguisr vector = del  subsspacic
Eor cdalaguisr escalar o, &1 maltiplo ox permnansce e el
sk spas i,

Er otras pralabr

o
=

a%, W subespacico ez wn conjunto U certado M
Bajoe la zuna v la multiplicacidrn por  un zecalarsy  =szstas
gperaciones nos nantisensn dentro del espacic, zin 2 BE IO .
No gs mecesarico verif las ooho propliedades deld SEECLO

i
Vectorial va qause eshas zatizfacarn an el szpacio mayor vy
por ede 2o satisfacen en cualauier subespacico. Mibesze gue
@ particular el vector cero pertersce a cada subespacio
Gdebido & la propisedad 11) 3 bashta elegir 2]l escalar o = [

o

et
=
=
(]

-

1.18. -~ Ramao de uana Matriz,
Dado gue una base de wun espas
vacbores con doz propiledades

io vectorial sz oun conjunto de
simdltarmas

1.~ Es lireslinsente incdependisnts




Entorncez  dos bases cualesguiera de un espacico vectorial W
contismen el mizms pdamers de vechores,  Ezte AR,
compartido por todaz las bazes, vy Aue espresa el nomero de
"oarados Jde libertad M odel szpacic, ze llamna Cdinemside de

Ve

Alora bien, suponganos Jus racducimnos la matriz A de m o= N,
madiamte operacidres elanmentales e intercambio ode filaz a
LAFI& matbriz ftrianadlar szcalonada. Habir & arrhorses
elemnamtos dizstinbos de ceros las dltimaz m-r Filaz ode  la
matriz ezcalomada son cero. Entornces habréa v variables
Ldzicas v M-t variablez librez, correspondientsz a  las
colummas  de la matriz ezcalonda,. El ezspacico rmalo formado
por laz zolucidres de Ax = 0 kiene las m-r variables libres
comg paranstros independientezs,

o
o

Si 0m o= r. o hay variables libres v o2l ezpacico Palo sé6lo

cont leree ax o= 0.

Exigter solucidnes para cada lado derecho b osi v solo =1

FooE om oot este roamero de pivotes la matriz escalorads o
tiwe filas iguales & cero y puede rezolverse  mnedianbe
sustitucidr  regaresiva. BEn el cazo de gque + F omy, la  mabiriz
@eca lorada terdrd n-r filaz igualezs & cero v habrd  m-r

i
o
]
i
X
5
[l
Hi

restricciomes para bode modo gque Ax Fesolver.
Si oemmizte uma solucidn partdicoular, entonces bodas laz dends
zoluwsiores difieren de la particular en wn vechor  del
wepacico ralo de A

Er otraz palabraz el rargo de una matriz es un pamero ¥ o tal
ague ertre 1oz merores de la mabriz exishe un nenor disticnko
e cero de orden v, pero bodos log merores de orden o+l 0y
méz arandse sor lgdales a cera,

Y ez valido &1 siguiente teorema importante,

Tacrama 3

El mudametro maxine de renglomes limealnamte indeperdientes de
e matriz.  como hambiérn el mdmero mdsino de columnas
limsmalments  independientez, coinciden con @l radoo de  wna
matriz.

3
i



1L.1%. - Tarsfornacicones Lirealss

Azociarencs: a cada vecbor & de um espacico un cierbo vechor
Y ozl mismo espacico. Tal asociacidrn la  Llamaremos wna
travsfornacidln del ezpacia. Designaremos el rezulbads de la
aplicacidn de transformacidrn A &l vechor # por AKX,

Y llamatremncos la trasnformacide A lireal =zi

o= B (v ) = vAx para cualoguier mamero complejo v og

Y. A (K oM ) = AR+ BE .

o
1]

Aklora definilrenas 5 s acldres cobta 1

la
transformnacidnes lineales.

El producta de las tranzformaciones lireales A vy B, AR = ©
sard RILT-N trars formacidn cornghituida =Rl las
tranzfornaciones By A por Lurnos, prlmwr- e completard la
tramzformnacidn By entornces ze llevard a cabo A,

H

El [ =X gltwln (W Lo ] (=] trans formaciones lireales & LIMIE
transformacidery lireal.

=2z A vy B zerd uma
1 vectur wocon el vechor
mi una transformacide

La suma de transformnacion
tramsformacidn © la cual a
Ax + B, v la suma de estas
lireal.

.
un
=
2

cidn de une Transtormacidn Lineal por una Matriz.
aidfurmarlun lirmeal.

]
L B —e——i K

]
efrtorices existe  Wn veckor A en ko, tal aue L o= L y  BE
cdacir tal gue para todo B otemenos. A

Seatr E ., « « v  E , loz vectorss umitarios an K.

T

R



i3
$d.

H

T
&+
-
m

2z cualguisr vechtor,

LE )

i
-
-~

Si hacenmos: a = LE )
i i
vaemos e L{®) = x & + ., . .t x® o a = HA
i 1 Moon
D mocdo gue las conporembes de A& son, presizamenhte los
valores 3 LE )Yi o« « 2a L{E )y donde E . donde 15 1...1
ol i i

uritarios de K.
ety téarmiros de la

}

s veohor e

& [ -

11 in
1 . 1 .
L(E ) = . s ¢ aes L(E ) = .
& &

mi 1

For tarmbo.

L) = = (& & + .0 + a8 &) + ... + = {a =

B oconsecusnci s

L(E) = AW

1
~Nd

antorses

c o UMnE «



Dazarrol lardo comeletamernts, dsta sxpresidn tiene 1a
ziguiente formna.

. . (' . r ' ) B
a - | 4 & O - ]
11 1 1 11 1 in
B o e ow s & R & O - )
mi T 1 J mi 1 Mmoo 1
I I L i J

Azt L ez la aplicacidrn limeal azociada oot la matriz A

Tambidén degigrnamnos & A cono la triz azociada & la
trarvisformasidn  lirmeal L, v z2e zabe gque esta natriz sshi
determninada de manera Grics.
1.200 - El Ranao de Uma Tramformacids Linsal.
Sea A una cisrta trarmsformaciden linesl, =21 conjumto de
vectoras AH constituird obviamernte urn subespacio,. =1 cual
- -

La dimzmsidn de esta ezpacio ze dice gue ez el trarmac de la
tramzfornacidam A, '

Mostraremas  abora  gue el rango de una transformacidn es
igual &l ramao de la matriz o Fespondierte & el
tramsfornacidn en cualauier basse, & & 5 o « .0 B .

2 1

[y

Chviamerte =1 subespacio AR esztd  corstituldo por los
vechoras t

Az A2 , « « « « Az, 2z decitr, la dinmenzidn de AR ez

imual al rarmao de la matriz ocuyas columbaz eshéan oompueshas

da las coordenadaz de loz vectores Ae LAz o « « « Az , asto
1 = )

EE el tramace  de  la  matriz cortresporndient e & la

tramsformacidr.

i




[ado que  la dimemzidn de un subespacico no depende de  1a
@laccidry de la baze, e zigue que los ranaozs ode matrices
zemajantas zon lavales.

1.21.- Loz Veocterss Praopios de wma Transformacide Limesl.

agoteristioo, i

For i viertor  propio viechor car
al & por medio de un

@lgervector) Jde uma tramsformacidn 1ines
vachor o diferents de oere bal que.

PR Y RN

Diogyde v =8 ulm mumsr oo
El  rmgmero v es llamads 2] rdmero propio ( valor progio, &
migervalor) de la tramsformacice.

ez valorses propios y vectores propios ode la bransformacidn

puadern =2 determinacdos de la ziguiente manera. Sea A la

transformacidn  relaciomada com la mabriz A = (& Y o
ik

Fespecto & alauns basze:; zea M o2l vechtor  propic e
coorderiadas, oo respecto 8 @sha base o s . 0 ws o

i ]
Egte zistema de scuacidres Bomogdmed S0 % ae o000 oas 0 s

1 I
ndrd una sclucidn diferents de cerao e el cass

o
it

& B - Y &
21 Y iy
=
- » L] 1 " L] L] " L ] " - " L] - [ ] L L] - L ]
& & a - %

decir,
matriz.
i loz =ziguiernts ez vélido.

iy &z un cero del polinomnio caracteriztico e

=~ T
w ooy
ol

o

)

T




TECOREMA.

Log valores propics de una transformacidn coinciden com las
ceros del polimomnico caracterizthicn de una mabriz que  esti
relaciomads con dzta transformacidn con respecho & wuma base
arbitraria.

Ejemelo.
Conslderemncs la tramsformacisn limeal con la mahviz,.

PR
o

Ertoroes
cloble o
El =i

is
clel veo

28 URE Fais

<
s
Hi]
e
-
i1
2

= A-xyl | = Y o~ 3)
2zl polinomio caracheristi
temna de ecuaciones para o las coordenadas
tor propio de la transformacids A, serd @

o
U
i

3

Joud o

T

-

it

Donde 0 . v azi todos loz vectores propios de la

-
a

trarmsfornssidr en cuestiorn zerdn (o< o, 00) = o (L, 0 ).,

1 1

Fropisdades de los valores proplos v los vectores propios
1,.

1)e- e matriz v =4 btranspusesta Liensd Pl inomioz

caracherizhicos idaembicos.

2Ye= Fara  uma matriz real simebrica, laz propiedades de
crtogonalidad sorn simples aracias al becho de  gue

=
=3

todos 2Us valores propios son reales.,
A~ Lios veohoras propios gue perbernecst & valores  propios
diztintos zon ortogorales, v Viceverza.

A0



Nl
u.d_h.n

- Valares Fropioz de una Forma  Cusdréabtica

Dafimida.

L palimomio bBomogdnes de seaurndo grado en varias
o, o ow o oax @ 1lamade ura forma cuadrédtica. Con

1 I

soalamaetse agquellos com coeficiemtes reales. Cualagu
cuadrdtica pueds sar escita Como.
]
Wl o3 s w wa ¥ ) = 5 & AT
& ) i, k=1 ik i k
Diorde & =

il

e

st

Ima forma cuadrética ze dice gue es positiva
s valares son poezitivos para odalauisr valor
Mo Lodos son cera simndl bansanente

dianornales o
=ET

coeficientaes
itivoz,

E
P

avidents gque los
eitiva definida zom pos

=
-t

& =@l 0 . . . o & = @00, 1. . .
11 22
& = i Dy v v wa 1)
Fit
Lepotads por B el vector com comporentes G . .

1

podemnos escribir  wna forma cuadrdtica como (AF L
gigmdo la matriz de loz coeficiertes de la
matriz 2z zimetrica por la defimicidrn. Los valores

e la matriz =on llamados los valores propios de

L&

forma.

<
o
m
[y
—
iy

o ow

U’l
=
3
=
i
Tt

ier  forma

firmida

1

in

ne

-

il

Forma
A

) AR

) a
"

[N
D]

). A
Ezta
Pt 1 fa§A

la  faorma

cuadrdtica Evri vizgta de laz resultados  artericorez. hodos
log valores propicoz de uma Forma odadrdtica son reales. Y.
=i wuma forma oudadrdatica ez positiva defimida, suz valores

propiong sonm positivos.

1a.23%, - Loz Valores Fropios v Vecthores Fropios de Matrices
ﬁemajan+ez.

Mamoe astablecide previamente, gue laz nabrices semnejantes

tisren polimamicos caracharizhioong iderbicos, Y

41



corsecenbanente  identico
cemziggiente log vecotares
o las colummas de las o

e la  tramsformacide b

Fases diferentes. v asi e

~1

i

i}
i
=

o

popectro de valores propios. For
propios de  mabrices  semejantes
Ardemadas de los vectores propilos
o consideracidn. con respecho &

e relaciomados por la relacion

! = I s, dorde O sz la mabriz de tirams formasiden o

ot denadas.
Foprmalmarteas o

o

i A o= oy,

E=zta oircun

)
tarcia pueds @t vl ficada

1.24,- o= Valores Fropios de un Polinomico &n uné Matriz.

Cama A ura matriz ocon valores propioE Y . o« o« oea ¥V

Emtorces, loz valores propios de 1

BCY DBy Daw » oy BEY D
1 iy i)

Feto eshd s
ot digtimte { todos ).

raducida &
sarme jahe.,

e aouerds & ¢ BA) = O

" r
Fapo B Y 20 o wn ¥ ) F
1 i

kN
]

LEE
1 i
m
va & xo el polimomic dado.
mn
a mabriz p (A) serdn @

tablecids para una natriz cuyos valores proplos

Faalmemts, tal mabriz pusde ser

a  forma disgonal por WRE@ e ans formac i

HOY Dapdy Jdae w o« BiY )
1 2 Mo

"t



1oocual = gsigue del bechs de aue,

1 i 1‘ i

rp(v I T G T 1 & S

1 2 rnod
, , o . T
Azi la matriz p(A) ez similar & la mabtriz ply Jawe, #ly )

1

y de acusrdo a zus valores propios sonm B0y (Y Daewapi{y )

i 2
L= ":".!l'j
verdadasra para cualquier matriz.

b
Neokeze s particular gue los valores de la matriz A

Ezte resultads

it
0

o 25~ la Nermalizacidn oe loz Vectores Fropiocz  de
Matriz. Ssqgurdo Al B =] lu =] Relacidhes
Chrtoaomal idad.

trod

1

WiN&

e

Seg A ura matriz real Cuvoz valorss PrORPIOE Y s o« oY S0
1 I
distintos, v S@ER F .« « . oo los vechorss  proplios

corraespondientes 6 ellos.



Coeme sabencz, la matriz tramspuesta A, tiense  loz misnos
vachores propios. Sean = 2 0 o« .. & . 1oz veckoreszs

1 1
propios de la mabriz A, v o2u erdneracién elegida tal gqus
Wy oom zorresponden &l conjugado conplejo de valores
i i
propiog, v o por consiguiente, 2 sigue  la relacide de
artogonalidad
(= o B) =0 para i =/= j
i J
Mozt rarenoz abora aue habiends elasgido B, o 0 o, #®' de
1 1
cualguier marmsra ( eshén  determinados pEeo, RFEFE LA
maltiplicador rumérico ), podemoz nornalizer Loz vectores
Woa e ow e A . kal gue () o) =1
1 i i

[y

Demostracidr.
SEar Mo s o« o«a A linEalmente indeperdisntez.

1 (]

resolviends =Y . em terminos de estd base

i

Formarndo el producto escalar ( =<' ., #' ), ocbhitenanos

(W', W'Y = p (&', B )+ e bop (B, M) L.t o (B K
i i i 1 i i i reood i

e aqguid corcluimos gue @
Wt oM ) moao=/= 0, para (&' , =o' ) > W
1 i i i i

Teomarnds e lugar  de  log vecotores W . . . ex . los
vaohoaras 1 ki
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/o W 2 v W e 1/ M, llaganos & la mornal izacidn regquericda
11 SN ‘

(M L 1/ K =1/ s (W LK) =
i i i i i

1.26.- La forma Cardrmica de Jordan.

Hemoz  vizsto gue 21 ure mabriz biene m valorez propiozs,
puecde trasladarze a zu formpa dizgaconmal por bransformaciones

semnejartes,

Dada la prezencia de raices multiples, 2itn enbargo,  no
zienpre la transformacidn pueds  zer posible. Asi &l
Eroblema de reducir uma matriz a una forma tan sinmpls coms

zaa pozible por omedio o owma bransformacidn zemne jante

frecha.

El probklena =23 aeguivalente al e;contrar ung bass con
respacto a la cual la  tramsformacids lineal  relacionacd

a
o la matriz dada taviera urna matrdiz de  la forma mas
zimple v esta Altimo ez la Forme camdmica de Jordar.

it

Dmitiremos la demostracidsn v oz concrebharamnas & 1
desctripcidn de ésta forma candmica.

clazica ) candnica es una matriz cuasi-diagonal

La forma (
conpuesta de Rloguses candnicos.



Y 0 u P o

i Y {1 N 1

X U 0 T 1

4}

Y &z posible gue el mizmno valcr v aparezca& en varios
bl ooues cardriioos. i

Taodoz los valores v figurarn en lozs diferenmtes del hlogues,

1

moan 1oz valores propios de la mabriz cardnica, v la
mudltiplicidad, de un valor praopio g2 ioual & la suma ode los
orderez de los blogues en &l cual  Figura comno elanesbo
ciagonal.
CrEbA I &
catracteristi

1]

la caracteristica polinomial de  la mabrdis
igaual =zl pEroducto cle loz podiricmiosg
de lozs blogues por separaco, cada  wmo e

= I>
0we
<

il

u

mllos ez doual a (v - v ) i donde v ez el valor propdo

R
Y




2z =] orden de la i-dsinma caja & Blogue.
i

La determinacidrn de los bloagues de Jordan para una mabriz
dada A prezerba ciertas dificuwltades., La caracteriztic
mi
poliromial ™ ¢y - v ) colncide con la caracteristica
i
Fosliromial  de  la matriz original, v o oconzecuerntemnente as
pozible sencontrarla =ip conooser la mabriz candnica en 214
misma. Fero 2l comocimiente de la carateriztica poliromnial
e hacse pogibkle la deterninacidn conmplets Jde la foroa
cardriica para un valor progic v de multiplicidae
i
b esztoz pusden corresponder & varicozs blogues de Jordan
i .

comteniendn este valor  como oun e2lemento  diagonal, Y

5 ol amnente la =uma dea AR dirdernes,
P 2l orden de cada Bloaue el particoualr. S10 la forma
cardriica  debe er determinada. 21 conocimignto de los "
divizores slamnentales Y de la matriz debe Lensrzse.
Dezignanos por Do(y) el cond divizsor nds arande de todos

comsiderandolos

13

4l

las memores dal
Erv particular., D
]

-dzims arden del determinante A - vl ].
(v

v) codncide cor la caracteristhica

polinomial.

Fueds ser probado gque ftodoe D (yv), come [0 (yv), son conunes
i 1

imilares, vy pusde demncstrarse gus

[0}

@ la clase de matrice
I (v) divide a I
i~1 i

< W

Hewviaments ]




Se Sique gue D (y)

s 2l polimomico mimimn de la matriz

Rezsolviendos E (yv) ern factores limeales, entonces
1

ul

m

E  (v) (v - v ) i]

i
=

AUl s derota el valor de valores propicos distinkos

n
w
'n
ing
<
=
En
A
=
B
in
=
&+
-
g
o
[x]
w
1\
X
2]
Tt
i
=
ot
hE
HH

alaunos

0
0
—
a
=
i
=
i

mn

Dotz icderaencss la matriz que transforma une matriz A dada  =m
e Fforma candmica. Entonces las columnas de  la  nahbris
tratizformada =eramn las camponentes de loz vecotores e s2sas

- b G

bazes e términos de 1o cual la btransformacidmn ern ouesh
me oescribe como una matrizr cardrioa.



Esta

Droticde

/N =

Y el

Ertorces
véalidaz.

matriz

/\

o dery de /\

las =iguientes formulas

cardnica bisre

/N

2
/N
l:l L]
Y .
e
i .

la forma

+
J
qom o5 Sean
-
(=)
I la baszs

correspondlente,

trrams fornacidn zom




P
Ly
[}
-
-
-+
i

& base candmica son 1o

i3

Veagmozs  gus entre logs vectores

res propios de la matriz o M et Black.  Pusdcs
sar probado o oo bodos astos vashores [nd w5 W ul-]
lirealmentse irndependientes de la matriz dada, zon iouales
al  ramercs de blocks candnicos en 2u forma  candpniica. En
particular, =1 rmuamero de  vectores propioz liseslnssebe
irmdeperndisntes corresponden & wn valor proplo gque ez iausl
al mmero de blocks cardmicoz que contisnern este Pamero. No
= e mayor meltiplicidad gue &1 valor propio. v ez igual &
szta multiplicidad en cazo., v zolo en caso de gue, todos
los B loquesz comtergarn &1 valor propio dado v osear de order
1, SE decir, Ut W =1 T I laz divisores alemnentalas
correzspondientes zean linsalss.

h
=
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FROBLEMAS I CAL WL D

It E L

AL EEBRA LINEAL



FROBLEMAS DE CALCULO DE ALGEERA LINEAL

Loz problemas de calculo més comunes del Alaebra Lineal zon
loe comcermientes a laz matrices de dneros resles.

Eete capitulc noz llevard unos pasos néds e la resolucidn
e astos problemnas vy o2 bratan los principalss problemnas v
loe méz anbiaucs del tema Ax = by Ax = ye, =if  anbaroo
podencs decir que cada uno de 2llos ba zido corsiderado por
la rusve asneracidn de matemdticozs, v los dividimos e
SIS S IPOE .

D)e= Saa A una mabriz de muaneros rea
molumhazs, 25 decir wuma matriz cuach
veohor o lamng e o renlbne E£1 okl ema L= R
frecusttanznte =2 prezerta en lazs ecuacidrnes linmeales  as
arcortrar W vechor columpa Yox Y ode ol renglunes, tal ouee,

les con o orermlores vy R
ada ode oo m. Yy bBooum

For reala gen al e SUPorE ague A es una mabriz o singular
prgzshon e, clo =21 esto cunple enbonces aexisthe wna
solucidr wnic rar toda be En caso contrario, es decir =i
A =% UN& matrlz sipaular, srtorces =2 bercra wna infinidad
ce zolwoidmes para b,

Yy~ Mre problema tradiciomal . si teremcs uams matriz de

FameEros Feales, conom renglores y o mocolunnas oes encontrar

la matriz inverza., esto 22 A, v la condicidn para qus

metd exizha sz gque sy determinante zsea distinto de cero.

A) .- El tercer problema opue s oencuenbra oon Frecusncia, 25

e =4 A ez una mabriz de n orerglonss v colunnas de

Fmeros reales, la cual ez simdbtrica, esto 2z gue cunmpla gus
T

= 12 Zu bramepuesta, es dicir, =1 A = A,

aa cuadrada = 1aual a
1 mimdhrica.

i

Ejemplos - . .

T
A = i 1 1 arborioes, A = 1 1 1

i
]
m




T ,
Y » A= A L, por lo tamto A 2 uma matriz sindgtrica.

T T
ade que A4 = A = (& )

= (a ) .
iJ Ji

Aqui el problemna conziste en ﬁncantrar alaurn de todos

( MEZeE& FldeH+“ Feal ) los sigen valorez de AL Recordacdo
e un o elgen valor de A ez oun numero vy para el cual  exizte
un vector columnma ve tal aue

ot

£i  wn vector ( colummnma ) v =g lLlamado eigen vechbor de A
cor s ol i et BOY., v con frecusncia =] Eirrob lemna

computacional ercierra el encontrar wm v correspondiente &
mddd eigern valor computado, Exister o igen veohores
crtomormnales de A donde uro corresponcde a2 cada sigern valor
e A

H

§

4). - Sea A urma matriz Po sindgbrica de n rerglonszs vy R
calunmas  de mdneros reales, Obro probdema bBracdicional  del
Alaszbra Lineal. == de ercontrar alauno de todos sus el aen
valorez vy angﬂ viaoes Lanbhign suw o ailgen  vecohor colunta
correspondiente. R cordarnds gque un 2igen vector renaldn

&
corresponde & v Y Wn vechor rengldn de mocolumnmas ve ez tal
AU 5

Cuarda A& es mo-s2imétrica el problema =< complica de  muchas
matiaras:

FRIMERO.~ Algurnos de los  eigern valores de A solm Cor
Freacusrsia muaneros conplajos.,

SEGUNDD. - Pusde zer  gue #o 22a un @igen vechor  de
cexlumhas livealmnarts indspendientes, v aestoz,Bo som por 1o
aereral ortoaorales. Realmerte sz probable gue se @ guar
& dapernderszia lireal, v 1o mizmo =2 ktiens para los silasm

la
vactoraes raergldr,

TERZERD . - Si wm eiasn valor v = una raiz de multiplicidad
o> 1 dde la ecuacidn caracteristica ek (A - v L Y = 11,



artorces puede sxizstir en cualauier parte de 1 a kb, de la
coolumna licealnente indeperdiente de los  lngen -vecohorss
correspondientes &0 Y. ( S1 A fuera =simébrica,. habris

-

siemere wn k) i el mdamero ss meror Jque b, corraespordde &
Wi A méas blocks mo disagomales en la  forma  candnica oe
Jordan de A, ez dscir.

! J

Diopde en la diagonal erincieal =ze encuwentra v

<

mette bajo la diagsonal (e la subdisgcnal ) esté&n
oz elemerhos 1oz cuales son todoz la unidad:;  tocds
los elementos Sof Cero,

0 equivalentemn

arbe loz tam llampdos divizorez elensrntales
oo lineales de @A,

CUARTO, - Multiplez o cercataments miltiples siger-valores
de A zon probables de ser Funcioreses de canbdo may rapicho oe

loe mlemsmtos & de AL de modo oue les calodlos zon de Lo
més comnplicado.

Yo~ Para cualauier vechtor columma vy defimimos la mooema
potaercia - dzima de yv. o ooanos

(1) ' ro1/p
Wy o =cx v |2
el i=] i

Do poes ur ridmers real com 12 pod @, V5 ¥ 4 e e Y

1l
b}



gon las oonporenhes de v, enoun sizstena  Coor
Pefinitemnos la morma ma<imna como en el cazo de

cuarndn poe—— o de (1),
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ey ura matriz de m rergldnes vy kB columnas

eales v zea b el vector colunma de B oreraldrne
. W eeablemsa computacideal mazs reciente
arcontrar uwh vechor colunmg = de Farmldmes

-

[ A b ]
l:l

proablemna  oe  mirdimoz cuadradozs linea

Emos  whe mabtriz de noreralonses vy ok column
podencs inaginer gue 21 maners de obessrvacions
al  rmimero de incdonitas, azdi oque se debee expr
ziztema Ax = b sea incohizistente. Probabd enaers
e seleccidn de 2 ogue coincida per fectamnente
By o, el oobras palasbrazs probablaements el vecth
uma conbimacide de las columnas de A

Y el problama 2 melecoidmar .
arror, Yy ode mueva eztd mindmilzacide
e 1ﬁ: minimnos cuadracdos. EL error
wmer exactamerte la distacia de oal e
cﬁlumt e AL poer 1o harnto Lo quulum

Sea ninimizado cuarndo B =2, al cazo comian, ezt
el les
LTl

jy

H—m

Ax =

1y
n T wn

f[‘
ﬁ [n}
w
m
e

h

cuachrados e localizar &1 purto po= Ax gue as
cle b ogue cualauiar obro punbo an el espacio oo

la scduczidrn am térmirmos de mimimos cCuadra
Lema incomsiztente Ax o= b ode m ecuac
faritas sabisfar

T

m

Ahora  bien para o= 21

sfara witaria &z m
Ll metkoce: de trabajo o TR

mie BErs .
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dernado dado,
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de  maneros
2. Daode aladm
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eoas el casao
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uzar  mimimoszs
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choe para um
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S5im embergo para p o= 1 & o, la esfera unitaria bierss
muckos  amsulos vy mébodozs para minimizar ’l A = | || .
hacidéndose conbinatorio & discreto, [
£)w=  PFara doz vectores colunme de m o rergldnes w vy oy
defininos = 2 v, para hacer nobar e 2 2y L para  bodas
laz componantes de = v oy i i

1

ura matriz de
ey Yy Ui ves

renglénes y 3 columnas  de
= zal =
tivamente, ambtorcezs un prablema |
D L= 2ol b

I
oha columma de ® ez

caloule importante
Sre =)

=TA = o ik
s al e cribir &l corgjunto S " de vecot z columme = e

f
al gue

AR I
Alaurmas veces, comno = los problemas de programaciden 1insal

Whn parecido para vechores o oen 5 tal gue, C o= =2 un
1

miviime, donde O ez un vector colunns dado, con kb oremglénas.
Hasta azte  momnento bhenos hablads estenzanente solo de

atrices de  ftmeros  reales, problemaszs zimilares nE
p resarbar ocasionalmente para natrices de rlneros complaios
e la forma.

Mhacko e los prﬁblwmmd pueden zer formulados tambidén  para

matrices en la cyales sus elementos son expresidres
irchanitas & ]1tur lez. Como método para =inbolizes  1e

manipulacidn  an cumpubmdarai diqitales, para hacerlo nas
accesible a los usuarios de las computadoraz. Loz problenas
el Alasbra Lirmal Cdu ] matrices literales S &
posteriornents mas estudiadaszs. La manipulacidn de  simbolos
practicos probablensnte serd de s interes para los
matamdticos en computacidr que para odalgaier otro.

if

L.a presstte discusiden estd limitada & las  makrices de
redameros & omejor dicke & Loz proabdemnas oz



D)e= Dorde A es ura matriz de mow

W vechor columpa de 1o 1y ss dazea
Ax = bk

2y Dovde A ez ulma mabtriz de Bow R

ragquilere,

AYe~ Donde A ez une mabtriz simétric
reales a2mn la cwal 2l problema ez aenc
lozs gigen-valores de A, a5 decir.

4). - Dornde A es wune matriz o simétr
realez, en la cual =21 problemsa es ar

Av = vv

1 de Fmeros
Ersorh e ar w

1]
—
i
U
e
i}
i

de Fineros re

FinEr o
"_‘. [m(] |_] [ 3c-A

ade nxrn de
atibrar alauro de

ica ode mox n ode numeros
i&logn al antericor.

Faorgue  los  Eroblemas linesles  anteriores,  surass o
frecusticia 7P. For gue son inporbtantes 7. La raspussta es
gue los operadoresz lineales son los méds =inplazs =1y
matamaticaz v zolo los operadores lingales zon elenamneste
szhudiados, por comziguisnte zon ul o mnodelo pabural pars RS
matamdtica aplicada,. para ser uzada al atacar um prablama.

A Cdardo los aperadorses
infimita oourriseran en
{ por oejemplc ), la
ot eos 1 dr el cual
Eueder Ser Jjados o

liregles
ardliziz &

reslidacd
=]

=t

e
. P

Mode o= maés
s & et lirmale
lirsales son wuzados. la solucide
Funciomales siemprs 1mv~1umr“
P limsale: por algurnos linesles.
s el s del mébodo de Newbon para
gelacidrnes no Lireales an @l cual a
acuEs L dres Localmamte méz apropd &do
prablemas mo liveanles generalmneestbe
atacarloz  por métodos lirneales, ez
wcofeeptoz linealesz ity o lar

remlizstas

Fu

HEEgT

(= 0]
LA
el
|l|| H:r'mn 1|:l
CDmPJhmduraS

mehaniticas
CLE Rl

lan aprooclmasidr
1y

ezpaciog de dimnensidn
idies diferernciales.
significads de  la
g de dimzmzidn Finita
digitales.

aplicadas SO
glavrnos operadorss o
ce ecuacldinEs,

de aparacores

actual

giaemnpla tipico de estho
resolver wn sishemna o
T paso U siztamns de
caelwe 2er resuslto. Los
o muy  dificilez. Al
wnercial gue  rogestros
ws . b omoads gue ellos



Fuadart formal izeres para btrabajar zin falla. Sélo de esha
marera paede el andlisiz concerbrarse en las  dificultadas
reales del azpecho o linssl.

Egte punto de viste ro solo safatiza la  importancia de
(=l [T rezalver problemsz liresales, it toambod dr la
Facesldad de rezolver  sistemas linealss  com b oo

b enacdanante Fornalaes.

el eiztena de ecuacidres lineales 1 ) ez decir, Ax = b
surger dos opclores.

- e de sproszinacidn g ecuacidnes lineales  furcionales
g a lnente eTliEs 1 G R E difFerenciales Farciales 1
OFdirEr las.

a opciddr ez un problkdlems e el ogue dade wul corjunto
%, imeplica gue &l método de  interpolacion ik
aptoxinacidn por familiazs de fumciores  lineales, tarcte an
oie = apl icados,

Bl problema de lozs eigsc-valores asmsralmente surge  ode
ghudicz de vibracidn 4 eshabilidad & resoharecia b -1
i EFOFERVES. Fess

l-’.
O
“

— T
x

roblemnss de ardlisiz de faoh
Nobkle tomamos los siguien
del cidlculo de matrices.

0

&
. valierdose el

stanas  fisicoz lirmsalez (&
X =) +
zjemplos fizicos de problemas

.

S 2

by

EJEMFLO Noo 1

Forimero, retomardo la ecuacidrn Jdiferemcial (=] & ]

oy imisnto armémicn simple.

Si owuma partdicula ode mass omoEs museve en lines recta vy 83

abtraida & wr purto en la livea por una fuerza la cual  es

proporcional & la diztancia & ode la particula desds el
la

poante, entonces la ecuacidn de movimiesnto de la particuo
astd dada.

1 —— (&)

-7



dorvde Poees une cormzstante pozitiva de proporcional idad, para
rescalver estd ecuacide agrupancs, an la forma acostumnbe acls,

Dovede w ez la frecuencia angular Jde vibracion v ox 2% una
corstant 5 la amplitud de vibraciow, 1&
polacidr (a ) da.

Dado aue la parbicula =stéd en movimiento, = =/= 0. Tambidén
iwt

=] gz distinto de cero para btoda £, De aqui la  ecuacidn
armbarior implica aue,
5
= =
mw = R W S e
mn

Ezto =ziamifica fizicamente gque hay zolo ume frecusncia  oe
vibbracider libre.

Akcra  veamos uh ejemplo mds complicado. Corcideremos tras
prarticulaz, cada e de masa m, tomadas oz=n las posicidees
1, 31, &l, rezspectivamerts, a lo largas de un alambre
eléstico de loemgitud &1, come 1o muestra la Fiaura
@ ookl rdac il G

n m m

g
fary
|
—
e
3
—
N

Tres camazs an un alamnbre.

1 oalambre ez Fijo por anbos lados v osstd bajo unae barnsiden
”I" L

Syuporgamas Jue las parbiculas ejecdtarn peguetas vibraocionss
trasnversales e jo fusrzas i b Er s, log
dusplazmmluﬂtuz e eztaz tres particulaz en unse direcciin
parpendicular a la limea de sauilibrico del alambre siscdo.

t

{

i

s



l.ag fuerzaz en la cama 1 =e muestra &n la figura siguiente.

L.aa fuerzea rezultante perpendicular & la limea de equilibeio

Tromardo en cuemta gue los desplazamnis z
que la terzidn T pusde llegar & =er consta

ZarlEl pueder s aptroxinadozs por tarnloo, tanet COMmS S

ros
muestra en la figura a contiruacidn.
6 La aproszimacion pars send

+.1 - xi ks — -

AH AH i+l 1

- o e

ezl = o =

AC R &

1

X
c i+l




Vibracidrm de camas perpendicualar & um alambre.

Fer la zeaunda ley de movimismto ode Newbor (0 loz tilempos
e moceleraciden de la maza es iaual a la  Fuerza ern la
particoula ) da para la cama 1, al w=zar loz  resultados

anberiores.,

m = - +

Similarmernte, Fara el mivimiento en las  camnas 2.3,
mbvberenas

:;'.-.
o D T - 1) T (i )
2 e 1 3 £
[ e N +
e 21 21
ot
O I T (H 5 ) T
3 3 2 i
M e & -

Ao & ASLIMLMDE e todaz las carhicdades variar
sirgessidalnente com el tienpo v oo la mizma Frecusmcia. v
saruEarclo.

iwt

MoE M @ Aonde o= 1,23,



Ertormzs laz scuacidrnes anteriores se convierten en g

- ¥ t (2 -y ) o= - £ (k)

13e
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z
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o
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0
o+
0
n
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b
[ng
et
1}
i1
in

Dorde ¥ que v debe

"
l_g
14

valor v == (x4, . = ) =y eigen vecktor azociado para

la matriz

r R

L i
Doz vines  anbe

wmuilstlran Pl
determinante an |

az solusidrnez diztintasz de cero
o P BE-Y T [ e coeficiente cle ]
goide (b)) zea cera, aue ez cuando,

LI 11

5
i
!—
“

det. -1 2 o- ¥ -1 = 0,

Eete  determinants: s Ffacil de evalu que de la

swpiresidn dnmediatanente anterior e

o

- ¥ + By - 19y + 12 = 11,
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El gignificado fizico de la=z  rezultados matematicos
anteriores =y =igern zsistenas ez el ziguierte.
Carrespondiendn & R = 1, por ejemplo, hay uma  vibracide

P

libre con frecuerncia angular w dado por w = % T/ml,. Yy
correspondiendo a esta frecusncia de vibracidn hay wun moodo

iwt
de ozcilacidrn dado por B = x e y (B, tal gue laz
t r
Proporciormes 0 8 ox 8 o#w o, Zan 1l o 2 001,
i 2 A
Similarments para R = 3 y W= 4,
Loz modoz de vibracidrn eztan ilustradez graficamentse en  la
figura siauiernte, Eztaz trez frecushmcias Yy mnodos b 1
vibracidn =on solo algurnos ade pueden existir,
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Modos de vibracide.
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LN ENFOOLIE MAS SUTIL DE LOS PROBLEMAS

Dado oue  laz computadoras actuales  tienern capacidad  de
f & tignern  precizidn Fimdta,

5 &
almacenajs finita vy desds qgue
rmcesitanos ezstudiar  maz de cerca la naturaleza de  las
matrices vy sus problemnas de cdloulao,
Ez A wma matriz dersza (bierme méas elemamtos o =/= 0, & oz

uha matriz bueca ( tiens ndz elemsntos a0 0= 00) %

g
]
Fte
3
-
it
I
D

4 & P J
Matriz dernsa Matriz hueca.

% buecs, los elementos dishintos de cero forman  un
parii ficativo P For ejemnrlo 85 A triasmgular  ( comn

@a = U para 1+ Jj Sdpara 1 0% 3 ) ¢

11 — 11 1z in

21 22 2 ]
A : L] - L - L] L] L] L] L) " A = » - L] L ] £l L] L] " a
[ [ « & o O l:l I:' " » " t'

il 1 ikt J ale)

Matriz triamadlar inferior Matriz triargualar supsrior

0 para 1 > 4 + 1

u
a
H

0 oes de la forme de Hesserberg

i = i+ 1)



Ez wuna matriz barda (a = 0 para 1= 3 | m donde modn )
ij
- “ n
& O | I
11
& B . . W U E]
21 N
A = e m e s e e m e e e s
L - | &
PN sl S o1 J

Fz wuna matriz tridiagonal ( =z dacir una matriz banda corm

m= 1) 7
& L
i1
o S |
22
A = L] L} L] L ) Ll L] # L] L] L}
I:' . 2 L] L] " L a
it
L B
Todaz estaz  fornas ocurren con frecuencia v puedss ser
dadaz oon consideracion sspecial. 51 A e zimgbrica (1 ez

T
decir A = ) Pozitivamerte definida. zto @z que  cads
e de los ziauientes critericos ez una condician  mecesaria
y  =uficienbtse  para gue s matriz simdgtrica real A =ea

positivamernte definida

Tu D

I - Ax =0 para todos los vectores » disktintos de

g = v

II.~ Todoz loz valores propics de A satizfacern v > 0
i
I117.- Todez laz subnabrices A i e daeterminartes
pozitivos b

i
L



IVe~ Todosz los pivobes ( zi; intercambic oe filas )

satisfacern o 0 .
i
Alora  biaen 21 28 huesa, =238 2l pazo azocliado con la matriz
advacentse de alguna garafica. Frecusmtemernte  laz matrices
asomiadas  corm estructuras d con ecdacidnes  diferencialas

parciales =on mejor entemdicdas en términos de uma ariafica
gzorliada, FPor ejemplo s

H
H

o leos elipszoides de o dimenzlonss,  Fara spbendss la

gecmetbria de ura nmatris pogsitlvamerte definida 1

Lave vectores = que zatizfacen este ecuacidn se I Y
Wha superficie en &l espscico - dimensionsl. ¥ o se quiere
moshrar guae ez wma elipzoide n o~ dipersional con cembeo el

@l ariash,

itderdo esta scuacidn Cono UNa
A

wdal e o
1Y'r'= ig

5 2 ocyacrados oo
mome coeficienhes, Se bilars

»

20 - 2uv + 2v o= ]l e b e )+ B - —) =,

Mar 1 et L1 Y 1 v

{ — b — ) 2 W Yy e e ) 2o
& = 2 e
Resulta la ecuscidn w  + 3 = 1, la cual corresponde & wns
glipee, Cuyo eje mids laran terming en ] punto w = 1, = = 0
y el eje mé&s corto bermina emow = 0, 2= 1/43., Asi le

legmaitud  del  ejs nayor e 2 —— , v la longitud del  aje

L
marcr ms w — o Ademds, estoz ajes estan dirigidoz Racia



los veztores propics = = (1/d2, 1 /A2 ) v » =(1/2, ~1/42),
i 2

por lo tarmbto, la gecometria szta completamente vinculada cor

los valorez v vectorez propics,

2 Z
Grafica de la elipze 24 - 2uv + 2v = 1

ireccidn de = = (1/2, 1/42)
1

i direccidn de 2 o= (1742, -1/+42)

=
S

DL ] ejenple dlustrative es el
Froaramacidn Limsal. En =21 @

e deseagmnozs minimizar o= S
decir.

e L Froblemns d
ama del minimo, e  tisn
a 'y

{0

14

KON o B o] R =

11

Evri forma matricial podemos ezcribir.
Mire Cu
5' al

a#
o



Eri v 2ienelo mumérico ses
Mirm = + vy

Sadta

Matricialmernte e pusds sscribir

it
—
oy
N
—
~

ity

[y
J
Py

5]
-
b

o

Irterpraetacidn geométrica, la primera condicidn = 2 0
restrimge &l veohor  al cuadrante positivo,  oue en dos
cdimensiones 2E e ouarts del  plano. Las ohras in
resthricoiomes producern m o zemiespacicos adicionales vy los
vactoraes fachibl 2

cordicionez: esth e o2l cuadrarte = 2 0y al mismo Lisnpo
satiszfacen A= 2 b. Dicho de obtra manera, el comjusbo
factible ez la interseccildn de m + 1 z2enliespacios: poechs
sar acotado, pueds no o estar acotado o pusde  estar  vacio.
Ahcra bder, la Furcide de costo O, drnbroducs: al  probolems
e familia de planozs paralelos, oue dam los
posibles,  ocuando varisss,  eszhos planocs barrern bodo el

eEpacio vy &l vector opbino =% estd en el purto doscds
primero al cornjunbo fachtible.

Er orestro ejenpls nundrico 2 tiers =2 variables yom o= 2
restricoidress enbonces bay z2eizs interseccicones posibles,
coome 2s muestra e la grafics, donde bres dae ellas  son
raalmnente esquinas del conjunto Factible v o szon los punboszs

i



marcades oo las lebraz A, B, 0. respactivamsrhe (0, 6& ),
(2.2) v (&,0) v urns de ellos debe zer el veohor dphimo.

Girafica.

I



Alora, volvierndo a lo anberior, ezstdn loz elemnsntoz & P

almacernados en la  menoria de la  copputadora, & z0
genetracdzs de  aloun alogoritmno comforme e mecesite TG
podriar definir 2] contenido inmformaciomal de uma makris
comee @l rdmero de ezpacios mecesitados (e ouna clerha
computadora) para almacsnar dabos v proavamar para obbensere
todos los &  F

iJ

Cual se el tamado Jde la matriz A, relativao al ftamako de la
maemoria vy Fapider de wne compotadora dada Y . 91 miosobrozm
gztamoz rezsolviends un sistemns de ecuacidnes Lins 165 Ax =t
terenos muchas  soluciones pare bod solo wune 7 CErEnOE
muickias matrices A diferertes gue estdrn juntas o 291o umE AP
Sorm 1oz elemnerbos de A praecizaments roamnseros mabsndticos

S =nl @ jemplo @ErteEros) ] Al FUAME T DS figicos
(aprasimacionses) 7

g lirsalas
ardlizis
¥

elecoicanar

Lo mejores propdzitos de wn sizghema e ecussldn
o har comsiderado esta ocusstidy y o miran
FodmErico para esplicar las  pozibilidades v
Rz iones,

mo3
B oo

S para um propdeito ze mecesihta la makriz dnverza A o
;emar almente &l dezcubrir por guéd. Frecusnhtemente e dezes

amirny 1o més practico para resolver A= = b, para um
-1
bitrario e Temisndos & almacenads, =] propdasito

"
gque  s@ espera &: obbensr la solucidm P o= " oam la forma

A b, para aloaun b nuevo gque verma, Y serd nostrado ause hay
-1

atroz métodos para obbterner A by rara ruevos vechores b,

lozs  métodos gue o reguiaren de mnas almacersjs vy o Lomnan

el caminoe mas larac para la mizma precisidn, guse la

-1
multiplicazidrn de A por ke Porgus de estozs fachorez.,  la
-1
A puede frecusmtemsrte ser omitids. Sin
= gplicacidrnes actadizticas rea Lt g
cocimisrtos de own Pdmero ce elesgmentos
1

comnputacidn de
EnbEr o cimrta
Frequieran  de o

dimachnales de A

71



El problema de eiqgen valor, s decir al tersr una mabriz de
Mo F. A la o cual es simdtrica, el encombrar alouno de todos
los  eigernm valores de A, Av YOV, Puade requerir de

arsothrar todos los edigern valores b Al gl aurms,
dependierds Jde Loz regusrimientos o =10

oz correzpondientes elger vectoreszs itados & pe?

1y

i

u

e
i

i
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Sioun corjurho conpleto de sigen-vechores s recesibtado, s
importante  aue sean mubdanente  orbogorales?. Consigulencdo
gilgen-vectores orbogonales correspondientes & elgen-valores
miltiples, e madz larso v madzs dificil que encontrar

&
elasr-valores?,

It

1

Erm el problema del valor caracterizhico. zi las respusstas
a laz pregurnta:s antericores son afirmativas, srtonces, Ppara
matiricaes mo-sinebricas A, uno biame simillares seleccicrnes?
Fuserenc:s todos 1oz valores caracterdisticos & solo alaunog?

mevactores

1
it
iy
11]

auasrencs siasn-vectores colunta P Queremnos
rerglon Goamnbkos Y. Pero amtonces vierns una mdeva 2leccidn.
S1 a&lagurnoz eigen valores somn multiplicados v corresponden &
civizores slemantales ro limealas, aue vectores ez pueshro
propédzito amcontrar P En oalounos texbos ode dlaghra ze
aprerds =obee caderas de vectores principalez que 1
vaector caracteristico forman wna baze para 2l espacico rulo

k:

L]
3
[
1
=
o
i

» dordz v e oun eiae
ez prifncipales est
Jordarn e Al T T =

N (Eerrel) de (A4 - ¥
maltiplicidad k. =sto
corr la forma cardieis X o
teraa wna basna as Aebra, gquerra ver urn congurbo e
vectores privcirales ot wWricos). FPero esztos v
principale:  son exbremadamente dificiles de evaluar
parte  por o que zon funciones discontinuas de los daetoz. Bz
coms uta base orbogonal para el ezpacio rulo N oQue Eerdis um
conjunto mads usaal de vecotores.

El  azunmto  parece ser poco ertendido, para propédsitos de
problemazs v andlizis mumérico,

Ha ]
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s YO
LN

o

D

PN ]
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=

e

lag mabricezs com eiqern-valorez maltiples actualnernbe som
may raras, Y uUn& pequeda perturbacide conputacional de
eetoz destruye la igualdad de sigser-valores.

For comzigdiente se da por becho gue mo dnterese en la
practica =TT Pecar oo e2llos. FPero em aFemto el
comportamiento de los divisores mo linsales arrastradozs an

la préctica. para wun larzo vy sorgrenderste comjunto e
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matricesz cercarnas. Esbazs matrices cercamazs tienern distintos
sigen-valores, pera la columma kB ode sigen-vestores son Lan
carcarins a  la deperdencia lireal aue om0 poeden SE L
saparados e una computacide normal.

L aspecto abora an 2l probdema de minimos cuadracos, S
clice aue es um ardldiziz para =, para lograr minimizar.

Y &l propdsito realmnerte ez gue 2e deses un mnindmno para
Fix) ok rexlments ez que s EEea Uha = aue de um valor  de
i) 1o méds aproximado &l mimdmo 7. En urn prroblema de cubva
propia por 2jenplo. o puasde muchas vecoss  ConESeguir Lng
cantidad sorprendertensmte bosra para un polinomic  com
coeficientaes muy diferentes de los polivomioz mindnmizados.

Eri todos o problemas de los cédloulo: antericores 2%
importante verificar oual de los siguientes  tipos de
Frespuesta al problaema propussto ze sshd buscardo o

@Y. dna supuesta respuszha =ilm ezbinacdores e =AW

aeaetd b,

) w=  Alawma re & . jurtn oo alaunas a&firmaciones
probabilisticas acerca de su exeactibad,

o) Alauna  respussta, Jurte oo limites matendticos
rrobakles para U error.

Narmalmente ez mdzs larao para obtener, Taoure  respuaesta

Jurts cor alaunas afirmaciornes srobabdilisticas o E 5

grmachitud v, una supuesta respussta zin
wrcgnst A tud, vy hMazta maz largo de aobhermasr alg
jumto con limites patemndticozs probablezs para =9 arr

1 e o
Ll U Bl
i i

fun

3

=T
Mo es muy  Féaczil ver cual de los tipos de respussta
anmtaricores al problemna propussto querriamos. Frecusnhanente
el dezear uma supudssta respussta it exbinadores de o 29
axachitud ez coneletanente saztifactoria, los Clerbificos,
Figiomos e  Ingemieros, Frecosmbensthe haoen sWE proplos
cheguens e cdarnto a la validez de una respussha v puecan
o

I
asitar mingurna Bl desear los meébodos riaurasos oe los

~N
b



Matemédticos., Ellos  pusdern recorocer por ejemnpelo, gue sl
modela matemdtico es como o wma ligera  aproximacidr & la
raal idad y gz loz métocdoz mabemidbicos saerian ol
Whémicos,  Cuando oz matemdticos entran al mundo prachioo
cde  irngemieria, lazs realas con las cualez log mabaemébicos
estin  Jugands freouwstbemshte tiensn poca relevancia. k1
arm&lizta munméaricos Frecusatemsemte btiere sl problems de

clecidir cuando debe cle Jugsr sl Jusoas s aowsrdo & la
trealas matemdtica:s v o cuandos juger =21 Jusac de acuwsrdo & los
3 Le s .

Fe oy supuesto, exbremedamrete favorable para encontrar
ezns  ejenplos ocasiornales, donde 1oz mébodos meatemdbicos
probables paedern zer encontrados, ezhoz son justansnts  tan
ananhas Yy faoiles de  ancombrar ooms laz B shas
respdzshas.

~& o de buscar tales espejisnos, R e

Y FuRca CEsar
J1EMOE CoUWrrEn .

zztos espe)

~N
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3 L ES TADDO I E L A CoOMPUTALCION

e S E 19 4 & HASTA AHORA

L. A NATURALEZA E L HARDWARE

SOFTWARE I E LA COMPODTADORA



Evi laz trez dltimaz decacas, za  han lograds  avarnceszs
azombrozsos en la comstruccidrn y 21 weson de los sizstanas
compto,. Cada avancse  bReacia obsoletos tecroldaicanamts los

modelos arteriores.

Er &l afo de 1946 vid el maciniemto de la primera
Qermracidarn de comnputadoras ocon la compubadora ENIAD

{ Electomic Numerical Intearador and Caloulator ) wuna  oe
sus primeraz uwhilizaciormes Tud para la  construaccicon os
tablaz peara 2l cédleulo de travectoria de provectiles. as
Jecir, este avance viro, oomo s nuchas obras ciercias, por
lag rnecezidades militares oue swraleron  ocon la seounca
quarra mated il

Despigs e 1231 surge la computadora UNIVERSAL I. v seszto
tambigrn  marcd el dmicio del dezarrollo de loz programaz v

e lo= Termuaies  de  programaciden. Muckheas =] la=
computadoras h la  Frimeara Gimrper gz 1 toaatd & D= TR T

progranarss an we lerguade de mdquing, oue conzishia en una
serie de Ceros vy unos. lereguades ague era o may Jdificil o e
apraermdsar vy de wbilizer. Como resultads de 1o anberiore,
FriEe or dezartrol lados loz larguajes simbedlicos Y
arzanblador . Ezstoz nuevos lermuajes  wbilizaber zimbolos
come Doparg dividir y M opara maltiplicar, pero temda aues
exlztir  WR programa ue bradudera 2l lenguaje simbdlico 4
arsambl ador &l lenodvalds magquina. Em 1952 = desarroallo b
de 1oz prineros Braduactores de programas v ezste baeckho
determind el inicio del desarrollo sr los leradajes e
P ama L.

Dararnte esta primera  gereraicildn, los sishtemnas e
computac i den T ubilizardn principalments Detal | firees
ciembtificos.

Migtibras que la primera gersraclden e compdtacdoras
defimitivansntse ziamificd uma majoria sobre  laz  midguinas
antacazsoras, adan dejaba mucho gue desssr la ubilizacidn  oe
bulbes &l vacio. Estoz bulbos producian altas  bemperaburas
V. @ CcorEecusnizis, S8 aguemabear cor mudchs facilided oy
obligaba & whbilizsr coztozsos sizstemaz de refrigeracidn.
Dhra caracterizhica de las conpubtadoras de esta  generzecddm
ara la escesa Fiabilidac: por siemelo, 21 Liempo medio
sibre averias de umg unidad caentral era inferic & la borsa,
weto inplicaba gue para garamtizar 2l o Furcicomamiseto
e eauips 2a mecsesitaba la btobal dedicacidrn de un 9rapo



cle . personaz encaraadas del mambenimiento. La forma ode

@ijmcutar  los  trabajozs era  sstrictaments  secusncials ]

ze habis perforado en tar jetaszs, so
1

]

caraaba  e2m la memnoria de la computadora v, ek d Pees 1 A
=z ajaecutaba, procesando las instruccidnes de cédloulo v o lasg
e salidazs de informacidn. Eztos problemas vy el dezec de
FErrachacd v me Jjores ziztemas de  Chmpadto @ lerntaron el
dezartalle de tramsistorsez. 1o cual marcd 2] imicio de la
seaurda gerneracidrn de conputadoraz.

LA SEGUINDA GENERACION de computadoras ubilizéd  tranzistores
e lugar de bulbos.  La razdn dee o ello =] [ =] losg
tramsistores ofrecizr mayores vertajaz, talez comno:  Eram
méaz peogueros. nads raplidos. mds confiables v producian memos
calor  durante 29 operaciden. Ezta ssgunda gereracihe de
conputadoras se ubilca aproximnadamente de 1959 g 1965,

Alaurnas majoras 2n los eguipos de conpobtacidr aconpafaror &
aEta sequnda  gereracidn de computadoraz. Dismirmdvde ]
anplaes de tarjetaz como inzsbrunesmto de almacemaniesnbo v s
irtroduic 2l wEo de dispositiveos d cirmta maargtics oy

de chnputo henia acoeso

oo

cdizcos. Por primera ve
cdirecto & loz datoz &
medio del diszcoo.

Faoun sistens
1

naserados de reErE permnanente o

-—
=

Los dispositivos de erbrade v zalida fueron  perfeccionscdos
y tambidgrn se desaprrollaron mejores iNEFESOFRE, Larminales,
lectoras de tarjetaz. v ademédz, ze imicid la wbilizacide de
rccleos de omencria (O almacenamienhbs benporal ). Los
dispozitivos de  equips tanbidn fusron modulares, LIFIE
itovacidn aue facilitaba la localizacion de  problemazs o
Ul oy manteminiento,

&
e
1

Tamb i Fruaboec alaumas mejorazs a9 los ziztemnas e
o BIMEC L. l.os sistamnas operativos V& stakar
reemnelazards muckhazs de laz fumciorez gque estaber siescdo
desenpefadas por la  persona wuge operaba sl ziszstem ol

=
Le. i

. &
ciampadto. Se desarrol larorm los comnpl ladorez para tradocie
lermuaies de  programacidcem e glto mivel & lemsuais e
maauing vy loas programas Jde ubileria ze dezarrollarorn para
intercalar, ordepear, transfaerir archivos de dabtos de uans
localidad de almacernamiento a obra.
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g segundas generacide fue bestigo del  cambio
Ziz de equipo & programas. Eoomuackhas instalaciones =3
los  programas yva s aprosimab:s al LUStG rder ]

Mas A, BlAuUmnEaES SEMPreEss @nPSZaron & wtilizar la
camEatbadora pEra suminiztrarle & 0 sus g Jesutivos la
imformacidn b= T podia  avudarles =& itncremnsntar las
Ubilidades vy & mejor administrar las emnpresas,. Esto fue =l
imicio d= loz ziztenmaz  conpubarizacdos de imfarmacidbr

acdmimiztrativa.

Al S tismEs  emEeXatron & SR SNopresSaz e
procesamierto de  datos Aaunas  de déshas A Frasrcay

m |

. &
ezpacializande en divaersazs funciones especificaz dentro e
la imdustria del procesamniesto de deabos, s bérmilmos oe
argammizaciores avocadaz: a  la programacide S Dden & un
gervicio  de  procesamiento de datbtoz. Al principic e la

m
':

decada il los sesaentaz,. mnuchas e las Fimeras
grgariizaciores  de procesamninto de datoz ze snpezaron &
CHZLIF B ey la capacidad del personal Ercar gado e ]

procaesamniento de datos,

Aurn cuahndo el uso de branzistores mejord oonsiderablensete
las capacidades  de  las  compdtadoras  de la Sapdda
gerraciér, clentificos e irngenisros seadiarn brabajamdo con
abidrmco &n aress de une mueva Y mas depurada becncoloois.
Eztioz  esfusrzos  llevearonm al desarvollo de los cilrcuitos
miriabturizados v & la tercera gemeracide de comnputadorazs.

LA TERCERA GENERACION de compubtadorszs =

irtroducecidn de la IBM 360, lo cual acontecid en 1765, Loz
travisistere: dieram pazo a loz circuitoz integradoz vy
miniaturizados, I 1965 a la facha, dezarrolle dz2 las
compdkadoras ha =ido muy rérido v ose Ran dedo mpuchizinas
majorasz & bodos 1oz aspectos del sistema de chémpato. Eshas
mejoras dncluven o

&  dmicid con la
=]

ui

1), - May.:;]-‘ velocidades oe F'l"el:EﬁEimierlt':'u
2). = Mayor asachituad.

).~ La irnbearacide del eguipo v los REOQFEDES .



4) .~ La capacidad de desasnpefar simdltaneamente varias

cEEracldres,

BY.- Avarnces e materia de comdmicacion de datos,

i

£) o= Una mejoria en la proporcicd; emtre dessnpeso vy pracio,
Loz programas bary mejorado zigni ficativamentes, al aracde  oe
s, hooy oen dia, &l mayor costo de un sishtema de cémputo e
coarresponds a  los programas. Enournn fubturo cercard, los=
programas pudieran siand Floar tanbto como un 754 del  costo
total de  ur sistemna o cdmputo. Loz lermguaies e
proavamaciden de &lto nivel se usan cast exc1u51mewnP Frar &
al  dezarvollo de programazs de aplicacidn, v ova wisthe U
el mdmero de ruevos lenoua)es de programaci@n de mlto
mivael, aclarands que em este zertido, la terndercia ez hacer
mas facil la wtilizacidrn de estoz  lerausdes. Tanbides
exiztern nuevas formas de dizefar v desarrollar prosramas de
aplicacidn, vy um ejemplo de ello 1o comskbituye &l disefo
aotrusturaco. Azi misma. ban existido urmaz mejorias
realmentse dramdticaz en 1o bocante a programas del zishtamns
y 1o mizmo pusde decires de los sistenas  operativos, Tos
comnpiladorez, enzanbladores v los progranas de ubileria.

La tercera oaeneracidm  Lamnbidén a permnitido bhacercar  la

informatica & los wusuarios  finales, tarthao & Lo
Prﬂfﬁ"iﬁﬂalﬁ: infomdticos btoc) [ & loz e otras
gzpecialidades, & travéz del fLelsprocesamisnto,  de los
sistenas converzacionales v, sobre todo a travér  de  las
conputadoras parsonalez. Bl teleprocesamisnto permile
realizar  la entrada de datoz dezde terminslez  remobas,
recibir  los resultados e el mismoo lugar. Loz sishtoemnas
conversacionales parmiten s los dswarios nio S4lo anviar oy
recibkir datos desde =sus termninales, sino tanbdén zeguir e

intervenir en 2l dezsarrollo de sus programazs be bravéz  de
RET- T enrv~r"a:16ﬂ oo el ziszstema. Poro dalting, Lo
ot ador s parsorales bhan conseadido popdlarizar 1
lﬂf“rmdtlLL Y 2% sorprerdeste COmpt ohar Lo 1 T

preztaciones de una compubadora perzonal, mi:rm”camputadu
Soomimicanpuatadora, zon cada ver  mdz  parecidaz & la
afraecicdas per los arandes equipos bradiciomales.

o
et a1}
i m i ‘.1‘

LA CUARTA  GENERACION de computadoras bha suralcdse con los
=ircuitos iptegrados de a1+n azcala de inbtegracidr. Algurozs
avtores  cussticonan su wightercia por o haber  sufrido



modificacidn &1l método de  esploteacidn de  los  garandes
gauipos.  Sin enbarao, 2l imporbante auoe de lazs mivd-
compdtadoras vy microconeutadoras, ha supuesto inportantes
modi ficacidres an el métods de explotacidrm,  por 1o gue
parecs: incusstionakles  gue mos enconhrencos en la cuarta
gereEraei i de computaderas. Alagmos dizcrepar de asha
oEpitildr, dado gue 1oz procedimientos de explotacidn o han
variadeo =zuztancialmentes. Ev cualauier cazo, 1o que =1
priecs afirmar  es oue, en la decada e los rmovenh
P aremnoss & lraadrarencos la auinta gemeraciden de zistemna
informaticos,

!L‘ ul
i

Lﬂ HH

For oha parte  bhan conbirdacds sy crecimiento las
orgamizacidnes  de  procesamiento de datos vy oe=taz mizmas
oraarnizacidnes astan abio & Frabil 1 cegda revistas
erpacializadaz sobre compubadoraz v procasamnisttos de datos,
A medida que =& constituyern  ndevas  organizacidnes, Son
Fecoroeidos Loz loaros de sus predecesoreas.

Adema: @z conveniente decier que la compubacidrn de  mabrices
Fa azado por diversas etapas. asti cong la compubacidr e

genardl. Ciertaments no sa puedse aprender  dlaebra lirsal
taedrica wrn lenausaje de programacidrn alasbraico & aladm
chiroe, Y enpezar a 2 escribir programas los cualas e
@ jecutardr aceptablemnente por modelos achuales. Ya  se ka
ganado mucha experiarcia en Loz mnejores alaoritnoz, voooas

2 mervsionado en los textos matemdticos oe dlgsbra liveal.
El morbo de literatura en computacidn de mabtrices ezhd an
etapas. En 1252 Fadeev v Fadeeva en 24 libro  regishrarom

L8 Fesefa mly  oonplata ode pmétodos compdtacidrales.
Wilkimsom da mas acerca del conocinisento ok e la
o atas 1 don e aigari-valores v o de matrices dersas
glmacernadas v sscasas (ambas,simétricas v no sipdbricas) .,
cory limites de error para nuchos alooritmos. Hay  una

-y
diferencia may pegusfa etbre estos libros, porgus Wilkinson
Y umos Eoesos  cophenporatess crearon mas del material de =u
libro  en los afos pozberiores a 1928, Posiblements medie
podria enpazao la blsqueds en laz matendticas numdricas del
alasbra  lingal simoun complets comccimiento del material
raelevante an sztoz librasz,

Lo midz conoeido para los principlackes,  para matrices
denzas G hiecaz, la elinminacidn gadzsiana, e supuesio
Sabwemos oue alounas veces roduace pobres resultados. No
siompre @stamDs SEQUros por qU¢, debatinos eterrnanante

~
pax)



ESTA TESIS Mo e
DE LA BisLITECY

sobre  como opera el pivobte para la elininacidn,  sin
arrealarlo, El debate & o i, R abyora
it ipalmnente exbre paersonazs auienes o enbiendan gque las
liness principales de la rezspussta bhan zido arreazladas.
Forogue de no kRaber comprendicds les dificoultadss de la

elimirnacidn Qaussiana, buscamos obtros mébodos Loz cusles
podi-iar hacerla mejor. Bl método ce gradievte conmjugado b

zido ideado para mabrices derzas & huecaz por Lahczos.
Viors  Neunarnn v Boldsting, evitarom el problems de
para reducir cdualauier sistema de ecyacidies line
T T
a uw sizstems positive definids A Ax = A b. Sabenoz gue
riormal i zacidn el proolema fud coztozo an tiempo Y
de  emmpecrarss la condicidn del problema Voo Neumarsr vy
Foldstine presemtaron limites de ervror para la  solucides
actualments loz arrores observados fuerdn ermconbrados para

sEr acxso 100 veces mas peguefos @n casos razonables.

BV

1
ales #

T

i}
Ll
fn

—

a Forma de error de andlisis fud una comparacidn directa
2 la mdquina aritmébica con operaciones exactaz. La  no-
aznciatividad v mo distributividad de la médauina aritmnética
Mizo &l ardliziz extremadamemte dificil. Ern aladan  caso,
pocdria solo manejarse ercerrads en la aritmética de punta
Fijom. Porgue del tamafo de losg limites de loz errores,  Vow
Meumatsn vy Goldstive aran inecesariansnte pesi soby
la pozibilidad de irnverticr mabvicez en oe ardares
gobire 15, en méquinas con 27 bits de preci

£
Tt

m h

3
=
o o

Fara loz problemazs de eigen valores, el ezstado de cosas
wetaba nucho pecr,  =e tenia el método potencia o
cleflaci b che matiiz. Miertras B & razorablenerte

tizfactorio para Unos cuantos renglones dominantes. s
aplicaciédr genesral regquiers de irbtuicide vy suerbs, vy supons
e alacritmizaciden completa.  Fara mabrices  densss Y
matricaes simédbriceas almacenacas terdamoes 2l métocts o
Jacoki vy era muy satizfactorio.

u
m

Fara matrices o sindbricaz, laz oogas eran horriisl
=i = método  potercia no brabajara P te Z
prracticamsrte altermativaszs. Podriamnos exeminar para  Ceros
cel  det(A - =) de alguna mamera W obra. Se han brataco
métodaz  para deterpinar la caracteristica polimoemial.,  fam
descrita en Facdeeva v encorhradolas ivremedisbles.  Fud
tambridr irmcreible tamto coma malos los métodos eztarncdar



para moo= 4, v o ejecubarlos para no= 10, Noo obstarhe el
mé&tods original de Larczos mecezitd culdadoso mareio porgus
el muevo resultd gue con Freousmola era pobaa,

El caracter de soluciones raeaslizables & los  problenas
compdtacionales cle #laoabra lineal, C R ab ek agnan e
imfluerciada =Tl la maturaleza i los wiztemnas
mampdtacianal es aproavacshablas Bt & moEotiros, k=
agoostumnbeads saparar los sistenas computacionales e lasz

giguliartes lirneas.

#@) .~ HARDWARE.- E

I

%z la mebtdraleza de loz cilircuitos
lectromicos  de uma Comewtadora,. oo
a Falabra Herdware se hace refararsia
inmfFormnatica & las di Fererbes
gadinas 1lamadas computadorasz.

-

=
1
=
m

Aralicencs las caracterizsticaz v pecdlarisedadss de  las
microcomputadoras ( computadoras cuve umidad  central de
proceso - el oerebeo & jecubor - e un nicroprocesadon ) e
mayor viasrncia vy difuside. Fara  poder EvEludar tas

=1
1 B

diferemcias vy similitudes guee exi Foentre logs diversos
siztenazs, @ precizo aplicar a todos elloz wn cussh oo
ardalogo IR E CIAVE N [=Ta Tk K] = laramerte la pockancia Y
posibil ddades de cada  compubadora. El avearncs e la
informatica v suw definitiva pernetracidn =m0 la  sociedad
actual. =8 apova zobre la beaze de loz microprocesadores, la
amplia variedad v diversificazidn de este tipo de sishtamas
Fracer aque s camEen de aelidceacidn sesa casi i limitade,

1

La =rhrada difFimitiva ode IBM &m0 2]l mundo e 1a
microinformédtica = e realizado con la llegsds del  IBM-PC
y 2]l microprocssacdor SHED, ouya arauibtectura interns 25 o
16 bkits, um procesadoyr aribmético destivedo al cédloulo
FaApidde  de operacidnes makzmibticas ern punte Flotamte,  com
wshte s comsigds mayor versabilicsd v rapidez.

El ramgo de memoria disponibls s la TEM-FC ocila enbre &4
y Sd4 khytaes,

ko) o =~ LENGUATES DE COMPUTACION. - Loz lerngusjes en el cual
Y] descritos Lo
alaoritmos FE & 1
selucidr de wm ok ems
clads ety e compbador g



Do a2l Fim oce facilitar el trabajio del programacior . AR e I
la rmecesidad de gue la computadora sobiends e lerodaie
cliferente &l suvo propic. Esbramos en la ebapa de  la

gimbolizacidm. Ya el programnador o recesiba foofm | o D Ll =1
FrEs lmerte  dorde gbics 2w detos, le bazte com referirse &
direccidnes sinbolicas Asi nacen los lermue jas [

programnacidn del tipo emsanklador v, consecusntemnentes, Paoe
2l zoft-ware braductor & comjunto de programas oue peermnd e
Cervertir loz proesgramas esoritos =Ty lermuaje e d
programnsador al lemguis gue ertiends la mdguina.

For esha via 52 @aVanTa mas v s llegs & umn muevo pasEo g
peermlte al  tombre dar &l ordenador las Féarmulas o
Fintasiores que Porms lnsrhs usa e 29 trabado. Aparecer los
lermmuaies de proaramacidn de alto nivel v o los congd ladores
EEoSramEE Cuva  misidn e: braducirlos gl lemgualse de  la
compdtadora,

m)e~  SOFT=-WARE.- Sorm log programaz 1oz cusles Flacen
poEib ] e S a LIFIE gomptador g
actualmerte  ejecutar 1oz alaoritmoz
daezcritos e el lenguaje  ode la
comEatadora.

La caracteriztica furdamental de laz computadoraz =3 la
posibkdlidad de almacernar @n SS9 MENOrI& PEOIFEMRS  SE Euaeder
i ficarss Y &jecutarce  autoamdticamsnbe, Fep = E
@ jecucidrn adtomatica implics gue sxistan obros  programas
g permitern & la compdtadors coordinar sl ooue varioz
proaramas puedan ejecutar e, Disn secuencialmerte, Tambidén
@s  evidemhe gus existe un gran mdmnero de operacidnes
repetitivaz, tales comos clazificar un arues de datos & umn
crdert deberminsds, que podrian prepararess de forme gue sl
dzuario del ordenador oo berga que preocusarss de 2llo,
Ezto wz &l soft-ware, tambidés demomninads " sl comporesetes
Tdgime el ziztema informétioo V.

Err  wr semtids més estricto el soft-ware es =2l conjunhto de
progranss gue se ytillizer en uma conpubadors.

Ez =l ocopjurto de progranase v oobras  ayvwdas  aensralnentes
paroporciomados  por el Fabridcerbe de  la computadors s
Facilitarm al wsuarico wna opseracidn méas eficiente  del
GO D,

Tipos o soft-~ware. Podemos clazificar Loz programas oo
catro arardes Grupcs.

FE]
—



Soft-ware 2spacifico, & programas de aplicacidn 9ue pusden
s azoritos tanbo por el corstroachor, come pooe sl dsuareio,
bodens Loz problemaz téomicos vy ciernbificoz perbenscsn &

R oF
w

;:r- {
Fx]

- o
Py il 21
!
poin ]
xS

“LAEC .
e braduchor O programas de  ayuda para e
FleVoE  porcdaramazs.  Comstituwido por Loz prograng T
Fermiten que loz programas escritos por 1oz uswaricos ern un
lemguaje distinto &l de la mdauina se  conviertas en
proaramas con instruccidmes oen cddiac de  lerguage  de
méauirg. Son escritos y proporcionados por Dog Fabricanhes.
SGoft-ware funcidnal O progransas de ayuda  para ejecutar
cobiros progranas.  Mas comdrensnte  comocido Come silsthena
operativo.  Ex oun corjunto de programas ogue facilitarn g
gxplotacidn médz racional de las computadoras, audilarndo todas
laz taremns v avudando & los prodcamas e cierbas funciconss.
Sopy dezarrovados por Loz comstructores.

Soft-ware & rubimazs de utilidad, Frogramazs que parmiter 1
realizacidn = furnmiomss  de s Frmeijerte ¥ = TRE]
gerpralmente som gzoritoz por los fabeilcarbes: sdreguais
tambidr puedsn dezarrollarlos los propios usuwarios.

Al hbuzcar en 2l Hardware ode la computadora,. para céloulos
de Alasbra  lireal., =se quisre saber  sgue pracizidn
aprovechakls rara conputacidn,. cuanbtor digitos estén en el
sighificante de los operadores de punto Flotanbe, v oan qus
bazes.

Tanbidn ze estd interesado s=n el cosho v rapldes de laz
cperacidres de doble precisidn. En el brabeio de dlostera oe
matr e la operacidn critica frecuwarbameante 1a
computaczidn de la aprogimacidn del redomdss de  praciszidn
simele  al de doble precizide,. €] producto interoo de  dos
vectorses an los Cuales zus comporsnbes Cilaensn Pdmeros oe
purto flotarte con precisidn simpla,

Al b R

0
w

it
o]
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FROBLENMAS [+ E L AS

ECUACITONES LINEALES®S



Fara resoclver &l problema de laz ecuacidrmes linsales de  la
Forma  Ax = b. La eliminacide gadzssiama =2 un ablgoritme
per fecto,  edscepto 10 un eroblems e particular tiens
alaurnas propledades especiales,. como las tianen casi todos
loz probzlenas.

Fara matrices grandezs v huecas como gouellas gue aparecsn
@2 aprosinacicdnese de diferencias Finmditas  en ecuacidroes
i faerermciales Pmrrlmlas. Loz métodos vistos depender para
20 ocurretsia de 4z exitos e la naturaleza de 1oz

prablemnas CDHtiHHDa sierds  apro=imasdos. FPoraue  si 1m5
matrices son buecas, los métodoz ague prevalscdn
iterativoz, Onitiremoz la dizcucidn adicional de

daraemos atercidm & las natrices dermsas alnacenadaz.

El ardliziz zinpla de multiplicacidres anidadaz (0 Capitulo
sID) produio arardes resultacdosy moestra gue un detalle de
ardlizi de error de redovdes de nuckhos pozibles aloaoritnos
= campletam&ntc inEcesario. Son escluildos a-pricori por
mimples cormcideracidres de las limitecicones inkherentes,

Fara 1a solucidn de sistenas lingales la situacidr no es
toat sshramar zin enbarao un andlisiz de  las  limiltacddrss
1nhﬁrﬁnt:d ez obra verx may ilustrativa. Y ha precedido al

imbtarto de llevar a cabo um detallado amdlizizs de error e
& Elimlhmuluﬂ gaizsiara muchazs de lazs comfusidnes gque Bam
midn evitadas.

Artaes  ode  esto ecamirenos las propledades de la solucides
aamacta dal sistema H

A o (1}

FPara cualauier matriz consiztentse vooun vechbar  mormado
tersmos de.

AR

e IR (2)

La zaluzidn de

Estd dacda por @ o= = A b ()



VYridadDV':lL-le R 7 “.'1-. . B
IR IR T 4)

mdsstra Quse
WELL /AL Exs |l Aa || /]| (=)
Si A estd definida por

[| A || = min. lim. sup. || Ax | [ 7 1] = [| (&)

Ertoricez amboz limitez son alcanzables an

N N U I B B R B

cle gagui gque el radio odel valor més grande de o« al mas
pEguesn correspotdiente & e valor dado de || W] ]|, oE

-1
R A NI N

vy ez escribinos
-1
k (A) = ‘[ A || ll A I‘ (7)

clonde B (A) ez llamada la condicidn de A com respsecto & la

inversion e la norma dadas la A 2n kb (A) serd de Pussheo

interdz  principalmente oo las mormazs L1, L2y Lo v la
-1

Fesma Frobemius. e la relacide AR = I, tersmo

@

kR =1 Al || Q—ll’ =1 ()

Cuarde K (A) 2z ararcds =Ze dice que la matriz  estd mnal
copdicionada con respecto & la  inversidm, por alounas
razoreEs . Lasg odales zerdn diszscutidas dezpuss.

Er el casc de 1a noorma L2, snbra en la variscidn de = para
e b fija, estd estipulada por el valor =zimadlar  de
descomnpos ol dr.
T
A =L diag (o ) V )
i

fxa)
o
B




D zqui Uy V osore ortogonales v ola o L la cual puseds sar

ordernada e o, St S
g £ 0 £ w a2 & £ @ [ (1
1 & i

Son loz valores singulares de A. La condicidy o & 0 esti
¥

basada &n la suposicidr de gquse A s no siraalar. e las

Felacidres

[] A ] L_ = g » [ A | l_ =1/ 0 (11)

kiA) = o / o (12)

Y laz matricez mal comdicicomadas 2e caracterizanm por la
progiedacd o *x g . Supor@anos akbora gue boes ol Famoao por
1 1

la derecha. Fodenos sscribir, embonces
b o= |' b || ) g o, dormde Boa o= 0o (1:3)
e i i
Alrora de la relacidh.
T
A= diagg (g ) V
i
implica aue @
ay = Ul diag (o ), ez decir, gue AV = g0 W (14)
i i i i

[ve maui la =olucidn de Ax = b, estd dadaz por @

w = || b E (& /@ ) v (15)
N l

o

s}




Darido ‘ 2 4
[l = | 7/ [l B} = [ E(a /o) ]

Fa 2 1 1
oo & -1
s /0 =« |[ A {[
I r 'l 2 (16)

A no ozer gue bopaze a sar g
1

atolomicamete deficients o suw
a relacidn

compeoneEmte o de ou i
1 It
2 Y -1
[{ x |! /|| b l( = Lo /g) s a /o= |} A li
= 2 i i hoon ] 2

musstra que ’l “ ]j / (l ] l[ ez dal ardern de maamitud de
-1 o =

e 1, -

£

Dado que 1oz u oM ortogonales,  cuando A esztda mal
i :
cofclicionada,  la probabilidad de que uan rarmgo bode una .
la cuwal =25 del orden de maonitad del limite supericr en la
siguiente relacidn =z arande. méds bden gue del  limite
ircfariar.,
-1

Hoe b2 b adl === (A [fi e

i varidias de las 0 =on comparables oo o, erbonces
i i

|| = ’l / || ] ‘[ saran del orden  de mearnitud de

L .l'-:-
(( A |l, a mercs que todoz los o cortrezspondisntes sean

i
peeauafns v o la probabilidead de gue &zto suceds ez totalmnents
mitiima.

S1i e el obro ledo Lomamos un FROG0 M. Y @scritimos ol
o || x [[ L B v Aoppdee &0 B o= 1 (1)
i i i

fxa3
;.



erhorces ,
tr = Aw = ’| ‘, L B. o o
i
Dado  que o 4 g . para wa A mal condiciornada  la
i 1
Frababi lidad e grabcde de que una b construida de sstad
mareta, Ses Particularmerte débil en su comporsehe o
"

Realmerts szto seréd verdad., & menos U une « pase & 2 =&
gxcepcionalnente deficisrnbe en todoz estos u , para los

cualez g g . Ests

i £
e experimnentado con frecusnoida,
derscho vectorsz  de Fabtsn =, para
ocuwales ze zaben las solucidnes,

constituyern una inclimacidm may =i

LA ]y
L=t -Ty
Talesz

nple,

sty
sizhtanas

lados

i
Fesdltado =2 importante, poraguie  Se

e ] Tado
|‘_"J|=- J_ [
e eckhos

Teoria de FPertubzcidr para Siztemszs Limeales.
El owhystive principal s gue 2s cazi inconcebibkle gue pueds
Faber Wi alaoritmo gersral propuestho para resolver Ax 50 by
el cual podria garantizar bacer mejor 2l trabajo gue  para
dar la scoluciden sxacka de alaw siztema perturbado.
A+ SA)) = o+ Gl
el ]
i-* 1-t
Sa Zok B l & | , , e ! i kB | o |
i3 ij i i
A
Y ern cuanto es  probable para involucrare 0 (O # )
CiEer &c L dres, loz limitez: agrandes para SA& 0y &b SO
virtualmarhte inevitablez.
Far lo harto dizcwubiremos  aqui el efecto a3 lasz
partubaciones gue sabl face.
[ Sa ] i E, & , . ' Sk ' E[ o |
1] iJ i i
Dado  gue  ternemos limitses  peara lazs  perturbacionss &1
@lenemtos irdividuales, o Jdsaremos pioguans de eshos: el
gfenta Fusstro ardliziz involusra solo loz reguerimismbos.

b
~3




|| & A || e || A ll, l] Sh || N €|l B ll, loz cualas som
corsecusetisia de .

| ea | = | . &b | s |
1) 1) 1 1

Fara la=z toarmazs LI, L o . FPara la rnorma L2

implica zolo gue

%
|| LA || ion Ell A |', pero 19rorarenss  esto
3
oy el momanto. Obhesrvamnozs primero que podemnocz dejar la

perturbacidr b En o efecto

/,| w

e

iy

T T T N TN TR TN

v de (A + & A ) =h + Sb

T T R L P L

F
5
B
i
t

clardio

LAl cb = s = (R 0L =)

o
)



e aguid
T T
[ Sk 7w X[ £ &[] A ] (1+E/(L -8 =& A]]

“ -

Sio& a4 1, v s
SR, podenczs di
candicionada.

i estamocs preparados para doblar 2l limite an
shribwir con She Natese gue cuasdo A aztd nal

I] A "2 (1 + =) [| = ‘ln & l| [w] I!m (1 - =)

< =

Zard mdy dEbil oy para wn o ranao b la probebilidad ez arandes
che U,

LB LI/ T [ S a ] em/ ==

oy s e

vy ol aguid &b opusde ser  retopads por e perturbacidn
adiciornal. v A 25 mucho mEsS pequEfa gus El' A [( "

Eri cambic no es posible retomar la SA con el modesto
aravmerte . bermnos e efecto.

A = b o+ Sl - SAw

14
[

Fara wur ramas b ovinogs gqus I! » " probable de zer del
-1

crder de maanitod de ‘! 4} II " ' ]' vy dado que

IR N TRVENT

-1
CELLA LA e ==k s

]

i
[}
o
=
]
0
i
i
it
-
r
-
3
]
W

{ A+ & A)y =k . Az = b H'E'A||'=EliA'|



Hb SEVAMNMOS SUE, & MBC0s U

-1

N podemos garartizar gue A + SO0 mo sea simaular. tenamos

-1 -1 ~1
(1A S (| S [ A | [[ &[] = [[a][[|A ||==k

Eri agsreral oo podenos ssperar que v osea en aladn zent
L& BRI L a1 e = & P T = 1NT =15
gignificativanerte mnds  peguafa que la wmidad y  esto =
puedde asunir desde ahora.

i

Ho

Fres -1

lT
i
(‘[l

Mmos -1

Y

Drado

e

La expreside de izaierda 2 el srror ralativo en
vamnos  oaue esha chivamerhbs limitado por €k, Fara
todos los =y SA éata 2% Wna estimacidn realista  para
=l i rwlu+1v~u La presermcia del facktor k oen el limite

o

Cu

1

ns

5]
IRl ¢

@rror para cdalauler alaoritmo,  para resolver  sistemnas
lirealsas 1A =TT N Wi 1A = R R AT - Fatural y reslmenhe

irevitable.

Cgarids A ez pozitiva defimida e cunple gue




Supotrmaanos ahora quse se intents azianar un aEpro=imsdo via
el tamafo del coerrespondiente rezidual. bemsmos

FEhbh - Ay =& Ay

" e |l i ll 5 A II I’ y l| i a|| A I{ II i || /- Eh)

"
A

e resultads ez brivial v omacks méds renarcable  ogue el
msiderenos e solucidn aprosinada = bemdends un error
del misma orden de magnitud,  como aguel sy e o
ar

ez |l Yy o~ [! / || o || sk /4 (1L - &k )

podencs escribidr

o O ) Jdoride [‘ W l[ i sk || s {| /0 1=k )

vy e agui

Darido

o

[ Bo-d 2 LA T w = =k Al

l /(1 - =k)

zte  limite ez néds arande por 2]l faobor b ogque 2]l gque g
iaree en v. De zste la totalidad de las zolducidres, el
et arrares de )

a b

s
oo
= 1p

1 orden de magni tud =k [{ = |§ /01 - =k
todoz elloz dan muy arandes residuales aue log obroz,

cuales zon solucidres esactas corraspondisntes & una
iz A+ SA con una perturbacide relative de orden 8. Hay
mucks més  azpectoz remarcables de ssta propiedad de o v,
Consiceramos una solusidn aprogimada =+ W ooor

IEATEETER]

E= decir, laz cuales realmenbe bismer W &rror relakivo
Bagjn alora Leremn

e O o M

=
o

[Q]

0
£

i
[m]

n

|| - A (% +ow )|| =

ol e L N R R N N R A R N R

B



ignorancn el factor 1/ (1 - k), &2l limite emn el residual
para una solucide muy precisa B @5 mas peguefa gue para v.
s estipulada por

L ejemelo particular de comno wma =+ W
la correcta versidnm de redoden de o, CoocaErndo los
elementos de = o son digltalesz. Para eztho temenoz.

[[w ] ke

dad de  virtudes ke

Veamoz gue e toda esta casti
" que de o residuald

i
soluciornes aprosimnadaz,. no o cabe szparar
maz peguefo gue la solucidn exacta

(Q.}.;-:-,Q)y::t‘« l:ClI"ll’-:-AII.'.’;HB IIQII

Nos 1leva al hecho de gues

y e seud

tarninos mas chicos

1]
n
t
I
et
g
I
+

Ay

#
Ing
i

i
“+
N
.

El principal erFror sh oy 22 & 5 Ax, v odarnds esto ze
- 1
myltiplica por A Jla Ay A =& cancelarn =21 3 A o
systituida por cualauier obra matriz B oon la mizma mormeas

antornces podenos decir solo gue,

-1
e e R R

b (A)
De zoudi el fachor axtra k.

Notess ague a e ser aue la solucider exachtea taermga elemnerbtos
digitales: ernbtonces. no bebrd en 9eneral  alauna soluwcdden
cligital aprosimads, dapdo o resicdoal més peguefo gue

1-%
R | A ]‘ " w || @l cual corresponda & wun residual
relativi,



-t -t -1
KB ALl E kB A A

Yy pata wuna b ogleatoria bemos visto gue 1a s corresspordl ante
@z hal que este &z wum linite realists.

Hemos Er o desho conzEideracidres detal ladas cha LA
Paerturbacice an b oporgue en asmeral o ezto ez Merss

impoarbante.

Suporgemos ahora gQue

erbonces

D

I et I LA O R I et B T I O N O A

o)

IR IRAIENIEE:
Aparte del factor L/ (1 - #k ), este ez a2l mismoe limite
para &l error relativo e v, como e2std dado an

]| Y o= || / i[ i |' P E Rk / (1 - k)

Fara la perturbacidrn S A 2n A, No ocbstamte  déste astdéd

Ferdicdo e

-1 -1

[y == 2= 0 a (LB a= A thirAadr =]l

b ez sustituwido por ]! 2} ‘I
dezigualdad v para la mayoria de
enctr emacamarte déksil.

Fara la mayordia de b bhenos visto gue

i e la altima
Eeta en Hhm desiaua l dacd

-1

RN IR



v oouarncs esto as verdad heremnos

[y —= == 00 A ===l

Tal aus Para la mayoria de b, cwuslauisgr perturbacidn S tal

qUH || || i h|[ ] 'l cda =alo wun error relativo peguefo

21 correspored Lernte,

ﬂu1& ur ezte punto debencs enfatizar dos fachores,

1)~ Hay zienpre wuma apro=imacidn digital a = tendendo umn
ertor relative bajo. BEnoefecto 21 02 ez =l vechor

derivaco  de ox por redondear cada el
aproximsidr digital correspordiente serd.

2= Cyando A sztd mal condicionmada  enboroes, Fara la
mayoriag ode b habrd aeprostinacidey digiltal para s dando um
rezidual  relativo bajo. Hemos visto gue btoda =« ( la  cual
R
pueds ser conEiderads como la mejor aprosimaciden digital )
1-t
dard um resichial relative del orden de meaoniboad de kB B
para  la maymria e b Em gereral ez EHlH caamdn B ez tal
e o= |] ] || / ! |, Y v oesto Bard  aproximaciones
cligitales para = damdo un residual relativa bajo.

Soducide Fractica de Sistemas de Ecuacidrnes Lineale

ul

corsi deraci dres
la  =limimacide

At dizcutiremos  brevemsnts alaurnas
computacionales pracbicaz,. comcsermiantes
D FAREA-AR-TuY- W

Muchos  problemas e las cilencias aplicadas  involdoran  La
irversidn  Jde matrices de o om o= o 4 la solucidn de oRw
goegeosideres oor b incdanitaz. Sion ez arardds O mas garands

o

g oo 4 ) G las erbracas en la mabtriz no som enheros con
ol pocos digitoz la solucidr de tales problemas & nano
o tediosos e dngrstos, en la prédchica estos problenas soo
Festleltos por 1o germeral por peogramas e cdmpateo, R
compgtacdoras digitales slechrdmicas,  pero Con la guis

94




Fumara para simplificar =21 probkdema del comierzo. El

procediniento sistendbico da wa  excelante  baze FEI &
determinar la naturaleza del conjurnto de solutionss v para
craloalar lasz goluciornes, pocienos hamer =) el
procedimnients las  bases para el mébodo corpfdat e iona l
wlegido, =i e tomarn las  precadciconss proplias. Anbes
ebemos CconElderar CO a1, bFravs 1 e alounns
momertarios gosrcs ode la mabturalers del  siztemns b =

eClacidres, @l cual suras en la practica,. tal gue =1 lechor
pecda ver el oriteric dszacdo para medir laz  everbtualidadeszs
cle cualauier procedimisnto propussho,

Conzideremss el siztena de ecuacidnes linsesles,

).~ El problema real  gue guerenco:s resolver ke sido
mode ]l ado de alauna mareers matematlca.

Supcrganos gue wn paso e la solucidm del modelo matemdtico
Feguliere la solucidn del cormjunts de scuacildnes

[oorde A%y b, son mabtrices, cuvyos  alemnstitos st Er
precisamnerte definidos, pero generalnenbe fo mecesar ianerts
Conocidos.

2y~ Dado =2l =iztena ideal AF¥ =4 = B¥, fememnos ctualmente
g la marns un comjunto de ecuacidrss

AN

Dimtrde teremoz gue A ~/~- A v b o=/= %, Loz errores em los
datos  sor & merddo tambderr &l menos e parbte debido &
2O Ees 2 redondecs y para uma copversidn bhinaria  cuaredo
las nmne o5 sor almacenados en la conpubadoras  comuanmentes
loz datos tanbisen llaevan un error exsperinsntbal cadzadoo por
rdestira poca habdlided para medic- A% L, B precisamentea.

—ru_-l'

El =zishtens

A o= b
por supgesto bilaeme dra 2olucide exacha, gue ez, uRa para 1a
cal A x - b ez exechtamsnte dgual & cerc, oo bal  de que
laz computadoras =2 lbvaludcrsn  2n avaluar A o= - I
exactamants, pero Lo nejor ogue podemss esperar Racsr en une
compUdtadora digital & oen wna calouladora de escritorio &



probabdensnte & marno, 25 obhbersr wna solucidt aprosinads
=ty mo daual & la =olucidn exachta = gereralmnente, para

A x o=

Nueztros mébodos  praicticos pera rezolver  las ecuacidnes

podiia ser, Por supusshto, solamente con 2]l dato aprosinado
A.b s la ecudacidrn Ax = b Cuarcdo tratamos de eveluwar 1o
e heeoern muestros métodos, esto ez, como S2 producs la
precizsidn vy o aproximacidn ', podencos solamente medir  la
praecizidrn  con respecto a la soluciden ssachta = " para loz
datmes ogue mos dan ern A o= BV, ftratarencs ode gsranbizar gue

Fiestros procedinisertos heost el error o2 - o= Y pegueio M.

o+

i

b cilar

{ficos aplicados, por supussto gue solo gquisren la
I e - 1

rezspuesta 2,y dado ause los srrores w o U T3
T o e momento, aemtranos &l procedimiento e
aliminacidrn  gaussiana para obbamer aladma idea sobre =21

ok del trabedo dnvolucrado oaern la elimipacidln gadssians
ambos para resolver scuacliores vy para inverbir mabrices, v
arzaauids 1o comcernients a ejenplozs concorebos con um
tratamisnto mas tedirico de la solucidhn de zigstenas limeales
che la forma & = = .

pll
i

acdicianas v 1

Fer simplicidad catziderancs las
sustraccicones Jjunbas comoe " adiciores
multiplicaciones v divisiones son concideradas jurnbas comno
mualtiplicaciores,

Comsiderenos la solucidy de B oocomjuntos de scuaciones Coma

=1 |

erborces

A

cot ) o= 1.2, K

i
iy

El cédloulo de loz elenerntos de

(r + 1) (- + 1 r (+)
A . b » e A N

imvolusrar 1o ziguisente,

(2o



I)u— Céleoule de m . &5 decir.

ir

(rl
&

ir

m = " Corr 1= Ftlasees B

ir (1)
&

o

irmvolucrardo m-r dividicomes.

{1417
2) El célaulo de & 2 de
iJ

{(r+1) () {(r)

& = B - In & cor o ied = oFtla s
i3 iJ i P
irwveolucrando ( mi- ) mualtiplicaciconas v sumas.

{r+l)
2 El mdloulo de b oomjuntes b irvelucrarda ko (r-r)

i
multiplicaciones v adicicomes.
(r+1) (r) (r)
(] ~ b - I b Cort 1SRl ey 1
i i ir
dernde para F o= 1, debenos tomnar
(1)

o =
1] ij

oY

(1)
(]

it

(]
i i

La eliminacidn progreziva para obbemar,

1



For comnmsiguiente

=1
X
=1

=1
v
=l

.

B

irvolucra m-r multiplicaciornes v adiciornes v ouna
divisidn

zustituciores

Loz g arnde

laz

(1

Y

(1

ks

e

1 (r-1)

=y
=

(m—-1) +

(1)

o =] w4
- ' I
(1) :
@ 0= | (1)

& 5 + . = " + = K
22 2 2 n ]
(r) {11)
+ & KA
P (] ()
& regquiere de
+ (k+tD)n-r)s = A1/ 3 0 - 1/73) + L/2 kim-1)3%

mltiplicacidmes

e

=4 (173

k(=) ¥ - L/ ml/e)+1/2k(m-1) )

sunas & adioloes

derde Femnos wusado 1oz rFesultados
m
Loz o= 1/2 mdm o+ 1)
5:
m
L = =1/6mdém+ 1) ¢ 2Z2m + 1)
g=1
laa =solucidn de (1) por sushitucidn hacia atréas de o,

1a

+OE 4

+ 2+

o
<

diviside.
coma equivalante & wma multiplicaoider,

harmia abtrazs imvolurrzn.

won o) o= L/2 lerm (e o+ 1) mulbtiplicaoiores
e For=1l) = 172 ko (m~1) adiciores,

L1
[ 5x



Loz totales para la zolucidn completa de kb conjuntos de

BOWACIOMEE S0 3
Mmoo L/ - /3t ko) multiplicaciones

nsll/3 . - /84 /6 + k(- 1)k adiciones

Cuando imvertimos A, enperanos con povectores unitarios
2 oan ver de boa la derecha de

J 3

Al recordar con cuidedo donde hay ceroz v ounos a la derecha
y ertonces, evitando nultiplicaciones por umos v ceras vy
Zumas de ceros, podencos facilmante reducic el hrabajo bobal
para la elininacidn progresiva &,

72 v Crmo~ 1 ) multiplicacion

172 (= 1) adiciomes

far
ar
oF
-
o
w

Y tambidn siendo cadtelosos e la sustitucidsn haci ,
Finalmerte llegamos a loz requerimisntos totales para la
imversidrm enbera.
A
] multiplicaciones

Y 3 o
T T L T adicicanes

tos resultados para  la

i
]

Laz conclusiones inportarnbes de
gliminacidr aauzsiama o .

D)o~ El mmerco de mulbtiplicaciarse v adicicones  redueridas
Eata resolver ur o conjurto Zinele de ecunciones SR
q

del orden de 1/3

e
0



2.~  El ndamero de multiplicaciones v adiciones
para invertir una matriz son del ordes de m
E=zta mio dice que @

3

D).- El morte de trabajo ez proporcional a o btal gus si
duplicamos &l nunero de ecdpciones bhenenos Que Beosr S
vazes el mnomhbo del btrabajio dnvolucrado, v o rapidanente s
comvierte e suztamcial,. & medida aue =]l zistema o

ircremnarta,

2).- Alrededor de 3 veszes del mosbo de  trabaio e
involucrado  cuando inverhbimos una matriz, compatradoe oop

resolver  wam coljurto de scuaclonss, PSR VEDES, oG
podriamoss esperar. El radico ss esencialimente ircdepend et

cle la medida oel zistemns.
Fara wma n omuy arandse sestas operacionss conbadas, A uly]
3

cotisideradas LA tanto AmproRplaz, dadoe gls ] ek @

gestranadamernte grande. Sin embarao, ze biends a olvidar oue
i

multiplicar doz mabtrices de arder m jurtas requisrsn ode .

multiplicaciores v adiciones. e aqui &l nonto de  trabado

= T

ragquerido para formar A S A AL Ademnmds se zabe aue  an

minadn método las operaciores son enberanesmbe por Faenglde v

columta. y puecdse reqguerir menos Qe eshe monbo de brabsjo.

iy

Er zuma,. justamsnte olvidamos que las compubadoras pusdern
CERrar rapidamnente,  para  inplemnsehar la elimimacion
Aauizsians. Pusz & maro e laboriocoso rezolver 0 ecuaciorss
oot S odircoanihaz. Bl el preszemte laz computadorazs sz 1o méas
practico para resolver sistemas de 100 eouaciorsss con 100

imcdanitas, oo bodos los 10 coeficienmtes dizhkticbos  de
cers, Las opsraciones aritméticazs tamarn maz o oo menos Lo
Zaaundes et hacerle vy el cosho ez mencor gue wn delar. Este
@ el Rorgue las compotadoras her revoluciomeado el camir
ey el cuwal Formulamos los praoblemas e las ciencias

aplicadaz. Sim embargo todavis titubesrianos antes de bomare
L sizhems o ono= 0 100, dorde e mavoria ol Leos

coeficientes Som oEro.

1




El

Método de Gauss

Ernt las mé&aoinas anbericores s& 11u
laz cuales surassn las mabrices
Er o e siogs varamnoss 1as ma

edrico, para obberer

=z potenclialidades v laz lim
matriciales.
Do =ee a1 lustrado e loz

utilidad de laz matricezs en las
relacicrada a
meétodo  converidaerte para formud
fErmitos ce gl conjunto de secumc
Sim kg Qs importante
divaerzaz =zituacidrnes que pued
conjurbos de

miauisrtea,

=E ]
2F
limsalas

- =
-t

SRS EE

Fazamnds & la elimninacidn qaussia
sizhemna.

A

]

COMBEREEF SIS Son Wn sienplo &R
mich ema .
Fx vy 4+ oz o=
G o+ 0y =
- Jw o+ Jy + ==

enconhrar el

la

Nuszstro problemna ez
waVY.Z. Y arlicaredo

&)~ Sustrayerdo e la  sagurn
mudltiplicada por 23
e~ Suztrayende de la  tercer

]

mualtiplicada por -1,

resyltadn 22 un sistemns

x4yt xo=
-y~ odro=
dy + Zz o=

101

mermcs com el hecho

elimiracidn

gyl valsnt

strarcr algunas marsras &
2n las ciemcias  aplicadas.
trices dezde wun purnto de

U erberdimiento més amelio
itaciores de  los méhodos

ejemploz comziderados, la
ciencias aplicadazs, =std

de gue e lleve & cabo wn
lar problemnsxs Fizicos  an

alasbrazicas.
tadricansnta la=

iz linsales

ribEtider

SUF3itr cuandn se resudelven
» Ezte ez el cbjebivo de 1o

El punto inicial

HY

&

res dinemziornes,

1

Dl g

ircdanitas
FI M &

valor de
QAUS S LaEk

da la B imers

EizidaTl b,

=Tl I T Tk w9 1z

B imsra

=

P[]

ECUAC IO,



Z) e~ Al zuzhrasr de la  berears scusgcide la ZEArdE
mdltipl icada por -3 oz gueds.

I

i

tal Fforma gue bhenozs abterdids de la ecuscidérn original.

f—
[y
oy

!
-1

F
oy
8]
~J

U =ziztema sguivalerte pero mnéds =single, o wma makeiz de
coeficientes muweva que demobarsmos por Uog

L . J J
Alhora la matriz de cosficientes ez trianoular  zupsrior
S cero  todas laz enbradas  cebajo de  la diamonal

Fritezipal.
Bl lads derecho, gue as wun fgevo vactor o, 2 derivé del
vactor original b omediarte loz mizmes: pascos gue camnbd sron
g A en L de modo gue la elimimacidn gadssiansa comsiste e
Comerzar Con Ay b

Aplicar los pazos &) . b)) v o), en as
Tarmivnar con Wby o,

La wGltima ebagpa o la =olucidn = = o, mediantse  la
sustitucidn hacia atrizs.

La matriz A pusds a5

i

et

misrbras que nlngudnn de los

il
-
P
o
ko
-
"
O]
il

Fivekes  ZeEs cerd, camo Wl producto LU de o uma mahrdix
triarguadar  inferior Loy wna matriz Lriangular supericor W,
laz enbradas de la diagornal prifmcipal de L oson unos: debajo
cle  la diggonal estédm loz multiplicadoresz 10 de 1a Fila  J
i3
g fusrorn su icoz de la fila 1 en 2l proceso ce
gliminacidn., U as la matriz de coeficientes gue  obbteremos
cespuds de la elimiracidn y o ambes de  la sustituciden

10



o

rearesiva; las enbradazs de sy diagonal son loz pilvobes,

13nr1ﬂ de Solucidghes para uh Conjunto de ecusciones.,

Hemos  vigho hasts aaudi los wmébtodos para ercocbear La
golucidr rumerica de ecuaciornes lireales zimaltarmeas, pero

Po Femos paesto mucha atencidn a la cusshidn de ogue ftales
ceomluciores existarn, & ogue la solucidr ses Unica. Este ez sl
privocifal problems qus abhors brataranos,

i
Hd

Comsiderencs ahora la ecuacidrn simple ax = b, dorde &, s, b
o sscalares. Y decimos 1nmwd1d+mmwr+e aque la soluzidm ode
eshta ecuacion ez = = B/ &, perc an esto hay  hres
pozibil idades.
1).- a =/= 0, edrtonces = = /&, v ézta 2z la  unica
Wi de la scuacidn. para cualadier valor dde b
cual pauede zer cero. en tal caso la solucidn ez
o= )

— Ut

3
cl
(1

D= K1 oa = 0, hay doz posibillidades, dependiendo del valor
e L.

erborices la ecuacidn ez 0 x o= bo=/= )
clucidrn Findta., La solucide

o o= o M e pusde ser cornsliderada como ung

moluzidr pozible. Decimos que Y la solucidrr mion

gxizte ", d, altermativanerbtes, que " la ecuasidn

5 1ﬂ:mnu1 shernte Y, implica sue 0 = b =/= 0, 1l

ual ez una cormbradicoide.,

).~

Lﬂ

i b= 0, entomces cuslauier  RUmEro B2E URA
golucidn de la ecuscidn, para 0 x = O, siamngpre
e el valor  seas dado & o w., Se axcluys obtra
solucidr infimita, dado que 0 o mo estéd defimido.
E=  wum mctakle resultado que  precizamnsmte las
miszsmas posibilidades esiztern em 2]l caso de ooz
acvaciones con dos inodnitazs. Az,

v Voo

+
%
1]
i

1003



tiemern una solucide Unica.

|

oM lhconsistantes, v
W b = 2
1 el
wao+ Em o= 4

tieren una infinidad de solucidnes,

Ealt % = ko, o= 2 -k para bodo ko

1 M

]

Y un resultado médzs robtable ez gue precizamsats las mismnas
pozibilidades ewistern aen 2l cazo genesral de o ecuacidres
gl o incdaritas, Coms veremms. Fara aladn @ jemp ] o
ﬂ:pecifi-u ez pozibde descubrir gue la situacidn ez por
golucidn directa de la ecuacidres 4, saguivalantenente,  por
sar  la reduccider briarmaular de la matriz aunentada, azi

considerenos las acuaciones.

. N : - E' e = .-.:..
1 i 3

Ao~ B b 4w o= 4 (1)
1 & A

4w - B = 0
1 2 3
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H
ad
EN
By

S
—
H
25
Fxx]

Lazs opaeracidrmes por Feraldn reducsrn st &,

r |

teoar Faeraldérn soe

n
I
e
i

Néteze que todoz loz elemnerho

R

Ezto mignifica que la bercera eclacidn ze bea reducido &
Nx = 0 tal gus una solucidn de la ecuacidn original

= 0

b, domde kB oes cualguier ndmera

3

zte para la cusl o
I

o

For la sustitucidr hacia at

o

s
5

=LAy Tw - -

= 2k
22N = .:.:.‘ + l"‘

spresada de la forma

N 1 r a 1 11

<
118
U]
ot
o
W
[x]
f -
=
i
[
i~
gL
&
[x8
in
]
{[:
il
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i de abtra marnsra.,

gricortrariamncs el Lugar

[y
1

W

=

I tarosra  ectaoldn

i

= oaculaclorEs

cor jurbe

L

los
et

I lamad

Ereo 1
e =ido
mismos

"
[

J

i~

+

oW

n

=
checar 1457
ircdaritas,
solucidn urica,
varificar loz
describo arter 1oemerte.

o Juinbe

oo e =1 la

Jamnplo,

b

o

oz

forma briamaular &,

laz scuacionzs) .,

la tercera

L0

abwra 1
irusors i sty
cors i daeranos,

iamaal al
Feduce 1k

|j & «j ]

FEara alaar ms
aouna infinddad
siagiaentes

EnzldEe 1 i
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o
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e
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Fridzcdsy
deom
R RE=T =
D=3

e
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2aidivalentemnsnt

e

ECLIENT 1

P

(1)

e el raamero e
inchdarnitas,
urE mateiz aumantac

i

P

solusiornes,

Pl R= I =1 T L

Frubed e

1a
lizad
o]

S lupe i,

A=l
o

1

5

~

-

Fn

= 1o

i
b
o
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@5 sumada &l

come uma cuarta ecuacidey =1 =iz
soyaciones con 3 incdanitas, biene s

i

a2l ziztena
i

smno oo juinto de solucidres, del =

cor junte de ecusciorss

Py
P
[EX

]
i
[
+
-
H
. CY

..._
ka
‘A

B
-
o

i
[x2%
i
[xxi

tama  resulbante de
Slucidrr Grica.

o= 2R
1

i la ecuacidm

Wt -5 =

i
o

= -

resyults de 4 ecyaciomes com 3 incdamitaz, i
iste me origitial.
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Fa
1
+

b

¥ ] 1

o

Y &l zistema de dos ecuacicees oon
la a=

5 pErimer
cir

Q

=]

o + - =
1 g 3
ST A I X =
1 = 1

tierne el mizsmo conjunto de soluciches
original armteriorments descrito e

cdos acdeesiorss e &l

La moral ode estos sjemplo es que e

decir =i wr conjunts de ecuscicoes

»

zolucidm anica, & uwha infimddesd o

el comocimients del ndmero ce e
incdgnitas. - @5 decir, my B. For

incdgnitas pusden terer uns solucd e

aciores vy
‘t.al |‘f‘| i
LI i

con 10 imcédanitas puedsr Ser LRoons

Comzidereno:s =l siadiente ajemelao,

+ 2w - M
1 = 3

o + +
1 z ]

3 t G -
1 Z 3

1083

H

1

]

(1)

{x

=L
[aD

i

=

irecdegril bas.,
siztemns

it
L

i ""f"l--'r

Fa

oetndy [} {wCPY

10

P

iories

| L=

el ordmsro

]

dada  por
arrbar ior,

0]
[ =
3]
o
1

= posib
salucidr. o
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il
—
o
U]
-

la primera scuacidn para slimicar o © o
tartes obternemnos.

1z 3 12 -1 2

X
.
S
(s
i
XE
—
ome
a3
2

La incdamita = o aparecse e la segunda vy bercera

SR L CES . =
Hemas reducido el cosficiente de o e la segurnds ecuacidn

a la umidad por dividir ésta scuacidn por 3. Podemos,
aPtonces, omitir la bercersa ecuscidrn, porade s singdanente
e mdltiplo de la zeqgurnda. ( sn bermireos de la mabtris, loz
alaenaentos (2,2) vy (3,2) som cero. Y oomsideremcs la tercers
Cod LmtE G, reducs los elementos (2,3) & la unidad por
radltiplicar =1 rernglds siguients po 173, v restando el
rermldn resyltarmts del dltims rergldn, tal oue el glbino

rengldn es reducido & i renglén de ceroz)

Bt
B3
]
—
o
1
[ary
o]

b
i
[

& solucide gsreral del corjunte criginal de  ecusedones
sté dado por

= 1 , w o= o P T T B ] ()

o ]
P

A

iy

arede ternemos @l comjunto de ow =y, e cornsteant

i

arbitraria. Dado gue de conjurtar = daual & unea canstamhs

101



arbitraria, prodriamos tener el conjunbo de ox Ladal o a wne
1

corzharte arbiditraria, v erbtonces la solucidy aersral ez

Hi
—
i

! . om L I S T WA G T - (.3)
o 1 E

Ez claro gue la solucidrnes apteriores son esencialmenbe las
mizmas dads aguse. =1 asigramos cualaguise valeor & oo o&n 1a
primera solucidn aemeral G, la mizma solucisn serd dada
al comjuntar g9 = 2 - 2 an (). Sin embaras, &N CRS0s mas

coanplicados la equivalencia de formas difaeraentes
solucidmes pusde no ser obvia. Deberia mohbarze ogue en
gejenelo de arriba no ez posible azignar wan valor arbitrari
B oa, dado gque uhe ecuacidn es = 5 ]

]

&
o= {1 U

[T I

El procediniento dado en la ecuacidn (2 ') corresporde a 1o
ape kemos llamado previamenhs Y reduaccidn & la forma
triarngular ", con modificaciores apropiladas para el becho
cle que los elementos cero an matrices sucesivas sianifics
2 o podemnos e wma Forne Briangular estricta. Fara

la estruchtura oe la zolucide de (20') méaz claramsnte,
converiente  wusar  la sustitucide hacia a
waciores ( en la matriz: wsamdo &] procedind

Gauss - Jordarrn para reduacie =l =lensmto (1
e

T

T << O

x'l W

tras  o=m las
e &d L oo
3) E mer,

H

mag

18}
Dt
Ex}

-
o
D)

00
)
fant
oy
o

Ezto nos dice irmediataments guee a cualauiera de o x &N
1 2
azignarsale  valores arbibrarios,

(  pEro o anbe D =
dede cere o valor arbitraric.

s )
P &, w0 D SE L

if
X

[

1o
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Dada  wna matriz mo simgular A y wn vector b o distinto de

t

fEl
,,_l

{_ﬂ

cEro, sed x la solucidm del =
A o=

Supormans:s qus A vy b osor suisetos de incertidumbre. Cual  es
e ircertidunbre  resultarmbte  en la solucidn = 7. Farsa
cuElauier vector columma v ode orden m defininos || ¥ (
como la lomgitud euclidiana de v oo

-

-
v =1 vlls Yy vy oty
e 1 2 B

= ocuadrada A de mox om, definimes la mormns
A 'In fuofu] 1 [n 8

T

Estaz funciornes dan por Lo gsmeral, la medida & tamaetioo ole
vaectoras vy mabrices rezpactivanerte
Fara wia matriz ro simauwlar A Defininos la comdicidn de A

coms cold(A) . por la relacidr.

cendC A D = LA ] || A ]

El comoepto de condicidn de uma matriz, intenta medic  la
sensibilidad & la " vulmerabilicdad " de unma solucidn ¢ s1i
cambiiamos ligeraments A y b, cudn grande ez el efecta an

-1

cusshldrr qQusrenns
var facilmente ).,
1 cambio $A v de

= A b ? oantes de conenzar com eshs
zafalar wn obebtaoulo ( ogue podenos sal
Tiee  oue kRaber  una mamera de medir e
calcular 21 tamado de A mizma.

Ya cefimimos la lormgitud de uam vactor s necesitanos abiora la
Pt de owna matrdiz. Enbornoces el mdmsro de ocondicidn, vocoe
él la gensibilided de A, =g podrén obbener fAcilmanbes

~1
directansrte de las mornmas A v A

111



Lo de 1oz principales dsos del concepto de comdicidr yvaos
. respuesta, por ahora retortamos & la cusstidn hecha al
privcipio de ezhe capitulo, Hud cambio produace en 1a

solucidlm = oun cambio peguefo en bod oarn AT

1

Lomerzaremas Con un canmbio del lado derecho. de Doa b+ Sk
Ezte erros pusdse provemir de los datos axpaerinentales & ode
redordeons  podenoss supoter gus Shoes pequelfo pero gue =
direccidn sztd fuera de muestro conbrol. La solucide

correspotdiente cambia de ow & w4+ Lo

o
i1
=
L2
o

A R R N

@ oms U caso particularmette sencilloor concideremnos
az las perturbacidnes &by caloulanos la parturbeaside.,
-1

resulitamte &y o= A bl Habrd grandes cambioz 2n la solucidrn

ocando A zea arande (A ez cazi zirgular )y =erd

particularmnente aramde cuando Sk ovayva en la direcoaide dogdes
-1

s amelificado por A

]I &g || A« &b

[bAs =i AL =l
S L=111 [wh-A -t

[ LS P Al [EA ] ]88y

AL ANOO A hoomee 000 et 500

=] e

Faar

o
]

.t.

i



1 I

Loeornd () e

II-’"3 | e 1

esigualdad muestra gue la incerticduanbre relativa
; itada por la ocond(A). E1 limite en estd aspresldrn
& E dlndrzatle, para cualqguisr 6 no sirgudlar v o bodistinto de

=z Fézil de ver, i llevamos & cabo wun cambico ode

amordwnadas ol cual A tome la Forms dizgosmal,
Fero ay wm o zerio dnconvenlienhbe  para medir asi la
zehsibilidad. Suporgamnos que multiplicanos todas

i
arbradaz oe A por 1,000 ertorcez vy (el error del tamad
1
v =a amplifica por el factor 1/v aue no &% mas  gue &l
-1 i
lowv promdio mayor de A . La =implificacidn

Lizr =EOMpEaYor  Suardo
v eshd cerca de cero. asi oaue las matrices cCas

1 zirmgulares

o las  m
matriz  sear
_]I

4z zermsibles ) =ze multiplicard por 1,000 v la
&  mucho meros singdlar. Fero se  suporhe gus
st Emos gands limpio: om0 ez posible gue mediants un
cambio de escala podanos convertir la mabriz mal  dizpuesta
. uPe Dien colocada. B ooilerto que Seoserd mernor &R b
-1

an che 1, 000, pera Lambiidr 1o zeré la zaluciderr = = A (]

|| zerd &1 mizmo. El

+

a2l arror relativo G /
Factor = &R el deromilnador ﬂﬂrmﬂllhd 2l prablema contra
peguefos cambiiozs de o ezcalas AL miszmo Liliempo kay  un&
riormal izacidn coorespondiente para Shr omuestro problemna ez
Dol ] 11 =T-T k-1 ml cambd o rnluflvH ll Sk [l/'[ b I’ oo o2l error
relativo || s ‘I/[l

bz peor sucede uuuﬁdn wl FrameErs S oe2s arards (0 las
perturbaciones estédn en la direccidrn del vecohor propilo = )

1

z Eaaquenc. La s=olucide sin

y o oouando el dercminsdor s
2 peaueta posible comparada

b
Earturbat debwmria zar la mé
cor e b osin perburbar.

Az biern lleverudo a cabe un cambiio de coordenacdas,  Com
e bramsformaciden lineal, & toma vechtores = an vachor .
LIt teorems de furdamental importancia pero poco copocics
motab ]l s LS, o uan cierto canbdo D T Tu ST cha
coordenadas en 2l sspatio ® ¥ por o abero SCanbio orboaonal !
cosrdenadaz o en el espacio de b la matriz A pusds
Podesta an la forma dizgonal.

et
—_
[



al

Ao 1o pdmeroz positivos B 5 B 5 o« o« . B R

1llamados los valores sirmulares de A ademnazs .
[f A1 =® [t A | =

Fimalmante, laz trarsfornacionez orbogonales no cambian
Formas ode sy be heremnos.

-1
p

Fi

=21 b = B 4 Sk o=

[

B
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Sb

= = — e (A)

A N L | e
&} I

ultima exprecidn muestra gue

s 0] || =& ]

A2 onctd (A)  ee——

NI el

_<
Hi
w
o
.

G f’ 23 l’ ot f' " L_*"~.~—~

|

zpc i onales
damos P

O =T

2z una igualdad, como prometinos probear aurcgues.
l l ’SI l ( E'tl ‘ ’ 'Elt' l l
e 2 ZET (A) e
[ = Il B ow e |
P [ ]
@ Solo une igualdad exacta. bajo cordiciores exos
gz mejor cerrar la igualdad v opor comsiguisnbe
=
spdesto la igualdad aprocimada. Si1 ocond (A) = 10
@e  correchtanente corocida solo para 10 decimalses
_l:,
pogade ser conocida para 10 cdecimalez, asptonoces

tomar cuslauier ranao cde 0 oa ox



El s=solo essperar  tensre alauma siand
ziztena de computadora de 10 decimale

wn -+
ot
i
g
=
7
[
B
1
0
it
=
[+ 13
i
o

-1
corict (A) “ 1/

Ern  uma computadora de basze B ocom b odiglitos  significabivos

pecesitancs

-t

corcd (A) B oS

Fara fermer  algurna siganificancia para LAFI& soliucidr.
Recordamos  ogue todas las exposiciores e esta seccidh sor
irdeperdientes  de cualaguiser método de resolver o ] &

o 2ilste
1

Az = [ Son exposiciones acerca de los errores an o, o
cuales s=on inberentes a la incertidumbers e 1oz datos.

Si0 A eesbd syista a  wr cambdio SA Y B oes o 1de
gxacbanante, erntohces una desiaual ardloas a,

s | 1Rl

—— T T Tu AU~ D

R N

|| & ] || 56|

= comd(A)

wood S
[ oo 4 & ] [l &[]
T pEguefa comparado oo o « Enhonoes podenos,
t rar =it contratienpo aloauno, &l lado  izquierdo ds
dzta ltima dezigualdad, como e srror Felativo

m

= jemE o,
Loz valoresz propiozs de

1 1.0001



~4
Sor aprocinadansnte v o= 10 /2y v 2. Por lo tamto, su
1 - 4
Pamers de cotdicidln s alrededor de o = 4° 10y debemosz
szpetrar un canbico vialemto en la :nluciﬁr cdebddo a  cambdos
mada exbrafios e los datos. En la solusido.

!

o+ v o= &2 ot v = 2

o+ L0000l v - ot 1.0 v

i
3

5

Slnnat,

Hi

Los  lados derechos se alteran solamerte e St o= 10 " [AN]
misms Liempo, | solucidnes cambiaromn dae u = 2, v = 0 &
wo= v = 1, Ezte ez um error relativeo de

|| G ‘I || (-1.1) I o

e 1

AL il selecciomar  alouns perburbacidn en EEpecl

(reztra =y Sk forms wn dnadlo de 450 a¢m el peor de 1o
al eaguivale a la pérdida del 2 en Puesh

factor  2° 10 conparads con ja posibillidad extrena
4
o= 40 10 ) tuvimos um cambilo tremerdo em la solucidn.

Nzt
olir
TATEE

& aue el mamers de cormdicide o P B afecta
tamarite por el tamaiFo de la matrizs i 6 =1 & aan si
10 el pdamero de condicide eg o= /oy =]
e mir
Ern ocomparacide. 2l determninamte ez un oriterio malising
para probear lao omalas colocacidm de uma matriz, va o e
depetcds o =4lo de la ssoala comgiderade, simo bambidén ool
=47

=
L=l

T U B

I

order o 81 A = L/10 erborces el cdebermimate de A as L0
D ek, gzta matriz Y casi siraular Y emstd 1o mejor
colocada posible,
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Er este capritulo daremos por beckhs gue 2] lector comoce 1o

aliminacldrn  QaUsSSI1aNR. e @z un nékodo para resoalyver
silstenas de ecuacidnes lirneslaes, La principal decisides

gebratdalos gue contenpla el dizefador del alaoritmo 2z la
elecocidn  de wum elemnsrbo pivobte Grico para cads wen de los

M-l pasos.ett el cusl wne veriable ez elininads de las

sodEs ides reztamtes,
Hay doz tipos de eztrateaiass importanbes

i) Pivoteos conpleto.- Ern el cuwal cada pazso umo 22lecoilona
comn pivote aladn elenanto a e valor abzoluto mé&simm

1]
tamt

CRA
1Z.

= de la mat

1
[ B

artre todie Loz slementos -

LG

-

ii1) Fivoteo parcial.- En el cual & cada paso unn selaecocions
coino pivote aloan elamernto e valor absoluto mésimos
iJ
grbre Lo primera oolumbe ce los elenerbos reshantes  de
la matriz.

Azl e 2l primer paso el pivotes completo examninaria  la
zola matriz A, para un slemnento maximal em valor  abeolubo,
migmbras gue 2l pivotes parcial examinaria zolo la primera
Dl T ( Tu T

Alaunas clazes espaciales de matrices Earml tarn Ia&
slimirEcidn para proceder sucesivamente sim alain pivobs -
poar ejsmplo, las matrices simédtricas positivas definmidazs -
paro asmeralmnerte 2] exmanern de piveohe ez ezercial para

T e
—

( i
ot e D
i1
s
.

o
]
o

e
aarantizar el &xito,

e mjanelo sinele ilustra el
dezazttre que produgce & £

walninar o pivobe,

Comzsiderenss una maaguina ode bres digitos decimalez 2n punbo
flotarte.

El siztens ez,
SODL w4+ L.000 oy o= 1,00

1.00 RO S A A v o= 2,00

La verdadera zolucider, redondsardo & cioco decinalesz

i
n

o= L L QLG y o= R




Si aceptancos 2]l elesmembo 0001
ce w oern la segundas el dn
— L0 oy o= - 10U

Resolviandn por sustituciden
y = 1,00, miertras o = [0, 00,
Frar otra parte =21 pivotes parcial

Fiviote

L=t BT g

a
2l
bn -1

1,00,

1 la ecuacidi.

Coinn Eilvohke,
da la souacidh.

tiacia atrazs,

La elininac

la

wR claro desas
z@lesdorar &
idey de  w de

.00 v = 1,00

Resolviendo & la inversa encombramnos gus
y = 1.00

Vv Erhorsss

= 1.00 o dwita okl
Ahora  diremos que zetamnos bratardo oo uRa oom
purte Flotberte de bazse 2 vy © digitos, Mas bhien
la sl e ide cde uwr siztema lirnmeal Dalu] A LA

= uTedul

@limimacidm

P EINCE

b

R 1R 1S

el elamnsrto
la primera

P 't.alj [ o= d =

o diszcoutir
ceemnos la

computacidr de la dinversa A de una mabriz dada, Dezeanos
motablecer los limites de error de redordeo gue haebian sido
probados por la slininacidr gaussiana.
Azumisrdo  una  esbrategis de rJVutuu completo vy aue 1a
matriz A eshte razonablensntes sscalonada, al principglo v 26
todos las FRE0T irbermedios ( =T capitulo e
Focalonamiento de Matrices ) enboncez, 1 bodo wole um
ij
ciaerto alacritng gaussiarn da wne matriz B obal oue.
-1
|| O -t 7/Z -1
0.z ) = I a(r) A

Amud adm) ez el maxmino de todoz loz elemnertos oz las
matrices sucesivas encomtadas durante la el imdnacidn.
Fara expresar =1 resultado amtericor, e wna formsg  para
poader compararla ocom alounos resulbtados dael bt I AW ]

11%



arherivr mobenos ouse 1 9 A 4 .
o
A = M .

Ertormces tensmnos.

H Sl

Fd clase de limite podemnos dar para a(m) P

!-’.
i1}
—
4
o
1l
u
4
1%

Famis glge

o2 coped (A) @ ()

10
hy
L]
a
T
i

E=zto  arroja  wuna preounta abderta. vy lo aue qLie
'.

zslllta mEjor e aproxinadamernte.,

(%) Lovar
aim) = 1.8 m

P o
i
L
3]
LU}

For  otro lado para

¥ laz matrices reales que ban  sSido
sxamiradas, sismpre 1

o 15
ohzarvado 9.

=1

4
1
i

() L "

el wltimea limite ez alr-amzads para uea 1 g e
ilimitadamsnte por matrices relacidrnadas a laz matrices  da
Hadamard.

Fara las demas matrices aladgna ves s obzarva gue.

Y =& hat encontrado matrices conplejas A de oune
ilimitadanerte aramds para lo cual.

al{r) = 3.1 ©

etz W bedern limite  para @ n) .,

o
I
Hy
i
i1
(=
—
jif
P

Deberia ser més
hal o,

'] A A || Sk S -1
(0.2 ) 2 | a{m A




Fadiria =er cambilado sm owr baen limite de error & - pricord
-1

para el céaloulo de A o Natwralmente para cualauier matriz A

@ particdglar, a0 ez facilmente obzervado en &l cureso de

la eliminmacidn, tal que =n alaan evernbo ésta ralacidn

-1

(f no- A (l -t 72 -1
(0. ) 2 iy a{(r) A
-1
I

e bramsforma en wn limite de srror & - posheriori.

dados & - pastariori, come serd moshrado s sl caplbo

"opAs Solucidnes Exactaz Y.
21 factor 2 e es 1
inberente a loz datoz, vy

Sin embarac todavia linmites de error mejores odeder  estar
1o

mente &l mivel de  insertidunbrs

1
zaria iaualado a

a

t

Ertormes &l limite am

;; » ,; = 2 cord (A) a ()
A

% mas arands gue an

1]

For =l fachtor w g{nm) . Tomarndo e cuenhtsa el rezultacdo
1111 =3 Wl R et

alm i &
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arhores

b

nterprebanos

ool erdo

P £ U}
difiers de

o 1o mas de SK
Asi
al tomarer =1

Fara valores

o}

cbbereress ot

Vil

Timite,
modestos

alaurmazs  ides

siguisnte capltalc.

E1 limite dado a.

TN

1

la vaerdadsara
3

la elimirmacidrn gauzsiana =imple es razsonblensmbe
cornn 2l error de redoncdes bajo

G

g

O cord (A) alm)
a matriz & céaleoulada. gereral mernte

...1

imversa A . emternifmos relativos

1 errce inkbwrente 2l problemns.

D&
ootk .,
=T =T

Mejores resulhados

El factor (

T
Ay

H]

A

Au =

cornd (A)

[

o+

)

re
e

= gl IEFID LSS &0 E (=1 =)
]j -t 7/ -1
( .= ) =2 I a(n) A
& -t 2 1112
{ .2+ 14,88 ) 2 1 'i A ('

B

15 2 { cond(A) )
Fasolver
b1y

. In&s ol

Lae



& prusbea ode

2 -t 2

# 15m 2 ( cond(A) )

s muckho mas dificil v tedicosa que la prusba oe

-1
|] A=A '! -t 7/ -1
{ O, ) 2 I alr) A
-1
.

=









Supor@anos Oue la matriz A estd dacla  como own datbo el
precisidn sinple vy ogque  deseamos Comzseguir sollcionss
e garanticen e mads precizas., aus 1oz limites,

-1 -

f| » - T || 2 S S -1
= (G.3 4+ 4.6 A ) 2 F I' A l

z -t
£ 15K 2 (cond(A) )

b3

dornde 2l condiciornal =
{ cormd (R) )

més bierm gue e

AlFzra la cusshidn ez, Cdne procederiamcs P La eleccidm més
cbviag ez ejecutar loz cdloulozs an doble precizidn  entonces
Loes sustituido por 2t en 1oz limitezs de arriba v hasta
_.1:_

- ez macho més peauaeRo gue 20, ool esho ganamos mackhos
frderes de  magnitud ern precizidn. EL caztu @ hiempes e
compubacidr vardia entre difaerenhbes mdguinas, pero 2z sélo
e Factor de cuatro en la IRM.

i"d
ot

m

costo del alm
I

1 lmJH ez ararwhz. hasta debenos duplicar
el almacasnnis =

a2 la mabriz dezarrollads.

Cuands el cosho del hienpo v almacensds son muy  arasces
para justificar el conpletar la doble precizidem, as pozible

aprovecharlo  sustancialmets, porouan wsc mas limitado e
bk d e pracisidn., Muchaz de  laz  operacionzs iyl L&

glimimacidr Qaussiana pusdsrn ser expresacdas comno Eruduchos
irterrms e vactores de fumeros de precisidr simple. B
mdchas  méauinas ez posible  socumalar como un procacto
imteren e cdokde precizidn v oenbornces redorceseelo pare
precisidn =simple, artaes de almaoenar. El resulbado de asta
agounmilacid es reducie &l méxdmo el error de redordec de an
producto irberrn por un Faohor de .

el



El facto total arrcoja &l Feducie el limite del arror de
s/

redorden por wun factor n w AZdi. e lumar el resulbado,

-1
o R T 7/E -1

¢ o= ) & r 2ir) A

Ura eliminacidn com pivotes v acumalacidn produce  uns
imversa aproximada & bal i

HY
i
i1
il

l -1
| A

Bajio ciertas hipdbeziz adicionales, =1 provecho de2l factor
S/

i a5 may suztarcial. aureguds la sxperiercia musstra ogus
los  errores agchuales en computacidn comno precizsidn simels
ot WEUalnemts wun tarho mdzs pequafos que Loz limitez. L

desventaja bedrica de la eztrategia de pivobteo conpleto s

CHAE 2 mescla bien con la acumdlacidn de procdochos
inmtarnos,. Cuando log produchos som acunulados, casi siemprs
@ Wsa uhna  estrateaia de pivobteo parciasl v oacepta la
pemsibillidead fedrica de gque estos pivobsoss  pusdan craecetr
1D Dt Tu

U hercers vy &l aproveckanierto mads  afortunacds para

imcremnemtar la exachitud el soluciormes de sistemnas linsales
clersng almacerados ., ez el harn 1lamacdo bz e
refinamiento interativo. Decsoribémoslo brevemerbe,

@lto usancdo ura

1
1 dado er La
r

Cuaido wm siztema lireal Ax = B hea zido ras

factorizacidr eshable de A Lal  oomno e

glimimacidrs gaussiama oon Pdvobao oo une Lrismgul e izasidn
bzl =T ANt Dt g Lie soblusiden mas o T RoE Y poo ez) o
gicoerhrarse  yseondo esta Faoctorizacidn dando el residusl
correzporclierte & la solucidrn aprosimnacla, ez caloulada
s aram precisidn. BEzte proceso paeds ser gzacdo e draE
MEST= & interativa Para  olar L& gl i i ez J ok sl
prrodres i vamente., Digemos gue el método directo ez bal, gue




corresponds & aladn

awaeha de alounoszs

= ddel lado derecho gus da la soluwside

el

v, e Fumcide de o . pero el limite en E =

- -

{ A+ E ) == oo

ii

Dol

m

e [
imderendiente de o. Entomces =1 2]l residual  pudiera  ser
exgcbamaemte wn proceso lterativeo, poddria ser definido por.

W= 0, = - A " (A +E )& =
0 b b k kot 1 k;

i}
+
e

Aqui damos por bBecho que, o 2olanente cada uma de las or
b
gshd computada s b, pero hambién gque este residual
luﬂ e usado por el lado dereckhos voogue  la  correciden
aloulada & puads ser agredads a la aprixzimacider = 210

error.  Los anicos errores son squellos en resolver los
zistenaz linsales,

i escribinos

e
3
-+
Iy
>
n
0
1
0
hy
j

gz ecuUacldres



Drorides -1

[rg aqui =1 =

.o solucidn gama al firmal B digitos de precisidn para la
itEraciden.

Er la prédctica =1 residusd v Mo puede ser caloulado
ke

Exachamnaente, pero 21 e pueds aocunglear productos internos

@ cdoble prazisidn. 2l error pusde ser marhenido & oun mivel

muy  bago. ELl residual entoncez. pusde ser  redondseado e

precizidn simple v usado compo el prdsinoe lado derecho vy

& pusdse zer obfemido dzamdo la factorizacidr de Al

"
—

Ezta proizidn zimplse & . erbornces sunada & w vy el
b+l k

vechor resultearbe redornddeado & precizsidn zimple e la

i
m

kt1

caloculada., Dado aue cada = ez wun vechor am pracisldén
ks

wimple, la preciszidn final obtenible =sta obv 1 amnet e

Vimitads a precizside 2imple.

For  seste mébodo, i la mabriz A o esta demasiadoe mal
corrdicionada,  en la préactica ss consiausn las zoluciornes
laz  ocuales son lag aprosimenciorses CoF e redondesdaz &

la  verdacsra respusste, Desoridbisncdo matrollo e
obras palabras heranos 5 Supaarmanos opes por la oaslimdreesldrn
gaussliarna 22 ha ancontrads ans prinera soluocdder areesd macs
w  del siztema limeal Ax = e EL prdagine paso es Formar )

i

1

vactor  residual o= B - Qs . 8100 0x Ere La
) {l (1

el
~J



]
-
i
_—

golucidrn exacka del siztemna podeianos berper @ 1,
vactor rlo, i
Si o oresoclvemos @l mueve sishtema lireal Ay = 1, Para
abtener un vector v, SEs it

1

1l process ez rapetido iterativ @E declr para
1

a
k=0, 1,1, « o, Formamnos 21 rasi

=
it

T

I

rescolver el sishema Ay = r . para obterer o veohor vy a
b b+
vy errboonzes Formnar

k+1 b k+1
brajo khipdtesiz apropliadazs para ser especificado bejo 1a
-1
serie aue comveras a la  werdadera  solucidn A del

k
giztema Ax = b

14
ul
i

Varias cuestictms =8 necesitan para seclarecer
alacri ‘l:-mu .

FRIMERO, - Parece imvalucrar uma aran canbidad de brabagio
a raesolver sizstemaz de la forma 8y =
b
para machos valores de ke e bhacho ssto mo es
suuficiants.,
La eliminacidn gaussiana para resolver un sistema
Ax = b, drnvolucr s +rez pﬂ:uz Eriripales:

1) Triarmularizacidn de la matriz ! e
tramsformacicres elemsnbtalas de rernglde.

ii)  Aplicacicwres de lag mizmaz bremsformasionss
pogr Fergldn &l lado derecko ko

Fay
|

Y
[XE]



iti)  bLa sclucidrm del siztema Lriamgular  por
suztitusidn haoia atraz

A4
El producir &l paso 1) reguisre gerosinsdamente de n
adiciormes v multiplicaciornes, pero los pasos 11) v 11i1)

FEuleran monlo de multiplicaciones y acdicdorms
aprosinadamnsnte. El paso 1) solo ses mecesario bhacerlo uma
Ve FE & todos  los  sistamazs Ay = v S loz
k:
multiplicadores defirerm gue  las  bransformnacionss fudm]
reralde estdn liztas, los pasoz 11) vy i1i), ertonces puasden
sar realizados rapldamerhe para cada muevo sishema Ay =

&y turto.  Come e resyltadn, 280 ve que una S i
zuficiartenarte larga ode vectores «  puede por Lo gereral,

-

zer caloulada  em mas o memos 20X méds tilempor ode =21 del
Zaloulo en la primsra solucide = .

E

abeolutamnente indizpensable que cada vector residual ¢

b

n

zea caloylado, para aran precisidn. Esto 22 ouam Becho normnal
Fara la acumulacidn de productos inbersozs . an bl e

precisidrn,  seadido por el redorcdes de la respassts an
pracizidn zsinple a2 la Fforma de pueto Flotanbae, Si0

b
calowradn com wun producho interior ern precizide simeds,
tencrd errores de  redoncdes de varilas  unidages e
mitiinos digitoz =igmificativos  de . Ertorces la
ez aua ldad. [

|| = | || =k 1]

oot (A)

I T

Zard uma iaualdad aproximacda en la préactice,. digamos gque x

b
serd fuerte em alaunos casos, cuando @l cond(A) ses el
miriime digite sianificativo., Pussto gue el oord (A) puscds

4 ]

Bdiern zar 100 & 10 o La praecisids resultantse an

1o

=
=



et efecto, tambisr  tarn precizsa

muy  bajo v,
cusladisr w . {
k

e oo

de las epe st

mamiarnto 1

El
atvber iormnente

siadients bLaoramna

del refi

-t

TEOREMA .

Sea la matriz A, la cual tiere la propiedad de
2=t 72 -1
( 0.& ) Fi a(r) Al o 1/2
Sezx =]l algoritms de arviba, llevéandose a cabo, cor cada
sigshama Ay = . siendo resuslto en single preciside ern

Pay

arltmetios ol pumto flotarmte oo besse 2, pero

compatacidres o,

k

@jecutarndes sim error de redondec, entonoes,

k

cuards b

e los . eshdn hechos com

sl idm

i

i la

cumulaciones oe producto internoz oen dobile

ssgc]{{ [ mC

Lol '

Freciside.,

&
&

1

tonces el

—
o
=
i

1acdo

izauierdo oe
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praede ser Feenelazado por o2l lado derecho de

[

i PRC I T A 2 ()
IS

Er la practica, por supuesto, r  es conpubado por i
k
aoundlacide de productos dirhermos em doble preciside vy
® @y conputado como 1m suma sn purks Flotante vy v "
b+l b bt
-1
Como wur resultads la seris w no convergas a A Eoarn =l
sertido matematico. k

H]

Erv  lugar oz ello, # = cobservada  para converhires
k
momstantensnts & e ovalor, el cual ez normnalmente el
correcto redorden en precisidn simple. ( de la aproxinacide
-1
A o). Bl sl wuso  actual del  refinamisnto iterativo,
germralmertse mo se comoose 2] avaros, =i la hipdteszi

lll

2-t 7/ -1
(0.8 nooan) A < 1/

P

ez & oo zaztizfecha v puede o zer concluida despu
4 ohro. En la préctica ez por consiguvisnhe norna
cor o2l siadierte resultado.

&z e g
1 comtar

=L

nom

1 alaoritmo de arviba, ejecutads ern cada sistema
- «  Blendo reswelbo por la mizma  ve
b
eliminacidr  gadsEziana.  Con Ceda o . computeado EOor Wna
b
goumnulacidrn e peoduchos lrntaernns en dolle precisidn, v oCcon
i o computacdo com la sume de purho floteantes oe 2y oy
b+l 54 k+1

>
& i

Si para ko2 k. todos 1oz vectores « Lo louales  para



]

alavurn  vechor = %, en doble precizide, enbonces < ¥ s la
gErosimacidn corractamnsnte redondeada en precisidn simple &

zyltads,  Po pusde e probeaodo, vy realmesbte la
im de las copputadoras ocupariam bodo sg o tlamps 2m &
godidr del  alaoritmo de  arriba, o en aladan ejengplo

. 1
Nermealmarhs cuardo el cond(A) . consiade acercarss a = lios
vactores = obviamsmte divaeraen, sobonces o ey remedic

13
gxcapto para incremsctar la precisiden oo 1o cual  la
aliminacidn  es llevada a cabo, a merncs gue sscalorar A
ayuclara, =)l valor de kb =22 gsreralmente 3 & 4,

1R



Fl
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o agpecho gue fus mencionads ern el capitulo refaraenbe &
temas e Ecuaciones Linsales, fud 2l sscalonar  uha
Fiz A, anbtes de rezolver un sizhena Ax o= b, log Ldrminosz
S PEt L vos Fara escalonar LAFE mabkrizs. aohdr
Fracorddiciornadoes vy osqui libracdos.

i3
— hr o
o

¥

~+

e i1

=

N

&

e revo vesmos el comdicional. e defivicide oe cordicidem
cle uma matriz. de marera mas matural, ez el radio de s
mirime limite suparicr vy de =20 méeime limite imferior,  com

FEEPEﬁtG @ LI et e mrmas.

Alaunas  veces, los reraglones & colusnas de una matriz som
L poco grafndes para alaunos factores: en oualduisr cCaso
ancalonar e matriz  es trivial, conprtEe 1 o E L msrrhes
Fablando,  poor- conzigvients, 2] problems de minimizear  la
corpdicidrn por escalinamnisrto Lierme variaz aplicacidres v
clezeanoz  determinar 21 dnfima & mindmns para derivar  los
Limites inferiores v superiores. FPara esto guersnos oopoms
la direccidn del ezcalonamiento al mimimo & sl dlbhimo gue

le acergus v guerenss noshbrar condiciornes para Gus  WR&
= eshé optimanste escoslonada,

zi &l problema puads e conpletansnbe resuselto por la
coopiclicidr subordineada a wm par de normazs maxinas: v o BE

-1
cads WeE de las natrices A v » Wiernsrn urns  distribucide
=) D loegue cuadriculares. Fara derivar los Limites
AR 07 ol Wl o1 e deke  debermivar uan par e veartoras

[IN+

Sepm By B odoz ezpacios vecohtoriales mormados, oon

1 =

Fara wum mapaec A de B oaen B . 21 minimo limite zuperior

el 1
( mir. lim., =2up. -2l cusal &5 una rorma-y sl méssing Limites
imferior ( mée. lim. inf. ) estdrn definidozs por.

oy
.
j

o || A ]
mirvi. lim.2u4p. (A = =zup e seemese
s/ =) ,l k24 l'



méx. lime irnf. (AY = inf e

1
1 ze puede defimir pors

cofidicional subordinade & las normas |] A

cord (A) = mime lime 2w (A) 7/ més. lime inf (A)

méx. lim. inmf (A) >
méx. lim. imf (A) = 1
podaenos decir gque cord(A) = o

El o cormdiciomsl  puasde ser bobalnerts fimditoe par
rectarmular, sin emnbarac,

corwd (A = mim. lim. sl (A)  mim. lim. =up

Ery 1o sucesivo divremos gue A 22 un mapas Faeaglar.
Mercionarenss  alaurnas  propiledades bdzicas de  la
ool (A las cusles =on véalides indeperdizntenante
ruarmas fundamentales, '

1) cond(d) 201

2)Y cond(A) = 1, imnplicea oue || A lf = &

s ciarta S ¢ 0, ircepsrdilente oe

&

e

LAIFIE

-1
(A

A

Furpzi b

Je

2]l comd(A) = 1, =ze ve irmmediatamente de la defimicide

cord (A) = mime lim. =sup (A) / méx=a. lim. inf

clado oue &l infimo ro execeds el supreno vy
iaalmaente que.

i

mime. lim. =up (A) méx. lim. dimnf (A)

D
X
H
<
D
il
1fe

(A

Fl

la

arr
ki

Lot
—t

&

Fignifica



- 1
2) cond(A ) = mond(a)

4) cond(A B) i cored(A)  cornd (B)

de la definiciden

£
i

v

g
g

-1
cord (A = mim. Lim. =ur (A)  mirm. 1im, zup (A )

cond (A B 2 cand(d) oord (R)

ut

FIemas  mir. lim. AR = SO

ai
0]

= cunEle  dado ous |
¥

multiplicativas.

La dimportancia de los mumeros corpdieide estd bhezads en @l
Feecho de  que darn los mejcres limites pozibles esm las

clesigual dacdes.,

1 IERT el

3 ool (A) e

cend(A) ||y || (] Ay [ IRl

For conziguients, las cordiciores aFaracer, por oejemplo s

la setimaridn e =T valoraes EaF & matricas
diagoralirakles, dornde F, o puasde seEr we =istama iz
giganvestores diagonales para A, grtorres,

-1
FooAR = diaaly ) v por COME Lol ek
i

mirte lim. zup. (A) = cord (A mée

Yi {

Fara ocualaguisr morma abeoluta [l o ](, Cu Fol T -

mim. lim. zuE ( diag (v )) = méc
i

Firglmerte, & zave que el ardliziz de error de mexbrdne e
glimingsidn  para matrices positivas defimidaz, oue  la
condicidn ( por ejenplo &l de uro subeeod e & la norma




guclidiana ) estd caracterizada por la amplificacidem
pogible de errores de redordso simple.

Si A 22 la matrdz Jde un sisztena de acudacidhes lineales
Ax = b, el ezcaloner los rerglones de oyl sishana, SUma & wma

pasformacidn ode A por o una matriz disgomal I ospor la
i

izguierda v 2l escalomar laz zumas mo conocidaz & la

tramsformacidr e A por ure matriz disgomal D por la

o

derecha. S1 A e Mermitisna, ézta
I = I WDado gue las trarsformacidnes disgonale
1 “

matrr-iz som modificacidnes triviales v dedo que ode obro modo
la calidad oe las computacidrnes mumgricas son geferalnerbe
mejoradas 51 la condicidrn de la matriz concermienhse =
dizsmirmida, Ha llavado a investigar los cuabro problemnas o
minimizacidn, para conseguir el pré-sscalomaniaento cde  ume
matriz.

propiedad z2e preaserva si
5 de ung

iy

£t

iy imf cemd I I (DI A D)
1 =z 1 el

R

ii) inf comd I C AL )

o s

1i1) inf comd D (DA )
i 1

H
iv)y imf Doemornd (D A DY para A bernitians.

Anui podemos aqsumir aue D, D L Dy soe o siraulares para
2l problemnsa, 1 =

infe oowed D D C D AD )
1 2 1 -
|

y en el cazo hernitiarg @l probtlemns inf Dooond DA D)
Fara s A Pernitianzg. son presentados por o ejenplo e el
andliziz de error de métodos direchos para la solucide oe

El promlems del irfe ood DD C D AD ). ez
i = 1 )

[
A
[y



impsrtamte para obtener lozs mejorses limites posiblises para
la imcluszsidn de  teoramas. fimalmertse la cantidad
imf I ocord A D) estd tambidEn una medida nabural para

- ;.-,
la independencia lingal de loz vectores columma oz cuales
formar A

B oeesta relacidn,. A puade e una matriz rectarmadlar.

- L B
‘J LS

a
HY

Alicra suporaamnas W ejanelo Fuandgrios de ue sisten
ado por multiplicar la primera ecuacidy por 10 .
onces el sistemna serias

10,0 = + 100, 000 y o= 100, 300,

B o
L

[y
=
)
+
—t
»
o]
g
i1

i

El efecto de ezcalonar 2 hacer 1000 21 nayor pivobe ez la
primera columma. Entornces la eliminacidn de o oen la  2edurs
godacidr del zistema de arriba en aritmébica de  punta
flotante e bres digitos. resultard en una meva  seouncds

=T BTV K]

- 10,000 y = = 10,00,

La solucidrn al revéz lleva a v = 1.00 v &l reszultads
traemends de =, 00,

Vaaunms gue &) escalomar pobeaenente cor uns Duer ¢ 2
e pivobes mos Forza & casr oen el misne error de redondes
grncrme gque obbersnos del conrjunto origimal de ecuacidres v
una mala estratesila de pivobed,

m
i
i
T A
3
b1
-
in
T¥]
put
fsH]

La  corcluzidr ode esto as gue  una biera estrategia o
pivoteos ez Solo buaera cuermds la matriz estd proplamante
wEcalormada. Sin enbargo Eueds serooniticdo el métods gue mo
cofocemas banto por alaoritmos garactizedos para matrices

ien escaloradas.

B rormal escalomar matrices por oulbiplicacicon simelamentes

2 rernaloness y colunrmas por factores. BEnoefecto, e eligsrn
matrices: diagormales no zimgularses Doy D L vy entbonces se
escalora A por la btransformeaasider. 1 2
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o
e
-
bt
1
1G]
o
it

FPormue &l cond(A) ez un facktor de todoz muesthiro
@rrolr Yy teoremas ode convergaerTi.

Ez rmatural =1 desesr seleccicorar oy D « tanto Fara
-1 1 =

Fedacir el cord(D A D ) como para redacir oun velor o tae
1 2

Fazonablementes como sea posible. Gemsralimente Se usan
potercias de  la base de punbo flotamte para escalonar
factores, para avitar la  i;broduccidn de  arrores =
raedomdes aen el sscalonamissto. O albternabivamserts, ze

pgacle wsar el escalonamiento zédlo dnplicitaments,  sin
aglterar actualmente 1oz elementos de A.

TEOREMA ¢ B, L. Bauer )

T
8F o

i el orden del cordunto de slementos pivobeados
laeccionado para avanzar e o2l escaloremissrhts de  una
riz A, por pobtencias e puntbo Flokanbs, mo canbia o wn
mEle digito el significado de  aladn  mdmero Final
trhErmeacdio e la  solucidn Ax o= B, o el imirmeaide

B

Ezter teorems fud presentads por Bawsr. Asi el dnico efa:t
Fosible del sscalonaniemto de A, @ty logs srrores
redodea, debe ocurrir & traver de canbiar el ocrdes de lmz
Fiveotes,

El smjenplo mostrd gue &l canbio en los pivobes puade Racsr
una aran diferencia em el resultado.

Alagurnas veces zg advierte al escoasr oy D L tal que la
-1 1 -
altarte [ A D, Liderns pasdns elamento an Cacla

o+
D
0

2

refmldn vy cade columna ¢ s ovalor  absolubo ) en el
imtervalo (W1 o 1 ). &m ocuarhe al mdmers base que se ashe
I F-Tu Tl

Sin embarac, s e postrado gque esho mo siempre concduce @
n buer escalonani embo, si.

ot
DAy
b



,_
Pt
=

Erborces ambias . gz laz ziguiarhbes matrices astdn
ezcalonadas decimalnentse y zon equivalentes a A

L e mabriz Bdern condiciomada gue oo

D
1

Hire  enbaroe, A
o
cofrece  dificultades e la solucidsn de am 2
godacidrmes nisemhra ause A estd mal condicioreds vy o
R
problemas peora la eliminacidn.

iztema ol
P 1 X ol Tl

GBe  ha estudiado el probdemns de esncoetear D y D Fraie &
-1 1 -
miidmizer &l condicional (D A D).
1 2

RERTS



e eszto se  deducs gque la zolucids depsnde de  ciertas

propiedades de laz mabrices mo negativas | A
-1
‘ A

A

Claramemte EodEmos calodlar A FEk s Sz ort & LIFt

-1

secalomanients razonabkle, bal sue podenos caloular A Ly
aehd @s e ouestidn ahderta, como emcorbrar W alaoritme

para sscalonar. demnostrablemsmte bogro vy convenienhe, Los
aglacritmas exiztertes, son WBaos vy oobros ndy superficiales &
potencialmante may bajos. Bl lado buero oe dsta cusshide
clel  ezcalotamietto, 2z gus estd vizto que ez para  tLrabar
] e matriz rara, la cusl despuss de LIt BTy
smecs lomamisnto la canbia de intratable a tratable.

Azi gl s=calomar opbimamerte para la norma méesina -1
¢ = = o ) eztéd caracterizeda por D A S (A D )

1 2 1 =
spactivamente, temniendo sunas de  recgldmes igual
1

lorez absEalubos,

3

P

=
ik
W
o

Ejemplo.

e
Y3
i

prE
i

3

foey




Fzoalonar opbimamaente para la morma masims.

A/5 AL A 251N

1 A1 e

L
>
L)
w1
il

1/% t0 A 4/5 J10
L.

172 J10 -3 172 414
-1 -1 -1
LA D

-1 A1 -2

i
o

174 10 -3 A74 At

Dotvde 2]l condicidhnal ( v A D Y = (3 + 10 )

1 2

7 10 4

377 ~3/7°0 177

I A = ~3/ 10 1/2 ~1/3

ra

174 -1/2 174
L R

Dotde 2l cormd (A D) o= &1

o
e

141



1/3 173 173

—
~
[
[
~
[y
L)
(%]
~
on

Copd (D A ) = B
i
Alorea el escalonamniscte capting para la morma ewclidizeos
-1
( Ambas A v A Lieren distribucide de zigno cuadricular )

/% i ] BLE S

LA D A 10 £,
1 e '
25 A8 & 4/5% 410

178 410 =3 1728 NS
-1 -1 -1

D A D = =3 410 &
= 1
172 N5 -[& 374 +414
L. o

Dotwedes el ool D0 A Do )y = (3R + 10 )y = 7,974
1 -

e ez &l mismo del escalomamiento para la rorma mAKIMa.
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El moderms andlisizs de error de redondes oriqdvado en D9,
centrd sy atencidm en 21 @lacritme de Eliminacidn Gaussiams
patra  resolver  siztemas lirnseales al mismo Liempoe ogue oz
amal istas rumdricoos contemnelaber 2l irmivente arribo de las
macguinas conputadoraz electrdrnicazs. Ercarareds la posibilidad
e pocer llevear a cabo  compubtaciomes  que  devoloor abes
Fameros  mady ararcdas de operaciornes aribmeticas vy sstabarm
muy  irntaresados e loz efechos acundlativos.gue los serrores
e redordes involucraber Y canbrararom sdoabencide s el
alamritmo ol Gauzsz, poraue ezt =1 el ok Lamea
compdbacional mas imEortante, v o ademas. el ol T T
matemnadticamnente  muy =inple v opor comsiauients un punho de
parbida prometedor,

Miay pronto smsayvaromn para obbeoer wun limite para el srror
ety la sobuzidn comnputada abandonasds las mas paesinishas
oot Lus i e, Egtom  fud  wum estimalo  para Lratar B =]
imvestigar métodos glterrativos en la sspersa de gue  allos
iz safrieran ode la drnestabkdlidad rmuamdrice Jde la eliminacidm
Aadsslans. Aauns Oe estos metodos albtaermativos ban probachs
sar e oarar importercia, aureue nucho meros estables que la
alimimasidr 2aUsslama.

[eschz &l privciFio esof Srabaios en andalizizs de  arroe se
arconbraron & g4 miznos involuorados am las  comnplejicdades
Formales del  tarn Hlamado " acumualacidn de  errores  os
redorsdes " a2n la eliminacide Gawsziama voo&

st huve e
mfects  adverzc en la presentacide odel  obisto de  dicho
ardlisis. Rebomands la situwacider, dejemncos por el momnsebo el
amdlizizs de error detallado de alaoritmozs espaci fiooz vy Fos
cofcstbrarenoes e luger de mllo o en las Yimitaciornes

irkherattes al compubo en presencia de errores de redondec.
Fegto  lleva a corcluacionss asmsrales las ] SO Y

ilushrativas cuarnds ze aplicern & la zolucl sizhemas
Tireales v por comsiguismhe sequlremncs @se CUPFSo @l ashe

crapd bl o,
l.as Operacidrmes Aritméticaz Résicas.

frhachoes e los  primsroz andlistazs  oe =Tl el as . alen
Formalados an téErminoses de la aritmétice ode puanto Flotambe,
e minoune de lazs compatacdoras eshalan Dian preparacase
para berer baerdwarse ce ponto Flotants,. Esbo ode masvo Fad
safortunads,  dado gue Loz alaoritmos er purdo Flobanbe
21 dmnvariablemsnte  dnvoluaoran un proceso continugo o



]

Bralacen  adecuads v oasztao complica a  descripoider dael
alagoritms  computads por 24 omismo. For o eshiraso gQus paresos
Fodben wina corcepcidr popdlar e los aifios benpranos en g
geria dificil pormer g2l error de andlisis e punto Flobamhes
g bases rigurosas. e becko @l amdlizis de arror rlouaross
e cocmpatbacidan el punto Flobtarte ez gsneralmsste mds simpls
ae 21 de la compuatacidn de punbo Fijo. Dado gue casi bodo
| software matémnatics a2 albora exprezado aen bérminos e 1T
aritmética de punto flotante v omos reztringirenocs a asto,

U

1

Azumirencs gue la computacide s 1levads & cabo 2n la bDasa
Pooorn todigitos en la martisa v ogue la uanildaed aritmetica s
la  computadora  acepta  maneros mornslizados v [yl uli (¥ ]
ridmen-os mormalirados come la salida de  laz operacidnes
aritméticas.

Nos  referimoz & eshe conjurbo de pansros guse puede sers
cxactamente  repressentados e la compatadora  cor rpameEros
cligitales. [Maspuds zerd asurbo moestro el uzo de romeros
o wh digitos ( Fromeros digitales en dobile precisider ).
P por @l monento dgnoramos estd pozibilided. Aungus los
prablemnas de overflow vy o undaerflow  sorn inporbamhes s
consideracidn al robustecer algoritnos, los lgnoraranos
amuit, v damos por Pheckho gue el sxporesEthte ss el adecuado,

zarenos la notacide FLO & * D), domde * dencta cuslauier
operacide aritmetica bédsica, +, -, o e para atotar el
valoy de s F be Eztd ipplicito en 2l uso e esta nobacidm
que & vy b osorn mdmeros y F10 a # k) oes, por o derinioldre e
PN digital. Ez =l ~asidltads estabilecido por la
computadora despods de cuslaouisr redondso, corbe, ebo. v ola
Fercrmalizacidn pusds ser mEcEEarids. Aueads e le de ararn
importancia a los intentozs gque estén bechos rara asegurar
e el futuro de las  compubadoras tosrude & umidacles

s

iy

aritmnéticas realmernts sastifactoriazs, la maburaleza ode  lozs
proimesns oe redordes mo seran de furddamental inportancis en
aete capitulo, Meramerte s asunicd por el momssbo gus Cacs
aRa ce laz operacidres bdsicas

FLO & % ) = Ca * )1 + &) . | s l ok B (1)

Domcle el ordern de B oes la unidad y oes irderendients de & v
kv
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Er alaumas computadoraz la relacidm

F1¢C & # b)) = Ca # L)L+ &)

Noo siempre =e btoma comno adicidn v sustraccidn v dabemnos

conformarnos con resultedn de la Forma.

fFita + b)) =all+2)+pC1+s) , | = | nok o (i)

T

Dorcle er gemeral mo ez posible tomnar 2 =

comEiguiente ezhe RESULTADD MAS DERIL no tendria serias

reparcusiornes para los resultados dados,
La relacidm

Fla + ) =aCl + &) + (1 +

oI

inmplica  opue el resulbado compuatads de cada opseracidrm
irdividual tiems un error relative bajo. Sit enberas Bay we
medico altermativo de inberpretar la relacide

F1(O & # b ) = # ooy 1 o+ =)

ai

la cuel =Tu] Cors L aul et =& e trivial, Liene
sarprendantes inmplicacidnes, laz ocualess i [ e
iluztrar sm el cazo de la mulbtiplicacidr, La relacidn

FIC a * By = (a * )1 +8)

eshtablece gque =] producto computado ez el procacto exacto
ce a(l o+ % ) vbd de ay, (L + =), & nas simébricanetihe,

= ]
da o a(l o+ )y bl + &) L dacdo gue £ oes paguea podsemnoes
chacir  aue el resultac: compobado o ss exacho para dos

cperatdos 1oz cuales difieren ode los  dados por errores
relativaes  chicosy al presenbar el resualtado en ezta Forms
ezhamos retomarncdse Lo srrorses oonpubacdos o PO
gauivalertes an Ioz dakaz, Por supossho hey wn o definiho o
caminozs e o cuales esho podeia ser hecho pero mochos de
allos rmo zon de dnberds: asi por o edenplo podeisamnos bomear

a/2 oy Zbh(l o+ & ) perooesto o dinvolucora paerburbecldnes




relativaz grarde=s e loz dakbos,
Ardliziz de Error Inverso
La interpretacidn gue bhenos dado de la espresidn,

-t
Fi( a & b ) = (a % )1 + =) e [ 2 [ o kB

Hedalnerte e referido cono un srror de ardlisizs thvarso vy
ern general pueds zer descrifto en loz sigwientes Lérmipos.

Comciderenos cualguier alaoritnog computads com el ensntos
o, Cowr 1= 1, p. oy loE elementoz solucidn y o ooy Jo= leed
i J

Cuarido 1oz errares de redosdes 2o Peeehoz oan la ajecuciden

cde los alacritmoz  de elementos compatados v Mo SEF AR

a

asgstos, pEro e gerEral. serd uwn mdmero infinito del
corjunto de elememtos o (14 ) para lozE cuales log vy

i J
compdtados zom la solucldr mowl amdliziz de  ereor
irverze =2 brata de probar la remia ode tales conjurhos

ce datos para loz cuales todo ot Freddefos,

1

Ermortramos qgue para las operacidres aritméticas basicas
loe valoresz maturales de = o suReridos por las
relacidrmes furdamertales sashtifechas: por los valores
conmEdtados COr muchos  slaoritmos de - mabrices lasz

arplicacicres de la relacidm,

i

fl(a % ) = (&% @)1l + ) s D D =1 |

i
=

para  todazs laz operacidrnez involucracdaz tambign lleva e
Wra marera aqul tatilvamente matural a un conjunbo de dalos
GREOELados,

—
[N

Alhcora para btodaz laz operacidres Ddzicas & 210 MIZNMEE,
eztamrz Forzando para aceptar las perturbacidrmes relativas
e el comjunto de datos ( aaud son los oaperandzss &, b ) e



- .t

arriba Fars kB « dorde B omz la constante =R 1a
expresidn (1), Fara um alacritno may  complicado ssris
razonakile sparar el poder garanbizar guardsr el € Dado
et mivel. i
Realmemte =21 &l rmero de opsracidnes involucradas en 2l
alacritms es me, &2 decir, w promnsedio dse m ooperacldmes por
@lamenlo oe  deaboz, un alaoritne para @l cusal pocdrianos
-,
establecar limitez a-priori de mkfl . para la = podria ser
i

comslderado como exbremnadansat table com respecho &

grtrores de redondeo,

i'E‘
HY
i

Ll alaoritme Frad & ] I EEN) los limites gl Bl e
sacstifactoariamente para & ., s dice que e lnvarcsamnshbe

i

aestabla, [rebezmes distimguir  embre la 2o sl 1 & i

wotabilidad inversa v nuestra habrilided para esteblecerla.

Adiciormalmnerts =1 tomamos  dos alaoritmos Ay B para

resolvar el mizmo probdemns el estabdecinmiento riodross e

o=z limites méas pegueRos para las £ corresspordisacdo & A
i

e el correspondiente a B ono necesariameste significs

e Zen méz percephive para A Que para B.

Sirm enbaras, abhora tenencs una oexeeriencia suficienbensntes

grande del armdlizis de error de a&looritmos de mabricss  Que
=

ramorak L emnsntes
B e esthodmes 1
i

ul
oF
it
-

= machas situaciormes podemnos
confiados oe  gue pgestros limites o
rexlizta de ejecucide cuando bheenos heckho una aproplada
coticesidn para la distribucide estadiztica de los erroraes
e redondes.  Ern o la préchica serd de nuaesteo 1n+~r”d Ta
precizsidn de la zolucide computads es decir, la disztancia

ebre la v computada v la v exacta correspondiente a la
J 3
: dada. La estabdilidad im;versa ¢o gara;hiza  gue 1a
i
gedueide computads sea de gran precizidn pero hasta abloors
como o se heeoe esho o es obhvianmsnte debido s la @ran
zarsibilidad de la soluzidrn para  perburbecionss en los

datos,.

Feta  =sesnsibilidad ez wuna propieded inkberente del  problems



conputads vy oo tiene rada que ver con la efectividao ol
alacy 1t .

Hay tres caracterizticas importantes del andlisiz de  error

LFVEFS0.

@)

B e -

Fore 1oz errores hechos durante el curso ode la

solucidr en la misma posicider, Como arbrores e Log

clatos. Er la préactica los datozs  rara ves sordod
exachony comummemte dnvolucrdn srrores e obeervacsddn,
=i loz errores relativos probablez e laz a cladas

i
zory mas grandes aue & dada, por owun andlisis de asrror

[}

irversoa ertoncszs. los arroresz de redondes, efechuados

durante 2l owrso del algoribme som meros inportantes

cpdz 1oz erroraes indciales en loz datoz. Cusedo hodaszs

laz a o corcesidas exeosbanerhe  puedsn P e
i

FUANEE O digitales

irvolucrados en las represernbaciones conpubacionales

e & aunaue los errores relativos  introdacidoz de

i i-%
ezha mareras estarizn limitados por ER .

3 laos  arroras SE & A e LA

= e la  solucidn  computads
£ laz perturbaciones v

Fara esstimar loz ervor
t ]
sacar una fuente muay rica oe

¥
podemos usar la b
podamnos por cors il
imformaes i die.

Erece beotar ce
ol lrvErss,
P b alasbraicos
parada v muchas

& wrak Paburgles :
Fara muckhos alaoritnog roit
prochice e sinelicidad form
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-
Bl
ot
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Iy
i
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faid
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51
i
ot

1]
%
.
Ui
P
P
i1
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N0
n
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]
L
i
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L
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Ul e (D
£
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=
e

oo

vecas @] efecto de loz erroraes ez puranente aditivao,
cuardsn ezto suceds se papeds bhacser un and&lizis e
arror para cubeir los grandes desatincs aritmeticos,
tarto coamno los meroas errores ode Fedorchec,

Arglizis de Ereor oe Maltielicaciormss AnLcdadas.

Linma

mens 1 oo BT suatipdlands en wn contes

iluztacidm e laz tres caracteristicas  gue  bBenos
] e &

simplicidad  formal. por la evaluacids de an polinomico por
mualtipl icacsiones arnidadas,

Lo
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Errtcgree

=
-

i

.f(x)

e
=1

=

&l -
]

(=)

=1

aluachs o

el algoritmo.

= = = + & d'Z'l"lle [ o Bt 11 “a w2 -:-1 1 (4)
r rt+l
fix) = =
ol
Fodeames 1levar a cabe 2l arédlizis de ervor inverso de  este
alaoritme en el cual., incluimos 21 efecho de cualoguier
arror efectusds en laz operacicorss aritmébicas  incluidaszs,
posiblensmte grandes desatinos. Demotenos las canhicdades
computadas: por 5 .y hersnos,
.
o= | 5 + @ ) o= L 5 + e )+ oa + f (&)
r ro+o 1 I r r
ConE Ut Ecda

Dotde & derota 21 error efectuscds &l caloular A { maho

= bl =1
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e
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e

s hamos

L

]3]
o mal Funcionamiesto de alaunas

raesglt
BACEEIVOE que Ran
frabe Je

=4

e
agdoy =i
A [

Fode  redondeos G um

B O

claze )

(&)

e las compaatadas son axactas para el polisomio
-
cosficiente & 0+ & o+ f o Nidtesze la ararm simpdicidad

los
e

o imteresascciores b
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[ Do Lol

S s s,
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srhsr & lo=z

S, Ir.'l 1]

TR D u LA

aze gue =2olo dos

comet L dos ST

sor cometiclos,

ST ERE

[

desatiros
Y

oz eshos oourrisron cuards e caloulaban = 0y = .
- F &
Ertonoes = ( @l valbor conputado de Fix) zseria =1 valar
[
geacho cle um politomic, sl ousl odifiera del polinomio  deedo
sola an los elennboz & Y & »  los cuasles  sarian

araumertos

Loz pazos

=Rl 17

PreEsls
imﬂa

P &

merte por la magnitud de log errores o
v og~dEzimos respectlvansibe,

Como e ejemnels sercillo consideremncs la  avaluacidn  del
prenl dorond o
i 3 el
Flm) = A g + & + + 5 cony oxo= 3. {(3)
L& luacider  correchta eestd descrita obviamsentse por la

i
1 2-,
ot
Pl
g
[
~J

P

fi =

:3 ;‘l ':;7

Akhora

2 4
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conEl deranos

La smvaluacion dncorrects descrita por.

2 1 A
43 14z 435

L3
P
N

143 SR

Citrsst vismos  cie
meaaudids ool ameg
la

L=

adicidr.

La
+]
L&

Fugror comehlcdos
la multiplicacide,
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o
perturbacidrm e w2 oer el cosficiermbe de o Wloms mrrores
tambridr zorm oomehados en la odarta ooluammas whn error de 4]
e la multiplicacide y o umn ereos de +2 en la adicidm. Eshos

o comtacdos segur por s perturtecidm oohe +3 e sl

coficiente  de e De aaud =l valor comnpubadn ez el valor
ectanbo e w2 3 oade,

| 3

es decir, 4 3 2
s o Sw o+ 2w 4 4w 4+ 5 (&)

e

Nétzss =TT la di Faransia mtr Loz elemnertos
correspondientes an las columnas ern la compubacidn esacha v
@rronEea 5o irerelevanbes vy omo vierns &l

L ] L

HE
1

cazo el arédlisis e

Retormards albora al  arndliziz de  ercor de  redondes as
copveriiente, espresar el efecto gque  bhace el error o

radonden am la acdiciden v o sustracocidm de la Formea,
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. cornde | 3 ‘ = kp 0P
Meajor e la s«praside

Fl Ca* k)= Ca*b) 1+
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e
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La oompeteaesidrm = toma luwasr aen loz pazos
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=wE (& +mE B -~ 5 & ) (10

v aqud la Fx) comnputada sz 2 ba para sl polivomico oor

coeficiantaes a +omE # -z @&, El andlizizs dezcrito agud
r+l r+lor N

2T menciomads comd wn andliziz ocde error dlverso Corr ido

para lag perturbacidnes ez el corjunto de dabos en Ldrminos

e los valores conputados imtermedios achuales (agud la = )

tal gue, cuards la compuatacidt ha sido conpletada bensmos &
La maro limites para las perturbacidnss equivalentes e 1

] 1 =
"

la perturbacidem

G

corjunto de datoz. Nétese gue =1 nid

gt
Sy

Pl

gianificatbivanerts méas aramds gue &

1

..t
@2lativa equivalentse ez por =21 omismna el mivel ode £ vy i,
]l orden cdel polinomio o estd dinvolucrado. Y odstha s wuna
elhugcide muy eomie.

nr11mu simple podemnss dar i ereor Jde andliziz
Crio a-pricori. e lazs relacidrnes,

r r il r r+l

o
it
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+
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Tarmemos suwcesivanente
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1=z



= ®oa | (1)

z r ri~1 -1
2= + {(12)
-1 (1 + & ) (1L + &
i1 ti=1
g (1 + = Y1 =) a (it & )
. il ri—1 -2 ri— -
= = + +
ri~1 (1 + & Yl + & ) (1 + & )(1 + & )
i~ 1 = F-1 (s
&
Fi=2
+ (1:3)
(1 + & )
Fi-2
Y se deduce que, (14)
] r—-1
z oz a (1L+E )7 = +a (1 +E ) = to.e toa (1 + E )
{ 1 i Fi-1 -1 0 i

claricde

-1 P I
1+ E = {13
Iy (L + & ) (1l + & J..all + & )
ri-1 - i

(1 + 2 ) (1L + = J)...(1 + &)

-1 e o
1 + E = (1)
" (1 + & ) (1 + & ),..(1 + & )
-1 [y {1

chotide o= 1 ~lawaal,ld



e loz limites =2 las & v &, benenos.

1 S £

] I i

(17)
r t

rtl r r-1

1
=
i
o
e
=
®
®
L
s

Pl A

cdormde o o= kR

-t -7
Igual ern ura computadorsa para la cusl KB o= 10 ( s &z Wi
tanto baje precizider ) esho reprezenba un areor relativo
Bajo & mgo o ser aue o saa cordinariamente larga. Médbzes  oqus
tenamos Wi error relative pegueto en cede coeficients
irdoividusl v @s e verdadero, sin embEea ruchas
cancelacidrnes pusder bomar Lugar en la computacidn.  Hay wme
diferencia  inberesarte erbre este andliziz a~priord vy @l
aridl iziz  corricdo. BEno el amdliziz corrido ety o amno s

A

P

j

expresiormes para  perturbacidnez e los dakbos v s tom
corjumts de datos perturbados da todos los s ot BOA0E .

"
Er &l armdliziz de srror a-pricri los dabtos perbuarbados dan

la = computado pero diferentes perturbacidnes O en gerneral

mads peauedo ) sSon regueridos para cada urmae de laz B .
Ezto ez eviderte de laz relacidnes, -
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1 |

It =1 | r-1

m-1 (1 + & ) (L + & )
‘ ri=1 -1

ElL amdlizizs musstra aue la multiplicacidn amidada =25 muy

estable irnverzamernte., En el cazo cuarndo las ws Y = S

e+l t
compatatdes corn g (0 una situwacidn sxtremadamernts comoaem )

a oogue la multiplicacide
¥

ce ervor corrids muaest
= ” comn posiblanasnts Se

domeros tan eshabl

=

Ademndz ocdarnds 1oz coeficigantes mo =or raneros digitalesz
comng gue laz =ola represzentacidn de g2llos en la
imvolucra  ur redonden e cacla wune. &l probable efecto de
ezto 22 cazl tan arande como 2l efecto de loz ervores de

redondes cometidos ar la compt e Ldr.

Al a corslderenos loz  efechos e azhaz PEaLIERaE
parturbacidnes relativaz en los coeficientes de los ceros
dzl polimonio. 51 oasunimos aue las perturbacidrnes en los
coef iciantas y & Lo ceroz podanos CorE Lderar I&

perturbacidn en o cada moeficierbe por zeparado. S10y 0 . Cor
i
i =l..eww 11, 2o los ceros del polinomnio dade (0 dando por

suptiesto que &= simnple ) enbonces,
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Cormzideraenos el poliromio de ordem 20 com vy o= i;
coo 12 Laeel 20y ose vaerifioard gus, i

X
~

X
o

s exbremnadamante arands para aladnos valores de 1y r.

clan Urna

2

Y dado oue 5 o= 100 L wuna perturbacids 2m s
15 1%
SN AN wF- Dk Rl

il
—
s
=

F.
o
o
P
~—

13

Sy
14
- -
[ aopad cwardo & = 00 ) venos gue, & Mo ser aue B
-13
1 la  perturbecidr indusida s oy Pz Serd &rn Plegosn
16
maphids pegquefe. ER wuma computadora de dises cligitbos
decimales alodrmoszs cde los oeros odel polivromico pertorbecds oo
Tlevard relacidm con esos cel polimomio verdadero.,

Si kierr 1oz resgylbtados  de arriba sorn hriviales ARE
implicaciones para el andalizsta ruanErico son bobalnente
fundamaritalss los eigen-vealores de wns mabrizs ode ordern @
zorr o ceraz del polinomio caracterishico. b atractiveo

superficialmnzmte para determinar los elgen-vealoras, Nuasshro
ardlizie muestra  aue cualopaier alaoritmo bhazado o en tal
téormica  ssta predizpuests g Fracasar  oomo Wy glaoritbme
meErperal . La probeabkdlidad e oue sl polimomio ssplicibe
args mameros digdtales en s cosficientas ez pedquedo v ooe
gaul los errores comebicdos osr la representacidr ezl

Eolimomio serda mdchas veses fatasl.




freta simple ochsarvacidn
muckhozs afos vy la mayoria de los alaoritnos propusshos
resclver el probdlemna de los edoe

Fiormalas estabdrn basados oen el cadloulo del  poliromic
Pl Lo b,

gocard al amdliszsta mumérico pore
@ PEE &
revalores para mabrices  no

g
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VALUORES CARACZTERISTICOR
I E

MATRICES S I METRICAS



1 espacico mo permite um tratamients tam o ewhenso dael
problena de los valores caracheristicos, oono 2l dados para
gl probRlems de laz ecuacidnes lirmales, podamos solaments

mersiomar alaumos métodos,

Dot inuarenos resoviends los mueveos problenas mediante |
simplificacider de wma matriz. convirtiendola en ciagonal
@ briamadalr superior, pero el opaso fundamenhal va no
sustrasr  de  wma fila el miltiplo ode obra.  Ya  meo nog
Lrteresard  comssrvar el espacio Fila de uma matriz.  ing
parzervar sus valore:s propilos. Las operaciomes slasmentalss
i la filas mo lo haoern.

111
=

Hi
(1S

=2y

_,.
i
- m

=1 determingovbe comdoce s una solucidn Formnal: a la TN
ce Cram 1 caso A oy &l polivomico odehd A~ ¥
FéE los valorss propios. Como siempres. i
e realnemte uzarsse 2l determinsehe pars
= prodenss 2l caloulo de loz velorez propios
para  wha  mnogramde es dne barea mas laras vy dificil o o
rasalver Ax = by & dncluso el mizsmo Hadss P aeortd mock.,
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ntender spue som los velores  progios vy
o P ilez, FPor tarnbo estemos dnterersachos sdlo
s anquellos valorez particulares v para los ouales ewishe
gillagn vactor propio o« distinbo de csro. Para poder ser dbil
=l espacio raloc A - vI debe combersr alagn vechor odiferentes
e cero,. Esto oss oguse A - vI debe ser sinaular.

Fara szto el determinarmte mos da wm oriterio defimitivo,

El primer paso es
= i

1 = %

ol omdmero v oserd um o valor progeio de A, oo ul vecohor propdio

coorespordiente distinto oe oern, 51 ghlo sl
clet.d A ~ yI ) =10

#zta 25 la scuacidn caracteristica oe la matriz A,

B la ecuacidrm Ax o= vy, la mayoria oe los veohores = Ro
sabisfacan esta souacidh. va e v un valor propic &m0,
- S Fica cambia oe direcoidr ousecdo se pultiplice por
M oasd oouee Ax oo oes o maltiplo ce ws BEeto sigmiFilocs gue sdélo
codertos . olales v oson valorss proplos y oue sédo
cierbos vectores espacial sor veshores propdos, Claro oo
%1 A Fusra wr omialtiplo Lac madrdz ddentidad, enboross
Friremar vechtor cambiaria e odirecoide y o boodos 1o :

sat i s veckores propios. Fero oern gsmeral los oveohoraes
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Proplos som Rooos Yo seRaractns .,

it

Sirr embargs la sustancia ode este caribulo estd er ot
Lado, La  cuestidn mas importantse e expdlicar odno s

clazoompare o sistams de eouwaciones al iy kallarcds los
vactores propicos. Eztos vectoras propios son los mnodos
Fearmales el sistema vy actosrn drokepercdlerhanseta, Podemos
cheervar el comporbamiscks de cada vecohor  propdo por
zaparado vy dezpudgs combinee estos modos o nornales para

erpzoitrar la solucidrm. Para decir 1o misno = obras
palabras, la matriz subvacente ba sido diagonalisaeda.

Fara ocomcluir esumirenos alawrnos e los beckhos bédsicos
averca de los valores propiozs v loz vectores propiosg

A = va. La matbriz A de n . sshéd dada v 2l problema =s
oo tear aguellozs vechtores especiales = para log cuslez A
aotus como uma mulbipliceasidrn zimples Ax apurta en 1a misma
clgireceidery Que . La cusstide ez ercorbrar primeco los
valores progios,. reescibiends vy como vI o2 v pasancdo este
tdrmiveg & lado dizguierds ¢+ (A - yI ) o= o= 0, n vestar
propio de A ez oun vecotor mulo de A - vI. En oobtras palabeasz,
la cusstidrn clave ez la ziguierte @ i modificamoz A por
varioz maltiplos de la matriz idertidsed, Ghad camlic la harg
“ztas modificaciones  revelardm 1oz valores

sirmular Y. Est
Froplos vy aenbonces podrencs caloular los vectores propicos,

Si A @z  Siradlar. entonoces ume posibdlidad s P
mocdi fFicarla. o de los valores propics de wuna mabris
sirmdlar ez v = 0 vy el ezpacio mulo combtiene loz vecotorassz
Eropicos correspondientes, Faro &1 gue A =ea singular 6§
=igrmifica mada an ezpacialy sianifica solo gque v o= 0 2s Ukl
valor propic. Ya ses 9ue A sea sicgular & oroy bodos sus
valores propicz sstan bazados 2n 1o mizmo: la combdoacidn

i1
¥

A - vl e=s sirgular v el espacio mualo de ssa conbidmacidn es
el espacio de los vechores proplos corresporrdientes & v.

Fara =abar cuahdo A - vI & simodlar. caloulanos s
cleterminarts,  Este determinacte ez oue polinomnico e v de
arado moy se corioeE comne Eoliromio ceracherdishioo de AL La

e idén clet( A -~ yI ) s la souecildn Coarachterishica voo2us
raices v 7 O oo puacern ser raneros resles b Po, Y

1 [

edachar dncludie oo alownas repeticiones de la mizma oy )
zon Log valore:s proplos de A, Eebe ase

—
i
]



Cada  wma de  las siagwientes concdicidnes sz

.

P Es &l

gdficiarnte para oue el mdmnsrao vy o ses W valor proplo o

1) o= Hay alair vector = odiferembse de caro
RE R

2o~ L& matridz A& - vI e zirngular
RB)e delb. A~ yI ) =0

S v ejemnplo dlustrativeo, comcideremnos
imdki i e,

0 -1 1

Suopolinonio caracteriztico

y
0

det( A -~ vI ) = -1 oy -1

= =yt 4y - 3y

i
i
HH

For lo banto., la ecuacidn caracteristic

-y o+ 4y~ Qy = o~y (Y -1l )(y - 3 ) =1
v log valores propicos son reales v diztirktos

1, v = 2 Para cads valor propio vy

it

v

dos .

veohor proplo corespordiente wo

i

3

L&)

bal oo

vy =0,
1

buscamnos

&

A
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A -3l w= -1
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E=ta cartidad ode cédloulo
mayoria e
Faci Ilmemte  como suocsdid
alasgbraicaments vy desde e
&l proklena de los
Az = k. Para un sistens

cle  elimimeacidrn prodd g

Fimitea (0 zimilarmerts
Farmuala exacta para la
Fropios o puweden exishtir

i

=

Alora Rien, la swuna de 1o

suma e las 1 enbradas ode
Y oot e . by
1 1
Esta  =zunma es la hraza de
valores propios a5 iaual
E=zto za comfirma com 21 =

= 1 o+ 3

g +

>
- il ot

0o+
.

+

14

P}
D)

log polinomios

valores

—1  Ui P‘ﬂ
-1 ,1‘ e = 0
, A
-1 -2 f1

., L R

z @z inevitabhle v odezde  lusgo La
o ibicos mo s Fachorizardn  tan

ot o smshe, No cabe  duda oLy
I purnte de vizta de 1oz cédloulosz,
= Eropios es muchs mas difdicil aue

v Fdmers Fimdbo che pasos

ltimmal,

la respassta exacta & wm Liempo
lan regla de Cramsr nos odid urna
luzide ) e &l casao de los valores

tales paszos: nil tal Férmala,

itaual &

5 P valores proplosm

la diggonal A:

il
i

e

Fit

T

=
=

A. Ademdz, =l products de ]

al determinabe de A,
Juamplo amterior, doncke la trasa ode
1 = 4 v &l determimante s

et
32
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valoreas (=0 gl =l Hw3ch aztaban
disgonal prifmcipal.

Hay =i b do o 1o
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Y, eE obvio. Multiplicards ruevamsrte por A,

~y )
- e

Ays = vAR = v .,

r
i

oy
e

Ertomees v ez um valor propio de & cor 2l mismo vector
Eropilc . S1 la primera mydltiplicacidn por A dedja  intacha
la direccidrn de o, lo mizmne hard la segunda.

P2

1N

Ezte razoramniatto oo 22 aplica ouands estén dnvelucradas
cdoz makrices  diferentez.  SuporEsanos gue Y @ ul valor
Eropio de Ay aue v oes un valor proplo de Be BErbtonces,  en
aerEtral. v o oes valor propico de AB, Dado gue &y B oo
compalten 2l mismno veohor progElo,

Er relacidm  al problems de lazs ecuacidrnses lineales, =1
cEdloulo de loz valores caracteristiconzs de matricez ==
cdivide en  dos cazos, de scousrds & la raturalezs de las
mabrices, Para matrices sscasas & hoaecas arandes,  1os
metocdos son parsa mejorar ibteracionss infinttas v o serdn
concideradas  agui. Fara matricezs densazs almacernadas, log

métodos o algoritmos Fimitos. S owma mabtriz A 2

=imetrica, sz valorez ceracterdizstioos  asharn may  bdan
deterninados por los datos. en efecko,  zea la natriz
imdgbrica B = A + E, gue bierms valores caracteristicos £

z@H A ( tambilen simsbrica ) ocon valores caracteristicoos o

i

Ertorces  loz valores caracterizticos poedsrn sar  mumérados

tal oue.

% - B
i i

Bl arédlis de srror itverso se refiere & lozs elgen valores
céaleulados ( valores carachtaerizsticoz ) cde wuma mabriz A, al
Fever para una matriz B o= A+ E. Si opuede probarcse gue £ oas

pEauEia ermtorises,

[n Y ol B

i i

kA l, E !l, para toda i

mueshra como som los errores ce 1oz elgen valores peqgueifos.
Ery efecto 1oz métodos achuales paedern llegar & loz gigern

valoreaes,

i



aue esharn  en error por solo unos pocos  ddgitos, o osn los
mismos climitos gianificativos I =] lms valores
i

caracterizhicos arandes.

El métoco de Jaoobi ez s iteracidn infinita para mateicss

derncaszs almasernadas, procdoee wWne seris e macki Loes
corboraoria linenbe cormrvente oo A

Ademas,. A comveras a uma matriz diaoonal Do ocuvas enbradas
N

diagonales som. por supaesto, oz eigen-valorses de A,

i

Er sfecha, cada A e Taloylads de una A FrEvIa 2or uaE
LR ] b
rotacider de  coordenadazs s el espacico 2 de  alaovwnos 2
(l+1)
imdices 1y J. wha robacidn slegida tal gue a
1]

Fara alagun k tal =mpas A zea casi diagornal,. las colunmas de
b
la matriz ortogonal correspondisote L Sof s o imacdamarte
b
los  vectoresz caracteristicozs columnea de A Ademds las
coluntas son oarboaonales entre 5i. Asi el métods de  Jaoobi
da  los sigen-vectores aprogimados de calidad fiva oomo ol
procicte de da iteracidn baszice. El zolo programs ez facil
de escrikir, v oes difidcil gue e bheaa mal.  Hay  algumos
1

E3%

pirobilemnas Fachi loos sobee que taen bueiios sorn Los &idaen-
vechoras v =i oal L cerrveroe sebualnenhe.

b

El algoritms corigimal de Jacobi elige 1 v J para mésinilar
b

a2l valor abzolubo de laz a de A w Loz alacritmos e
ii k

oy ern dia modifican este criteric en uma de dos Formass

Lamrebos

idYe=  Er loe mébodos ciclicsos de Jacobi, los  wl
e &S

Ja
fuera de la disgonal a + EE FETern oo
cordery il Do, i



i1)0= En los métodos de emtrada de Jaoobd, wno elameanto
& es celeccicmadn por elimimacidn solo ouamco
il
mi valor abzolube esztéd arriba  de  ume cierta
medida de entrada. la cual consiaue la nas
peEguefa, cono la iteracidn progrese
Ejemnplos

i

B

o
1

[ig]
-
HI

comporEntes de X S0 vV oY W.e 2l B e Jaoobd

£
f
—
m
D]

o
01
i

S = Tm + b =E

l+1 b i v 1 172 v A

b+l b 2 W 172 0 W b/

lj
1
—
-+
ot
13

3

H

| .
-—

1

L

dezcompore como A = S - T
la mizma ause Sx o= T+ b
de Jacobi  antericormente

Dorcde teranss qus la matriz
erbormces la ecuacian Ax =
=il tarto obbenamnos el
dazorito.

T
T o
1]

o
i

o
Lo

0
at
[E I H]
I

Far  supudssto gue nada garantiza oue el nétodo ses buance vy
e busma descompozicice debe sabisfacer dos condiciornses;

iy, -~ Debe zer fdoil calewlsr el nuevoe vecobor = For

bt L

ehe e wma matbriz sencills
vaertible 1 )3 pusce ser  diaaonal o]

r

o
o
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il - La sucesidn x cdebe cormveraer & la solucide w,
: i
i sustrasmnos la iteracide S = Tw + k. de la
bl b
ecacidn ariginal Ss o= T + b el resultado ez wa
formdla que lrnvolucra solamente los a@rrores

=3 =owomom H

ke k

if
i
1
._.l
m

b+ 1 k

Ezta ez una ecuzacidn en diferenciaz. Comienza con el arror
al & vy despuds de k pasos produos an cidevo

i
i
15
_‘l
~—

i

b {i

La cusstidey de la convergsncia es sxactamesbte la misma  gues
la cuestidn de la estabdlidad o ; prresl samente
Cdanco @ ol ke

k:

Eete metodo  interativo es Converaente =1y solo 21 cada

iz fars Y <1 Sy razdn de

valor propdio de 50T sati =)
& tamafo méxime de | Y ‘, =TI

&
Corverasrela Jdepence el

corcemE won 2]l radio espectral de S T =

Recordarndo gue une solucidn tipdca de s = 5 T =%

Obsviampete =1 mayor de los ' Y ' zerd firalmernte
i

clemimarnte vy gobermeord la reazdm oo la caul = PV E S @
(IR I



Volviendo al ejemelo ambterico btersmos la mabrizs detisiva
-1

) T ti lovree propdos & 172, Lo ooue siami Fica aus e

cada  paso s oeshd parbido por la mitad (0 owun dioito

vimeric  mas g @l morrecho ) Enoeshe ejenpla, demas i o

pepguefo para ser bipico, la copvergernsia @z mEds rapida.

wWom

Cor wma matriz mas mabnde A, ewiﬁfe s diFioul e

inmﬁdiaha Yy Iy Prmutlu. oo ba ptereacitdrn e Jacolid
g E S aca  Come
@ (=) O NSl - S ‘SN AR - SRS AN B S
11 1 k+l 12 2 13 3 I ke 1
@ (=) CE O A - S T - | x4 ) + [
o o k+l ml 1 Fie & rri-1 mi-1 ke "
Necssitamos conservar  Lodazs la conporentes de  ow azta
7 k
twirminar el c&loulo oe ow « e idea méz  matural. gue
fa4 1
Fregquiaere la mitead del almacenamienbo. @5 comenzar & 0 Usar
cada  componsnte del muesve vector apahas =2 Caloules
b+l
oowma el lugar de o x wna conmpomsente cada ver v, por

k4l
tarha,  pocdenos destrair o= e réapdidanmerte comno vamos

Oyl == L [ Feto significa oue la primera ecuscldem

b+l
EeEprEEce oong arhes

—

21 : ) - D O - T I T =

i1 1 k+1 1a 2 1323 I k 1

ke =siguierts scuacidn funcions irmediataunerte con este
mEve: valor de ox

[
3
X



Y la tltima scuscidr uysard exclusivansrte valores musves,

v “ s & o) + b
P o k4l Mmool P =1 1 k+l i

~
I
i
it
H
e

&

Fete ae gl néhodo de Gauze-Seidel, awum cuarcs apadarbernarbes
GHalss 1o descornocia v Seicdel [T T Faecomerndaba .

Sorpraerpdentenente detalle Rdstdrico., va que mo 22 ol mal
méEtodo. Néteze que cuards se muasvern todos los bérminos

el
Facia 2l lado dzguierds. la mabtriz S ez la parte briarmgaular
imferior de A. En o2l lado derecho. la otra matriz de  la
clazcompozicidn, T, &5 estrictamsnte briangular supsrior.

[ demelo
| =0 0 1 -1 i 173

-1 2 -1 @ £ 1 i 174

v sola paso de GHauss Seideld comporEttEs v

VoW =1 b
b

o+
2
i
gy
it
=
3
i
ot
al3
i

f
z
]
<
+
o
1
+
T

k1l ktl = -1 = b+ o0k

Musvamerte =om decizivos los valores propios de S T v
cleede lueao  son Féaoilles de srconbrar 5 son L/74 y . EL
miror estd dividide cada ver s d, msd o gue un solo paso de
Gigyznes-Seidel  aaquivals a dos pazoz ode Jacobi. # ﬁﬁmu aunbimes
mutuddu; Feguisren del migmo rmero de operaclorss (O UEamnns
gl rdeve valor e luger Jdel  anberior vy aborranos e
almacermamientos ), & major el méhodo de Gausz-Seidel.

# Feta regla es vélide en mulbitud de aplicacionss, AL
cuardo ez positle consbruair utrmg @jmmnelos dornde Jacobid
corveEr ja v Gauzs-Seidel falle & viceverza ). El caso
siamébrico 2z &l mds direchtor 3 =i bhodas lazs & S MY S & E

iid



i cer, efhonoes Hadss- Seidel comvergs =210y

positivamerte definida.

n
[
—
i
u
[
D
i
w

Froap obro lado Gilvens obesvs gqus, aundgue tome  ums Serie
irmfimita de robtaciones 1leva a A a la forma disgonsl v,
b

Uras  =sinmples rotaciomes de 172 (no - 1 )y (mno - 200 psdern

Tlevar a A & la forma tridiagonal. Esto reduce 2l probdamas
b
para encontrar los eigen-valores de matrices tridiagonales,
v o alaun caso la ides de Hivens acorta el Liempo préoctilico
clz ermcontrayr 1oz valores caracteristicos. por un factor o
&l rededdor ce 9% e la practica. Pocoz ados dempuss
Hauzabo lder iotroducs un cevo mébodo para tridiagomal izar
uma matriz simdghrica. dsando no - 2 robaciones el lugar
e /2 (m - 1) {mo~ 2) esto recduce =]l tiempo por obro
fauztor de 2 v efechivanernte amula &l método de Givens  pars

T L= i D e A

W

=t

T

Fiuckos progcanaz contemporanscss utilizasn =1 método de
Hausholdar, e Tal difieren ameliansnte
gpvomnbrados los elgesn-valores de  mabrices
Corsigdiends los sigen-vectores as dendsiads conplicado, v
la falta de cormoimienho de como heoerlo e una razdn pars
a2l wen ocasiomal corbinus de 1oz métodos de Jacobidi.

(=1 [}y T} S

i

tridiagomales.

it

Veamnos  brevemerba la Lrarmsformacidn de Hauzholder, ez ama
matriz de la Forma.

Vv

v

A merndo =e rormaliza v opara obberer un vector umibario
T
y ermborees H es I -~ 2 uy. Ern anbos cazozs H

e hanto siméLrica come oFhogonal o

T T T
H H= (I - &wr ) (I - 29 ) =

170



T h T T
= T~ 4 uu i TR E IV i

H = H = H . Em &l caso complejo la mabriz

D
0]
e

morrespondiente I o~ 2oy @z hErmitiansa y umitaria.
El plan de Hausholdsr s producic ceros con 2stas natrices
y &l s esiho deperids de 1o siauients identidacd.

T
ovector columma (1 Deawea ) v

in
i
i

SUEOrT RIS SdE =
T
+ oz. Entoices Hx = ~ g =(- g.0.0)

o= ] % (v v

Comamzsendo com 1a primera columma de A v o recordando gus

-1

oAU fimal debe =er ana forma  bridiagossl b [
Heszembera, Termdramos:  epbornces ogue sstarcdn  involucradas
wolamante las m o~ 1 enbradas debajo de la diagoral o

& ( {1
A1
o= Fo= Ha = (&)
& (] ]

il

z e Hausholder es solamerts de  orders
dira inferior dereckha

. T4 gl cda sn la asao
che uma matriz I del tamafo ooriginal o

u'l ;-u.
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U= 0 ‘ - ‘ = U + Ya

L. -
o altera la enbrads & debido al 1

1 11

superior izguierda o mAE adr,  fo los

lTa guprasion (&), 92 ha conpletads la

i
in
o+

L. matriz U

o

toiza CHEPDE U

B lmeEr &

BEQUINS

BB
-1
Farte y U la primera colunms dessada.

1 1

[N}

laz ©n -
T e racto

corsta oe

(VT =Tk n]

b
arbradas

segurdda parte arn@dloaa s

@ la ssagurda colunms, = ez el

ritario de lomgitud correspondiente v H e de order n - 2.
Lamdo 22 drnserbsa e W L produce, =
( i { [} ] i
] i i i i
o -1
o= Il 0 = 0
2 =
W] 0 :
i1 I, H
5 ;
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odEncdo

la forma de Hezserbera para umag matriz de 5
U ez el producto de todas

v o2l Fdmero ce operaciores reoueridas
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iy area  de grarn activided en las déceadaz pazadas sr la
irmvestigacidn del &lasbra linssl compuabacional,. ba sicdo el
ol Lama Azl valor Caracterdizshico  para makyices Fi
siméticas v solo prevalece wn medghodo de antes cde la era e
la  ocomputacdors - o~ &l mébodo podermcia - -y Blerse solo
allicaciorms  limitadas hoy sn Jdig. Describamos  Drevemsebe
&) 1 R L D de  laz  potencias,  cuvas propilsdaches e
oonverasncia son Féaoiles de erbendsr, ocomlenza oom unm Dass
e &l primcipio de una souzeide e dil Feraencias. Comierss
o WnE elecocidn inicial uo vy Fforma sucesivamsnte

it
E'
—

(W AT T Yy oar aereEral o I AT
1 i 2 1 b+l b

Cada paso ez una multiplicacide mabriz vecohbor v despudss de
K k
K - pazos e produce o= A w0, & umguse la matrdiz A
f
PRI AEErETErd ., El pumto fundamsrtal @ (=THT] 1&
maltiplicacider por la  matriz A deberia =er facil  de
Fenlizarse (=1 la matriz es arands, 23 melor que 2ea rala
G obFgecs ). va o aue & menudo la convergeresisa sl vecohor propio
mdy lerba. Suponiends gus A biems an oconJunto comp et
verhores proplos = seesr #0021l owveckor oo ashard dado
i 1 b
o la Farmula usual de gna sousciden oe i Farerneias

]
mn

(w3
-
it

|5 i 1 1 A ]

Imagirenos los valores proplos moamdrados 2o orcden orescierte
v sURoFgamss aue FEy solo wh valor proplo mayors o esiste

KA

I
£

iT

1
oo valor propio com la mizsna maomitud v oy no 22 repita,

4]

A

1

i Y 5w w o ow & Y 4 Y  Erntornces, en la
ri—-1 ]

medida e o oue la oelsoocidn imicial  ow cortharas alauma
]

comporethe del  vechor peopio o, chiE omoddo gus o =/= I,
] i

eeba conponenbe serd domorante aradualnerte:
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k V 1 7 . - l';l'; 1

t . . " + o reeseosss - + = o

Y F i
los veothores o apunbar Com mAE Y mas precision becia la
k

cliraccide cle « v el Fackbor de convergencia &z la razon
i

/ ’ i ’

Fo= oy
P 1

-3 pracisansnte Como la comveraencia o en oy astace
mebaciornario  gue estudiamos para los procesos de Markov,
cepto gue abhora el valor propilo mavor de v puEds e

igual & 1. De kmecho mo comocsnos el Faobor o BEL
cobr e marera debe introduciress algan factor de asosd
Lo opuEds crecer macho S poco, dependierddo de si ,

& | Y ! 2o 1. Normadlmemte podemos dividir cada por B

Erimer  conponents vy anbes de realizar el paso siguierhe:
b
oo asha o escala tam zimele el método de las poternciaz o=
tramsforma st = A /o y ooohveras goun o malhbiplo o
bt ke b

LU

1

Ejemzlo @
o ternends al vechor proplo

* leow Fachkores de escala o tambien converasr: bienden & v
k: o]
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cambios de poblacide

>
11
3
ax
it
-
e
]
L
H]

it

o= .4

[ =
4 e 250
La limitacidm mds seria s ve claraments en aeshe sjemplo
i F azfu cerca de 1. entopces la converasenoia &5 nay
lanta., En muchas aplicaciores v > L%, 1o gue significa qus
e hiene gus hacsr mas de 20 interaciores para reducir

k
(v / v ) eolo en un fector ode 10,  EL @jemplo bania

o0

" .7 v fudg znr muay lento ). Clarag que 21 +F s laual
o siamifica gue ¥ = v . EPrhoreEs e pusde
Fi-1 i
haber  comverasmcia., Hay variaz mamseras e evitar  ssta

Vimitacidn v marmcionanss bras de slia=.

E1 skt emide de las potencias Rl e, Lrabbaia
imultarzanznte  con varias vechoras en lugar de oo whe
soloouo,

I

El  métods de laz potencias inversas. - brabaja com A &y
Tugar de A
B1omdtocto de las potencias inverza tbrasladado. - ez el mnejor

Suporiaanmss quE resnelazanos A por A - oo I Entor

- e

loe valores propios v ose brasladee s la misma et ideaod o

i
v el faoctor de comvergsncia Reora @l mébods dnverso cambiara
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Hi
1d

@aor o= l Yoo- % / Y =~ X |« For lo tamto.
1 i

e

5188

W

imeesider @ v .0 F =T Ly
1

peaguefa vy la convergsrola 58 verd muy aoelerada,

Asi. mudachos métodos en ouso oy en dis fusron descorocidos

o méas de 15 afos.

Fe meserpcial realizar la inestabdlicdad imberente &l probdama

ol Loz valores caracherishicos, FE & makrices L)

simdbricas. Emn comtraste g los linites osrrados,

alige  Tomo e busme B8RO

kS ,1 = }{ para tonds i

vistaos 1 2l capitulo anbericor. para makbricss P
mimétricas. EBEn copbtraste el resulbtacdo coorresporidierte,
debido a Costrowski ez @

1]

1/t
v S O = o (poliFeario o en or) o o E para boda i

b rezultads es omuy débdil oy ono obstante ez el mejor
reslltado genaral de =g Clase.

L. 4 ( loz bleswos dencotarn ceros )

CERET Pale B o= 1,

oy dishimbos oy

Mo otiene boddos loz valores

R todos los valores
1/

Liersn nochilog j‘ = Il para = =/= 10, Azi, =1 1 = 4 vy
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=
& o= ] . hodoz loz valores: caracterizticos tierss modulo
ol

AFortunadamente, loz  valorez caracteristicoos (Tl SO
wewalmente  han  sersibles.  De bkecho ol ferentes  valores
caracterdsticos de una matriz A pascern diferir ercarmemants
2 s sensitividad para perburbaciornes de A, exilehen nachos
Fecsudltadoes wbiles.  Son por 1o gsreral  resultados &
posheriorl, daredo wrno limihes parsa los cambios en valores
caracharisticos como furcicorss de pertuarbacionss  &mn una
matr iz 5 irvFormas i o) =] I = ohrns Valoras

caractaristicns vy vectores carascheristioons.

i

La @ram pobercia de mehbodo che Jacobi o para mahrices
mimdtricaz, v laz carachterizhicas extrenadamente favorakbls
del redondecs &n patrices undtarias,. llevarom & wn deses

i

[
-
id

vsarlas  para el praoblemna de valorez  caracterizsticos  en
matrices o simgbricas. Bl siauisents beorema Dasiosr es

Plebido & Sk,

TEQREMA

m
o
H'.
2]

Fara wuma matriz arbitraria A ex<ishe uma m
drdtaria W tal que,

H
T oAU trdaaular

1]

omde U dermcha la tramspuaesta conjugacds de L

i

Fassto gue 1oz valores  carach
elemantos diagonales de T. la ez
mattiocs:s wnitariazs leaz cusles lleavearn a A & wra  Forma
caercanamente briamaular, vy entonces deja gque los elementosz
diaachales zirvan comno valores caracteristicoz  aproszimados

e A

rizticos de A son 1oz
I

a e sido para encontrar

B la mayoriz de mébtodoz de atacar =1 probldema de  los

valores caracteristicos, <] primer paso e conddersar 1os

dates  para  aboerae tlempo vy almacsrsie  acdiciomales.  La

foorma  corndserzsada mas acoephada por abora &2z la mabriz de

Mesmerberg, s la cual a8 9= 0 para i3 0 (5 20 hramspudesta)
i

s ocecir e metrdis de la Forma.
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i
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3
‘R

pozible transformar A por conmgrusnciss orbogonalaes ded
p“ cle Meewsshkolder aen uns Formna ode Hessesberg, oo 2olo
CTEE ce redordso muy peguerios.  Alaunse oondsnsesl G
Tictiwl ( se dice sn owuna Forma bridisegoneal ) oes suieho ods
~1as  perdidas de digitu* s tramsformecidrn & la Forma
la matriz aocompasante particularmémta iz
practica. v nmrmnlmx b regquiere droraemenkos meay
ricigles  an precizidn pars preoducic sucesivamnsmbte  los
carachaeriztiooes de A.

LL"'#L"I
—r,_..—-.-

T L-
. m ]

SR L=

< o= 0Ly @ omooh
o D

R ]
I o
- g_l
III
lq

Qi

Como wuma alternativa,. se pueds brasmformar A & & su Forma
oz Hesserberg por eliminmacidn fadssisnm. con A verken
rarcial o una transformacion sinilar.

La siguisnte etaea an el problems de loz eigsn-valores o
gimdgtricosg, e comseaulr los valore:s carachtsristicos de uns
mabtriz oe Hessernbersg H. Una variedad de métodos kRan 2o
vzados. Embre loz cuales sstdrm.
1) .~ Se pysce sxzamina los Ceros del detdd - 21 ) por el
mdtectn de raloces ercombradas,. para o ooomnpleja.
El o métooks més zatizfacthorio parece sear el propassts
e Hymarn &mowe reamero Fimito de prooranas, &1 Rizo
eo el méhods de Laousrre pera secontrsr Loz
dm f(m), caguichy por o wne Forma oe supresdbn

e
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Muchas recurrenciazs zon wsadas  satisfactoriamerts, para
gvaluar f(z), f'(z), v f"{z), tarm usadaz =r el proceso o
lgmder e, Despads ague Loz valores carachberizshisrgs v seee Y
1 "
ar sido erconbrados, sol suprinidos &l aplicer el proceso

cle Loamusrre &

iid)e~= El alaocritms de Ruthisheauser, fud om inporbtasts
dasarrol lo. Pussto gue ahora ha sido zsuplanbado
=Tul el alaoritmo QR, el cidal omitirenos
e i oree Lo,

iii)a= Framcizs en Inglaterra v Fublamnovskaijs en la Undon
Soviatica  dddearon el alooritmo muy interesamtse R, v es
oot Loder ado aml damnsmte e &l alaoritmo més
zatisfactorio para eigen-valores de matrices  Po-~sindbricas

clanesas almacsnacdas.

L taorama bdsioo e wa matriz o real cuach-acla
agrbitraria A pusds ser factorizada se la Fformae A = R,
clomge B e uma mabtridizr orbooomal oy Roez uma mabrizs
triarmular supsricor com todos log elementos diaoonsiss o
ii
Mo regativos. S1 A e85 no-sinaular, ermbonces ambas By R,
som umilcas,. oe becho, sl cdlodwlo este becho para conshruale
T

HG
1]

—F

wima matriz B orbogomal tal gue 8 A = R, donce R tisne las
prroriedadss mercionadas.

ooy nE aparte, para A no-singglar, el lechbor eztard mas

Familiarizado oo la determineacidr cdel paso ode e maberis
-1 -1

triangular  supesrior R » bal gus AR s BE A mahris

crboaornal . Esta es la eqspresidn matricial del process

Familiar del anédlisiz oe Gram-Sahmidt.

Moaso sorprerederd sl lector, gue la madediz B, gue  raesulta
cel alacritme de Gram-Schmidt, moenainests sshd lejos
ar  orbtogonal . porgus por ootro lado, =3 la omizma 0

t
chaberminada hal ogus 0 A = R, Lo arrores oe redordas so
Py esmeldesienss ,

*
H




oo bésico OR; proceds com sious. oo
Hoouma matriz de Hezsenbera, peara ko= L1800 &l
Sutt L . . e

ELl algir

Srem e H

‘FﬁctbeH' atr la forma
REEE e

voarrhbormces la Forma

i

I {0
10
HH

prusba faci lmente que H » 25 tambiidn uma mabriz  de
ik . bl

@l miawiente heorems bdsilico.

it

<

o
3
it
H)

TEQDREMA .

Sga H o, cuyvoz elgen-valores v o, . . . Y s SO0,

Ertorces lag matricez H comvergern a uma matriz briamoulsae
ke

syupatrior a&n la aus los elemantoz de la diagonal  =on los

valoraes caracterizticos de H.

1 caso més comdrn clomdse el teprama anbericr mo sebisfacs,
s donde encorhranos aque Hooonveras & una matrds briaresalar
( wmzto significa gue fuera de wms meteis briarmaular Lo
oz elemertos de H tilerndern & oseo, ouascde B bieeds &

b
infimito, pero alanos: aelementos de la forma b area ler
puedarn  moocorverasr ) . Adamds los arupos diaaora Des "

w (A

y

'ﬂ £ :nZLI

[Tl =y 1 por 1 de la mabrdiz H ti s valoras
s

carachearisticos, low cuales en su bobalidad comvergsn a los

valores caracherizsticos de H.

el



Far simplicidad,  cormcideramnos dnea matriz Ho con o valoras

ooy oy T 2
1 = ]

e

E1 métoodo GR, para bales mabrices converas con Un error el
SR EE

=3

L& comvergsmoia podeia ser mds réapdda 51, @n Dagar oe H
trataramos oo la matrdiz WO~ eI, doreds 009 o4y . B2l o
1
Fuers practicamsents igual & v, la comveraencia podria ser
1 '
erchremnadamerte répida. Ham sido ideadss modificaciones oel
aglace-itmo, para 21 tarn Dlamacs " cambdio ordgimal Y. el cuald
b roduse g P ocsrca ode v.e  Desposbs gue LA valor
caracteristhico v Fa sicde adzlado, el mébocds OR, posce

1

abormes zar aplicado & wma mabtriz ode ono~ L, ocom valoraes
caractaristicos v . o« o« o ¥« Nuevos cambios orioirmalss
- 1

gohdr erborces inbroduacidos para sacar v tam rapidamnerhe

-
als

coma sea posible eto, Com cambiozs origimales bdien  ideados,
@l proceso Ba sido observedo para oormveraer oo Wi permsed oo
O -] P maEros de 2 pacsos inberakbivos para valoras

caracharisticos,

Alaurmas investigaciones profundizan en la dnvestigacider oe
cambilns oFiginales Dt WF=7 5 T D] b= W [0 T e loz valores
caracterizstico:s =sor complejos v ode moclulos douales, de Lo

cual o ro intentaremos deee ldeas.

Normalments los valores caracharizsticos son obbatidos  para
i remnarher modualos,

Si0 H ez owma matriz simdbrica beewda, enbornoes el alooe itmo

HR pre 4
mdy zatdzfactorio. BEroperbicalar GR ss owun alogcoitme posibles

FEE & calocwlar  wvelores carachterishicos  de  wun& mEbr

va la bearnde e ampd dtod doreebe s iteracidn vy e

fary
o
3



simébrica  tricdiagornal. S oH g2 una matriz barnga no-
simdétrica, el alaoritmo pierds las bandazs cero sobese la
diagcral .

A e lsnos merclonado comn comEsauir los vachoresz
caracterishicos  de una matriz ce Hessenbera He BEshe sz 2l
porabrleme méds dificil ous meEnclomarEnos.

El mégtodo prevalecsients s 2l de la iteracidrn inverssa.
i tomados, = doardo

L.os v lores caranharigthioons b

commcicdos, para alaan valor caracherist

i veotor = cde alounes marnersa. Ertonce
11

ra ihteracidrn de la siawiernte forma
para cada B o= 0, 1,2 . «  2rconbranos

tico v, e selaecsicona

. ze Lleva & cabo

v

para resolver &l sistama o

(H - vI ) = =

S corbirda kResta gue ow e conpletamnents arancds. En
b

@ laumos CEB s facllnemte cercano al vectoy

3]

b
caracteriszsticos corresponcients a v.
Si H ez uma matriz de Hesserberg real.,
caracterishico  comeledo,. S8 blems que
obro haciemdo serlbmnébica complaia &
salalidn Julcicoso oo aritméEtics raeal.

Y pa 2w valor
legir entre umo o
al

agy proceso ce

tamna Congdenado

ul

1T

1

o
<
i~
H
L
th
U

Finalmernte ze btramsformse = al

originsl de A por deshacer las tramsformaciorss cde A & H.

1 alaurn de loz valoresz ceracteristicos de Ho ozon muy
cercants, los problemnas reales comienzarn. W oEar de valores
caracteristicos cercamos pueden en cazos afortunacdos temer

diztirtos  vechores carecteristicos columma auwe  23han mdy
lejoz e =zer paraleloz dzto reprasernta una aproximacidn &
i valor carscterdstico doble com divizoresz elemsmtalmente
limealaes, Esta muy lejos Como ause un pat e veashores
carachtaristioons e ishioos
colummm, estos btanbidén som peralaelos. Ezto repr

aprosimacidr a los casoz infimitamarte mézs probab

W

carcearss bencdrdan veobores caractk

serha L@

les de wem

f—y
[x]
L3



valor caracteristico doble com divisores mo lireales.

pegiel}

B el cazo precederbe, mee e dificil conputar dos valores

catracterizsticos  gue estém lejos de ser paralelos. Ez osdlo
Llevar rmecesariaments la iteracide

kot ] Hk

o o diferemtse & oo valorez escaszanente Jdiferentes de

Q L I:I

Fro el gltimn  caso parecs oificil  obbtenser mucho de Ia
iteracidm, FreEr o LAF VEoor caracteristbico simple,
parterecients a A, Bwé seria dado prosimamenhs T En parhe,
e =e sabe oue el problems propussto austaria, pero no Se

=] oA
gabe gue ez positle,






oz mébeados e céloulo del  dlasbra limesal, ze  estén
mov ierdo @n una ebapa. dorde ssishten métodos razorsbol merth e
watlsfactarioe  para mateice:s  dersas  almacenacdazs AL La
Erirsipal epeitr es el probdens de encorbrar vechores
caractarizticoas oo Limites e error pEara omaberioss mo
zimétricas. Loz alaoritmnos han sicdo refinados varias  vecss
y va estarn siancdo pubkd Doscdos.,

Los usuarios cazuales del dlgebra lirneal scolo bhardn dso de
tales  alaoritnos  para sus problasmazs en parbiculaer-. Loz
e jorres alaoritmos estdt escritos en alaol &0, Adr cuando S
pegecda usar obro leradaie. vels la pena poder Lasr

@l Fire Jushbamarhe o ey T esbos  alaoreitbmoos ¥

aclaptarlos a =ug propios problemas.

.

+ =
133,

s
$]

g E, 20

T

H

MirFear mékade de rezlover wun problemna computacionsal s
raalmerte  aprovechale  para &l usuerio heshta gque eshé
e L et e e chEsorito sl ur Lesrana j e Do 1 T R Yock BT =
alosbraico v bhecko comel etamsnte Formal. Hay aspectos
irudsterminados e bochs Tomar itmno. Froeouerohamer e =
Foroveskhs  apbearo ode un oLert proases £ o a1 den
comziste em ol bratamiento de cierteas subd lersas, las cuales
STl =1 i ficilmentse  ser  suspaendicas heste gue ezt A
Fcearamnados . Esta w2 la razds e porougs o v at o
cotrslltaria a ung u o obro experto & pasa arades pensl ddecles
para retomar wn alaoritmo hotalmente probacdo. ¥ oassta ez la
I EE e porcue 1oz profesionales cif il Enente e
cormzretarian en complebar prushas obvias de los aloaoribmos,

Moy  en dia v deszde 1979 sstd cdisponibde wn comjurto ce
procranas en Fortram, llamado LINFACE., para resolver ver uos
e los problemas bésicos oel dlasbes linsal ramdrics. Y
tisrde & resmplazear gracdualmnerte les miles de  subrubinas
gelsbantes  alauras buensas v o obrazs no. gQue 56 e esorito v
gt lizado e mualtibud de medios de comnpabasidn. £ LINFACE
wmac disefdd  dmdepencientensmte de la mdguing,  eficients vy
gereillo, Bl ko gue obbuvo &l EISPACE para m ] v
poeaklenss de valores propios estimald el dezarrollo e
@shos progranas; aracias al EISPACE L valor e

L moeflhware matendtico Dianm esoribo,

=%

SR BN S
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