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INTRODUCCION 

Esl.a tesis es parle de un• ser1e de traba.Jos cr.Je se r••l izan 

en l.a Facultad de Ing•ni•ri.a de acuerdo con los plan•s de •sludio 

del depa.rl.amenlo de sistemas y planeación de l& C.l.rrer.a. de 

ingeniero ·civil y al objetivo principal de este trabajo es 

proporcionar una guia de estudio o bien un libro de texto que la 

pueda ser ulil como complemento a los proresores y estudiantes d• 

la malaria de Ingenieria de Sistemas II. 

Este trabajo se desarrollo siguiendo el plan de estudios que 

se encuentra en el nuevo planteamiento de programas del 

departamento. con lo que se pretende que los alumnos obtengan un 

mejor aprovecham!enlo de los lemas que se incluyen en esle pl.a.n 

de estudios. 

En este trabajo se pretende que los alumnos cuenten con un 

t.exlo explicito y simplificado de 1-A invest.igación de sist.ema.s 

enfocando est.os lemas a la aplicación que pueden tener en 

ingenieria civil. 



l. INTRODUCCION A LAS TECNICAS DE LA INVESTIGACION DE SISTEMAS 

DE INGENIERIA CIVIL. 

Eal• e.a.pi lulo proporci on.a. un.a. vi alón gfi'n~r~l y .:. •• b.a.•Q~ 

fundarM!nlales de los estudios de investig.a.ción d• ••S~•MAS. 

Aunque aqui no es posible detallar lod•s las p.a.rt.es de la 

1 nvest.igación de sist.emas. •l objeli vo es pr•~,.¡o:-:.• • .a.r un 

lrat.amienlo unificado de la m¿teria que puede ser ulil1z•do como 

una guia general para resolver problern.i.S de la inves•.1=ta=16n de 

sistemas en la ingeniería civil. 

Arte d• _.telar. 

Un estudio de invest.igación de sistemas consiste •~ diseñar 

un modelo d• la situación fisica y se define :omo una 

representacion idealizada Csimpl1ficada) de un sistema de l.a. vida 

re.a.l. Esl• JOislema puede ser lod-.v1a una lde.a en es.?er.a de 

ejecución. En el primer caso el objetivo del modelo es &naliza.r 

el comporl&núento del sistema. a fin de mejorar su tunc1cn&m1ento. 

En el segundo caso el objetivo es visual1z&r :a mejor 

estruclur& del sistema ruluro. 

La. complejid.a.d de un sistema. real resull.a. del gran n·..:mero de 

elementos Cvaria.bles:> que cont.rol.&n el comporlamienlo Cel mismo. 
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Est.o a su v.z dlcla una dificult.ad t.áclica al recomendar cursos 

especiticoa de acción para cada Uh& de laa varia.bl••· 

Generalmente una pequefta fracción de estas variables realment.e 

domina el comporl.amienl.o del sistema. Por consiguiente. la 

simplificación del sistema real en términos de un modelo se 

c.::oncent.ra. principalment.e en la identificación de las variables y 

relaciones dominantes que lo gobiernan. 

La figura 1.1 muestra los niv.lea de abst.racc1ón que llevan 

a la construcción d• un·modelo de una situación de la vida real. 

El sistema real supuesto se abstrae de la siluación real 

concentrando las variables dominan le• que cent.rolan •1 

comporl.amient.o del sistema real supuesto, ident.ifica y simplifica 

las relaciones enl.r• las variables en una forma accesible al 

.a.ná.lJ.sis. 

MOl5EL6 

FIGURA 1.1 

En general no existen reglas fijas para efectuar los niveles 

da abstracción. La reducción de J.as vari.a.bles que controlan al 

sistema a un número relat.1vament.e pequ•"º de variables dominantes 

y la abslracción de un modelo d• la vida real supuesto, 
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cons~ituyen más un arle que una ciencia. La validez del modelo al 

represenlar el sist..ema. real depende principalment.• de la 

creatividad 

sist..emas y 

• imaginación del 

del equipo que 

ingeniero 

trabaja •n 

de 

el 

investigación de 

pro)'9Ct.o. Tales 

cualidades individuales o personales no pueden ser reguladas por 

el .. tableclmient.o de reglas fijas sobre como deber• construirse 

un modelo. Puede ser Util presentar ideas sobre tipos de modelos 

posibles de investigación de sislemas. sus estructuras generales 

y sus caracleristicas generales. 

Tipos de modelos de 1nvest.1gac16n de siste ... s. 

El tipo más import.ant.e de modelos de investigación de 

slst.ern.as es el modelo rn.at.emát.lco. Al formular este tipo de modelo 

•• supon• que todas las variables están relacionadas con las 

funciones mate~t..icas apropiadas para describir el comportamient..o 

del eist..ema, luego la solución del n::tdelo •e logra por la 

manipulación rn.at.elloll.t.ica apropiada. 

Además de los modelos matemát..icos, se emplean los modelos d• 

simulación, que imitan el comportamiento del sistema en un 

periodo. Esto s• logra especificando ciertos ev.ntos. los cuales 

son puntos •n el tiempo, en cuya ocurrencia pu•d• recolectarse l~ 

información importante per~•necienl• al comport.amJ.ent.o del 

sistema Una vaz que se def'inen t..ales eventos es necesario 

prestar atención al sistema únicament.• cuando ocurre un ovent.o. 

L& información que mid• el funcionamiento del sislema. se acumula 
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en observaciones esladislica.s. l~s cuales se actualizan en cuanto 

cada el•m•nt.o t.i•n• lugar. 

Dado que los modelos de simulación no necesitan funciones 

ma.t•maticas explicitas para relacionar las variables, usualmente 

es posible simular sistemas complejos que no pueden modelarse o 

resolvers• matem.á.licamenle. Además, tal flexibilidad permite una 

representación más aproximada del sistema. La principal falla de 

la simulación consiste en que el análisis es equivalente a 

realizar experimentos y por consiguiente est.á. sujeto a errores 

e:-:perim.nt.ales. Esto lleva a las diCJ.cultades usuales de diseftar 

Cest.a.dist.icamenle) •l ·~rimento, recolectar observaciones y 

entonces ejecutar las pruebas estadisticas necesarias de 

inferencia. 

Estructura de loa -•los -t••ticos. 

A dit'erencia de los modelos de simulación donde no pueden 

sugerirse estructuras fisicas fijas, el modelo mate~t.ico incluye 

tres modelos b&sicos de elementos. 

1. Variables d• decisión y parámetros. Las variables de 

decisión son las incOgnilas que deben determinarse con la 

solucion del modelo. Los parámetros representan las variables 

controlables del ~ist.em.a.. En general los p.a.r.amelros del modelo 

pueden ser delerminist.icos o probabilist..lcos. 
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2. Restricciones. P.:ira. tomar en cuenta las limit..aciones 

tisicas del sistema, el modelo debe incluir restricciones que 

limitan las variables de decisión a. ~us va.lores tactibl•s Co 

permisibles). Est.o usualmente se expresa en la forma de 

ru11cJ.011es malemálJ.cas res:lrJ.clJ.vas. Por ejemplo. sean x. y x. el 

número de unidades que van a producirse d• los productos 

C:varia.bles de decisión). a, y ~a sus respectivos requerimientos 

por unidad de mat.eria prima. sea A l.a restricción de materia 

prima, la función correspondiente •si 

3, Función objeUvc. O.fine la medida de efeclJ.vidad del 

sist.emacolDC) una función mat.emAt.ica de sus variables de decisión. 

Por ejemplo, si el objetive del sJ.sl•ma es maximizar el beneficio 

t.ot.al. la función objetivo debe especificar el beneficio eñ 

.función de las variables de decisión. En general la solución 

ópt.iJU. d•l modelo se obtiene cuando los valores correspondientes 

de las variables de decisiOn proporcionan el mejor valor de la 

función objetivo satisfaciendo todas las restricciones. Esto 

significa que la .función objetivo actúa como un indicador para el 

logro de la solución óptima. 

Los modelos matemáticos en investigación de ~ist.emas, pueden 

verse generalmen~e como sigue: 
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O.terminar los valores:. d• 13.s variables de decisión 

j•1, 2, 3, ••• , n, los cuales opt.imizar&n a: 

con sujeción a; 

Q 0 Cx,,x
1

, •••• x,,? :s bl, 

xl ~o. 

" • 1,a, ... ,m 

• 1,a •...• n 

La función f es: i>. función objetivo mi•nlras que g,:S b, 

r•present.a !a i.-9sima. rest.ricción. donde bl es una const.ant.e 

conocida. rest.riccJ.ones o se conocen como l&s 

rest.ricciones de no nega.t.ividad. las cuales restringen las 

va.ria.bles a valores de cero o positivos solamente. En la ma.yoria 

de los sistemas de la vida real ias rest.ric:ciones d• no 

negat.ividad aparecen como un requisit.o natural. 

La. discusión anterior indica que un modelo mat.emát.ico busca 

opttmtzar una función objetivo sujeta a un conjunto de 

restricciones. Dos ingenieros trabajando independient.ement.e en un 

mismo problem..i. pueden proporcionar dos modelos diferentes con 

criterios objetivos diferentes. Por ejemplo. un ingeniero puede 

preferir maxJ.m.lz.1r el beneficio. mientras que el otro ingeniero 
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pu•d• pr•f•f"ir mJ.nim.t.zar •l costo. Los dos cr.i.t•r1oc no son 

equivalentes en el sentido de qu•. con las mismas res~ricciones. 

los dos mode!os pueden no prod~cir la misma solución óp~~mA. Esto 

puede ser clAro en t.ant.o que los costos puedan estar bAJo el 

c:ont.rol inl'D*diat..o de 1~ organización p.ar.a. la cual se hace el 

estudio. El ben•~icio pudi•ra ~•r •l resultado d• ractores 

inconlr-ola.bles, t..ales como l~ sillJACión de mareado d1:t..ad~ por 

los competido~es. 

1..& princip.a.1 conclusión en wsl• punt.o es que la solución 

ópt.ima. d• un rnod•J.o •s la mejor relacionada sol.a.m•nt.• ., •ste 

modelo. En ot~as palabras no se debe pensar que est• óp~imo es el 

m.jor para •l probl•- ma. de consideración. En lugar d• est.o. es 

•l mejor solamt1nl• si el criterio especificado pued• s•r 

just..itJ.cado como una representación real de la.s m•ta.s de la 

organización completa donde •xis~• •l problema. 

En la práct.J.ca result.:. dificil incluir lodos: los objetivos 

(posiblemente en conflicto) en un solo criterio. ya E•A por qu• 

•st.o pued.a. resultar •h una función rnale~tic:a. comple.;a. para 1A 

cual nJ.ngun• técnica d• ~oiuctón puede aplicarse t'.;.c.i.iment•. o 

por que :algunos objetivos son demasiado 1nlangibl•s pAr~ permitir 

su cuantificación razona.ble. Por ejemplo. al determinar •l nivel 

óptimo de inv•nt..ario d• algun ma.terial, el criler!o cbJ•tivo reAi 

d•b• incluir l.a.s met..as en conflicto de lo$ depart..•ment.os de 

producción, ven.t.as y f'inanzas. Que est.a.s met.as est.an en conflict.o 

se refleja por que el departarnent.o de ventas requiere un cierto 
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nivel de almacenanúent.o qu• minimice la escasez de J.a de~nda., 

independient.ement.• de si el departamento de producción puede o no 

.1.ogr.a.r tal requerimiento. Cuando el criterio objetivo del modelo 

representa algunas • pero no todas las melas en conflicto, eslo 

lleva a lo que se conoce como una solución subóptim.a. 1 una 

situacion que puede no servir al mejor interés de la organización 

completa. 

Naturalmente el ingeniero t.rat.a.ria de minimiz.a.r las 

consecuencias de la subóptimidad. Una posibilidad es ia inclusión 

del principal criterio en conflict.o en un.a función objetivo. 

a.signando valores razonables a cada criterio y luego sumandolos 

juntos. Estos valores reflejan la consideración del ingeniero 

acerca de la importancia relativa d• cada crit.erio. Cuando 

algunos de est.os criterios no pueden incluirse en la función 

objetivo. la solución subóptima debe instrument.arse teniendo en 

mente el criterio faltant.e. 

Fases de tm estudio de Invesltgacldn d• Siste ... s. 

Un estudio de investigación de sistem.a.s no puede ser 

realizado y controlado por el ingeniero de investigación de 

sist.e~s solamente, aunque puede ser un experto en modelos y 

técnicas de solución, posi- blement..• no ser.i un perito •n todas 

las are3s donde surgen los problemas. Consecuentemente, un equipo 

de investigación de sistemas deber.i incluir a. los miembros de la 

organización directamente responsables de las funciones donde 



ocurre el problema, ~si como para la. ejecución • implantación de 

la solución recomendada. En otras palabras, el ingeniero co•t.• 

un gr.ave error si supone que puede resolver problemas sin l.a 

cooperación de aquellos que implantaran sus recomendaciones. 

Las principales fases a través de las cuales pasaría •l 

equipo a fin de efectuar un estudio de 1nvestiga.ci6n de sistemas, 

son: 

1. Derinición del problema. 

2. Diseño y construcción del modelo. 

3. Validación del modelo. 

~. Operación o solución del modelo. 

e. I111Planlación de los resullados del sislema. 

L.a primera Case d•l estudio requiere una definición del 

problema. Desde el punlo de visla de invesligación d• sislemas 

eslo implica lres aspeclos principales: 

&).- Una descripción de la meta o el objetivo del estudio. 

b). - Un.a identificación de las alternativas d• decisión del 

sistema. 

cJ.- Un reconocimiento de las limitaciones. restriccion•s y 

requisitos del sistema. 

Una descripción del objetivo del estudio deba reflejar una 

represenlación aproximada del inlerás lolal del sislema. Una 
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talla comun en este aspecto es identificar algunas metas 

r•present.ando solamente una porción ent.era. En forma semejante. 

un est.udi o que no toma en cuenta todas las al ternati va.s y 

limit.aciones de decisión del sistema es probable que proporcione 

una solución no apropiada. 

La segunda fase del estudio corresponde a la const.rucclón 

del modelo. O.pendiendo de l,¡. def"inición del sist.eft\& del 

problema, el equipo de investigación de sistemas deberJ. decidir 

sobre el modelo más adecuado para representar el sistema. Tal 

modelo deberá especificar expresiones cuantitativas para el 

objet.ivo y ias restricciones del problema en función de sus 

variables de decisión. Si el modelo resultante se ajust.a a uno de 

los modelos matem.iticos comunes Cpor ejemplo la pr04j;Jramaeión 

lineal), puede obtenerse una solución conveniente mediante 

técnicas matemáticas, si las relaciones matemáticas del modelo 

son demasiado complejas para p•rmit.ir soluciones analit..icas. 

Puede ser más apropiado un modelo de simulación. Algunos casos 

pueden requerir al uso de una combinación de modelos matemát..icos 

y de simulación. 

La tercera parte en estudio corresponde a la operación o 

solución del modelo. En modelos matemát.icos esto se logra usando 

técnicas de oplimiza.ción bien definidas y se dice que el modelo 

proporciona una soJ.ución adecuada. Si se emplean los modelos de 

simulación. el concepto de oplimidad no queda bien definido, y ia 
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solución •n estos casos se empJ.ea. para obt..en•r evaluaciones 

aproximadas de las medidas del sist..erna.. 

La. cuart.a fase busca. la validación del modelo. Un modal.o es 

v•lido si, independient..ement.• de sus inexactitudes al represent.ar 

el sistema. puede dar una predicción confiable del runcionam.ient.o 

del mismo. Un mét..odo común para probar la validez de un modelo es 

comparar su funcionamient.o con algunos datos pas&dos disponibles 

del sist..ema. actual. El modelo sera válido si bajo condiciones 

similares de entrada puede reproducir el funcionamiento pasado 

del sistema. El problema. se presenta cu.i.ndo no ex.ist.e seguridad 

d• que el funcionamient..o futuro del sistema continuará duplicando 

su historia. También, ya que el modelo está basado en el examen 

cuidadoso de dalos anteriores, esta comparación deberá siempre 

revelar resultados favorebles. 

La rase final en el estudio trata sobre la implantación d• 

los result.ados probados del modelo. Est.o basicament.• implicaria 

la traducción de estos resultados en instrucciones da operación 

detallada •mlt.idas en una forma comprensible a las personas que 

administrarán y operaran ei sistema. postariormenl• L.a 

interacción del equipo de investigación de sistern.a.s y el personal 

~· operación llega a. su máximo en •sta fase. La comunicación 

enl.re los dos grupos puede mejorarse buscando la. parlicipacJ.ón 

del personal de operación y desarrollar el plan de implantación. 

En esta forma ninguna consideración practica. se dejará de 

analizar. MJ.entras tanto, pueden verificarse las modificaciones o 
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ajustes posibles en el sislema por el personal da operación para 

la f'acllbllldad práclica. En olras palabras es lmperat.ivo que la 

fase de implantación se ejecute mediante la cooperación d• equipo 

d• invesligación y de aquellos que ser•n responsa.bles de la 

administración y operación del sislema. 
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11. MUESTREO 

En est.• capit.ulo s• •st.udirA la import..ane:ia de tomar una 

muestra reprsentat.iva para •l desarrollo del modelo que se 

encuent.ra en estudio. En los problenus de ingenieria se puede 

presentar el caso de elegir una muestra, de un conjunlo de 

observaciones para lo cual el ingeniero debe de considerar las 

dist.int.as variables que act.uan en la solución del probl•mA y de 

acuerdo a estas. elegir la muestra más apropiada y el lamaf"l:o de 

esta. Tal es el caso de conocer por ejemplo la resistencia 

pro..-dio de un lote d• 5000 var-illas que se emplearán en una 

const.rucción. No es posible econom.icamente hablando hacer una 

prueba a cada varilla, por lo que se deberá tomar la muestra d• 

unas cuantas varillas Ca consideración del ingeniero encargado) 

para conocer o bien ••~imar la resistencia de estas. 

2.1 IMPORTANCIA Y NATURALEZA. 

En la ingeniería civil uno de los elementos más import.anles 

en el disefto es el equilibrio cost.o-beneficio del proyecto. Para 

lograr un bajo cost.o en proyectos que requieren de •xperimenlos u 

observacl.ones, se deberá t.ener un menor número de muestras. Sin 

embargo, para llegar a el equilibrio enlre el coslo y el 

ben•f'icio, ias muestras que se t.engan deberán ser las minimas 
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para poder hacer un modelo de simulación o ma.t•mát.ico que se 

.a.cerque a los resultados que produciria el sist.ema si estuviera 

en operación; por lo tanto, se requiere que el ingeniero analisla 

estudie el sist.ema y determine si son neces.arias las muestras y 

cuantas se requieren para el desarrollo del modelo. 

La mayor parle de los estudios de investigación de sis~•rnas 

se refiere, en mayor o menor grado, a variables aleatorias cuyas 

maodidas y distribuciones no se pu9den conocer precisamente. 

Aunque a menudo se supone un valor particular para la media para 

poder probar el afecto de un cambio en alguna. variable 

controlable, en nada contribuye a la comprensión del proceso y 

nunca es un punto fuerte del es~udio. El papel de la t.eoria de 

muestreo en la investigación de sistemas consiste •n 

sistematizar• en cuanto s•a posible, las suposiciones que deben 

ha.cerse con respecto a las medidas y las distribuciones de las 

va.ria.bles alealorlas relevantes. 

Puesto que la dislribucuón misma queda fuera del alcance de 

tna'didas discretas. se deben hacer inferencias con base •n la 

1nformAc16n 

considerar se 

proporcionada por 

como medidas 

los datos. 

directas 

Los datos pueden 

de los elementos 

correspondientes en la población descrita mediante la inaccesible 

distribución. Estas inferencias se pueden considerar solamente si 

los dalos son repres:enta.t.ivos, esto es, si los elementos de la 
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muest.ra se pueden considerar como seleccionados •n forma 

insesgada d• la población total. 

Como ejemplo de las fases da inferenc1.1. que pudieran hacerse 

basados en una muest.ra r•presant.a.t.iva, se puede mencionar la 

est.ima.ción de la velocidad de la corrJ.ent.• del c.1.uce de un rio, 

si los da.t.os d• la prueba se han t.orna.do en la superficie del 

agua; la cont.&nlinación que produce una fábrica si las muest.ras de 

con t. ami nación se loman a lr•s kil6met.ros d• J.a chimenea; la 

sucept.ibilidad de licuefacción en la ciudad de México, si la 

mayoria da las muest.ras se tornan de la zona de las Lomas, zona 

boscosa alejada del cent.ro de la ciudad. 

L.a teoria de muestreo proporciona guias para la selección de 

una muast.r a represent.at.i va de un tam.af'So dado. En una si tuaclón 

t.ipica, la inferencia puada ser una eslima.ción da la m.dla de la 

distribución teórica, y el grado de confiabilidad en esta 

est.imación se expresa como la raiz cuadrada del cuadrado medio de 

la diferencia enlra la media est.imada y la media verdad•ra. 

Espacio IMJ8stral. 

Se denomina espacio muesl.ral a la colección de lodos los 

posibles resul~ados d• un experimento. Los elemenlos del conjunlo 

S d• est.e espacio se denomina. puntos mueslrales, ca.da uno de 

ellos asociado con uno y sólo un resultado distinto. La precisión 
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para disliguir resul lados es cosa de cri t.erio, que depender• en 

la practica de la utilización que se le dar~ al modelo. 

Por ejemplo, supongas• que un ingeniero en transporte se 

dirige a un cruc• particular de calles, exactamente al medio dia 

lodos los dias de l~ semana y espera que el semáforo cumpla un 

ciclo: registra el número de vehiculos con det.errnJ.nada dirección 

que se detienen antes de que el semáforo cambie a verde. Si la 

longit.ud nú.nima del vehiculo es de e metros y la de la cuadra 

100 metros. el numero máximo d• vehiculos en la fila es de 20. 

Si le interesa sólo el número total de vehiculos, el espacio 

muestra! de est.• experimento es un conjunto de 21 puntos 

designados por E
0

,E, •... ,Eao asociado cada uno con el n~mero de 

v.h!culos observados. Este conjunto se puede representar como en 

la figura 2.1. Ahora bien, si el ingeniero necesita otra 

información, puede hacer una distinción ent.r• automóviles y 

camiones, y registrar •l número de los que se detienen. El 

espacio muestra! del experimento seria entonces bidimensional, 

con puntos muest.rales Elj donde los subindices represent..an 

aut.omóviles y los j camiones, de modo que el máx.lmo valor d• L+j 

sea 20, como se muestra en la figura a.a. 
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E 

E 

' 
F'lg. 2.1 Espacio muestra! •l•m•ntal-E,, i 

significa\. vehiculos: observ1dos. 

o.o 

E •. o 

E 
11>,o 

Fig. 2. 2 Espacio muest.ral •lemenlal para automo•,iles 
y camiones. 

Existe un tipo de espacio muest.ral que es d• gran int.eres en 

la. ingenieria civil, el cual es llamado espacio muestra! 

condicional. y es •l que de acuerdo a ciertas especificaciones o 

bien de acuerdo a experimentos re.a.liz.idos ant.eriorment.e. reduce 

el espacio unic.a.ment.e a los resul la.dos que con seguridad se 

podrán obt.ener. 
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En el ejemplo ant.erior, si se observa uni::arnent.e un carn16n, 

el espacio muest.ral condicional en el exper1ment.o del semA.foro, 

es el conjunto de sucesos E
0

,,, E , E • 
..... 2.S. 

suponiendo que a. lo más dos camiones se pueden observar. El 

espacio muestral condicional se ilustra •n la figura a.3. 

EJ•"Plo l. 

E o.o E o •• E o.a 

E ... ·º E ...... E1.e,2 

E s.e>.o E 
10.1 

Ezo,o 

fig. 2.3 Espacio mueslrai discrelo 

condi c.L o nado. 

Un ingeniero está disenando una gran alcanlarilla para 

conducir el gast.o de dos areas separadas. La cant.idad de agua del 

á.r•a A puede ser 0,10.20,30 m• y ia de B 0,20,40,60 

~•presenlar e! espacio muestra! de A y B conjuntamente. 

10 

• m. 



Soluci.Sn1 

El,J • Element.o del espacio muestal 

l • Gasto d•l área A •n m• 

• ~s~o del área a •n m• 

Espacio muest.ral del experimento 

E E E E 
º·º 0.20 o."º º·ºº 

E to,o E,o, ao E,o,•o E,o, do 

E 
10.0 Eao,ao Eªº•'º E 

10,CIO 

E E10,ao E E•O,dO 10,0 10,•o 

2. 2 TIPOS DE MUESTREO. 

El dlseno de la muestra implica la determlnación de cuántas 

y cu.iles observaciones particulares se deben de realizar. La. 

exactitud y precisión Csesgo y varianza) d• las estimaciones 

derivadas de las muestras depende t.3.nt.o del t.amarlo como del tipo 

de la muestra . El costo por observación también depende d• estas 

variables. De aqui que el objet.ivo de J.os ingenieros 
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investigadores debe ser dis•"ar una muestra tal, que la suma de 

los costos de l~s observaciones sea tan peque~a como sea posible. 

Para este Upo d• problemas .i.unque sea 

aproximadamente, es necesario algún conocimiento de la teoria del 

muestreo. Aqui se mencionan los tipos de diseno de muest.reo con 

los que debe estar familiarizado un ingeniero de investigación de 

sistemas y se citan sus principales ventajas y desv.ntajas. 

t. Muestreo aleatorio sencillo Cno restringido). 

A> O.scripcidn brevw. 

Se obtien• únicamente numerando cada •l•mento de la 

población y utilizando una tabla d• números aleat.ori09 para 

seleccionar los n numeres, en consecuencia los n elementos que se 

van a observar. En este muestreo todas las muestras de ~aaaflo n 

tienen la misma probabilidad de ser seleccionadas. a.l igual que 

t.odos los eleJMint.os de la población. 

8) Ventajas. 

Requiere a priori de un conocimlant.o mirUmo de la 

población. 

- No llene posibles errores de clasificación. 

- Facilidad para analizar los dalos y calcular los errores 
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e> o.a-nt.ajas. 

- No ut.Uiza el conocirnl.ent.o que de la población pudiera 

tener el ingeniero. 

- Da errores mayores para un mismo t.amaño de muestra que el 

muest.reo est.rat.ificado. 

2. Mu.atreo al•at.orlo sist.e~t.lco. 

Al Descrlpcl.Sn bre-. 

En principio se det.errnl.na la fracción de la pcblación que 

se va a est.udiar Cl/k) y luego se selecciona cada k-ffi*' miembro 

de la lisla ordenada de la pcblación complet.a. Para inlroducir la 

al•loriedad ent.re 1 y k Cpcr ejemplo x) y la mu••lra, •• forma 

con miembros de la población cuyos numeres son x. x+k, 

>e+2k, ... x+nk. Sobre .. t.á base antes de seleccionar x. cada 

mielllbro da la población lien• la misma probabilidad d• ser 

incluido en la mu .. t.ra. 

Cuando la población esl' o puad• ser dividida en subgrupos, 

se pueden utilizar •n •l dlsefto d• la muestra. 

B> Vent.•J••• 

- Si la población se ordena con respecto a. l.a. propiedad 

adecuada, da el efecto de la estratificación, y de aqui qua 

reduzca la variabilidad comparado con •l muest.reo aleat.orio 
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simple. 

- Simplicidad para extraer la muest.ra; taeil de verificar. 

C) Desv.ntajas. 

- Si el int.erv.i.lo de rnuest..r•o está relacionado con el 

ordenamiento periodico de la población, se puede introducir la 

variabilidad incrementada 

- L.s est..lmaciones del error probablemente son alt.as donde 

existe •l •fect.o de est.rat.1r1caclón. 

a. Muestreo aleatorio de ""'1tiples etapas. 

A> Descripcidn bre,,.. 

S. obt.i•n• seleccionando primero una muestra. aleat.oria de 

subgrupos y extrayendo de cada subgrupo seleccionando una muestra 

aleatoria de sus miembros. 

B> Ventajas. 

S. requieren llst.as de muestreo. ident.J.!'1cac16n. y 

numeración sólo para los miembros de las unidades de muestreo 

seleccionadas en la muestra. 

Si las unidades de muestreo est..án def'inidas 
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g:eogr&ficament.•. dism.1 nuy. los cost.os de campo. 

- Si s• hace con probabilidad proporcional al t.ama.ño de la 

población se reduce la vari~bilidad. 

C> DesV9nt.aJ••· 

- Los errores probablemenl.e son mayores que en el ::iueslreo 

aleatorio slmple y el muestreo s.t.st.emático para •l mismo tamaño 

de la muest.ra. 

- Los errores aum.9nlan al disminuir el numero s•le-::cionado 

de unidades de muestreo. 

•· M..,..t.reo aleatorio est.rat.ificado. 

A> Descr1pc16n breve. 

Trata de hacer que la muest.ra sea repr•s•nt.at.iva. de cada 

subQrupo seleccionando muestras aleat.orias de t.amaf'los prescritos 

a partir de cada subgrupo. ~as muestras de ios subgrupos pueden 

ser proporcionales en t..amari:o al número de eilos. Si son 

proporcionales al t.amano y a la desviación estándar d•nt.ro de 

ellos. la muest..ra es represent.ativa. ~ebido a que la población 

media t.ot.al tiene la menor varianza. de muest.reo posible para. un 

t.am.a"o de muest.ra dado. 

B> Ventajas. 



- Asegura la represenlat.ividad con respecto a la propiedad 

qua forma la base de la clasificación de las unidades; por lo 

lant..o produce menos variabilidad que el muestreo aleatorio simple 

y el muestreo de múltiples e~apas. 

- Disminuye la probabilidad de fallar al incluir miembros 

da la población debido al proceso de clasificación 

- Se pueden estimar las caract.arislicas de cada est.rat.o, y 

de aquí que ce puedan hacer comparaciones. 

C) Desventajas. 

- Requiere información ex.a.et.a con respect..o a la proporción 

de la población en cada est..rato, d• ot.ra manera aumenta •l error. 

- Si no s• dispone d• las listas estralificadas, ·puede 

resultar muy costoso prepararlas; posibilidad de clasificar 

incorrectamant.e y por consecuencia aumento de la variabilidad. 

5. Mi.slreo en raciMO. 

A> Descripcic5n breve. 

Se obtiene seleccionando lodos los elementos de una muestra 

aleatoria de subgrupos. 

9) Ventajas. 

- Si los racimos se definen geográf icament.e, producen cost..os 

de campos menores. 

- Requiere solamente listados individuales en los racimos 
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selecciona.dos. 

- Se pueden estimar las caracler!sticas tanto de los racimos 

como de la población. 

- S. puede ut.ilizar p.a.ra muestras subsecuentes. puesto que 

se seleccionan racimos no elementos y se permita la sustitución 

de elementos. 

C> Desventajas. 

- Mayores errores qua en otros tipos de muestreo para 

tamaños comparables. 

- Requiere habilidad para asignar a cada miembro de la 

pob.lación tl.nicamant.e a un racimo; si asta no se liana. pueda dar 

como resultado la duplicación u omisión de •l•m•ntos. 

D. tti.st.reo en racimo estratificado. 

A.> Descripcidn breTit. 

S. obtiene seleccionando una mu•stra aleatoria de todos los 

subgrupos en la primera. et.apa y luego en ot.ra etapa todos los 

elementos de los subgrupos seleccionados ant.eriormenle. En este 

diserlo se involucran al manos tras etapas; entre más etapas 

interv.ngan en el diseno, son posibles un mayor ntl.mero de 

combinaciones de diferantes tipos de muestreo. 

B> Ventajas. 

- Reduce la variabilidad del muestro en racimo simple. 
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C) Desventajas. 

Puesto que las propiedades de los racimos pueden variar, se 

puede reducir la desventaja de la estralif'icación y hacer inútil 

la muestra para una investigación posterior. 

7. Muestreo repetitivo Co llÑJ.tiple>. 

Al 0.scripcidn breve. 

Se obtiene seleccionando una muestra aleatoriA, cuyo 

análisis se ut.ilJ.za para disefll'.ar una segunda muestra aleatoria¡ 

el proceso puede continuar infinitamente. En el limite se hace 

una observación en ese tiempo y después se toma cada decisión 

como si se continuara. o no el muestreo. Este s• llama muest.rao 

secuencial . 

B> Ventajas. 

- Proporciona estimaciones d• las características de la 

población qua f'acllit.an la planeación ef'ici•nt• de la muestra 

siguiente, por lo que reduce el error de la asli~ción final. 

- A la larga reduce al número de observaciones requeridas. 

C> Desventajas. 

- Complica la adminislración o el trabajo de campo. 

- S. requieren más calculos y analisis qua en •l muestreo no 

repal.i ti vo. 

- El muestreo secuencial se puede ulilizar solamente donde 

un~ muestra pequeña puede aproximar la represanlalividad y donde 
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el número de observ·aciones se puede incremenlar eon..,.nienlement.e 

an cualquier elapa de la inves~igación. 

Estos lipos de mu•slro implican un conteo complet.o. y una 

muest.ra aleatoria sistemática •n cada et.apa. Si se represent.an 

dichos procedimientos de muest.reo, las est.imaciones variaran pero 

es posible determinar la magnitud de la variación a partir de 

dalos contenidos en un.a. sola muestra. Esto es posible Unicament.e 

debido a que el disef'lo de la muestra. esp~cifica Có implica) la 

probabilidad de que cualquier elemenlo dado de la población eslé 

incluido en la muestra.. Por tal razón tales disef'los se llaman 

muestras de probabilidad. 

En algunos casos el ingeniero puede seleccionar un subgrupo 

que represente a la población sobre la base de un criterio que 

considere como valor representativo del subgrupo. Dicho criterio 

de muestreo requiere suposiciones mucho más fuertes qua el 

muestreo de probabilidad, para just.if'icarlo. Los errores de 

estimación que se derivan de esl.a.s muest.r:a.s;: se pueden calcular 

sólo en el caso en que se tenga disponible un registro de los 

estimadores que se obtienen a par~ir de muestras anteriores junto 

con el conocimien~o de los valores verdaderos que se obtienen en 

cada caso. 
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Eja..,10 2. 

Una industria que produce elementos estructurales 

prefabrica.dos de concreto llene 20 lotes con 1eo secciones cada 

una.. para l.a. const.rucc10n de entrepisos. Se desea conocer la 

resistencia promedio de los elementos estructurales, para. lo cual 

•l ingeniero encargado ha d.cidido que con 15 pruebas que s• 

tengan es suficiente. Obtener los elementos de la muestra por el 

método .aJ.•alorJ.o simple. 

Solucic5n1 

El primer paso será ordenar lodos los element.os 

estructurales asignando el número que corresponda a cada •lement.o 

de la muestra, se lendran entonces 3000 elementos •n la 

población. 

Empleando la t.abl.a. 2. 4 de números .aleat.orJ.os d• cuatro 

cifras, se selecciona. a los elementos de la muestra, en la que 

quedarán entonces los siguientes elementos d• la población para 

ser muestreados: 

13Qe 
04.22 

. 2Qe1 

1'28 
1330 

22Qe 
1134. 
14.03 
1137 
OQQS 

2e30 
1374. 
1!572 
0882 
oooe 

estos serán enlences los elementos que integren la muestra para 

la. obt.enc!on del resulta.do del e;<Perimento. 

Eje..,lo 3. 

Para. el ejemplo da los element.os eslruct.urales prefabricados 



obtener la muestra por el mélodo sislem.álico. 

Soluci.Sn1 

Para est• melodo la muestra. será diferente al método 

aleatorio simple. El lamal'lo de la. muestra se r•f~rirá. a una 

fracción que se consid•r• representativa de acuerdo al lam.afto de 

la población. 

El ingeniero encargado decid• que la fracción que representa 

a los elementos eslruct.urales es de 1Y. C1/100, donde k•100), •l 

lall\a."º de la muestra será •nlonces: 

3000 )( o. 01 • 30 

En este inétodo el primer miembro de la muestra •• elegido 

por •l ingeniero análisla y deberá estar •nlre •1 primer elemento 

ordena.do y el número k que •n es~• caso •• de 100. El ingeniero 

encargado escoge al azar el número 13 para tener el primer 

elemento de la muest.ra. 1..os siguientes elementos d• la muestra 

son 

13 + k • 13 + 100 • 113 

13 + 2k = 13 + 2C100) = 213 

13 + 3f; = 13 + 3'-100) = 313 

13 + 21lk • 13 + 21.lk • 25l13 
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ttn resumen J.os •J.•ment.as ar-den.a.dos que integra.n la. muest..ra, 

0013 
0113 
0213 
0313 
º"13 

0513 
0013 
0713 
0013 
0013 

1013 
1113 
1213 
1313 
U13 

1613 
1613 
1713 
1013 
1g13 

2013 
2113 
2213 
2313 
2'13 

2'313 
2613 
2713 
2913 
2Q13 

Para el •J•mplo de los elementos pretabricados de concreto 

l.& solución elegid& por el ingeniero analista es de una 

pl'Q¡IQt'oion de O. 00!! veces el t.a,...fto d• la muestra. El lam.afto d• 

4& "''-"'•l.ra es1 

0,006 X 3000 • 15 

ll!lle,l.l'a eligiendo primero por un melodo al .. alorlo los quince 

im~.l-ndo la tabla 2.2 , •• tiene que ios subgrupos que se 
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13 02 le' 

og 11 l2 
19 20 u~ 

10 04 1.)6 

19 03 1;,7 

d• cada uno d• los subgrupos obtenidos se escoge un elemento en 

formaalealoria; en este caso se escogeran con la tabl• de números 

aleatorios Cl~bla 2.3) • se seleccionan •n este caso con la tabla 

los sigulent•s elementos para ser mu•s~rwados: 

Subgrupo elem.nlo Subgrupo elemento 
13 ooe º" 150 
OQ ceo 03 027 
HI 005 15 110 
10 OQ4 12 082 
lg 013 16 oee 
02 102 06 103 
11 124 07 036 
20 133 

EJ•JllPlO s. 

SiguJ.endo con •1 •J•mp.lo d• los elementos •st.ruclurales 

pr•fa.bricados. el colado áe los ele.ment.os se ha.ce de cinco en 

cinco. Obtener la muestra representativa por e! método de 

muestreo estra~1ficado proporcional. 

Soluci.5n1 

Como sor:. colados l.os e.lementos d& -;:!neo en cinco, se 

considera que .la unidad p~ra est.e ca.so sera. de cinco elementos 

estructura.les. En este caso para eJ. met.odo se tomará un.a unidad 

par~ ser muestre~da de cada sub9rupo, es decir, se probarán cinco 
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elementos de ca.da subgrupo sin import.a.r cual elemen.t.o se prueba, 

por lo tanto •1 ingeniero a~ist.a <tScogerá t"isica-nte los 

eleJJ\lantos para ser muestreados. 

I 

'. / EJe,..10 6. 

¡ 0.1 •J•mplo de los el•-nt.os estructurales pret"a.bri...Wos, 

9bl•n•r la mueslra por el lné'todo de muestreo en rAcimo. 

' 
Ílolucidn1 

Para •ste metodo !a unidad que s• escoge ~a cad& subgrupo 

d•b• ser alea.toria. Tomando los valores d• la tablA 2. 3; se llene 

.que la unidad para cada subgrupo es: 

Subgrupo Vnid&d Subgrupo -U..ldad 

01 ooe 11 110 
02 oeo 12 -OS2 
03 000 13 0915 

º' °"" 14 103 
oe 013 16 0315 
oe 102 10 _14g 
07 ta.e. 17 oee 
oe 133 18 084 
og 1'50 ig 017 
10 Oa7 20 007 

LA.• unidades que s• mencionan ant•riorment• son las que forman la 

muestra ~ debera~ ser escogidos por el ing•ni•ro •ncarg~do. 

EjHplo 7, 

0.1 •Jemp.Lo d• J.os •.1.•m•ntos est.ruct.ural•s prefabrica.dos. 

Qb~ener- una muestra por el método de muestr•o en racimo 
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eslr.a.Uficado. 

Solucidn1 

Par~ &et• método se escogen alealo"'ia.rnente de la muestra 

obtenida. por •l método por racimo las unidades en que se tiene el 

número de •l•m.ntos que se debe muestrear o probar. Empleando la 

tabla 2.2 para la obtención de la muestra se llega a la siguiente 

muest.ra 

Subgrupo 

01 
oa 
03 
04 
oe 
oe 
07 
ce 
OQ 

10 
11 
12 
13 
14 
Hl 
16 
17 
10 
1Q 
20 

Eje11plo e. 

Unidad mueslral 

008 
060 
006 
OQ4 
013 
102 
124 
133 
160 
027 
110 
092 
ose 
103 
036 
l4Q 
060 
004 
017 
067 

elemt.tntos muestra.les 

IJ2 
13 
02 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 
13 

Del ejemplo de los elementos estructurales prefabricados 

oblener una muestra o dar • .. m criterio de selección para J.a 

obtención de la muestra. 



Soluclón1 

El ingeni•ro puede considerar que una muest.ra de muchos 

•1•rnent.os *S anlieconoJJú.ca para este caso y si se selecciona una 

muest.ra pequef'la no seria represent.at.iva d• los elementos que se 

Uenen, por lo que el \.u.al'!o de la muestra dependerá de la 

experiencia que el ingeniero tenga para determinar la solución. 

En este caso el ingeniero puede escoger un elemento muest.ral por 

cada 40 elemento• •st.ruct.uraJes que •• tengan. con lo cual •• 

for11&& una muestra de 10 elementos. 

2, 3 TAllAffO DE U MUESTRA. 

Cuando s• emplea la simulación para est.udlar un sJ.st.ema 

Ml.OCá•Uco se repr-ent..a.n una o llás v.a.rlal>les en el l90delo de 

probabilidad del cual s• va a obt.ener la muest.ra. L.a pregunta más 

frecuente que surge en los ln¡enieroa de slst.eJD&S es: ¿Cuánt.as 

1WJ••t.raa •• d•ber•n t.ener para obtener urM •st.adist.ica 

•1gniricant..e? Oesafort.unadaawnt.• no se conoce la respuest..a de 

••\.' pregunt.a, poco •• conoce de est.á información, lo cual se 

~berá lener presente para la decisión del muestreo. Si el 

.uest..reo se hace con numeros aleat.orios, se tendrán algunos 

grado• de imprecisión en el resultado, el cual depende del lamal'!o 

de .La muestra. por que, mientras. rn.a.s grande es el tamars:o de la 

.uestra.. menor es •l error debido a que se tiene un re~istro que 

ce .apega más al comporta.miento del s1stem.a.. 

El escoger el ta.ma"o .apropiado de muestreo para dise!'far con 

c~erla precisión y para minimizar el costo de análisis del modelo 
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de ext..rema dificultad y es algo muy importante. 

O.safortunadanwnte, •l t.ama.fto de la muestra que se toln* estará en 

Cunción de la inv.rsión que s• requiera para la investigación y 

el desarrollo del modelo. Sin embargo, como se llene poca 

información como base para encontrar la relac1ón entre el sistema. 

real y el modelo desarrollado • s:e requiere que la información 

con que se cuenta sea correcta y lo mas prec1sa posible. o bien 

se necesitará conocer el grado de imprecisión que se tiene en el 

desarrollo del modelo. Por lo que, se concluye que es necesario 

conocer el lama.no de la muestra requerido para que s• tengan los 

datos representativo~ del sistema real que s• est~ analizando. 

En la simulación de un sistema se tiene que es mas facil d• 

analizar un sisteJRa ya establecido que sólo se li•n• que 

modificar, qu• un sistema que apenas se va a poner en 

funciona.mient.o. 

El t..araafto de la. muest.ra pu-.d• ser d•l•rminado •n dos 

formas: C.1) "a.prioriº• independienle de la operación d•l silema; 

C2) dura.nl• laopeoración del sislerna y basado •n los resullados 

que se va.n obteniendo de este modificando asi el modelo que s• 

tiene. 

Eslo juslif ica el uso de ciertas formas de analisls 

"a.priori" basa.das en el conocimJ.enlo del modelo. Huchos 

ingenieros se basan en la suposición de que la solución del 

problema puede ser parecida a la d• otros sist.em.as similares y 

con la mJ.sma dist.ribución de probabilidad. En la ma.yoria d• los 
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ca.sos es ajustable el modelo a la distribución normal. io que se 

jusl1tica por el t.eorema del limite central. 

Si se conoce u <..desviacion eslandar). el lama.no de la 

muestra. que garantizan un error E (diferencia entre X, valor 

medio de la muesl.ra , y µ. valor medio real de la población) con 

un grado de confianza a, se puede obtener el ta.mano de la muestra 

con la siguiente !'6rmula: 

[ 
k " ]" n= ~ lEc. 2.1) 

Un proceso similar se tiene para det.erminar el tamafto de la 

muesl.ra que garantice que una proporción real de la población 

tiene ciertas caraclerist.icas o propiedades. Para un error dado E 

Cdiferencia ent.re la proporción real y p la proporción estimada), 

y un grado de confianza o. el lama.fto de la muestra se obtiene con 

la. siguiente fórmula: 

kª 

n = --"-- lEc. 2. 2) 
4E 2 

EJ•111PlO g, 

En una pl.a.nt..a. potabiliza.dora se emplea una substancia 

quimic.3. par.a. purificar el agua • después de la mezcla se analiza 

•l agua que ha sido procesad&. ¿.Que número de muestras se deben 



.a.n~lizar pa.ra que, con un ni val de conf"ianza ggy,, el error no 

exceda. d• un 15Y.. cuando se desea que la vari•n~• de contenido de 

cloro sea menor de 2 m.1.lililros. 

Solucl&n1 

Empleando la. ecuación 2.1 se ti•n•; 

[ 
k ~ ]ª n = ---
E 

donde k
00 

• a. 679 obl•nido de la tabla 2. ~. susti luyendo valores 

Eje111plo 10. 

n =[ 2. 676 -Ir-;--]' 
0.16 

n = S8Q.3Q muestras 

n = 58Q muestras. 

Una fábrica de ac•ro des•a. estimar con un QQ% de confianza y 

con una proporción de 5% el numero de perfiles que se f.ibrica.n 

con baja r•sist.enci a. ¿Cuántos perfiles t.endrán que s:•r probados 

para poder determinar lo deseado? 

Soluci&n1 

Empleado la ecuac!on 2.2 

n a 
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donde k
00 

= 2.675 obtenido de la tabla a.5, sustituyendo valoras 

n = 

n = 

C2.575) 2 

4C0.05) 2 

6!53.06 piezas 

n :$ 663 piezas. 

TABLA 2. 6 Valor•.s de coe/icientes d• confian2a. 

Proble .. s propuestos. 

1.2 
1. 405 
1.555 
1.645 
1. 750 
2.055 
2.325 

1. 64 
1. 750 
1. 880 
1. 980 
2. 1.)5'3 
2.32'5 
2.575 

1. Se va. a disefta.r un sislema de pis:os para. una bodega que 

soport.a.rá. ca.jas de ca.rlón llenas de alimentos empaca.dos. Las 

cajas son de forma cubica, de medio metro de lado y 100 

kilogramos de paso. Considere que las cajas pueden amontonarse 

hasta una altura de 5 metros. 

al Representar el espacio muestra! para el peso tolal de un 

.á.r•a de base de medio metro al cuadrado si está cargado 

por una pila d• cajas. 

b) ¿.Como cambiaria est.e espació muestra!, si dicha .a.rea se 

pueda cargar con la mit.ad del peso de cadi1. un.a de las 

pilas de cajas? 

e) Representar el espacio muest.ral da la c~rga total en dos 
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areas de base adyacentes, de un metro por un metro. 

suponiendo que cada una de tales áreas soporta una sola 

pila d• cajas. 

2. Se contarán y pesarán los vehiculos que pasan por un 

puente en un instante dado¡ soló será registrado el numero lolal 

y el peso total de los vehiculos. El número máximo de vehiculos 

que se pueden observar dentro del puente •s cinco; el ~so ma>d.mo 

de un soló veh.iculo es 6 toneladas y el minimo es 2 toneladas. 

R•presant.ar el espacio muest.ral del •>eperimento. 

::t. Se selecciona un pilot.• de madera de un surtido de 

longit.udes L, de las cuales la mayor es de 20 met.ros. El pilot.e 

será clavado en la tierra en un área donde el est.rat.o de ~poyo de 

roca sólida está a una profundidad variable O cuyo máximo es de 

20 metros. Representar el espacio rnuestral del experimento. 

'-• Una cuenca cuent.a con 17 estaciones climalológicas, en 

las cuales se lien• un registro diario que ha sido tomado durante 

180 di.as Se desea obtener el nivel de preclpit.ación, para lo cual 

el ingeniero •ne.argado ha d•cidido que no •S necesario emplear 

lodos los dalos con que se cuenta y solo empleará. una muestra 

represent.at.1 va. 

a) Obt.en•r la muestra por el. met.odo aleatorio Simple (60 

elementos muastral.es). 

b) Obtener la muest.ra por el método sistemático. 

e) Obtener la muestra por el melodo aleatorio de mulliples 

etapas. 
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d) Obl•n•r l.. muestra por el ,,,.lodo est.ra.liricado 

proporcional 'proporción d• 0.01), 

•) Obt.ener la muestra por •.1. mélodo en racimo. 

C) Obt•n•r la muestra por •l método en racimo estratificado, 

5. S. han obtenido las def'lexion•s d• 14 calumnas de 

concreto r•forzado que sostienen un puente. las !ecturas han sido 

loma.das durant.e 146 dl.as. Se desea obtener la deflexión de las 

columnas, suponiendo qu• esta •s ia misma para todas. El 

ingeniero encargado piensa reducir •l trabajo y t.omar sola.mente 

una muestra representativa de los dalos qu• se tienen. 

a> Obl•n•r- un.a mues:t.ra por e.1. método aleatorio simpl• C50 

el•mehlos muest..r&les~. 

b) Obtener la muestra por •l ~todo sist.elllát.ico. 

e> Obtener la muest.r.a por el nu6todo aleatorio d• multiples 

elap.as~ 

dl Obtener la muestra por el mélodo estra.t..i.f'ic•do 

proporcianal Ccon una proporción d• 0.01). 

•l Obtener la muestra por •! rnélodo en racimo. 

t) Obtener la mueslr~ por •1 rn4lodo en racimo estra~1Ficado. 

6. En un !abor.at.orio d• r•sist•ncia de materiales se d•s•a. 

obtener la resistencia de un suelo con un US~,.. da confianza en el 

resultado y se requiere que el erro no exceda de un 9% 

proporcionalmente de la resistenc1a real. 

1. En una fábrica de concreto ~• es:tá. disef'fando un nuevo 

cemento para lograr una resistencia mayor y con una m.jor 
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calidad. Si se d•s•a obt.•n•r el valor de la resist.enc1a :on una 

confianza de g4", •l error que no exceda de un 10Y. y que .la 

varianza en el contenido de cement.o no exceda de 30 grames. ~Cual 

será el tama"o de la muestra para el experiment.o'? 

e. En la reconst.rucción d• una unidad habitacional se desea 

optimizar ei suminist.ro de agua, para lo cual sera :-;eces:ario 

lomar medidas del consumo diario que set.isfaga las neces~dades de 

los habitantes de la unidad. Si s• desea. que en los valores 

obtenidos se tenga una confianza de QeY.. que el error en las 

medidas no exceda de un 15% del valor real y que la var1anza en 

el gast.o sea. menor de O. 5 lit.ros. ¿Cuántos dias ser.i. necesario 

lomar lectura del gasto? 

Q, En la carretera que va de Reynosa, Tamaulipas al poblado 

de China, Nuevo Leon, se est.á realizando un ~nalisis para 

determinar si •s necesario que se amplia la carr•l•ra o si est.a 

satistace la demanda tal como se encuent.ra. El ingen1ero hara 

lecturas a diferentes horas del dia. observando la cantidad de 

automóviles que transitan en ambas direcciones. Se desea que la 

confiabilidad de los resul lados sea de un QQ};. un error de 12~?, y 

se tenga como máximo una varianza de 10 carros. ¿Cuant.as lecturas 

deberá tomar el ingeniero encargado? 

10. En un edificio de 15 pisos que s;er.á rehabil1t.ado por 

haber sido da~ado por un sismo, se desea obt.ener la res1stenc1a 

de sus elementos con una confianza de QQ}; y un err-or en 

proporción que no exceda. de un 9Y. de la resist.encia rea!. 

¿Cuánt.as muestras serán necesarias para lograr lo deseado? 
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TABLA 2. 2 Húmero&" al•atorto.s ('dos dl.(li.tos> 

13 !.IS Qe 10 u 03 12 ~t.· 58 46 
76 75 l!!i.7 82 20 Q8 45 33 88 78 
47 !Se 48 za 04 23 70 80 01 14 
~ g7 l!!i.3 77 42 3• 2Q '30 3g 06 
61 3l!J 18 19 !57 gg 5'3 07 3'3 25 
g3 53 Q2 84 QO 00 eg ee 24 01 
87 27 71 30 43 72 73 '3a 17 89 
68 'º 26 83 81 º' 1e 64 85 44 
40 86 37 1)2 38 '3Q oe '32 ea 31 
OQ ~ 51 11 '54 HI 21 08 74 7Q 

TABLA 2. 3 Hil-ro,s, aleatortos ctres dtgttosJ 

422 a3Q 1Q7 072 2'14 e2'5 7.!rl e4o 04(1 •e3 
QQ'!I 4•Q •02 353 082 41(1 ,ge 448 58!5 51Q 
882 !538 16(! 318 eeo 64Q 0!5Q 088 9'47 276 
ooe 3E!Q OQ4 303 oee 204 811 111 277 873 - 7e2 !5!53 332 2Q3 e•1 eee 191 424. 884 

e51 237 76• aeo 717 7~ 730 •!le 627 7CQ 
Q!!e 930 •72 133 127 1"'5 !54.Q 037 OQ3 OQ8 
ne 8!54 013 879 ~ 151 OQ2 738 883 000 
C49 318 852 708 ee3 084 709 1!5C QOO Qe2 

'°" 32'5 •10 H!O 103 848 31!7 20• 711 6QB 

!539 00'3 432 974 441 514 123 349 594 382 
!586 2'54 480 027 100 843 008 79:1 01!5 928 
!587 'º7 276 110 03e 017 478 214 611 1QQ 
ceo 75e 812 663 723 e12 280 002 04!5 1ea 
1QO 618 336 832 14Q aes 31Q 118 283 107 

3Q3 040 787 926 440 oe1 51!5 200 Q7Q 026 
877 304 102 979 oee 038 6!51 272 gg9 516 
441 584. 124 312 014 401 431 013 742 02g 
435 937 005 741 200 17Q QQO 224 384 007 
007 0138 473 279 559 034 5130 304 753 5213 



TABL.A 2. 4 Número.s- aleatorio.s Ccualro digitos) 

1306 118Q !5731 3Q88 5e00 9084 8Q47 38Q7 1636 7810 
0422 2431 0049 eoee 50!53 4722 6!598 !5044 Q040 9121 
e!SQ7 2022 15168 !!000 eese 6733 63154 7649 1871 4328 
7Q6!5 6!541 5!54!5 6243 76!59 6Q03 Q911 5740 7'824 8!520 
70Q!5 0937 0406 8894 0441 8135 9797 7289 !5909 9!539 

!51!50 79!51 9464 e799 3938 4197 6!511 0407 9239 9232 
2Qe1 0!551 0539 8289 7479 750'? 5!581 5771 5442 8761 
1428 4183 4312 5449 49!54 Q1!57 9158 5218 1464 3634 - 6042 4!539 1ee1 7949 7!520 2'547 07!50 1200 2033 
e!543 o7gg 7454 Q0!52 eeeg 1940 2574 9380 0304 7946 

gg75 eoao 6080 7423 9377 !5951 661Q 8287 8994 5632 
4&ee 095e 7546 7723 9095 4949 2228 Q583 4416 7065 
923Q 7oe& 0"94 5169 3117 158e 0237 e1eo Q!S9'!! 1133 
9722 91Q1 3396 3443 0434 4!590 41!50 1224 0204 og37 
1330 9120 979'!! 8392 2929 709'1 310Q 6742 2468 7026 

229" 29!52 47!54 Q070 e~ Q1Q2 4012 0618 221Q 1109 
3!582 70!52 313'! 4!519 Q2'50 2486 0830 ~472 2100 7046 
!5872 9207 7222 e494 9'173 3!54!5 !5967 8400 5204 9821 
1134 6324 6201 3792 !5061 0!539 4076 20!54 0584 7996 
1403 44g7 7390 8!503 9239 4230 9022 2Q14 43158 4529 

33Q3 702'5 3391 3!5!!13 2128 1021 83!53 6413 !5161 8583 
1137 7ege 3"02 ooeo 79!50 7020 0854 e5e!5 4260 6220 
7437 !51Qll 9772 !5927 9527 e&!51 270Q !5QQ2 7383 1071 
8414 9820 3917 7238 9921 6073 '50!58 1280 9043 77!51 
83Qll !5224 2749 7311 15740 9771 782e 9533 3800 45!53 

OQQ5 893!5 2939 3092 2490 03!59 0318 4697 7181 4036 
eee7 075!5 Qe9'!! 4017 15!391 7292 !51543 5064 1142 1297 
887!5 83"9 7eee 01QO 9278 1709 4253 g34e 4335 37!5Q 
83QQ 6702 osee !5428 7118!5 2Q'7Q 4!513 1Q70 1Qe9 310!5 
0703 1024 2064 0393 081!5 eeoa 1375 4171 0970 1201 

4730 1'5!53 Q032 gee!5 OQe'7 7300 0325 5178 7Q!5Q !5371 
8400 0834 3197 eee8 1079 1480 e77e 0888 759!5 9908 
3047 9002 672" 0877 4552 3238 7!542 7804 3933 9475 
6789 !5197 8037 23!54 9202 !5407 000!5 3Q80 1767 7981 
2030 2721 2810 2185 0323 !5079 4931 833!5 eee2 3560 

1374 Qe2!5 1!544 3342 1597 0702 60!57 9011 2eee 3759 
1!572 7"2!! Q110 4409 023Q 705Q 3'1!5 !5!537 2250 7292 
Q078 2877 7!57Q 4Q3!5 0449 9119 egeg 5393 1717 671Q 
0882 !5781 3539 4000 3092 230!5 6001 344!5 QQ85 eoo7 
oooe 4205 230g 4305 1991 9159 7794 625!5 3942 5603 

4!511 9801 7g15 g305 2074 9402 0254 4827 9198 3974 
1093 3784 4100 !5332 1175 95gg g735 8594 !5581 7194 
3374 3545 6865 8919 3342 1676 2264 6014 5012 2458 
3650 9676 143" 4374 4710 5549 9276 !5235 !5742 2154 
72Q2 5749 7977 7602 920!5 3599 3990 9537 4423 2330 

Copiado de Handboolt o f statical, de Addl son-Wesl ey, labias de D. B. 

Owen 1972. 
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Tabla 2. '5 D•suiacion•s al•atoria:J: normales. 

0.464 0.137 2. 45\l -0.323 o.cea 0.29\l -0.288 
o.ceo -2.52\l -o. 531 -o.g40 0.543 -1. 559 0.187 
1. 496 -0.394 -0.1334 0."97 O.lléle 1. 375 0.785 
1. 022 0.472 1.27Q 3.921 0.571 -1. 991 0.1Q4 
1. 3g4 -0.559 0.0413 0.321 2.Q4!3 1. g74 -o.ae0 

O.QOO -0.913 0.52" 0.9QS 0.881 O.Q34 1.57Q 
1. 17Q -1. 099 0.007 0.7eg O.Q71 0.712 

1. ººº· -1. 901 -0.488 -o.1e2 -0.136 1.033 0.203 0.448 
-o.eoo 0.7513 -1. 618 -o. 449 -0.511 -2. 051 -0.457 
1. 372 0.225 0.378 o. 761 0.181 0.736 o.oeo 

-o. 482 1.677 -O.O'S7 -i. 22g -o. 4&e 0.956 -o. 4g1 
-1.3713 -0.160 1.3613 -0.561 -o.aee o. 212 0.210 
-1. 010 0.5Q8 -O.Q18 1.5Q8 o.oe!!! o. 415 -o.1eo 
-o.°°" -o.0gg 0.012 -0.72" 1.147 -0.121 -o.oge 
1. 3g3 -1.163 -o. 011 1. 231 -0.1QQ -0.246 1. 230 

-1. 797 -0.261 1. 237 1.0413 -0.508 -1.1!130 -0.146 
-0.105 -0.357 -1.384 0.360 -o.ggz -0.116 -1.eo0 
-1.330 1. 927 -o. Q!!!O o. 424 o.oeo -1.Ul -1. 041 
1. 041 0.536 0.731 1. 377 O.Q83 -1.330 1.620 
0.270 -2.056 0.717 -0.973 -1.0Q6 -1.3Qe 1.047 

-1.905 -2.008 -1. 633 0.542 0.2"0 o.1ee 0.032 
-1.1ee 1.190 1.114 0.992 1. 2tl!!I -0.202 O.HU 
0.658 -1.141 1.151 1.210 0.027 o. 42!5 o.aoo 

-0.430 0.398 -1. Q3Q 0.8Q1 -o. 22.7 0.602 0.073 
1.3Q8 -0.230 0.38'1 -0.640 -o. '37'7 0.237 -0.28Q 

O. lQQ 0.208 -1.083 0.210 -0.201 1. 221 1.110 
0.150 0.272 -0.313 0.084 -2.828 -0.430 -o. 3g(! 
2.273 o.eoe o.eee -0.747 0.247 l. 2Q1 0.063 
0.041 -0.307 0.121 0.7QO -o. !584 0.541 0.494 

-1.132 -2.0QS O.Qa1 0.145 0.446 -2.661 1. 046 

-0.768 0.07Q -1. 473 0.034 -2.127 0.665 0.094 
o. 37'1 -1.668 -o. 851 0.234 -o. e!!!e 0.340 -o.ose 

-0.!513 -o. 344 0.210 -o. 73" 1. 041 0.008 0.427 
0.202 -0.521 1.206 -1.206 -o. egg 0.110 -o.!528 
1.oae 2.QOO -0.674 -0.4Q1 -1.114 1. 2Q7 -1. 433 

-1. 334 1. 278 -o.sea -0.1')0 -0.515 -0.566 2.023 
-0.287 -0.144 -0.2"4 0.674 -o. 451 -1.191 -1.100 
o.1e1 -o.ese -o. 021 -0.609 1. 410 0.518 o. 1112 

-1.34!5 0.103 -1. 202 0.304 -1. 045 0.943 O.Q42 
1.250 -o.1gg -0.288 -1. 910 1. 378 0.934 1. 216 
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111. MODELOS PROBABIUSTICOS 

En la primera part.• del capit..ulo se describe el lllC'delo de 

.La.s lineas de espera. sin tratar profundanwnl• la deducción de 

f"órmulas. se pr .. •nt.an las f'órmulas empleadas para la.s 

aplicaciones en la ingeni•ria civil; este subcapit.ulo ••describe 

•n dos partes, la pr111'19ra se ref'i•r• a lineas de espera con una 

estación de servicio y la segunda trata las lineas de espera con 

varias estaciones de servicio. 

L.& segunda parte del capituio describe el proceso 

.. t.oc,st.ico, que .. un proc"o de análisis mat.emát.ico para un 

conjunto de element.os que se puede aplicar a los sistemas de 

invent.arios. Los procesos que s• analizan est.an relacionados con 

.Los teoremas de Marckov para procesos est.oc&st.icos, en el que el 

sistema depende unicarnent.• de las propiedades actuales sin 

importar •1 comport.amient.o anterior; est.• t.ema. se desarrolla. •n 

1a Ultima parte. y s• describen las •lapas que se pr•s•n~an en el 

proceso y las caraclerislicas qu• tiene •l proceso. 



2. 1 LINEAS DE ESPERA 

L.a linea de espera , en su concepto más simple. se forma por 

la llegadl. .&l•at.oria de clientes que entran a. un est.ablecimient.o 

~ solicitar un sevlcio proporcionado por un servidor. La 

naluraleza. de los cli•nt.es, el est.ablecimi•nt.o y los servicios 

varian con la crgani2aclón que tenga el servidor. 

Si el t.iempo que se utiliza para servir a un cliente es 

mayor que el que transcurre entre la llegada consecutiva de dos 

client.es. se formarán las lineas de espera. En cambio, si el 

servicio es más rápido que la llegada de clientes, no se formarán 

lineas de espera. 

L.a. t.eoria de lineas de espera tiene los siguientes 

objet.ivos: 

a.) Caracterizar cualitativa y cuanlit.at.ivament.e una 

cola o linea de espera. 

b) Determinar los ni veles adecuados de ciertos 

pa.rámelros del sislema que balancean el coslo social 

de la espera con el costo asociado al consumo de 

recursos . 

La cuantificac16n de una .Linea de espera. ~e puede hacer a 

lravés de un anÁlisis mAtemático que requiere de suposiciones muy 

estrictas en cuanto a la naturaleza de las llegadas de clientes. 
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al t.ipo de servicio. e! número de servidores y la eslruct.ura del 

sist.ema. 

Estructura de las lineas de espera. 

Un& 11 nea de espera est.~ const.i t.ui da por un el i ent.e que 

requiere de un serv1:10 Cproporcionado por un servidor) en un 

det.erminado periodo. Los client.es entr.an aleat.oria.ment.e al 

sistema y f'orm.a.n una o varias colas Clinea.s de espera) para ser 

at.endidos. Si el servidor esta. desocupado, de acuerdo a c1ert.as 

reglas preestablecidas conocidas como disciplina del servicio, se 

proporciona el serv1c10 a los elementos de la cola. El client.• 

será alendido •n un periodo determinado de t.iempo, llamado tiempo 

d• servicio. Al finaliz&r el cliente abandona el sistema. Si se 

conocen las leyes que gobiernan las llegadas. entonces la 

nat.uraleza de est.~ situación puede est.ructurarse y anal izarse 

matem&ticamente. 

/ 
llegadas+ o o o .o 

~ 

4.B 

prcporcionamient.o 
del servicio 

o .. .calida 

o + S.&lJ.da 

o .. salida 



La est.ruclura fisica de un sist.ema de lineas de espera consist.e 

de tres componentes: 

- Una o varias fuentes de llagada. 

- Una o varias fU•n~es de llegada. 

- Una instalación de servicio f"orm.a.da por una ovarias 

estaciones de servicio. 

La teoria de las lineas de espera. tambi•n s• refiere a la. 

rorma en que se escogen las llegadas para recibir servicio. S. 

considera que las unidades conforme llegan ocupan su lugar en el 

instant.e en que llegan a la cola. S. reconoce que alguna 

prioridad podrá cambiar ese pat.r6n de servicio. SJ.n embargo en 

est.e lrabajo no s• considera dicha prioridad. 

L.as llegadas pueden ser uniformes durant.• ci•rt.o periodo, o 

pueden ser aleatorias . ~a ~asa d• llegadas puede tomar la forma. 

d• empleados que llegan a la caset..a de herramientas de la 

empresa. o bien represen~ar •l número de autos que llegan a una 

ca.set.a de cobro de una aut.opist.a.Generalment.e la t.asa de 

llegadas s• expresa come arribes por unidad de tiempo. En las 

slluaciones en que las llegadas se distribuyen en forma aleatoria 

puede utilizarse su promedio si est.e se registra durante un 

periodo suficientemente prolongado. 

Cu.a.ndo el ingeniero se •nfrent..a a fen6menos de lineas de 

espera y los costos que surgen d• ellos. el que t.oma las 

decisiones ut..iliza sus conocimient..os de las caract.eristic•s 



medias de las colas para int.entar reducir los costos. Algunos de 

los cambios que s• pueden recomendar serian por ejemplo, 

incrementar o reducir las estaciones d• servicio segün sea el 

caso,, cambiar el tipo de sevicio en una o 11\As est.ac1ones para 

reducir •l t.iempo d• espera, dividir una linea de espera o 

fusionar varias de ellas. 

S. hace notar que las lineas de espera se hallan en función 

de variables aleatorias que pueden describirse mat..e~t.icament.e 

con una ciert.a distribución de probabilidad. Las d1slr1buciones 

que se ajust.An comOnment..e a los problemas de lineas de espera, 

son J.a disl.ribuc16n de Poisson para las llegadas y la 

distribución exponencial para el servicio. 

Modelo d• llegadas Cdistribución de Poisson). 

Una distribución de Poisson es una distribución de 

probabilidad discret..a que pronostica el número de llegadas en un 

li •nipo dado. l..a di s lr i buci ón de Poi sson i nci uye i.. pr ob .. bil i dad 

de que ocurra una llegada en un cierto periodo de tiempo y es 

independient.e de lo que haya ocurrido en observaciones 

precedentes. Es semejan\.• a una distribución normal sólo que esla 

ull.im& est.á sesgada hacia un lado. esta distribución indica que 

las J.lega.das ocurren en forma aleatoria. y se representa. por medio 

de 1 a const..anle >... Esta const..a.nle represent.a el numero d• 

llegadas por unidad de tiempo <lasa promedio de llagadas), 

mi•nt..ra.s que 1/)-. as la longitud del int..ervalo de tiempo ent.re 
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dos llegadas consecutivas Cl y l+1). tambien llama.da tiempo medio 

de Uegad .. s. 

La dist..r1buci6n de Poisson <curva con parimelro kt), donde n 

.. el número de llegadas dentro del intervalo t, el par~met..ro k 

e• 1& probabilidad de una ilegada, y t. es el liempo t.ot.ai 

oonsiderado. En esle caso se tiene: 

Ckl)n e->-.• 
f,Cn) • Ptn llegadas en el liempo ll • "'-'"""""'-n-""t"---

&:1 simbolo C 1) que se encuenlra d•spu•s de 

CEc. 3. D 

la n. indica 

fac~orhl de n. mienlras que • (con valor de a. 71828) .. la base 

de los logarilmos nat.urales. t...a expresión de ia dist.ribución 

•Hponencial <función densidad de t..l, es: 

gCl) • función de densidad de t. • >-.e-~' CEc. 3.2:> 

Como los modelos de lineas de espera emplean una 

distribución de Poisson. se puede probar la supos1ci6n d• que las 

llegadas siguen una distribución Poisson, lo que se logra 

l;)uscando un inlervalo fijo de liempo y cont.ando el nomero de 

W\!dades que llegan en ese intervalo. lo que se ha.ce con una 

!51 



muesLra de las llegadas, y calculando as1 el namero medio de las 

.Llegadas. L.os dat.os observados pueden trazarse en forma de un 

histograma o diagra..ma de barras. Puede utilizarse una prueba 

apropiada da calidad de ajust.e para delerml.nar si ios da\.os s• 

apegan a una dislribuci6n de Poisson. 

Modelo de servicio Cdi•lribucidn exponenciai). 

En el modelo de servicio se tiene un parámetro 1-'• que es el 

n\J-ro de servicios realizados por unidad de liempo, mientras 

que .La constante pronwdio de tiempo de servicio C1/µ) es el 

número de unidad .. de tiempo por cada cliente servido. El tiempo 

de servicio suministrado se da por medio de una dislribuci6n 

exponencial Cque muchos autores J.J.aman dislribuci6n exponencial 

nega~iva), cuando el tiempo de servicio ocurr• •ntre el ti•mpo t 

y el t.iempo t+1. Hay que notar que ia distribución Poisson. no 

puede apiicarse al servicio. 

Generalmente hay un t.iempo ocioso por parle del prestador 

del servicio. La distribución de Poisson se aplica a un intervalo 

d• tiempo C'ijo de servicio continuo, pero nunca se puede estar 

seguro de que esto ocurra en cualquir situación, por io que se 

utiliza la distribución exponencial. Cuando esta distribución se 

traza t.endrA una pendi•nl• hacia abajo y hacia la derecha de su 

!Mximo. 
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Si se subsliluye µ por A en la ecuación 3.1 y s• designa con 

n al nO:mero de servicios potenciales que puedan slJmJ.nist.rarse en 

•l inlervalo T, la fórmula de Poisson para una tas~ de servicio 

tn l.a siguienle: 

Cµl)n.-µt. 
f

1
Cn:> • PCn servicios en el t.iempo t) • n I CEc. 3. 3) 

Rempl .. zando µ por >. en l .. ecuación 3. 2, la probabilidad de 

que •• complete el servicio d• una unidad en el tiempo t. para la 

di•tribución exponencial, sera: 

gCt) • µe-µ• CEc. 3. 4' 

Con el fin de comprobar la suposición de que los liempos de 

aervicio s• distribuyen en .forMA exponencial, se oblienen dalos 

con. Mtodos normales de estudios d• li•mpo, y s• emplea una 

pryeba esl,.dislica apropiada. 

Ecuaciones b•sicas que gobiernan las lineas de espera. 

Las relaciones recursivas que se present.an a continuación, 

•• Aplican en el caso general de lt estaciones de servicio, cada 
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una. con t.asa media de servicio µ. Est.as lt estaciones de servicio, 

se &liment.an de una misma cola, con lasa media de llegadas "-· 

lc=n 

/ o 
o .. µ 

.>.. .. o o o. o 

~ o 

Sea.; n • nüa.ro de unida.des en el sist.ema 

Pn •probabilidad de que hayan unidades en el sis~ema 

k: • nOJDero de est.aciones de servicio 

Las Pi. pueden calcular•• sucesivamente en t.6rminos d• P 
0 

,.diant.• 

la• siguientes expresiones 

p • ~ p 
• µ o 

pn • )...+~~-l) f.I P,.._,- ~µ pn-1 n • 2,3,4,., .• k 

P_ • ~ P - .2:. P 
.. k µ n+t. k µ n-a 

n z: k+1 tEcs. 3. 5) 



Una. vez que las ecuaciones P
0 

s• han expresado t..odas en 

~•rminos de P
0

, la ev~uaci6n de P
0 

se obtiene mediante el uso de 

l.& siguienle relación: 

""º 

que es lo mismo que: 

p •1 

" 
CEc. 3.15) 

3.1.l LINEAS DE ESPERA CON UNA ESfACIOH DE SERVICIO. 

Para el caso de una est..aci6n de servicio, con llegadas t..ipo 

Poisson Ccon ~asa media de llegadas X) y tiempos exponenciales de 

servicio Ccon t.asa media de servicio µ). las ecuaciones 3. e •• 

comvierl.•n en; 

• ~ P __ x_ P 
pn J.l n+t. µ n+:a ni!: 2 CEcs. 3.7) 

55 



Una t•cil deducción permile llegar a: 

n ;e O ~Ec. 3, 9) 

y con el uso de la condici6n: 

"' E P = 1 
n•o n 

se llega final.,.nte a la siguiente ecuación: 

n l: O CEc. 3. 0) 

Esta ecuación es v•lida sola.,.nte cuando la tasa media de 

servicio µ excede a la tasa media d• llegadas k. 

Para la solución pr4ct1ca de problemas de lineas de espera 

s• necesitan la dist.ribuc:ión de variables aleatorias tales como 

•1 tiempo de esper.a. de una unidA..d .antes de qu• reciba servicio 

Cvariabl• a.lea.t.ori.a w) y el Uempo total de una llega.da en el 

sist.emA Cdenot.ada por- u;v•w ~s el tiempo de servicio). 

f'u.st.o que hay unA probabilidad positiva. l-C7v'µ)•P
0 

de que 

un.a llegada. no tenga que esperar antes de r•c.ib1r servicio. la 

dist.ribuc!On de w es en pa.rt.e discret..a. Ccuando ws=O) y en parte 

cont.inua Ccuando w >O). Si .,C1o1)d1o1 es iA probabilidad de la parte 



cont.inua {w<ti•mpo de espera < w+aw}, la dist.ribucion resultante 

para w es: 

PCw•O) = 1- ~k~ 
µ CEc. 3.10) 

w>O 

Hot.eae que &,,C.w) tiene el valor de )./µ y no la unidad, puesto qu• 

el ev.nt.o tw>O~ no es un evento que ocurra. con cert.eza. 

Pa.r a la ( unci 6n de d•nsi dad condicional d•l t.i empo de 

esp•ra, dado que una. persona. tiene que esperar. se divide f(w:> 

entre P{w>O~. con lo que se obt.iene: 

CEc. 3.11) 

~a densidad eCv) del tiempo total que una !legada pasa en •l 

sistema (el tiempo de espera rru\s el tiempo de servicio) se puede 

calcular de una manera semejante, y result.a ser id•nt.ica .i. la 

ecuación 3.11, est.o es: 
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CEc. 3.12) 

A part.ir de las ecuaciones 3.0, 3.10, 3.11 y a.12 se pueden 

calcular las esperanzas Cen el sentido mateNt..ico) d• las 

div.rsas variables aleatorias. Los resultados que se obtienen son 

los siguientes: 

longitud -.tia de la cola: 

ECJL) • >...a 
>..eµ->..) CEc, 3.13) 

longitud media de colas no vacias: 

EC mlm> 0) • ---¡;'!;:- CEc. 3.14) 

nOmero medio de unidades en el sis~ema: 

>.. 
EC n) • --¡:;::¡:- CEc. 3.15) 

Liempo medio de espera de una unidad ant.s d• recibir servicio: 

EC"') • >.. 
µCµ->.,) 

CEc. 3.16) 

se 



~1•mpo medio de espera de un.a llegada dado que tiene que esperar: 

1 
EC w lw> 0) • -¡;::-;:- CEc. 3.17' 

Uempo medio que una Unidad pasa en el sistema: 

ECv) • ~ CEc. 3.18) 

EJe11PlO 1. 

Un banco d• material pelr4'o cuenta con un cargador front.al, 

con un tiempo de servicio de 113 minut..os distribuido 

exponencialment.e. Los camiones de volteo Llegan para ser carga.dos 

con un tiempo medio de 30 minut.os distribuidos segün Poisson. 

a) ¿CuA.l es el t.iempo de espera para un camión? 

b) ¿,Cuil es el tiempo medio desocupado del cargador •n un 

t.urno de 8 horas? 

c) ¿,Cuil es la probabilidad de que un camión qua llega no 

tenga que esperar para ser cargado? 

d) ¿CuA.l es el t.iempo medio d• permanencia de un camión en 

el banco de materiales? 

Solucldn1 

numero de estaciones de servicio ksl 

~asa promedio de llegadas 

"• __ 1_ • 1 x 60 min = 2 can\/hora 
t,._ 30 min 1 hora 



t.asa promedio de servicio: 

µ = ~ • 16 mi n x ~Oh~~~ s 4 cam/hora 

a) tiempo medio de espera de un camión, con la ec. 3.10 

ECw) • 1!3 11\inulos. 

b) tiempo desocupado del cargador 

probabilidad de que se qu.-d• desocupado el cargador: 

P
0 

= 1-~ = 1-0 = 1- -+- = 0.6 

tiempo medio desocupado del cargador: 

T • P
0 

x horas de ~raba.jo 

T =o.~ X 8 horas = 4.0 horas 

T = 4.0 horas. 
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e) probabilidad de que un camión tenga que .,;perar ~ra ser 

cargado. Est.a probabilidad es de que se encuen~r• desocupado el 

cargador. 

a 1-0 ~ 1-0.B a 0.5 
µ 

d) tiempo medio de permanenc1a d• un camiOn en el banco de 

materiales 

1 1 i 
EC v) • ¡:¡=r • --¡:-r •---¡r 

ECv> • 0.5 horas. 

EJe"'PlO 2. 

Un aeropuerto tiene capacidad para atender 3 aviones en 2 

minutos Cat.errizajes y despegues) denominados •n est.e caso 

llegadas. distribuidos en forma exponencial. 

a) ¿Cuil debe ser el tiempo medio ent.re llegadas para 

asegurar que el tiempo medio de espera sea de 5 minutos O 

menos? 

b) ¿Cu.U es el tiempo medio en que un avión en despegue o 

aterrizaje) pasa por l.a pJ.st..i:? 
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SoluclcSn1 

nOm•ro d• estaciones de servicio Cpistas) ~ = l 

a) Sustituyendo ECw)•5 en la ecuación 3.16 s• tiene: 

ECw) = µC µ~>..) 

5 • 
fCf-;>..) 

despejando >.. 

>.. • -1~•.-:~~-~~ • ~¡ • 1.3235 aviones/minuto 

tiempo medio de llegadas 

tm>.. = O. 755 minutos. 
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b) tiempo medio de servicio 

ECv) s --
1

- = 1 
fJ->.. 3 ol!! 

2 - 34 

EC v) = !!. 66 mi nulos. 

EJ•111plo 3. 

La empr•sa paraest.at.al Pet.róleos Mext.ca.nos estudia l& 

utilización de la gasolineria que se encuentra en el Km. 70 de la 

carr•t.•ra. est•tal Toluca-Vall• de Bravo. •n el est.ado de México. 

L.a gasolineri• t.iene e bombas. 4 para Qasolina nova. una para 

gasolina ext.ra y ot.ra para diesel. 

Las llegadas de autobuses que cargan diesel muest.ran una 

dist.ribuci6n que se aproXima a la de Poisson. mi•nt.ras que •l 

servicio muestra una dist.ribuc16n exponencial, 

El promedio de llegadas a la bomba diesel es de 5 aulobuses 

por hora mientras que los servicios promedio •n esa bomba son de 

7 por hora.. 

Encuentre los parámetros que describen cuantit..at.ivament.• la. 

bomba diesel. 

SOlución1 

Se li•n• 5 autobuses/hora 
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La probabilidad de encontrar la. bomba •1a.c1a., empleando la. 

ecuación 3.10, es: 

p •1 __ >.._ 
o ,., 

p • 1 - -L 
o 7 

P
0 

• 0.29 

la. probabilidad de encont..rar un aut.obús cargando y otros dos 

esperando, empleando l& ecuación 3.B, as 

p • (~)·p 
• µ o 

• 
P

1 
• ( ~) C0.2Q) 

•l número prom.dio de aut.obusas •n la cola, empl•ando la ecuación 

3.13, •• 

EC m) e ---'>-""-ª-
,.,eµ-),,) 

EC m.) • 
e 5) • 

7C7-5) 

e:c m.) a 1 . 79 .. utobuses. 



el número promedio de autobuses esper~do en el sistema, empleando 

la ecuación 3.1!3, es 

ECn) • 
e 7-'3) 

ECn) • 2. '3 autobuses. 

el ti•mpo de •sp-9ra en la cola, empleando la ecuación 3.le. es 

ECw) • 

ECw) • 

µCµ->..) 

'3 

7C 7- '3) 

ECw) • O. 3e horas. 

casi 22 minutos, rnient.ras que el UelftPO pro-•1io para salir del 

sistema Ccargar diesel y abandonar la gasolineria). empleando la 

ecuación 3.18. es 

ECv) • --
1
-

µ->.. 

ECv) • --
1
--

7-'3 

ECv) • 0.60 horas. 
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Eje..,lo "· 

En l.a construcción de una presa se va a cont.ra.tar un 

mecánico para que repare la m.á.quinaria emplea.da. la c•.1al se 

descompone a r.azón de tres por sem&na siguiendo una dist.r1bución 

&proximada a la de Poisson. •l liempo no product.ivo d• una 

rMquina cualquJ.era •• considera que le cuesta a la compaftia S 

500,000.00 por semana. La compa"ia ha limitado la decisión a uno 

de dos mecánicos, el A cobra 1 100,000.00 por semana y arregla 

exponencialmente' por semana; el B cobra 1 200,000.00 por semana 

y compone t.ambíen exponencialmente e por semana. S. trabaja d• 

lunes a sábado y la jornada es de 8 horas. ¿Cuál que -cánico 

deber' contrat.arse? 

Solucidru 

Para el macánico A se tiene: 

k • 3 máquinas/semana 

J.J. • 4 máquinas/semana 

El número de maquinas que •• mantienen improductivas, 

empleando la ecuación 3.15. es: 

ECn) = --"-
µ->.. 
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ECn) 
__ 3 __ 

4- 3 

ECn) = '3 maq/hora. 

se tiene una pérdida de: 

Perdidas 3 x 1 500,000.00 = S 1,500,000.00,. semana. 

el costo del mecánico es: 

Costo • S 100,000.00 

el costo total usando el mecánico A es: 

CT • 1,eoo.000.00 + 100,000.00 • • 1.eoo,000.00 

Para el mecánico B, se ti•n•: 

~ = 3 máquinas/semana 

µ - e máquinas/semana 

el número de máquinas que se espera. asten improduclivas, 

empleando la ecuación 3.15 es: 
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ECn) • --·'---
1'-µ 

ECn) z --
3
-

e- 3 

ECn) = 1 maq/seman.a.. 

Perdidas= 1 X S 500,000.00 • S 600,000.00 

•l costa del mecánico es: 

costo• s aoo,000.00 

el costo total usando el m.cánico B •s 

cT º 500,000.00 + aoo,000.00 • s 700.000.00 

S. t.endra que conLra.t.a.r •l mecánico B por ser más econ6mico 

el sistema que •l d•l mecánico A. 

En un puer~o que cuenta con un sólo muelle s• tiene qu• la 

lasa m•d1A d• llegada.s de los buques es d• 4- horas y el liempo 

medio de $ervic1o Ccarga. o desc.a.rga del barco) es de 2 hora.s y 30 

ndnulos. 
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a) ¿Cuánlos barcos en prom•dio permanecen !'ondeados el 

altama.r esperando un lugar para atracar? 

b) Tiempo promedio que pasa un buque en el sist.ema 

Solucldnt 

Se tiene 

>.. =i 1 /4 • O. 26 buques/'hora 

,. • 1/2. 6 • o. 4 Buques/hora 

a.:> el número de buques en el sistema, empleando la ecuación 3.13, 

••: 

ECm:> • ~-~~"-
1

-~ 
µC µ- ~) 

ECm:> • ___ _,,C~0~·=-=2~5~)::.....ª-~ 
o. •co. •-o. 2!D 

EC m) • 1. O<& buques. 

b) el promedio de Uempo que pasa un buque en el sistema, 

empleando la ecuación 3.18, •• 

ECv) = --
1
-

µ-1'. 

ECv) = 
0.4-0.25 

ECv) 111 fS.67 horas. 



3.1. 2 LlHEAS DE ESPERA COH V.ARJ.AS ESTACIONES DE SERVICIO. 

El est.udio que se hace es para k est.aciones de servicio, 

ca.da una con t.asa de servicio µ, alirnent.adas por una cola que se 

compone de llegadas con t.asa media h. Las ecuaciones 3.5 conducen 

a las siguientes expresiones de la serie de probabiiidades P" 

•n t6rminos 

de P: o 

p • • (-)..-)" p 
" klk"-k µ o 

n • 1,2,3, ... ,k:-1 

n l': k CE:cs. 3. 1Q) 

~a secuencia Pn se observa que se compone de dos parles, una 

si k<n y la otra si k?;n; la expresión result.anta para P
0 

no es 

silftple. Por esta raz6n, es conv.nient.e enunciar las propiedades 

de la cola en t.•rmJ.nos de P 
0 

a.si como ).., ,., y k, con lo que se 

llega a la siguiente expresión: 

p ·--------------''--------------~ o k - ' 
[ J: 

".o 

ce:c. 3.20) 
l 

ni (-)..-)" J 
µ 

+ __ 1_ 
kl 

70 



la cual es .,.~lida si k1-1>>... Si kµ~>... entonces ninguno de los 

result..ados de esta. secciOn es aplicable. puesto que en ese caso 

la cola crece indefinidamente y nunca alcanza la est.abilidad en 

al tiempo. 

La probabilidad de que una unidad que ent.ra al sistema tenga 

que esperar es precisament..• la probabilidad de que en es• 

instante haya k unidades en el sistema tanto esperando como 

recibiendo servicio. Partiendo de la ecuación 3.1Q, s• puede 

calcular esta probabilidad: 

CEc. 3. 21) 

L.a.s fórmulas para la longitud media de la cola, el nt:lmero 

mediode unidades en el sistema, el t.iempo medio de espera antes 

de recibir servicio, y •l tiempo medio que pasa una unidad en el 

sistema. se presenta a continuación. 

longit..ud media de la cola: 

ECm) = >..µO./µ) k 

Ck-1'1Ckµ->..)ª 

námero promedio de unidades •n el sistema: 

ECn) 
>..µ()../µ) k 

Ck-1) !Ckµ-~.)a 
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tiempo medio de espera de una llegada antes de recibir servicio: 

CEc. 3.24) 

t.i•mpo pro1n1edio que una unidad pasa en el sislema: 

ECv) • ~~--'µ.__C~~~/.....coµ~)-k~~-- + __ 1_ 

Clc-1)1Ckµ-~) 1 µ 
CEc. 3.25) 

EJe111plo e. 

Un estudio estad1st.ico ha demostrado que las llegadas de 

aviones a un aeropuert.o tienen distribución de Poisson con una 

relación media de llegadas de 27 aviones por hora, y que los 

tiempos de ocupación de una pist.~ tienen dislribuci6n exponencial 

con una media de 2 minutos. 

¿Cuantas pislas d• alerrizaje deber.in tenerse en el 

aeropuerto si se desea que la probabilidad de que un avión t.enga 

que esperar pist.a sea menor que 0.1 y en este caso cui.l serio •l 

tiempo m.dio de espera? 

Solucldn1 

>... = 27 aviones/hora 

-
1
- = 2 rnin 

µ 
.. µ = ......,2,...=.m-..,.1_n_ x 
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µ g 30 servicios/hora 

9 = + ~ ~b • O.Q 

para calcular el número de pist.as se deber• ir variando k de uno 

en uno hasta que la probabilidad de que el avión lenga que 

esperar sea menor que 0.1. Se comienza por saber cual es la 

probabilidad de espera con •l sistema. t.al como se encuentra Cuna 

pist.a). 

PCn~l) = 1-PCno t.enga que e•perar• 

PCn~l) a 1-P
0 

• 1-(+) a 1-Cl-9) • 9 

PCn~) • O.Q 

como o,g > 0.1 se concluye que se necesitan ~s pist.as de una que 

es la que se t..iene por lo que se probará con dos pist.as; la 

probabilidad de que el Avión que solicit..a servicio no t.enga qu• 

esperar ut.ilizando la ecuación 3.20 es: 

p ·--------=-------º [ 1 
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empleando l& ecuación '3. 21, para obtener la proba.b.llidad de que 

el sist.ema este desocupado, se li•n•: 

30C0.9)• 
PCnl=a)= C2-l)ICC2x305-27l o. 37g 

PCnl=2) = 0.279 > 0.1 

•nt.onces, se necesi t.an mi.s de dos pistas; por lo que se 

analizará. con tres pist.as, igual que en el inciso a.nt.erior 

empleando las ecuaciones 3.20 y 3.21 en el mismo orden 

p -~~~~~~~~~~~~~~--~~~~~~~~~~~~~~~-

º (+o.9)º•-h<o.g)•+¿o.g)•] + [+, co.g'\x;O:h] 

p = 
o [ 1 + 0.9 +0.405) + 0.17 

P
0 

• 0.403 

la probabilidad de que un avión tenga que esperar es: 

PCnl=3) = 30CO. 9)
8 

~C~3--~1r5-T-¡ "°e c"°3"°x3'"°""0"°)""--¿~7~¡~ CO. 4 03) 

PCnl=3) = 0.07 < 0.1 

se li•n• que con tres pisl.as la probabilidad de que el avion 

t.enga que esperar es menor que la pedida. C0.1), por le que con 

tres pistas se soluciona esle problema de lineas de espera. 
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b) En esle caso Ck=3) el tiempo medio d• espera de un avion 

que llega se obt.i•n• empleando la ecuación 3.2•: 

ECw) = ----'3-"0-'C...;;O.;;.·..;g'-'-)-ª--- CO. 403) 
t3-1) ! tC3x30)-27Jª 

EC w) s O. 001:1.1 horas 

ECw) =C0.00111hrs.:>C~h:~~) 

EC w) • O. 06 minutos. 

•1 liempo d• esper~ con tres pistas es de o.oe minulos 

Eje11plo 7. 

En el cruce Cront.erizo de M6xico y E.E.U.U., localizado en 

las poblaciones de Piedras Negras. Coa.huila y Eagl• Pass, Texas 

ex.is~• un puente sobre el Rio Bravo con dos carriles d• tránsilo, 

una en dirección de t.w.xico a E. E. U. U. y la ot.ra. en s•nt.ido 

contrario. La linea de lr~fico de E.E.U.U. a México se biCurca a 

cinco garitas de inspección migratoria y aduanera. 

SUpongase que las llegadas de automóviles siguen una 

distribución de Poisson igual a 16 llegadas por hora, y que •l 

número de servicios sigue una distribución exponencial con 

media igual a 8 servicios por hora. 



Por decrelo gubernamental no existe prioridad d• trato. por 

lo que las garitas migratorias y aduaneras proporcionan servicio 

en la nwdida que se desocupan, y se allende en primer término al 

primer automóvil de la cola y asi sucesivamente. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un automóvil que lleg.a. no 

t..enga que esperar? 

b) ¿Cuál •• la longitud promedio de la cola? 

e) ¿Cuál es •l t.iempo de espera en la cola? 

d) ¿Cuál •• •l t.iempo que pasa un automóvil en el sistema? 

Solucidn1 

a> Empleando la ecuación 3.20 para encontrar P
0

, se li•n• 

p a_____ __ __ 1 ------

O [-i-r(.!¡f-r +{r(1i-) I +~( 1~-r +-h-( 1i-]} (-k-(1i-]" sl~s] 

C0.514 + 1.0Q9 + 1.757 + 1.8751 + C0.3081 

Se tiene una probabilidad de que se encuentre 

desocupada una garita de 18!" al llegar un automóvil al sistema. 
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b) Empleando 1& ecuación 3. 2a: 

ECm:>= 1'3 >< 9 x C15/9)" 

41 CC5x8:>-15Jª 

ECm:> = O. 33 automóviles. 

0.180) 

1,.a longitud promedio de la col& que se forma es de O. 33 

"u~omóvJ.les por minut.o. 

e> Empleando la ecuación 3. 24, se t.Len•: 

_e_c_1_s_..-e_l_"_,,.... co. i eol 
41 C40-H5' 2 

ECw) • 0.0022 horas 

ECw)-0. 0022h(3eoo seg) 
1 h 

EC w) • e segundos. 

~ t.~•ftll>O de esper& en la cola - de e segundos. 

ECv) • --9--c-1-5~,.-9-'~"-- co.19) + -
1
-

41 C40-1'D" 9 

ECv)•0.127 horas 

ECvl•0.127h( 3 eoo ••q) 
1 h 

ECv) ~ 38 segundos. 

¡~ tiempo que pasa en •l sistema cada automóvil es de 38 s•gundos. 
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EJe11Plo e. 

Cont.inuando con los dat.os del ejemplo anterior, el Director 

General d• Egresos de la Secretaria de Hacienda y Crédito 

publico. experto en sist.ema.s. sospecha que se puede lograr un 

considerable ahorro económico, si en v.es de 5 garitas en el cruce 

front.erizo de Piedras Negras, Coahuila se fusionan 2 en una y 3 

en otra, sin que est.o cause graves problemas al turismo ¿Est.ar.i 

en lo cierto? 

SoluclcSnt 

L.& probabilidad de que un aut.omóvil que 11 ega t.enga que 

esperar, con la ecuación 3.20 es: 

la longitud de la cola, con la ecuación 3.22, es: 

78 



EC m:> = --~>..=µ'-C~>..~/-"µ_.l_k __ 

Ck-1)1 Ckµ->..l 1 

ESTA 
SALIR 

ECm:> • 
15C8) C15/8) 1 

11 C2x8-!5) 
C0.03Z2e) 

ECm:> = 13. el it.Utomóviles 

TESIS 
DE LA 

el liempo promedio de espera. con la ecuacuión 3.24, es: 

ECw> • __ ec_l'"'!S/8'"""'-'-
1
- co. 0322e) 

11 C2x8-16) 1 

ECw) • O.QQ7!5 d• hora 

N3 DEBE 
BIBLIBTECA 

el tiempo qu• pasaria un automóvil en el sistema, con la ecuación 

3.~. es: 

ECv) • --~µ_C'"""'>.._r~µ.->_k ___ p + _1_ 

ECv) • 

Ck-1)1 Ckµ->..> 1 o µ 

--"ec=1-"e.re_;;;"''-
1

-- co. 0322&> + + 
11 C2x9-18) 8 

ECv) a 1.032 horas 

Asi, por un lado la medida de reducción de 6 a 2 garitas podria 

ahorrarle al pais el salarie y el mantenimiento de 3 garitas, por 



otro lado provocaría pérdidas al turismo. ya que, •n promedio 

cada aut.om6vil que cruce por el puente fronterizo espera. mas de 

una hora realizando trámites, por lo que es mis convenien~• dejar 

funcionando las 5 garitas t.al como s• hallan. 

EJe111>lo o. 

Una co11p.aftia construct.ora desea calcular el numero r.ecesario 

de cargadores frontales para que un camión no tenga que esperar 

""s del l!m de las vec- •n que llegue al banco de material. Se 

estima que los camiones siguen una distribución de Poisson con un 

promedio de 1!5 por hora. Un cargador frontal carga un camión 

se¡lln una distribución exponencial en un tiempo medio de !5 

minutos. 

Solw::i.Sn1 

Se t.iene >... • 1e camones/hora 

µ • e~ • 12 camiones/hora. 

Analizando el sistema con 3 cargadores, la probabilidad de 

encontrar vacio el sistema, con la ecuación 3.20, es: 

1 
p o • -[_,.k--,-=_-1_-(_>.._)-n]-"'--_:--1_-( _>.._)..,...k _k_µ _ 

1: n 1 µ k ! µ k µ- >.. 
nmo 
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L.a probabilidad de que un camión que llega t.enga que esperar, 

empleando la •cuación 3.21. es: 

p • • 
--'--=1_.!5._/'--"1-'2=)-'1>-=2,__ co. 27815) 

21 C3x20-1!5) 

P
1 

• 0.15!!4 :ti 0.1!5 • 

. •. con 3 cargadores se soluciona el problema de espera.. 

Eje111plo 10. 

En la conslrucción de una carretera s• tienen dos 

retroexcavadoras para llenar los camiones para transporte de 

material. Si una retroexcavadora carga un camión en ¿ minutos y 

los camiones llegan al lugar con una. distribución de Poisson a 

razón de 10/hora• obtener: 
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a) La probabilid.ad de que un camión qua llega tanga que 

esperar para recibir servicio. 

b) Longitud promedio de camiones esperando servicio, 

e) El liempo que pasa un camión en el sistema. 

Solucidn1 

S. tiene: A • 1 O camiones por hora 

fJ • eD/4 = 1!3 canúon" por hora 

a) La probabilidad de encon~rar vacio el sistema.. con la 

ecuación 3.eo. es: 

p o • -[ .... ~-:-:--~-.-(--~-)-"_]_+ ___ ~-,-(-~--) .. ,-le-~---~-,..-

La probabilidad de que se encuentre desocupada alguna de las dos 

estaciones de servicio, empleando la ecuacuación 3.21, es: 
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p = __ _,,H:;._.::C...:.>.."'/'--"µ'-')'-k--P o 
z Ck-1'1 Ckµ-¡._) 

p a • 
-~1_e_~c~1_0_/~1_e~'-ª- e o. 11567) 
1! C2x1!5-10) 

b) El número promedio de camiones esperando servicio, e1nplea.ndo 

la ecuación 3.22, es; 

ECnO a 
10x1!5 (10/1!5) 8 

11 C2x1!5-10) a 

ECm:> • O. 08 caaú.on-. 

co. 6) 

e) el t.iempo que pasa •1 camión en •l sistema.. empleando la 

ecuación 3. 2!5, es: 

ECv)• µ ()../µ)k 

Ck-1)1 Ckµ-)..) 2 

p ._1_ 
o µ 

16 (10/16) 2 1 
ECv) a---=-"--~"-'--.."-'""--- C0.6) + 16 

1! C2><1!5-10) 2 

ECv) • 0.76 horas. 
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3, 2 PROCESOS ESTOCASTICOS. 

Un procaao es~ccastico •• define simplemente como un• 

indice t rec:rre un co~junlo :i•do T. C.:imun.men• .. e se t.c:n& .a. T ccrr.o 

•l conJun•.o ;te lo~ en• .. ercs :--.o ne9a.tlvos y X repr•s•nt.¿ una. 

cara.cteristica mensurable de in~eres en el instan~• t. Por 

•J•mplo, el proceso •st.oc,st.ico compuest.o por x,,x •• x •• x, .... ¡ 
puede representar l& colección de niv.1- seraanar-ios Co 

mensu~les) d• inventario d• ·un producto p&ra la construcción. o 

bien puede represent.&r la colección de demand~s. semanales 'co 

mensuAles) d• ••• producto. 

l..6. consideración d•l comport..amienlo de un sistema que opera 

dura.nt.• un cierto periodo a m.nudo conduce .1.l a.n&lisis d• un 

proceso est.ocast.ico con la .est.ract.ura. que s• descri~ a. 

cent.: nu&ción. 

En puntos' particulares del tiempo t, ~enominA~os ~.1 ••..• ~ 

•s~a.dos. mut..u1r.en• .. • y •XA.hus•.1.vcs :1er.o!'l\1n.1d;:s 

espa.•.:1 ados, o bien, su e.spa.ci ,ur..i.en•.o puede de¡.:en~er del 



algur:a. por las denominaciones numeriea.s 0.1 •...• H que se usJ.n 

¡::ara ::tenotar los estad;s del sis• .. ema.. 'Por tan•. o. 

representa.cien l?Yl*.ema.•.i:::a. d9l sistema fisico es el :te un proceso 

estoca.st1co iXt t. en e.!. que .se observAi,n v¿r1a.bles .a.lea.toria.s &1-. 

~~ tiempo t:c10,1.2, .•.•. :-'en el que cada v-.r1able aleatori.& p•...1ede 

tom&r cualquier valor •nt.r• .i.os (M+l) •nlercs O.l .2, ...• H. Estos 

numeros son una ca.ra.cteriz.a.eión de los CM•l) esl•dos en proceso. 

Como un ejemplo consideres• el proble1u: de inventario que 

sigue. Un• bodeg¿ de •...1na constructora tiene en .l.lmacen cemento 

que es pedido sema.r\almente. representando por 01 .oz .. . . • la 

dema.nda de cemento l.a. primer• semana. la segund.a. sem.ana. •. · .• , 

respect.ivamente. Se supone que las o.. son v.a.riabltts &lealori.&s 

independientes • ident.icamente dist.ribuid.&s que •.i•n•n una 

distribución aplicable A las conocidas en probab!lidad. C:Ond• Xu 

r•pr•sent...a. el num.-ro de lonel.a.d.a.s · d• cemento que se li•n•n 

dJ.sp .... nibles al principio. X
1 

•l numttro d• t.onel.a.d..is de cemei-.t~ 

::::n ::¡ue se ::uent.a. 1.l r1n.a.l ~· la primera. sem.a.n.a.. i:z •l numer.;:, de 

t,cnel .a.das de cemento en •lm.a.cen de l .a. segunda. sem.a.n.a., y .a.si 

s~c•si viamente. 

L..a. poli•.ic.a. d• p•didos •':s,5' que s• emplea. .an el ~receso en 

tJ•n•r•l es d~ revJ.3.:.ón pe:-iodic.a qua requiere de q 1.1"° se haga. un 

p•ji-:1::. dlit h•!:•.,:,. S unida.Je¡, s1•1r.pre qu• el niv•l d• inv•r.tário 

cai•Ja pc-r ::!eba.10 d-a s CS?:s) e rr..iyor. entc!'\c:es n.o :;f, h.sce ~edid~ 

r..!.;:iuno. 
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lun•s. La compii.f'Ua ,¡,pl1c& lii. pol.i.•.ic.l. d~ p•did-:ilt r:..a.S: a1guien•.e; 

si el n.•..;r..wr-c je t.onelc..da.-s je cerr.ent.o c.:r1 que se c•.:er.•.¡., .i..l í1n.a.l 

De lo contrario la compania no pide cemento a la !•brica. Se 

supone que se pierde tiempo y por io t&nto dinero s1 l& dema.nd& 

en la cons~rucción es mayor que el inventario con que se cuenta. 

Por •.•nt.o (X"> p.ar& t=i.J.1.2 •...• es un proceso es~oc.¡,.st1co de l.a. 

forma Antes descrita. Las variables ale.l.tori&s Xt ~bv.:.•m•nt• son 

independientes y se pueden evaluar d• manara iterativ• por medio 

d• la •,.._-presión 

X ' .. fma.>< (C3- o,.,,.o .. si X, 

lrr.&x (CX, -o,•&: ,i; ••• si z, ~ 

3. 3 CADENAS DE MARKOV. 



·probabilidad m&rr.ov1ana si PfX, •• •J 1 X
0

•k
0

,X,•k, ....• X,_,••:,_,• 
K

1
•i} p.1.ra ts:O,l •... , y toda su:esiCn i.j,k

0
,J.::

1 
•••• ,kt.-•· S. 

puede dell'.oslrar que la probab1lid.t.d condic1on.t.l de cualqu.1.er 

evento futu:-o, da.de. c•.:alqu1er eYe!"lt~ pas.1.da y el e.st.ado presi6-nta 

XL •i, es J.nd•p•ndient..• del •º"•nto p.1.s.ado y depende • • .a.n sólo del 

ev•nt.o pres•nle del proceso. L.1.s pro.b~illdades condicionales 

Pfx,.,•J 1 ::, ;,if
0

se conocen como prob.t.b1Udades de lr.t.ns1ción. Si 

p.t.ra cad.t. i y J 

PfX, •t •j I Xt. •i f•PfX, •j I X
0 

•1 }, para loda l•0,1, ... , 

entonces s• dice que l .. s prob.t.bilid&des de transición Cen un 

paso) son eslAclon.ari.as y, conwnmen.te se denotia.n .por Pl 1. Asi. 

entonces, se tl •n• prob&bJ.lidades de transición que no c&mbi an 

respecto al li•mpo. La e:.d.stencl& de . prob&bilidad•s 

eslacionar1&s de transición lallbién ~mplica ~ue. par.t. cada i,j.n 

Cn•o.1.2 •.. ·'· 

por lo comun est..a.s ~rob.1.b1.A.J.d.ld•s .s• denot.an ¡::::or ?": n1 :r reCJ.ben 

•l nombre de probabilidad•S de transición en n p.a.sos ~unidad•$ d• 

c:ondici on.a.l es:. 



P'": "' 2 o. p&r& t.od& i • J. y n•0,1 ,2, ••. 

.. 
E F'- ~ni • 1, pAr.& tod1i. .l. y n•0.1.2, ... 
1 •O 

Una nol&ción conveniente para representar l&s probabilidades 

de t.ransJ.ción - la fer- m.at.ricial: 

Es lado o H 

00 º" .· 
H 

par& n•0,1,a •••• , o bien s• ·puede expresar como la matriz 

cuadrad& equivalente 

[º"] 
00 

Ahor& es posible definir una c&d•n~ de t·J.ai-tov. se die• q'..:• 

un proceso esloo::¿sti~a {X._•.: par.a. l •Q.l •... ) lllJS ur.& c&dena de 

t.fArkov si curapl• cor, l.as sigui·•r.• . .a,¡ .:cndi::J.on11s: 

ea 



1. Un numero Cinito de est. ... dos. 

a. 1.. ... probabilid .. d ~rlcovJ.an ... 

3. Pr:bab1lldades de transición es~ .. clonarJ.as • 

... LJn c:onjuntc de prob ... bilJ.dades .i.nJ.clales P(X.,•j 1 P"'ª t.oda. 

5. L• sun\t\ de los •l•me-nlos d• un renglón. de la m.atri: 

representa un evento seguro. por ~anlo la suma. del 

i-englon d•bera ser igual a 1. 

.t.l •J•mplo del inv.nt.a.rio mienc.1 ona.do 

e.nt..eriormente. se tiene la """t.r.i.z d• t.ra.nsición d~ .un paso: 

[

0.080 
.. o.e3a · 

o.2e4 
0.080 

0.184 
o.aee 
o. 366 
0.184. 

Ecua~J.ones d• Chapanan-ICol100gorov. 

o.sea 
0.000 
o.aes 
o.sea 

o.see] 0.000 

º·ººº o.~e 

L.• prob .. bili,fad de t.r .. nslción en • pasos, p ~ 1'\I " 
LI 

puede 

~e.sul\.•r Ulil cu.ande •l ~· ,"lceso se en.:uent..ra en el estado i y 1• 

des•a LA prob.lbilid•d d• qu• el proceso -s• encuent.r• en un esta.do 

futuro J después de n periodos de tiempo. Las ecu•ciones de 

·:ha.pman-l:olmo~orov proporcionan. un met.odo p~ra. ca.lcul.ar la.s 

prob~bilida.de5 de lr•n•~ción en n p~sos: 

p 1 ..... E p l VI pk',. -'l•VI. 

1. 1 '-:•O \. k 
p¿ra tod>. :1,J.n 
y os., s ll 
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Est.as eeuac•ones simplement.e s•".a.l.a.n que al pasar del est.ado 

al •st.ado J. er. n p.A.sos. el proceso se enc·ontr.a.rA en .a.lgun 

est.ado lit. d•spu.ts ·j•l est.ado u Crn.nor que n> pasos. Por tanto. 

P" ~ v, P~: r.-•n es símpl•m•nle l• pr·Jb.i..bi~id.a.d condicional de que. 

partiendo del est.ado ( •. el proc•so pase ial eslado lt. en u p.iasos y 

a. c:ont.inuación. al est.ado j en n-v pasos. Por t.an'-o• sumando 

est.as prob.a.b11idades condicionales. sobre todos los ltt posibles, 

deibe llegarse a PI.~",. Los casos especiales de v•l y vo:n-1 

conducen a las expresiones siguientes: 

.. 
p tn, • t p cn-1> Pk,. 
li k•O \k 

para todos los i, j, n 

para todos los i.j,n. P.esult.• e•tider.t.e que puede ob•.ener.se las 

probiabilid•d•s d• transición en n pasos a partir d• l•• 

probabilid&des· de t.r.t.nsición •n un pa.so. de manar.a. recurrente. 

Para n•2. estas •:<presion•s quedan como: 

p t ª' 
,; 

.. 
• E P 

J.:•O \Ir: 
para ~odos los\,¡. 

• .. a..mbJ.e-n -:ieba ha:e:--s.a noto.r q·..:a se cbtiane:-. es• . .:.s ele:::e:-.t.,'js 



mult.!plicando la ma~riz de las probabilidades de., transición en un 

solo paso por si misma. es decir 

Probabilidades de transici.Sn. 

Las probabilidades d• t.r .. nsición para las distint.as etapas 

en proceso se pueden obt..ener elevando a la pot.enci.a. n la malri.z 

de prob&bilidad de lr•nsición de un paso, obt.eniandO la siguiente 

e:t<presión: 

p'M •P•P ... P a .p.p•n-.u p' n-a• ·P CEc. 3. 28) 

Se puede obt.er.er la ,...t.ri: de l .. s probabllidades da 

t.ra.nsición en· n pasos. calculando la n-8sim.a pot.encia de la 

matr.t: d• probabilidades de •.ria.nsición en un p.a.so. Para valores 

de n que no se.an dem.a.sia.do grandes, se puede calcular l.a m.&lriz 

de t..r&nsici6n de la m.a.nera· ant•riorment..e vista, t.al•~ c.alcu .. .>s 

con frecueru:ia aon tediosos y, adem.a.s. l..:>s errores por redondeo 

pueden provocar inexactitudes. 

Como e.tercJ.cio se toru.r.in los '1.alcs del ejemplo a.n• .. erior 

Ql 



lr&nsición en dos pii.SOS estí. dadA por: 

ro.000 0.184 0.368 o. 3681 ro. 080 0.18.& 0.368 0.3661 
1:,. 63Z o.:ea º·ºº" 0.000: ¡o.362· 0.352 0.000 ~:~~; p~ 1 ¡ m p• = l~· ae..& •). 3'38 ~. 368 ·:). C·o::>OI 1.>. 264 0.369 0.368 
C•. ·~80 •).184 0.368 O. 368j l.:>.C·80 0.184 0.368 o. 366J 

r· 24Q 
0.286 0.300 0.16!5] 

Pª= 0.283 0.2!52 0.233 0.233 
o. 3!51 0.31Q 0.233 O.OQ7 
0.24Q 0.286 0.300 0.16!5 

En esta rr~t.riz ya se ~ncuenlran algunos errores de redondeo 

corr•spondi•nles .a. este nuevo estado. O. la malri:: resullant..e se 

tiene. Si queda una tonelada de cemento en existencia al final de 

la primera semana, la prob,a.bilidad de que no se tenga cemento en 

de 0.283 CP '"'•0.283). 
•O 

An&logoi.menl• se t.i·•n•. que si en la primera. sem.t.na quedan 2 

~onelAda• de cemento. la probabilidad de que se tengan 3 

loneladAs en Alm.i.cén dos serna.nas más larCI• es de O. 7Y. 

CP e•• c0.007) . •• 

Distribuciones de probabilidad. 

Las dist.ribuciones de probabilidÁd dependen de las 

probabilid~d~s de tr•nsición dél proceso de;cr1t•s ar.~eriorment.~. 

En particular se den~tan pcr rL: ni .que indica la prcCab1lidad de 

;:>A$.l.r del es• .. ad~ L al 1 p~r prime:-a ve: ar. n paso~. 'Z1t .a...:::is•.urr.br.i 



por 

primera vez. tiempo de primer pAso; cuAndo \. •i. r.; decir qu• s• 

por prim•rA v.z. se ll~m.a. tiempo de 

recurrenci& dal esl•do 

L& relación de recurrencia de las probabilidades fL~n>. son 

los siguientes: 

r ' ... , 
11 

P.~ n> 

'' 

• p 
'1 

CEcs. 3. ;?g) 

Por lo tanto puede calcularse la probabilldad de un tiempo 

d• primer paso del esl•dO al i. en n pasos, d• maner1 

recurrente a p~rlir de la probabilidad de transici~n en un pa~o. 

En el ejemplo del inventario. la distribucion de prob•bilidad de 



para 

r , ,, s o. oao 
ao 

f ' •• = co. 249) - co. ºªº''º· 080) .. o. C!43 
ªº 

y i fijos, las rL~ n~ son números no negativos tales que 

J: r,: n> s 1 CEc. 3. 30) .,., 

Por t .. hto. s• puede tener •l caso de que i • \. 

CEc. 3. 31'. 

que es el caso en que el estado t. regresia. al estado \. 11 amado 

estado recurrente. Un ca.so especi.,l del est.~do· recurrente •-s el 

est.ado absor - vent.e si h probabllidAd de ~ransición C•n un 

Si 

i CEc. 3. 3i!> 

s" ll.el'l& un est..;..do t.ra.nslt..;;irio. por que esto lmpl1ca ::¡u-et .,¡.l 

proceso s:.e eru.::uentrt2- en un .,;,:;t.ado \. e:.;J.st.ie1'\d.:> un.a pr.::>babil 1d.i.:J 

posiliv• de que nunca regr~s~ •l esl~d~ \, 



Parte estable del sistema. 

La. parte estable del sJ.stern~ se presenta cuando se tiene •n 

lA cadena de M¿rkov qu~ el~;~ P~:ft' e>d.ste y es ind•pendie~t• de 

\.. •dem.ii.s. 

en donde las ";. son las pr~babilid.ades del estado estable y 

li•n•n les sigui•nles propi•d~d•s. 

y 

o < "1 < 1 

y debe s¿lisf.lcer lAs ecuaciones 

.. 
n¡ . E " p\. I 

L •O ' 
p.ar.a J-0,1 ...... H 

.. 
E n. = 1 
i•O ' 

CEcs. 3. 33) 

Es•.a~ 'ecua.:J.on•s CH•.::::: consl.ln de M•l inc:ó;nita.s. ::orno t...iener. un.a 

sol u::i c'n Uni c.i. al menos un.a. de l a.s ecua.e! enes d•be :ter 
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r•dunda.nt.• y por lo tant..o, puede eliminarse. una. ecuación. L.a 

ecu&c1ón que se eliauna en nlngun caso d•bera. ser 

CEc. 3. 34) 

por qu• ni -O p.&r·a todos lo valores d• i, d•ber.i salisf.a.cer las 

otra• CM+1) ecuaciones. 

Po.r.a el ejemplo del invent.ario, l.as ecuo.ciones del est.o.do 

establepueden expresarse como se muestra a continuación: 

" • "p + " 
p + " p +·rt p 

o o 00 • ªº • ªº 1 10 

" . "p + " 
p ~ rt2 P aa + ,,. p 

• o º' • .. 1 .. 

"• .. rt0 P0 a + " p + rraPza + " p . .. 1 .. 
" . rrOP08 + " 

p • "'1P11 + rr
1

P
11 1 • •• 

l .. "o + " + " + rt • • • 

en ei.::u.a.c:ion•s los valor•~ 

correspon.:tl•n•.es i1. les Pi. i d.1.das en l l. 1n•• .. rí:: de pr1mer p•so. s• 

li.el\e: 



"o . 'º· ºªº'" + C0.632)rt • + co. 308Jrt2 + ce.ºªº' rr. o 

... • • C0.164jn + CO. 308)n· + co. 308)rt • + C0.184)rt• o • 
"t a • C0.369~" o • \: 1:•. 000) rr • C0.'308)na + CO. 308) IT. 

' 
n• a e .:;1, ::tea:> "'o + CO.OOO)n + CO. 000)n

2 
+ CQ, 3158) n

8 • 
n IT + "• + "• o • 

resolviendo las uilimAs cuatro ecuaciones se obli•n• l.a solución 

simuHÁn•a: 

" o 
• 0.028'5 

" • • 0.285 

"• . 0.204 

"• • O. le!S 

Pa.ra c::omprob&r los result.Ados obt.enidos •• puad• encontr.ar 

l.a matr-iz esL&ble, para el •J•mplo la maLr-iz esL&ble es la de 

ocho pasos 

r.260 
0.<!95 .:>.ae4 f).166] 

p• " ::· ;~~ c.zss:: :.264 •:·.166 

""·-· -: .. zss 1:.. 264 •).166 
.;, i?.66 v.2.;5 c1.ae4 ,).160 

g; 



Se puede abserv1.r que se tienen. &pro:<irr..ad.amen.te los mismos 

resull.ados. aunque 5• observa un p•quefto error deb1do al redondeo 

de los declrnalas. 

El tiempo esper~do de recurr•ncia. o bien, •l tiempo 

esp•rAdo para pas.ar del esiado ~. y regresar a •sl• es~~do, esl~ 

dado por: 

n, • _l_ 
,..., , para 1ao.1, .•.• H 

donde µ¡ 
1 

es el t..i•mpo espera.do de recurrencia. 

CEc 3. 3'5) 

P .. r .. el CHO d•l ejemplo del 1nv.nt-.. r10 los t.1•mpos de 

recurrencia son: 

"'ºº 
. __ 1 __ • 

3.!51 sema.na.s 
o.aso 

i-', .. 
& __ 1 __ • 

3. !51 sem&n•s 
o.aes 

"'zz 
• __ 1 __ • 

3.7Q s•m.anas 
o.ª"~ 

u •• & 

__ 1 __ 
& B. oa sem.&na.s 

o. 1 ese 

P.ar.a •l caso del invenl.A.r10. se tiene que, • . .&rd.a.r.a 6. ~a 

sem•r.as pa~a tener ? tcneladis de cemento en almácen. •l fln~l d9 
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EJe111Plo 11 

Una pres., de uso mul tiple tiene una capacidad de 3 unid.o.des. L..a 

dislr1buc1ón d• probAbilid•d d• l~ c•ntid&d de .agua 

que fluye haci.a. la presa durante el mes l para t.•0.1.2 •... 

··= 
Xo • 1.115 

x, • 1/3 

x • • 1/3 

x. " 1.-15 

51 el agua en la pres& excede .a. su capacidad se dej.a que el 

a.gu.a sobrante escurra por los vertedores. Para la generación 

eléclrica se r•quier•n dos unidades d19: a_gua que •• dej.a.n e1curr1r 

.. 1 tinal de cad• mes. Si s~ t.ienen .. nqs de dos unid.a.des 

alm.~~nadas enlonces e• deja escurrir toda el agua .alrnac•nAda. 

Si se su'pon• qu• inicialmenl• Cn•C•) l.a. presa •sl.Á v.aci.a 

calcule la fr.a.cción del li•mpo en que la pres.a est.• v~cia. 

Soluci&n1 

Si Xn design.a. a l.a canlid.i.d d• a.guia .al~cena.d.a en el 

insl.anl• t. despue• d• que •1 agua ha escurrido entonces: 

gg 



"A.:leús: 

Si l& presa. esl& vac1a par.a t.•O, cont.J.nuará yac!& par.a. l•l 

si •ólo fluyen a la presa dos o menos unidades de agua, y& que en 

-t.• caso t.oda ella se deja fluir por el wrt.edor, luego 

P
00 

PCnS21 • X
0 

+ X
1 

• X• 

P0~ 1'"3 + 1/3 + 1-"'I 

pºº 6/6 

Si la presa lien• una unidad de &gua al~cenada entonc•s 

esta.ria vacia. una el&p~ después si sólo fluye a• la presa una o 

menos unid.ad•• d• ~gu.a; est.o es:. 

P,o • PCnS11 

P,o • X + X • o 
p 

•O 
.:a 1,-e. 1/3 

P,o • 1 "'ª 

y de la misma. mAnera. se obt.i•n• 

P
10 

• PCn.:a3J a x
1 

a 1 -e 

P
1

, 111 PCn+1~2J • X
8 

•Y.a • 1 1 '3 + 1 ··'3 • 1...-a 
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Cbservese que sólo se tienen los esta.dos O y y& que 

•st.a.ndo va.ch. l.a. pr•sa, p.a.r& t••:· n::> puede h.a.ber un.a. urúd.a.d de 

a.Qua almac•nada. despu9s d• qu• el agu.a. ha escurrido. Luego Xl es 

un,a c.,dena. de ~ri<ov con prob.a.b1.1.id.a.des. de lransición d.a.d.a.s por 

l.a. 1T1a..• .. riz: 

p' " • [5 ·'6 1 ·'6J 
1/2 1"2 

Para calcul,ar las probabilidad•• limil• •• encuentra. la 

prob.a.bUid.a.d p.a.ra el •stado •stable, •mpl•ando las ecuaciones 

3.33 y 3.34, S• tiene 

cuy.a. solución •s 

n
0 

• 5,..15 rt
0 

+ 1.~ rr
1 

rr, • 1 /6 n
0 

+ 11"'2 n, 

1 • rr • 

n
1 

• 1 ... ·4 

En promedio 14' pr•sa. est ... .a.ri V.1.cia 75~·•· de l.a.s veces .que se 

observe a, en otras p.1.l.a.bra.s.si h.a. t..r.a.nscurrido un lapso 

suficientemente l.a.rgo A part..ir del inicio del funcion.a.miento de 

la presa... ent~ncea l~ p~obabilid~:t de que se encuentre vac1.a. •n 

cualquier Etpoc.i es :te 75!,. 



EJ..,1plo J2. 

Para realizar •l colado d• una gran los• a dos &guas de un 

eclific.Lc s• t..ra.t~ d• describir el c::omport.ami•nt.o d•l sisl•ma. de 

lluvia en esa. ciudad medianle dias en que llueve y dias en que no 

llueve, durante la temporada de Diciembre a Enero, la d•sctipc::ión 

de est.e comport.amJ.•nto puede ha.cera• medianl• un proceso 

t-e.rkoviano de dos estados. S. par~• del conocimiento del 

COlllJ>Ol"t&miento de las lluvias durante cierto número de al'los de 

observación estadisttca. Esta esladislic::a s• resume •n la 

siguiente tabla: 

No llueve S1 llueve Total 

No llueve 10ll4 3!50 13gg 

S1 llueve 3!51 e87 1038 

Considerando las relat..ivas como las 

probabilidad .. d• transición en un pa•o• 

a) Obt.anar la _1aatrh: P de probabilidad da tran•ición •n 1 

paso. 

b) Obt•n•r la probabilidad de pasar del estado .$'( llu- al 

mi • .., estado an !5 di&s. 

e) Obt.an•r la matriz estable. 

SolucJ..Snt 

a) de los dalos se ti•n• 
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[ 

104Q 
pCI> • ~ 

3!51 
1o3B 

1;~~] [ 0.7!5 
ee7 • 103'8 0.34 

0.2'3] 
o.ee 

b) parliendo del estado inicial, y empleando las ecuaciones de 

Chapman-Kolmogorov, s• tiene: 

p' I> • p. p • [º· 7!5 0.251 . [º· 7!5 o. 2"] [º· 647!5 º·=] 0.34 o.ee 0.34 o. ee • o. 47g4 o.!52oe 

p•. p• .Pª•[º· 647!5 
0.47Q4 

o. 3'32!5] . [º· 647!5 
o.!52oe o.47Q4 

o. 3!525]. [º· !5892 
o.!52oe o.eeoo 

0.4118] 
o.uoo 

P" • p• P' ª fo. !5882 
Lo. !5600 

o. 4118] . [º· 7!5 
0.4400 0.34 

o. 2!5] . [º· !5812 
o. ee o. !SeQe 

o. 4118] 
o. 4304 

c) empleando el sistema de ecuaciones 3. 33 y 3. 34 para encontrar 

la matriz estable, se tiene: 

"o • "op oo + ", p' o 

n
1 

• rr
0

P
0

, + rr
1

P
1

, 

1 • tt + n 
o • 

sustituyendo valores s• tiene: 
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• rr CO. 76) + o "• co. as' 

l. • n o 

la solución de este s1stem& es: 

n
0 

= O. !57fl3 

.. la mat.riz estable .. , 

EJe11111>lo 13. 

ro.!S'7e3 
Lo.57e3 

y 

+ " • 

o. 4237] 
0.4237 

Cada año el dueño de una compañia c:onstruct.ora. cambia su 

t.ract.or por uno nuevo. E•coge siempre entre las marcas Komatzu. 

Caterpillar y Tracsa. S. ha visto que sigue la siguiente 

poli ti ca: si ti•n• Komatzu escoge Cal•rpillar; •1 t.ien• 

caterpillar le da igual. comprar otro Cat•rpillar, un Komalzu o un 

Traes&¡ si t.i•n• un Traes& lo cambia por cualquiera de los otros 

do•. 

a) ¿Es este proceso una cadena d• Markov? 

b) Si es, encuentre la probabilidad de que tenga un Komalzu 

•n 1076, Caterpillar en 1Q7e y Tracsa en 1074, si s• sabe 

que en 1Q73 tiene Komat.zu. 

10~ 



Soluci&n1 

a) Las probabilidades de transicicn son estacionarias pues 

la probabilidad de escoger un Komalzu. un Caterpillar o un Tracsa 

dado que li•n• una de esas marcas, no cambia de un año a otro. 

L.a. propiedad Markoviana s• cumple. El que escoja una marca 

delerminada sólo depende del lraclor que li•n• es~• año y no de 

los que tuvo en años anteriores. 

Se pueden definir las probabilidades iniciales como: 

PCX •T.> • O. o 

donde K•Komalzu. C=Cat•rpillar, TaTracsa. 

b) La matriz de t.rangición es: 

IC 

e 
T 

IC 

[1~ 1/2 

c 

1 
1/.3 
1/2 

T 

1~] 

Para encontrar las probabilidades en el año 1075 s• tiene que 

encontrar el proceso •n la segunda •lapa, para esto se li•n•: 

[1~ 1/2 

1 
1/3 
1/2 

1~] [1~ 
o 1/2 

1 
1/.3 
1/2 

o ] [1/3 1/.3 .. 6/18 
o 1/6 

10!! 

1./3 
11/18 

2/3 

1/3] 1.-g 
1/tl 



Para encontrar las probabilidades en el año 1Q76 se tiene qu• 

encontrar el procese •n la tercera etapa, para eslo se tiene: 

1/3 
11/18 
2/3 

De estos resultados •• li•n•: 

PCKomatzu en 1975/Y.omatzu en 1973) 

o ] [ 5/18 1/3 D 14/54 
o 11/36 

D 1/3 

PCCat•rpillar en 1976/Komatzu en 1973) 

PCTracsa en 1974/Komatzu en 11173) 

• p• 

'"' 1 
• PICc 

• P' 
ICT 

D 1 /Q 

• o. 

EJe11plo 1<&. 

11/29 
29"'54 
17/36 

1/9 ] 
11/54 

2/Q 

Un consorcio de la industria d• la conslrucci 6 ha comprado 

cada vez un tractor de las marcas A, e o C según se ve en las 

esladist.icas de las ultimas 26 compras que se muestran en la 

siguiente tabla, en la cu•l se ha señalado con una X Ja marca del 

tractor que •• adquirio cada vez. 

No, DIC WAaCIA DIC Ta ACTO• 
COM .... .. • e 

1 X 
2 X 
3 X 
4 X 
5 X 
e X 
7 X 
a X 
g X 

10 X 
11 X 
12 X 
13 X 
14 X 
15 X 
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No. DI: .. "ªº" DI: TaACTOa 
COlfPaA .. • e 

1e X 
17 X 
19 X 
1g X 
20 X 
21 X 
22 X 
23 X 
24 X 
25 X 
2e X 

S. t.rat.a de un proceso markoviano de t.res estados. para el que 

se pide: Oblener la malriz UPU de probabilidades de lransición en 

un paso. 

aoh.o::idru 

ia.) O. los dat.os se tiene el siguiente cuadro. en •l que se han 

señalado las veces que una compra cambio de una marca a otra o se 

quedo esa misma marca. 

COMPao 

A 9 e 

1 
A 2 ' 3 

B !! o ' 
o e 2 ' 1 

Tomando las !'recuencias relativas como probabilidades se 

t.iene la siguienl• malriz de probabilidades d• lransici6n de un 

paso: 
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Probl• .. • proplM'slos. 

,. . 
: [::: 
c 2/'7 

o 
11./l 

1. En un carril de una a.venida para dar vuelta a la 

izquierda y considerando que el ciclo del semáforo es de 00 

se;undos y que el numero de aut.omóvil•s que arrivan al carril de 

vuelt.a durante el ciclo del semáforo liene distribución de 

Poisson con un parámetro da e automóviles por ciclo. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que lleguen 4. automóviles en 

un ciclo? 

b) ¿Cu•l •• la probabilidad d• que •l tiempo que transcurre 

entre la llegada al carril de un vehiculo y el siguiente 

••a mayor d• 30 segundos? 

e) ¿Cu•l •• la longitud pro~io de automóviles en espera 

para dar VU•lta a la izquierda? 

a. En un aeropuerto int.arna.cional aterrizan 7 aviones cada 

2!5 minutos. las lle-gadas d• los aviones est.an definidas por un 

proceso de Polsson. 

&) ¿Cuál es la probabilidad de que en el aeropuerto no se 

r.Ciben solicitudes de aterrizaje en 5 minutos? 

b) ¿Cual es la probabilidad de que se lengan 6 solicitudes 

en 20 mlnut.os? 

e) ¿Cuál es la probabilidad d• que el aeropuerto t.enga. un• 
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espera de más d• e minut.os pa.r.a. una solicit..ud de 

at.•rrizaje? 

3. Diez vagonesde ferrocarril están siendo atendidas por una 

sola grua que descarga cada vagón y lo provee de una nueva carga 

t.omada de un área de funcionamiento adyacente. El tiempo d• 

maquinado por carga se supon• exponencial con media de 30 

minutos. El tiempo desde el momento en que la grua pone a 

trab.¡.jar una máquina hasta que l• trae una nueva carga es 

exponencial con una ~ia de 10 minut.os. 

a) Encuentre el porcentaje del tiempo que la grúa esta 

ociosa.. 

b) ¿Cuál es el nú-ro esperado de má.quinas que se espera 

•at.9n formadas esperando servicio? 

c.) ¿Cuál eso •l tiempo que espera una máquina antes de 

recibir la carga? 

4. L.os automóviles llegan a una ca.set.a de pago de una 

autopista según una distribución da Poisson con una media da QO 

por hora. El tiempo promedio para pasar por la caseta es de 38 

segundos. Los choferes se quejan de un largo tiempo de espera. 

t..as aut.oridades est.án dispuestas a disminuir a 30 segundos el 

t.iempo de paso por la caseta int.roduciendo un nuevo mecanismo 

automático. Esto puede justificarse si con el nuevo sistema el 

numero de automóviles que esperi1.n excede a 5. y además el 

porcentaje de tiempo ocioso de la caseta con el nuevo sis~•m.a. no 

deberá ser más del 10Y. ¿Podra justificarse la nueva disposición? 
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e. En una obra la v.nt.anilla de paga para los trabajadores 

está operada por una per,:.ona. Tr•lnla lrabajador.s llegan a 

cobrar cada hora siguiendo una dislribución de Poisson. El liempo 

necesario para pagarle a cada lr•bajador sigue una d.J.5~ribución 

exponencial con un promedio de 00 segundos. 

a) ¿Cuántos t.rabajadores se tienen en promedio en el 

sisle ... ? 

b) ¿Cuánto• t.rabajadores •sP9'r&n servicio? 

c) ¿Cu,nto li•mpo pasa un trabajador en el sislema? 

d) ¿Cu,nto tiempo pasa un lrabajador en la cola? 

e. Un sist.ema aeroportuario cuenta con dos pistas en 

paralelo que trabajan en forma independiente. S. ha visto que los 

aviones llegan según la distribución de Poisson con una lasa 

-<!la d• 1!! por hora. El llempo de aterrizaje se distribuye 

•>CPonencialunl• con una raedia de e minutos. 

a) ¿Cu'l ea la probabilidad de que un avión que llega tenga 

que esperar para et.errizar? 

b) ¿Cuál deb9 ser el numero d• pist.as si se desea que la 

probabilidad de que un avión t.enga que esperar para 

aterrizar sea -nor que O. 20? 

e) En •l caso d•l inciso anterior ¿Cuál será. el tiempo 

desocupado d• las pistas? 

7. Una est..ación d• autobuses tiene 3 andenes en la que los 

V11hiculos llegan a razón de a cada hora, por olra parle el pasaje 
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aborda el camión a un ritmo promedio de 1 cada minuto. Se 

considera que los autobuses t.i•nen capacidad para 35 personas por 

lo que e.a.da camión sale lleno. 

a) ¿Qué tiempo deberá permanecer cada autoblls en la 

estación? 

b) ¿Quá liempo pasará entre la 11...,ada de cada aulobus a la 

estación y al momento que se coloca en el Andén? 

e) ¿Cuál deberá ser la capacidad de los aut.obuses de la 

estación para alojar a los que llegan y a. los que est'-n 

en •l andén? 

S. Una empresa de consult.oria en ingenieria civil t.iene dos 

t.erminales de ccmput.adora para realizar sus cálculos. El t.rab.ajo 

de computo promedio requiere 20 minutos de tiempo en la terminal. 

y cada ingeniero necesita realizar algunos cálculos alriededor de 

una v.z cada 2 horas. o sea que el tiempo medio ent.re solicitudes 

de servicio es cada 2 horas. Se puede aupon•r que est.as 

solicitudes est.án dis~ribuidas según una distribución de Poisson; 

si son seis ingenieros en el grupo determinar: 

a.) El número es limado d• i ngeni eros que esper a.n emplear una 

t.•rmi n.a.l. 

b) El liempo lo~al perdido diariamente de los ingenieros en 

la esperando s• desocupe una terminal. 

~. El proceso de descarga de camiones d• volteo se realiza 

por medio de una pala mecánica. El tiempo medio entre llegadas es 
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de 30 minutos siguiendo una distribución de Poisson. La tasa de 

descarga es de 3 por hora. El cost.o de la pala y el operador es 

de 700 unidades monet.arias por hora. El tiempo ociOS!:) de un 

camión y su conductor es de 1000 unidades monert.arias pcr hora 

¿Cuántas palas deberán usarse para mejorar el sistema.? 

10. Una terminal de autos de alquiler de un aeropuert.o da 

servicio a. tres tipos de pasajeros: los que llegan de a.reas 

rurales, los que llegan de areas suburbanas y los viaJeros de 

lránsilo que cambian de avión en el aeropuerto. La distribución 

de llegadas para cada uno de los tres grupos se supone de Poisson 

con t.asa m.dia de 10. e y 7 por hora, respectivamente. suponiendo 

que todos los clientes requieren el mismo tipo de servicio en la 

terminal y que el t.iempo de servicio es exponencial con una lasa 

media de 10 por hora ¿Cuántos puestos de servicio deberan tenerse 

en la terminal de acuerdo a las siguientes condiciones? 

a) El tiempo promi9dio en el sistema. por cliente no excedera 

de 1!5 lllinulos. 

b) El numero de clientes en espera en el sistema será a lo 

má.s 10. 

e) La probabilidad de que lodos los puestos o ternunales de 

servicio no excedan de 11. 

11. El lolal de agua que fluye a una presa cada año n es una 

variable aleatoria Yt con la sigui•nte distribución discretizada 

de probabilidad. La variable es: 
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2 3 4 '3 

p 0.1 0.3 0.3 0.1 0.2 
n 

La unidad usada es un tercio de la capacidad d• la presa. Se 

int.ent.a proporcionar dos unidades d• agua por año a las t.i.erras 

de cultivo cercanas a la presa siempre que sea posible. De no 

existir la presa es claro que el 40% de los años no s• dispondrá 

de dicha cantidad de agua pero en el 30Y. da los años llega.ria 

agua a la presa agua en exceso y t.ambien se deja escurrir hacia 

las ~!erras circundantes. 

a) Calcule a largo plazo ¿Cuál porcentaje del tiempo la 

pr•~a está llena, a 2/3 de su capacidad, a 1/3 de su 

capacidad y vacia? 

b) O.termine la distribución del tiempo t en que la presa 

est.4 vacía por primera vez dado que inicialmente se 

encuenlra llena. 

12. Un consorcio de J.a construcción pos- 300 millones de 

p•sos. Participa cada vez en un proyecto con un tercio de 

probabilidad de ganar 200 millones y con 2"3 de prob;obilidad da 

perder 100 millones. O.ja da participar si gana por lo menos 400 

millones o si pierde todo su dinero. 

a) Describa l;o matriz de probabilidad es de lransiciónen un 

pa.so. 

b) ¿Cuál es la probabilid;od de que participe en más de 4 

proyectos? 
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e' ¿Cuál es la probabilidad de que al final del cuart.o 

proywct.o posea m.í.s d• 400 núllones? 

13. Se desea conservar una carretera . Los esta.dos en los 

que puede estar la carretera son los siguientes: 

condiciones de proyecto nueva 

t.r ansi t.abl • 

deteriorada 

Suponiendo que el sistema queda descrito por la siguiente matriz 

de probabilidad es de transición en un paso; 

p a 
[
o.o 
0.4 
o.o 

0.'3 
o.o 
0.2 

º·"] 0.6 
o.e 

considerando como indice de tiempo el mes. Si se parle de que la 

trayectoria del sistema se inicia en el estado 1 se pide: 

a) Encontrar la probabilidad de que el sistema se encuentre 

deteriorado al final del tercer mes de su lrayeclor1a. 

b) Para el caso de que el mantenimiento que se a.costumbra 

dar al sist.ema permita suponer que durante el +..ercer mes 

se va a pasar de deteriorado a lransi table, calcular la. 

probabilidad de que apartir del cuart.o mes el sistema 

e) Calcular la probabilidad de que el sist.ema sólo pase por 
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•l esta.do t.ransit.abl• una sola vez •n los primeros tres 

nwses d• la. t.rayec.loria. 

d) Calcular la esperanza. del nümero de veces en que el 

sistema. se encontrar'- en el estado t.ransit.abl• durante 

los tres meses de su trayectoria. 
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IV. SIMUL.\CIO:\. 

~os prc~&s~s de simul~c1on son posiblemente l•s h•rra.rni•nl•s 

m4s poderosa.s. ~tlles y popuLa.res en la J.nvest1gac~On de 51sternas 

para la tOllla de decisiones. Para ello se an~lizan algunos modelos 

por medio de la simulación. 

En este c.api.t.ulo se pr•s•nt.a.n los dJ.terent.es Nlodos de 

generación de nu1n9rcs ale•tor.1.os. tunda.m•ntos de la. simulación 

los pasos a. seguir y su a..pli.:.a.ción en a.lguna.s a.r•~s de l~ 

inger.J.erJ.a c1•1il. 

L.\ simula.:.:ién es ur.a. t.éen,L:a hurneri::.fl. •p•ra. lla·1a.r a. cabo 

exp.e. iment.os sob:"e modelos m,aler.'lá.t.1.cos y log1::os que -:fe"Scr1ben •l 

comp.::.rl&nlient.:: del 11st.err.- a lo lJ1.rwo del t.J.ar.,po. con •l obJe•.o 

de es• .. udia.r •l sis•.err.&. , s1nt.en•r que a.ct:..1•r ~obr• •l prototipo 

o sobre el sis~•~~ rea.l. 

La. simul•c:.::::n digil.a.l es un proces~ riumeric::> diser.~do p.a.ri. 

e:·:p•riment...;..r e.!. ::o:np.::>rt..!Lnúent.:::i Ca un si:;t.em.;. en tzr..l. ::::mputa.dcir3L 

di.;J.t.¿!. ~ •.r•· ... ·es del t1.a-mpo. El C-'mport.am.ien.t.~ :t~¡ S!.sl•mA -'"' 

prttSti!'\º.• •n ba..s.• ::le n1o·J~l 1.:s .-:1.a•.e:r.atic 1.JS y 10.;.i.c•J-:.. 1;.;7ri•d·~s. pa1·l. 

tai.l fin. Z.. ¡:-ued• .simular -~ compcrt.ar:u.<étnl.::. :.:!a :.1s• .. a11\.--a 
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económicos, sociales, administrativos. industriales, fisicos. 

quimJ.cos, biológicos, •le. l..os procesos de simulación se pueden 

realizar esp•cialm•n~• •n una compul•dora digilAl. 

L.a simulación es muy útil cuando se dificulta o imposibilita 

la solución del modelo analilico requerido de un determinAdo 

probl•""'· 

Comparados con los modelos .analitic:os y num4ricos. los 

procesos d• simulación present.an ventajas y desventajas. 

l..a simuJ.ación permite estudiar el sistem& real sin 

deformarlo, situación contraria a los modelos analilicos o 

numéricos que requieren la simplificación del sistema real en 

estudio, a fin d• que se apegue a las condicion•s que fundamentan 

la t•oria del sislema en uso, por lo que muchos modelos 

analiticos y numéricas resuelven un sistema. deformado muy l•Jano 

del sistema real bajo estudio. 

Sin •mba.r-go, los proc•sos de simulación no producen 

result.ados ópt.imos, sif\o sJ.mplemen.t..• buenos. Sor. proc•sos muy 

coalo11cs •ri cuant.o al r•qu•f'.inúent.o de t..iempo d• r:::::omput.ador.a, 

n•cesit..an por lo general d• equipo el•r:::::t.rónico sofist..1cado. S. 

consume mucho tiempo en el diseño, prueba. y verific.ación de un 

modelo de simulación y s• requiera de estudios de campo 

int.ensivos para tam.11.iar.lzarse con el. sist.ema real en estudio, 

adeiús de necesit.arse ingenieros con gran expet"i•ncia en •sla. 

ar ea. 
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•· 1 DEFINICION Y OBJETIVO. 

Aunque el concepto de sistema ya se manejó ant.ariorment.e, no 

se l• dió una. definición forsu.l. Por sistema s• entiende. un 

conjunto d• componentes que lnt.eract.úan entre si, COIDC) una 

unidad, para la concecución d• un propósito explicito o 

implicit.ament.e definido. 

En un proceso de simulac16n se deberán definir como minimo 

los parámetros, componentes. atributos, actividades y estado del 

sistema, los cuales son: 

Componente: s• l• llama a cualquier parte imporlant.• del 

sistema Cun sistema pueda t.•n•r varias componentes). 

At.ribut.01 s• refiere a las propiedades de cualquier 

componente del sistema Cuna componente puede t.•n•r varios 

at.ribut.os). 

Actividad: cualquier proceso que causa cambios en el 

sistema. 

Estado del sistema: descripción de los componentes. sus 

at.ribut.os y aclividades de un s:ist.ema •n un d•l•rminado periodo 

de tiempo. 

El obj•livo de la simulación es emplear. una técnica que 
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permita conocer el funcionamiento de un sistema sin tener que 

construirlo. a la vez que ofrece la oportunidad de probar 

diferentes alternativas de solución y adoptar la más conven1enle. 

En casos de sistemas ya existentes nos permite proponer c~mb1os a 

los mismos sin necesidad de experimentar directamente sobre 

ellos. lo cual en algunos casos es imposible y en otros es hasta 

peligroso. 

En las técnicas de simulación no se trata de obtener 

soluciones análit.icas de problemas, sino que, se trata de seguir 

el comportamiento numérico de una serie de elementos 

representativos del sistema a lo largo del tiempo usando sus 

iteracc.1.on•s perfectamente definidas. En general se puede decir 

que la simulación usa los modelo matemático y lógicos como un 

laboratorio d• experimentación. 

La forma de efectuar estos est.ud.1.os depende de la naturaleza 

de los mismos y en general puede ser de tres tipos: 

1. Análisis de sistemas. Se estudia sobre el modelo el 

coinportanúento de un 11i11t.em.a e>dst.ente o propue•t.o; La. simu.laci6n 

ideal seria realizar al análisis sobre el s.lslema. real. lo cual 

en la mayoria de los casos no es posible. dado que la simulación 

es unA herramienta adecuada para investigar el comporlamienlo del 

sis lema. 

a. Dlseño de sistemas. El objet.ivo es dimensionar o 
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establecer un sistema que cumpla con ciert.As condiciones o 

rest.r1cc1ones y que además, sirva a su propósito. El Ingeniero 

propon• ciert.os •l•meont.os const.i t.ut.1 vos y •studia su 

comport.arnient.o por medio de la si•ulación, si esta es adecuada y 

cumple con las restricciones y especificaciones propuestas se 

acepta y en caso cont.rar1o se corrig• y VtJelve a somet.ers• a 

consideración. 

3. Post.ul.a.ción de sist.emas. Es usado principalmente en las 

ciencias económicas y politicas donde se conoce el comport.anú.ent.o 

del sist.ema pero no los procesos qye producen ese comportamiento. 

S. hacen hipót.esis y s• establece un modelo t.ralando en est.e caso 

de ajustarlo a la realidad por medio de una serie de pará.met.ros. 

Una v.z realizado el post.ulado se puede ent.ender mejor el 

runcionam.ient.o del sistema, pr9d.cir •V.nt.os y formular hipót.esis 

nuls refinadas . 

•• 2 MODELOS. 

Con el objeto de poder estudiar el comportamiento de un 

sistema, el primer paso que debe darse es representarlo por medio 

de un modelo. Los modelos no deben ser tan complejos ni difíciles 

como el sistema real, pues no se t.endria ninguna ventaja. Se 

deben análizar modelos más simples que el sist.ema real. sin 

embargo. se deben represenl.ar ad.cuadament.e las caract.erist.1cas 

del sistemA. 
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No exJ.st.en modelos únicos que representen a la realidad. De 

hecho el modelo depende del ingeniero que lo diseñe y por 

consecuencia de los aspectos que int.•rvienen en el estudio del 

sistema. 

L.a calidad del modelo depende d• su simplicidad y su apego a 

la realidad; para lograrlo se r•quiere de imaginación y 

crealividad del grupo de ingenieros. 

No es posible elaborar un manual para la construcción de 

modelos, y de exislir. dicho manual seria contraproducente, ya 

que se restringiria la creatividad del ingeniero especializado en 

diseño. Existe una serie de patrones basados en experiencias 

anteriores que permiten dar ideas básicas para el establecimiento 

de sistemas. 

S. define modelo, corno el conjunt.o de información relativa a 

un sistema que permite su estudio. Una clasificación de modelos 

puede ser la siguiente: 

Estocást.icos 
Estáticos 

Modelos Dinámicos 

[ 

Det•rminisUcos 

Iconicos 
Analogicos 
Simbólicos 
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l.. Nodelos deterministicos. - Donde el resul1:.ado queda 

descri. t.o complet.ament.• •n términos de los dat.os de •nt.rada, es 

~cir. la• relacJ.ones están p•r fect.&ment.• establecidas entra las 

var 1 a.bl" y ni n;:una. de ellas •• al ea t.or 1 a. Su solución rú.s 

adecuada es por medlo de técnlcas anilitlcas. Por e;emplo: los 

prob1•,..• d• programa.ción lineal. 

2. Nodelos estoc,sticos. - Donde cuando menos ~ de las 

caract.erlsticas est' dada por una función de probAb1l1dad. En 

"t.• caso •l uso de t.'6cnicas a.náli t.icas es muy compleja 

req\liriendose el uso d• la simulac:ión para su sclui:.ión. Por 

•J•mplo: los problemas probabilistlcos din,micos. 

3. Modelos estáticos. - Son aquellos en los que la variable 

tiempo no interviene explicitament.e. Las apl1cac1ones de 

programación lineal y no lineal caen en ésta ca.t•goria. L.a 

mayoria de los modelos est.át.icos son det.erminist.icos, por lo que, 

s.e pueden resolver analit.icament.e. 

4. Modelos dinámicos.- Es dond• s• ma.neJ.a.n inleracciones en 

•l t..iempo. Pueden resol verse con modelos an.il 1 licos en algunos 

casos sencillos. Los fenómenos eeon6micos y demograficos 

requieren es~• tipo de madelos. 

5, Modelos ic6nicos.- Son imagenes a escala cuyo problema se 

qui•re resolver. Por ejemplo las tot.ografias. las maquetas. 

di buJos y modelos a es cal.a. de barcos, autómoviles, aviones, 

ean•ln, ele. 
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e. Modelos anAlógicos.- Se basan en la represer.tación de las 

propiedades de un sistema cuyos problemas se pueden resolver 

ut.ilizando ot.ro sislema cuyas propiedades son eq-..:!valent.es. Por 

ejemplo las propiedades de un sislema hidráulico son equivalentes 

a las de un sis~ema eléctrico o inclusive económic~. 

7. Hodelos s1mbólicos. - Son conceplualizaci~nes abstractas 

del problema real a base del uso de lelras, signos. números. 

variables y ecuaciones. Este tipo de modelos son f~ciles de 

manipular y se puede hacer con ellos un gran número de 

•><peri.,.nlos. Un ejemplo de este lipo de modelos lo constituyen 

los diagramas de flujo de los programa.s de computación . 

.. 3 PROCESO DE SI llULACI ON. 

Planificar un proceso de simulación requiere de- los 

siguientes pasos: 

a) Formulación del problema. 

b) Recolección y procesamiento de la información requerida. 

e) Formulación del mode-lo mat.ematico. 

cO Evaluación de las caraclerist.icas de la inforrn.a.ción requerida. 

e) Formulación de un modelo computacional. 

f) Validación del modelo compu~acional. 

g) Diseño del •xp•rimenlo de simulación. 

h) Análisis de resultados y validación de la simul~ción. 

A conlinua.ción se resumen las principales caracterislicas 

asociad~s a cada p~so. 
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For.....i.aci&n del proble ... 

Para formular un problema se requiere identificar las 

condiciones necesarias para que éste exista. Si se dan estas 

condJ.ciones, se empieza un proceso dialéctico i t.erat.i vo entre 

quienes tienen el problema y los que van a construir el modelo. 

Se comienza. por identificar en este proceso dialéctico los 

objetivos y propósitos de las personas que t..i•n•n el problema. 

Estos objetivos pueden definirse mediante los siguientes puntos: 

a) Preguntas que deben contestarse. La formulación del 

problema se realiza con un conjunto refinado de preguntas 

inteligentes que requieren una secuencia lógica. Por ejemplo, ¿Se 

necesita un nuevo aeropuerto en la ciudad de México? ¿Donde deb• 

construirse ese aeropuerto? 

b) Hipótesis que deben ser verificadas o refutadas. L.a 

f'ormulación del problema se efect.úa acept.ando o refut.ando un 

conjunto de hipótesis. Por ejemplo. ¿L.a const.rucción de un nuevo 

aeropuerto en la ciudad de México acelerará el det.erioro •n la 

calidad de vida de sus ha.bit.antes? 

e) Efectos que deben estimarse. La formulación del problema 

se realiza eslimando los efectos que tienen las actividades en el 

sistema en estudio. Por •J•mplo. ¿Cómo afectará al transport.• 
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foráneo el hacho de que el nuevo aeropuerto en la ciudad de 

México se local1ce en Toluca. Puebla o Cuernavaca? 

En est.e paso, la part.icipación act.iva de quienes t.ienen el 

problema, est.o 

estudio, es 

es, 

una 

los que t.ornAn las decisiones en el sistema en 

condición necesaria que increment.a la 

verosimilit.ud de la formulación correcta. 

~colecci6n y procesaiaienlo de i.nfor-cidn requerida. 

Recolección de información es el proceso de capt.t:Jra.r los 

da~os disponibles que se requieren para la simulación del 

comportamiento del sist.ema. Por procesamiento se comprenden las 

actividades requeridas para transformar los datos en información. 

Sin información es imposible simular un sistema. Cuando la 

información es oport.una, veraz, relevante y confiable, se pueden 

mejorar y act..ualizar los modelos de simulación que se diseñan 

para un sistema dado. 

Existen tres posibles f'uent.es para generar la información: 

datos históricos; o series de t.iempo, opiniones de expertos y 

estudios de campo. 

Las series históricas o de tiempo que h.¡,n sido limpiadas de 

irrelevancias, son datos út.iles y de rápido pr-ocesam.iento par-a 

convertirlos en información. t..a desventaja es que su grado de 
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det.a.lle puede est.ar limit.a.do y por lo t.a.nt.o su u~1lida.d es 

solamente parc1a1. 

La opinión de expert.os es generalmente información 

subjet.iva, carente de det.all• y de ut.ilidad minim&, pero es una 

manera barat.a y rápida de obtener ciert.o t.ipo de información 

complementaria. 

Los estudios de campo son el método más efectivo, cost.oso y 

t..ardado, de obt.•n•r la información requerida. Est.a est.rat.egia 

requiere del diseño de una muestra est.adist.icament.• 

represent.at..iva del universo bajo est.udio de un cuestionario que 

asegura la relevancia y confiabilidad de los mismos y de personal 

capa.el t.ado para est.e trabajo. Este t.ema. fué analizado •n el 

capilulo II de esle lrabajo. 

ForlOUlaci&n del ..,.ie10 .. te..ltico. 

Modelar es más un arte que una t.écnica. Resulta imposible 

proporcionar reglas mediante las cuales se puedan construir 

modelos malemá.licos. Se pued•. sin embargo, proporcionar algunos 

mareos d• ref'erencia, que rM.s que definir los pasos de la 

modelación, dan criterios para discriminar la información que se 

ulilizará en el modelo. 

Al modelar se caraclerizan matemát.icamente las relaciones 
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que gobiernan la 1nt.eracc16n de las componentes del sist.emA y de 

sus act.1 vi dades. 

Evaluaci6n de las caracteristlcas de la lnfor1U1ci6n procesada. 

t..os modelos de simulación discutidos en est.e ca.pl.t.Ulo se 

refieren por lo general. a sist.e1U.s di ser et.os estocást.:.cos; por 

lo t.ant.o, la información requerida para simular esos sistemas 

tendrá caract.erist.icas aleatorias. Esto conduce a averiguar, 

ent.re otras cosas, el t.ipo de distribución probabilist.1ca que se 

ajust.a a la información. 

Por ejemplo si el sistema que se simula os una linea d• 

espera. se reqt.tiere verif'icar si las llegadas de clientes o los 

servicios proporcionados t.i•n•n una distribución teórica Poisson 

con media >.., y exponencial con media µ o bien, si t.1en• una 

distribución •mpirica diferente a las teóricas clásicas. 

Para averiguar lo anterior se requiere de la realización de 

una. serie de pruebas estadi st.icas 

entre 

para 

la. 

analizar S1 existen 

dist.ribuciOn empiricA diferencias 

observada y 

significat.ivas 

la distribución teórica supuesta. De no existir 

diferencias estadist.ica- ment.e significativas, se utiliza la 

distribución teórica que generalm•nt.• ya viene t.~bu!ada en 

manuales. O. lo contrario, el comport.amient.o del sist.em.a debe 

hacerse en base a la distribución empírica observad.a., lo cual 

acarrea cierta complejidad. 
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Las diferentes pruebas aux.iliAres para analizar estas 

diferencias eslad!sticas son: 

V Pruebas referenl•s a valores medios (diferencia entre 

medias). 

b) Pruebas referentes a var1aciones (ji-cuadrada) 

e) Pruebas referidas a cont.eo de dalos (proporciones, tabla 

de contingencias, pruebas de corrida • intervalos). 

d) Pruebas no para.métricas Crango, m.dianas, correlación, 

Kolmogorov-Srnirnov). 

Formulacidn de un a:>delo co11pulacional. 

Los pasos a seguir para formular un modelo computacional son: 

a) El.aborar un diagrama de !'lujo que muestre el afecto de 

1 as di f'erantes acti "./'1 da.des sobre las componentes 

i~porlanles de un mi•le-... 

b) Diseñar la programación con algún lenguaje especial 

CGPSS, SIMSCRIPT, GASP, DYNAMO, ele.) o en lenguajes 

FORTRAN o BASIC que son los más univ.rsales. 

e) Probar el modelo computacional hasta eliminar lodos los 

errores lógicos y no lógicos. 

d) Generar resultados. 

En la formulación de un modelo compulacional, se deben 

especificar las condiciones con que se empezará a simular el 
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comportamiento del sistema... Esto es importante. por que en el 

proceso de simulación se distinguen 2 fases: una no est.able al 

principio del ¡:::-oceso y una estable al finali::a.r ést.e. Par.1. 

validar un modelo de simula.ci6n se requiere analizar 

estadisticamente los result.ados de la parte esta.ble del proceso 

en todas las si mul aci ones del mismo. 

L.os formatos de los resul lados de 1 as diferentes 

simulaciones del modelo computacional en un proceso de 

simulación, se deberán diseñar en función de la comunicación que 

se tendrá con los usuar-ios. La presentación de los resultados 

debe ser relevant.e. intelegible y clara. 

Validaci&n del modelo co..,ut.acional, 

Validar un modelo comput.acional Cgeneralmenle for~do por 

uno o varios programas). verificar o reful..ar la existencia de 

diferencias est.adisticamente significativas ent.re los resultados 

de las multiples pruebas de un experimento de simulacion. 

Paralelamente s• comparan los resultados de la simulación con 

series históricas existent..es y se verifica ia exactitud del 

pronósl.ico generado por medio de la simulación. 

Dlse~ de experi-nt.os de simulación. 

Una vez v¿lidado el modelo computacional, se entra a la fase 

de diseño de los experimentos que se requieren simular. Deben 
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definirse las variables y las estructuras funcionales que las 

relacionan. 

Se- eligen las distribuciones proba.bilisticas adecuadas a los 

parámetros aleatorios y sa generan los numeres a.leatórios que d• 

acuerdo a las distribuciones, representan parle del sistema en 

estudio. 

Esta fase ésla intima.mente ligada con el análisis de 

variancia de los resultados de la simulación , que mide el grado 

de asociación lineal entre variables. 

Se debe tener cuidado de no introducir errores aleatorios en 

el diseño de los experimentos. 

An.tllisis de resultados y validacidn de la si-...lacidn. 

El análisis de resultados consiste en recolectar 

sistenálica.m•nle los dalos producidos por la simulación, cálcular 

ciertas est.a.dist.ica.s, y por ultimo, interpretarlas. ' 

La validación de la simulación se lleva a cabo comparando 

tanto la similitud entre los resultados y las posibles series 

históricas que se poseen. como el uso qu• los decisores le den ~ 

ésta herramienta. De hecho, la utilización del modelo por parte 

de los decisores es la validación crucial; de otra forma el 

modelo se archiva o se desecha. 
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6. 6 GENERACIOH DE HUMEROS ALEATORIOS, 

Los numeros alealorios !ion aquellos que tienen la misma. 

probabilidad de ::x:ur~•ncia que cualquier otro. 

f'C x.) "!' 

¡---------------- rango ¡J.e 
var i .abll i dad 

:< 
figura 4.1 

En los procesos de simulación se han venido usando des 

m-'t.odos allern~•.ivos para gen•rAr las sucesiones de nomeros 

alea~orJ.os, estos son1 

1. Met.odos manuales. 

2. Tablas de números aleatorios 

3. Métodos computacionales. 

Los métodos manuales. son los más simples y los menos usados 

por ser muy lentos en el proceso y avaces muy caros y 

dlf.icult.osos. los dispositivos usa.dos; son: d..ldo:;., monedas. 

barajas, rul•t.as. urnas. tombolas y combinaciones de estos. En 

consecuencia se han elaborado programas de cómputo para generar 

lo que se llama. r.•.Jmeros pseudoaleatorios. Les nwneros generados 

por medio de una computadora no son totalmente aleatorios por que 

se ob~ienen de férmulas preestablecidas que cumplen con una serie 

de pruebas esla::Ll.slicas de aleatoriedad; por está. razón a estos 

numeros se les llama pseudoale~lorios, 
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S. puede obt.•n•r t.ambién números aleatorios torna.ndolos d• 

las ~a.blas de numeros aleatorios. los cuales sosn creados usando 

meea~smos electromecánicos. Su dificultad esriba en que no se 

pueden guardar en los disposilivos magn•licos de memoria de las 

comput'-&doras, dado que consumen mucho UespacioU •n iA l.n.1sma. 

U m:..yoria de los mét.odos para. generar números aleatorios 

son it.era~ivos. Obteniendo un nu..,ro pseudoaleatorio •• genera el 

post.er1or. 

S. llama periodo del llWtodo al n~mero de elementos generados 

que se obt.ienen hasta repetir la semilla. Es deseable que el 

periodo sea lo más grande posible para que noexista una 

repet.1c1ón ciclica da los nt.ímeros dentro de un proceso de 

simulación. La semilla es •l nt.íb9ro seudoaleat.orio con que se 

inicia el proceso. 

Algunas técnicas para generar nü ... ros se describen a 

cont.1 nua.ci ón. 

Mllodo del cuadrado .. dio. 

E~te mé~odo es muy simple de aplicar y se pueden obt.ener 

nú-ros de 2 a 8 digilos dependiendo del requerimienlo para la 

simulación del sistema .Los pasos a seguir son: 
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Pa&'O z. Elegir un número decimal de un número par en digilos 

meinor que 1 t.om.ando al .... zarº. el cual serii l._ semilla de los 

números generados Cgen•ralmente un nú~ro de cuat.ro digit.os). 

Pa.so a, El nU.nwro aleatorio siguienl• se obli•n• ele'Jando al 

cuadrado el ntimero ant.•riorm•nle obtenido Ccomo decimal). tom.a.ndo 

los digllos de en medio en número por. 

Po.so 3. Repelir el paso 2 hasla definir un ciclo, es decir, 

hasla oblener •l numero del que se parlió. 

EJeJIPlo 1, 

Oblener 10 números alealorios partiendo del número 1•49, con 

el lllélodo del cuadrado medio. 

Soluci&n1 
X = 0.144Q 

x• 
o • C0.144!il) 1 . 0.02049601 .. x • 0.09Qe 

Kª 

' 
= CO. OQQe>' = o.oogg201e .. )( • s O.QQ20 

Kª • = CO.QQ20) 1 = O.Q840e400 .. X • = o. o&Oe4 

x• • = co. o&oe4'ª a 0.16516090 .. X = o. 5160 • 
x• • • C0.51!50) 2 = o.aeeas500 .. K,, = 0.6256 

x• 
" 

= co. 6256) 2 = 0.39137536 .. X = 0.1375 
d 

x• 
d 

co. 1375)ª = 0.01890625 .. X 
7 

0.8906 

x• 
7 

co. 800!5' 2 = o. 7931!5836 .. X a O. 31'58 • 
x• • = C0.3168) 2 0.10036224 .. X = 0.0362 

p 

x• .. co. 0362). o. 00131044 .. X 
'º 

= 0.1310 
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Moltodo congr,.ncial .ultiplicativo. 

E$t.• =-'t.odo genera los números part.iendo de un numero 

inicial •SCC9ldo aleat.oriament.• mediante el metodo sigul•nt.eJ 

Paso s. Tomar un número inicial (como senulla). 

Po.so a. Multiplicar el número generado por la const.anle uau. 

Paso 3. Comparar el resultado con el numero base m, si el 

producto result.a ser mayor que m. se le rest.~ n v.ces m a as• 

producto h._st.a que sea menor que m, y est.e será el numero 

generado. En caso de que el producto sea meinor que el módulo m 

ese será el número generado. En et.ras palabras. •l número Xn•t s• 

puede obtener dividiendo •l producto de la constante U&U por el 

número generado ent.re la const.ant.e m. y obteniendo el residuo 

como el nuevo numero generado. La •:<presión con que se describe> 

este método es la siguiente: 

CEc. 4. D 

La variable m deber~ ser un numero primo y deberá tener como 

raiz primiliv~ el número 2. El signo U.U se lee congruencia! cm. 
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EJe111>lo 2. 

Generar los números alealorios correspondJ.ent.es a un cielo, 

con el mtit.odo congruencial mult.iplicat.ivo, de acuerdo con los 

siguientes da~:s: a # e, m= 23, X
0 

• 13. 

Solucl.Sn1 

Elnpleando la ecuación 4.1, se tiene 

x, a e -:13) Cm6dulo 23) • 3.C23)+0g • X • og • 
X • e .cog) Cm6dulo 23) • • 2.C23)+08 .. X • • 08 

X • •e.coa) Cmódulo 23) • 2.C23)+02 • X • 02 • 
X • • e .co2) Cmódulo 23) • O.C23)+12 • X • 12 • 
X • e ·Cl2) Cmódulo 23) • 3 .(23)+03 • x,, • 03 .. 
X 

d 
a e.c03) Cmódulo 23) • O.C23)+18 • xº • 18 

x, a e .c18) Cmó<lulo 23) • 4 .c23)+1e • x, • 1e 

x. • e .ete) Cmódulo 23) • 4 .(23)+04 .. x. • º" 
X a e.c04) Cmó<lulo 23) • 1 .(23)+01 .. X • 01 .. .. 
x,o a e.coD Cmódulo 23) • o.C23)+Qe • X • 

'º 
ce 

x .. • e .coe) Cmódulo 23) • 1 .C23)+13 .. x .. • 13 • 

• •• rep1t.e el cic:lo 

El periodo •• d• 13. 

Mltodo congruencial lllU.lliplicalivo niixlo. 

Este rnet.odo es muy similar al método congruencial 

mulliplicat.ivc. En este caso se suma una constante al producto de 

aXn' l• expresión que representa esto, es: 
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xn .. ' ¡¡ axn + c (módulo m) CEc. 4. 2) 

EJ•ioplo 3. 

Obt.ener los números pseudoaleatorios que se generan con el 

método congruencial mult.iplica.livo mixt.o con los siguientes 

datos ; a = 1, X
0 

= 3, e == 5 y módulo = 10. y obt.ener el periodo. 

Soluci.Sna 

Empleando la ecuación 4. 2, se tiene 

X ¡¡; • 7 .(3) + 5 Cmódulo 10) .. x, = " 

x. E 
7 ·'"' 

+ 5 (módulo 10) .. x. = 7 

x, .. 7 .(7) + 5 Cmódulo 10) .. x. - 4 

X " • 7 .(4.) + 5 (módulo 10) .. x, = 3 

Es necesario que los números pseudoaleatorios cumplan c~n 

los requisitos minimos, para poder ser empleados la simulación. 

Estos requisitos se enuncian a cont.inuac16n. 

1) Deben seleccionarse de una dist..ribución uniforme a un 

nivel de s1gnificanc1a adecuado. Para la determinación de este 

requ1sit.o se emplean pruebas est.adist.icas como la Ji-cuadrada. 

2) El orden de su secuenci.1. debe ser alea.t.orio. Para la 

det.ermi.nación de est.e requisito se emplean pruebas estadist.icas 

similares • la de la prueba ant.erior. 
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Prueba Ji-cuadrada. 

Esla prueba sirve para verificar o negar la hipót.esis. Un 

conjunto de observaciones provi•n• de una dist.ribucuón uniforme. 

El esladist.ico que s• usa en est.a prueba es X~. La secuencia a 

seguir para la aplicación de la prueba •~ la siguiente: 

Paso z. S. ordenan los números pseudoale.a.t.orios en forma 

ascendente. 

Paso a. S. obt.1enen k int.erva.los de clase ig:ua.les para los 

rangos que son sucept.ibles de obt.enerse Cse recomienda que el 

número de int.ervalos sea ent.re 6 y 15), 

Pa.so :J• Obtener la frecuencia observada para cada intervalo 

CFO), 

siguiente expres16n: 

CEc. 4,, :3) 

donde, N es el t.a~ño de la. muestra y n es el numero de 

subl nt.er val os. 

Pa.so 5- Obtener el est.adislico X~, con la siguiente fórmula: 
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CEc. 4.4) 

Paso 6. Obt.ener x• ' 
CLCn-u 

la cual rapresenla a la variable 

ji-cuaadrada con n-1 grados de liberlad y un nivel de 

slgnlricancia a, Clabla 4.1). 

Crilerio de decisión: 

Si x: > x:._, n-a > se rechaza la hipótesis, por lo que se dice 

que la muestra no proviene de una distribución uniforme. 

Eje..,10 4. 

Compruebe n.dlanl• la pruel>A CJi-cuadrada) la 

aleat.orittdad d• los núm.ro• pseudoaleatorios obtenidos en •1 

ejemplo 2, complementando con los siguientes datos¡ n • ' y a • 

0.60. 

Soluci6n1 

Ordenando los números alat.orios obt.enidos en el ejemplo 2, 

en forma ascendente se llene: 

2 3 4 6 e g 12 13 16 1e 

los intervalos de clase se clasifican entre el cero y el 23, por 

ser los limi les del rango de variabilidad. Tomando e int.ervalos 

138 



de clase, y haciendo una. tabla. para simplificar ca.lculos, se 

tiene: 

\. n\ ~{~:¡o d• ~t=~~~~á~°' CF();.) , r.::~~~a~ o. CFEl) xª 
oL 

o.o - •.e ¿ 2.2 1. ¿73 
¿,7 - Q.2 3 2.2 0.2Q1 
g,3 - 13.9 2 2.2 0.192 

13.Q - 19." 2 2.2 0.192 
10.e - 23.0 o 2.2 2.200 

de la tabla ¿,1 se obtiene X m 3. 367 
º·"·" 
se rechaza la hipótesis, y se dice, 

que los números obtenidos no provienen de una distribución 

uniforme. 

Prueba de la corrida. 

Una .. corrida .. se def"in• como un conjunt.o de nUmeros que 

aparecen orden&dos en forma monót.onica cr•ci•nt.e o decreciente. 

Por ejemplo; 03, 23, 57, Q2, gg contiene una sola corrida, 

mientra• que 03, QQ, 23, Q2, 67 cont.1ene t.res corrida.11. S. 

utiliza el signo + para identificar que e! núm•ro que aparece a 

la derecha es mayor, o el signo - si es menor. Se t.i•n• para el 

03, 23, e?, Q2, gg, • +, +, +, + 



03, Qg, 23, 02. e7 .. +. - ..... -

s• puede observar •n el segundo ejemplo que se t.i•n•n t.res 

cambios de signo, y por lo ta.nlo tr .. corridas. 

Esta prueba se basa en el supu .. lo de que el número de 

corridas es una variable aleat.oria dist.ribuida en forma normal 

con media y varianza conocidas, y un t.a1&&ño mu .. t.ral .ayor de 20 

n\lll\eros. 

L& prueba consist.• •n lo •iguiant.• 

Poso s. S. s•l•cciona una muealra de la.maño n Cn > 20). 

Pa&v •· Se definen con los aignos + y - la• poaibl•• 

corridas. 

Pa- ;s. Se define al .. tadistico r como el nú-ro de 

corridas. 

Paso 4. Si n > ao, entonces r se aproxima a una distribución 

normal con media: 

- 1 XCr) a 3 C2n - 1) CEc. 4. !5' 
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y varianza.: 

VarCr) • ~O Cien - 2Q) CEc. o&.e) 

El crit.erio de decisión, es que se acept.a la hipót.esis, que •• 

ajust.a a una dist.ribución norBlal •1• 

( 
r - XCr) ) --'"--'"- s z S1-

2 /varCr) 2 

( 
r - XCr:> ) 

donde Z est.' t.abulada en la dist.ribución norma.l 

/ VarCr:> 

CTabla '· 2:>. 

EJ•111>lo 1!1. 

Al generar 20 nW!leros aleat.orios del ejemplo 1, det.erminar 

si es una secuencia. de números aleat.orios con la. prueba d• la. 

corrida. 

Solucidna 

La secuencia d• números que se obtiene en el •J•mplo 1, es: 

ogge ggao &oe& e1eo e256 
+ + 

13'r.'I 8QOe 31ee 03152 1310 
+ + + 

71e1 27gg 934., "223 72!57 

+ + 



e640 0896 8028 1331 

+ 

S. li•n• r • ¡3 ~orrid~s 

la rned!•. empleando la ecu&ción 4.5 es: 

XCr) =+can - 1) • + C4o.- 1) • 13 

y l• v~rianza empleando la ecuación"4.e es; 

VarCr) • ~O CHln - 2Q) ~O C320 - 2Q) • 3.23 

para l• ecuación 4.7 se ti•n•1 

r-XCr) 13-13 
•· •·o 

d• l& l&bl& 4.2 se obtiene: 

ZCO) • O. !SO 

con un niv•l de signific.anci& de 0.10 se lien•1 



austituy•ndo valores. •• tiene: 

q. 05 o. 5•.) ·: c. ~5 . 

6. 5 GENERACI ON DE OBSERVACIONES ALEATORIAS, 

El comport .. nu&nto de los fen6menos .. simul .. r puede aJust .. rse 

a una distribución de prob .. bilid .. d conocida. Si se tiene este 

d.at.o se puede simul .. r •l comportamipnt.o de¡, sistema A través del 

.t.i•mpo. siguiendo el mét.odo descrito .. continuación. 

Paso z.- Enccnt.rar la función de distribución acumu1 .. d .. 

FCxJ•PCxl donde x es un.a. •J'a.ria.ble a.le-..t.oria. que int.ervien• en l.a. 

función. Se pueda h&cer escribi•r.·jo La. •cu•ción pa.rA c~d& 

función, o bien. tr&:a.ndo l.a. grAf ic.a. de l.a. !unción. o 

desarrollando una. •.-.bl.a. que proporc1on• el VAlor d• x p.a.ra 

valores uniformemente esp&~ia.dos. 

Pa.sa a.- .:;ener.a.r un núm•ro a.le¡.tcrio •n• .. r• O y l. Est.o se 

hAc• obt..en1endo un número .a.lea.torio que teng& •l .número dese.a.do 

de dig1tos :incluyendo los c•ros & !.a. i::qui•rda. sJ. los h.\y) y .a. 

c:ontir.uAción. ccloc•r un punt.:> de•..:i!=i•l, •l principio. L.os numeros 

&le•tor.Los pu11d11it1'\ ser t.·om.1dos de l•s t • .1;.bl-.3 dez:ri• .. •s •n· el 

c:.a.¡:i1•.ulo II. o d• :t.r•s t.a.bli.s. o bien. g•nerarlos ::on los 
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Paso 3.- Igu .. 1 .. r PC:d o.l numero d•cimo.l al•&lorio •nt.r• O y 

1 y ¿espej.a.r :e. Este v.a.l:lr d• :< es l& obser,v.¡,eión a.leiAtori .. 

des••d .. obten1d& .. p .. rt.i" de la distribución de probab1lid•d. A 

est<il pr xeso se le ;::or,,.;..::e .::o:r • .::> t.: ansf'orm&dA inversia.. 

Cu•ndo np es posible ane~nt.rar lia t.r&nsformAd& J.nv8rsa. y se 

emplea una gr~fi.::a. qua representa la función, se sigue el método 

que s• muestr& en la gráfica 4.2. 

·, 

Figura ~. Z· 

Cuando la dislribueión d• probAbilid .. d d&dA es eont.inuA, en 

reA.lJ.d&d el procedimiento que -.::AbA de describirse proporciona 

una. a..pro:--.1m•ción de est. •· dis•.ribuc::J.on di ser•• .. a cuyos puntos 

esp&.:•a.dos de m~neriA 1rre¡;'Jl.a.r • .. 1ener. prcba.bil1do.d~s iguar.les d• 

c.:tJrren.::ia. . Sin err.b-rgo. esto no es pArl-icularnuant:• Cier~o. por 

que :.e pue..:t.e h•c•r la a.p:" ~:·.:.i n~.::1 ~n t..a.n •:·:Act..a. cc:no se d•$••· 



Aunque el procedimie!'t.o sem1gr.á.tico empleado en 1& figura. 

··4.2 resullA conv•niente 51 la. simul&ción se hia.ce m.anu&lment..e. L.a. 

compu• ... dorA di¡;¡HAi debe recurrir A Algun p~ocedimiento 

Allern•livo de generación de nümeros alea.t..or1os :en V&rios 

A ccnt.ir,u~ción se muestrA l& • .. r•nstorma.da. inversa. de la.s 

dislribucioneS más usa.da.s en los procesos de simula.ciOn. No se 

muestra el detalle de como se pAsa de FCX) a F-'C)'J. 

Distribucidn exponencial. 

Se& )1 unA. va.ria.ble •lea.t.ori& distribuld,a exponencia.lm•n~•· 

con media 1-··>..; su función de densidAd es: 

...,.,., 
t'C:<J • -:.e • 

y su distribución de prob .. biliod&d &cumulada es: 

FC><J • 1 - •_.,.. 

Ent.onc•s 

:< • - + In Cl-).) 



Dislribuci&n normaL 

Sea. ;e una. ·ra.ri.a..ble .a.le.a•.:::-1&1 con dislr1b'ución normal con 

nwdi• ... y '-"&rl,anc:.a -;2 ; su dens1da.d es: 

Entonces. si 

"' . 

a 
'--~-·-·-·---"~' -) __ .;;.... __ • z aª 

a ..¡;:;; 

ECxl • u y 'larC:ó • aª 

µ•O l• función 

~ Cy -h."'2) ;:¡;L !. • 

"•& ..¡ nc-1-) 
12 

inversa. es 

donde y
1

• y
2

• Ya•·., .:in son .va.ri•:bles a.le.i.lorias indep•n::!iente ... 

con di st.r1bueión uniforme en •l int;,,r·.r·lo ( .").11. Es recom~ndAbl• 

qtJe n sea r.i.a.yor o i;ual a. 1~1. S1 se ::!esaia. una. vari •ble «lea.tor i-. 

ccn ::U.s;•.ribu-::i::>n N.:.rmal con una. medl¡. y •1arii..nza .cualquier.a, IJ. y 



... 
X. F-'cy1. Ya·· ..• yn";J • c .. ~,yl-es;a+µ CEc • .i,,g) 

Dlstribuci.ln d• Po1sson. 

Sea :{ un¡. ·.·o.:-u.bl• ale ... to:-i• dl.:c:-et ... , con distribución de 

Poisson con medl.á >..: 

donde 

ECic) • >.. y '11.rC:.ó • >... 

La runcJ.6r. inversa se obtiene for~ndo p:-oduelos de 

v .. ri•bl•s &leAtor1 as uniform•m•1'te d~ stribuidas 

denot..ad&s por ·y, h•st.& que es• .. • product.o ;.e.. i::nenor 

~Ec. 4. i ·~; 

que 

t0,1l. 

->.. 
• ' •a 



Ejeioplo 6. 

Se ha vist.o est.adislica.ment.e en la caset..a de cobro de una. 

.autopista que les veh!cUlos .a.ut.omolores llegan con distribución 

Norrn¡.l en prcmed10 uno ca.da. minuto. con un~ di'Spersion de O. 75 

minut:::is por vah!.culos. T.ambiwn mediante l9enic¿s Gstia.dislica.s se 

ha detern~nadc que ~n promedio perm•necen 30 segundos e!ec~uando 

el pago con distribución exponenci,.l. Se pid"! delermina.r el 

número de caselias de cobro que hacen falt.a s~ se desea. que en 

promedio un automóvil permanezca más de un minuto haciendo cola. 

Simular el problema. haciendo uso ·de un.a sucesión de númerQs 

·~le.a.t.orios. 

Soluci&n1 

Para resolver est.e problema de simulación se consideran dos 

et..a.pas. La primera. que es l.a de prepar.ación de la inCorm.a.ci6n. 

consiste básicamen~• •n transform&r la sucesión de nümeros 

&l•a.lorios a obserY.a.clones al•.alorl-As con las ·dist.ribueione'S de 

· prob,.bilida.d especificadas •n el problem.o. ·La. segunda. es 

propi•m•nl• i .. simul.a.eión, donde s• m.a.nej.an las observia.ciones 

.11.lealori.t.s de tal m.a.ner.a. que numerlc::.a.ment• r•pr•senten el 

t'enón1eno fisico que .s.• in•.•nla. simul•r. 

PP.IHEP.A ETAPA: 

O.tos: 

Cistribución de lleg~das norma.l :en 

media : 11 • l. 00 minutos. ·,.ut.o 

var.1..anz• : a = O. 7'3 minut.os ... .a.ut.o 
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Distribución d• tiemp"' de pago Cservicio) 

exponer\cial con 

pa.rá.metro ~- • a. 00 aut.:>s,"m1 nulo 

de tipo 

Par• transformar los numeros .. 1eatorios con distribución de 

probabilidad unirorme, en obser v.a.ci ones ale&lor-1 .. s con 

distribuciones normal y exponencial: se h&c• uso de l.a.s funciones 

"de distribución &cumul&d .. s de tipo normal y exponencial 

respeet.ivament.•. 

En el caso caso de l .. distribución normal se procede de la 

slgulent• m&ner .. : 

1. - Se considera l .. gr.1'.tic.l de la. d!.str!.buc!.ón normAi 

acumulada NC0,1). 

a. - Se selecciona un numero alea.torio entre cero U)•U uno. 

3.- Se lr•za. una par•l~la a+ •J• i que pAsa P?r el punto y 

h.a.st..a. int.ers•::t.ar .. la.. curva. 

4.- proy•-:t.a. or togcna.l m$n+.e .. 1 eje horJ.:ont .. 1 

corresp::indier.do .;. un valor =· con el· que se entra .ai. la.s •.a.bl.as de 

l& dlstribuci.ci;i •cumul•d• HC•:i.1' Ct.c.bl• 4.1) de donde se -obtien.at 

•l v.t.lor d• =· 



:;, - Se obli•n• la obs•rvacion X con nCµ,u) de la. si¡¡uienle 

X ,. + .:rZ 

que proviene de: 

z • ..!....::...H.. 
a 

En ·el c"'so de l"' distribución exponencial es f"'ctibÍe 

Cbt.•ner an.a.liticam•nle l.a. función inversa de l., distribu!:::ión 

acumul•d.a., por lo t&nto se t.ien•: 

di'stribución exponencial acumulad& 

'i • 1 ->..x -· 
J.nvers• de la. distribución e:-:p:r.enci•l &cumula.da 

X • - + ln(l-1J 

donde .., son núrr,er-os ale.a.•.cri~s •nt.r• c•ro y uno. 



NUM~f~ATOR10IV.A. ~g~M~l~T~llMii~~¡v.A.~~~o~l=~tl~~c¿~=VICIO 
11 

'{ o .. y: 1 z .,,.z x~ 1-Y lnCl:-'D ' x. 
C6 1 

C'. ''° 1 -1. 55 -l.16 -0.16. 0.94 -0.06 0.03 l 
22 1 ·:. 22 1 -c. 75 -0.56 l .. U 0.79 -0.25 0.12 2 
g; 1 ,;, ;7 l. a;;; l. 42 3. 42 0.03 -3. '31 1. 7'3 3 1 1 
65 1 .:.e5 1 .; .. 45 o. 34-1 4. 34 0.3'3 -1. 05 0.52 4 
;¡5 1 : .. os 

1 
l. 75¡ ~. 311 e. 31 0.05 -3. e::. l.'50 5 

6~ <:.e·: 

1 
Q. 29j ·?. 2l e. z.1 O. 4C• -·?.sa 

r 
C.46 6 

61 i .:.. 61 o.2gl º·ªªl. 7.22 0.39 -0.94 0.47 
1 

7 
23 : • 25 -.: .. 61 -;., ~6 i". 34 0.72 -•). 33 0.16 a 
66 i v.66 1 ?.41 v. 311 9.31 0.34 -1. oe <::'.54 g 
43 0.43 1 -o. 19 -o. 14 Q,86 0.57 -0.56 0.28 o 
7'3 o. 79 o.6;;.a Co,52 11.52 0.2'3 -1. 39 o.eg 11 
66 V.613 0.41 0.31 12. 31 0.34 -1.00 0.54 12 
3Q 0.3Q -0.28 -0.06 12.31 o.e1 -0.49 0.26 13 
22 0.22 -0.75 -0.56 13.44 0.78 .-0.25 0.12 14 
30 0.30 -0.50 -0.38 14.63 0.70 -0.36 0.19 16 
ge 0.96 1. 73 1. 31 17.31 0.04 -3.22 1. 61 \6 
82 .;,.a2 O.Q4 0.71 17.71 0.18 -1. 71 0.86 17 
72 0.72 0.5Q 0.44 19.44 0.28 -1.a7 0.64 19 
'34 '=" 34 -o. 45 -o. 34 18.66 0.66 -0.42 0.21 19 
03 0.03 -1. 8'5 -1. 3g 19.61 O.Q7 -0.03 •).02 20 
g3 C.Q3 1. 50 1.13 22.13 0.07 -2.66 l. 33 a1 
37 0,.37 -0.32 -0.24 21. 76 0.63 -o. 46 0.23 ªª 37 C•. 37 -0.3?. -0.24 22.76 0.63 -0.46 0.23 23 
1.4 •). l~ -l. 05 -o. 7\;I 23.21 0.86 -0.HI Q,08 24 
ge ~1.i;S 2.10 l. 59 26.58 0.02 -3.Ql 1. ge 2'5 

OBSEP.VACIOllES: 

:<n. = P.epresenta el t.iempo d.• lleg.,da., el cual no puede ser 

neg.a.t.ivc., por lo que la primera. observa.ción equiv.a.le .a. l•n•r el 

inicio. d.ado qu• es el único valor n•gat.ivo y s• encuentra 

pró:amc a cero., en otro e.a.so· se desechar!~ la observ·-.eion. 

N = th:ur,ero d• obs•r"·•c.t.On. 

SEGtn:CA ETA?A: 

~'" o1slA e• . .a.p.a. se rt!present.;... el fen~meno .a simular A p~rti:-

de l Jr.s ·.:bserva·.:1.::-r..¿,s ..:iblwn1da.s ar:.t . .;ri.ormant.e t .. enien:k:>s.a q•.Je: 
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C&Set..-. d• cobro de un •utomóvil, :iistribuido 

Norm&lm•nt.• en minutos. 

XY s Representa el tiempo de dur•eión del serv1c10. en este 

c•s~. el ~lempo que permanece el ~uto pagande lA cuota. 

d1s• .. r1~·...tidc e:·:ponenci.a.lment• en nu.nu•.os. 

Por tanto. en esta el¿pa interesa encontrar el tiempo 

promadio de espera en la cola d• un auto .para pagar su cuot.a, 

par• lo cual se puede seguir •l pro~edim.iento siguiente: 

1. - Ordenar el t·iempo d• llegada xn •n orden ascendente 

&sociAdo a cada tiempo de llegada su tiempo de servicio obtenidos 

A~os par& •l mismo numero aleatorio Y. 

a.- El menor Xn cor~esponde al.tiempo Q• entrada a la ca.set.a. 

del primer auto. al cual s• l• sumará el tiempo de servicio, 

obteniendo asi.•l tiempo de salida d• la caseta: 

4. - S. r•p.i • . .ai el p,a,so 2. U '.ttif.::e• obt.r,,nier1doi.~ • .a.s1 l~s 
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5 .... :;otener •l pro~ed:io dé X~" p.ArA. U obs•rv.ac•on.as p.a.r• 

m.;.yor f&cil1d•d se puede construir le si9ui•nL• L~bl.a.: 

fC~~~D~E¡r¿f~~~D~E!l~~~~gAoE DUll~lU.~~l8EL Tll~l:~D~E Tlff~~A~E 

l o.oo ''·ºº 0.03 0.03 
i! l. 4.¡. 1. 4.¡. 0.1i! 1. 5e 
3 3. 4i! 3.42 l. 7S 5.17 
4 4.34 5.17 o.sa 5.eg 0.93 
'!3 "· i!1 "· i!l º·"" e.e7 

" e. 31 13.67 1.50 9.17 o.se 
7 7.i!2 8.17 0147 e.e.i. O,QS 
8 7.54 8.64 0.15 e.so 1.10 
Q Q. 31 Q.31 0.54 Q.85 

10 Q.80 Q.80 0.29 10.14 
i.1 U.52 11.52 (.¡,5g 12. 21 
12 12. 31 12. 31 0.54 12.85 
13 12.Q4 12. '"' o.2e 13. lQ 
14 13 . .¡.4 13.44 0.12 13. 56 
15 14.03 14.03 :).18 1./..81 
16 17. 31 17. 31 1. 01 18. Q2 
17 17. 71 10.i;i2 o.0e llól.78 1. 21 
18 18.44 l.Q,78 o.e4 ·20. 42 1. 34 
1Q 10. e1 20.42 0.02 20. 44 1. 81 
20 18.1515 20.44 o. 21 20.155 1. 79 
21 21. 76 21.76 0 .. 23 21. QQ 

22 22.13 22.13 1. 33 23.415 
23 22.715 23 . .¡.5 0.23 23.5Q 0.70 
24 23.21 23. e;;i 1), ·)B 23.77 0.48 
25 j 26.58 25.58 i. ~e 2a. 5.¡. 

.,. 

10. 513 • :>. 42 ir.inut¡:is : 1 nJ.n<lto 
~ 
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Eje111plo 7, 

El av•n=• en ~•rraceria.s mensualmente en ~a construcción de 

W\a earret.er¡, se d•con u.na. medi& deº X • 2 i:m •• dlslribuy.ndosa en 

forma d• Poisson. Simular 12 mes•s. iCuan~o avan~~á? ~En cu~ntos 

dla5 ll•9ara • l~s ZV kilómetros? 

Solucidn1 

Para resolver este problema de simulación se consideran dos 

etapas; la primera, qu• es la de la preparación de la 

información, la cual consiste ba~ica,..nte en lransformar la 

sucesión" de números alea.t.or1os a observaciones al•&t.ori.as con 

dis+.ribución de probabilidad especificad¡>. en el problema y, la 

segunda. que es propiamente la simulación, en dond• se manejan 

las obs•rvaeiones aleatorias • d• tal M&n•ra que nurneri<:.a.inent..• 

r•presenlen el fenómeno fisico qu• se inlenta simular. 

PP.IMEP.A ETAPA: 

0..1.os 

Ois~ribución de Polsson con: 

J11edla1 ~ • é! km. 

Far• tran~rorm.&r los numeros al•alorios con distribución d• 

probabilidad constante, en observ~ciones con di5tribuc1ón de 

Polsson. se hace uso de la funci~n de distribución de PoLsson. 



1. - S. cdcula. la. 9r.f.tica. de la dlst.rl.buc16n acumulada de 

Poisson, 9r.f.fic& 4.3. 

:-: 

0.135 o .. Vie o.en o.8!57 o.Q47 o.ge3 o."'°5 o.ggg 

Ir« M• 
• .... c'r 

···t 1 1 .. ..l. 1 
·-!. 1 1 1 

-·!· 1 1 ! 1 1 ..• .l. 1 1 1 1 
····I· 1 ! , i ' 1 

X 

8 

1 

2. - S. t.oma un nú-ro &leat..orl.o ent.re cero ·y uno Cta.bla 

3. - S. t..ra.za una paralela. al eje :< que pasa por el punt..o 

hasta inlersect..a.r con l& grÁf ica. 

"· - S. proyect.~ ~l eje hori:,:,ñt~i y se ob•-i•n.• el valor de 

:~. 
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mes y O<y<1 xn 

1 13 0.13 o 
2 '715 o.7e 3 
3 47 0.47 2 
4 22 C.22 1 
5 el o.e1 2 
13 g3 O.Q3 4 
7 87 O.S7 4 
s es o.es 2 
g 4•) 0.40 1 

1•) ::'Q o,og o 
11 g5 O.Q5 6 
12 75 O.'?S 12 

OBSERVACIONES: 

· Xn = R•PresentA los kilómetros a.v~nzados en el mes n. 

SEGUNDA ETAPA: 

En esta. eliapa. interes& encont.ra.r ·•l a.va.ne• que se tiene 

durAnle un año de traba.Jo. pAra .10 cuil se irÁ sum&ndo el avance 

de c•dA mes, ~implifica.ndo cAlculos s• lienei 

mes ~t'º~:: ... •vorgf ot 

-
1 o o 
2 3 3 
3 2 6 
4 1 e 
5 2 s 
e 4 12 
7 4 1e 
s 2 1S 
g 1 1Q 

10 o lOl 
11 5 24 
12 3 27 

.·~e l•ndr.i un .. ~.r.-.nc::e simi:il.ado en un .iño de 27 ':m. y se llega. 

rj ,al k!,lómetro ZC en el mes 11. 
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EJ•'"Plo e • 
. un.. empres.a d• alquiler d• 1Nt.qu10.r1a parA c=ruLruceion 

encuentrA que la distribución de la vid• uUl de sus ca.miones de 

volt•o se descri:• segun lA siguiente tabla: 

e 8 10 1.2 19 z.o 24 

ProbAbilid.ad o.os 0.10 0.15 0.20 o.z.o 0.10 0.10 0.05 0.05 

Si l.a compAñiA rM-nli•n• una flotilla d• 3 camiones. estimar 

por medio d• la simulación el ntim•ro de raapl&zOs que se har&n en 

un periodo de 3 &ños. 

Soluc,dnt 

Primero s• c::onstuye l.t. gr.O.fica de ·disLril>ución d• 

prob .. bilid .. des .. cumul .. d.a. , de Ac':.ierdo con los dAtos del probl•'!"'• 

.... 
• 

.•• ¡ 
¡• .. l t 

..1 . 1 
, ... ! : l 1 
1 ! ! ¡ 

l 
... ¡ ! í ! 

i ! ! ···¡ 1 . ... l i 
1 ¡ ¡ 

, . .¡ • i 

1'57 
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c&miones, d• la grá.fic:.a. se obtendrá el pri-r remplazo de e.ad.a 

c•mión, pAr& los posteriores rempl&%OS se repi~• el ciclo, hasta 

que con •loun r•mpL&zo ~· ll•g• a ros 3f5 meses que corespond•n a 

3 &ños. Para f.a.eililar calculos se construyei 1& ~iguient• t.abl&: 

llEMPLASO y, ... MESES Yz,.. MICSES Yo~ NIESE8 

1 0.13 8 0.7e 1e 0.4~ 12 
2 0.22 10 o.e1 14 O.Q3 20 
3 0.87 18 0.87 18 o . .i.o 12 

OBSERVACIONES: 

'ia.n • núll\llros &leat.orios correspondientes Al C:Aml.6n No. l. 

'l1n° • números aleatorios correspondientes .t.l c.t.mión No, 2. 

Yin • numeoros .a.le.at.ori= correspondientes Al C&m.ión No. 3. 

P.ESIJI.. T AOO: 

El· camión 110. 1 tiene 3 remplazos. •1 camión tlo. 2 tiene 2 

r•~pla:os y el camión No. 3 tiene 2 remplazos . 

. ·. S. t.•ndc4n en tot 41 7 rempl+;o1. 

Probl• .. • prop.,.stos. 

1. Gen•rar nUmeros ale•t~rios partiendo del número le30.con 

el M•-odo d•l cua..drado n.•dio. 

2. ·S.ner.a.r ncr..w:-os ale.kt:rios part:.er.do del :-o!.l:r.er::i 381 c:in 
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3. S.neria.r núMeras Ale&t.orios p&rtiendo del numero 178SO con 

4. :~n•rar ntimeros &l•&t.orios con el Mlodo congruenclal 

mull!plie~t.ivo, con los sJ.guient.es datos; a•12. m•le. X
0
•e y 

comprob.a.r ~i cumple con, los requis1t.os núnill:'QS. 

e. Gener.ar número. aleat.orlos con el mét.odo congruencia! 

mult.ipllcat.J.vo, con. los sigulenl•• datos; a•e, m•1e. X
0

•11 y 

co•prob&r si cumple con loa requisitos mlnimos. 

e. GenerAI" nUmeros &l•&t.orios con el -'lodo congruenci.al 

rault.ipli
0

.:&t.ivo, con los aiguient.•• datos; a•18, m;.39, X
0

•2'J y 

coaprob&r si cumple con los requisitos mlnionos. 

7. Generia.r números .al••t.or.ios con •l método congru•nci•l 

mult.iplJ.cat.ivo nú;.;to. con loa s1Qu1ent.•• da.to•~ a•12. 1n•1e. x
0

-e, 

c•~ y comprob&r si cumple con los requisitos mlniinos. 

e. Sener&r números &leat.orios con el met.odo congruenci•l 

mullipl1:&tlvo ml:<to. con los slg•~ien•.es d&los; &&~. m•18, x
0
•11. 

c•8 y corno:rcb&r sl cumple con los· requisi. tos mlnimos·. 

O. ~n•rar nurr.eros •l•a• .. orios c"n •l metodo congruenei.al 

mult.iplicat.ivo mi:.:t.o. ::on los Sl.gui•nle.s d•los • .a.•18. m•65. 

:<
0

•25. c•li' y compr.:tb•r lit cumple con los requisitos rnJ.nimo1. 



10. Considere que p&ra l& t.ermin&ción de un ·proyec:t.o· se 

~ien~ que re~liz¿r 6 ~ctivid&des como s• muestra en el siguiente 

En este diagrama las flechas representan las acUvidades, 

los nodos represent.&n la t.erminación de una ó ~s acUvidades 'y 

el inicio de las subs•cuent.es act.ivid,ades. 

l. .. s dur&ci 0 nes de l&s acUvld&des est.:O.n d'istribuid&s 

aleatoriamente y sen est&disllcamenta independientes. l.as 

posibles duraciones y su prob .. bilidad &sociada se d.t.n •n la 

siguient.e l.obl& 

'ACL lvl.ao.:t DurGclón ( dl<?•, Probobl.\.ldGd 

·1-2 a 1/3 
3 1.-'3 
.¡ 1 «3 

1-3 .¡ 1•'2 
!5 1 ·'2 

2-3 l 1,'2 
2 1/2 

a-.¡ 2 1/2 
3 1 ·2 

3-.¡ ·a 1 

Su¡::cn9a que se l:.e-nen 5 .jias para entregar el ¡:.r::::ecto ~CuAl 
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es la probabildad de que el proy.cto sea completado a.tiempo? 

Una empres& de alquiler de maquinariA p,a.ra cons• .. ruceión 

encuent..r& que la distribución de la. vida util de sus camiones de 

volt•~ se des=rib• segun la si9uien~• labla; 

Meses hastA rernpl•zo 2 8 lO 10 18 20 24 

ProbabiHdad o.o5 0.10 0.15 0.,20 o.ao 0.10 0.10 o.o5 0.05 

Si la compañia ~anli•n• una flotilla de 12 carnion .. , .. limar 

por medio de la simulación el número d• r•mplAZo~ que s• haran en 

un periodo de e años. 



'ThE~H 4.: CDi.strtbuci.ón nornulJ. 1 

o.oo O. O.& o. oz o.oa o.o. o.os o.od o. 07 º·º' o. 00 

o.o o.sooo o.so.&o o.soeo o.s1zo 0.0100 o.s1pp o.saJP o.sz~P o.s11P o.s11P 
0,1 o.s•P• o.s••• o.5•7• o,5517 o.5557 o.55Pd o.soad o.sd75 o.s11• o.s1s1 
o.a o.51PI o,se1z o,5e71 0.5P10 o.5P41 o.5Pl7 o.dOZd o.ooo• o.01oa o.d1•1 
0,1 O.d11P O.d217 0,0255 O.dZPI Q.d31& o.dldl º'º"ºº O.d••I o.o.•o 0,0517 
º·' o.d554 0,d5Pl O,dOZI 0,ddd• 0.0100 o.d71CI o.d77Z O.deo• O,dl•• O,dl7P 

o.s 

º·'" 
0.7 
o,a 
O,P 

•• o ... ... ... .. , 
&.a 
•• d 

Á. 7. ... 
&,P 

a.o ... ... 
a, a: .. , 
a.s 
a.d ... ... 
•• p 

•• o ... ... ... .. , 

o.dP&5 O.dP50 o.dPl5 0,701P o.?OS• 0.10•• 0.1121 o.7157 0.7iPO 0,7ZZ• 
o.7Zt57 0.71Pl. 0,712• 0.7157 o.781P 0.7411 0.7454 0,741d 0,7Si7 o.?S.&P 
o.1s10 o.1c:11a. 0.10•1 o.1cn1 0.110• o.771• 0.110• o.7";P• 0.1111 o.:-es.a 
0.1111 o.?P10 o,?PIP o.7Pd7 o.7PP5 0.1021 o.1osa. 0.1011 o.1aoo 0.1111 
o.aiSP o.la.Id O,IZA.Z 0,111• O.IZO• O.ll•P o ••• ,, o.•140 O.lld5 O.lllP 

0.1•&• 0,1411 o.14di o.•••s o.1so1 o.1saa 0,1554 o.•011 o.ISPP o.edil 
0.10•1 o,ldd5 o.aoeo; 0.110• 0.1?10 o.1?•P 0.1110 0.1100 0.1110 o.1e10 
o.•••P O,ledP o .•••• 0,IP07 o.eo15 o.•P•• O.IPdZ -O.•P•O O,IPP7 O,POi5 
o.po1a O.P04P O,POdd O.POll O.POPO O.Pi&S o.P&li O,Pi47 O,P&dZ O.Pt77 
o.Pi.PI O.PIO? O,PllZ 0,Plld O.P25& o.·p1os O.Pl?P o.PIPI O.PIOd OoPllP 

o.p11a O.Pl45 O,Pe57 o.Pl?O o.Plll O.P8P4 o;o•od o.P•.&• O,P4ZP O,P441 
o,p45z O.P4dl o.P•7• 0,P414 O.P4P5 O.P505 O.P515 O.P5Z5 O.P585 º·"'''' 
o.P55• O,P5d4 O.P571 O.P581 o.PSPI o.P5PP O.PdOI 0,Pdid o.Pd25 o.Pdll 
O.Pd4i O,Pd•P O.Pd5d O.Pdd4 O.Pd1& o.Pd71 O,Pdld O,PdP• O.PdPP o.P70d 
O.P711 o.P7i.P 0,P?Zd 0,P711 o.P71• o.P?•• 0,P750 O,P75d O.P?di o.P7d7 

0.011• o.P?1• 0.01•• o.P7•1 o.P7PI O.P7P• O.Peo• O,PIOI O,PliZ O.Pll7. 

º·"''ª' O.Plld º·"''ªº O,Pll• o.o••• O.Pl•I º·~··o O,Pl50 o.PIS• o.Pl57 
O.Pldl º·º'º' o.Pide O.P87i O.Pl15 0.0•1• O,Plll O.P••• O.PI•? O.PIPO 
o. PIP.8 l.), PIPd o. P•P'I o. PPOt o. oPo• o. PPOd o. PP09 o. PPl' o. PPl. o. PP& d 

O.PP&I O.PPIO O.PPZ2 o.oPzs O.PPZ7 o.PPIP O,PPlt o.PPla O,PPl4 o.PPld 

O,PPll 0,PP40 O,PP4i O.PP•I O.PP•5 O.PP4d 0,PP41 0,PP4P O,PP51 O.PP51 
O,PP51 o.PP55 o.PP5d Q,PP57 Q,pp5p O.PPdO 0,PPdl O,PPdl O,PPdl o.PPd4 
0,P9d5 0,PPdd O.t>Pd7 O,Opde O.l>PdP O,.PP;"O O,PP7l O,PP71 O.PPTI Q.1)97.& 
O.PP~4 o.PP75 0,PP7u O.PP77 o.PP71 O.PP71 O.PP7P o.PP7P O.PPIO O.PPll 
O,PPll O,PPIZ 0,PPIZ o.PPll o.PPI• Q,PP•• 0,PP•S o.PPl5 O,PP•d o.~P•d 

0,PPl7 O,PP71 Q,PPI? O.PPll O.PPll O.PPIP o.PPIP 0,PPIP 0,PPPO o.PPPO 
O, PPPO O, PPPI O, PPPi Q, PPI>& O, PPPZ O, t:tPPI 0, PPPZ O, PPPZ O, PPPI O .. PPP;I 
O,PPPI o.PPPI o,ppp, O.PPP• O.PPP• O.PPP• O,PPP4 O.PPP5 o.PPP5 O.PPP5 
0,PPP5 O.PPP5 O.PPP5 o.P9Pd O.OPPd o.PPPd O,PPPd 0,PPPd o.PPPd O.PPP:' 
O.PPP7 o.PPP7 o.~PP7 o.PPP7 o.OPP7 Q,ppp7 o.~PP7 O.PPP7 O.PPP7 O.PPP• 

l • 

-.¡::;=::- J 
art -ro 

-~ • • 

A-.ob<lbl 11 t y and St at !st ! e for E:ngi neers, :;, . , .~:: • ;:· 
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HIBL"1 4.;;; CDl.strlbución Ji-cua<*-adaJ. ~ 

Q ... . ?95 • ·;,·~1) .9·75 . ;so .900 • 750 .500 

• (144 . o·?:: • (140 • 004 • 011; .102 .45:> 
2 .011) .020 .051 .103 .211 .575 1.386 
3 • 07:.: .11~ .::1c. .3:;:;: .~84 1. :z1:= :.:.J66 
4 ,;;07 ,;;·;7 • 4•~4 • 711 1.064 1.923 3.357 
5 .412 .5i:o4 .831 1.145 l.t>lO 2.ti75 4.351 

6 ,676 .87'.:: 1. 237 1.635 2.204 J.455 5.348 
7 .":189 1.:239 1.690 2.167 2.83:S 4.255 i;.346 
a 1.344 1 .'é.46 Z.180 2. 733. 3.490 5. 071 7.344 
9 1.735 2. os:;~ 2.700 3.325 4, 1i;s S.899 8.343 

'10 2.1~6 2.558 J.247 3.940 4.365 6.737 ·9.342 

11 2.t-03 3.C.153 3.81(:. 4.S7~ 5.57'.! 7.5$4 10.341 
12 3. •)74 J.571 4.404 5.:226 6.304 8.438 11. 340 
13 3. ';:~€.~ 4.107 5.009 5.692 7.042 9.299. 12.340 
14 4.075 4.6é·O '5.629 6.571 7. 790 . 10.165 13.339 
15 4.t>OI 5.2:2'::t t>.262 1.2.;1 e.·547 11 .• 036 14.339 

16 5.142' 5.812 6.908 7.962 9.312 1f.912 15;:Í3a 
17 5.t.97 t·.408. 7.564 8.672 ·10. 08:5 12. 792.. 16.338 
18 t;.265 7.\115 8.231 9.390 10.865 13.675 17.338 
19 6.E•44 7.63.3 e.·;01 1(1.117 11.C.51 14.562 18.338 
20 7.434 8.2é.I) 9.5'71 10.851 12.443 15.452 19 •. 33'/ 

21 8.084 8.897 10.283 11.591· 13.240 1.;.344 20.337 
22 e.64:.':i '3,54:! 10."82. 12.338 14. 041 17;240. 21.JJ7 
23 9.260 10.196 11. e.se 13.on 14.849 10:137 22.337 
2!4 9.8•36 10.856 12.401 13.84:3 15.659 19.037 22.33"7 
25 10.s;:o 11. 5;::4 1::1.120· 14 • .;11 16.473 19.939 24.337 

26 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 20.843 25.336 
27 11.E:O•S 1~.:;:7-; 14.573 16.1~1 16.114 21.749 26.:336 
28 1~.461 1J.:.t.s 15.308 1€..928 18.939 22.657 27.J.:ió 
29 13.121 14.2e.6 L.047 17.708 1·:t'. 7¡;9 ZJ.567 28.336. 
30 13. 767 14.·;t=o;:i 16.n1 16.493 20.59'3 24.478 2·;. 336 

40 20.707 22.164 24. 4:<3 :26.'!i09 29.051 3:J.~60 3·;. 33'!i 
:50, 27.9'31 29.707 J2.J57 3-1.764 37.68'3 .-2.·~42 49.335 
60 "35.'!i3:~· 37.48~ 40.482 43. tSS 46,459 S.::.294 59. 33'; 
70 43.275 45. 442 43. 75:3: 51. 739 55. 32'3 61. 6•38 é•3.:334 
eo 51.11.:: '5J.';i4(1 57.153 60.391 64.278 71· .. 145 7.'il.334 
90 :.·,. 1 ·~é. 61. 754 65.647 6'3.126 73.2'31 sc1. f.;::s 8'3.334 

100 67. )::'.8 10. o,;.~. 74,-;;.::2 77.929 e2.·:i58 9(1.1 :t:i 9-¡:.334 

~BiomEPtrika·tabla.s for statis:ticians, Vt:Jlumen 1, de Biometr1ka. 
t.t··uztiae:~. t·;tt.;.:. 
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V. CONCLUSIONES. 

La. 1nv&s+.1~a·:.:.::--. .:!~ sis•.em•s •s un ¡:receso que se h& :!a.do 

desde hace muchos ar.::s. en el cu-..l • m•di .ante el Mlodo ci entJ. f .1 co 

un grupo J.nt..erdisciplin&rio de personas a.n.a.lizan los problem..s 

relacionados con •l cent.rol de si·st.emAs. Con l.& &yuda de las 

computadoras. que han sido la h•rrrami•nla
0 

mas potente del 

desarrollo d• los estudios. se pued•n an.a.li~ar todas las posibles 

•lt.•rna.t.J.VJt..s generadit.S d•nt.ro de un probl•~ d• in.v••t.igac1ón de 

sist.em&s. lo cu.&l permite lleg:iA.r ... un.a solucion o & un an.a.lisis 

del problema que puede ct>nsJ.derArs• como óptimo en .a.l9unos e.a.sos. 

Sl. s• tiene un ma)"'Or numero d• ... 1t.erna.t.iv1.s de solución p.a.ra 

. un mismo problem.;... •• podr"' t:ener un slsle~ que tenga un.1i. 

coordina:ión de los mulliples elem•ntos o component.es que 

int.•r•cttian •n el slstern.a. y Ademia.s. un mAyor control en su 

ieompc,:,rt..1.1aient.o. pues se t•ndr.á. Un& supervisión &deCUAdA &l 

s.Lst.•rn. •n estudio, y eua.J ·.;:, esl• p".Jeslo en prAcl.lca. s;. podrA ir 

mod.Lz"'ic•ndo y .&d•cu•ndo a. l•s ncace¡¡id•d .. s del u¡¡,u.1.r10. S1 -a• 

lleg~ • tener un eomporta.mienlo del sisl•~ como el anterior se 

t~ndaA •nt.:inc~s un sis~ern.;.. ~ue s• ópG~¿ ¿ l• re¿liJ•J. 

Es irr.porlar,t.-9 m~r.·::i·::inJ..r qt.:e l.a. comur.ic.1.c1;:,n •ntr• •.l. 

ir.9.ar,.:.•r~ d~ ~lst:.eoir.•s :-·el •..:su.ar~: .:!.al !:lS'.e:na. re.i.l d•C& s•r ftl'JY 
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a1nplio. como se mencionó a.nteriormente, ningún ingeniero es 

•xp•r•.o en • .. od&s lar.s .a.reaa por lo que ser.a. neces.a.rio que el 

usu.ar10 del s1sle~ .a.yude con su a¡ .. -periencia p~r• •1 d•s•rrollo 

del modelo que ser·~ir& p.a.r.a •l eat.udio de este. 

Er. el proces:> de &n.á.lisis de un sJ.sl•~ el ingeniero tiene 

que ev.a.lu•r los difer•nt•s componentes .del sisteru., p.a.ra lo cual 

•• obt.ier.• una muestra. que deber.& representar, .a.pe.¡andos• .a.1 

coaportamiento del sistema. la esencia de éste. De los diferentes 

t.ipos de mueslreo que han sido present,;.a.dos •n el segundo 

capitulo-. no se puede decir que alguno de estos sea el mejor. Sl 

..._•1Jltado del estudio que se haga de un sistema dependerS. del 

comp;rt.amient.o de éste y de los .a.nlecedent.es que se teng.a.nde 

sistemas similares.por lo que la •xperienci& del ingeniero par.a. 

t.OJDAr las d.cision•• es un r.a.ctor que influy• nol.a.blemenl• par.a. 

la selecclon del tipo de muestreo que se emplea para el problema 

planteado. 

P•ra hacer un t.J.po de prueba. º•priori 11 s•. podr.á t.•n•r en 

mente que ex.l'•t.• un rango de re.sult.&dos para cad,a. t.J.po de 

sJ.st.•rr.... Como· s• mencion& en el s•gundo c&p1 t.ulo. s• pu•d• 

dividir el esp&cio muest.r&l y .solo' eonsider•r el esp&cio en •l 

cu&l se •ncuent.r"".a. el r.l.ngo de v&ri&ción de los ·result.ados; es o 

depender& de l~ eh-p•ri•nci~ &d~uirid& del 1ngen1aro y •L erit~rio 

que se lega en bJi..se .a. .:i•.ras si stem.a.s que se pueda.n considerar 

si mil ar•s. 
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De ros mélodos descri los en éste lr.ab .. jo p.or-a .el .an.ili sis de 

slst.em.a.s se pu•d•n dest..i.c•r dos t.lpos. uno el m.ét.odo ~+ .. e~lic.o y 

el o~ro FOi medio de la simulación. En los model9s ma.t.e~t.icos se 

liene que describir- el sislema medi .. nle fórmulas expl!cllas. En 

la. simul•::icn se c•r•c• de fórmul•s y simplemente se imil.1. el 

cornport.&ml•nlo del s1slem,,¡,, 

En les procesos de Análisis se presentan modelos que 

representan un sistema en el cual intervienen un gran número de 

componentes con inCluencias alea.t..oriaa, por- lo. que la 

represent..i.ción de esos modelos •• hace muy c
0

ompl•J•· Si se 

present.a.est.e caso. es recomendable h.a.cer un:est.udio por snedio de 

la. simulación, en donde, .s• puec:ler\ estudiar por separ&~o c.&da. uno 

de los componentes. 

L.o Anterior repreSent..a un& vent.&J.a. • p~r& .aument..a.r l& 

comunic•ción que s• li•n• con las person.a.s qu• repr•s•~lan al 

usuario y con el m.Lsmo usuario que t.iene la ne'!:esida.d de un 

estudio de ést.e t.lp'), como puede sttr el gerente de una. empresa 

constructora que no conoce ampliamente d•l &rea de invest.lg&ción 

d• sict.enM1.s y con 1& simulAción podr• comprender mejor el 

anÁlis1s que s• le pres•nt.a.. 

L• razón por la cu.a.l se aplic& un estudio de simulación no 

es precis.&r:ienl• la descr'1ta en el parr•f'o ant.er1or. 1.1. r•:.On 

pr1nG1p~l Q~ la c~~•cl~•d de este m9lodo par• ocup•rs• d• 

f•nom.&nos ccmplicados :1 dina.micos. 
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Un& ll.mit&nte p&ra ést• metodo de simulación es que· l• 

solución qu• se obtiene para el problerM., no siempre es la óplimA 

y 1011 metodos ru.temÁt.ic:os llegan a un.a. solución •n la cual el 

mod•lo s• •cerc• k 1• solución óplim.l. en el tiempo de operación y 

la economía del s1st.•~· 

En •stos dos Mlodos y en general en la inv.stig&ción de 

•i•t•mA• .. la •••nci.a del sistema es la represent.ación mediant..• un 

modelo, •l cual deberá de apegarse lo mejor posible al 

comport.am.Lent.o real del sistema. 

En cu•nlo al futuro de la in,;.sligaqción de sislem.as en este 

país se puede decir que se espera un mayor auge. Existen muchos 

•i•l•mA• que s• hallan trabajando con unA est..ruclura inadecuada, 

la cual se tendrá qu• corr*glir y •• esp•r.1t. '"que sea en un corto 

tiempo. 
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