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INTRODUCCION

Esta tesis es parte de una serie de trabajos gue se realizan
eon la Facultad de Ingenieria de acuerdo con los planes de estudlo
del departamento de sistemas Yy planeacldn de la carrera de
Lngcnic.ro ‘elvil y el objetive principal de este trabajo es
proporelonar una guia de estudio © bien un libro de texto que le
pueda ser utll como complemento a los profescres y estudiantes de

la materia de Ingenieria de Sistemas II.

Este trabajo se desarrollo sigulendo el plan de estudios que
Se encuentra en el nueve planteamiento de programas del
departamento, con lo que se pretende que los alumnos obtengan un
me jor aprovechamiento de los temas que se incluyen en este plan

de estudios,

En este trabajo se pretende que los alumnos cuenten con un
texto explicito y simplificado de la investigacidn de sistemas
enfocando estos temas a la aplicacidén que pueden tener en

ingenieria civil,



[. INTRODUCCION A LAS TECNICAS DE LA INVESTIGACION DE SISTEMAS
DE INGENIERIA CIVIL.

Eate capitule proporeiona una visidén general ¥ [as bases
fundamentales de los estudios de investigacldn de sz.stemas.
Aunque aqui no ec posible detallar todas las partes de la
investigacién de sistemas. el objetivo es presentar un
tratamiento unificado de la materia que puede ser utilizado como
una guia general para resolver problemas de la investigazidn de

sistemas en la ingenierfa civil.

"Arte de modelar.

Un estudio de investigacidn de sistemas consiste er disefar
un modelo de la situacidn fisica y se define zome  una
representacion idealizada (simplificadal de un sistema <Ze la vida
real. Este sistema puede ser todavia una 1dea en esrera de
ejecucicn. En el primer caso el objetivo del modelo es analizar
@l comportamiento del sistema a fin de mejorar su funcicnamiento.
En el segundo caso , el objetivo es visualizar la mejor

estructura del sistema futuro.

La complejidad de un sistema real resulta del gran numeroc de

elementos Cvarlables) que controlan el comportamiento el mismo.



Esto a su vez dicta una dificultad tictica al recomendar cursos
especificos de accién para cada una de las variables.
Generalmente una pequefia fraccidén de estas variables realmente
domina el comportamiento del sistema. Por consiguliente, la
simplificacidn del sistema real en términos de un modelo se
concentra principalmente en la identificacidén de las variables y

relaciones dominantes que lo gobiernan.

La figura 1.1 muestra los niveles de abstraccidn que llevan
a la construccién de un modelo de una situacidén de la vida real.
El sistema real supuesto se abstrae de la situaciédn real
concentrando las variables dominantes que controlan ol
comportamiento del sistema real supuesto, identifica y simplifica
las relaciocnes entre las variables en una forma accesible al

andlisis.

slstema real

sistema
real -~ MODELO

supuesto

FIGURA 1.1

En general no existen reglas fljas para efectuar los niveles
de abstraccidén. La reduccidn de las variables que controlan al
sistema a un numero relativamente pequefic de variables dominantes

y la abstraccidn de un modelo de la vida real supuesto,



constituyen mis un arte que una clencia. La validez del modelo al
representar el sistema real depende principalments de la
creatividad e imaginacidén del ingenierc de investigacidén de
sistemas y del equipc que trabaja en el proyvecto., Tales
cualidades individuales o personales no pueden ser reguladas por
el establecimientc de reglas fijas sobre como deberd construirse
un modelo. Puede ser Util presentar ideas sobre tipos de modelos
posibles de investigacidn de sistemas. sus estructuras generales

y sus caracteristicas generales.

Tipos de modelos de investigacidn de sistemas.

El tipo mis importante de modelos de investigacidén de
sistemas es el modelo matemdtico, Al formular este tipo de modelo
s® supone que todas las variables estin relacionadas con las
funciones mateméticas apropliadas para describir el comportamiento
del sistemsa; luego la solucidén del modelo se logra por la

manipulacidén matemdtica apropiada.

Ademis de los modelos matemiticos, se emplean los modelos de
simulacién, que imitan el comportamiento del sistema en un
periodo. Estco se logra especificandc clertos eventos. los cuales
SOn punteos en el tiempo, en cuya ocurrencia puede recolectarse la
informacidén importante perteneciente al comportamiento del
sistema . Una vez que se definen tales eventos es necesario
prestar atencidén al sistema unicamente cuando ocurre un evento.

La informacidn que mide el funcicnamiento del sistema se acumula



en observaciones estadisticas, las cuales se actualizan en cuanto

cada elemento tiene lugar.

Dado que los modelos de simulacidn no necesitan funciones
matemiticas explicitas para relacionar las variables, usualmente
@s posible simular sistemas complejos que no pueden modelarse o
resolverse matemiticamente. Ademss, tal flexibilidad permite una
representacicon mis aproximada del sistema. La principal falla de
la gimulacidn consiste en que el anilisis es equivalente a
realizar experimentos y por consiguiente esti sujeto a errores
evperimentales. Esto lleva a las dificultades usuales de diseffar
Cestadisticamente) el experimento, recolectar observacicnes y
entonces ejecutar las pruebas estadisticas necesarias de

inferencia.

Estructura de los modelos matemdticos.

A diferencia de los modelos de simulacidén donde no pueden
sugerirse estructuras fisicas fijas, el modelo matemitico incluye

tres modelos bisicos de slementos.

1. Variables de decisidén y pardmetros. Las variables de
decision son las incégnitas que deben determinarse con la
soluction del modelo. Los parimetros representan las variables
controlables del sistema. En general los parametros del modelo

pueden ser deterministicos o probabilistices.



2. PRestriccicnes, Para tomar en cuenta las limitaciones
fisicas del sistema, el modelo debe incluir restricciones que
limitan las variables de decisidn a =sus valores factibles (o
permisibles). Esto usualmente se expresa en la forma de
funciones matemiticas restrictivas., Por ejemplo. sean x‘ y X' ol
numero de unidades que van a producirse de los productos
Cvariables de decisidn). a ¥y a, sus respectivos requerimientes
por unidad de materia prima, sea A la restriccién de materia

prima, la funcidn correspondiente es:

-
ax, A%, S A,

3. Funcidn objetivo. Define la medida de efectividad del
sistemacomo una funcidén matemitica de sus variables de decisidn.
Por ejemplo, si el cobjetivo del sistema es maximizar el beneficlo
total, la funcién objetivo debe especificar el beneficio en
funcién de las variables de decisidén. En general la solucidn
Sptima del modelo se obtiene cuando los valores correspondientes
de las variables de decision proporcicnan el mejor valor de la
funcién objetivo satisfaciendo todas las restricciones. Esto
significa que la funcidén objetivo actua como un indicador para el

Logro de la solucidn dptima.

Los modelos matemdticos en investigacidn de gsistemas, pusden

verse generalmente como sigue:



Determinar los valores de las variables de decision xj.

i#1,2,3,....n, los cuales optimizarin a:

x, = rcx‘.x... .. .xn)

con sujecidn a:

qotx‘.x:.....an < b+ L= 1,8,....m

= z 0, j=1,28....n

La funcidén ¥ es la funcién objetivo mientras que g.‘s bL
representa la i-eésima restriccidén., donde bt es una constante
conocida. Las restricclones x..z 0O ., se conocen como las
restricciones de no negatividad,. las cuales restringen las
variables a valores de cero o positives solamente. En la mayoria
de los sistemas de la vida real las restricciones de no

negatividad aparecen como un requisito natural.

Solucidn Optima.

La discusidén anterior indica que un modelo matemitico busca
optimizar una funcidn objetive sujeta a un conjunto de
restricciones. Dos ingenieros trabajando independientemente en un
mismo problema, pueden proporcionar dos modelos diferentes con
criterios objetivos diferentes. Por ejemplo, un ingeniero puede

preferir maximizar el beneficio, mientras que el otro itngeniero



pusde preferir minimizar el costo. Los dos criterios no son
equivalentes en el sentido de que, con las mismas restricciones.
los dos modelos pusden no producir la misma solucidn dpt:ma. Esto
puede ser clarc en tanto que los costos puedan estar bajo el
control inmediato de la organizacidn para la cual se hace el
estudio. El Dbeneficio pudiera ser el resultada de factores
incontrolables, tales como la situacidén de mercado diztada por

los competidorss.

La principal conclusidén en este punto es gue la solucidn
dplima de un modele es la mejor relacionada solamente a este
modelo. £n otras palabras no se debe pensar que este 4ptimo es el
mejor para el proble- ma de consideracidn. En lugar de esto, es
el mejor sclamente si el criteric especificado puede ser
Justificado como una representacidn real de 1as metas de la

organizacidn completa donde sxiste el problema.

En la préctica resulta diffeil incluir todos los objetivos
Cposiblemente en conflicto) en un solo criterio, ya sea por que
wsto pueda resultar en una funcidén matemitica comple;a. para la
cual ninguna teécnica de solucidn puede aplicarse faciimente, o
por gue algunos cbjestivos son demasiado intangibles para permitir
suU cuantificacidn razonable. Por ejemplo, al determinar el nivel
dptimo de inventario de algun material, el criterlio cbjetiveo real
debe incluir las metas en conflicto de los departamentos de
produccidn, ventas y finanzas. Que estas metas estan en confiicto

se refleja por que el departamento de ventas requiere un cierto



nivel de almacenamiento que minimice la escasez de la demanda,
independientemente de si el departamento de produccidén puede o no
lograr tal requerimiento. Cuando el criterio cbjetivo del modelo
representa algunas , pero no todas las metas en conflicto, esto
lleva a lo que se conoce como una solucidn subdptima, una
situacion que puede no servir al mejor interds de la organizacidén

completa.

Naturalmente el ingeniero trataria de minimizar las
consecuencias de la subdptimidad. Una posibilidad es la inclusidn
del principal criteric en conflicto en una funcidn objetivo,
asignande valores razonables a cada criterio y luego sumandolos
juntos. Estos valores reflejan la consideracidén del ingeniero
acerca de la importancia relativa de cada criterio. Cuando
alguncs de estos criterios no pueden incluirse en ta funcidn
objetivo, la solucidn subdptima debe instrumentarse teniendo en

mente el criterioc faltante.

Fases de un estudio de Investigacidn de Sistemas.

Un estudic de investigacidn de sistemas no puede ser
realizado y controlado por e! ingeniero de investigacidén de
sistemas solamente, aungque puede ser un experto en modelos ¥y
técnicas de solucidn, posi- blemente no serd un perito en todas
las areas donde surgen los problemas. Consecuentemente, un equipo
de investigacidn de sistemas deberid incluir a los miembros de la

organizacién directamente responsables de las funciones donde



ocurre el problema, asi come para la ejecucidn e implantacidn de
la solucidn reccmendada. En otras palabras, el ingeniero comete
un grave error si supone que puede resolver problemas sin la

cooperacion de aquellos que implantaran sus recomendacicnes.

Las principales fases a través de las cuales pasaria el
oquipc a fin de efectuar un estudic de investigacidn de sistemas,

SOon:

L. Definicidn del problema.
2. Diseflo y construccidn del modelo.
3. Validacidén del modelo.

Operacidén o solucidén del modelo.

S. Implantacidn de los resultades del sistema.

La primera fase del estudic requiere una definicidén del
problema. Desde el punto de vista de investigacidn de sistemas
esto implica tres aspectos principales:

a).- Una descripcién de la meta o el objetive del estudio.

b). - Una ldentificacidén de las alternativas de decisidén del

sistema,

¢). - Un reconocimiento de las limlitaciones, restricciones y

requisitos del sistema.

Una descripcidn del objetivo del estudio debe reflejar una

representacidén aproximada del interds total del sistema. Una
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falla comun en este aspecto es identificar algunas metas
representando solamente una porcidén entera. £n forma semejante.
un wstudio que no toma en cuenta todas las alternativas y
limltaciones de decisidn del sistema es probable que proporcione

una solucidn no apropiada.

La segunda fase del estudic corresponde a la construccidén
del modelo. Dependiendo de la definicidén del sistema del
problema, el equipe de investigacidn de sistemas deberd decidir
sobre el modelo mis adecuado para representar el sistema. Tal
modelo debera especificar expresiones cuantitativas para el
objetivo y las restricciones del problema en funcién de sus
variables de decisién. Si el modelo resultante se ajusta a uno de
los modelos mateméticos comunes Cpor ejemplo la programacidn
lineal), puede obtenerse una solucidn conveniente mediante
técnicas matemiticas, si las relaciones matemiticas del modelo
son demasiado complejas para permitir soluciones analiticas,
Puede ser mis apropiade un modelo de simulacidén. Algunos casos
pueden requerir el uso de una combinacidn de modelos matemdticos

y de simulacidn.

La tercera parte en estudio corresponde a la operaciodn o
solucidn del modelo. En modelos matemdticos esto se logra usando
técnicas de optimizacidén bien definidas y se dice que el modelo
proporciona uUna solucidn adecuada. Si se emplean los modelos de

simulacidn, el concepto de optimidad no queda bien definido, y la

11



solucidn en estos casos se emplea para obtener evaluaciones

aproximadas de las medidas del sistema.

La cuarta fase busca la validacidén del modele. Un modelo es
valido si, independientemente de sus inexactitudes al representar
el sistema, puede dar una prediccidén confiable del funcionamiento
del mismo. Un método comun para probar 1a validez de un modelo es
comparar su funcionamiente con algunos datos pasados disponibles
del sistema actual. El modelo sera vidlido si bajo condiciones
similares de entrada puede reproducir el funcionamiento pasado
del sistema., El problema se presenta cuando no existe seguridad
de que el funcionamiento futuro del sistema continuara duplicando
su historia. Tambidn, ya que el modelo estdi basado en el examen
cuidadoso de datos anteriocres, esta comparacidén deberd siempre

revelar resultados favorebles.

{.a fase final en el estudio trata sobre la implantacidn de
los resultados probados del modelo. Estlo basicamente implicaria
la traduccién de estos resuitades en instrucciones de operaciodn
detallada emitidas en una forma comprensible a las personas que
administrarién y operardn el sistema posteriormente . La
tnteraccién del equipo de investigacidn de sistemas y el personal
de operacidn llega a su miximo en esta fase. La comunicacion
entre los dos grupos puede mejorarse buscande la participacidn
del perscnal de opsracidn y desarrollar el plan de implantacidn,
En esta forma ninguna consideracidn practica, se dejard de

analizar. Mientras tanto, pueden verificarse las modificaciones o©

12



ajustes posibles en el sistema por el personal de operacidén para
la factibilidad prictica. En otras palabras es imperativo que la
fase de implantacidn se ejecute mediante la cooperacidn de equipo
de investigacidén y de aquellos que serin responsables de la

administracidn y operacidn del sistema.

13



II. MUESTREO

En este capftulo se estudird la importancia de tomar una
muestra reprsentativa para el desarrolle del modele que se
encuentra en estudio. En les problemas de ingenieria se puede
presentar el caso de elegir una muestra, de un conjunto de
observaciones para lo cual el ingenierc debe de considerar las
distintas variables que actuan en la solucidén del problema y de
acuerdo a estas., elegir la muestra mis apropiada y el tamafio de
esta. Tal es el casc de conocer por ejemplo la resistencia
promedico de un lote de S000 varillas que se empleardn en una
construccion, No es posible economicamente hablando hacer una
prueba a cada varilla, por lo que se deberdi tomar la muestra de
unas cuantas varillas Ca consideracién del ingeniero encargadod

paAra conccer o bien estimar la resistencia de estas.
2.1 IMPORTANCIA Y NATURALEZA.

En la ingenier{a civil uno de los elementos mds importantes
en el diseffo es el equilibrio costo-beneficic del proyecto. Para
lograr un bajo costo en proyectos que requieren de experimentos u
observaciones, se deberi tener un menor numere de muestras. Sin
embargo, para llegar a el equilibrio entre el costo y ol:

beneficio, las muestras que se tengan deberin ser las minimas

14



para poder hacer un modelo de simulacidn © matemdtico que se
acerque a los resultados que producirf{a el sistema si estuviera
eon operacidén; por lo tanto, se requiere que el ingenieroc analista
estudie el sistema y determine si son necesarias las muestras y

cuantas se requieren para el desarrollo del modelo.

La mayor parte de los estudios de investigacién de sistemas
se refiere, en mayor o menor grado, a variables aleatorias cuyas
medidas y distribuciones no se pueden conocer precisamente.
Aunque a menudo se supone un valor particular para la media para
poder probar @l efecto de un cambico en alguna variable
controlable, en nada contribuye a la comprensién del proceso y
nunca es un punto fuerte del estudio. El papel de la teoria de
muestreo on la investigacidén de sistemas consiste on
sistematizar, en cuanto sea posible, las supocsicionss que deben
hacerse con respecto a las medidas y las distribuciones de las

variables aleatorias relevantes.

Puesto que la distribucudn misma queda fuera del alcance de
medidas discretas., se deben hacer inferencias con base en la
informacidén proporcicnada peor los datos. Los datos pueden
considerarse como medidas directas de los elementos
correspondientes en la poblacion descrita mediante la inaccesible
distribucidn. Estas inferencias se pueden cansiderar solamente si

los datos son representativos, esto es, si los elementos de la

18



muestra se pueden considerar como seleccionados en forma
insesgada de la poblacidn total.

Como ejemplo de las fases de inferencia que pudieran hacerse
basados en una muestra representativa, se puede mencionar la
estimacidn de la velocidad de la corriente del cauce de un rio,
sl los datos de la prueba se han tomado en la superficie del
agua; la contamtnacién que produce una fibrica =i las muestras de
contaminacidén £® toman a tres kildmetros de ia chimenea; la
suceptibilidad de licuefaccidn en la cludad de México, si la
mayoria de las muesiras se toman de la zona de las Lomas, zona

boscosa alejada del centro de 1a ciudad.

La teoria de muestrec proporciona guias para la seleccidn de
una muestra representativa de un tamafflo dado. En una situacidn
tipica, la inferencia puede ser una estimacidén de la media de la
distribucién tedrica, y el grado de confiabilidad en esta
estimacidn se expresa como la rafz cuadrada del cuadrado medio de

la diferencia entre la media estimada y la media verdadera.

Espacio muestral.

Se denomina espaclo muestral a la coleccidn de todos los

posibles resultados de un experimente. Los elementos del conjunto

5 de este espacio se denomina puntos muestrales, cada uno de

ellos asociado con uno y sdlo un resultado distinto. La precisidn

16



para distiguir resultados es cosa de criterio, que dependeri en

Lla practica de la utilizacidn que se le dardi al modelo.

Por ejemplo, supongase que un ingeniero en transporte se
dirige a un cruce particular de calles, exactamente al medio dia
todos los dias de la semana y espera que el semiforo cumpla un
ciclo: registra el nUmero de vehiculos con determinada direccidn
que se detienen antes de que el semiforo cambie a verde. Si la
longitud minima del vehiculo es de S metros y la de la cuadra
100 metros, el numeroc maximo de vehiculos en la fila es de 20.
Sl le interesa sdlo el numero total de vehiculos, el espacio
muestral de este experimente es un conjunte de 21 puntos
designados por Eo'E"’ . .Em asociado cada uno con el numero de
vehiculos observados. Este conjunto se puade representar como en
la figura 2.1, Ahora bien, si el ingeniero necesita otra
informacién, puede hacer una distincidn entre automéviles vy
camiones, Yy registrar el numerc de los gque se detlenen. EI
espacic muestral del experimento ser{a entonces bidimensional,
con puntos muestrales EH‘ donde los subindices i representan
automéviles y los j camiones, de modo que el miximo valor de (+f

sea 20, como se muestra en la figura 2.2.

17
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Fig., 2.1 Espacio muestral olom-n'.al-Ei it

significa { vehiculos observados.

Fig., 2.2 Espacio muestral elemental para automdviles
y camiones.

Exizste un tipo de espacic muestral que es de gran interés en
la ingenieria civil, el cual es llamado espacic muestral
condicional, y es @l que de acuerdo a ciertas especificaciones o
bien de acuerdo a experimentos realizados anteriormente, reduce
el espacio unicamente a los resultados que con seguridad ce

podridn obtener,

18



En ol ejemplo anterior, si se observa unizamente un camioén,
@l espacic muestral condicicnal en el experimento del semiforo,
et el conjunto de sucesos Eu,n' E'M. Ez.x‘ . P Ew.t'

suponiende que a 1o mds dos camiones se pueden observar. El

etpacio muestral condicional se ilustra en la figura 2,3.

fig. 2.3 Espacio muestral discreto
condicionado,

Ejemplo 1.

Un ingeniero esti disefando una gran alcantarillia para
conducir @l gasto de dos areas separadas. La cantidad de agua del
Area A puede ser 0,10,20,30 m’ y la de B 0,20,40.80 m.

Representar el espacio muestral de A y B conjuntamente.

19



Solucidns

EL' ;

i = Gasto del érea Aenm

j = Gasto del irea Benm

= Elementc del espacio muestal

Espacio muestral del experimento

me

0,0

mos

10,0

)

ms

o

moe

s

0 .

»20

me

10,20

o)

20,20

0,40

10, 40

20,40

LY

0,00

Ml

10, 8O

M

20,0 %0, 20 80, ¢0 820, 60

2.2 TIPOS DE MUESTREO.

El diseMo de la muestra implica la determinacidn de cuintas

y cuiles observacicnes particulares se deben de realizar. La

exactitud ¥y precisidn (sesgo y varianzad) de las estimaciones
derivadas de las muestras depende tanto del tamafio como del tipo

de la muestra El costo por observacidén tambidén depende de estas

variablesx. De aqui que el objetivo de los ingenieros

20



investigadores debe ser diseMar una muestra tal, que la suma de

los costos de las observaciones sea tan pequeffa como sea posible.

Para resol ver este tipo de problemas aunque sea
aproximadamente, @s necesaric algun conocimiento de la teoria del
muestreo, Aqui se menclionan los lipos de disefio de muestreo con
los que debe estar familiarizado un ingenierc de investigacidn de

sistemas y se citan sus principales ventajas y desventajas.

1. Muestreo aleatorio sencillo (no restringido).

A) Descripcidn breve,

Se obtiene Unicamente numerando cada elemento de 1la
poblacidn y utilizando una tabla de nuimeros aleatorios para
seleccionar los n numercs, en consecusncia los n elementos que ze
van a observar. En este muestreoc todas las muestras de tamafio n
tienen la misma probablilidad de ser selecciocnadas, al igual que

todos los elementos de la poblacidén.

B) Ventajas.

- Requiere a priori de un conocimiento minimo de 1la
poblacidn.

~ No tiene posibles errores de clasificacidn.

- Facilidad para analizar los datos y calcular los errores



C) Desventajas.

= No utiliza el conocimiento que de la poblacidén pudiera
tener el ingeniero.

- Da errores mayores para un mismo tamaiio de muestra que el

muestrec estratificado.

2. Muestreo aleatorio sistemdtico.

A) Descripcidn breve.

En principio se determina la fraccidén de la poblacidén que
@ va a estudiar C1/k) y luego se selecciona cada k-ésimo miembro
de la lista ordenada de la pcblacidén completa. Para introducir la
aletoriedad entre 1 y k Cpor ejemplo X0 y la muestrs, se forma
con miembros de la poblacidn cuyos numerocs son x, X+k,
x+2k,...%x+nk, Sobre esti base , antes de seleccionar x, cada
miembro de la poblacidén tiene la misma probablilidad de ser

incluido en la muestira.

Cuando la poblacién estdi o puede ser dividida en subgrupos,

se pueden utilizar en el disefio de la muestra.

B) Ventajas.
- 5i la poblacidén se ordena con respecto a la propledad
adecuada, da el efecto de la estratificacidn, y de aqul que

reduzca la variabilidad comparado con el muestrec aleatorio
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simple.

~ Simplicidad para extraer la muestra; faci{l de verificar.

C) Desventajas.

- Si el intervalo de muestrec esti relacicnade con el
ordenamiento perfodico de la poblacidén, se puede introducir la
variabilidad incrementada

- Las estimaciones del error probablemente son altas donde

existe el efecto de estratificacidn.

3. Muestreo aleatorio de multiples etapas.

A Descripcidn breve.
Se obtiene seleccicnando primero una muestra aleatoria de
subgrupos y extrayendo de cada subgrupo selecclionando una muestra

aleatoria de sus miembros.

B) Ventajas.
- Se requieren listas de muestreo, identificacidén., y
numeracidn sélo para los miembros de las unidades de muestrec

seleccionadas en la muestra.

- Si las unidades de muestreo estan definidas
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geogrificamente, disminuye los costos de campo.
- Si se hace con probabilidad proporcional al tamafic de la

poblacidn se reduce la variabilidad,

C) Desventajas.

- Los errcres probablemente son maycres que en el muestreo
aleatorio simple y el muestreo sistemdtico para el misme tamafio
de la muestra.

- Los errores aumentan al disminuir el numerc seleccionado

de unidades de muestreo,

4. Muestreo aleatorio estratificado.

A Descripcidn breve.

Trata de hacer que La muestra sea representativa de cada
subgrupc seleccionando muestras aleatorias de tamafics prescritos
a partir de cada subgrupo. Las muestras de los subgrupos pueden
ser proporcionales en tamaffc al numero de wellos. 81 son
proporcionales al tamaffo y a2 la desviacidn estindar dentro de
ellos, la muestra es representativa. debido a que la poblacidn
media total tiene la menor varianza de muestreo posible para un

tamafio de muestra dado.

B) Ventajas.
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-~ Asegura la representatividad con respecto a la propiedad
que forma la base de la clasificacién de las unidades; por lo
tanto produce menos variabilidad que el muestreo aleatorio simple
¥y el muestreo de miltiples etapas.

- Disminuye la probabilidad de fallar al incluir miembros
de la poblacién debido al proceso de clasificacidn

- Se pueden estimar las caracteristicas de cada estrato, y

de aqui que se puedan hacer comparaciones,

C) Desventajas.
- Requiere informacién exacta con respecto a la proporeidn
de la poblacidn en cada estrato, de otra manera aumenta el error.
- SI no se dispone de las listas estratificadas., ‘puede
resultar muy costoso prepararlas; posibilidad de clasiflicar

incorrectamente y por consecuencia aumento de la variabilidad.

5. Muestreo en racimo.

A) Descripcidn breve.
Se obtiene seleccionando todos los elementos de una muestra

aleatoria de subgrupos.

B) Ventajas.
- Si los racimos se definen geogrificamente, producen costos
de campos mencres,

- Requiere solamente listados individuales en los racimos
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seleccionados.

~ Se pueden estimar las caracteristicas tanto de los racimos
como de la peblacidn.

~ Se puede utilizar para muestras subsecuentes, pueste que
se seleccionan racimos no elementos y se permite la sustitucidn

de elementos.

C) Desventajas.

- Mayores errores que en otros tipos de muestrec para
tamafios comparables.

- Requiere habllidad para asignar a cada miembro de la
poblacidn tnicamente a un racimo; si esta no se tiene, puede dar

come resultade la duplicacidén u omisidn de elementos.

6. Musstireo en racimo estratificado.

A) Descripcidn breve.

Se cbtiene seleccionando una muestra aleatoria de todos los
subgrupos en la prinera etapa ¥y luego en olra etapa todos loz
elementos de los subgrupos selecclonados anteriormente. En este
disefc se involucran al menos tres etapas; entre mis etapas
intervengan en el disefio, son posibles un mayor numero de

combinaciones de diferantes tipos de muestreo.

B) Ventajas.

~ Reduce la varlabilidad del muestro en racimo simple.
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C) Desventajas.
Puesto que las propledades de los racimos pueden variar, se
puede reducir la desventaja de la estratificacidén y hacer inutil

la muestra para una investigacidn posterjior.

7. Muestreo repstitivo Co miltipled.

A) Descripcidn breve.

Se obtiene selecciocnando una muestra aleatoria, cuyo
andlisis se utiliza para diseffar una segunda muestra aleatoria;
@l procesc puede continuar infinitamente. En el limite se hace
una observacidn en ese tiempo y despudés se toma cada decisidn
comoe si se continuara o no el muestrec, Este se llama muestreo

secuencial.

B) Ventajas.

- Proporciona estimaciones de las caracteristicas de la
poblacidn que facilitan la planeacidén eficiente de la muestra
siguiente, por lo que reduce el error de la estimacidn final.

-~ A la larga reduce el numerc de observaciones requeridas.

C) Desventajas.

-~ Complica la administracidén o el trabajo de campo.

- Se requieren mis calculos y analisis que en el muestreo no
repetitivo,

- El muestreo secuencial se puede utilizar solamente donde

una muestra pequefia puede aproximar la representatividad y donde
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@l numero de observaciones se puede incrementar convenientemente

en cualquier etapa de la investigacidn.

Estos tipos de muestro implican un conteo completo. y una
muestra aleatoria sistemitica en cada etapa. S! se representan
dichos procedimientos de muestreo, las estimaciones variaran pero
os posible determinar la magnitud de la variacion a partir de
datos contenidos en una seola muestra. Esto es posible unicamente
debido a que el disefic de la muestra, ospécl!‘lca €o implicad la
probabilidad de que cualquier elemento dado de la poblacidn esté
incluido en la muestra. Por tal razén tales disefios se llaman

muestras de probabilidad,

En algunos casos el ingeniero puede seleccionar un subgrupoc
que represente a la poblacidén scbre la base de un criterioc que
considere como valor representativo del subgrupe. Diche criterio
de muestrec requiere supcsiciocnes mucho mis fuertes que ol
muestrec de probablilidad, para jJjustificarlo. Los errores de
eostimacidén que se derivan de estas muestras se pueden calcular
sélo en el caso en que se tenga disponible un registro de los
estimadores que se obtienen a partir de muestras anteriores juntc
con @l conocimiento de los valores verdaderos que se obtienen en

cada caso.
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Ejemplo 2.

Una industria que produce elementos estructurales
prefabricades de concreto tiene 20 lotes con 150 secclones cada
una, para la construccidén de entrepiscs. Se desea conocer la
resistencia promedic de los elementos estructurales, para lo cual
@l ingeniero encargado ha decidido que con 15 pruebas que se
tengan es suficiente. Obtener los elementos de l.a muestra por el

método aleatorio simple.

Solucidns

El primer paso  sera ordenar todos los elementos
estructurales asignando el nimero que corresponda a cada slemento
de la muestra, se tendran entonces 3000 elementos en la

poblacién.

Empleandc la tabla 2.4 de numeros aleatorios de cuatro
cifras, se selecciona a los elementos de la muestra, en la que
quedarin entonces los siguientes elementos de la poblaciédn para

seor muestreados:

1308 2208 2830
. V422 1134 1374
2081 1403 1572
1428 1137 oesz2
1330 0998 0008

@stos serin entonces los elementos que integren la muestra para

la ocbtencion del resultado del experimento.

Ejemplo 3.
Para el ejemplo de los elementos estructurales prefabricados
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obtLener la muestra por el método sistemitico.

Solucidni

Para este metodo la muestra serd diferente al meétodo
aleatorio simple, El tamafic de la muestra se referira a una
fraccidn que se considere representativa de acuerdo al tamalo de

la poblacién.

El ingeniero encargado decide que la fraccion que representa
2 los elementos estructurales es de 1% (1100, donde k=100), el

tamafio de la muestra seri entonces:
3000 x 0.01 = 30

En este método el primer miembro de la muestra es elegido
por el ingenieroc anidlista y debera estar entre el primer elemento
ordenado y el numerc k que en este casc es de 100. El ingenierc
encargado escoge al azar el numero 13 para tener el primer
elemento de la muestra. Los siguientes elementos de la muestra

son

13 ¢+ k =13 + 100 = 113
13 + 2k = 13 + 20100 = 213
13 + 3k =13 + 301000 = 313

13 + 29k = 13 + 20k = 2913



on resumen los elementos ordenados que integran la muestra,

requerida para la obtencidn de la resistencia, son:

©oL3 OBL3 1013 1813 2013 2913

0113 0813 1113 te13 2113 2813

o213 Q713 1213 1713 2213 2743

o3 o813 13t3 1813 2313 2813

04t 0aL3 1413 1913 2413 as1a
Ejemplo 4.

Para el esjempio de los elementos prefabricados de concreto
ehlener la nmuestra correspondiente por el metode de muestrec

aleatoric de multiples etapas.

Pojuaidns
& solucidn elegida por el ingenieroc analista es de una
propareidn de O.00% veces el tamafio de la muestra. ElI tamalo de

48 auestra o5

0. 008 x 3000 = 18

shtonces, de los 20 slubgrupos se escogeran 1S elementos de la
mestra eligiendo primero por un metodo aleatorie los quince
nubgrupes de los que se escogeri un elemento para ser muestreado.
Evpleande la tabla 2.2 , se tiene que los subgrupos que Sse

seleccicharon son:
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13 o2 e

o9 11 L

18 20 18
10 04 (a2
19 03 o

de cada unc de los subgrupcs obtenidos se escoge un elementc en
formaaleatoria;, en este caso se escogeran con la tabla de numeros
aleatorios Ctabla 2.3) , se seleccionan en este caso con la tabla

los sigulentes elementos para ser muestreados:

Subgrupa elemento Subgrupe elenento
13 008 04 180
09 o} 03 027
i8 [elo 18 110
10 004 12 og2
19 013 18 oga
o2 102 o8 103
i1 124 o7 036
20 133
Ejemplo 5,

Siguiendo con el ejempio de los elementos westructurales
prefabricados, el colado de los elementos se hace de cinco en
cincon., CObtener la muestra representativa por el método de

muestreo estratificado proporcional.

Solucidnt

Como son colados los elementos de c<inece en cince, se
considera que la unidad para este caso sera de cinco elementos
estructurales. En este caso para el método se tomard una unidad

para ser nuestreada de cada subgrupo, es decir, se probaran cinco

32



slementos de cada subgrupo sin importar cual elemento se pruseba,
per lo tanto el ingeniero analista escogeri fisicamente los
. elenentes para ser muestreados,
,.‘/
7,' Ejemplo 6. -
v /s Del ejemplo de los elementos estructurajies prefabricados,
pﬁtonor ia muestra por el meétodo de muestreo sn racimo.
* *
..olucldm
Para @sste método La unidad que se excoge para cada subgrupo
debe ser aieatoria., Tomando laos valores de L1a tabla 2.3, se tiene

Que la unidad para cada subgrupo es:

Subgrupo Unidad Subgr upo LUnidad
o1 [sle. 11 1310
oz 080 2 ~0e2
03 003 . 13 086
Q4 oId 14 103
o5 013 18 036
o] 102 18 149
o7 124 17 oes
o8 133 18 084
o 150 19 017
10 o27 20 o7

Las unidades que se mencicnan anteriormente son las que forman la

nuestra y deberin ser escogidos por el ingenierc encargado.

Ejemplo 7.
De! ejemplo de los elementos estructurales prefabricados,

Qblener uha muestra por eif métcdo de muestreo en racimo
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estratificado.

Solucidns

Para este meétodo se escogen aleatoriamente de la muestra
ocbtenida por el métodoe por racimo Las unidades en que se tiene el
numero de elementos que se debe muestrear o probar. Empleande la

tabla 2.2 para la obtencidn de la muestra se lLlega a la siguiente

muestra
Subgrupo Unidad muestral elementos muestrales
oL 0086 oz
oz 080 13
03 008 oz
(a7 3 094 13
oB oL3 13
o8 102 13
o7 124 13
[&-] 133 13
oa 180 13
10 027 . 13
11 110 13
12 o082 - 13
13 oBs 13
14 103 13
18 038 13
16 149 13
17 oss 13
i8 084 13
19 017 13
20 087 13
Ejemplo 8.

Del ejemplc de los elementos estructurales prefabricados
oblener una muestra o dar un criterjo de seleccidén para la

obtencién de la muestra.
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Solucidns

El ingeniero puede considerar que una muestra de muchos
elementos @S antieconomica para este caso y si se selecciona una
miestra pequefia no seria representativa de los elementos que se
tienen, por Lo que el tamafic de 1a muestra dependeri de la
experiencia que el ingeniero tenga para determinar ia solucidn.
n este caso el ingenierc puede escoger un eslemento muestral por
cada 40 elementos estructurales que se tengan, con lo cual se

forma una muestra de 10 elementos.

2.3 TANARO DE LA MUESTRA.

Cuando se emplea la simulacidén para estudiar un sistema
estocéstico se representan una © mis variables en el modelo de
probabilidad del cual se va a obtener la muestra. La pregunta mis
frecusnte que surge en los ingenieros de sistemas es:  Cuintas

miestras se debersn tener para obtener una estadistica

significante? Desafortunadamente no se ia resp ta de
esti pregunta, poco se conoce de esti informacidn, lo cual se
deberi tener presente para la decisién del muestreo. Si el
miestreo se hace con numeros aleatorios, se tendrin algunos
grados de imprecisicn en el resultado, el cual depende del tamafo
de la muestira, por dque. mientras mas grande es el tamafio de la
muestra, menor @s el error debido a que se tiene un registro que

%@ apega mis al comportamiento del sistema.

El escoger el tamafic apropiado de muestreo para diseflar con
clerta precision y para minimizar el costo de anilisis del modelo
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es de extrema dificultad y os algo muy importante.
Desafortunadamente, el tamafo de la muestira que se tome estara en
funcidn de la inversidn que se requiera para la investigacidon y
el desarrollo del modelo. Sin embargo, como se tLiene poca
informacién como base para encontrar 1a relacidn entre el sistema
real y el modelo desarrcllado . se requiere que la informacidén
con que S cuenta sea correcta y lo mas precisa posible., o bien
se necesitard conocer el grado de imprecisicn que se tiene en el
desarrollo del modelo. Por lo que, se concluye que ®s necesarioc
conocer el tamafio dt‘Ln muestra requerido para que se tengan los

datos ropros.ntnuvoi del sistema real que se esti analizando,

En la simulacién de un sistema se tiene que es mas facil de
analizar un sistema ya establecido que sdélo se tiene que
modificar, que uUn sistema JuUe apenas Se Va a poner en

funcionamiento.

El tamafio de la muestra pusde ser determinade en dos
formas: C1) “apriori™ e independiente de la operacidn del sitema;
C2) durante laoperacién del sistema y basado en los resultados
que se van obteniendc de este modificando asi el modelo que se

tiene.

Esto justifica el wusc de ciertas formas de analisis
“apriori®” basadas en el conocimiento del modelo. Muchos
ingenieros se basan en la suposicidn de que la solucion del
problema puede ser parecida a la de otros sistemas similares y
con la misma distribucidn de probabilidad, En la mayoria des los

36



casos es ajustable el modelo a la distribucidén normal., 1o que se

Justifica por el teorema del limite central.

S1i se conoce o (desviacion estandar), el tamaffio de Lta
muestra, que garantizan un error E (diferencia entre X, valer
medic de la muestra , ¥ u, valor medio real de la poblacidn) con
un grado de confianza o, se puede obtener el tamafic de la muestra

con la siguiente formula:

2
k. o
ne [ 2 ] CEe. 2.1)

Un proceso similar se tiene para determinar el tamafio de la
muestra que garantice que una proporcidn real de la poblacidn
tiene ciertas caracteristicas ¢ propiedades. Para un error dado E
Cdiferencia entre la proporcién real y p la proporcién estimadad,
y un grado de conflanza o, el tamafo de la muestra se obtiene con

la siguiente férmula:

2 (Ec. 2.2)

Ejemplo 9.
En una planta potabilizadora se emplea una substancia
quimica para purificar el agua , después de la mezcla se analiza

el agua que ha sido procesada. .Que numero de muestras se deben
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analizar para que, con un nivel de confianza 99%, el error ne
eoxceda de un 15%, cuando se desea que la varianza de contenido de

clorc sea menor de 2 mtlilitros.

Solucidnit

Empleando la ecuacidn 2.1 se tiene:

- FH

dende k” * 2.975 obtenide de La tabla 2.5, sustituyendo valores

fr—— 2
n =|—2:.878 ¥ 2
0.18
n = 580. 39 muestras

n = 580 muestras.

Ejemplo 10.

Una fibrica de acero desea estimar con un 99% de confianza y
con una proporcidn de 5% el numero de perflles que se fabrican
cen baja resistencia. ;Cuintos perfiles tendrin que ser probados

para poder determinar lo deseado?

Solucidn:

Empleado la ecuacion 2.2
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donde k” = 2.575 obtenido de la tabla 2.5, sustituyendo valores

n

c2.875>%
4c0.08>°

n = 663.06 plezas

n = 863 piezas.

TABLA 2.8 Valores de coeficientes de confianza.

=on7lg=zu ' k”di?'?n\‘

n ti

ite | ki ppra dss Limtes

ervalo inierva
<90 1.280 1.645
o2 1,408 1,750
o4 1.588 1.880
25 1.848 1.980
o6 1,730 2,088
a8 2.08%9 2.32%
=) 2.328 2.97%

Problemas propuestos,

1. Se va a diseffar un sistema de pisos para una bodega que

soportard cajas de cartdn llienas

cajas son de forma cublca,

kilogramos de peso.

Considere que

hasta una altura de S metros.

de alimentos empacados, Las
medio metro de lado y 100

las cajas pueden amontonarse

a) Representar el espacio muestral para el peso total de un

irea de base de medio metro al cuadrado si esti cargado

por una pila de cajas.

b)) ;Como cambiaria este espacio muestral, si dicha area se

puede cargar con la mitad del pese de cada una de las

pllas de cajas?

¢) Representar el espacio muestral de la carga total en dos
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areas de base adyacentes, de un metro por un metro.
suponiende que cada una de tales ireas soporta una sola

plla de cajas.

2. Se contarin y pesarin los vehiculos que pasan por un
puente en un instante dado; soléd serid registrado el numero total
y el peso total de los vehiculos, El numero miximo de wvehicules
que se pueden observar dentro del puente es cinco; el pesc maximo
de un sold vehiculo es S toneladas y el minimo es 2 toneladas.

Representar el espacic muestral del experimento.

3. Se selecciona un pilote de madera de un surtido de
longitudes L, de las cuales la mayor es de 20 metrcs. El pilote
seri clavado en 1la tierra en un irea donde el estrato de apoyo de
roca solida esti a una profundidad variable D cuyo miaxime es de

20 metros. Representar el espacio muestral del experimento.

4. Una cuenca cuenta con 17 estaciones climatoldgicas, en
las cuales se tiene un registro diario que ha sido tomade durante
180 dias Se desea obtener el nivel de precipitacidn, para lo cual
el ingeniero encargade ha decidido que no es necesarioc emplear
todos los datos con que se cuenta y scolo empleari una nuestra
representativa.

a) Obtener la muestra por el metodo aleatorio simple (60

elomentos muestrales).

b) Obtener la muestra por el método sistemitico.

c) Obtener la muestra por el metodo aleatoric de multiples

etapas,
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d)  Obtener la muestra por ol meétode estratificade
proporcional (proporeidn de 0.01),
®) Obtener la muestra por el método en racimo.

£ CObtener la muestra por el método en racimo estratificado,

5. Se han obtenido las deflexicnes de 14 columnas de
concreto reforzado que sostienen un puente. las lecturas han sido
tomadas durante 148 dias. Se desea obtener la deflexidén de las
columnas, suponiendo que esta es 1a misma para todas. E)
lngeniero encargado piensa reducir el trabajo y tomar solamente
una muestra representativa de los datos que se tienen.

a) Obtener una muestra por el método aleatorio simple (350

slementos muestralex).

b Obtener la musstra por el método sistemidtico.

c) Obtener la muestra por el método aleatoric de multiples

etapas.

d) Oblener la muestra por el método estratificade

proporcional Ccon una proporcion de 0.01).
®) Obtener la muestra por el método en racimo.

£D Obtener la muestra por el método en racimo estratificado.

8. En un laboratorioc de resistencia de materiales se desea
obtener la resistencia de un suelc con un 95% de confianza en el
resultado y se requiere que el erro no exceda de un 8%

proporcionalmente de la resistencia real.

7. En una fibrica de concreto ge esti diseflfando un nuevo
cemento para lograr una resistencia mayor ¥y con una mejor
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calidad. Sl se desea obtener el valor de la resistenc:a zon una
confianza de 94%, el error que no exceda de un 10% ¥y que la
varianza en el contenido de cemento no exceda de 30 grames. . Cual

Serid el tamafo de la muestra para el experimento?

8. En la reconstruccidén de una unidad habitacicnal se desea
optimizar el suministro de agua, para lo cual sera necesario
tomar medidas del consumo diario que setisfaga las necesidades de
los habitantes de la unidad., Si se desea que en los valores
obtenidos se tenga una confianza de 98%, que el error en las
medidas no exceda de un 15% del valor real y que la varianza en
el gasto sea menor de 0.5 litros., ;Cudntos dias seri necesario

tomar lectura del gasto?

Q. En la carretera que va de Reynosa, Tamaulipas al poblado
de China., Nuevo Leon, se esti realizando un analisis para
determinar si es necesaric que se amplie la carretera o si esta
satisface la demanda tal come se encuentra. £l ingenierc hara
lecturas a diferentes horas del dia, observande la cantidad de
automdviles que transitan en ambas direccicnes. Se desea que la
confiabilidad de los resultados sea de un Q0%, un error de 12% y
e tenga como miximo una varlianza de 10 carres.  Cuantas lecturas

debera tomar el ingeniero encargado?

10, En un edificic de 15 pisos que sera rehabllitade por
haber sido dafado por un sismo, se desea obtener la resistencia
de sus elementos con una confianza de 99% y un error en
proporcidén que no exceda de un S% de la resistencia real.

cCudntas muestras serin necesarlas para lograr lo deseado?
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13
76
a7

o1

93
a7

422

(=13}

930
87

190

a3
a77
441

440
838

762

237
830

318
325

008
234
407

ei8

S40
304
S84
037
868

TABLA 2.2 Niumeros aleatorios (dos digitos)s

=]
a7
48
83
is

o2
71
26
a7
51

10
az
as
77
19

64
30
83
oz
11

41
20
04
42
=57

@
43
81
38
=11

03
98
a3
34
NQ

00
72
o4
89
15

i2
48
70
29
55

)
73
18
(o]
21

L2
33
80
50
o7

-}
32
o4
g2
o8

TABLA 2.3 Nimeros aleatorios (tres digitos)

473

o7a
353
38
303
332

aso
133
a7e
708
180

974
o027
110
263
a3z

926
Q78
312
741
arge

859

43

[
418
ade
204
641

ras
193
191
084
648

914
843
o117
eiz

o087
038
401
179
034

387
408
o9
811
568

730
840
og2
708
367

123
o8
478
280
319

515
6531
431
990
560

840
448
os8
111
181

118

200
a7z
813
224
204

048

047
277
424

827
8683

711

594
o1Ls
611
oUS
283

79
742

84
7353

48
78
14
[¢]
a8

oL
69
44
ol

403
519

873
884

760

oez
ae8

a8z
928
1909

107

028
816
820
007
Sa6



7437
8414
8308

OL0S
837
8878
8309
8a703

4730
8400
3647
a780
2630

1374
1372
Q78
o882
0008

4611
1093
3374
36880
7202

Copiado de Handbook of statical,

1180
2431
2022
6541
6937

7851
o851
4183
sS6é2
/790

6080

7068
9191
Q120

2052

°207
8324
4497

7028
78006
3108
8820
s224

8038
0788
8360
8702
1024

1633
8834
8002
3197
2721

ao2%
7628
2877
6781
4208

Ses1
37684
3545
9678
5749

Owen 1972.

TABLA 2.4 Nimeros aleatorios (cuatro digitos)

8731
0640
ai1e8
6845
0408

8464
0539
4312
4930
7484

8080
7648
o004
3386
8769

3088
8083
3080
0243
8894

a789
ezee
5445
1861
052

7423
7723
s188
3443
8382

9070
4810
84094
3792
8303

3883
0080
[ =1g
7238
7311

3002
4017
0190
0428
0393

-]
8688
0877
2384
2188

3342
4409
4033
4090
4385

9305
8332
es19
4374
7602

5608
5083
8886
7658
0441

3038
7478
48954
7849
8689

9377
8088
N17
0434
au29

ce13

1079
4552
Q262
6323

1587
0239
0449
3092
1981

2074
1179
3342
4710
9208

44

5084
4722
8733
6903
8135

4197
7885
Q157
7520
1o48

8O51
4048
1308
42806
7089

Q102
2486
3BLS
o538
4238

1021
76268
cest
6073
o771

0359
7202
1700
2079
es02

7308
1480
3238
5497
s679

o782
705G
8119
2383
8158

Q482
8599
1878
5548
3590

8047
6598
6364
Q9911
797

8311
5581
o158
2547
2874

6s19
2228
0237
4180
3109

4012
0830
89687
4878
8oz

8383
0854
2700
cess
768208

0318
G433
4253
4313
1378

0328
8778
7342
0008
4031

8057
3418
8060
6001
7784

0254
9735
2284
8278
3880

de Addison-Wesley,

36897
5044
7649
S740
7285

0407
5771
sa18
0788
Q388

8287
0583
6180
1224
8742

oe1e
g472
8490
2084
2014

8413
e5es
3002
1280
0533

4697
5004
Q348
1970
4171

s178
osed
7804
3980
8336

BOL1L
5537
5383
3440
6256

4827
8584
6014
6238
9537

tablas de D. B.

1836
040
1871
7824
5908

9239
5442
1464
1208
0304

8994
4418

8204
2468

2219
2180
Sz204
0584
4368

5181
42680
7383
o843
3800

7161
1142
4333
19089
970

7089
7585
3933
1767
ass2

2668
2280
1717
9983
3842

9198
658t
s012
8742
4423

7810
s121
4328
8520
9539

o232
8761
3634
2033
7948

S532
7068
1133
0937
7028

1109
70408
Q821
7996
4920

8583
8220
1071
7761
45383

4038
1297
3769
3108
120t

8371
Q008
9478
7981
3568

3789
7262
6719
6007
S603

3974
7194
2458
2154
2330



opoo rbott orddd rd

U
-

robod

tobd

010
393

B13
o268
334

287
161

. 348

1.280

Tabla 2.5 Desviaciones aleatorias normales.

0.137
-2.526
-0.384

0. 472
-0, 558

-0.813
-1.08%
-0.488
0, 756
0.225

1.877
-0.150
0,598
-0. 809
-1.163

-0, 2061
-0.357
1.827
0.538
-2, 0358

~2.008
1,180
-1.144
0,358
-0,230

0,208
0.272
0.808
~0. 307
-2, 008

0.079
-1.658
-0, 344
-0, 821

2,990

1.278
-0.144
-0,888

0.193
-0.199

2. 456
-0.531
-0.63¢

1.279

0.048

0. 528
0.007
-0.162
-1.618
0. 378

-0.057
1,358
~0.9i8
o.012
-0.811

1.237
-1.,384
-0. 930

0.731

0.717

~1.633
1.114
1.151
-1.939
0. 308

-1.083
~0.313
0. 868
o.121
0.921

=1.473
0. 8951
0.210
1.2906
~0. 874

-0. 5688
~0.254
-0.921
-1.202
-0.288

-0.323
-0.0940
0,697
3.821
0.321

0. 868
O. 769
-0.138
-0. 448
0, 761

-1.229
-0, 561
1.808
-0.728
i.231

1.048
0.380
0. 424
1,377
-0.873

0.542
0,882
i.a10
0.891
-0.849

0.219
0.084
-0, 747
0. 790
0.148

0.034
0.234
-0.738
-1.208
-0. 401

=0.1009
0.8574
-0.509
0.394
-1.810

45

0. 088
0.543
0.928
0.571
2,948

0.e81
0.971
1.033
-0.611
0.181

-0. 488
-0, 286
0.083
1.147
=0.199

-0. 508
-0. 992
0. 080
0.983
-1.008

0. 208
~1.588
1.378
-1.8651
1.974

0.934
0.712
0.203
-2. 051
0,738

©.838
O. 212
0.418
~0.121
-0.248

-1.830
-0.118
-1.141
-1.330
~1.308

0.188
-0.202
0. 428
0,802
0. 237

1.221
-0. 439
1,201
0.341
-2. 661

0.883
0. 340
0.008
0.110
1,207

-0, 588
-1,181
0,518
0.843
0,934

-0, 288
0.187

0.194
-0, 258

0. 942
1.216



if. MODELOS PROBABILISTICOS

En la primera parte del capituleo se describe el mcodelo de
lLas lineas de espera, sin tratar profundamente la deduccidn de
férmulas, Se presentan las férmulas empleadas para las
aplicaciones en la ingenierf{a civil; este subcapitulc se describe
eon dos partes, la prinmera se refiere a lineas de espera con una
estacién de servicio y la segunda trata las lineas de espera con

varias estaciones de servicio.

La segunda parte del capitulo describe el procesc
estocédstico, que es un proceso de andlisis matemitico para un
conjunto de elementos que se puede aplicar a los sistemas de
inventariocs. Los procesos que se analizan estan relacionadeos con
lLos tecremas de Marckov para procesos estocasticos, en el que el
sistema depende unicamente de las propiedades actuales =in
importar el comportamiento anterior; este tema se desarrolla en
la Ultima parte, y se describen las etapas que se presentan en el

procesc y las caracteristicas que tiene el proceso.



2.1 LINEAS DE ESPERA

La linea de espera , en su concepto mis simple. se forma por
la llegada aleatoria de clientes que entran a un establecimiento
a solicitar un sevicic proporcicnado por un servidor. La
naturaleza de los clientes, el establecimiento y los servicios

varian con la organizacidn que tenga el servidoer,

S1 el tiempo que se utiliza para servir a un cliente es
mayor que el que transcurre entre la llegada consecutiva de dos
clientes, se formarin las lineas de espera. En cambio, si el
servicio es mids rdpido que la liegada de clientes, no se formarin

lineas de espera.

LLa teoria de lineas de wespera tiene Llos sigulentes

objeti vos:

a) Caracterizar cualitativa y cuantitativamente una
cola © linea de espera.

b2 Determinar los niveles adecuados de cilertes
parametros del! sistema que balancean el costo soclal
de la espera con el costo asoclado al consumo de

recursos .

La cuantificacidén de una iilnea de espera e puede hacer a
través de un andlisis matemitico que requiere de suposiciones muy

estrictas en cuanto a la naturaleza de las llegadas de clientes,



@l tipo de servizio, el numero de servidores y la estructura del

sistema.

Estructura de las lineas de espera.

Una linea de espera esti constituida por un cliente que
requiere de un servicic C(proporcicnado por un servider> en un
determinado periods. Los clientes entran aleatoriamente al
sistema y forman una o varias colas Clineas de esperad) para ser
atendidos, Si el servidor esti desocupado, de acuerdo a ciertas
reglas preestablecidas conocidas como disciplina del servicio, se
properciona el servicio a los elementos de 1a cola. El cliente
sers alendido en un periodo determinado de tiempo, llamado tiempo
de servicio. Al finalizar el cliente abandona el sistema. Si se
conocen las leyes que gobiernan las llegadas, entonces la
naturaleza de estd situacién puede estructurarse y analizarse

matemiticamente.

proporcionamiento
del servicioe

(] + salida

D + salida
llegadas+ o 00 ...0 .

D + salida
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La estructura fisica de un sistema de lineas de espera consiste
de tres componentes:

= Una o varias fuentes de llagada.

- Una o varias fuentes de llegada.

- Una Linstalacién de servicio formada por una ovarias

ostaciones de servicio.

ta teoria de las lineas de espera tambien se refiere a la
forma en que se escogen las llegadas para recibir servicio. Se
considera que las unidades conforme llegan ocupan su lugar en el
instante en que llegan a la cola. Se reconcce que alguna
prioridad podra cambiar ese patrén de servicio. Sin embargo en

este trabajo no se considera dicha prioridad,

Las llegadas pueden ser uniformes durante cierto pericdo, o
pueden ser aleatorias . La tasa de llegadas puede tomar la forma
de empleados que llegan a la caseta de herramientas de 1la
enpresa, © bien representar el numero de autos que llegan a una
caseta de cobro de una autopista.Generalmente la tasa de
llegadas se expresa como arribos por unidad de tiempo. En las
situaciones en que las llegadas se distribuysn en forma aleatoria
puede wutilizarse su promedio sl este se registra durante un

periodo suficlientemente prolongado.
Cuando el ingeniero se enfrenta a fendmencs de lineas de
espera y los costos que surgen de ellos, el que toma las

decisiones utiliza sus conocimlentos de las caracteristicas
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mnedias de las colas para intentar reducir los costes. Algunos de
los cambios que ‘s. pueden recomendar serian por ejemplo,
incrementar o rodt’xcir las estacicnes de servicic segun sea el
caso, cambiar el tipo de sevicio en una © mids estaciocnes para
reducir el tiempo de espera, dividir una linea de espera o

fusionar varias de ellas.

Se hace notar que las lineas de espera se hallan en funcidén
de variables aleatorias que pueden describirse matemiticamente
con una clerta distribucién de probabilidad. Las distribuciones
que sSe ajustan comGnmente a los problemas de lineas de espera,
son la distribucién de Poisson para las llegadas y la

distribucién exponencial para el servicio.

Modelo de llegadas Cdistribucién de Poissond.

Una distribucién de Poisson es una distribucion de
probablilidad discreta que pronostica el numero de llegadas en un
tiempo dado. La distribucién de Poisson incluye la probabllidad
de que ccurra una llegada en un clerto pericdo de tiempo y es
independiente de 1o que haya ocurrido en observaciones
precedentes. Es semejante a una distribucidn normal séle que esta
ultima esti sesgada hacia un lado. esta distribucién indica que
las llegadas ocurren en forma aleatoria y se representa por nmedio
de la constante A. Esta constante representa el numerc de
llegadas por unidad de tiempo <(tasa promedio de llegadas),

mientras que 1/ es la longitud del intervalo de tiempo entre

g0



dos llegadas consecutivas Ct y t+1), tambien llamada tiempo medio

de llegadas.

f.a distribucién de Poisson C(curva con parametro At), dende n
o8 el numerc de llegadas dentro del intervalo t, el parimetro A
es la probabilidad de una llegada, y t es el tiempo total

considerado. En este caso se tiene:

AL gTMt
n

T CEc. 3.1)

f,Cnd = Pln llegadas en el tiempo L] =

£l simbolo CiD que s@ encuentra después de la n, {indica
factorial de n, mientras que e Ccon valor de 2.71828) es la base
de los logaritmos naturales. La expresidn de la distribucién

exponencial C(funcién densidad de t), es:

gCtd = funcién de densidad de ¢ = Aot CEc. 3.2>

Como 1los modelos de Llineas de espera emplean una
distribucién de Polsson, se puede probar la suposicién de que las
llegadas siguen wuna distribucién Poisson, lo que se logra
buscando un intervalo fijo de tiempc y contando el numero de

unidades que llegan en ese intervale, lo que se hace con una
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muestra de las llegadas., y calculandc asi el numero medic de las
"llegadas, Los datos observados pueden trazarse en forma de un
histograma o© diagrama de barras. Puede utilizarse una prueba
aproplada de calidad de ajuste para determinar si los datos se

apegan a una distribucién de Poisson.

Modelo de servicio C(distribucidn exponencial).

En el modelo de servicio se tiene un parametre u, que es el
numerco de servicics realizados por unidad de tiempo, mientras
que la constante promedioc de tiempo de servicio Ci-/u) ex el
numero de unidades de tiempo por cada cliente servido. El tiempo
de servicio suministrade se da por medic de una distribucidn
exponencial Cque muches autores llaman distribucién exponencial
negativa), cuando el tiempo de servicio ocurre entre el tiempo t
y o1 tiempo t+i. Hay que notar que la distribucién Poisson. no

puede aplicarse al servicio.

Generalmente hay un tiempo ocloso por parte del prestador
de!l servicio. La distribucién de Poisson se aplica a un intervalo
de tiempo fijo de servicio continuo, pero nunca se puede estar
seguro de que esto ocurra en cualquir situaciédn, por lo que se
utiliza la distribucién exponencial. Cuando esta distribucidén se
traza tendri una pendiente hacia abajo y hacia la derecha de su

miximo.
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$1 se substituye u por A en la ecuacioén 3.1 y se designa con
n al namerc de servicios potencliales que puedan suministrarse en
ol intervalo T, la férmula de Poisson para una tasa de servicio

o8 la siguiente:

n_o~ut
r‘Cn) ® PCn serviclios en el tiempo td = S—&&—)-ﬁ—— CEec. 3.3

Remplazando u por A en la ecuacion 3.2, la probabilidad de
que se complete el servicio de una unidad en el tiempo t para la

distribucién exponencial, sera:
getd = pe CEe. 3.4

Con @l fin de comprobar la supcsicién de que los tiempas de
servicic se distribuyen en forma exponencial, se obtienen datos
con métodox normales de estudios de tiempo, y se emplea una

prueba estadistica apropiada.
Ecuaciones bdsicas que gobiernan las lineas de espera.

Las relaciones recursivas que se presentan a continuacidn,

¢ aplican en el caso general de k estaciones de servicio, cada
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una con tasa media de servicio u. Estas k estaciones de servicio.

se alimentan de una misma cola, con tasa media de llegadas A.

*»+000

Ses: n = nimero de unidades en el sistema
Pn = probabilidad de que haya n unidades en el sistema

k = nimerc de estaciones de servicio

Las Pt pueden calcularse sucesivamente en términos de Po mediante

las siguientes expresiones

A
P. a = Po
A+Cn=-1du A
P = "L Pn_‘ g Pn-2 n=2,3,4,....k

A+kp - A
Pn = * P"“ PyT Pn_z n 2 k+l

CEcs. 3.9
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Una vez que las ecuacicnes Pn se han expresado todas en
términos de Po' la evaluacién de Po se obtiene mediante el uso de

1a siguiente relacioén:

L p= CEc. 3.8

nuo
que es 1o mismo que:
P°+P‘~P

2+. . "Pn-i

3.1.1 LINEAS DE ESPERA CON UNA ESTACION DE SERVICIO.

Para el caso de una estacisén de serviclo, con llegadas tipo

Poisson Ccon tasa media de llegad A y tiemp exponenciales de

servicio Ccon tasa media de servicio ), las ecuaciones 3.8 se

comvierten en:

A
P = P,

p =ltip 2 nzea CEcs. 3.7)
n H n+1 M n+2
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Una facil deduccidn permite illegar a:
P x[-2] p" nzo CEe. 3.8
n H ° TR T
Y con el uso de la condicidn:

@
L P =1
n=o n

e llega finalmente & la siguiente ecuacién:
A A3
Pn-[1 u](u] nzo CEe, 3.9)

Esta ecuacién es vilida solamente cuando 1a tasa nedia de

servicio u excede a la tasa media de llegadas A.

Para la solucidn practica de problemas de lineas de espera
se necesitan la distribucién de variables aleatorias tales como
ol tiempo de espera de una unidad antes de que reciba servicio
Cvariable aleatoria w) y el tismpo total de una llegada en el

sistema (denotada por v;,vsw mas el tiempo de serviciaod.

Puesto que hay una probabilidad positiva 1-CA/w -Po de que
una llegada no tenga que esperar antes de recibir servicio, la
distribucién de w es en parte discreta Ccuando w=0) y en parte

continua Cecuando w >0). Si ¢lwidw es la probabilidad de la parte



continua {witiempo de espera < w+dw}, la distribucion resultante

pPara w es:

PCw=0> = 1- ~—:-— CEe. 3.10

SN wdw

PCwidw = (1-—:—] A wo

Notese que &;)Cw) tiene el valor de »/u y no la unidad, puesto que

ol evento {WO} no es un evento que ccurra con certeza.

Para la funcién de densidad condicional del tiempe de
espera, dado que una persona tiene que esperar, se divide ¢wd

entre P{w>0}, con lo que se obtiene:

CN~ W

LW/ W Od =u-Aae CEe. 3.11)

-
Jecwrw 0 0umt

o

La densidad 6Cv) del tiempo total que una llegada pasa en el
sistema Cel tiempo de espera mas el tiempo de servicio) se puede
calcular de una manera semejante, y resulta ser idéntica & la

ecuacion 3.11, esto es:
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LAN=dv

&«Kvd = Cu~Ade CEe. 3.12

A partir de las ecuaciocnes 3.9, 3.10, 3.11 y 3.12 se pueden
calcular las esperanzas Cen el sentide matemitico) de las
diversas variables aleatorias, Los resultados que se obtienen son

los siguientes:

longitud media de la cola:

A .
INTEEY) CEe. 3.13

ECmd =
longitud media de colas no vaclas:
ECmim>0) = "7:5"1" CEc. 3.14)

namero medic de unidades en el sistema:

ECnd =

CEe. 3.1
tiempo medio de espera de una unidad antes de recibir servicio:
Bw) = 2 CEe. 3.18)

MATEE )
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tiempo medio de espera de una llegada dado que tiene que esperar:

ECw (w0 = CEe, 3.17

tiempeo medic que una unidad pasa en el sistema:
ECvd = T‘— CEe. 3.18

Ejemplo 1.

Un banco de material petréc cuenta con un cargador frontal,
con un tiempo de sorvicio de 13 minutos distribuido
exponencialmente. Los camiones de volteo llegan para ser cargados
» con un tiempo medio de 30 minutos distribuidos segun Poisson.

a) (Cubl es el tiempo de espera para un camién?

P) Cull es el tiempo medio desocupado del cargadoer en un

turno de 8 horas?

c)  Cuil es la probabilidad de que un camién que llega no

tenga que esperar para ser cargado?

d) ¢Cusl es el tiempo medio de permanencia de un camion en

el banco de materiales?

Solucidns
numerc de estaciones de servicio k=1

tasa promedio de llegadas

1 1 60 min .
A = L)\ -‘———--—30 Yy x——-—-—l Fora = 2 camhora
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tasa promedic de servicio:

1 1 80 min
M= t.“ *1% min *71 hora

= 4 cam-hora

by 2 1

08 2 a B 2.

4 2

a) tiempo medioc de espera de un camién, con la ec. 3.18

—-——-—-—PC“):)J = -——-——4(‘32)- ——g = 0,25 horas

ECw) =

ECw) = 18 minutos,

b) tiempo desocupado del cargador

probablilidad de que se quede desccupado el cargador:

=1- -2 a3-@a=1-
Py = 1= —J— =1-0 = i- ~—— = 0.5

tiempo medio desocupado del cargador:

T = P° x horas de trabajo
T = 0.8 x 8 horas = 4.0 horas

T = 4.0 horas.
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¢) probabilidad de que un camién tenga que esperar para ser
cargade. Esta probabilidad es de que se encuentre desccupado el

cargador,

=10 = 1-0.8 = 0.5

d) tiempo medio de permanencia de un camién en el banco de

materiales
i 1 1

BV = " 3

ECv) = 0.9 horas.

Ejemplo 2.
Un aeropuerto tiene capacidad para atender 3 aviocnes en 2
minutos Caterrizajes y despeguss) denominados en este caso

llegadas, distribuidos en forma exponencial.

a) yCudl debe ser el tiempo medic entre llegadas para
asegurar que el tiempo medioc de espera sea de 5 minutos ¢
menos?

B} ,Cuil es el tiempo medic en que un avidn en despegue o©

aterrizaje) pasa por la pista?

=3



Solucidns

numero de estaciocnes de servicieo Cpistas) =1

a) Sustituyendo ECw)=S en la ecuacidén 3.18 se tiene:

despejando A

A=sS[ BCf-nrd ]

43 18
A = s -l

48/ 4 498
A= 1775 " T34 = 1,3238 aviocnes/minuto

tiempo medio de llegadas

= 0.7%5 minutos.
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b) tiempo medio de servicio

m
~
S
L
u
&1

3 _ 4S8
2

ECvd) = 5,08 minutos.

Ejemplo 3.

La empresa paraestatal Petrdleos Mexicanos estudia la
utilizacién de la gasolineria que se encuentra en el Km. 70 de 1la
carretera estatal Toluca-Valle de Bravo, en el estado de México.
La gasclineria tiene 8 bombas, 4 para gasolina nova, una para

gasolina extra ¥y otra para diesel.

Las llegadas de autocbuses que cargan diesel muestran una
distribucidn que se aproxima a la de Polsson. mientras que el

servicio muestra una distribucién exponencial.

El promedic de llegadas a la bomba diesel es de S aulcbuses
por hora mientras que los servicios promedio en esa bomba son de

7 por hora.

Encuentre los parametros que describen cuantitativamente la
bomba diesel.
Solucidnt
Se tLiene A = 5 autobuses/hora

H = 7 autobuses/hora
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La probabllidad de encontrar la bomba vacia, empleande la

ecuacidn 3.10, es:

A
Pogl-

=]
P, =1 - ——

P° = 0.209

la probabilidad de encontrar un autcbus cargande y otros dos

esperandc, empleando la ecuacidn 3.8, es

P. = 0,11

el nimero promedic de autobuses en la cola, empleando la ecuacidén
3.13, es

K'

HCp=ND

ECpO =

csy?
7¢7-8>

ECmd =

ECmd = 1.79 autobuses.
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e{ numero promedio de autobuses esperado en el sistema, empleando

la ecuacidn 3.18, es
A
S Ve

<]
C7-982

ECn) =

ECn) = 2.8 autocbuses.

el tiempo de espera en la cola, empleando la ecuacidn 3,16, es

Ew = 3
HC pa~AD

ECw) = =
7¢ 7- @

ECw) = 0.38 horas.

casl 22 minutos, mientras que el tiempo promedio para salir del

sistema Ccargar diesel y abandonar la gasolineria), empleando la

escuacidn 3.18. es

ECv) =

ECv) = 0.%50 horas.

-]



Ejemplo 4.

En la construccidn de una presa se va a contratar un
mecdinico para que repare la miquinaria empleada, la cual se
descompone a razén de tres por semana siguiendce una distribucidn
aproximada a la de Poisson, el tiempo no preductivo de una
mnéquina cualquiera se considera que le cuesta a la compafiia §
500,000.00 por semana. La compafia ha limitado la decisidn a uno
de dos mecidnicos, el A cobra 8§ 100,000.00 por semana y arregla
exponencialmente 4 por semana; el B cobra 8 200,000.00 por ssmana
y compone tambien exponencialmente & por semana. Se trabaja de
lunes a sdbado y la jornada es de 8 horas. ;Cuil que mecdnico

deberd contratarse?

Solucidns

Para el macidnico A se tiene:

A = 3 miquinas/semana

M = 4 miquinas/semana

El numerc de maquinas que se mantienen improductivas,

empleando la ecuacidén 3.18, es:
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ECnd = 3 mag-hora,

se tiene una pérdida de:

Perdidas = 3 x 8§ 500,000.00 = 8 1,500,000.00 ' semana.

el costo del mecdnico es:

Costo = § 100,000.00

el costo total usando el mecinico A es:

CT = 1,800,000.00 + 100,000.00 = $ 1,800,000.00

Para el mecdnico B, se tiene:

A = 3 miquinas-/semana

4 = 8 miquinas/semana

el numero de mdquinas que se espera esten

empleando la ecuacidn 3.15 es:

a7

improductivas,



ECn) =

ECn) =
8- 3

Elnd = 1 maq/semana.

s& tiene una perdida de:

Perdidas = 1 x § 500,000,00 = $§ 800,000, 00

@l costao del mecinico es:

Coxto = € 200,000.00

@l costo total usando sl mecidnico B es

CT = 500,000. 00 + 200,000.00 = § 700,000.00

Se tendra gue contratar el mecinice B por ser mas econdmico

el sistema que el del mecinico A.

Ejemplo 5.

En un puerto que cusnta con un sOlo Muelle se tiene que la
tasa media de llegadas de los buques es de 4 horas y el tiempo
medio de servicio Ccarga o descarga del barcod es de 2 horas § 30

minutos,
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a) (Cuidntos barcos en promedic permanecen fondeados el
altamar esperande un lugar para atracar?

b) Tiempo promedic que pasa un buque en el sistema

Solucidnt

Se tiene

A =14 = 0.28 buques/hora

4= 172.5 = 0, 4 Buques-hora

a) el numero de buques en el sistema, empleando la ecuacidén 3.13,

X’

HC u=XN)

ECmD =

co.28>*%
0.4€0.4-0.23)

ECnO =

ECm) = 1.04 buques.

b) el promedio de tiempo que pasa un buque en el sistema,

empleando la ecuacidn 3.18, es

1
0.4-0.28

ECv) =

ECvD> = 8,67 horas.
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3.1.2 LINEAS DE ESPERA CON VARIAS ESTACIONES DE SERVICIO.

El estudic que se hace es para Rk estaciones de servicio,
cada una con tasa de servicio y, alimentadas por una cola que se

pone de 11 d con tasa media A. Las ecuaciones 3.8 conducen

a las siguientes expresicnes de la serie de probabilidades P“
en términos

de P :
o

PLe = (‘—'—Z ye no=1,2,3,...,k1

n nt ]

1 A n
LA NYCET = ( m ) L nZk CEcs, 3.19)

l.a secuencia Pn se observa que se compone de dos partes, una
si kén y la otra si k2n; la expresién resultante para P° no es
simple. Por esta razén, es conveniente enunciar las propiedades
de 1a cola en términos de Po , asi como A, M Y k, con lo que se

llega a la siguiente expresidn:

IS — ] CEe. 3.200
1 A_\n L Ak Ky
[z 'Y 3w () Y- X
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la cual es valida si kA, Si kugA, entonces ninguno de los
resultados de esta seccidn es aplicable, puesto que en ese casco
la cocla crece indefinidamente y nunca alcanza la estabilidad en

el tiempo.

La probabilidad de que una unidad que entra al sistema tenga
que esperar es precisamente la probabilidad de que en ese
instante® haya k unidades en el sistema tanto esperandoc como
reciblendo servicio. Partiendo de la ecuacién 3.19, se puede

calcular esta probabilidad:

CEe. 3.21)

©
1
P{n 2 k} = E‘,‘Pn = Ti- ek P

Las férmulas para la longitud media de la cola, el nUmerc
medicde unidades en el sistema, el tiempo medio de espera antes
de recibir servicio, y el tiempo medio que pasa una unidad en el

sistema., se presenta a continuacidédn.
longitud media de la cola:

k
ECm) = e HCAZMD _ P, CEe. 3.22)
Ck-12tCku=-Ad%

nuamero promedio de unidades en el sistema:

k
EChd = ApCAsud — P+ A CEe. 3.2
Ck=1D01Cku=-2) 7]
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tiempo medio de espera de una llegada antes de recibir servicio:

k
ECw = HENZY) P CEe. 3.24)
Ck=1dtCku~-rd>?

tiempo promedic que una unidad pasa en el sistema:

k
ECv) = HCNLYD —+ CEe. 3.25)
Ck-121Cku-rd u

Ejemplo 6.

Un estudic estadistico ha demostrado que las llegadas de
aviones a un aerocpuerto tienen distribucién de Poisson con una
relacién media de llegadas de 27 aviones por hora, y que los
tiempos de ocupacidén de una pista tienen distribucién exponencial

con una media de 2 minutos.

¢Cuantas pistas de aterrizaje deberin tenerse en el
aesropuerto si se desea que la probabilidad de que un avidn tenga
que esperar pista sea menor que 0.1 y en este caso cuil serd el

tiempo medic de espera?

Solucidnt

a) X = 27 aviones/hora
1 1 80 min
u =2mn e uo= 2 min ® 1 hora
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M = 30 servicios/hora
A 27
M

o = = 3G

= 0.9

para calcular el numero de pistas se debera ir variando k de unoc
en uno hasta que la probabilidad de que el avidn tenga que
esperar sea menor que O0.1. Se comienza por saber cual es la
probabilidad de espera con el sistema tal como se encuentra Cuna

pistad.

PCnZ1l) = 1-P{no tenga que esperar}
PCn21) = 1-P_ 1—(—2—) =1-C1-0> = @

PCn2) = 0.9

como 0.9 > 0.1 se concluye que se necesitan mas pistas de una que
@s la que se tiene por lo que se probara con dos pistas; la
prebabilidad de que el avidn que solicita servicic no tenga que

esperar uti{lizando la ecuacién 3.20 es:

1

P =

. T > T ry 1 2 2x30
[—57 €097 + —Fr o] + [—57 ¢0.9" 753755537

P = 1

° [t « 0.9} + [0.7238]

P =0.370
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empleando la ecuacidén 3.21, para obtener la probabllidad de que

el sistema esteé desocupado, se tiene:

30¢0. 9%
PEn22) =TS Tte a0 -2 o 379

P(n22> = 0.279 > 0.1

entonces, se necesitan mas de dos pistas; por lo gue se
analizard con tres pistas, igual que en el inciso anterior

empleando las ecuaciones 3.20 y 3.21 en el mismo orden

P, = H

1 o, 1 t 1 2 1 ’_ 3x3C
[TCO.O) ‘-—L-TCO.Q) OTCO.O) ] + [ 37 €0.9 m]

P = L
o
[t + 0.0 +0.408} + 0.17

P° = 0.403

la probabilidad de que un avidn tenga que esperar es:

30¢0. 9"
PCR2D) = e Pl €0. 403>

PCn23> = 0.07 < 0.1

se tiene que con tres pistas la probabillidad de que el avion
tenga que esperar es menor que la pedida 0.1, por lc que con

tres pistas se soluciona este problema de lineas de espera.
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b) En este caso (k=3) el tiempo medio de espera de un avion

que llega se obtiene empleando la ecuacién 3.24:

ECwd = 30 €0.9 €O. 40D

€3-1>¢ (C3x30-27)7

ECwD) = 0.00111 horas

80 min

ECw) =€0.00111 hrs.:c(l hor s D

ECwd = 0.08 minutos.

el tiempo de espera con tres pistas es de 0.086 minutos

Ejemplo 7.

En el cruce fronterizo de Méxdico y E.E.U.U., localizado en
las poblaciones de Pledras Negras, Coahuila y Eagle Pass, Texas
existe un puente sobre el Rioc Bravo con dos Carriles de tridnsito,
una en direccién de México a E.E.U.U. y la otra en sentido
contrario. La linea de trafico de E.E.U.U. a México se bifurca a

cinco garitas de inspeccidn migratoria y aduanera.

Supongase que las llegadas de automdviles siguen una
distribucidn de Poisson igual a 15 llegadas por hora, y que el
numero de servicios sigue una distribucidn exponencial con

media igual a 8 servicios por hora.



Por decreto gubernamental no existe prioridad de trato, por
lo que las garitas migratorias y aduaneras proporcicnan servicio
en la medida que se desocupan, y se atiende en primer término al

primer automdévil de la cola y asi sucesivamente.

ad 4Cudl es la probabilidad de que un automévil que llega no
tenga que esperar?

b) ;Cudl es la longitud promedic de la cola?

c) (Cuél es el tiempo de espera en la cola?

dd ;Cuil ez el tiempo que pasa un automévil en el sistema?

Soluctdns

a) Empleando la ecuacidén 3.20 para encontrar Po. se tiene

Tl R ) ) [ () ]

° [0.514 + 1.088 + 1.757 + 1,878] + (0.308)

P° = 0.180

Se tiene una probabilidad de que se encuentre

desocupada una garita de 18% al llegar un automdvil al sistema,
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b> Empleando la ecuacidn 3.22:

2
ECmye-LB %X 8 x C1S-8)
4t (C9xg>-131°%

€0.1802
ECm> = 0,33 automdviles.

l.a longitud promedico de la cola gque se forma es de 0.33

aytomdviles por minuto.
c) Empleando La ecuaclidn 3.24, xe tiene:

8 cis5-8°

ECwd = r
4% €401

€0.180)

ECw) = 0,0022 horas

ECwW) =0, oozah(LeoQ_.'._'.ﬂ.)
1 h

ECw) = 8 segundos.
El tiempe de espera en la cola es de 8 segundos.

d) Empleande 1a ecuacidn 3.2%, se Liene:

o
ECv) = _.._E_S_Ls_ﬁ.g.’___é__ cO.18) + 1
4! C40-19> 8

ECv)=0.127 horas

ECvy=0. 127n(2R00 seg,
1h

ECvY = 38 segundos.

Bl tiempe que pasa en ol sistema cada automdvil es de 38 segundos.
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Ejemplo 8.

Continuando con los datos del ejemplo anterior, el Director
General de Egresos de la Secretaria de Hacienda y Creédito
publico, experto en sistemas, sospecha que se puede lograr un
considerable ahorro econdémico, si en ves de S garitas en el cruce
fronterizo de Pledras Negras, Coahuila se fusicnan 2 en una y 3
en otra, sin que esto cause graves problemas al turismo  Estard

en lo cierto?

Solucidnt

La probabilidad de que un automdédvil que llega tenga que

esperar, con la ecuacidn 3.20 es:

1

P =

° E“ 1 [ A ]“]* 1 [ A ]“ Ky
w0 nt H k! M ku=-A

P = H

) [ '511'(’1'3_]0‘ (%) '] + —gr[_}g_]'aacm_l

Po = 0Q,03226

la longitud de la cola, con la ecuacidn 3.22, es:
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ESTA' TESIS NO DEBE
SALIR DE LA BIBLIGTECA

13
ECmd = Ap CXZp) _
Ck=121 Cku~AD

ECmy = L5C8) 15/@>*

CO. 03226)
1! Caxe-5>

ECm> = 13.61 aytomdviles

el tiempo promedic de espera, con la ecuacuidn 3.24, es:

13
ECw) = HCNpd — ",
Ck-13t Ckpu-Ad

z
ECw) = — 9C1978)

Co. 03228)
1! caxs-18>*

ECw) = 0.0907%5 de hora

ol tiempo que pasarf{a un automdvil en el sistema, con la ecuacidn
3.2%8, es:

ECv) = perzu P+t
Ck=131 cku-ad* ©° H
E §
Ecv> = IO o 032205 «
11 c2x8-18)

ECv) = 1,032 horas

As{, por un lado la medida de reduccidn de S a 2 garitas podria

ahorrarle al pais el salaric y el mantenimiento de 3 garitas, por
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otro lado provocaria perdidas
cada automévil que cruce por
una hora realizando trimites,

funcionando las B garitas tal

Ejemplo Q.

al turismo, ya que, en promedio
el puente fronterizo espera mis de
por lo que es mis conveniente dejar

como se hallan.

Una compafiia constructora desea calcular el numero recesario

de cargadores frontales para que un camién no tenga que esperar

més del 18% de las veces en que llegue al banco de matertal.

Se

estima que Los camiones siguen una distribucidn de Poissen con un

promedic de 1% por hora,

Un cargador frontal carga

un camidén

segin una distribucién exponencial en un tiempe medic de B

minutos.

Solucidnt

Se tiene

. .80
H ]

Analizando el

encontrar vacio el sistema.

sistema con 3 cargadores,

con la ecuacidn 3.20,

A = 18 camiones /hora

= 12 camiones hora

la probabilidad de

k-1
L

neo

Py [
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P = L

(48] 4 [45) -3 |3 2t

Po = 0,2786

La probabilidad de que un camién que llega tenga que esperar,

empleando la ecuacidn 3.21, es:

P uca ud®
' oCk-131 Ckp-AD

P
L]

P = —C1871283 12 4 a7gm

* 2! (3x20-1%)>

P. = 0.15%4 = 0,15,

+ con 3 cargadores se soluciona el problema de espera.

Ejemplo 10.

En la construccién de una carretera se tienen dos
retroexcavadoras para llenar los camiones para transporte de
material. Si una retroexcavadora carga un camidn en 4 minutos y
los camicnes llegan al lugar con una distribucidn de Poisson a

razdén de 10/hora; obtener:
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a) La probabilidad de que un camién que llega tenga
esperar para recibir servicio.
b) Longitud promedic de camiones esperandc servicio,

c) El tiempo que pasa un camidn en el sistema.

Solucidns

Se tiene: A = 10 camiones por hora

4 = BO/& = 18 camiones por hora

3) La probabilidad de encontrar vacioc el sistema, con la

ecuacidn 3.20, es:
Po= %-4 > %
- n
gt [ 1. ] ]* 1 ( A ] ky
o n! 7] (3] M ku=-n

° ["617[ 112 ] 111[ :g ]‘] * zll

10 1* _2xis
1%

2x1%-10

que

La probabilidad de que se encuentre desocupada alguna de las dos

estaciones de servicio, empleando la ecuacuacidn 3.21, es:
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1 3
P a—— M CXMZHI

? Ck-131 Cku-rd> °

18 c10s18>"
11 C2x18-10)

€0.1667>

Pz = 0.16067.

b) El numeroc promedic de camiones esperando servicio, empleando

ia ecuacidn 3.22, es:

k
ECmd = —RHERIMD _ _ p
Ck=131 Cku=d

Eem> = 105 clonm?

0.8
11 c2xis-103?

ECm> = 0.08 camiocnes,

c) el tiempo que pasa el camidén en el sistema, empleando la

ecuacidén 3.2%8, es:
k
ECv) = el £ 220D P +de
Ck-131 Ckp-x>* © M
2
ECV) = 15 €107883 _ co.m +

11 cex1s5-10>% 18

ECV) = 0.78 horas.
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''3,2 PROCESOS ESTOCASTICOS.

Un proceso est.ccastico se define simplemente como una
colececicn de variables aleatcrias con indice. (X‘ }. en dcnde el
indice t reccrre un conjuntos dado T. Conunmente se tcma a T como
®l conjunto de los entercs nO negatlives y { representa una
caracteristica mensurable de interés en el instante ¢. Por
ejenplo, el procesc estocistico compuesto por x..x‘. X‘. )(.....;
puede representar la coleccién de niveles semanarios (o
. mensuales) de inventario de un producto para la construceidn. o

bien puede representar ‘la coleccidn de demandas semanales Co

mensuales) de ese producto.

La consideracidn del compor‘.&mlontc'd. un sistema que cpera
durante un cierto periocdo a menudo c¢onduce al analisis de un
' proceso estocastico con la estructura que se dcscrllbc a

cont. nuacidn,

En pun'.os' particulares del tiempo t, denominados Q.1...., 2

estados, mutumente L2 '.uycntos y exahustives - denominades
O.l,...,M. Los .puntos en el tiempo pueden eshar ‘.gual'mcn'.o
espaciados, o5 bien, su espacliamiento puede dezender dgl
compertamients global del sistema fisico en el que el proceso
estocastlico estd incluido. Por ejemplo. el tienpd entre
ocurrenzlas de algun rendmenc de interes. aun zdando l:s estados

pPUeden  construir. una caracterizacion cualitativa, a5y zons

cuantitativa del sistemi, no ze ccasiona perdida de joreralidad
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algura por las dencminaciones numericas Q.1.....M que se usan
Fara denotar los estadcs del sist.ema, ‘Por tanto., la
representacicn matematica del sistema fisico es el de un proceso
astocastico {X‘ }. en el 4gue se observan variables aleatorlas en
ol tiemps t=0.1.2,.... ¥ en el que cada variable aleatorla puede
tomar cualquier valor entre ios CM+1) entercs 0.1.8,....H. Estes

numeros Son Una caracterizacidn de los CM+1) estados en proceso.

Como un ejemple considerese @l problema’ de inventario que
sigue. Una bodega de una constructora tiene en almacen cemento
que es pedido Semanalmente. representando por ‘D..D‘.... . la
demanda de cemento la primera semana, la segunda semana,.:...
respectivamente. Se supone que las DL son variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas que ‘tienen una
distribucidn aplicable a las conocidas en probabilidad. Conde Xu
-roprnsanA el numere de toneladas’ de cemente que se tienen
dispuwnibles al principio, xl el numero de tecneladas de cemento
2on Jue se zuenta al final de la primera semana. Xz el numers de
renel adas de .comonto en almacen de la segunda semana, y asi
sucesivamente,

La politica de pedidos 75,3} que se emplea vn el prcceso en
general es de revisidn periodica que requiere de gque se haga un
pedids de hatta S unidades, siempre que el nivel de (nventario
cal3a per debajo de & 22z o mayoer. entonces no se haze pedide

al guno.

(7}
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Supongase que x°=3. e. sabado por la noche la cczomalia hace
el pedlds de cemento rFara cuando comienzen las acti-idades el
lunes., La compafifa aplizca la p=litica de pedidos Z3.50 siguiente:
i @l numerc de toneladas de cenente con gue se cuenti: al final

de la zemana eS8 merer 49 =i Ininguna tonelada de iements en

almacen, la cznpalia haze un gpedido de hasta =3 toneladas.

De lo contrario la compafila no pide cemente a la fabrica. Se
supone que se pierde tiempo y por lo tanto dinero si1 la demanda
en la construccidén es mayoer Jque el lnventarlo con que se cuenta.
Por tanto (X‘} para t=03.1.2,.... €5 UN pProcesc es'.pcasu.co de ia
forma antes descrita. Las variables aleatorias x‘ obv.amente son
independientes y se pueden evaluar de manara Lterativa por medio
de la expresidén

X = [max {C3- D 2.0k st X <L para '=Z.L.2....]
> .

1 3
tes S~ A . N
max (C)(t D“‘a..}. w1 /.‘ 1

3.3 CADENAS DE MARKOV.

£s necesario establecer clertaz hipdtesis refersntes a la
distribucidn zonjunta de Z’.O.X‘..... con el fin e <cbtener
resultados analiticos. Una de las sdposisisnes gue sonduse a la
probabilidad de un tratamients analitizo ez Jue el fproces
ectecastico o5 una <adens Zde Markov., que ftien2 la sigulente

propléedad slave: 5@ dice qua un preceso estocastico (N} tiene la
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- probabilidad markoviana st P(X _ =) | X =k X =k ..... X _ =k

= ,
a -1 t-1

X‘ ={} para t=0,1.,..., y toda sucesizn L.J.ko.k‘ vees .k‘_‘. Se
puede demostrar que la probabilidad condicional de cualquier
events fuluro, dade cualquier evento pasado y el estado presente
X‘ =i, es independiente del evento pasa;'io y depende tan sélo del
evento presente del p;-ocose. Las probabllidades condicionales

P{z . =3 | X, =1} se conccen como probabilidades de transicisn. Si
para cada L y §

P(X“A-J X =t ;-qu‘ =i | Xo=t }. para toda t=0,1,...,
entonces .se dice que las probabilidades de transicldn Cen un
pasad son estaclonarias y, comunmente se denotan por P“. Asf
entonces, se tiene probabilidades de transicidn que no cambian
respecto al tiempo. La existencia de ., probabilidades

estacionarias de transicidn tambien implica que. para cada i, j.n

‘cne0.l,2,...0, .

P(xhn-j‘l xl =i }=P(xn-J | Xo-x) para toda t=0.1,...

«
i

por lo comun estas probabiiidades se denotan por f’t W r.‘cib-nr
@l nombre de probabilidades de transicidn en n pasos Tunidades de

tiempol.

Temo PL ‘, n son probabllidades condicionales., deben

satisfacer las siqQuientes propiedades

87



P"'IM 2 0, para toda i , J. y n=0,1.2,...

£ F :'m = 1, para toda 1 y n=0.1.2,...

Una notacidén conveniente para representar las probabilidades

de transicidn es la forma matricial:

Estado | O . . . M

[+ [3 B . B P
1 -oo . . ‘ -ou

P( LU . . O . . .
M wo ¢+ Py

para n=0,4,2,..., © bien se puede erpresar como la matriz

cuadrada equivalente

oo ‘ oM
R
Puo * . . Pm°

Ahora es posible definir una cadena de Marlov, se dice que
un proceso estocidstize {X } T para t =0,1....) os una cadena de

Markov si cunmple con las siguientes scndicziones:
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1. Un numero finito de estados.

2. La preobabilidad markoviana.

3. Prcbabilidades de transicidn estacionarias.

&, Un coanjuntc de probabilidades iniciales P(xutj} para toda

i.

5., La suma deo los elementos de un renglén de la matriz
representa un evento seguro, por tanto la suma del
rengldn debera ser igual a 1.

Regresando al e jemplo del inventario mencionado

anteriormente, se tiene la matriz de transicidn de un paso:

0.080 ©0.i8¢ 0.388 0,308
pil) o | 0.632 + 0.388  0.000 0.000
0.264 0.388 ©.368 ° 0,000
0.080 0.184 0.368 0.36%8

Ecua_iones de Chapman~Kolmogorov.

La probai:xudad de transicidn en m pasos, Pl‘i"' »  puede
cesultar util cuando el p'pc..so se eniuentra en el estado i y se
desea la probabilidad de que el procesc se encuentre en un ;stido
future J despuéds de n perfodos de tiempo. Las ecuaciones de
Thapman-Ealmogoreov proporcionan un método para calcular las
probabllidades de transicisdn en n pasos:

L3
p'™ =g pi!V op TV, para toda 4,J.n {Ee 3.203
&

ceo *¥ ki yosvsa



Estas ecuaciones simplemente sefalan que al pasar del estada
i al estado j. er n pasos. el procesc se encontrari en algun
estado k, despuds del estado v (menor que nd pasos. Por tanto,
PL;V' Pk:""" @s simplemente la probabiiidad condicional de que.
partiendo del estado i. el procesc pase al estado k en v pasos ¥
a continuacicn. al estado J en n-v pascs. Por tanto, sumando
estas probabllidades condicionales. sobre todos los hk posibles,

L8, 1]

dabe llegarse a P“ Los casos especiales de vsl y wve=n-1

conducen a las expresiones siguientes:

L]
P'™ =g p " p para todos los i. j» n tEc. 3.27
s )

para todos los i.),n. Resulta eviderte que puede cobtsnerse las
pr‘obabuldados. de transicidén en n pasos a partir de las
probabllidades de transicidn en un paso, de manera recurrente.

Para n=2. estas expresiones quedan como:

P'* =¢ p P para todos los .i.
i ik ki
k=0
Los P, :'z» son los elementes de la matriz P2, Sin embargs.

tambien debe hacerse noltar gu2 se cbtileonen estos elementss



multiplicando la matriz de las probablliidades de transicidn en un

solo paso por si misma. es decir
P‘ 2 PP = P’

Probabilidades de transicidn.

Las probabllidades de transicidn para las distintas etapas
en proceso se pueden obtener elevando a la potencia n la matriz )
de probabilidad de transicidn de un paso, cbteniendo la sigulente

expresidn:

P'™ = PP...P = PP s PP CEc. 3.28

Se puede obterer la matriz de las probabilidades de
transicidén en n pasos. calculando la n-ésima potencia de la
matris de probabilidades de Lransicidn en un paso. Para valores
de n que no sean demasiado grandes. se puede ca.].'culir la matriz
de transiclén de la manera- anteriormente vista, tales calecu. os
con frecuencia son tediosos v, ademas. los errores por redondec

pueden provocar lnexactitudes,

Como ejercizio se& tomaran los dates del ejempls antericor

relativo al inventariode bultos de cemento., La matriz de
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transicién en dos pasos esti dada por:

0,080 0.184 0.388 0.388] [0.080 0.184 0.368
0.632 0.292 0.000 0.000; |2.382- 0.382 0,000
¥ =p% = |s.ze4 0.383 o.388 O.000| o264 0.388 0,388
380 S.184 0.388 0.3%8) lo.oBo o0.184 o.388

.24 0.288 0.300 0.185

pt. |0-263 0.252 0.233 0.233

0.381 0.319 0.233 0,097

0.249 0.288 O.

300 0.16S

En esta matriz ya se e‘ncuentran alguncs errores de redondec
correspondientes a este nuevo estado. De la matriz resultante se
tiene, &i queda una tonelada de cemento en existencia al final de
la primera semana, la probabilidad de que no se tenga cemento en

almacen dos semanas mds tarde es de 0.283 CP‘;“

=0, 283>.
Andlogamente se tiene, que si en la primera semana quedan 2
toneladas de cemento. la probab'ulchd dol que se tengan 3
toneladas en almacén dos semanas mis tarde es de W 7%

[ ¥

(P' s =0.097).

Distribuciones de probabilidad.

Las distribuciones de probabilidad dependern de las
probabilidades de Lransicidn del proceso descritas anteriormenta.

()

En particular se denstan per f“ ! .que indica la prebabilidad de

pasar del estads + al i por primera vez eor n paseos. Se acostumbra

=



llamar al intervalo de tiempo para 4ir del estado i al por

primera vez. tiempo de primer paso; cuando i=i, es decir que se

regresa al estado i por primera wvez. se llama tiempo de

recurrencia del estado ..

tn

La relacién de recurrenclia de las proSabl.!.Ldadu f“ . sOn

los siguientes:

=R = CEcs. 3.29
s vi i
2 t 2 (%)
o0 =R Ry
[ X} (& 1 (% }) (¥ %)
oo =Py foo P o Py
. [ a1] [, ™ tn=4> « 2 tn=-3) . tn=41
o =R -t TRy MEITENST < el B Piy

Por lo tanto puede calcularse la probabilidad de un tiempo
de primer paso del estado i ‘al i, en n pasos., de manera
recurrente a partir de la probabul'dac.d de transicion en un paso.
En el ejemplo del inventarie, la distribucion de probabilidad do.

ir del estado 3 al eztado D se obtiene del modo siguiente



£, =0.080

f.\oh = C0.240) -~ C0.0803C0,. 0800 = 0.243

para i y i fijos, las t“im sOon numeros no negativos tales que

E ™ =1 CEc. 3.30)

nsg

Por tanto. se puede tener el caso de que i = {

E ™ =1 ¢Ec. 3.31)
nsi

que es el caso en que el estado i regresa al estado i llamado
estado recurrente. Un caso especial del estado recurrente es el

estado absor- vente , si la preobabilidad de transicidn Cen un

pasod P“ es igual &1,
St

T r.‘i"" Y CEe. 3.32>
LESY

s« tiene un estado '.ransl!.a_:l.‘lo‘ por que esto inplica que el
proceso se encuentre en un ¢stado v eistiendo una probabilidad

positiva de que nunca regresa al estads .,

ad



Parte estable del sistema.

La parte estable del sistema se presenta cuando se tiene en
la cadena de Markov que el ,‘!.£'L‘ P,‘""' existe y es independiente de

i, ademas,

t
P'"™ un

Un P,y i

en donde las w.o. son las probabilidades del estade estable y

tienen les siguientes propiedades

. .
no= £ no P, R para j=0.,1,....M
i =0 N . ’
™
E r =1 ) . CEes. 3.33)
i

Estas ‘ecuaciones (M+2> constan de M+l incognitas., zomo tienen una

solusicn uUnica, al menos una de las ‘ecuacicnes debe ser
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redundante y por lo tanto, puede eliminarse una ecuacidn. La

ecuacicon que se elimina en ningun caso debera ser

™ .
E n =1 CEe. 3.34>
1

por que ni-O para tedos lo valores de i, deberi satisfacer las

otras CM+1) ecuaciones.

Para el ejemplo del inventario. las ecuaciones del estado

-st‘ablopuod-n exXpresarse come se muestra a continuacion:

] o o3 L a® 2 29 3 9
an +n o 4
1 o fy 2 ]
Sustituyendo en estas ecuaciones los valores

correspondientes a lzos Pi.i dadas en la matriz de primer paso. se

tiena:



R = CO.OB’).‘«RO * CO.BBE)R‘ + CO.SBBDII: + C0.0BO)R.
ro= CO.IB&}RO + <O, 308)11; + €0, SGEJR’ + CO.IB4>R.
T, = CO, 3582.«0 - J0.000r - €0.3883m, + co. 388)1(.
T = Q0. 353)n° 0 <o, ooo:m‘ + <O, oooan’ + <0. 358)".

1 = n_+ + T+ T
o T 2 »

resolviendo las ultimas cuatro ecuaciones se obtiene la solucidn

simultinea:

., = o.oaeg
o 0,283
" Q. ge;
", -‘ 0._16?

Para comprobar los resultados obtenidos se puede encontrar
la matri{iz estable, para el ejemplo la matriz estable es la de

ocho pascs
p* = p* p* P* P

$.285 D.224 0.1866
Q.228 l.284 .1EB
. EES L.2ed D.188
Q.255 2.2864 9.188




Se puede observar que se tienen aprokimadamente los mismos
resultados, aunque s¢ observa un pequefio error debido al redondeo

de los declmales.

El tlempo esperado de recurrencia, o bien, el tiempo

esperado para pasar del estado i, y Eogrosar a este estado, estd

dado por:
n.‘ S para i30.1,...,M CEec 3.3%)
M
donde u" es ol tiempo esperado de recurrencla.

Para el casc del ejemplo del inventaric los tiempos de

recurrencia son:

v * —e—m——— = 3,381 semanas
0.288

e = 3.51 semanas
0.285

,4;: & ——— = 3,79 semanas
0.284

u # ———— = 6,02 semanas
o.168

Para el caso del inventario, se tiene que, tLardara 6.02
semanas para tener 2 fcreladacs de cemento en almicen, al final Za

la semana.
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Ejomplo 11

Una presa de uso multiple tiene una capacidad de 3 unidades. La
distribucicon de probacilidad de la cantidad de agua
que fluye hacia la presa durante el! mes t para t=0,1.2,...

tad
L]

18

»’

173

X oox =
»
]

Sl el agua en la presa excede a su capaclidad se deja que el
agua socbrante escurra por los vertedores. Para la generacidn
eléctrica se requieren dos unidades de agua que se dejan escurrir
. al final de cada mes. Sl se tLienen mencs d; dos unidades

almarenadas entonces se deja escurrir toda el agua almacenada.

5L se supone que inicialmente C(n=C) la presa esta vacia

calcule la fraceidn del tiempo en que la presa estid vacia.
Solucidnt

St xn designa a la cantidad de agua almacenada en el

instante L despues de que el agua ha escurrido entonces:

Xn“ = min { l.CXnﬂ(n.‘-E) . n=J,1.2...
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" Ademis:

P, ® PEX =§ | X“ ={]

neg

P, = PIX sX -2=) | X =t

Si la presa esti vacia para t=0, continuard vacfa para t=i
sl sdlo fluyen a la presa dos o nenos unidades de agua, ya que en

este caso toda ella se deja fluir por el vertedor, luego

Poo = PINS21 =X, + X, + X

Po;,v = 1,3 +1/3 + 1.8

P"° = 88
Si la presa tiene una unidad de agua almacenada entonces
estari{a vacia un& etapa despuss si sélo fluye a'la presa una o

menos unidades de agua; esto es:.

P = Plnst]

PAD " xo ‘xt

18 + 13

P =12,

y de la misma manera se cbtiene

P‘o = Pln=3) = X' =198

P“ = P(n+l22) = X.*X' =13+ 1B a8 12



Cbservese que sSlo se tienen los estados O y | ya que
estando vaci{a la presa, para t=0 n2 puede haber una unidad de
agua almacenada después de que el agua ha escurrido. Luego X‘ os
una cadena de Markov con probabilidades de transiclon dadas por

la matriz:

P 58 16
12 12

Para calcular las probabilidades limite se encuentra la
probabllidad para el estado estable, empleando las ecuaciones

3.33 y 3.34. se tiene

1= LA . LA
cuya solucidn es
T, 34 ¥ no= 174

En promedio la presa estard vacia 75% de las veces que se
observe ©, en otras palabras.si ha transcurride un lapso
suficientemente large a partir del inicio del funclonamier;t.o de
la presa. entonces la probabllidad de que se encuentre vacia en

cualquier édpoca es de TS,
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Ejempla 12,

FPara realizar el colado de una gran losa a dos aguas de un
edificio se trata de describir el comportamiento del sistema de
lluvia en esa ciudad mediante dias en que llueve y dias en que no
ilueve, durante la temporada de Diciembre a Enero, la descripeidn
de este comportamiento puede hacerse mediants un procesc
Markoviano de dos estados. Se parte del conocimiento del
comportamiento de las lliuvias durante cierto nimero de affos de
observacidn estadistica. Esta estadistica se resume en la

siguiente tabla:

No llueve St llueve Total
No llueve 1094 80 1399
S liueve 331 687 1038
Considerando las frecuencias relativas como las

probabilidades de transicidn en un paso:
a) Obtsner la matriz P de probabilidad de transicidén en 1
paso,
b) Obtener la probabilidad de pasar del estado st liueve al
mismo estado en S dias.

c) Obtener la matriz estable.

Solucidnt

a) de los datos se tiene
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1048 380
1399 1300

381 [-1-)4
1038 1038

0.7 0.29

0.34 0.c2

b) partiendo del estado inicial, y empleando las ecuaciones de

Chapman-Kolmogorov, se tiene:

? 2pp = 0.78 0.28] |0.73 0.28] _ [0.8475 ©. 3828
0.34 0.08 0. 34 0.68 0. 4704 0. 8208

P*a P2 .p?m 0.6475 0. 3525 0.8478 0. 3523 _l0. 5882 0.4118
0.4704 0. 8208 0.4794 0. 3208 0. 3800 0. 4400

p%a p¢ pt o [0-8882 oO.4118] Jo.73 o.28] _ |o.seiz  o.411e
0.5600 0. 4400 0.34 0.6 0.8696  0.4304

c) empleando el sistema de ecuaciones 3.33 y 3.34 para encontrar

la matriz estable, se tiene:

- -+
" "OPOO "l Pl o

sustituyendo valores se tiene:
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n, = noco. 78 + n‘CO. 28>
r = 1C0.34) + n CO.868)
s o 1

i1 = n + n
] 1

la solucidén de este sistem es:
n= 0. 8763 y no= 0. 4237

s la matri{z estable es:

0.89763 0. 4237
0.8783 0, 4237

Ejemplo 13,

Cada afic el duenio de una compafiia constructora cambia su
tractor por uno nuevo. Escoge siempre entre las marcas Komatzu,
Caterpillar y Tracsa. Se ha visto que sigue la siguiente
politica: 81 tiene Komatzu escoge Caterpillar; si tiene
Caterpillar le da igual comprar otro Caterpillar, un Komatzu o un
Tracsa; si tiene un Tracsa lo cambia por cualquiera de los otros

dos.

a)  Es este proceso una cadena de Markov?
b) Si es, encuentre la probabilidad de que tenga un Komatzu
en 1978, Caterpillar en 1976 y Tracsa en 1974, si se sabe

que en 1973 tiene Komatzu.
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Soluecidnt
a) Las probabilidades de transicidén son estacicnarias pues
la probabilidad de escoger un Komatzu, un Caterpillar o un Tracsa

dado que tiene una de esas marcas, no cambia de un afic a otro.

La propiedad Markoviana se cumple. El que escoja una marca
determinada sélo depende del tractor que tiene este afio y no de
los que tuvo en afios anteriores.

Se pueden definir las probabilidades iniciales como:

PCX_=K) =1, PCX _=C) = O, PCX _=TO = O.
(-] o o

donde K=Komatzu. C=Caterpillar, T=Tracsa.

b) La matriz de transicidén es:

[ o 1 o]
c |13 173 173
12 12 ]

Para encontrar las probabilidades en el afio 1075 se tiens que

encontrar el proceseo en la segunda etapa, para esto se Liene:

2 o 13
P* = |13 1/3 1/3 /3 1 103 5/19 11/19 1.9
12 12 i2 12 © 18
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Para encontrar las probabilidades en el afio 19768 se tiene que

encontrar el procesc en la tercera etapa, para esto se tiene:

. 173 13 5718 1129 1/9
P = |IB4B 11418 G 1/3 16 1454 2094 11.54
18 a3 12 1.2 1138 17386 2.9

De estos resultados se tiene:

PCKomatzu en 1975 ¥omatzu en 1973) =Py =12
PCCaterpillar en 1978 Komatzu en 1973) = ;:v:‘c s 1/9
PCTracsa en 1974/Komatzu en 1973 = P:" = 0,
Ejemplo 14.

Un consorcio de la industria de la construccid ha comprado
cada vez un tracter de las marcas A, B o C segiun se ve en las
estadisticas de las ultimas 26 compras que se muestran en la
siguiente tabla, en la cual se ha seflalado con una X la marca del

tractor que se adquirioc cada vez.

No. PE | NARCA| DE TRACTOR
cCoM  PRA A [} c
1 X
2 X
3 X
4 X
S X
] X
7 X
8 X
Q X
10 X
1 X
12 X
13 X
14 X
15 X
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No. DE | MARCA DE TRACYOR
coMPRA A » c
18 X
17 X
18 X
19 X
20 X
21 X
22 X
23 X
24 X
28 X
26 X

Se trata de un proceso markoviano de tres estados, para el que
se pide: Obtener la matriz UPU de probabilidades de transicidn en

un paso.

solucidnt
a) De los datos se tlene el siguiente cuadro, en el que se han
sefialado las veces que una compra cambio de una marca a otra o se

quedo esa misma marca.

COMPRO
A B \c
A 2 4 3
Bl s ) "
b c a2 4 1

Tomando las frecuencias relativas como probabilidades se
tiene la siguiente matriz de probabilidades de transicién de un

paso:
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A 20 49 39

2.7 47 1.7

Problemas propusstos.

3.

En un carril de wuna avenida para dar vuelta a la

lzquierda y considerande que el ciclo del semiforo es de 90

segundos y que el numerc de automéviles que arrivan al carril de

vuel ta
Poisson

ad

>}

e

a.

durante el ciclo del semiforo tiene distribucisn de
con un parametre de 8 automdviles por ciclo.

¢Cudl es la probabilidad de que lleguen 4 automdviles en
un ciclo?

¢Cudl es la probabilidad de que el tiempo que transcurre
entre la llegada al carril de un vehiculec y el siguiente
sea mayor de 30 segundos?

<Cudl es la longitud promedio de automdviles en espera

para dar vuelta a la izquierda?

En un aeropuerto internacional aterrizan 7 aviones cada

2% minutcs, las llegadas de los aviones estan definidas por un

proceso

ad

b

[=3]

de Poisson.

¢Cual es la probabilidad de que en el aercpuerto no se
reciben solicitudes de aterrizaje en 5 minutos?

.Cual es la probabilidad de que se tengan & solicitudes
en 20 minutos?

;Cudl es la probabilidad de que el aeropuerto tenga una
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espera de mids de 6 minutos para una solicltud de

aterrizaje?

3. Diez vagonesde ferrocarril estin siendo atendidas por una
sola grua que descarga cada vagén y lo provee de una nueva carga
tomada de un drea de funcionamiento adyacente. El tiempo de
maquinade por carga se supone exponencial con media de 30
minutos. El tiempo desde el momento en que la grua pone a
trabajar una miquina hasta que le trae una nueva carga es
exponenclal con una media de 10 minutos.

a) Encuentre el porcentaje del tiempo que la grua esta

oclosa.

b) ¢Cuil es el numerc esperado de miquinas que se espera

estén formadas esperando servicio?

e) ¢(Cuil es el tiempe que espera una miquina antes de

recibir la carga?

4. Loz automdviles llegan a una caseta de pago de una
autopista segin una distribucidén de Poisson con una media de QO
por hora. El tiempo promedic para pasar por la caseta es de 38
segundos. Los choferes se quejan de un largo tiempo de espera.
Las autoridades estin dispuestas a disminuir a 30 segundos el
tiempo de paso por la caseta introduciendo un nueve mecanismo
automético. Esto puede justificarse si con el nuevo sistema el
numerco de automéviles que esperan excede a S, ¥y ademis el
porcentaje de tiempo ocloso de la caseta con el nuevo sistema no

deberd ser mis del 10% sPodra justificarse la nueva disposicidn?
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8. En una cobra la ventanilla de paga para los trabajadores
esti operada por una persona. Treinta trabajadores llegan a
cobrar cada hora siguiende una distribucidn de Poisson., El tiempe
necesarioc para pagarle a cada trabajador sigue una distribucidn
exponencial con un promedioc de 00 segundos.

ad ;Cuintos trabajadores se tienen en promedic en el

sistema?

b sCudntos trabajadores esperan servicio?

€) ;Cudnto tiempo pasa un trabajador en el sistema?

d) ,Cudnto tiempo pasa un trabajador en la cola?

6. Un sistema aeroportuarioc cuenta con dos pistas en
paralelo que trabajan en forma independients. Se ha visto que los
aviones llegan segin la distribucién de Poisson con una tasa
media de 13 por hora. El tiempo de aterrizaje se distribuye
exponencialmente con una media de 8 minutos.

ad) ;Cudl es la probabilidad de que un avidn que llega tenga
que esperar para eterrizar?

b) ,Cuél debe ser el numero de pistas si se desea que la
probabilidad de que un avién tenga que esperar para
aterrizar sea menor que 0.207

<) En el caso del inciso anterior ;Cuil seri el tiempo

desocupade de las pistas?

7. Una estacidn de autcbuses tiene 3 andenes en la que los

vehiculos llegan a razén de 2 cada hora., por otra parte el pasaje
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aborda el camidn a un ritmo promedio de 1 cada minuto. Se
considera que los autcbuses tienen capacidad para 38 personas por
lo que cada camidn sale lleno.
a) . Queé tiempo deberd permanecer cada autobus en la
estacion?
b) ¢Qua tiempo pasard entre la llegada de cada autobus a la
estacidn y el momento que se coloca en el andeén?
©) (Cudl deberd ser la capacidad de los autobuses de la
estacién para alojar a los que llegan ¥y a los que estin

eon el andén?

8. Una empresa de consultoria en ingenieria civil tiene des
terminales de computadora para realizar sus cdlculos. El trabajo
de computo promedic requiere 20 minutos de tiempo en la terminal,
y cada ingenierc necesita realizar algunos ciélculos alrededor de
una vez cada 2 horas. © sea que el tiempo medic entre solicitudes
de servicio es cada 2 horas. Se puede suponer que estas
solicitudes estin distribuidas segin una distribucidn de Polsson;
51 son seis ingenleros en el grupo determinar:

a) E! numero estimado de ingenieros que esperan emplear una

terminal.

b El tiempo total perdido diariamente de los ingenieros en

la esperando se desocupe una terminal.

W, El proceso de descarga de camiones de volteo se realiza

por medio de una pala mecanica. El tiempc medio entre lliegadas es
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de 30 minutos siguiendo una distribucidn de Poisson. La tasa de
descarga es de 3 por hora. ElL costo de la pala y el operador es
de 700 unidades monetarias por hora., El tiempo ocioso de un
camidn y su conductor es de 1000 unidades monertarias por hora

¢Cuintas palas deberin usarse para mejorar el sistema?

10. Una terminal de autos de alquiler de un aeropuerto da
servicio a tres tipos de pasajeros: los que llegan de areas
rurales, los que llegan de areas suburbanas ¥y los viajeros de
trinsito que cambian de avidén en el aeropuerto. La distribucidn
de llegadas para cada uno de los tres grupos se supone de Poisson
con tasa media de 10, S y 7 por hora, respectivamente. Suponiendo
que todos los clientes requieren el mismo tipo de servicio en la
terminal y que el tiempo de servicio es exponencial con una tasa
media de 10 por hora ;Cudntos puestos de servicic deberan tenerse
en la terminal de acuerdo a las sigulentes condicicnes?

a) El tiempo promedio en el sistema por cliente no excedera

de 18 minutos.

P) El numero de clientes en espera en el sistema serd a lo

mais 10.
¢) La probabilidad de que todos los puestos o terminales de

servicio no excedan de 11.
11. El total de agua que fluye a una presa cada afio n es una

variable aleatoria Yt con la sigulente distribucidén discretizada

de probabilidad. La variable es:
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La unidad usada es un tercio de la capacidad de la presa. Se
intenta proporcflonar dos unidades de agua por afio a las tierras
de cultivo cercanas a la presa siempre que sea posible. De no
existir la presa es claro que el {0% de los afios no se dispondri
de dicha cantidad de agua pero en el 30% de los aflos llegarfa
agua a la presa agua en exceso y tambien se deja escurrir hacla
las tierras circundantes.

a) Calcule a largo plazo . Cudl porcentaje del tiempo la
presa estd llena, a 23 de su capacidad, a 13 de su
capacidad y vacia?

b) Determine la distribucidén del tiempo t en que la presa
esté vaci{a por primera vez dado que inicialmente se

encusntra llena.

12. Un consorcio de la construccién posee 300 millones de
pesos. Participa cada vez en un proyecto con un tercio de
probabilidad de ganar 200 millones y con 23 de probabilidad de
perder 100 millones. Deja de participar si gana por lo menos 400
millones © si pierde tedo su dinero.

a) Describa la matri{z de probabilidad es de transicidnen un

paso.

b ;Cudl es la probabilidad de que participe en mis de 4

proysctos?
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©) Cuil es la probabilidad de que al final del czuarte

proyecto posea mis de 400 millones?

13. Se desea conservar una carretera . Los estados en los

que puede estar la carretera son los sigulentes:

condicicnes de proyecto nusva
transitable

deteriorada

Suponiendo que el sistema queda descrito por la siguiente matriz

de probabilidad es de transicidn en un paso;

considerando come indice de tiempo el mes. Si se parte de que la
trayectoria del sistema se inicia en el estado 1 se pide:
a) Encontrar la probabilidad de que el sistema se encuentre
deteriorado al final del tercer mes de su trayectoria,
b) Para el caso de que el mantenimiento que se acostumbra
dar al sistema permita suponer que durante el tercer mes
S@ va a pasar de deteriorado a transitable, calcular la
probabilidad de que apartir del cuarto mes el sistema
siga la trayectoria T+P+D o T+D4D,

c) Calcular la probabilidad de que el sistema sélo pase por
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@l estado transitable una sola vez en los primeros tres
neses de la Lrayectoria.

Calcular la esperanza del numero de veces en que el
sistema se encontrari en el estado transitable durante

los tres meses de su trayectoria.

18



V. SIMULACION.

Los processs de simulacion son posiblemente las herramientas
més poderosas. dtiles y populares en la investigacidn de sistemas
para la toma de decisiones. Para ello se andlizan algunos modelos

por medio de la simulacidn.

En este capitulo se presentan los diferentes metodos de
generacidn de numeros aleatorios. fundamentos de la simulacidn
los pasos a seguir y su aplicacidn en algunas areas de la

ingerieria civil.

La simulaczién es una técniza humériza 'para llavar a. cabo
oxpe. imentos sobre modelos matenaticos y logisos que describen el
comportanients del sistems a lo largo del tianpo. ¢on el objeto
de es'udiar el sistoma. , sintener gque actuar sobre el prototipo

© sobre el sist.ema real.

La simulacicon digital es un procesd numerics disefrado para
exporimentar el comportamients do un sistema en una somputadora
digital, a traves deol tiempo. Bl comportamients dol sistema z»
presenta en base de nodelcs matematicos v liégicos. disafades para

tal fin. Za puede simular 2l comportamients  da sistemas
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econdmicos, soclales, administrativos. industriales, fisicos,
quimicos, bioldglcos, etc, Los procesos de simulacién se pueden

realizar especialmente en una computadora digital.

La simulacidn es muy util cuando se dificulta o {mposibilita
la solucidn del modelc analitice requerido de un determinado

problema.

Comparadozs con los modelos analiticos y numdricos, los

procesos de simulacidn presentan ventajas y desventajas.

La simulacidn permite estudiar el sistema real sin
deformarlo, situacién contraria a los modelos analiticos o
numéricos que requieren la simplificacién del sistema real en
estudio, a fin de que se apegue a las condiciones que fundanentan
la teoria del sistema en uso, por lo que muchos modelos
analiticos y numsricos resuelven un sistema deformado muy lsjano

del sistema real bajo estudio.

Sin embargo, los procesos de simulacién no  producen
resultados déptimos, sino simplemente buenos. Son procesos muy
costosos en cuante al requerimiento de tiempo de zomputadora,
necesitan por lo general de equipo electrdénico saofisticado. Se
consume mucho tiempo en el disefio, prusba y verificacidn de un
modelo de simulacidn y se requiere de estudios de campo
intensivos para familiarlzarse con el sistema real en estudio.
ademis de necesitarse ingenieros con gran experiencia en esta

area.
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4.1 DEFINICION Y OBJETIVO.

Aunque el concepto de sistema ya se manejd anteriormente, no
s® le did una definicidén formal. Por sistema se entiende. un
conjunto de componentes que interactUan entre si, come una
unjidad, para la concecucldén de un propdsito explicito o

implicitamente definido.

En un proceso de simulacidén se deberin definir comc minimo
los parimetros, componentes. atributos, actividades y estado del

sistema, los cuales son:

Componente: se le lliama a cualquier parte importante del

sistema Cun sistema puede tener varias componentes).

Atributo: se refiere a las propledades de cualquier
componente del sistema Cuna componente puede tener varios

atributos).

Actividad: cualquier proceso que causa cambios en el

sistema.

Estado del sistema: descripcidn de los componentes, sus
atributos y actividades de un sistema en un determinado periocdeo
de tiempo,

El objetivo de la simulacién es emplear una técnica que
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permita conocer el funcicnamiento de un sistema sin tener que
construirlo, a la vez que ofrece la oportunidad de probar
diferentes alternativas de solucidn y adoptar la mas conveniente.
En casos de sistemas ya existentes nos permite proponer cambios a
los mismos sin necesidad de experimentar directamente sobre
ellos, lo cual en algunos casos es imposible y en otros es hasta

peligroso.

En las tédcnicas de simulacidn no se trata de obtener
soluciones andliticas de problemas, sino que, se trata de segulir
ol comportamienteo numérice de una serie de elementos
representativos del sistema a lo large del tiempo usandc sus
iteracciones perfectamente definidas. En general se puede decir
que la simulacidén usa los modelo matemético y ldégicos come un

laboratorio de experimentacidn.

La forma de efectuar estos estudios depende de la naturaleza

de los mismos y en general puede ser de tres tLipos:

1. Andlisis de sistemas. Se estudia sobre el modelo el
comportamiento de un sistema exdstente o propuesto; la simulacidén
ideal seria realizar el anilisis socbre el sistema real, lo cual
en la mayorfa de los casos no es posible, dado que la simulacidn
es una herramienta adecuada para investigar el comportamiento del

sistema,

2. Disenfic de sistemas. El objetivo es dimensionar o
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sstablecer un sistema que cumpla con ciertas condicicnes o
restricciones y que ademis, sirva a su propdsito. El Ingenierc
propone clertos elementos constitutivos y estudia su
comportamiento por medioc de la simulacidén, si esta es adecuada y
cumple con las restricciones y especificaciones propuestas se
acepta y en caso contrario se corrige y vuelve a someterse a

consideracioén.

3. Postulacién de sistemas. Es usado principalmente en las
ciencias econdmicas y politicas donde se conoce el comportamiento
del sistema pero no los procesos que producen ese comportamiento.
Se hacen hipdétesis y se establece un modelo tratando en este caso
de ajustarlo a la realldad por medic de una serie de parimetros.
Una vez realizado el postulado se puede entender mejor el
funcionamiento del sistema, predecir eventos y formular hipdtesis

mis refinadas.

4. 2 MODELOS.

Con el objeto de poder estudiar el comportamiento de un
sistema, el primer paso que debe darse es representarlo por medio
de un modelo. Los modelos no deben ser tan complejos ni dificiles
como el sistema real, pues no se tendria ninguna ventaja. Se
deben anilizar modelos mids simples que el sistema real, sin
embargo, se deben representar adecuadamente las caracteristicas

del sistema.



No existen modelos Unicos que representen a la realidad. De
hecho el modelo depende del ingenierc que lo disefie y por
consecuencia de los aspectos que intervienen en el estudio del

sistema.

La calidad del modelo depende de su simplicidad y su apego a
1a realidad; para lograrlc se requiere de imaginacidn y

creatividad del grupo de ingenieros.

No es posible elaborar un manual para la construccidn de
modelos, y de existir, dicho manual ser{a contraproducente, ya
que se restringir{a la creatividad del ingenierc especializado en
disefio. Existe una serie de patrones basados en experiencias
anteriores que permiten dar ideas bisicas para el establecimiento

de sistemas.

Se define modelo, como el conjunto de informacidn relativa a
un sistema que permite su estudic. Una clasificacidn de modelos

puede ser la siguiente:

Deterministicos
Estocdsticos
Estdticos
Modelos Dindmicos
Iconicos
Analogicos
Simbdlicos
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1. MNodelox deterministicos.- Donde el resultado queda
descrito completamente en términos de lLos datos de entirada, es
decir, las relaciones estién perfectaments establecidas entre las
variables y ninguna de ellas es aleatoria. Su solucidn més
adecuada es por medio de técnicas andliticas. Por ejemplo: los

problemas de programacidén lineal.

2. Modelos estocdsticos. - Donde cuando menos una de las
caracteristicas estd dada por una funcidén de probabilidad. En
est® caso el uso de técnicas andliticas es muy compleja
requirjendose el usc de la simulacidn para su sclucién, Por

ejemplo: los problemas probabilisticos dindmicos.

3, Modelos estiticeos.~ Son aquellos en los que la variable
tiempo no interviene explicitamente. Las aplicacicnes de
programacidén lineal y no lineal caen en ¢sta categoria. La
mayoria de los modelos estiticos son deterministicos, por lo que.

se pueden resolver analiticamente.

4. Modelos dindmicos.- Es donde se manejan interacciones en
ol tiempo. Pueden resolverse con modelos analiticos en algunos
casos sencillos, Los fendmenos econdmicos y demograficos

requieren este tipo de modelos.

S, Modelos icdnicos. - Son imagenes a escala cuyo problema se
quiere resolver, Por ejemple las fotograff{as, las macquetas,
dibujos y modelos a escala de barcos, autémeviles, aviones.

canales, etc,
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6, Mcdelos analdégicos. - Se basan en la representacidn de las
propiedades de un sistema cuyos problemas se pueden resolver
utilizando otro sistema cuyas propisdades son equivalentes. Por
ejenplo las propiedades de un sistema hidriulice son equivalentes

a las de un sistema eldctrico o inclusive econdmics.

7. Modelos simbdlicos. - Son conceptualizacizsnes abstractas
del problema real a base del uso de letras, signos, numeros,
variables y ecuaciones. Este tipo de modeles son faciles de
manipular y se puede hacer con ellos un gran numnero de
experimentos., Un ejemplo de este tipo de modelos lo constituyen

los diagramas de flujo de los programas de computacién.

4.3 PROCESO DE SIMULACION.

Planificar un proceso de simulacidén requiere de los
siguientes pasos:

a) Formulacidn del problema.

b) Recoleccidn y procesamiento de la informacién requerida.

c) Formulacién del modelo matematico.

dd) Evaluacidn de las caracteristicas de la informaclidn requerlida.

®) Formulacidn de un modelo computacional.

£ Validacioén del modelo computacional.

@) Disefio del experimento de simulacidn.

h) Andlisis de resultados y validacidn de la simulacidn.

A continuacién se resumen las principales caracteristicas

asocladas a cada paso.
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fFormulacidn del problema.

fara formular un problema se requiere lidentificar las
condicicnes necesarias para que e¢ste exista. Sl se dan estas
condiciones., se empieza un proceso dialdctico iterative entre

quienes tienen el problema y los que van a construir el modelo.

Se comienza por ldentificar en este proceso dialdctico los
objetivos y propdésitos de las personas que tienen el problema.

Estos objetivos pueden definirse mediante los sigujientes puntos:

a) Preguntas que deben contestarse. La formulacidn del
problema se realiza con un conjunte refinade de preguntas
inteligentes que requieren una secuencia ldégica. Por ejemplo,  Se
necesita un nuevo aeropuertc en la ciudad de México? gDonde debe

construirse ese aeropuerto?

b) Hipétesis que deben ser verificadas o refutadas. La
formulacién del problema se efectUa aceptando o© refutando un
conjunto de hipdtesis. Por ejemplo.,  La construccién de un nuevo
aeropuertc en la ciudad de México acelerari el deterioro en la

calidad de vida de sus habitantes?

¢) Efectos que deben estimarse. La formulacidn del problema
se realiza estimando los efectos que tienen las actividades en el

sistema en estudio. Por ejemplo. . Cémo afectarid al transporte
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forineo el hecho de que el nuevo aeropuerto en la ciudad de

México se localice en Toluca., Puebla o Cuernavaca?

En este paso, la participacidén activa de quienes tienen el
problema, esto es, los que toman las decisicnes en el sistema en
estudio, es una condiclidn necesaria que incrementa la

verosimilitud de la formulacidn correcta.
Recoleccidn y procesamiento de informacidn requerida.

Recoleccidn de informacioén es el proceso de capturar los
dates dispeonibles que se requieren para la simulacién del
comportamiento del sistema. Por procesamiento se comprenden las

actividades requeridas para transformar los datos en informacién.

Sin informacidédn es imposible simular un sistema. Cuando la
informacidén es oportuna, veraz, relevante y confiable, se pueden
mejorar y actualizar los modelos de simulacidn que se disefian

para un sistema dado.

Existen tres posibles fuentes para generar la informacidn:
datos histéricos o series de tiempo, opiniones de expertos y

estudios de campo.
Las series histdéricas o de tiempo que han sido limpiadas de

irrelevancias, son datos uUtiles y de ripido procesamiento para

convertirlos en informacion. La desventaja es que su grado de
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detalle puede estar limitado y por lo tanto su utilidad es

solamente parcial.

La opinién de expertos .S generalmente informacidén
subjetiva, carente de detalle ¥y de utilidad minima, pero es una
manera barata y rdpida de obtener ciertoc tipo de informaclidn

complementarlia.

Los estudios de campo son el método mis efectivo, costoso y
tardado, de cobtener la informacién requerida., Esta estrategia
requiere del disefio de una muestra estadisticamente
representativa del universc bajo estudio de un cuestionario que
asegura la relevancia y confiabilidad de los mismos y de personal
capacitado para este trabajo. Este tema fué analizado en el

capitulc Il de este trabajo.

Formulacidn del modelo matemitico.

Modelar es mis un arte que una técnica. Resulta imposible
preoporcionar reglas mediante las cuales se puedan construir
modelcs matemidticos. Se puede, sin embarge, proporecionar algunos
marcos de referencia, que mds que definir los pasos de la
modelacidn, dan criteriocs para discriminar la informacion que se

utilizard en el modelo.

Al modelar se caracterizan matemiticamente las relaciones
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que gobiernan la interaccidn de las componentes del sistema y de

sus actividades.

Evaluacidén de las caracteristicas de la informacidn procesada.

Los modelos de simulacidén discutidos en este capitulo se
refieren por lo general, a sistemas discretos estocdsticos; por
lo tanto, la informacidén requerida para simular esos sistemas
tendri caracteristicas aleatorias. Esto conduce a averiguar,
entre otras cosas, el tLipo de distribucién probabllistica que se

ajusta a la informacidn.

Por ejemplo si el sistema que se simula e una linea de
espera, se requiere verificar si las llegadas de clientes o los
serviclos propercionados tienen una distribucidn tedrica Poisson
con media A, y exponencial con media u © bien, si tiene una

distribucidédn empirica diferente a las tedricas clasicas.

Para averiguar lo anterjior se requiere de la realizacidén de
una serie de pruebas estadisticas para analizar s1 existen
diferenclias significativas entre la distribucidn empirica
observada y la distribucién tedrica supuesta. De no existir
diferencias estadistica~- mente significativas, se utiliza 1la
distribucidén tedrica que generalmente ya viene tabuliada en
manuales. De lo contrario, el comportamiento del sistema debe
hacerse en base a la distribucidén empirica observada, lo cual

acarrea cierta complejidad.
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Las

diferentes pruebas auxiliares para analizar estas

diferencias estadisticas son:

a)

b)

c)

o>

Pruebas referentes a valores medios (diferencia entre

medias).
Pruebas referentes a variaciones (ji-cuadradad

Pruebas referidas a contec de datos (proporciones, tabla
de contingencias, pruebas de corrida e intervalos).
Pruebas no paramétricas Crango, medianas, correlacidn,

Kol mogorov-Smirnovd.

Formulacidn de un modelo computacional.

Los pasos a seguir para formular un modelo computacional son:

a

b

<)

Elaborar un diagrama de flujo que muestire el efecto de
las - diferentes actividades sobre las componentes
importantes de un sistema,

Diseflar la programacién con algun lenguaje especial
CGPSS, SIMSCRIPT, GASP, DYNAMO, etc.) o en lenguajes
FORTRAN © BASIC que scn los mis universales.

Probar el modelo computacional hasta eliminar todos los

errores légicos y no ldgicos.

d) Generar resultados.

En la formulacién de un modelo computacional, se deben

especificar las condiciones con que se empezard a simular el
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comportamiento Zel sistema. Esto es importante., por que en el
proceso de simulacidn se distinguen 2 fases: una no estable al
principio del proceso y una estable al finalizar este. Para
validar un modelo de simulacidn se requiere analizar
estadisticamente los resultadeos de la parte estable del proceso

on todas las simulaciones del mismo.

Los formatos de los resultados de las diferentes
simulaciones del modelo computacional en un procesc de
simulacién, se deberin disefar en funcidn de la comunicacidn dque
se tendrd con los usuarios. La presentacion de los resultados

debe ser relevante, intelegible y clara.
Validacidn del modelo computacional.

Validar un modelo computacional C(generalmente formado por
uno o varlos programas), verificar o refutar la existencia de
diferencias estadisticamente significativas entre los resultados
de las multiples pruebas de un experimento de simulacion.
Paralelamente se comparan los resultados de la simulacién con
sories histéricas existentes y se verifica la exactitud del

prondstico generado por medio de la simulaclén..

Diseflo de experimentos de simulacidn.

Una vez validado el modelo computacional, se entra a la fase

de disefic de los experimentos que se requieren simular. Deben
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definirse las varitables y las estructuras funcionales que las

relaciconan,

Se eligen las distribucicnes probabilisticas adecuadas a los

parametros aleatorios y se generan los numeros aleatdrios que
acuerdo a las distribuciones, representan parte del sistema

estudio,

Esta fase dsta intimamente ligada con el andlisis de
variancia de los resultados de la simulacidén , que mide el grado

de ascciacidn lineal entre variables.

Se debe tener cuidado de no intreoducir errores aleatorios en

el disefic de los experimentos.

Andlisis de resultados y validacidn de la simulacidn.

El andlisis de resultados consiste en recolectar
sistemiticamente los datos producidos por la simulacién, cdlcular

clertas estad{sticas, y por ultimo, interpretarlas.:’

La validacidn de la simulacién se lleva a cabo comparando
tanto la similitud entre los resultados y las posibles series
histéricas gque se poseen, como el uso que los decisores le den a
d#sta herramtenta. De hecho, la utilizacién del modelc por parte
de los deciscres es la validacién crucial; de otra forma el

medelo se archiva o se desecha.
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4. 4 GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS.
Los numercs alewatorios son aquellos que tienen la misma

probabllidad de ocurrencia que cualquier otro.

rango ge
: variabilidad

figura 4.1

En los preccescs de simulacidn se han venido usando dos
métodos alternativos para generar las sucesiones de numeros
aleatorios, estos son:

1. Metodos manuales.
2. Tablas de numeros aleatorios

3. Métodos computacionales.

Los métodos manuales, son lLos miés simples y los menos usados
por ser muy lentos en el proceso Yy avaces muy caros Yy
dif{cultosos, los dispositivos usades son: dados, monedas,
barajas, ruletas., urnas, tombolas y combinacicnes de estos. En
consecuencia se han elaborade programas de computo para generar
lo que se llama rumercs pseudcaleatorios. Lcs numeros generados
por medic de una =omputadora ne son totalmente aleatorios por que
se obtienen de f<rmulas preestablecidas que cumplen con una serle
de pruebas estazisticas de aleatoriedad; por estda razén a estos

numercs se les llama pseudcaleatorios,
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Se puede cbtener también numeros aleatorios tomandolos de
las tablas de numeros aleatoriocs. los cuales sosn creados usando
mecan: smos electromecidnicos. Su dificultad esriba en que no se
pueden guardar en los dispositivos magneticos de memoria de las

computadoras, dado que consumen mucho Usspaciol en La misma.

La mayoria de los métodos para generar nUmercs aleatorios
son iterativos. Obteniendo un numero pseudcaleatoric se genera el

posterior,

Se llama periocdo del método al numero de elementos generados
que se obtlienen hasta repstir la semilla. Es deseable que el
pericde sea lo mis grande posible para que noexista una
repeticidn ciclica de los numeros dentro de un proceso de
simulacidén, La semilla es el numero seudoaleatorio con que se

inicia el proceso.

Algunas técnicas para generar numeros se describen a

continuacion.

Método del cuadrado medio.

Este netodo es muy simple de aplicar y se pueden obtener

nimercs de 2 a B8 digitos dependiendo del requerimiento para la

simulacion del sistema .Los pasos a seguir son:
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Paso 1. Elegir un numero decimal de un numero par en digites
menor que 1 tomando al “azar®™, el cual serdi la semilla de los

numeros generados (generalmente un nimero de cuatro digites).

Paso a. El numero aleatorio siguiente se obtiene elevando al
cuadrado el numeroc anteriormente obtenido Ccomo decimald, tomando

los digitos de en medic en numero por.

Paso 3. Repetir el pasc 2 hasta definir un cicle, es decir,

hasta obtener el numero del que se partid.

Ejemplo 1.
Obtener 10 numeros aleatorios partiendo del numero 1449, con

ol método del cuadrado medio.

Solucidm

X = 0.1449
X2 = Co.144" = 0. 02049001 e X, =0.090
X} = co.0008* = 0.00892018 - X, = 0.9920
X} = €0.99203" = 0.98408400 4 X, =0.40B4
X = c0.4084>" = 0.16518090 - X, = 0.5180
K% = co.s160% = 0.28625800 - X, = 0.8256
X2 = co.e258>" = 0.39137330 e X, =0.1378
x5 = co.137m" = 0.01890628 - x, = 0.8008
K3 = €0.8906>% = 0.70316836 + X, =0.31e8
X2 = co.3188>" = 0.10036224 * X =o0.0382
X3 = co.ose2> = 0.00131044 N X, 5= 0.1310



Médtodo congruencial multiplicativo.

Este nétodo genera los numercs partiende de un numero

Lniciai escogido aleatoriamente mediante ol metodo sigulente:

Paso r. Tomar un numero inicial Ccome semillad.

Paso a. Multiplicar el nuamero generado por la constante Uau.

Paso 3. Comparar el resultado con el numeroc base m, si el
producto resulta ser mayor que m. se le restan n veces m a ese
producto hasta que sea menor que m, y este serd el numeroc
generado. En caso de que el producto sea menor que el mddulo m
ese seri el nuimero generado. En otras palabras. el numero Xn.‘ se
puede obtener dividiendo el producto de la constante Ual por el
nimerc generado entre la constante m, y obteniendo el residuc

como el nueve numero generado. La expresidn con que se describe

este método es la siguiente:

X =a.X Cmédulo md CEc. 4.1

nel

La variable m deberi ser un numero primo y deberi tener como

raiz primitiva el numero 2. El signo Usl se lee congruencial cm,
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Ejemplo 2.
Generar los numeros aleatorios correspondientes a un ciclo,
con el métods congruencial multiplicativo, de acuerdo con los

siguientes datcs; a = 68, m= 23, xo = 13,

Solucidns

Empleando la esuacidn 4.1, se tiene

K‘ # 6-113) (mddulo 23) = 3.(23>+09 » X‘. = 09
X. m» 8.000 Cmédulo 230 = 2.(23)+08 - x’ = 08
X. = 6.C08) Cmddulo 23> = 2.(23>+02 - X. = 02
X. = 6.C02) Cmddulo 230 = 0.C23)+2 - X‘ =12
X' m 6.{12> C(mddulo 23> = 3.(23>+03 - )(5 = 03
X, = 86.(03) (mddulo 23) = 0.C23>+18 » )(‘ = 18
X, = 6.C18) Cmddulo 23> = 4.{23)+16 - )(7 = 18
X. = 0.C16) Cmdédulo 23) = 4.(23)+04 - X. = 04
)(’ 6.C04> Cmédulo 23> = 1.(23>+01 - Xp = 04
Klo 6.C01) Cmddulo 23> = 0.(23)+06 - X‘O- (o]
K.‘ = 8.C08) Cmddulo 230 = 1 .C230+13 - )(“= 13 »

+ se repite el ciclo

El perfodo es de 13.
Método congruencial multiplicativo mixto.

Este metodo es muy similar al método congruencial
multiplicative. En este caso se suma una constante al producto de

ax". la expresién que representa esto, es:
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X ] axn + ¢ (médule m CEc. 4.2)

Ejemplo 3.
Cbtener los numeros pseudoaleatorios que se generan con el
métode congruencial multiplicativo mixto , con los siguientes

datos ; a = 7, Xo =2 3, ¢ =5 y mddulo = 10, y obtener el perfodo,

Solucidnt

Empleande la ecuacidn 4.2, se tiene

X‘ = 7.C3) + 5 Cmédulo 10> - X‘ 28
Xz ® 7.C8 + 5 (méddulo 10D - X: =7
X' & 7.C7) + 5 (médulo 10 -> X. = 4
X‘ & 7.C4) + 5 (médulo 101 - X. s 3

Es necesarioc que los numeros pseudoaleatorios cumplan cu;n
los requisitos minimos, para poder ser empleados la simulacidn.

Estos requisitos se enuncian a continuacidn.

1) Deben seleccionarse de una distribucidn uniforme a un
nivel de significancia adecuado, Para la determinacidén de este

requisito se emplean pruebas estadisticas como la ji=-cuadrada,.
2) El orden de su secuencia debe ser aleatorio. Para la
determinacidén de este requisito se emplean pruebas estadisticas

similares a la de la prueba antertor.
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Prueba ji-cuadrada.

Esta prueba sirve para verificar o negar la hipdétesis, Un
conjunto de observaciones proviene de una distribucuén uniforme.
El estadistico que se usa en esta prueba es X;. La secuencia a

seguir para la aplicacidn de 1a prueba es la siguiente:

Paso 1, Se ordenan los numeros pseudcaleatorios en forma

ascendente.
Paso a. Se obtienen k intervalos de clase iguales para los
rangos que son suceptibles de cobtenerse (se recomienda que el

numero de intervalos sea entre S5 y 1%,

Pasoc 3. Obtener la frecuencia observada para cada intervalo

CFO>.

Paso 4. Obtener la frecuencia esperada CFEt) con la

siguiente expresion:
FE‘_‘ = N/n CEc. 4.3

donde, N es el tamafo de la muestra y n es el numero de

subintervalos.
Paso 5. Obtener el estadistico X:. con la sigutente formula:
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xz = —_— : CEc. 4.4
=1 FE .
i
Paso 6. Obtener x;‘"_“ » la cual representa a la variable

Ji-cuaadrada con n-1 grados de libertad y un nivel de

significancia a, Ctabla 4.1).

Criteric de decisidn:

o n-sy 5° rechaza la hipdtesis, por lo que se dice

stx2 > X

que la muestra no proviene de una distribucidn uniforme.

Ejemplo 4.

*  (ji-cuadradad la

Conmpr uebe mediante la prueba X
aleatoriedad de los numeros pseudoaleatorios obtenidos en el
ejemplo 2, complementando con los sigulentes datos; n = 4 y a =

0. 50.

Solucidén

Ordenando los numeros alatorios obtenidos en el ejemplo 2,
en forma ascendente se tiene:

1 2 3 4 8 8 9 12 13 18 18

los intervalos de clase se clasifican entre el cero y el 23, por

ser los limites del rango de variabilidad. Tomando 8 intervales

138



de clase, y haciendo una tabla para simplificar calcules, se

tiene:
intoryale ¢ [QG:%?SRS%‘ crovd | 15824REL° cFEL x;L
0.0 - 4.8 4 2.2 1.473
4.7 - Q.2 3 a.2 0.201
9.3 - 13.8 2 2.2 0.182
13.9 - 18.4 2 2.2 o.182
18.8 - 23,0 (o] a.2 2.200
de la tabla 4.1 se obtiene Xo 6.6 = 3,387
3
Dado que xo bd x““n_“ » se rechaza la hipdtesis, y se dice,

que los numeros obtenidos no provienen de una distribucidn

uni forme.
Prueba de la corrida.

Una “corrida® se define como un conjunto de numeros que

aparecen ordenados en forma mondtonica creciente © decreciente,

Por ejemplo: 03, 23, 57, 92, 90 contiene una sola corrida,
mientras que 03, @O, 23, 02, 57 contiene tres corridas. Se
utiliza el signo + para identificar que el numero que aparece a
la derecha es mayor, © el signo - si es menor. Se tiene para el

ejemplo

03, 23, 37, 92, 99, - *, b+, +

139



Y para el segundo
03, 00, 23, 02, 57 « oo b, -

s® puede observar en el segunde ejemplc que se tienen tres

camblos de signo, y por lo tanto tres corridas.

Esta prueba se basa en el supuesto de gque el nimerc de
corridas es una variable aleatoria distribuida en forma normal
con media y varianza conocidas, y un tamafic muestral mayor de 20
numeros.,

La prueba consiste en lo siguiente

Paso 1. Se selecciona una muestra de tamafio n Cn > 209,

Paso a. Se definen con los smignos + y - las posibles

corridas. *

Paso 3. Se define al estadistico r como el numerc de

corridas.

Paso ¢. SL n > 20, entonces r se aproxima a una distribucidn

normal con media:
Kerd = Lcan -0 CEc. 4.%
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Yy varianza:

varcr) = —< c1en - 20 CEc. 4.8

El criteric de decisidn, es que se acepta la hipédtesis, que se

ajusta a una distribucidn normal si:

r - XCrd
2 _.<c2

<
2 ¥ varced 2

o

r - Xr)

donde 2 estd tabulada en la distribucién normal

v varced
CTabla 4.2).

Ejemplo 3.
Al generar 20 nimeros aleatorios del ejemplo 1, determinar
si es una secuyencia de nimeros aleatorios con la prueba de la

corrida.

Solucidnt

La secuencia de nimerocs que se cbtiene en el ejemplo 1, es:
Og9Q6  QU20 4084 51680 82856
+ - - + -—

1379 8900 31e8 o3ds2 1310
+

+* - -

7181 2700 8344 8223 7257
- + - + -
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8640 0BSB8 8028 4487 1331

Se tiene r = (3 corridas

la media. empleando la ecuacidn 4.5 es:

Ker> = —3—c2n - 1> = ——c40 - 1> =13

y la varlianza empleando la ecuacidn’4.8 es;

Yar{r) = ~L Ci6n - 29) = L. €320 ~ 29) = 3.23

S0 90
pira la ecuacidén 4.7 se tiene:

r - Xers .13 -13

¥ varced v 323

=0

de la tabla 4.2 se cbtiene:
&Ko) = 0.850

con un nivel de significancia de 0.10 'so tiene:

w

£ 2L S - ——

(U]
n

L1de



sustituyende valores. se tiene:
.08 1 0.850 C.$8°

s la secuencia de numeros se considera que es aleatorla,

4.5 GENERACION DE OBSERVACIONES ALEATORIAS,

El comportaniento de los fendmenos a simular puede ajustarse
a una distribucién de probabilidad conocida. Si se tiene este
dato se puede simular el comportamignto d.b.sls'.ema a través del
tiempo. 'sl.gulcndo el métcdo descrite a continuacidn, :

Pas.'o r~ Encentrar la funcidén de vdlerLbuclldn acumul ada
FCxO=P{x] donde X e% una variable aleatoria que interviene en la
rt;ncidn. Se puede hacer escriblendc la ecuacidn para cada
funcién, o bien. trazande la grafica .d. la’ funelon. o
desarrcllando una -'.abl.a que proporcione el valor de x para

valores uniformemente es paciados,

a

Paso a.- .-Sonorar un numero aleateric entre & y L. Esto se
hace obteniends un numerc aleatorio que tenga el numero deseado
de digitos :anluyanAO los ceros a la izqulerda si los hayd) v a
continuvacion., c¢clocar un pun.\‘.:a d;ctmal. al prlnclpio: Les numercs
aleatorios pgueden ser tomados de las tablas deszritas en el
capitulo II. o 4o =zstras tablas. ¢ bien, gsnerarlos con los
netodos aritmetices antes vistos., o bien cblenwsrse psr medio de

algun 2tro metods songruencial.
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Paso 3~ Igualar P(:¢] al numero decimal aleatorioc entre O v
1 y despejar :c. Este valor de  es la observacidén aleatoria
deseada obtenida a partir de la distribucidn de probabilidad., A

@5té praceso 5e la Sonsce Soms Lransformada inversa,

Cuando no es posible ancontrar la transformada inversa y se
emplea una grifica que representa la funcicn, se sigue el método

que se muestra en la grifica 4.2,

Figura 4.2

Cuando la distribucion de probabilidad dada es continua, en
realidad el prccedimiento que ataba de describirse proporciona
Yna  aproximacisn de est.- distribucion discreta cdyos puntos
espaciados do manera (rregular tienen prchabilidades lguales de
¢eurrencia . 3ln enbargo, @sto no es pAruc‘ularman!::'c cterto. por
que se puede hacer la apraramasisn tan ":-:act.a. como 59 d?:bc-
utilizando un numero 1o suficlentemnente grande en diaitos para el

numero aleatorlo,
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Aunque el procedimiento semigrificc empleado en la

figura

‘4.2 resulta conveniente st la simulacién se hace manualmente. La

computadora digital debe recurrir a algun rocedimiento

alternativo de generacidon de numeros aleatorios zscn

digitos.

varios

A centinuacion se muestra la ‘transformada inversa de las

distribuciones mis usadas en los procesos de simulacidn.

muestra el detalle de como se pasa de FCx a F'Cy).

Distribucidn exponencial.

No se

Sea y una variable aleatoria distribuida exponencialmente,

con media 1.-0; su funcidn de densidad es:

10O = a0

’ v su distribucién éo probabiliodad Acumula‘da es:
F(xd =1 -~ @

Entonces

== In Cioyd CUCES 4TS

donde y» s la variable aleatoria =zn distribucion unifcrme.
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Distribucidn normal.

Sea ¢ una -ariable alsatcria’ con distribucidn normal con

media « ¥ variancia a’; su densidad es:

a
Y = ad )
fCx = L e 2 ot 2
o Yan
EGO = u y Yarl:o = of
Entonces. sl u=0 y o=1, la funcidén inversa [ 23

aproximadamente igual a:

® = F"Cy‘. Ygr Ygreres YD ® . Cec, 1.83
———
tsa ¥ nC—l-'—-
i2

. donde Yo Vg Vg

ceeeX, SOn variables aleatorias independiente..
con distribucidn uniforme en el interwvalo {2.1). Es recomendabl ¢
que n sea mayor o fgual a Lo, 3: se dessa una variable aleatoria
ccn d‘.s*.rlbu:io;'\ Mermal con una media y varianza sualquiera, u 7

I respestivamenta. La farmula antaricr se cznvierte en:

.-
&
(]



A2
x = F"(y‘. Ygerer ¥ = C Ty -Blo+u CEc. 4.9

Distribucidn de Poisson.

Sea 4 una variable aleateria discreta, con distribucidn de

Polsson con medta A:

-.-k 2K

k!

P Cxakd) =
r

donde

ECGO = Ay VarC: = A,

La funcién inversa se obtiene formando productos de
variables al;atorxns uniformemente distribuidas on {0,113,
denotadas por 'y. hasta que este producto .ses menor que o'x. es

decir hasta que satisfaga la desiguaidad
®
I"l oz e r 0w {Ec. 4.1

Al sunplarse la desigualdad 1.1%. se enguenira e! valer de i

con media N,



Ejemplo B.

Se ha visto estadisticamente en la casat'a. de cobro de una
autoplsta que les vehiculos autonptores llegan con distribucidén
Normal en premedio uno cada minuto. con una dispersion de 0.7S
minutos por vehiculos, Tambien mediante teécnicas estadisticas se

. ha determinads que en pronedio permanecen 30 segundos efectuando
el pago con’ dxstribuc‘ién exponencial. Se pide determinar el
numero de casetas de cobro que hacen falta si se desea que en
promedio un automévil porman.zc‘a mis de un minuto haciendo cola.

Simular el problema haciendo usc de una sucesidn de numer Qs

‘aleatorios.

Solucidnt

Para resolver este problema de simulacidn se consideran dos
etapas. La primera, que es la de preparacidn de la informacldn,
consiste bisicamente en transformar la sucesidn de numeros
aloator{.os a observacicnes aloat‘orl'as con las. -dlstrlbucion-"i d;
-probabllidad especificadas en el problema. 'La segunda es
proplamente la simulacidn, donde se manejan las observaciones

aleatorias , de tal manera que numericamente representen el

fendmeno fisico que 5@ intenta simular.

PRIMERA ETAPA:
Datos:

Cistribucién de llegadas normal zon

media : m = 1,00 minutes.auto

varlanza : ¢ = 0,79 minutos-aute
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Distribucidén de tiemp> de pago Cserviciod de tipo

exponencial con

media : % = 2,50 minutos- auto

pardmetrs : A = 2,00 autos-minuto

Para transformar los numeros aleatorios con distribucidn de
prbb&billdad uniforme, en observaciones aleatorias con
distri bu_cl. ones normal y expenencial, se hace usc de las funci ones
'c!o distribucidn acumuladas de tipo normal y oxponen;i al

respectivamente.

En el caso caso de la distribucidn normal se prccede de la

slg{nonto manera:

1.- Se considera la grifica de la distribucién normal

acumulada NCO,15.
2.~ Se selecciona un numero aleatorio entre cero Uyl uno.

3.~ Se traza una paralela al eje £ que pasa por el punto y

hasta intersectar a la curva,

4.~ Se proyecta ortaegenalments al oje horizontal
correspondiende a un valor Z° con el que se entra a las tablas de
la distribucion acumulada HCD.12 Ctabla 4.1) de donde se obtiene
@l valor de C.
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Z. - Se obtiene la cobservacion X con nCu.2) de la siguiente

relacion.

X =4 + 2

que proviene de:

;_».-X_;_H..

En ‘@l caso de la distribucién exponencial
cbtener analiticamente la funcldn inversa de la
acumul ada, por lo tanto se tiene:
distribucidn exponencial acumulada

Y =1 -

inversa de la distribucidn eupconencial acumulada

X = - = tnt1-n.

donde Y son numeros aleatcerics snire cero y uno.

es factibie

distribuzidn



NUMERD sromro| Vo RONMRESTRERUSERY V- A Eggégéﬁgg.{:?cégﬂvmlo M
b4 2.Y01 r oz Xn 1-Y InC1 -7 * Xe
ce Q.08 -1.55( -1.16( -0.18+f 0.94{ -0.08 0.C3 1
a2 T.e2 -C. 75| -5.98} Ll.44 | 0.78| -0.25 0.12 2
er .87 1.83 1. 42 3.2 0.03 -3.31 1.78 3
2% 2L 39 (X% 0, 34 4. 34 0.38 -1.08 C. 52 4
S8 93 1. .31 8. 31 Q.03 -3. 8% 1.30 S
8¢ . C.&l <. 23,21 8. 21 Q.46 -2.82 ; 0.48 6
8L | v.el 0. o.828| T.228 | 0.39] -0.84 0. 47 ol
zZ3 T.258 -C. RN 7. 354 D.72 -, 33 S.18 8
66 <.86 2. G, 31 9.31 Q.34 ~1.08 .54 k]
43 2.43 ~Q. -0,14! 9.88 | 0.57; -0.58 o.28 ]
-] .78 0.63] (.82, 11.52 | 0.23] -1.39 o.e9 11
33 .66 0. 41 0.31] 12.31 0.3¢| -1.08 0.84 12
39 0.39 -0.28|( -0.086| 12.31 o.e1 -0. 48 0.29% 13
22 | o.22 -0.78] -0.56| 13.44 | 0.78f -0.2%5 o.12 14
30 0.30 -0.50| -0.38{ 14.63 [ 0.70{ -0.38 0.18 i8
=13 Q.98 1.73| 1.31] 17.31 0.04| -3.22 1.681 18
. e2 .82 Q.93 0.7L) 17. T .18 -1.71 0. 88 17
72 o.72 0.59) 0.44] 18,44 | 0.28| -1.27 0.64 18
‘3 | o34 -0. 45| -0.34} 18.68 | 0.88{ -0.42 J.21 19
o3 0.03 -1.88| -1,39} 18,61 Q.97 -0.03 .02 20
93 c.93 1.80| 1.13| 22,13 | 0.07| -2.88 1.33 21
37 0..37 -0.32] -0.24| 21.78 | 0.83; -0.48 .23 22
37 €. 37 -0,32] -C.24| 22.76 | 0.83] -0.48 2.23 23
14 S.ld -1.05] -0.79] 23.21 c.86! -0.18 .08 24
<8 Q.98 2.10 1.58| 26.%58 N, 02 -3.91 1.08 23

OBSERVACIONES:

xn.= Representa el tiempo de ilogada. ol cual no puede ser
negative, por lo que la primera observaclén oqul'valo a tener el
inicio. dado que es el uUnico valor negativo y se encuentra
pré:umc a cero, en otrs caso 5@ desacharila la cobservacion.

{ = Humero de observacian.

SESUNICA ETAPA:
=n ¥sta etapa se representa @l fendmeno 2 simular a partir
de las sbservasisnss obienidas antseriormente teniendose gue:

:{n = Papreszenta numerizimente el tiempo de llegada a la



caseta de cobro de un automévil, distribuido

Normalmente en minutos.

X = Representa el tiempo de duracién del servicio., en este
tas$D. el tlempo que permanecse @l auto pagands la cuota.

distrizuide eponencialmente en muinutos,

Por tanto. en esta etapa interesa encontrar el tiempo
promedio de espera en la cola de un auto para pagar su cuota,
para lo cual se puede seguir el procedimiento siguiente:

1.~ Ordenar el tiempo de llegada Xn en orden ascendente
asociado a cada tiempo de llegada su tiempo de servicio obtenidos

ambos para el mismo numero aleatorioc Y.

2.~ El menocr xn corresponde al tiempo de entrada a la caseta
- del pri'mor aute. al cual se le sumari el tiempo da serviclo,

obteniendo asi. el tiempo de salida de la caseta:

3.- 8 x": :('2 entonces ol segundo auto tendrd Sue esperar
n mpe X = X - .
un tiemg 2 X,,- %,

4. - 59 reprte &l paso 2. N veces obteniendoze . asi los
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tiempos de oespera de los autos.

5. ~Jotener @1 promedic de x.& para. H oshservaciones para

mayor facilidad se puede construir la siguiente tabla:

7 Y
EERENoR® TEEMARLR® INERARACT |CVERRITE L BEC | THENESoRT | T TENERRR"
1 ©. 00 3,00 .03 0.03
2 1,44 1.44 o.i2 1.58
3 3.42 3.42 1.75 8,17
4 4.3¢ 8.17 0.52 5, 89 0.83
5 s.ai e.at 0.48 6. 67
] 6.31 6.67 1.80 C8.17 0.36
7 7.22 8.17 0: 47 8.64 0.93
8 7.54 8.64 c.18 8. 60 1.10
1. Q.31 9.2 0.54 9.85
- 10 8.88 9.88 c.28 10.14
11 11,82 11.62 0. 89 ta.21
12 12.31 12,31 c.54 i2. 88
13 12.94 12.94 0.28 13.19
14 13.44 13,44 0.2 13.58
13 14.83 14.83 2.18 14,81
18 17.31 17.31 1.81 18.92
17 17.71 18,92 .88 10.78 1.21
18 19. 44 i9.78 o.e4 20, 42 1.34
19 18,01 20,42 0,02 20. 44 1.8
20 18. 86 20, 44 0.2 20. 85 1.79
21 21.78 21,78 ©. 23 21,99
22 22,132 22.13 1.33 23. 48
23 22.76 23. 46 c.23 23. 69 0.70
24 23. 21 23.83 .38 23.77 0.48
2s 28,58 25,58 1.%8 23. 54
T=10.58
12,98

= = 2,42 minutes 1 1 minwto

s Es sufliciente zon una caseta dads que el promedis de-los
automdviles que esperan on la £oli e3 £, 42 minutos, Liempo quUe es

nenor al tirempo maidimo permitids de I minutco,
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Ejemplo 7.

El avanze en Lerracerias mensualmente -ﬁ la construccidn de
una carretera se dacon una media de'A = 2 km., distribuyendose en
forma de Poisson. Simular 12 meses. Cuinto avanzard? _En cuintos

dlas llegara a los 20 kilometros?

Solucidnt

Para resolver este problema de sirﬁul;ctén se consideran dos
stapas; la primera, que es la de 1la preparacidén de la
informacidn, la cual consiste bg_sicmmn{'o en transformar la
sucesidn de nimeros aleatorios a observaciones aleatorias con
distribucidn de probabilidad especificada en el problema y. la
s-qunda.' Qque es proplamente la simulacién, en dond_c & manejan
las observaciones aleatorias .de tal manera qus numericamente

representen el fendmeno fisico que se intenta simular.

PRIMERPA ETAPA:
Datos
Distribucidn de Polsson con:

media: A = 2 km,
Fara transformar los numeros ;ioatorlos con distribucidén de
probabilidad constante, an’ observaciones con distribucién de

Poisson. s@ hace uso de¢ la funcidn de distribucidn de Poisson.

Para €5%e casd 5@ procede da la siguiente manera:
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i.- Se calcula la gréfica de la distribucidn acungu!.ada de

Poisson, griéfica 4.3.

] 1 2 3 4 k- 8 7T
FCxD 10.133]0.406810.677(0.85710.947{0.9831C. 993810, 999 i

x

2.- Se toma un numerc aleatorioc entre cero y uno Ctabla

2.15)

3.~ Se traza una paralela al eje X gque pasa por el punto

hasta intersectar con la grifica.

4.- Se proyecta al eje hcrl:or:n.ai Yy sa cbtisne el valor de

™.

Para facilitar calcules se censtruyd la ziguiente %abla:
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mes b4 O<y<t xn
1 13 0.13 o
2 76 0.78 3
3 7 Q.47 2
4 a2 c.22 1.
] 6L 0.81 2
8 9 0.53 4
T ar Q.87 <
8 68 Q.e8 2
] 40 0. 40 1
19 o9 0,09 ]
11 95 0.93 S
¥ 78 0.79 | 12

OBSERVACIONES:

- %n = Representa los kildmetros avqr;z;dos on el mes n.

SEGUNDA ETAPA:
En esta etapa interesa encontrar ‘el avance que se tiene
durante un afio de Lrabajé. para lo cuil se ird s'umndo el avance

de cada mes, Simplificando calculos se tiene:

on Avanc
SRS on [ Aversta

3
"

OO0 NIOBEWNH

re e

JWAOr NN NWO
-
[+ ]

kildmetro 2C en ol mes L1. -
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Ejemplo 9.
. Una empresa de alquiler de maquinaria para censtruceisn
encuentra que la distribucidn de la vida util de sus camiones de

volteo se describe segun la siguiente tabla:

Heses hasta renmplazo ] 8 10 12 | 14 i8 18 20 24

Probabilidad C.05{0.10}0.18(0.20]0.20(0.10{0.120.0510.0%

Si la compaiiia mantlene una flotilla de 3 camiones, estimar
por medic de la simulacidn el numerc de reaplazos que se haran en

un pericdo de 3 afios.

Solucidnt
Primero se constuye la graifica de distritucidn de

probabilidades acumulada. . de acuerdo con los datos del probl.or;\m

ae o rer e oeves srasraoms ot e g

Tenienrds la grafica se tLiene Cue generar 4Y“res nNULerss
aleatorics Jtabla 2.3) gque zorresponden uno a cada uno de los
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caniones, de la grifica se obtendri el primer r.mpiazo de cada
camicn, para los posteriores remplazos se repite el ciclo., hasta
que con algun remplazo se llega a ros 36 meses Hue éorospondon a

3 afios. Para facilitar calculos se construye la siguiente tabla:

REMPLASO Yain MESES Yan MESES R4 IS MESES
1 . 0.13 a .76 16 0. 47 12
2 Q.22 10 0.81 14 0.93 20
3 0.87 18 0.87 18 0, 40 12
OBSERVACIONES:

Ysn = numerocs aleatorios correspondientes al camidén No. 1.
Yan * numeros aleatorios correspondientes al camidn No. 2.

Ysn = numeros aleatorios correspondientes al camidn No. 3.

PESULTADO:
El. camidén No. 1 tiene 3 remplazos. el camidn HNo. 2 uo.no a2

remplazos y el camidn No. 3 tiene 2 remplazos.

Problemas propuestos.
1. Generar numeros aleatsrios partiende del nimerc 1839 con

el método del cuadrado medio.

2., Senerar nurercs aleatorios partiendo del numers 331 con
el ne’>do del cuadrado medio.
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3. Generar numerocs aleatorios partiendo del numero 17830 con

al metodo del cuadrado medio.

4. Zenerar numeros aleatorios con el metodo congruencial
nultiplicativo, con los siguientes datos: a=l2, m=10, xose y

- comprobar si cumple con los requisitos minimos.

H., Generar numeros aleatorios con el método congruencial
multiplicativo, con los siguientes datos; a=8, m=16, xo-u y

comprobar si cumple con los requisitos minimos.

8. Generar numercs aleatoricos con el método congruencial
mult.ipll":auvo. con los siguientes datos; a=18, m=3s, xo-as y

comprobar si cumple con los requisitos minimos.

7. Generar nimeros aleatorios con el método congruenclal
multiplicativo mi:to. con 16: siguientes datos; a=li2, m=i6, x'o-e.

c=l y comprobar si cumple con los requisitoes minimos.

8, Generar numeros aleatorios con el meétodo congruencial
multiplizativo miito. con los sigulentes datos; a-é!'. m=18, xo-u.

c*8 y comprcbar si cumple con los requisitos minimos.

9. Generar nurercs aleatorios con el metode congruencial
multiplicativo miito, 2sen los siguientes datos. a=l8. m=E5.

KO-BE. c®lT v comprobar §1 cumple con los requisitos minimos.
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10. Considere que para la terminacidén de un -provecto se
tiene que realizar S actividades como se muestra en el siguiente

diagrama de flechas.

1 4

En este diagrama las flechas representan las actividades.

los nodos representan la terminacidn de una ¢ mids acil.vl.dados 'y

ol inicic de las subsecuentes actividades.

. Las duraciones de las actividades ts'.'anl distribuidas
aleatoriamente ’ y son estadisticamente independientes. Las
posibles duracicnes y su probabilidad asociada se dan en la

si gt'.u. ente tabla

‘Actividad Duracidn (diase) Probabilidad
1-2 2 13
3 1.3
+ 13
1-3 < 12
S 12
2-3 1 1.2
2 1.2
2-4 2 102
3 1.2
3-4 2 L

Suponga que se tisnen $ dias para entregar el prsvecto Cual
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es la probabildad de que el proyecto sea completado a tiempo?

Una empresa de alquiler

de maquinaria para construccidén

encuentra que la distribucion de la vida util de xzus camiones de

voltes se describe segun la siguiente tabla:

Meses hasta remplazo

2

<

]

10

16

18

20

24

Probabilidad

0.05

0.10

0.18

0.20

0.20

0.10

Q.10

0.08

0.08

Si la compafiia mantiene una flotilla de 12 camiones, estimar

por medio de la simulacidén el nimero de remplazos que se haran en

un periocdo de 6 afios.
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THELA 4.1 CDistribucidn normald. *

©, 00 0. 08 o, 02 o, 03 [-TX-2 0,03 0.00 ' 0,07 0. 00 o, 09
0.0 0.%000 O,3040 0,5000 00,3120 0.J180 0,519 0.%23F 0,.3279 0.5319 O.331p
o.1 0.53980 0.3430 O.9478 ©,.3317 O0,.TISI7 0.5393 0.%03d 0,337 0,3714 O.5753
0.2 0.37P3 O.3892 0.3871 O0.35910 0.53940 00,3987 0.6023 O,00064 0.06103 O.S141
[~ 7% | 0.0179 0.6217 0,6253 0.0293 0.4331 O.0308 0.06406 O, 0443 0. 6400 O, 0917
o, e 0.6954 0,063P% 0.60629 0.066063 0, 0700 0. 67800 0. 6772 O,.0000 O0,6048 0.06879
0.9 0.6PL3 O.6930 0.069P85 00,7019 00,7034 0.7088 0.7423 0.7437 0.7490 0, 7224
0.9 0.72%7 0.7291 00,7324 O. 7837 0.7889 00,7422 0.7454 O, 74006 O0,7817 O.78549
©.? 0, 7500 0.7¢14 0,70642 0,747 0.7704 0.7784 0.77d4¢ O. 7796 U, 78289 O, 7852
o, e 0.7884 O.7P10 0,.7939 0O,.7967? 0.79P3 O.8029 0.8031 O.0078 0.0408 0.9,:389
0,9 0. 8139 0. 8204 O. 0289 s 0. 6S O.0309
1.0 O0.8413 O,0430 0.90300 O0.03581 0.0334 0.8509 0,0824
1.8 C.94840 ©.80729 0.8749 0.80770 0.9840 O.8830
1.2 O.8849 0.8023 O0.09P44¢ O0.0902 O.8997 0,90193
1.3 0.9082 ©O.PO04P O, P058 0.P0PP O.PL1S O.P1212 0,P402 0.9177
1.4 0.P192 0.9207 0.P222 0.9256 0.P231 0.P2¢5 0.9P279 00,9292 0,.PP0S O0.P1IP
1.8 0,9382 0’.9"5 0.9837 O.9870 0.9382 0.9304 O0,0400 O, P418 00,9429 0.9441
1.6 0.P452 O0.P408 0.9674 0,.0484 0.5495 0.P305 0.9315 0.P323 0.9333 O, 0545
.7 0.98%4 O.P5d4 0.9379 0.9382 00,9301 0, 9399 0.P608 0,961 6 0.9323 0O, PcIY
1.8 | 0.P04s O,PdsP O.PSBG O, Pdde O.P371 O0.9A?8 0,P38S U, PSOR O.9dPPY O, 9708
L. 0.0718 0.974P 0.9723 O, 9?2332 0. 9738 O0,9P744 00,9730 00,9758 0.9734 0.90747
2.0 o.P?72 ©O,9700 0,P?P8 O.9798 00,9003 O,.P8080 0,.P012 O0.9817
2.1 o.pe21 O.P884 0.98030 O0.P0s2 0,9630 0,P834 0.9837
2.2 0.PL08 0.P872 0.9073 O.PE78 0.P884 0.9887 O.9890
a.n»: O.9P9P8 0.PPOL 0. PS04 0.PPOY O.PPLL 0. POP1I U,.99P10
2.4 0.PP1L B8 O.PPI0 G.PP22 O, Pbls 0.PP27 0,.9P2P 0,.PPI1 O0.PPI2 0,9024 0.9PPIS
2.3’ O0.PPIN O.PPe¢0 0,PP61 O.PP4D O0.9PP43 0, PPIG 00,9948 0.9949 0,PP31L 0, 9932
2.0 0.PP88 O,9PP33 0,PP3d 0,9PP37 0, PPBP 0,PP0 0,PPSL O, PPE2 0,PPAP O, PPS4
2,7 0.9PPE3 O, P08d 0.99A7 00,9048 0.9PPSP O, PPT0 0,0071 0.PP72 0.PPTI 0.PP74
z.0 0,PP74 00,9978 0,997 O, PP?7 0,.9PP?T 0,0070 00,9970 0.9979 0,PP0 O, PPEL
2.9 0,PP84 O.PPEZ O.PPB2 U.OPEN O.PPI¢ 0.9904 0,99003 O0,9P9P83 00,9000 V.VPRI
2.0 O, PPE?7 O.PP7T8 O0.PPE7 O.9P988 O, CPS 0,089 0.PDEP O, PPEP 0,9PPP0 G.9PPLO
.4 0.9PPPO 0. 0PP1 0,.PP9L 0,999 0, PPP2 0. 9PP2 0,.9PPP2 O0.9PPOP2T 0, PPPI 0.9992
...I 0, PPPI O, P9P3 O0.PPP4 O, PPP4 0, PPDE 0. PPPS U, PPD4 0,9PP3 O, 9PP35 O, 0PP3
3.9 0.99903 O, 00PS 0.PPPS 0,PPPS O. 9PPS 0. PPPAS 0, PPOd U, PPPE 0, PPPS 0, 99pP7
. e 0.9PPP7 O,9P9PP7 0,P99P7 O, PPP7 0. 9PPT 0.9PP7 0,PPP?7 0.PPPT 0.PLPT 0, 9PPPN
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THBLA 4.2 C(Distribucidn ji-cuadradad.

a X .

v . 995 o FI0 «37S IS0 . 900 . 750 500
1 EE] SO - 004 016 102 45
2 010 J020 102 211 « 575 1.336
3 L0772 L11¢ 390 -2 1.212 L3686
+ 207 ¥7 <711 1.064 | 1.923 3,357
& 412 . 594 <531 1,145 1.610 2.67% 4.351
6 876 L3272 1.237 1.635 2.204 J.455 5,342
7 k] e 1.690 2.167 2,833 4.25% 5,346
3 1,344 Z.180 2.733. 3.490 $.07¢ 7.344
9 1.73% 2.700 3.325 4,168 $.8%9 83.343
10 2,196 247 3.940 4,865 6.737 2.342
11 2,603 3.81€ 4.57% S.578 7.584 10,341
12 3.074 4.404 « 226 6,304 8.43% 11.340
13 356D 5.009 S.892 7.042 9.299 ¢ 12.340
14 4.07% S.629 6.571 7.730 .10.168 13.339
15 4.601 b, 262 7.261 8,547 11,036 14.33%
16 S.142 6.908 7.962 9.312  11.912 15,338
17 5.697 7.564 8.672 "10.085 12.732 1€6.333
18 64265 3.201 9.390 10.865 13.675 17.332
i9 €.844 8.307 10,117 11,651 14.S562 18.338
20 7.434 &, 26N 9.531  10.851 12,443 15.452 19.337
21 8,034 3.897 10,283 11.591 13.240 16.344 20.337
22 8.£40 F.542  10.332. 12.338 14.041 17.240 21.337
23 9.260 10.1%6 11,638 13.071 14,848 181137 22.337
24 P.836 10,8556 12,401 13.8438 15.6%59% 19.037 22.337

25 10,520 11,524 13.120° 14.611 16,473 19.939 24.337

26 11,160 13.244 15,379 17,292 20.843 25.336
27 11.€0% 14,573 16.151 16.114 21.749 26.336

28 12,461 19,308 16.923 18,939 22.657 27.336
29 13.121 1..047 17,708 19.768 23.567 28.336

3¢ 13,787 14,353 16.731  18.493 20,597 24,4782 29,336
40 20.707 22,164 24,433 26,509 29.051 33.£60  37,33%
50, 27.991 29,707 32,357 34.764 J37.639 42.%42 49,335
60 BSOS 37,420 40,432 43,155 46,459 SD.294 89,339
70 43,275 45,442 48,753 S51.739 S5.323% 61.638 £3,.334
80 S1.172  S3.,%40  S7.153 £0.3I91 £4.273 72.145 79.334
‘30 SHAFE 61,754 6T.647 63,126 73,291 BLR.EQS  33.334
100 &7.32%  70,06% 74,222 77.98% BR.1TE 90,137 97,334

- .
“Biometrika tablas for statisticians, Voluman 1, de Bicmetrika
truztsez. 1962, : -
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V. CONCLUSIONES.

La investigazicn Jdo sistenas es un greceso que se ha Jade
desde hace muchos afics. en el cual., mediante el método cientifico
un grupce interdisciplinario de personas analizan los problemas
relaclionados con el control de sistemas. Con la ayuda de las
computadoras, que han sido la herrramienta mas potente del
desarrollo de los estudios. se pueden analizar todas las posibles
alternativas generadas dentro de un problema de investigacldn de
sistomas. lo cual permite llegar & una solucicn o a un analisis

del problema que puede considerarse como éptimo en aAlgunos casos.

Si se tiene un mayor numero de alternativas :'io solucidn para

.un misme problema., se podra tener un sistema que tenga una
. coordinasion de los multiples elemenics o componentes gque
interactuan en el sistema ¥ ademas, un mayor control en su

comportaniento, pues se tendra una supervisidn adecuada al

sistena on estudlo, ¥ zual ' oste puUesto en practica so podrid ir

modificande ¥y adecuands a lax necesidades del usuario. Si se

llega a tener un comportamiento del sistaﬁ como el anterior se

tondra entonces uUn sishema JUO 5@ apega a la realidad.

Ez importante menslonar gue la comunicacion entre ol

lngeriers de sistemas v el usuaric dol sistema real debe ser musw
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amplio, como se menciond anteriormente, ningun ingeniero es
expert.o en todas las areas por lo que sera necesario que el
usuario del sistema ayude con su experiencia para el desarrollo

del modelo que servira para el estudic de sste.

Er. el process de analisis de un sistema el ingeniero tiene
que evaluar los diferentes componentes del sistema, para lo cual
.:. obtiere una muestra, que deberd representar, apegandosze al
comportamiento del sistema. la esencia de éste. De los diferentes
tipos de muesirec que han sido presentades en el segundo
capitulo, no.so puede decir que a.lg;.mo de estos sea el mejor. Bl
resultado del estudio que se haga de un sistema dependerid del
compertamiento de éste y de los antecedentes que se t.ng;nda
slstomu. similares.por lo que la experiencia del ingeniero para
tomar las decisiones es un factor gque influye notablemente para
la seleccion del tipo de muestres que se emplea para el problema

planteado.

Para hacer un tipo de prueba ‘*“apriori™ se podrd tener en
mente que existe un range de resultados para cada tipo de
sistema. Como se menciona en el sogupdo capitulo. se puede
dividir el espacio muestral y'sclo' considerar o.l.. espacio en el
cual se encuentra el rango de varlacicen de los }‘osultndos; s O
derendera de la exporiencia adqulrl;h ;:lel lngeniero y el criterio
Que s tega en bise a2 ohros sistenas que se puedan considerar

similares.
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De los métodos descritos en éste trabajo para el 'Anilisls de
sistemas s@ pueden destacar dos tipos. unc el método matemdtico y
@l otro por medio de la simulacidn. En los modelos matemiticos se
tiene que describir el sistema mediante férmulas explicitas. En
la simulazicn se carece de fdérmulas v simplemente se imita el

comportamiento del sistema.

En lecs .procoscs de andlisis se presentan modelos que
ropros-nt‘an un sistema en el cual intervienen un gran numero de
componentes con influencias aleatorias, por lo que 1la
representacidn de esos modelos se hace muy c.omploja. S se
presenta este c'uo. ®s recomendable h.acor unfcs".udlo»por medio de
1a simulacidn, en donde. se pueden estudiar por separado cada uno

de los compononto.s.

Lo anterlor representa una ventaja-: para aumentar la
comunicacidn que se tiene con .l.as personas que representan al
ysuario y con el mismo usuario que tiene laAnocosldad de unb
estudio de éste tipn, comc puede ser el gerente de una empresa
constructora que No conoce ampliamente del area de Ln;loétlgaczén
de sistemas y con la simulacidn podra comprender mejor el

andlisis que se le presenta.

La razon por la cual se aplica un estudio de simulacidn no
@s precisamente la do‘scr'xti en el parrafo anterior. la razsdn
principal @3 la capacidad de este metodo para ocuparse de

fenomenos cemplicados ¥ dinamicos.
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Una limitante para éste metodo de simulacidn. es que: la
solucidn que se obtiene para el problema, no siempre es la déptima
¥ los metodos matemiticos llegan a una solucidén en la cual el
modelo se acerca a la solucidn dptima en el tiempo de operacidn y

la economia del sistema.

En estos dos meétodos y en genersl en la investigacidén de
sistemas, la esencia del sistema es la representacidén medisnte un
modelo, el cual deberdi de apegarse lo mejor posible al

comportamiento real del sistema.

En cuanto al futuro de la lnv.bétlﬁidctén de sistemas en este
pais se puede do.cl.r que se espera un mayor auge. Existen muchos
sistemas que xe hallan trabajando con una ostructura.inadacuada.
la cual se tendri que co.rrogl.r y Se espera ;qu. Sea en un corto

tiempo.
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