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PRINCIPIO DE SEUDO-OPTIMALIDAD 
PARA EL METODO DE REGULARIZACION DE TIJONOV 

EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS MAL-PLANTEADOS 

por 

.Jesi:ls L6pez E. 

L 
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Resu•en. En la resoluci6n de proble•as "al-Planteados a la 
Hada•ard, la •etodologf.a de Regularizaci6n de Tfjonov ha venido 
Jugando, desde su apa~~i6n en 1963, un papel central. Tanto es 
asf, que hoy dfa constituye toda una ra•a de- la Mate•&tica. 

Una de las dificultades centrales de esta •etodologfa, no 
del todo resuelta es la elecci6n del par&•etro de regularizaci6n. 
El prop6sito central del presente trabajo es la propuesta de un 
criterio nuevo, .Principio de Seudo-opti•alidad, para la selecci6n 
de dicho parlmetro. Se de•uestra que con este pr1ncip1o se obti~ 
ne un algorit•o de regularizaci6n a la TfJonov con propiedades 
de convergencia astnt6ticas "casi" 6pttmas. Se muestra su supe
r1or1dad con respecto al Principio de Quasi-optt•a11dad de TfJonov 
para el problema del cllculo estable de la ••trtz inversa genera
lizada de Moore-Penrose. pues en tal caso el referido criterio de 
TfJonov no es aplicable. 

Por Glti~o. se presenta una for•ulactan estadfstica de nues
tro prtnctp1o, cuya vers16n en d1•anst6n f1n1ta, nos per•ite fin~ 
11zar con la propuesta de un algorit•o auto•lt1co para la resol~ 
ct6n nu•lrtca de ecuaciones integrales de Fredhol• de prt••ra e~ 
pec1e, el cual es ta•biAn un algor1t•o auto•At1co para la est1•~ 
c16n •rtdge• en la regresi6n 11neal con presencia de co11nee11-
dad. 
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P R .O LO G O 

•La coaputador• dj.q:ita1 •• uno d• 1o• 
deacubrj.aj.ento• ••• 9-rand•• de 1a" ·bu•~ 

n:idad coaparab1e'con 1• mSqu:ina d• va

por. 1• electricidad ·Y ·1a enerqfa nu

c1ear. ~•ro 10 4n:ico notab1e de 1a co~ 

putadora •• que e11a enaancha •1 podar 

:inte1ectua1 de1 hoabre. ••t•nd:i•ndo au 

potanc:ia1 para aprehender 1•• 1eyos de 

·1a natural•&•"• . 
A.N. T:ikhonov y .A.V. Goncharaky(*) 

En 1a Hatem&tica Ap1icada de 1as Q1timas tres d&cadas e1 e~ 

tudio y 1a reao1uci6n de 1os prob1emas MaL-pLan~eadoa a 1a Hada-

mard ha venido mereciendo una sorprendente cada vez m~s crecien-

te atenci6n. Se dice que un prob1ema es Ma¿-pLan~eado cuanrlc -

so1uc1~n no depende continuamente de sus datos. siendo poJ• 

e11o precisamente que su reso1uci.6n tropi.ece con ser~as dLfi.c11l-

tades. sobre t~do desde e1 punto de vista de 1a Hatem~tica Num4-

ri.ca. 

Ahora bien. a 1a ciase de 1os Prob1emas MaL-p¿an~eado~ pe~ 

tenecen una gran parte de 1os prob1emas ~nue~6o6 que .con frecue~ 

ci.• creciente tienen 1ugar en 1a ciencia y 1a tecno1og1a de nue~ 

. (•). A.M. TDlll<*CIV·y A.V. ODllClllUWl<Y, 1U-Po•Ed PJlob<eM6 .in .die. N<l.C&IU< 
Sciencu, IUR Ct9•'7>. prdlogo. 
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troa d1a•(•). En ter•ino• aenera1e•• reso1ver un prob1ema 4nve~

•o significa determinar (descubrir) 1as causas que dieron 1uaar 

ciertos efectos observados. He aqu~ e1 proceso contrario a1 de -

.l.a 16gica de causa-efecto. 

En 1a actua1idad. e1 m8todo m3s sob~esa1iente para 1a reso-

1uci6n de 1os prob1emas MaL-pLan~eado4 es e1 mGtodo de ReguLa~~Z!!_ 

c~6n de T!jonov, e1 cua1 nos permite obtener so1uciones aproxima

das a ta1es prob1e~as que dependen continuamente d~ sus datos. e~ 

be decir que ~n e11o juegan un pape1 re1evante e.l. An&.l.isis Funci~ 

na.l., 1a EstadSstica, la Matem5tica Numérica y sobre todo 1a comp~ 

tadora d igi ta.l.. 

Se tiene, sin embargo, que una de .l.as principales dificu.l.t~ 

des que se presenta en J.a real.izaci6n pr~ctica del. método de Re-

9u¿a~~zac~dn ea l.a buena e1ecci6n del. J.1amado paA4me~~o de ~egu-

¿4~~zac~6n. A este respecto est& dedicado el. p~esente trabajo. 

hqciendo una nu~va propuesta pura efectos de dicha elección, ia 

cual. hernos 11.amad.o P-'L-lnc..lp.lo de .Seu.do-op:C.<.ma.¿.lda.d. demostrando 

que cl.J.a define un algoritmo de regu1arizaci6n a J.a T1jonov (C~ 

p1tul.o 3). y exhibiendo su efectividad práctica en l.a resol.u--

ci6n numArica de l.a ecuaci6n integral. de Fredhol.m de primer ti-

po en conecci6n con l.a estimaci6n Gauss-Markov regularizada 

l.a regresi6n 1inea1 (Cap!tul.o 4). 

(•). Tal.es problemas aparecen en Análisis Numérico (diferenciaci6n numérica 
y suavisamiento de datos entre otros), en Ingeniería (reconstrucción -
de señales), en Goof~sica (prospección maqnetométrica y qravimStrica), 
en Medicina (tomografía), etc. 
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Con ei objetivo d• hacer el. presente trabajo au~ocontenido, 

fue preciso: •> desarro11ar una amp.l.ia d~scusi&n sobre e1 con

cepto de un prob1ema MctL-pLctn~eado a la_ Hadarnard .il.us-r:rttndo.l.o -

con varios ejenp.l.os (Cap1tu1o 1)¡ y ii) presentar .l.os e.l.e~entoa 

b4sicos de 1.a teor!a sobre e1 m~todo de ReguL44~~acL6n de 71jonov 

(Cap.1tul.o :II). 

No se ~ede concl.uir eate pr61.ogo sin antes agradecer e! 

apoyo caba.l. y franco que brind6 mi tu~or y amigo e1 D~. Jos~ 

L. Farah I., sin el. cua.l. hubiera sido posible 1.1.evar a Cdbo 

esta tesis. Tambi6n quiero agradecer e.l. est!mul.c des1nterMsado 

que hasta ahora me ha ofrecido mi profesor y amigo el Dr. 1"'•1:...,10 

Barrera S., Además, es para mi grato el. poder agradecer oi 

yo econ6mico que me brind6 e1 Dr. Richard Griego pdra ha=er ~~u~ 

ble mi visita al Departamento de Matem~tica y Est~distica J~ :3 

Universidad de Nuevo M6xico. (A1buquerque). en dond·~ ~~ J.lev~ a 

cabo gran parte del. es't:udi.o experimentnl. que Eo-n .. ~ ... te t:t•::tbujo 

se reporta. Fina1mente 9 agradezco e1 profc3iona1 apoyo de 1na~:a

nograf!a que 1a Sra. Lucina Parra A. tuvo l.a bondad de oTorgat·-

Julio de 1ses. 
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CAPITULO 1 

NTRODUCCION 

El. obj•tJ.vo de este capttul.o es presentar una introduc-

cJ.&n (1) 1!1 concepto de Pll.ob.t.c.M& Ma.L_-PLa.n.te.a.do a l.a .Hadam~-:-d. 

(2) el. M~~odo d~ R~guL4~¿z4c¿dn de T1jonov para 1a reso1uci6n 

de probl.emas mal.-pl.anteados. y(3) l.as contribucJ.ones del. prese~ 

t• trabajo. 

§1.l lntroducc16n H1st6r1c•. 

Propuesto un prob1erna~ para l.a Matem4tica fundamt'l:nta1 

1a cueati6n sobre l.a exiatencJ.a y l.a unJ.cidad de l.a sol.uci6n. 

En e1 campo de l.as ~cuaciones Eiferenc.ial.es ~ar~ial.es (EDP) o 

d• l.a F~aJ.ca Matem&tica, esta cueatJ.6n •• remonta a l.os traba-

joa de Cauchy y Koval.evskaya. Pe~o real.mente es J. Hadamard 

l~ol • en au cl.&aico reporte de· 1902• qui.en introduce a este re! 

pecto l.o• t•r•1no•. tanto de un Probl.ema 84e.n-PLa...C&eda (B-Pdo) 

como •1 de uno M•L-PL4ft~~4do (M-Pdo)¡ ent•ndieQdo por io pri••

ro. un prob1ema que en &•nerai es "'!~.{b¿e, (~.e. que •~ so1uci6n 
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••1ate) 7t!IUCA.•4•c4o <•·•· que au aol.uc.i.&n •• da:lca)¡ y por 1.o 

••aundo. un prob1••• que •n a•n•r•l. no ea B-Pdo·. Hace notar 

que l.•• tr•• ecuacJ.on•• c.1.&a:1caa d• l.• F!sJ.ca MateaatJ.c• (de 

onda. de cal.ar y de pot•nc:la.l.) con cond1c1ones 1.n:1c1al.•a o de 

Cauchy. o bJ.en con cond:1c:1onea de 'rontera del. t:lpo d• DJ.rJ.chl.et 

d:1ctadaa por l.a Ffs:lca segdn el. caso. son ejempl.os tfpicos de 

probl.emaa 8-Pdos. Por otro l.ado. muestra que l.a ecuaci6n de -

Lapl.ace en el. espac:lo con condicJ.ones de cauchy sobre el. pl.ano 

ys. hoy l.l.amado p~ob~eMa de H4d«••~d. es un probl.ema M-Pd0. 

pues en general. es J. m p o a .i 111 .l. •· (*) 

que l.o •J.smo ocurre con '·ra.-.cuac:l.6n de onda en e.l. espac.io 

condic.ionea d• Cauchy sobre el. p.l.ano X - O. Es. importante ano

tar que para Hadamard estos dos prob1•mas carecen de signific~ 

do f'laico, en ei sentido de no corresponder a a1guna situaci~n 

f'laica. 

En 1917. en una reuni~n de 1a sociedad matem4tica Suiza 

(Z':'rich), J. Hadamard ((41.), p. 33) da a conocer su c14sico 

ejemp1o de prob1ema de Cauchy para 1a ecuacien de Lapiace: 

•! u+a~ u-o. en e1 semi-p1ano x>O. 

con cond~ciones inicia1es 

u(O.y) -o y a.u<O.y) -An ••n(ny>. 

cuya aoiucien •• u(x.y) • (An/n) •hCnx) ••n(ny). De 10 cua1 se 

sigue que 1a ao1uci6n de este prob1ema no depende continuamen

te de sus datos U(O.y) y a.u(O.y). En efecto, para datos de 

(•). s~endo deteraJ.raado cu.ando ea poa~b1e. 
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ciase cP-i con topo1os~a cP-i ae observa ~ue An aen(ny) con 

An • n-p ti.ende a 1a funci6n :1di6nticamente cero, mien"t:rus que 

para cual.qu.i.•r x>O dado. (An/n) •htnx) ••n(ny) t.ien~a a .i.nf.i.

nito cuando n--. Luego, l.a so1uc.i.i!5n u(x.y) EO correspondi•!! 

te a l.os da1:os t.&(O.y) - a.u.(O.y) E O, nn depende coni:inuamente 

de aus datos. M4s aGn, si se toma A.
0 

-e-.Jft, se conc1uye 1o -

mismo para datos de c1ase e·. 

Hoy d1a, por un prob1ema B-Pdo a 1a Hadamard ae entiende 

probl.ema cuya so.1.uci6n existe, es Qnica y depende continua-

meni:.e óe sus dai:oz. <i) A es"t:~ respe.:-to, su .1.ibro ((42), p. 

146) de edici6n p6stuma (Pek1n, 19~~). J. Hadamard mencion.1 

que esi:.a noci6n, 1a cual. 41. comparte, se debe a R. Courant ~ 

D. Hi.1.hert, quienes 1a proponen por primera vez en el. c14sico 

.1.ibro de "Mfltodos Matem:lticos de 1a F1sicatt([19 1, vo1 .. 2). 

Desde el. punto de vista práctico y/o de .1.a F1~ica, .1.a du-

pendencia continua de 1a so1uci6n de un prob~e~a con recpect~ 

de sus datos es una condici6n natura1 y fun¿amenta1; p\.0J en -

1a vida pr4ctica es usua1 que 1os datos de1 pY•ob.1.ema 

gan por medici6n. ·si un cierto fen6meno en octudio 

ra con esta condici6n, entonces muy pequenos cambios 

obten-

cumpl.i~ 

da-

tos bastar1an para cambiar radica1mente su oarcha. As~. no pa-

recer1a estar gobernado por 1eyes precisas, sino m4s bien por 

( i ) En EDP, por dato• de un prob1ema puede entenderse. val.ores inicial.es, 
va1orea de rrontera, coerici•ntea del. operador, geometría dei dom~nio 
de de~in~ci6n, etc. 
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•1 asar.' 2 > En ••t9 ••ntido. •1 probl.••• de Hada•ard car•c• de 

aisn.i.f~cado f!.a~co. aparte de no corresponder a a1guna situa

ci6n f~aica concreta. 

Hasta antes de 1o• SO'a• •• cuentan pocoa trabajos sobre 

e1 estudio de 1os prob1emaa M-Pdos. y con oxcepci6n de uno de 

T!.jonov (( 87 J • 19~3), el.l.os tratan sobre l.os aspectos de f:!XÍs

tencia y unicidad, como ocurre ~on Bourgin (14) y Bourgin-Duffin 

(13] con re1aci6n al. probl.ema de Dirichl.et para l.a ecuaci6n de 

onda. 

Ce durante l.a d&cada de l.os SO's cuando aparecen trabajos 

l.os que: (1). Se proponen esquemas num4ricos para el. cAl.cul.o 

de sol.uciones aproximadas del. probl.ema de Hadamard, que bajo r2 

zonabl.es supuestos a priori sobre l.a so1uci6n, convergen a su 

sol.uci6n ( Pucci ( 76) C3 > y Lavrentiev ( 54)); (2). Se 

discuten probl.emas de incuestionabl.e significado f!sico que m~ 

tem~ticamente dan l.ugar al. probl.ema de Hadamard (Pucci (77) y 

Courant-Hil.bert ( 19) • en1:re otros); Y• ( 3 ). Se presentan resul.

tados 9 fundamental.es para efectos de ia MatemStica NumArica. 

so?re 1a dependancia continua de 1a so1uci6n para varios probl.! 

mas M-Pdos, bajo razonabl.ea supuestos a priori sobre l.a Bol.u--

ci6n. (John l So) y Pucci ( 771) .. La importancia de estos traba-

jos es capital., pues se muestra que una gran variedad de pro--

(2) Éste ea preci.samente e1 concepto de aza.JL de Poi.ncaré ((4:1 ) • p. 38) • 

(3) Este trabajo es mencionado por Hadamard ((42) •p. 146). 



b1•mas R-Pdos. con ayuda da 1a computadora r••u1~an oer tan tr~ 

bajab1ea co•o 1o• 9-Pdoa. echando abajo ••Y•ros preju~c~oe a1 

r•ap•cto <••a•• a John (SOi ). Cab• ••nciouar. por otro 1ado. -

que de t~••po atrAa para ••• •ntonces 1• c~encia y 1a tecno1o

&1a ventan p1anteando probJ..emas rel..evant•a que resu1taban ser -

M-Pdoa¡ en eapecia1. ciertos prob1emaa inversos en Geof~~~ca. 

Ya para 1a d•cada de J..oa 60's se observa •1 inicio de un 

crecimiento ace1erado de ~rabajos sobre e1 estudio de prob1emas 

M-Pdos de variada natura1eza en dive~sas ramas de 1a ciencia y 

J.a tecno1og1a (Payne l 72) • Lavrentiev ( 551 • Arsenin-Tikhonov 

( 2 1 • Twomey 1 931 y Morozov 1 65) ) • sobre todo a ra:1z de J..os tr! 

bajos de Phi11ips (~41 y 7ikhonov ((88) y (89)) con 1os cuaJ..~s 

abre propiamente una 4rea nueva de 1a Matem4tica:1a Te..o~.t.4 

de R&AU.L4Jl.Lza.c..(.61t de T.t.jcuov pa.11.a. La. Re..&o.t.uc.t.4n. de.. P11.obLe.."9a& 

M4L-PLca.n~e4do• 4 L4 ff4dca.ma~d. 

Para 1os 70•s. 1a Me~odo1og1a de Regu1arizaci6n es mundia! 

mente aceptada y cu1tiva~a, convirti8ndose en una de 1as ~amas 

de gran importancia para e1 An&J..isis y 1a Matem3tica Numdrica. 

Terminamos este re1ato hist6rico diciendo qua e1 estudio y 

reao1uci6n de 1os prob1e~as M-Pdos, es un el.aro ejemp1o en don

de J..a •xigencia de1 desa~rol..1o de 1os medios de producci6n ayu

dan a1 hombre de ciencia a barrer prejuicios y obst4cuioa en ei 

ataque de ios retos que e1 indiso1ub1e binomio teor:!.a-pr&ctica 

1e piantea. 
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5. 

11.z. Probl•••• Mal-Plaftteados a la Hada•ard. 

Para nv.e•tro• prop&•itoa •• de int.eraa •l. pr•a•nt:.ar ·.-a-

r~oe ejeap1o•. ••pesando por l.os c1&aicoa. de probl.e•as M-~dos. 

1o• cua1•• •• pueden 11.evar a l.a for•u1aci6n operacional. 

(1.2.11 Au • i... e E r da.da. 

siendo As U +r operador 1inea1 compacto so~r• ciertos ~~pa-

cios de funciones (vectoria1es normados) U y F. 

1. Probl••• de Hada•ard. La importancia de este e:.~~p1o 

radica en que a pesar de haber sido ignorado y visto só1~ :orno 

ejemp1o pato16gico. aste tiene 1ugar en diversas sitU3~iones 

d• inter6s para 1as ciencias como ocurre en 1a determina~!6n -

del. biopotenc~a1 dentro de un cuerpo a partir de val.ores ~ados 

sobre l.a superficie del. cuerpo¡ en 1a continuaci6n ana1~tica -

de1 potencia1 de corrientes eiactricas que f1uyen a1 int~rior 

de 1• tierra a partir de 1os va1ores de 6ste ~ornados sobre 1a 

superficie (Ned•1kov (70)). y en 1a determinaei6n de1 potancia1 

gravitaciona1 con prop6sitos de exp1oraci6n Geof1aica. a partir 

de infor•aci6n tomada sobre 1a superficie terrestre (Dmitriev 

et. ai. (25) ). Aa1 pues. a 1a 1uz de nuestros d1as. 1a opini6n 

de Hadamard con re1aei6n a 1a carencia d• significado f1aico de 

au c1Ssico ejemp1o carece de justificaci6n (Pucci (77) ). 

Ahora bien. consid4r•ae e1 prob1ema de Hadamard sisuient• 

(1.2.21 ª! u+a~u-o, u•u(x,y), 



•n •l. rect&nau1o •••J.-J.nfJ.nito a• { (x.y) 1 O <x ca.y> O} con 

·condJ.cJ.on•a d• .cauchy 

c1.2.2•1 

y con condJ.cion•a de frontera 

c1.2.2•1 uco.y> •u.Ca.y> -o. y>O. 

7. 

Por ap1icacJ.&n directa del. ~atado de aeparaci6n ~e Taria-. 

bl.•• •• obt.J.•n• que 1a sol.uc.i6n • para el. rec-t&nau1o O C. x ·e;; a.. 

O Cy <y•• y• >O dado. v.iene dada por 

(1.2.3) 

donde 

u(x,y) - fªo,cx,y1t1rct1dt 
• 
C1 

+ r Ga(x,y1t)q(tldt 
• 

..i. nw •h "a." y ••n '!tn x aen n; .... 

siempre que f yg admitan desarrol.l.o de Fourier en :;.e:-.::.s. y que 

l.aa aeriea 

ZA ch ~y 'aen .!!1!. X (An - 2
4 r ·~·(t)•en .n_" t dt),. n-1 n .4 o a. ..... • 

V 

(1.2.3') 

ni1•n •h ""a." Ye aen n: X (Bn -n~ I:g(f;)aen '!Tr e dt) 

sean en al.gdn sentido ('L 2 ( o ... por ejempl.o) convergente::::. Ea 



.. 
!.•portante anotar que eataa cond.ic.S.on•• de converaencJ.a aon ••-

tr••adaaent• ••~a•nt••· 

Para e1 caso partJ.cuJ.ar en que 9hd ;:. º· de ocurrencJ.a pr&c 

tJ.ca (Nedel.kov ( 701 ) • de (1.2.3) •e m:i•u•• para y •Ye• que 

Jª .. , ... y.) ••n ~ " d" - c::h~ Yo 1: e,,., ••n a;. " dn. 
• 

A•S.. ••crJ.bi•ndo "Y• (x) =u.ex.y•)• •• t:lene que J.• ~01.uci&n d•J. 

prob.1.••a (1.2 .• 2-2• -2") con 9(x) :o y para y•y• viene 

ser J.a aoJ.uci6n de .1.a ecuaci&n integrai 

(1.2.4) ~(X)•. 0 Cx ,.¡; a. 

donde 

kYo (x,t) • n!1 A
0 

•en ":..Tr X •en n; F; 

Ecuación que podemos escribir. en t8rminos O?eraciona.1.es. 

como 

(1.2.4') 

donde A 1L 2(0,a.)·+Lª(O,a.I (p. ej.) vi.ene dado por 

4 

Alvl (x) - J ky (x,t)v(6) dt. 
• o • 

2. Probl••• Retr6g~ado del Calor. Este probJ.•ma •s otro 

de 1os ciasJ.cos probJ.emas M-Pdos de especiaJ. inter&s en Geof~a~ 



9. 

,ca. •1 cua1 conai.at• en. conoc:l•ndo 1• di.stri.bucJ.8n de ~e~pera

tura• f'(x) -uca .. -r) (T >O) de una c:lert::a barra de l.ong:itud •• de

ter•i.nar 5\1. di.atr_i.buc.:16n de t::e•peraturaa u 0 (X) •U.(X,O) .:LnJ.eia1.. 

aantenJ.endo l.os extreaoa del.a barra a temperatura. por eje~pi~. 

conatante cero.· ••io aupueatoa de homoaene:ldad y d• escal.aaie~ 

to adecu"ado del. t :1••po • l.a formul.ac i6n •at•mAt ica del. prObl.ema 

coneiate en ha1.1a.r \le (X) •u(x.,O) • O ex ca. dado que 

(1.2. !U 

(1.2.5') u(x,Tl ~(X) • '1" >O dado• y 

u(O,t) 

Media~te l.a apl.icaci&n directa del. matodo de separaci~~ ¿e 

variabl.•s. obt:iene que 1a sol.uc:i6n del. prob1ema d@ Cauc~~ s~ 

guiente 

u(x,Ol u• Cx> .. O ex e a 

U(O,t) u(a.t) E O, t>O 

vi.ene dada por (90) 

(1.2.6) 

donde 



'10. 

•i••Pr• que UeC•> adaita en a1aGn ••nt~do •1 d•••rro11o de 

Fo1i1r:ler u•(•) - ni, e• ••n n: •· ( •) 

Ahora. como U(a.T) •~(X)• se tien• que 1a so1uci6n de1 -

prob1••• bajo d:lecuai&n •• obti•n• reao1viendo 1a ecuaci6n int~ 

ara1 

(1.:Z.7) 

La cuA1 bien pode•oa resc~ibir en fo~ 

•• operaci.ona1 (1.2.1) como ya •• indicó en •1 ejeap10 anterior.• 

3. Eatensi6n Ar•6ntca. Este es un prob1ema c1Asico en -

Ana1isis. Pensando en geometr~a cSrcu1ar. e1 prob1ema conaiate 

en extender .1.a funci6n arWt&nica U(p.8) dei disco Dr•{(p.&)IO< 

p<r, 04"84":Z1T} al. d;lsco DR•((p,&)IO<p<Jt, o<e<:Zw}(Jt>r). 

De 1a representaci6n integra1 de Poisson para u(p,8) en Da• da

da UR(8) • u(R.8) 

donde 

... 
u(p,0) • J kR(p,er.,>uaC"'ld.,, 

• 

sigue que 1.a so1uci6n de.1. prob1ema se reduce a reso1ver 9 da-

da f'(9) •u(r,9), l.a ecuacJ.&n integral. .,. J k(e,.,.>ua<"'>~ • !!Ce>. o <e .;:z,,, 
o 

(1.:Z.8) 

(*). Siendo Cn 

u
0

(x) con 

e1 correapondiente coe~iciento de Pouri•r de 
n" reepecto a •en -a x. 



11. 

donde k(e • .,) •Jl.a.,r<••-) •ka(p.814'). Que bJ.en podemos reacrib;l.r 

•n 1a for•u1•ci&n (1.2~1). f 

4. Dtferenctact6n Nu•lrtca. Eat• probl..••• d•1 An&.l.ís:ls 

Nu••rico ocurre con· frecuencia en 1aa ap1icac:lon•s. y consiste 

•n ha.l.J..ar J..a k-es:lrna derJ.vada u(.x) • ~Ck) (X) de una funci.6n ~(X) 

dada (usual.mente a trav•s de una tabl..a Tr de val.ores de ~). 

Suponiendo. a.in perder general..:ldad. que ~(.i.) (0) •O para :1. •0,1, 

••• ,k-1, del.. deaarro11o de Tayl..or cotr su residuo en for•a i~ 

tearal.. se tiene que 

dónde 

I• <•-¡>k-1 
+ ( -1): 

o 
u(l;)dl; 

-Jªg(x,l;)u(l;)dl;, O <x <a, 

o 

9(x,1;1 - { o, 
(x-l;)k- 1 /(k-11 ! , . I; <a. 

i; >x 

Esto es. e~ prob1ema reduce a resol.ver ~a ecuaci6n ínt~ 

gr al.. 

(1.2.9) 

que bien 

J:k(x,l;)u(l;)dl; •f(x), OCx<a, 

escribe "en J..a formu1ac~6n (1.2.1). # 



12 •. 

l. Ecu•ct6n lntegr•l •• Fr••llol• de .Prt•er• Especte .. En 

div•r••• ap1icac~onea en Xnseni•r~• (Aud~•Y et. al.. ( 3 1 • C•

bay•D et. a1. (17) >. en F!aico-Qu1mica (Provencher (7SJ >. en 

Inau.nol.oa1.a (Hanson· ( .. 3)) • ·•n Ciencias Attiiosfarica~ (Twoa•y 

( 93 J ) • entre muchas otras. tiene 1ugar l.a ecua:í~n integral. 

de Fre41ao1• •• pri.~•r• esp41ci• 

b 

(1.2.10) J. k(x,t)u(tl dt•r(x), a<x<b,
101 

donde funci~n nOcl.eo k(x,t) puede estar en L 1 o en L 2 .•con frecuencia.con-

tinuo o b.ien de convol.uci6n (i.e .. k(x,t) -k(x-t)). 

Este probl.ema. en tarminos de operadores. juega un paFei 

central. en An4l.isis FunciOnal. pues. bajo ciertas condiciones. 

resul.ta ser- un ejempl.o prototipo de operador (l. in ea l.) COMP4C.CO .<4 > 

Un resul.tado cl.4sico del. An3l.isis Funci6na1 1 3') dice ~~e 

para todo operador 1ínea1 compacto inverso sobre espaci:s 

de Banach (de di.mensi6n inf.tni'Ca) • e1 operado'r inve~so no p~ede 

(•). Aquf. a<x<b. ai. •---y b-+m1 a<x<b. ai. b--1 etc. 
(4). Si.ende u y F eapaci.os de eanach. A1 u -r ae di.ce que es compa.c..('.o. si. 

manda conjunto• acotado• de u en conjunto• pre-compactoa de F. 

(5). ·E1 prob1ema d• di.rer•nci.aci.dn nu.fri.ca •• B-Pdo ai. ae pi.en .. de 
é"l a.b) .. e( a.b) con topo109I• en para e"( •.b) • Y •• 11-Pdo ai. c"( a.bl 

ae pi.en- con topo1ogfa CJ en .-..lx>• caaoa C( a.bl •• pi.en- con topo

l.ogla c .. 



aa. 

••~ continuo. En conaecuonci•• a~ ae tien~ que 

I .... k(a.tl u(tl dt "O -> u<tl =o. 

entonces ia ecuacidn integra1 (1.2.10) ea un prob1emd M-Pdo.<•>• 

6. La inversa Generalizada de Moore-Penrose de una Matrtz. 

L« ~nve~~4 9ene~4¿~z4d4 Moo~e-P&n~a•e A+ de una ca~riz (rea1) 

A de mxn. se define como 1a ao1uci~n de1 sistema matricia1 

(Penrose (73) y Barrera et. a1. (7) para 1a su presenta.ci6n de 

esta tesis) 

(1.:Z.111 y 

XA Q 

donde P a: Rm -+ .J:m(A) y Q: Rº -N(A)J. son J..as proyecciones ori:::og~ 

na1ea sobre Im(A) y N(A)i respectivamente. 

Es inmediato ver que si A. en e1 caso m -n. t!.ene inversa 

entonces 

Si por Mmxn denotamos a1 espacio vectoria1 de todas. 1aG m~ 

tr~ces rea1es mxn y por Mnxm a 1as de nxm. entonces podemos -

definir e1 mapeo ¿nveJt..6¿6n gene~4L,4zado de ~oore-Eenrose (M-P) 

u.:z.1:z1 
dado por 

c1.:z.1:z • 1 A 1->A+ 

e•>. ICn l.a sec. 3 d• eete cap1tul.o •• demostrar&, en un aeqti.do general.i.aado 
'de aol.uci5n por procisar. qqe l.a ecuaci~n integral. (1.2.10) ••un pro
~. 11-Pdo. 



1 ... 

Si. denota•o• por 1 al. conjunto de todas 1a• •atr:lcea i.n

vert~bl.ea ·~ Mn•n• entonce• •• ti•n•. como •• b:len aab:ldo. que 

•l. ••p•o .(.AVC.Jl&.646• - 1 1 e Mnxn ..... n.n dado 
0

por A l-- > ,..- ' • •• 

cont:lnuo sobre 1 <l '791 ). 

S:lendo el.aro c¡u• ._+ 1 llnan • llnan ea una extena:l6n de 11#1 • es-

1':."0 es• que ._•, 'f •f#• reaul.ta sorprendente que (en general.) .,,+ 
no cont.inuo. 

En efecto. si el. ranso de A (rgo(A)) <mln{m,.n). para A en 

M••n dada, entonces se ti.ene que 

(1.2.13) 11(A+6A)+ -A+ll > _1_ 161 
11 6All 

si.empre que rgo(A+~A) >r9o(A) (Stewart (BS] ). En con!iecuen-

c.ia • 11 (A+ ISA)+ - A+ll + +cm cuando 11151'11 - O. Con el.l.o. queda 

demostrado que el. probl.ema de hal.l.ar (cal.cul.ar) A+. dada A. es 

un probl.ema M-Pdo a l.a Hadamard. As~. se tiene que el. cál.cul.o 

numGrico de A+ puede resul.tar catastr6ficamente sensib1e a pe-

quenas perturbaciones en A. en particu1ar a1 redondeo. 

Veamos m4s de cerca es~e punto. Supongamos que se dispo-

ne. te6ricamente hab1ando. de un m8todo nUM~Jl..i.C4M~n~e ~4~4bLe 

para ca1cu1ar a A+ num4ricamente, en e1 sentí-

do que l.a reso1uci6n numarica de (1.2.11) que produce. es 1a so1uci6n 

exacta para una cierta matriz "v:ecina" A+l.SA. En términos precisos, que 

(6) AqUJ:. 

( 8 .. ). 



u .• 2.1•1 ;•(Al •••(A+6Al con ~ < ,.. .... 
ai.endo I' 1.a preci.s:16n de 1a computadora di.git01a"l. an!':ltr.ien. 

De (1.2.13) y (1.2.1~) .ae tiene que 

1 ¡;+(Al - ... (Al U 
,,..+(Ali . 

... l. 
u.,+ (Al H 

l. 

_l._ 
u 6All 

~ 
116 AH 

... __ 1 __ ... l. 

K(AH• il 

:1.5. 

donde lt(A) -11 A+U llAU (siempre .., 1) es e1 nQmero de cundici6n 

numarica de A. Este resul.tado es cruc:i.a1. pues nos dice que con 

nuestro m~todo h.ipot~tico numericamente estab1o, pensando ~'~ 

como medida de 1.a precisi6n de 1.a computadora anfitri6n. ~Gl. 

en una m4quina de precisi6n infinita ~como caso 1.1mite),no se 

puede cal.cul.ar numAricamente a A+, en el. mejor del.os casos, 

cor. siquiera un d1gito (en norma) significativo. N0eeso que -

1.a situaci6n empeora al. aumentar l.a precisi6n. 

El. asunto se torna diferente si sól.o se permiten pe~turb~ 

e.iones '5A de manera que r9o (A+ '5A)-.rgo (A) - r <m~n{m,.nl .. ya 

que si M~xn denota a todas 1as ~atrices en Maxn de rango r e~ 
tonces ~+lMr es continuo sobre M~xn• pues se tiene que 

mxn 
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16. 

•J.••pr• qu• 1a•1•a1 <1 (WedJ.n (10sl ). En conaecuenci.a. para 

auaetro ••todo hipotatico ; •• ti.•n• que 

•i.••Pr• qu• r90(A+i!A) -r9o(A) y lt(A),a <1. Lue&o. si lt(A),a •10-p 

Cp un entero mayor que 1) entonces en e1 peor de 1os casos. 

tendr&n por 1o menos p d~gitos significativos (en norma). 

E1 gJl.4.lt pe.11.0 de aste d1ti1110 resu1tado es 1a condici6n de s~ 

l.o aceptar perturbaciones (por redondeo) tSA de A con xgo(A+cSA)-rgo(A), 

l.a cual. ea muy res-;rictiva¡ pues desde un punto de vista real.. 

y habl.ando en 1enguaje'~robabi1~stico''•con probabil.idaJ•>uno se 

tiene que rgo(A +tSA) >r9o(A). 

En el. cap~tul.o 3• de esta tesis se ver& c6mo cal.cul.ar num~ 

ricamente a A+ de manera estaol.e a perturbaciones en A. sin l.a 

hip6tesis rgo(A +6A) >rgo(A) • por el. mGtodo de regul.arizaci6n 

de T~jonov. # 

7. Sistemas Lineales Algebraicos. Sean A en Mmxn y b en 

Rª dados. ·En l.as ap1icaciones del:. Ál.gebra Matricial. tlum4rica • 

el. prob1ema de hal.l.ar X en Rº tal. que 

(1. 2 .14) Ax - b. 

ea de capital. importancia. 

En e1 aenti.do de que dada cual.qui.er vecind~ VR de radi.o R( >O) de 
A, vRnuE'mxn ti.ene medi.da cero. 



S7. 

Ahora b1en. •n el. ••nt1do ci••ico de •o1uc18n. •1 prob1••• 

(1.2.1-) ao t1••• ao1uc1ea. •D a•••ra1¡ y de teaer.l.a. ••t• no 

t1•n• porque ••• Ga~ca. 

Para 1• teorta co•o para 1as apl.1cacion•s. es conv•ni.ente 

consJ.derar •l. concepto •1&uient• de •o1uci8n general.izad• para 

Ax-b. 

Def1n1c16n 1.2. 

Jto>A& x• de AX •b. se entJ.ende .l.a •ol.uc:i6n de 

eucl.ideana del. probl.eaa de •!.nimo de cuadrados 

Mt:n 1 b - Axl a I • I • I 
• • 

Se demuestra que x• siempre existe y que ea Cnica (Go1ub-

Van Loan 137') ) • Mas adn, 

(1.2.15) 

As!. pues• el. probl.ema Ax• b • sentido de sol.ucidn gene-

ral.izada M-P. es siempre posibl.e y determinado, no siendo as!. 

en sentido cl.Asico. Sin embarao es importante observar, para 

• •n en particul.ar, que si Ax •b tiene sol.uci.~n cl.&aica entonces 

Eat::o ea. l.•s aol.uciones cl.&sica y general.izada coin-

ciden. 

Si por dat::oa del. probl.em• Ax• b se entiende .l.a pareja (A, 

b) • entonce a el. prob.1.e•• AX• b es en general. M-Pdo • pu•• 



+ • ' • 
a •• (A)-~~ y c:o•o "ª h••o• •j,ato. • DO ea contJ.nuo •n &•n~-

ra1. 

S:l .Por dato.a de1 prob1••a a. •b •• ent:lend• aaio al. vector 

· b(ea •ª> •ntonc:es Aa • b •• un prob.l.••• 8-PCSo • Y• qu• 

IA+(b+llb)-A+bla ~a 
IA+bla CK.(A) lbl, 

(Ka (A) • I A +I a IA.I a) • ( • I 

Cabe dejar bien c1aro que •1 conjunto de 1aa matrj,~s de 

rango deficiente (o s.inau1ar••• segGn e1 ca.so) sobre 1a~ que en 

a•nera1 -· continuo. ·~un conjunto de medida ce~~. •n 

•1 sentido que su .intersecci6n con cua1qu.ier conjunto a~~~ado 

d• M••n t:lene ••dida<••) cero. Eato .~ • Par• una aran ma.yo-:·!a. de 

1o• casos• Ax •.b se puede reao1ver num4!r.icamente de ma~~era. 

ceptab1e. Sin embargo. como iremos viendo en 1os cap!t .. loa s.i-

guientes. 1a reso1uci6n num8rica de prob1emas (1inea1es) M-Pdos 

constituye ~na de 1as princ~pa1es fuentes que dan 1uaar a1 pro

b1ema AX• b con A "muy pr6a.ima" a una de rango def.ic.ien:e (ma

trJ.ces muy MAL-CO•pOUAd4.& • en J:ng1as ".i.11-cond:lt .ioned"' ."muy 

pr&xJ.saa'' a.ign.if.ica .ind.ist.ingu.ib1es de una de rango dericiens• 

d• acuerdo a 1a precie~&n de 1a co•putadora anf~trJ.Sa. f 

l*I IAl 2 • = -......: 
(••·) sn -ntido 4e a.be.egue. 



8. Es~ta•c16n Ltn••l 8•uss-Markov. En Estad~stica jueaa 

un pape1 centr•1 (r•ar••~&n 1inea1) •1 prob1••• siguiente. D~ 

do •1 •od•1o 1inea1 

•n donde a•• una •atri& rea1 nxp. y y es un vector en aº. 
ambos dados9 y ~es un vector a1eatorio en Rn (no observabie) 

con .,~. -o y •l=., ~t· -a•x<•). 
una ''buena estimaci6n'' [ de ~· 

E1 prob1ema consiste en ha11ar 

Como bien •• sabe. cuando 1a matriz de disefto X es de ran

go m4xi•o (r9o(S) •p) • e1 estimador Gauss-Markov 

(1.2.17) 

•s de mtnima varianza d•ntro de todos 1os estimadores 1inea1es 

insesgados de !!. ( Seber leo] ) • 

Sin embargo. si X es muy cercana a ser de ran~~ dP.ficicn-

te• o sea ma1-comportada en t6rminos num6ricos ( .i. e. K 2 (X)/~ ..,..1 j, 

presencia de1 fen~meno de co1inea1idad en t~rminos esta

dtsticos. entonces e1 c41cu1o num•rico de ~ resulta en genera1 

ser insatisfactorio. si no es que hasta inservible. La exp1ic~ 

cidn a esta situaci6n 1a hemos dado en e1 ejemplo anterior9 pa

ra verio. basta con cons~derar que B - a+ y. 

(•) S denota a1 operador UpcJl411Z4 (Beber leal). 
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20. 

Abora. ••••o• co•o 1• reao1uci6n nuaarica de 1• acuaci&n 

1nt•ara1 de Fradho1• da 1•. c1••• da iuaar a1 •oda1o 1in•a1 

(1.2.1•>. con praaencia 4• co11naa11dad co•o conaecuancia h•r•

ditaria d•1 aar dicha acuacidn un prob1••• R-Pdo. 

En l.aa apl.icacionaa •• uaua1 qua. para 1a acuacidn int•ara1 

(1.2.10>. a ~(X) •• l.• 
0

cono&ca por ••dio de una tabl,.a de sua v~ 

1.ores: 

'r~ 1 C•.t.•YJ.>• yJ.•~<•i.>+C'i.. 1•1,2, •.• nr 

obtanidoa por obaervacian. En •atoa ~•r•inoa. 1• ecuaci6n int~ 

ar•l. (1.2.10) toma l.a fcrmul.aci6n siaui•nte 
b • 

(1.a.1•> J. k(xL.~lu<~I d~ + E'L -YL• L -1 • .i ••.•• n. 

Lu•co. diacretizanCo •l. termino in~egrai. median~• una r•

&1• da cuadratura del. tÍ?O: r: g(t) 4t -jl,·wjg(tj)J se obtie

ne el. modal.o l.ineal. 

(1.a.191 S 8 +E - y 

donde 



11.3. Problem•s Nal-Planteados y la Inversa Generalizada de 

Moore-Penroae. 

21. 

Para 1a s1gu1ent:e definici6n. adn en tArm1nos vagos. U y 

P son espacios de funciones (normados o m6tricos), y A: V F 

cierto operador no necesariamente 1inea1 y/o continuo. 

Def'inici6n 1.3.1 (Hadamard) Dado fer. el. prob1ema de -

ha1l.ar u en ~ tal. que 

Au - f, 

se dice O~en-P¿an~eado. si ~ste tiene una anica so1uci6n 

\1. 0 • l.a cual. depende cont!nuamente de sus d.o.~06. Y se ~ . ..1 

ce que MaL-PLan~eado, si no es Bien-Pl.anteado. Por 

da~o4• en sentido ampL¿o se entiende A y f, y en sentido 

~e4~~~ng¿do se entiende s61o a f. # 

El. estudio de l.os probl.emas Au - f, en s<'!ntido amp-..io M

Pdos, resul.ta ser mAs dif1cil. y compl.icado que en su sentido 

restringido. Y suel.e ocurrir que un cierto prob1ema sea B-Pdo 

en sentido restringido y H-Pdo en sentido ampl.io (Sec. 1.2. • 

ejempl..o 7). 

En este trabajo• sal..vo el. caso del. ejempl..o 6 de 1.a secci6n 

anterior. habl..ar& fundamenta1mente de 1.a reso1uci6n (por el. 

mdtodo de regu1arizaci6n) de probl.cmas M-Pdoo en sentido restri~ 

gido. 
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Coa •1 propdaitc. •n un aentido aenera1iaado de ao1ucidn 

por prec~aar a conti~uaci8n. de d••oatrar que 1• ecuaci6n in~~ 

ar•1 de Fredho1• de Sa. eapecie con nGcieo no-d•a•n•rado(?) 

k(x,t) •• un prob1e•a N-Pdo. •• hace necesaria 1a introduccidn 

. de 1a si8u1ante der1nici6n. pensada en ••pac1o• de Hi1hert. 

Deftntci6n 1.3.2. Se dir4 que u• en U ea una ~oLuc~dn 9c-

ne.J1ta.L.C:::.l.dCl .!!_oo:e-!_enrose ( M-P) de AU - r • si 

(a} 111:. -Au+IF C Ir -Aullp• para toda u EU¡ y 

(b) Si llr-Auºlr 4i9 llr-AuUr• para toda ueu. en-ronces 

U uº 11 u > 1 u •1 u• 1•1 1 

Es importante observar que si AU•f tiene so1ucidn Qnica 

u 0 (en sentido c1&sico) entonces u• -uº 

Propos1c16n 1.3.1. Sea A: U+ F 1inea1 continuo y Pf 1a 
(@) 

proyecci6n ortogona.1 de f sobre Im(A). Se 1:iene que Au .. f 

tiene sol.uci.Sn general.izada (H-P) u• s:!. y sdl.o si Pf e Xm(A) .. 

En cuyo caso. u+ es Qnica. 

DemostracicSn. Se obtiene directamente al. apl.icar el. teor~ 

ma del.a proyeccidn ortogonal. a Im(A) .y a N(A). f 

( 7) un ~ Jr..(x,.t) s• dJ.c• qu• •• deg'e.ne.Jtado,. ai. k(x,.t) - J.!1 ai. (x)bi. (t). 
Y no-de.ge.ne.114.do. ai. no •• d•g•nerado. 

(•} .. Aqut. y •n l.o suceai.vo. 1• norma sobre e1 espaci.o vectorLa1 normado v. 
•• denotara por u. "v· 

( @) .. Por liiilir' ae eit.iond• 1• cerradura de Zln(A) .. 



2S. 

Aal. pu.eta• para A s U•• l.i.nea1 conti.nuo y en eenti.do a•n•

'k"al.i.&ado (11-P) • ai. el. prob1ema AU • «: ti.ene so1uc:1.6n entone•• 

esta es dnica C@~ 

Para A s U• r 1.inea.l. continuo, sea 

DCA+) - {CE rlAu • ~ -c.iene sol.uc:i6n aeneri.-a:ada (lt-P)) 

se tiene que el. •apeo d&do por t' l-> + u • 

mado 4nveJUa g&n&~m¿¿•ado de Moore-Penrose. l.ineal.• que 

1.1.~· 

D(A+) • Xa(AJ • %•(A).L ( l.uego D(A+) denso en .,,, • M&s aGn • se t !.!_ 

ne que 

(l..3.1) 

b) A+ A - Q 

si.ende P 1 E' .. Xa(A) y Q 1 U N(Al~ l.as proyecciones ortogon~-

l.es de F y U sobre Xa(A) y N(A).L • respectivamente. Asi, si. 'A. 

ti.ene inverso entonces A+ -A- 1 sobre D(A- 1 ). 

En estos t6rminos, conveniente hacer 1.a siguien7e re=~~ 

mul.aci6n de l.a definici6n 1.3.1. 

Defintc16n. 1.3.3. {Hadamard)<*lPara A: U - F 1ineal., dada 

t: EF, se dír& que el. prob1ema Au - f: es S.C:.e.n-PLa.n..:Ce.a.do s!. 

y s6l.o sí 

Bi.en-Pl.anteado. 

( @) ~ ~~t!~:~.de Hadmna.rd,, s::l el. prob1._. Au.-f: es pQ&i.b1.e entonce• 

(•) En senti.clo re•tr.i.ngido,, 6sto es,, con perturbac:Lonea a6l.o 9lft ~. 



Propostct6ft 1.3.Z. SJ. A a U•• •• l.in••l. y contJ.nu.o enton

e•• •• 1 DCA+) e r u •• l.J.neal. y C•ra-•do. ,., 

De .. stract6n: S•• (~.u) un punto de acuMul.aci&n de Gr(A+) 

( (r. A+r) 1 r E D(A+)} • l.a arAf.ica de A+. Por ver que U~.u) E 

Gr(A+) • Sea { (t'n• A+ rn)) tal. que (r0 .A+ rn) - (t'.u). De l.a 

continu:idad de A.,Crn -A(A+ t'
0
)}( C%•(A).l.) converge a r-AU(E %• 

(A).l.). Lueao, A+(t' -Au) •O, o bien que A+r -u. 

Gr(A+). • 

As~. tr.u.J e 

Por tanto. para A 1 U.... l.ineal. continuo, A+ no •• conti-

nuo en s•neral. 

Propostct6n 1.3.3. Sea A 1 U .. p 1.ineal. y continuo. Si xa(.a.)

X•(A) ento!lce.s A+ 1 P +U es l.ineal. y continuo (i .e. Au•L 

es B-Pdo). 

D••ostract6n: En este caso A+. ¡-i P. siendo P 1 r .. XJa(A) 

l.a proyecci6n ort::.gonal. de F sobre Yiñt'Xf"•J:m.(A) •• y A-AIN(AJ.L. 

Y como A- 1 y P son continuos, A+ es continuo. # 

Entre l.os e:empl.os t1picos de esta situaci6n estan: (1). 

AzU .. F con J:m(A) de dim•nai&n finita¡ (2). A1U-F inferior-

mente acotado ( í.. e. NAuA r > klull u (k >O) , para 'Coda u E U)¡ y ( 3) 

A(-AJ: - lt) : U .. P (U • F) con lt 1. ineal. compacto. 

(8). Siendo X y Y eapaci.oa vectori.•1•• norma.do•• T 1 D(T) CX+Y - di.e• 
ceJtJl4do ai. .u qr&ri.ca Gr(T) - { (x. Tx) lxED(T)) •• un conju.nt:o cerr~ 
do de XxY. 



Teore•a 1. 3. l. S:I. A1U -r •• iinea.l. y co•pacto entonces p~ 

ra que D(A+) -• y A+ 1 P -u ••a continuo ea necesario y 

suf:l.ciente que bl(A) cr aea de dimensi~n finita. 

De .. ostrac14'n: Si A+ es continuo entonces AA+ -PI I.•(A) ea 

compacto,. y P( Im (A) es compacto sii %•(A) C P es de diaensi6n 

finita. # 

En consecuencia, si A: U -F es 1inea1 compacto y %m(A) es 

de dimensi6n infinita entonces A+ :D(A+) CF-U puede 

cont.:lnuo. Esto es, Au-= f M-Pdo. E1 caso t~pico es 1a 

ci6n integra.l. de Fredho1m de 1a. c1ase con funcidn nuc1eo k(x.t) 

no-degenerado. Luego, hemos 1ogrado e1 objetivo de esta ee~( ón. 

En particu1ar, se tiene que los cinco primeros ejemp1os de 1a a~c 

ci6n anterior son, en e1 presente sentido de so1uci6n generu1i=~ 

da. prob1emas M-Pdos a 1a Hadamard. 

11.4. M~todo de Regularización de Tfjonov: Introducción al Prin

cipio de Seudo-optimalidad. 

La metodo1og~a de regu1arjzaci6n de T1jonov nos proporci~ 

procedimiento bien fundamentado y sistemático para ha11ar 

soluciones aproximadas, establ.es a perturbaciones en f, de 1a s~ 

1uci6n en sentido general.izado Moore-Penrose de1 problema Au =f 

(f E D(A+)) , donde A 1 U~ F l.ineal. y compacto sobre espacios 

de Hil.bert U y F. 
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cons.ider••• •1 prob1••• d• bal.1•r una 60~Kc.C:.dft 4p~ox.C:.~&da 

para Au •e. a part:lr de l.a rel.aci5n op•raciona1 Au -~6 • sien

do r 4 •P tal. que 1r6 -flr _.a. a >O dada. C.6.eab.tc. a perturba

c.ion•• •n ~. 

Una de 1•• ideas cantra1•s de Tfjonov con reapecto a este 

probl.ema esta contenida en l.a siguiente 

Defin1ci6n 1.4.1 .. (T~jonov) Bajo el. supuesto que :f ED(A+). 

se d.ir4 que l.a famil.ia de operadores {R-yir -ulY>O es 

'l§AM.C:..C.4...:;.· .-i.egu.La.11..i.za.n.ee. para Au - ~ • si se puede dar un cJl..C:

.ee.11..Lo y •y (6) de manera que y - o+ cuando '5 .. O+• y 

en donde u 6 • R fy• Y. se dirá que un prob1ema M-Pdo y y 
Au = fes ~eguLa~~zab¿e. Cal.a T1jonov). si para 61 exis

te una famil.ia regul.arizante {RY}Y>o. # 

Uno de l.os objetivos central.es del. cap1tul.o siguiente ser3 

demostrar que e1 prob1ema Au - f, para A s U - F L..C:.ne.a.~ co1npias._. 

~o y ~ ED(A+) es JLegu.t.a.JL.C:za.bLc. por medio de 1a construcci6n 

exp1~cita de una 6a.m..C:.L~a ~eguLaA~zan~e.. 

Es muy importante observar que en 1a definici6n anterior. 

no se dice nada sobre c6mo definir {o determinar ) e1 c~..C:.~ell.4.o 

A este prob1ema se 1e conoce por •1 p~obL~•A de •e.Le~ 

De hecho. este prob1•ma 

resu1ta ser una de 1as serias dif .icu11:ades • •obre todo practicas. 
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de1 ••todo de re•u1a.r.:.lsac.:16n. Y si bi•n es ci•rto que hoy ae 

cuenta con v•rios pr1.ncJ.p1os para 1• aeiecci8n de dicho para

aetro (Pr-1.ncipJ.o de D.:.lscrepanc.ia <1 6) • ( 6 SI ) • PrJ.ncip.i.o de -

QuaaJ.-opt.:l•a1ida.d (( 31t) • 1 35) y 1 32) • CrJ.terio de Va1idacJ.8n 

Cruzada Genera1:lzada (100) • y otros). tambi~n es cierto que 

no se puede decir que e1 prob1ema se tiene tota1mente resue1to. 

E1 prop6sito central de 13 presente tesis es 1a propuesta 

de un c~~~e~~o nuevo para 1a e1ecci6n de dicho par~metro. e1 

cuá1 nosotros 11amaremos Principio de Seudo-Opttmaltdad. pre-

sentando un sistemático primer es~udio al respecto. 

La ganesis de 1a idea emergi6 en 1a b~squeda de la e1ec

ci6n 6ptima del par4metro en cuesti~n. Espec1ficamente~ pord 

e1 prob1ema de 1a regresien 1inea1 (Sec. 1.2. ejemp1o 8): 

con E. - (.Q_,. 6 2 z) < * > 

bajo presencia de co1inea1idad se tiene que 1a estimaci~n (~P~ 

gada) propuesta por Hoer1 y Kennard (( 46) • [ 47) 

1a cua1 nosotros 11amaremos e4~"'-«c46n de G4U44-M«Jt.kou ~eguL4-

JLlz4d4 por ciaras razones que veremos despuds en e1 Cap1tu1o 

4• es una a1ternativa a 1a estimaci&n c1•sico ~de Gauss-Har

kov para.!!· Ast. con base a 1a funcí6n de e"tJto~ CU4d~d~4co -

•e.d-io 



e• natura.l. •1 el.es.i.r •.l. p•r••etro de r•au1ar1.zac.f.Sn (o "r.idge") 

Y• Yop (.S) co•o aque1 •n dond• l.a func:.lSn ecm(y) ae m.ini•J.••· 

Ahora bien. cab• ac1arar que en 1a pract.:lca .l.a determinaci6n d• 

Yop e• ef'ectua •ed.i.ante e.l. u•o de una "buena .. •stimao.:l6n Cly) -

para ttcm(Y) s.:ln e1 requerimiento de1 conocimiento exp11cito de 

Por otro 1ado. considerando que 

ecm(y) -vt(y) + b'(.y), 

en donde vt1 - vt<i1 '5 2 ) es 1a ua.Jt..i4flZ4 .t:.o.t:.a..t.. y b 2 (y) :-b2 <41~) 
es e1 ~e490 cua.d~ado para Íy. y que 1as gr4ficas de 1as funci~ 
nea ecm(y). vtly) y b 2 (.Y). cuando ::S es de rango m~ximo. son 

como 1as que se i1ustran a continuaci~n en 1a figura 1. se s~ 

giere (tambi6n de manera natura1) e1 e1egir a y -y
80

(t5) como 

1a so1uci~n de 1a ecuaci6n de 4eudo-op.t:.Lma¿Ld4d 

vt(y) - b 2 {y). y> o, 

como una aproximaci6n para y - y
0
P(t5). 

F~ •• ~- %1~•tr•c18n G•o••tr~c• de1 Pr1nc1p!o 
de Seudo- opt.:laa11dacl. 
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AeS pu••• de ••~•t1• y - y
0

PC4>. ••de ••perar qua 

!,•o : Yop• Y por •110·. que 1•• p•op:ledad•• d• con•ers•nc:l• de 

~a f_ C0D y •yao (4) cuan.do 15 + 0+, aean aeWlejantes a ).Os de 

.!..y con y - y
0
p(4'). 

En •1 capS.tu.l.o 3 • para e1 probl.ema en cuesti6n A\l -r6 , 

U r 6 -ftr e a con A•U P l.ineal. compacto se demue•tr•• s.i Pr 
- ACA'A)v h<•>, O<v C. 1, para a1guna h E U, que 

MRY fa-u•uu - 0(62v/(2v+1>>, 

para y •y •O (15). En par"C .icul.ar • para v •1. ia raz6n de con ve!:_ 

gencia ea inmejorab1e, pues l.o mismo ocurre para y -y
0
p(6). 

En e1 mismo cap~t~io 3 se prueba. si u E Xm(A'A)", 

O < V C. 1, que 

aup u;+ - unE - o (6 2v/ < 2v + 1 > 
F;,vt( F;J<6 Y 

Ryf l.a estimación Gauss-Markov 

r•&u1ar:tzada para \1 en e1 model.o 1.in•a1 Au - t •f. con A:U + P 

como antes 1inea1 compacto y •n donde t es un vector aieatorio 

sobre r con JE{t) - o. •1 sent.icSo que de que para toda w e r 

dada. •{.tv} • O donde .tw • < t • w >r • y con var.ianza tota1 

<.•). Ali'&~. A'1F .. tJ denota a1 adjunto de A. 
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••• •••• .. t• • •••1••••• •••t••t• ••t••• .. •1 a 1• ••• nu .. •••1• 
(w&>:., •• • ••••· T •A•••• ••• •• t1••• •1 •i••o •••u1tado 

···~ T - T •• c•> •••••••• j••tSWS•• •1 ......... •cad•-•p~.úo~ 
.&4.~~ para aue•t•o prAacA•io para 1a aoaetrucai8a 4•1 arit•

rSo y• T00 C•>· 

En •1 cap•tu1o -· •• aaa1iaa 1a 4i•c••tiaaoi8n 4• 1• reau-

1arJ.aacJ.dn do 1• ocuacJ.6n J.ntoara1 de Frodho1• de pri••• ~ipo. 

vJ.oado au 11•• coa 1·a oatJ.aacJ.aa do Gauaa-llarkov r•au1arJ.sada • 

•• 4Socuto o1 P.1&4ftc4p4o d& Sc.ado-op~"'9&6.4dlUI con b••• a 1as -

••t:i•acJ.on•• in•••a•d•• y •••••••• P••• 1• •••ianaa ~ota1 y 

el. •••ao cuadrado• y *in•1•an-c• •• proaent:a un a1sori.1:mo "aut-2.. 

aattcoº con oja•p1oa nuaerJ.co• para •1 ca1cu10 d• !.y con 

y• v.0 ca). •1 cua1 •• ap1ica a 1• raao1uci6n num~rica v1a 

•u1ariaaci6n d~ 1& ocuaci&n de Fredho1• ant•• r•'•rida. 

E1 capftu1o •iauient• tiene por objeto •1 ••tudio de 1•• 

id••• c•ntraies d•1 Ml~odo d& R&9uL&~4zac~6ft d• T~jonov. 
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CAPITUl.D 2 

~1000 DE REGULARJZACIOit DE TJJOitOV. 

E1 objetivo de ••t• cap!tul.o e1 pr•••ntar 1aa ideas y 

para 1a reaol.uc.i8n del. probl.eaa Au - r • AaU • P 1.ineal. compacto 

sobre l.oa espac.ios d• H.il.bert U y P¡ al. .interesado en l.oa desa

rrol.l.os te6ricos y practico• de ••t• ••todo •n a.ituac.iones mas 

general.es y en diferentes d.irecci2n••• se 1• recomiendan l.os l.,!_ 

broa de Araenin-Tikhonov 12) y Morozov (65). 

v2.l. Antecedentes Htst6rtcos. 

Aun cuando desde final.•• de l.oa anos 30's. en opini6n 

de Hol.er (Hil.l.er (60) p. 57)• •• han venido usando ciertos••-

todos de ''reaul.ari&aci&n" l.a reaol.uci6n de sistemas l..ineal.ea 

ta l.oa SO's cuando aparece el. trabajo pionero de Fox-Goodwin 

(291 • en el. cual. se dan al.gunaa expl.icacionea y ciertos r•••d.ios 

·''I 

1 

1 

1 

. ···--·-------·-----.. -------·-----] 
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a 1•• •••icu1t~d•• •u• •• prea•nta• •• 1• reao1uci8n •• 1a ecu~ 
o•an int••r•1 <1••••1) •• rr•4bo1• •• 1a. c1••• .. 
ca.1.1) f.•"••~> uc~> d~·~C•>• acxclt, 

wla 1• diacretisacidn por cuadratura nu••rica d• 1• i•t•aracidn. 

Otro trabajo pionero da 1• d•c•da d• 1oa &o•a. •• •1 da aak•r et. 

a1 • 1 1t 1 • •n •1 cu.a1 •• diacuta •1 ••todo por tr.u.nca•i•nto daJ. 

daaarro11o eapactra1 da 1a aatri& r••u1tant• da J.a discratisa--

c i6n d• 1a acuacidn iDt•araJ. (2.1.1). Para ver J.a axtanai6n d• 

••ta idea an t•r•inos d• J.a daacoapoaici6n ainau1ar da una aatria. 

•• raco•i•ndan J.oa trabajos da Hanaon l .. 3 1 • y da Varab <I 96) , 

l 97 1 ) • 

Loa trabajoa c1avaa para nuaatroa prop6aitos tienen J.uaar 

en 1962 y 1963• J.oa cual.•• constituyan al. oriaan da J.oa qua hoy 

conocen como ••todo• de Phil.l.ipa-Twoaey (( 74 J y 1~2 1) • y de 

regul.ar.isaci&n de T!jonov ((88) - y (89 ) ) • 

Como hemos visto en l.a sec. 1.2. l.• d.iacretiaaci~n por cu~ 

dratura d• l.a ~uaci&n (ec.) intear•l. (2.1.1) da oriaen. dea

pr•ciando errores de d.iacretiaaci&n y de obaervaci&n. • un aia

t:••• 1.ineal. al.a•br.sico au •b• en e1. cual. 1.a ••tria a. co•o h~ 

rencia de aer l.a •c. (2.1.1) un prob1.••a R-Pdo• r•au1ta aer Ma1-

coaport:ada en a•n•ra1.. En conaecuenc:l.a • ia ao].uci&n u• • a+b vi~ 

ne a ••r auy aenaibl.• a pequeftas p•rturbacion••• en particul.ar 

al. redondeo. en B yb.. Lo que expl.:1.ca •1 por qua de l.a preaenc:l.a 
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4• 1•• ~ruacaa oac~1ac1onea de 1• ao1ucidn nu••r:lc•• carec~endo 

••t•• uaua1aent•• 4• aiauna ut:l.1idad practica. 

La J.d•a d• Pb111ipa para aup•rar ta1 aituacidn •• 1• ai

auJ.eate. 

Si •• conaJ.dera que en 1• practica ea muy com4n que a r.(x) 

•• 1• conozca aeio apro•i•adamente. ••to •s. qu• •• conozca ra<•>-
r.(x) +E (X) ( .::on 1: 1 €'(X) l ª dX menor O :laua1 a 4) • entonces reau,!. 

ta natura1 buscar a1 mieabro de 1a fami1ia 
b 

F¡¡ - (u(x) en w•1a,bllJ k(x,·t:)u(t:) dt:-r11 Cxl 
• • 

y Jblc<x>Iª dxcll•), '5>0 dada, 

• 
10 menos oscil..ante posib1e. Una forma de 1oarar ta1 prop~sito 

cons:lst• en determinar a aquel.. miembro de F 6 que minim~c~ a 1a 

funcional.. 

(2.1.2) Slul - Jb·¡ u•<•> 1 • d• • 
• 

Lo cual.. da J..uaar al.. probl..ema variacional.. siguiente: 

(2.1.3) m1n SI ul 

auje'Co a 

(2.1.3') 

-Jb. donde r(X) k(x,t:) U(t:) dt: - r,s (X), 



s ... 

12.1.•• 

•ujeto a 

12.1.•'> 

cuyo iaaranaiano viene a ••r 

12.1. 5) 

+ y-•uau-bl•-.s•>. 
donde 

Derivando y tomando l.a• condiciones de frontera natur•l.•a 

a•uj •A 1 uj •O• j •1 y :1 •p;, •• t:lene que l.a aol.uci~n de (2.1 ... -

~·>. obtiene resol.viendo •l. •Í•t••• l.ineal. 

donde H e• l.a matria (pentadiasonal.) de cuarta• diferencias 

cond:lcJ.onea de frontera A 2 uj - A 1 uj •O• para j • 1 y j -p. E1. 

par.tm.tro (de reguJ.arizacien) se determ.i..na mediante el. m8todo universal. de 
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p•ueba ~ error con ba•• en ciertas heur~sticaa d• car&cter pr•~ 

tJ.co. 

Ea conveniente dejar aaentado. que aJ bien ya se uaaban 

tJeapo atr&a p~ocedJai•nto• si•i1•r•• (en apariencia) al. ••todo 

de reau1arizaci&n de T!jonov. corresponde reconocer a T•jonov 

•1 haber pueato l.a pria•ra piedra sobre 1a fun~amentacJ&n mate

rn&t.i.ca de l.a que hoy es toda una rama. de1 An8.l.isis. que en sus aspec

to• nuaaricos constituye uno d• l.oa principal.es pivotea del. 

deaarro11o de 1• Natem4tica Numarica actual. (Courant-Hil.bert 

( 19) • p. 231¡ llorozov (65 1 • p. 6¡ y Nashed (67) • p. 290}. 

En l.a secci&n que sigue se bosquejan l.as ideas iniciaidd 

ao.br• el. ••todo de regu1aroJ.aaci&n de T.S:jonov (( 88 1. l 89 I y l 2 J ) • 

ez.z. Mltodo de Regul•rtz•ctan de Tfjonov. 

Cons~d•r••• a 1a ecuac~6n intograi (2.1.1) en su forma 

operacional. 

(2.2.1) 

donde A 1 H 

Au • r. 

P(H-F•La(a.b)) est4 dado por 

AluJ (x) - I: k(x,t) u(t) dt, a <x <b, 

con k(x.~) un •1•••nto en L
2

((a.b) xla.bl ). Coao ea b1en ••

b1do A •• un op•rador 11nea1 co•pacto. •1 cua1 aupondr••oa 1n-

yect1vo. por •1 moaento. 
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La prJ••r• d• 1•• 1d••• c•ntra1•• de TSjoao• (f98Jy (89)) 

••t• 1a••••• •n •1 •1au1•nt• concepto de ~••11.1.a de operador•• 

reau1ar1aan1:•s. l.• cua1 •ata p•n••d• aa t•r•1noa de un opera-

dor A 1 H • ·• no necaaar-1.a•ent• l.1.neal. y/o contJ.nuo (co•pArea• 

con 1• dafJnJ.c18n 1.~.1). 

te 

DeftnfctGn 2.2.1 (T.fjonov) sea u•t EU) l.a aol.uc.:USn d• l.a 

•cuac:lan Au • .r. La lf1&1a.i..f...(.e1. de ope1ta.do ... e.~ {",.}y>O donde 

cada •i••bro ~ eata def1.n1.do aobre una vec1.ndad de rce P) 

en ff • a• ..1.l.a•arS ..._Cg&tL~z&n.te para Au • r • s.:1 ae tiene que s 

(a). Existe a 1 >O de manera que todo ..... esta def1.nido 

sobra l.a vecJ.ndad Va
1 

de r. Y. 

(b). Se cuenta con un cr.iterio y •y(tS) de forma que. para 

toda e >O dada. ex1.ate tS •a(c) <& 1 ta.J.. que 

llilycaJ.f'a -u•1 8 <c. siempre que 1r15 -.r•r<a. f 

N&teae que: (1). 1a condic.i&n (a) se satisface tr.iv.ia1men-

s.i Ry 1 P + H • para toda y >O; y (2) .l.a cond1.c.i6n (b) .imp.l..i-

ca. en part.icu.l.ar, que {"Y}v>o •s una fam.i.l..ia de operadores 

cont.inuoa con<•)Ry(cS)Auº ...JI..> u• cuando cS + o•• • .inversamente. 

La segunda de .l.as .ideas c1av•s va en 1a d.irecc.i&n de 1a 

construcc.i6n de una fam.i.l..ia reau1ar.izante. P•ra ta1 efecto, 

con•.id•r•s• una func.:Lonü qu• .l.l.•••r••oa ~~&b.i.l..lzcu1.t:c. 

S1U CH ..... (U CH .S.n•o>" 

no-n•satJ.va cont.inua y ta1 que, para toda e> O dada, 
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•e• (u •vis lul e e} 

•• un conjunto co•pacto en H. Co•o un ejeap1o t~pjco. se t~•n• 

a 1a func~ona1 dada por 

c:z.a.3> 

•n donde pj (t) es continua no-negativa para j - 0,1, .... ,s.-J.:p .. (t) 

es continua positiva• y definida sobre e1 espacio de Sobo1ev (@) 

U•~[ a,b) • Por 1os teoremas de inmarsi6n de Sobo1ev ( Smirnov 

182) vo1. S, p. 353), s• tiene que Sc(c>O) es un conjunto 

pacto en c•- 11 a,b) (•);, y con e11o en H, pues 1a inyecci6n 

c•- 11 a.,bJ CH es continua. 

Ahora, consid8rose a 1a funcional. 

(2.2.4) 

1a cua1 11amaremos AeguLa4~zan~e de Ttjonov. 

Para nuestro caso, A 1inea1 sobre espacios de Hi1bert y S com~ en (2.2.3), 

directo verificar 1a identidad que sigue, tipo 1ey del. paral.e-

1ogramo: 

(@). Aquí, u-ti: (a.,b) es el. espacio do c.:>aip1etaci.6n de ef'[a-bl con respec

to al.a nor.a llutl~ - S(u). 

(•). ~-1 1 a,b J es espaci.o de Bnnach con normas 

mllx { m!lx 1 qlil (t) 1}. 
Oc;i..<m-1 [a,b) 



(2.2.4') •TI~ 1 01 -l •ylu• r1 •l •yrv, r1 

-•TI~ 1 rl 
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Teore•a 2. 2. 1. Para t:oda r E P dada• ex:Lat:e una dn.1ca uy 

en U ta.1 qu• •yluy1:rJ C •y(UI ~J •para toda UEU. 

Por ser •yluJ a 4( u1 r) no-n•sat.iva. ••i~ 

"C• llly > O ta1 que •y - .Lnr •ylul sobre u. Sea {un} e U una su

cesi8n min.im:Lzante dada. 

Por (2.2.4')• se t:.1•n• que 

que junto con .1a desigua1dad 

(•). La ai.quJ.ente demo•tra.ci.6n de exi.•tenci.a (Tfjonov) a61o .upone a 

S 1 UCH-+ R no ne9ati.va con 1a pr:op.i.i.d. de que, para toda c>O,.Sc 

•• un compacto en u. y no hace uao expl.fci.to de 1• 1J.n .. 1i.dad de 

Az sean O c;;ll\- • ~ •yr u 1 f] aobr• u,. y {un) e U una •uc:~ai.&l •i.
ni..11\i&ant• con •vlu1 1~ >•ylu

2
1r) > .•. , ccmo {un} cae,. c•y•yiu1 1 

fl • existen ~E Se( CU) y {un,} •ubauc••i6n de {un} tal. qu• un,+U., 

en U (con e11.o, en H, ai. l.a i.nyecci.~n U CH•• continua). De l.a 

continui.dad d• A,. - ti.ene que ~ - ~ ( uy 1 rJ • 

NSttÍ•• que s. dada por (2.2.3) • hace a Se COll¡p&Cto •n u. pena.ndo en 

C-- 11 •·bl. • 



iapi~can que (un} •• de cauchy en u. Lueao. •xi•t• uy E O ta1 

que un • "y en U. 

De l.a cont:.i.nu.idad de A•• obt:i.ene qu• •y ••ylu.'YJe'.1. 

La ynicidad •• sigue de l.a desiaual.dad 

vA1ida para toda u y v en U. 1 

A Uy se l.e puede ha11ar reso1viendo ~a correspondiente ecu~ 

ci6n de Eul.er de1. prob1ema M~n •yl u 1 f] sobre U• l.a cual. resul.-

1:a ser l.a ecua cien integro-diferencial.: 

(;Z.2.5) u~·A + yL> u .... A*f, 

donde A* sr - H es el. adjunto de A. e1 cudl. est3 dado por 

b 

A•(uJ (X) - J k(t,x) u(t) dt, 
a 

y L s D(L) CU - F ea el. operador diferen=ial. dado por 

con l.as condiciones de frontera. por eje~pl.o. natural.es: 

(2.2.6•) u(j)(a) -u<j>(b) •O, j•m,m+1, .•• ,2m-1, 

bajo 1as cuaies L resul.ta ser un operad~r auto-adjunto con sub-

espacio n~cl.eo trivial.. Luego. L tiene inverso. el. cua1 viene 

dado por b 

L- 1 (9) (X) = J.G(x,t)g(t) dt, 



'+O. 

a~•ndo G(a.~) 1a correapond~ente 'unci&n de Green d• L. 

Ahora. ap1icando L- 1 por 1• ~aquierda en (2.2.s>. •• ob

t~•n• ia ecuaci&n int•srai de Fr•dho1• de 2a. ••P•eie. 

(2. :z. 7) 

que por l.a a1ternativa de fredho1a (78) • siempre tiene una Gni

ca aol.uci6n uy en U• l.a cual. depende continuamente de f' E r • 

pues X+yX tiene inverso continuo debido a que su correspon-

d~ente ecuacidn.homog8nea sdl.o admita l.a sol.ucidn trivial..(•) 

En concl.usif5n. para y >O ciada, el. operador 

(2. 2. 8) Ry ar~ u. dado por f' 1-> u..,. 

es J.ineal. y continuo¡ y con el.l.o cumpl.en 1a primera condici6n 

de l.a definicí6n 2.2.1. Para ver que tambiAn se cumpl.e l.a se-

gunda condici6n para l.a famil.ia {R.y)y>o determinada por (2.2.B). 

veamos que 

(2.2.9) 

para f'cS E F tal. que 11 r 6 - ~11 F lllií 6 • siendo u 0 1a so1uci6n de AU. - f. 

De 1a cua1 se sigue que {R.y)y>O es una fami1ia regu1arizante p~ 

,., • Si. (K+y%.)\1•0--> y<LU, u>.--< A*~.u>H-> ~u)•-ll'Ull;--> u-O, 
•1 aer A ~nyecti.vo. 
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ra Au -~. si •• toaaa y y a +o• de manera que IR_.,ll •4 + O+¡ 

y •e prueba ei •igu~ent~ 

Teor••• 2.2.2. Para toda u eu_ aay Au -ul• + O cuando 

y o• 
0

(De hecho. se tiene ~ue ••y Au -u.M_, __ 1 •O cuando 

y 0•1. 

D••ostraciOn: Como 

se tiene que uyESc(c•S[uJ)- ya que (por(*)) Sluy) C 

~ •yl uy J Au) e S[ u) .. Y como Al se 1 Se C U + AS e os contint.:o y 

biyect.ivo sobre Se un conjunto compacto de c•- 1 1 a-b) • se ~"" - .. 

que tAl 8 c)- 1 1 ASc ... Se( CU) C c•- 11a-b) es continuo. As1. l.a 

demostrac.ic'5n estar& compl.eta a1 ver que M Auy - AuU F ~ O cuando 

y + O+. Lo cual. se sigue de que 11 Auy - Aull; C •yl uy ~A.u) C: ye .. 

que se obtiene directamente de (h). # 

Ahora. para ver que es posibl.e hacer y y a + O+ dQ maner~ 

que 11 Ryll • a ... O• se 

observando que S(U) 

2.~) escrita 

(;Z. 2.10) 

hace necesario est.imar 11 Ryll. Para el.l.o • 

- nuu~. de l.a funci~nal. regul.ar.izante (2. 

se obtiene l.a reformul.aciGn sigu.iente de l.a ecuaci6n de Eul.er 

(~.2.11) (A'A +yX) u -A'f-



P•n•••d.o • A •Ala a UCCM) • wC*) 7 •J.•o4o a• 1 F • U el. edj\&Dt:o 

de A con reap•cto a U yP. De donde •• •J.au• qu• 

(Z.Z.12) il.y•(A•A+yX)-.ª a•. 

y •• obti.•n•. co•o puede ver•• en Ri.•ss-Naay (78) (apartado 118), 

que 

(Z.Z.13) 

En re11\u11en, ai. 

tonces se ti.en• qu• 

·~· .o; _1_. ...ry 

s• to•an y y a • o• de ••n•r• que ~5- • o •.2_ 
..¡y-

a.y f 6 +u• en B (de hecho en U). Con l.o 

cual. queda demost:rado que l..a fam.1.l.ia (lly}y>o construida a partir del. 

probl.ema vari.ac.ional. M:Ln •yl us f) sobre U• es una famil.i.a JLe.guLa.-

11..i.za.n~e. de T!.jonov para el.. probl.ema A.u - f, para. A 1 H -+ F l.i--

neal. y compacto. 

Ahora, de (2.2.7) y (2.2.11) se sugiere que A' •L- 1 A*· P,!!.. 

ra demostrar tal. hecho.t••>considerese el. prod~cto interior ( ... ) 
aobr• D(L) CH defini.do por (u.v) - <Lu,v > 8 con L dado por ( 2. 

2.6-6'). Se tiene que: {a) O(u) -< Lu.u. >H;, y {b) l.a compl.e

taci6n d.e D(L) CH con respecto el. producto :interior {. •.) 

precis~mente U( -w': l a.b) ) • En estos t•rm:1.nos • para u e O(Ll y 

ve F dados• se tiene que 

(*) ~ 1a i.nyecc:USn UCH •• conti.nu.a, de hacho compac~, A•Al 0 iA • W' 
•• campa.eta. 

(**) v•a .. a Oganeajan et. ai. (7~) 



<u.. A• v>H •<Au., v>P •<u,A•v >u 

•<Lu., A•v >H •<u. LA.' v> H 

y consecuentemente, que 

(2.2.14) A* - LA'. 

Para e1 caicu1o numarico de uy• puede resul.tar conveniente 

considerar 1a ecuaci6n integral. ( 2. 2 .. 11) ( v&ase Cul.1um ( 22 J ) • 

en vez de 1a ecuacidn integro-diferencial. ( 2. 2. 5) inicia1-

mente propone T~jonov. Tambien convíene decir que 1a determin~ 

cidn de A' 1F - U puede resu1tar bastante mAs 1aboriosa que 1a 

de A• z F .. H, pues 1a primera ínvo1ucra e1 c41cu.J.o de l.a ft. 

cí6n de Green de L. 

Ahora bien, hemos visto. e1 m~todo varíacion~l. p~o--

puesto por T~jonov para 1a construccidn de 1a fami1ia regu1ari-

zante {Ry}y>O para Au •!'(A 1 H + P 1ineal. y compacto) consis

te en: (a) considerar un operador 1inea1 (usual.mente diferen

cia1 e inyectivo) L: D(L) CU - H, DTL) = U respecto a u. sien

do U un espacio de Hil.bert denso en H con l.a inyeccidn natural. 

U C H compacta, U es e1egido por supuestos a priori sobre l.as 

propiedades de suavidad deseab1es con respecto a l.a sol.ucídn de 

Au •r1 (b) pensar A( •Alu> : U+ I"; y (c) tomar a •ylu1!') como 

en (2.2.10) 9 como funcional. regul.arizante de T1jonov, o l.o que 

es 1o m~sao, a tomar {Ry}y>O con Ry • (A•A + y%)- 1 A' 
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~••i.11.a r•au.1arl.aaa.te para Aa • ~. En poca• pal.abra•• •n p•n•ar 

• A 1 U • • y cona:lderar 1a fu.nc:l.ona1 r•&u1arizante ( 2. 2 .10). Ca 

•n •stoa.Gl.tiaoa t6r•inoa coao procedereaos en l.o que reata del. 

presente trabajo. 

Cabe mencionar que existen otros proced:lmientoa para 1a con~ 

trucci6n de l.as famil.ias r•aul.arizantes {Ry}y>o• entre e11os se 

tiene al. matodo operacional. (universal.) de Bakushinskii ((5 ) y 

(6 l>. donde lly-•y<A' A)A', siendo "1y(~) una funci6n real. con 

dominio en lO. •) conten:lendo al. espectro o(A'A) de A y cumpl.ie~ 

do con ciertas propiedades que hacen a •y(~) - (X +y)- 1
, uno de 

sus casos representativos. N6tese que l.a funci6n ~y().} • (X+y)-' 

corresponde al. procedimiento variacional. de T1jonov (v6ase a (2. 

2.12)). El. procedimiento de Bakushinskii permite considerar el. 

caso en el. cual.. A i D(A) CU • W' es l.ineal. no-acotado con A*A 

(actuando en U) auto-adjunto positivo. 

12.3. Teorema de Picard y Convergencia del Método de Regulariz~ 

ci6n. 

Como ya hemos mencionado, (sec. 1.3) 9 l.a hip6tesis de inye~ 

t.iv.idad de A iU • F no es indispensabl.e, si l.a aol.uci6n de 

Au • ~ se piensa en el. sent:ido general.izado de !!,.oore-!:_enrose ( M-P). 

Con el. prop&s.ito de presentar el. m&todo de regul.arizaci&n en di-

cho cont:ext:o, se vuel.ve conveniente el. hacer un breve recuento 

sobre l.a sol.ubil.idad de AU • ~ • en donde A : U J! l.ineal. y 



coapacto. •iendo U y r espacios de Hi1bert(•) con productos i~ 

teriore• < .•. >u y < .•. >F respectivamente. 

E•p•c••oa por r•cordar que todo op•rador 1ine3l co•pacto s~ 

bre espacios de Hi1bert adait•• coao puede vera• en Groerach (39). 

•1 deaarro1l.o siguiente. 11amado de va1ores singul.ares 

(2.3.1) 

donde •i ~O, •i. ... O cuando i + -. son l.os 11.amados va.LoA.e..6 .6-Í!!:, 

guLa~e4 de A; {vi} un sistema ortonormal. u. l.l.amado de v~c-

~o~eb A~nguL4~eb dc~~cho•. que es una base de Schauder para 

N(A).1 -~; y {wi} un sistema ortonorma1 en F • .l.l.amadc- de 

uéc~o~e.4 b~ngu~a.~eb 4zqu~e~do4. que es una base de Schauder 

'liii'TA'f'-N(A 9 ).L. AquS.. A• l F - U el. adjunto de A(i.e. 

< AU,V>F -<u, A 9 V >u• para toda UEU y toda uEF) . 

. No es dif!.ci1 ver que 

(2.3.2) A'Avi. 

AA'wi - s: w:l 

M4s adn. se tienen l.os siguientes desarrol.l.oa espectral.es 

A'A i.¡1 ·: <., vi.> U vi 

(2.3.3) AA' 

t•). Por comodi.dad, noaotros consi.dera-.oa s61o el. caao real.. 



de &•A y AA•. r•apectiv•••nte. Eato ••• {v~} y {w~} son ios si~ 

t•••• de vector•• propioa de A•A y AA• respectivamente. con 1os 

corr•apondientes mismoa va1ores propios. 

E1 aiauiente resul.tado da una r•pr•sentacien expi~ci.ta de 

u•. D(A+) y d• A+ sD(A+) C F - U. 

Teorema 2.3.1 (Picard). Sea A :U - F 1in•al. compacto y 

con desarroJ.J.o singu1ar ( 2. ~ .. 1). Dado f E F • J.a ecuaci6n 

A.u - f tiene sol.uci.6n general.izada (M-P) u+ s!. y s6J.o si 

(2.3.4) 

Si tal. ea el. caso. entonces, 

(2. 3.5) 

Demostrac16n. Por el. teorema de J.a proyecci6n ortogonal.. 

dado f E F, se tiene que f • pf + h, con Pf E Im(A) y he Xm(A)J.. 

Y como {w~} es una base de Schauder de Im(A), sigue que 

Su.6.ic..i.e.nc.la.: 

ci.6n 1.3.1). 

Por demostrar 
I< 

Como 

<f. wi >p 
uº - i.~1 .i. vi. EU.Y 

ne que Pf E Xm(A) • 

que Pf e Im(A) <v•ase J.a Proposi-

~.wi.>rl 
2 

<• , se tiene que 

-~ 
ya que Au 0 - i.i1 <f.vi. >r wi.. se t.ie-



•o (vil es una be•• d• Schaud•r de K(A)i. s• t.iene que 

u.• - í.!1 ca:1v:1c:1i, a:• lu.+•:, < ->. Del.a. %"el.ac:lc5n, Au+(-P€) 

i.i1 <r, w.i. >.,"J. ae s.iau• que i.~ 1 
<r, w:l>r 

de donde Oli• •i. ,1.-.1,2, ••• 

- 1 <r, wi>rlª -
Y J.!1 i.!1 a~ <-. ·: 

Como consecuencia. 

• 

:rm (A) • :rm (A) 

(2. 3.6') 

La interpretaci6n de este teorema es muy import~n~~. pues 

nos dice que para quo AU • r tenga sol.uci6n gener.::i.l.izadil. U+, f 

debe ser sufJ.cJ.entemente .6Ua.ve • en el. sentido que sus .·.·~fic.i~!!_ 

tes de Fourie:r <r, wi.>F tiendan. con respecto a ªJ.• suficien

temente r&pido a cero de manera que (2.3.~) tenga l.ugar. tGto 

es. que .l.os coef.icd.entes de Four.ier <r, w.i.>r de r sean pr.Scti-

<•>. Por e.1 teore- de l.• proyeccicSn, para toda ueu, Uf-Ai.11;. :m 11 (M+h)
Aul; • IM-.Alal; + UhN; > llhfl;... Si. u• ••una sol.uci.&i del. probJ.-a 

Ntn I ~ _,,..,.;. (en U)• entonce• 11 r -Au•n;. • lhl;. , 1o que .impl..i.ca que 

llPf-1ta•1:. - O, o b.i.en que Auº -pf. 
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camente cero con respecto a •i• en 1as direcc~oaea de 1aa ''•1-

frecuenc.ias" -· .i. • 

Con base en el. siguiente resu1~4do. se obt~ene (consideran-

do a (2.2.9) y (2.2.13)). que el. pJLobLe.mc:z. Au -f e..a. 1t.e.gu.La.1t..i.za.

b.Lc. a l.a T1.jonov. siempre que u• exista ( i.e. que f ED(A+)). 

Teorema 2.3.2. Sir ED(A+) (i.e. sí. U+ existe) entonces 

Ryf ... u+ (en U) cuando y - o+. · 

Oemostraci6n: En tdrminos de (2.3.1) se tiene que 

y por (2.3.6') que 

Luego. 

de donde 

+ -
R'Yf - u -- i.~ 1 

y <f. wi> 
-,-.-~-'-+-y-) --.¡--- Vi. • 

As!., por e1 teorema de J.a convergencia acota.da, M Jlyf' - u•I 0 •0 

cuando y - o• .• 



1+9. 

En otras pal.abras. eate teorema dice que "-y s• 4p~OX~•4 a 

A+ cuando y -+ o•• en el. sentido que R.y f" - A+~ ( en U ) • para 

toda ~E D(A+) • Pero• desaf'ortunada111ente no da informdci6n 

br• su raz6n de conv•raencia. De hecho, •ata puede resul.tar e~ 

tremadamente l.enta (con el.J.o tambiAn l.a de Ry(~)f6 a u•), 

puede verse en Frank1in (30). 

Sin embarao. como veremos en el. cap~tul.o siguiente. bajo 

ciertos razonabl.es supuestos a priori sobre l.a suavidad de l.a 

sol.uci6n u• m4s •x.igentes que Pf" E Xlll(A) (equival.entemente ( 2. 

3.~)). es posibl.e determinar l.a raz6n de convergencia de Ry fa 

u+ ... A+f. 

Por Ol.timo. debe decirse que l.a cond.icidn que f ED(A+) C.•"! 

este dl.timo teorema tambiAn una condicidn necesaria. Pu os 

se puede demostrar, si f - D(A+) • que exis~e {yn} tendiendo ~ 

cero de manera que {llRYn~U 0 } no es acotada (Groetvch [39) ). 



CAPITULO 3 

PRlítCIPIO DE SWDO-OPTIMALl!>P.D 

PARA LA E~ccux¡ Dfl PAIWIETRO DE REGULARlZACIOti 

E1 objetivo de este cap1tu1o es e1 estudio desde 1os pun

tos de vista m8trico y estad1stico de una a1ternátiva a1 prc

b1ema (de capita1 importancia prActica) sobre 1a propuesta de 

un C/f..i.~e~~o (o p~¿ncLp~o) que 11amaremos de Seudo-opLima..l.4-

dad<•> para 1a eLecc~6n de1 parámetro de regu1arizaci6n. es-

to es. para 1a construcci6n de 1a funci6n y =y(~) de manera -

que Ry(O)~O - u+ cuando O+ o+ con aceptab1o raz6n de con-

vergencia con respecto a O. 

13.1. Selecc16n del Parametro ae P.egular1zac1an. 

Hasta e1 momento. se ha dejado de 1ado e1 p~obLema d~ La 

be¿ecc~6n deL pa~4me~~o de ~e9uLa~~zac~dn. e1 cu~i. como ya se 

(•) Por razones que, e~ - ver&,. san transparentes .. 



!U. 

ha mencionado. rcsu1ta ser una de 1as mas serias d~ficu1tades. 

•obre todo prAc.ticaa • de.l. ••todo de regul.ar.izaci6n. Y a.Cln cua!!._ 

do •1 objet~vo de1 pres•nte cap~tul.o es el. estudio de una al.te~ 

nativa a ta1 prob1ema. cabe decir que en l.a actual.idad se cuen

ta con varios p~.i.Kc4p.lo~ para 1a construcci6n (ningunü expl.!ci-

' ta) del. c~L~e~Lo y -y(~) de e1ecci6n del. par4metro de regul.ar~ 

zaci6n. A continuacien se describen muy brevemente l.os m4s 

bresal.ientes. sobre todo por su efectividad en l.a práctica. 

El. primero que se eatudi6 y desarrol.l.6. principal.mente por 

l.a escue1a sovi•tica, se 1e conoce por el. P~.lnc.lp¿o de P~~c~~ 

µa.ne.la. (Morozov ((62). (63) y lssl) y Groetsch (39) ). y co!!. 

siste. conocida 6 >O, en tomar y - ydf~) de manera que 

donde 

Esta idea surge de 

ma variaC.iona1 

muy naturai a par~ir do1 probie-

Mtnllull ~ 

a.a. llAu - f 6 11F< e~. 

Bajo condiciones adecuadas se demuestra que: 

'existe y dnica ~ y ( 2) • 

ao1.uci'5n de Au-~. 

' 

1 
1 

1 
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E• i•portant• decir que aaJ.vo •1 resu1tado siguiente (Gro•

tacb 139)): "Si u•-A•h (bEP) entonces Uu!-u.•11
0

c 

a ~ (y - yd (45)) "¡ poco se sabe con respecto a J.a. roa:6n 

de conweraencia de u! (y -yd(6)) a u 0 • Y cabe agregar qu~ para 

J.~ ap1icaci6n de este principio es indispensab1e el. conoci~ien-

to de o. 1o cua1 e~ un inconveniente debido a que con frecuen--

cia dicho conocimiento est4 disponib1e. 

E¿ p~¿nc¿p¿o de QU44~-op~¿m4¿~dad desarrol.l.ado prir.~ipa1-

-mente por G1asko y T~jonov (134 ) • tas J y ( 32)). permite .la el.e.E_ 

ci6n del. par~metro y -y(6) sin presuponer el. conocimien~~ de 

6 expl.!citamente. Este principio consiste 

como el. primer punto de m1nimo J.ocal. de J.a funci6n de qua~i-o~ 

du0 

\l<(y) - lly ayl'.. •u • 

J.a cual. surge de simp1if~car e1 cá1cu1o de ha11ar y =y
0
p(S), 

que cc~~esponde a determinar donde 1a funci6n de optim3li-

dad 

a1canza su m!nimo. En t•rminos probabi1~sticoa se demuestra: 

(1) que y -Yq-op('5) existe¡ y (2) que u; ... u• (y •yq-op(a)) 

cuando 6 +o+. con probabi1idad uno. sin embarao. nos• cono-

resu1tados sobre su raz6n de convergenci• con reapecto a 
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Wahb• b.ool uno d• 1os princ1pios competitivos a1 anterior, 

en el. sentido d• que tampoco requiere de1 conocimiento exp1!c~ 

to de 15. Para :indicar que consiste l.a idea de Wahba, con-

sid•rese •1 probl.ema 

1 

(Al u) (X) - J k(x,t)u(t) dt), 
o 

donde AiU 

ductor 

r. U= HR un espacio de Hil.bert con ~erncl _!"epro

R(x,.t) (•) o bien U=L
2
(0,.1J,. F•La(0,.11, en 

el. cual f es dada por tabl.a de sus val.ores 

do errores. Esto 

Suponiendo que el. kernel. 

l 
J:k(t,E;)k(x,f,;)dl;, s:I. U =L 2 [ O,l.J 

Q(t,.x>-
' 1 f 0 J.k(t,E;)k(x,E;)R(E;,r;)dtdr;, s:I. U =HR 

contenien-

es continuo y que f es una funci6n "muy suave" ( i. e. que 

~ED((AA')+) • Groetsch (39] ), consid•rese l.a funcional. regul.a-

rizante 

(*). V~ase a Maahed-Wahba ([68], (69)) y Naahed (67) sobre el. M4todo de Re
qu1arizac~6n y Espacios de Hil.bert k.r. 



s ... 

((Au)n - (A(u) (x
1

) •••• .,A{u) (xn))t¡ y - (y
1

, ••• ,yn)t). 

Sea u (en U) donde n,y aicanza su m~nimo. Para 

e1.egir a y de forma que se d8 un buen bal.ance eni:re l.a medida de suavi-

dad Yun,yll~ 

*ll(Au)n - yll ! 
y la medida de infidel.idad a 

de c~nsidera a u (k) 
n,y 

1.os da'C.os 

donde 

se minimiza. para k=1,2, ••• ,.n. Si yº es una buena el.ecci6n enton-

cu a-

dr&tico medio y pesado de predicci6n mide por l.a funci6n de 

V(y) - .!. ;; (A(u(k))(X) -yk) 2Wk(y), n k-1 n,y k 

donde l.os pesos wk(y) 

hip6tesis model.o: 

escogen de manera que. bajo ciertas 

(a) l.a función de VCG se puede escribir 

(~Tras• (Qn+nyX)- 1
) 

2 

sien.do Qn - (qij), 9J.j =Qlxi.,xj), Xi.-~, i -1,2, ••• ,ni 
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(b) 

siendo YvcG donde SV(y) a1cansa su m~nimo y y* donde ET(y) 

a1canza su m1.nimo • siendo T (y) = ~ li (Au) n - yM: el.. error CU!!_ 

dr.t.tico medio de predicci6n_¡ y 

(e)• O cuando n .... 

La demostraci6n que da Wahba para {b) requiere e1 mantener 

fija a ~z• por e11o, no puede habl..ar de su va1idez paro 

6 o• (Wahba (100) • p. 662). As!, no se sabe (por l..o monos ha.!!,. 

ta 1o que el.. que suscribe conoce) que e1 principio de VCG dcFi-

a1goritmo de regu1arizaci6n a 1a T~jonov. Esto es, q'J · 

para grande. 

ni menos aQn se conoce su raz6n de convergencia con respecto a 

Nuestra a1~ernativa, Principio de Seudo-Optima1ida~, el.. 

cual.. estudiamos en l..o Que sigue del.. presente cap!tu1o, tiene l..a 

propiedad de definir un al..goritmo de regu1arizaci6n a 1a T1jonov 

con orden de convergencia tipo Ho1der con respec'Co a 6 (i.e. 

0(6q) • q >O). Y a\ln cuando este estudio es hecho en sen-e.ido a 

pr.ior~st.ico. da 1as bases para 11evar1o a 1a pr4ctica. como se 

hará ver en e1 pr6ximo cap~tu1o, sin requerir de1 conocimiento 

exp1~cito de 6 2 y u•. En un 1enguaje estad~stico. respecto a1 

moda.Lo 1.i.nea1 ( forma1) A\1 + ~ ... f • E; un vector a1eatorio de 1a 
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fa•il.i• U;l 0 • U;erlt al.eatoorio. :SIF;J -o y vtltJ ""a•><*>. 

y bajo •l. supuesto (a pr;lori.) que u+• (A'Al" h(h en U, O <'V <1). 

l.a ;idea. muy senciil.a por cierto, consiste en tomar y •y
80

(6) 

de manera que 

("t" >O dada) 

donde v(yr6) y 6 2 (yrllhll u•"' soñ mayoraciones inmejorables de 

1a variab"il.idad total. y sesgo cuadrado de U+ = Ry f., el. -estim~ 

dor Gauss-Markov regul.arizado de u~ establ.eciendo que 

donde 

siendo 

§3.Z. 

nu~ -un~ - sup{ :E:llu~ - ull~lt e <i;l 6 L 

;'.;~ = Rylfl para AU + t =f. 

Principio de Seudo-Optimalidad: l. vers;6n Mé~rica. 

Para el. prop6sito central. de esta secci6n, se hace necesa

rio recordar que<•*> 

(3.2.l.) 11Ryf6 -u•11 0 ""HRY(f 0 -f)ll 0 + 111\f -u•11 0 

""llRYll o + llf\f -u•11 0 • 

(*). vt:l.E:l =E llt-E [1:)11 2 :; vt:: varianza total.. . 
(**). Secs. 12.2 y 12 .. 3 
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Desiaual.dad que •• v&.l..id• para toda famil.ia re•u1ar.iaante 

con R ir+ U continuoa. 
y 

La .idea de.l. 

con b&se en esta fundamental. des.i.gu.al.dad 

es l.a siguiente: "tomar y -Yao (5) como 1a so1uci6n de l.a -

ecuaci6n 

Pero debido a que el. c3.J.cul.o de 11 RYH y 11 Ry f - u•u es en 

general. muy dif1cil. de real.izar. es natural. buscar ''buenas'' 

mayoracioncs µ(y) y ca (y :u+) de 11 Ryll y 11 Ryr - u•11 0 respect.iva

mente. 

Para l.a famil.ia regu1arizante de T~jonov {Ry}y>o 

Ry • (A' A + yX) - 1 A' del. probl.ema AU - r CA l.ineal. compacto) 

tiene el. siguiente 

·Lema 3.Z.1. Para y >O. se tiene que 

(3.:Z.1) 
__ 1_ 

;z..ry 

Oemostraci6n: Del. desarrol..l.o singul.ar (2.3.1) de A. se 

obtiene que 
•t.<.,. 

y con el..l.o que 



Ahora. coao 1.a func:i6n -(•) 

m&x:imo 9(••) --1- en •• •VY. 
W"Y 
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• --•--••>O. al.cansa su 
•• +y 

•1 1.ema queda de•oatrado. • 

~ 3.2.1. La cota (3.2.2) es inmejorab1•· 11 

Con respecto al. t•r•ino 1 •y~ - u•I U• el. asunto ea m&s com-

pl.icado ¡ pues como ya hemos mencionado <•2.3).. 1.a sol.a co~ 

dici6n de 1.a existencia de u•. es oel.o posibl.e demostrar que 

estimaci6n del. orden de 

vergencia de ll~f: -u•11 0 con respecto a y cuando y + o+• se h2,_ 

ce necesario exigir a u• propiedades de "suavidad" mAs fuertes 

que l.as requeridas por el. teorema de Picard.<+> 

Teore•a 3.2.1 Si Pt: •A(A'Al'V h(•) para al.guna hEU, 

O <v ,.¡; 1, entonces 

(3.2.3) 

donde c(v)-= (1-v) 1 -v v". 

Oemostrac16r.: Como 

se tiene que 

de donde 

(+).. llOrozov es el. prUnero en dar resul.tades en esta di.treeci.&i (&a). 

(•). o equiv..al..nt.ementa que .u+ E :I.m( (A'A) ">. 



(3. 2. 3') 

Por otro 1ado s• t~ene qu• 

(A'A)"{ (A'A +yJ:)- 1 A'A -J:)I -19f• { 

«ó C (V) " y • 

sw. 

.i. 2V yy l 
•: + I 

pues "(•) • •
2 "y/(•2. +y) 

dando"'•º> -c(y) yv. 

a1canza au a&ximo en ••-(vy/(1-v)) 
1~ , 

De (3.2.3') y (3.2.3") se obtiene (3.2 .. 3). f 

Ilota 3.2.2 La mayoraci6n (3.2.3) de ••y~ -u•nu .inm•jorabl.e. # 

Es importante comentar e1 significado de 1a condici6n 

Pf -A(A'A) "h. :La cua1 s• puede rescribir en forma equiva1.e';"'t '!: 

como 

(3.:Z.4) 

La cua1 dice que ~ debe ser muy ''suave''• en e1 sentido de 

que ~ se ha11a practicamente concentrada en 1as di~ecc~ones w1 

(en F) de bajas ''frecuencias" 1/•J.. Dicha situaci6n viene a 

raaonab1e para efectos de 1a c.iencia ap1icada y 1a tecno1ocia 

(Lee et. a1. (56) P• 66). 

A continuaci6n se describen 1as gr&ficas de l.as mayoracio-

y j1(y1.S) - jl(y) • .s con reapecto a y. 



m(y:lhl
0

,,v) 

Y
80 

(6) ('t" -1) 

Figura 2. Gr4ficas t1picas de 1as funciones mayoran

tes a(yJ llhllu,,v> y p(yJ45). 

60. 

y \ 

Para "'t' >O dada• t6mese 

como 1a sol.ucidn de l.a ecuaci6n 

(3.;;!.5) p.(y)6 - T a(y1llhllu,'V), y >O. 1 

La figura anterior muestra l.a existencia Gnica de y •y.
0 

(6). 

En l.a idea inicial. del. Principio de Seudo-optíma1idad. 

T-1. La conveniencia de este nuevo enunciado l.o expl.ica el. -

hecho de que en el. orden de convergencia de 11 Ry~ 6 - u•n U <Y-Y 
80 

(6)) 

con respecto a 6 + o+ el. val.or de T • 1 es esencial.• como pue-

de verse del. resul.tado siguiente. Por l.o dem&s. tal. fl.exibíl.í-

dad puede tener sus ventajas pr&cticas. 



Teere .. 3.Z.Z. S•• A 1 U • • l.J.a••l. ., co•paeto. SJ. 

•e•ACAºAt" llCO<vc1t P• .. • a1aun• h•u y•• a1&a• 

y •Y •o (4) entone•• para l.• f'a•:ll.J.• r••uJ.arJ.&ant• <1t.y>y > 0 
con •y• (A.•A +yJ:)- 1 A• del. probl.••• Au •f •• tiene q..ae 

(3.2.6) 

donde 

De•o•t~ac1an: De l.a ecuacidn (3.2.5) •• tien• qu• v.
0 

(I)• 

C2T cCvtlhlut-2/c2v+11 42/C2v+1). 

de donde 

•a.,.
0

e 4 -u•lu C IA(ya0 ) •I +a(y•o' lhlu•v) 

Para V• 1. •• tJ.•n• que 

C:J.2.6°) ••y.
0

e 1 -u•1u e C2T lhlut 
1
i3. I~. 

Ahora. bajo 1• hip8t•aia •e •A(A•A) v h(O <ve; 1) para al.au

na h•u. •• puede ver que 1a f'unci&n ••Yorant• .,(y1a.-v.lblu) • 

IJ(Y) •5 + a.(y1 lblu.v>. para y>O. de 1a.,.e4 -u••u• aicanaa au 

val.or m!.nimo 

•.in • 91 av/cs-2v +ci<•-2v)/(5-av) 

c ,. +C) 42V/(5-2V). o <v c1, 



en 

En part J.cul.ar para v • 1. •• t 1.ene c¡ue 

(3.2.6•) 

que correaponde a ( 3. 2. 6 • > con "l' • 27 /32. 

En conaecuencia. para v • 1. 1• convera•ncJ.a aaJ.nt&tJ.ca 4• 

1 a.., e:a - u•• u .. o con reap•cto • a ..... o•. para y- ... •udo-&pti;•• 7 

y-&ptJ.•• aon •••ncJ.a1••nt• l.• •i•••· 

_13.3. ••1~1ar1&ac16n de la Inversa &enera11aada (Moore-Penrose) 

d• una Matriz. 

Co•o vJ.•o• •n 11.2 (ajaap1o &>. al. cA1cu1o da l.a ¿Mu&l&.6& 

g&•&-&.e¿zada !!,oor•-~•nroa• (M-P) A+ 4• una •atrJ.a a. •• un pr~ 

bl.••• M-Pdo. El. prJ.ncJ.pal. prop&aito da aeta aaccJ.&n •• •l. cAl.

cul.o "•atab1•" eta a• con r•apacto a parturbacJ.on•• da a. v1a •1 

••todo 4• raaU1arJ.aacJ.6n da TSjonov con l.a ••1•ccJ.&n 4•1 par•••

tro por •l. Principio da Saudo-optiaa1idad. 

S•a M•an •1 aapacio vectorial. da todaa 1•• aatrJ.caa real.ea 

A da dJ.••n•J.on•• man (a >n). Coao •• bj,en •abj,do • ti••• con •1 

producto j,nter~or 

<A,.a > • tr••• A•a (• tr(a•al>,. 



•• un ••pacto euc1•diano. cu~a nora• inducida •• 1• noraa de 

FrobeaSu•: IAI • (< A.A>) 1". 

•u••tro prob1••• conaiate en ba11ar una ao1uc••• aproaiaa

da a:.. que dependa contlnuaaent• de a. a partir de Aa con 

IAa -Al e a1a1. para el. •J.•t••• •atricia1 

(31.:S.1) 

en donde • 1 a• 

• 
XA Q. 

:la(A) y Q 1 a" • •CA)J. •on 1a• proy•ccion•• or-

to•ona1e• •obre Da(A) y H(a)~ r••P•ctiva••nt•• •i•t••• aatric~a1 
que deter•ina a A+ co•p1etaaente. 

Para ta1 objetivo. cona~d•r••• a 1• '""c~O"AL ~&guLa~4zan~e 

•i•uiente para e1 prob1e•a (3.3.S) 

(JI. :s. 2) 

•iendo A 4 ta1 que I Aa - Al C 41AI • para a1auna 4 >O dada. 

con't:i.nua no-n•aativa y ll••n un eapacio 

vectorJ.ai nor•ado 1oca1aente co•pacto. ••i•t• •y<Aa> en M••n 

ta1 t¡Ue 

1a11x-a,,-n• +ylx-YIª •! •yl•r •al 

+l •TlYr •al -•Tri«• +Yt ••al. 

. ·~ ': 



e ... 

•• •iau• qu• llyCAcl •• dnica. 

Para •1 cA1cu1o de 1'yCAal• conaid8•••• 1• pri•••• variac~6a 

d• (3.3.2) 

Ahora. ••TIXs Aal<•> •O para toda• an •••ne! y •6io •~X 

•• 1• ao1uci4n da1 •i•t••• 

que 

(3.3.3) 

Ea directo ver que a..,•"••n •Mn•• dado por (3.3.3) •• con-

tinuo par• toda y >O dada. Por 1o :tanto. <ay>y>o con lly da-

do por (3.3.3) •• una faai1ia candidata para ••r r•cu1ariaante 

d•1 prob1••• (3.3.1). 

Le•a 3.3.1. Se tiene qua 

(3.3.•I 111.y(A) - A+I C a(y) • T >O, 

donde a(y) viene dada por 

(3.3.•'> a(y) • 1 (T:l + A'A)- 1 1 IA+ITI 

(i) a(y) es •on6tona creciente. 



••• 

Cii) a(y) O •••••o y o• (1.•. a;. a• cuando y •• ·,.~ 

. CiiU a(y) 1a•1 cuando y • • • 

a - u zv•. - • .fo••. ••• .. O•• "•r vO fo 00] ... ~ r• 1 :.•.:. ••• :.ar >Or 

•• •i•u• que 

z+ .• 

Y qu• 

a;-vz; u•• z~ • <TJ: + z•z,-• z•. 

r •• o 

J ! y+a: 
i:• 

j 

1 ·...!L.. T 

l o ·y+•: 
L o 



••• 
..... o. 

1a;;-a•1 • • 1-vcs• -11;1 u••• 
i ,....&. - ....!A_¡a - i { ,. >• 

4 ' •4 ,. ••: 4 ' •4CT ••:I 

e Y8 ..,1_ 4¡,(_.l_)a •y•1a•1a 1 (TS +A'A)-'I 
·~ y.... . 

L•• p~op~•4•«•• <t>. (~~> y (~!i) •• •~au•n de •••••• •~••s. 
ta de (3.3.~'). • 

L••• :S.:S.2. Para toda Aa 4a4a con IAa -al C41AI, •• oua

p1• qua 

c:s.:s.5> 

donde V(y1a) •~•n• dada por 

c:s.:s. 5') V(y1&) "1 (yS +A'A)-'I IAI (1 +b~o1)1AI ªla, 

con bCI> • V'ñcs. ••> (2 +111. Ad••••• V(y1'1) t~aae 1•• pro

P••4•4•• aiau~ant••: 
(~) VCvst) raapacto a y •• aon&tona 4ecrec•ante P••• 

y >O. 

(~.l) 

CU.U V(y15) 

O cuando T • •. Y 

cuando y .. a•. 



1 R., UU -R., CA1 U C 1 (TJ: + AºA• -•1 IA -a1 1 

+I (TJ: +AºA•-• - (yJ: + A¡a1 ,-•1 IA1 1 J 

1 eyz +a•a,-• - cyz + a¡a.1-•1 

Po~ otro 1ado. de l.a d•aco•po•ic:ldn aJ.nau1ar de a 1 • •• ob

t:lene que 

El. r••ul.tado •• aiau• diract•••nt• de ••t•• d••iaual.dad••· • 

De eatoa dos l.e•aa a.• tiene que ay(A4 ) •A+• aJ. y y 4 • o+ 

de aanera que d/y +O+. Por l.o tanto• ("-y) y>O con lly dado por 

(3.3.3) •• una faail.ia reaul.ariaante para al. probl.••• (3.3.1). 

Eato •••para •l. c&l.cul.o aproxi•ado y eatabl.e respecto a A de A+. 

A continuaci6n •• il.uatran l.a• araf icaa de l.aa funciona• ••• 

yorant•• aCy, y VCy1&1 d• 1a.,ca1 -a•1 y •a.,«•a• -a.,cau .. ••P•S. 
t:lva••nte. 



Ftgura 3. Gr&r~caa t~pica• d• 1•• runc~on•• mayora~ 
~•• a(y) y V(yr4). 

P~4"~4p4o da S&Kdo-op.e4•aL4dad 

ci6n 

..... (1 ·b~·h-.1 ., •• ,,. ..... y. 

de 1• cua1 •• obti•n• ia ecu&cien cuadr&tica 

cuya rala poaitiva v~en• dada por 

••• 



••• 

Lu••o entone:•• 

ya que 

A+I C V(y.0 1•) +a(y.0 ) 

(T + 1)o (y •O) • (T + 1)1A+I 1 (y ao :r + A'A) -al Y ao·(·) 

C (T +1JIA+lo Ya
0

(oll), 

Teo,.••• 3.3.l S1 •• apl.1c• • 1, E••1l.1• resul.ar1zant• 

~•do por (3.3.3) el. Pr1nc1p1o d~ Seudo-

entone•• 

(3.3.7) 

para .1.a a•l.ecc:ldn d8J. pal'•••tro y •y ao (d). 

1 -"y ao (A •. ) A +1 
--~------C TitT 1 X(A)(./4Tb(cS)X(A)• +•ª +cS), 

IA+I 

pare toda Aa con 1 Aa -Al e 41AI • 

Con este resul.tado queda demostrado que J.a fa•.:111• <a_,Jy>o 

con ll.y dado por (3.3.3) con el. Pr1nc1p1o de Seudo-opt1••11dad 

deE1n• un •l.Sor1t•o d• l'••ul.ar1aac1dn para el. probl.••• (3.3.1)¡ 

eato ••• para o.1. c•J.cul.o apro•J.•ado d• A+ "••tab.1.•" a. perturba-

c1on•• (r•l.at1vaa) en A. 
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L• 1•portaac1• •• ••t• r••uitado •••ica •n •u• no •• •••u•s 
re de 1a •u~ •••tr1at1wa , poco rea11ata hipataai• d• a61o acep

ta• perturbac1on•• •paqu•ll••" aa de A coa S"WOCA +•A) • rvoCA) 

(Wed1n bosl • 'Jf St:•••rt: fes I >. 

Para a•a paqu•ft••• (3.3.7) •• puada reacribi•• •n 'º••• ai9 

p1111cada. co•o •iau• 

·~.º 'ª•> -a•1 , --------e T 2•T
1 .l'•t:f11:cau• ·• 1t +ocu. 1a•1 

u.3.eJ 

o .bien oo•o 

º'ª •11,. (IA. -Al C 411AI). 

Tadrica••nta. ••to •• •uy aatiafactorio 9 pues dice que ei 

PrJncip1o da Seudo-optiaa1idad 

defina un aiaorit•o d• •••u1arJsac1dn BLen-Co•po~~•do a 1a F. 

John ((50 J • f 51)). S.in ••barao. debe notar•• que .l.a conatante 

( IC (A) J ~ d• O ( 4 1~) •a "•uy a randa" para A •d-corrtpo ... .t&d& ( 1. • • 

cuando K(AJ-::: 1. - ia preciaidn de 1• co•putadora anfitr15n). 

direcci5n de1 tan dif~ci1 probiema de r•au1ar.i.a•r •1 •apeo 1nve~ 

•16n a•n•rai1sado CM-P) 1A 1-• >A+¡ bajo hip8t:••1• rea11at:aa y 

acept:abl.••· 

Conviene hacer notar que •1 coeficient:• IX(A)J~ de O(a'f.i) 

viene a conaecunecia de 1• burda aobreati•ac1&n (3.3.6') para 

ly•0~ +A•A)- 11. Lueao •• d• ••p•rar. ba:fo h.i.p6t:ea1a raaonab1•• 
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••ic.l.oaa1••• •1 1oa•o •• ua ••jor or••a •• •••••••••aia •••• 

111.y (A•I -a•1,11a•1 coa -•pooto • • • o•. E.1. p .. ob.1.••• .•• ••
•• ta •.1.recai8a queda ••• a~ierto. 

••r G1t.1.•o• •• i•portaate ••otar que •1 PIU.ac4"""o 4& Cl.M&A4-

011U..ua.t 4• Q.l.oako-Tl:lonow <1llt1 • 13111 1 ~ (:12 1 > • no •• ap.I..!, 

cab1• •• •1 pr•••nt• aaao. En erecto. para aC•Aa> • 4• a~C•l\.C8))· 
(yJ: +a•a1-•a• • •• •.l.au• c¡ue 

:y •; - -y(yJ: •••• ,-· ••• 

y con eiio que -· C:J.3.9) •q-op(y) • ly *"' • y 8 1 Cy:t +a•a1-•a•1 • 

Ahora. de 1a deaco•piaic1Sn ainsuiar d• •• 

.. . .. ... .. -r·-. -.. 1 l ........ -· .... . 
u•u - x:. y 

•• t.i•n• que 

por 1.o que 



D• ••••• •• ••au• •'"• ••-••l'Y) >o P••• to•• 'Y >O. 'I po• 
10 tanto. ••-••(y) •• t•••• •• ••1o •!nJ.•o 1oca1 para "Y >O. o 

•• otra• pa1abraa. y •Y•-••'ª) no ••1•t•. 

•n cuenta. 

13.4. Principio de Seudo-Opti••lidad •. 11 : versilln IEstadfsttca. 

En eata aecc~&n a• p1antea •1 Principio de Seudo-Optiaa1i

dad (P.s.o.> en t•r•inoa •atadSaticoa y•• eatab1•c• qua 69te 

de~ine • para A 1 U • r 1inaa1 co•pacto aobre eapac:l.oa de Hi1-

bart u y r. un a1sorit•o da r•au1ari••ci6n •atadlstico • 1• 

T~jonov para •1 prob1••• 

(3.4.1) 

donde t •• un vector a1•atorio(•) an r (no observab1e) que aati~ 

rae•: 

(3.4.1') a) B(t} •O 

b) v.t.{E;} i.! 1 a~ e a•. con a1 - •{E;~}, ti.•~t. w._>.,. 
sia~do {vi.>i._ 1 cua14uiar conjunto orton~r•a1 a 1o 

••• nu••r•b1• an r.c•~> 

<•>. Sn a1 aPiñd.tc• ¡¡ aat.• e.apftu1o - ve al eenti.clo ele v¡¡z¡¡: • 1 •foi20 t 
eobre un •~i.o de Hi.1bert • • 4ti.1 a nue•t:.ro• prop5•i.to•. 

(••). All'll• (vi.} ~-1pa.S. -&' •• loe ..-ctor•• ei.nigu1 ... • i.aqt.li.erdom de A. 



Ta. 

A to•o• 1oa ••oto••• •1•ator•o• & •u• ou•p1en con (3.•.1•> 
1o• deaotar••o• por (&) •• 

1:1 prob1••• •• "••t••••" u• de •••••• ••t•b1• a perturllla

clonea •• ei 1ado derecho •• (3.•.1). 

pues ai 9 •DCA+) 

de1 prob1•••: 

(3.4.2) 

;+ a• •• 

entone•• G+ •• 1a ao1uci&n d• menor nor•a 

Ea •uy i•portante oba•rvar que (3.-.2). a dif•r•nc1a de1 

ºªªº de di••nai6n finita. no •i••pr• tiene •oluci6n. "ªª aan. 
y+ A.+9 por aer A+ no acotado. no depende continuamente d• 9• 

Mas arave aGn. ·para un pequefto ca•bio en 9• u+ puede dejar de 

exiatir 

Conaid•r••o•• ahora. e1 "&4.e..l•ado~ 0&"6•-M•~kov ~eguL&~4-

&&c:fo•; 

c:J .... 3) 

que resu1ta ••r 1a ao1uci6n de1 prob1••• 

(3 .... 3., M:l.n 
u•u 



., .. _ 

oo•o ~· •• ba •iato aat••· 

C1ara•eate e1 ••ti•ador G• ••8u1ariaado aA .. pre ••:late y 

•• eatab1• a p•rturbacionea en 9. 

Para prea•ntar 1• rorau1ac!8n "••t••••t!ca" d•1 P.s.o •• •• 

hace nace•ar1o introduc~r un poco da term1nol.oc!a. 

Co•o 

U.4.4) 

para C • {C) 5 • •• puada eaczo:lb:lr co•o l.a au•a da 1•• func:lon•• 

de va"'anza ~o~•~ 

(3.4.4', 

L••• 3.4.1. Para C•<C>a• en t•r•inoa del.a deaco•poaJ.--ci&n aJ.naul.ar da A• f di.< •• v :i.>Uwj, • •• tJ.ana qua 

(3.4.5) 

Y c¡ua 



•• a:lau• que 

de donde 

s<u~J - s<a.,.19J) -s<a.,.1~• + Cll 

- s<a.,.AI u•ll + a.,.1sfUI 

,,; <a.,. A)I u•I • 

1 d: e: , t;i -<e, wJ.>,1. -1.2, ..... 
1 (d: +y). 

y co•o t E {C) a ••• obtiene qu• 

o ••• que 

i d: sccp 
1 (d: + y). 

, .. 



10 ••• •• ca.•.•>· 

S(u;) -a•• Cl\-A:-:U (u+J ... 
• 1 e _::L.,_ -1,<u.v•>u '"•• ' •:+y 

e:lendo caJ. •<u.vJ.>u•S.•.1,2 •••• que •• (3.tt.5' ). 1# 

Lo•• 3.4.2. 

Se t:l•n• que 

donde 

(3 .... 6, 

(Moroaov) Sea vt(y) • •up vt(y1a). 
te0;} 0 

vt:(y, cv(y, 

". v(y) •¡y-

.... 

De•ostrac16n. S•• g(A) •A/(A+y) 2 , •• t:l•n• que g(A) a1can•• •u 

1118•.i•o en A• =y-. dando 9(A .. •) • * Lu•co • 

- a• - cSª 
vt:Cy1t> Cf *"" • it fa: e ry 

pazo• toda CE{t} 6 • Por tanto 

vt:(y) e* • 

Mot• 3.4.1. La d••:l•ua1dad (3.~.6) •• :ln••jorab1•, En erecto. 

•1 C •CJ.WJ., scc:> •l!Iª y d: •Y entonces vt(y1a) •4 8/4y. f 



.,., . 

L-• 31.4.31 (•o•o•o•) •~ ,.+ - (AºA>"ll•I (•) • para a1•u•• 

ll•u. O <v c1. •atona•• •• t.t••• .... 
U.4.7) a.• (y) e•• h> 

r.• (y) • Uhl u C:(v) > • y•" 

con 
c(v) • v"c1 -v> •--v 

De•ostract6n: D• que u+• (A' Al "11• I .... 
.:i•J.,. •••• -. A••• - ... y• d•v hª y• 

b 8 (y1t> -z: ~ z: ' ~ 

1 (d: + y). 1 (d: +y)• 

Co•o ya •• vio en 1a deaoatraci6n d•1 teoreaa 3.2.1 9(d1• 

a1canza au •&x1ao en 

Lu•ao. 

bª <Y> "'f (9 ldº > > • h: e (d (dº > > • f 

Nota 3.4.2. La cota 

•l>ª(y) •• 

(3.~.7) •• inaejorab1e¡ 
(1 -v>dª 

h•hi.VJ.yy• V :l 

para 

• 
ver1o. aean 

E1 coaportaaiento de iaa 'uncionea Vt(yJ4),.v(y),. b 8 (y) y 

b 2
(y) •• coao •• i1uatra a continuac~en. 

e.) • COn reJ.acJ.&. • ••ta eondi.ci.&.. ,, .. _ •1 ocm9ntar.io que •i.-- • 1a 
not:a 3.a.a. 



..... 
u 

Figura 4. X1u•trac:l.&n ••o••trica de1 PrincipJ.o de 
Seudo-Optiaa11d•d Eatad!atJ.co (con T • 1) 

P~4ftC4p4o E•~-d~.CC:co d& S&udo-Op~.ú9&¿4d&d • T6•••• Y-Y·º'ª' 
C.T) (o b:l.en y -y.

0
CcS.T))como 1a ao1uc.16n de la ecuac.i&n 

(3 .... •> V~(yJ() -Tªbª(y)(o b1.en v(y) •Tªb(y)), T>O dado. 

Ea inmediato de var qua 1• acuac16n (3.~.8) •.(c•p'lc. t1ana 

una Gn1ca aoluc16n. En 1• fis- ~ antecedente •• 11uatra •1 ca-

ao cuando 1a funci&n eca(y1() no t1an• m~ni•o• por a11o. 
·j ..... 

y 0 p(aJ() •n a•nara1 no axiata. Ea da notar. ain ••b•r•º• qua 1• 

funci&n mayorant• -(y) • v(y) + bª(y) da1 eca(y1C). para toda 

~E (tla .a.tc•p'le. t1•n• a!.n;lmo. Eato ••• y •Y0 P(cS) '""C.•P"C. axJ.~ 

te. 

-·------~-""'--·• •"·""-----··' 
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F1gur• 5. X1ustraci6n aeomatrica d•1 sianificado esta-

d~s1:ic:o =.el. Pr.incipJ.o de Seudo-Op1:imaL!dad con T -1. Aq;.:!, 

(o bier.. Y 

1 ~~, r 2 •vt(y,C) 

- v. 0 <a> >· 

( o bie;i V(y)) Y Y -Y. 0 (!1CJ 

La rel.aci6n (3.lt.8) con T -1 tien• un signi.ficado eo-::s-

dSatico muy c~aro. el. cual. consiste en determinar 

Y •y.0 (..5.C) (o b.ien y •y.
0

(6)) • de manera que l.a bol.a con c•n

tro en s<U;> y radio cuadrado iaual. a Vt(y1CJ (o bien u(y)); 

contenga a u• con ''al.ta probabil.idad 11 <•>. La figura de arr!~a 

il.ustra esta situaci6n. 

C•J. Para 1• dj,atril>uc:j,&> no,...1 P{xj lx-1•1 e a} .. .66. 



•o. 

Ee •••••t••t• •••t•• ••• •••• cu•1•u1•r a >O dado 7 4• 

••i•t~r ;+,;+ca• r•••• de 1• bo1a con centro•• u• y d• ra

dio a con "pro~a~111••• •ian1r1cati••"C•) 

E1 ra•u1tado •i•uianta (a1 pr1ncipa1 da ••t• trabajo) die• 

qua •1 Principio da Seudo-Optiaa1idad ••tadSatt.co dafin• un a1-

aor1t•o da .r•au1ariaaci&n a 1a T~jono•• y co1atara1aant• taabien 

die• qua nuaatro prob1••• (3.~.1>. bajo diacuai6n 9 •• uno 8¿&R

CO•po-'1.<e&do a 1a F. Jobn (51 I. 

Teor••• J.4.1 Bajo l.oa aupuaatoa ( 3 .lt .1'). Si u• (A'A) "'I h) 

CO <y C 1) para a1auna he U entonce• 1a al.acc:i&n del. par!, 

••tro de r•sul.a:-iaac:l.gn y •y.
0

(5.-r) por al. Pri.ncip:l.o de 

Seudo-Opt:l.mal.idad ••t~d%st:l.co defina un aisori.tmo de raau-

l.ariaaci&n con convarsancia asint&tica. 

(3.4.9) au.p ·~· -ulz Cn(v1llalu•Tª)l52v/(:Zv+1> 
tE(t}a y 

•n donde 

1u.; -u•-== y 

( •-1 ª> • (1+"''>111(2"< c(v)"bl l V1av+11 
11 VJ"n g•'t' 4Ta • U 

<•>. "".ando en una var:lab1• •1-tor.ia con cli.•trJ.buci.8n ~. para 

a• •vt:.(y1t) • 1a "probabi.1i.ded •:l9fti.e1cat:lva.. .33 aprcm:.l.IMda-

..,.t•· 



De•oatract6ft: De 1a ecuac~&n bAa~ca (3.~.•>. •• obtiene 

c¡u• 

(3 ••• 10) 

D• aquf que. para y -y.
0

(6) 1 

(1 .... , bª (y). 

Y por 1o tanto. para toda t E{tlg• se tiene que 

1U~-u•1E e '1('11lhlu•'Tª)~2v/t2v+1>. • 

Nota 3.4.3. Con 1aa mismas hip6tesis d•1 ~eorema 3.4.1 9 

se pu•d• verificar. ?ara toda E; E {F;} cS • que 

en donde 

(3 .•.111 

• (c(v)Dhlul 1/(2v+11 

siendo y 0P (6) e1 punto de m!.nimo de 'at' (y) - V (y) + b 2 (y) e va ase 

a Morozov (65) • aec. 25). Esto justifica e1 nombre (de Se~o

optima1idad) de nuestro principio. en cuanto a1 orden asint&t~ 

co de converaencia cuando 4 +o+. MSs aGn. para e1 Principio 



•2. 

de Seudo-opti•a11dad. •• t••n• qu• 

u.•.12t r¡(Vf. lblu•Tª) - (1 +TA) '-!a(•Ta)-\1/(:l\l+t) 

D• donde •• directo ver que P•ra Ta • 2va 

As~. ei Principio de Opti•d1idad es un caso especia1 del. 

Principio de Seudo-optimal.i~ad. • 

APENDICE. Vectores Aleatorios en Especias de Hilbert. 

sea (0,A,P) un espacio de probabi1idad sobre una a-aiaebra 

A de subconjuntos de n. P una medida de probabi1idad con-

tinua a-aditiva. Y sea F;1P. P una variabl.e a1eatoria 

va1ores t(•((w)), ( vec~o~ 4~ec&..eo~~o. en un espacio de Hi1-

bert (rea.l.) F de manera que t~ 1 {(.., >a} e A. s.iendo tw• <t,w >r• 

para toda w e F dada. 

de W( EF) entender& 1.a medida ~. 

a1eatorio t en direcci6n 

sobre al, Aa> (*}·d•fin.ida 

por 

~-

.. :(C) 

•• l.a menor a-&1v.br• de •ubcoftjgntoa de 
subconjunto• bore1J.ano• de •· 

• que contiene • todo• 
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para t::odo Ce A~ dado. Y por ia 6unc~6n de d44~~Lbuc~6n de1 vec 

t:::or al.eatorio t direcci6n de w(E F) se entenderS 1a funci~n 

De l.as propiedades de continuidad de ~!· heredadas de 1a -

funci6n de probabi1idad P. se sigue que G!(x) es una funci6n m~ 

n6t::ona no-decreciente. continua por 1a derecha y ta1 que 

1j_m G~(x)-0 y ..... --
En estos tArminos. e1 k-L•~•O MOM~n~o de1 vector al.eatorio 

t en direcci6n de w. se define por 

siempre que dicha integral. exista. 

Por S{t) -o se en'Cenderá que E{tw) -o para toda w EF dada. 

Por 1a ~arianza ~otai (v.t.) de un vector a1.eatorio t con Z{tl•O 

con respec~o a un sist~ma ortonorma1 (a 1o m&s numerab1e) 

B a {ei.}~- 1 de F se entender4 

Y se dirA que un vector a1.eato-

rio e (sobre r> tie·ne varianza tota1. v.t.{~} a 1.o m.S.s .sª. si 

v.t. {tla <6 2 para todo sistema ortonorma1. (a 1.o m&a numerab1e) 

a de F. 

Es importante observar que 1.as condiciones (3.4.1') se sa-

tisfacen para todo vector a1eatorio t con E{t}-O y v.t.{t} <5ª. 



CAPITULO 11 

ESTIW.CION GALISS-PIARKOY REGULARIZADA COfl EU:CCIOH SEUDO-OPTll'IA 

DEL PARMETRO DE REGULARIZACION. 

E1 prop6sito centra1 de este capltu1o consiste en •oatrar 1a 

viabi1idad practica de1 P~Lnc¿p¿o de Seudo-op~~.aLc.:dad para 1a 

e1ecci&n de1 parametro de regu1ar~zaci&n en 1a reso1uci6n num•ri-

ca de 1a ecuaei6n i.nt.•gral. de Fredho1m de primer tipo• v.iendo su 

es~recha r~Laei6n··con 1a estimaci&n (sesgada) Gauss-Markov regu-

1arizada (o''ridge'') en 1a regresi6n 1inea1. 

t4.1. Aesoluci6n Nu•lrica de la Ecuac16n Integral de Fredhol• de 
Pri•er Tipo, y Colinealidad •n la Aegres16n Lineal. 

4.1.1. Colinealidad en la Aegresi6n Lineal. 

Uno de ios prob1emaa centra1es de 1a ~tg~t•46ft .t..incaL consi~ 

te en ha11ar una ''buena eatimaci6n" ( para ~ en e1 mode1o 1inea1 

eatandard 

(4.1.1) ~-· ~· ~· 



... 
•• doncl• a •• u.na ••tr.ia el• ... (n ¡a.p) real. ao-•atoc&eti.oa • z. 
•• •1 ••ctor <•••1) •• o•••••ac.iom••• ~ •• ua ••otor a1••tori.o 

(d• error••> no-ob•••••~1•• •• ••d.ia .i•u•1 a !l. ~ ••t•.i• •• co

•••ianaaa CCoYCC) • ) a•z y !. •• ei ••ctor (real.) de P•••••t•o• 

• ••tJ.aar. 

Cuando S •• de ranao •••.t.•o <J.·•. cuando reo (S) • p) • J.a º.!.. 

ti~aci&n ••• frecuent•••nt• uaada. debido principaiaent• a aua 

propiedades d• 

das 1aa J.in•al.•s aobr• x>. ea J.a ••ti•acien d• §auaa-!!.arkov 

(G M) 

<4.1.:u 

para J.a cual. es bien sabido que 

(4.1.2') 

y que •• mini-max con respecto a cual.quier funci6n de perdida 

cuadr&tica 

(4.1.3) ~e <l> • c.[ - .!!.> 'e<!. - .!!.> • 

( 1) • 

(2). 

A ••ta• propJ.edadea hay qu• ac¡reg.ar J.- de .a.1- verociai.J.i.tud. canai.• 
tencJ.a y eri.cJ.enci.a. •i. e - "'º· aª ~) (J. ••• •i. adi.ci.ona1-ent• .!:.. ti.•=-
n• dJ.atri.bucJ.dn normal.) • - -

DI J.o auc:e•.i.vo, T• deno~• • l.a -t:.r.t.a t:.ranmp.aeata d• -r. y T+ a au 
-cr.t.• J.nv.r- genera1.t.sacla .-iore-Penroee (V- l.a -c. 2 del. cap. 1). 

·~ 



••• 

•• ••••• C •• uae ••t•ia •• ... rea1 ai•etrSoa ~ po•Stiwa 4e~i

aida. A•~ •• ti•••• coa reap•cto a 1• ~uaoi&n •• per4Sda (-.1.a>. 
que •1 ~rror ~uadr&tico ~•dio Cema

0
> 4• i eat& •••o por 

•1 que en t•r•inoa d• 1a deaco•poaJ.cJ.dn en •a1o••• ainau1area de 

S • UAV' •• puede r••crJ.bir como 

, ... 1 ... , 

en donde ~ •• l.a i-•111- col.ucna de V y ·~ •• •1 corr•apondJ.en

t• val.ar sJ.naul.ar de S. Lueao entonces 

, ... 1 .... ) 

O<cs•mln{!!_' C!!,111!!1
2

•1}. 

Aaf. aJ. S t;l.ene vectores col.umna nu•8ricamente habl.ando 

"d•bil.mente independJ.ant•''< 3 > (i.e. a:I. S ea cercana a una matris 

de ranao deficiente>. o aea •A¿-co•po~~ada an t•r•inos d•l. An~ 

l.anau~ 

je de l.a Eatad!stica.<•> entonces (como ya a• dJ.jo en l.• aec.1.2 

(3). 

, .. , . 
De.Se un punto de vi.ata del. Anll.:i.ai.a ....-rJ.oo., en ~rera •t. a1. (8) 
- dJ.-=u.t• •1 ~rat.no de wec~r•• •datt.t.1-t.e ~Ma&e••· 

Para una revi.•i.dn eabra l.a oo1i.-1W.S en J.a re1JC9•i.&a 1~1 can-41-
~-. entra oc.ro.. a - ( 111 y a st~e: (&5•). 



.,. 
de •st• trabe,o). •1 e&l.eu.1.o nu••r.ico de l.. reau1ta ••r a•n•ral.•ent• 

.iaaatieraetor.io• aL no•• que haat• .in••r•i•1•• 1o cua1 •• au•-

1• aanifeatar coa 1• apar~c.ida d• eoaponeatea de ~ muy arand•• 

y/o de •ianoa Lnaceptab1••· 

En 1enauaj• de l.a Estad~atica l.a expl.icacidn •• •isu• de 

(4.1.4) y (4.1.4')• en donde s• ve cl.ara•ente •l. aran efecto 

que pueden tener 1oa val.orea eingu1ares "p•qu•ftoa'' en el. 

•cac(ji) como en l.a C-~arianza ~otal. vtc(~). sin importar~· 

Ahora. ·con respecto al. objetivo central. de este trabajo 

sobre l.a resol.uci6n nua•rica de ia ecuaci6n intearal. de Fredhol.m 

(4.1.5) r:kCx.t) u(t) dt -~(x) • e Cx < dJ 

1a importancia del. fen8meno de col.ineal.idad en l.a regresi6n l.i

neal. radica (como ya se dijo en el. aparato 8 de l.a Sec. 1.2 

de este trabajo) en el. hecho de que su discretizaci6n directa 

da l.ugar al. modal.o l.ineal. (4.1.1): 

bajo presencia de col.ineal.idad. como refl.ejo o herencia de ser 

l.a ecuaci6n (4.1.S) un probl.ema MaL-P~An~eado al.a Hadaaard. 

cuando a ~(X) se l.e conoce por medio de una tabl.a de sus val.o

res (obaervadoa) 



y a1 tAr•ino inteara1 •• 1• •~•cretJaa por ••dJo 4• una ••a1• d• 

cuadratura d•1 tipo aJau~•nt• 

k•a•••ando a1 conteato s•nera1 de 1a r•••••i8n 1in••1 •• ti~ 

n• que debJdo a 1•• propiedadea 4• 1• eatJaaci&n i. de GR para !.• 
a:l •• qui•r• ha11ar una •at1••ci8n ! para ~con .-.e<!> Y vtcC~) 

: -•••orea que 1oa 4• ,!!_. entone•• •• eata ob1!gando a conaiderar. ·~ 

tre otra•. a 1aa eati•acion•a •••aadaa. 

En 1• aeccJ8n aisuient• •• diacut• 1a eati•aci&n CM reauia

riaada • t••b:l•n conocida por 1.a ••tinaci&n "r:ldge" o Hit de Hoer1 

y K•nnard (( .. 6) • ( .. 7)) • •n 1• 1:1.teratura de 1a Eatad!at:lca. 

Para ta1 efecto •s conveni•nt• ver antes. como una motiva-

ci&n a 1• estimac:len GM regu1arizada desde nuestra perspectiva 

de1 ••todo de reau1arizaci&n de T1jonov. ia formu1aci&n discreta 

de taJ. m•todo o bien sus modos de discretizacien. 

4.1.2. Conver3encie Discreta del M•todo de Regulartzact6n. 

Como ya.•• dijo en 1a secci6n 2.2. de este trabajo. e1 ca1-

cu10 numarico de 1a so1uci8n reguJ.arizada uy(t) para •1 prob1••• 

inteara1 

(4.1.5) 

con ~a (X) •~(X) + C (X)• siendo ~ (x) un vector al.ea torio en L 1 ( c.dÍ 

de media cero y de v.t.ftl ~aª. con respecto a 1a funciona1 de 

TS.jonov 



en 4onde 

'!/ 

A(U) (><) • f"k(X,t) U(t) dt 
a 

S(u) -Jbqu1"' 1 (t) ¡• +"'lu(t) ¡•¡ dt 1" 1 , ca >O dada. 
a 

puede obtener reso1vi•ndo numaricamente l.a ecuaci6n integro-

diferencia1 de Eul.er 

f b -
• kCx,t) u(t) dt + y{ (-1>"' u 12"' 1 (X) +a. u(x)} 

siendo 

i<x,t> -J: k<s,x> k<•,t> d•, 

con l.as condiciones de frontera naturaie~ 

(4.1.7') u"t.\a> -ut.t.> Cbl -o, L ::am,m+1, ••• ,2m-1.. 

En efecto. con referencia a ias particionez a •t,< ta < 

<tp -b (uniforme de paso /t.) para \a,b) yc-x 1 <x 2 < .•. < xn 

(con paso m:lximo iz.) para [c,d.}, 1.a a.pl.icaci6n de l.as regias -

de cuadratura 

(4.1.Bl 

a l.os términos integral.es, y l.a di.scretizaci6n por diferencias 

divididas de l.os t6rminos diferencial.es del. yrobl.ema (~.1.7) 

(~.1.7•), dan l.ugar al. sistema l.i.neal. al.gebr4ico 

(•). Con a -o,para m•O. 
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(4.1. 9) (K'P~S +y Bº)~ = K'P ~ , 

en donde 

siendo A~ 2•) 1a matriz (en banda) de diferencias centradas de 

orden 2m con sus esquinas superior izquierda e inferior dere-

cha modificadas de acuerdo a una adecuada discretizaci6n de 

1as condiciones de frontera natura1es (4.1.7'). Por ejempl.'?• 

.para •-1, ia discretizaci6n adecuada de ta1es condiciones de 

frontera es 1a siguiente 

para 1a cua1 e1 error de truncamiento. a1 igua1 que 1as 2a's 

diferencias divididas centradas,· es de orden O(h 2 ). En cuyo 

caso 1a matriz en diferencias r~sul.tante es 

2 -2 

_J 
-1 >Z -1 

¿l 2•) 
o 

(m -1> -1 2 
-2 

que como puede observarse simétri.ca. 



Si para 1•• r••1•• de cuadratura (~.1.a) 1•• •u••toriaa 

;i1 lajl Y ~f1 lP~l aon uairor••••nte acotada• para todaa ... 

ll>O. entone•• •• de•\l••tra q,u• 

~., .. 'Y,tj) - .. :11 .. o cuando ....... o•. 

co•o puede verse en Lina ((108) 9 ho91 >. 

En particu1ar. ai. 1as cuadraturas (~.1.8) son ias de1 tr~ 

pecio (1as que tienen error de truncamiento de orden o<kª> y 

o(tt&) respectiva••nte) 9 y 1a discr•tizaci6n por diferencia• 

divididas de 1oa tarminoa d~f•r•ncia1es en (~.1.7) - (4.1.7') 

tienen errores de truncamiento de orden no menor a o<kª>. lo -

que es siempre posib1e para •~1. entonces ademas de 1a c~nve~ 

tiene que 

para k y k suficientemente pequeftas. 

Otro procedimiento de discretizaci6n para e1 c~1cu1o nuD~ 

rico de 1a ao1uci6n regu1arizada uy(t) para e1 prob1ema (~.1.6) 

bajo diacusi6n consiste. para ••p•zar. en considerar a ia funci~.· 

na1 regu1arizante discretizada: 

(4.1.10) •'Y1:!_, ~ -i.i, <:1l,k<•i.·t:1> .. :1ªj -yi.) •pi. 

+ y(l,- 12•-»"i:ª¡AI•>,. 12 +cola 
:1-• :1 
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doad• a<••u, d•not• • 1a ·-••i•• di,•renc1• hacia •d•1aat• con 

p.ivote ea uj. La cual. •• obtiene •1 d.iacret1aar 1a 'unc1ona1 

de T1joaov •ylUI raJ dada por (•.1.8') de ••nera ana1o•• a1 

procadiaianto (da 01.aako y T1jonow 13•1> anterior•ent• daacri-

t:o. 

Apl.icando 1a& tacnicaa de ca1cu1o Di~arancia1 para •J.nim!., 

ay1!1 x• con respecto • l . •• verifica directamente que 

el. m!ni•o se al.canza en !.y• l.a aol.uci6n de1 sistema l.ine.1 

(4.1.11) 

con 
a-Jc:.S y ¡.1a-<2a-1> 6 (2•1 + oU. 

en donde 

a.:lendo 41•1 de (n -•)xp l.a matriz 4• m-•sJ.ma. dJ.ferenc.ias hac.ia 

adel.a.nte. Por ejampl.o. para ••1. 

f: -1 
2 -1 

6 1 2•1 -

(m -u -1 2 

-1 -J 
Cabe decir que l.a •atriz i que resul.ta. da diacr•ti&ar l.a 

norma. d• Sobol.ev 

1 

l 
1 

1 

' j ¡ 
l 



e• •i••pre ai••tri.ca y poai.tiva definida. 1o qu• no ocurre con 

a• en (-.1.9) •n ••nera1¡ y que 1o• ai.ateaae 1in••1•• <-.1.9) 

Y (~.1.11) aon ta•bi•a en a•n•r•1 di*•r•ntea. 

Ahora• a :l ,.. p 1 aP • c•- 11 a .bl denota a1 operador de pro1oa••

c i&n mediant•• por ejeap1o. 1• interpo1acian apl.in• de orden •• 

entone•• se demuestra que(•) 

Mu -w 8 1 a-1 y p-y e: o cuando h.k. o•. co•o puede -

verse en Vasin (1.101 (vaaae tambian a Gonchar•kii et. a.1. (UJ&I ). 

Una tercera variante de diacretisaci&n para efectos de.1 e&~ 

cul.o nu••rico de l.a ao1uci6n reau1arisada UT(t) para 1a ecua-

. ci6n integra.1 (4.1.6)• sobre 1a cua.1 se basa nuestro aiaoritmo 

auaar:lco el. cua1 se describe 1a sec. 4 de este ca.p!.t~ 

l.o• es l.a siguiente. 

Primeramente se discretiza mediante l.a apl.icaci6n do l.a -

cuadratura num•rica. 

r • 
nuestra ecuaci6n integral. (4.1.6) ta1 y coao ae describi6 en l.a 

subaecci6n anterior. obteniandose el. model.o 1inea1 

•!!..·~-x.· nap 

con X.• !!.• S -xs como en (4.1.9)• y~ siendo un vector al.eatorio 

en ._n. 

.ax l9Ul (t) 1 • 
aCtCb 



A oont~nuao~an •• cona~d•r• • 1a ~unc1ona1 r••u1ar~••nte 

•• donde 

(4.1.12°) 

•i•ndo 8 1• matris co•o en (-.1.11) que •• obt1•n• a1 diacretiaar 

por diferenc1aa dividida• 1• norma de Sobo1ev 

Fina1mente. ap1icando 1aa t•cn1caa de1 C&1cu1o D1ferenc~a1 

para hai1ar •1 m~nimo de ia funciona1 Jyl!1 x_I 

!. •• obtiene e1 sistema 1inea1 

(4.1.13) IS' S + ya)i .. ~· 
con respecto a 

e1 cua1 esta estrechamente re1acionado con 1a estimacidn sesgada 

conocida por ••rid&e• en 1a Regreaidn LSnea1¡ estrecha re1ac1dn 

que aprovecharemos para 1a rea11zacidn practica d•1 P~~nc~p~o 

de Seudo-opLi•«Lidad para una buena e1ecc16n de1 par&••tro de 

rea;u1ariz.acidn. 

Ahora. si en (4.1.13) se toma a B -e•,,,-, i con c 0 -1&/lt. 

entoncea es directo verificar que (~.1.11) y (~.1.13) aon exa~ 

tamente e1 mismo sistema 1inea1 cuando 1a cuadratura nu••rica 

<•>- En e1 ent.end.i.do que 13_1:,- .!.'B~. 



, .. 
•• 1• d•1 RectAnsuio aobr• una partici&n unifor•• de paeo k pa

ra le.di¡ y que (~.1.11) 7 (~.1.13) aon ta•bian. aa1•o una 1~&~ 

ra diacrepancia despreciab1• en e1 1l•it•• esencia1mente •1 •i~ 

•o siat••• 1in•a1 cuando 1a antea eapecific•d• cuadratura •• 1a 

de1 Trapecio. En conc1uai6n para esta tercera variante de dia

cretiaaci&n para efectos de1 caicu1o nuaarico de 1a so1uci&n ~y 

regu1arizada para 1• ecuaci6n integra1 (4.1.6) se tiene que 

cuando h, k - o+ t11anteniendo constante a 1a raz.Sn ft./'k. 

14.2. Est1•aci6n Gauss-Markov Regularizada. 

Una a1ternativa a 1a estimaci6n Gauss-Markov e1~&ica ~ 

bajo presencia de co1inea1idad. 1a cua1 usua1mente se manifi~: 

ta a1 tomar H~l 2 va1ores inaceptab1emente grandes. 1a su~~•re 

de manera natura1 ei M8todo de Regu1ar~zac~6n de T1jan~Y pera 

1a reao1uci6n de Prob1emas Ma1-P1anteados a 1a,,iludamard. •1 

cuai ya hemos estudiado en e1 Cap. 2. 

(4.2.1) 

(•) como~ ..... .-aoca ant••• ·~:, - ~· •.!.• an&1og•••nte •• enti•n-

---~;:. .. ~ 
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1• •••• conaiate en tomar • ia ataui•nt• fuacionai r••u1arJ.aant• 

ce. a. at Jylir .tt.l ... Jt-S i•~-i +ylf.1,: (•) • Y >O. 

en donde Z y a aon aatric•s aimatrica• y poaitivaa definidaa(S); 

ce. a. 31 

co•o 

Aat pues. a 1a eatimaci6n GM r•suiarizada se 1• puede pensar 

eati•aci6n con base a1 criterio de mtnimo de cuadrados -

a•n•ra1izados amortiguados. 

Ahora. ap1icando 1as tacnicas de1 C41cu1o Diferencia1. es di

recto verificar que 

4- es• z-1a+ya>-'a·z:-1 Jl• 

1a cua1 para J: - Xn y B - J:P se reduce a 1a c1:lsica expresi6n 

e ida por e..A~.i.•4c..C:6n "1t..idge." debida a Hoer1 y Kennard. 

Conviene observar que para y -o. 1!.y es 1a estimaci6n Gii a•n.!!,. 

ra1iz.ada 

(*). Ca.> ya - anota ant••• ·~·~ •a• B~; an.a~t.e - enti.endal~IZ.-.1 • 

(5) • Para .!!_ penaado e~ un vec:tor a1aatori.o con CtJv(1!_) • conocida •• natura1 

tomar • B d.e manera que B-1 -a=.v(!_) • Por otro .lado., con re1ac:L&i a 1a 

reac>1uc~6n n\JIDl,r~ca de ia ecua.c:Lan integral de Fredhol.a de pri..mer t:Lpo, 
abj•t:Lvo central. de ••te trabajo., a•• tema c=omo d..S. por (4.1.12'). 
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1• cual. •• "bl.u•" con respecto •1 producto :lnteri_or ~· z- 1 !!;. 

R-opt~••1 con r••pecto a toda runci6n d• ?ardida cuadr&tica dada 

~e:(!°_) - ,¡ - !!.> • e: ([ - !!.> 

co•o puede verse en Bibby et. a.1. [~04) • y que es precisamente 1a 

eatimaci6n GM ordinaria 

(4.2.4') 

para ~ es el. mode1o 1inea1 estandard 

(4.2. 5) :.a.!!_+ ~ - ~ con !:.. - (0, (11:2. ::t). 

si con base a 1a descomposici6n de Chol.esky J: = LL' (L triangu.lal.~ 

inf~rior) da J:, se toma 

Es cuyo caso, 1a estimaci6n GH regu1arizada (4.2.3•) toma ta 

forma 

(4.2.5') ~1!.y •(X' S +yB)- 1 •' ~ J 

y aunque esta simp1ificaci6n siempre es posibl.e, cabe decir que 

bien puede acarrear serias dificu1tades prácticas deode un punto 

de vista numerico cuando ~ es ma1-comportada. 

Para l.o que sigue de nuestra discusi6n, e1 mode1o (4.2.1) 

sera referido por e1 mode1o S. y e1 mode1o 1inea1 

T ~·~ • JL con ~-<~.'52 l:) 

por e1 mode1o 9; ei cua1 se obt~ene a1 considerar 1a descoapoaici&n 
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de Ch~l.eaky a •a•a (K trJ.angul.•r superior) de a. al. tomar 

T •X a-•. 

y efectuar •1 camb:i.o de variab1es ~ - ~. Y cuya est:i.•aci&n GM 

regu1arizada ~para~ con base. c~.2.3') toma 1a rorma 

(4 .2.7) iv • (T•z-1 '1" +y:X)-1T' ~-1 Ji., 

que bien se puede rescribir como 

(4. 2.BJ ~-t1r'1r+yX)-1T1 X.• 

si ae l.e piensa respecto al. modal.o l.ineal. estandard 

(4.2.8') 

e1 cual. se obtiene de (4 .. 2.5). toma~do 

Las rel.aciones ~iguientes entre estos dos modal.os CS y 0) son 

de directa verificaci6n: 

(4.2.;i.a) 

(4.2.9.b) 

( 4. 2. 9 .e) 

;~ (6) 

l.C <iv) .,. LG (~) donde G = .-. ca-1 

ecmc<!.v> • ecm0 (~). 

<•> y 

<G> • Aquí. si.ende x de rango mSxi.mo: 86, - ~ <x. - xi) • z:-1 ex_ -x [ > y 
;~ - ~p (~- T QI' :i;-t~ - T~). 

(7).. D• aquf en ade1ante R-
1 = (R' )-1 

.. 
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La iaportancia de eata• re1ac.:lonea ae debe a que 1oa ca1cu1oa 

con r•apecto a1 aode1o e. pensando en e1 i•port:ent• caso particu-

1ar con Z -%, son de mucho menor co•pl.ej!dad que 1oa correspondí•~ 

tea con respecto a1 aod•1o B. Por otra parte, p•rmiten dar, en e1 

contexto del. •ode1o l.inea1 genera1 (~.2.1), d••oatraciSn directa 

del. sigu.:lent:e 

TeoreMa 4.2.1. Existe ye -yº(.!!, r a 2 ) >O para l.a cual. 

ecmc <iy> ..;; ecmc <i>, si O <y <yº. 

En efecto, su demos~~aci6n se sigue de (4.2.9.c) y el. teore-

ma 10.2 en Bibby et. a.1. (104) apl.icado al. modal.o e dado por (4. 

2. 7). 

As~ pues, con base en este teorema es n~tural. proponer e1 

criterio siguiente, el. C""..;a.l J..l.amaremos PJC...i.nc.é.p./.o de. Op~..i.ma..t..idad, 

para l.a el.ecci6n del. par~~etro de regul.arizacidn 

y •arg M.ln ec:mc(~) • 
op Y>O ' 

estando ciara que 

y con e.1.10 que 

Ahora bien~ con ei prop&sito de indaaar bajo qua condiciones 

ia funci6n en y: 
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tiene m%n1•o• cona1d•r••• a 1• deaco•poaici&n en ••1or•• a1nau1•r•ff 

d• ,, 

(4.Z.10) 

D -d1.a9 <• 1 ••z, ••• ••r>• •a.._z._.• •• .-.r >Or 

siendo r Caln{n,p} •1 rango de 'r; en t•rminos de l.a cual. se tiene 

el. siguiente 

L••• 4.2.1. Si G(1 -R-• CR- 1 ) - VWV' con w-d1.ag(w 1 ,wa•••••wp) 

donde •:1. >O para toda 1., entonces 

(4.2.11) 
<•: + y)2 

(4.2.12) 

Y con ello, 

(4.2.13) 

en donde !!. -v• .Q con ~-R..@_. 

Cuya l.aboriosa demostraci6n aparece el. final. de esta aecci8n 

como un apandice. 
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As1 9 con apoyo en 1• eapres~&n (~.2.13) y considerando que 

<•· 2.1 ... 1, 

ea1. T ~ = !!_ aa1. ~ E N fr) • 

(4.2.14.:1.:1.) 

sa:i. Q. -T+ 'lrQ. ••i ~ e N tr> J. , y 

(4. 2.14.j_j_j_) 

demuestra, como puede verse en Barrios et. a1 .( 9 ) , e1 siguiente 

Teorema 4.2.2. Sea rgo(X) >1 .. La funci6n ec:mC (i 2 y ;1!_.: ! } CO-

mo funci6n de y tiene un Clnico m.tn.imo en O <.y<- ssi ~ <F N(.X) .. 

Las figuras siguientes ilustran este resul.tado. 

r 
(a) (b) 

Fig. 1. Dos casos excl.uyentes: (a) "ª-EN(X), y (b) ,!!. 'il N(X). 

Aqu.t. ~o es l.a proyecci6n de j!_ sobre N(X); 

H~ºH,! - •• ! ... , w.a~ y ·~·~ -.l. W,aCI~ • 



Para J.o qu.e si.&u• se dJ.ra que !. •• c..a.e.i.•&bLc. s:I. !_ • !.. 
.!.,. fl •(X) (coap•r••• con A1b•rt (102) ). En estos termino•, se t:I.!,_ 

ne que ecac(Y) 1 • •cac<iy1 J! 1 4 2 ) t:l.•n• un 13.nico m~n:l.ao ••:L !!_ 

es eat:l.•ab1e. 

Cabe anotar que cuando ~ ee estimab:Le, j_+ -x• x_<•> •• una ª.!.. 

timacien insesgada para ~i< 7 > • 1a proyecci6n ortogona1 de~ sobre 

N(X).L •R(X'). 

Ahora bien, considerando que cuando ~ es 

·Tea1••nte re1evante es 1a estimaci6n de~~- y 

estimab1e, 1o que es 
A .L 

ya que ~ + !. cua~ 

do Y - o•, en 1o que resta de1 presente trabajo, nuestro estudio 

se 11.evarA a cabo en 1o que respecta a 1as funciones ecmc(~9~,6 2 ) 

y b::<iy1 !!.>. pensando que .ª- - !!~. o equiva1entemcntc que !!..-x• x~. 

Ahora bien, como para fines numAricos da prAct~camente casi 

1o mismo que X sea de rango deficiente o que X sea ma1-comporta-

da, se tiene en l.a mano una buena expl.icaci6n de por quA el. c~1c~ 

1o numf!rico de y
0

p <••>es dif:t.cil. de determinar con una re1ativa -

buena precisi6n • en cuanto a.1 orden de magnitud se refiere. Pues en ta1 

situaci6n, l.a funci6n ecmc(y): - ecmc<iv> presenta usua1men~e un 

ampl.~o p1ano va11e, como se ~:Lustra a continuaci6n. 

(•) Aquí, X+ ea 1a inversa 9enera1izada. de Jtoore-Penroae con reapecto a ,,P con 

el. producto i.nterior uaual. y 'El' con •l. producto i.nteri.or ~·~-1~. 

(7) MI.• aGn, ai. ~ -!!.'!. •• eat~1• (J •• e. ~ fl' N!X') entcxic•• 1.a "bl.u.• ••tiaa

cJ.6n para~ eat& dad.a por ~ -~'!!. sai. !!.-X x_. COlnp&r•- con Al.b9rt t1oa1 

(••) Para~ en el. model.o (4.2.1) eati.al.ab1e. 



'!.03 .. 

"· 
Fig. 2. Gr.Sfica t1pica del. ecmc(y), cuando X es mal.-co:npo.!'. 

ta.da. 

As1 pues, para X mal.-comportada 9 e1 c4.l.cul.o num~rico da y 0 p 

res~l.ta ser un probl.ema. en genera1, num8ricamente mal.-compor~a-

do. 

Conc1uimos esta secci6n advirtiendo a1 1ector qu~ en 1o que 

res~a de este trabajo, nuestro estudio 1o 1imitare1nos al.rededor 

del. mode1o J.inea1 estandard S dado por (4.2.5) 1 por ser el.1o su-

ficiente a nuestros prop6sitos espec1ficos. 

APENDICE. aemostract6n del Lema 4.2.1. 

Con respecto al. modal.o 1ineal. general. (4.2.1) 1 1a es~imaci6n 

GM regul.arizada (para ~) 

(4.2. 3') 

en donde 

Zy • x; 1 X• J:- 1 x. Xy • x•J:- 1 X +yB 

. ·--· ... - , ... - ... , " JL -A .... J 
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•• puede reacr•b~r con re•p•cto ai •ode1o 1inea1 eatandard (lt.2.5) 

co•o 

(4.a.5• > 

•n donde 

y 

Z'Y -a; 1 Jl'S, S'Y -a•s + ya, 

¡• -<•' ., ••• x.- •• X.• 

A~1r•ac16n 4.2.1. Para ei modeio 1ineai estandard (~.1.s>. 

~+ es una •atimaci6n .:inaesgada para ~J.. ...- .,a+ .&f!.. M&s aQn, 

En efecto, como en ei mode1o (4.2.S), ~ - (.Q_,ó 2 %), 

Y como 

se sigue que 

Cov(i_+) - Cov(S+!:_) - a•cov(.!:._) (S+)'-ó 2 (S'S)+. 1 

Ahora" recordando que bajo 1a transformaci6n ~ • RI 1a est,!_ 

maci6n GM regu1ari2ada (4.2.3') su forma (4.2.5')• se convier-

te en 

(4.2.8) 

con 
.§_+ -~· x. - '~J. ,,a2 '''ir>+>' 



sos. 

en donde 

ae tiene l.a •iauient• 

Af1r•ac16n 4.2.2. S:l ~-~.l +~·con~· siendo l.a proyec

ci6n ortogonal. 4• !!_ sobre N(9) entonces 

(4.2.15) 

En efecto. Y= que 

se tiene que 

pues 

Con bsse en l.a descomposíci6n (4.2.10) 

res de T se demuestra l.a siguiente 

val.ores sl.ngul.a-

Afirmaci6n 4.2.3. Si G(-a-• CR- 1 ) •VWV' donde w 

-d:lag(q
1

, ••• ,wp) con wJ.>O para toda :l, en'Conces 

(4.2.12) 
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en erecto. de (~.2.15) a• •~aue que 

en donde 

Y como 

<!!:.º> 'WA~ 1 ':!,J. - (~l.)' A~ 1 W~º -g_. 

debido a que son or-cogonaies y WA- 1 
-y 

~riz diagona1; se sigue que 

Af1rmac16n 4.2.4. 

(4.2.16) ·.:tc<Y16 2
) 

En efecto, 

vtc(ys6 2
) Z{lli-y -z{i_-y)ll~) 

- Z{UR- 1 <i-y -zii-v))ll~} 

- Z{llS-y<~+ -~1")11 ~) -tr(G cov<•-y .§.+>J 

tr(G •-vcov<i•1s.y1 -.s•tr(G •-v<9' 91+ •-vl 

.s• tr(G 9;1 
( .. ' 9) 9; 1

) • • 
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Aftraact6n 4.Z.S. Si G( -•-'ca-•) •""9' con • 

- cl:l.aC)'(w 1 .w2 , ••• ,wp)• donde wi. >O para toda J., entone•• 

(4.Z.11) 
r •1 

- .S ª Z w _ _,i..._ __ 
i.-1 i<•: +y) 2 

Efectivamente, en t&rminos de 1a descomposici6n (4.2.10) 

va1ores singuLares de 9', se tiene que 

en donde /:iy -6.'l::t. + yJ:. Y con e11o, que 

Con esto se comp1eta 1a demostraci6n de1 1ema. # 

14.3. Principio de Seudo-opttmaltdad: Realtzact6n Prictica. 

En e1 capitu1o anterior se vi6, como una a1ternativa a1 cr~ 

terio natura1 con respecto a1 error cuadr&tico medio (i.e. a1 

P~ncLp~o d~ Op.t..L•4LLdad), que 1a e1ecci6n de1 par&metro de reg~ 

1arizaci6n por e1 P~Lnc4p¿o de Seudo-ap.Lc:•4Lldad define un a1ao-

ritmo de regu1arizaci6n a 1a Tfjonov (t•oreaa 3.4.1) para e1 pr~ 

bl.••a 

(4.3.1) Au - ~6 con ~ 115 -r +t, 
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en donde AIU • r (con U y F eapacioa de Hi1bert) ea 1inea1 Co•P•~ 

to y t ••un vector •1••torio aobra r<•J con S{C}•O y v.t.{t} elª& 

•1 cua1 co•part• con •1 PJt..(.•c4p4o de Op~&LLd«d 1aa mis•as pro-

piedadea d• conv•r••ncia aaint6tita con reapecto a 4. 

Espec~ficam•nte. para e1 mod•1o 1inea1 eatandard 

(4.3.2) • .@.. + ~ -x. 

(e1 cua1 se obtiene. como se vi6 en 1a sec. 4.1. a1 discretizar e1 

prob1ema (~.3.1) con A siendo un operador integra1 de Fredho1m de 

primer tipo) por e1 1ema ~.2.1. (con !. estitnab.l.e) se sigue que 

y 

siendo !!_ ta1 que J!. -•• St!_~ 
toma 1a forma siguiente< 0 >. 

base a 1o cua1 e1 teorema 3.4.1 

Teoreaa 4.3.1. Sea..@.. estimab1e (i.e. !!.-S+S.!!_). h_ta1 que 

.!!_ •s• X!!, y -r 2 >O dada. Si se e1ige a y -y.0 (6) por e1 

P~Lnc4p4o de Seudo-opLi~4Lld4d (i.e. como 1a ao1uci6n de: 

v(y) • -r 2 b 2 (y)• y >O) entonces 

(•). sn •1 aentido dado en e1 apandica d• 1• aac. 3.4 da ••t• 
trabajo. 

18). Aqu~. por eatar en dLmenaL6n rLn~ta. ae tiene que 9•(S•S)Vh 
ae aatiarace para toda O<"< 1 (con h depand.iendo de VI. -
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con 

D• ••n•ra an&1oaa. para y-6ptiaa se ti.•ne que 

MS:n aup {SI ~ - 1!1 •} 
1
1,, e; ñ 11 :Z/3 

y>O {_!;_} - (O,llªXl --y - e 

ñ - n con "t
2 -21 

1o cua1 como ya se ha anotado antes justifica e1 nombre. P~4nc¿-

p4o d~ Seudo-op.C.i.M«L..(.da.d. para nuestro criterio para 1a e1ecci6n 

de1 par&me~ro de regu1arizaci6n. 

Hasta aqu~. se ha estuCiado e1 P~~ncLpLo de Seudo-op.CLM4¿~

d4d suponiendo a~ (estimabie) y 0 2 conocidos. Ast pues, para 

poder1o 11evar a 1a pr&ctica se hace 1,ecesario recurrir a 1a e6-

.t..i.Ma.c..(.6n. e.b.Ca.d.t.a.t...C:c.a.. con e1 objetivo de 1ograr "buenas" es~im~-

cienes para 

vtc <i,. 1 6' l y b~ <i,. 1 J!.l 

(4.3.3) iv • (S'S + yB)-'S' :t. 

para 8 en e1 mode1o 1in•a1 (~.3.2)¡ e1 cua1. por razon•• de -

simp1icidad. de aqu~ en 1o sucesivo 

m&x.imo. 

au.pondr& S de ranao 
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Para tai prop&a•to •• con••ni•nt• recordar (coao •• viG •n 1• 

aeccidn ant•rior) que con r••p•cto •1 •od•1o 1in••1 81 

donde 9 ... - 1
• s:l•ndo B •a•a 1a deacoapoai.ci4Sn d• Cbo1e•ky de a¡ 

•• tiene. para •1 caao en que oc-a-·c.- 1 , - "'"''· qu• 

(4.3.4) vt:c:(ysaª) 1 •Vtc(i..vfc,SZ) -vtG <iy •4 z) 

p •• -a• ;1.~, w. i . 
~,.: + y). 

y que 

(4.3.5) b~ (yi!_) 1 b~<iv•!.> b~<§.y, 0) 

a.• 
.. i ' 
i.(•~ + y)Z 

en donde !!_ v·~ e~ Rj!) , siendo 

(4. 3. 5') T - UlW' • t;. -[ .¿] • D -d:l.aq(• 1 • • • • ••¡,l 

1a descomposici.6n va1ores singu1ares de 1l' (-aJl- 1 ). 

La idea natura1 que se ocurre es uti1i.zar 1aa eatimacionea 

insesgadas 

(4.3.6) ~· 0 
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;cCTt a ..tcci.••ª• .,;GC~I .. , 
•• ~'· 

•• 
·~ 

l. 

e•: + y)•· 

b~Cyta b~Ci.1 !) • ~:ci,1 8) 

para 4 1 .wtcC.i..,.• 4 1
) y ~~Ci,.1 !.)• r••p•ctiva••nte. E• dir•cto v~ 

rir~c•r qu• (~.3.7) y c-.3.8) •• obtienen d• 1•• ••presiona• -~-

auien'taa 

b~(yl 

Para nueetro• prop8•itoe. en eapacia1 de ca1cu1o numArieo. 

•• conveniente reacribir (~.3.e) co•o aiau• 

C4.>.e• 1 
•• - ¡. 

• c----1-. > • • 
·: ·: + y 

1a cua1 •• obtiene 4irect•••nt• da ver que 
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·M6t••• qu• •n (~.3.B') no se requiere de1 c61eu1o oxp1!ci

to d• i (y con •11o d• i>. 
R•&r•••ndo a nuestro punto central. sobre 1a bGaqueda da una 

rea1izaci6n pr&ctica de1 p~¿Rc¿p¿a d& Seudo-op~~-AL~d4d. ••pece-

moa por ver que dicho principio. con base a 1as e3timaciones i~ 

sesgadas (~.3.7) y (4.3.B') para vtc(~J 6 2 ) y b~Ciyr ~) 
pectivamente. toma l.a forma 

(4.3.9) vc<Y> - -r 2 b~(y) con y >0(-r 2 >O dada). 

Por e1 sorprend~nte hecho de que b~(y) puede tomar val.ores 

negativos o negativa. a pesar de ser b~Cy) una estimaci6n 

insesgada para b~<ivJ ~) qu~ os siempre no-negativa. resal.ta que 

1a ecuac44n de beudo-op.t,.lma¿4dad (4.3.9) no siempre tiene sol.u

ci.6n. 

Teorema 4.3.2. Si U in~ > ;e C.[> entonces l.a ecuaci6n de 

seudo-optimal.idad (4.3.9) tiene ool.uci6n. Y si mln(d~} >6 2 

entonces (4.3.9) tiene una dnica sol.uci6n. 

La demob.t:Jt4c46n para l.a primera parte so obtiene de apl.icar 

el. tma. del. val.ar intermedio a l.a funci6n q(y) - V (y) -

y que 

l.im 9(y) --'T 2 l.im b~ty> -=-T 2 <t1in~ - ;c<i>> <o. 
y•- y•-

Y l.a segunda par~e obtiene de ver que b~(y) es mon6tona 



LA• fiauraa que vi•n•n a continuacidn i1uatran esta aitua-

c!.&n. 

(a) (b) 

Fig. 3 (a). Existencia de cero de ( ... 3. 9). 

(b). Existencia y unicidad de Y.
0 

cero de (4.3.9). 

Es de in~eras mencionar que 1as condiciones de existencia 

con unicidad de este tma. son exactamente ias mismas que se re-

quieren satisfac~r para que ia •stimaci6n inseagada 

(4.3.10) C(y) 1 •v(y) + b~(y) • 

para ecmc<iv• -ª.• a 2 ) • tenga un Gnico m~nimo. En concreto. si 

en (4.3.5') se considera a 

u -1u,lu2 1 con U 1 d• nxp. 

entonces se tiene ei si•uiente 
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Teore .. C.3.3. S•• •xa<a)Z. 1• proyecci&n ortosona1 de ~ 

aobr• Sa(S). Si. i•trllll/IU: •xaC•l ~·!. < 1 1') entonc•s 

1a ••ti.aaci6n inaeagada C(y) P•r• •cac<iyJ ~- 4 2 ) tiene •!

niao. Y ai ••n{d~} > 6 2 entonces C(y) tiene un Gnico mln~ 

'"º· 
Su d&•o•~&c46A ea esencia1m•nte 1a misma que se d& para 

e1. tma. 2 en Barrios et. a1. 1 9 1. 

en 

son 

se ti.ene que 

donde 

po1inomios de 

P(y) 

Q(y) 

C'(y) - 2 P(y) - Q(y) 
R(y) 

p 

- i.=1 wi n <•2 
j•H i 

+ y)'(d~ 

p 

- i.!1 wi j11 .. 1-~ + y)(• .. 

-62)y. y 

61• 

grados 3p-2 ., 3p-3 respectivamente. 

RCy) =- IÍ (• 2 + y) J >o. para toda y >O. 
i•1 i. 

y 

Por 1o que 1.os ceros de c•(y) son 1os ceros de g(y)-P(y)-Q(y)• 

e inversamente. 

As!. si e1 coeficiente 1.ider de P(y) 

(9). Si e-a en .f.c<i.J entancea G-VMV' (11-:I> en Lc:<i> como p.aed• V9r- en 1• 

-c. •.2. En ta1 ci.rcunatancia. esta concli.ci&. tema 1• ~oa:.a 

P~ 2 /I PXa(S) x_I ! < 1J l.a cua1 ••puede r••cribir e~ R 2 >p/n-. 

aiendo a• •1 coeri.c:.t.ente d• d•tesm.J.nac:.t.Sn. 



115. 

entone••• observando c¡ue 9(0+) --Q(O+) <O y que g(y) - 00 cuando 

y+-. y ap1icando e1 tma. de1 va1or intermedio. tiene que 

C(y) tiene ai menos un cero¡ siendo e1 primer cero de C'(y) 

necesariamente un punto de rn1nimo. 

Por d1timo, si m1n{dI} ~~ 2 entonces P(y) y Q(y) son mon6t~ 

crecientes¡ consecuentemente. C'(y) tiene un s61o # 

Con re1aci6n a este punto es recomendab1e 1a 1ectura de J. 

Bourges ( :1:: 1 • 

Observac16n 4.3.1. En nuestro estudio experimenta1 so~~• 

1a reso1uci6n numdrica de 1a ecuaci6n integra1 de Fredho1m de pr~ 

mer tipo. objetivo centra1 de este trabajo, e1 c41culo de y 90 

como e1 de Y op v1a :as estimaciones insesgadas ( 1.i.. 3. 7), C i... 3. a') 

y ( ... 3.10) paravtc <41 cS 2 ). b~(i.y1 ~) y ecmc<iy' ~. cS 2
) 

C -a y C -••• y en donde 4 - <•' JI +yB)-
1
•' ~ • raramente di6 

resu1tados aceptab1es ¡ pues usua1mente .iv - i con Y• Y •O <Y op) Y 

~ muy distinto de ~· 1 

La causa principa1 por 1a cua1 e1 c~1cu1o de .@.y con y dete~ 

minado v~a (4.3.9) (0(4.3.10)) di6 raramente buenos resu1tados 

fue que b~(y) resuite genera1mente negativa. 

(•). Bacrj.bJ.endo U•(U 1 1Ua) con U
1 

de nxp. se ti.en• que ,_U 1 DV1 

A•S. i.~1 Vi.d: - i.;1 VJ.,.i..;i.)
2 -•ov•i•.:, •u;,!•:, 

-10:-i.1:, . 

1 
\ 

1 
1 

1 
i 
1 

1 
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Ea por e11o que se ocu~re 1• bGsqueda de un• ••t~•aci6n para 

b~(YI~) qu• conaerve 1aa caracter1aticaa geo••tricas de •u arAf~ 

La aiauiente es 1a obvia 

(4.3.11) - - p di 
b~(y) •b~(y1!_> -i¡1w:1.<.i>2<•ª )2 ' 

i + y 

en termines de 1a cua1. 1a ecu«c46n de •eudo-op~..U.4L4d4d viene a 

ser 

(4.3.12) ,;.c(y) •-rªb~(y) • y >O ('T 2 >O dada). 

Ahora. evidente que 1a ecuaci6n (4.3.12) siempre t~ene una 

Qnica so1uci6n. Sin embargo. es importante decir que bien ?Uede 

Y •y.
0 

verse fuertemente subestimada, debido a que b~(y) -::.iene 

~sua1mente a sobre-estimar demasiado a b~<Íyr ~).a causa ;e que 

~ (en norma) tiende a dispararse Crecuardese 1a dis~usi6n ~~sta 

en 1a sec. 4.1. sobre 1a estimaci6n GM). 

.. 
Fig. 4. Principio de Seudo-optima1idad (versi6n (~.3.12)): 

Sub-estimac:.i.&n de Y -Y.
0

• 



117. 

0•1erw1ct1• 4.3.2. En nueatro ••tud1o ••P•r1•entei con b~ 

•• • ie ••t1••c1en •C4M•d• (lt.3.11) p•r• b~(YI .!_) para 1• det~!:_ 

.nt.inac.len ele y -Y.
0 

por ••d.io d• .l.• ecuac1.8n (lt.3.12) con C -a, 
•• obaerv& con frecu•nc.ia una excea1va sub-va1orac.idn d• Yao• 

a:lendo !_y con Y-Y eo u.na •uy •al.a ••t.imac1tln para 1!_. S.in ••b•rBo 

pera e-a·. (J. ••• par• •-d1.•9<•: •••••• ;> •n (4.3 .. 7) y c ... 3.11)), 

l.os reaul.tadoa observado• fueron bastante aceptabl.es y compet.it.i

vos a l.os obten.idos con y •y0 p determinada m•d.iante l.a minim.i

zac1en de l.a est.i•aci8n (aesaada): 

para •cinc<.!.y1 .!!.• a•¡¡, sobre todo para aque.l.J.as ecua.e.iones •'.!.,te

gra1es con nGcJ.eo k(x.~) apenas cont1.nuo o bien al.gebr4.ico de 

como bien puede verse en 1a secci8n 4.5 para ~as de-

t;al..l.es # 

Po~ Ql.timo. diremos que e.l. prob.lema de fondo para todo cri

terio de sel.ecci6n del. parametro d• r•gul.arizacidn y con ~ase 

(exp.l.1cita o imp.1.1cita) en b~(YI~). es un prob.lema muy •«L-CO!!, 

pa~ada. o bi•n uno ••~-p~cn~eado a .l.a Hadamard si se piensa en 

dimensidn infinita¡ que el.J.o depende del!_. precisa•ente l.o que 

•• quiere h.:l•n "estimar". Esto p.lantea. un pltab~Cll4 11u.e.va. el. 

cu•l. •• esta investic•ndo desde diveraoa enfoque•¡ ae reco•i•n

da .l.eer a o• Su.l.J.ivan (71') para ver uno de l.oa ••1.1 pro•etedor••· 

Otro enfoque (t~mese co•o suserencia. por l.o pronto) podr1a ser 

(¿por qu• no?). el. de ha1l.ar una buen~ regul.arizaci~n para 

b~(YJ ~J. En fin. eete prob.l.e•• es adn un proh.l.ema abierto. 



E1 objet~•o de ••t• ••cci&n •• 1• deacr1pcidn de1 •1•orit•o 

para 1• r••o1ucien nu••r1ca d• 1a ecuacidn int••r•1 de Fr•dho1• 

de pri••r tipo 
b 

••••• 1) J.ktx.t) u(t) dt-l~(x). c:cxcd • 

por el. ••todo de reaul.ar.izac.i&n de T~jonov con 1a el.ecci6n de1 

parSaatro da regu1arizaci6n por al. PJU.Rc4p4o de S&Kdo-op~4••L~ 

dAd. objetivo centra1 de ••te trabajo. 

E1 a1aoritmo se e1abori5 en FORTRAN-77 con nomb::.'e REGULA.PACK• 

apoyo en LINPACK (8unah J. et a1. l1S))reconfigurado a nue~ 

tros prop6sitoa espec1ficos como en l.as rutinas ZERON y FMXN 

(Forsyt:he et. a1 .. 1281 ). E1 programa inicia1mente se prepare 

en l.a Burro~ghs 7800 de 1a DGCA de l.a UNAM. 1uego se imp1ante 

en l.a red de computadoras Vax de l.a Univ. de Nuevo Maxico en 

Al.~uquerque. y fina1ment:e ae ha inatal.ado una PC-Printaform 

un d.iaco duro de 20 llb y coprocesador aritmatico 8087. 

El. a1gor.itmo a grandes raaaoe conata de dos faaes: 

seccien &t.1: 

a). Se diacretiaa a 1a ecuaci&n int•sra1 (&t.&t.1) obteniandoee 

l.a matriz 
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en dond• 1•• aj aon 1oa peeoa da cuadratura emp1••da (Sy•peon. 

TrapecJ.o y Punto MadJ.o. en nueetro pro•r•••) aobr• una part:I.-

cJ.&n uni~oraa de1 intarva1o (a,b) eon ••p~c:l.a•J.anto 1& >O. 

b). •• a•n•r• a1 vector d• "obaervacion••" 

(, 0) 

~ - <Ya •Ya•••• •Yn>',. Yi. -~<x.i.> +&i. con &i. -H(o,a•), 

siendo l.a funcJ.en ~ ava1uada aobre una partici~n uniforme d•1 

interval.o lc,dl con espaci.a•.i•nto k >O. Y, 

e). a• diacrati&a a 1a norma da Sobo1av 

(4.•.:z> Blul -f"< ¡ .. <•1 1t> I ª +ail\&lt) I ª) dt 
• 

con m-0,1 6 2 opcional. (i.a. con converaancia Lª,c o C 1 opci~ 

na1). Param-O,aatoma ca•01yparaa•1 e 2 aeal.igea 

ca>o< 11 > de manera qua aiando l.o aas pequana posibl.e so obten

ga que J.a matriz 

" .. sim8trica y positiva definida, en donde 61ml da (n-ra)xp 

1a matriz da diferenciaa hacia ade1ant• de orden a. 

a• pu•d• ej•cutar de manera indep•ndi•nt• a 1a anter~or y con-

•~•t• •n ca1cu1ar 1• •atimaci6n GN reauiariaada 

(10) Para nueatro ••tudi.o •speri.mental. ae tcm6 a c5 -10-•. 

( 11) llU•atr• el.ecci.dn ~ue es - 2 x 10-., • 
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.!., - , ••• + y.,-.•. z. 

para !. •• •1 •ode1o 1.i.nea1. 

con .!. - co,. a 1 zJ. 

•i•ndo • una ••tria ai••tr1ca poaitiva derinida<•• dada¡ y en do~ 

de •l. parSmatro de r•aul.arisacian y es d•t•r•inado ••diant• 1a 

reaol.uci8n (con ZEROXN) de l.• &CK&C~6• de •eudo-opLi•&l.4d&d 

dadas por (~.3.7) y (~.3.11) raapectica•ente. 

Con fines comparativos el. par&metro y es ta~~i•n datar•ina-

do mediante 1a minimizacien (con FMIN) de l.a est~~aci6n <•••sada) 

CcyJ - vc(y) + b~Cy) para el. •cacciv1 ~.aª>· 

ALGORITMO. 

D•tos de entrada: 

ax,. bx 

ay, by 

N 

p 

(•). 

( 121. 

extremos del. intarval.o ( a,.bJ • 

extremo• de.1 intarval.o (c,.d). 

es el. nG•ero de "obaarvacion•s" y.i•r(xi.) +c:L • 

igual. al. nGmero de renal.anea de a. 
es el. nG•aro de nodos de cuadratura.~gual. al. nG•ero 

de col.umnas de s. 

v•••• •1 p~• de nota (5) en 1a aec. 4.2. 
En nueatro ••tud~o exper~••nta1 •• to•d Ta -a7/32. ~ •• 
trabajo con e -a y con e-•• •· 



--
ORDICR 

SGllA 

FASE 

121. 

J.aua1 a 1.2, •••• 11¡ correaponde a uno de 1oa 11 

1oa cua1•• •• descrJ.b•n en l.a aeccJ.6a 

con .. .,. •O• ae •a1• 4•1 proara•a. 

cJ.o y 3 para Punto Medio. 

el. Va1or (opciona1) de a•0.1 45 2 en (~.4.2) 9 

•1 ord•n de l.a r•au1arizaci&n. 

en e1 va1or de a en (4.4.5) 9 1a desviaci6n estan

dar con l.• cua1 •• aeneran 1os nGmeros a1eatorios 

Et.• :l • 1, ••• ,n¡. para l.a construccidn de1 v•c~.;>r 

de "obs•rvaciones" y (cS • 10- 5 en nuestro eet...:dio) 

Se generan 1as matrices S de nxp. B de pxp¡ y e.l vector 

de "observaciones'' xa 

a). S 
nxp 

b). B +'% sJ. ORDER •Os B .. ala•J+aX. si OIU>ER( •m) >O¡ con 

b••• • 1a ••tri& alaaJ (tridiagona1 si OllDER • 1. 

y pentadJ.aaonal. s~ OllDSR • 2) de d~ferenc~aa d• or

den za d••crita •n (4.4.3). 
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e). y .. , (y, •••• •Y.>.¡ YJ. - rcxJ..) + EJ. con b••• • J.• "1'unc't.ion" 

PrCX) para r(a) y ia ••n•rac.i&n de • ndmeroa a1eetor.io~ 

(con b••• ~n UIUUID> EJ.. - •CO, 4ª>· 

FASE JI 

1). Se aenera e1 aode1o J..ineai 8 (9 !!_ + ~ • ~)I 

Si ORDER >01 

a). cal..cuia con DP•rA-L:INPACX l.a descor.:ipo•.ici.-6n de Cho1.•sky 

d• 81 

a • R'R con R tr.iangul.ar superior 

b). se genera a ia matr.ia '· 

... - •• -1 

S.i ORDBR • Os 

2) Se caicul..a con DQRDC-L:IMPACX 1.a descomros.ic.i6n QR de 91 

O ortoa:ona1. M •• 

i tr.iangul.ar •uper-.ior P X P 
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•>. QTY - g• X. 

b). ~ - a- 1 ~1· con:, s~•ndo.•1 vector cuyas component•• 

son 1as pr.imeraa p componentes da orY. y 

e). RDS -x_ -9~ el. vector rea.idual. para e . 

.._). Se cal.cul.an • para •1 model.o S.!, + ~-x. con·!:_ -N (O.a ªX> , J.as 

••timac.iones .insessadas ~y 42 para~ y a 2
: 

a) • i • R- 1 ~· y .. 
b). 6• -u llDSU !/(N-P) 

5). Se cal.cul.a con DSVDC-LXNPACK l.a descomposici~n en val.ores 

s.inaul.ares de Ra 

6). Se cal.cul.a: 

d • Ü•c - -· 

i üav• 
P•P 

!:l. - d.t.agC•, •. • • ••p> • 

Ü y V ortoaonal.eo 

.=,, como en el. paso 3.b) anterior. 

7). se cal.cul.a y •Y•o resol.viendo con ZERON l.a ecuaci6n de s•udo

opt.imal..idad s 

- "t·b~(y) - o, con -r• - 27 n 
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•n donde 

y con fin•• co•p•ra~ivo• ta•bien •• c•1cu1a a y •yop• hal..1a~ 

do con r.MIN •1 punto d• m~ni•o de 1• ••timaci6n •••s•d•· --
8). Se c•1cul..an 

a). vc(O), 1a es~imaci6n inseaaada para •cac<!!.1 ~. 6 2 ). 

b). CtY
80

) 9 l..a estimaci6n sesgada (~.3.13) para 

•c:ac<i.y1 ~. ó 2 ) con y -y 90 ¡ y para comparaci8n• 

e). CtY0 p) • J..a estimaci6n sesgada (4.3.13) 'para •cm<i.y•.!.•4ª> 

con Y -Yop'" 

9. Se caJ.cuJ..a estimaai6n GM r•gul..arisada !.y con y •Y.0 (y con. 

al. ~ - (y:l + 62,-1 A !!. 

bl, !!.y -v.-. 
e). .!!.y -.-. ~ 

(13). Aqu~. Wi. •1 (p•ra toda J.)• ai. C -&1 y wi. -•~(:l. -1.a •...• p) 

•i. C -a•&(i.e. G .... 'W'). 



Pro~1••• k•rnei • t' ••••• u .•••• · 
(t'unoj,6n- kernel.. l.a4o d•••allo. ·aoJ.ua·.1.en •••eta) 

npz-ob • • • • n • • • • p ••• ·• o•••n • • • • nacer ••• ·• 
•••a<•> •... 
•a•cor<i> =··· 
va1o••• aj,nau1•r•• 

: ... : ... 
ecm GM • ••• 

prob1••a kernel.• •••• f •··••u• .... 
n :;::rOD =. • . n •. • • p = • • • orden dj,acretj,aac1.6n i: " ••• "(+) 

GA!-:(SOP) •••• <•> •c•s• lS ••• 

BE:'A ¡:XACTA BETA(SOP)Cal ERROR BETA(SOP> 1ª 1 BETGM 

. . ...................................... ·········· ................. . 
Zn 1a secc~6n s;l.gu1ente se presentan a1gunas sa11.das representat;l.vas 

de ias ~OS ·que se real.1.zaron. 

(•). •eca - _.,......paca Y-Yop con C'ty) ,,,.__ (4.3.13!) ••&~j,dn 11119--

- -· ~ can e-•· --..... ---· -· T -T ... .._ C(y) -
eat:.....,,iAln - ..... para.._; oc. c-s• St ·~9GP--...... para Y-Y- 9!!,. 

J.uaJ.&a de 1a •cuac:i.dn ele aeudo-apt:t.M,i..1.ded "(4.3.12) can C - a, Y.~.ap
-~--· -•T•Y __ _.... .. ._._ c4~31.1a1 - e-a.._ 

e+>. ·~·. •u..-ai.o•. o •punt:o --.ti.o• .._c1n. 111CSa. 

191. o -IC•I ..... l!unoi.lln •. • • • - l*I • 

(a). o __ , ..... ~ol.8a • ••• • - 1•1. 
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14.5. EJeaploa y •eaul~•••• Nu .. rtcas. 

En ••t• ••cci6n •• •••criben b••••m•nte. deatac8ndo aua 

principa1•• caracter~atic••• 1oa 4.&.&c..i.64c~c •1••p1oa •• pro

b1•••• M&e-pL&R~cado• que •• trabajaran experi••nt•1••nt• y -

qu• ~i•n pode•o• c1aairicar d••d• un punto d• viat• num•rico 

•n tres ciases o ca~•sorias: bL&Rd&. •OdV&4d& y dK~&. 

Dir9mo• que •1 prob1••a 

(4.5.1) fbkCx,tluCt)dt • f!(X), e ex e e!, 
'• 

es uno bLando si su funci~n n~c1eo k(x.t) ea poco suave. por 

ejemp1o 9 continua y derivab1e a traaoa; como ocurre con e1 -

prob1ema de1 c•icu1o numerico de 1• aegunda derivada (Ejemp1o 

10 de 1• 1iata que viene deapu6•). en e1 cua1 k(x.t) es ia -

funci6n de Green d•1 prob1eaa 

-y• - g(,a) con YlO> •YC.11 •O. 

D• ••ta cateaoria es tabmiAn •1 c1Aaico •jemp1o 4• Phi11ip 

(E:je•p1o SI). 

Diremos que 1• ecuaci6n integra1 (~.5.1) ••un prob1••• 

•Od~&do si su funcidn n4c1eo k(a.~) ea •1&•braico y 4• c1••• 

(eaencia1ment•) e-. Entre 1oa ejeap1oa tSpicoa de eata cate

aoria t•n••os a 1o• aiaui•nt•a 
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kCa.t) 1.IC• + t + la)• la > o CSj-1o 7) 1 

./ •• + t• (Sj ... 10 .,. ~ 

~·· 

•l (• ".'"t)• +11. 

Y direao• que e1 prob1••• int•&r•1 ~ ... s.~) •• uno ....,.,. ai 

•u ~unci&n ndc1•o ~(s,t) •• ana1~~1ca. coao ejeap1oa t~picos 

astan 1oa •i•uient•• 

k Cx,t> aoa xt 

l:oa cuaies correaponden & 1•• tranaf'or•ac:lones inver•a• "•od·.:. 

ficadaa" coseno y de Lap1ac•• r•s-p•ct_i.,,a•ente. 

Por otro 1ado • baj~ cierta• cond:l.~ionea • sa':lthies l 03' ) 

demuestra que ai •:kcx.t) •• continua ·a trozos y acotada·para 

•1auna r > o. entone•• 

·~ 
0(.i.-r-8), e>o. cu.ando i.+•. 

Eato es. a aayor •uavida4 d• 1a runci8n ndc1ao k(X,t) 4• 

1• •cuacJ.&n int•as-•1 ( .... 5 • .1)• ••. tiene un orden ••yor 4• d•c~!. 

aian~o a caro da •u• va1oraa ainau1araa ·~ cuando j, • •. 

Luaao ea -d• 9aparar • ai k(s,t) •.• ana1St:lco • c¡ua 

(4.5.3) ·~ - Ola.l) • O < a < 1. 

' 
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co•o •~•ct~•••••t• ocurre coa •1 aGc1•o •• Poieeoa <aec. s.2. 

llC•.t> • a• - eª 
:1•<•ª + p• -:aap -et-a)> 

~<1+:a .i, a•oo• qCt-a)>. a• p/a. 

cuyoa •a1or•• •inau1•••• eon 1/2w y a•/w. 

En •atoa d1tiaoa t•r•inoa pod••o• decir que 1• ecuacian i!l 

teara1 (~.5.1) ea un prob1••• ·~&Ado ai aua •a1orea aAnau1ar•• 

aiguen un patr&n d•1 tipo (~.S.2) con r un entero poaiti•o "P~ 

quefto" <••••••l. Ej••p1o 1>. o bien ai aisuen un patran d•1 t!. 
po (&t.5.3) con (diaaaoa) a :.01,/2 <••••• •1 E::l••pl.o 2)¡ que •• -

uno •odui&do ai aua val.orea ainauJ.ar•• aiauan un patren del. t!. 
po (&t.S.3) con (diaamoa) 1,/2 >a> 1/10¡ y fina1••nt•• que •• 

uno dK~O ai aua val.orea ainaul.ar•• aiau•n un patr~n del. tipo 

(~.S.3) con (diaa•oa) O< a e 1/10. Aal pu••• 1a acuacidn 

(~.5.1) con funci8n ndcieo k(x,t) anailtico. puede ir d• bL&R

do a du~o paaando por •Od~~&do. •1 prob1••• de extenei6n armd

nic• ea ei eje•pio ~!pico \Sec. 1.2 •• eje9p1o 3). 

Es ahora oportuno pr•••ntar io• •j••p1oa con b••• a 1oe 

cua1•• •• r••1iz& nueatro pri••r eatudio experi••nta1 d•1 Pri~ 

c~p~o de S&udo-op-C-'•~dad. 

Ej...,pLo 1 (Jenninaa et. ai. l~•I ). Eat• •j••p1o conate de 

cuatro en a!.·. todoa •11oa de 1a cateaor•a d• 1o• prob1•••• bL&!!, 

do•. ei cua1 conaiat• en a•n•r•r •1 aod•1o 1inea1 

•.!!. + ~ con ~ 
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:l). Se a•n•r• a1eator~•••nte a 1• •atr~a&-4• nap con Ya1or•• 

•:lnau1ar•• 

•.a.• :1-.i.,. :1•1,. ••• ,.p1 L(opc:lona1)•2•3•••·ª 5. Y 

:l:l). Se aenera a1 vector de ob••r•acion•• 

con 

en donde !? - .S!. con !. • 
Ej e•pLo 2 l.Jennin&• et. a1. 1168 1). E•t• eje111p1o a1 iaucl 

que e1 an~•c•d•nte. con•t• de cuatro en st. que van d• bL&a-

do a du~o. •l. cua1 cona:lste en a•n•rar el. mode1o 1inea1 

como se dijo en el. ejemp1o anter:lor con 1• diferencia da que 

ahora 1os val.ores s:lngu1ares d• • son 

•.t - .-i.,. :1 •1,. ••• ,.p1 a(opc:lonal.) • 2,.5,.7 6 J.Q. 

Ej~pLo 3 ~Del.vas L.M. et. al.. (SOS)). E•te aje•pl.o aa 

d• 1.o• •odCA.&do•. eata dado por 

con 

• J k(x,.t)u(t) dt ••enx,. O ex c1,. 

• 
k(x,t) • { 

CO•(.x-t),. t C X 

o • t > ª• 
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y ouya aoJ.vc18n ultJ • ~ ••t~•~•c• 1•• condicione• •• 'ront•r• 

natura1•• de 1• •••u1a•~aac18n •• pri••ro y ••aun4o orden. • 

Ej&•Jl~O lt (V•••h J ·•· 1 971). Eac• •• uno da J.oa a:la•pJ.oa da 

·.1a c1••• de 1o• .-..,. que oorreapond• a 1a tran•*or•ada :ln•• .. •• 

coaeno <•od~r~cada) y que •ata dado por 

• J coa - Q(t)dt·-••n•/•+lcoa a-J.)/aª, o e a e J., 
• 

con ao1uci5n u(t) • ~. J.a cual. cum~1• con 1a• condicionea de -

rrontera na~ur•1•• de 1• reau1ariaaci&n de •eaundo orden. f 

Ejc•pLo S (Be11aan Jl. •t. a1. ( 103)). Eata •j••p1o tiene 

funci~~ ndc1eo degenerada (vaaae ?i• de no~a (7) •n 1• pag. 22). 

por e1~o ea de eeper•~ que en su discretizaci6n a resu1te aene-

raiaan~• •inau1ar. y ••t• dado por 

1 f Ca-tiª Q(t)dt - xª/2 
• 

con •o1uc.:l&n u<~t> - t. 

28/3 + J./4, o ex c·i, 

• 
Eie.mp-f.o 6 (Lev:i.11 B.A. ( 107)). Eate ea ot:ro de 1os ejemp1os 

de ia cateaor1a de 1os du~o~ que corre•ponde a 1• transformada 

(mod1f~cada)inversa de Lap1ace. e1 cua1 esta dado por 

(' a•t U(t)dt 
J • ce••• - l.)/(x +J.), o ex e J., 

y cuya •o1uci&n ult) - et no cump1e con 1•• condicione• de rro!!_ 

t•~• nat:ura1ea de ninadn orden de reau1ariaaci&n. • 



EJ .. ~ 7. E•t• •i••P1o •• 1• cat•a••A• •• 1o• •o4&&c4•• 

•• de auewa oreac~en ~ ••~• ••4o por 

con 

• J (x+t+o.11-• a(t) .St - !!Cal. ecac2, 
• 

t! (a) - 5 - 10x + •(2.0a + 2.) 1nl 1 0. + .J.J.. >. 
10. + 1 

y cuya ao1uci&n ult) • tl10t + 1) no cuwp1e 1•• condiciones de 

frontera natura1ea 4• l.o• pri.••roa tr•• orden•• de reau1ariaa

ci&n. En a•nera1. 1• ecuaci&n int•ara1 

• f (J&+t + ,.,.-• uC.tl .st-t!ta>, o ex e a • 
• 

con 4 • Cn-1) "• en donde k • 1/Cp•.1) ea e1 paao de 1aa part!.

cionea uniforaea para l.o• interva1oa l0.1) y (0,41 de~ y n 

nodoa reapectiv•••nte. da l.usar al. •od•1o l.ineal. S.f!. -4. !.. • ~ 

con S • H•S siendo S • 4~a9(0 1 , ••• ,op> 1a matriz de peso5 

de 1a cuadratura ••pl.eada y H l.a watriz de Hi1bert rectangu~ar 

d• nap. 1 

Ej&•pLo 8 (Fo• - Goodwin (29)). E•t• ejeap1o ea otro de 

l.a el.••• de 1oa •odCAado•. •1 cual.••~• dado por 

• f ./x• +t• ult> 4t - !tt1+•ª> 3~ 
• 

y cuya ao1uci.8n •• Ul~) • t.. • 

x•) • 

EjeapLo 9 ~Pb~11ip• D.L. (7~\l. E•t• •1••p1o ••uno 4• -

1oa ci&a~coa que sorpren4ent•••n~• pertenece a 1• c1••• de ioa 

1 
' 



••••1•--• l.C..4•• ~9•••• 1• •••••vaoS•n •••·•l0 •1 e~•1 ••t& 
4•4o po.- • f lllO&,tl u<.tl 4t • C<:al, -· -• e :a e a, 

dond• 

-{1. 
o • 1:11-tl > 3, 

con •ol.uci.CSn dada po:-

-
\

1 + CO•brt/31, ltl C 3 
uC.tl • kCO,t) 

. o • ltl > 3. • 

Ej...,pl.o :10 (De1v•• L.11. •'C· &1.. li.OS)). Eate •jeap1o de 

l.& c8tegoria de ioa bl.&ndo• corrasponde al. e81cul.o n~••rico 

d• l.a seaunda derLvada~ 

• f 1<(:11:,t) ult> dt •<.:a1 -:al/41, oc :11 c 1, 
• 

en donde 1a funci4n ndcl.eo 

l x<.t - 1), 
,. ex.ti -

t tx - 11. t e x. 

•• 1• funci.6n 4e Green del. prob1•••: -Y" 

• o. Y cuya sol.ucien •ata 4•4• por u(t) 

9 <al con y (.01..Y (.1) 

t. • 

1 



EJ&mp~o 11 (Q1aako-TSjonov (3~) ). E•t• aja•p1o da 1• el~ 

•• de l.oa ••4a.ti•4•6 •• a1aa100 •• 1• 11teratara aov.:let1ca ~ 

••t:• d.a4o por 

1 J (wf la-t> • + .11 >-a u <t> dt • ~<a> • -.1 e x e 1. -· 
donde. con •ol.uc .:len u (t.) - (t.. - 1). dada. r (•) •• ••n•••d• po:r 

cuadratura nuaar1ca aobr• una part:J.cJ.dn del. J.nt:•1•val.o 1 -1, 1) -

(en nu••t:ro caao •• uao 1a rutina ADAPT 1 1 02 • ) > ª • 

En •1 cuadro ~.5.1 que v1e~• a cont:J.nu•c1dn ••dan l.oa 

porcent:ajea co•P•rat:J.voa de J.aa ••1idaa con reau1t:adoa ac•pt:•

bl.ea '-•> de un total. de 32 corZ".:lda• por cada crJ.t:erJ.o de e'.\.~c-

c.:ldn d•l. par•••t:ro da resul.ar.:l•acJ.dn (Seudo-opt:J.aa1J.dad y ~t! 

••1.:ldad con base a 1• ~unc.:ldn de perdJ.da Lc<i> - <i - !,.)'C<[-~> 

con C • a y C • •'•> • ~ por cada orden de r•au1ar1zac1dn de ce-

ro a doa. Se ••c1uyeron 3 corridas en 1as cua1•s e1 proceso se 

aborte por detectarse singu1•r~dad en 1a descompos~ciOn QR o 

de valorea singulares de 1a matriz~• SR- 1 de1 ~ode1o e. 

C1&•d~o ~ s.1 

OllD- Y•o v• y
00 

con e-• Yao va v 0 ., con e -••• 
o 2.1-•• VII 25.0• 3•.3• v• 28 • .1• 
.1 =-·· va 37.5• 56.2• va 65.6• 
2 =··· va 56.2• .. 3. 7• va 65.6• 

<•J. COn•i.d.r~• ccmo r•Ma1~• ac~1e• a t.odoa ac¡ue11a. que en pro
~º no clan manoe de una cJ.rra -eta .. 



O••a.t.v&c46• -.a.1. E• t•••1no• a•n•••1•• •• ob••••• 

que 1o• •ejor•• r•••1tadoa •• obtu•1e•on coa •1 P-""•44p~o 4e 

Op«4 .. t 1 d&ll coa •••pecto a 1• eet1•ac18a <•••••••> C(yJ •••• 

por (.lt.3.131) para -clYJ con C • a•a. 1 

O .. c..tV&c46a -.s.2. •••• 1o• ej••P1o• de 1• ca•• de 1oa 

prob1•••• •&••do• o •Odc.Modo• &~ PJ&.i.ae4p4o de ~e&&do-op.e.L•~~ 

dad. con r••p•cto • 1• ecu•c1dn de •eudo-op~1•a1idad C~.3.12) 

con C •a•a. dJ8 en c•nera1 bueno• reau1tadoa <v•••• 1•• ta

b1•• y 1•• fJauraa que ••t•n •1 fin•1 de eata aeccJ8n). Pero 

para 1oa eje•P1oa de 1• c1••• de 1oa .d-.-e• y •1 eje•p1o 5 (de 

runci&n ndc1eo d•aenerad•)• dicho principio no trabaje en s•
nera1 nada bien lv•••• 1• tab1a ~.5.3). • 

Ob•e~v&c~dft ~.5.3. Con re1acJdn • 1aa cuadratura• nu•~ 

ricas que •• •naayaron (Trapecio, sympaon y Punto Medio) en 

1a dJacretJzaci8n de 1a ecuacidn Jntesra1 de Fredho1m (4.S.1). 

1a cuadratura de1 Trap•cio fu• 1• que en genera1 dJS 1os mej~ 

res resu1tados superando c1aramente·a 1a de Sympson. ia cua1 

tiene un orden de trunca•iento auperior. A1 parecer ••t• ao~ 

prendente hecho •• ya de1 conoci•iento de otro• autorea. 1 

Ob•e~uAc.l6K ~.s.~. En 1os •jemp1oa de 1a ciase de 1oa 

b~&ndo• 1a reao1uci6n nu••rica dada por 1a ••ti••c1&n CR c1~ 

•ica reau1td a•n•r•1•ente •UY aceptab1e. En t•1 ci•cunatan

c1a. 1•• re•o1uc1one• resu1arisadaa eaenc1a1••n~• co1ncid1e-

bien puede apreciar•• de 1•• T•b1a• -.s.~. ~.s.s. y ~.S.6. 
La tab1a 4.5.5 correaponde •1 ciaeJco •j••P1o de Ph11iipa. • 
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.10000000••01 

.aaooooooa•o1 

.aaooooooa:•Ol 
·••ooooooa+Ol 
.SOOOOOOOE•Ol 
.600000008•01 
.700000008•01 
.aoooooooa+o1 
.•oooooooa•o1 
.10 .. 00008+02 
.llOHOOOa•02 
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OP8ETA 
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• !10029272••01 
.60016>••••01 
.7000350.JS•Ol 
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-••••4asoa ... 01 
.10995197••02 
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OP8ETA ERaOA 
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.11tU46978&-02 
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.1999561911:•01 
.299964498•01 
• ll999'13•71E•Ol 
•• 9W9799•a•Ol 
.9'99986298•01 
.699996118•01 
.000001••••01 
• 90001S9l••Ol 
.1000016•••02 
• l 10000A2S•02 
-119•9•••••02 
.12•••s7•a•oa 
.11•9918Sa•02 

OP•ETA Sll&Oll 
-.4894317'1&-03 
- • 2l'i0!1616E-03 
- • l 10:17072S-03 
-.66>;zaoos8-o• 
-.40126075&:-04 
-.a2asJ1•••-o• 
-.5554J90o•-os 

.9927S395S-05 

.17701497•-0• 
• l6J67ea2a-04 
• 144o:ua2a-os 

-.va•s517J8-os 
-.J2470:JllOa-o• 
- • 5aao42028-0• 

t • 16622009•-0l 
• 704336.98-0!a 
.13649216&-05 
.ooooooooa.oo 
.00000000&•00 

GMaH 
.99222359&•00 
.20056096&•01 
.:z9a72J5JS•Ol 
.40100S•OS•Ol 
• 499499181!:•01 
• 6006:i4 l llh·Ol 
.699]5301&+01 
• 7997990111:•0 l 
.90149616&•01 
-1000482411:+02 
.1&00409711:+02 
.130091~0••02 
.129796••&•02 
-13974772•+02 
.15001167S+02 

GMaS'l' 
• 99222]59&+00 
.20056096&•01 
.29072]5]8+01 
-•01005408•01 
.49949910S•Ol 
~ 600654118+01 
.699ll5J01a•OI 
.7997990la•Ol 
.. 90149616S•Ol 
.1ooo•az4a•o2 
• 110040978•02 
.12ooe1soa•o2 
.1297••••••02 
.11914172••02 

$ 

.. 1aoooooo1r ... 02 

· ~~~~iea. ~¡~;.. ¡~~::;.¡~;... ;.¡..;¡,:.;¡~~~;. i~P ............ " .. 
sóPGü..; ••• i:OOOOóóOóOOóóOóüii:2;." ••........•••..•• " ••• 

RSSULTS 
KJC.ACT BETA 

.1oooooooa+o1 

.. 2oooocooa+o1 

.JOOOOOOOll:+Ol 
• 400000001h01 
.soooooooE+o1 
,.60000000& ... 0l 
.70000000E+Ol 
,.áOOOOOOOt:+Ol 
• 90000000E,...CI 1 
• 100000001:+02 
.1100000011:+02 
.120000001: ... 02 
.130000001!:•02 
.14000000IC+02 
.150000001:•02 

SOP•&TA 
.9~222lS9E+OO 
.20056D'Ji16E•Ol 
.;?9872:i5Jll:•Ol 
• 40100~4011:•01 
• 49949918&+01 
.6006541111:+01 
.6993Sl01&+01 
.7997990111:•01 
.90149616.1:•01 
.100048241:•02 
• 110040971:•02 
.120091501E•02 
• 129796tt82•02 
.13974772E+O:l 
-15001167& ... 02 

80P8&TA saaoa 
-.7776411!.~-02 

• 200••14!:.•-o: 
-.42!14VOOl:fl:-04' 

• 251:.4~h<.&-03 
-.100164 >4&-(J2 

.1ovo1e&2a-02 
- • CJ242686~&-03 
- • 251240618-03 

• 16b~ 3945E-02 
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• .:t724d99~K-03 
.7Clo25J466E:-Ol 

- • l 5624667R-02 
- • 10020159S-02 

• 778007041:-04 

sOPGM. .• :: .. 6: i8009ti396i ;.;¿ i ot:: iO .•.......•......•••.•.. 
RSSULTS 

&XACT 811:TA 
.1oooooooa:•o1 
• 2000000011:•0 l 
• 30000000E•Ol 
.40000000E+Ol 
.. 50000000&: ... 0l 
0 60000000IC,...Ol 
• 700000001!: ... 0 l 
• tlOOOODOOl!:+O l 
• 90000000E•O l 
• lOOOOOOOK.•02 
• 1 lOOOOOOE,...02 
.12000000&•02 
• 13000000&•02 
.1400000011: ... 02 
.150000001:•02 

SOP8l:TA 
• 99877 2941!:-t 00 
• 19!11d90761E•Ol 
• 2999163311:•01 
.39999733S:•Ol 
.sooo1oe1a ... 01 
.5999968111:•01 
.7000011611:•01 
.80004l35E+Ol 
• 90006415ih01 
.10000!:>471:•02 
-11000097&+02 
.11999.127&:•02 
• l29Y84791!;•02 
.139977701!:+02 
. 14997279& ... 02 

SOPDICTA saaoa 
- • 12270605-1:-02 
--54619962•-o> 
-.21223194S-O> 
- • 66684746&-0S 

• 2173470JS-04 
- • 53126216S-05 

.16629761E-05 
• 5"4.192!.12711:-04 
• 112?116a18-o• 
.!t473b7228-04 
.11ao1a6a2a-os 

-.sa12oe19a-o• 
-.116'116640S-03 
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.. 1200•1•0•••2 
.. 1;a979aua+oa 
.. 13•7•77aa•02 
.1•••11a'7a+oa 

!A!..b.! 4.!t.l. CJe•plo con valores s.1ngul•rea •a• .. -•. Lea r••v.L 

&•dos p•r• •ao con e - a•• (enceb•a:•do ecmO) ••• ciar-•&• 
superiores • 1e •s&t•actón GM c1,atce • 



Figura 6. 

5 7 e 

., 

Solución uy regularizada para y -

con e - •••(encabezado• rapo). La 

correspondiente soluc1ún para y • 

(encabezado mf'•cO) se verla 

sobre ta recta. 

;· 

Ilustración gráfica de la Tabla 4.5.1. 
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.9'1a6JS:J'1a-04 • '19:1142:Jla-04 . ••a 1•••2•-0• . •11•0•0••-o• ..... eeoea+oo ' .ooooooooa.oo 
---- - ~····· 451125 

.57656580&-02 
.1979!t631&-03 
.626931!97&-04 
• 27aB027!iia-17 
. ooooooooa ... oo 

. S.M~i~i.. '7.ié.b. &~::ti~. -.:.biáMéa .. ·. · · . ·. · · .. · ·. · · · .. 
;.i¡¡.~;.~;.¡~~é.i.;~ . .:. .. t.~~p;.~.;idai ......................... . 

mGMe- •oooo.1a•••1•••11 U&ULTO 
UACT 8&TA 

.1aooooooa+o1 

.100000001!!+01 

.1oooooooa+o1 
• 1oooooooa•o i 
.1oooooooa•o1 
.1oooooooa+o1 
• 1oooooooa+o1 
.10000000&•01 
.. 10000000••01 
.10 ... 000&•0l 
.1•000000••01 
.1eeoooooa•o1 
.1oooooooa•o1 
• 10000000&•0 l 
.1eeoooooa•o1 

a.a&TA 
• 10238070&•01 
.1020146511:•01 
.10164a59S•01 
• 10128254&•01 
.. 1009164•& ... 01 
-10055043&+01. 
.1001e4:¡7a•o1 
.99818319&•00 
·••452264& ... oo 
.9.086209&+00 
·••720154&•00 
.98354099&•00 
.9798a044&•00 
.97621•••••00 
.97255•>•••00 

09'-TA 
• I02J8070&•01 
• 10201465&•01 
.10164a59&+01 
.101aa2s4&•01 
.. 100•1•••••01 
.1005504U•Ol 
.1ao1••>7&•01 
·•••1•11••·0• 
···•~22•••··· ·•-a•••••• ..... 2•1•••·•• ·••1···-··· 

0P8ETA &lla.OR 
• 231107042&-0l 
.20146492B-01 
.16485942&-0l 
.1:ZB25392B-Ol 
.916484232:-02 
.5~042925-E:-02 
.18437427K-02 

- .18168'l721E-02 
-.~47735101!'!-02 
-.913790691t-Ol 
-.12798457e-01 
- .16459007K-01. 
-.20119556&-0l 
-.23780106&-0l 
-.274406!!16&-0l 

0P8ETA &IUlOa 
.23807042&-0l 
.:ZOU16492&-0l 
.16485942&-01. 
.. l2a25J92&-0l 
.9164842>&-03 
.SS04292S&-02 
.1a•17•27•-02 

- .1a1•••72•-02 -.•• ,.,1 ... 0•-•2 
-.•1•7•M9•-•a 
- .127••••'7•-•1 
-.1••••••'7•-•a 

, .14i1567eaa-02 
.13962651C-03 
.56561111s-04 
.00000000•+00 
.00000000•+00 

GMB&T 
-.3249?4•9&•01 

.311000480••01 
• 377017••••01 

-.211184625••01 
.10092539&-0l 
.17416100& ... 01 
.16384249••01 
.139638891!:+01. 
.1359810911:+01 
• 77:J29039a ... oo 
.849241821l•OO 
.1019416911:+01 
• >0612245&-0l 
.2141>9•5&•01 

-.63641160S ... 14 

GNa&T 
- • 324•748VS+Ol 

• :JeD004eOa•Ol 
• J'l7017•4••0l 

-.21••••asa+o1 
• 1ooe2s1••-01 
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s 
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di:.;;.;;,¡aet¡.;.; ·.:. · · t;;p;.;.;¡d;i · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · .. · 

aorcoru• 1. ooooooooooonoooa-2s 
·utS1JLTS 

E:.:..t.CT O•T& 80P8kTA 80l'a&T& l:IUUllt ~ .lOOOOOOOE•Ol .17444:.?QOB•Ol .14441.95'11:+00 1 -.>24 • ., ...... , .lOOOOOOIJE+Ol .8774~249&,...0C -.12~5475la•oo .. .. >aooo4aoa•D1 .1ooooooos ... 01 .e7eo:.;e~6••oo -.12:197\448+00 .1'7101'7• .... a. .1000000011:+01 .81864884&+00 -.1"!135116&+00 - .. 21M4aa•• .. 1 .1000000011:+01 • 878t.5594&•0C - • l..-? l 3440•a:+OO .100•2•1••-•1 .lOOOO?OO'lt•Ol .87768345&+00 -.12:-11•ssa•oo .11•1•1•••••1 .10000000!:+01. o l3l.ü5177&+01 .31851171••00 .. 1.184249&•01 · • lOOOOOüOE .. 01 • l.316034211:+01 .)160341911-+00 .1196:1 .... +0l .100000001: .. 01 .879433908:-+00 -.12os••1oa•i>O .13s9e1o•a+o1 .1ooovcoo11:+01 • aaoo!!i915a ... oo -.11994085&•00 .77la••>•••o• .100000001!!+01 .8802633311:•00 -.1197366'1&+00 ..... •2•1•a•+oo .10000000&•01 .880776671!:•00 -.119221:13!!:•00 .1e1e•1••••01 .1000000011: .. 01 .8799022411:+00 --12009716&+00 .. 106122458-el .100000001:+01 • 13202303&•01 .320230321!:+00 .21•11•••• .. 1 .10000000••01 - • 49451287&•04 -.494612•78•04 -.•li•41&aU+l• 
·;~;~it~·~ith·i~.;~ti~.;·t~~p:bi~~~:~~i~ht~:·iepc>····· 
di~~;.~~.i~~ti~.; . .:. .. ;_;~p.;~¡,.id~i .......................... 

SOPGAH 1. 66490856971221611:-05 
Rll:SULTS 

SXACT BETA SOPB&TA SOPB&TA """"" GMa&T .1000000011:•01 .10308445&•01 .30•444~3&-0l - .. >24•74e9••CU, .100000001: ... 01 -102078768:+01 .201a1645a-01 • aaooo•••a+o 1 .100000001:+01 .10122894&+01. .12289442&-0l • :177017••••0 l .1000000011:+01 .10071998&+01. • 719.773411:-02 -.a1ae4•2!!Sa.,.01 .1ooooooow ... ol. .10059856&•01 .59856426&-02 .1009253~&-0l .1oooooooe•o1 • t00715llS ... 01 .71532033&-02 .11416100S+Ol .1oooooooe•o1 .10077273S•01 .772727~51S-02 .16:1a42451a•o1 .1ooooooos•o1 o l004772l1C+Ol .47721201a-oa .1J96:Jee911:•01 .1000000011:•01 .9979~8191:•00 -.2041a1o!lia-02 .llS9810•8+0l. .10000000.11:+01 .98970871&•00 -.102912goa-01 .. 7'7129019&•00 .lOOOOOOOE•Ol .9.279415&•00 -.172o!tasJa-01 ... •2•1eaa+oo olOOOOOOOE•Ol -9788779~&+00 -.21122os2a-01 1 .1e1e41••••01. .1000000011:+01 .97796205••00 -.22037946&-0l 1 ·•••122•••-01 .10000000&•01 .978679651!:•00 -.21320~!1i0&-01 .. .a1•1.••••••01 .1oooooooa+o1 .97939725&•00 -.206027S!lia-OI . --••••11••·1• ······················································ 
TAMLA 4.~.2. ~ste oJe~plo no tr•~•J6 con OAOE• O¡ atR .... r••• 

1o• re•ult•dos ob~entdos con O•Dt• 1 •••" •w•erterae a lea 
•• la estte•ct6n GM c16stce. 

• , . 
• 



·----- --------------.---

Soluc16n uy regulart&ada para y - Yao 

con x • s•a (enc•b•&ado ~apO). 

a Soluc16n debida a la est1•ac16n GM clls1ca 

Figura 7. Ilust~aci6n Gr&fica de la tabla 4.5.2. 
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COnll(T, • .1S•9S30!'9••2!t 
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-•7•>••J7E•O~ .77S•o••••·o• 
• l>•Ol>-•-07 • l0731SOe•-O• 
-•••••••o•-1• .s6soo29e&-17 
·••011•s••-1• .19694120•-1• 
.ooooeeooe•oo : .oooooaooa•oo 
ca-- - :ao2:1 .•!tae47a•s•a!io 

.1Y679197E-Ol 
.O!teSel92K-l2 
.209S27lll!:-17 
.t.1205231&-19 
.00000000&•00 

. ¡.~;~¡~;.~~~h. ;;,;,,;;t_¡¿;,,. ~~~:b¡~~~ .................... . 
d~;;;ret.¡~~~ ~~;,, ·.:. · · ~~~p~¿:i · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 

a.GAll• 9793M.9.J!tl92040!t9 
-llUL.T5 

&llACT llli:TA 
.1ooooooow;.01 
.lO'J40eleE•Ol 
• ll!ioJ!t6!tOIC .. Ol 
.12Jlll9766E .. Ol 
.lJ307122tc+Ol 
• 14292eOOIC•Ol 
.1SJ!t06JOE .. Dl 
• l64072lll!:•Ol 
• 1'J'J0795'01t•O1 
.1901V071S•01 
.20427271S•Ol 
.2193973!.S•Ol 
.2>!t64lat&•Ol 
.2!t>0••10••01 
• 271•2•1•&•01 

OP&ETA 
.85tl09790E•OO 
.9e09199~K+OO 

.110)74201!:•01 

.122656eOE•Ol 

.1Je9.Ja61E•o1 

.147220811t•Ol 

.1S9!t0302E•Ol 

.. 1717aS22&+01 

.. le4067e:u!:+01 
• l963496llt+Ol 
.2086lllt4&•01 
.2209140eE>t-Ol 
.2331962':1E•Ol 
.2e~e7Be!tll:•Ol 
.2!t776066S•Ol 

.;¡~.;;~t¡;~;_~¿.; . .:. .. ~~~~~¿:i .......... . 
oPGAR• 4. ~ l lOe9914 J!t2759&-12 

-SULTS 
&&ACT BETA 

.1000000011:•01 

.10'140•1411:•01 
• l l9ol!a6!:tOS•Ol 
.12>••7••••01 
.1 :J:I071221t•O l 
.14292eOOK•Ol 
• l!>J!'a>06JOIC•Ol 
.16•e721.Jlt•Ol 
.1'1707•~oa+o1 
.19019071&•01 
.a••2'1a711r.01 
• a1•~•'1>!ta•o1 

OPBl!:TA 
.101439041C•Ol 
• lOB!t920'!:tE•Ol 
.11!184942&•01 
.12J'!:t22641t•Ol 
.lll9462:Jlt•Ol 
.141 J86:J7&•01 
• l!:t20,j973S+Ol 
.l•ltt:1262&•01 
.17700'1!1o91t•Ol 
• l910'JO!t'1&•01 
.ao!loaa4••••01 
.2211•9428•01 

OPBETA ERROR 
- .141902101!.+00 
- .8ó701944&-0l 
-.e31904!tSE-Ol 
- • l001H391E-Ol 

• le033009t:.-Ol 
.l006:Jt106e-01 
• 3':il064<j63E-Ol 
.419300!»01!:-0l 
• 3~46212'!:t1E-Ol 
• 32 3H:.!~')71!:-01 
• 21.J39762E-Ol 
.69129<j2•t:.-02 

- .103784481!:-0l 
- • l00710l51!:-0l 
-.517!tl')l!t1C-Ol 

OPBETA li:RROR 
.14:JY0428E-Ol 
.11060149E-Ol 
.e272Y<j66E-02 

- • J026tUl 7E-02 
- .tt4S404!:t51!:-02 
- .107~81991!:-0l 
- • 9!1513110021:-02 
- • 56!jB42b61t-02 
- • 4060!t•41K-03 

.4626200•lt-02 
• 7B911962S-02 
.Ol6el2!:t6S-02 

.1S999e22E-OS 
.660!tl22•&-14 
.19•2S099E-17 
• ooooooooa+oo 
.ooooooooa+oo 

GMBET 
.107829621!:•10 

-.264e6306E•l0 
• 232041661!:+1 l 

-.29024:13281!!•11 
.891383111!:+11 

-.•27474741!:•11 
.508650391!:•11 

-.892!>0483E+10 
-.518370771!:•09 

.4:?e95l22E+l0 
-.451125l'!:tE+lO 
•.27D6253U:•l0 

.Hll2749BE•l0 
- .1954S77!tl!:+l0 

.ll55131lE•10 

CHbET 
.• 107U2YU2E+l0 
- • 26446306E•l0 

.23204366ii:+ll 
-.29025.i2Bll.•11 

.lt9138311E+ll 
-.42'147e74E+ll 

.508650:t9i!!•ll 
- • 111Y25otan:+10 
-.!1111137077E+09 
.42495:122~•10 

-.45112!5.l!loS•lO 
-.270•2s:na•10 

.2J!t6•1•4••0l 

.2!UOe910&•01 : · 

.211•2•1•&•01 : 

• 2l674le6S•Ol 
• 2!t2l962:JS•Ol 
.2600.!tll!llS•Ol 

.467665028-83 
-.;nJ'JA•sa•-oa 
-.1:i••••a•a-01 

. ~;e:.1t.; · .:-it.h ·¡:..;.;~¡¿.;·¡~¿p.:.;¡~;~.:.· i~P · · · · · · · · · · · · · · · 
di~~;~t.¡;~~¡¡,.; . .:. .. ~¡~~~¡,.; ............................. . 

80PGAN • l.OOOOOOOOOOOOOOOE-25 
aaSULTS 

aXACT BETA 
• lOOOOOOOE•O l 
.107404141!.+01 
• l l!io3S650&+01 
.12J89766E+Ol 
• ll l07122E•O 1 
.1t292eooe:+o1 
.15JS06JOE•Ol 
.164872131!:•01 
.177079501!:•01 
.19019071!:•01 
• 2oe2727lf:•Ol 
.21'.139735E•Ol 
.235641841!:•01 
• 2!:tl08910E+Ol 
.27182818E•Ol 

SOPBETl'I. 
- .1253111419E+05 

• 452375991!:•0• 
• 69oeso2 4!:•04 

- • 146218911:•0• 
- .8!t677330E•Oe 
- • 714225.04E+04 

.245616J!tE•04 
. 999563506:•04 
• b98557b41i:•04 

-.22S80091E•04 
- • 8]591769E•04 
- • 534726161!:•04 

.45291240E•04 

.5"/2610011::•04 
- .11430167&•05 

SOPa&TA &llllOa 
-.12!t>••:i•••o~ 

.4.;:109oesa+o4 
• !:t9t14360!t&•04 

-.11t111!lle•s•o4 
- • 64 l'lteS6MS•04 
- • •9982 3651!:•04 

.1599040•&•04 
• 60bl 7so•e:•04 
.39438827E•Oe 

- • \lt1H23e2:E•Oe 
-.•09316!t41!:•04 
-.24l825901C+Oe 

.192103721!.•04 
• 22b 14831U:•Oe 

- •• 2059234&•04 

·;~~~it~·~ith·t~~~t~¿.;·r~¿p:b~~~~d:~~igh;.~d.:.·r~po····· 
¡.¡;.;~~ti;~;.¡~;, . .:. .. ;.¡,~p;.:,,; ............................ . 

SOPGAH • 1.000000000000000~-25 
R&SULTS 

KXACT SE'l'A 
.10000000~·01 
• l07e0414E•Ol 
.1153565.0E+Ol 
.123tt9766K•Ol 
.1Jl07122E•Ol 
• 14292<l00P::•O l 
.15350630E•Ol 
.16487213!:•01 
.177079!)0!:•01 
• 1901907 lE+O l 
.20427271E•Ol 
.21939735E•Ol 
.23564184E+Ol 
• 253089101:•01 
.211e;u11e1:•01 

SOPUl:!:'l'A 
-.125384J<jE•05 

• 452 .J7!J'.19E•04 
• 6'.10450~' 4E•04 

-.146218'#18•04 
- • U56./"/J.10E•04 
- • 7142~5041!:•04 

.245blbl5E•04 
• 99',f!Jtl J':IOE • U4 
.6<jtl!J57tt41:•04 

-.22Sh009llt•O• 
-.tl3591'/b'#l::•O• 
- • !Jl472til6E+Oe 

. 4529 l 240IC•O• 

.!t726100lt::•04 
- • l le:tOlt.71:•05 

!:>OPDETA EltM.OR 
- .12539•39&•05 

.4210!.lOeSE•Oe 
• 59843605&•0• 

- .1 ltll lSBlllE+Oe 
- • 6•394568&•04 
-.4<:.198236!1.E•Oe 

.15990408E•O<l 
• 606l 7804E•04o 
• )94388271!.•0• 

-.118823421t•Oe 
- .40!U1654C+Oe 
-.2e:Jt12590&•04 

.19210372&•0• 

.22614830&•04 
-.42059234&•0• 

GKa8T 
.107•2••:1••10 

-.2A44tJO•S•1D 
.a:1204~••••11 

-.a•oas.>:1•••11 
·••1>a>11a•11 

-.427•7•7•8•11 
• 500650]9••11 

-.11192504•1••10 
-.51e:no778•09 ,r 

.•2•95322••10 . l 
-.t.!UJ.:1•158•10 
-.27062531••10 

·•1l:l'J•9aS+l0 
-.1954a775S+l0 

.1:J5S13118•10 

GllHT 
.107az•e2e+10 

-.26446:1068•10 
.23'10 / 166••11 

-.2S.'.Ji5328S•11 
.B91Je311K•ll 

-.42747e74E•ll 
.5oeasc1•s+11 

-.89250'4fllS+l0 
-.s1a:11017a•o• 

• 42495]22&•10 
-.•Sl12515S•10 
-.270A:ISJ1S•10 

.a11274••••10 
-.19!145775S•l0 
.1~5Slll»S•1e 

TAbLA 4.~.3. P~rd cst~ cds~ ~~u nu dj buenos r~•wltadoa. Sten•o 

est~ eJemplo de los du~u4. 'u~ con e• a•a d' r•awlta•oa -
•uy •cept•bl~s. N6t~s~ que Hiu_ - 10••10 • 

..... 
w 

"' 



---·--------------
! 

:·~D~~t'':''*ti ~±F :+_" : . •·.· ,..~tt-'!:~'·.:~:-ocl 
L.Jf Soluct6n uy regulartzada para i 

• Soluci6n uy regularizada para • l 
: ::~>~on e -•'•(encabeza/do M(~J•e• t 

:.:'.;: •• ::; e • <•••••••••• • 1 

I 1 

•.. .! 1 

(.O 
\ 

Aqu,. uiu_ 10". 1 

Ftgura 8. tlustrac16n grlfica de la tabla 4.5.3. 



...... 
·····················.-¡,.¡¡.·························· 

.W-*i• · · .e;~i~e.1rt•a•;;;•w¡ ·: ¡.:.¡ éi;a••>••é:iii i:;••>ii:.. 

........ • ill• • n• 17 pe IS DC'lller• a n .. r• 2 

..... - 1.••••0••••••0000•-·~ 

..... • 1. a ••••••••••Ta•~•-as 
~ITI • .ll76•71e8•21 ............ 

• ••••2a•o••os • 702a112•••0• 
.a•7111•1a-os .eoa11211•-o• 
.61S774t2•-o• .s2es•2s5a-10 
-••1•767••-1• .2soe1s21a-1s 
.... ooeo•••oo : .00000000••00 
--- • a172.oa••1•o•as 

.35247563&-03 
.. 552681078-07 
.:1629581•&-ll 
.S0049B9e&-17 
.000000008•00 

. ;~:.it.~ . .;,~;.h.¡¡.;.~;.¡¿;.. ~~:ta¡~~~ .................... . 
di~~;.et.¡;~t.;¿;. ·.:. · · t.~~~;.;¡¡.a¡ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 

Cl9GAll• sat102.2•••>2272l7 
USULTS 

&&ACT a&TA 
.ooooooooa•Oo 
.11e2as11a-01 
.1e2as114&•oo 
.aae:zas7Uc•oo 
.aes71e2"&•00 
0 JIS7142a6&•00 
• ea•'-.,l•>••oo 
.sooooooo••oo 
.S7142a!t7••00 
.642aS714&•00 
.7143•~'11&•00 
• '1•5'1 l4:Z91t•OO 
.e!li'114a•6••oo 
.•a•!li714l&•oo 
.1eooooooa•o1 

OPBltTA 
.4V92V981tt-02 
• 756916961t-Ol 
.l46l94l9K•OO 
.2170950911:•00 
.28779579&•00 
.35849649&•00 
.4291971•&•00 
.499897•9&•00 
.5705.Va!ioa&•OO 
.6412992•&•00 
.7119999•&•00 
• 7a21oo•aw: .. oo 
.as:1401l8ll:•OO 
.92410208&•00 
.994.0277&•00 

OPBETA &ltaOll 
.499299611:-02 
.426~1250&-02 
.3~37251911:-02 
.2110937S8E-02 
.208150561t-02 
.1353632511:-02 
• 62!io75!Uo0&-0 l 

-.10211373&-03 
- • 829!Ut6S5E-0 3 
-.l5578600t.:-02 
- . :;ue~7 3 :1 u:-02 
-.lOl:J6062E-02 
-.37•14793&-02 
- ••• 69l~251t-02 
-.519722561t-02 

· ;e~.:.it..;. · .:rii.h · i¡..;~t~¿;. · ~~:;,¡~~~.:~¡Q.;~.;.¡.: ·~;..;.o······ 
di~~~~~¡;~~~¿;,..: .. t;~~;~¡~i ........................ . 

CWGNI• a. 596997 :103415'11•5•-11 
-SULTS 

S&ACT META 
.00000000&•00 
.71•:1•5'11•-01 
.1e:ias'J14&•oo 
.21e:za9111a•oo 
.:zaS'11•29&•00 
.3S'1leaa•&•OO 
.eaas7&4J&•oo 
·•••oooooa•oo 
•• ,,.28!11'1••00 
·••2•!171•8•00 
• 7142a•·n••OO 
_., •• ,1•2•••00 

Ol"MltTA 
.a:1a27s!iooK-02 
.7•11a214a-01 
• 1• l J5004&•00 
• al l l02'!:t!la.oo 
.aa:1J912aa+oo 
• J574!t011&•00 
• 4:ta11129E•OO 
.!1062466911:•00 
.S7a9•2J6&•00 
··•97•75•••00 
.71•••••1&•00 
.78S42!1J9a•OO 

OPtU!:TA ERJtOll 
.83227~50&-02 
.261Ut6•231l-02 

-.1~0710461t-02 
-.:11al1••:1a-02 
-.2ll'J063!1&-02 

.:J072S04a&-Ol 
• :l54 lA6lloa-oa 
.624••••••-oa 
.75JJ1•s1a-02 
·•••D•4•>•-oa 
• 42o:t•••va-02 

-.ae•••a•••-o> 

.. - )f 

.21214••2&-04 
• 64>0••>l•-o• 
.1999722•&-12 
.00000000&•00 
.ooooooooa•oo 

CM8ET 
.16962•7•&+01 

-.12744587E+02 
-.3.684249E+Oll 

.148998ti91!:•05 
-.239502941!:+06 

.22as2512a1e+o7 
-.13405032&•08 

.550772491!:•08 
-.159119901!:•09 

• 31966588&+09 
-.45;21642911:.+09 

.43712196&+09 
-.27467449E+09 

.1009:tlll19E+09 
-.32879668&+08 

GMBET 
.16962474&+01 

-.12'1•45871:+02 
-.3.6842491t+03 

.14899889••05 
-.2]95029•&•0• 

.222!.12528&•07 
- • 1 :J405032E•OA 

.550772491t+09 
-.158ll9901r•09 

.119665••&•09 
-.4s216•2•1t•09 

.•171219•••09 

.a5714a••S•OO 

.92a!l7 l.l&•OO 

.10000000••01 

.as10:1a1a1t•OO 

.9l!t90l24S•OO 

.9aOS:l215&•00 

-.6106.7678-02 
-.12•••1•2•-01 
-.1•••'1·~·•-01 

· ;ee~ite · ~itb ·¡.:..;~t.¡.;.;· ¡9.;p.:.t.1••~.:. · i~P · · · · · · · · · · · · · · · 
.;¡;~~.;.t¡;ec¡.;.; ·.:. · · ;.;.;..;;.;.;¡;.~¡ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 

SOPGAM - 1.oooooooouuuuuoo•-Z~ 
•asULTS 

EXACT 8&TA 
.00000000&•00 
.714285711:-01 
• 142857141!:+00 
.21428571&•00 
• 28571429&•00 
.Js114ae61:•00 
.428~71431:•00 
• 500000001!:•00 
• 571428571!:•00 
.64285714t.:•OO 
• 7142857 llC•OO 
• '1857142911!:•00 
• 857142861!:+00 
• 92ti5714lE..-OO 
.100000001: .. 01 

SOPtit!;TA 
.6256J6921t-Ol 

-.13263272E•Ol 
. 2113 :J97721:•0:l 

- • 2630S9!10E•03 
• l .l02]J501!:+04 

-.:l!teS9151E-..04 
.4900<,)72411:•04 

- .167!t98•2E•04 
- . l':J27.l518E+04 
.;.!t.19950~1:•04 
.2~4492861!:•04 

- • ~ 38405'16E•04 
- . l~lblt6396!:•04 

.219062781:,..04 
- .122777!1.8 .... 04 

SOPBICTA ltllllOR 
.6256:1692&-01 

-.1:1977558!:•01 
.28196915R+02 

-.a6l273781t+O:J 
.13020•92&•0• 

-.3!>462722&+04 
.4900!t•381t+04 

-.16764••2&•04 
-.35279232&•04 

.261V3077E+04 

.25•4214lE+04 
-.23848•1>&•04 
-.15694967&•04 

.21896992&•04 
-.122877!ta&•04 

·~.;.;~it~-~ith"i~;.~~¡¿~·t;¿p:b¡.;.;~d:~~i9ht~d:·;~pó····· 
:ú;~;~t.;.i;.t¡~.;.:. .. ~;;.p¿~¿id:Si ........................ . 

SOPGAM • •• 948622l410409J9E-10 
R.li:SULTS 

EXACT BETA 
• 000000001:+00 
.7142tt57U:-01 
.142857141!:+00 
.214265711:•00 
.285714291!:•00 
• .1!J7142d61!:+00 
.4211571431:•00 
• 500000001!: ... 00 
.511428571!+00 
.6428571•E•OO 
.714285711t+Oo 
.785714291!: ... 00 
• B!J714286E•OO 
• 928!J7143E•OO 
.10000000&•01 

SOPBt::TA 
.• 59~3046t;-02 
• 7 3379416E-01 
.1.287101E•OO 
. 21 J6:t60lE•OO 
• 2e~1062ot: ... oo 
.35ttlb6·11oe:..-oo 
•• :11.8756 lE•OO 
.,04667621!:+00 
.5"1650~361!:•00 
.6470d421E+OO 
.7lt.31Sl9ttE,..00 
."lt14:S66871C+OO 
• ti':J l 536281:t•OO 
.9l620':1271!!•00 
• 98472216&+00 

SOPBl::TA ERROR 
.45953046&-02 
.19508447•-02 
.ll8681141E-04 

-.b49681211t-03 
-.ts087B539E-05 
.1~24247•E-02 
.330420l9E-02 
.•66762091C-02 
.!t0it078'1E-02 
.42270680E-02 
.20342622E-02 

-.13474167&-02 
-.~606577Sa-oa 
-.1016a159a-01 
-.l!.2778438-01 

-.21e•7•••••o• 
• u.10•>•1•••0• -.aa•1•• ... •o• 

GllllKT 
.16962474!:•01 

- .1274•5&7&•02 
-.a••••~4V&•OJI .a•••••••••os. 
-.a:s•••:i•••••• . aaas2•2•••o't 
- .1 :s•o5012a•o• 

.!t!t0'1724o9&•0• 
-.1!1811990&•0• 

.:J19665••••0• 
-.•s21•42•••0• 

.4:s7121eda•o• 
-.a7•674••••o• 

.100•>•1•••0• 
-.:12•1••••••0• 

GIUIST 
.16962474&•01 

-.1214•se1a+o2 
-.ll4•B•24911P .. 03 
.14e99Bt..~~+05 

-.2:J9~02~••+0• 
.222~25:2eE+,;7 

- • 134050128 "'UU 
.S5077249P. .. 09 

-.1sa11•9os .. 01 
.:11eaasa•••o• 

-.•s:i1••a•••o• 
.4>7121••••0• 

-.a74&?449&•o• 
.1ooe:sa1•a•o• 

-.>a•7••••••o• 

TABLA 4.~.4. [n ~ste CASO lus result•dos p•r• Yeo y y
0

p coñ 

e - a•a ~on comp•r•bles. Aqwf. K.<•> ~ 2.6•+14 • 

K
4

(9) ~ 1.3~•~2. Nótese qu• U~U : 10e+O• • 



Ftgur• 9. I1ustraci6n gr4fica de 1a tab1a 4.5.4. 

X So1uci&n uy regu1arizada para Y - y•0 con 

e -.a•a (encabezado - ~apO). 

So1uci&n Uy regu1arizada para y - Yop con 

e-a (encabe&ado -·--b~•.-d>. 1a mejor so 

1uci&n en este caso. 

\ 

l 
l 
' 



&nlo • 

........................................................ 
ri~:-·.-r~i~i;~c · p¡ ·; · é• ·: · ~¡;;;: ¡;¡•:¡~;¡;¡:::: .. 
npr..-. • ill• o n• 17 pe 1!1> ord•r• 1 n••r• 2 
.._. • i.oooooooooooooooa-os 
.. '1'91im - ª·••aJ•917•a:>,••!t!ll•-o~ 

C'enclc ,.., • • ••!ll!l497!11a•o• ••ne. v•lu•• 
.. 1:1eo1e1o••O!ll .221!ll2A77&•o.z 

.a•,!la1•2••01 .1•01•1••••01 

.. 9AJJ~llla-01 .696!114!119S•-Ol 

.a••>!la•2a-01 .1••7J2•!1•-01 

.e•ooe888&•00 : .QOOOOOOO••OO tmi-- • ·••OOJl 766e91•7•• 

• 9a:t7•2027a•Ol 
• 79298901••00 
.67710!:111&-0l 
.1•!ll2o~ooa-01 
.ooooooooa•oo 

. ;M:.it.;.·.;.¡t_1i · ¡~.;~;,¡;,.;. a;.9:.;¡9;.~ · · .. · · · · · · · · - ·. · · · · · · 
cii;.c7:;~t.¡~;.t,¡¿.; . .:. .. ;,;;.~~¿~dai ........... -............ . 

ClllGAM• l .6761•••>>!19JJOJ&-06 
USULTS 

•&ACT •~TA 
.eoooooooa+oo 
.oooooooua•Oo 
.00000000&•00 
.0000000011:+00 
·••01111<1a-01 
-'1'1'1•1•0111:+00 
.1•21••••11:·01 
.aooooooo11:•01 
.. 1•a 1••9•11:•01 
• 7'17•'1W071E•OO 
.9901111211:-01 
.00000000&•00 
.ooooooooa.oo 
• 00000000&• ºº 
• 000000008•00 

01"8&TA 
.!114•2••:11a-01 

-.M7617924S-Ol 
• 240 ... o••os-02 

-.10011••1&-0l 
• 12!!.l620;;tll:+OO 
.7~79•••011:•00 
- l!lo1JeeJ!lol1C•01 
.20!t:il'121!ta+Ol 
ol'!»9•6'!»1~&•01 
.1!1oe040721E•OO 
-13!11177•••00 

-.10lll74?119S-Ol 
.;;t096!11611S-02 

- • ll676tt7961E-0] 
- • 2J7S4••2a-04 

O .. BETA &llllOR 
.!)4'Jf2•4llE-Ol 

-.8761792tS-OJ 
.240'it0460B-02 

-.100719H7B-01 
• 26l:J08H9B-01 

-.l95101671C-Ol 
-.1Slff6111E-01 

• 26:t60762E-O1 
- • 1S29'1tll 11:-o1 
- .1'.ll•:Jt11l44&-0l 

.262•66111:-01 
-.101:J7.S91!-0l 
-2096~6111C-02 

- . 36769796&-0:J 
- • ;z l754442S-04 

~~-~i~=~~~~~:~~~~~~;:i:!~: .... -........ -......... . 
-KULTli 

•&aCT 8111:TA 
• OOOOOOOOt!.•00 
.. 000000001t .. oo 
- 00000000.:•00 
.. 0000000011:.•00 
.91t0Jl l l2K-01 
• 77'14'1'1t071C•UO 
.16:1J•e•eK•Ol 
.2oooooooa•o1 
0 162>••••••01 
• 777e'Je07K•OO 
·•••>1a>a•-01 

O .. ttl::'l'A 
.5!tll871t:u111c-o.J 

- ·••.tíUt'ill61!!-0:J 
.2407e1ea.c-o;z 

-.l00618H2S-01 
-12!':.1147~!11&•00 
• 'J!lo70j8701&•UO 
.1!t•••101••0l 
• 20527!1107S•01 
• 1!11•••2!11•&•01 
• 7s•Os9!112S•OO 
o l2!1o>O>eaa•OO 

0 ... 81ETA l:RROM. 
. ~~n•·1•:.t•1:-01 

- .11tt2069l61C-03 
.24u1e1ee1e-o;z 

-.100•1••21e-01 
.2&11•2161C-01 

-.ll,t492059K-Ol 
--1!112012•••-01 
.2637~J291l-Ol 

--l~:Jl!lol651:-0l 
- • l'.ll419'!»4911:-0l 

• :Z6272J!lol&-Ol 

.S:J3BS0711E•O 
.:J3S0784Slt•OO 
.270•4l;;t:JIE-Ol 
.ooouoooo&•Oo 
.. 00000000••00 

GIUET 
.S6S18809E-03 

-.ea5935s71;-0J 
-24070343&-02 

- . l 00~52112&-0l 
"12Sll774E•OO 
-7579988711!:+00 
.1s9e7946E•o1 
.2052769711:•01 
.1!198601191C•Ol 
.7S80718JS•OO 
-12!112V4l~E•OO 

- .. 10120989&-0l 
0 20921•011:-02 

--37370172&-03 
-.1202ae1oa-04 

GMBl!:T 
• Sb~\tU:iO•.u::-OJ 

- .88S93!ioS71!:-0J 
.24070l43E-02 

-.1U0!11S2M2&-01 
• l2S13"1741!:•00 
.7579V8a7E•OO 
.1S ... 87'11411olt•Ol 
.205276971!!•01 
.. 1!119860•\1111:•01 
-7!1180718:JE•OO 
• 12!t:l9415S•OO 

.00000000.: .. 00 

.00000000&•00 

.00000000••00 

.ooooooooa+oo 

-.101274971:-01 
• 2o•"J•e11a-02 

- • :J713;;tt76&-03 
--1•••4••2•-o• · ~••~i~~ · .;,¡tra ·;~.;~e i ... ;;. · t.;.;p..:.;¡.;.;~~ -

.;¡;.~i-~ti;at¡;,~ . .: .. L;~'-~;¿~d~i ...... . 
!:iOPCAM • 2.40177Jt6l9il22221:-0S 

a&SULTS 
t:XACT BE'rA 

.OOOOOOOOK ... 00 

.000000001:•00 

.OOOOOOOOE•OCI 

.ooooooooe.oo 

.9903l132E-Ol 
• 777t7907t.: ... oo 
.lt.2l4898E+Ol 
.20000000& ... 01 
.1623489BE•Ol 
.777479071!:•00 
.990llll2E-Ol 
.000000001::•00 
.000000001!:•00 
.0000000011:.00 
.ooooooooa•oo 

.SOPBt.:TA 
• 345 .U05.2E-O 3 

-.755165Y7S-03 
• 244123011!:-02 

- .10~932691:-01 
. 125t74221E,..OO 
.7575tl722E•OO 
• l5'.llCJl57111:•01 
.20~210211!•01 
.1~9919581:•01 
- 7~7645!111111:•00 
.1256213•1:•00 

- .101ssss11:-01 
.21!194791&-02 

- • 291730401:-03 
-.1769!1.'!»791:-03 

-.10127497•-01 
.2oe:1ae11•-02 

- • Jl 1 ~:Z•.,••-01 
- .1••••••a•-o• 

········-··-····· •p 

SOPB&TA Eaite>a 
• 34!!.31052&-03 

- • 7!!.516!1197&-0J 
• 24• 323018-02 

-.1029lZ69&-0l 
.26443084&-0l 

-.1'189184911:-01 
-. 14tt64720&-0l 

,260!i.102SIE-Ol 
- , l4'#11o40721t-Ol 
-.l~l:S3l48tlt-Ol 

.2fa59025011:-0l 
- .103!!.'!»!115111:-0l 

• 21 !1194791&-02 
-.29173040&-03 
-.17695579&-0l 

. ;..;..;~it..;.. -:rith. t~.;~;_¡¿.;. i:.¿p.:.;¡.;.;..;..;.:.;,..;.¡.j;.t.;.d~ -f~PO - · · .. 
d~:..;;.~~i·~~¡¿.; . .:. .. t.~;.p~~i:.~d;.i ............... - ........ -

SOPCAM • 3.21S06e7'!»1165~27.l&-OS 
-.sUL.TS . 

EXACT Bl!!TA 
.OOOOOOOOE•OO 
.0000000011!:•00 
.000000001!:+00 
• 0000000011:+00 
.990311121:-01 
• 77747V07E•OO 
.162348~Ulll:•Ol 
.2oooooooa.01 
.16234898&•01 
• 777479071:•00 
.990lll3.21t-01 
.OOOOOOOOl:•OO 
.ooooooooE•OU 
.OOOOOOOOE+OC 
• OOOOOOOOIE•OO 

SOPU.lr:TA 
.274t>6671E-03 

- • 7148SS14E-03 
.24~tt65201t-02 

-.lOJ7JOt;.•,n:-01 
• 12S~B2tl~E•OO 
. 757t~6ost.: ... oo 
.1~995378&•01 
.2051H866&•01 
.1S99ltl37&•01 
• 7!117!.i 10201:•00 
.125727141!•00 

- .10tl4lts61!:-0l. 
, 21A4011 U!:-02 

- • 2óStU967t:-03 
-.:tlJ'J4217&-03 

SOPllETA aaaoa 
.27411o667l&-OJ 

-.71485S.14&-0J 
,.z4~e6s2oa-oa 

- .103710698-01 
. 265!11172.Z&-01 

- • 20023020&-0l 
- • 1t75Jlel&-Ol 

• ;;t5'.ll4 33228-01 
-.1484832511:-01 
- • 19i16tl969&-0l 

• 26696006&-0l 
-.104341•••-01 

.21s40111•-oa 
-. 26!1B1967S-03 
-.231:1431'18-03 ........................................................ 

-.1•1ao••••-•• 
.a••a1eo1a-aa 

-.•7•70172•-•• 
- .. 1.2aau7a•-•• 

-T .s•s1aeoea-0Ji 
-·••s•1ss7a-oa 

.a•o701•••-oa 
-.1001o•a•aa-01 

.12!tll7741E•OO 

.7!io7••••7a+oo 

.159879••••01 

.aosa7••7&•0l 

.1998Aoa•••Ol 

.7S8071a•8•00 

.1asa9t1••••• 
--10'l20••••-•l 

.. 20921•01•-oa 
- .. •1:s7017aa-o> 
-.1<1oaee7o•-d• 

GllHT 
.. S6SIBf\:l•J1t::-O.J 

- .eas935:;.·1z-0:1· 
.a•o70:141a-oa 

-.10055383&-01 
., 12S1J1748+'>0 
.7579•••7&•00 
.15987•••&+01 
.aosa1••"J&•o1 
.1~9860a98•0l 
.7S8071a:Ja•OO 
.12sa••15••00 

- .. 101309•••-01 
.aoe<114u1•-oa 

-.37J70l72•-o• 
- • iaoaea7--o• 

TAtiLA 4.~.b. Pdr-111 ~5.tfil' '•510 ................. y la ••t.t•ect6n G• cl•atce 

d11n e~•nc111lmwnt.e Ju,. •1smos. •cept.•1>1es reswlte~os. Aqwt • 

~,.t11'J ::. W.9u•05. 
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-~· 
Figura JO. I1u~traci6n gr&fica de 1a tabia 4.s.s. 

So1uci6n Uy regu1arizada d• orden 1 para Y - Yao 

con C - B (encabezado• ~ap). La cua1 coincide 

en tres cifras con 1a reso1uci6n proporcionada 

por 1a eatimaci8n GM c1&sica. 



-------~-~---------------~~---------

....... 
....................................................... 

.;•¡-··Me.Mi.:.. Yé ¡:a;. ;.i-. ~c¡,:i;. ;¡.:.~¡;;~:i;;•:.;. . .:.v .. 
~ a!:.o~~~:o:oo::o~i-of9 is order• a n&er• 1 
11&99Gll • •·a•~•••• ... 1s~aoa-.. 

C:....CT) • .71•a•>02S•lO 
ea. ... walwe• 

••• , •••• 2.•0• s -12'19'1217&+04 
·••••••-.•-o• .a711oe1sa-oe 
·••••••a7•-o~ .a91•••26s-os 
.1a1ao7~7•-o~ .1oaeo~•••-o~ 
.-.aooO••OO • .OOOOOOGOa+OO 
---- • •.oti~9'J•lM74S'12'1 

.4077wooaa-01 
• l l2411460S-04 
.211460691:-05" 
.8907800 lE-06 
• QOOOOOOOS•OO 

· ;ee;.ic.e · WiC.h • ;:i.;;;;.¡;,;.. · .-e:a.¡ee~ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 
•1e;;sec.••~c.1~.; ·.:. · · ~¡;.¡.;1;.;. · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 
~ 2.0ll'1SO•OJ414444a-1~ 

U8ULT8 
811ACT a&TA 

-1!1'114286&-0l 
.1a11eaa•tt•Oo 
• 1'10!1714::t&•OO 
.asoooooo&•OO 
.12 aeaa!l.7&•oo 
• 1•aa~'1 i e&+oo 
·•••ae!lo7l1:+00 
·•1!t7l•av1:+00 
·•07lt2e61:+00 
•• 1.!t7&•1•+00 
.'J!tOOUDOO&+OO 
.ea1eae!ri'll:•oo ·••a••.,••••oo 
.96eaA!t7 l••OO 
.&OJ!ri'Jl•>•+ol 

Ol'META 
.e11;i!a762&-01 
.1oa!t1nn1:+00 
.19!1oe60•aa+OO 
.a1•;ie960a+oo 
• :J12l:J46•••00 
• eo•!r.•'1 :12a+oo 
.e60ll!lo!a0&+00 
• !ri!t609!io :Jaa+oo 
.•2292a•1•+00 
••• , •• 161&+00 
·•••7'1609••00 
.a2097•Al&+OO 
.•1•11191&•00 
.9716!1>96•••00 
.l!IJ99!to•••-02 

.¡¡.;~;~t_¡;~t. ~¿,; . .; - . .;.¡.;¡.¿ ¡,;~ ......... . 
......,.. a.1ae1112o•!t!t77!ioJ&-1s 

UaULTll 
aa.ACT a1t:TA 

• , • .,1•2•••-01 
.1e11•a••1:+00 
.11•!1'11411:•00 
.:Z!tOOOOOO&+OO 
• 12 t•a•!t-111:+00 
• J92a'!lo714S•OO 
.e6tae!t'Jll:+OO 
o!tl!t7leawa+OO 
·••'1142••••00 
.6'1•!t114l&+OO 
.1••••oooa+oo 
.eaa•a•~7a+oo 

OPa&TA 
•• 1124435&-0l 
.10e!io3930S+OO 
.19!1o4!t9a•&•OO 
• :;U92!t027•+oo 
.. 312.J:Jevoa+oo 
.eD•!tA!a92&+00 
.e60337•'1&+00 
• !ri>!ri6Q92!tS&+OO 
.62292SlO••OO 
.6974!t•771r:•OO 
.66477992&•00 
.eaoe700•8•00 

OP81:TA &itAOA 
• 74114767E-02 
• 11950714&-02 
.1••••0561:-01 

- • J07!r.Ol99&-o 1 
- • 909:J9106E-02 
.1~710179&-0l 

-,J<;,15021t71:-02 
.20:J810761t-01 
.1~77Y~~2E:'.-Ol 
, UUS902UUE-Ol 

-,8!122l~l!IE-01 
- • 4499~11t62~-0:J 

• 21274766&-0l 
,737)96•1&-02 

- .99M5lll4&+00 

Ol'ilil!:TA ICkROll 
.74101491K-02 
• l :l96tl'19&-02 
• U•••7a54S-Ol. 

-.:107497z•s-01 
- • 909:1to101s-oa 

.1!1701177:JS-01 
- • :1'947843'1&-02 

.20:J7110it6!t&-Ol 
• 1!17•24441:-01 
• u1ae'1:J4•a-01 

-.a!l22007'1S-Ol 
- • •!i•!t2:J22&-0:I 

.991670531:-0• 
.71775917E-OS 
.1!1177078&-05 
.OOOOOO<f01'+00 
.oooooooos+oo 

CMHT 
.e:n414B5E-01 
.. 1011!t2175&•00 
.19547e70E+OO 
.219;,416•1:+00 
.:Jl2:J3180E+Oo 
.4o0858:J99E+OO 
.. 460:J073al:•OO 
.55612971&•00 
.622888121:+00 
.6'.174Y54Se:+oo 
, 66t7J060E+OO 
.8210801:.l.E+OO 
.9139217'JIE+OO 
.97197920E+OO 
.15Sl75l!:>B-02 

GMBt:T 
.41141485~-0l 
.108!.12175&+00 
.19547470&•00 
.21924'164&•00 
.:Jl2l:Jl80E+OO 
.401t58:J9YE+OO 
.460:107:1a1:+00 
.55612•71&•00 
.622811812S•OO 
.6974954~K+OO 
.66473060K+OO 
.a21oeo12a+oo 

.a9aa5714S+OO .914149651:+'00 .21~92503&-01 
·•••a•~11s+oo .v116>~7os+oo _,,••••9•&-oa 
.1.0:1~714>8+01 • l!i>•••>a•-oa , - -••••1•10••-

. ;~•~ite · _;,¡~.; · ¡:a.;.;~i.;.; · ;;~p:.;¡~~et..:. · i9P · · · · · · · -- · · • · • • 
.;¡~~;~t.raat.¡¿;. ·.:. · · ,;.¡cip;¡.;t · · · · · · · · · · · · · - · · · · · · · · - · · - - · 

SOPGAM • 1.ooooooooooooooos-2s 
USULTS 

lr:XACT ••TA 
• :J571421161!-01 
• 107142861t+Oo 
.17BSt714lS+OO 
• 2!a000000E+OO 
• :l2142857&+0D 
• l9285714E+OO 
• 46428571&•00 
• 535714291:•00 
• 607 l 4o286!E+OO 
• 67B57143S+OO 
• 7500DOOOE+DO 
• 82142BS7E+OD 
.8928571'&•00 
• 96428571&•00 
• l.O:J5714J8+01 

SOPalllTA 
.6Jl41482E-Ol 
.10852175&+00 
.19!t4'14701E+OO 
.2192•164&•00 
.Jl23:JlBOE+OO 
.608~83~9.t:+OO 
,4603073tUt,..OO 
• ~S6 l 2H7 l lt+OO 
,62288812E+OO 
.6~74o'Jl~4Slt+OO 
• 6647 3060lr:+OO 
.u21oao12s•oo 
• 9 l l92 l 79E+OO 
.<;,17197920&•00 
.15!tl.7!tl6S-02 

SOPll&TA EaROll 
."14271961&-02 
• 137111!19~4&-02 
• llb'J-333:76rt.-Ol. 

- • ll07!183!i7S-01 
- • 9096767:JIS-02 

. 1~726B!al&-01 
- • :J9'1e>:11511:-02 

.;,04144208-01 

.157t5266&-01 

.18'124D26S-Ol. 
- • 85269.03&-0l. 
- - ltB6!t4aoa-0:1 

• 2 l 06•648•-o1 
• 7691•••4&-02 

-.998!101768•00 

· ;.~;:ait~ · i:.ith · i:a;..;;,¡~;. · ;;¿p:¿¡~;..;.;.:.:,;19r~~~d.:. · r~pó · · · · · 
d¡;.;;.;;.¡~~t1¿,; . .:. .. ~~d~¿~.;~ ............................. . 

SOPGAM • l.oooooooooooooooE-25 
R&SULTS 

l:XACT Bll!:TA 
• 3571428611!:-0l 
.l0714286E+Oo 
• l 7ti5714Jll!:+OD 
• 25000000E+OO 
• 321428571E+OO 
.39285716&•00 
.464211t571E+OO 
.5357143Vlt+OO 
.607142861:+00 
.678571431!:+00 
• 75000000&•00 
• 82142BS7!t+OO 
.1192B5714E't"OO 
• 964' 285711!:+00 
.1o:J57143&+01 

SOPl:tETA 
,4Jl414H21t-Ol 
.1otts.21·1sE•OO 
• l9~4o7470E+OO 
.21924164K+OO 
, 312 :J 3 lUOl:•OO 
• 40858 3Y'!IE't"OO 
.4b0307J8E•OO 
.5561287lt:+OO 
• 622.tltiB 121:+00 
.6!if"14o.-,,!:t45&•00 
• 664 7 30609'•00 
• 82lºªº1211:+00 
,'fl.J92175tE+OO 
.'171~7'f:IO!ot: .. ao 
.1~~175lb&-02 

SOPUJ;;.TA &aaoa 
• 74271961&-oa 
• 1 :i-J08\t54o&-02 
-169032761:-0l 

- • J07SS357S-Ol 
- • 90~6767:JS-02 

.15126851S-01 
-.39711t:J319S-oa 

.204144208-01 

.15745266S-01 
• 1119240261!:-0l 

- • B526940:JS-O 1 
- • 34845480IS-03 

• 210b46•a1r:-01 
.1t1'134Btt•&-oa 

--99850176&•00 ........................................................ 

.ea.>•a•,••••• 

.9719.,.~a•• .. • 
•lS51.7~1sa-ea 

~&·r 
·•:t1•1•a~a-01 
.1o•sa1.,••••• 
.1•••7•70&•00 
.2&e241661E•OO 
.s1.a>:1111uc+oo 
··-··3••••00 
·••0>071••·•0 
.55A1287l8•00 
.622•BB12E+OO 
.&97•95t58•00 
·•••71060&•00 
.021oao12••00 
·•'1>9217••··· 
o971.97920S..OO 
.1~S17S1S•-02 

-T .411•1•esa-;':. 
.10••:1175• .'O 
.19$4"::'1t 10&...-•JC 
.219:i:'ll64a .... oo 
.3123:Jl80S+OO 
.4o•~•>••a. .. oo 
•• 60:107~·~ •<JO 
.!lsa1ae'71~•:>0 
.•aaeee121e-.. oo 
.6974954~8•00 
.66.7:J0608+DO 
.e21oeo12a+oo 
.e1~e2179S+OO 
.e7197W20S•OO 
.1••1.7•1sa-02 

TABLA 4. !I. ti. Ls t~ -=- .Je111¡.Jl o de 1 os IJ.C.'111dc.1• s61 o c
0

orr16 con 1• cuatlra

tur• de Punto Medto. Los re5u1t•dos ob~•ntdoa ion loe •• la 

~sttm•c:1ón GM c..1iis1c:•. Aquf. K.i'9J .:.1.6e+oa. 



F1gura 11. Ilu~tracJ6n ~r3F1ca de la Tabla 4.5.6. 

Soluci6n uy regularizada para y - y 8
0 

con 

C - ••• (•ncabezado • f•pO). La cuai. a1 

igual que las otras tres soluciones uy 

regularizadas. esencialm•nte coincide con 

la reao1uci6n dada por 1a estimac16n GM -

c1.ls1ca. 
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.;.•¡• · .. ~••i.:. ·¡;¡¡;e~:¡¡.:¡;: ;..:.¡.;.:•t~:~:. ¡¡:w=a; =¡ · · • =--- a~: 111~ a 't1-a• .- as or-.r• o ,._... a 
- •.S'JD.ll'IO~ 

·:~;~.01 • a.5-~zas...oa 1 0.16 ... 1&-•00 • o .• .,s•2•1..-01 
o.a~.amae-o1 a o.~.,.,.aa.-o.a 1 0.112•1 .... -oa 1 o.>a•7M14e-03 •.• ...,.._-o. 1 0.272~ 1 0.'1 .. 7•1.Z'7e-05 1 Q.l .. l•Mae-OS 
o.•naa'M7e-a. • 0.10., ... ,...._, • o.20274:J71e-07 , o.cxencwmoo..aa 
··-- ai~e'J!a:a..... .00 r O.OOOO'XJQDe•OD 1 D.QC)QQQOQOe.aQ 

---.140 ... l•-01 
0.'7«1S1M.-Ol 
0.242••7 .. •00 
a ... ..,.M•OO 
0 ..... ., ..... 00 
Q ..... 143m.•OO 

, o.-.asM04ei•OO 
O. 10002M7e•D1 
o.~1s .. •OO 
o .... :n...,.•oo 
a ... 3717•&••00 
0 ......... .,..00 

1 O. Z4263H7e•OO 
• 0."1 .. 12.,..._a1 
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Figura 12. Y1ustraci6n grafica de 1a tab1a 4.S.7. 

x So1uc~6n uy regu1arizada para Y - y•0 con 

e - ••• y orden 1. 

So1uci6n uy regu1arizada para y - v.0 con 

e - ••• y orden 2. 

1 .. e •. 



CONCLUSIONES 

E1 ••todo de aeau1ar1saci8n de T~jonoy para 1a reso1uci6n 

do prob1•••• ••1-p1anteadoa a 1• Had•••rd pr•••nta variaa dif~ 

cu1tadea prActic••• aiendo una de 1•• principa1ea 1a justifica 

da buena ae1ecci&n de1 par••etro de regu1arizaci6n y - y(&) -

acorde •1 u•bra1 ~ > O d• 1aa p•rturbacion•• en 1os datoa da1 

prob1••• bajo estudio. 

A este respecto, 1a primera principa1 conc1usidn d•1 pre

sente trabajo •• •1 haber aatab1ecido. bajo condiciones raaon~ 

b1•s. qu• para e1 caso da un operador 1inea1 compacto nuestra 

nueva propuesta. •1 p~¿nc~p¿o d& Seudo-op~¿•4L¿d«d. define 

a1goritmo de regu1arizacidn a 1a T~jonov (Teoremas 3.2.2 y J.~.1>~ 

e1 cua1 resu1ta adem4s &¿en-co~po~~ada a 1a F. John ((SO].[ 51) J. 

Cabe mencionar que reau1tadoa si•11ares a 1os nuestros han 

aparecido en ia 1iteratura. Por ejemp1o, para e1 prob1ema 

con AsU + P 1inea1 compacto sobre ios espacios U y P de Hi1bert, 

Groetsch 139) demuestra que ai A+r E :l:•((A'A)v) para al.auna "• 

O < v < 1. y se toma a y - 1tcS 2 /(av+ 1 ) entonces llA+r - u~U • 

• O(cS 2 v/(2:V•t>), siendo u~ - (A'A +yZ)- 1 A 1 r 6 (vaaae nue•tro 

teor••• 3.2.2.). M4s adn, demuestra que 1• raa6n de convergen

cia 0(6
2

/
8

) para V •1 es 1a mejor que •e puede 1ograr (v•a•e 

1a du•cu•16n que a1gue a nuestro teorema 3.2.2). Coao puede 

aprec1araea 1a e1ecci6n y• &c52:/(2:V+ 1 > carece de ~undaaento a1-
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auno que 1• auateat•• a •••o• qu• para •11o •• adopt•. por •1•!!. 

p1o. a nueatro P-.t.•~~p¿o d& S&u4o-op.LL•&Lúlad. 

La ••sunda d• nueatras pr~ncipa1ea conc1us~onea •• re1ati-

va • 1a rea1iaaci8n practica de1 PJ&.4.Rc~pLo d& S&udo-op~..úl&LLd&d 

para 1a reao1uci8n num•rica de 1• ecuac~6n int•gra1 de Fedho1• 

de primer tipo 

b 

J.k(x.t) u(t) dt -~(x),. e< x < d,. 

por e1 ••todo de R~:cac.ldft de T1jonov. vta 1a eatimaci6n ••-

tad1atica de 1as funcione• de varianza tota1 y aeago cuadrado 

en conecci6n 

regresi6n 1inea1. con base a ta1es estimaciones(•) se desarro-

116 e1 a1goritmo 4U~o•4~~co descrito en 1a Sec. 4.~ •• autom&ti-

en e1 sentid~ de que no hace uso de1 conocimiento exp11cito 

de 1os parametroa !., y 6 2 en e1 mode1o 1inea1 eatandard 

Ahora bien. es importante mencionar que dicho a1goritmo 

arroj~ reau1tadoa numaricos gen•ra1mente buenos para 1os ejem

p1os que hemos ciasificado como b¿4ndo• o •od~~4do•. Aa! pues. 

con 1a bas~ de nuestro amp1io. aunque aGn pre1iminar estudio ·~ 

perimenta1. pod••o• conc1uir que e1 PJt...iftc4p4o d~ Seuda-op~~•&

L4dad es diano de ser considerado. ~anto por aua atributos te§. 

(•) J:nae•g.Sa para 1a varJ..anaa tot:.a1 y •••C)ada para •1 •••90 ~.SO. 



e1ecci6n de1 par&••tro de r•au1•riaac~aa. E1 cua1 • pesar 4e 

sus fuerte• deficiencias. ••rece ••r estudiado y d••arro11ado 

en varias dir•ccionea de perfeccionamiento y extensi5n. 

Para fina1izar. no podemos dejar de decir que 1a princip•1 

dificu1tad practica de nu••tro P~~ftc¿p~o de Seudo-op~¿•aL~dAd -

radica •n e1 prob1••• (abierto) sobre 1• propuesta de una ''bue

na'' estimaci6n para 1a funci~n de sesgo cuadrado 9 prob1ema que 

nosotros reconocemoa como uno Ma1-p1anteado de 1a Hadamard. Y 

que otros autores (vease a O'Su11ivan (71')) tambian 1o reconocen 

como una seria dificu1tad en e1 prob1ema de 1a e1ecci6n de1 pará 

metro de regu1arizaci6n con apoyo en m6todos estad!sticos. 

(*). De hecho c<mpeti.ti.vo a1 CrJ.terio de 1• Va1i.daci.6n cruaad• Gener•1i.••d• 
debi.do a Wahb• (37). pu.•• 1a ••t.iaacU5n C'(y) d.Sa por (4 .. 3.13) para 

--e (y) con C - S'S •• 1• eati.maci6n de1 error cu-SZ.&ti.co .-di.o de pr• 

diccidn S(lf'(iv)} donde T(y) - ~- sal: - .t.0 <iv> • •1 cua1 eat& J.nt:L: 
.... n~e 1:Lg9da 1a Va1i.dac:Ldn c~a Gen•ra1i.&ad&. 

1 

1 

\ 
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