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INTRODUCCION

El efecto de edad estructurada en la dindnica del sistema
presa—depredador ha sido ampliamente estudiado. M. Burtin y D.
levine [G-L] supusieron tal efecto para la poblacidn de las pre-
sas en el sistema presa-depredador del tipo Lotka-Volterra vy
estudiaron los efectos que ocasiona el hecho de que los
depredadores se alimenten exclusivamente de presas de cierta
edad. Ellos encontraron que si  los depredadores se alimentan:
tnicamente de las crilas, el sistema resultante es inestable, con

oscilaciones no acotadas en el ndémero de ambas especies.

Generalmente las situaciones inestables se deben a que en el
modelo se han despreciada interacciones de satwacion impor—
tantes. Es el ohjeta de este trabajo el modelar nuevas mecanismos
bioldgicos que son candidatgs razonables a estabilizar el sistema
abteniendo una descripcidn mas apropiada de la ecologia. Resulfa
de particular interes estudiar la aparicién de fenomenos periddi-
cos estables. Las madificaciones que se realizan en el trabajo
{(introducir efectos de pesca en la poblacidn de los depredadores
y canibalismo en la poblacidn de las presas) no se habian conside-
rado anteriormente, por lo que los resultados obtenidos  son
originales. Otro factor muy importante es la auto-limitacidn de
las presas, el cual ha sido estudiado por Levine (Lel, aunque de

manera distinta de como lo haremos aqui.



Como nos interesa observar la dependencia de los factores que
hemos agregado y caomo dichos factores estdn representados como
funciones dependientes de parametros, una herramienta matemdtica
muy atil para estudiar esta dependencia paramétrica es la teoria
de bifurcacidn. Esta teoria la usaremos aqui y de hecho juega un

papel muy importante en biaologia tedrica.

La Teoria de Bifurcacidn fug desarrollada mucho antes de ser
aplicada a problemas biolagicos. Fué introducida por Forcaire en
sus estudios de mecanica celeste. Fue despues aplicada a proble-
mas de ingenieria electrica. La teorla original tiene el inconve-
niente que es para sistemas de ecuaciones diferenciales en dos
dimensiones, y como los sistemas de ecuaciones diferenciales que
son necesarios para el estudio de sistemas bioldgicos tienen
mayor dimensidn, se necesitan resultados para sistemas n-dimen-—

sionales.

En el capltulo I se discute el modelo a estudiar en primera
aproximacién y en los capltulos posteriores se ahaden efectos

adicionales.

En el capitulo II expondremos los resultados de bifurcacidn

necesarios para el estudio de nuestro problema.

En el capitulo III veremos tdcnicas analiticas relacionadas
con la teoria de bifurcacidn. Basicamente se estudiaran las
partes mas elementales de la teoria de bifurcacion de los ceros

de una funcidn. En particular supongamns que tenemos el operador

M(x,h)=Bx-LAx+ N(xJ\)
donde se cumplen ciertas condiciones sohre M. Entonces se

mostrarad que siempre hay bifurcacion en los puntos(o.kd
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donde A, es un valor propio simple de (B,A). También
consideraremos las bifurcaciones de lHopf, es decir, la bifur-

cacidén de soluciones peribdicas.

En el capitulo IV describiremos 1las técnicas numéricas
que emplearemos para la resolucién del problema planteado

en el primer capitulo., Se hardn andlisis de bifurcacibn
- Sigtemas algebriicos de la forma

1) F(u,A)=0, u, Fe®"
donde denota uno o mAs parametros.

-~ Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

2) u' ()= F(u(t),r), i, FeR"

para 1) - Se calcularin las ramas solucibdn,
- Se locallizardn los puntos limite.

-~ Se calcularan los puntos de bifurcacién,

- Se localizarén los puntos de bifurcacibn
de Hopf y su continuacién en dos parémetros.

para 2) - Se calculardn las ramas de soluciones perib-
dicas (estables o inestables).

- Se localizardn los puntos limite.

En el capitulo V se darin los resultados del andlisis efectua-
do para el problema planteado en el capitulo I, asi como los
resultados ohtenidos para los problemas que surgen de incorpo-

rar los factores que se habian mencionado anteriormente.

Quiero agradecer a mi director de tesis, Dr, Benito Chen

Charpentier, su apoyo en la elaboracién de este trabajo, asi
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como la gran ayuda que me brindéd a lo largo de la carrera.
Agradezco al Dr. Antonmaria Minzoni por 1la inapgotable pacien-

cia que me tuvo y por sus valiosas aportaciones a este trabajo,
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CAPTTULO I

El proposito de este caplitulo es el de formular el problema
de interaccidn de poblaciones tomando en cuenta la estructura en

edad de las mismas.
Antes de discutir el modelo cabe aclarar dos puntos:

a) Solo se estudiardn las interacciones presa—depredador
donde. los depredadores comen solo crias de la presa, o equivalen—
temente huevos. Esto podria sugerir wna inutilidad del problema
estudiado, pera se puede conjeturar que algunas pestes provo-
cadas por insectos pueden ser controladas biologicamente por
depredadores come—-crias. En [Hal se da una variedad de insectos
parasitoides que afectan principalmente a los huevos a larvas. de
potras especies, y como los parasitos generalmente matan a sus
huespedes, el comportamiento cualitativa de tales sistemas (pard-

sito~-huesped) es en muchos aspectos similar al de un sistema

presa—~depredador.

by El modelo usado esta basado en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias derivados de variantes de la ecuacidn

de evolucidén de Mckendrick-von Foerster.

El. MODELQO



El modelo de edad estructurada empleado aqui ha sido
desarrollado para una sola poblacién por Mc Kendrick
MC y elaborado por Gurtin y MacCamy [p-bﬂ.

Si  P(wt) es el nfimero total de individuos de edad
w al tiempo t, la cual al ser inteprada sobre todas las edades,
da la poblacién total

P(l)'j:P(lU.t)dw v (1) Gt

El comportamiento de P es gobernado por la ecuacidn
de evoluciédn

Putptup=0 . . . (2)

(llamada ecuacibén de McKendrick-von Foester).

que puede ser derivada, si uno considera el cambio del ndmero
de individuos en un intervalo de edades, digamos (Lu,urtbw3,1\=Aul

uno obtiene:

wh Wl

42| plainay =4 Sm Elat)ds + PL) - Pluvh)

Si dividimos entre h obtenemos

(" wih A ())
" Sk)ﬁ: (Sl't)dé-':- - %& f(b:t)a.’) - L._)Mh.__—

1]

al hacer tender a h a cero, obtenemos nuestra ecuacién.



Aqui /( es la funcidén que describe el proceso de muerte,
es decir la tasa de mortalidad de individuos de edad w en
el intervalo de tiempo (¢, t+at), M podria ser funcién de
w (edad), de P(t) (poblacién total) o del nimero de individuos
de otra poblacidén (de los depredadores si P representa a la
presa). En nuestro caso consideiraremos a /.l independiente
de la edad,

Asumimos que la tasa de natalidad de 1la pobldcibh’ es,

en cada tiempo t, dada por una ley de nacimiento de la forma:

B2 = [ BQP( ()

donde P(N) es la tasa de reproduccidn de individuos de
edad w, Se esperaria que dicha tasa fuese cercana a cero
para las crias y los viejos y se incrementara a un maximo

para los jbvenes. Nosotros consideraremos a (5 de la forma:

B(w)= Bowe’““.............(/t)

para  Bi>9 v d20

Si o3>0 la funcién de nacimliento exhibe un comportamien-
to que es realista para muchos mamiferos. Si «&=0 1la funcién
de nacimiento es de una forma que puede ser apropiada para
ciertas especies de peces, donde la fecundidad incrementa

con la edad.



Las ecuaciones que definen los modelos de depredacién
de edad estructurada serdn derivados de (1) - (4). Para cada
caso especifico hay una variacién en:

1) La dependencia de la funcién de supervivencia 4 .

2) La tasa de supervivencia de los recien nacidos, 1la

cual determina la relacidén entre P(o ) y la funciébn
de nacimiento B(t). ' v

3) La dinédmica del comportamiento del depredador.

En lo que sigue, trataremos de encontrar ecuaciones para
la poblacién total P(t) y la poblacién de las crias B(t),

para esto integremos () desde w=0 hasta W=

obtenemos

p=-p(PYP+p(0:1)e(5)

- ad
Ahora si multiplicamos () por Poule
integramos nuevamente y usando integracién por partes

obtenemos:

B(t)--(u(p)+a)3(t)+B‘,fo'e'“p(w.z)dw.....(6)

Para cerrar nuestras ecuaciones definamos

A() = j:e'“"'p(w,t)dw.



ahora tratemos de encontrar una ecuacibén para A, para
)
esto multipliquemos (L) por 6-(

integramos nuevamente y usando integraciédn por partes se tiene:

A(t)==(u(P)+a)A+p(0,t)....(7)

Vamos a asumir que P(t) representa la poblacién de 1las

presas (que cambiaremos por P,(t)). v s

A dicho sistema le agregaremos la poblacién de depre-

dadores

R

Hay que encontrar una ecuacién para Plo,+) en termino
de B(t) que son los nacimientos. La primere idea es 1la de

cerrar el sistema tomando
Plost)= A BLE)

es decir que el nimero de individuos de edad cero es proporcio-

nal al nimero de nacimientos.

Por otra parte las crias (b, son comidos por los
depredadores de 1la poblacibébn £, y lo usual es suponer que
la muerte estd dada por /(5Lt);§t+) . De donde la cantidad

neta es
bloyt) = ABLE) - ABWRI) = ABLE) (1 = 5 AkD)).. (1)

este teérmino es negativo para P, grande y para evitar este
comportamiento y mantener el comportamiento deseado para

E pequeiio es habitual reescribir () como
i
f(olt)z: ._,__?léﬁll.«-——- + O(_VI.)
1t /,%_Fz(t)
y utilizar esta 0ltima forma (saturada en Tl ) como el modelo

propuesto,.



Nosotros consideraremos que el nfimero de e(0,t) es pro-
porcional al niimero de nacimiento A(t)- kP &,

por lo que

) = ) e (8D
p(ort) yary

La funcién M en (1) se asume que depende linealmente
de R M) en el caso general, pero. en el caso come-tiias
es una constante, ya que la depredacibén no tiene efectos en

los animales granks.

Supondremos que la poblacibén P,(t) obedece a una ecuacién
del tipo Lotka-Volterra pero comen tnicamente de las crias
de la poblacidn B(t).

' Esta hipbtesis junto con las ecuaciones (1) - (8) nos
llevan al siguiente sistema para "Rit), 8Le), AlL) v Putt).

P]""/lPl+~__B

I+ kP,

B=_VB+BOA

A-—yA-o-‘L
l1+kpP,

Pz""bP;v*CBPz

" donde b, ¢, y=4+ son constantes positivos,
: Y

Supondremos que Fb7"fL que significa pedir que la tasa

de reproduccibén de la presa es al menos 1.

10



Agregamos a la filtima ecuacidén del sistema el término
3%\,_exvpded}que puede ser pensado como la pesca represen-~
tante. El pardmetro A es la cota de pesca por unidad de
tiempo, Si la poblacibén de los depredadores es pequeiia la
cota no puede ser hallada,

Finalmente el modelo resultante es:

Pom=iP o T,

B=-yB+foA

B
A=Y AT T,

Pym-bpy+cBPy~A{1-07"")

Que en forma ebstracts Se puede ¢scnbic comd
Wz F(wo)
donde u es la solucibn buscada y O es el vector de pardmetro.

La coexistencia estdtica de dos especies se refleija en
los puntos de equilibrio <°(4,0)=0 gque son estables mientras
due la coexistencia dindmica se refleja en atractores estables
del sistema que pueden ser orbitas peribddicas, toros invarian-

tes etc. El propdsito de esta tesis es el de estudiar este

11



tipo de soluciones y su dependencia de las hipbétesis sobre

el comportamiento de las poblaciones.
A continuacibén describimos alounas de las técnicas

analiticas v numéricas aue usaremos vara estudiar estos

nroblemas.

12



CARPTITULO 11

I T

IDEAS DE TEORIA DE BIFURCACION NECESARIAS FARA EL ESTUDIO DEL
MODELD.

Un ndnero considerable de fendmenos estudiados 1levan al es-—

tudio de ecuaciones de la forma:

FLu ) = Ouvinnnnnennnninn (1)

‘

donde F es un operador {(en general) no lineal, u representa la
solucidn buscada en un espacio de dimensidn infinita y » un
vector de parametros (en namero finito, el tiempo puede ser  uno

de ellos).

La situacidn mads simple ocurre cuando (1) tiene una dnica
solucién, la cual es funcidn de » por lo gue la solucidn puede

ser escrita como:

u=u(A)

13



Esta situacion puede ser representada por el siguiente
diagrama:

35 -

.\ -

2.4 -]

14

! | ]
0.0 2§ 8.0 14 100 129 16,0

(se debe de tener cuidado en ésta interpretacidén, ya que en

general u podria ser una funcidén vectorial y podria no ser
descrita por éstos ejes).

Una situacién mds general surge cudndo la solucidén de (1) no
es una funcién de AL En éste caso las grdficas pueden ser mds
complicadas como se muestra a continuacién:

14



R0 -]
10 ]
10 ] .
-',".
l,'
e
o8 | o
0.0 - 2 CN L
s
Y Y T T T
-89 0.00 036 0.60 016 1.00 1.26
LAMEDA

El objetivo de la Teoria de Bifurcacién es analizar (1)
cudndo las soluciones no son funciones explicitas de i Algunos
ejemplos son:

a) w' +iw=0
w(0)=w(m)=0,

La solucién de ésta ecuacién es

w=0

si 1?#m? meN.

Si k:mz.

15



la solucidén es w= Asonmx

B) [,
¢ 1+xfo¢dx

Esta ecuacién se resuelve facilmente si se eleva al cuadrado
y se integra de 0 a 1. El resultado es:

2
j;lqs’dx-1+2Af°'¢’dx+x’(fo'¢’dx)

_i-2hsd1-42
dx e
f ¢ YT

ahora si sustituimos este valor de la integral en la ecuacién
original se obtiene:

=lil~4A

21

C)  yr+(1-1)y-16=0

16



Las soluciones del problema de bifurcacién correspondiente
(6=0)son y(A)=0 y  y(A)=A-1,

Estan representadas en el siguiente dlagrama con 1las
soluciones de c) para valores representativos de 6, (5“ 52)'

Asi que A=}, y=0 es el unico punto en donde el numero de
soluciones cambia,

Cuando 6-0, las ramas perturbadas se aproximan a las ramas
de bifurcacién. Las ramas perturbadas y(A.6) son funciones suaves
de 1 para cada &4 pero las ramas solucién y(»,0) tienen una

"esquina® en el punto A=1, y=0.

17



Asi que yr0 + y0) cuando & + 0 de manera no uniforme en A
en cualquier intervalo gue contenga a A1l. For lo cual c) es una
perturbacién singular del correspondiente problema de bifur—

cacidn.

Como hemos visto, en algdn punto del espacio de soluciones de
cierta ecuacion se tiene mas de una solucidn, por lo que una idea
natural es la de linealizar las ecuaciones cerca del "piito de
bifurcacion" y reducir el problema al estudio local del com-

potamiento de las intersecciones.

Existen una gama de técnicas aplicables a éste tipo de pro-—-

blemas.

1} Teoria de Ferturbaciones:

2) Estudio de Singularidades

3) Sistemas Dindmicos

4) Analisis Variacional

5) Combinacién de Monotonicidad y de Teoria de Grado
&) Teoria de Grupos

7) Tapologia

8) M{todos MNuméricos.

En [Ral se pueden observar nunerosos ejemplos.

Evidentemente estas técnicas no son exclusivas ni exhaustivas
y al enfrentarse a un problema, e&s aconsejable usar parte de

aquellas que puedan ser Gtiles.

!



CIO E IC L _PROBL DE BIFURCACION

Supongamos que F(u.A) estd definida para u en un espacio de
Banach B y a valores en otro espacio de Banach E y X en un
abierto 4cgn,

Supongamos que conocemos una solucién particular u«(A) que
depende continuamente de
y sea veBxA el conjunto R e

v={(u(r),A), ke A},

l1lamado el conjunto de soluciones triviales a la ecuacién

F(u,0)=0,

DEPININOS

(u(ro)ido) punto de v como punto de bifurcacién para la ecuacién
(1) si en cada vecindad de {(ulr).A.)eBx4 existe una solucién de (1)
que no pertenece a vy,

Ejemplo

Considérese
MiXxA-2Z

19



con X=Z=%', M(x,A)-Bx-lx , donde Ac¢X y B es un operador lineal,
entonces todo valor propio 4, de B es un punto de bifurcacioén.

En efecto si 1, es un valor propio de B entonces Vve>0 existe

xp€X

tal que |ixo|l=¢y Bxg=24,x,.

Graficamente se acostumbra representar esta situacién por un
diagrama de bifurcacién donde en un eje se "representa" u con
alguna caracteristica, tal como su norma o la proyeccién sobre
algin subespacio, y en otro alguna caracteristica de },

Si definimos x=-u-u(A) entonces G(x.\)=F(x+u(A),A) y la ecuacion
(1) es equivalente a

G(x,A)=0urrirerrennn(2)

" 20



Aqui la familia x=0 es solucion de (2).

La idea basica para buscar soluciones pequefias, es decir
cercanas a (0,4} (agqui supondremos 1,0 ),es el uso de un
desarrollo de G(x,y) en una serie de Taylor.

Asi pues, supongamos gue
G(x,A)=GC(0,A)+C,(0,A)x +g(x,A)
donde g(x.A) es un residuo, con ||g(x,\)|}=o(lix]])

y G(0,A)=0, G (0,1)= G (0,0)+G,,(0,0)A+...

por lo que (2) se puede escribir
G(x,M)=Ax~-T(AM)x-g(x . A)=0uieiiiinnnnns (3)
donde A y T(A) son operadorcs lineales y

llg(x.M)lf=olfxll, T(0)=0.

{(Se usard ademds la hipdtesis Illglx.a)il-ofllxll+]a{**"'} en cuyo caso

no necesariamente existe una curva de soluciones triviales) ([Iz]. |

21



Supondremos ademds gque A y T(A) son operadores lineales
continuos de B a E, gque T7(A) es analitico en Ay que

Hg(x.)=g(x Al se(Mrx -]+ A=)

donde M(r) es una funcidén continua sobre x' y Af(0)=0
para llx||, Hx°l{sr, &, A" pequefios.

Caso 1) 8i A es invertible, entonces una solucién a (3) es
solucidn de

x=ATT(A)x+ A g(x,0)
como |{T(M)l tiende a cero cuando i tiende a cero y ¢(0.,A)=0

entonces la unica solucidn en éste caso es x = 0 y {(0,0) no es un
punto de bifurcacion.

Caso 2) A es casi 1invertible, es decir A es un operador de
Fredholn.

DEFINICION

A es un operador de Fredholm si

a) A es un operador continuo de B a E
b) Ker A es de dimensidén finita d

c) El rango de A, R(A), es cerrado y detdimension finita £

22



EJEMPLO
Si A es un operador cerrado en E con propiedades b) y «c)
entonces, tomando B como el dominio de A y con la norma de la
grafica

Walla=Hxtle+1Ax]],
A es Fredholm.

Ademds de motivacidén técnica, al pedir que A sea Fredholm se
cubre una gama amplia de ejemplos concretos, como operadores
integrales entre otros; ver [Iz].

Caso 3) A es semi Fredholm, con sélo f finito, o es casi sobre,
donde el teorema de Nash-Moser puede aplicarse (Iz].

En éste caso no hay Teoria de Bifurcacién satisfactoria ya
que el campo de estudio es completamente virgen.

De aqui en adelante nos restringiremos al segundo casa.

LIMITACION AL SEGUNDO CASO

Sean P y Q dos proyecciones, P de B sobre Ker A y Q de E
sobre R(A), entonces

B=Ker A®B,

23



donde B, es un subespacio cerrado de B,
E=E,0R(A)

donde R(A) es cerrado por definicién y F, tiene dimensicn £.

Por lo tanto xeB se escribe x=x,+x, CON x ¢ KerA, P(x,)=x,.

como A es continuo, uno a uno de B, sobre R(A), existe un
inverso K de R(A) sobre B, es decir

AKQ = Q, KA(I-P) = I~P
entonces

Alx,+x,)-T(A) (%, +x,)=g{x,+x,.1)
puede escribirse como
) Ax,=QT(A)x,+x,)=Qg(x,+x,.4)
sobre R(A).
) —(1-QT(M)(x,+x,)= (1= Q)g(x,+x,.A)
sobre E

aplicando K a a) se tiene:

24



T RS ST TR el wemees

X~ KQT(M){x,+x,)=KQg{x, +x,,A)
es decir
(I=KQT(A))x, = KQT(A)x, +KQg(x,+x,,A).

Como T es continuo en i y T(0) = 0, entonces /-KQT(A) es
invertible para i pequefic y la ecuacién se escribe:

Xy= (1= KQT(AN'KQT(A)x+KQg{x, +x,.4)

ahora como T(0) = 0 y g es Lipchitz con la constante M(r)
pequenia, se puede usar el Teorema de Contraccidén de Banach, o
cualquier versidn del Teorema de la Funcién Implicita [C~H], para
obtener para cada (~.,A), una unica solucion «x(x..A), {¥,.A) en una
vecindad de (0,0) en =®‘xx*con las siguientes estimaciones

“xz(xl-A)"xz(xl"l‘)ugSC“"(r)”xl"xn'”g+M"\'I*'[“H'\'i"xl'”s}

[ea(e i, s e{l el + 1P+ il 1) '

para A, k'Pequeﬂos Y ”xllll ”,\‘,'”Sr

por lo tanto se ha,reducido el estudio de 6(x.A)=0 a un mimero f
finito de ecuaciones, con d incognitas. De hecho usando las
relaciones

I+(1-KQT (M) 'KQT(A)= (I~ KQT (A"

25



I+T(AMU=KQT(A)) T KQ=(I-T(AMKQ)™

la ecuacidn
(=0T M) (% +x,)+g(x, +x,.0)=0
se escribe, usando la expresion para
x,(x,.k)

(I-Q)TA(-KQT (M) 'x,+ (1= Q)(I-T(AM)KQ) 'g(x,+x,(x,.4),A)=0

llamada la ecuacidén de Bifurcacidén

Sea i({x.A) el segundo término y B8(A) el primero, obtenemos

B(A)x,=h{x,.4)

donde B(i) es una matriz analitica en B(0) = 0 y
[ A)=r0e, AL S Claer el =2t a7l

(Al P lar)

para A, A pequefios y ||x,||, ||x,"||<r

26



Esta reduccién a un sistema finito se llama método de
Liapunov-Schmidt, unicamente valido en una vecindad del punto
(0,0), posible punto de bifurcacidn.
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CAPITULO IIIX

Primero veremos resultados de bifurcacién que tienen el
caracter especial de implicar que la existencia de bifurcacidén es
determinada sélo por la aproximacién lineal, pero por supuesto la

naturaleza especifica de la bifurcacidén depende de los términos
no lineales. '

Valores propios de (B,A)

Supéngase que B8.4:X-Z son operadores lineales acoctados.
Podemos definir el resolvente p(B.4A) del par (B,A) como el
conjunto de AeC tales que B-Ad4 tiene un inverso acotado. El
espectro o(8,4) del par (B,A) es o(B,A)=C-p(8.,4) . Un punto Aco(B.4)

es un valor propio de (B,A) si cero es un valor propio de B-i4,
es decir dimKer(B-AA)21,

DEFINICION

Decimos que un punto ie¢C es un valor propio simple del par
(B,A) si:

dimKer(B-AA)=1=cod R(B-LA)
AKer(B-AA)OR(B-AA)=2Z
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Ejemplo

81 x=z=x?

A=0

entonces Ker(B-AA)=R(B-AA)=<e,>
ademds AKor(B-AA)=<e,>, cero es un valor propio simple de (B,A) y
por otro lado cero es un valor propio doble de B-AA,

Nota:

El concepto de valor propio simple es independiente de la
-naturaleza del valor propio cero del operador B-Ad.

Ejemplo

S8i x=z=x2

6
Bt

A=0
‘entonces cero es un valor propio de 8-:4, y dado que
N(B-AA)=<a,>, Aey=e,eR(B-AA) implica que cero no es un valor
propic simple de (B,A).
Teniendo el concepto de valor propio simple podemos probar

el siguiente teorema:
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Teorema

Suponga que MeC™(X¥xA4.2), m22, Ac® un intervalo, X,%Z son
espacios de Banach reales.

M(x,A)=Bx-AAx+N(x,A)
N(O,L)=0
D,N(0,A)=0
Si 1, es un valor propio simple de (B,A) y YoeKer(B=4yA), yo#0
entonces
(x,4)=(0,,)
es un punto de bifurcacién de #/(x.,A)~0, mds aun, existen funciones
Cm-l
E(u)=A,+C(u) c e . (1)
x(u)=uy,+c(u’)

para u real cerca del cero tal que

M(x(u).,t(u))=0
Todos los ceros de M cerca de (0.,i,) son la solucidn trivial x
= 0 o dados por (1).

Finalmente si M es una funcién analitica de A.x cerca de (mAJ
entonces ¢, x son analiticas cerca de cero.

Prueba.
8i 1,es un valor propic simple de (B,A) Y y eKer(B-AoA), yo#0

entonces los espacios X,2 pueden ser descompuestos como :

X=Xo+ Xy, Xo=Ker(B-AgA)=<y,>

Zo+ 2, Zo=<Ay,>, Z,=R(B-1,4),
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aplicando el método de Liapunov-Schmidt con x = y + z,
ye€Xo. zeX; Y usando el hecho que (B-i.4)y=0y Q,4Ay=0 (donde Q, es la
proyeccién sobre 7,)

Ia ecuacidén auxiliar
Q(B-AAY(y+2)+ QN(y+2.A)}=Q(B-A)z+Q N(y+z,A)=0
puede ser resuelta para una unica =z=-p(y.,r) en una vecindad nde fou)
81 Nec'(xx4.2). m22 entonces yeC™(N,0N), P(0,A)=0
D,p(0,1)=0y p(0,M)=c{ly}’) cuando y-0
La ecuacidn de bifurcacion
QoM(y+p(y.A),2)=0
(donde Q, es la proyecciodn sobre Z,)

es l-dimensional usando el vector base Ay, de z,y poniendo y=uyq
la funcioén de bifurcacidn

E(u,A)
Satisface
E(u,MAy,=
Qo(B-AA)uy o+ p(wye.r))* QoN(uyo+ w(uye.1).0)=
~(A=Ro)udyo+Qo(B-2A)p(uy, A)+QoN(uy o+ w(uye.A) i)
asi
E(u,A)=={A=Ao)u+G(u,)
donde
G(0,A)=0, D,G(0,A)=0
si
G(u,A)=uH(u,r)
entonces

H(0,1)=0
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Y los ceros de E se obtienen resolviendo

-(A-Ag)u+H(u,A)=0
Por el teorema de la funcidén implicita, estas soluciones
forman una curva (!

A=g(u)=2a,+C(lub)
que pasa por
(u,A)={0.4,)
La solucidn x(u) representada aqui tiene la forma
X(u)“uyo*i{’(u}'o-t(u)):U}’o+c(u2)
en particular, la curva de soluciones es tangente al espacio Xx,.

Si WNcc®(Xx,4)., m22 entonces la curva de bifurcacién i=t(u) y la
solucidn x(u) son ¢*' en una vecindad de 0eX . Si N es andlitica
entonces ¢ y x son analiticas.

Este teorema puede ser generalizado para Af(a,A)=L(A)x+N(x,A)

donde =(x,,...A,)
N
L(A)=B-) A4,
i1

cuya demostracion es analoga a la del teorema anterior. Ver
[C-H].
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BIFURCACION DE_HOPF

En este apartado consideraremos bajo qué hipdtesis una
solucidén perioddica de un sistema de ecuaciones diferenciales
aparece cuando un parametro es variado.

E. Hopf ha dado una respuesta, la cual describiremos ahora:
Considérese el sistema autdnomo
u'=F(u,A) .. (2)

donde i es un parametro real. Supdngase gque cada componente de F
es una serie de potencias en u,...u,.A la cual converge en un
conjunto GxJ donde G es un abierto en #*y J={illA{<c) donde ¢ es
una constante positiva. Suponemos que si A-0 entonces existe un
puntc u.e®* tal que Flu,0)=0 es decir la ecuacidén (2) tiene un
'punto de equilibrio u,,

Suponemnos ademds que los exponentes caracteristicos
asociados a u, son todos diferentes de cero.

(Es decir los valores propios de la matriz nxn
oF,
u,
donde cada componente de la matriz es evaluada en

U=y, A=0)

Entonces del Teorema de la Funcidn Implicita se sigue que
existen numeros positivos

6,, 6, tal que si [A[{<6,
entonces existe un unico a(A)
tal que fi(A)-uo|<6,  H(0)=u,
y tal que F(u(A),A)=0
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es decir @(A) es un punto de equilibrio de (2) ademas cada
componente de &(A) es una seric dec potencias en i, la cual
converge para itales que [A[<§6,.

Finalmente los exponentes caracteristicos de &(A\) son series
de potencias en i los cuales convergen para i tal que {Al<6, donde
6, es un numero positivo.

TEOREMA _(Bifurcacidn _de Hopf)

Suponga el que todos los exponentes caracteristicos
asociados con u, son diferentes de cero y que exactamente dos de
ellos son imaginarios puros. Sea «a(). d(A) los exponentes
caracteristicos de i(\) tales que «a(0)., @(0) son estos dos
imaginarios puros diferentes de cero.

Suponga que la parte real de a'(0)es no cero i.e.

Re[a’(0)]1#0.
Entonces

hay una familia de soluciones periddicas de (2) para r<0 o
A>0 o A=0, mas precisamente hay un numero positivo 6, y una
funcidén u(t.¢) definida para todo real t y para [e/<6, funciones
A(e) y T(e) definidas en el mismo intervalo con las siguientes
pr.opiedavdes :

i) Me)y T(¢) son series de potencias de ¢;

ii) 2
T 5001

iii) u(t,0)=u(0)=uy, pero u(l,c)#uw(A(e)):

y A(0)=0;

iv) u(t,e) es solucidn de u'=F(u.A(e)) y u(t,€) tiene periodo T (e);
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v) La funcidn A(¢) es no negativa para todo [ej<6, 0 Af{c) es no
positiva para el mismo intervalo o A(¢) es idénticamente cero.

Si para A<0 los exponentes caracteristicos de &(A) todos
tienen parte real negativa entonces una de las siguientes
alternativas se cumple:

a) A(c)>0 para todo ¢¥0 y cada solucidén periddica u(l.¢) es estable
en el siguiente sentido: Existe 5>0 tal que si u(t) es una
solucién de u'=F(u.A(r)) Yy existen numeros t,, I, tales que
Ju(t,)-u{t;.¢)] <& entonces hay un numero i tal que

limfu(t)-u(t+i,e)l=0.

b} A(e)<0 para todo er0y cada solucidn pericédica es inestable.

Cabe aclarar que extensiones al teorema de Hopf se han
hecho, en las cuales las condiciones de los exponentes
caracteristicos son considerablemente mas débiles.

Consideremos de nuevo la ecuacidn uw'=F(u,A) +.o.o... (3}
excepto gque ahora se supone que cada componente de F tiene
primeras derivadas continuas en u,,u,..u,r en cada punto en el
conjunto G x J. Comc antes, se supondra que hay
un punto u, tal que p(uo’l),,o'

Si u(t.A,@) denota la solucidén de (3), que satisface la
~condicién inicial u(0.r.@)-i entonces el problema de encontrar una
soluciodn, peridédica a (3) es equivalente al problema de encontrar
las soluciones (A7) a la ecuacidn
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W(l A T)=T...(4)

Supongase que (fy -if son valores propios de la matriz

.Y ademds que los valores propios de la matriz gque son miltiplos
enteros de =if son:

i

£if,+im B....ximf

donde estos valores son contados con su multiplicidad algebraica
i.e. su multiplicidad como raices del poliromio caracteristico.
Para cada valor propio im.#. (m,=!.m,,..m,) de la matriz

FoF, -
’_55;(“0'0)

=

le corresponde un valor propio a.(A)+«if.(r) de la matriz

o
3,40

donde a,(A) Y Ba.(r) son funciones de (valores reales) de L Yy
an(0)=0Y B (A)Y=m,pB.

Suponemos que si i#0 entonces a.(\)#0 para m,=1,m,,...m,. _
El valor propio ip se dice tiene multiplicidad algebraica impar

si un nuimero impar de a,(i) cambia de signo cuando * pasa por
cero.

TEOREMA
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8i 8 tiene multiplicidad impar, entonces existen numeros
positivos y, ¥y p. tal que si ye[0.v,) Y pncf0.p,) entonces (4) tiene una
solucién (1.X,i) tal que ||g[|=y

2

<p?

y [X]*+

i-2Z
B

lo que es, si A=% la ecuacidén (3) tiene una solucidén u(t) de
periodo 1y u(0)=i [Cr).

Aun las extensiones al teorema de Hopf no dan informacidn
muy util acerca de la estabilidad, mas aun las hipdtesis no son
lo ideal para el uso en aplicaciones. La hipotesis de que if
tenga multiplicidad algebraica impar es de un claro corte de
significado matematico, pero no de aparente significado fisico y
podria ser dificil de verificar en un caso particular.
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CAPITULO IV

En este capitulo daremos una descripcidén de los métodos en
que estan basados los algoritmos integrados en una coleccidén de
rutinas en el lenguaje de alto nivel Fortran llamada AUTO. Estos
algoritmos conciernen al andlisis numérico de sistemas de
ecuaciones algebraicas no lineales y de ecuaciones diferenciales
ordinarias. El principal propdsito del paquete es el calculo de
soluciones periddicas (estables o inestables) de

w'=F(u,r)..(0)

u, Fex"

donde ) denota un parametro libre. Frecuentemente soluciones
periédicas de (0) provienen de la bifurcacidén de soluciones
estacionarias de (0). Por esta razén el paquete contiene
algoritmos para calcular “las ramas del estado estacionario y
algoritmos para la determinacién de puntos de bifurcacion de
Hopf.

la determinacién de ramas del estado estacionario involucra
"a la estructura de las soluciones del sistema algebraico de
ecuaciones F(u,A)~0. Por esto el pagquete contiene algoritmos para
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sistemas algebraicos mas generales. Incluye ademas la capacidad
de detectar puntos de bifurcacion algebraicos a lo largo de una
rama y de cambiar de rama en tales puntos.

El cdlculo de soluciones perisdicas de (0) puede ser visto
como un problema con valores a la frontera con condiciones
integrales adicionales. Por esta razon AUTO contiene algoritmos
para la continvacién de soluciones de sistemas de la forma (0)
con condiciones en la frontera.

). SISTEMAS ALGEBRAICOS

Como un primer paso en el andlisis de bifurcacidén de (0)
sera la determinacidn de las ramas de solucidén estacionaria.
Estas son 1las soluciones (u(s).a(s)) del sistema no lineal de

ecuaciones.

a) F(u,A)=0 u, Fex", ieR

donde s denota alguna parametrizacion. El problema de determinar
la estructura de las soluciones de un sistema algebraico de 1la
forma a) puede provenir de muchas otras situaciones y se debe de
considerar un numero de estas, como por ejemplo, el calculo de
curvas de puntos limite y puntos de la bifurcacién de Hopf.

1.1 CONTINUACION Y CAMBIO DE RAMAS

En AUTO se supone gue una solucidén u,=~ufs,) es conocida para
algin valor particular i,-i(s,k, En la mayoria de las aplicaciones
tal solucidén (u..i,) es facil de encontrar. Si no, entonces es
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posible introducir un parametro de homotopia para asi: alcanzar
el punto inicial deseado. La direccién (d,.4,) de la rama en el
punto inicial coincide con el vector nulo de la matriz n x n+l.

[Fu(uo'ko)‘l?x(uo')‘o)]

como es visto al diferenciar la relacidn F(u(s).A(s)N=0 con
respecto a s. Suponemos que el espacio nulo es unidimensional.
Esto excluye tomar puntos de bifurcacidén como valor inicial. El
vector nulo puede ser calculado por alguna técnica elemental;
usando pivoteo uno puede triangularizar la matriz

[Fu(“ov’\o)l[:l(“o'ko)]

en la forma

X X X X
0 x x x
0 0 x x

(agqui hemos representado la matriz para el caso n=3)

en donde la dltima fila no puede ser cero, Ya que de lo contrario
el espacio nulo tendria dimensién mayor que uno, lo cual

contradice nuestra hipétesis.

El vector nulo v puede ser calculado al resolver dAv=e¢, donde
e, es el vector unitario con ceros en todas sus entradas excepto

en la n-ésima, que es igual a uno y A es de la forma
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X X X x
0 x x x
0 0 x x
0 0 0 1

P

El vector nulo ve{(d4,l,) es escalado de acuerdo a
Oiugd,+ 0343 =1
donde 0,. 6, son constantes asignadas de antemano que pueden ser

usadas para reflejar la diferencia en escala entre u y i Mas
generalmente, damos al espacio ='xX el producto interior

((wyon)(ugndy))=02uTu,+ 021, 4,
Desde el punto inicial, la rama es trazada paso a paso
usando la técnica de continuacidén pseudo-longitud de arco.

Suponiendo que ({u,,..2,.,) ¥y (¢..4,.,) han sido calculados esta técnica

determina la siguiente solucidn {¢,A,) usando las ecuaciones

1) F(u;.r,)=0
2) 02(u,~u, ) d, v 02(A, = A ), -85 =0

donde 4s es el tamafo del paso a lo largo de la rama. El vector
de direccidén (s,...4,.,) puede ser calculado aproximadamente usando

~ 1
d;-wz;(“f-l‘“;-z)

y similarmente para 4, Es necesario checar que
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02u] i, +07K2 =1

ya que de lo contrario pueden aparecer inestabilidades en el
proceso de continuacidén. La ventaja de usar el sistema de
ecuaciones 1), 2) es la capacidad de calcular los puntos limite
para esto hay que ver que el Jacobiano para 1), 2)

Fo(u,d) F.(u,d)

es no solamente no singular en un punto solucidn regular (donde F
es no singular) de a) si no también en un punto de retorno simple
[(Raj.

Uno puede escoger que el tamaio del paso sea fijo o
“adaptivo". Nosotros usaremos lo siguiente: si el método de
Newton converge rdpidamente, entonces el tamafio es incrementado.
Si la iteracién de Newton converge lentamente o falla en la
convergencia entonces el tamano es reducido a la mitad. Si este
tamano alcanza un maximo preseleccionado, entonces 4s no excedera
dicho valor. Analogamente para un minimo, entonces el programa
sefialara la no converdencia. Se dice que converge si ocurre que
los incrementos de Newton satisfacen

|AA]
MLbudbd PP
1+]A] S
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| dull. .
Velludl,

donde «¢,. ¢, pueden ser escogidos de antemano.

El determinante del Jacobiano para 1), 2) es calculado a lo
largo de la rama solucidn. Puntos donde el determinante se anula
son localizados por medio de un método de iteracidén, es decir, si
g(s) es la funcién de la cual se buscan los ceros entonces
cualgquier cambio de signo de q(s) es localizado a lo largo de 1la
rama y el cero es aproximado por una iteracidn secante.

Puntos solucidén en donde el determinante del Jacobiano del
sistema 1), 2) se anula son puntos de bifurcacidn potenciales.
Después del cdlculo de una rama, cada punto potencial encontrado
es considerado. Para cambiar de una rama estacionaria a otra en
un punto de bifurcacidén estacionario usamos el siguiente método:
sea x~(u,A) Y sea x, un punto de bifurcacién. Considérese %, la
direccién de la rama dada a lo largo de la cual la bifurcacioén
fué detectada. Dos soluciones que se intersectan en un angulo
distinto de cero dan origen a dos vectores nulos linealmente

independientes de la matriz n x n+l

Fx(xo)

Encontramos una base ¢,.4,de Ker[F.) tal que x’,=c,¢,+¢c,¢,.
Entonces la direccién de la rama de bifurcacion puede ser
encontrada de las ecuaciones algebraicas de bifurcacién [Ra]

T Vet e
v Fx('\o)'\ oX =0
xTx’g-1=0
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donde ¢ genera el espacio nulo unidimensional de la matriz
transpuesta n+l1 x n.

F:(xo)

Si x,=(us".4,) ha sido obtenido en ésta forma entonces el cambio de
rama es hecho al resolver

Fluy,a,)=0
02(u, '“o)T“o'”Lof(kl"’\o)ko"ds° 0

para (u,,4,), el primer punto de la rama bifurcada.

Aproximaciones iniciales a u,; y a 1, son dadas por u,=ug+dsu,’
Y A=A +dshy”.

Uno puede evitar tener que resolver las ecuaciones
algebraicas de bifurcacién al reemplazar x, por y, el cual
satisface yoeker(F.(x)) Yy y,ortogonal a y,

Tal vector es obtenido de

Fx(xo)
Yo=0

T
X0

donde Fx(xo)E (Fu(ut)uko)llrl(ul)'ko)

En la implementacidén el calculo de la rama basica y de
cualquier rama de bifurcacidn es descontinuada si i, o0 [lu|| alcanza
limites preseleccionados, si se usa un maximo de pasos o si el
procedimiento no converge.
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1.2 PUNTO8 LIMITE Y SU CONTINUACION

La direccidén (u4,4) de una rama solucién de a) puede ser
definida como

Fu () Fa (%A X o

Lo % i |

donde (u.,4,) denota la direccidén de la rama en un punto solucién
(Uo,hy)

Se supone que (u..},) es suficientemente cercano a (u.,A). Puntos
limite cuadraticos a 1lo largo delarama solucién de (a)
corresponden a ceros de la funcidén q(s)=-i(s) y estos son
localizados correctamente usando una iteracion secante.

Una vez dque un punto limite cuadratico ha sido detectado
puede ser continuado en dos parametros, digamos A4 y u aplicando

la técnica de continuacién de longitud de arco al sistema
(la cual anteriormente se ha aplicado)

Flu,A,u0)=0
F,lu,A,uyo=0

viu-1=0

estas ecuaciones definen un problema algebraico de
continuacion (o de bifurcacidn) de 2n+l ecuaciones con 2n+2
incognitas.
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1.3 PUNTOS DE BYFURCACION DE HOPF Y BU CONTINUACION

Puntos de Bifurcacidén de Hopf a lo largo de una rama de
soluciones estacionaria (u(s).A(s)) de (0) son puntos donde un par
de valores propios complejos conjugados cruzan el eje imaginario
transversalmente.

En el software un método estandar es usado para calcular los
valores propios de F,(u(s).A(s))a lo ldrgo de las ramas de solucidn
estacionaria. Monitoreando el numero de valores propios en el
semiplano izquierdo junto con la parte real del valor propio més
cercano al eje, imaginario, el software es capaz de detectar los
puntos de Dbifurcacién de Hopf. La localizacion precisa es .
determinada por la iteracion secante de la parte real del par de
valores propios conjugados. El exito de éste procediniento
depende de que el tamafio del paso siga siendo pequeiio y que las
bifurcaciones de Hopf no sean degeneradas.

Para la continuacion en dos paradmetros de los puntos de
bifurcacidén consideremos la ecuacién diferencial dada por

w(t)=FQuh ),

donde % y # son los dos pardmetros libres. Una condicién
necesaria para la bifurcacién de Hopf de una rama del estado
estacionario es que en el punto de bifurcacidén, el problema

linelizado

VI(E)=TF (u,A, p)u(l),
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tenga, para algun valor de T, una solucidén v(t) distinta de cero
que satisfaga que v(0)=v(1l)=0.

8i F.,(u.A.px) tiene un par de valores propios imaginarios con
parte imaginaria T entonces la solucién del problema linealizado
tiene la forma

v()=sen(2nt)t +cos(2nt)n

sustituyendola en 1la ecuacion linealizada y separando 1los
términos en seno y coseno obtenemos ‘

T
—_ + noI
Y W$N

T
=E+o=F =0,

- normalizamos el vector nulo (:.7) pidiendo fTr+pTy=1,

Sin embargo, el espacio nulo es bidimensional, debido a 1la
libertad de trasladar v(t) en el tiempo. Esto regquiere otrg

condicién. Sea y,(t)=sen(2nt)§,+cos(21t)n,
correspondiente al punto solucién previamente calculado.

Para fijar la fase de v(t) requerimos que

6(a)nLl(utt+o)—vo(l))T(u(Ho)—vo(l))dt
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sea minimizada sobre o. Esto da como resultado, la ecuaciodn

H
fo (u() = vo(1)) o (1)dL = 0.

Sustituyendo las expresiones para v(t) y v (t) en la
" ecuacién de arriba, segquida de integracién, da

nod-&qr 0.
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Las ecuaciones anteriores definen un problema algebraico de
bifurcacién de la forma :

F(w,A)=0
donde yw(u,t,n,T,p)cR™?

el cual representa un sistema no lineal de 3nt+2 ecuaciones
con 3n+3 incognitas, asi que uno obtendra curvas solucidén a esta

ecuacion, con posibles puntos de bifurcacién.

2 _ECUACIONES DITERENCTIALES

Consideremos el sistema .de ecuaciones diferenciales de
primer orden u (t)=F(u(t).A)iren.. (3)

tc[0,1]
u, Fe&'"

Aek"

sujeto a las condiciones de frontera (posiblemente no

lineales o no separables)

b, (u(0),u(1),A)=0
i=1, 2, cos r Ny

y condiciones integrales lineales o no lineales.

Ll‘74(u(1).k)dl=0....(4)

i=1,2, .. , g
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Donde es vdalido que el numero de condiciones de frontera o
el numero de condiciones integrales sea cero. Para que el
problema este bien planteado es necesario que na,~n,+n,~n+li. Esto
significa que siempre hay un pardmetro libre, asi que tenemos
otra vez un problema de continuaciédn.

2.1 DISCRETIZACION

La ecuacién diferencial es aproximada por el método de
colocacidon de Gauss en m puntos de Gauss con partes polinomiales
gque son C [0.1]. En AUTO m es un entero entre 2 y 7. Mas
precisamente, define una particion

{0=ty<t.<ly=1}
ety -1,
0<j<N-1

y para cada j introducimos los polinomios de Lagrange

{w (1)
3=0,1,...,N-1 i=o0,1,...m
definidos por

m t-t sk
w,J=I7~——i"—
kilt,u/"tj.k
KzO

L= ty+ide,
P m
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El método de colocacidén consiste en encontrar

P,(t)=zw,_,(t)u,,im
tal que
P’I.Ezl.l);-F(Pi(zl)‘k)“"(s)
i=1,...,m j=0,1,...,N-1
donde en cada subintervalo

{te0nt)]

los puntos

(thﬁl

son los ceros del polinomio de Legendre de wm-ésimo grado
relativos a ese subintervalo. Con la base descrita arriba u, ¥ .

aproximan a la solucidén u(t) del problema continuo en t, v b

‘respectivamente. Ver [D-K],
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Las condiciones de frontera son {h(p‘(O)'pN(])'k)no_“(G)
i=1,..n,
Las integrales en (4) pueden ser discretizadas por una formula de
cuadratura. En vista de 1la discretizacién de 1la ecuacidén
diferencial (3), la seleccién natural es la formula de cuadratura
al aproximar la integracioén sobre cada subintervalo [“_lle
Esto da:

Nel m
> 2w @y (g A) =00 (7)
"

=0 i=0Q

k= 1.....,0,

9
donde las cantidades w,, son los coeficientes de la cuadratura de
Lagrange, gue excepto por un factor de escala son independientes

de J.

Ya que la continuacion de longitud de arco es usada para el
cadlculo de ramas de solucidon a (3)~-(4) necesitamos tomar en

cuenta la ecuacion

l &
oﬁf (u(ty=uo()) o)t + 03 (A-2y) ko= ds =0
X [}

(ya que necesitamos escalar en cada paso)

donde {u,.,) es el punto previamente calculado en la rama solucién
Y (k) es la direccidn de la rama en ese punto. Después de la
discretizacién la ecuacidn de longitud de arco se convierte en

N=1 m ,
023 3 w, (- to,,,) (o). *02(h-1o) ko~ 45 =0
m ~

[}
10 =0 P
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El conjunto completo de ecuaciones discretas al tomar un
paso a lo largo de una rama de soluciones consiste en resolver el
sistema de mw+n,+n,+1 ecuaciones no lineales, para las
incognitas

{uferm™rexm™
.
Esto es hecho con iteraciones de Newton.

2.3 PUNTOS LIMITE Y 8U CONTINUACION

En la ecuacidén (1) tomemos a A como el parametro principal,
con respecto al cual los puntos limite son localizados, y seaﬂ
los restantes escalares. Rescribimos estas ecuaciones como

(8)everen it ()= F(u(t), pt, &), u, Fek"

(9)eeenrennbu(0),u(1l), uA)=0, beR™
1

(lO)........f qQu(t),u,A)dt=0, qeR"*
0

Suponemos otra vez que na,=n.,+n,+n+!. Que en forma de operador,
podemos escribir las ecuaciones anteriores como

H{u,pt.x)=0
y una direccién (d.i,4) de la rama puede ser obtenida de
Hu+H 1+ H, =0
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1 P ..
03[0 wg (AL + 043 ft+ 07Kk~ 1=0

donde (e fto.4,) denota la direccién de la rama en el punto
previamente calculado.

La direccidén del vector en el punto se escala de tal forma

que

i

1
02 [ ug(u(ydt+02 T ji+0?5,-1=0
0

La cantidad 4 es monitoreada a lo largo de la rama de
solucion y en caso de un cambio de signo la localizacidn precisa
del cero es determinada usando una iteracidn secante.

El sistema extendido para la continuacién de puntos limite
en dos pardmetros es obtenido al agregar a (8)-(10) las
ecuaciones que caracterizan al punto limite, que son:

()= FoCut) A pu()+F (u() ,A)8=0

buei(8(0), (1)1, AJ0(03+ by (003 (1)1, AJu( 1)+ b, (u(0), u(1 ), 1, A)E=0
1
[ a0 i g, (. p 15t =0

y la ecuacién de normalizacién
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1
fu(z)Tu(z)dt+§T§—1=o ver D-X
0

Las dimensiones de v(t) y s son las nmismas que las de u(t) y
n respectivamente. El sistema extendido consiste ahora de 2n
ecuaciones diferenciales de primer orden con 2n condiciones de
frontera y 2n + 1 condiciones integrales. Se agregan 2n - 1
incognitas escalares aun mas tenemos un parametro libre
adicional. Por esto el sistema extendido tiene un grado de
libertad y en general obtenemos una curva de solucidnes

3. BOLUCIONES PERIODICAS

En esta seccidn explicaremos las técnicas empleadas para
calcular soluciones peridédicas (estables o inestables) con
detalle, enfatizando 1las razones que hay detras de nuestro

aparato numérico.

3.1 CONTINUACION Y PROCEDIMIENTO DE_INICIO

Sea (u..4,) un punto de bifurcacién de Hopf donde el Jacobiano
F.(ue.2,) tiene un par conjugado de valores propios imaginarios =iw,
y no hay mas en el eje imaginario. Suponemos que el par cruza el
eje imaginario transversalmente con respecto a .. Estas
condiciones aseguran la existencia de una rama de bifurcacidén de
Hopf y cerca del punto de bifurcacion de Hopf las orbitas de la

rama son unicas.

Primero describamos el proceso de continuacién. Indicamos
cémo esencialmente el mismo procedimiento puede ser usado para
comenzar a calcular la rama, dadas las estimaciones asintoticas.
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u(t,e)=u,+ep(t)+c(c?)
T(c)=T,+06(c?)

AE)= Ao+ C(c?)

Agqui ¢ parametriza localmente a la rama de soluciones
periodicas. T(e¢) denota el periodo y T o2n

La funcidén ¢(!) es la solucion periddica distinta de cero del
problema lineal homogeneo ¢

¢ ()= F (ug.ho)0(t)

Los procedimientos de inicio y continuacién pueden ser
usados para calcular soluciones inestables y asintéticamente
estables. Fsto es posible al considerar el problema como uno con
valores en la frontera en el intervalo fijo {0,1). La técnica de
continuacién usa la continuacién de longitud de arco y esto da
como resultado el no hacer modificaciones para calculos cerca de
los puntos limite. "

Para fijar la fase usamos una condicioén integral. Hay dos
incégnitas el periodo T y el parametro libre i. Mdas aun la
periodicidad da condiciones de frontera no separables.

Una propiedad importante de nuestra condicidén de fase es que
la distancia entre cualesquiera dos puntos solucidén en la rama es
ninimizada con respecto a la translacidén periddica. Esto es
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sumamente benéfico al calcular soluciones periodicas que tienen
una reqgién de rapido crecimiento o decrecimiento. Con esta
propiedad minimizante soluciones consecutivas a lo largo de la
rama son en cierto sentido alineadas, asi que una aproximacidn
inicial a una solucidén puede ser obtenida al extrapolar puntos de
soluciones precedentes. Esto permite aumentar el tamario de los
pasos a lo largo de la rama. La resolucidn en los cdlculos puede
ser muy importante.

Fijo el intervalo de periodicidad por medio de la funcién
t-—

La ecuacidén (0) se convierte en
() =TF{)A)en v (11)
y buscamos scluciones de periodo 1, es decir
U(0) = U(L) vevverecncenessa(12)

Hay que notar que T es una de nuestras incégnitas.Shsnga que
se tienen puntos solucién (UA'%7]-AJ

i=1,2,...,k"1.

Debemos mostrar coémo procedex de Uh-:@)'Tkﬂ-kkﬂ) a (Uk('LYQ.kky
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Sin embargo, aun con 1 fijo las ecuaciones (11)-(12) no
especifican a u y a T, ya que u(t) puede ser trasladada
libremente en el tiempo. Hay varias técnicas para quitar esta
indeterminacidn. Sin embargo muchas de estas tienen la seria
desventaja de permitir frentes puntiagudos o picos para sequir en

la continuacién.
(va que los cambios bruscos provocan errores al tratar de obtener
el siguiente punto en la continuacidn).

Por ejemplo, la condicion cldsica de ortogonalidad

~.

(4€0)~uy.,(0)) u’,.,(0)=0

la cual es conveniente para probar existencia tiene éste

inconveniente.

Fijando una de las componentes al tiempo t = 0 se tiene el
mismo problema. Una condicidn mas conveniente es obtenida si se
requiere que para dos puntos solucidn consecutivos

(uk-l(')'Tk-l'kk-l) y (u(*).T,2)

la distancia entre u,, Yy u sea minimizada con respecto a la
translacién. Mds precisamente si @() es una solucién a (11)-(12)
entonces i(t+o) también lo es, para toda o¢. Queremos a la solucidn

que minimiza
1
gmfo @+ oy - w0t

Igualando la derivada de g¢(o)a cero y sea del valor critico

de oy escribiendo u=i(t+d) obtenemos la ecuacion
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];.(lt(t)—u,_,(l))Td(l)cll =0, (13)

Usando integracidén por partes ésta ultima ecuacién es
equivalente a la condicién de fase

Notese que esta ecuacion es simplemente la ecuacidn de
ortogonalidad integrada. La eficiencia de 1los cdalculos es
mejorada al usar dicha ecuacidn en lugar de la anterior.

Ia presencia de puntos limite y o6rbitas de periodo infinito
dificulta el uso del pdarametro * en la continuacidon, por lo que
haremos la misma consideracidén de antes, es decir, extenderemos
el sistema tratando a A como una de nuestras incégnitas vy
agregaremos la ecuacion

i
0:]; (u(l)_uk-l(t))Tak-l(l)dt +03’(T_Tk-l)7..k-l + Of(k— A‘k-l)ik-l =4s.

En los cdlculos, usamos la aproximacidn

Tl-l~zl_s,'(Tk-l —Tk-2)"

de manera andloga para 4 y A4.

escalamos de tal forma que
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02|y []+037E +03hl ~1.

El sistema a resolver en cada paso a lo largo de la rama de
soluciones periddicas consiste ahora de las ecuaciones (11),
(12), (13) y (14).

Consideremos ahora el procedimiento de inicio en el punto de
bifurcacion de Hopf (u..T,.%.). donde u es una solucidén estacionaria.
El objetivo es determinar un punto solucioén (e,.7..4,)=(u.T.2), con u
no estacionaria, en la rama de soluciones periddicas cerca del
punto de Dbifurcacién. De las cuatro ecuaciones para el
seguimiento de la rama, tres siguen sin cambio; (11), (12) y
(15). En (15) usamos el hecho de que i,=¢, A,=T,=0.

La ecuacidn (14) requiere modificacidén. El problema es que
u,.=0 cuando k=1. Sin embargo, para ¢(!) en nuestras ecuaciones
asintoticas que dimos anteriormente, se puede derivar 1la
siguiente expresion

2t 21t
¢(t)=scn—7:;—w,+cos-,1—,—o—w,.
donde (wg, W) satisface
cweT ﬁ ku“)\u\ We o)
.F‘:LQOIAO) We T \JJ(_ 0
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Determinamos el vector nulo de la matriz anterior con una
eliminacidn de Gauss con pivoteo completo. El espacio nule es
bidimensional, ya que si (w, , 4) es un vector nulo, entonces
tambien lo es (-vw, W) .

Salvo alguna normalizacion de ¢() podemos aproximar

Uy "Uo+ As¢() = @y,

de manera andloga a como se dedujo la ecuacidén (1l4), se deduce la

ecuacién de fase modificada
]
f wl (0 (D dt=0..0..(17)
0

Asi que el procedimiento de inicio consiste en resolver las
ecuaciones (1l), (12), (15) y (17).
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CAPITULO \Y

En este capitulo wusaremos las tecnicas anteriormente
descritas para resolver el problema planteado en el capitulo I,
el cual es:

B
Prmmub o T,
B=-yB+pR,A
B
A=-yA
VAT TRR,

P2~-b1)2+c81’2-k{l —e'”’}

Fijamos todos los pardmetros excepto A d=~5. f,=20, y=2. p=k=b-c=l.

Los resultados se reportan en los siguientes diagramas.

Cuando poncmos la®norma de la soluciofi contra el parafetro
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estamos usando la norma cuclideana de (P , B, A, P ) para
soluciones estacionarias. Para las soluciones periédicas la norma
es

T
\/;\/fo SO N ORMNOREIOL

donde T es el periédo de la oscilacidn. Con estas definiciones un
punto de bifurcacidn de Hopf ocupa el mismo punto en el diagrama
de bifurcacién, ya sea considerado como un punto en la rama
solucidén estacionaria o como un punto de la rama de solucidn

periddica.
HOMA
16.0
126 -]
100
b - P
X - [1 ____________ o ,--—-""""-—"--"””-“_
2.6 -
o0 T T ] T

1 1 [
0.0 24 6.0 1.6 10.0 12,6 16.0 11,6 20,0

FIGURA 1

Hay una sola rama de solucién el figura 1. Las soluciones
estables son dibujadas con lineas sélidas y las inestables con
lineas espaciadas. Para estos valores de las constantes no
encontramos puntos de bifurcacién estacionarios (de hecho no los
hay para cualquier conjunto de valores) ni soluciones periddicas.
A lo largo de la rama la poblacidén de depredadores P permanece
constante al varia la cota de pesca, como lo muestra la figura 2.
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La poblacién de las presas al igual que la poblacidén de las

crias crece (aunque ne en la misma medida)

cuando la cota de

pesca aumenta. La magnitud de estos crecimientos esta indicado en

las figuras 3 y 4.
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De estos resultados se puede deducir que existe cierto
balance entre la pesca y el numero de nacimientos de los
depredadores, ya gue no importa que tanto se pesque, el nimero de
depredadores se mantendra constante con un aumento en la

poblacion de las presas.
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AUTOLIMITACION DE_LAS PRESAS

El modelo de Lotka-Volterra ha sido estudiado frecuentemente
de manera tal que considera los efectos dependientes de 1la
densidad de la poblacién de las presas. Dentro de estos factores
se encuentran los causados por la limitacién del abastecimiento
de comida y por la sobrepoblacién. El efecto de tal
autolimitacidon es modelado en nuestro sistema al hacer a 1la
funcién de mortalidad linealmente dependiente de la poblacidn
total de las presas, es decir

=+ P i, M

para r y i constantes positivas.

Si (9) es impuesto a (1) - (8), las ecuaciones resultantes
seran:

B
Pl“‘ﬂopl“rP?+]+kP2

B=“yB"I'PlB"'[30/1

B

= -y A - +
A==yA-rP A T

P,=-bP,+cBP,

En este caso no incorporaremos el término de pesca (podemos
considerar el caso A=0), es decir, consideraremos inexistente la
pesca y que salvo por este término, nuestro primer sistema es
generalizado por este ultimo.
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Ahora variaremos el pardmetro r, que es el que refleja la

autolimitacion de las presas, para ver como la estructura de la
solucidn depende de este parametro. Al igual que antes fijaremos
las otras constantes (con el mismo valor que antes).
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20 o e 2 o
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0.0 . |
1 i 1 i 1 |1 ]
0.0 26 6.0 7.6 10.0 12.6 16,0 1.6 200

En la figura 5 vemos el resultado de haber variado r en

nuestro sistema. Ahora se tiene una grdfica mas complicada que

Se tienen tres ramas solucidén (en realidad hay
mas pero ellas no son de interes).

las anteriores.

Las ramas 1 y 2 son ramas

solucidén estacionarias y 1la rama 3 consiste de soluciones

peridédicas. El1 cuadrado en blanco en la rama indica un punto de
bifurcacién estacionario y el cuadrado en negro representa un
punto de bifurcacidén de Hopf. A lo largo de la rama 1 las presas
tienden a crecer para valores de r muy pequefios o para valores
muy cercanos a 20 y alcanzan su minimo valor en el punto de

bifurcacién estacionario; en la otra rama el numero de presas

permanece constante. Para valores mayores de 20 se tienen otras
ramas que no aparecen en la figura 5, pero estas no interesan ya
que en ellas la poblacidén de las presas es negativa, lo cual no
tiene sentido. La poblacién de los depredadores solo aparece en

la rama 1 (en la otra rama es cero) y decrece a medida que r
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decrece, hasta extinguirse en

el punto de bifurcacién de las
ramas 1 y 2. Esto puede verse con mayor claridad en las figuras 6
Y 7 que

muestran el comportamiento las

de presas
depredadores al variar r. En la figura 6 el eje horizontal es el

y los
parametro de bifurcacidén r y el vertical es el maximo de P , es
decir para soluciones estacionarias
soluciones periodicas ponemos

ponemos a

P y para

maxo. P (1)

donde T denota el peridédo. De manera analoga lo hacemos para P en
la fiqura 7.
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Las soluciones periddicas representadas por la curva 3 en

la figura 5 son soluciones estables, el punto de bifurcacién de

Hopf se localiza en r = 0.954 y dicha rama de soluciones es

vertical y a lo largo de ella su periodo va en aumento, empieza
con valor de 7.128).
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CANIBALISHO

El canibalismo en los jévenes ha sido documentado en una
variedad de especies, por ejemplo en peces como el salmoén, el
rébalo y la perca.

Seria interesante ver como influye en nuestro modelo el
hecho que la poblacién de las presas fuese canibal (unicamente
las crias son afectadas). Para esto asumiremos que el canibalismo
es importante como un recurso primario de alimentacidén y no como
una forma de control en la poblacion, que es como generalmente se
plensa. Esto nos indica que el pardmetro r es importante ya que
es el que nos indica la autolimitacién de las presas. Por
simplicidad supondremos que el canibalismo sélo afecta a la
poblacidén de las presas y supondremos ademas que la fraccidn de
crias que sobreviven al canibalismo es sB

donde s es una constante positiva.

El parametro s es importante ya que nos revela el grado de
canibalismo presente en la poblacién de las presas; para s
pequeiio la poblacidn de las presas se alimenta basicamente de las
crias ("es muy canibal") y para s grande el canibalismo no es
significativo., En [L-G] se pueden encontrar mas detalles al
considerar una poblacién canibal.

El tomar en cuenta estas consideraciones nos lleva al
siguiente sistema de ecuaciones:

557

Pi==pigP - rPis ———+
U
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Be=yR~rP ,B+[,A

B
Aoy derp Ae—B_
YA AT,
Pqn—bpz"'cb‘[,z

-

Ho

es una constante positiva y estd relacionada con

n en la misma

forma gque i, SO0l0 que [i,2p, dado que la mortandad aumenta.

Por la importancia del parametro
fijaremos todos 1los
antes.

S,
demas pardmetros con

En este caso tomaremos fio=i, S0lo

variaremos este y

el mismo valor dque
con fines de tener

seguridad en nuestros cdlculos, ya que este sistema generaliza el

anterior. Tomaremos r = 0.53.
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Al variar s obtenemos tres ramas solucion (ver figura 8)
donde la rama indicada por lineas es una solucidn estacionaria y
al igual gque antes, es estable donde la linca es solida e
inestable en la espaciada. Las ramas indicadas por circulos son
soluciones periédicas. Los circulos negros representan soluciones
periddicas estables y los blancos inestables. Hay tres puntos de
bifurcacién de Hopf, representados por cuadrados negros en la
rama estacionaria.

Cuando s es disminuida en su valor, el comportamiento
estable del sistema va de un comportamiento estacionario hasta
alcanzar el valor de s = 0.0989, en donde el sistema tomard ahora
un comportamiento oscilatorio para todo valor pequefio de s.

A lo largo de la rama estacionaria, la poblacién de las
presas crece al aumentar el valor de s, este hecho es ldégico ya
que valores grandes de s indican que el numero de crias que no
sufren el canibalismo es mayor y esto repercute en una mayor
cantidad de presas. El crecimiento de hecho no es en forma
desmedida ya que el numero de nacimientos en esta rama permanece
constante, como puede observarse en las figuras 9 y 10.

P

4.0
Y
36 Jpﬁﬂﬂﬂﬂ,uf
8.0 — /
—
25 7
20
T Val
1.6 %
4
w3
h
7
0.6 ...‘
.0
0 ! i t 1 1 1 1
1) B. 10, 15, 0, RS, 30, B3, 40,

FIGURA ©

72



6
v
*
B. S e
[ 4
L ]
[ 4
L]
4 - Y
L)
.
8 - *
a
®
[
2. = -]
.
L °®o
b Ca”Cog oa
L S s Z000g
0.
I | i ki t 1 i
0.00 0.10 0.20 0,30 040 0.69 0,80 0.0 0,60 0.80 1.00
FIGURA 10

En la misma rama estacionaria, el comportamicento de los depredadores es
gsorprendente ya que al aumentar el valor de los depredadores tienden a extin-
guirse, por lo que esta poblaciofi se ve afectada negativamente al disminuir el

canabalismo; la posible respuesta a este hecho ¢s que cuando hay muchos depre-

dadores el nufero de presas es bastante pequefio, por lo cual la poblaciofi tien-
de a disminuir y ya no se recupera de este factor.

En la figura 11 ilustramos
el comportamicento de los depredadores.
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En la figura 12 mostramos proyecciones de algunas Orbitas
localizadas a lo largo de la solucién periodica estable.

3
178,

0.00

116

- FIURA 17

Es de gran interes conocer comoc cambia el diagrama de
bifurcacién cuando se varia un segundo parametro,

Aqui
escogeremos r como este segundo parametro,

ya que nos dara
informacion para corroborar nuestros resultados anteriores vy
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poder predecir para cualesguiera otros. En particular queremos

deterninar que sucede con los puntos de bifurcacion de Hopf al

variar r. Este fendmeno de hecho es estructuralmente estable,

es
decir persiste bajo pequenas

perturbaciones y se esperaria

encontrar curvas de estos puntos en el plano r-s. Los resultados

se muestran en la figura 13. Por ejemplo, la localizacidn de los

puntos de bifurcacion de Hopf en la figura 8 pueden ser

encontrados en la figura 13 dibujando

un linea horizontal en
r=0.53.
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FIGURA 13

De la figura 13 podemos obtener las siguientes conclusiones:
para r en el intervalo (0,1)

siempre tendremos como minimo 3
puntos de bifurcacién de Hopf,

es decir, dos ramas de solucién
periddicas, una que conecta a dos de los puntos y la otra que se

extiende de manera vertical. Para r=0, s=0 no tendremos

soluciones peridédicas lo cual concuerda con nuestro primer

ejemplo, el cual se encuentra detallado en la figura 1. Para s

0, es el caso que estudiamos anteriormente y gue se mostrdé en las
figuras 8 - 11. Para s > 1 tendremos solo dos puntos de
bifurcacién de Hopf. De estas conclusiones podemos determinar la

importaancia de la variacion en dos parametros de los puntos de
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bifurcacion de Hopf. Se podria hacer el intente de variar nas
pardmetros, peroc en muchas ocasiones no es posible, de hecho en
muchos experimentos no se deja en libertad a todos los factores,

sino que se mantienen fijas a muchas condiciocnes y se varian a
unas cuantas.

A manera de completar el trabajo, incluiremos en nuestro
sistema el término representativo de la pesca, el cual habiamos
dejado excluido, para darnos el sistema final:

sB?
+

PompyP -rp2e—b 3B
TR T T TR, P

B=~yB-rP B+f,A

B
A“*YA-rP,A+]+kP2

Py=~bpy+cBP,-a{1-c"")

Al igual que antes, fijamos todos los parametros, excepto
unb. Dado gue ya tenemos informacién para los pardmetros r y s,
el parametro libre sera ahora ).

Los valores en este casc de los pardmetros son: r= 0.533 y
s=0.453 ,1los demas siguen conservando su valor original.
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Al variar A obtenemos tres ramas soluciodn (ver figura 14). La
estabilidad es indicada como en las figuras anteriores. Se tiene
una rama estacionaria (indicada por el numero 2) la cual
permanece constante (que no es de interes ya que la poblacidn de
los depredadores es negativa a lo largo de ella), sin embargo las
otras dos ramas muestran caracteristicas muy interesantes. Los

cuadrados marcados con el numero 2 son puntos de bifurcacidn, el

negro es de Hopf y el blanco es del estado estacionario

correspondiente al cruce de las ramas solucidén estacionarias. La
figura 14 parece indicar que el arco de érbitas periddicas estd
conectado por los dos punios de bifurcacidn, pero como habiamos
notado, uno de ellos es estacionaric; lo que sucede es que dicha
rama termina en una érbita de periodo infinito. En la figura 15

mostramos un acercamiento a dicha o6rbita, mientras que en la

figura 16 mostramos tal orbita. En la misma rama notamos un cambio en
la estabilidad, lo cual nos indica la posible existencia de una rama de solu-

ciof cuasi-periodica.
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En la figura 17

nmostramos

como

ESTA TESIS N0 DEBE

SALR BE LA BIBLIOTECA

periodo  se  va

incrementando a lo largo de la rama solucidn periddica.

En la rama estacionaria,
poblacidén de los depredadores desaparece, como era de esperarse,
la cual se va incrementando

esto provoca un cambic en la rama,

al aumentar la cota de pesca la

dado gue basicamente representa a la poblacidén de las presas.
Esto puede corroborarse al ver que la figura 18, que modela el
conportamiento de las presas, es bastante similar a la figura 14.

En la figura 19 mostramos como la poblacidén de los depredadores

se extingue al variar i,
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Conclusiones

z
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sistema al variar -otros parametros,

ejemplo Ay s o Ay r etc. como se hizd anteriormente, pero ya no
lo haremos aqui.

A partir de este momento, uno podria continuar estudiando el
comportamiento del

por

El estudiar el efecto de eda&_ estructurada en el sistema
depredador-presa, donde los depredadores comen unicamente de las

crias, nos ha llevado a concluir que el sistema es en realidad



inestable y depende de las modificaciones que se hagan al modelo,
el hecho de que aparezcan soluciones periodicas y se pueda
restaurar la coexistencia estable de las presas y los
depredadores.

Como hemos visto, el introducir el factor de pesca no
modificd el comportamiento inestable del sistema. E1 haber
considerade las limitaciones propias de las presas nos llevd a
encontrar las soluciones periodicas que habiamos estado buscando.
El haber considerado a las presas gue fuesen canibales nos llevo
a los mismos resultados negativos, mientras que el haber
considerado las limitaciones propias de las presas nos llevd a

encontrar las soluciones periodicas que habiamos estado buscando.

El modelo podria seguir siendo estudiado al introducir otras
caracteristicas. De hecho uno podria estudiar el modelo al
considerar factores como la mutua interferencia de los
depredadores, lo cual seria modelado al sustituir el término &P,
en nuestra ultima eccuacidén por el término gue representa el
numero de presas que es comido, que seria (kB/P,

Y+kPy

Se podria considerar la diferente capacidad de caza de los
‘depredadores debido a su Edad. En este caso tratariamos a los
depredadores como un sistema dependiente de la edad, tal y como
se hizo con las presas.

‘ Otro factor es la difusién tanto de las presas como de los
depredadores, para lo cual tendriamos gque introducir una
dimensién espacial x (esto por simplicidad), lo cual nos llevaria

a tener ecuaciones diferenciales parciales.

81



Todos los efectos anteriores se podrian consideray, pero
para eso se tendria que tener un interes wmuy especial en
determinado modelo.
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