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Introduccion.

La motivacién para desarrollar como tema de tesis una simulacién de una
vélvula coronaria, tuvo su origen en largas discuciones con Antonmaria Minzoni
acerca de lo que significa estar interesado en un problema y en su solucién, y
cuando Benito Chen planted la posibilidad de resolver la ecuacién de Navier-
Stokes decidf estudiar ese problema. Estas dos situaciones ofrecian la posibilidad
de desarrollar una tesis de computacién que resolveria un problema, en ¢l cual
habfa un interes cientifico.

Parcce ser que para desarrollar un programa no trivial se requiere tener el
deseo de resolver un problema no trivial, ejemplos de esta situacién son: los
compiladores de los lenguajes de programacién para las diferentes maquinas;
los cédigos que se escriben para calcular aviones; las aplicaciones de ingenieria;
los sistemas operativos; TEX; LINPACK; AUTO; IMSL ctc. Estos cédigos
siempre tienen como objetivo resolver un problema existente.

Si un programa resuelve algin problema de interés para alguna rama de
la ciencia o téenica, tiene posibilidades de crecer, porqué tendrd usuarios que
retroalimentardn al disefiador permitiendo que se mejore el software. Por lo
general, este tipo de programas son complicados y muchas veces no se sabe como
codificarlos, es ahi, donde aparecen los problemas interesantes que tienen alguna
oportunidad de desarrollarse, tal vez no para llegar a ser muy importantes o
famosos, sino vinicamente, para ser iitiles y para ayudar a aclarar incognitas.

De entre los programas antes mencionados, algunos le muestran al usuario
una interface versitil y poderosa. Hacen uso de las técnicas de compiladores
para lograr su poder de comunicacién, y algunas veces la interface resulta a
primera vista complicada, pero es mejor soportar este pequefio mal y tener
versatilidad a no tener versatilidad y gozar de una interface sencilla,

~ Cuando se trabaja con métodos numéricos para resolver ccuaciones parciales
en dominios complicados, generalmente, se trata de usar un sistema interac-
tivo para comunicarle a la miquina la forma geométrica del dominio[15], pero,

—
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(Porque no usar un lengusje para definir una forma geométrica?. Un lenguaje
tendrfa la facilidad de verificar que las propiedades importantes de la mallal se
cumplieran. De tal suerte, que solo se permitiria continuar con el proceso si la
malla ¢s adecuada para discretizar la ecuacién diferencial. Pequerios cambios
en la forma del dominio implicarfan compilar la malla cada vez, y sc garanti-
zarfa que se obtendra una solucidn correcta al problema una vez que ¢l resto del
sistema ha sido puesto a punto.

Este método cs el opuesto a lo que ocurre generalmente con los programas de
andlisis numérico. Estos programas se desarrollan gencralmente para resolver
una ecuacién diferencial en un dominio, y nada més.

Tratando de seguir este camino de ideas, se plantea el problema de desar-
rollar un cédigo que resuclva ccuaciones diferenciales no-lineales en derivadas
parciales, usando la técnica de diferencias finitas, Y que ademds se le puedan
definir diferentes dominios y diferentes ecuaciones, con facilidad.

El sistema propuesto, a primera vista, podria parecer un sistema muy com-
plcjo de programar, pero si se disefia de una forma modular y se separan ade-
cuadamente la parte que trabaja con el dominio de la parte que hace el analisis
numérico y de la parte que define a la ccuacidn parcial, el trabajo se convierte
en una tarea realizable por una sola persona. Si bien el andlisis de una EDP
especifica puede requerir ayuda de parte de un especialista del area para en-
tender las sutilezas del método particular de solucién, la programacién requiere
tinicamente una buena compresién del método numérico (diferencias finitas) y
una buena organizacién de la informacién.

Para desarrollar un sistema con las habilidades planteadas, se usé la siguiente
metodologfa:

e se planted un método numérico adecuado para resolver las ccuaciones dife-
renciales propuestas?,

e se disefid un lenguaje para describir los dominios sobre los que se resuclve
la ecuacidn diferencial parecial.

e sc programd el compilador del lenguaje de descripcién de mallas.

o se desarrollaron los programas necesarios para crear y resolver los sis-
temas de ecuaciones algebraicas asociados con las discretizaciones de las
ecuaciones diferenciales,

{El dominio de la ecuacién diferencial se discretiza hacicndo uso de una malla.

2Tal vez un buen método de realizar un programa como este, consista en trabajar desde un
principio con una ecuacién difcrencial que ofrezca una gama grande de dificultades, para que
la definicién del sistema sea amplia y puedea ser aplicada a otros problemas sin dificultad, si
el probelma inicial es muy simple, el sistema resultante seri por fuerza muy simple y no se
podr4 utilizar para otros problemas,



e se programaron algunos ejemplos® para probar el sistema?,

o se describié el método para discretizar una ccuacién diferencial y re-
solverla.

El sistema desarrollado de esta forma, brindard la posibilidad de resolver
muchas ecuaciones diferenciales diferentes en diferentes dominios numéricamente
de una forma sencilla —por construccién—,

Las habilidades antes mencionadas, se implantaron en el software que se
desarrolléd como parte de este trabajo, demostraron ser 1itiles y versitiles. Se
pudo resolver la ecuacién de Navier-Stokes en diferentes dominios® lo cual da
confianza acerca de que los programas estan trabajando correctamente, no se
presume que este sistema sea capaz de resolver cualquier ecuacién diferencial-
en derivadas parciales, dnicamente puede trabajar con ecuaciones elipticas que
no tengan derivadas cruzadas® y que no tengan discontinuidades dentro del
dominio’, las discontinuidades en la frontera del dominio pueden ser manejadas
adecuadamente, asi como las condiciones de frontera de diferentes tipos,

Serd necesario ver si alguien en el futuro se interesa en resolver algtin pro-
blema hacicndo uso de este programa, para probar las ideas que se mencionan
al principio®. :

Esta tesis se presenta en seis capftulos, cuyos contenidos son los siguientes:

e CAPITULO 1. Sec presenta el problema de modelar fluidos biolégicos
(en particular, modelar una vilvula coronaria abierta) y las suposiciones
que se hacen para poder simular la situacién real con un modelo fisico, Al
final sc plantean los objetivos del trabajo.

o CAPITULO II. Se describe a grosso modo el sistema que se implanté,
para proporcionar un panorama del funcionamiento global.

e CAPITULO III. Sc presentan las técnicas numéricas propuestas para
atacar el problema matemitico.

3para el desarrollo y prucba de los programas que resuleven la ecuacién de Navier-Stokes
debo agradecer de forma muy especial a A.A. Minzoni y B. Chen por su apoyo y ayuda, sin -
1a cual no hubiera sido posible presentar soluciones a la ecuacién de Navier-Stokes,

4No sc presentan los problemas iniciales que se usaron para depurar el sistema, porqué son
en extremo sencillos, y se preficre presentar las soluciones de la ecuacién de Navier-Stokes,
que son mucho mas interesantes.

SDurante el desarrollo del trabajo, se resolvieron dos ecuaciones diferenciales parciales
diferentes: la ecuacién de Laplace, la ecuacién de transporte.

OEl problema de las derivadas cruzadas puede ser resuelto dentro del mismo marco de
ideas. -

TExiste una previsién para manejar discontinuidades en el dominio, pero no esta totalmente
implantada,

%En particular A.A. Minzoni ha expresado su desco de tratar de resolver una EDP rela.
cionada con magnetohidrodindmica haciendo uso de estos programas,



e CAPITULO 1V, Se describe el lenguaje disefiado para definir los domin-
ios y la descripcién del compilador desarrollado para traducir el lenguaje
de descricién de mallas.

e CAPITULO V. Se describe el médulo generador de ecuaciones lineales,

o CAPITULO VI. Se presenta como aplicacién el método usado para re-
solver el problema de la vilvula coronaria abierta y sus resultados, asi
como los resultados obtenidos para diferentes dominios en los que se re-
solvié la ccuacién de Navier-Stokes,

Esta tesis, es una mezcla de varias disciplinas, para cada una de cllas, el
problema que se desea resolver y los intereses son un poco dispares. La parte de
matemdticas, se intercsa por el comportamiento de las soluciones, las forma de
caleularlas y por que exista la convergencia de la solucién numérica a la solucién
andlitica. Para la fisica, lo importante es el comportamiento del fluido en los
diferentes dominios para entender las fuerzas que se dan cita en cada situacién.
Mientras que para la computacion, lo relevante es plantear un método que ayude
a resolver el problema que se ha propuesto, que se haga facilmente y que permita
resolver otros problemas con pequeiias modificaciones localizadas a los codigos.
Por otro lado, el problema técnico desde el punto de vista de computacién se
reduce a describir mallas, numerarlas y a partir de ellas generar un sistema de
ecuaciones. Los puntos de vista y el lenguaje que de cada una de las ramas que
estan involucradas, son diferentes, mientras a la parte matemaitica del problema
no le interesa como se puedan programar nila forma de discretizar ¢l dominio ni
el algoritmo de solucién de los sistemas de ecuaciones si entregan una solucién
correcta, a la parte computacional —para hacerla modular— no le interesa el
problema matematico que se esta resolviendo, inicamente es necesario enfocar
el problema de como crear las mallas y como dirigir el proceso de creacién de
los sistemas de ecuaciones para que después sean resueltos con algin métedo
numérico que es semi-independiente del problema matematico y del dominio del
andlisis numérico. .

El codificar el programa que se presenta como tesis, fue muy interesante,
porqué me obligd a entender la fisica del problema, a aprender algo de las
matemadticas asociadas, ademas de permitirme poner en préctica algunas ideas
para rcsolver este tipo de problemas,

Desco agradecer a B. Chen por haberme ofrecido un tema de tesis y por
haberme brindado su consejo en los momentos necesarios.

Deseo agradecer de una forma muy especial a A.A Minzoni y a B. Chen por
haber empleado mucho de su tiempo ayudandome a que este trabajo de tesis
tuviera un final feliz. Sin su ayuda no hubiera sido posible obtener soluciones
de la ecuacién de Navier-Stokes.

Al Arturo Olvera Chavez por sus comentarios que durante la redaccién de
este trabajo, aclararon la comprensién de la relacién entre las distintas partes
del trabajo.



Al Departamento de Estadistica del IIMAS-UNAM, se le agradece haber

permitido que su equipo de computo se empleara para la realizacién de este
trabajo.

Ciudad Universitnria,"] de julio 1088.
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Capitulo I

La valvula coronaria

abierta.

El cuerpo humano para su funcionamiento depende de una gran cantidad de
fluidos, los cuales pueden llegar & tener comportamientos variades. Cuando el
comportamiento de los fluidos vitales cs alterado por alguna razén, el cuerpo
humano puede sufrir dafios irreparables y por lo general simplemente funciona
mal. Este aspecto del cuerpo humano es presentado en la siguiente cita de
Thomas J, Muller;

Desde hace mucho tiempo, se ha sabido que los fluidos juegan un
papel muy importante en los procesos biolégicos, Se sabe que la
sangre y el aire son de vital importancia, pero tambien existen otros
fluidos importantes, como son: la orina, el sudor, las ligrimas y
el liquido sinovial de las articulaciones. El aire, la orina, e! sudor
y las ligrimas presentan un comportamiento Newtoniano, mientras
que por el contrario, la sangre y el liquido sinovial presentan un
comportamiento no-Newtoniano bajo ciertas condiciones. La sangre
entendida como una suspensién, se comporta como un liquido New-
toniano cuando lan magnitud de los esfuerzos cortantes ¢cs grande, y
es no-Newtoniano cuando la magnitud de los esfuerzos cortantes es
pequefia. El liquido sinovial es un fluido visco-eldstico y al parecer
la elasticidad es importante durante el proceso de lubricacién de las
articulaciones.

Estos fiuidos fisiolégicos estan sujetos a una gran variedad de movi-
micntos en tres dimensiones, como pueden ser: dilataciones y paso
por tubos de menor didmetro. Por ejemplo, la sangre cuando fluye
pulsando en un sistema circulario sano, tiene un comportamiento
laminar casi en su totalidad, aunque el ndimero de Reynolds ma-
ximo c¢s del orden de 10,000. La dnica excepeidén al flujo laminar



de la sangre aparece durante unas pequeias “explosiones” de tur-
bulencia que han sido detectadas en la aorta durante una pequefia
fraccién de cada ciclo. Como consccuencia de una oclucién o de una
estenosis en el sistema circulatorio, el {lujo normalmente laminar se
convicrte en un flujo transicional o turbulento. También el flujo de
aire en los pulmones que es normalmente laminar, puede llegar a
ser turbulento como resultado de una obstruccién o durante la tos,
bajo esta situacién el nimero de Reynolds puede alcanzar valores
de! orden de 50,000,

Pareciera ser que el cuerpo humano ha sido desarrollado como un
sistema 6ptimo. El hecho de que el flujo sea laminar, mantiene la re-
sistencia del flujo al minimo, asegurando ¢l miximo tiempo de vida
de los componentes, i.e. corazén, pulmones y sistema circulatorio.
M4s aun, la naturaleza pulsante del flujo en el sistema circulatorio
elastico, primero forza al corazén y a los vasos sanguineos y en-
seguida los relaja. Este ejercicio vascular contribuye a la larga vida
del sistemal.

Es muy interesante estudiar los diferentes regimenes de flujo que presentan
los fluidos biolégicos, tanto dentro del cuerpo humano (i.e. in vivo) como fuera
del mismo (i.e. in vitro). Dentro del cuerpo, y para el caso del sistema circula-
torio, se presentan situaciones donde los fluidos se separan en dos ramas, pasan
a través de una vilvula, y en ambos casos mantienen su régimen laminar. La
comprensién de este fendmeno resulta muy interesante y se cree que es debido
a que cl sistema circulatorio es eldstico. Por otro lado, el entendimiento de
los fluidos biolégicos in vitro tiene importancia en el disefio de equipo médico, -
porqué permitirfa mejorar los disefios de los equipos de didlisis, de los equipos
que hacen circular la sangre durante las intervenciones quirdrgicas de corazén
abierto, de las vdlvulas artificiales ete.

Por cstas razones, es importante tratar de estudiar los fluidos biolégicos.
De entre todas las posibilidades, una nos resulta interesante: el flujo en una
valvula coronaria totalmente abierta al final de un ciclo de bombeo. Que es una
situacién que se puede modelar con la ecuacién de Navier-Stokes. Su dominio se
puede describir adecuadamente para usar diferencias finitas y porqué, se supone
que el flujo alcanza un estado estacionario cuando toda la sangre se desplaza en
una direccién al final del ciclo de bombeo,

Si bien los fluidos biolégicos circulan dentro de tubos eldsticos, en este mo-
mento no se puede resolver este problema. Para empezar a estudiarlo es nece-
sario comenzar por estudiar estos fluidos en situaciones mucho més simples,
como puede ser el flujo con paredes rigidas. Este tipo de modelos son muy
ttiles para iniciar el entendimiento del comportamiento de los fluidos biolégicos
que poseen un régimen de flujo muy complejo. Sin embargo no se debe menos-
preciar a los modelos simples, porqué pueden arrojar luz sobre las propiedades

!Tomado del libro [1]
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fundamentales del flujo y permitir que se desarrollen modelos cada vez més com-
pletos. Si bien, sec han desarrollado modelos numéricos que entregan soluciones
de este problema, todos comienzan por suponer que trabajan con un fluido New-
toniano, que tienen parcdes rigidas, y trabajan por lo general, en un dominio
dnico.

Para simular los fluidos biolégicos, se emplea comunmente la ecuacién de
Navier-Stokes y se supone que el fluido es Newtoniano [1,17]. Los fluidos mode-
lados por esta ecuacidn son fluidos viscosos, que presentan regiones de separacién
y capas limite. Estas caracteristicas poscen la propiedad de que los valores con
los que se representan las funciones de interés tienen cambios bruscos o desvia-
ciones muy pequenis alrededor de un valor.

Las regiones de separacién son comunes a todas las situaciones pricticas de
flujo viscoso y los flujos biolégicos no son la excepcidn, tanto in vive como in
vitro se presentan regiones de separacién para los fluidos biolégicos. In vivo las
regiones de separacién se presentan como consecuencia de malfuncionamientos
del sistema circulatorio, causadas por arterosclerosis (especialmente cerca de
las bifurcaciones), ateroma, reduccién de la luz de una vélvula cardiaca o de
los vasos sanguincos y ancurismas, In vitro se presentan en vélvulas artificiales,
y en los aparatos usados para hacer circular los liquidos biolégicos fuera del
organismo [1]. '

Las regiones de separacién se caracterizan por flujos recirculantes de baja
velocidad que atrapan diversos componentes de la sangre produciendo codgulos,
y ademds porqué entre la regién de flujo recirculante y la corriente principal se
gencran esfuerzos cortantes grandes que dafian la pared celular de los glébulos
rojos, lo cual puede producir anemia o intoxicacién por hemoglobina libre en el
torrente sanguineo. De ahi la importancia que tiene el poder calcular los vértices
generados en estas situaciones. Es necesario aclarar que estas ca- racteristicas
de los fluidos no son particulares a los fluidos biolégicos, tambien aparecen en
muchas otras situaciones.

I.1 Modelo fisico.

El problema de los fluidos biolégicos es muy complejo, dado que los fluidos reales’
no se sabe como modelarlos y porqué el comportamiento de los fluidos que si se
pueden modelar es en si mismo dificil de estudiar. Tienen un comportamiento no
lineal, y solo en los 1iltimos afios del desarrollo de la fisica y de las mateméticas
se han permitido iniciar un estudio mds cuidadoso de este régimen.

Un fluido Newtoniano viscoso, al circular por un tubo, se pegaré a las pare-
des de! mismo y en el centro del tubo alcanzard la maxima velocidad posible.
Al hacerlo menos viscoso, Ja maxima velocidad (es decir, la velocidad en el cen-
tro del tubo) crecerd como consecuencia de que el flujo ya no de adhiere tan
fuertemente a las capas que estan mas cerca de las paredes.

Si en este momento, un obsticulo es introducido en medio del torrente, el



fluido tendrd que rodearlo. Pegandose a las paredes del obstdculo. Si ademds la

velocidad del fluido es alta, se formarin zonas de separacién, que se visualizan -
como vértices —remolinos— antes y después del obstdculo. En las regiones de

separacién y dependiendo de la geometria se pueden generar multiples vértices

o zonas con cstructura mas compleja (estelas). A la fecha no hay soluciones

analiticas ni métodos cualitativos para entender estos flujos. Por esto se recurre

a métodos numéricos que puedan capturar estas soluciones de gran interés poder

empezar a calcular soluciones numéricas que arrojen luz sobre este tema,

Una propiedad importante de estos fluidos es que la velocidad del flujo junto
a la pared es cero, ésto forma lo que se llama la capa limite, que es la regi6n en
donde la velocidad del Hquido cambia muy rdpidamente, desde cero ¢n la pared
a diferente de cero un poco mds adentro del liquido. Esta propiedad la debe
satisfacer toda solucién numeérica que se calcule, y es el hecho fisico que se debe
entender para poder resolver la ecuacién de Navier-Stokes numéricamente, que
es el modelo matemético que se emplea para simular el problema fisico de los
fluidos Newtonianos viscosos incompresibles.

Haciendo uso de la ley de conservacidén del momento y de las relaciones
constitutivas que definen un fluide Newtoniano, sc obtiene la ecuacién de Navier-
Stokes. Para una derivacion detallada de la ecuacién de Navier-Stokes, se puede
consultar el libro {7} primera parte.

En este trabgjo, se usara la ecuacién de Navier-Stokes expresada en términos
de la funcién de corriente y de la vorticidad. La funcién de corriente se define
como aquella funcién cuya derivada parcial con respecto a y es la componente
horizontal de la velocidad del flujo, y menos su derivada parcial con respecto a z
es la componente vertical de la velocidad del flujo. La vorticidad se define como
el rotacional del vector velocidad del flujo. En términos de la funcién corriente,
la vorticidad es menos el Laplaciano de ella. Esto se expresa de la siguiente
forma.

Si ¥ = (u,v) denota al vector velocidad del flujo y sus componentes hori-
zontal y vertical respectivamente, y si 1 denota a la funcién corriente y w es la
vorticidad, se tiene que:

oy

dy

= iy (L1)
Yy

rr]

- = —i; (1.2)

Vxu

—Ay. (1.3)

Ahora la ecuacién de Navier-Stokes, se expresa de la forma siguiente, siendo
v el cocficiente de viscocidad:

€
i

Ay = -w (L4)



(Yyr—92) Vw = vAw (1.5)

a la ecuacién 1.4 se le llama ecuacién de conservacién de masa, y a la ecuacién 1.5
que es la Iey de conservacién del momento se le llama ecuacién de Navier-Stokes.
En el resto de esta tesis, se hard referencia a la ecuacién 1.4 como la ecuacién de
conservacién de masa, a la ecuacidén 1.5 se le llamara ccuacion de la vorticidad y
al sistema se le llamara ecuacién de Navier-Stokes, esta 1ltima ecuacién es una
ecuacién diferencial parcial (EDP) no lineal.

Las ecuaciones de conservacién de masa y de la vorticidad, se acoplan a través
de las condiciones de frontera de Ia segunda, las cuales deben ser expresadas en
términos de la funcién de corriente. Las condiciones de frontera para la funcién
de corriente, se pueden deducir facilmente de la gecometria del problema y de
las suposiciones fisicas que se hacen para simularlo.

El problema de calcular el valor de las condiciones de frontera en las salidas
del modelo —condiciones de frontera al infinito—, es un problema delicado, ya
que cuando el fluido se vuelve menos viscoso, la influencia de las regiones de
separacién se extiende sobre todo el dominio y eso puede alterar el compor-
tamiento del flujo a la entrada y a la salida del liquido y hacer que no coincida
con las condiciones especificadas. Sin embargo alguna decisién debe ser tomada
para modelar el flujo al infinito. Existen varias alternativas com son: especificar
que el flujo no cambia a partir de un punto dado; especificar que la gz, = 0;
extrapolar el valor en la frontera usando 2 o tres puntos interiores ete.

Una forma. alternativa de plantear el problema de Navier-Stokes consiste en
combinar las ecuaciones 1.4 y 1.5 para obtener la ecuacién biharmonica:

(‘l’u’ ~z) v‘f’ = —vAlw (1.6)

para esta ecuacién es necesario plantear condiciones de frontera en la funcién
y en las segundas derivadas de w primeras, segundas o terceras derivadas de la
funcién de interés. Plantear el problema de esta forma lo hace mds dificil de
resolver numéricamente, porque para dicretizar una cuarta derivada se necesitan
ocho vecinos, pero permite ver que el problema estd bien planteado, 2l menos
para v suficientemente grande, ver [22].

1.2 O bjetivos de este trabajo.

A lo largo de este capitulo, se ha planteado el problema de entender los fluidos
biolégicos, y en particular el flujo de sangre en una vilvula coronaria totalmente
abierta bajo un régimen laminar (no se modela el flujo pulsante de sangre). Se
presenta la ecuacién de Navier-Stokes, como el modelo matematico que se puede
emplear para simular los fluidos biolégicos.

Los flujos que son solucién a la ecuacién de Navier-Stokes, pueden tener
regiones en donde pueden tener estructura (vértices secundarios en las regiones
de se- paracién), que seria deseable poder resolver. Ademdis se resolvera la
ecuacién de Navier-Stokes en dominios diferentes.



El problema planteado anteriormente, serd el problema que sirva de moti-
vacién para desarrollar un programa de computadora, que permitird resolver la
ecuacién diferencial de Navier-Stokes en diferentes dominios. El sistcma deberd
ser capaz de resolver otras ecuaciones diferenciales con poco esfuerzo por parte
del usuario, como resultado adicional de la téenica usada para codificarlo.

Estas consideraciones obligan a programar el sistema computacional de una
forma no convencional, porqué la técnica usual no permite cambiar facilmente
la ecuacién diferencial ni el dominio. Los programas numéricos que trabajan
usualmente con EDPs, resuleven una dnica ecuacidn en un dnico dominio, ésto
constituye una restriccion en las posibles aplicaciones del programa desarrollado
y del método numérico empleado, porqué el sistema solo es empleado una vez
para resolver el problema propuesto (para el cual fue desarrollado). Si se trata
de resolver otra ccuacién, modificar los codigos suele ser un trabajo no trivial
y a veces tan complicado o mds que escribir un nuevo codigo que resuelva el
nuevo problema, este dltimo método suele tener muchas dificultades, y al menos
de que el autor original rcalice las modificaciones suele ser no confiable. La
solucién a este Gltimo problema consiste en desarrollar un sistema, al cual se
le puedan definir las ecuaciones de discretizacién de la ecuacién diferencial en
rutinas scparadas que se ligan con el cuerpo principal del programa.

Debido a estas necesidades y gracias a la existencia de las ideas de progra-
macién modular y de la téoria de lenguajes de programacién {4,3,5] se construyé
un sistema modular que trabeja con la técnica de diferencias finitas —que ¢s
muy facilmente adaptable a la captura de estructuras especiales—, dentro del
cual sea posible definir diferentes dominios sobre los que se desea resolver la
EDP y que ademis se pueda cambiar la ecuacién diferencial ficilmente,



Capitulo 11

Panorama del sistem a.

En este capftulo se describird el sistemna .que se desarrolld, para que el lector
tenga una visién global de como funciona, de tal forma que le sea posible enten-
der los detalles de las descripciones de cada uno de los médulos. Para ponerlo
en condiciones de usar el programa,

Se empieza explicando de una forma breve el método de diferencias finitas
el cual convierte una ecuacién diferencial parcial (EDP) en un sistema de ccua-
ciones algebraicas, esto es con la finalidad de definir ¢l problema computacional.

El método de diferencias finitas, implica describir discretizado ¢l dominio de
la ecuacién parcial de alguna forma, asi como describir la discretizacién de la
ecuacién diferencial y de sus condiciones de frontera.

El discretizar cl dominio en donde se va a resolver la ecuacién diferencial,
equivale a sobreponer una cuadricula al dominio, y darle un niimero secuen-
cial a cada vértice de la cuadricula que quedd dentro del dominio. Los vértices
podrian ser enumerados usando un sistema coordenado, solo que para explicar
el método de diferencias, se usa generalmente la numeracién secuencial, porqué
corresponde con la numeracién que se debe usar dentro del sistema de ecua-
ciones lincales. La relacién que existe entre la posicién del nodo en el sistema
coordenado y la numeracién secuencial se muestra en la figura I1.1 (en la figura,
los & representan a los vértices de la malla) para facilitar la comprensién de la
equivalencia entre la numeracién secuencial y la numeracién coordenada (ver [6)
en la seccién en donde habla acerca de la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales).

La funcién que el lenguaje de descripcién y el compilador deben realizar, es
por un lado, el describir la malla —en el caso de la fizura 111 es muy simple
la descripcién— y construir la funcidn biyectiva que relaciona a la numeracién
secuencial con la numeracién coordenada. M4s adelante cuando se expliquen
las mallas que se necesitan para implantar el método numérico propuesto (para
lo cual serd necesario complicar la estructura de la numeracién de los nodos)
tendra sentido usar el lenguaje y el compilador para tal efecto.



e(1,3) =3 ¢(2,3)=6 ¢(3,3)=9
o(1,2) =2 o(2,2)=5 ¢(3,2)=8

o(L1)=1 e(2,1)=4 o(3,1)=7
Figura II.1: El dominio esta formado por el rectdngulo (1,1),(3, 3).

La discretizacion de la ccuacién diferencial por el contrario, se explica ha-
ciendo uso de la numeracién coordenada. Se considera unnodo (¢, 7), y alrededor
de este nodo se consideran los vecinos que estan hacia: el norte, vecino (7,7 +1);
el este, vecino (i1, 7); el sur, vecino (1,7 —1); el ceste, vecino ({—1,5). Acada.
uno de estos vértices, se le ha asignado una variable que tiene como subindice
a la coordenada del vértice, y que representa el valor de la funcién incognita
en ¢l punto, Haciendo uso de estas variables, se escriben las ecuaciones que
discretizan a las derivadas que aparecen en la ecuacidn diferencial.

Estas discretizaciones, se ven como polinomios que expresan el valor de las
derivadas en el punto (i, 7} haciendo uso de los puntos (i — 1,5) ¥ (f +1,7) si
las derivadas son con respecto a z, y de los puntos (3,7 — 1) y {¢,7 + 1) si las
derivadas son con respecto a y.

El siguiente paso en la discretizacién de la ecuacidon diferencial, consiste -
en sustituir las expresiones discretizadas de las derivadas en la ecuacién par-
cial. Las apariciones de la funcién incognita, se sustituyen directamente por
la expresién de la funcién dicretizada {que son los valores que toma la funcién
incognita sobre cada uno de los vértices). Después de haber sustituido las ex-
presiones discretizadas de las derivadas en la ecuacién diferencial, un subindice
puede aparccer varias veces en la expresién que se obtiene, por lo cual es ncce-
sario reagrupar los coeficientes para que aparezca dnicamente una sola vez cada
subindice en la expresién. Estos valores se convierten en las incognitas de un
sistema de ecuaciones lineales, y se diferencian unos de otros por el sibindice,
que puede ser un elemento de la numeracién secuencial o coordenada, segin
convenga (el lector debe recordar que existe una biyeccién entre las dos nu-
meraciones). Se genera una ecuacién discretizada de este tipo para cada nodo
de la malla y es este conjunto de ecuaciones el que forma al sistema lineal.

En los parrafos anteriores, se han descrito dos procesos diferentes: el primero,
que corresponde con la discretizacién del dominio, y el segundo, que corresponde
con la discretizacidn de la ecuacién diferencial. Cada uno de ellos debe ser
abordado de diferente forma para lograr desarrollar el sistema que se tiene en
mente.

El proceso de discretizacién de dominio, por sus caracteristicas, se puede
automatizar a través del uso de un lenguaje. Porqué el problema que se pre-
senta es exactamente ¢l de describir un objeto para el cual se debe generar una



descripeién que un computador entienda. Este punto lo resuelven muy bien
los compiladores de los lenguajes de alto nivel modernos, cuando traducen las
declaraciones de las estructuras de datos. Solo falta disenar el lenguaje, 1a forma
de compilarlo y las estructuras de datos que se deben usar,

El proceso de descripcién del dominio, requiere que se diga cual serd el
componente bisico que se usard. Como el método de diferencias finitas trabaja
—al menos en este caso— con coordenadas rectdngulares, se puede usar un
rectingulo como la unidad elemental para describir el dominio. Por lo tanto, la
descripeidn de dominios se hard usando rectdngulos.

El segundo proceso, es aquel de la discretizacién de la ecuacién diferencial
y de sus condiciones de frontera. EIl cual deberd ser resuelto de una forma
diferente, porqué no se trata de describir un objeto, sino de describir un conjunto
de operaciones aritméticas que deben ser llevadas a cabo cada vez que se desea
generar un renglén del sistema de ecuaciones lineales, el cual, esta directamente
relacionado con un nodo de la malla y por ende con la topologia (en este punto, se
debe observar que la forma de dicretizar la ecuacién diferencial es independiente
de la posicién del nodo central que se use. Basta con decir cuales son los
nodos vecinos del nodo central y a que distancias estin para poder expresar
completamente el polinomio de discretizacién. Este hecho serd explotado para
modularizar al sistema, ya que serd suficiente con que ¢l sistema le comunique al
usuario la informacién de cuales son los vecinos y de las distancias a los vecinos,
para que este sea capaz de escribir el polinomio de discretizacién. Algo parecido
ocurre en el caso de las condiciones de frontera).

Para poder escribir un programa modular en este caso, es necesario describir
la forma de calcular las eccuaciones de cada nodo, dentro de algunas subrutinas
que esten separadas del sistema, y que puedan ser “ligadas” con los programas
capaces de generar cl sistema de ecuaciones a partir de la descripcién de la malla
{es aqui donde las propiedades de la discretizacién se explotan para definir una
interface que permita separar las rutinas que el usuario escribe). Esto implica
que la descripcién de la discretizacién de la ecuacién diferencial, deberd ser pro-
gramada en algin lenguaje de alto nivel que permita tener médulos separados.

En el siguiente paso de la descripeidn a grosso modo del sistema desarrollado,
se supone que ya se ticnen los programas que forman al sistema, y que el usuario
ya ha discretizado el dominio y escrito el programa correspondiente, asi como
los programas que definen la discretizacién de la ecuacién diferencial y de las
condiciones de frontera.

Para definir el dominio, el usuario usé el lenguaje de descripeidn, lo que le
obligd a escribir un programa que debe almacenar en un archivo dentro de su
ordenador, El nombre del archivo, deberd tener la extensién def! para que el

1En la actualidad los nombres de los archivos en casi todas las m4quinas se forman de dos
partes. La primera quc es el nombre que bautiza al archivo, y la segunda que es una extencién.
El nombre puede variar de longuitud dependiendo de la miquina, mientras que la extencién
es por lo general de tres letras. La forma de hacer referencia a los archivos en las méquinas
consiste en poner el nombre y la extencién juntos y cntre ellos un punto.



compilador lo encuentre. Una vez almacenado el programa, debe ser compilado
para producir los archivos con las listas de vecinos que describen al dominio
discretizado, estos archivos son la salida del compilador y constituyen la interface
entre la descripcién del dominio y el programa que genera y resuelve los sistemas
de ecuaciones algebraicos.

Los archivos de salida que el compilador produce, toman el nombre del
archivo que contiene el programa de definicién del dominio y lo usan para generar
cinco archivos cuyos nombres estan formados con el nombre del programa de
descripeién y con extenciones diferentes.

Para traducir el programa de definicién del dominio, el usuario debe ejecu-
tar los programas malla y mlist en este orden, yuxtaponiendo el nombre del
programa y e! nombre (sin la extensién) del archivo que contiene el programa
de definicidn de dominio, con lo cual el usuario logra crear la descripcién del
dominio que tendrd que usar posteriormente.

Como se supuso que el usuario ya ha escrito las rutinas que definen la dis-
cretizacién de la ecuacidn diferencial y dé’las condiciones de frontera, se puede
proceder a explicar que debe hacer con estos programas para obtener un c¢édigo
ejecutable.

Para programar la parte numérica del sistema, se escogio usar el lenguaje
FORTRAN —por razones pragmdticas—, por esta razén, las rutinas que el
usuario ha escrito deberin estar progrumadas en FORTRAN y deberin ser
compiladas por el mismo compilador con el que se compile el resto del sistema.
Después se deberdn ligar las subrutinas del usuarios con el programa ireg, con
las rutinas que implantan los métodos numéricos y con los algoritmos de solucién
de la ecuacién diferencial?, Para asi obtener un programa ejecutable que sepa
resolver el problema planteado®. '

Después de crear el programa ejecutable, el usuario debera correrlo e indi-
carle al programa en que archivo estd almacenada la informacién del dominio
sobre el que se desea resolver la ecuacién diferencial que se ha discretizado y
para la cual se escribieron los programas mencionados en el parrifo anterior.
El nombre de archivo que se le debe entregar al programa cuando lo solicita
es ¢l nombre formado con el titulo del archivo que contiene la descripcién del
dominio y con la extensién inf.

Como resultado de este proceso y si todo funcioné adecuadamente, la solucién
al problema planteado deberd estal almacenada en un archivo cuya extensién es
solf,

Hasta el momento, se ha descrito dnicamente la conceptualizacién del pro-
ceso de disefio del sistema y de su uso en lo que a la discretizacién del dominio y

3Bste conjunto de rutinas serd discutido m4s adelante.

SEste paso del proceso depende del sistema en el que el usuario este trabajando. En
los apéndices aparecen archivos de comandos para realizar el trabajo en un computador
VAX 11/750 con sistema operativo VMS 4.7.

4En algin punto de la programacién del algoritmo de solucién de la ecuacién parcial, el
usnario indica el nombre del archivo que se usa para almacenar la solucién
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de la ecuacién diferencial se refiere., Falta mostrar como es que el sistema podré
trabajar con diferentes ecuaciones diferenciales que pueden requerir métodos
diferentes de solucién. Por cjemplo: el problema de resolver la ecuacién de
Laplace, es muy diferente al problema de resolver la ecuacién de Navier-Stokes,
La primer ccuacién requiere generar y resolver Unicamente una vez el sistema
lineal asociado con el Laplaciano, mientras la segunda requicre iterar con los
sistemas asocjados con cada una de sus ecuaciones parciales,

{Como se pueden resolver simultaneamente estas necesidades?.

Para poder presentar una solucidn al problema antes mencionado, es nece-
sario analizar las funciones que deberdn ser realizadas por la parte numérica del
sistema y su relacidn con el problema que se estd planteando.

La ecuacién diferencial debe ser convertida en un sistema de ecuaciones li-
neales haciendo uso de las rutinas en las que el usuario especifica la discretiza-
cién, y de la informacién que produjo el compilador a partir del programa que
describe al dominio.

Este hecho, muestra que la primera tarea que debe realizar la parte numérica
del sisterna es generar el sistema algebraico. Durante la generacién del sistema
lineal, solamente se usan las rutinas que definen la discretizacién de la EDP
y la informacién de salida del compilador. Esto significa que si se cambiara
una rutina de discretizacién por otra rutina de discretizacién que use la misma
interface para comunicarse con el sistema, pero que defina otra EDP; el sistema
lineal que se habrd generado serd el sistema correspondiente a la nueva ecuacién,
mientras que la malla de discretizacidn es la misma para ambos casos (no se
debe pensar que existe algdn problema con las condiciones de frontera, ya que
cada vez que se define una discretizacién de una EDP, se debe definir una
discretizacion para las condiciones de frontera, que estén de acuerdo con la
discretizacién del dominio).

El segundo problema consiste en resolver el sistema algebraico antes men-
cionado. Este problema es totalmente independiente de los pasos anteriores.
En este paso, puede ocurrir que el sistema generado no se pueda resolver con
alguno de los métodos ya programados, debido a que esté malcondicionado. En
ese caso, ¢l usuario deberd escribir o adaptar algin método numérico para re-
solver el problema y/o cambiar la técnica de discretizacién® de la EDP para
adaptarla mejor al problema y asi lograr que la matriz esté bien condicionada®,

El Gltimo problema fundamental que el sistema debe resolver es imprimir la
solucién.

Para llevar a cabo estas tareas, es posible que en algiin momento el usuario
deba escribir algunas rutinas que realicen tareas secundarias que dependerin
de su problema especifico, las cuales deberdn ser programadas de una forma
consistente con el sistema.

5Esto es sencillo, y se tealiza en las rutinas que el usuario escribe,
®En el caso de que sc tenga que programar un método numénco, se debe emplear la
estructura de datos que se usa para almacenar la matris.
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Ya se han mencionado todos los elementos que toman parte en el proceso,
solo falta explicar como se programaron para que el lector tenga la visién com-
pleta del sistema.

Para facilitar el trabajo del usuario, el programa lleva a cabo todas las
labores de bajo nivel que son necesarias para generar los sistemas de ccuaciones,
resolverlos e imprimir las soluciones. Estas funciones las desempeiia dentro de
unas rutinas que le entrega al usuario, para que sca él quien dirija el proceso de
creacién y solucidn, indicando en que momento se debe realizar cada operacién.
A lo largo de este proceso, se requiere usar algunas rutinas secundarias que el
usuario debe escribir.

Para rcalizar el trabajo, el sistema llamara en su momento a la rutina que
dirige el proceso de creacién y solucién, y a las rutinas secundarias. De tal suerte
que el usuario se debe preocupar tGnicamente por enetender como funciona el
sistema y no por como se generan y resuelven las ecuaciones.

El método de separar la discretizacidn del dominio, la discretizacién de la
EDP, las funciones que el sistema provee y las rutinas secundarias, permite
combinar facilmente el tipo de ecuacién diferencial que se desea resolver, gra-
cias a2 que las rutinas que el usuario escribe y a que la definicién del dominio
son totalmente independientes del resto del sistema. Esta técnica permite in-
clusive cambiar la ecuacién diferencial que se desea resolver durante el proceso
de solucién, si el usuario se encarga del problema logistico de manejar la infor-
macién.

En resumén, el sistema tiene dos entradas de informacién que se procesan de
forma diferente: la primera es el programa que define al dominio; la segunda, las
rutinas en FORTRAN —discretizacién de la ecuacidén y algoritmo de solucién—
que se ligan con el generador de ecuaciones. Hasta después de haber llevado a
cabo estas dos actividades, compilar el dominio y ligar las rutinas en FORTRAN,
se puede resolver el problema planteado.

Se discrio el sistema pensando en que la tareca del usuario fuera lo mds simple
posible, este enfoque tiene como resultado el ocultar muchos detalles de su vista,
porqué trata de relevarlo de todas las tarea laboriosas que es necesario llevar a
cabo. Como ejemplo a este comentario, se tienen dos situaciones perfectamente
claras. )

La primer situacién ocurre cuando se trata de resolver una ecuacién difer-
encial con diferencias finitas a mano. Para hacerlo, es necesario discretizar el
dominio y numerar todos y cada uno de los nodos que resultan. Del dibujo que
se hace (figura IL1), se puede observar directamente cual es la posicién de cada
nodo en el dominio, por lo que no se nceesita usar una numeracién coordenada
para hacer referencia a los nodos. En el caso de querer hacer la discretizacién
automdticamente es necesario tener las dos numeraciones. En este sistema se
releva al usuario del problema de numerar los nodos, se le proporciona una
numeracién coordenada para hacer referencia a cada nodo del dominio y se le
oculta todo el manejo de informacién que el compilador lleva a cabo para poder
crear las descripciones del dominio que hacen uso de los dos tipos de numeracién.
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El proceso de compilacién lo que hace es crear una base de datos con la in-
formacién necesaria para generar las listas de vecinos, Las llaves de acceso estan
formadas con las numeracién bidimensional, lo cual integra toda la informacién
geométrica necesaria para crear las listas de vecinos en la base de datos.

La segunda situacién se da durante el proceso de formacién del sistema
de ecuaciones. A primera vista puede parccer engafiosa la forma como se le
comunica al programa la discretizacién de la ecuacidn diferencial, porqué se
usan tres arreglos para depositar la informacién de la discretizacién y no se ve
el proceso de creacidn del sistema de ccuaciones al momento de programar las
ecuaciones discretizadas. El proceso de construccién del sistema algebraico se
oculta para lograr que la forma de programar las ecuaciones discretizadas sea
cercana a la forma como lo explican los libres. El problema consiste en que las
ayudas visuales con las que cuentan los libros no las tiene el programa.,

El programa que genera el sistema de ecuaciones, toma las listas de veci-
nos gencradas por el compilador, y usa la discretizacién de las ecuaciones para
generar las ecuaciones lineales- llamando a las rutinas de discretizacién que el
usuario provee y que contienen la discretizacién de la ecuacién diferencial, que
se llevé a cabo de la forma tradicional, y que es independiente de la posicién
del nodo, lo cual permite que la descripcién de la ecuacién discretizada
sea la misma para todo nodo en el dominio, sin importar que tipo de
vecinos tenga, ni su posicién particular. Toda la informacién neccesaria
para generar los polinomios de cada ecuacidén, es transmitida al usuario por el
programa a través de algunas .ariables, y es lo suficientemente general para
permitir la independencia de la posicién. Los polinomios de discretizacién son
almacenados siempre cn ¢l mismo juego de arreglos en las rutinas que el usuario
escribe, cada vez que la rutina es llamada, el usnario no debe temer por el futuro
de su discretizacién, porqué durante el proceso, la informacién serd transferida
al arreglo que contiene al sistecrma de ecuaciones, después de haber sido ordenada
deacuerdo con la numeracidn secuencial de los nodos.

El sistema de ecuaciones se construye de una forma sistema4tica, el programa
llama para cada renglén de la matriz, a la rutina que el usuario ha escrito, para
que le entregue el polinomio que discretiza a la ecuacién correspondiente al
renglén que estd procesando. Acto seguido, el programa procede a sustituir
los nodos que no correspondan a nodos de discretizacion del dominio, por sus
valores correspondientes o por los polinomios adecuados que los describen.

Después de sustituir y reagrupar los polinomios, la ecuacién obtenida es
ordenada para respetar la numeracién secuencial de los nodos del dominio (que
corresponde con la numeracién de los renglones y las columnas de la matriz del
sistemna lineal) para luego ser insertada en la estructura de datos que contiene
a la matriz del sistema.

La salida del sistema, que es la solucién, es una lista de niimeros, cada
renglén de la lista representa un nodo del dominio (includas las fronteras), que
estd descrito mediante sus coordenadas (z, y) y cl valor de la funcién en el punto.
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Puntualizando, el usuario debe:

escribir el programa que define el dominio en donde desca resolver su
ecuacién diferencial. Primero debié hacer un dibujo del dominio y dife-
renciar todas y cada una de las condiciones de frontera para poder escribir
cl prograrna de definicion. Ademds de anotar todas las coordenadas de los
puntos de interés (todas las esquinas).

compilar el programa de definicién de dominio.

escribir las rutinas que discretizan a las condiciones de frontera y a la
ecuacién diferencial.

escribir las rutinas de control y las rutinas secundarias.
compilar las rutinas y ligarlas con el resto del sistema.

finalmente, correr el programa generado en el paso anterior.

si todos los pasos se pudieron realizar satisfactoriamente y el problema matema-
tico que se esta plantecando estd bien entendido, el usuario habrd obtenido
después de correr los programas, una solucién a su problema, con los errores
numeéricos que provienen de la discretizacién.
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Capitulo III

El M étodo num érico

em pleado.

Este capftulo comienza mostrando cual es el tipo de mallas refinadas que se
tiene en mente ver figura IIL.1, para resolver los problemas que se mencionaron
en el primer capitulo. Esta forma de refinar la malla es la nueva estrategia
de discretizacién que se propone para tratar de resolver la estructura fina de la
soluciones a las ecuaciones diferenciales. La idea central de la estrategia es poder
crear regiones del dominio en donde se reduzca el error numérico aumentando
el menor nimero de nodos posible.

Al final de la primera seccién de este capitulo, se muestran los resultados
que se optubieron para la ecuacién de transporte,

La malla mostrada en la figura II1.1, tiene un paso A, es decir, la distancia
horizontal o vertical entre los nodos gruesos (representados con -) es de k. En el
centro de la malla se ha definido una regién de paso de malla £/2, que se puede
ver claramente en la figura III.1. El problema que se debe resolver para poder
usar estas mallas, consiste en calcular los valores de los nodos marcados con e,
porqué deben ser usados para escribir las ecuaciones dicretizadas de los nodos
refinados, marcados con o. Si estos nodos no existieran, no se pordrian escribir
las ecuaciones discretizadas de los nodos refinados, mientras que por el contrario,
para escribir las ecuaciones discretizadas de los nodos gruesos no existe ningin
problema. Los segmentos en donde se encuentran los nodos de interpolacién
(representados por e) son las fronteras de la malla de interpolacién y deben se
estar localizadas en una zona en donde la tercera derivada de la funcién sea
pequefia para que el acoplamiento de la malla sea adecuado. Mis adelante, se
explicard como funciona el acoplamiento de la malla para que el usuario sepa lo
que debe hacer para poder usar este tipo de mallas.

A continuacién, se presenta una simplificacién del problema de Navier-Stokes
para explicar y desarrollar el método numérico empleado para calcular los nodos
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~ Figura 1I1.1: Malla refinada, los - representan a los nodos gruesos, los o a los
nodos refinados, los e a los nodos de interpolacién y los ® a los nodos gruesos
. que han quedado.dentro de una regién refinada.

de interpolacién.

111.1 Simplificacién al problema de Navier-Stokes.

Considere las ecuaciones: la de conservacién de masa 1.4 y la ecuacién de la
vorticidad L5

AYy = —~w y
(Yy, —t0z) - Vw vAw

respectivamente. Se puede observar que la ecuacién 1.4 es una ecuacién de i
Poisson y el método de diferencias finitas no tiene problema para resolverla. Lo '
mismo no sucede con la ecuacién 1.5, Esta ecuacién tiene coeficientes variables y
sus soluciones presentan capas l{mite y vértices, es decir, las soluciones pueden
tener regiones de cambios rdpidos y regiones donde los valores varian muy poco
con respecto a un valor.
Para desarrollar y probar el método numérico que aquf se propone, se va
a trabajar inicialmente con una ecuacién mds simple que la ecuacién L5 y
que ademi3s tiene una solucién analitica contra la cual comparar los resulta-
dos numéricos.
Suponga que i, >> -1, entonces se puede despreciar el término —¢,w,,
con lo que la ecuacién L5 se reduce a:

‘bvwz =vAw (Hl.l)

si ademds se supone que ¥, es casi constante en el dominio de intéres, la
ecuacién 111.1 se puede escribir de la siguiente forma:

eAutug=0 (I1L.2)
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con € un parimetro pequeiio. En este caso, el dominio en donde se resuelve la
ccuacién es el cuadrado 0 < z < 7, 0 < y < 7, con condiciones de frontera
u = sin(y) para £ = 0y cero en los otros tres lados

Esta ecuacién imita un comportamiento de la ccuacién de Navier-Stokes,
posee soluciones analiticas con cambios rdpidos pero como consecuencia de que
se desprecian las velocidades verticales y no se conserva la masa deja de modelar
la fisica del problema original, pero, se usa para empezar a entender el método
numérico propucsto y para desarrollar el lenguaje y el compilador.

La solucién analitica de esta ecuacién, se puede obtener ficilmente con el
método de separacién de variables, y es:

u(z,y) = sin (y) (de*** + Be?®) (11L.3)

con:

A ~14 V1 + 462
1T =

2¢
—1— V1446
Mg = X
2¢
X:l‘
e
A = ef\zir__eohr
B = 1-4

para € << 1, el término V1 + 4¢? se puede desarrollar en serie alredor de € =0,
con lo que se obtiene que V1 +4¢? = 1, lo cual implica que A; = O(e), A3 =
—14+0(e), A<< O(e) y B =1+¢ con € << O(e). Sustituyendo en la solucién
analitica II1.3 resulta que:

u(z,y) = sin(y) e /e 4 O(e). (1IL4)

Si se calcula el valor del factor e~2/¢ para distintos valores de z, se encuentra
que la funcién ha caido en un 63% cuando z = ¢ y un 96% cuando z = 2, i.e.
la funcién varia muy rapidamente en el mtervalo [0,2¢], y después del cual es
practicamente constante ~—cero—,.

111.2 Planteamiento del método numérico.

Si se usa el método de diferencias finitas para tratar de encontrar una solucién a
una ecuacién con este tipo de comportamiento, aparece de inmediato la necesi-
dad de usar mallas con paso muy pequefio, lo cual genera de inmediato sisternas
de ecuaciones inmensos. Esta forma de resolver el problema serfa muy buena
en el caso de que la solucién tuviera en todo el dominio cambios importantes,
pero en el caso en el que la regién de cambio esta concentrada en un intervalo o
en una regién no tiene sentido refinar la malla uniformemente. Corno solucidn
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Figura II1.2: Malla refinada sobre un intervalo del eje z.

a este problema se puede seguir alguna de las dos alternativas siguientes: usar
una malla irregular; refinar la malla por regiones [?], ver figura HL1.

El usar una malla irregular puede ser muy 1til en algunas ocasiones, pero
sigue adoleciendo del problema de crear mis ecuaciones de las necesarias, por
ejemplo, piense en un dominio bidimensional y en el refinamiento de un intervalo
del ¢je z, esta accién incrementa el nimero de nodos a lo largo del ¢je y sobre
la regién en la que se refiné el eje z, ver figura II1.2.

Alora bien, si se refina por regiones dentro de un dominio bidimensional, se
pueden crear Gnicamente las ecuaciones necesarias para capturar los cambios de
la funcién en la regién de interés (suponga que la regién de interes es la regién
refinada de la figura II1.1). Esto presenta el problema de escribir las ecuaciones
para los nuevos nodos de la malla que de ahora en adelante se les llamara nodos
de refinamiento y a los nodos de la malla original, se les llamara nodos gruesos.

Al tratar de escribir Ia ecuacién de un nodo de refinamiento que posee
dnicamente como vecinos a nodos de refinamiento o nodos gruesos que quedaron
inmersos dentro de la regién de refinamiento no existe problema alguno. Las
dificultades empiezan al momento de acoplar la malla refinada con la malla
gruesa, ya que para escribir las ecuaciones de los nodos de refinamiento vecinos
de la frontera es necesario conocer el valor de la funcién sobre la frontera de las
dos mallas, valor para el cual no se puede plantear una ecuacién. Para encon-
trar este valor, se interpola usando valores de la funcién en puntos de la malla
gruesa. De esta forma se obtiene un sistema de ecuaciones que corresponde a la
ecuacién diferencial que se desea resolver, ver figura 1I1.3.

Para calcular el valor de la funcién en los nodos de interpolacion, se hace un
desarrollo en series a segundo orden, i.e. se desca conocer el valor f (:1:; + %),
donde h es el paso de la malla gruesa y f{z;) representa el valor de la funcién
en un nodo grueso, el cual es aun desconocido, pero se tiene una ecuacién que
lo caleula, y z; + % denota al nodo de interpolactdn marcado con e; en la
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Figura II1.3: Para calcular el valor del nodo marcado con I, se usan los nodos
marcados con --»,

fugura I111.3. Entoncés:

! (:r:H‘- -’%) = f=) + gf'(:t.') + % (g)’ f(z:)+0 ((-g—)s) (III.S?

donde las derivadas son calculadas con las expresiones de diferencias finitas
centradas:

o) = HEnl=flEm) y opn (L)
filay = LEn)=2 h(f‘) tL (@) | oy (IIL7)
lo cual una vez sustituido en la ecuacién IIL.5 da como resultado:
h 1 3 3
J (zi + 5) = "'gf(xi——l) + zf(zc) + 5/ (3i41) +O(h%). (1IL8)

El termino O(h?®) contiene como factor a la ", razén por la cual, el error
de la aproximacién se puede mantener bajo control, si el acoplamiento se realiza
en una zona donde la tercera derivada sea pequefia, y/o ¢l valor de k es sufi-
cientemente pequefio. Este hecho muestra que las mallas se deben de refinar de
acuerdo a la idea que se tenga de la solucién, y que se debe hacer uso de las dos
posibilidades que existen, para controlar el error. Ya sea situando las interfaces
de las mallas en los lugares donde f"' es pequefia, o haciendo que el valor del
paso de la malla sea pequefio en ese sitio. Estos hechos suguieren dos cosas: a)
hacer uso de mallas refinadas varias veces para minimizar el nimero de nodos;
b) usar el método de prucba y error para localizar zonas del dominio donde se
pueda realizar el acoplamiento de las mallas,

La forma de numerar estas mallas se ha complicado por necesidad, es nece-
sario hacer distincidn entre los nodos de refinamiento, los nodos de intepolacién
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y los nodos normales para poder generar las descripciones de estas mallas. El
ejemplo mostrado es muy sencillo, pero si se piensa un cjemplo complicado, se
verd inmmediatamente la necesidad de escribir un programa que le ayude al
usario a llevar la contabilidad del proceso, porqué las nuevas descripciones, no
necesitaran vinicamente la descripeién de los vecinos de cada nodo, sino ademés
necesitardn la descripcién de la estructura de los nodos de interpolacién, en
donde la estructura ya no es la estructura de los primeros vecinos, sino de los
veeinos de orden mayor. Este nueva propiedad, hard desaparecer la simetria de
los sistemas de ecuaciones generados con estas mallas, y tiene la posibilidad de
hacer que las matrices asociadas estén mal condicionadas. Sin embargo se ha
observado que si la malla se adapta bien al problema los sistemas de ecuaciones
converjen correctamente.

III:2.1 Resultados obtenidos con el método.

Las soluciones numéricas que se obtienen son muy buenas cuando la malla
que se usa es la apropiada, se han podido calcular soluciones numéricas de
la ecuancién IIL.2 con mallas de muy pocos puntos, por ejemplo, se calcularon
soluciones a la ecuacién II1.2 con € = 0.1, 5320 nodos para el caso de la malla
gruesa y 7244 en el caso de la malla fina, la malla fina se extiende hasta 4e,
mientras que se hubicra refinado todo el dominio, hubiera sido necesario usar
de 15000 a 20000 nodos. El niimero de iteraciones fué de 258 y 372, respectiva-
mente. Si se usa la norma || + |jos 108 errores que se encuentran en comparacién
con la solucién analitica son: con la malla gruesa, del orden 5.5X1073, micntras
que con la malla refinada —a la cual se le han agregado nodos de paso % enla
regién 0 < z < 26,0 < y < 7— son del orden 1.55X10~2 como se puede observar
en la figura IIL.5.

Se ha podido obtener una solucién a la ecuacién IL2 para € = 0.1 usando
466 nodos con un error de 2.8X1072, sin embargoe la matriz no esta bien condi-
cionada numéricamente y es costoso resolverla, para el caso de la malla fina se-
186 el método SOR con factor de relajamiento igual a 1.8 y se requieren 372 it-
eraciones. En el segundo caso no es posible usar el método SOR porqué diverge
y se usé el algoritmo del gradiente generalizado para las ecuaciones normales,
este dltimo requirio de 5457 iteraciones. Se observa que para la ecuacién 111.2
¢l error que se comete en las regiones donde se usan mallas refinadas es menor
que el error que se comete si se usa una malla gruesa, lo que parece apoyar las
ideas propuestas. Esta técnica de discrctizacién plantea el problema de generar
sistemas de ecuaciones no simétricos, generalmente el método SOR puede re-
solverlos sin mayor problema. En el caso de que el método SOR no pudiera re-
solver los sistemas de ecuaciones, se debera analizar la posibilidad de resolverlos
con un método directo, o bien con la familia de métodos derivados del algoritmo
del gradiente conjugado, que pueden resolver problemas no-simétricos.
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O(i-1,5+1)  *(ii+1)  C(s+1,541)
*(i—1,5) *(i.7) ®(i+1,5)

Si-1a-1)  *@s5-1)  *lit1y-1)

Figura 111.4: Los desarrollos en series de Taylor se hacen alredor del nodo (1, 5},
gencralmente, los desarrollos en series se hacen en una dimensién, y después se
cambian los subindices para obtener las expresiones faltantes.

II1.3 Discretizacién de la ecuaciones diferen-

- .ciales. - ,

El las dos subsecciones que siguen, se plantearian dos formas alternativas de re-
alizar la discretizacién de la ecuacién de Navier-Stokes. La primera llamada
diferencias finitas centrades usa las expresiones de las primeras y segundas
derivadas centradas en el punto sobre del cual se hacen los desarrollos en series de
Taylor para encontrar la discretizacién de las ecuaciones diferenciales, mientras
la segunda, calcula las primeras derivadas no centradas y las segundas derivadas
centradas, este método tiene el inconveniente de generar una discretizacién de
orden h —h es el paso de la malla— pero se puede corregir a segundo orden
cuando el método para resolver la ecuacién de Navier-Stokes ha convergido.

En el resto del capitulo cuando se haga referencia a una figura, serd Ia
figura IIL4, que muestra a los vecinos del nodo (4,7). En este capitulo, se
plantean las ecuaciones para una malla regular, lo que se debe hacer para es-
cribir las ecuaciones para las mallas irregulares es hacer el algebra y caleular los
nuevos coeficientes. Las nuevas expresiones se deben simplificar a las anteriores
en el caso de que los pasos sean iguales, Las expresiones para los nodos de
interpolacién y las ecuaciones discretizadas para la malla irregular aparecen en
el apéndice A.

II1.3.1 Diferencias finitas centradas.

Para deducir la expresién de diferencias finitas centradas, se hace un desarrollo
en serie de Ja funcién alrededor del punto x; hacia la derecha y hacia la izquierda
(los puntos que se usan para el desarrollo son: (1,7}, (1 —1,5) e (i +1,7),alos
cuales se hara referencia con los subindices ¢, £ — 1 e ¥ + 1 respectivamente):

1

f(zit+h) f(zi) + hf'(zi) + —h;—f"(z.-) + 0(h%) (111.9)

i

f(zi— k) £(z:) = hf'(=:) + "?’ £"(x:) + O(h®) (11.10)
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para deducir la expresién de la segunda derivada, se suman las ecuaciones IIL9 y 111,10,
después se despeja la segunda derivada, cuya expresién es:

Pz = Lt =2 ,ff )+ Iz k) | omy. (I11.11)

Para calcular la expresién de la primer derivada, se resta la ecuacién I1.10 -
de la ecuacién I11.9 lo cual da como resultado:
zi -+ h) — f(zi - h)
2h

Por facilidad para expresar las ecuaciones discretizadas, se definen los oper-
adores:

+O(h?). (11L.12)

A'}f.-,; = f-‘+1,j - fi—l,j + O(h’)

2h
ASpy = Lurizfuin "’*‘z_hf"’"" +O(h?)
Bucfiy = FdZ 2,{","' thicti | oy
Sfiy = Bt lim o)
Atfi; = f-'+1.jh— fi +0(h)

AL fij = —-——————"”"hf"""+0(h)

Affis = —————f"'"“h” Lii o)

- = fui—fij=
Ajfii = 'u—h'—’-— + 0(h)
Es fécil verificar que las siguientes propiedades se cumplen:
1 -
E(A: +47) = A}
A: —A7 = hA,,
AYAT; = Ay,

lo mismo ocurre para el caso de la y.
Para discretizar las ecuaciones diferenciales, se sustituyen las derivadas por
las expresiones discretizadas. En el caso de la ecuacién 1.4

Ay = —w (11L.13)

se sustituye el operador A por A,; + Ay, ¥ por ¥; ; ¥ w por w;,;, se obtiene
que: : :
Bzt + Byy¥iy = —wij . {111.14)
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o sustituyendo las expresiones de los operadores y reagrupando:

— 4+ Yigr,i + Yicg i+ Yo = —h’w.',,‘. (111.15)
Para discretizar la ecuacién L5 l
(¥yy —¥) - Vw = vAw (1IL.16)

basta con escribir, sustituir las expresiones de cada una de las derivadas que
aparecen en la ccuacién por su expresién discretizada, como se hizo con la
ecuacién anterior, lo que arroja en términos de los operadores antes definidos

(AWisr—B3¥i,s) - (B3wij) Agwis) = vAzewij + vAywy;  (TIL1T)
La ecuacién que resulta después de sustituir los operadores es:

@3,i%i,j + i—1,j%i-1,i+
aiv1, 41,5 + Giy-1¥i i1+

aijntije = 0 (11r.18)
con:
4v
Gy = 3
A v
i1,y = _(‘2"{’}—‘)
A v
Qiy1,y = "2-—-’;
B v
aij-1 = (‘5—;)

B v
ai5+1 = —(—2-+K)

1

A = 5,:('1’-',;“-%,,'-1)
1

B = ﬁ(’/’u‘ﬂ,j“'ﬁi—l,y‘)

Las expresiones discretizadas II1.15 y III.18 son usadas por el usuario para
escribir las rutinas que definen a la discretizacién de la EDP (de la que se hablé
en el capitulo anterior). Como se puede observar estas expresiones no dependen
de la posicién del nodo central, inicamente dependen de los vecinos del nodo y
de las distancias entre ellos.

Estas expresiones se pueden usar para resolver el problema de Navier-Stokes
para nimeros de Reynolds que van de 1 a 50, para nfimeros mayores, las ma-
trices que esta discretizacién produce estan mal condicionadas (dejan de tener
la diagonal dominante).
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111.3.2 Upwinding correguido a segundo orden.

Para resolver la ccuacién de Navier-Stokes para nimeros de Reynolds altos —en
este caso mayores a 50—, es necesario cambiar el método de discretizacién de la
ecuacién parcial 1.5, Mientras que la ecuacién discretizada II1.15 no es necesario
modificarla.

Para tratar de calcular una solucién para nimeros de Reynolds altos, lo
que han sugerido diferentes autores (ver (8], pag 192) es aprovechar la infor-
macién del flujo para discretizar la ecuacidén 1.5 y asi obtener una matriz bien
condicionada. Para viscosidad baja la ccuacién de conservacién de momento se
vuelve cada vez més hiperbolica y la discretizacién debe ser consistente con las
caracteristicas. El esquema, lo que hace es calcular las primeras derivadas como
derivadas no centradas en las direcciones z y y, luego combinarlas en funcién
de la direccién del flujo. Este esquema por la forma de plantearlo recupera la
dominancia diagonal de! sistema de ecuaciones, pero resulta ser un esquema
a primer orden. Para corregir la iltima dificultad, se hace una correcccién al
método para que en el caso, cuando ya convergio, el resultado tenga un error a
segundo orden.

Las ecuacién L.§

(Yy, —¥z) * Vw = vAw (11L.19)
se discretiza de la siguiente formas:
(LTt — vA)wltt = ATy (111.20)
con:
L(vi;) = (AJis)A; - (Avi;)A,
. 1 « 1 _
A; = FA-e)Ar+ 50 +¢€5)A5
1
= A7 - heljAn
1 1 -
A; = 5(1 - e}”j)A;," + 5(1 -+ e:-”J-)Ay
1
= Ag - Ehf:"'jAy”
1
Adiglwis = Shel i Bzawiy —
'éh‘:",j"i,i Ayywij
wy = Apvig
vij = —Aldi;
€; = signo(u;y)
&5 = signo(vi;)
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donde los superindices reprcsentnn diferentes iteraciones para las incognitas.
Se puede observer que cuando wT; = w";” se recuperan las expresiones para
el plantcamicento de diferencias centradas. Claramente este criterio se debe
entender con un nivel de error numérico.

Este planteamiento, permite calcular soluciones a las ecuacién de Navier-

Stokes para ntimeros de Reynolds mayores.

111.3.3 Discretizacion de las condiciones de frontera.

Para la ecuacién de conservacién de masa (1.4), ¢! problema de discretizar las
condiciones de frontera es muy simple. Basta con especificar el valor de la
funcién de corriente a la entrada del flujo y en las paredes.

En los casos que se presentan, se usé un flujo de Poiseuille. Las caracteristicas
de este flujo, son que la velocidad del fluido junto a las paredes es cero y que el
frente de velocidad es parabélice. Por la primera razén, las paredes constituyen
una linea de corriente, y por lo tanto ¢l valor de la funcién de corriente es
constante sobre las paredes.

Para especificar el flujo a la entrada del modelo, se debe usar una funcién —
funcién de corriente— cuya primera derivada sobre la linca de entrada al modelo
del flujo, sea una parabéla {esta derivada es la velocidad del flujo perpendicular
a la frontera de entrada al modelo), que los valores de esta derivada evaluados
sobre las paredes sean cero, y que los valores de la funcién de corriente sean los
especificados para las paredes.

La segunda derivada negativa sobre la frontera de entrada al modelo, es la
funcién que se debe usar como condicién de frontera en la entrada del modelo
para la ecuacién L5,

El calculo de la condicién de frontera, en las paredes para la ecuacién 1.5 es
un poco mds complicado. Se usa la ecuacién de la continuidad para evaluar
el valor de la vorticidad a partir de valores de la funcién de corriente, que se
conoce al momento de resolver la ecuacién de la vorticidad. En coordenadas
rectangulares y si la pared es paralela a ¢je de las z, se tiene que:

ez + Wbyy = —w (III.21)

se sabe que ¢;, = 0 ya que la funcién de corriente a lo largo de la pared es
constante por tratarse de una linea de flujo y que ¢, = 0 por ser un flujo de
Poiseuille, entonces la ecuacién II1.21 se reduce a:

Yy = —w (111.22)

Para calcular el valor de la ¢, se hacen dos desarrolos en serie alredor
de pared y con uno y dos pasos de malla, si el subindice p indica la posicién
de la pared, el subindice p + 1 indica un nodo dentro de fluido y p + 2 dos
nodos dentro del fluido (en direccién perpendicular a la pared). Como la pared
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se supuso paralela al eje de las z, las derivadas se toman en la direccién y.
Entonces se tiene que:

1
Ypr = Ypthip+ Ship (111.23)
Ypra = Yp+2hy, + 2k (TI1.24)

De las ecuaciones anteriores se tiene que:

Ypra =W = —p + A" (111.25)
VYpra ~4Pp = =3¢, —2hy’ (111.26)

si se restan estas expresiones y se despeja la segunda derivada, se tiene que:

2'l’p+l - 2¢p - 2’”1”
= Al £ (1L.27)

que es la expresién ¥y, valuada sobre la pared que se buscaba. Para el caso del
flujo de Poiseuille w,’, = 0 y la expresién que queda es la expresién que se debe
usar para calcular la condicién de frontera para la ecuacién de la vorticidad.

Para las esquinas, se puede decir que existen dos direcciones normales en
la discretizacién, la forma de calcular la condicién de frontera de las esquinas
es usar Ja expresién anterior para cada una de las direcciones normales a las
esquinas [17).

En la discretizacién de la condicién de salida, se empleard la condicién f =0
(f puede ser 12 funcién de corriente o la vorticidad), esto implica que el valor de
la funcién no cambia mds alld de la frontera de salida, eso se expresa diciendo
que fjron tera de salida = fun nodoadentro.
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Capitulo IV

El lenguaje de descripciéon

y el compilador.

A lo largo de los capitulos anteriores se ha planteado el problema fisico que se
desea resolver, las dificultades que presenta, y los métodos numéricos que se
desean aplicar, los cuales obligan a usar un tipo de mallas que se pueden refinar
por regiones,

Las mallas refinadas por regiones, tienen mucha més estructura que las mal-
las que se usan tradicionalmente con la técnica de diferencias finitas. El poder
refinar por regiones un nimero de veces diferente! independientemente de la
regién, hace la descripcién de la mallas dificil, si se tratara de hacer la de-
scripcién como se hace normalmente en los programas que implantan la técnica
de diferencias finitas, el resultado serfa catastréfico, porque serfa muy dificil
poner a punto un programa scmejante. Para poder manejar el problema de la
descripcién de este tipo de mallas, se disenfié un lenguaje sencillo que las de-
scribe y con el cual resulta muy sencillo hacer todo el trabajo, ademds se gana
un poder de descripcién para definir dominios que no se imaginaba.

A continuacidn se discutirdn las mallas refinadas requeridas por los métodos
numéricos, la técnica para describirlas (i.e. la interface con el usuario), y el
procedimiento para producir una descripcién que pueda ser usada por el sis-
tema para generar y resolver los sistemas de ecuaciones correspondientes a la
discretizacién de una ecuacién diferencial.

El problema principal que se desea resolver es el de encontrar los vecinos
de cada nodo de discretizaciéon del dominio y comunicarle esa informacién a los
otros programas. Este problema puede parecer muy aparte del problema de la
resolucion de la ecuacién diferencial, pero es el que da entrada a lo que se puede
llamar el trabajo de computacién dentro del contexto de esta tesis.

1Este concepto se explica a lo largo de este capftulo.
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IV.1 M allas refinadas.

Para visializar las mallas, piense en una malla regular a la manera de una hoja
cuadriculada, la hoja representa el dominio sobre el cual se desea resolver la
ecuacién diferencial parcial, claramente, falta retirar de esta hoja las regiones
que no pertenecen al dominio de la ecuacién. La longuitud de las aristas reprenta
¢l paso de la malla mds fina que se usard para discretizar la EDP. Si la longuitud
de las aristas es la misma para todos los cuadros se esta trabajando con una
malla regular, si la longuitud de las aristas es diferente, se esta trabajando con
una malla irregular,

Sobre la hoja cuadriculada, se sobrepone una limina transparente cuadri-
culada que es la malla més gruesa que se usard para discretizar la EDP, la cual
cn cada cuadro agrupa 1, 4, 16, 64, 256, 1024, 4096 o 16384 cuadros de la hoja
cuadriculada dependiendo del numero de veces que se desee poder refinar la
malla. Si no se desca refinar la malla de la lémina transparente, cada cuadro
de esta malla debe contener 1 cuadro de la hoja cuadriculada, 4 cuadros de la
hoja cuadriculada si se desea refinar la malla transparente 1 vez, 16 cuadros si
se desea refinar 2 veces y asi sucesivamente. El nimero maximo de veces que se
puede refinar una malla es 7. Para identificar las mallas, se les asocia el nimero
n + 1, donde n es el mimero de veces que se refino para llegar a la malla en
cuestién, al nlimero n + 1 se le llama nivel de refinamiento. Se puede ver que
la malla de la hoja transparente estd al nivel de refinamiento 1 (no se refina
para llegar a esta malla, la malla refinada de la figura II1.1, se encuentra a nivel
2.). Debido a esta forma de plantear las mallas refinadas, se ve que es necesario
fijar de antemano el maximo nimero de veces que una malla podré ser refinada,
para que el proceso se pucda llevar a cabo. Sise trata de hacer de otra forma,
el algoritmo de numeracién y de creacién de nodos de la malla debe ser muy
complicado.

A los vértices de la hoja cuadriculada, que estan sobre la frontera del modelo
(mds adelante, se explicar4 como se define la frontera del modelo, por ahora,
basta con suponer que coincide con la frontera de la hoja cuadriculada) se les
llama nodos de frontera, estos nodos existen siempre y estan definidos al nivel
mds fino de las mallas. Los vértices de la malla transparente que estan dentro
de las fronteras del modelo, reciben el nombre de nodos normales.

Sobre la malla transparente se pueden definir regiones que no pertenecen
al dominio de la EDP. Para imaginar estas regiones, se debe pensar en un
rectdngulo de color negro que se sobrepone sobre la malla transparente, este
rectdngulo debe satisfacer la condicion de que sus esquinas inferior izquierda y
superior derecha conincidan con nodos normales de la malla transparente. Los
nodos de la frontera del rectdngulo pasan a ser nodos de frontera sin importar
su posicién y los nodos interiores del rectingulo que eran nodos normales, de-
saparecen del dominio y no serin usados. Cualquier regién que no pertenezca
al dominio, aunque haya quedado fuera de la frontera definida por el usuario,
debera ser declarada como una regién de no-dominio,
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Sobre la malla més gruesa, la de nivel de refinamiento 1, se pueden sobre-
poner otras mallas de diferentes niveles de refinamiento, sin importar cual sea
la diferencia entre sus niveles de refinamiento respectivos. La nica condicién
que se dcbe satisfacer, es que las esquinas inferior izquierda y superior derecha
de la malla refinada coincidan con nodos normales de la malla que contenga
totalmente a la malla refinada. Esto de puede visualizar como los parches de
una ropa de payaso, los diferentes colores de los parches representarian a los
diferentes niveles de refinamiento, la \inica diferencia consiste en que las mallas
mas finas siempre estan encima de cualquier malla mas gruesa. Las regiones
que no pertenecen al dominio son ignoradas aunque se haya sobrepuesto a ellas
una malla refinada.

Las regiones de mallas refinadas se definen haciendo uso de rectdngulos de
igual forma que con las regiones que no pertenecen al dominio, pero en este
caso las fronteras de las regiones refinadas poseen dos tipos de nodos, aquellos
que no estan encima de nodos normales de mallas més gruesas y aquellos que
si lo estan, a los primeros se les da el nombre de nodos de interpolacion, y los
segundos pasan a ser nodos normales. Las coordenadas de las regiones refinadas
se definen en funcién de la malla sobre la cual se esta refinando (la malla que las
contiene totalmente), es decir, si se esta refinando sobre la malla transparente,
las esquinas de la regién refinada deben de coincidir con nodos normales de la
malla transparente, y si se esta refinando sobre una malla refinada, las esquinas
de la nueva regién refinada deben de coincidir con nodos normales de la malla
refinada anterior, aunque estos nodos no pertenezcan a la malla de nivel 1.

En el momento cuando se crea una regién refinada, se crea simultdneamente
una numeracién de nodos relativa a la mallarefinada. Para la malla transparente
la numeracién corresponde con la numeracion del plano cartesiano definido por
el producto cartesiano de los nimeros naturales sin el cero, i.e. la esquina
inferior izquierda recibe como etiqueta a la pareja (1,1), el primer nodo sobre
el eje de la X, recibe la etiqueta (2,1), el primer nodo sobre el eje de 1a Y,
recibe la etiqueta (1,2). La nueva malla refinada tiene la misma convencién
para la numeracién de sus nodos, su nodo inferior izquierdo es el (1,1) y asi
sucesivamente, ver figura IV.1.

Para hacer ficil la descripcién de las mallas refinadas, se permite que las
mallas refinadas se encimen entre ellas a diferentes niveles y que se encimen
también con las regiones que no pertenecen al dominio del problema. Cuando
las mallas refinadas se enciman y son de diferentes niveles, se debe usar la malla
sobre la que cada malla refinada esté totaimente contenida para definirla. En el
caso cuando se encima con las regiones que no pertenecen al dominio, los nodos
de la malla refinada que quedan sobre los no-dominios desparecen. Si un nodo de
interpolacion queda entre dos mallas refinadas, i.e. es nodo de interpolacidn para
las dos mallas simultineamente, se convierte en nodo normal automaticamente,

Esta descripcién define el tipo de mallas refinadas adecuadas para aplicar
las técnicas numéricas explicadas en el capitulo anterior, pero tienen el incon-
veniente de no ser tan sencillas de describir y crear como lo eran las mallas
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o(1,5) (2,5} *(3,5)!
o(L4)' 24 *(3,4)!

.(1:3)1 .(2’3)1 = (173)2 -(2, 3)2 .(31 3)‘ = (3v3)2
'(1»2), '(2’ 2)2 '(372)’
of1,2)  o(2,2)'=(1,1)* +(2,1)® o(3,2)'=(3,1)"

(LYt ez o(3, 1)1

En la figura, los exponentes denotan el nivel de refinamiento de la malla, y las coor-
denadas entre parentesss la coordenada que le toca a cada nodo. Los nodos la malla
gruesa o pucden tener dos coordenadas diferentes asociadas, y dependerd del nivel de
refinamiento en el que se estd trabajando para usar una numeracidn u otra. La malla
refinada gueda definida con las coordenadas (2,2)" y (3,3)" de la malla gruesa.

Figura IV.1: Numeracién para mallas refinadas.

usadas con la téenica de discretizacidén convencional. Una primera versién de
este tipo de mallas aparcce en el libro de |7}, aunque no se desarrolla la forma
de implantarlas ni se plantean las mallas con niveles multiples de refinamiento.

iv.2 Lenguaje de descripcién de mallas,

Las mallas que han sido descritas en la seccién anterior tienen una estructura
complicada. Por esta razdn se ha creado un lenguaje sencillo que las describe y
que hace uso de algunas téenicas de los lenguajes de alto nivel con el objetivo de
poder verificar de antemano que las propiedades fundamentales que cualquier
malla debe satisfacer se cumplan, y asi poder garantizar que la malla estd bien
descrita. Adn con estas precauciones sera posible describir mallas que satisfagan
las condiciones minimas para que se pueda crear con ella un sistema de ecua-
ciones, pero que no correspondan con el dominio que se desea describir, Este es
el mismo fenémeno que se presenta en los lenguajes de programacién actuales
~—el programa que se escribe no es necesarinmente el que se desca escribir—.
De ahi la necesidad de verificar que la descripcién que se hace de la malla sea
la correcta.

Para la técnica de elementos finitos existen programas basados en técnicas
de CAD (computer aided design) que describen los dominios en los que se re-
sulven las EDP, [14,15,16]. En este trabajo se decidié usar un acercamiento
diferente, porqué no se contaba con facilidades para desarrollar una aplicacién
sobre un sistema CAD y porqué las mallas de diferencias finitas se deben definir
siempre con rectingulos —hasta el momento— lo cual las hace mds sencillas
que las ma- lias de elementos finitos. De ahi la idea de usar un lenguaje que us--
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ara rectdngulos como instrumento de descripeién para las mallas. Este lenguaje
deberd manejar la informacién acerca de las dimensiones de la malla, los pa-
sos de malla, considerando que el paso de malla es constante en la direccion
X vy diferente o igual pero constante en la direccién Y, nimero de niveles de
refinamiento permitido, tipos de fronteras, forma de las fronteras, regiones de
no-dominios y regiones de mallas refinadas. Esta informacién debera ser em-
pacada en archivos que podréin ser usados por los programas que generaran los
sistemas de ecuaciones correspondientes a la EDP.

Para desarrollar el lenguaje, es necesario entender como se describen los do-
minios de las EDP. Lo primero es definir la forma gecométrica del dominio, a
continuacién se definen las condiciones de frontera que serdn usadas, de Dirich-
let, de Neuman o autoconsistentes etc. las condiciones de Dirichlet especifican
el valor de la funcién en la frontera, las condiciones de Neuman especifican el
valor de la derivada normal, las condiciones autoconsistentes especifican que
la tercera derivada normal es igual a cero etc. Se pueden especificar diferentes
tipos de fronteras en diferentes regiones de la frontera, por lo que el lenguaje que
se defina debe ser capaz de manejar esta opcién. También es necesario poder
especificar los tipos de frontera de las esquinas, en el caso en que sea necesario
considerarlas. .

Para poder trabajar condiciones de Neuman o autoconsistentes, es necesario
especificar que nodos son vecinos de los nodos frontera en la direccién normal,
y se deben poder diferenciar los nodos de frontera de diferentes tipos de alguna
forma. Las condiciones de Dirichlet son ficiles de manejar porqué solo necesitan
que se especifique el valor de la funcién en la frontera. Para los otros tipos se
deben especificar hasta cinco vecinos en la direccién normal.

Como objetivo de este trabajo se tiene el que el sistema desarrollado pueda
trabajar con otras ecuaciones diferenciales y con dominios diferentes al usado en
la simulacion de la vilvula, y que sea realmente ficil cambiar de dominio y de
ecuacién diferencial. Este objetivo implica que la descripcién del dominio debe
ser lo més general posible e independiente de la discretizacién de la EDP.

Por otra parte se sabe que la discretizacién de operadores elipticos de se-
gundo orden en muchos casos requiere tnicamente de los nodos vecinos a primer
orden que estan al norte, sur, este y oeste del nodo central. De ahi que el com-
pilador del lenguaje requiera crear una descripcién de la malla que contenga la
informacién geométrica, para que sea capaz de crear las listas de vecinos que se
necesitan para crear la ecuaciones algebraicas.

El lenguaje que se disefid tiene una estructura tipo PASCAL, i.e. comienza
con un begin, termina con un end, y emplea estructuras anidadas para describir
las mallas refinas y los diferentes parimetros de las expresiones que se usan
para definir cada una de las partes del dominio. Se usan las palabras levels,
horizontal, vertical, hstep, vstep, frontiertypes, nodetypes, frontler,
nodomain, grid para especificar cual es el nimero maximo de niveles que
se permitiran cn una descripcién dada, nimero de puntos en la direccién X
a nivel de malla transparente, niimero de puntos en la direccién Y a nivel de
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malla transparente, paso de la malla en la direcccién X, paso de la malla en
la direccién Y, nimero y definicién de tipos de nodos de frontera, nimero de
nodos de tipo especial (no fue necesario emplearlos, se dejo la definicién para
no modificar el parser del compilador), definicién de la forma de le frontera y
los tipos usados en cada regién, definicién de no-dominios y definicién de mallas
refinadas respectivamente.

A continuacién se discutird como ejemplo una definicién de un dominio que
corresponde a un tubo con dos obstdcules, el primero adherido a la pared hori-
zontal inferior del tubo, y el segundo adherido a la pared superior del tubo. La
distancia de la entrada del tubo al primer obstaculo es de una unidad y de tres
cuartos de unidad al segundo obstaculo, El tubo mide dos unidades de largo,
una unidad de alto y tiene posibilidad para refinar dos veces las mallas.

Toda definicién de dominio, debe comenzar con la palabra:
begin
que marca ¢l comienzo de la definicién. La siguiente declaracién define cuantos
son los niveles de refinamiento que existirin como maximo en la definicién de
este dominio: T

levels = 3.

El nimero de nodos de la malla transparente en las direcciones horizontal y
vertical son definidos en las dos declaraciones siguientes:

horizontal = 62
vertical 31

estas declaraciones implican que los valores que pueden tomar los ndices de la
numeracion coordenada de la malla gruesa son: para la direccién horizontal de
1 a horizontal, para la direccidn vertical de 1 a vertical.

A continuacién se definen los pasos horizontal y vertical respectivamente de
l2 malla de la hoja cuadriculada (malla m4s fina):

hstep = 0.008333333
vstep = 0.008333333.

Hasta aqui se han definido las caracteristicas de todas las mallas que toman
parte en la definicién del dominio, a continuacién se definiran las caracteristicas
de las condiciones de frontera, la forma geométrica del dominio, las regiones del
no-dominio y la regiones de malla refinada.

Para definir las codiciones de frontera hay que definir cuantos tipos de fron-
teras existen y cuales son los vecinos que se deben tomar en cuenta para calcular
los valores de la frontera. Se debe aclarar que las condiciones de frontera se
pueden calcular de dos formas durante la discretizacién: explicita o implicita,
La primera consiste en especificar el valor de la funcién de interés en la frontera,
para la cual no es necesario especificar vecinos. En la discretizacién del segundo
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caso se emplea un polinomio que esta expresado en funcién de los valores de la
funcién incognita en los puntos vecinos del nodo de frontera, esto hace, que no
sca posible conocer el valor de la funcién en la frontera, sino hasta que se ha
resuelto el sistema de ecuaciones algebraicas, razén por la cual esta condicién
de frontera se incorpora en el sistema algebraico como parte de las ecuaciones,
lo que hace que el sistema entregue como resultado los valores que se adaptan
correctamente a la solucién del problema y a las condiciones de fronfera.

La palabra frontiertypes sefiala el comienzo de la declaracién de tipos
de frontera, la lista de tipos con sus caracteristicas se encierran entre llaves y
cada definicién de tipo con sus vecinos se encierra entre parentesis cuadrados
y se separa de la siguiente con una coma. En la especificacién de vecinos de
cada tipo de frontera se usan las palabras nor, sou, wes y eas -——que indican
la direccidn en la cual se deben buscar los vecinos del nodo frontera—. Las
palabras que indican la direccién de busqueda de vecinos van seguidas del un
nimero, el cual indica cuéntos vecinos hay que tomar en cuenta en esa direccidn,
esta descripcién se encierra entre parentesis y en cada declaracién de tipo de
frontera pueden existir cero, una o dos descripciones de vecinos, separadas por
un espacio en blanco entre ellas. Por ejemplo la definicén de la forma del dominio
que se esta usando como ejemplo, comienza de la siguiente forma:

frontiertypes { | 1 (nor 1) |,

que especifica que el tipo 1°de frontera tiene 1 vecino hacia el norte, este tipo
de frontera se usa para la pared horizontal inferior del tubo. A continuacién se
declaran los tipos de frontera que se necesitan para la salida del tubo —pared
derecha—, pared horizontal superior y entrada del tubo, respectivamente:

[ 2 (wes 4) ),
[ 8 (sou 1) },
{ 4 )

el tipo de frontera 4, no requiere de vecinos porqué en el problema de la vélvula
la condicién a la entrada del tubo siempre es explicita. . Ahora le toca el turno
al los tipos de frontera usados en los obstdculos. Se define primero el tipo de
la esquina superior derccha del obsticulo de abajo, que tiene dos vecinos uno
hacia el este y el otro hacia el norte:

[ 5 (eas 1) (mor 1) |,

el tipo 6 usado para la pared vertical derecha del obstaculo inferior con un vecino
hacia el este dnicamente:

| 8 (eas 1) |,

el tipo 7, para la esquina superior izquicrda del obtéculo de abajo, con sus dos
-nodos vecinos, uno hacia el oeste y el otro hacia el norte:

[ 7T (wes 1) (nor 1) ],
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la pared vertical izquierda del obstdculo inferior, con un veciné hacia el oeste:
[ 8 (wes 1) |,
la esquina inferior derecha del obstdculo supeior, con dos vecinos: -
[ 9 (eas 1) (sou 1) ],
la esquina inferior izquierda del obstdculo superior:
[ 10 (wes 1) {sou 1) ],
y las dos paredes verticales del obsticulo superior:

[ 1 (eas 1) ),
[ 12 (wes 1) ] }.

Las esquinas y las paredes verticales de los obsticulos deben ser consideradas
en forma especial en e] problema de la vdlvula coronaria, y es por esa razén que
se definen los tipos de frontera de la esquinas y de las paredes.

La declaracién de nodos normales especiales, no se uso en la declaracién de

.ningdn dominio y parece ser indtil , sin embargo se dejo para no modificar el

compilador. No se toma en cuenta mds que de una forma sintéctica.
nodetypes = 0.

En la descripcidn de la frontera, se usa una tortuga —Ila tortuga de lenguaje
logo—, para trazar la forma geométrica de la frontera. Para describir la frontera,
se especifica el tipo de nodo que le corresponde, el nodo donde se empieza a
trazar la frontera y el nodo en donde termina este primer segmento recto de la
frontera, el tipo mencionado al principio, es asignado a todos los nodos de la
hoja cuadriculada que estan contenidos en el segmento de recta. Sial final de la
definicién de un segmento, aparece un signo igual, significa que la tortuga antes
de avanzar hacia el siguiente nodo de la hoja cuadriculada que se le indique,
cambia el tipo del nodo sobre el que estd parada. Por ejemplo, observe estas
instrucciones:

frontier [ (1, 1) ( 6, 1) ] =

1
2 [ (6 1) |

la primera expresa que el segmento que del nodo (1,1) al nodo (62,1) es de
tipo 1. El signo igual al fina! de esta instruceién, obliga a que al nodo (62,1) se
le asigne el tipo de frontera 2, cuando la segunda instruccién es procesada. Las
tres frases a continuacién expresan la forma como se forma la frontera:

2 [ ( 62 31) )
3 [ ( 1 31 |
4 [y 1) ]}
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los segmentos de recta, sicmpre deben ser horizontales o verticales.

Una frontera debe ser cerrada, por esta razén el iiltimo nodo que se usa debe
ser el igunl al primer nodo que se usé. La numeracién usada en la definicién de
la frontera es la numeracién de los nodos de la malla transparente,

La definicién de los no-dominios es bastante simple, basta con especificar
las esquinas inferior izquierda y superior derecha del rectdngulo del no-dominio
y los valores de los tipos de fronteras del no-dominio, empezando por cl de la
esquina inferior izquierda, luego el de la pared horizontal inferior, esquinainfe-
rior derecha, pared vertical derecha, esquina superior derecha, pared horizontal
superior, esquina superior izquierda y finalmente pared vertival derecha. Las
posisiones de los nodos de las esquinas se especifican entre parentesis y los va-
lores de los tipos de frontera entre parentesis cuadrados. Como ejemplo de este
tipo de descripcién se presenta a continuacién las dos instrucciones que definen
los dos obstdculos del dominio antes mensionado. El ancho de cada obstéculo
es de un treintavo, el alto del primero es de media unidad y el alto del segundo
¢s de un tercio de unidad. -

nodomain (31,1) (32,6) [1 1 1 6 5 1 7 8§
nodomain (21,23) (2231) (10 3 9 11 3 3 3 12

. Ahora se discutird la parte mis interesante de toda la descripcién, el refi-
namiento local de mallas. En este ejemplo se pondrdn dos zonas con mallas
refinadas, una después de cada obsticulo y de la mitad del alto. En la malla
refinada que va después del obstdculo inferior se colocara una malla més fina
de la cuarta parte del area de la anterior, y pegada a la esquina. Es necesario
recordar en este punto las convenciones acerca de la numeracién de las mallas
refinadas, ver figura IV.1. ‘

grid 1 (32, 1) (40, 8 {
) grid 1 1, 1 (8, 8)

grid 1 (22, 27) (28, 31)

El nimero que precede a la palabra grid indica cuantos niveles de refi-
namiento se toman en cuenta para construir la malla refinada. Notese que si
sobre la malla transparente se refina una vez en el rectangulo (1,1) (2,2), el nuevo
rectdngulo refinado tendra los puntos del producto cartesiano (1,2, 3) x (1,2, 3).
Si se hubiera refinado dos veces, tendria los puntos del producto cartesiano
(1,2,3,4,5) % (1,2,8,4,5) y asi sucesivamente.

Finalmente, la palabra end indica el final de la decripcién del dominio.

IV.3 Descripcién del com pilador.

En esta seccién es necesario describir las estructuras de datos y el algoritmo
que se usa para compilar el lenguaje de descripcién de mallas y generar la
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descripcién de la discretizacién del dominio. La compilacién de este lenguaje,
se lleva a cabo en dos etapas: primero se genera una estructura de datos que
contiene toda la informacién geométrica del dominio discretizado, operacién que
lleva & cabo el programa llamado malla. Segundo se numeran todos los nodos
del dominio discretizado y se crea una lista de vecinos que contiene toda la
informacién necesaria para generar los sistemas de ecuaciones, este trabajo lo
rcaliza el programa milist. El primer paso de este proceso se puede entender
como la generacién de un cddigo intermedio que facilita el resto del trabajo,
y la segunda etapa corresponde & la generacién de un cddigo objeto que serd
ejecutado por la miquina virtual que conoce el procedimiento para generar las
ecuaciones algebraicas y ¢l algoritmo para resolverlas.

El primer paso de la compilacién que corresponde a la generacién de un
cédigo intermedio, empieza reconociendo sintacticamente el lenguaje antes de-
scrito, se inicializan las variables que describen las mallas que se usardn y se
almacena en memoria toda la informacién geométrica del dominio. La hoja
cuadriculada se almacena en memoria hatiendo uso de un arbol B* (se usé el
paquete Btrieve), cuyas llaves estan formadas por tres entradas, la primera que
corresponde al indice ¢ en la direccién z, la segunda que corresponde al indice
7 en la direccién y y finalmente la tercera que es el tipo de nodo del que se
trate. Como al inicio del proceso de compilacidn la base de datos esta vacia, es
necesario insertar todos los nodos que pertenecen a la frontera del problema, a
continuacién se insertan todos los nodos de frontera de los no-dominios y en-
seguida los nodos del no-dominio, estos dltimos se deben de considerar al nivel
de los nodos normales de la hoja cuadriculada, para cancelar cualquier nodos
- normalesen la regién del no-dominio que pudiera ser usado en el futuro. Una
vez creados los nodos de fronteray los nodos de interpolacidn, no se les puede
cambiar ese atributo.

En el siguiente paso se insertan los nodos normales de la malla transparente
de nivel 1. Es conveniente hacer notar en este momento, la forma como se ha
ido almacenando la informacién geométrica de la malla. En la base de datos
estan insertados tinicamente los nodos que pertenecen a la frontera del modelo,
los que pertenecen al no-dominio y los que pertenecen a la malla transparente
de nivel 1. Para encontrar que nodo es vecino de un nodo (#,7) dado?, basta .
con preguntarle a la base de datos si el nodo (i, j + n) esta en la base de datos,
para n = £1,2,3..., o bien preguntar si el nodo (¢ + m, ) esta en la base de
datos, param = +1,2,3.... Si la respuesta es afirmativa para algun valor de n
o m, el nodos (£ +m,J) o (1,5 + n) serin vecinos del nodo (7, 5) en la direccién
y sentidos respectivos. Como se puede observar la informacién geométrica esta
implicita en la combinacién de estructura de datos y conjunto de llaves usada,
esto fdcilita el insercién de nuevos nodos de niveles superiores, porque basta con

3Se desea aclarar que la numeracién de los nodos siempre es la numeracién de los nodos
de 1a hoja cuadriculada, cuando se trabaja con la base de datos, la numeracién relativa de
todas las mallas transparentes que se usan durante la definicién de un dominio, siempre es
convertida a la numeracién de la hoja cuadriculada
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insertar el nodo (1, j) para que la convencién de la numeracién de nodos lleve
la cuenta de los vecinos,

Conocida la estructura de datos que se usa para almacenar la malla dis-
cretizada, y explicado el procedimiento para insertar los nodos normales de
la malla de nivel 1, se puede proceder a explicar como se insertan los nodos
normales de las mallas refinadas.

En cste paso basta con insertar directamente los nodos en la base de datos, y
deducir cuales de los nodos de la frontera de las mallas refinadas son nodos nor-
males y cuales son nodos de tnterpolacion, obviamente este proceso de decisién
se debe llevar a cabo después de que se han insertado todos los nodos normales
de las mallas refinadas para que toda la estructura de la malla sea conocida y
se puda deducir con certeza la estructura geométrica y por ende los nodos de
tnterpolacidn.

La segunda etapa en el proceso de compilacién es llevada a cabo por el pro-
grama llamado miist y consiste en generar a partir de la informacién almacenada
en la base de datos las listas de vecinos. Este proceso es realmente simple. Us-
ando la tercera llave del arbol B* se le solicitan a la base de datos uno por uno
y en secuencia los nodos normales, nodos de frontera y nodos de interpolacién
para numerarlos, en cada paso la base de datos es actualizada para que contenga
la numeracién de los nodos. Al terminar este proceso se buscan los vecinos para
cada nodo de toda la malla. Como los nodos han sido numerados en orden, se
puede distinguir ficilmente los tipos de nodos por el intervalo en donde est4 el
nimero que los identifica.

El procedimiento para encontrar los vecinos de cada tipo de nodo es un poco
diferente en cada caso. Para los nodos normales se buscan los primeros vecinos
en las direcciones norte, sur, este y oeste. Para los nodos de frontera se respeta
la definicién para cada tipo, tomando en cuenta que los nodos de interpolacién
no pueden ser vecinos de los nodos de frontera, esto implica que si en la grifica
de la malla un nodo de snterpolacidn es vecino de un nodo de frontera es ignorado
y se busca por el siguiente nodo. El compilador y los programas que generan las
ecuaciones verifican que esta restriccién sea respetada de lo contrario lo indican
y paran el procesamiento.

Para los nodos de interpolacién se decide quienes son sus vecinos a partir
de la informacién del nivel de refinamiento. Un nodo vecino de un nodo de
tnterpolacion siempre estd a un nivel inferior de refinamiento, y el nivel de refi-
namiento siempre se puede deducir a partir de la numeracién de la malla de la
hoja cuadriculada, Esta es la regla principal para encontrar los nodos vecinos
de un nodo de interpolacion. Otro nodo de interpolacidn cualquiera puede ser
nodo vecino de un nodo de interpolacidn si y solo si estd a un nivel inferior de
refinamiento. Por construccién de la malla, se garantiza que siempre es posi-
ble encontrar los nodos vecinos de los nodos de interpolacion. Este proceso es
complejo de explicar, porqué depende del nivel al que se este trabajando, de las
direcciones sobre las que se deba interpolar y de la posicién que ocupa el nodo de
interpolacion dentro de la malla, Existen muchas convinaciones para encontrar
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los vecinos de los nodos de interpolacion lo cuel hace muy dificil explicarlo con
detalle. La mejor forma de entender como se encuentran los nodos vecinos de
un nodo de interpolacidn consiste en consultar los programas, en particular la
rutina checa.int que es llamada por la rutina make.snte, ambas pertenecen al
programa mlist.c. La regla bisica de decisién ya ha sido mencionada y con-
siste en que los nodos vecinos de un nodo de snterpolacidn siempre deben de
pertenecer a un nivel inferior para poder garantizar que el error numérico de las
interpolaciones no crece. No importa que nodos sean los nodos vecinos de un
nodo de snterpolacidn siempre y cuando se satisfaga la primer regla y todos los
nodos vecinos esten dentro de la malla.
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C a~pitulo Vv

Generacion y resolucion de
los sistem as de ecuaciones

algebraicas.

En el capitulo anterior se explicé la forma como se generan las listas de vecinos
que describen la malla discretizada. En este capitulo se describira el contenido
de los archivos generados por el compilador y se dird como se usan los archivos
para generar los sistemas de ecuaciones algebraicas. Se explicari el proced-
imiento de generacién de los sistemas de ecuaciones y la interface con el método
numeérico.

V.l Contenido de los archivos de salida delcom-'

pilador.

El compilador genera como salida cinco archivos, cuyos nombres se forman con
la primera parte del nombre del archivo que contiene la definicién del dominio
—este archivo siempre debe tener la extencién def, y el nombre de este archivo
es el nombre que el modelo recibe— y cuyas extenciones son nor, des, Inf,h y
maes.

El primer archivo —extencién nor— contiene la descripcion de todos los
nodos normales del dominio. El formato de este archivo posee 13 columnas,
las primera es un nimero secuencial que identifica al nodo de forma tnica. La
segunda y tercera columnas contienen la numeracién §,5 sobre la malla de la
hoja cuadriculada. La cuarta columna contiene informacién de si el nodo es un
nodo especial —no se usa, siempre es cero—. La quinta columna conticne el
nivel de malla refinada al que el nodo pertenece. Las tltimas ocho columnas
conienen los indices de los nodos vecinos del nodo definido en cada renglén. El
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orden de los vecinos es el siguiente SW, §, SE, W, E, NW, N y NE —por el
momento las posiciones de los nodos SW, SE, NW y NE contienen ceros porqué
el sistema no puede trabajar con nodos de interpolacién en esas direcciones—.

El segundo archivo —extencién des— contiene las decripciones de los no-
dos de frontera y del los nodos de interpolacidén. El formato de los nodos de
frontera es el siguicnte: La primer columna contiene un nimero secuencial. La
segunda y tercer columnas contienen la numeracién 1, j del nodo en la malla de
la hoja cuadriculada. La cuarta columna indica si el nodo es especial o no. La
quinta columna tiene el tipo de nodo —uno de los definidos en la declaracién
frontiertypes—. Las cinco columnas siguientes contienen los nodos vecinos
del nodo frontera, la siguiente columna contiene la direccién que se usé para
encontrar a los vecinos anteriores. Las suiguientes seis columnas contienen el
mismo tipo de informacién que las seis anteriores. Estos dos witimos conjuntos
de seis columnas estan relacionados con las declaraciones de tipos de fronteras
e acuerdo con el tipo de nodo del renglén. Sila declaracién de tipo de frontera
no contiene vecinos, aparecerin ceros en las doce columnas. Sien la declaracién
se especifica una direccién con dos vecinos, en el primer conjunto de columnas,
apareceran dos columnas llenas y la especificacién de direccién. Si se especifi-
caron dos direcciones, los dos juegos de columnas contendrdn informacién.

La segunda parte de este archivo contiene la informacién correspondiente
a los nodos de interpolacion, en este caso el archivo tiene una columna con
el numero secuencial que identifica al nodo de forma iunica, dos columnas que
contienen la numeracién ¢, del nodo sobre la malla de la hoja cuadriculada,
una columna con la direccidén que indica si se interpola hacia la izquierda o
derecha del nodo central, tres columnas que contienen a los nodos que se usan
para calcular el valor interpolado, una columna con la orientacién —horizontal
o vertical— del segmento de interpolacién y la dltima columna que almacena el
nivel de refinamiento al que el nodo pertenece.

El archivo cuya terminacién es h contiene los pasos de mallas de la hoja
cuadriculada, en el caso que se quisiera trabajar con mallas irregulares,
se deben de cambiar los valores en este archivo para que la nueva
malla corresponda con el disefio que se desea.

El archivo con extencién inf contiene los nombres de los archivos que con-
tienen el modelo, informacién acerca del mimero de nodos, nimero de niveles
y la informacién para encontrar los nodos vecinos de los nodos de frontera (por
tipos).

Finalmente, el Gltimo archivo —extensién mss— contiene la lista de vecinos
de cada uno de los nodos usados en el dominio, que se puede imprimir y puede
ser usado para interpretar las salidas del sistema.

El contenido del primer archivo es leido y almacenado en la matriz norb3,
mientras que el contenido del segundo archivo es leido y almacenado en el arreglo
desarr. De esta forma el programa que genera el sistema de ecuaciones tiene
toda informacién necesaria referente a todos los nodos de la malla.
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V.2 Discretizacién dela EDP y su interface con

el sistema.

Uno de los objetivos iniciales en este trabajo, fue el poder cambiar facilmente la
EDP que se modela. Para lograr este objetivo el sistema supone que ¢l usuario
programa las subroutinas que discretizan la EDP y las condiciones de frontera
—diffinmX, frontmX—. Para expresar la discretizacién de la EDP y de las
condiciones de frontera, el usuario dispone de dos mecanismos. El primero
consiste en expresar el polinomio de la discretizacién de la ecuacién o de la
condicién de frontera haciendo uso de tres arreglos, a saber coef, cols y dirs.
Los polimonios se almacenan en los arreglos, depositando los coeficientes en el
arreglo coef y las columnas (de la matriz) a las que pertenecen en el arreglo
cols, esto se hace entrada a entrada.

La entrada i-ésima del primer arreglo contiene el coeficiente correspondiente
a la incognita cuyo indice esta almacenado en la entrada i-ésima del arreglo cols,
En la entrada i-ésima del arreglo dirs se guarda un 1 si el nodo que esta en la
entrada i-ésima del arreglo cols estd al norte, un 2 si estd al este, un 3 si estd al
sur y un 4 si estd al oeste. El segundo mecanismo consiste en entregar el valor
numérico correspondiente & una parte de la ecuacién discretizada o a la condicién
de frontera en una variable para que el sistema generador de ecuaciones lo
pueda usar. En la programacién de la discretizaciéon de la ecuaciones y de las
condiciones de frontera, se puede usar uno, otro o los dos mecanismos.

Para la discretizacién de la EDP, el sistema le envia al usuario toda la infor-
macién necesaria —acerca de los nodos vecinos que debe tomar en cuenta—, en
un arreglo llamado norb2, el arreglo es una matriz, y para direccionarlo es nece-
sario usar la variable actin en la primera entrada y alguna de las variables east,
west, nort o sur en la segunda entrada. Al hacer la indireccién del arreglo
norb2(actin,®) se accesa el indice del nodo vecino en la dircccién correspon-
diente. Las distancias entre €] nodo central y los nodos vecinos aparecen en las
variable hl para el nodo de oeste, h2 para el nodo del este, v1 para el nodo
del sur y v2 para el nodo del norte. El usuario debe llenar los arreglos coef,
cols y dirs de acuerdo a las explicaciones del parrafo siguiente, ademds debe
almacenar el valor del lado derecho de la ecuacién discretizada en la variable 1d.
Como el usuario no sabe si alguno de los nodos vecinos que esta considerando
es un nodo de frontera, no debe preocuparse de este hecho, el sistema susti-
tuye los valores adecuados de los nodos de frontera automaticamente, de ahf la
necesidad de especificar la forma de caleular los valores de las condiciones de
frontera para cada uno de los posibles tipos y desde cada una de las posibles
direcciones desde donde puede ser visto cada nodo de frontera —el lector debe
reflexionar un momento sobre las esquinas de los obsticulos del modelo de la
vélvula coronaria que tienen dos formas diferentes para ser calculadas—.

El programa genera uno a uno los renglones del sistema de ecuaciones al-
gebraicas, durante este proceso llama a cada paso —cada vez que empieza a
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generar un nuevo renglén— la rutina diffinmX, esta rutina debe informarle al
sistema los valores de los coeficientes de la ecuacién discretizada, las columnas
a las que cada uno de los coeficientes pertenece y las direcciones hacia donde
se ven cada uno de los vecinos cuando el usuario esta parado en el nodo cen-
tral. En este punto el usuario no se debe preocupar acerca de la estructura
de la malla, toda la informacién de la malla ha sido resumida dentro de la in-
formacién que se le entrega, por esta razén la discretizacién es independiente
de la estructura de la malla y solo debe tener en cuenta que las distancias a
los nodos vecinos desde el nodo central pueden no ser iguales. El niimero del
renglén sobre el que se esta trabajando esta almacenado en la variable actin,
este valor debe ser almacenado en la primer entrada del arreglo cols y el valor
del coeficiente de la discretizacién correspondiente al nodo central —coeficiente
a;,; de la discretizacién de la ecuacién— debe ser almacenado en la primer en-
trada del arreglo coef, en este tinico caso el valor que se guarda en la primera
entrada del arreglo dirs es cero. A continuacién se puede considerar cualquiera
de los nodos vecinos de la ecuacién diseretizada, como ejemplo se considerara el
nodo a; 41, que estd en la direccién norte con respecto a la malla. El indice de
este nodo se encuentra en la posicién norb2(actin, nort), este valor se debe
almacenar en la siguiente entrada del arreglo cols, el valor del coeficiente a; ;4
se debe guardar en la siguiente entrada del arreglo coef y la siguiente entrada
del arreglo dirs debe contener el valor 1, por estar el nodo hacia el norte del
nodo central.

Las direcciones en las que se ven los nodos vecinos ai41,5, @i, j—1 ¥ @i-1,5
desde el nodo central (i, §) son respectivamente: este, sur y oeste, lo cual im-
plica que las posiciones dentro del arreglo norb2 son: norb2(actin,east),
norb2(actin,sur) y norb2(actin,west). Los valores que se deben almacenar
en cada caso en la siguiente entrada del arreglo dirs son 2, 3 y 4. Por ltimo, el
usuario debe almacenar en la variable indice el nimero de entradas que guardo
en el arreglo cols. Una técnica adecuada para manejar el valor de la variable
indice consiste en incrementar su valor cada vez que se deposita un valor en
el arreglo coef, ya que en las rutinas que calculan los valores de frontera, se
desconoce el valor inicial de la variable indice, aunque en las rutinas difinmX
el valor de indice es cero seria deseable que el usuario usara esta técnica.

La informacién necesaria para la discretizacién de las condiciones de frontera
es proporcionada en los arreglos froi, fh, froi2 y fh2 y en los pardmetros dir
y tipo de las rutinas frontmX.

Para poder expresar los valores de las condiciones de frontera, es necesario
darse cuenta que en la misma rutina hay que expresar los valores para todos
los tipos de fronteras que se definieron y que se usaron en la descripcién del
dominio. Si para alguno de estos tipos he han definido dos direcciones desde las
cuales se le puede ver, se debe calcular el valor de frontera para cada direccién y
el programa debe manejar las cuatro direcciones posibles que le van a aparecer,
y no producir ningiin tipo de error si se le pide que entrege un valor de frontera
para cualquier combinacién tipo-direccién que se le pida. Es oportuno aclarar
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que los niimeros que se almacenan en el arreglo dirs al momento de hacer la
discretizacién de la ecuacién en el paso anterior, son los nimeros que aparecen
en el pardmetro dir de las rutinas frontmX.

Una vez que se ha explicado que para cada convinacién tipo-dir se debe
expresar el valor de la frontera, se puede proceder a explicar como se aplican la
forma explicita e implicita de calcular los valores de la frontera.

Para expresar el valor de las condiciones de frontera con el método explicito,
se cuenta dentro de la rutina con los pardmetros x,y, que contienen el valor
de las coordenadas del punto de la frontera. Estos valores pueden ser usados
para calcular el valor de la funcién en la frontera —en caso de que se necesite—
. Si el valor es constante o bien ha sido calculado, se debe almacenar en la
variable vfront, que es a su vez un parimetro de la rutina frontmX. En las
rutinas frontmX aparece otro pardametro llamado coefi, que es el coeficiente
que multiplica al valor de la frontera en la ecuacién lineal, dentro de las rutinas
frontmX no se debe multiplicar el valor de la frontera por coefi, esto
1o hace el programa después de llamar a las rutina ffontmX.

Para expresar los valores de las condiciones de frontera haciendo uso del
método implicito el sistema provee al usuario con los arreglos y variables sigu-
ientes: froi, fh, cuantos, froi2, fh2 y cuantos2 que contiencn respentiva-
mente los fndices de los nodos vecinos al nodo frontera en la direccién co- rre-
spondiente, las distancias entre los nodos y el nimero de nodos vecinos que
aparecen almacenados en el arreglo froi. Lo mismo es cierto para el segundo
juego de arreglos.

El usuario debe almacenar el polinomio que expresa el valor de la frontera en
funcién de los nodos vecinos correspondientes en los arreglo coef, cols y dirs,
incrementando tantas veces como sean necesarias el valor de la variable indice
para que refleje correctamente el nimero de entradas que se le han agregado a
los arreglos, si por alguna razén aparece un término que se deba poner en el lado
derecho de la ecuacién sin ser modificado de ninguna forma, este término se debe
de sumar o restar a la variable ld —en este momento la variable 1d contiene el
valor del lado derecho que serd usado en la solucién del sistema de ecuaciones—.
Si en algo se necesita, es necesario aclarar que la variable colsi contiene el indice
correspondiente al nodo de frontera con el que se esta trabajando.

La forma de expresar los valores de los coeficientes para el polinomio de
frontera es la misma que en caso de la discretizacion de la ecuacién diferencial,
solo se debe recordar que en este caso es necesario multiplicar estos coeficientes
por el valor coefi, porqué este valor de la frontera estd siendo sustituido dentro
de una ecuacién y este valor tiene en la ecuacién un valor que lo multiplica.

El usuario debe agregar toda la légica que sea neccsaria dentro de las ruti-
nas difinmX y frontmX asi como todas las rutinas adicionales que requiera
para implartar el control que sobre su problema necesite. Este programa im-
planta dnicamente el contro! de flujo para gobernar la creacién del sistema de
ecuaciones a partir de la malla discretizada y el cdlculo de la solucién, esta im-
plantacién es totalmente modular i.e. que las rutinas que hacen este trabajo
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pueden ser llamada varias veces con parimetros diferentes para resolver difer-
entes ecuaciones siempre sobre una misma discretizacién, pero el usuario deberd
programar la l6gica de control. El usuario debe programas una rutina frontmX
y diffinmX para cada EDP de un sistema acoplado de ecuaciones y darles los
nombres frontml, frontm?2 ... y diffinm1, diffinm2 ... . En el capitulo dedi-
cado a la discucién de como se resuelve la ecuacidn de Navier-Stokes se explicard
la forma de usar la difrentes rutinas que estin implantadas dentro del sistema.

V.3 G eneracién del sistema de ecuaciones al-

gebraicas.

Una vez que el usuario ha programado la rutinas que necesita para manejar el
control de flujo de su problema especifico, y las rutinas que expresan la dis-
cretizacién de la EDP y las condiciones de frontera, las debe ligar con el resto
del sistema —esta operacién puede ser diferente para diferentes miquinas—, y
ejecutar el programa respondiendo a todas las preguntas que el sistema le haré,

Después de que el sistema ha sido arrancado, inicializa todas sus variables
de control, lee la descripcion de la malla y comienza a generar el primer sistema
de ecuaciones que se le pida. Para realizar este proceso se fija en el reglén i-
ésimo —empieza con el primer renglén— de la matriz norb2 y llama a la rutina
difinmX para conocer los valores de los coeficientes de la discretizacién para el
nodo i-ésimo —la discretizacién de la ecuacién diferencial fue almacenada en un
stack por facilidad—. En seguida comineza a revisar el tipo de cada nodo que
ha sido metido en el stack desde abajo hacia arriba. Si el tipo del nodo j-ésimo
es normal lo ignora, si el tipo de nodo es de frontera, el sistema manda llamar a
la rutina frontmX para conocer el valor de frontera ya sea de forma explicita
o implicita. Si la frontera fue expresada de froma implicita, los coeficientes de
la discretizacion son trasladados hasta arriba del stack, como se explicé en la
seccién referente a la discretizacién de las fronteras.

La siguiente opcién revisa si el nodo que sigue en el stack es de interpolacién,
si ese es el caso, el programa expande este nodo en funcién de la definicién que
para el nodo de interpolacién aparece al final de la matriz desarr depositando
las definiciones del nodo de snterpolacidén hasta arriba del stack. Esta expancién
de nodos de interpolacién se realiza por niveles, tomando en cuenta que un nodo
de interpolacidn solo puede estar definido en funcién de nodos de menor nivel.
Se expanden primero los nodos de niveles més altos y después los de niveles més
bajos. Esta es la regla principal que se debe tomar en cuenta para expander
nodos de interpolacién, y no importa si las lineas sobre las que estin definidas
las interpolaciones no son las mismas, basta con que se cumpla la regla de niveles
para que la interpolacién funcione adecuadamente.

Este proceso se reliza hasta que no quedan nodos de frontera o nodos de
snterpolacidn en el stack, para cada una de las entradas vélidas del arreglo
norb2,
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Después de que cada ecuacion ha sido calculada, se inserta en los arreglos
que se usaran como entrada de las rutinas que pueden resolver los sistemas de
ecuaciones, la estructura de datos que se usa para estos arreglos se explicara en
la siguiente seccién. Si el lector esta iteresado en entender como se construye la
estructura de datos a partir del stack en donde esta guardado el renglén i-ésimo
de la discretizacién despu’es de haber sido expandido, puede consultar la rutina
push del programa ireg.for, esta rutina es realmente clara y no vale la pena
explicarla.

V.4 Interface con el método numérico que re-

sueclve el sistema algebraico de ecuaciones,

Para explicar la interface con el método numérico, basta con explicar la forma
como se guardan los sistemas de ecuaciones en memoria y decir que cualquier
rutina que se trate de usar para resolver el problema deberd usar esta estructura.

En el almacenamiento del sistema de ecuaciones se usan los arreglos reales
(double precision) b, an y enteros ia, ja. El arreglo b contiene el lado derecho
del sistema de ecuaciones. En los otros tres arreglos se almacenan finicamente
los elementos diferentes de cero de la matriz. El arreglo ia contiene la posicién
dentro de los arreglos an y ja en donde empieza cada nuevo renglén de la
matriz, y el arreglo ja contiene el nimero de columna al que pertenece cada
elemento del arreglo an, i.e. si en la entrada j-ésima del arreglo an se deposité
el coef(i), en la entrada j-ésima del arreglo ja se debe depositar el contenido
de la entrada colg(i). En caso de duda se puede consultar la rutina push del
programa ireg.for, esta rutina es llamada una vez cada vez que se ha terminado
de desarrollar un renglén del sistema de ecuaciones.

La rutina que resuelva el sistema lineal de ecuaciones debe aceptar los
pardmetros tol que contiene la tolerancia con la que hay que resolver el pro-
blema, maxi contiene el niimero maximo de iteraciones que se deben ejecutar
antes de parar, en caso de que se use un método iterativo. También se debe
regresar el mimero de iteraciones efectuadas en la variable iters, y un valor
que indique como se desempeiio el algoritmo en la variable res, si el algoritmo
trabajo sin problemas se debe regresar un 0, si tuvo cualquier problema menor
el valor regresado debe ser menor que cero y finalmente si no pudo concluir el
trabajo por alguna razén el valor debe ser mayor que uno. Este dltimo valor
se desplicga en la tabla de resultados para indicar que paso y si es mayor que
cero, para el procedimiento. El usuario puede querer pasar mds pardmetros a la
rutina para controlar su funcionamiento, en ese caso él debe modificar adecuada-
mente el procedimiento solve del programa ireg.for, el procedimiento solve
solamente es llamado en la rutina mainalgo que el usuario escribe. En el si-
guiente capitulo se mostrardn todas la rutinas de las que el usuario dispone para
programar un problema, asi como las que debe programar obligatoriamente.
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V.5 Resolucién del sistema de ecuaciones lin-

Para encontrar la solucién del sistema de ecuaciones lineales, se usa el algoritmo
SOR [11,8]. Solamente hay que modificarlo para que funcione adecuadamente
con la estructura de datos que se esta usando. Elel caso particular de la ecuacién
de Navier-Stokes se usan los parimetros de relajacién de 1.6 para la ecuacién
de continuidad y 1.1 para la ecuacién de la vorticidad [18]. Se observa el mismo
tipo de comportamiento en la convergencia del método SOR que el reportado
por {18].
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Capitulo VI

e o

Una aplicacion: Solucién a
la ecuaciéon de .

N avier-Stokes."-

Haciendo uso del sistema descrito a lo largo de los capftulos anteriores, se re-
solvié la ecuacién de Navier-Stokes. Durante el proceso, se definieron varios
dominios diferentes, y se programé un método iterativo para resolver la EDP
haciendo uso de las ficilidades del sistema. Esta es la parte del del trabajo que
serd descrita a continuacién.

La ecuacién de Navier-Stokes expresada en términos de la vorticidad estd
formada por dos ecuaciones diferenciales parciales acopladas a través de la
condicién de frontera de la ecuacién de la vorticidad, la cual, se expresa en
términos del Laplaciano de la funcién de corriente. Esta situacién obliga a
que se resuelva en primer lugar la ecuacién de continuidad, luego la ecuacién
de la vorticidad calculando las condiciones de frontera con el Laplaciano de la
funcién de corriente, para luego, resolver de nuevo la ecuacién de continuidad
con el nuevo valor de la vorticidad ... . En el momento cuando este pro-
ceso ha calculado una solucién para la ecuacién de continuidad, que satisface
la condicién fisica en las fronteras que corresponde al tipo de flujo que se de-
sea, es entonces e] momento de parar la iteracién, aunque no sean exactos los
valores de la condicién de frontera, ya que el método numérico no serd capaz
de calcular con mayor precisién los valores de las soluciones debido al error de
discretizacién. Esta condicién de paro se refleja en el hecho de que los valores
de la vorticidad dejan de cambiar en menos que el valor al cuadrado del paso
de la malla y esta es la condicién de paro que se debe usar. En la prictica se
observa que se puede ser menos estricto con- la condicién de paro, el resultado
neto es que el nimero de cifras significativas de la solucién se reduce —si se
mantienen las tolerancias para la iteraciones locales, si las tolerancias locales
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son reducidas, se compromete la convergencia del algoritmo global—.

Si se analiza el método iterativo del sistema de ecuaciones parciales haciendo
uso de un sistema de ecuaciones ordinarias que imita algunas propiedades bésica
del sistema parcial, se podra observar que el sistema de ordinarias no converge,
sino que es periédico. Esta situacién se manifiesta para la ecuacién parcial en el
hecho de que hay que amortiguar los valores de la vorticidad y de las condiciones
de frontera de la vorticidad en las iteraciones globales, para lograr que el algo-
ritmo converja [8,1,22,7). Si estos valores no son amortiguados adecuadamente,
se observara que el sistema diverge, no muy ripidamente pero con vigor y en
algunos casos las iteraciones locales dejan de converger para los valores antes
citados de los pardmetros de relajacién del SOR 1.

A lo largo de este capitulo, se mostrard la técnica que se usé para resolver
la ecuacién de Navier-Stokes. Desde luego la presentacién no corresponde con
el desarrollo histérico del proceso, sino con una forma comprensible para de-
scribirlo —como de costumbre cuando se explican desarrollos matematicos y
algoritmos, las cosas se hacen al revés de”como se presentan—,

VIi.l Descripcién del método numérico em pleado

pararesolver la ecuacién de Navier-Stoke.l.

La ecuacién de Navier-Stokes se resuleve con un método iterativo que consiste en
adivinar la primera vez una solucién para la vorticidad, sustituirla en la ecuacién
de la continuidad y resolverla, tomar la solucién de la funcién de corriente para
calcular las condiciones de frontera de la ecuacién de la vorticidad, relajar las
condiciones de frontera, sustituirlas en la ecuacién y resolverla, la nueva vor-
ticidad se debe relajar antes de sustituirla en la ecuacién de la continuidad, y
asi sucesivamente. A este proceso de le llama “iteracién global”, dentro de esta
iteracién existen dos iteraciones locales; las que corresponden a la busqueda de
la solucién de cada sistema de ecuaciones lineales —método SOR—. En la pro-
gramacion del proceso es necesario incluir todos los pardmetros para controlar
todas y cada una de las iteraciones.

1Cuando ésto ocurre, es sefial de que algo anda mal con alguna parte del proceso,
parimetros de amortiguamiento, condiciones de frontera etc., porque los valores de relajacién
del SOR son caracteristicos del problema, por lo tanto son constantes para la ecuacién de
Navier-Stokes.
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La iteraci6n global puede ser expresada de la siguiente forma:
i. Se propone wo.
ii. Se haces=1.

iii. Se resuleve la ecuacién de continuidad igualada con w;..;, ¥ se encuentra
%i.
iv. Se calculan las condiciones de frontera &; = f{vs).

v. Se relajan las condiciones de frontera &; = (1 — Ag)Q;_y + Apd.

vi. Se resuelve la ecuacidn de la vorticidad haciendo uso de las condiciones de
frontera @;, y se encuentra &

vii. Se relaja el valor de la vorticidad w; = (1 — AL)wi—y + .

viii. Se verifica si ||wi — wi—1]lco < € (donde ¢ es la tolerancia prefijada que
depende del ancho de malla) si es cierto el algoritmo termino; si no, se
incrementa en 1 la 1, y se prosigue la ejecucién a partir del paso iii.

Los pasos iii y vi corresponden a las 1teracxones locales y es ahi en donde se
emplea el algoritmo SOR.

Como se puede observar, es necesario mantener en memoria siempre lu
dos 1ltimas realizaciones de los valores de la vorticidad y de las condiciones
de frontera para poder llevar a cabo la iteracién global —por facilidad en la
programacién es conveniente mantener también en memoria las dos Gltimas
realizaciones de la funcién de corriente—. Las formas de la iteracion y de la
ecuacién de la vorticidad obligan a generar en cada vuelta la ecuacién de la
vorticidad, mientras que la ecuacién de la continuidad puede ser generada al
principio del proceso junto con su primer lado derecho como una ecuacién de
Laplace. En cada paso del ciclo global se puede sumar el valor de la vorticidad
al lado derecho de la ecuacién de Laplace y asi obtener a cada paso la ecuacién
de la continuidad, para hacer mds rdpido el proceso.

Estas caracterfsticas obligan a que el sistema pueda generar de forma in-
dependiente y en un nimero ilimitado de veces cada una de las ecuaciones
—siempre sobre la misma malla—. También debe ser capaz de calcular los
valores de las fronteras idependientemente de la forma como fueron definidas,
i.e. en el caso de que la definicién de una frontera sea explicita, no hay ningin
problema, si la frontera fué definida en términos de algunos nodos vecinos de la
misma funcién incognita, los valores de interés pueden ser calculados inicamente
después de haber resuelto el sistema de ecuaciones, calculando y evaluando el
polinomio que los define. Si los valores fronterizos se deben relajar es nece-
sario almacenarlos relajados en cada una de la iteraciones y disponer de toda la
informacién necesaria en el momento oportuno.

También debe ser posible inicializar los valores de las distintas incognitas y
de las condiciones de frontera, para poder comenzar el algoritmo de solucién
con las soluciones iniciales adecuadas.
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VI.2 Programacién del Algoritmo de solucién

de la ecuacion de Navier-Stokes.

Esta seccién estd dedicada a la programacién del problema de Navier-Stokes
se presentan las rutinas que el sistema ofrece y se describen las rutinas que se
programaron.

VI1.2.1 Interface del sistema con el usuario.

El sistema provee al usuario con un conjunto de rutinas que realizan las opera-
ciones de creacién del sistema de ecuaciones, solucién del sistema de ecuaciones,
calculo y almacenamiento de las condiciones de frontera y nodos de interpo-
lacién, calculo del residuo del sistema de ecuaciones lineales e impresién de la
solucién y de los valores de frontera que se usaron, esta dltima informacién se
guarda para poder realizar la graficacién de la solucién obtenida.

Los nombres de las rutinas empleadas son respectivamente: create, solve,
llenavals, errmul y printsol. A continuacién se describen los pardmetros que
usan y su funcién. :

En primer lugar se tiene a la rutina create., Esta rutina como ya se ha
dicho antes, se encarga de la generacién del sistema de ecuaciones lineales que
corresponde a la forma discretizada de una ecuacién diferencial parcial sobre la
malla que se le haya especificado al sistema.

La declaracién de la rutina create es la siguiente:

subroutine create(an, ia, ja, b, x1, x2, problema)
integer ia(1), ja(1), problema
double precision b(1), x1(1), x2(1), an(1).

Los pardmetros an, {a, ja y b contendrdn a salir de la rutina la matriz del
sistema de ecuaciones lineales, su organizacién corresponde a la de la estructura
de datos antes mencionada.

Los pardmetros x1 y X2 no son modificados durante la llamada a la rutina
create.

En el capitulo V, pégina 60, se mencioné que existen las rutinas diffinmX
y frontmX, eso es cierto, pero falta mencionar que se debe escribir una rutina
de cada tipo para cada ecuacién parcial que se desee trabajar. En el nombre de
la rutina la X se debe reemplazar por un niimero secuencial que numera a cada
EDP ?, este niimero identificard que problema se desea resolver, esta informacién
es comunicada a la rutina que crea el sistema de ecuaciones haciendo uso del
parimetro llamado problema.

2Si se desean trabajar m4s de dos ecuaciones diferenciales parciales, es necesario agregar
las llamadas pertincntes en las rutinas genrow para difinmX y desarrolla para frontmX
del programa ireg, En el programa que trabaja con la ecuacién de Navier-Stokes existen las
llamadas para cuatro rutinas diffinm1, difinm3, frontml y frontm3 que corresponden a
ia ecuacion de continuidad y de la vorticidad.
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El segundo lugar le corresponde a la rutina que se encarga de resolver el
sistema de ecuaciones lineales. La declaracién de la rutina se muestra a conti-
nuacién:

subroutine solve(an, ia, ja, b, x1, x2, metodo, tol,
* imax, w, res, iters, etime, k)
integer ia(1), ja(1)

double precision an(1), b{1), x1(1), x2(1),

integer metodo, imax, res, iters, k

double precision tol, w, etime

Los parimetros an, ia, ja y b contienen el sistema de ecuaciones lineales
que fue creado al momento de ejecutar la rutina create, en estas dos rutinas
se deben emplear los mismos arreglos para generar y resolver el sistema de
ecuaciones, aunque en ¢l procedimiento pueden existir varios juegos de arreglou
para manejar diferentes ecuaciones.

El arreglo x1 es un arreglo de trabajo, la informacién que queda almacena.da
al momento de terminar la ejecucién de la rutina solve no tiene porqué tener
algin significado.

En el arreglo x2 se deposita la solucién que se encontré.

Durante la depuracién del cédigo que resulve la ecuacién de Navxer-Stokea,
fue necesario resolver los sitemas de ecuaciones con diferentes algoritmos, por
esa razén se implanté la posibilidad de tener varios métodos numéricos para
resolver las ecuaciones lineales,

Existen 4 métodos que se pueden usar:

[3] Método SOR. Para este método el pardmetro de relajacién se almacena
en la variable w, la tolerancia del error en la variable tol, el niimero
maximo de iteraciones en la variable imax, la variable k no se usa y la
rutina regresa en la variable res un niimero que indica como se desarrollo
el proceso de solucidn, el nimero de iteraciones efectuado en la variable
iters y finalmente el tiempo que le tomo resolver el sistema de ecuaciones
en la vartiable etime 3,

[4] Método CGNE, es un gradiente conjugado con la ecuaciones normales. En
este caso \inicamente es necesario establecer cual es la tolerancia con la
que se desea resolver el sistema de ecuaciones en la variable tol, al final
la rutina entrega el nimero de iteraciones empleadas en la variable 1ters.
No regresa ningin valor en la variable res.

[6] método Orthomin [23]4. En este punto Gnicamente es necesario aclarar que

3Si la rutina que resuleve el sistema de ecuaciones necesita conocer la dimencién de la
matriz, esta informacién esta alnacenada en la variable nomodes que aparece en un common
de la rutina solve —nornodes corresponde con mimero de nodos normales—,

4Se desea agradecer al M. en C. José Luis Morales Peres, por haber proporcionado los
programas que implantan los algoritnos Orthomin.
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la variable k contiene el niimero de vectores que se desean guardar para
el método orthomin,

[8] método Orthomin con precondicionamiento. Para el método con precondi-
cionamiento se almacena el nimero de vectores que se emplean en la
busqueda de la solucién en la variable k, y el pardmetro de relajacién
del precondicionamiento en la variable w.

La tercer rutina implanta el cdlculo y almacenamiento de los valores de
las condiciones de frontera y de los valores de los nodos de interpolacién, la
declaracién de esta rutina es realmente simple, como se puede observar:

subroutine llenavals(problema)
integer problema

El pardmetro indica Ginicamente para que ecuacién se deben calcular y alma-
cenar los valores de las fronteras y nodos de interpolacién. El funcionamiento
correcto de esta rutina depende de algunas rutinas que el usuario debe progra-
mar, mas adelante se detallaran las rutinas necesarias.

El cuarto lugar lo ocupa la rutina encargada de calcular el residuo de una
solucién numérica del sistema de ecuaciones, esta rutina se le proporcionan una .
matriz, una solucién y un lado derecho, multiplica la matriz por la solucién, y lo
resta del lado derecho. El error que reporta corresponde con la |- ||oo del vector
residuo. El resultado es devuelto como el valor de la funcién. La declaracién va
como sigue:

double precision function errmul(an, ia, ja. b, x)
integer 1a(1), ja(1)
double precision b(1), x(1), an(1)

los pardmetros an, 1a, ja y b contienen el sistema de ecuaciones lineales y el
vector X la solucién que multiplicara a la matriz.

El dltimo lugar lo ocupa la tutina printsol que se encarga de imprimir Ia
solucién encontrada con el formato posicién z, posicién y y valor de la funcién
f(z,y). La declaracién tiene la forma siguiente:

subroutine printsol(arch, x, problema)
integer arch, problema
double precision x(1)

la variable arch debe contener el nimero de un archivo arbierto en el cual se es-
cribirdn los valores de la funcién y sus coordenadas, x contiene €l vector solucién
que se desea imprimir y problema se refiere al problema al que corresponde la
solucién x, éste pardmetro se emplea unicamente para encontrar los valores de
las condiciones de frontera.
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Estas son todas las rutinas que el sistema provee para realizar el trabajo,
cubren las funciones bisicas de discretizar, resolver una ecuacién y de probar e
imprimir la solucién. No es un conjunto de rutinas autosuficientes, se necesita
que el usuario escriba las rutinas que completan los procesos de inicializacién y
descripcién del algoritmo numérico que resuelve la ccuacién que se estd traba-
Jjando.

VI1.2.2 Rutinas que el usuario debe programar.

Para comenzar esta seccién, es necesario explicar la estructura del programa,
para que el usuario pueda entender como debe programar las rutinas que alma-
cenan los valores de las condiciones de frontera y de los nodos de interpolacién,
asi como la estructura de datos con la que se maneja el sistema de ecuaciones
lineales y los vectores que almacenan la solucién.

Se ha mencionado en el capitulo V, que la definicién de los nodos normales
esta almacenada en la matriz norb2 y que la definicién de los nodos de frontera
y nodos de snterpolacidn esta almacenada en el arreglo desarr, la estructura
de estos arreglos es la misma que la estructura de los archivos de salida del
compilador de mallas. .

Los sistemas de ecuaciones se almacenan en la estructura de datos formada
por los arreglos an, ia, ja y b que ya se ha explicado con anterioridad. Las
soluciones del sistema de ecuaciones deben ser mancjadas en dos arreglos uno
de trabajo, X1 ® y el otro que almacena la solucién del sistema de ecuaciones,
x2 8, Esta estructura de datos se debe declarar 7 tantas veces como sistemas
de ecuaciones o EDP se desee trabajar simultaneamente, el arreglo de trabajo
x1 puede ser reutilizado o sea declarado-una tinica vez.

En el caso de la ecuacién de N-S se debe tener dos arreglos como x3 —
obviamente con nombres diferentes— para almacenar los valores de la solucién
actual y de la solucién anterior. Una manera eficiente de realizar este trabajo
consiste en usar un apuntador sobre un nico arreglo lineal que contiene los dos
vectores que se necesitan y en cada iteracién cambiar el valor del apuntador para
reflejar el hecho de que lo que era la solucién anterior desaparese y el espacio
de usa para la nueva solucién, y de que lo que era la solucién actual pasa a ser
la solucién anterior en la nueva iteracién.

La forma de almacenar los valores de las fronteras y de los nodos de interpo-
lacién depende Gnicamente de la forma como el usuario la programe. En el caso
de la ecuacién de N-S, se usa una matriz que tiene tantos renglones como nodos

SEste primer arreglo lo usa el algoritmo SOR, su dimensién y contenido final quedan
determinados por el uso que le de el algoritmo de solucién, como ejemplo, con el algoritmo
CGNE, el arreglo x1 no se usa.

8Las dimensiones de los arreglos estan especificadas en la declaracién Parameter de todos
los programas FORTRAN y en cada una de las sybroutinas que los usan. Con la declaracién
actual se pueden resolver sistemas de hasta 15000 ecuaciones.

"En cada declaracién se debe declarar cada uno de los arreglos con las dimensiones corre
spondicntes y nombres diferentes.
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de frontera y nodos de interpolaesén hay en en modeio y tiene ocho columnas,
se ha mencionado antes que la rutina guardaval recibe como pardmetros de
entrada los valores x, nodo, dir y problema, e} primero es el valor que le cor-
responde al nodo nodo del problema problema y visto desde la direccién dir,
Entonces lo que la rutina debe hacer, es usar los valores dir y problema para
calcular en que columna del renglén nodo se debe almacenar el valor x. Y el
proceso de recuperar el valor de x dados los valores de nodo, dir y problema
lo debe realizar la rutina dameval. Este proceso se emplea indistintamente
para los nodos de interpolacidn que para los nodos de frontera, en el caso de
los nodos de interpolacidn, el valor del pardmetro dir se hace siempre igual a
1 y se emplea para calcular la columna en donde se almacena el valor del nodo
de interpolacion, esto se puede hacer porque el concepto de direccién no existe
para un nodo de interpolacidn.

La rutina Iniguarda tdnicamente inicializa a ceros la matriz en donde se
almacenan los valores de la fronteras y de los nodos de snterpolacidn, lo cual
implica que el primer valor que se usa en el cdlculo de las condiciones de frontera
para la ecuacién de la vorticidad es cero.

En el proceso durante el cual el sistema inicializa sus variables, el sistena

llama a tres rutinas que el usuario le ha proporcionado, inincog, iniguarda y

inipar. La primer rutina inicializa los valores de la o las soluciones iniciales, en
sus pardmetros tiene contenida toda la informacién necesaria para calcular los
valores iniciales de cada entrada de los vectores que almacenan las soluciones.
La segunda se encarga de inicializar los arreglos que se usan para almacenar
los valores de las condiciones de frontera, tdnicamente ‘debe cumplir con los
lineamientos que se han explicado antes. La rutina inipar inicializa todos los
pardmetros que el usuario necesite para especificar su ecuacién diferencial.

Después de llamar las dos tltimas rutinas mencionadas, el sistema llama a
la rutina mainalgo que contiene la programacién del algoritmo que resuelve la
EDP.

A continuacién resta presentar las declaraciones de cade una de la rutinas
mencionadas &,

INIGUARDA subroutine iniguarda

GUARDAVAL subroutine guardaval(x, nodo, dir, problema)
double precision x
integer nodo, dir, problema

DAMEVAL double precision function dameval(nodo, dir,
problema)
integer nodo, dir, problema

INIPAR subroutine inipar

®Las impreisones completas de todas las rutinas estan en los &pendices,

5%



Pt

- ININCOG subroutine inincog(x, y. 1)

c (x,y) posicion del nodo i
double precision x, y
integer 1

La siguiente rutina que se discute es mainalgo %, la declaracién es muy
simple y es como sigue:

MAINALGO subroutine mainalge

Esta rutina implanta la iteracién global antes definida.

Para lograr este objetivo, tiene la necesidad de declarar una matriz llamada
memval, donde almacena los valores de los nodos de frontera y nodos de in-
terpolacion, usa el algoritmo antes decrito para almacenar y recuperar la infor-
macién. Adem’as declara dos juegos de arreglos para almacenar los sistemas de
ecuaciones lineales, el primer juego pan, pbl, pb2, nia y nja almacena la dis-
cretizacién de la ecuacién de continuidad, el arreglo pbl se usa para almacenar
el lado derecho de la ecuacién de Laplace —que es la ecuacién de poison, pero
con w = D—. Durante el proceso se suman pb1l y w calculada para obtener pb3
que es el lado derecho con el que se debe resolver el sistema de ecuaciones.

El sistema de ecuaciones que pertenece a la ecuacién de la vorticidad, se
almacena en los arreglos nan, nb, pja y pia, en este caso es necesario generar
el sistema de ecuaciones cada vez que se va a resolver, raz'on por la cual no se
puede reutilizar ninguna parte de la informacién para acelerar el proceso como
se hizé en el caso de la solucién de la ecuacién de continuidad.

En la rutina mainalgo, se declaran dos variables de tipo entero offpro y
off1, estos son los apuntadores que se usan para implantar el proceso iterativo
sobre las soluciones de los dos sistemas de ecuaciones. Las cuatro soluciones
estan almacenados en dos arreglos phi y omega, estos arreglos son dos veces
mas grandes que los arreglos que almacenan los lados derechos de los sisternas
lineales, ya que cada uno tiene espacio para dos soluciones. Las rutinas que
calculan los valores de las condiciones de frontera, las discretizaciones y las que
almacenan los valores de frontera y de los nodos de interpolacién, necesitan
conocer a los apuntadores para que puedan recuperar los valores adecuados a
cada momento. El usuario debe garantizar que la forma como se manejan los
apuntadores permitira recuperar la informacién correctamente. La rutina que
inicializa el primer valor de las soluciones, lo debe almacenar en las dos secciones
de cada arreglo —phi y omega—. El primer valor que toma offpro es 1y off1
es NMAX. Para calcular la primera solucién a la ecuacién de Laplace, se usa el
apuntador offl para accesar el arreglo omega, lo que equivale a ver l]a omega
de la iteracién anterior —el lector debe recordar que es necesario iniciar el
algoritmo de alguna forma—. Cuando se genera el sistema de ecuaciones de

9Si el lector desea analizar con detalle la programacién de la rutina mainalgo, debe revisar
el programa correspondiente.
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la ecuacién de la vorticidad, se usa offpro para mirar dentro del arreglo que
duarda a la ¢ y tambien se usa offpro para accesar el arreglo que guardara
a la w. Cuando se ha terminado una iteracién a la variable offpro se le da el
valor de NMAX + 1y ala variable off1 se le da el valor 0 y el ciclo se repite.
Como los valores de las dos variables han sido invertidos, el resultado dentro
del algoritmo es que se simulo el proceso de avanzar el indice de la iteracién.’
Ahora es muy fécil decir que hace la rutina mainalgo 19: :

i. Inicializacién de las variables que el usuario define.
ii. Creacién del sistema de ecuaciones lineales de la ecuacién de Laplace.

iii. Cédlculo del lado derecho de la ecuacién de Poisson e inicializacién del
vector de trabajo para el método SOR.

iv. Célculo de la solucién de la ecuacién de Poisson.

v. Verificacién de la solucién —se calcula el residuo de la solucién—, alma-
cenamiento de los valores de la forntera y de los nodos de interpolacién.

vi. Relajacién de la ¢p —en el caso de que se necesite—.

vii. Creaciadn de la ecuacién de la vorticidad.

viii. Inicializacién del arreglo de trabajo de la segunda ecuacién parcial.
ix. Céleulo de la solucién de la segunda ecuacién parcial.

x. Almacenamiento de los valores de frontera e interpolacién para la vortici-
dad.

xi. Relajacién de la w.

xii. Céleulo del error en la iteracién global, con la rutina pnorma, la cual se
explica a continuacién.

xiii, Si el error global es menor que la tolerancia pedida, se imprime la solucién
y es el fin del algoritmo, de lo contrario se intercambian los valores offpro
y off1 y se repite el proceso desde el paso iii,

En este algoritmo no se menciona la relajacién de las fronteras, porqué los
valores de las fronteras se relajan durante el proceso de generacién del sistema
de ecuaciones lineales asociado a la segunda ecuacion parcial.

La rutina discutida anteriormente hace uso de la rutina pnorma que calcula
la ||+ ||co del residuo de los vectores ¢ y w entre la iteracién anterior y la actual,
su declaracién es la siguiente:

.

19Unicamente se mencionan los paso importantes de la implantacién, los pasos de peu-pacién
y despiegle de informacién se obvian.
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PNORMA double precision function pnorma(n, phi,
*phil, omega, omegal)
integer n, 1
double precision phi(1), phit(1)
double precision omega(1), omegai(1), aux,
sauxi

Finalmente algunos comentarios sobre las rutinas que discretizén las condi-
ciones de frontera y las EDP. Los encabezados de las declaraciones se presentan
a continuacién:

FRONTMX subroutine frontmi(x, y. coefi, colsi,
*indice,tipo,cols,coef ,dirs,dir,
*1d,vfront)
‘double precision x, y, coefi,
*coef(1), 1d, vfront
integer indice, tipo, cols(i),
*dir, colsi, dirs(1)

DIFFINMX subroutine diffinmi(indice, cols,
xcoet, dirs, 14d)
double precision coef(1), 1d
integer cols(1), indice, dirs(1)

Estas rutinas calculan las condiciones de frontera y las discretizaciones de
las ecuaciones parciales, las reglas para programarlas ya han sido discutidas, y
falta aclarar que en caso de la EDP de Navier-Stokes, no se deben amortiguar
las esquinas en donde existe una discontinuidad para la vorticidad, si esto de
hace, el problema no converge, si no se amortiguan, el sistema hace un poco lo
que quiere con los valores de las esquinas y se las arregla para que converja el
problema,

El usuario no debe llamar ninguna de las rutinas que el sistema llama durante
su inicializaci6n, si lo hace puede generar problemas en las estructuras de datosy
no permitir que el sistemna trabaje adecuadamente. Si el usuario escribe rutinas
que el sistema desconoce que existen, las puede llamar libremente, siempre y
cuando respete la estructura del sistema.

VI.3 Resultados para la ecuacién de Navier-
Stokes.

Una vez que se logrd poner a punto el programa que es capaz de resolver la

ecuacién de Navier-Stokes, y gracias al generador de mallas, que permite definir
diferentes dominios con facilidad, se pudieron resolver diferentes problemas,
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haciendo uso de la misma EDP. En esta seccién se presentan algunos de los
resultados obtenidos.

Los programas fueron probados contra la solucién exacta en un tubo sin
obtédculos en el caso de flujo cortante (Couette) y flujo parabélico (Pouseuille).
En los casos en los que no se dispone de solucidn exacta, las soluciones numéricas
fueron calculadas para mallas de diferente paso, observandose un comportamiento
consistente.

A continuacién pasamos a describir en detalle los resultados obtenidos para
varias geometrias,

VI1.3.1 El tubo con un obsticulo.

El método utilizado fue el de diferencias centradas. El paso de la malla 3—10. El
niimero de Reynolds es 10. Los pardmetros de relajacién son: para w 0.2; para
la frontera 0.2. La solucién tiene dos cifras significativas.

Se observa la formacién de un vértice detris del obstdculo y una répxda.
recuperacién del flujo a su valor no perturbado. Se observa la linea de corriente
libre claramente, figura VL1.

En la figura V1.2, se aumenté el nimero de Reynolds a 30. Se observa el
crecimiento del vértice y el corrimiento de la linea de corriente libre hacia la
esquina del objeto tal y como es de esperarse en estas geometrias.

VI1.3.2 El tubo con dos obsticulos.

Las figuras V1.3, VI.4 y VL5 son experimentos para un tubo con dos obstéculos
y flujo de Pousecuille a la entrada. El paso de malla es nuevamente de % y
los pardmetros de relajacién son de 0.15 y 0.2 respectivamente. Se observa la
formacién de vértices detras de ambos obstaculos, los cuales crecen al aumentar
el nimero de Reynolds. No se alcanza a observar la fusién de los vértices ni
tampoco hay vorticidad convectada aguas abajo.

VI1.3.3 La valvula coronaria abierta.

El modelo fisiolégico se aproxima por un tubo de paredes rigidas y la vélvula
también es rigida. La idea es la de simular el flujo cuando 1a vilvula esta abierta.
La hip6tesis es que el flujo se reajusta al estado estacionario en una escala de
tiempo mucho més corta que la del movimiento de la vilvula. Este es un hecho
experimental. Para facilitar el cdleulo, se buscan soluciones simétricas. Es muy
posible sobre todo para nimeros de Reynolds altos que aparecieran soluciones
no simétricas. Estas se descartan en el presente cilculo. Los resultados se
presentan en las figuras V1.6 a la VL11. _

El método empleado es una discretizacién con upwinding corregido a segundo

orden para mallas regulares. El paso de la malla fue de 3—0 Se observa para
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nimero de Reynolds de 50 la formacién de dos vértices y el flujo se recupera a
su valor uniforme ripidamente.

En la figura V1.7 se observa un nuevo voértice en la pared de arriba. Este se
forma por conservacién de momento angular, ya que la vorticidad es cero en la
linea de simetria.

Al aumentar el nimero de Reynolds se observa el crecimiento esperado de
1a misma configuracién. Ver las figuras V1.7 a VI.9.

Las figuras V1.9 a VI.11 muestran el crecimiento del vértice pegado a la
pared. Estas indican la necesidad de tener una regién de integracién mds grande
ya que en este caso el flujo no se recupera dentro de la regién estudiada. Esto
no se explord en el presente trabajo.

VI.3.4 El tubo con cavidad, la historia de dos vértices.

Un problema de gran interés ha sido el de estudiar la interaccién de dos vértices
que al amalgamarse forman una estructura diferente. Un ejemplo de esta
situacién se da al estudiar el flujo a lo largo de un tubo con una cavidad.
Puede esto pensarse como una primera aproximacién al patron de flujo en un
aneurisma. La hipétesis es que el aneurisma ha sido formado de alguna manera
y que este se comporta como una pared rigida. De hecho estos cilculos no rep-
resentan la evolucién del aneurisma que es un problema dindmico en el cual la
elasticidad de las paredes juega un papel fundamental.

Los calculos que se exhiben representan la evolucién de! flujo en una ge-
ometria fija de paredes rigidas para diferentes ndimeros de Reynolds.

Las figuras VI.12 a la V1.32 representan la evolucién del flujo a medida que
el mimero de Reynolds crece.

Los experimentos se llevaron a cabo con el método de upwinding corregido
y un paso de malla de 5’5 y parimetros de relajacién son respectivamente 0.15
y 0.2.

Las figuras V112 a V1.23 muestran el crecimiento asimétrico de los vértices
que se forman en las esquinas.

En las figuras V1.24 a VI1.26 se ve la fusién de los dos vértices en el resto
de las figuras se observa como el vértice ocupa toda la cavidad y como para
niimeros de Reynolds altos el centro del vértice es convectado por el flujo. Las
figuras V127 a V1.32 muestran este proceso.

VI1.3.5 Miscelinea de resultados,

Las figuras V1.33 a VI.35 muestran la evolucién de un vértice en una cavidad
para un fluido conductor en un campo magnético perpendicular a la cavidad.
Observese que el campo magnético impide el crecimiento de los vértices.

Las figuras V1.36 a V1.45 modelan el flujo en una cavidad cubierta por un
rodillo con velocidad preescrita. Observese la formacién de tres vértices al inicio

'y la posterior fusién de dos de ellos. El proceso puede repetirse para nimeros
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de Reynolds més altos esperandose una configuracién con més y més vértices
que se generan en las esquinas, y posteriormente se amalgaman,
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Conclusiones.

En el presente trabajo se desarrollé un sistema para resolver ecuaciones
elfpticas en dominios irregulares utilizando siempre el mismo cédigo cambiando
parfmetros geométricos de manera apropiada.

La idea de desarrollar este sistema fue la de estudiar flujos viscosos en ge-
ometrfas complicadas con miras a entender la influencia de obstéculos en la
formacién e interaccién de vértices.

Este programa se llevé a cabo exitosamente pudiendose calcular por vez
primera la formacion e interaccién de vértices en un tubo con una cavidad para
un amplio rango de niimeros de Reynolds.

Otro resultado interesante fue el de la captura del vértice aguas abajo que
se forma en una vélvula.

Este sistema fue diseiiado con la versétilidad suficiente para poder cambiar
répidamente de ecuacién y geometria. Esto permitié resolver muy facilmente
un problema de fluidos conductores que no se habia contemplado originalmente.
. En la tesis se describi el sistema y se proporcionan los programas de forma
tal que puedan ser utilizados por otros investigadores de mecénica de fluidos.
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