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INTRODUCCION

’

El propésito de esta tesis es realizar un andlisis histérico de alguncs de los
trabajos que llevd a cabo Philip Jourdain (1879-1919), en torno al Principio del Buen

Orden y el Axioma de Eleccién.

Escribir una tesis cn el irea de Historia de las Matematicas, no es una prictica
comiin en nuestro medio. Sin embargo, el conocer los escritos originales -asi como
las circunstancias en que surgieron-, ayudan a entender el desarrollo y evolucién de la

l6gica matematica y por lo tanto de las matemdticas mismas.

Es un hecho que la historia tiene una gran labor en la teorfa del conocimiento
de la humanidad, en particular en el conocimiento de las matemaéticas, detrés de cada

definicién 6 de cada teorema existen muchas ideas precedentes que le dan sentido.

A finales del siglo pasado, algunos matemdticos como Canfor, Dedekind, Zer-
melo, entre otros, trabajaban en.una teorfa que actualmente se conoce como la teorfa
de los conjuntos, cuyo fundador fué Cantor. Dicha teorfa nacié bdsicamente como un
intento por desarrollar una sistematizacién de los nidmeros, que pretendia simplificar

algunos conceptos de la teorfa de funciones en particular,

En esta época, las matemadticas sufrieron cambios en su concepcién, uno de
los cuales consistié en la introduccién del infinito actual como un objeto matemdtico
real; ya que en las matemAticas anteriores a la teorfa de conjuntos, se le consideraba al

infinito, précticamente, como un ente filogéfico.

En este marco, se presenta un problema crucial dentro de la teoria de conjuntos:
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iTodo conjunto se puede bien ordenar? Este enunciado, aparentemente inofensivo,
cre6 una gran polémica en las mateméticas de principios de este siglo. Cantor en un
principio lo considera como una “ley del pensamiento” vélida. El verdadero pfoblema
lo presentaban los niimeros con un ndmero infinito de elementos. Zermelo soluciona
afirmativamente este problema convirtiéndolo en el Teorema del Buen Orden, utilizando
un principio conocido como el Axioma de Eleccién. Es a rafz de la demostracién de

Zermelo que surge una gran polémica en matematicas.

- Es notable el hecho de que a finales del siglo pasado, diversos matemdticos no
sélo trabajaban en lo que hoy conocemos por matemdticas, también se interesaban en
problemas de fundamentacién, hacian filosofia; un ejemplo concreto es Cantor, quien
al definir nimero cardinal utiliza frases tales como “progeso de abstraccién de nues-
tro pensamiento”, lo cual resulta ambiguo en el terreno matemdtico, jcémo podemos

garantizar que esta definicién se ajusta de igual modo a todos los matemadticos?

Jourdain, perteneciendo a esta época, se ajusta al tipo de matemadtico de fines
del siglo pasado, un ejemplo de esto lo muestra en una disgrecién que realizé acerca de

lo que significa una demostracién.

Jourdain aparece en el medio matemitico, cuando esta abierto el Problema
del Buen Orden, el cual llama su atencién muy partfcularmente; aqui se analizardn
algunos de sus intentos por demostrar el Teorema del Buen Orden, que pretenden ser

independientes del Axioma de Eleccién.

El estudio histérico del Teorema del Buen Orden ¢s un ejemplo muy concreto
de como el desarrollo de un hecho determina la direccién a seguir en las mateméticas,
pues, muestra la bifurcacién de una teorfa, que genera nuevos caminos, como son las
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distintas axiomatizaciones de la teorfa de conjuntos, que a su vez son base para las

distintas ramas de las matemadticas.

En cuanto a la estructura de la tesis, estd dividida en dos capitulos: en el pri-
mero se desarrollan los fundamentos de la teorfa de conjuntos, desde sus antecedentes,
hasta los resultados mds importantes, concernientes al Teorema del Buen Orden, obte-
nidos hasta fines del siglo pasado. Este capitulo se divide en cinco secciones, las cuatro
primeras expresan histéricamente, el desarrollo de la Teoriz} de Conjuntos, la quinta

analiza la historia general del Teorema del Buen Orden.

El segundo capitulo, analiza la relacién de Jourdain, personaje central de esta
tesis, con el Teorema del Buen Orden a través de. cuatro secciones, en la primera
aparece una breve biograffa de Jourdain, en la segunda se analiian cuatro intentos
por demostrar el Teorema del Buen Orden, sefialando sus errores, en la tercera se
comparan las demostraciones al Teorema del Buen Orden, presentadas por Jourdainy
Zermelo, y, finalmente, en la cuarta, se presenta una visién general de como concebia
las matemadticas Jourdain,

Es as{ como se presenta esta tesis, con la intencién de recordar que quien hace
la ciencia es el ser humano y que no es fortuito haber llcgado justamente al actual

conocimiento de las matemdticas que poseemos.



“La esencia de las matemdticas
estd precisamente en su libertad”

-Cantor-



CAPITULO 1

HISTORIA
DE LA
TEORIA DE CONJUNTOS
Y
EL TEOREMA DEL BUEN ORDEN



1.1 ANTECEDENTES DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

La Teoria de los Conjuntos tiene su origen en los trabajos de la Teoria de
las Funciones (Andlisis Matematico), a la cual numerosos matemdticos dedicaron sus

esfuerzos.

Fourier trabajé en la continuidad de la convergencia de series infinitas. En
1822, presentd un trabajo en el que mostré que toda curva con un nimero finito de
discontinuidades tiene una expresién como suma de una serie trigonométrica infinita
en todo un intervalo; lo cual quiere decir que la funcién se puede aproximar tanto como
se desee por sumas de senos y cosenos salve en los puntos de discontinuidad; lo que se
expresa en lenguaje matematico, como que la serie converge a la funcién casi en todos

los puntos. -

Para ejemplificar la idea de una funcidn que puede aproximarse tanto como se
desee por series trigonomeétricas infinitas, se da a continuacién, una funcién desarrollada
en sus primeros términos de la serie trigonométrica, y la representacién geométrica de

distintas aproximaciones, variando el nimero de sumandos dados de la serie.

T—z paraz>0
#(z) =40 para £ =0
~7—1z paraz<0

El desarrollo de ¢(z) en series trigonométricas es:



El trabajo de Fourier sobre series trigonométricas es de gran importancia para
las matemdticas, ya que sugiere que ciertas funciones con expresiones complicadas
pueden reducirse a funciones mds manipulables matemdticamente, representadas por
series de senos y cosenos, Asi, Fourier contribuyé al desarrollo de la teoria de las

funciones, de la que cronolégicamente es su primer gran representante.

Las investigaciones de Fourier tienen gran influencia en el desarrollo posterior
de la teorfa de las funciones, de la cual se distinguen dos ramas en su evolueién; por un
lado, Dirichlet da una fundamentacién rigurosa de los resultados de Fourier en series tri-
gonométricas, lo cual conduce a las investigaciones de la concepcién general de funcién
univaluada de variable real y al desarrollo de funcionf:s, en particular trigonométricas.
El otro de los campos de investigacién en teorfa de las funciones, fue impulsado por

Cauchy, quien desarrolld la concepeidn de una funcidn de variable compleja.

Riemann continud ambasg lineas de investigacién, en donde hizo grandes contri-
buciones; trabajé en la generalizacién a la solucién parcial de Dirichlet al problema del
desarrollo de una funcidn de variable real en series trigonométricas, cuyos resultados

los publicé en Habilitationsschrift en 1854.

La influencia de este escrito de Riemann fue decisiva en las investigaciones
posteriores. Por ejemplo, Hankel en 1870 escribié un articulo sobre la teoriz de las
funciones de variable real en su relaéién con la teoria de Riemann de las funciones de
variable compleja, lo que lo condujo a fundar la teoria independiente de funciones de
variable real,

Paralelamente, Heine, influenciado por el Habilitationsschrift, inicié nuevas in-
vestigaciones sobre series trigonométricas mientras trabajaba en la Universidad de
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Halle. Uno de sus principales resultados es que toda funcién puede ser representada
por una serie trigonométrica dnica si la funcién es continua casi en todos los puntos y

la serie trigonométrica es uniformemente convergente casi en todos los puntos.”

Weierstrass, contemporéneo de Riemann, trabajé en la Universidad de Berlin,
en la teoria de las funciones de variable compleja. Motivado por el deseo de crear una
sélida fundamentacién de esta teorfa, poniendo atencién a su tratamiento sistematico,
realizé un profundo anidlisis de los fundamentos de la aritmética, el gran resultado de
sus investigaciones fue su teorfa de niimeros irracionales, de gran trascendencia para la
formacién de lo que serfa la teorfa de conjuntos cantoriana. Los siguientes resultados
son expuestos por Jourdain, en su introduccién a lag memorias de Cantor de 1895 y

1897. (Jourdain,1915,10-23) -

En la aritmética preweistrassiana se considera a los nimeros irracionales como
l{imites de sumas infinitas de ndmeros racionales. Weierstrass advierte que antes de
él, la idea de ndmero irracional tiene asociada, implicita 6 explicitamente, una base
geométrica; lo que hace que para algunos matemdticos la existencia de los irracionales

en la recta sea geométricamente intuitiva.

Weierstrass, no convencido de esta concepcién de los niimeros irracionales, de-
muestra que es innecesario definir los reales por medio de un proceso de ir al l{mite,
(los racionales se pueden considerar como {mites de sumas infinitas de los racionales
derivados de la descomposicién en expansién decimal de los racionales mismos); ya que
esta definicién de l{mites de sumas infinitas presupone que el limite existe, y para esto
se requiere que esté definido el sistema de ndmeros reales, lo que gufa a un circulo
vicioso. Esto constituye el error 8gico de la aritmética preweierstrassiana.
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Para evitar el error mencionado, Weierstrass define todo un sistema de los
nimeros reales, definiendo lo que él llama cantidades numéricas, por medio de agregados
6 conjuntos, estableciendo las operaciones de suma y producto para los mismos, este

sistema es el precursor al sistema de nimeros transfinitos, empleado por Cantor.
1.2 CANTOR Y SU TEORIA DE NUMEROS TRANSFINITOS

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), fué un matemadtico, fun-
dador de la Teorfa de Conjuntos, que nacié en Leningrado, y se trasladé a Alemania en
1856, Cantor es conocido en el medio cientifico como un mitico personaje. La leyenda

cuenta que fue victima de su propia Teorfa, y murié en un manicomio.

Es cierto que toda su vida padecié ciertos colapsos nerviosos, cada vez mis
frecuentes, y que pronto se manifestaron como psicosis manidco-depresiva, enfermedad
que lo recluyé en la Halle Nervenklinik, por largos afios. Pero, contrariamente a la
suposicién tradicional algunos historiadores consideran que su enfermedad fué inde-

pendiente de su Teorfa.

Cantor estudié en la Universidad de Berlin, en la cual se doctor en 1868. Las
ensenanzas de su profesor Weierstrass influyeron en Cantor, de tal modo que uno de sus
primeros escritos se desarrolla dentro de la teorfa de los ndmeros irracionales; la cual
utilizé en sus investigaciones posteriores sobre series trigonométricas. Otro escrito que
influyé en las investigaciones de Cantor sobre series trigonométricas, fué la memoria de

Hankel de 1870.
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Justo en ese afio, la Universidad de Halle le ofrecid a Cantor el puesto de
Privatdozent, en donde Heine lo animé a trabajar en el problema de unicidad de series

trigonométricas.

Cantor demostré en 1870, que si una funcién es continua, su representacién
trigonométrica es tnica; y en 1872, demostrd que si una funcidén tiene tantos puntos
excepcionales (puntos de discontinuidad) de tal forma que se encuentren distribuidos
en el eje X de una forma especifica {puede haber incluso un ndmero infinito de ellos),

entonces la funcién tiene representacién trigonométrica wnica.

Es en la solucién a este problema, donde comienza a vislumbrarse la Teorfa
de Niimeros Transfinitos, Cantor tenia que encontrar una distribucién especifica del
conjunto de puntos en el eje X; es ahf cuando Cantor comienza a trabajar en el continuo
de la recta de nimeros reales; tema en el que también trabajaba Dedekind, quien habfa
llegado a resultados importantes, como el de que hay menos nimeros racionales que

reales, aunque desconocia la diferencia de los tamanos.

Fundamentalmente, el trabajo de Cantor que enmarca su Teorfa de Conjuntos,
se desarrolla en dos direcciones intimamente ligadas, que categorizan lo que serfa la
Teorfa de Conjuntos Infinitos y la Teorfa de Ndmeros Transfinitos. La primera da los
elementos de la Teor{a, que son los conjuntos, los cuales define y, algo muy importante,
los provee de operatividad, lo cual es una innovacién; la segunda direccién estd de-
terminada por “el proceso de abstraccién”, como Cantor define a la asociacién de los
conjuntos con imdgenes de nuestra mente, que desemboca en los conceptos aritméticos
originados por los conjuntos y sus propiedades, tales como nimero cardinal, tipo ordi-
nal, ndmero ordinal y sus operaciones respectivas.
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Una gran aportacién de la Teoria de Conjuntos a las Matematicas, fué la intro-
duccién del infinito actual * en esta ciencia; aunque justamente coincide con el mayor

obsticulo con el que se enfrenté esta Teoria para lograr ser aceptada.

El tema del infinito, en aquella época, estaba cargado de todz una tradicién
filoséfica, teoldgica y cientifica, y se consideraba que dentro de las Matematicas el
infinito sélo podia concebirse como algo inalcanzable, que se salfa del contexto de las
entidades mateméticas, lo que filoséficamente es conocido como el infinito potencial &,

como Cantor lo llama, infinito impropio.

- Cantor al comenzar a utilizar sus niimeros transfinitos, rompe con las tradicio-
nes y prejuicios que rodeaban al infinito, pues le da en Matemadticas una nueva categoria,

se le comienza a considerar como una entidad matemdtica dotada de operatividad.

Al mismo Cantor le costé trabajo dejar atrds los prejuicios que tenfa sobre el
infinito; pero llegé a sus nimeros transfinitos en una forma tan natural, que los admitié
como consistentes, y los prejuicios que llegd a tener en cierto momento, sirvieron para
que comprendiendo mejor su teorfa, tuviera argumentos para presentarla de una manera

s6lida y estuviera preparado para las posibles objeciones de sus contempordneos.

Como se describe anteriormente, Cantor comienza a trabajar en la teorfa de
las funciones, con un problema de unicidad, que desemboca en su teorfa. El problema
concreto que le hizo tener que “conta;r" conjuntos infinitos fue el de tratar de encontrar
una distribucién partfcular para un cierto conjunto infinito en el continuo de la recta de

ndmeros reales; para lo cual tuvo que entrar de lleno en el sistema de nimeros reales.

*By cual Cantor ejemplifica diciendo; “En la investigacidn de las funciones analiticas de variable compleja, ha legado
a ser una prictica necesaria y comdn, imaginar en ol plano que representa la varfable complejs, un punto singular,
infinitaments distante, pero determinado, y se investiga ¢l comportamiento en una vecindad de este punto, como en la
vecindad de cualquier otro punte® {Cantor,1863,70).
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Desarrollé una sistematizacion, en la que, en cierta medida, retomé algunos
elementos de la teor{a de nimeros irracionales desarrollada por su profesor Weierstrass,
con el que coincide en varios puntos. Cantor no estaba de acuerdo en presuponer la
existencia de los irracionales como l{mites de sucesiones infinitas de racionales, considera
axiomadtico que a cada punto del continuo de una recta le corresponde un nimero real, y
viceversa, y a partir de este axioma, construye una definicién de los nimeros reales por
medio de sucesiones fundamentales, de la siguiente manera, como lo describe Jourdain

en [Jourdain 1915,26-20]

1.21 Definicién

Sea A el conjunto de los niimeros racionales ¢y,aa...a,.... Sipara toda n sufi-
cientemente grande, y para toda m se tiene que el valor absoluto de apm—a, es menor

que € para toda € que pertenezcaa A y € > O entonces {a,} es una sucesién fundamental.

Ahora,si a la sucesién fundamental {a,} se le asocia un nimero b y a la sucesién
fundamental {a},} se le asocia un nimero b’, se considera que b = ' si ap — dl, es muy

pequeno al aumentar n.

Sea B igual al conjunto de elementos asociados a las sucesiones fundamenta-
les. Si se toman sucesiones fundamentales {b,} de elementos b, de B, se asocia a
cada sucesién fundamental {6,} de B un elemento ¢ de un nuevo dominio C, y asf se

construyen dominios de orden superior.

Los niimeros reales son obtenidos por Cantor, como A-construcciones de estos
dominios, que claramente contienen a los nimeros racionales. Es importante aclarar
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que “las sucesiones fundamentales no tienden a un nimero sino que se identifican con
41" {Waldegg 1987,182]. Esto hace la diferencia con los sistemas preweierstrassianos y
serd una caracterizacién del sistema de los nimeros transfinitos, que de alguna forma

surge como una extensién de los nimeros reales.

En 1872, Cantor define por primera vez, una operacién realizada sobre conjun-
tos, la derivacién de un conjunto, la cual utiliza para describir los conjuntos de puntos
que necesitaba para su solucién al problema de unicidad, y establece las siguientes

definiciones: y

1.22 Definicién

Sea P un conjunto de puntos, un punto p es dci acumulacién, si un ndmero

infinito de puntos de P cae dentro de cualquier entorno, por pequeiio que sea, {puede

suceder que p no pertenezca al conjunto P).

1.23 Definicién

Dado un conjunto P, su primer conjunto derivado P’, es el conjunto de todos

los puntos de acumulacién de P.

1.24 Definicién

Dado un conjunto P, su n-ésimo_conjunto derivado P("), es el conjunto de todos

los puntos de acurmulacién de pln=1),

Cantor en su demostracién del teorema de unicidad, describe los conjuntos
infinitos, en donde la funcién puede ser discontinua, como los conjuntos P, de puntos
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de la recta, tales que para alguna n, P{") consiste en un nidmero finito de puntos,

Gran parte de los resultados importantes de la Teorfa de Conjuntos tienen
que ver con la comparacién de conjuntos por su tamaiio, uno de estos resultados, que
Cantor demostré es que los conjuntos infinitos tienen la propiedad de poderse poner en

correspondencia biunfvoca con algin subconjunto propio de ellos.

Asi se obtienen las propiedades bésicas del continuo de la recta de ntimeros
reales, tales como que:“ El conjunto de los nimeros reales no puede ser puesto en
correspondencia biunivoca con el conjunto de los nimeros naturales”; lo cual Cantor
demostré en 1873, y fué publicadoe en ¢l Journal de Crelle en 1874, usando por primera
vez los conceptos de numerabilidad y potencia,* los cuales son la base para la clasifi-
cacién de conjuntos en su Teorfa; aunque el concepto de p:)tencin no tiene adn la fuerza
que adquirird mas tarde, pues Cantor no habia considerado la posibilidad de que este

concepto fuera tratado como mimero.

Siguiendo sobre la misma linea, Cantor en 1877, hizo otra importante apor-
tacidn, demostré que: “Pueden ponerse en correspondencia uno a uno los puntos de
una recta y los puntos de un plano”, este descubrimiento no fué ficilmente aceptado por
la comunidad matemdtica de aquella época, como consecuencia de que intuitivamente
parecfa que no era posible, el mismo Cantor quedé muy sorprendido de su resultado

{Cantor 1878]

En 1880, Cantor comienza a usar como simbolo transfinito “co™ en la deri-

vacién de conjuntos, expresando el conjunto de puntos que se encuentra en todos

* El concepto de potencla en ¢l sentido cantorlano, no colnclde con el concepto de potancia que actuaimente se emplea en
Teor{a de Conjuntos,
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.

los conjuntos derivados P(”), donde v es cualquier nimero natural, como P(°°), y
define también P(©+1) como Pl y asf sucesivamente define los otros derivados
o0+ 1,00+2,...004v,.... Es notable el hecho de que Cantor de distintos infini-
tos para conjuntos derivados. En un principio, Cantor utiliza los nimeros transfinitos

sélo como simbolos.

Cantor escribié una serie de articulos titulados: Ueber unendiiche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten (Sobre Conjuntos de Puntos Infinitos Lineales); de los cuales
el quinto, escrito en 1882, al siguiente afio se le agregd un prefacio y se reimprimié
bajo el t{tulo: Grundlagen einer allgerneinen Mannichfalttigkestslehere (Fundamentos

de una Teor{a General de Conjuntos).

En los Grundlagen, Cantor defiende sus nuevas ideas en términos matematicos,

filoséficos y teoldgicos, y sus nimeros transfinitos comienzan a tomar vida propia, los
2]

presenta como una extension auténoma y sistemstica de los niimeros naturales, Es en

este momento que la Teor{a de Conjuntos se independizé de la teorfa de las funciones.

De los conceptos que aparecen en los Grundlagen, algunos se utilizaron intactos
en la Teor{a de Conjuntos posterior, otros son el germen de las definiciones que algunos
anos después se perfeccionaron. Es por esto, que dedicaré una seccién a discutir con
detalle las definiciones que aparecen en los Grundlagen que, posteriormente, utilizarin

Jourdain y Zermelo en sus demostraciones. A lo cual regresaremos mis adelante.

‘La labor creativa de Cantor no cesé. Escribi6 otros articulos, de los cuales, hay
uno escrito en 1885, que no fué publicado sino hasta 1970, titulado: Principios de una
Teor{a de los Tipos de Orden, en donde reconoc{a que la Teor{a de Conjuntos podfa ser
la base mediante la cual las mateméticas podian ser entendidas.
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Cantor, en algin momento, comenzé investigaciones en las dreas de Filosofia
y Teologia. Existen dos motivos poderosos para que lo haya hecho, uno de ellos es
que su enfermedad en las etapas depresivas lo llevaba a sentirse impotente frente a los
problemas y los opositores que presentaba su Teorfa, la otra es que su Teor{a también

necesitaba de un respaldo filoséfico y teoldgico para lograr su aceptacién,

Y asi, en 1887 y 1888 Cantor publicé sus articulos, Zestschrift fir Philosophie
und philosophische krittk que en 1890 son publicados bajo el titulo: Zur Lehere vom
Transfintten, en donde expone algunos puntos de vista filoséficos y teoldgicos sobre
sus nimeros transfinitos y en el cual juzga erradas todas las demostraciones de la
imposibilidad de la existencia de los nimeros transfinitos, pues usan siempre el hecho

de que los niimeros transfinitos tienen las mismas propiedades que los nimeros finitos.

Cantor siempre se sintié ofendido por sus opositores, no obstante todos sus
escritos filoséficos y teoldgicos donde creia haber justificado la gxistencia real de sus
conjuntos infinitos. En el terreno de las mateméticas, se materializé6 un evento que
ayudd a ganar ciertos simpatizantes para su Teoria: En 1891, se formé en Alemania
una sociedad matemdtica: la Deutsche Mathematiker-Vereinigung, en cuya formacién
tuvo mucho que ver Cantor. La idea que origind esta sociedad fué la de abrir nuevos
foros para la exposicién y discusién de nuevos conceptos en matemdticas; objetivo muy

apropiado para la libre introduccién de los nuevos nimeros transfinitos cantorianos.

Entre 1890 y 1895, Cantor continua comunicando sus ideas a través de car-
tas a otros matematicos, y algunos articulos. Y precisamente, en 1895, se publicé la
primera de dos partes de su @ltima publicacién importante: Beitrdge zur Begrindung
der Transfiniten Mengenlehre (Contribuciones a la Fundamentacién de la Teorfa de
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Conjuntos Transfinita), la segunda parte de este escrito se publicé en 1897.

En los Beitrdge, la Teoria de Conjuntos se consolida como una teoria ma-
temdtica. En este escrito se perfeccionaron los conceptos surgidos en los Grundlagen
doce aflos antes. Matematicamente, este escrito formaliza muchas de las ideas dadas

anteriormente, se presentan definiciones y teoremas, la mayoria de ellos demostrados.
1.3 LOS GRUNDLAGEN (LA MEMORIA DE 1883)

En estaseccidn, no se pretende hacer un andlisis detallado de todos los conceptos
y temas que aparecen en los Grundlagen; el objetivo es; presentar histéricamente, ciertos
conceptos matemdticos que surgieron en ese escrito, siguiendo el desarrollo de las ideas
de Cantor en ese trabajo, y presentando las definiciones textuales, que tienen relacién

con las demostraciones de Jourdain y Zermelo que més adelante se analizardn.

Los Grundlagen se caracterizan porque contienen la mayorfa de las ideas de
lo que serfa después la Teorfa de Conjuntos, como una rama de las matemdticas; en
dicho trabajo de Cantor, desde una perspectiva matemdtica, existe una gran carencia

de formalidad, y por otro lado hay una gran densidad de andlisis filoséficos.

Un concepto fundamental en el desarrollo de la teor{a cantoriana es el de con-

junto, el cual Cantor define en los Grundlagen de la siguiente manera:

1.31 Definiclién

Se entiende por conjunto, toda multiplicidad que puede ser considerada como
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una unidad [Cantor 1883,03].

En este escrito Cantor empieza haciendo una distincidn entre el infinito actual
y el potencial, y explica el uso del infinito en matematicas desde la antigiiedad. Con
el fin de justificar su teoria, Cantor lleva a cabo un andlisis de la introduccién de.
nuevos niimeros en matemdaticas, afirmando que su introduccién queda sujeta a que
dichos nimeros estén bien definidos y, en algunas circustancias, a que establezcan una

relacidn con los ya existentes.

As{, Cantor introduce los niimeros transfinitos como una extensién del sistema
de niimeros naturales, credndolos a través de tres Principios de Generacién, de la

siguiente forma:

1.32a Principios de Generacién

Primer Principio: La sucesién de niimeros naturales positivos

1,2,3,...,u,...

tiene la base de su generacién en la repetida adicién de una unidad a un nimero,

obteniendo asf, los elementos sucesivos.

Segundo Principio: Es una regla que asocia a cada sucesién de niimeros que no
tiene un elemento mayor que todos, un limite; por un limite se entiende un nimero que

le sigue inmediatamente en orden a una sucesidén de nimeros.

De esta forma, ya que el conjunto de todos los ndmeros naturales positivos
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1,2,3,...,v,..., no tiene un elemento mayor que todos, s¢ le asocia un lfmite, al cual
se le llama w, que es el primer nimero (transfinito) que es mayor que todos los nimeros

naturales.

Asf, aplicando a este ndmero transfinito, el primer principio de generacién, se

obtienen nuevos ntimeros transfinitos:

wH+ lLwt+2,...,wty,...

Sucesién, a la cual se le puede aplicar el segundo principio de generacién, lle-
gando a un nuevo ndmero: 2w; y obteniendo de esta forma miltiples némeros transfi-

nitos, _

2w, 2w+ 1, 2w 3w Wy e R L

w2,...,,\w2+pw+u,...,uw“+V1w""l+-~-+up_1w+u,‘,...

w?, ...

“Los dos principios de generacién con los cuales, los nuevos nimeros transfinitos
son deﬁni(ios, son tales que a través de su efecto unificado, toda barrera puede ser rota,
con respecto a la formacién del coﬁcepto para el totel de los nimeros naturales.”
[{Cantor 1883,71]

El Tercer Principio de Generacién 6 Principio de Limitacién (que serd enunciada
més adelante), es la dltima ley en el proceso de formacién de los nimeros transfinitos.

Se obtienen as{ las clases de nimeros de la siguiente forma:
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1.33 Definicién
De los Principios de Generacién, se obtienen segmentos naturales en la sucesién

absolutamente infinita del total de los niimeros naturales, segmentos a los cuales Hamé:

Clases de Niimeros, {Cantor1883,71].

1.34 Definicién

La Primera Clase de Niimeros denotada por (1), es el conjunto de la totalidad

de los ntimeros finitos, 1,2,3,...,1,.... [Cantor 1883,71}.

1.35 Definicidon .

La Segunda Clage de Niimeros denotada por (II), sigue a la primera, consiste

1
-

en la totalidad de ciertos niimeros infinitos, que se siguen unos a otros en determinada

sucesién. Del mismo modo, se pueden definir las otras clases de ntimeros, en orden

ascendente, Ia Tercera (III), la Cuarta {IV}, etc. [Cantor 1883,71].

Ademés de los conjuntos, Cantor hace uso de un concepto mds especifico; el
de conjunto bien definido, del que no presenta una definicién en los Grundlagen, sin
embargo, Jourdain en la introduccidén que escribié a la traduccidn al ing!és de los
Beitrdge, presenta la definicién dada por Cantor a este concepto en 1882, como se

presenta a continuacién:

1.38 Definicién
Un conjunto de elementos pertenecientes a una esfera del pensamiento, se dice

que estd bien definido cuando, en consecuencia de su definicién y del principio l6gico

- 00 -



de exclusién debe ser, en primer lugar, considerado como intrinsecamente determinado
si cualquier objeto perteneciente a esta esfera, pertenence al conjunto é no, y segundo,

si dos objetos pertenecientes al conjunto son iguales o no. [Jourdain 1915,46]. °

Cantor, en los Grundlagen, amplia la concepcién de ndmero, y la define con
relacién a los conjuntos y sus elementos; de esta manera a los conjuntos bien definidos
asocia una serie de definiciones, entre las cuales estdn las de potencia, nimero de

elementos (tipo de orden, posteriormente), ntmero ordinal, etc.

Los nimeros transfinitos, llevan directamente al desarrollo del concepto de po-
tencia, definicién que habia dado en escritos anteriores; la cual no presenta explicita-
mente en los Grundlagen, pero se encuentra descrita a través de ciertas propiedades

como las siguietes:

1.37 Caracterizacién del Concepto de Potencia
A cada conjunto bien definido corresponde una potencia determinada.

Dos conjuntos tienen la misma potencia, si se pueden relacionar de tal forma
que a cada elemento de un conjunto, le corresponda un tinico elemento del otro conjunto

y viceversa.

Los conjuntos infinitos tienen una potencia determinada, independientemente
del orden en el que estén dados sus elementos. En general, la potencia de un conjunto

es independiente del orden en el que estdn dados sus elementos.

La potencia mas pequefia correspondiente a un conjunto infinito, tiene que estar
adscrita a los conjuntos que pueden ponerse reciproca y unfvocamente en correspon-
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dencia con (I). Del mismo modo se puede dar la definicién natural de las potencias més

grandes,

En el caso de conjuntos finitos, la potencia coincide con el niimero de elementos
(tipo de orden), ya que como es bien sabido, el conjunto tiene el mismo ndmero de

elementos sin importar el orden en el que estin dados.

Las cleses de nimeros, prueban ser ellas mismas, las representantes, de un
modo natural y uniforme, de una sucesién de potencias ascendentes de conjuntos bien

definidos.

En los Grundlagen, Cantor introduce un nuevo término, el de nimero (ndmero
ordinal, posteriormente}, en relacidn con el nimero de elementos (tipo de orden del
conjunto) y los conjuntos bien ordenados, definitivos en la exposicién de lo que resta

de esta tesis. As{ pues, define los conjuntos bien ordenados como sigue:

1.38 Definicién

Por un Conjunto Bien Qrdenado, entendemos cualquier conjunto bien deﬁn‘ido,
los elementos del cual est4n relacionados por una ley pre-asignada especifica de sucésién,
de acuerdo a la cual existe un primer elemento del conjunto, y a todo elemento (que
no sea el dltimo}, sigue otro elemento especifico, y més ain, a cualquier conjunto finito
6 infinito de elementos corresponde un elemento especifico, el cual respecto a todos
los elementos del conjunto, es el siguiente elemento de la sucesién {excepto si no sigue
algin elemento que siga a todos cllos en la sucesidn),
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Asociado al concepto de conjunto bien ordenado, estd el de niimero ordinal.

1.39 Definicién

El ntimero de elementos de un conjunto infinito bien ordenado (ndmero ordinal),
estd expresado por un nimero enteramente determinado de la expansién' de nuestro
campo de nimeros, suponiendo sélo que el orden de los clementos del conjunto estd

determinado.

Cantor, caracteriza a los nimeros ordinales de la siguiente manera:

Dos conjuntos se dice que tienen el mismo nimero (ordinal) si es
posible ponerlos en correspondencia rec{procamefite univoca uno con
otro, asf, si E y f‘, son dos elementos de un conjunto, E} y F} son
los elementos correspondientes del otro, la posicién de E y F en la
sucesién de elementos en el primer conjunto estd siempre en corres-
pondencia con la posicién de Ey y Fy en la sucesién de elementos del
segundo conjunto. Por lo tanto si E precede a F, en la sucesién de
elementos del primer conjunto, entonces Ey también precede a Fy en
la sucesién de elementos del segundo conjunto. Se ve fécilmente, que
si esta correspondencia es f)osible, estd enteramente determinada, y
por lo tanto su nimero (ordinal) siempre se encuentra y es dinico para

ambos conjuntos. {Cantor 1883,72].

La diferencia cantoriana de ndmero (ordinal)] no establece diferencia alguna
entre conjuntos finitos e infinitos, como es claro a partir de la siguiente afirmacién:
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“La diferencia esencial entre conjuntos finitos e infinitos es que un conjunto
finito, tiene el mismo nimero de elementos para cualquier orden que se le asigne; un
conjunto infinito, en general, tiene diferentes ndmeros de elementos, dependiendo del

orden en ¢l que estén dados.” [Cantor 1883,72].

Entonces, en base a los conceptos de potencia y nimero ordinal, Cantor define
el Tercer Principio de Generacién, que es el que relaciona los dos.conceptos antes

mencionados; lo enuncia asf:

1.32b Tercer Principio de Generacién

L]
La potencia de (I) es mayor que cualquier elemento de esta clase. La potencia de

(11} es mayor que cualquier elemento de esta clase. Andlofamente para clases mayores.

’

*

- Cantor relaciona los conceptos de nimero ordinal y potencia de la siguiente

manera:

“Todo conjunto de la potencia de (I) es contable por nimeros de (I}, y sélo

por medio de tales nimeros.” [Cantor 1883,72].
De la misma forma, para clases superiores:

“Todo conjunto bien definido de la potencia de (II) es contable por nimeros de

(I11), y sélo por estos.” [Cantor 1883,72].

Una vez construfdos los niimeros ordinales, define una serie de operaciones entre

* Este tercer principlo de generacién, garantiza que existen ndmeros ordinales mayores que los ndmeros de (11}, es decie,
» través de este princlpio se generan los elementos que pertenccen a la tercera clase 4 clases superiores a esta.
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ellos, tales como: la suma y sus propiedades, el producto y sus propiedades, define lo

que son los nimeros ordinales primos.

Por otro lado, el continuo, tema que llevé a Cantor, al estudio de sus nimeros
transfinitos, también hace su aparicién en los Grundlagen, ahora Cantor construye el

continuo y lo define por medio de conjuntos de puntos.

La sucesién extendida de niimeros puede, si es necesario, ser completada sin
dificultad por un conjunto de nimeros continuo adjuntando a todos los nimeros «,

todos los nimeros reales z mis grandes que 0 y menores que 1.

Para definir el continuo, Cantor afirma que no puede hacerlo por medio de los
conceptos de espacio y tiempo que a su vez requieren la definicién de continuidad.
Entonces, establece que un conjunto es continuo si es perfecto y conexo, entendiendo

por conjunto perfecto y conjunto conexo, lo siguiente:

¥
1.310 Definicién

Un conjunto S es perfecto si para toda a, elemento de (1) 6 (II), se tiene que

S(a) = S,

1.311 Definicién

Si T es un conjunte de puntos, T es conexo si para cualesquiera puntos ¢ y ¢/

en T, y para toda € arbitrariamente pequefia, puede encontrarse un conjunte finito de

puntos £y,ta,...,tn en T, tales que las distancias tty,¢ytg,... ¢4t son todas menores

que €.
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Por 1ltimo, en lo que respecta a nuestro interés, en los Grundlagen, Cantor

realiza una demostracién (que no se analizard aqui), del Teorema siguiente:

1.312 Teorema

La clase de nimeros (II}, tiene una potencia, la cual es diferente de la potencia

de la clase de ntmeros (1).

" De esta forma, se han presentado aquf, los resultados que son basicos para las
demostraciones de! Teorema del Buen Orden que se analizardn més adelante. Se ha
omitido, en esta presentacién de los Grundlagen, el enunciade del Principio del Buen
Orden, que hizo Cantor, Este resultado se prcsentm‘)zi mds adelante, en la Seccién de

-

la Historia del Teorema del Buen Orden.
1.4 LOS BEITRAGE (LAS MEMORIAS DE 1895 Y 1897).

Aligual que la seccién dedicada a los Grundlagen, esta seccién no pretende hacer
un andlisis exhaustivo de los Bestrdge, sino mds bien presentar el desarrollo histérico

de los conceptos y las ideas que tienen relacién con esta tesis.

Mauchos de los conceptos presentados en los Grundlagen, se presentan con mayor
solidez en los Beitrdge, como se menciono anteriormente, publicados en 1895 y 1897.
Como toda teorfa matem4tica, la Teorfa de los Conjuntos en sus inicios no alcanza su
desarrollo total. Después de los trabajos de Cantor quedan muchos problemas abiertos.
Aunque los Beitrdge, cs el trabajo de Cantor que alcanza mayor desarrollo matemdtico.
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Es por esto que algunos de los conceptos expuestos en la seccién anterior, se vuelven a

definir.

El concepto de conjunto, se perfecciona con respecto a la definicién dada ante-

rioremente, en los Bestrdge lo define de la siguiente manera:

1.41 Definicién

Entendemos por conjunto cualquier coleccién adentro de una totalidad M, de
objetos m definidos y separados por nuestra intuicién ¢ nuestro pensamiento; a los

objetos m les llamaremos elementos [Cantor 1895,85.

En la Memoria de 1883, Cantor habia utilizado el concepto de potencia; pero
ain no le daba la categoria de nimero, lo cual hace en los Bettrdge, introduciendo como

una de las primeras definiciones de su trabajo la que se da a continuacién:

1.42 Definicién

Llamamos potencia é niimero cardinal de M al concepto general, que por medio

de nuestra activa facultad de pensar, surge del conjunto M cuando hacemos abstracién
de la naturaleza de sus varios elementos m, y del orden en el cual estdn dados, que se

denota:

=l

Si abstraemos la naturaleza de cada uno de los elementos m, entonces cada uno de ellos
se cofivierte en una unidad, de aqu{ que el nimero cardinal es un concepto definido
compuesto por unidades, y este nimero tiene existencia en nuestra mente como una
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imagen intelectual é proyeccién, del conjunto M dado.

Los niimeros cardinales como resultado de un proceso de abstraccidn, no son
inicos para cada conjunto, lo cual quiere decir, que existen varios conjuntos a los que
corresponde el mismo nimero cardinal, los conjuntos que cumplen esta propiedad se

llaman equivalentes y se definen de la siguiente manera:

1.43 Definicién

Se dice que dos conjuntos M y N, son equivalentes (M ~ N 6§ N ~ M), si es
posible encontrar una ley que los relacione de manera tal que a cada elemento de un

conjunto, le corresponda un Gnico elemento del otro conjunto [Cantor 1895,86].

En seguida, Cantor define lo que es un conjunto parcial o parte de un conjunto,

como se muestra a continuacién:

1.44 Definicién

La Parte 6 Conjunto Parcial de un conjunto M, lo definimos como cualquier

conjunto M; de M, cuyos elementos son también elementos de M. [Cantor 1895,86]

Cantor determina a los conjuntos finitos, en base a su cardinalidad.

1.45 Definicién

Un Conjunto Finito es un conjunto con cardinalidad finita. {Cantor 1895,103}.
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1.46 Definicién

Un Conjunto Transfinito es un conjunto que no tiene cardinalidad finita. EI

primer ejemplo de un conjunto transfinito, es la totalidad de los niimeros cardinales

finitos v.

1.47 Definicién

Llamamos al niimero cardinal del conjunto transfinito formado por la totalidad

de los nimeros cardinales finitos {v}, alef cero, denotado de la siguiente manera:

V¥ =Y

-

Cantor, demuestra que Rg, no es un nimero cardinal finito, y cumple las si-

guientes propiedades aritméticas

Ro+1=1Ro

Ro > v para v cualquier ndmero cardinal finito

Ro +v =R
para veardinal finito
R +Rg =N
2% =Ry

Rov = vRg =Yg
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para v cardinal finito

para v cualquier cardinal fnito

Después de Rg se obtiene por una ley definida, la potencia de (II), que corres-
ponde al siguiente nimero cardinal mds grande, Ry, y de la misma ley se obtiene el
siguiente mimero cardinal més grande Ro. Y as{ una sucesién ilimitada de nimeros

cardinales *

Ro,Rpse - o Ruse sy Ry Rup1s o7

Es importante hacer notar, que la notacién de R's, comienza a utilizarla Cantor
hasta 1893; a pesar que ya tenia con anterioridad la nocién de la potencia de (I),'como
la minima potencia de un conjunto infinito. Después de construir asi, la teorfa de
los nimeros cardinales, Cantor introduce las nociones de orden en los conjuntos, que
llevaran a los conceptos de tipo de orden y niimero ordinal. De esta forma, introduce

los siguientes conceptos:

1.48 Definicién

Llamamos a un conjunto simplemente ordenado, si tiene reglas de orden de

precedencia definidas sobre sus elementos m; lo cual quiere decir que si my y mg son

* Estos ndmeros cardinales transfinlton obtenidos por la sucesién de R's, en este momento no podemos garantizar que
contenga a todos los ndmeros cardinales transfinitos, sl se plenss, por ejemplo en 2:, teste ndmero serd Igual a alguna

r?
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dos elementos distintos, * uno debe ser anterior y otro posterior. Simy es anterior a my
entonces se escribird: my < my 6 mp > m; y si tres elementos del conjunto cumplen

que si my < mg y my < mg entonces my < ms.

1.49 Definicién

Entendemos por el tipo de orden de un conjunto M, el concepto general que
resulta de M, si abstraemos de la naturaleza de los elementos m, y retenemos el orden
de precedencia entre ellos. El tipo de orden M es un conjunto ordenado cuyos elementos
son unidades que tienen el mismo orden de precedencia que los elementos de M, del

cual fueron derivados por abstraccién [Cantor 1895,111].

1.410 Definicién

Dos conjuntos M y IV son similares si se pueden poner en una correspondencia
biunfvoca, de tal forma que si los elementos my y mg de M tienen asociados los corres-
pondientes ny y ny de N y my < mg entonces ny < nq. Si dos conjuntos son similares
se denota asf: M =~ N 6 N =~ M. [Cantor 1895,112].

Si en un conjunto M, las relaciones de precedenci.a. de sus elementos, son in-
vertidas, se obtiene un nuevo conjunto *M, que se le llama el conjunto inverso de M.
Si M = a es el tipo de orden de M, entonces, el tipo de orden de *M = +a. Puede
suceder que #a = ¢, como por ejemplo en el caso finito.

Todos los conceptos de esta seccidn, antes definidos, se encuentran en la Memo-

ria de 1895. El concepto central de esta tesis, el de Conjunto Bien Ordenado, al cual

* g4 sobreentlende que ¢} orden es lrreflaxivo, lo cual quiere decir, para todo elemento m, m no es predecesor de m.
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estd asociado al nimero ordinal, se define en la memoria de 1897, como se describe a

continuacién:
1.411 Definicién

Sea F un conjunto simplemente ordenado se dice que F es Bien Ordenado, si

cumple las siguientes condiciones:
i) Existe un elemento fi de F el cual es anterior a todos los elementos de F.

ii) Si F' es cualquier parte de F y si F tiene uno 6 mis elementos posteriores
a todos los elementos de F', entonces existe un elemento f' de F tal que es inmediata-
mente posterior a todos los elementos de F'; lo que significa que no existen elementos

de F anteriores a f' y posteriores a todos los elementos de F' * [Cantor 1897,137].

1.412 Definicién

El tipo de orden de un conjunto bien ordenado F es un niimero ordinal, [Cantor

1897,152].

En esta segunda parte de los Beitrdge, publicada en 1897, Cantor desarrolla la
teorfa de los conjuntos bien ordenados, con la intencién de probar el Teorema del Buen
Orden. Sin embargo, al carecer de una demostracién de este importante teorema,
Cantor publica una presentacién inconclusa de la teoria que el descaba. Pero, esta
seguna parte de su artfculo contiene la demostracién de la ley de la tricotomia para

nimeros ordinales, de la cual se deduce la misma ley par nimeros cardinales,

* By inmediato de Ia definicién que todo elemento con sucesor tiene sucesor [nmediato.
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1.5 HISTORIA DEL TEOREMA DEL BUEN ORDEN

El Problema del Buen Orden acaso haya sido uno de los mayores retc;s entre
los matemadticos a principios de siglo. Su importancia histérica podria justificarse al
notar que Hilbert lo incluyd, junto con la Hipdtesis del Continuo, en una lista como el
primero de los veintitres problemas centrales a resolver en el presente siglo, durante el

Segundo Congreso Internacional de Matematicas, en Paris en 1900.

Fué en 1883, en los Grundlagen, cuando Cantor formulé por vez primera el

Principio del Buen Orden, de la siguiente forma:

1.51 Principio del Buen Orden

“El concepto de conjunto bien ordenado, provee a la Teorfa de Conjuntos de
esta ley fundamental: es siecmpre posible poner un conjunto bien definido en la forma
de un conjunto bien ordenado.-una ley del pensamiento la cual me parece bisica y

consecuente, y por su validez, especialmente remarcable-.” {Cantor,1883,72).

Sin embargo, a pesar de la importancia y sencillez de su enunciado,esta afir-
macién no fue aceptada por la compnidad matematica de la época, como tal. En la
siguiente década, el mismo Cantor terminé convenciéndose que era necesario encontrar
-una demostracién para el principio del buen orden, lo cual se lleg6 a convertir en una

obsesion.

1.52 Problema del Buen Orden
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i Todo conjunto se puede bien ordenar?

Para esclarecer, lo dificil que resulta en principio resolver este problema, se

puede pensar en el siguiente ejemplo:

1.53 Ejemplo

Sea A el conjunto de los nimeros racionales, de acuerdo a las definiciones dadas
anteriormente A es un conjunto simplemente ordenado, considerando la relacién <
como <; pero este conjunto no esti bien ordenado, pues si tomo un nimero de A,
Supongamos %, tiene que existir su sucesor inmediato; lo cual no es posible, pues para

cualquier sucesor z de %, se puede encontrar un sucesor de % que sea anterior a z.

Este orden (<), no es un buen orden para A; pero se puede encontrar un buen
orden para A, de la siguiente manera; si los nimeros racionales %, son pensados como
parejas ordenadas (a,b), y definimnos un orden <, como sigue:

a.l<b1

(a1, a3) <1 (b1,b2) { ay=b ay<hy

este orden dado para A, se puede comprobar de las definiciones que es un buen orden.

Paralelamente a este problema, Cantor estd también preocupoado por encontrar
una demostracién de la tricotomia de los ndmeros cardinales; la cual habifa enunciado
en 1885; y aparece enunciada en los Beitrdge como un Teorema, el cual relaciona
con las sucesiones ascendentes de nimeros cardinales transfinitos; pero no aparece
su demostracién (la cual se sigue inmediatamente de la tricotomia de los niimeros
ordinales, si los nimeros transfinitos son R; pero en otro caso no es trivial), el enunciado

de este Teorema es el siguiente:
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1.54 Teorema

Si ay b, son cualesquiera dos nimeros cardinales, entonces:

a=bdba<béa>h

(Cantor,1895.90).

Este Teorema, visto como comparacién de conjuntos equivalentes y conjuntos
parciales, de acuerdo a la concepcién cantoriana, es equivalente al Axioma de Eleccién;

pero hasta el periodo 1908-1920 fué demostrada su equivalencia.

Varios matemadticos trataban de resolver las conjeturas que Cantor dejaba abier-
tas en sus escritos, en particular la relacionada con el Teorema del Buen Orden, la
Hipétesis del Continuo y la Ley de la Tricotom{a para los Nimeros Cardinales. Asf fué
que, durante el Tercer Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Heidelberg,
K6r'1ig “demuestra” que el problema‘del buen orden tiene respuesta negativa;y como

consecuencia muestra que el ‘continuo’ no puede ser bien ordenado.

Al siguiente dia de su exposicién, Zermelo encuentra una falla en la demos-
tracién de Kénig; en ella, utilizaba un teorema sobre la exponenciacién de N's atribuido
a Bernstein, el cual, al parecer, en lg manera como era utilizado por Kénig, era falso.
Curiosamente, Zermelo no hace publico durante el Congreso, el error de Konig; un mes
més tarde Zermelo envia a Hilbert (entonces editor del Mathematische Annalen) un
artfculo (Zermelo,1904), en donde demuestra que el problema del buen orden tiene res-
puesta positiva, con lo que se convierte en el Teorema del Buen Orden, cuyo enunciado
es el siguiente:
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1.55 Teorema

Todo conjunto puede ser bien ordenado.

Para los matemdticos que no tenfan relacidn estrecha con Zermelo y Kénig les
produjo una conmocién el hecho de que se tuviera al mismo tiempo la validez de un
Teorema y su negacién; este hecho es conocido como la Paradoja de Kdnig-Zermelo.
Zermelo, en su demostracién del Teorema del Buen Orden utiliza un principio bdsico
en las matemdticas, cuyo uso se lo sugirié Erhard Schmidt; este principio es el Axioma
de Eleccidn, que dice lo siguiente:

1.56 Axjoma de Eleccién

Dada una familia T', de conjuntos no vacfos, existe una funcién f, la cual asigna

a cada miembro 4 de T un elemento f(A) de 4. (Zermelo,1908,274).

Peano en 1890, habfa enunciado una forma del Axioma de Eleccidn, y solo
algunos matemadticos italianos, entre ellos Peano y Betazzi, evitan su uso explicito; pues
pricticamente todos los matemdticos de aquella época, lo utilizaban implicitamente,

incluso el mismo Cantor.

Después de un siglo, el Axioma de Eleccién se ha reconocido indispensable para
una serie de Teorfas matem4ticas, tiene distintas equivalencias en cada una ellas: el
Teorema del Buen Orden, es un buen ejemplo de una de estas equivalencias; otra, usada

a principios de siglo, el Axioma Multiplicativo; otra més, el Lema de Zorn.

El Axioma Multiplicativo, es la forma débil del Axioma de Eleccién que Jour-
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dain pretendia no utilizar en sus demostraciones del Teorema del Buen Orden. White-
head y Russell lo habfan enunciado en 1002, para facilitar su investigacién en la

aritmética cardinal, en la cual ambos trabajaban.

Hasta 1908, los tinicos enunciados, piiblicamente reconocidos equivalentes al
Axioma de Eleccién, eran el Teorema del Buen Orden y el Axioma Multiplicativo, para

enunciar este dltimo, es preciso definir una clase multiplicativa, de la siguiente manera:

1.57 ljeﬁnicién

Para toda familia A de clases ajenas no vacfas; A® es la clase multiplicativa

de todas las subclases M de UA de manera tal que para toda S en 4, M N S tiene

-

exactamente un elemento.

1.58 Axioma Multiplicativo

Para toda familia A, de clases no vacias, A* es no vacio.

“Un nuevo tipo de proposiciones equivalentes al Axioma de Eleccién, pero no
probada su equivalencia hasta los afos 30, adquirieron significado matemadtico después
de 1907: los principios maximales, Ellos aseguran que bajo ciertas condiciones existe
un elemento maximal en un orden parcial dado, esto es, un elemento tal que ningin

otro elemento sea mds grande que él en el orden parcial. ” {Moore,1982,167).

.Una de las proposiciones de este tipo, enunciado en 1909, y hoy conocido como
el Lema de Zorn, que utiliza la definicién de extensién por limites, misma que se da a

continuacidn:
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1.59 Definicién

Si § es una familia de conjuntos tal que para todo lfmite ordinal «, si {Bﬁ :
B < a} C S ysiByC Bscuando v < 6 < a, entonces existe By en S con Bg C B,

para todo 8 < « En este caso S es extendible por limites.

1.610 Lema de Zorn

; Sea M un conjunto infinito y S una familia no vacfa de subconjuntos de M., Si
S es extendible por limites, entonces S contiene un conjunto que no es un subconjunto

propio de cualquier miembro de S.
Una variante del Lema de Zorn, es la siguiente: _

1.510a Lema de Zorn

Todo conjunto parcialmente ordenado M, tiene un subconjunto ordenado A4

que es maximal entre los subconjuntos ordenados de M.

Asf fué como el Axioma de eleccién revoluciond las matemaéticas, a partir de la

demostracién de Zermelo de 1904.

La demostracién de Zermelo produjo una gran polémica en el medio matema-
tico. Précticamente todos los matemdticos famosos de esa época, Poincaré, Russell,
Peano, Lebesgue, Hardy, Baire, Berry, Hobson, etc. comunican sus objeciones a dicha

demostracién.

Jourdain en 1904, publica una demostracién del Teorema del Buen Orden, en

‘
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donde afirma que Zermelo no habia advertido los art{culos que él habfa escrito sobre la
demostracién del teorema del Buen Orden. Jourdain dice ademis que sus resultados
son mas completos que los de Zermelo y en algunos aspectos sus técnicas son similares.

Jourdain nunca acepté la necesidad de usar el Axioma de Eleccién para de-
mostrar el Teorema del Buen Orden, publicé vatias demostraciones de este Teorema
en donde afirmaba que no usaba el Axioma de Eleccidn; como se verd en el siguiente

capitulo.

T



-

“Es una ley del pensamiento que
todo conjunto se puede bien ordenar”

-Cantor-



CAPITULO 2

JOURDAIN
Y
EL TEOREMA DEL BUEN ORDEN



2.1 NOTAS BIOGRAFICAS DE PHILIP JOURDAIN (1879-1919)

Philip Edward Bertrand Jourdain nacié ¢l 16 de octubre de 1879 en Derbyshire,
Inglaterra. En 1898 inicié sus estudios en el Colegio Cheltenhan, que en ese .tiempo
estaba en Cambridge, los cuales suspendidé por una parilisis progresiva e incurable.
Su hermana menor Millicent, también sufrié esta enfermedad hereditaria: la Ataxia
de Friedrich. Con el inicio del nuevo siglo Jourdain fué acompafiado por su madre
a un hospital establecido en Heidelberg {Alemania), para recuperar lo inconseguible:
su salud. Este perfodo en Alemania lo dedicé a estudiar alemén e historia de las

matematicas.

Aparentemente, sus estudios mateméticos durante su formacién sélo se involu-
craron con la historia de las matemdticas. Recuérdese que en aquella época las ma-
terndticas y la filosofia estaban estrechamente relacionadas. No es por eso casual que
posteriormente, muchas de las publicaciones de Jourdain aparecieran en una revista

dedicada a la filosofia y a la historia de las ciencias: The Monist,
Jourdain estuvo interesado en los siguientes aspectos de las Matemadticas:

1. Teorfa de los Conjuntos y sus aplicaciones.

2. Fundamentos de la Aritmética; en particular, la légica matemdtica.

3. Mec4nica Analitica.

En sus trabajos se mezcla lo cientffico, lo histérico y filoséfico. En 1812,
Jourdain fué invitado Consejo Editorial de The Monist, una revista, en aquella época,
de mucha influencia en el medio matemdtico; que mds tarde se subdividiria en The
Monist e Isis con el propésito de que la primera fuera de cardcter filoséfico y la se-
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gunda histérico cientifico. Jourdain, por medio de su labor editorial se relaciond con
varios matemdticos: Cantor, Frege, Pierce, McColl, Russell y Peano, s/’olo por men-

cioinar algunos nombres importantes.

Es en esta iiltima 4rea, la historia de las matematicas, una de las ramas de las
matemadticas, donde Jourdain hace contribuciones importantes, desde publicaciones de
épocas anteriores, como un escrito que hace de Leibniz, hasta el analisis de la historia
de las mateméticas contempdranea como la introduccién a la traduccién al inglés de

los Be:;tra"gc.

Durante la Primera Guerra Mundial, Jourdain ofrecié su maquinarid de trabajo
para servir a su pafs (Jourdain1922, 130); la apoteosis del dolor humano europeo en esa
época fue para él todo lo contrario: encuentra a Laura en Girton en 1914 y establece
una relacién que se perderd con el destino. Para él, Laura fué su apoyo incondicional,

contrajeron matrimonio en 1915.

Como se verd mds adelante, Jourdain tuvo algunos problemas con Russell; sin
embargo, el espfritu de sus mateméticas estaba inspirado en la idea de Russell que:
todas las matemdticas puras podian ser reducidas a la légica lo cual para Jourdain era

la base del conocimiento cientifico y filoséfico.

Por otro lado, Jourdain estaba maravillado por los trabajos de Cantor. Jour-
dain, como algunocs matemédticos de su época, conocfa el Problema del Buen Orden e
intenté demostrarlo. En 1003, envié a Cantor una de sus demostraciones, Cantor al
recibirla, le comenté que habfa hecho él mismo una demostracién parecida, la cual
habfa enviado a Dedekind cuatro afios antes; se trata de una carta publicada.en
(VanHeijenoort,1068, 113-117).
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Centor animé a Jourdain para que publicara su demostracién, misma que apa-
rece en el Mathematische Annalen en 1905. Durante mas de doce afios, Jourdain vivié
obsesionado por encontrar una demostracién del “Teorema del Buen Orden” indepen-

dientemente del Axioma de Eleccién, hecho que lo acompand hasta su lecho de muerte,

. Al final sélo queda el recuerdo de su lucha por la vida y su pasién por las
matematicas, es importante hacer notar que muere con la desesperacién de que ninguno
de los grandes matemdticos de la época, habia revisado su ltima demostracién del

Teorema del Buen Orden. La fecha de su muerte es el primero de octubre de 1919.

Entre algunas de sus contribuciones importantes tenemos las siguientes:

1. Las traducciones al inglés de los trabajos de Cantor, hecho admirable por sf
mismo, '
2. Particip6 en la polémica de la validez del Teorema del Buen Orden y su relacién

con el Axioma de Eleccién.

3. Inicidé una historia de las matemaéticas contemporéneas; desgraciadamente, el
fervor moderno lo orilld a tomar posiciones sumamente radicales, lo cual se

desarrolla en las siguientes secciones.
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2.2 ERRORES EN LAS DEMOSTRACIONES DE JOURDAIN DEL TEO-

REMA DEL BUEN ORDEN

En esta seccién se analizardn cuatro de las demostraciones que Jourdain pu-
blicé sobre el Teorema del Buen Orden. La primera de ellas fué publicada en el
Mathematische Annalen en 1905, bajo el titulo: “On a proof that every aggegate can be

well ordered” [Jourdain 19052,465-471}.

Este artfculo est4 basado en resultados de otros artfculos que el mismo pu-
blicé en [Jourdain 1904b,295-303], {Jourdain 1904c 61-75|, (Jourdain,1905f,42-56). En
{Jourdain 1904c}, se d& una definicién de conjunto bien ordenado que segin su opinién
es equivalente a la dade por Cantor [Cantor 1897, pero qie en rea.li&ad para demostrar

su equivalencia se usa el Axioma de Eleccién.
2.21 Definicién (Jourdain)

Un conjunto (infinito) es bien ordenado si es simplemente ordenado y no con-

tiene una parte de tipo *w.

Desde luego, la definicién de Cantor implica la de Jourdain. El problema es
que no necesariamente un conjunto simplemente ordenado que no tiene una parte de

tipo *w sea bien ordenado segin Cantor, a menos que se use el Axioma de Eleccién,

La razén es sencilla: si A es un conjunto que no es bien ordenado pero es
simplemente ordenado, entonces A contiene una parte que no contiene primer elemento.
Sea B = {...,ay,ap41,..., 0, ...} dicha parte; se desea demostrar que B contiene
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un subconjunto de tipo *w, para esto se tiene que elegir un clemento a, de B tal que

B'={cla <o}y B > Ro. Se elige ahora ay, en B' tal que {a: o < oy} = Bty

B(%) > R, Se construye ahora {ay, : i ¢s un nimero ordinal finito } = C, de la misma
forma que se construyeron los conjuntos anteriores; el tipo de orden de C es *w. No

existe forma de garantizar esto Gltimo sin usar el Axioma de Eleccién.

En [Jourdain 1905aj, Jourdain utiliza esta equivalencia para demostrar que la

sucesién ascendente de todos los nidmeros ordinales:
2.22

L2, w,wH oY e

y la sucesién ascendente de todos losg N;s

2.23

RO,RI,.--,Nu,...,Rw,Nu+l,.--,N",...

son bien ordenadas. Desde luego 2.22 y 2.23 pueden pensarse como conjuntos simila-

res.

Usando esto tltimo, Jourdain prueba el siguiente resultado:

2.24

Todo ndmero cardinal esté contenido en una sucesién de R's 6 es més grande
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que cualquier ¥.

En la demostracién de 2.24 Jourdain usa implicitamente la tricotomfa de los
nidmeros cardinales, ya que considera que si un nimero cardinal transfinito no es mayor

que cualquier R, entonces es necesariamente un X.

Para demostrar la segunda parte de 2.24 utiliza el método de “reduccidn al
absurdo”; tal vez esta manera de demostrar sus afirmaciones es un rasgo caracteristico
en él. En esta parte supone que existe algin nimero mayor que cualquier elemento
de la sucesién 2.23, como esta sucesién es similar a 2.22 usa la Paradoja de Burali-
Forti para encontrar una contradiccidén. * Desde el punto de viste histérico esta es
la primera vez que se usa significativamente dicha parad‘oja. Jourdain soluciona esta

paradoja introduciendo los conjuntos inconsistentes.

* En ua articulo, publicado en 1897, Burall-Forti da dos definiciones: la de clase perfectamente ordenada (1a cual distlngue
de los conjuntos bien ordenados de Cantor) y la de la clase ‘NO’, conceptos que surgen de una malinterpretacién de
Burall-Fortl a las definiciones dadas por Cantor en 1895.

Las definlclones de Burali-Forti son las slguientes:
Definicién

Una clase bien ordenada A, que ademds cumple, que st todo elemento z de A tlene un predecesor inmediato
entonces existe algin predecesor y de r tal que y no tiene predecesor inmediato; adem4s, un ndmero flnito de elementos
de A eatdn entre y y z. A esta clase se le llamard perfectamente ordenada.

Definlcién

La clase ‘NO’, es aquella que estd formada por todos los tipos de orden da las clases perfectamente ordenadas.
En este articulo, Burali-Forti muestra que i 1a tricotom{a es vAlida entonces *NO* estd perfectamente ordenada.

Por lo tanto, el tipo de orden 1 de 'NO* es miembro de ‘NO', como lo serfa 11 + 1; ol & eatd en 'NO' entonces a < {1, por

consigulente B <1+ 1y 114 1< (1, lo cual es una contradiccidn,

De acuerdo a la tradicién en Ia historia de las matemA&ticas, este es el hacho que atribuye a Burali-Fortl su

Paradojs, la cual, se dice, produjo un sismo en Ia fundamentacién de !as mateméAticas de ah{ la importancia de dicha

paradoja.

La Paradoja de Burali-Forti, se enuncia de Ia sigulente manera:

Paradoja de Burali-Fortl

Consldérese 1a sucesién de todos los ndmeros ordinales

(L2 eaww oWt v vw.L = W

Si se supone quo eslste un ndmero ordinal 8 del conjunto W, tal que 8 > v, para toda ¥ ea W, Se tlens que 4,
por perteaecer a W cumple que 8 < 8, lo cual es un absurdo,

Reclentements, se demostré qus Burall-Fort!, no eacontré una Paradojs en su demostracién, lo que el hizo,
fué encontrar una contradiccién en una demoatracién por reduccidn al absurdo; en su astfculo é1 jamaAs advierte haber
encontrado una paradofa. Fué Russell, quien explicitamente enuncia la paradoja de Burall-Forti en sua the Principles of
Mathematics en 1903,

De la misma manera como Burall-Fortl trabajé en problemas de la Teor{a de Conjuntos deblda a Cantor, varlos
mateméticos trataban de resoiver las conjeturas de Cantor. Asf fué que durante el Tercer Congreso Internacional de
MatemaAticas celebrado en Heldelberg, Kénig demuestra que el problema del buen orden es falio; adem4ds muestra que el
continuo de los ndmeros reales no puede ser bien ordenado.
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2.25 Definicién (Jourdain)

Un conjunto A es inconsistente si existe una parte de A similar a 2.22, Un

conjunto es consistente si no es inconsistente.

Para evitar las contradicciones, a los conjuntos inconsistentes se les considera
carentes de nimero cardinal y tipo de orden. Ademds, dice que este término estd
inspirado por Schréder. Una consecuencia inmediata de esto tltimo es que como los
dinicos conjuntos que tienen nimero cardinal son los consistentes, al presuponer la
tricotomfa de los cardinales, Jourdain concluye que todo cardinal transfinito cs un R,
esto garantizar{a que todos los conjuntos consistentes pueden bien ordenarse. Ahora el

problema lo presentan los conjuntos inconsistentes.

-

Para resolver esto, Jourdain define una sucesién I', como una extensién de W
(definido en 1.54) tal que toda sucesién bien ordenada contenida en I' es similara ' o
a un segmento de ella misma. Con esto se introducen los conjuntos (i¥,m;) donde my
es el sucesor de todos los elementos de W, el cual es similar a un segmento de I'. Por
definicién T es un conjunto inconsistente y bien ordenado.

Esto le permite demostrar el Teorema .del Buen Orden, ya que cualquier con-
junto M puede ordenarse en una sucesién similar a I', puesto que si se toman elementos

de M sucesivamente, comenzando con la sucesién
My, MYy My ooy My My pgee ey Myyeae

se agotarén todos los elementos de M, cuando se haya terminado con los elementos de
una sucesién similar a 2.22 y a su extensién en I'. Aquf, al elegir los elementos de M,

estd usando explfcitamente el Axjoma de Eleccién.
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En la iltima parte del artfculo, Jourdain discute la hipétesis del continuo,
dejindolo como un problema abierto, ya que no se podia asegurar si el continuo era un
conjunto consistente o inconsistente; describe una solucién alternativa a la Paradoja de
Burali-Forti, que habfa dado Bernstein, con la que no estd de acuerdo. Considera que
2.22 si tiene un tipo de orden; y si existe debe ser mayor que cualquier elemento de

2.22 y debe pertenecer a una categorfa distinta a los elementos de 2.22.

Las siguientes dos “demostraciones” fueron publicadas en la revista Mind en
1918 y 1919, bajo el mismo titulo: “A proof that ecvery aggregate can be well ordered”.
Se analizardn a la vez los dos articulos pues en realidad contienen el mismo material,
el segundo de ellos es una justificacién de la validez de la demostracién del Teorema

del Buen Orden que aparece en (Jourdain,1918a). -

Es interesante hacer notar que estos artfculos fueron publicados en una revista
de filosoffe; de ahf el estilo un poco extrafio (para un matematico); que caracterizan
estos dos escrivtos. Hay otro heclio histérico importante que resalta en (Jourdain,1919).
Aparentemente Jourdain tuvo una relacién problemitica con dos de los “mejores”

l4gicos mateméticos que llama W. y R. respectivamente.

Aparentemente, estos dos matematicos son Whitehead y Russell, conclusién ba-
sada fundamentalmente en tres hechos histéricos: el objeto principal de los articulos en
cuestién es probar que no es necesario usar el Axioma Multiplicativo para demostrar que
toda clase de cadenas contiene una clase de continuaciones directas (Jourdain,1918a),
hecho que W. y R. prueban en 1902 en los Principia. Segundo, Jourdain trabajaba en
Trinity College, as{ es que es obvio que tenfa una relacién familiar, al menos, con Russell.
El Gltimo hecho es que Jourdain al final de su vida estuvo obsesionado porque Russell,
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reconociése que su dltima demostracién del Teorema del Buen Orden (Jourdain,1921)

era correcta,

La relacién que tuvo con Whitchead al parecer quedé rota después de discutir
la validez de la demostracién que escribié Jourdain en (Jourdain,1918a); en su siguiente
artfculo al respecto (Jourdain,1919) afirma que W. estaba “aburrido de las sucesiones
bien ordenadas” y le reclama que no entendié el método que Jourdain usaba en la
demostracién del Teorema del Buen Orden; Jourdain va adin mds lejos: acusa a W. de
evitar ;:ualquier discusién futura bajo el pretexto de que W. tenfa que desarrollar ideas
matemaéticas que implicardn la solucién del problema fundamental que aparece en los
Principia (Ruseell y Whitehead,1902) y que era de gran imortancia para él y otros que
trabajaban en la Teoria de Conjuntos. Es evidente que Jourdain se refiere al Axioma

Multiplicativo.

El método que en esos dos articulos obsesiona a Jourdain es lo que él llama:
“Proceso de induccién transfinita generalizada”, que actualmente es conocido como el
principio de induccién transfinita; de hecho en (Jourdain,1919) lo dnico que realmente

hace es explicar como usa su método para demostrar el Teorema del Buen Orden.

Jourdain estaba muy influenciado por una demostracién que Hartog publicé en

1915 de que R; es mayor que Ry sin usar el Axioma de Eleccion.

En esta demostracién, Jourdain utiliza la definicién de una cadena de tipo 4.

2.26 Definicién
Una cadena M de tipo 4 es una parte de un conjunto M la cual es bien ordenada
y tiene tipo 4.
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Asegura que existen tales partes y establece la siguiente proposicién derivada

de la definicién anterior.

2.27 Proposicién

Una cadena es una clase de parejas {m,a), tales que meM y a es un nimero
ordinal; en cada cadena m y a no se repiten y si a pertencce a la cadena entonces todos

los nimeros ordinales menores que a también pertenecen a la cadena.

Para bien ordenar un conjunto utiliza el hecho de que una cadena puede orde-
narse por medio de las magnitudes ascendentes de los niimeros ordinales. Introduce

después las siguientes definiciones:

2.28 Definicién

Se dice que una cadena agota a M si la clase de todas las m de las parejas de

la cadena consiste de todos los elementos de M.

2.29 Definicién

Se dice que una cadena P es un segmento de una cadena @ si P es idéntico a
la cadena cuyos términos preceden a algin término de @; si esto pasa, se dird que @

es una continuacién de P,
Con estas definiciones justifica el siguiente lema:

2.210 Lema
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Si una clase de cadenas tiene miembros de todos los tipos menores que 4 no se
puede concluir, en general, que tiene una cadena de tipo 7; tal es el caso si se considera

v = wy, donde wy es el minimo elemento de (III).
Con esto estd listo para dar la demostracién del teorema crucial que le interesa.

2.211 Teorema.
* Una clase de continuaciones directas determinada por v es aquella en la cual :

i) se encuentran todas las cadenas determinadas por los tipos menores que
v, donde < no tiene predecesor inmediato; ademds no se necesita dar a conocer el

predecesor inmediato.

-

1)~ Si z, y son miembros de la clase de continuaciones directas y el tipo de =

es mayor que el de y, entonces y es un segmento de z.

Usando el Axioma Multiplicativo toda clase de cadenas contiene una clase de
continuaciones directas. Lo que Jourdain intenta hacer es evitar el uso del Axioma

Multiplicativo en su demostracién:

En efecto, el asegurar que si 7 es cualquier nimero ordinal de una cadena de M
tal que para toda & menor que v, § contiene una clase de continuaciones directas, lo con-
duce a un absurdo, ya que no se puede garantizar — sin usar el Axioma Multiplicativo-

que existe dicha clase; en especial, cuando + no tiene vn predecesor inmediato.

La iltima demostracién de Jourdain aparece en el Acta Mathematica revista
de la que Mittag Leffler era editor en jefe. Al ser un artfculo péstumo y debido al
importante papel de Jourdain dentro del medio matemdtico, Mittag Leffler se siente
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obligado a publicarlo aunque incluye una nota aclaratoria: para empezar muestra un
desacuerdo “por el punto de vista que Jourdain expresa en su artfeulo” (Jourdain,1921),
y ademds le advierte a la comunidad matemdtica que nunca mds se publicarén “artfculos
de la misma clase”. Desde luego, Mittag Leffler no es lo suficientemente explicito; es
probable que de nuevo, la relacidén que tuvo Jourdain con Mittag Leffler haya sido
dificil, hecho que puede justificarse al recordar que Cantor tuvo demasiados problemas
con este dltimo, y en cambio Jourdain siempre manifesté una gran admiracién por

Ca.ntof.

Este articulo estd dividido en quince secciones y es la justificacién matematica
detallada de las publicaciones discutidas anterioremente; de nuevo, hace énfasis en el
método de su demostracidén: una forma del principio de-induccién transfinita el cual

afirma que no depende del Axioma de Eleccién.(Jourdain,1921,240).

Las primeras dos secciones se dedican al andlisis histérico de los intentos por
demostrar el Teorema de! Buen Orden, as{ como a hacer algunas observaciones que
manifiestan su desacuerdo con el Axioma de Eleccién y con algunos matemdticos. Es
extrafto que Jourdain afirme que “Cantor explicitamente usé el Axioma de Eleccién
para demostrar el Teorema del Buen Orden”(Jourdain,1921,242), en una carta que le
envié a Hilbert en 1898 y a Dedekind en 1899; de nuevo insiste en criticar a Russell
por su teorfa limitada y termina afirmando que Zermelo no es un légico matemético.
Hace referencia a sus propias demostraciones fallidas del Teorema del Buen Orden y las
justifica al decir que como “muchos matem4ticos he usado inconcientemente el Axioma
de Eleccién” {Jourdain,1921,244). Por dltimo, hace referencia explicita al trabajo de
Hartog (Hartog,1915) cosa que en los art{culos analizados anteriormente no hace, siendo
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que su método estaba inspirado en el trabajo de él.

La exposicién de la demostracién es similar a la que di6 en (Jourdain,1918a),
las definiciones son las mismas, salvo el caso de las continuaciones directas 2,211, que

ahora llama K-clases.

Jourdain aclara que en el caso finito de bien ordenar un conjunto no necesita,

el Axioma de Eleccién, asi es que sélo resta probarlo para conjuntos infinitos.

La manera de atacar este problema es la siguiente: considera la clase que con-
tiene a todos los posibles 6rdenes de las M-cadenas de tipo «; desea demostrar que
si § es un nimero ordinal, y se considera que todas las M-cadenas de tipo « tal que
a < 6 entonces se garantiza la existencia de una M;cadina de tipo 6, lo cual es una

Aplicacién directa del LEMA DE ZORN.

Tal vez, esto sea un aspecto histérico muy importante; de hecho, en casi todas
las demostraciones que Jourdain escribié, usa de manera implicita el Lema de Zorn
que en aquella época ni siquiera se habfa demostrado que era equivalente al Axioma de
Eleccién. El trabajo de Jourdain en este artfculo tal vez le hubiese dado la oportunidad
de que la comunidad matemdtica reconociése un nuevo método para demostrar afir-
maciones en matemdéticas. Lo paradéjico de este hecho es que el Lema de Zorn surgié
entre los algebristas para evitar el uso del Teorema del Buen Orden. Es necesario

también notar que Jourdain nunca hizo explicito el Lema de Zorn aunque hay indicios

al considerar elementos méximos de ciertas M-cadenas (Jourdain,1921,251).

El resto del artfculo es s6lo una repeticién de las ideas descritas en el andlisis de
la primera demostracién; desde luego, al hacer publicado este articulo en una revista
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matemética, es mucho mis explicito. Cabe mencionar que en la definicién de lo que
es una K-cadena 2.211, Jourdain sélo considera el caso de ordinales a que no tienen
predecesor inmediato, precisamente (Jourdain,1919) habfa tratado de demostrar su

conjetura para ordinales sin predecesor inmediato, que es el que tiene problemas.

La dltima seccién del articulo puede corroborar la sospecha de que Jourdain
se acercé) mucho a la equivalencia del Lema de Zorn y el Axioma de Eleccién, dice
textualmente: “el método anterior es de algiin modo, andlogo a aquel por el cual todas
las pe;mutaciones posibles de un conjunto finito puede ser construido sisteméticamente

sin tener una eleccidn arbitraria”.

2.3 COMPARACION DE LAS DEMOSTRACIONES DE ZERMELO Y

JOURDAIN DEL TEOREMA DEL BUEN ORDEN

Esta seccién estd dedicada a comparar las demostraciones que estos dos ma-
tematicos hicieron de! Teorema del Buen Orden. La polémica se inicié (como se habia
notado en la seccién anterior) cuando Zermelo dd una demostracién del teorema en
1904; de hecho, no publica una versién completa de su demostracién, sino hasta 1908.
Lo dnico que hace es comunicirsela por carta a Hilbert y él a su vez publica en el

Mathematische Annalen una parte de esa misma.

Jourdain al contrario de Zermelo, publica demostraciones del Teorema a partir
de 1905. Se ha visto que el cardcter de Jourdain era un poco dificil; en especial, Zermelo
no es de su agrado. Desde que aparecié su artfculo (Jourdain,1905a), hacfa referencia
explicita a la rivalidad, que de aqui hasta su muerte, tendria con Zermelo.
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Es un hecho notable que ambos matemdticos en sus articulos critiquen las de-
mostraciones del otro, y que sean bastante explicitos (Jourdain,1905a}, (Zermelo,1908).
Desde la redaccién en los articulos se nota una clara diferencia; el estilo de Jourdain
se tiende més a un marco filoséfico, en cambio Zermelo predice el estilo de escribir

mateméticas como se hace actualmente.

“La demostracién que Jourdain (Jourdain,19052) opone a la m{a como una mis
sencilla se puede explicar de la siguiente manera: Si M es un conjunto arbitrario, témese
un elexﬁento cualquiera como primer elemento, luego otro y as{ sucesivamente; después
de un mimero finito o infinito de elementos escogidos témese un elemento arbitrario del
resto como el préximo elemento y continuése de esta manera hasta agotar el conjunto.”

[Zermelo 1904, | -

Mids adelante, Zermelo continda con una critica de este método como un ma-
temdtico actual lo haria: desmiente su originalidad, la compara con su propio método

y termina sefialando las afirmaciones sin demostracién que Jourdain hace.

En cambio Jourdain se limita a sefialarle que él habia pensado antes en la de-
mostracién del teorema y que, de hecho, tenfa resultados més completos. Con el tiempo,
Jourdain “aprendié” a ser un poco més explicito, el articulo péstumo (Jourdain,1921)

es un ejemplo excelente de esto tltimo. (Vednse en especial las dos primeras secciones).

La critica de Zermelo predice lo que a partir de 1905 Jourdain trata de hacer:
fundamentar mateméticamente su idea: “proceso de induccién matemética generali-
zada” (Jourdain,1919). De nuevo, el problema (como se vié en la seccién anterior ), es
que estos artfculos fueron publicados en revistas de filosofia, hecho no fortuito, pues él

era editor de una,
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ESTA TESIS NO DEBE
SALR DE LA BISLISTECA

Ahora bien, Jourdain acabé siendo muy explicito en el desacuerdo que tenfa

con la demostracién de Zermelo: el uso del Axioma de Eleccién. Como se hizo notar en

la dltima parte de la seccidén anterior, la idea de la demostracién de Jourdain éra usar

algo q:xe actualmente se llama el Lema de Zorn. Durante la serie de cuatro artfculos

revisados en la seccién anterior , es claro que el esfuerzo de Jourdain consistié en tratar

de explicar su “método” que al final llama, “una induccién que en general es transfinita”
(Jourdain,1921,240).

: Puede resumirse entonces cual es la diferencia primordial entre las demostracio-

nes de estos dos matematicos. Por un lado, una visién distinta de la 18gica matemidtica;

Por otro, el uso de dos principios equivalentes: el Lema de Zorn y el Axioma de Eleccién.

De cierta manera, no es fécil decidir cual es la verdadera distincién entre las demos-

traciones de Zermelo y Jourdain; persiguieron el mismo fin: aclarar lo que un gran

matemético (admirado por los dos), Cantor, habfa tratado de hacer.

De esta forma, Jourdain tal vez marque el final de una persona que adoraba la
historia, la filosoffa y las matemadticas; el concepto de ciencia para él estuvo marcado
por la tradicién de los cientificos del siglo pasado. Zermelo, acaso sea el inicio de la
forma moderna de hacer matemdticas. Si se hiciese un juicio final, Jourdain tuvo el

espiritu, mds cercano que Zermelo, al fundador de la Teor{a de los Conjuntos: Cantor.
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2.4 COMO CONCEBIA JOURDAIN LAS MATEMATICAS

Sin duda alguna, el lector habréd notado una caracteristica primordial amante
la exposicién de este trabajo: las matemdticas de Jourdain no estén excentas de una
vinculacién con la filosofia. Ademds, debemos de tomar en cuenta el lugar tan im-
portante que tuvo el estudio de los fundamentos de las matematicas a principios de
siglo.

Desde luego, él pertenecio a esta escuela de matemadticos interesados en aclarar -
tanto matemdtica como filoséficamente— las raices de las mateméticas Al mismo tiempo,
tuvo la lucidez suficiente para advertir que la historia-de las matemdticas era un objeto

-

de estudio primordial.

Hay un rasgo muy interesante en la concepcién de las matematicas de Jourdain:
su desconfianza por el Axioma de Eleccién. Algunos de sus matematicos favoritos fueron
Leibniz y Peano (Jourdain,1910,96); incluso hay comentarios evidentes de su posicién

frente a las mateméticas (Jourdain,1910,105), tales como:
“Las definiciones no son estrictamente hablando necesarias”.

“Una definicién no necesita una demostracién, es simplemente el efecto de nues-

tra voluntad de representar un grupo de sfmbolos por una tUnica expresién”.
“No necesitamos demostrar, por ejemplo, la existencia de lo que definimos”.

“Desde luego, es adecuado definir cosas que existen en la practica pero también
se pueden definir cosas que no existen”.

Estas frases de Jourdain, expresan explicitamente lo que pensaba acerca de
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las ‘Matemadticas’; ya que habfa formulado una distincién entre “Matematicas” como
el conjunto de verdades descubiertas y “matemadticas™ el conjunto de métodos usados

para descubrirlas.

Jourdain, como se menciondé anteriormente, mantuvo correspondencia con va-

rios de los matematicos importantes de su época.

De lo cual se puede concluir que: Jourdain siempre estuvo interesado por cono-
cer y difundir los trabajos de varios matemdticos; en especial de los alemanes dedicados
a la Teoria de Conjuntos. La caracteristica primordial de la mayorfa de sus articulos es
el de plantear un debate frente a las ideas matematicas de varios de sus colegas (Cantor,
Leibniz, Peano, Russell, Zermelo,etc.). No serfa avenfurado afirmar que Jourdain crefa

més en la légica de Brouwer (intuicionismo} que en el formalismo de Hilbert, debido

primordialmente al Axioma de Eleccién.

Es importante sefialar que Jourdain concebia a la légica matemética y a la
légica como entes distintos; mds atn, en su tiempo, la mayorfa de los matemdticos que
se dedicaban a la l6gica matematica eran o bien topélogos, 6 analistas, Jourdain acaso
haya sido uno de los primeros matemdticos cuyo interés era la légica matematica por sf
misma. En la mayor{a de los trabajos que escribié diferencié vehementemente las ideas

de Cantor, en especial los nimeros transfinitos.

Al final de su vida, Jourdain comenzé a cambiar su concepcién de las ma-
tem4ticas; su iltimo artfculo (Jourdain,1921) es una mezcla de un historiador de las
matematicas y un légico matematico que se olvida de sus ideas filoséficas para concen-
trarse solamente en la solucién de un problema matematico.
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No hay mucho més que decir, es importante sefialar que Jourdain pensé firme-
mente en una légica matemdtica que fundamentése los problemas matemdticos del siglo
XIX. Para él, esta disciplina era tan genuina como hacer andlisis o topologia} hecho

que es bastante sorprendente.

Un comentario adicional: si el lector estd interesado en conocer los escritos origi-
nales de Jourdain, puede consultar la bibliografia completa publicada en (Mathesis, Vol

I,No.2,150-171).
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CONCLUSIONES

Es asf como se presenta en esta tesis un trabajo poco frecuente en las ma-
temdticas, un andlisis histérico de algunas demostraciones fallidas. De esta forma, se
obtiene una visién mds real del trabajo de los matemdticos. Es cierto que han exis-
tido grandes personajes en las matemadticas, los cuales han obtenido muchos resultados
fundamentales, pero también es cierto que en la mayorfa de los casos, estos r\esultados
ocultan detrds de si, el trabajo de cientos de matemdticos que consumen sus vidas bus-
cando por el lugar equivocado; dando asf, a la comunidad matemdtica, la demostracién

de que ese camino no era el indicado y se pierden en la historia de las matemdticas,

como en gran medida, es el caso de Jourdain.

Ain mds, pensaba que la teoria de los mimeros transfinitos era muy importante
para el desarrollo de las matemdticas, lo cual fundamenta en {Jourdain,1910, 95).
Dentro de la teoria de mimeros transfinitos, el problema que consideré mds importante

y que después le obsesiond fué el Teorema del Buen Orden.

Jourdain no es un personaje muy conocido en el mundo matemdtico actual-
mente, pero es importante reconocerlo por su empefio y por su visién distinta de las
matematicas. Es un digno representante de aquellos matemadticos a quienes la historia

no hace miticos, como sucede con la mayoria.

Los resultados obtenidos en este trabajo, presentan un panorama general de las
demostraciones que Jourdain hizo acerca del Teorema del Buen Orden, y su relacién
con las Matematicas. La evaluacién de la influencia que tuvo en las mismas, sobrepasa
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los propésitos de este trabajo.

Acaso haya un indicio de tal influencia: Jourdain fué editor de varias revistas
que publicaban articulos sobre los Fundamentos de las Matematicas; as{ mismo,.tradujo

los trabajos de Cantor al inglés.

Asf como la historia de Jourdain, existen un sin fin de historias por analizar en
el mundo de las matemdticas en todas las épocas. Serfa importante que este tipo de
trabajos se realizaran con més frecuencia, pues pueden propiciar grandes contribuciones

a las mateméticas modernas.
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