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1- INTRODUCCION

Tras una etapa en la que el mercado de las computadoras se
orientaba hacia la produccién de grandes mAquinas con memorias
centrales de gran capacidad y un complejo sistema de periféricos,
razones tecnolégicas y econdmicas han desarrollado el mercado de
las mini y micro computadoras, las que por su precio y versatili-
dad resulian atractivas y asequibles a pequefios despachos de
célciulo @ incluso a particulares. .

La tendencia que en la actualidad se manifiesta es hacia el
uso cada vez mis '_gensrali,zado de las llamadas computadoras
personales (P.C.), con las cuales se puede evitar la dependencia
respecto a centros de cémputo dénde se ofrecen los servicios de
las grandes computadoras.

El analisis de estructuras empleando el método de los
elementos finitos, no resulta viable si no se cuenta con la posi-
bilidad de acceso a computadoras de capacidad razonable y a
programas que realicen este tipo de analisis, los cuales,general-
mente, requieren de ser conocidos ampliamente para su correcta
aplicacién, Algunas personas con poca experiencia en el uso
del método de los elementos finitos, utilizan como "cajas negras”
los programas preparados por otros autores, situacién que resulta
a todas luces peligrosa al faltar la experiencia y bases teéricas
on las etapas de modelaclién estructural e interpretacién de resul-
tados. Emplear de esta manera los programas de elementos finitos
no es aconsejable en ningun caso; siendo preferible que el inge-
niero posea un conocimiento exacto de lo que hace el programa Yy
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de los algoritmos que ewplea, asi como una experiencia que le
permita deteciar errores de bullo, de los que pueden no estar
exentos ni aun los programas de mayor difusién y uso.

La situacién descrita se puede mejorar mediante la implemen-—
taclidn de programas (softwared de alcance modesto, y mediante la
difusién ~que ya se ests dando- del uso del método de los elemen—
tos finitos en las facultades y escuelas superiores de ingenierfa.

Entre los objetivos fundamentales que se pretenden alcanzar
con este trabajo, ests el de demostrar el alcance que pueden
Lener en la actualidad las computadoras personales para resolver
problemas de ingenieria esiructural, mediante el usoc del mélodo
de los elementos finitos, y su difusién como herramienia de apoyo
en la enseffanza del anilisis estructural,

Asi pues, en el capitulo 2 se presenta la fundamentacidén
tedrica del método de los elementos finitos y se indican los
pasos a seguir en la aplicacién de dicho método a la solucién
de problemas de equilibrioc estatico, cuyas ecuaciones estan
planteadas en el apéndice %,

Las funciones de interpolacidn se discuten en el capftulo 3 ;
algunos conceplos de transformacién de coordenadas, integracién
numérica y coordenadas naturales necesarios para la derivacién de
las matrices de rigideces, se tratan en los apéndices 3, 4 y B
respeclivamente. -

Con base en alguna de las formulaciones presentadas en o)
capitule 2, en el capituloc 4 se derivan las matrices de
rigideces de algunos elementos finitos de utilidad en el anilisis
estructural: barra, viga, elemeonto planc y elemento placa.

La ‘descripcién del programa de cémputo “PANES", (software
desarrollado en weste trabajod, se hace en @l capitulo 8 . Se
incluyen algunos ejemplos de aplicacién resueltos con @l uso de
este programa, Los resultados obtenidos se pueden comparar con
los de la referencia citada en cada caso.

" Finalmente en el capitulo 6 se presentan .\ast conclustones,



2-EL METODO DEL ELEMENTO FINITO

Desde un punto de vista matemitico, el concepto fundamental
del Nétode de los Elementos Finitos C(M.E.F,) consiste en que
cualquier funcién continua, definida en un dominio especifico,
puede aproximarse mediante una sucesién de funciones definidas en
una serie de subdominios, en los cuales estas funciones son

continuas y se interconectan entre s{ para aproximar la funcién
dada Cfrig 2.1.).
N

Y= . APROXIMACION

e

fix)

. X X Xz PO . xn x
) SUBDOMINIO
A powibE TR FORCION
g,z 0.3, - Aproximacidn de una funeidn continua a travde de
upa serie de funciones lineales conectadas



Desde un punto de vista ingenieril, la esencia del M.E.F.
radica en que para resolver un sistema que representa una estruc-—
tura real sujeta a ciertas condicicnes fisicas, se puede utilizar
un modelo aproximado compuesio de una serie de subdivisiones
llamadas “elementos”, {nterconectadas en puntos conocidos con el
nombre de "nodos" (fig 2.2.). La solucién del problema se aproxi-
ma en cada elemento con base en relaciones prestablecidas que
son funcién del tipo de elemento usado y del nGmerco de nodos en
cada uno de ellos. Relaciones de este tipo, unidas a principios
basicos que fundamentalmente expresan el equilibrio de una forma
integral, nos permiten definir el comportamiento de un elemento
de la misma manera que se caracteriza el comportamiento de un
elemento de una malla en sistemas discretos convencicnales Ces-
tructuras de barras, redes de tuberfas, circuitos eléctricos,
etc.>. Una vez definido el comportamiento de un elemento, el
establecimiento de relaciones de tipo matricial, vilidas para un
conjunto de elementos interconectados, se lleva a cabo mediante
uha operacién de suma ordenada o “ensamble’ de las contribuciones
de cada elemento, en la cual no se diferencia el M E.F. de otros
procedimientos de analisis matricial de sistemas discretos. Asi,
conocidas la geometria, las propiledades elasticas de los elemen-
tos y el sistema de cargas, podemos posteriormente conocer los
esfuerzos y deformaciones de la estructura en su conjunto,

No. DE ELEMENTOS
FINITOS=33
’

No. DE PUNTOS NO
DALES = 23

X
Hg. 2.2.~ Kistema de cuerpo deformable sujete a cargas ¥
restricciones, diecretizado con elementos finitos.

En otras ‘palabras, se puede decir que el M.E.F, es una técni-~
ca numérica para obtener una aproximacién a la solucién de un
. problema que requiere de la integracién de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales con ciertas condiciones de frontera y/o inicia-
les, que definen completamente el problema y de ahf{ su solucién,
En el mis sencillo de los casos, la ecuaciédn diferelncial es
ordinaria y lineal, pero puede contener derivadas de orden arbi-
trario y condiciones de frontera que {nvolucren combinaciones
arbitrarias de la funcidn buscada y sus derivadas,
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Es importante recordar que la solucidn de las ecuaciones del
modelo pueden ser exactas, pero el modelo en si es una aproxima-
clén discreta del sistema fisico,y la solucién de dicho modelo se
aproxima a la solucién del sistema real.

La solucién del problema se obtiene en los puntos nodales, lo
que no impide que ésta se pueda encontrar en cualquler otro
punto; basta con relacionar el comportamiento en el interior de
cada elemento con el comportamiento de los nodox que integran el
elemento, en realidad esta operaciédn es previa a la formulacidn y
bAsica para el desarrollio del método.

A continuacién se describen de manera general los pasos a
seguir en la aplicacién del M E.F.:

1), -Discretizacién del medio continuo.

El dominic de las variables de las ecuaciones diferenciales
se subdivide en un numero finito de elementos. Esta subdivi-
sién se lleva a cabo mediante el uso de formas convenientes
Clineas, triangulos, cuadrilaiteros, tetraedros, hexaedros,
etc.D) y con un cierto juicio ingenieril que depende de 1la
solucidn que se espere obtener y del tipo de elemento dispo-
nible; asf{ por ejemplo, en regiones donde la variacién de
ssfuerzos o deformaciones sea mayor, serd preciso disponer
de un ndmerc de elementos suficlentemente elevado, o bien, de
elementos de orden superior que permitan la caracterizacién
correcta de esta variacidén Cfig.3.1.).

2). ~Eleccién o derivacién de las funciones de aproximacién.
Mediante la combinacién lineal de funciocnes de aproxi macién

Cconocidas) Ceap. 3 ), seleccionadas adecuadamente, y de los
valores de las variables (desconocidos), y en algunos casos
de sus derivadas, ecpecificados en los puntos nodales selec-

cionados, se define una aproximacién para el comportamiento
de la variable en estudio. . - .

3). -Calculo de las matrices caracteristicas de cada elemento.

. En el andlisis estructural, con ayuda de las relaciones
esfuerzo-deformacién y- deplazamiento-deformacién en cada
elemento Cap.1.), se define la matriz de rigideces del
slemento. La oblencién, de estas matrices elementales suele
hacerse mediante el uso de los mélodos variacionales o de
los residuos pesados Ccap. 4 ), con los que las ecuaciones
diferenciales que definen w®l problema, se transforman en
ecuaciones. del elemento, que gobiernan en forma aislada
a todos los elementos finitos.

43, -Suma ordenada o ‘ensamble’. .
Este procesc nos proporclona la “Matriz de Rigideces Global’,
con la cual se conforma un sistema global de ecuaciones

algebraicas Cen un problema de valores iniciales), o de
ecuaciones diferenciales Cen un problema de valores en la
frontera e iniciales), con sus proplas condiciones de fron-

Ltera o condiciones iniciales.

63, ~Solucién del sistema de ecuaciones,
Mediante la solucién del sistema de ecuaciones simultaneas
considerandeo las correspondientes condiclones de frontera,
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se obtienen los valores de la variable en estudlio; desplaza-
miento, temperatura, presién, etc. En general, los sistemas
que se obtienen constan de un nameroc elevado de ecuaclones,
sin embargo, suelen ser simétricos y en banda, lo que permite
una reduccién del almacenamiento necesario y la adopcién de
métodos eficaces de solucidn.

8). -CAlculo de las variables asocladas a la solucién.
Las funciones de aproximacién desarrolladas para cada elemen-—
to permiten extender la solucién a cualquier punto de su
interior. Por otra parie, en ocasiones son necesarias clertas
magnitudes derivadas de la solucién fundamental. As{ por
ejemplo, en la mecanica de sélidos suele ser comGn utilizar
los desplazamientos como incégnitas primarias, para a partir
de ellos derivar deformaciones y eventualmente esfuerzos, a
partir de las relaciones que ofrece la cinemitica de 1la
deformacién y las ecuaciones constitutivas del medio CAp.1.3>,

2.1.~- Tipos de formulacidn en un problema de ingenierfa

La formulaciétn matemitica de problemas de . ingenieria
generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes; la
primera considera el comportamiento de un Aarea o vol umen
infinitesimal del sistema, y las ecuaclones correspondientes se
formulan en forma diferencial, y como el 4rea o volumen conside-—
rado es representativo de toda .la regién, las mismas ecuaciones
son vAlldas para todo el dominio de esa regién. Un ejemplo de
este tipo de formulacldn es la denominada de "Residuos ‘Pesados™.

En la segunda alternativa se postula un principioc que englobe
la regién entera o dominio dado; y consecuentemente, es una formu-—
lacién’ en forma integral y la solucién es generalmente dada por
valores extremos de dicha integral. Esta formulacién es conocida
como “Formulacion Variacional®”.

Estas formulaciones han dado origen a la creacién de clertos
métodos aproximados para la soluclén de las ecuaciones de equili-—
brio CAp.1. ), 1las cuales se pueden escribir en forma matricial,
como se indica a continuacién

(£)ICE>Y =L fD on 1] 2.1.>

£ 1 es la matriz de operadores diferenciales. .

€ > es el vector cuyas componentes ¢i son las funciones
incégnitas del problema.

€ f > es el vector de funclones conocidas.

2} es el dominic de la variable,

Se puede llegar a la soclucidn buscada ¥, aproximandola
mediante 1a aplicacién de funciones de prueba &, como sigue '

-~ m
=N & cz.2.>



donde Ni son las m funciones de aproximacién, conocidas también
como funciones de inlerpolacién Ccap. 3 ), linealmente
indepandientes, seleccionadas para satisfacer las
condiciones de frontera del elemento.
¢ =on los valores nodales desconocidos de la variable de
campo © sus derivadas.

Los valores nodales desconocidos @i se pueden determinar ya
sea con alguno de los métodos de los residuos pesados, conocldos
también como “métodos del error', dentro de los cuales se encuen—
tran el de Galerkin, el de M{nimos Cuadrados y el de Subdominios
entre otros, o bien con alguno de los métodos variacionales, como
pueden ser ®l de Rayleigh Ritz, el de Diferencias Finitas, el de
Kantorovich o el de Trefftz.

2.1.1. - FORMULACION DE LOS RESIDUOS PESADOS

Esta formulacién parte de una manipulacién directa sobre la
ecuacién diferencial que goblerna la fisica del sistema de
interés Cec. 2.1.), la cual se puede escribir escalarmente por
facilidad y para fines de ilustracién como sigue

£-f=0 en 0N 2.3,
Si sustituimos el valor aproximado de c8 Cec. 2. 2.0, en la

ec. 2.3., tendremos un error o residuc "e'", dado por .
o= -~ f 2. 4.

Los coeficientes ¢i de la solucibdén aproximada Cec. 2.2.0, se
calculan de tal manera que, el error dado por la ec. 4. sea
minimo o pequefio en algan contexto.

El error se puede evaluar en puntos discretos Cneodosd), e
igualar la solucién a cero para minimizar el error, esto es

Ined0=0 2.8.0

Una mejor solucién serla la de distribuir e sobre una regién
de acuerdo a alguna funcién de peso W de las coordenadas nodales
antes de la integracién, es decir, la funcién de los residuocs
® es pesada con la funcién de peso W al hacer < W, e > ., Este
producto escalar de funciones representa la proyeccién del error
sobre la funcién de peso, proyeccién que debe cumplir con

CW,e>=J W-edn=WCg~-f>=0 €2.6.>"

Integral que representa un promedin pesado del error repartido
en el intervalo considerado.

La evaluaclién de esta integral de residuos pesados, para
operadores lineales (que es el casc de la teoria de elasticidad
lineald, conduce a un sistema de ecuaciocnes algebraicas lineales,
cuya solucién proporciona los valores neodales desconocidos.
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Método de GALERKIN

El método de Galerkin consiste en hacer el error e, ortogo-
nal a las funciones de aproximacién en el dominio de la estruc-
Ltura, es decir Wi=Ni ; las funciones de peso seran las funciones
de aproximacién, come se indica a continuacién

In NA + @edd = O €2.7.>

Este eos el método que generalmente da la mejor aproximaciédn y el
que recibe mayor uso.

MéLodo de Colocacidn »

La funcién de impulso & X-Xi) es la selecciocnada como funcién
de peso. Esta seleccién equivale a hacer que @) residuo sea nulo
en algunos puntos especificos Xi, tantos como coeficientes inde-
terminados haya en la solucién aproximada.

In 5CX-X1) - o d) = O , 2.8,

Método de Subdominios

Se selecciona una funcidén de'peso unitaria W =1 sobre una
regién especifica. Esto equivale a que la integral del residuc sea
nula sobre el intervalo de la regién. El nGmero de intervalos de
integracién es igual al nimero de coeficientes indeterminados en
la solucién aproximada.

j‘nv cedn =0 c2.8.>

Método de Minimos Cuadrados

Este método utiliza el residuoc como funcién de peso obtenién-—
dose un nUeVe error como :

£r=_[n-- e dn = 0 €2.10.2

Este error se minimiza con respecto a los coeficientes desco-
nocidos en la soluciédn aproximada.

Como se observa, todos estos métodos invelucran una integral
de residuos pesados, cuya evaluacién da origen a un sistema de .,
ecuaciones en el que las incégnitas son los valores de 1la
variable de campo en los puntos nodales,
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" 2.1.2.- FORMULACION VARIACIONAL .

El problema clasico del cilculo de variaclones consiste en

encontrar los valores estacionarios de un "funcional®, el cual es
una funcidn de funciones, y se representa como una integral defl-
nida cuye valor numérico depende de la funcién integrada. Para

encontrar los valores estacionarios de dicha integral es necesario
encontrar la funcidn que sustituida en el integrando correspondien—
te conduzca a un valor extremo, es decir, a un minimo o un maximo,

A continuacién se presentan algunos conceptos relacionados
con - el caleculoc de variaciones que serviran para describir la
formulaci®n variacional del M.E.F.

Sea Il el funcional definido por
ne= j‘n FCx,y,y*d dx c2.11.)

gt = 9300

donde y = YOO H e

cz2.12.0

Cada funcién FCx,y,y') que sea sustituida en esta ecuacidn condu—
ce a un valor numérico diferente de Il ; aquella funcién FCx,y,y'>
que resultie en un valor minimo o maximo, hace que el funcicnal 1l
Ltenga un valor estacionario. Cabe aqui pensar en el paralelismo
que existe entre el concepto de encontrar los valores estaciona-
rios de un funcional y de una funcién algebraica. Cuando se busca
el minimo o mAximo de una funcién definida come Y = f(x), clertas
condiciones deben ser satisfechas, como lo son que la funcidn sea
continua en el rango de interés, que sea derivable dos veces en
dicho rango y que ademis, 1la primera derivada de la funcién on
respecto a la variable sea cero, esto es *

s o 9y
y G- =0 €2.13.)

De esta manera se obltiene un valor de la variable independiente
para ol cual la funcién fx) es estacionaria., As{, cuando se
extremiza una funcién se encuentra un wvalor de la variable
independiente, mis cuando se extremiza un funcional- se encuentra
una funciédn., La condicién suficiente y necesaria para extremizar
dicho funcional consiste en que su primera variacié4n sea cero, eos
decir

&N =6 In FCx,Y,¥'D dx = O c2.14.>

donde & es el operador variaciénal. Esta condicién es aniloga a
la condicién de la ec. 2.13, y equivalente a cumplir con la condi-
cién de estacionaridad de una integral mediante

6.1 =0 (2.18.>

Cabe recordar dque encontrar el valor estacionario de una
integral es similar a encontrar los valores maximos o minimos de

una funcién en el calculo diferencial, excepto que al minimizar
una funcién se obtiene un valor de la variable independiente que
nos da un minimo en la funcién, mientras que al minimizar un

funcional se obtiene una funcién que al integrarse hace el valor
de dicha integral minimo.
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Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a discreti-
zar la integral mediante la sigulente ecuacién

ns= J'i‘:(x.y.y')dx = mgx.y.y'bdx +m5x,y.y'>dx + ... +j§gx.y.y'> dx
€2.18.)
© blen
Maf +Nz +Ma+ . . ., +10n €2.17.>

El concepto de discretizar la integral de la ec. 2.1%. puede
tener una interpretacién fisica al dividir el dominio de 1la
funcién en una serie de subdominios Celementosd, a los cuales se
asigna cada una de la integrales. La ventaja es que ahora es
posible usar alguna aproximacién polinomial Clineal, parabédlica,
etc.) para la funcién Y(x) en cada integral, es decir, en cada
elemenilo. Esto permite que el valor de cada funcién integral sea
una funcién de los coeficientes utilizados en el polinomic de
dicho elemento. Asi, la integral total 11 es también una funcién
de los coeficientes polinomiales usados en cada uno de los ele-
mentos ¥ la condicién de la ec. 2.14. se satisface de la siguliente
manera.

o o cz2.18.>
>

donde las ¢i'e son el Jjuego completo de coeficientes polinomiales
usados en cada elemento.

Al sustituir_la funcién y(>O por una aproximacién polinomial

YOO 2 ax + ¢g2x” + .. @l problema se reduce a encontrar los
coeficientes de.los polinomios usados en la aproximacién. La
solucién directa de la ec. 2.11. sujeta a las condicliones de la

ec., 2.12. puede ser bastante complicada, sin embargo, el problema
se puede formular mediante la ec. 2.18., en donde al sustitulr la
aproximacién pollnomla.l el problema se puede resclver algebraica-—
mente.

Método de RAYLEIGH-RITZ.

De todos los métodos variaclonales C(diferencias finitas,
Kantorovich, Trefftz, etc.) el que actualmente tiene mayor aplica-
cién en la solucién de problemas igenleriles, es el método de
Rayleigh-Ritz. Este método consiste en asumir la forma de la
solucién desconocida en términos de funciones conocidas llamadas
"funciones de prueba” Cec. 2.2.)0, el procedimiento es sustitulr
directamente estas funcidénes de prueba en el funcional y
diferenciarlo con respecto a cada uno de los parametros que
intervienen ¢ ¢i O y se aplica la condieién de extremo 1gualando
la ecuacidn a cero como se indica a continuacién,

aMcEd
[Z ]

Si hay n parametros desconocidos, habrd n ecuaciones simulta-—
neas por resolver. Esto significa que la solucién aproximada es
extraida de la familia de funcidnes de prueba asumidas, El

= 0 , (i=t,2...m 2.10.>
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proecedimiente no hace mas que darnos la mejor solucién de la
familia de socluciones asumidas, por 1o que claramente Se vé que la
precisién de la aproximacién dependeri de la eleccidén de dichas
funciones.

En resumen, el procedimiento para encontrar las matrices de
ripgideces por medio del método variacional, consiste en estable-
cer un funcional y encontrar sus valores extremos.

En la mecanica estructural, el wejemplo clasico de un
funcional es el de la Energfa Potencial de cuerpos elisticos, la
que se define como la energfa interna de deformacidn almacenada
en el cuerpo deformado, menos el trabajo realizado por las cargas
Que actuan en él a lo largo de los desplazamientos de los puntos
de aplicacidn de dichas cargas. Esto se puede expresar como sigue

n=u-% €2.20.2

en donde J1 = Energfia potencial
Y% = Energla de deformacidén interna
% = Trabajo de las cargas aplicadas

Dentro del contexto del cilculo de variaciones, a esta
ecuacién es a la que se tendria que ehcontrar su valor extremo,
sin embargo, también se le puede encontrar un sentido fisico si se
recuerda el principio de la Energfa Potencial Minima: "De (lodas
las postbles configuraciones que la estructura pueda adoptar,
agquella que copduzca a un valor m{nimo a la energla potencial nos
da la configuractdn de eguilibrio™.

En el apéndice 2 se presenta una formulacién variacional con
base en la Energia Potencial Minima.
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3- FUNCIONES DE INTERPOLACION

En la literatura de elementus finitos, las funclones usadas
para represenar el comportamiento de una variable de campo dentro
de un elemento son llamadas funciones de interpolacidén, funciones
de forma, o funciones de aproximacién. Aun cuando muchos tipos de
funciones pueden servir como funciones de interpolacidén, solo las
polinomiales han recibido un uso generalizado, y la razdén es fQue
estas funcicones pueden ser integradas o diferenciadas sin mucho
problema.

La seleccitn de las funciones de interpolacién juega un papel
muy importante para la correcta aplicacidn del M.E.F. ya que estas
deben cumplir con clertos requisitos para gque se logre la conver-
gencla de la solucién aproximada a la solucidn exacta de 1la
ecuacién diferencial en cuestién.

3.1.~ Requisitos de convergencia

i> Continuidad .— Es necesario escoger funciones continuas
como modelos de interpolacién Ccontinulidad dentro del elementod.
Ademds, 1la variable de campo y sus derivadas parciales hasta de
un orden mehor que la derivada de mayor orden que aparezca en el
funcional deben ser continuas en las fronteras o interfaces de
los elementos Ccontinuidad entre elementos).

[ Completez .- Todos los estados uniformes de la variable
de campo y sus derilvadas parciales hasta la de mayor orden que
aparezca en el funcional, deben tener representacién en 1la

interpolacién  polinomial cuando, en el limite, el tamafio del
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slemento se reduce a cerp. En el caso de mecAnica estructural
esto se refiere a que el modelo de desplazamientos asumido debe
permitir un campo de desplazamientos constante Ccuerpo r{gidod y
un estado de deformacién constapte. Un polinomio es completo
hasta el grado n cuando contiene a todos los térmlnos que repre-
sentan a los polinomlos de grados menores incluyendo el de grado n

La dinterpolacién en elementos finitos se caracteriza por la
forma del elemento y por el orden de aproximacién. En general, la
seleccién de un elemento finlito dopende de:

a) la geometria del dominio global
b) el grado de aproximacién deseado
©d la facilidad de integracién sobre el dominio del elemento.

En lo referente al inciso ad), podemos decir que el dominio
global donde se desea resolver el problema puede ser unidimensio-
nal, bidimensional o© tridimensional Cfig.3.1.), aunque en el
presente trabajo sélo trataremos con los dos primeros.

[ r———gy————
a) »
<)
d)
>
) o [})

fig. = 8. Ejemptoa de Etementos Finitoa, a Unidimenaional
Llineal, 1 %) Unidimenional cuadrdiico, - =) Bidimensio~
nales  lineales, o Bidimensionales cuadrdlicos, )

Tridimensional lineal, f» ¥ridimenaional cuadrdtico.

Como ejemplos tipicos de elementos unidimensionales en el
analisis estructural se tienen el elemento barra y sl elemento
viga, los cuales constituyen a las armaduras y a Jlos marcos
respectivamente, estructuras que a su vez pusden ser planas o
espaciales, Como ejemplos de elementos bidimensionales podemos
mencionar a los llamados elementos planos Ciriangulares o
cuadrilaterosd que tienen una aplicaciédn en la representaciédn de
los estados planos de esfuerzos y/o deformaciones Ccap 4.3); otro
ejemplo de elemento bidimensional es el elemento placa.
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En una dimensién, un polinomio general completo se puede
escribir como:
S
Prlx) = L ai x €3.1.1.0
izo

donde los oi son los coeficientes indeterminades y el ntmero de
términos en el polinomio se calcula con Tn=n+l. Se observa que
para n=l  tendremos variacién lineal, para n=2 una variacién
cuadritica y asi sucesivamente.

En dos dimensiones, un polinomic completo de enésimo orden se
puede escribir como:;
2
™
PnCx,y> = § ak x
L £X3

byt i+4Sn €3.1.2.

donde el nGmero de términos en el polinomio es : Th = i0t42(nt2)

Una forma conveniente para ilustrar los términos de un polino-
mio bidimensional es con el triingulo de Pascal (fig.3.1.), donde
se puede apreclar que la suma de los exponentes de cada término en
este arreglo triangular, es el correspondiente numero en el bien
conocido triasngulo de Pascal de coeficienles binomiales.

| nombre o e tarminok
1 - '
]l oy tinsal 2
2 ) B cundedtico .
3 T vl 0
° Yy x Cy ‘_______ cublso
W 2y -li"z o 4% groso 1)
Sy N .!l & I e L
s ¥y o R » W 8% grodo 28
RO L ) RS I S L 6
tig.». 2. Arreglo de  tdrminos de un polinomo completo on dos
dimensiones

Por lo que respecta al inciso b) podemos decir que las
funciones de interpolacién son polinomlos de varios grados Caun-
que también se pueden utilizar productos de polinomios con
funciones exponenciales o trigonométricasd, Si se utilizan poli-
nomios 1lineales, unicamente se requieren 1los puntos nodales de
las esquinas de los elementos finitos (fig.3.1.ac.e.d; mientras
que si se desean polinomios cuadraticos, se deben adicionar puntos
nodales en las fronteras de los elementos (fig.3.1.b,d.f.D>. Desde
luego que se pueden utilizar aproximaciones con polinomlos de
orden superior, pero se requiere adicionar puntos neodales,
Ademis, a menudo se pueden emplear suficlientes elementos de bajo
orden para lograr el mismo grado de precisiétn en los resultados
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finales. Los elementos de alto orden son especialmente usados en
aquellos casos en donde se espera que la variable de campo cambie
répidamente, o bien, en problemas que involucran fronteras curvas
los cuales no se pueden resolver satisfactoriamente con el uso de
elementos con lados rectos. Para esto dliimo se ha desarrollado la
llamada familia de elementos Yisoparamdtricos”, cuyo principlo
bisico es usar la misma funcién de interpolacién para definir
- la geometria del elemento que para la variable de campo dentro del
elemento, Para derivar las ecuaciones de elementos isoparamétricos

os nacesaric primero introducir un sistema de coordenadas
naturales y representar la geomeiria en términos de funciones de
forma no lineales Cap. 4. O, artificio que puede ser

considerado como un procedimiento de mapeo mediante el cual se
transforma una forma regular como puede ser un trianguleo o
rectingulo de lados rectos en un sistema coordenado local CZ,m
a una forma distorsionada en un sistema de coordenadas cartesianas
global Cx,y>, €£fig.3.3.)>, Cap. 3.).

~

-

(BRI ! 3

[ PSR ,-n

)

fig.». 3. & Coordenadas globales. b} Coordenadas localee.

A continuacitn se derivan las funciones de interpolacién de
los diferentes elementos finitos que se presentaran ‘en el
siguiente capitulo.
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3.2.- Elemento Finito Tipo BARRA de dos nodos Clineald

0 R
e b gD = attaax
[
' ; N
i F] x
t L +
tig.®, 2.4, Etemento tipo barra con aproximacidn mediante un
polinomie lineal
Con la funcién 30 = oi + ajf expresada en funcidn de los

valores de la variable de campo a en los puntos nodales 1 y J.
podemos plantear un sistema de dos ecs. con dos incégnitas de la
siguiente manera:

$ Cxexid = @i = ai + ajxi

$ Cx=xid = @) = al + ajxi €3.2.3.3

acomodando matricialmente
[ 1 xi ai
= ¢3.2.2.2
(] 1 % aj
resolviendo el sistema se llega a

#i xj = o) xi
. —— T

oL
L
. €3.2.3.0
¢~ ¢4
[ R
L
sustituyende ou y oz en la ec. 3.2.%. se_'obtiem_a
L xi - @) i - ¢ - i
0 = + - €3.2.4.)

L L
Factorizando a ¢i y ¢j )
*®j x x xi
o0 =i — - | i | — - —
L L L L
: €3.2.8.5
agrupando térmlnos

xj - x x = Xt
o[22 (22
L L ¢3.2.8.>
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o blen
¢ = (N ) i + (N ) @
donde
xXj - x X = Xt
Nt = : N =
L. L

son las funciones de interpolacién del elemente barra,
cuales se cumple lo siguiente

Nilx=xi> = 1 : Nilx=xjd> = O
N x=xj> = O . Nfx=x> =

graficamente se tiene

4__ ——t
1 ?

(a)
¢

t
U &'z)w Nyt + Mata

sy’ ¢

] 1

'
——
2 L

1)
-
TM .}”/’l
p - “-ix
}J— L] n "t *—-‘1 B

fe)

Hg.s. 2.2, Representacidn de la variable de campa
slemento unidimensional. a Elemento
lineat, bivariacldn do [ soLre ol

©) Funciones de inlerpolacidn lineal para .

uridime

€3.2.7.2

(3.2.8.)

para las

€3.2.9.0

ety

alar
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3.3. - Elemento Finito Tipo VIGA de dos nodos Clineald

ut ]1(9' 22 \ LZ

+ L

Lo

fig. ®. 2.4, FElemento Finite tipo viga con aproximacidn tineal
Si suponemos dos grados de libertad por nodo (desplazamiento y
girod), podemos escribir la funcién de campo como:

U = NtUs + N2 B4 + Na Uz + Na B2 €3.3.1.0
donde las Ni Ci=s,2,3,8), son las funciones de interpolacién
requeridas para lograr la aproximacién que en este caso se puede
representar mediante el siguiente polinomio

Ni = At + A2X.+ Asx?+ Aax® €3.3.2.2
Planteando la ec. anterior para i =1

Ni = At + Az X + A X* + Ae X" €3.3.3.)

Las condiciones de frontera son

Ns =1 para X =0
an Nu =0 para X =L €3.3.4.5
HBN‘EO para X =0
H=N=0 para X =L

donde se puede plantear un sistema de 4 % 4 de la siguiente
manera .

A+ Az COD + A COO? + Ac COD® =1
Az COD + 2As COD + 3Ae CO) = O
°

€3.3.8.0
A+ Az (LY + Az CLD® + Al CLD® =
Az (LD + 2As + 38 O =0
de 1a 1* y a‘ ec, del sistema, se deducen respectivamente
A =1 y Az = O €3.3.6.2

y al sustitulr estos valores en las otras dos ecs. del sistema y
haciendo las operaciones se cbtienen



hew - 3 . he = B €3.3.7.)
L* L

ahora si sustitulmos los valores de estos cuatro coeficientes en
la ec, 3.3.3.

nos queda

2 ]
Ny =1 ~ X, B

F > ¢3.3.8.)
L L

Realizando un procedimiento similar para Nz, N2 y Ne se llega a:

2 »
Na = X - = + ..).S_.—
L L
2 »
Ne = 32X 2X €3.3.0.5
Lt L*
Ne = - x! x.
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3.4.- Elemento Finito Triangular Plano Clineald

y m
vi
. -
! = U
]
: "
X
fig.n. 8. 8. £lemento Finito Triangular plano lineal con dos

grados de tibertad por nodo

En este caso se consideran los nudos {,j,k, del triingulo con
dos grados de libertad por nudo u, v, Cdesplazamientos en X y Y2,
para el cual se puede emplear la sigulente ecuacién de campo.

U= Ni Ui + Nj Uj + Nk U €3.4.1.)
La aproximacién polinémica mis sencilla es:
. U= UCX,Y) = ou + czX + asY €3.4.2.0
que aplicada a los Lres puntos nodales se escribe como
UCX=Xi, Y=Yi) = th = au + azXi +'a: Yi
€3.4.3.D

UCX=Xj,¥=¥)D = Uj = cu + a2Xj + cn ¥j
UCK=Xk,¥=YKkD = Ux = ou + caXk + o» Yk

Y que en forma matricial representa un sistema de ecuaciones

ui A b {3 Yi o
Uj = 1 Xj Yi oz C3.4.4.0
Uk 1 Xk Yx o

sistema que al ser resuelto nos proporcicona
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at = e Coai B+ aj Uj + ak U D
ZA

a:=-%;—( bi Ui + bj Uj + bk Uk > €3.4.8.5

[}
m=—’-‘——c cit Ul + cjuj+ ck Uk D

donde
1 AL Yi
A= ]2 X Yj €3.4.8.>
1 Xk b4

os el Area del trisngulo ijk

at = Xj¥k ~ XxYj H bi = ¥j - Yx ; ot = Xk ~ A}
aj = XkYi — Ri¥k H bj = Yk - Yi i e = Xi- Xk
ak = Xi¥j - XjYi ; bk = Yi - Yj s ek = Xj - Xi
€3.4.7.2
si sustituimos estos valores en la ec. 3.4.2. se obtiene

$CX, Y3 =5 Caili+ajUj+akUnd + 5 Cbithi+bjUj+bklid X +2—C cili+e juj+eitho Y
A 34 s €3.4.8,)

acomodando términos ’ :

XY = —:—‘- Cal+biX+eiYI Ui+ at+bjk+c jYD Uj4C ak+ bk +ckYD m}
€3.4.0.5

o bien, puesto de otra forma

X, YD = Ni i + Nj ¢j + Nk ¢ €3.4.10.>

Asi pues las funciones de interpolacién quedan definidas como

N

)
7Y CaitbiX+ciYd

Nj —;7 Caitbik+cjYd €3.4.11.D>

Nj = —:—; Cak+bkX +ckY
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3.8. - Elemento Finito Réctangular Plano (isoparamétrico lineald

n
4
1
-1,8) (1,1)
P a a
by
xXp " t
]
1 2
(=8,-8) (8,-1)
ye £=Cx-xcd/a
n=Cy-yed/a
x
fig. 88.8. Elemento plano rectangular mostrando la relacidn

enire coordenadas locales y globales

Con base en la figura anterior podemos representar las

coordenadas naturales ({,n) como

g = XX = Y - ye

N . "=
En este caso la funcién de campo sers

WL, = as + cal + osn + asly

sustituyendo. para 1,2,8,¢

astoaC -1 +onl ~1D +0eC-13C -1 = cu—oz-astas
o +oz-os-oie

' o taztastae
o -oatos-os

§
0nnes

s
]

resolviendo el sistema

as = -:— C UrtUa+Ua+Us D

o = -—:—- C—Us+Uz+Un+Us D

os = —— C-Us-Ua+Ua+le D

o = —— € U1-Uz+Us-Us D

€3.56.1.0

c3.8.2.)

€3.8.3.0

€3.8.4.2
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sustituyendo eslos valores en la ec, 3.8, 2,

UCZ,m = —5~ CUU2+U+UO 4 S C-UstUzsUnrledr +
—4— C-Us=Uz4Ua+Udn +° = € Us-Uz+Us-Us OZn €3.8.8.5

agrupando términos y realizando operaciones se llega a

L, m = -:-ca-z>c1-nnu”%u«g:u—n)u";ca+pc1+nnun§u—z>c1+n>u.

€3.8.6.0
0O bien

UCZ,n> = Na Us + N2 Uz + Ns Up + Ne Us €3.8.7.>

con lo que podemos conclulr representando las funclones de forma ¢
de interpolacién como

Ni = 5\ CL-gC1-n : Na = L C14EdCi+nd
. €3.8.8.)
Nz = 2 C1+0>C1-m : Ne = %(1-:>c1+n>
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3.8. - Elemento Finito Tipo PLACA (rectangular lineald.

fig. 8. 0. £, Klemenio Finito tipo PLAGCA de cuatro nodos v con
tres grados de libertad por nodo Bx, By, w,

A continuacién se plantea un procedimiento directo basado en
una expresién polinomial 3,6.1., para definir las funciones de
forma de este elemento en términos de sus grados de libertad.
Ciertos términos del polinomic completo de cuarto orden se han
omitido en forma simétrica, asi '

U = cutouX+oa¥ +aeX +asXY+acY *+azX *+oaX?Y +aoX Y 2 +ouoY  +ousk Y +ouzXy®
€3.86.1.0

tomando un lado (1-2) del elemento rectangular y colocando el eje
"Y" a lo largo de ese lado (fig.3.8.1.), podemos calcular U, 6x
y 6v en los nodos 1 y 2, recordando que

au

- ouU ,
ex = 35— By = - G- ¢3.8.2.)
expresamos las coordenadas nodales en el nodo { como sigue
(11} 1 %oy xf oy v® ox? oxBye oxiy? vl ox@vio oxey? 7™
exi=f o 0 1 o xi a2y o xt axiyi ay! x? axy?
oy 0-1 O -2fi -Yi o -axt -axivi -y{ o -axtyi -y? ana
€3.8.3.)

procediende de forma similar para los nodos J§, %k, U, podemos
llegar a la siguiente relacién

{d>=[A) ad> €3.6.4.)

donde
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1oxe ove xtoxive yE o ox? ox¥ye oxiv? oy? ox¥vo oxiv? )
0o 1 o xi azvi o x¥ axivi a? x? syl
0 -1 O -2Xi ~Yi o -axt ~exivi -¥? o -axiyi -y?

1oxsoy o xdoxayg vy xd a3y oxgvdovd x%vy oxxd
taAl=]o o 1 o x; av; o x3 axjv; 3v} x] ax;vi
0-1 O -2Xj -Yj o -ax} -ax;v; -v§ o -a3xiy; -v}
1 30 v XE oxeyx yE xR oxBvx xaevf vE x2yx xayl
00 &t 0 X =ave o xE 2xevx avf xP axxyf
[0-1 o -axx -¥x o -axk -axurr -¥k o -axfvi -vR |
€3.8.8.)
resolviendo el sistema de ecuaciones para las constanles a
Anvirtiendo la matriz [ A ) mediante la siguiente expresion
Ca>=0 A1t cda> €3.8.6.)
para obtener la matriz de funciones de interpolacidn notamos que
Us[NJICd>=[ NITA)Ca>d €3.8.7.2

viendo la ecuacidn polinomial 3.8.1, también vemos que

u=p[1, x, ¥, x%, xy, ¥¥, x", ox®raxy®, ¥ JCa> 3680
denotando la primera matriz del lado derecho como I C 1 se tendra

de las ecuaciones anteriores que

[CY=1f NI A €3.8.0.)

y.por lo tanto
ftNI=ftcCaLA? €3.6.10.0




4 - MATRICES ELEMENTALES

Con el objeto de iflustrar la aplicacién de las formulaciones
presentadas en el capitulo 2, y empleando los conceptos de
interpolacién discutidos en el capitulo anterior, a continuacién
se derivan algunas matrices de rigideces de elementos finitos de
utilidad en la solucidn de problemas de analisis estructural.

4.1. - Elemento BARRA

'Se considera como elemento tipc barra o armadura aquél ele-
mento recto que sclamente admite deformaciones en el sentido dé su
eje longitudinal. Para este tipo de elementos, depandiendo de si
se trata de una armadura plana o espacial, se tendran dos o tres
grados de libertad, por nodo .

Consideremos una seccién diferencial de una barra (fig.4.1.3;

dn Abw

L] — S, jva
V|P — 11 :‘4—~——> 4
1 2 * x

I&

Anead™ g
fig.e.5. 1. seoccidn diferencial de una barra.
planteando el equilibrio de fuerzas, se Liene que:
dox
==

Aox = Aox + A xdx=/=¢0 C4.1.1.0
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donde A s el area do la seccién -
ox #s e}l esfuerzo en direccidn x
/ es la fuerza axial en el sentido longitudinal de la barra
u es un desplazamiente en el sentido Jonglitudinal
De la relacidn esfuerzo-deformacidn expresada como
o = E 3 c4.1.2.0

donde E es el médulo de elasticidad del material,
% os la deformacidén producida

Yy sabiendo que la deformacion es la derivada del desplazamienio,
podemos escribie

o=£ -3 €4.1.3.2
¥y su derivada como

de d*x

— 2 B 3 €4.3.4.)

dx dx

. Al sustituir esta expresién en la ec. 4.1.%. para el equilibrio
de fuerzas se tiene

afu

£ A = f . €4.1,8.>

dx*

St se supone que Ia fuerza actuante f es nula, obtenemos 1la
ecuacién diferencial gque gobierna el problema expresada como

d®y

E A

= 0 €4.1.6,)
dx

4.1.1.~ Mélodo de Galerkin para BARRAS
Para un estado unidimensional, ®n el rcapitulo anterior se
derivé la sigulente expresidn para aproximar la solucién

Q= Ni ui = Ns ut + N2 uz €4.1.7.>
sustituyendo esta en la ec. 4.1.8. se tiene

a*o

EA

= e »® O = errar 4.1.8.>
dx’

Pesandc el error

z
J'e * Widx =0 —— I EA —— c Widx =0 €4.1.0,0
3 »* ds?



- 30 -

Aplicando a esta .uprcs!dn.l método de Galerkin CWisNid. =e

obl i ene
oo
r EA~—— 1 -Nde=0 €4.2.10.>
a
- an

ecuacién que al integrar por partes conduce a
[Ia-an m]aou[]"""az]unn%m

B i e M

Del capitulo 3, sabesos que las funciones de interpolacién y su
correspondi ente derivada se escriben como:

ce.2.- 25D

dils 1

Moo=1 - g & =TT

€e. .22
x

oa 1
= L2
sustituyendo estas en las ece, 4.1.11. gquada

o R R B

n[E-E— {—“]m'n[j;%‘;-“"]m-n{%.;fna)

&qr-s.ldn que de minera matricial pod-ns escribir como

el N 2} E.L....,

o bien:
IK)Cud=CF> €e.1.208.D

Anf, 1a matriz de rigideces para el tos barra guads definida
como

(:):E-E[_: ‘] car16.
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4.1.2. - Moétodo de Rayleigh~Ritz para BARRAS.

La energla del sistema se puede expresar con

Ve g e

donde o= E«
du
Y € = X

da

€4.1.17.3

C4.8.18.0

€4.1.18.D

de la ec. 2.2. se sabe que las funciones de prueba son

- n
¢ = O =DN @i
i=t

o bien

U = N1 us + N2 uz

€4.1.20.0

€4.1.21.0

escoglendo las funciones de interpolacién ya definidas como

X

N1=1-—L——-

¥ sustituyéndolas en la ec.

4.1.21.

Nz = -

obtenemos

U=(1——:-)u.¢(-—t—-)uz

Y a su vez esta expresidn en la ec.

g

=du=_
€ T dx T

Sustituyendo la ec. 4.1.18.

U=-—12—-Ivacdv=
asi que

EAC™ EA &
U=-a—foccdx=a—_r°(—

v EAJ-“ [ﬁ_au.uz uf
o

L g-eit +
a2 La' 12

uz

e

“(”ll'.'

en la ec.

1
= I

re

0

4.1.17.

4.1.19.

1
C

E £ € da dx

y{n)o-t e){z}«

EA

2

(

2
ui _ 2usuz
2

L

{

L

c4.1.22.0

€4.1.23.5

us

uz } €4.1.24.>

€4.1.28.0

4.1.20.0

uf »
+ -L—: J’o dx
€4.1.30.0>

Yy finalmente cbtenemos la funcidn de aproximaciédn escrita como

EA

U= Et(ui—autuz+u§)

€4.1.31.0
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Aplicando ol método de Raylelgh-Ritz

oU _ ZEA _ 2EA _ EA _
—g'—?ﬂm ~—2——I:uz-—l:(l.u uz O
€4.1.32.2
au EA 2EA . EA -
—z= —=C C-2u1d + o C2ud = . C —us + uz D

acomodando estas ecs. en forma matricial se llega a
1 -1 ug Fi ’
? = €4.1.33.3
-1 S uz Fz

€4.1.34.0

o blen

{KI<u)=(P>
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4.1.3. - Elemento BARRA, Formulacién Directa

El campo de desplazamientos se aproxima con

us
CU>=1[ N €4.1.38.0
uz
© bien
U= Nt ut +#+ N2 uz = [1— —t—-]un*-é—-u: €4.1.38.0

por otro lado sabemos que
o
({B) = - €4.1.37.0

© de otra forma

fus
._g.={_"_- -’["—}{}=(BJ<U> €4.1.38.5
uz

Para obtener la matriz de rigideces del elemento, la matriz [ B )
s® puede sustituir en la siguiente ecuacidn Cec.A.2.28.)

(x::j‘gs;'(oxIBJAdx C4.1.30.0

donde la matriz ( D ], para el caso que nos ocupa, es ‘I D] = E
(ec.4.1.3.) y A es ol Area de la seccidn transversal. Al sustituir
las ecs. 4.1.38, y 41.3. en la ecuacién anterior se obtiene

-1 -
txi1=aly e - i C4.1.40.>
ol 1 [ T o RS
T _ . -
: I S N 1 _ 1]
2 2 2 2
(K1 = AEr L L™ Jax = ag] F L rdx
ol 1 1 _ 3 3 e
L* L? L* L2) ca1.410>
1 -1
AE
k1= B [._1 ) ca.1.42.0

que es la misma matriz que se obtuve empleando el método de

Galerkin y que caracteriza a un elemento barra.
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4.2.~ Elemento Finito Tipo VIGA

Este Lipo de elemento es el que constituye a los marcos y a
las reticulas y puede aceplar fuerzas axiales, fuerzas cortantes
y momentos en los extremos del eiemento en dos o tres direcciones
dependiendo de si se trata de un analisis en ®1 planc o en el
espacio, .

Pl 93\“
ut ‘\ .Ia uz x
4 l- .4

fig. 4.2.8. xlemenlo finito.lipo viga con aproximacidn tlineal

Como se observa en la figura, ahora el campo de desplazamientos
consta de cuatroc grados de libertad que son wut, us, 61, 82
correspondientes a los cortantes Ctraslacion u ) y a los momentos
Crotacion @ > enlos nudos 3 y 2. Entonces la funcidn de
aproximacién se pusde expresar como

0 = Naus + N281 + Nasuz + NeBz c4.2.12.0

4.2.1.~- Método de Galerkin para VIGAS

La ecuacién que goblerna el problema de flexioén an vigas
se escribe como
d‘u
E1X

=0 ,ca.2.20
dx

empleande 1a ec.4.2.,1 para la solucién de la ec.4.2. 2. sustitu-
yendo la funcién de campo U por su aproximacién 0, y aplicando la
funcidn de peso con_ Wi = N «d=s,2,3,4 se tLiene

2 L a*o
J o Ndx=f EI — .  N=0 . €4.2.3.2
o (.3 A‘dx' ’

® integrando dos veces por partes se llega a

d*Ni d*N; d*ae dni d*a
E1 3 s dx fi=El — — ~ETI N ©C4.2.4.)
o dx ox dx” dx dx
© bien
a*a dNi a”o
EI JCN" - NfDadx £ 2 EI ~e e = B I —— Ni €4.2.8.3
] ax” dx dx

1o cual expresado matricialmente queda
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NiNi NiNz NiNs NiNe us 1
E 1 NzN2 NfN: NtNt dx 61 = 2
NaNa NaNe uz fa
o NaNe o2 fe €4.2.8.0
En el capitulo anterior se obtuvieron
axt  ax" 8 12x
N 21 = e . N = - — + —n
[ L? L® . L L
it " 4 6x
N =3 = — + — : N & — — & ——
* L L* * L L*
€4.2.7.0
3t x* (-] 12x
NI =T Ll - LI ; N- = L: - L
x* x® 2 Bx
N & = o R NY & = o % ——
. L L? . L L?

por lo tanto al sustituir estas expresiones en la ec. 4.2.6. se

obtiene para la matriz [ K 1.

K=EI

= =
L E L,

y realizando las operaciones finalmente se llega a
12 6L -12 6L
2 2
4L -6l aL
tk1=EL
12 -6L

(=3 L2l (2 ks (Al
i I s et s

x -2)7

=z
L

3

€4.2.8.0

at c4.2.0.0
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4.2.2. - Elemento VIGA mediante Formulacién Directa

Empleando la misma funcién de aproximacién escrita como
U = Nius + Na2Bs + Nauz + N4B2 €4.2.10.0

y sustituyendo aqui{ las funciones de interpolacién correspondien-

tes, dadas a conocer en el capftule 3, se tendré

ax* ax" 2x*

=
U=[1~—-+—-]u:+ X = et ]en+
L* L* L 1t
ax* 2x" ** x* .
+[—;——]uz4[-—+—-Jez €4.2.11.)
L L L L?
La curvatura se expresa como la derivada del campo de desplaza-
miento
a*u
«C8) = - 4.2.12.)
dx*
Asi
dau ex  Bx° 4x  3x*
—_— 1——;+«—.— ur + 1= —+ e 81
dx L L L L7
B3¢ ex® ax 3x”
-+ —_— — uz + f-— $——— 62 €4.2.13.0
B T L L
y
a*u 8 12x 4 Bx
= - =t = u + - ——t — 61
ax® [T L L*
<] 1ex a2 Bx
+ —_ uz + —_+-—z oz c4.2.14.D
L L L L

Ahora sustituyendo en la ec.

4.2.12. y agrupando términos tenemos

6 12x 4 B 8x 128x 2 Bx o
=~ - - — e - — 4
L L? L L L? L2 L L* o
cs.2.18.0
o bien
C®=1 B U €4.2.16.0



asl que

_ — —_—— — - — -

* L Lf L Lt }c4.2.17.> -

-} 12x 4 Bx Bx 12x 2 ex
[B) = 3 T
L L L L
recordando la férmula de la escuadria y la definicién de momento

flexionante
2

d"U My
M=-EI 5 : o — C4.2.18.0
dx’ I

ycomo { e =0 D) (8> entonces [ D1 =ETI,

Habiendo definido las matrices [ D) y [ B 1, podemos sustituirlas
en la expresion

rx1=jv:ax'tnltaxdv €4.2.10.)
cbteniéndose
_ d*Na
dx®
- d*Nz
dx® d*Ne d*Nz 4*Ns d®Ne
[K) = a*Na P ET 1~ - - - - —
- z' dx dx’ dx® dx
(-] dx
4*N
- z‘ C4.2.20.)
dx
[ a®Nsd®Ns d?N1d*Na2 d*Nid*Na d®N1d®Ng]
ds® dx® dx® dx?® dx® dx® dx® dx®
d2N2d*N2 diNzd®Ne' d®Nad”Ne
ds® dac® dx® dx® dx® dx*
IK]1=EI dx
' ' d®Nad®Na  a®Nsd®Ne
o dx® dx® dx® dx®
d®Ned*Ne
L . dx? dx®

. c4.2.21.0



lo cua); expresado de otra forma, queda

Ni Ni Ni Nz

Nz Nz
tx:-sxr
(-]

relacién iddntica a la del inciso anterior,

Ni N»
Nz N»

N» N»

Ne
NS
w dx
Ne
N
c4.2.22.2

que al ser sustituida

con las ecuaciones 4.30. e integrando se tiene finalmente

12 6L ~-12
EI- aL®  -eL

[K) = —0
L simétrica 12

eL
aL*
-8L

4L

c4.2.23.2
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43~ ELEMENTOS BIDIMENSIONALES

Los elementos finitos bidimensionales mas usados son el trian-
gulo, el rectangulo y el cuadrilitero general, los cuales tienen
una amplia aplicacién en la representacién de los estados planos
de esfuerzos y deformaciones.

4.3.1. - Estado Plano de Esfuerzos

La suposicién de esfuerzo plano es aplicable a cuerpos en los
cuales la dimensién en una de las direcciones coordenadas sea muy
pequefia Cdir. z), como puede ser el caso de placas delgadas carga-
das en su plano (x,y), para las cuales se supone :

o2z = Tax = Tay = O C4.3.1.0

donde z representa la direccién perpendicular al planc de la
placa como se muestra en la fig. 4.3.1. Los componentes del
esfuerzo no varian a lo largo del espesor de la placa Cen
direccién de 2z3. Se podrfa pensar que esta Ssuposicién viola
algunas de las condiciones de compatibilidad, sin embargo esto
®s practicamente despreciable =i pensamos en que la placa es
del gada. En este caso, las relaciones esfuerzo-deformaclén ecs.
A.1.10 a la A.1.17. se reducen a:

8> =0C) Ceo> 4.3.2.0
donde
(2 1] orxx ' 1 -v (&)
c8>=fewl i cor={owt ; terI =] 1 o
Ry Ty o 1:—”—
y de aqui .
Cod)=L DI L8) €4.3.3.0
siendo ‘
E 1 v [»]
I D) = v 1 o
Laa i PN o =i . C4.3.4.0

En el caso de esfuerzo plano, la componente cde la deformacién en
la direccién z sera diferente de cero y estd dada por: (de la ec.
A.1.11.)

nx=-—"5c oux - oyy D =—%c oxx + Cyyd €4.3.8.>

mientras que
¥yz = yau = O C€4.3.8.)



Corgs  diniribelde

O

fig. .0, 2, Ejemplo de un problema  de esfuerszo plano; una
placa plana delgada sujela o cargam en su plano.

currateora

Lodo de

y

ta

JATAVAYAVAVA
JAVAViVAVAYAVA
JAVAVAVAVAYAVAVal

b}
fig. ¢.8.2. Ejemplo de un problema de deformacidn plana,
a PFresa de tlerra, b  Modelo de elemente finitos
de una rebanada unitaria de la presa
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4.3.2. - Estado Plano de Deformaciones

La suposicién de deformacién plana se aplica a cuerpos cuya
geometria Yy cargas no varfan significativamente a lo largo de 1la
direccién longitudinal, comg pueden ser el anslisis de tuneles,
cilindros Yy muros de retencién (fig.4.3.2.a.). De acuerdo con las
caracteristicas anleriores la estructura queda definida en un
planc (fig.4.3.2.b.) de espesor unitario; todas las variables que
aparecen en las ecuaciones de equilibrio son independientes de la
variable 2 Ca lo largo del eje longitudinald) y e} desplazamiento W
on tal direccidén es nulo, es decir

U= UX, Y, s Ve VX, Y, 0, ¥ =0 €4.3.7.0

En este caso las relaciones esfuerzo-deformacién generales se
reducen a

{8>=[C)lCo)> - €4.3.8.0
,:kmdo
Exx [-23% a» -» O
<85 = {oyy i Cod = {oyy i tci=iE o 4w o0
rey Ty 0 [+ I
€4.3.9.)
y de aqui
' Cor»Y=ID)Ls)> . . C4,3.10.0
con
2=» v . O .
tpr=-——E | o iu o €4.3.11.)

LA C1-2Y)
‘ [} o

-

1=-2V

La comp:onente del esfuérzo en direcciédn 2 serd diferente de
cero y ests dada por :

oz = b C owx + oyy D : TR RT-5)
mientras que '

Ty = Tux = 0O €4.3.14.0 .
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4.4.~ ELEMENTO FINITO TRIANGULAR PLANO

Y

Vi

1‘ »

4

4.4.1. - Formulacién con Residuwos pesados (Método de Galerkind

, Para un estado plano, las ecuaciones de equilibrio estatico se
escriben como CAp. 1.)

LLIYY o112
Tt e T =0
C4.4.1.0
oras 022 L gm0
y las ecuaciones de esfuerzo-deformacidén
o1 = o £14 + 3 €22
o2z = 3 c11 + o £22 . C4.4.2.0
oms = G paz
Si se tiene un estado plano de_esfuerzos
E v E _
a = n = C4.4.3.0
1% -
Si se tiene un estado plano de deformaciones
a=x+26 p=r ; A= v E C4. 4.4

1=V, 1~2V.

Para derivar la matriz de rigideces de un elementc plano
triangular de tres nodos, @l campo de desplazamientos se aproxima
mediante la sigulente expresién

Uaxu = Ngus + Nauz + Naus = Ni ui
P C4.4.8.>
V xo = Nsvi + Navz + Nava = Ni vi
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los desplazamientos en direcciones x , y en el ('ésimo nodo,

Las componentes del vector de deformacién se calculan con las
deri vadas del campo de desplazamientos como sigue

£11 = g:‘ : £22 = :x;z H rsz = giz + :x;: €4.4.6.)
y el vector de esfuerzos medi ante
o1 2 a &4 + 3522 = a gu;‘ + 3 ::\:z
o2 v (3 £33 + a €232 = 3 g';" + a :i'z €4.4.7.2
712 = G ysz2 = G ;u;z+G :x:'.

Como o y v son aproximaciones al campo de desplazamientos, enton-
ces al sustituir las expresiones anteriores en las ecs. de equili-
brio estatico se tendra

L) LY av ) au av
s;r[ o 3 *m[em*sm]*9‘="“°

€4.4.8.0

2,
B

%[GKOE‘*G&‘:‘%] *”L:[ﬂsx—.+aax.]*82_=‘;z#0
De acuerdo con el método de los residuos pesados
fy¥W-edv=0 - €4.4.9.0
emnpleando esta ex-presién en las ecs. »anterloras
v [ ot B n 8] - safe B ) e m ] av -
. . . . €4.4.120.)
fvw [.;:T[G%z-o-eg_.;‘] + %[ﬂg"’—x‘-r u%ux—z] +Bz] dv = 0O

Aplicando el teorema de Green en cada tLérmino de las ecuaci ones
anteriores y agrupando términos se llega para la primera ecuaciédn a

oW du . oW aw _ av _
Iv[a." A R 'o—xz]d" L [ P oLy B Sh]ev - Smowav -
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- o, ov o3 o -
- = LV [a G Mt 0o nx]ds + Iy [G e P2t Doy, nz)ds
=_r.w (ots - nt + 012 - nz)ds =I.WT1 ds €4.4.11.2

y para la segunda a

oW . & . oW _ au W Bv , W _ Av _ -
LfRae S Fis Salov + L3 B Sho Balev - e v av

= I_VI [G %{ nt + G %‘- nn]ds + _[_w [B :x-—s‘- nz + a %z' nz]ds =
= _[.w {742 - n1 + 022 + nz ) ds= j'. W Ta ds c4.4.12.2
como W = Wj= Nj .
™ _ o oW _ oy
: oxe axa : axz oxz
) T S €4.4.13.>
‘ av _ aNi v _ Nt
T oz T ¥z

O , se obtiene

Con estas expres{ones y suponiendo que Ts = T2

aNj  ONi . Ost N, . aNja aNi DNJG ONi{ . -
fv[ax. Fat * oxz axaz .]dv * v[&xl szw + Oxa lev‘]dv T

=Iv Bs Nj dv

€4.4.14.0
‘dea Nj. . dNJS Ny t’N,).5 ONi_ . BNJG ONi .
.rv[axz Fx * T w2 dv + -rv Ix1 e * Ixz- 2" dv =

= fv Bz Nj dv

si hacemos para estas dos expresiones un barrido de los subindices
tyj haclendo primero j = 1t, { = 1,29, despues j = a, i = 1, 2, B,

y por Gltime j = » { = 3, 2, 8 se obtienen las seis expresiocnes
que al ser ordenadas y escritas en forma matricial nos conducen a
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[ oNs ° oMN1
Fx1 )
Ny My

z ox1 N ° aNa

Nz o aNz x4t axy
x1 . Oxz

D o 9Nt 4

Nz SNz Oox2

2 . OMNs ONs SN2

MNs o ON» ¥z Fs &a
Ixi ¥z
oMz Nz

° B

B2 Ni

B1 Na
Bz Na

o blen

JL,eBI1TEDICBICU> Ay =

oNa
° ax1
ONz
Oxz °
N2 ONs
Ot BIxz
=< P>

ONa
ax2

aNa
E>Ty

donde la matriz { D ) puede ser alguna de las sigulentes

para esfuerzo plano

E
I D)=

para deformacion plana

tpr=—_E _ |,
(42 (1~-2N)

la ec. 4.4.18, tambidn se puede expresar como

t K1<CU>Y=CP)>
donde

s el vector de fuerzas

o
o
v

[ KJes la matriz de rigideces del elemento
€ U es el vector de desplazamientosnodales
<P

us

vi

C4.4.18.0

C4.4.18,D

€4.4.23.0

c4.4.24.0

C4.4.17.0
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4.4.2. - Formulacién directa

El -:ampo de desplazamienlos se expresa de la siguiente manora

U= Nt us + N2 uz + N» us

V = Nt vi + N2 vz + Na va €4.4.18.0
o bien .
us
vi
Ul _ Mo Nz ©O Na [} uz
v O N o Na o Na va
us
€4.4.10.0
ua

donde las Ni son las funciones de interpolacidn descritas en el
capitule 3 , cuyas expresiones son

Ns =_.2%_ {Gays - xay2d + Cyz - yBdX + Ga - xd¥]

Nz = 2: {Goayt - xay2d + Cyz = yOX + Ga - xadY]

€4.4.20.0

Na = -—é—’A—- fcxayz - >aysd + Cys ~ yadX + Oz - xdY]

tomando las parciales de { N ) se obtiene la matriz [ B )
% ©
Py N: O Nz (o] N» o
tB) = [o] ¥y .
. o Ns [+] N2 o Na
, s 8 -
v ) .

Para coblener la matriz de rigideces del’ elemento, so!amonLe. se
sustituye la matriz t B )} en la siguiente ecuacién

tx31=f, 0837 1D3 LB C4.4.22.

la matriz de propledades del material { D 1 dependera del caso que
se trate como se comentd en los incisos anteriores.
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4.8. -~ ELEMENTO FINITO CUADRILATERO PLANO

-

(n‘. y‘I ln3 .y,l

lxl .yll ln2 ,yzl

Ues on + caX + caf + aeXy €4.8.1.)
Veos + ooX + o2 + ceXyY

Estas ecuaciones representan la aproximacitn de desplazamiento
con base en un polinomio lineal. Desarrollando los mismos pasos
que en el caso anterior se obtienen las siguientes matrices

Ns O Nz O N»s O Ne O
IN] = €4.8.2.0

O N1+ O N2 O Ns O Ne

en donde
Cb-x> Ca-yd . Cb+D Catyd
M= =Ta ¢ N2 = %=
€4.5.3.0
Cb+0 Catyd . (b0 Catyd
L X Ne = —%5a :
la matriz [ B ) se obtiene mediante
3
. - ° A
- 2 N1 O N2 O Ns ©O Ne ©O
(Bl = [o] 3)—'— C4A.5.4.0
. (o] N1 O Na O Ns O Ne
D o
¥y~ 8%

la matriz elemental de rigideces se obtiene sustituyendo la matriz |
{ B) do la ec. 4.9.4, en la ec. 4.4.22., donde 1a matriz ( D)
tiene la misma forma que para el casc del elemento triangular.
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4.8. - Elemento Finito CUADRILATERO ISOPARAMETRICO

y n
~1,5%3 | (1.,4)
) a a
1]
xXp z
13
[ 2
t~%,~27 th,~2)
ye E=Cx-xed/a
n=Cy-yecldsa
x
fig. 4.6, 4. Elemonto plano reciangular moatrando to relocidn

entre coardenadas lacales y globales

Para este caso podemos considerar la sigulente aproximacidn de
la geomeiria

x Ne O N2 © Ns O© Ne O X
= :
¥ O Nt O Nz O Na O Na T €4.8.1.3
en donde
CL-£3Ci-m C14£3C 490
Ne = B Na =
‘ - 4
cs.8.2.)
C1+£2C8 -7 CL-£ICE +pd
Nz = i Nem e
‘ 4

Estas funciones relacionan un punto de coordenadas C(X.,Y), en
el elemento irregular con un elemento de coordenadas Cf.7) del
elementio regular (£fig.4.6.1.0. Los palinomlos correspondientes son

X = ot + ocaf + can + asdn
€4.8.3.2
Y = on + acf + o + owln

estos polinomios son similares a los usados en las funclones de
interpolacién por tratarse de un elemento lsoparaméirico

£l campo de desplazamientos queda
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U
{VI)={ }=[N](d> €4.6.4.0
v

Las funciones de interpolacién estan dadas en coordenadas locales
Cfw,m) asi{ que serid nacesarlio emplear la regla de la cadena para la
derivacién en dos sistemas de coordenadas Cap.3.) como se indica a
continuacién.

oNL [ &x ay 1 [ on: Nt
o7 o7 (3 ox -
= =0 J)
oy ox oy | h N i €4.8.5.>
% | 75 o | oy
oL [ ox oy 1 [ oL
o T [3 ox -1 | &
= = J)
i - oy i oy €4.6.6.)
3 [ e ) Loy £

donde { J ] es el Jacobiano que se calcula de la siguiente manera

ox oy Ny - oNz  oNa aNe Y[
] £ L 7 az % & xz yz
J 1 = =
ox oy LTI TS TR 78 N Bt
m o o, on o o xXe ye
C4.6.7.0

siendo xi, Yyi |i==:..¢) las coordenadas nhodales referidas a los ejes
cartesianos CX , ¥Y>. Por tratarse de deformaciocnes en el plano se.
tiene que

f
133 ox -
8> = {eyy} = % €4.6.8.)
id ou  ov
ax ay.
y sabemos que
du 3 ?
enn g = g WU~ Jhu s B v T 4 Bue camm0

Por definicidn de jacobiano



exx =1 3278 [—3‘—‘—\" —z-uz+i"_”o_:,u-+.‘3'};-u.] €4.6.10.0

de igual forma para £yy Yy para ray

ov - a
‘"‘ISE““l[DN“""MT;"”'MT;""O_:;"] €4.6.11.

_du, 8v _ o N1 Nz Nz
yuy W‘ﬁ [ J [-Ton—u:-oo—-{—w*a—?u:*-o-t—vzﬁ l
C4.6.12.)

Si despejamos los desplazamientos ui, vi (i=g5,4) ¥y acomodamos
matricialmente obtenemos

us
M . ON2 ans "Ne

o (4] —_— 0 = 0 = [o] vi
£xx s X o ot x uz
ONs ONz Lall N4 va
Yy =[ J1 [} b [} 3‘7— o] —o-—n— [} 317— us
rxy va
ONs ONs1 3Na ANz dna ON» ONe SNe ue
& & & B 8y 8 o & ve

€4.6.13.)

que tiene la forma C8)Y =0 B <d> €4.6,14,)

por tltime, para obtener la matriz de rigideces [ K ) se recure a
la integracidn numérica Cap. 4.> de la siguiente manera

tBITIDICB) QL dp=

T
LK) =fI1B) [D)ILB)dA= [
' (4.6.15.>

[ KJ = faWa + faWz + faWa + ., . . + £nWn €4.6.16.)
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4.7.~ Elemento Finito PLACA con 4 nodos

Se consideran solo placas delgadas con carga transversal a su
plano. Se considerara que las deformaciones son pequefias y que
unicamente hay esfuerzos de flexidn.

©,

/' .
> TR

oy,

fig. 4.7.1. Elemento finito tipo PLACA

En cada nodo tendremos tres desplazamientos que son

W —> deflexidn vertical

Bx —y giro en direccién y ; Ox = %
' €4.7.1.

. - oW
8y —> giro en direccidn x ; 6Oy = - Fr3

Asl, para un elemento rectangular se tendri como vector global de
desplazamientos al vector { d > con doce grados de libertad.

[ Wi )
Bxi
Byt
Wi
Bxj

-} Ovi

€Cdd>= = Wi €4.7.2.0

Bxk

Byk

L

Ox1

Byt

Las correspondientes fuerzas nodales { gq ) consisten de dos
momentos y una fuerza Cfig. 4.7.1.), por lo tanto se tendra



[ €qzd, )

Cqedx,i
CqBdy.i
Cqzdj

Cqbdx,;
Cq> = .‘;233{“ €e.7.3.0
€qO n.k
gy .k
cqziL

Cqed x.1
Cqdy.1

J
En placas la deformaci6n se caracteriza por la curvatura en direc-

clones X, Y, y por la torsién. Recordando que la deformacién se
expresa como el negativo de la curvatura se tiene

_ow

axt

2
cs>=4-2¥ C4.7.4.>

oy

a0V

<y

¥ los momentos son

o) =4{ My =[ D) ¥ t€4.7.8

ahora podemos. determinar la matriz ( D )} para placas como sigue

E h" "W o*w
My & e | = —— - b —
12¢1 ~v?> ax* oyt
a'w

My = €4.7.6.>
1201 -7 ay >

) E nh' tal
Mxy = Ci1-d

12¢1 ~u®> oxdy

como € o> =[ D) < %) y comparando las ecs. 4.7.5. y 4.7.6,
se ve que



E h. » [
[D) & c—e v 1 [ €4.7.7.0
1acy -u> ° 1-

Para llegar a la matriz { B ) relacionamos el campo de defor-
maciones con @l vector ¢ a > mediante €« > =1[ B} { aa). Do las
ecuaciones 4.7.4. y 3.86.1, se Liene

_ow as
a oax
o 0o 0 0 -2 0 O -Bx -2y O s
2w oe
{8)=¢-~-—1}= o o0 o 0O -2 0 -2x -By
P .
5 (] (] (o] -2 ] O —4Cx+yd O
-2 o' .
axdy o112
€4.7.8.2
ya que
C8>Y=(HIXa> : €4.7.9.D
donde
0O 0 0 -2 0 O -Bx -8 O
IH) = 0O o0 o 0 0 -2 0 -2x -8By ¢+ C4.7.10.)

(o] [¢] ] o -2 (o] 0 ~4Cx+y> O

ahora roemplazindo { o) en la ec. 4.7.0. y- usando la ec. 3.8.8.

<®¥>=LH3IT A} d) C4.7.11.)
Bntonges
IBI=LHIILA) c4.7.12.>

conociendo [ D) y [ B 1 para el elemento,podemos llegar a [ K )
a través de ’

tkd=ffeBIT DI B dxdy C4.7.13.)
y mediante la siguiente expresioén,al vector de cargas del elementc
< g> =45 plx,y? [ N ) dx dy €4.7.14.D

Finalmente ensamblamos la ecuacién global para elementos finitos °
[ K] <dD>=Cqg)> €4.7.15.>

y resolvemos para la deflexidn.
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6 ~ PRESENTACION DEL PROGRAMA “"PANES"”

“P ANE S" es un programa (softwared) de anilisis estatico de
estructuras, escrito en BASIC para utilizarse en computadora
personal (P.C.). Se utilizé el Método del Elemento Finito para
la solucién de los diferentes tipos de estructuras gque resuelve,
las cuales, pueden estar compuestas por alguno de los tipos. de
elementos vistos en el capftulo anterlor Cbharras, vigas,
elementos planos, elemento placad. El programa es interactivo, o
sea nos va preguntando todos los datos necesarios para resolver
cualquiera de los casos e internamente se conecta con las
diferentes subrutinas a partir del programa principal o inicilal.
Cuenta con generacién automitica de coordenadas para todos los
casos y con transformacién de coordenadas, también cuenta con
opciones para corregir los datos recien suministrados en las
subrutinas de datos, ademids de haber una subrutina general de

correcciédn de datos, a Jla cual se puede acudir como una de las
opciones que aparecen en un "menu" localizado en el programa
principal, a partir del cual también es posible dirigirse

directamente a la solucién de alguna estructura  cuyos datos se
tuvieran grabados con anterioridad, o blén se puede elegir la
opcién de datos nuevos o© listado de los mismos,.
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En @l caso de los elementos Lipo barra y tipo viga, con los
cuales se pueden representar a las armaduras y a los marcos
respectivamente, se puede realizar el anidlisis de estructuras
planas o© también de estructuras tridimensionales. Otro tipo de
estructuras que se pueden analizar son las que se conocen como
reticulas planas, que estan compuestas por elementos viga dispues-
Los en un sclo plano. '

En el caso de los elementos planos los cuales sélc admiten
cargas en su plano y aplicadas en los puntos nodales, el programa
considera tanto elementos finitos triangulares como cuadriléteros,
y estos Gliimos pueden ser irregulares Cisoparamélricos),

Por Gltimo, el programa abarca también a las estructuras tipo
placa, ®n las que se pueden - considerar cargas puntuales o
uniformemente repartidas actuando en direcciédn transversal al
planc de la placa.

A continuacién se presentan las diferentes subrutinas con
una breve descripcién del propésito que cumplen.

PANES Es el programa monitor que proporciona sl mentG principal

DATOS Son las subrutinas ¢ subprogramas que piden los datos
por pantalla y los graban en su archivo correspondiente.

CORDAT Permite corregir los datos previamente suministrados.
LISDATT Imprime un listado de datos de algin problema particular.
ARMAPLAN Calcula la matriz de rigideces global de armaduras planas

ARMAESPA Calcula la matriz de rigideces global de armaduras
espaciales, -

MARCOPLA Calcula la matriz de rigideces global de los marcos planos

MARCOESP Ca.lcul‘ la matriz de rigideces global de los marcos
espaciales.

-

RETICULA Calcula 1la matriz de rigideces global d.. las reticulas
. planas. o

ELFIRIPL Calcula la matriz de rigideces global de los elementos
finitos triangulares planocs.

ELFCUAPL Calcula la matriz de rigideces global de 1los elementos
finitos cuadrilateros isoparamétricos.

ELFPLACA Calcula la matriz de rigideces global de los elementos
finitos tipo placa.

SOLUCION Define y resuelve el sistema de ecuaciones (K) (U = (P>
proporcionindonos los desplazamintos nodales (.

FUERZAS Realiza la muliiplicacién de las matrices ([DB] <D = (F>
para obtener las fuerzas en los elementos (F>,

REACCESO Permite regresar a corregir datos o imprimir datos.
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ARMADURA EN EL. PLANO

Se analfza wuna armadura plana,
cargas se muestra en la figura.

cuya geometria y sistema de

L=t
pei

X E= 1

Al realizar el anidlisis de la estructura con el
programa PANES, se obltienen los desplazamientos nodales y los

esfuerzos que se presentan en los elementos,

la siguiente tabla.

DESPLAZAMI ENTOS
NUDO DEsP. X DESP. Y

1 0. 00000 =-0. 00000

a2 63, 69900 -361 . 08200

3 208. 31220 -361. 08200

4 127. 99980 -301., 77730

8 127. 62480 ~343. 77730

=] 178, 9870 -339. 74030

7 62, 03738 ~330. 74980

8 223, 09970 =0. 00000

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS

ELEMENTO Na,Nb FUERZA ESFUERZ0
1 1,2 16. 000 CTENS.)D 16, 000
2 1,3 10, 000 CCOMP.D 10. 000
3 2,3 0. 000 0. 000
4 2,4 16. 000 CTENS. 18, 000
8 3.4 ©.167 (COMP.D 0.170
8 3,8 10,833 (COMP. D> 10. 830
7 4,8 8. 000 CTENS.D 8. 000
8 4,6 12. 000 CTENS.D 12,000
-] 4,7 4.167 CCOMP.) 4.170
10 8,7 10.833 (COMP.D 10.830
11 8,7 0. 000 0. 000
12 6,8 12.000 CTENS.D ia, 000
13 7.8 18, 000 CCOMP.D 18. 000

Ref. & , pags:

uso del

comc se muestira en

47 y 48



- 87 -

S.2. - Problema # 2. ARMADURA TRIDIMEMNSI ONAL

Una armadura tridimensional cuyas barras tienen un médulo de
elasticidad E = 200000000 y una &area de la seccién A = 0.005 , se
carga con una fuerza de 100 en el nudo 1 en direccion Y, como se
muestira en la figura. Se determinan los desplazamientos nodales, ¥y
los esfuerzos yen los elementos.

~3

. )r’ 00
0
! E = 200x10°
A= 0.005
!
l‘ .
L
'° ¥ o
6 g *
"~
NUDO DESP, X DESP. 2
1 0. 05866 0.19583 |-0. 030680
a2 0. 08726 0. 02404 0.01333
3 -0.00581 |-0.02163 0. 00687
4 0. 00084 0. 02470 O. 00288
5] -0.02117 0. 02808 |-0, 00625
6 0, 00000 0. 00000 |-0, 00000
7 ~0. 00000 0. 00000 0. 00000
8 -0, 00000 |~0. 00000 0. 00000
ELEMENTO FUERZA ESFUERZO
1 200. 000 CTENS.D 40000.10
2 270.417 CTENS.) 54083. 32
3 ~B811.249 CCOMP.> 162249. 80
4 ~348.001 CCOMP.> 689920, 23
g —-349, 601 C(COMP.D 68920, 27
6 666. 663 CTENS.)D 133332.70
. 7 0.001 CTENS.) 0.18
8 -0, 001 CCOMP,> 0.18
2 174.999 CTENS.) 349009. 81
10 -218. 499 CCOMP. > 43699. 83
13 -B633. 6681 CCOMP.) 126732.10
12 218,501 CTENS.) 43700.18
13 ~-917. 709 CCOMP, D> 183541, 70
14 303, 903 CTENS. Y 61180.69
15 666. 863 CTENS., > 133332, 70

Ref. # 2 , pags: 72, 338, 337, 338
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5.3.- Problema # 3.~ Se realiza el anflisis del marco plano
mostrado a continuacioén.
— o wes b L P
15
Sm
0 e b 790
-
them
dm
| .
© ©)
la 5w | S |
T A Aad
72120 m,..- %,oh
Yorm ALITY Yo =
DESPLAZAMIENTOS
NUDO DESP. X DESP. Y ROT. 2
1 0. 00000 0. 00000 -~0. 00000 ’
2 0. 00000 0. 00000 -0. 00000
3 0. 00000 0., 00000 -0. 00000
4 0. 03080 0. 00039 -0.01040
=] 0. 03038 0. 00023 -0. 00698
6 0.03012 0. 00000 -0. 00078
7 0. 068749 0. 00050 -0. 00402
8 0. 06732 0. 00028 -0.01088
FUERZAS EN LOS ELEMENTCS
ELEM| AXIAL A CORT. A MOM, A AXIAL B CORT. B MOM. B
1 0.845 -7.441 -12.068 -9.9458 -0. 058 ~3. 480
2 4.047 -8.147 -10.820 -4.047 -1.8853 -4.016
3 6.107 -7.303 -11.804 -B.107 ~-0.197 ~6. 260
4 -18. 888 8. 007 12,098 18. 588 6,167 8. 027
8 -0.218 7.8806 13.890 0.218 4.123 8. 767
6 ~0.197 8.107 12. 060 0.197 8. 800 B. 260
7 ~8.147 18.127 7.038 8.147 20,727 10. 820
8 -1.853 16. 056 7.226 1.853 2a. 865 4.916
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S.4.- Problema # 4. - MARCO TRIDIMENSIONAL

Se realiza el andlists
mostrada a continuacién,

tridimensional

de

la estructura

1
|
5" 7"‘@34’\—»
o E = 1581128.8
1 5] )= 0.5
8 de [
737 3
23 0 To: Wi = LS T/m
3m m ; wz = 2.0 Ve
{0 |Toa W 1
1Y)} Gl
e 3
s (I
P
|
! 5m
@ 3¢
Yo
DESPLAZAMI ENTOS NODALES
NUDO| DESP, X DESP. Y DEsSP. 2 ROT. X ROT. Y ROT. Z
1 | . 000000 . 000000 |-, 060000 . 000000 . 000000 . 000000
2 . 000000 . 000000 |-, 000000 . 000000 . 000000 . 000000
3 . 000000 . 000000 |[-~. 000000 . 000000 . 000000 . 000000
4 . 000000 . 000000 | --000000 . 000000 . 000000 . 000000
8 . 000000 . 000000 |-. 000000 . 000000 . 000000 . 000000
6 . 000000 . 000000 |[~, 000000 . 000000 . 000000 . 000000
7 027228 }~,.000031 |-,000216 |-.000524 . 010895 |-.000002
8 .026899 |[-.000031 [-.000938 |-.000526 . 008129 . 0O000S
=] . 026553 . 000026 |-. 000221 -. 001763 . 005877 . 000010
10 . oa7zes . 0000321 |-, 000216 . 000524 . 010895 . 000002
11 . 026899 . 000031 [-. 000538 . 000526 . 008130 |~-.000005
12 . 026854 |-.000026 |-.000221 . 001703 . 005877 |~. 000010
13 . 063974 . 000040 |-.000358 (-.002204 . 009611 }-, 000000
14 . 063669 . 000039 |-,000817 |-.002203 . 008936 |-. 000000
185 . 063879 |-.000039 |-.0003%9 . 002204 . 009511 -, 000000
16 . 0B2671 -. 000040 |[-. 000817 . 002204 . 005937 |-. 000000




FUERZAS EN LOS ELEMENTOS

ELEM| FZA. XA FZA. YA FZA, 2A MOM. XA MOM. YA MOM. Z2A
FZA, XB FZA, YB FZA. ZB MOM. XB MOM. YB MOM, ZB

1 |-B, 02387 . 377016 10.2591 |-.370172 |-11.4113 . 000013
5.02367 |-.37701B6 {-10.2501 |-.751877 |-3.65066 |-.000013

2 |-6.78769 . 378426 25.5039 |~-.380618 |-13.0736 |-.000039
6.78760 |-.378426 |-25.85030 |-, 754859 |-7.28047 . 000030

3 |-8.18810 1. 22023 10.4870 |~1.20614 |-14.3720 }-.000071
8.18818 |-1.22023 |-10.4870 |-2.48B156 [-10.1017 . 000071

4 |-S5.02366 |-.377084 10. 2590 . 370320 [-11.4114 |-.000012
S, 02366 . 377084 |-10.2500 .751931 [-3.65054 . 000012

S |-6.78773 |-~-.378388 258.85040 .380523 |-13. 0737 . 00003@
6.78773 . 378388 [-25.5040 . 754640 |-7. 28044 [-. 000039

6 |-8.18831 [-1.22020 10,4870 1.20600 |-14.3731 . 000072
8.18831 1.22020 |-10.48B70 2.48152 [-10.1918 (-.000072

7 1-5.15874 . 243622 7.74176 |[-7.35094 |-.000434 . 000008
§.18674 |~7.74362 |-7.74176 |[-12.6172 |[-.002143 [~-.000008

B |-.000002 [~3.749097 |-1.47088 2.93860 [-.000409 |-.000001

. 000002 | ~3. 75003 1.47089 |-2.93874 |-.000410 . 000001

g |-2.768538 1.85639 6. 75278 |-2.18673 |-3.68128 |[-.000010
2.73568 |-1.85630 |-6.75278 |-3.38243 |-4.60487 . 000010

10 .001201 -, 763043 B8.1B829 1-4.74312 . 003540 . 005747
~.001201 [-6.73696 [-8.1B829 [-10.1017 . 002465 |-, 005747

11 |-.000012 |-3.75002 |-1.47716 2.933n2 [-.001316 |-.000001
.000012 |-3.74008 1.47716 |-2.83700 . 001255 . 000001

12 |-7.23397 1.85731 13.2472 [-2.18910 |-10.0708 [ .000040
7.23397 1-1.85731 |-13.2472 }-3.38282 [-11.6311 }-.000040

13 |-.000014 |[-3.75001 1.22803 2, 48730 |-.002305 }-.000000
. 000014 - |~3.74999 |-1.22803 |~-2.48727 . 002321 . 000000

14 . 0005816 . 243732 7.74202 |-7.35123 . 000444 | -. 000002
-, 000816 }-7.74373 |-~7.74202 |-12.6174 . 002135 . 000009

18 [-2.76565 |-1.85645 B. 75268 2.18682 [-3.60160 . 000013
2. 76568 1.85645 |-6. 75268 3.38254 1~4.60525 |-.000013

16 |-.001171 |-.762074 8.18B838 [-4.74332 |-.003465 |~.005747
.001171 (-B.73703 |{-8.18838 [-10.10918 |-.002394 . 005747

17 |-7.23462 |-1.88724 13.2473 2,19800 |~10. 0730 |-.000037
7.26432 1.85724 |-13.2473 3.38272 |-11.6318 . 060037

i8 . 000029 |-1.75280 7.23399 |-4.80488 . 000088 |-, 000004
—. 000020 |-B.24720 (-7.233909 (-11.6311 . 000061 . 000004

10 }-.000035 {-4.00008 1.856G42 3.38243 [-.000078 |-.000001
. 000033 )-5.00002 }-1.88642 [-3.38254 |-.000006 . 000001

20 [-,000034 [-5.00002 1.85728 3.38282 |-.000102 |~.000001
. 000034 [-4.99998 |-1.8B8728 |-~3.3B272 [-.000068 . 000001

21 . 000037 |-1.75266 7.23470 1-4.60524 . 000080 . 000003
-. 000037 [-8.24734 |-7.23470 (-11.6315 . 000105 | ~. 000003
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6.8. - Problema # 8. - RETICULA PLANA
Par2 la retfcula plana mostrada en la figura, se calculan los

dasplazamientos nodales ¥y 1os elementon rcuinlonts de loT mizchres
que la componen.

G = 9x10®
E = 20x10°
1=1.0
J = 0.0037
.
DESPLAZAMI ENTOS
NUDO ROTA. 2 DESP. Y ROTA. X
1 4 0.00000 -0, 00000 -0, 00000
2 0. 00781 -0, 03024 -0. oozsl
3 0. 00751 _-0. 03550 - 0. 00000
4 0, 00751 -0, 03023 0. 00281
8 0. 00000 |. -0, 00000 0. 00000
FUERZAS EN LOS ELEMENTOS
ELEM. NUDO TORSION CORTANTE MOMENTO
1 1 -18, 608 49, 095 £81. 301
1 2 18.614 -490, 086 18.614
a 2 0. 003 49. 07 ~-26., 321
2 3 ~0.003 -49.097 176,310
3 3 0.003 -850, 004 -176.310
3 4 -0.003 50. 004 26. 300
4 4 18, 601 -50., 003 -18. 8082
4 s -18.6801 $0. 004 -281. 410

Ref. # 2 ', pags: 110 y 400



- 82 -
8.6.~ Problema # 6.~ ELEMENTO FINITO TRIANGULAR PLANO

Se estudia una placa delgada empotrada en un extremo; la placa
es discretizada medlante elementos finitos triangulares y cargada
verticalmente en los nudos 1 ¥y 2 como se muestra en la figura,
El anflisis de la estructura se llev® a cabo considerando un
médulo de elasticidad unitario E = 1, un médulo de Poisson v =0, 3,
¥y un espesor unitario t =1 .,

DESPLAZAMI ENTOS

. NUDO DESP. X DESP. Y

7.71242 |-40.82601
B8.54185 |-18.83540
-2.68571 }-13.58202
-0, 00000 }{-0. 000000
0. 00000 |-0. 000000

e wn-

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS

ELEMENTO SIG. XX SIG. YY ESF. CORT.

1 0. 0000 ~4.5050 -4.0000
2 6. 8160 ~2. 4600 0. 0630
3 ~3. 4080 -1.0220 ~6, 0330

Ref. # 1 , pags: 104 a 112
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B8.7.~ Problema # 7 .~ ELEMENTO FINITO CUADRILATERO PLANO

Se oblienen los elementos mecanicos y cinemalicos de la
estructura mositrada en la figura.

l‘
P =10.01¢

4 )

2 = @ = ® - ) — "j) ;“;

Vs Om

?8 3 ) % -J.-;.l]____..i

7 ©) B

4 o

:I" 8.0m _i
£=200110°t/m? 8= 9.8 M5
v'eaz2 P=fl:o248 {.sYm'

Pvz 2.4 t/m?

De acuerdo con la geometria mostrada, el modelo estructural
corresponde a un estado plano de esfuerzos Ccap. 4 2; los
elementos finitos utilizados son de forma - rectangular
Ccuadrilateros isoparamétricos)d.

'
El programa *“PANES" nos proporciona los siguientes resultados

DESPLAZAMI ENTOS

;

DESP., X DESP. Y

0.00118 |-0.01273
-0.00118 |-0.01272
©0.00111 |-0, 00807
=0,00111 -0, 00807
©0,00080 |-0.00400
~0. 00088 [-0. 00400
0.00052 {-0.00111
-0.00052 [-0.00111
0. 00000 |-0. 00000
=0. 00000 |-0. 00000

COONOOd WM

-

' FUERZAS EN LOS ELEMENTOS

ELEMENTO | SIG. XX SIG. YY ESF. CORT

0. 0000 |-10.2980 -33. 3340
-0. 0000 2. 4340 -33.3310
-0. 0000 -0.8810 ~33. 3200
~0. 0000 0.1870 ~33. 3280

LR R A

Ref. # 3 , pags: 182, 1568, 157
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5.8.- Problema # B .~ ELEMENTO FINITO PLACA

Considerando la placa simplemente apoyada en las esquinas,
cargada puntualmente en e! centro con P = 288000 lbs., se calcula
la deflexdidn de los nudos y los wesfuerzos producidos en los
elementos.

P ok,
' k4
¢ = 3%10" Pai
| £
| Jeo®
|
h ¥
Y . "
® O] §n
. ! 6 -
(0] @ 0
) (3 -
[ et e
y
DESPLAZAMI ENTOS
NUDO ROT. Z DES. Y TROT. X
1 0. 00000 0.00000 | -0.01062
2 -0.78519 | -0.00854 0. 00000
3 0.00000 | -0.02945 | 0©.00000
4 0. 00000 0.00855 | 0.00000
] 0. 00000 .000000 | o.01082
e 0.785190 | -0.00854 0. 00000
7 0. 00000 0.0000C | -0.01982
8 0. 00000 0.00855 | 0.00000
° 0. 00000 0.00000 | ©0.01962
FUERZAS EN LOS ELEMENTOS
ELEM. MOM. X MOM. ¥ | MoM. Xy CORT. X CORT. Y

~509, 807 -561. 685 ~-498.110 -26087. 53 -134900. 41
509. 5807 £61. 685 -498.119 26987.53 ~13493, 44
509, 507 561, 685 498,119 -26987. 54 -13409. 42

-509. 507 -561. 685 498.110 286087, 83 -13490. 40

dWp-

Ref. # 4 .




6- CONCLUSIONES

EL METODO

El método de los elementos finites representa una ventaja con
respeclo a los tipos de anAlisis que se realizan convencionalmente,
aunque una mejor utilidad del métodoc se tiene sobre todo en
estructuras drregulares, en muros, presas, tLaGneles C elementos
planos), en tuberias, elementos sdélidos, placas, cascarones
elc. en las cuales resultaba casi imposible lograr un anilisis
realista y resultados confiables.

También es prudente mencionar que el método de los elementos
finitos, tal como se presenta en este trabajo, esti ciertamente
limitado al anilisis estructural. Sin embargo el método posee un
gran potencial de aplicacién en otros campos, tales como redes
de tuberfas Ctemperaturas y presiones entre otros como grados
de libertadd, en ingenierfa mecinica, aeroniutica y nuclear, o en
problemas de hidrodinamica entre otros y sus respectivas
aplicaciones a problemas de equilibrio, de valores
caracteristicos, y de propagacién , ademis de los usos puramente
matemiticos que se han dado.

Para poder comprender y aplicar el método se requieren como
antecedentes Leéricos el manejo del anAlisis matricial, algunos
conceptos de Mecinica del Medio Continuo, y conocimientos sobre
programacién. Esto con el objeto de obtener algoritmos eficientes
y apropiados asi como una correcta implementacién en el equlpo
disponible.



E L PROGRAMA

El programa desarrollado posee sin duda algunas limitaciones
en cuanto al algoritmo que se empled, debido a la capacidad de las
miquinas disponibles y & la velocidad de estas, sin embargo,
resulta ser una herramienta de gran utilidad sobre todo con fines
académicos, ya que sSe puede utilizar para ilustrar el método y
poder comparar con otros tLipos de anflisis o bien, comparar
diferentes modelaciones estructurales para la toma de decisiones,
© para realizar revisiones,

La entrada de dalos de manera interactiva tiene la ventaja de
que el usuario sélo Liene que ir proporcionando los datos que el
programa plde, pero en problemas grandes esto puede resultar
clertamente laborioso y tardado, atn cuando el algoritmo posea
generacién automitica de coordenadas y conectividades como es el
caso del programa PANES, siendo preferible usar bases de datos
Carchivos' de entrada que se pueden editar en pantallad,
Actualmente se realizan programas con ayudas graficas bastante
poderosas (generadores gr&ficos) los cuales generan estos archivos
de enlrada y que representan un ahorro en tiempo bastante
considerable, tanto al momento de proporcionar los datos como para
la interpretaciédn de resultados.

Asi pues, si pensamos en que los equipos de cémputo
personales C(P. C.) disponibles actualmente en el mercado pueden
resultar atractivos en cuanto al costo y que no resulta dificil
contar con una capacidad de al menos 20 Megabytes en el disco
fijo, 640 Kilobytes en la memoria central CRAM), y una‘' velocidad
razonable (10 o 12 Megahertz), y si ademis se cuenta con un
programa generador gr&fico y una impresora grafica o un graficadoer,
con el uso de un algoritmo eficiente se puede lograr cieria
competitividad con los programas que se usan en las grandes
smdquinas, las cuales requieren de un complicado procedimiento
tanto para la correcta aplicacién e interpretaciédn del programa,
como para su uso y la posibilidad de acceso a estas Ctiempo de
miquina y costod, cosa gque no ocurre en el caso de las
computadoras personales. -

LA TESIS

Se presentaron las bases teéricas fundamentales para gque un
estudiante de licencialura pueda realizar un programa de elementos
finitos con las caracteristicas especificas que se puedan
requerir, lo cull sea tal vez un primer intento en este campo, al
menos al nivel de licenciatura en nuestro pais, ya que en este
nivel no existe una gr&n difusién ni bibliografia disponible. Se
espera que el presente trabajo pueda ser de wutilidad como
documentacién y apoyo para futuras generaciones.
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APENDICE 1 ~ EcUACIONES DE EQUILIBRIO DE LA
TeoriA DE LA ELASTICIDAD LINEAL

En el presente trabajo se considerara que las estructuras que
5o estudian estén constitulidas por un material soélido, elastico,
lineal e isétropo. Para poder estudiar el comportamiento de tales
estructuras es necesario establecer un modelo matemitico con el
cual se pueda considerar

a) la goometri{a de la estructura
bd las propiedades del material
c) el sistema de cargas actuante,

El modelo matematico o las leyes que gobiernan el comporta-
miento mencionado y que incluyen los conceplos anteriores, son las
leyes de la Mecanica del Medio Continuo que aplicadas al tipo de
estructuras considerado, forman la base de la Teorfia de la Elas-
ticidad Lineal. Las ecuaciones correspondientes a cualquier punto
de la estructura, son las sigulientes

A.1.1. - Ecuaciones de movimiento de Cauchy. =~

Con estas ecuaciones se establece el equilibrio dinamico de
cualquier punto de la estructura y se escriben como sigue

Boxx ATy x Srzx

@t Tdy Y dz t e/ e

Srxy doyy drzy -

T,?_‘t_a_;_-o?r-ep/y:-pay CA.1.1.D

Orxx dtys= doszsx
T Y dy t ozt Pfr = opas

donde los o’'e y los T's son los. componentes del tensor de
esfuerzos de Cauchy, que en forma matriclial se escribe

oxx TXy Txz

o {x,y,Z2.,8) = Tyx oyy Tyz CA.1.2.0
Tex Ty oz .

los f'e son los componentes del vector de fuerzas de cuerpo por
unidad de masa cuya expresién es

Ix
[ $xyez, 0D = 1 fy CA.1.3.3
Sf=

y los a's son los componentes del vector aceleracién indicados como
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ax
a (X y,2z,td = ay CA.1.4.D
ax

El vector aceleracién se puede expresar en funcién del vector
de velocldades v, del vector de posicién p, y del vector de
desplazamientos u , como se indica a continuacién

2 ' §
aedv._dp _du CA.1.8.)
dt dt? @ ?

que en forma de sus componentes resulta ser

: 3 2 2 t 3
& Cx,y,x, ) = g—;i . 9——'- . f—‘.!} CA.1.8.)
o0 [ ot

p=plx,yxtd es la densidad de masa por unidad de volumen.

A.1.2. - Ecuacicones desplazamiento-deformacién
El cambio en la geometria del cuerpo se mide de la siguiente
forma

Exx = % H rxy = 2exy =

cyy = % ; 7y = Zeys = CA.1.7.)

3

qE MT 2
Yy M2

£xx = % : VEx = 2gax ®

donde ¢ y y son los componentes del tensor de deformacitnes,
que en forma matricial se indica como .

£xx rxy rxz
B X,y Z,td) = ryx yy ryz CA.1.8.,D

rx ray £z
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A.1.3.- Ecvaciones constitutivas (relaciones esfuerzo-defor-
maci &nd

La ley de Hooke genoralizada nos proporciona las ecuaciones
constitulivas del materjal

E
oxn = TrmmrrimEey [T ¢ Keryeend ]

oyy © T;T)Em [(l—v)cyy + v(txu*tl:)) CA.L.@ O

oz = A [(l—v)tyy + v(a:xxﬂ:yy))

1.3
Y S griemy P = G ey

Tyz = 57%67 yyz = G yyz CA.1.10,2

TEx ¥ ﬁmrlx = G yax

o bien
cxx = -%s [am - ?Coyy;az:) )
P
eyy = —— ((ovy - vCoaztouxd ) CA.1.11.)
£xx = —-;—~ (Oll - ploxx+toyyd ]

R geD

ray = = Ty = %— TNy
-
. 2L 4+1) 1 "
2 E——— T = —_— T
v 5 va s VE CA.2.12.0
YIx = ?-L:-:—‘& Tzx = a Tex

dondse X y G son las constantes elaisticas de Lamé, las cuales swse
relacionan con las constantes de laboratorio denominadas médul o
de Young & de ewlasticidad “E " y la relacién de Poisson " p ¥
mediante las expresiones siguientes

£ v e
L X FEFTY ' 6= sviom CA.1.13.0

slends G el médule de rigidez al cortante.
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Las ecuaciones A.31.10. y A.1.12. se pueden agrupar en forma
matricial como se indica a continuacion.

oxx 1-» » » .0 (o] (¢} £xx

oyy v 1-» » [+ [+] o Eyy

21 E » » 1-p [+ (2] [+] £asx

=
Tisooci-2v5

Tay Gunnaa-2ug o o o fa-an o o yuy

Ty o [ [ [} -"-u—av) o ry:

Tnz o o o [ o -:-(1—2\)) rxz
CA.1.14.D

lo que en forma simbdlica se escribe

Ceod2=1ID1C(3) CA.1.18.)

donde < 0> y ¢ 8 > son los vectores de esfuerzos y deformaciones
respectivamente

{ D) es la matriz de coeficientes elasticos, cuyas
expresiones son

oun £ux

oyy £yy

ozx £22

Cod> = ) =

TRy : rxy
CA.1.18.) CA.1.17.)

Tys ry=

. Tus ) vxx

[ 1 » [ o o]

v 1-v v o] o] Y

E v v 1-» o] (o] [o]

t DI = grser=as
[ o o 12w o o
[ o o o ic:-alo [
| o o o o 0 Ci-2w
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A.1.4.- Ecuvacfones de campo

Las ecuaciones de campo son las wcuaciones de movimiento o de
cgquilibrio dinadmico Cecs. A.1.) expreszadas en funcién del vector
de desplazamienlos, So les conoce también como ecuaciones de
Havier y se escribon de la siguonte manera

] 8 (du av v . a v
G[Vzvﬁ‘—_—z;b—;[-ﬂﬁ—é;-fg]]#‘p]y—patz CA1.10.3
G|V wn s T o p O

ay oz at?
donde ¥ es el operador de lLaplace definido por
2 z z 2
VeF.¥ =&L’.&.-=_E;+_"_7.+-"_z CA.1.20.
k7% ax® - ay? ez

lLas ecuacicones planteadas son las que npos pueden ayudar a
resol ver problemas de equilibrio ditvanico hasta para tres dimen-—
siones, sin embargo, los problenar.  tratados en el presente
Lrabajo se limitan a los casas de equidibwrio eslatico para una
y dos dimensiones, por Jo cual, coma se ohisrva en el capitulo 4
al desarrollar las malrices elemnentales, costas ecuaciones se
veran reducidas segun el caso. )
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APENDICE 2 .~ FORMULACION VARIACIONAL CON BASE EN LA

ENERGIA  POTENCIAL  MiniMa

Consideremos el caso general de un cuerpoc elasticoe en el
espacic el cual esla sujeto a cargas que producen un campo de
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos tal que en un punto
dado de dicho cuerpo y con respecto a un marco de referencia, los
vectores de esfuerzos y deformaciones son

€ o) = { oxx oyy Ozz Tay Tyz Txz >T CA. 2.1.D

y
C 8> = C &xx &yy €22 puy pyx pum IT [T-N- )

Si se somete un incremenio de deformacién 6% a un elemento
diferencial, enlonces el incremento de energia de deformacén que
ocurre en el elemento es

U = o 5% CA.2.3.)

El trabajo total hecho en el elemento para alcanzar el estado de
deformacién 8 es

UL = _[‘s o de CA.2.4.)

Para un cuerpo de volumen v , sujeto a un incremento de
deformacliones &¢, la energla de deformacidn inlerna es
'

U= o &c dv CA.2.8.)
v

Estaenergla interna es originada por ciertas cargas que actGan
en el cuerpo las cuales desarrollan un cierto trabajo W. Estas
fuerzas se pueden clasificar en fuerzas internas o de cuerpo, que
en un punto cualquiera tienen la forma

CFY = fufy fe)> ° CA.2.8.>

y @1 vector de fuerzas de superficie & cargas externas expresado
por -

CTY =<€ tux ty tz ) CA.2.7.)
asi
¥ = _[v/i ui dv + j'.u. ui ds CA.2.8.)
y
&Y = j‘v/-. Sui dv + L“ Sui ds CA.2.9.)

Sustituyendo las definiciones anlerifores en la ec. 2.20.

n=YyU~%-= fva 8 dv -~ _[vj- ui dv - j'.u ui ds CA.2,10.)
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on donde la primera integral represenia la energia interna o de
defurmacién, la segunda represenia el trabajo desarrollado por las
fuerzas de cuerpo sobre la estructura y la tercera representa el
trabajo desarrollado por las fuerzas de superficle.

Si aplicamos el principio de la energia potencial minima
haciendo 61 = O tendremos

61 = [ o &8 dv - _[v/« Sui dv - j'.u Sui ds = O CA.2.11.0

despejando

_[va bc dv = j‘vr. Sui dv + J'.u bui ds CA.2.12.)

expresién que en notacién matricial se escribe como

J 60T dv = [ EOTF> dv + [ 6 (D ds CA.2.13.)
v v [ ]

pero recordando la relaciédn esfuerzo-deformacion: <o = (D) (&>
Cap. 1.3.), donde (D) es la matriz de propiedades elasticas,
entonces

Jc60TIDY (B dv = [ SWTCF> dv + [ 61TID as CA.2.14.D
v v .

si aproximamos el campo de desplazamientos con
U= §F N ut © bien CU>Y> =T N} Cu) CA.2.148.0

siendo { N ) la matriz de funcicnes de aproximacién y sabiendo
que

C8)=[LYICUY =0 LYINICuUu)d> CA.2.18B.D>

donde a (" L ) se le conoce como la matriz de operadores
diferenciales , entonces

€8> =1L LIYILCEUDY =1 LIILNICLSUD CA.2.17.D
y por otro lado
€o> = (D) <® = ID) [LI < = ID) LY} [N) Cuid CA.2.18.D
1o cual se puede escribir como
CodY=1D)I{B)I Cu)d CA.E.iD.').
donde [ B )} es la matriz representada como
I B)={L)I[N) CA.2.20.0

sustituyendo las relaclones anteriores en la ec. 2.33. se tiene
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T T T T T T ’
JEou INITLIEDIEBICSUD Ay = [CEud INICFIdv +[L6uidINICDIds
v v . CA.2.21.0

o bien

T T T T T T
IS&UL)[B)[DJ(B](&ui)dv = I‘C'éul)[Nl(F)dv + j‘geuntmcnds CA.2.22.5

simplificando
L7 D) 1B) W dv = [T dav + [IMT (D ds ca2.23d
v v L]

tLKYIYCUY=CP) CA.2.24.D

de donde se desprende que la matriz de rigideces f K ) esta dada
por

tx)1=f181EDIIB)dv CA.2.25.)

Resolviendo al sistema representado en la ec. A 2.24. podremos
conocer { u ) y entonces aplicar

CU>Y> =L N) Cui) CA.2.26.)
(2> =LY CU)D CA.2.27.)>
Cod>=ID)ICE>=(DIIB) Cud . CA.2.28.)

De lo anlerior se deduce que tanto la matriz t K )} como el
vector ¢ P ) dependen de la eleccién de { N ).

En general, como se ve en el capitulo 4 , tanto la formula-
cién de los residuos pesados como la variacional, conducen a
expresiones para las matrices de rigideces del tipo de 1la
ec, A.2.28,
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ApPENDICE 3 .~ TRANSFORMACISN DE COORDENADAS
Introduciendo las funciones de forma del elemento en
coordenadas locales Cno deformadas) en tres dimensiones
Ni* = NU'CEo e 0D CA.3.1.)
podemos escribir la sigulente relacién

X = NIX +N2X +NaX +... +Nedm = NiXi
e

Y = NiY +N2¥ +NaY +...+Nm¥m = Ni¥i
. * 1]

Z = NeZ +N2Z *NaZ +...4Nm2n = NiZi

CA.3.2))

donde X, ¥, Z, son las coordenadas cartesianas de cualquier punto
localizado en el elemento deformado

XL, Yi X, son las correspondientes coordenadas cartesianas
de los m puntos seleccionados apropladamente en
la frontera de los elementos.

Por otrc lado la representacién de la variable de campo U en
términos de las coordenadas curvilineas C¢,n, (D> y las funciones de
forma resulta ser

U = NiCZ,n. 00 Ui CA.3.3.)

donde Ui d=em, son los valores de la variable U en los puntos
nodales del elemento .

a) ISOPARAMETRICO b BUPERPARAMETRICO

x = Ni ui si=g,mr

u = Ni ui w=g,m

¢} SUBPARAMNETRICO

© Punto dondo se deline la coordenada (m)
O punte donde se define la funcidn m

tig ARt~ Transformacidn do coordenadas  ~ mediante funciones
de forma tref. so
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Los n punios utilizados para definir la interpolacién de la
funcién U pueden © no estar relacionados con los m punios
empleados para definir la geometria del elemenio. Asy{ por
ejemplo, como se muestra en la figura A.3.1. para un elemento
cuadrilatero planc de lados curvos, en donde las funciones de forma
son  Ni' Ci=1,8) para definit la gecmetria del elemento son
cuadriticas, mientras que las funciones de forma Ni para definir
la funcién U pueden ser lineales Ci=1,4), cuadraticas (i=1,8) o
cGbicas Ci=1,12), As{ pues, se pueden distinguir tres tipos de
wlementos que son

ad) lsoparamétiricos cuando n = m
b> Superparamétricos cuando n < m
c) Subparamétricos cuando n > m

Para poder realizar el mapeo de elementos finltos con formas
distorsionadas en coordenadas globales (X,Y,2, a elementos con
geometr{a regular en.coordenadas locales Cf. 7, {>, se procede
como sigue

Las derivadas parclales de las funciones de forma Ni respecto
a las variables locales por la regla de la cadena se pueden
@XPresar como

ML ONL 0x | BN Oy | O 0z
or . o oy OF aaz o
ML _ N Bx | ONi Oy | i 0z
e o 5 * 5y Bt o CA.3.4.0
Mu _ oNs ox , oN oy o 02
T T B "By o & X
y en forma matriclal
ML (.23 oy 8z ONL AN
L3 3 ar o " &
awcl _ox ey e | fowm | N
on an ) n|l% [“] By
ONL I oy oz - Nt ONi
- L ar T az" 8z
CA.3.8B.)>

donde [ J } es la matriz Jacobiana, que se puede cuantificar
explicitamente con base en las ecs. A.3.2. La expresién A.3.8.
también se puede escribir como



aMi

ax

BNL -
3y

Ni

3

para e} caso de 4 nodos y 3 dimensiones,
obtener de la siguiente manera

ox oy
t23 a
ox 44
oy o
ax ay
1.4 ar

Ay Ax AR

Ay v AR

)

e AT M2

ONs
L3

ONs

3

AN
oy
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X Y Ay

aNa
oz
oNz
m

Nz
ar

-1

Wlﬂ
~Z

.ﬂg %g

ONs»
&
ona
o

ONs
-

ol

CA.3.6.0

Jacobiano se puede

BONae
%

e
o

MNe
T

|

Ya 2a
Yz Za2
Y» 2Zs
Ye 2Za
CA.3.7.)

siendo Xi, ¥i, 2, d=1,0, las coordenadas de los puntos nodales.
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APENDICE 4 -~ INTEGRACION NUMERICA

Cuando se requiere integrar un area distorsiocnada Cirregulard,
como  en el caso de los elementos cuadrilateros generales
Cisoparamétricos), donde se tienen expresiones como la sigulente
Cap. 2

k4
I =4 j’vats: ID} [B) det{J) df dp CA.4.1.D

debido a la complejidad del integrando, se recurre a una aproxi-
macién mediante la integracién numérica, proceso que se describe a
continuaciédn considerando la siguiente integral en una direccién

1= f3 yoo ax CA.4.2.

. La cuadratura de Gauss resulta ser la mis recomendable y la
més usada. Evaluando I con una franja y a 1la mitad del intervalo
(fig. A.4.1.) resulta I 2y . Pero esto serfa exacto solo si
la funcién “y" es una linea recta Cfuncién lineald.

Si generalizamos esta relacidn nos da
! [} n
I = _f_.y(x) dx = E Wi yi CA.4.3.)

donde Wi es el llamado “peso” asoclado al i*4simo punto ¥y n es
el numero’ de puntos,

Asl pues,’ ].a integral de la ec. A.4.1. se puede aproximar modiante
.t n
I = _[_l_[_.rcz.na df dn = f_‘ [ig.wi fcza.nn] dn CA. 4.4.0

y finalmente

n
T =L Wl wWifcZnd ] =FEWWrc,nm CA.4.8.0

La localizacién de los puntos i, j de integracién y sus pesos
asociados dados a Lravés de la cuadratura de Gauss se dan en la
siguienta tabla para 1, 2, y 3 puntos.

# de ptos, localizacidén peso asoclado
i ) x = 0.0 2
x , x = 0.57735 1
x , X = 0,77458 S0
x = 0.0 80
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[P} S

LIN [ 3 )

hg. A e, Evaluacidn de una wnlegral con doe puntos
teuadralura de gausel.

APENDiICE 5 - COORDENADAS NATURALES

Un sistema local de coordenadas que ayuda a la definicién
gecmétrica del elemento, y cuyo rango de coordenadas se encuentra
entre cero y la unidad dentro del elemento, es conocido como un
sistema de coordenadas naturales. Tal sistema tiene la propjiedad
de que una coordenada particular tiene valor unitario en un nodo
del elemento y valor nulo en los demfs nodos; la variacién entre
nodos es lineal. Podemos construlr sistemas coordenados naturales
para dos nodos Celementos rectos), tres nodos (elementos triangu-
lares), cuatro nodos Celementos cuadriliteros), etc,

El propdsito basico de un sistema de coordenadas naturales es
el describir la ubicacién de un punto dentro de un elemento en
términos de coordenadas asociadas con los nodos del elemento.

A.5.1.~ Coordenadas Naturales en una dimensién

La fig. A.B.1. muestra un elemento lineal en el cual queremos
definir un sistema de coordenadas naturales. Si denotamos a Ls y
L2 como las coordenads naturales, la localizacién del punto Xp se
puede expresar come una combinacioen lineal de las coordenadas
nodales Xs y Xz, esto es

Xp = La X4 + L2 X2 CA.B.1.0

Las coordenadas L1 y La2 pueden ser interpretadas como funciones
de peso relacionando las coordenadas de los nodos extremos con
las coordenadas de cualquier punto interior. Es claro que las
funciones de peso no son independientes, as!{ que se debe cumplir
. Ly + L2 =1 CA.B.2.0
las ecs. A.S5.1. y A.5.2. pueden ser resueltas simultineamente
para las funciocnes Ls y Lz con el siguiente resultado

=X - X . o = X2 - X
O ; Lz = oo CA.5.3.)

Las funciones .Ly y L2, como se ve,son simples relaciones de
longitud, La variacién de [t se muestra en 1la figura A.S.2.



fig.

- B3

———
b % ]
tig. Y8 T% ¥ Ktemento unidimensional de dos
coordenadas globales xp definiendo
dentro del elements
ll 1 l‘ -D,'H Ll -||l,§ ‘l ;0.25 "'l 0
}_. '._'__ll___l.._l -1
. noce node 2

fig. - A.B.2. ~ varjiacién de ta funcidn de

peso dentro del elemento

& = Areo del tridnguio 123

A.3.3. - Coorderadas de drea para un Lridngule

nodon
un

on
punio



- 82 -
A.5,2. - Coordenadas naturales en dos dimensiones

El desarrollo de coordenadas naturales para elementos
Lriangulares sigue el mismo procedimiento que para el caso
unidimensional. Olra vez., el caso es elegir las coordenadas
L1, Lz y L» para describir la pesicién de cualquier punto Xp
dentro del elemento o en su frontera. Las coordenadas cartesianas
originales de un punto en ®1 elemento se deben relacionar
linealmente con las nuevas coordenadas, por medio de las
sigulentes ecuaciones

X = Lo X2 + L2 Xz + Ls X»

Y =Lt Yo + L2 Y2 + La Ys CA.5. 4.0

en adicién a estas ecuaciones se requiere que 1la suma de las
funcicnes de peso sea unitaria, o sea

Ls + L2 + Las =1 CA.8.8.0

resolviendo l:as ecuaciones anteriores, nos resultan las coordena-
das naturales en términos de las coordenadas carteslianas, como se
ve a continuacién

L X, ¥ = o7y Cas + biX - c4¥YD
LCX. Y = :A Caz + baX + caz¥> CA.B.8.2
LeX,Y) = :‘ Caia + baX + ca¥d
donde . .
1 X Y
2A=]1 X b = 2 Carea tring. 1-2-3)
1 x Y CA.B.7.)
a1 = Xa2¥m - XaYz, l?l = Yz - Ya, ci1 = X - Xa
az = XsYs - XaYam, bz = ¥» — Ya, - . cz = X2 - Xa CA.B8.8.)

as = Xs¥a2 - )_(zY.. bs = Y1 -~ Y2, c» = X2 — X»

si pensamos en que las coordenadas naturales Li, Lz y Ls son
precisamente las funciones para interpolacién lineal sobre un
triangulo se tiene, Ni = Li para un triangulo lineal.

LiCX, YD para un elemento triangular es una relacién de 4reas,
la fig. A.B.3., muestra cémo las coordenadas naturales, también
llamadas coordenadas de Area, se relacionan con las areas. Cuando
el punto Xp se localiza en la frontera del elemento, uno de los
segmentos de area se desvanece; de ahi que la coordenada de Area
a lo largo de la frontera sea cero. Por ejemplo, cuando CXp, Ypd
estd en la linea 1-3, entonces

L =R -0 y A2 =0 CA.8.8.)
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