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1 .- 1 N T R o o u e e 1 o N 

Tras una at.apa en la que al mercado da l·as ·computadoras se 
orientaba hacia la producción de grandes mAquinas con memorias 
centrales de gran capacidad y un complejo sistema de perifOricos, 
razones t..ecnol6gicas y económicas han desarrollado el mercado de 
las mini y micro comput.adoras, las que por su precio y versatili
dad . resultan at..ract.ivas Y .. asequibles a pequertOs despachos de 
c•lculo· • incluso a particulares. 

La t.endencia que en la act.ualidad &e ~nifiest.a e& hacia el 
uso cada vez mis -generali.zado de las llamadas computadoras 
personales CP.C.), Con las cuales se puede evitar la dependencia 
respect.o a cent.ros de c6mput.o dónde se ofrecen los servicios da 
las grandes computadoras. 

El anilisis de est.ruct.uras empleando el m6t.odo da los 
elemenlos finilos. no resulla viable si no se cuenla con la posi
bilidad de acceso a compuladoras de capacidad razonable y a 
programas que realicen est.e lipo de anAlisis, los cuales,general
lllflnle, requieren de ser conocidos ampliamente para su correct.a 
aplicación, Algunas personas con poca experiencia en el uso 
del mélodo de los elementos finitos, utilizan como "cajas negrasº 
los programas preparados por olros autores, situación que resulta 
a todas luces peligrosa al fallar la experiencia y bases teóricas 
en las etapas de modelaci6n estructural o interprotaci6n da rQsul
lados. Emplear de esta manera los programas de elementos finitos 
no es aconsejable en ningún caso; siendo preferible que el inge
niero posea un conocimiento exacto de lo que hace el programa y 
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de los algorilmos quu &111plea, asi como una experJ.encia que 111 
permita det.eclar errores de bul\.o, de los que pueden no est..ar 
exentos ni aun los programas de mayor difusión y uso. 

La situación descrita se puede mejorar medianle la implemen
tación de programas Csoflware) de alcance modesto, y mediante la 
difusión -que ya se esl~ dando- del uso del mélodo de los elemen
tos 'ini~os en las Cacult.ades y escuelas $Uperioras de ingenieria. 

Enlr• los objetivos tundamenlales que se pretenden alcanzar 
con este Lrabajo, eslA el de demosLrar el alcance que pueden 
Lener en la actualidad las computadoras personales para resolvor 
problemas de ingenierf.a est.ruclural, medJ anl.e el uso del m6t.odo 
de los elementos finitos, y su dirusi6n como herramienta de apoyo 
en la enseftanza del an•lisis eslruct.ural, 

As.1 ¡>ues, en el caplt.ulo 2 s• present.a la f'undamant.ación 
\.•6rica del m6todo de los element..os tinit.os y s• indican los 
pasos a seguir •n la aplicación de dJ.cho m6t.odo a la soluc16n 
de problemas de equilibrio est.At..ico, cuyas ecuaciones estAn 
plant..eadas en el ap6ndice 1. 

Las funciones de int.erpolación se discut.en en el caplt.ulo a ; 
algunos conceptos de transtormaci6n de coordenadas, integración 
numérica y coordenadas nat.urales necesarios para la derivación de 
las malrices d• rigideces, se t.ralan en los apéndices 3, 4 y 6 
respect.i vamente. 

Con base en alguna de las tormulaciones presentadas •n el 
capitulo 2 , en el capitulo 4 se derivan las matrices de 

.... rigideces de algunos elementos f"init..os de ut..ilidad en el anlllisis 
eslr~ctural: barra, viga, element.o plano y elemenlo placa. 

\..a "descripc16n del programa de c6mput..o "PANES", Csoft.ware 
desarrollado en usle trabajo), &•hace en el capi~ulo 6. Se 
incluyen algunos ejemplos de aplicac16n resuellos con el uso de 
es\.e programa. Los resultados Obt.enidos se pueden comp'arar con 
los de la referencia cJtada en cada caso. 

Finalmenl• en el capitulo 6 se presentan las~conclusiones. 
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2~EL METODO DEL ELEMENTO FINITO 

Dvsd• un punto de vista ma~em.lt.ico, el concepto fundamental 
del Nét.odo da los Element.os Finit.os CM. E. F.) consist.e en que 
cualquier función conlinua, definida en un dominio especifico, 
puede aproximarse medianle una sucesión de funciones definidas en 
una serie de subdominios, en los cuales estas funciones son 
c:ont.1nuas y se int.!'rcon.clan entre si para aproximar la función 
dada crig 2.1.). 

fl•I 

.. X1 1C2 ~ Xfl 

DOMINIO OE L~u:~~~::---+-
rLg. cz. &. >. - Apro>elma.cld'n de una. runcld'n continua lrov4'• d• 

uno. 11orl• de tunclonoa llnea\oa conocloda.11 
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Desde un punlo de visla ingenieril, la esencia dol M.E.F. 
radica en que para resolvor un sislema que represonla una estruc
tura real sujet.a a ciertas condiciones f'isJcas, se puede ut.ilizar 
un modelo aproximado compueslo de una serie de subdivisiones 
llamadas ºelenenlos", int.erconecladas en punt.os conocidos con el 
nombre de "nodos" Ct'i" 2.2.>. La solución del problema se a.proxl
aa •n cada •l•ment.o con base en relaciones presLablec:idas que 
son tunci6n del tipo d• elemenlo usado y del nómero de nodos en 
cada uno de ellos. Relaciones de esle t.Jpo, unidas a principios 
Wsicos qua tundament.alment.• expresan el equilibrio de una f'orma 
Jnlegral, nos perrn.it.•n def'inir el comport.am.ienlo de un elemento 
d• la Jnisma manera que se caract.erJ.za el comport.amienlo de un 
elemento de una inalla en sistemas discretos convencionales Ces
t.rucluras de barras. red•s de t.uberias. circuitos el6clricos. 
•t.c. ). Una v.z definido •l comporlam.J.ento de un •lement.c. el 
eslablecimi•nlo de relaciones de lipa matricial, vAlidas para un 
conjunto de elementos inl•rconeclados, se lleva a cabo mediante 
una operación d• •u..._ ordenada o 11enuamble11 d• las cont.ribucion•a 
de cada elemento. en la cual no se diferencia el M.E.F. de otros 
procedimientos de anAli sis malrici al de sis lemas discretos. Asi, 
conocidas la geomelrla, las propiedades ellls:licas de los elemen
tos y el sistem.a de cargas. podemos posteriormente conocer los 
esfuerzos y deformaciones d• la vslructura en su conjunto. 

No. DE ELEMENTOS 
FINITOS• 33 

No. DE PUNTOS Ng 
DAt.E'S • 25 

.__,~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~K 
Hg. 2. a. - slel9mca de cu•rpo d•forma.ble •u.Jeto 

re•lrlcclon••• dl.11cr•lh:ado con •l•m•nlo• fi.nlto•. 

En otras •palabras, se puede decir que el N.E.F. es una técni
ca numérica para obtener una aproximación a la solución de un 
problema que requier• de la inlegraci6n de un sistema de ecuacio
nes dif'erencfales con cierlas condiciones de f'rontera y/o inicia
les, que definen completamente el problema y de ah! su solución, 
En el mis sencillo de los casos, la ecuación dif'erelncial es 
ordinaria y lineal, pero puede contener derivadas de orden arbi
trario y condiciones de frontera que involucren combinaciones 
arbitrarias de la f'unción buscada y sus derivadas. 
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Es imporlant..e recordar que la solución d& las ecuaciones del 
modelo pueden sor ex.a.et.as, pero el modelo en si es una aproxima
ción dlscret.a del sist.ema flsico,y la solución de dicho modelo se 
aproxima a la solución del sist.ema real. 

La solución del problema ~e obliene en los punlos nodales, lo 
que no impide que ést.a se pueda encontrar en cualquier olro 
punlo; bast.a con relacionar el comport.anúanlo en el interior de 
cada elemento con el comport.amient.o de los nodos que integran el 
elemento, en realidad est.a operación es previa a la formulación Y 
bAsica para el desarrollo del método. 

A cont.inuaci6n se describen de manera general los pasos 
seguir en la aplicación del M.E.F.: 

1).-Dlscret.ización del n-dio continuo. 
El dominio de las variables de las ecuaciones diferenciales 
se subdivide en un nOmero finilo d• elemenlos. Esla subdivi
sión se lleva a cabo medianle el uso d• ~ormas convenienles 
(lineas, lriAngulos, cuadrilAt.eros, lelraedros, hexaedros, 
•le.) y con un ciarlo juicio ingenieril que dependa de la 
solución qua se espere oblener y del lipo de elemento dispo
nible; as! por ejemplo, en regiones donde la variación do 
•sfuarzos o deformaciones sea mayor, sorA preciso disponer 
de un n~mero de alemanlos suficienlamenle elevado, o bien, da 
elemenlos de orden superior que permilan la caraclerlzaci6n 
correcla de es~a variación Cfig.3.1.). 

2).-Elección o derivación da las funciones de aproxirnac16n. 
Mediant.e la combinación lineal de funciones de aproximación 
(conocidas) Ccap. 3 ), seleccionadas adecuadamenle, y de los 
valores de las variables (desconocidos), y en algunos casos 
da sus: derivadas 1 e~.peci f' i cados en los; punt.os nodal es; sel ec .
cionados, se define una aproximación para el comporlamienlo 
de la va.riable en esludio. 

3).-Cilculo de las matrices carac~er!st.icas de cada element.o. 
En el an.A.lisis eslruclural, con ayuda de las relaciones 
esfuerzo-deformación y~ deplazamienlo-deformación en cada 
eleir-nt.o Cap.1. ), se define la mat..riz de rigideces del 
•lemenlo. La oblención .•. de est.as malrices elementales suele 
hacerse mediant.• el uso de los m6lodos variacionales o de 
los residuos pesados Ccap. 4 ) 1 con los que las ecuaciones 
diferenciales que definen el problema, se t.ransforman en 
ecuaciones. del elemenlo, que gobiernan en rorma aislada 
a lodos los element.os finit.os. 

4.), -Suma ordenada o "ensamble". 
Est.& proceso nos proporciona la "Mat.riz de Rigideces Global",· 
con la cual se conforma un sislema global de ecuaciones 
algebraicas Cen un problema de valores iniciales), o de 
ecuaciones: dil'erencialea (en un problema de valores; on la 
frontera e iniciales), con sus propias condiciones de f'ron
lera o condiciones iniciales. 

S).-Soluci6n del sislema de ecuaciones. 
Mediante la solución del si slema de ecuaciones simul t. Aneas: 
considerando las correspondionles condiciones de fron~era, 
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se obt.ienen los valores de la variable en estudio: dosplaza
rn.J.ent.o, t.emperat.ura, presión, et.e. En general 1 los: s.ls:t.emas 
que se obLienon conslan de un número elevado de ecuaciones, 
sin embargo, suelen ser simétricos y en banda, lo que permiLe 
una reducción del almacenamiento necesario y la adopción de 
m6lodos: eficaces de solución. 

6).-CAlculo de las variables asociadas a la solución. 
Las funciones do aproximación desarrolladas para cada elemen
lo permit.en ext..ender la solución a cualquier punto de su 
interior. Por otra parte, en ocasiones son necesarias cierLas 
magnitudes: derivadas: de la solución f'undament.al. Asi por 
ejemplo, en la mecAnica de sólidos suele s;er comírn utilizar 
los despl azami en t. os como 1 ncógni Las pr J. marias, par a a partir 
de ellos derivar deformaciones y evenlualment.e esfuerzos:, a 
partir de las relaciones que ofrece la cinemilica de la 
deformación y las ecuaciones const.ilulivas del medio CAp.1.3). 

2.1.- Tipos de formulaci6n en un problema de ingenieria 

La formulación mat.e~t.ica de problemas de ingenieria 
generalmente se puede efectuar en dos formas diferentes; la 
primera considera el comport..amienlo de un Area o volumen 
J nf i ni les! mal del si st.em.a • y las ecuacl enes cor respondi ent..es se 
formulan en forma diferencial, y como el •rea o volumen conside
rado es represenlativo de t..oda .la región, las mismas ecuaciones 
son válidas para t.odo el dominio de esa región. Un ejemplo de 
est.e lipo de formulación es la denominada de "Residuos 'Pesados". 

En la segunda allernaliva se post.ula un principio que englobe 
la región ent.era o dominio dado,y consecuent.ement.e,es una formu
lación en forma integral y la solución es generalmente dada por 
valores extremos da dicha inlegral. Esla formulación es conocida 
como "Formulacion Variacional". 

Eslas formulaciones han dado origen a la creación da ~iert.os 
métodos aproximados para la solución de las ecuaciones de equili
brio CAp.1. ), las cualea se pueden escribir en t~rma matricial, 
como se indica a conlinuaci6n 

en o C2.1.) 

donde [ € J es la malriz de operadores diferenciales. 
< 1 > es el veclor cuyas componentes ,¡,t.. son las tunciones 

incógnitas del problema. 
< / > es el vect.or de funciones conocidas. 

n es el dominio de la variable. 

Se puede llegar a la sol uci6n buscada 
medianle la aplicaci6n da funciones de prueba 

¡ =EN•.¡,;,. 

•• aproxim!l.ndola 
i. como sigue 

(2.2.) 
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donde Ni son las m funciones de aproximación, conocidas lambi~n 
como funciones de interpolación Ccap. 3 ), lJnealmontG 
independientiEts, seleccionadas par.a sat.Jsfacer las 
condiciones de Cronlera del elemento. 

,¡,:.. son los valores nodales desconocidos d• la variable de 
campo o sus derivadas. 

Los valoras nodales desconocidos f11i. se pueden delerrn.t.nar ya 
sea con alguno de los llllflodos de los residuos pesados, conocidos 
lambi6n como "métodos del error", dentro de los cuales se encuen
tran el d• Gal•rktn, el de H(nimos Cuadrados y el do Subdominios 
entre olros, o bien con alguno d• los llllflodos variacionales, como 
puedan ser •l de Raylt1i6h Rits, el de Di/•r•ncias Finitas, el de 
JCantorovich o el de Tr•f f tz. 

2.1.1. - FORMULACION DE Las: RESI~ PESADOS 

Esla tormulaci6n parle de una manipulación directa sobre la 
ecuación dif'erencJ.al que gobierna la .fisica del sislem.a de 
1nler6s Cec. 2.1.), la cua.l se puede escribir escalarmonle por 
racilidad y para rines d• iluslraci6n como sigue 

en O (2.3.) 

Si susliluirnos el valor aproximado de •Ci) Cec. 2.Z.), en la 
ec. 2. 3. , lendremos un error o residuo ''• 11

, dado por 

(2. 4.) 

Los coeficientes '1t de la solución aproximada Cec. 2.2.), so 
calculan de lal manera que, el error dado por la ec. 2. 4. soa 
mínimo o peque~o en algón conlext.o. 

El error se puede evaluar en puntos discrelos (nodos), e 
igualar la solución a cero para minimi:t:ar el errqr, est.o es 

fo., dO = o C2. 6.) 

Una mejor solución ser1& la da dislribuir • sobre una regi6n 
de acuerdo a alguna función de peso W dQ las coordenadas nodales 
anles de la inlegración, es decir, la .función de los residuos 
• es pesada con la f'unció~ de peso W al hacer < W , e > • Este 
producto escalar de funciones representa la proyocción del error 
sobre la f'unción da peso, proyección qu~ debe cumplir con 

< w , e > = f 0 w • e do = w e .ti - f ) = o (2. 6. ,. 

Inlegral que represenla un promedio pesado del error reparlido 
en el intervalo considerado. 

La evaluación de esla integral de residuos pesados, para 
operadores lineales Cque es el caso de la t.eorJa de elast.icidad 
lineal), conduce a un sJsLema de ecuaciones algebraicas lineales, 
cuya solución proporciona los valores nodales desconocidos. 
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Hélodo de GALERKIN 

El mét.odo de Galerkin consiste en hacer el error e, ort.ogo
nal a las Cunciones de aproxim.;a.ción en el dominio de la est.ruc
t.ura, es decir Wi.s::NL ¡ las funciones de peso ser'-n las funciones 
d• aproxlmnaci6n 1 como se indica a cont.inuación 

In Ni .• dn a o (2. 7.) 

Esle es el m6t.odo que generalmente da la mejor aproximación y el 
qúe recibe mayor uso. 

M6Lodo de Colocacidn 

La función da impulso 6CX-Xl) es la seleccionada como función 
de peso. Esla selección equivale a hacer que •l residuo sea nulo 
en algunos punt.os especificos XL, t.anlos como coeficient.es inde
terminados haya en la solución aproximada. 

In 6CX-Xl) •• dn a o C2.B,) 

Mélodo de Subdolldnios 

Se selecciona una función de'peso unit..aria W = 1 sobre una 
región especifica. Est.o equivale a que la inlegral del r~siduo sea 
nula sobre al intervalo de la región. El nómero de intervalos de 
integración es igual al nómero de coeficientes indeterminados en 
la solución aproximada. 

jn w · ,, do =o C2.9.) 

Hélodo de MÍnilllDS Cuadrados 

Esle mélodo uliliza el residuo como función de peso obten16n
dose un nuevo error como 

Cr = In • . e dO ~ o c2.10.' 

Esle error se minimiza con respecto a los coeficienles desco
nocidos en la solución aproximada. 

Como se o~serva, lodos eslos málodos involucran una inlegral 
de residuos pesados, cuya evaluación da origen a un sistema de. 
•cuaciones en el que las inc6gnilas son los valores de la 
variable de campo en los punlos nodales, 
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2.1. a. - FORMULAC:ION VAR.IAC:IONJJ.. . 

El problema cl.isico del c-'.lculo d~ variacionEts consisle en 
'mconlrar los va.lores oslacionarios de un "fl.Ulcion.al '"• el cual es 
una función de funciones, y se representa como una lnt.egral defi
nida cuyo valor num6rico depende de la función inlegrada. Para 
encontrar los valores eslacionarios de dicha inlogra.l es necesario 
enconlrar la func16n que susliluida en el inLegrando correspondien
t.e conduzca a un valor extremo, es decir, a un mlnimo o un mix.imo. 

A cont.inuac16n se present.an algunos concept..os: relacionados 
con el cA.lculo de variaciones: que servlr•n para describir la 
formulación variacional del M. E. F. 

Sea n •l funcional definido por 

n a In FCx,y,y') dx ca.11.) 

donde y s YCx:> ca.1a.) 

Cada función FCx,y,y') que sea suslit.uida en esla ecuación condu
ce a un valor numérico diferent.e de n ¡ aquella función FCx,y,y•) 
que result..e en un valor m1nimo o m:t.ximo, hace que el funcional n 
tenga un valor eslacionario. Cabe aqui pensar en el paralelismo 
que exist..e entre el conceplo de encont.rar los valores estaciona
rios de un funcional y de una función algebr~ica. Cuando se busca 
el mlnimo o mAximo de una función definida como Y e f(x) 1 ciertas 
condiciones deben ser sat.isfechas, como lo son que la función sea 
continua en el rango de inlerés, que sea derivable dqs vece!' en 
dicho rango y que ademAs, la primera derivada de la función on 
respecto a la variable sea cero, est.o es 

y• = ~~ =o ca. 13,) 

De esta manera se obt..iene un valor de la variable indopendienle 
para ol cual la función f(x) es estacionaria. As!, cuandO se 
ext..remiza una runci6n se encuentra un valor de la variable 
independienle, mAs cuando se ext.rem.iza un funcional"' se encuenlra 
una función. La condición sufic~onle y necesaria para exlromizar 
dicho funcional consis:t.e en que s:u primara variación s;ea cero, os 
decir 

6 n = 6 J
0 

FCx,y,y') dx = o ca. u.' 

donde 6 es el operador variaci6nal. Esta condición es anAloga a 
la condlci6n de la ec. 2.13, y equivalenle a cumplir con la condi
ción de est.acionaridad de una inlegral medianle 

6 n = o ca.19.) 

Cabe recordar que encontrar ol valor eslacionario de una 
inlegral es similar a enconlrar los valores mfl)d.mos o mlnimos de 
una función en el cálculo diferencial, excepto que al minimizar 
una función se obtiene un valor de la variable independiont.e que 
nos da un m1nimo en la función, mient.ras que al minimizar un 
funcional se obliene una función que al integrarse hace el valor 
de di cha i nt.egr al m1 ni mo. 
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Para llevar a cabo lo anterior se puede proceder a discreli
zar la integral mediante la siguiente ocuac16n 

n D J~Cx,y,y')dx ~ Jt~x.y,y')dx +~¡x.y.y')dx + ... ·Jt~x,y,y') dx 
(2.16.) 

o bien 

n=n1+nz+n.+ ... +nn (2.17.) 

El concepto de discretizar la int.egral de la ec. a.11. puede 
t.ener una interpretación f"lsica al dividir el dominio de la 
f"unci6n en una serie de subdominlos Celemenlos), a los cuales se 
asigna cada una de la integrales. La ventaja es que ahora es 
posible usar alguna aproximación polinomial (lineal, parabólica, 
ele.) para la función YCx:> en cada integral, es decir, en cada 
elemento. Esto permite que el valor de cada función integral sea 
una Cunc16n de los coeficientes utilizados en el polinomio de 
dicho elemento. Asi, la integral lolal n es también una runci6n 
de los coeficienles polinomiales usados en cada uno de los ele
menlos y la condición de la ec. 2.14. se sat.isface de la siguianl• 
manera. 

an 
~¡=O c2.1e.' 

donde las t/Ji.•• s:on el Juego complet.o de coef'icient.es: polinomiales: 
usados en cada el emont.o. 

Al sust.i\.uir la función yC)() por una aproximación polinomial 
YCx) ~ </Jtx + tf¡zx2 + . • • •l problema se reduce a encbnt.rar los 
coeficient.es de. los: polinomios usados en la aproximación. La 

~ solución direcLa de la ec. 2.11. sujet.a a las condicionas de la 
ec. 2.12. puede ser bast.ant.e complicada, sin. embargo, el problema 
se puede formular medianle la ec. 2.16., en donde al sustituir la 
aproximación pollnomial el problema se puede resolver algebrA.ica
mente. 

Mé\.~do de J>.AYLEIGll-RITZ. 

De t.odos los mélodos variacionales (diferencias finitas, 
Kantorovich, Trefflz, et.e.) el que act.ualmenle llene mayor aplica
ción en la solución de problemas igonieriles, es el m6lodo de 
Rayleigh-Rit.z. Est.a mélodo consist.e en asumir la forma da la 
solución desconocida en términos de funciones conocidas llamadas 
"/un.e ioTMiP.s de prueba" Cec. 2. 2.), el procedimiento es sust.i t.uir 
direclamenle eslas funciónes de prueba en •l funcional y 
diferenciarlo con respect.o a cada uno de los parllmelros que 
i nler vienen C t/Ji. ) y se aplica la condi ci 6n de exlremo 1 gual ando 
la ecuación a cero como se indica a continuación. 

ci.=t,2 ••• n> C2.1Q.) 

S1 hay n par~rnelros desconocidos, habrA n ecuaciones simullll
neas por resolver. Eslo signif'ica que la solución aproximada es 
ext.raida de la familia de f'unci6nes dD prueba asumidas. El 
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procedinúenlo no ha.e• mas que darnos l~ mejor solución dff la 
familia de soluciones asumidas, por lo que claramente se vé que la 
precisión de la aproxim.ac16n depender.i. de la elección de dichas 
funciones. 

En resumen, el procedimiento para encontrar las matrices de 
rigideces por medio d•l mélodo variacJ.onal, consiste en estable
cer un runcional y encontrar sus valores •xt.remos. 

En la mecA.nica eslruclural, el •J•mplo clA.sico de un 
funcional es el de la Energía Potencial d• cuerpos el~slicos, la 
que se defina como la •n•r6la int•rna d• d•formcu:idn almacenada 
•n •l ciwrpo deformado, menas •L trabajo rBal izado por las car6a.s 
que actua.n •n 1H a lo La.r-60 de los desplazamientos de Los puntos 
"- aplicación d9 dichas ca:r6as. Esto se puede expresar como sigue 

en donde n = Energía potencial 
tL = Energia da deformación interna 
tt-' = Trabajo de las cargas aplicadas 

(2. 20,) 

Dentro del context.o del c4lculo de v.arJaciones, a esta 
ecuación es a la que se tendria que encontrar su valor exlremo, 
sin embargo,lambi~n se le puede encontrar un sentido fisico si se 
recuerda el principio d• la Energía Potencial Mlnima: ••o- todas 
las postbles con/it$lJraciones qu&o la •structura pueda adoptar, 
aqu•L la que conduzca a un valor m.{nimo a la ener6(a potencial nos 
da la con/i~acidn d&o equilibrio ... 

En al ap6-ndi ce 2 se pres en la una for rnul ación var i aci onal con 
base en la Enargta Potencial M.tnima. 
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3 .- F U N e 1 O N E S D E INTERPOLACION 
En la lileralura de eleme~l~s finit..os. las funciones usadas 

para represenar el comporlamient..o de una variable de campo dentro 
de un elemento son llamadas funciones de inlerpolac16n. funciones 
de forma, o funciones de aproximación. Aun cuando muchos lipes de 
funciones pueden servir como funciones de int..erpolaci6n, solo las 
polinomiales han recibido un uso generalizado, y la razón es Que 
estas funciones pueden ser integradas o diferenciadaS sin mucho 
problema. 

La selección de las funciones de inlerpolación juega un papel 
muy importante para la coryecla aplicación del M.E.F. ya que estas 
doben cumplir con ciertos requisitos para qUe se logre la conver
genci ~ de la solución aproxl mada a 1 a solución exacl.a de la 
ecuaci.ón diferencial en cuesli ón. 

3.1.- R~quisiLos de convergencia 

i:> Continuidad • - Es necesario escoger funciones conL1nuas 
como modelos de inlerpolac16n Cconlinuidad denlro del elemenlo). 
AdemAs, la variable de campo y sus derivadas parciales hasla de 
un orden mehor que la derivada de mayor orden que aparezca en el 
funcional deben ser continuas en las fronteras o interfaces de 
los elemenl.os (continuidad entre elementos). 

ii.> Comptetez . - Todos los estados uniformes de la variable 
de campo y sus derivadas parciales hasta la da mayor orden que 
aparezca en el funcional, deben tener representación en la 
i nler pol ación polinomial cuando, en el 11 mi le, el t.amaf(o del 
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•l•m1tnLo s• r•duc• a cerp. En el c~so de 1n9cAnicA eslruclural 
eslo se refiere A que el modelo de desplaz.amienlos asumido debe 
permlt.ir un e.ampo do desplazamientos conslanle Ccuerpo rígido) Y 
un eslado de deformación consla~le. Un polJnomlo es completo 
hasla el grado n cuando contiene a lodos los términos que repre
sentan a los polinomios de grados menores incluyendo el de gr~do n 

La interpolación en elem~nlos finitos se caracteriza por la 
forma del elemento y por el orden de aproximación. En general, la 
selección de un elemento rinilo dopende de: 

a) la ge0111Slria del dominio global 
b) el grado de aproxi~ci6n desea.do 
e> la facilidad de integración sobre el dominio del elemento. 

En lo referente al inciso a). podemos decir que el dominio 
global donde se desea resolver el problema puede ser unidimensio
nal. bldi1nanslonal o lr1d1mensional Cfig.3.1.), aunque en el 
presenle trabajo sólo lralaremos con los dos primeros. 

Q) ~l 

C) .. , 

fi.g ••••• Ejemplo• de El•m•nlo11 Flnilo11. O) Unldi.rnen•lono.l 
llneol, b> Unldim•nlono.l cuodrd'Llco, e> aldi.menulo-
na.l•• lin•aloe, cb •i.d1menei.ono.leci cuodrdhcoa. 
Tri.di.M•nGlona.L LLnea.l, h Trldi.lnenalonal cuadrd.ti.co. 

Como ejemplos lipicos de elementos unidimensionales en el 
an.ilisis est.ruct.ural se llenen el elemento barra y el elemento 
viga, los cuales const.it.uyen a las armaduras y a los marcos 
respeclivamenle, eslruct.uras que a su vez puedan ser planas o 
espaciales. Como ejemplos de elemenlos bid! mensi en.al es podemos 
mencionar a los llamados ele~nlos planos Ct.riangulares o 
cuadril~t.eros) que llenen una aplicación en la representaci6n da 
los estados planos de esruerzos y/o deformaciones Ccap 4.3); ot.ro 
ejemplo de elemento bidimensional es el elemento placa. 
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En una dimensión, un polinomio general complot.o se puti>de 
escribir como: 

' 
PnCx:> • En ai xl 

l•O 

dond• los oti son los coefici enles indet.ermi
1
nados 

t.ltrminos •n el polinomio se calcula con Tn=n+1. 
para n=1 Lendrernos variaci6n lineal, para n=Z 
cuadr•tica y asi sucesivamenle. 

(3.1.1.) 

y •l níunero de 
S. observa que 
una variación 

En dos dlinensiones, un polinomio completo de enésimo orden se 
puede escribir como; 

• 
PnCx,y) ª J:"Clk x' Yl 

k=' 
i+,iSn C3.1. e.) 

donde el n!Jmero de t.6rrnlnos en el polinomio es : 
cn+l>Cn+Z> 

Una form.i conveniente para ilustrar los términos de un polino-
1\io bidimensional es con el lriAngulo de Pascal Cfig.3.1.), donde 
se puede apreciar que la suma de los exponentes de cada l6rm1no en 
osle arreglo triangular, es el correspondiente n6mero •n el bien 
conocido triángulo de Pascal de coeficientes binomiales. 

·I no111br• no.• teunlnoe 

ccintonte 

1 Un.al 

·' i •' cvcidu:ltlcci 

~ , ·T .,• •' tubito 10 ., 
,• ~, 

. ;, ,( • .. . , 1 .---- 4• grodCI 

~ • ,, ., ..,,1 ... · r'--- &• grodci 11 

" • ' •i ,• ,•, .•.,1 "( l, .. ,( ,._,. g11do .. 
•' ,•, ,s,1 N 

,. .1," • 7
1

- 7° grcido .. ., " 

tlg.•. z. Arr•g\o de ltfrmlno• de po\Lnom\.o comp\•to 
di.m•nelon•• 

Por lo que respetct.a al inciso b) podemos decir que las 
funciones de interpolación son polinomios de varios grados (aun
que también se pueden ut.Uizar productos de polinomios con 
funciones e>Cponenciales o t.rigonomét..ricas). Si se utilizan poli
nomios lineales, unicamente se requieren los puntos nodales de 
las esquinas de los element..os finitos Cfig. 3.1. a,c,e, ); mientras 
que si se desean polinomios cuadrAlicos, se deben ad~cionar punt..os 
nodales en las fronteras de los element..os Cfig.3.1.b,d,f.), Desde 
luego que se pueden ut..ilizar aproximaciones con polinomios de 
orden superior, pero se requiere adicionar puntos nodales, 
AdemAs, a menudo se pueden emplear suficientes element..os de bajo 
orden para lograr el mismo grado de precisión en los result.ados 
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finales. Los elemenLos de alt.o orden son 1JSpecialment.e usado~ en 
aquellos casos en donde se espera que la variable de campo cambie 
r¡pidament..e, o bien, en problemas que involucran fronteras curvas 
los cuales no se pueden resolver sat.isfact.oriament.e con el uso de 
elementos con lados rectos. Para esto &!limo se ha desarroll~do la 
llamada familia de elementos "isoparamJtricos .. , cuyo principio 
b.lsico es usar la misma función de interpolación para definir 
la geom_et.ria del elemento que ~ra la variable de campo dent.ro del 
elemento. Para derivar las &euaciones de elementos isoparamét.ricos 
es necesario primero introducir un sist.erM de coordenadas 
naturales y representar la geometria en términos de funciones de 
forma no lineales Cap. 4. ), artificio que puede ser 
considerado como un procediadent.o de Mapeo madiant.e •1 cual se 
transforma una forma regular como puede ser un t.riilngulo o 
rect,ngulo de lados rectos •n un sislema coordenado local c,,n) 
a una torma dislorsionada •n un sislema. de coordenadas cartesianas 
global Cx,y), Crig.3.3.), Cap. 3.). 

,,, 

1-1.11 ··----+------) 11.11 

-+---+--1 

l•l,•11 -------- tl,~11 
lbl 

rLg. e.•· CU Coordenoda9 global••· b> Coordenadaa local••· 

A continuación sa derivan las tunciones de 1nt.erpolaci6n da 
los diferentes elementos finit.os que se presentarAn 'en el 
siguient.e capit.ulo. 
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3.2.- Elemenlo Flnllo Tipo PARRA de dos nodos Cllneal) 

.f'------L 

fi9. •· a.1. El•menlo U.po 
po\i.nomlo llneol 

.. -- --··;1 
~--f(x>= QS+azx 

x' 

borre• con o.proxhno.cldn 

Con la funci6n ~>e) = al + ajX expresada en función d~ los 
val ores de la variable de campo a en los puntos: nodal es 1 y j , 
pode>m0s planLear un slslema de dos ecs. con dos inc6gnilas da la 
siguiente manera: 

4> Cx-c:xL) = l/ii. -= al + ajxL 

4> Cx=xP a it>J = ol + Oj>CJ 

acomodando malricialmenle 

{:} [ 1 Xl ] { :: } 1 

resolviendo el sislema se llega a 

it>J - "'l 
aj = 

L 

susll luyendo OJ y az.e!" la ec. 3.2.1. se obllene 

it>L XL - it>J Xi . it>J - it>L 
~><) = + 

L L 

Faclorizando a 4'I y #J 

(3.2.1.) 

(3.2.2.) 

C3.2.3.) 

X C3.2. 4.> 

~><) = #i [ :J - -2-] + "'J [ -2- - X~ ] 

(3.2.6.) 
agrupando t.érmlnos 

(3.2.6.) 
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o bien 

<ji:x:> = ( N!Cx) ) t/1i + ( N,;Cx) ) ~j C3.2.7.) 

donde 

Xj - X X - Xt 

NiCX> N,;CX> = c3. 2. a.' 
L L 

son las 1'unci onos de i nt.er pol aci 6n del el emenlo barra• par a las 
cuales se cumple lo siguiente 

NiCx=m> = 1 NiCx=xj) e: O 
(3.2.Q,) 

N,;Cx=xJ) = O N,;Cx=xj) = 1 

graficament.e se tiene 

tlg. a. z. a. 

... 

.._.. 
1 ' 

(o) 

1 

L_ ._, --'---4• - ' 
1 .. , ~J : 

'" 

,,, 

••pr•a•nt.C1Cl&n cS. la. varlo.bte do COMf.'"' a;.:ih1··~ 
elemenlo unldimenelonCll. E:\c;.rri"nlo untJuri&J .:.1.<.•1 •• i'. 
llneal. b>Vo.rlacld'n dot </xK> ao\.r·e el o;\ilr·,.¡r,tu, 

e> Funclon•• de lnlerpolocidn lí.neot poro tfxx1. 



- 20 -

3. 3. - Elemento Finit.o Tipo VIGA de dos. nodos. Clinea.l) 

l css 
US i 

X 

{-----L 

flg. •· •· i. Elemento Fl.n\to tlpo viga con oproMlmcielcín \inea.\. 

Si suponemos dos· grados de libertad por nodo Cdesplazamlent.o y 
giro), podemos escribir la función de campo como: 

U = NaUa + Nz 6t + N• U2 + N• ea (3. 3.1.) 

donde las Ni. CL-=•,z,1,•), son las f"unciones de inlerpolac16n 
requeridas para lograr la aproximac16n que en esle caso se puede 
represenlar mediant.e el siguienle polinomio 

Nl = /u + AzX .+ ABX'+ AAX 8 (3. 3.2.) 

Planleando la ec. ant.erior para l = a 

Ns = /u + Ju X + Ali x" + AA x• (3.3.3.) 

Las condiciones de Cronlera son 

Ns para X = o 
N• =o para X L C3. 3. 4.) 

dN ' 
dif m Ns = o para X =o 
dN N; m O X L dlí = para 

dond'e se puede plant.ear un Sislema de ' • 4 de la siguiente. 
manera 

/u + Az (Q) + Aa CO)' + A<. ca)• = 1 

A2 (0) + 2A3 (0) + 3A' CO) =o (3. 3. 6.) 
/u + A2 CL) + As CL) 2 + A<. CL) 8 =o 

A2 (L) 
+ ª"" + 3A4 CL)" =O 

de la 1ª Y aª ec. del sistema, .. .. deducen respectivamente 

As = 1 y A2 =o (3.3.6.) 

y al sustituir esLos valores en las oLras dos ecs. del sls~ema y 
haciendo las operaciones se obtienen 
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A.o 
(3.3.7.) 

ahora si sust..it.uiinos los valores de eslos cuatro coeficienles en 
la ec, 3.3.3. nos queda 

Ni m 1 _ 3X
2 

+ 2X
1 

¡y- ..... (3.3.8.) 

Realizando un procedimiento similar para Na, N• y N• so llega a: 

Na s:z X -
ax• 
L. 

(3.3.0.) 
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3.4.- Ele.mi>nlo Finilo Triangular Plano (lineal) 

., 

1 l --
''•· •• 4 • •• &:l•rn.nto rhM.to Triangulcar plano con doo 

•rodoe de tlffrtad por nodo 

En este caso se consideran los nudos l,j,k, del t.ri'-ngulo con 
dos grados de libertad por nudo u, v. Cdesplazamienlos en X y Y), 
.rn.ra el cual se puede emplear la siguiente ecuación de caTPº· 

U = N• lk + NJ Uj + Nk Uk 

La ~prox1mac16n polinómica ~s sencilla es: 

U= UCX,Yl =cu + azX + cuY 

que aplicada a los tres punlos nQdales se escribe corno 

UCX=Xl, Y=Yl) -= Ui. = 01 + a.zXl + m YL 
UCX=XJ,Y=YJ) = UJ = ru + 012XJ + cu YJ 
UCX=Xk, Y=Yk) = Uk = cu + cu:Xk + a11 Yk 

C3.4.1.) 

C3.4.2.) 

C3.4.3.:> 

y que en forma matricial representa un sistema de ecuaciones 

Xl 
XJ 
Xk ~n {: J 

sistema que al ser resuello nos proporciona 

C3.4;4.> 
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cu = -i:;;-- C al lh + aj Uj + ak Uk ) 

az = ;,. C bl Ul + bJ U¡ + bk Uk ) 

cu = :. e Cl UL + Cj Uj + ck Uk ) 

donde 

Xl Yl 

A=+ XJ YJ 

•s el .irea del t.ri.ingulo lJk 

al = XJYk - XkYJ 
aJ = XkYl - XLYk 
ak = XlYJ - XiYl 

bl = YJ - Yk 
bJ e Yk - Yl 
bk e Yl - YJ 

el = Xk - XJ 
CJ = Xl - Xk 
ck XJ - Xl 

si sustituimos estos valores en la ec. 3 .•. 2. se obtiene 

C3. 4. B.) 

(3.4.6.) 

(3. '· 7.) 

~X, Y) =!.....e allJ;+ajUJ+akllk) +!....e bllJ;+bJUJ+bklJk) X +!....e clU;+cjuj+ckUk) Y 
... ... ... (3.4.8.) 

acomodando l6r mi nos 

(3.4.9.) 

o bien, puesto de olra forma 

~X ,'Y> = Nl ~ + NJ l/>J + Nk l/>k (3. 4.10.) 

Asi pues las funciones de 1nlerpolacl6n quedan definidas como 

Nl = -'- Cal+blX+clY) ... 

NJ = :,. Cak+bkX+ckY> 

(3. 4.11.) 
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3.6.- Elemento Finilo Rectangular Plano Cisoparamélrico lineal} 

y 

ILg. 

e-•''> e 1. 1 > 

• Q Q • 
b1 

Xp 
----+ ( 

b 

• • e -1, ... > 
YP 

11, _,) 

(=Cx-xc)/a 
11~cy-yc)/a 

•· 11. 1. E\•m•nlo plano recla.ngu\Gr moulrando 
•nlr• coord•nodae loca.lee y global•• 

In 

X 

re\ocld'n 

Con base en la figura anterior podemos representar las 
coordenadas na~urales c,.n) como 

X - >ce 
a l1 = 

En est.• caso la runc16n de campo ser.6. 

suslit.uyando.para ••••••• 

y - ye 
b 

Ut = cu +cuC -1) +a.e -1) +a•C -1) C -1) a· as-az-cq:+cw 
Ua = cu +c:u-cq-°" 
U• =· cu +az+M+a• 
U• = cu-az•cu-a• 

resolviendo el sistema 

QI =-'-e Ut.+Ua+Ua+U• ) • ... "; -
1

- C-U&+Uz+Ua+U• • ) 

-= -•- c-u1-ua+U•+U• ) • ... =-'-e • U1-Uz+Ua-U• ) 

C3. B.1.) 

C3. B. 2.) 

(3.6.3.) 

(3.6.4.) 
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susliluyendo eslos valorgs en la ec. 3.6.2. 

UC~1T}) e+ CUs.+Uz+Ua+U•) + + C-Us+U2+Ua+U•:>t + 

+ C-U•-Uz+Ua+U•)T) + · + C U•-Uz+Ua-U. )/!T) C3. B. 6.) 

agrupando Lérm.inos y realizando operaciones se llega a 

UCI!, n' • ¡<1-()(1-n)U•+;<:1 +()(1-n)Uz+¡c1 +pc1 +n)U• +¡c1-{)(1 +n'U• 

(3. 6.13.) 
O bien 

lK I! , TJ) = N• Ul + Nz Uz + N• Ua + N• U• C3.B.7.) 

con lo que podemos concluir represenlando las funciones de forma 6 
de inLerpolac16n como 

N• = ~ C1-()(141) 

Nz = ;. C1 +()C1-n) 

Na = ;. C1 +{)(1 +n) 

C3.B.8.) 
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3.6.- Elemento Pinito Tipo PLACA (rectangular lin&al). 

X 

Hg. a. d, 1. JL\•m•nLo Fi.nlto llpo PLACA d• cua.l.ro nodo• y 
Lrea grci.doD d• llberlad por nodo c9x, 6y, V), 

A cont..inuación se plant..ea un procedimient.o direct.o basado en 
una expresión Polinomial 3.6.1., para definir 1 .... s funciones de 
forma de est..e elemento en t.érminos de sus grados de libertad. 
Ciert.os lérmlnos del polinonú_o complet.o de cuarto orden se han 
omitido en forma simétrica, asi 

U = cu+azX+ooaY+a4X3 +reiXY-t-aaY2 +cuX8 +cxeX 2 Y+cwXY 2 +ruoY8 +cu1X 8 Y+cu2XYª 
C3. B.1.) 

lomando un lado C1-2) del eloment..o rect.angular y colocando el ejo 
"Y" a lo largo de ese lado Cf'ig.3.6.1.)f podomos calcular U, 9x 
y 9v en lo~ nodos 1 y 2, recordando que 

9x = ';1¡ !)y 8U 
liX (3.B.2.) 

expresamos las coordenadas noctales en el nodo L como sigue 

{

Ul} [ 1 Xl 
6H = O O 

!)y o -1 

Yl Xf XlYi 

1 O Xl 

O -2Xl -Yl 

yf xf xfYl X1Yf 

2Yl O .Xf 2Xl Yl 

O -3Xf -2XlYl -Yf 

3yf x? 3XlYf az 
r? xfn x1 Yl ](ª• ¡ 

O -3Xhl -Y? a~• 
C3. e. 3.' 

procediendo' de forma similar para los nodos J. k 1 \ 1 podemos 
llegar a la siguien~e relación 

(d)=IAJ(a) (3. 6. 4.) 

donde 
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Xl Yl xf Xl Yi yf xr xh, Xi Y~ yf X~Yi X
0

lYf 

o o o Xl C.Y¡ o xf "i!XlYl 3yf xr :3Xi.Yf 

o -1 o -2Xi -Yi o -axf -ZXtYi -Yf O -3XfYt -vr 
1 X¡ YJ X' XJYJ 

. y, 
X' X,Yj XJYf y' X'YJ XJY1 

e A l= o o 1 o X¡ C.YJ o xj C.XjYJ 3Y~ x1 3XJY' 

o -1 o -ZXJ -Y J o -3X~ -2X¡Y j -Y' O -3X~Y J ·-Y~ 

Xx Yk xf XkYk yf xr xfn XkYf yr xrYk XkYr 

o o 1 o Xk c.n o xf 2XkYk 3yf xr 3XkY~ 
o -1 o -2Xk -n O -3Xf -C.X•Yk -Yf o -3xfn -Yr 

(3.6,6.) 

resolvlendo •1 sist.ema de ecuaciones para las constantes a 
,invirt..iendo la malriz [ A l mediant.e la siguiente expresiófl 

< a> = [ A ¡-• < d > (3.6.6.) 

para oblener la malriz de funciones de interpolación notamos qua 

U=C Nl<d>=C Nl C Al<a> 

viendo la ecuacidn polinomial 3.6.1. t.amb16n vemos que 

denotando la primera matriz del lado derecho como 

d• las ecuaciones anteriores que 

[ C l = [ N l C A l 

y por lo t.ant.o 

C N l [ C l [ A ¡-• 

e 

(3.8.7.> 

C3.8,8.) 

se tendrft 

(3, 8. 9,) 

(3. 6.10.) 
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4 .- M A T R 1 C E S E L E M E N T A L E S 

Con el objeto de iluslrar la aplicación de las formulaciones 
presentadas en el capitulo 2, y empleando los conceplos de 
interpolación discutidos en el capitulo anterior, a conlinuaci6n 
se derivan algunas matrices de rigideces de elementos finitos de 
ut..lli"dad en la solución de problemas de análisis estructural. 

4.1.- Elemento BARRA 

'Se considera como elemento tipo barra o armadura aquél ele
mento recto que solameñle admite deformaciones en el sentido de su 
eje longitudinal. Para este tipo de elementos, depondiendo de si 
se lrala do una armadura plana o' espacial, se Lundrán dos o tres 
grados de libertad, por nodo 

Consideremos una sección diferencial de una barra Cfig.4.1.); .. 

él tf: -¡ t-

~ Yo 
1 l " I• :~~. 

•• fig ........ secclón di(er•nc:la.l de una barrci. 

planleando el equilibrio de fuerzas, se tiene que: 

Acrx - Acrx + A~ dx = / " O C4.1.1.) 
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donde A .•s el Are~ do l~ sección 
0'1t es Pl escuerzo un diroccJ6n x 
/ es la fuerza axial en el senlido longiludlnal de l• barr~ 
u es un desplazamiento en ol sentido longiludinal 

De la rel.acid'n esfuerzo-deform.a.cid'n oxpres.ada. como 

a 11=> E 1 

donde E es el m6dulo de elaslicidad del rnalerial, 
• es la deformación producida 

e 4. 1. 2.' 

y sabiendo que la derormaci6n es 1~ derivada del despl~zamienlo, 
podemos escribir 

CT = ¡;; g~ ( 4. 1. 3.) 

y su derivada como 

Al susl.it.uir est.a e:><pres:i6n en la ec. 4.1.1. 
d• fuerzas se ~iene 

(4.1.4.) 

para el equilibrio 

C4.1.6.) 

Si se supone que I.a f'uerza a.ct..uant..e / es nula, oble,r1emos la 
ecuación diferencial que gobierna el problema uxpresadA como 

C4.1.6.) 

.&.1.1. - M&t.odo de Galerldn para BARRAS 

Para un esLado unidimensional, en •l. cap1Lulo anlerior se 
derivó la siguien~e expresión para aproximar la solución 

(): = Ni. ui. = Ns ut + Hz uz C4.1.7.) 

suslituyendo esta en la ec. •.1.e. se lion• 

dªo 
E A dxª = • fl! o. = error C.&.1.9.> 

Pesando el error 

J.,• · Wl dx = O o (4.1.0.) 
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Aplicando a est.a expresl&. el •t.ado de G&lerUn. CWJ.•N1>. s• -·-
[ •ªo) f. E: A••ª 

A [I~~-J .. • E:A [I~~· J .... -EA~N& 
A [J ~ ~ ·] - • IE:A [I ~ ~ .... ] .... ~ EA ~.,. 
Ditl capU.ulo 3 • ~ .- las rllllC1- de 1all ... p:Jlad&. .,, su 
c ... r_.,..-_t.• _.,_ - escr1-. c:am>· 

C'-.12..> 

- l ax-.. -.:-

sust.it..__. -t.as - las - •.l.U • ..-

FA [E+ +•] ... FA [f;. + + .... ]- .. ~-·f. 
• c•.1~11> 

FA [E + + ·] .... FA [( + + .... ] ..... ~ .;t 

ll:JCu>•CF> C•.l-IS.> 

Ad. la -'t.rtz d. r1glclec9s pu-a el_,t.os barra ....... ...,.balda -
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4.1. 2. - Mót.odo de byl.,igh-Rl t.z p.ar~ BARRAS . 

La energla del sislema se puede expresar con 

donde o = E e 

du 
y & = dX 

(4.1.17.) 

C4.1.1B.) 

(4.1.10.) 

de la ec. 2.2. se sabe que las funciones de prueba son 

" !/> = 4>cx) = J:Nl rfi< (4.1.20.) 
l=t 

o bien 
U=Niut+Nzuz (4.1.21.) 

esco1iendo las funciones de in~erpolación ya definidas como 

Na= 1 - + Nz = + (4.1.22,) 

y susliluyéndolas en la ec. 4.1.21. obtanemo~ 

U = ( 1 - T ) ua + ( T ) uz C4.1.23.) 

y a su vez esla expresión en la ec. 4.1.1Q. 

c=~=-T-+T-=C-t 
C4.1. 24.) 

Sust.it.uyendo la ec. 4·.1.18. en la ec. 4.1.17. 

U = + f v a e dv = + fv E & & da dx C4.1.2B.) 

asi que 

tJ{~~}c-t !.)!º'}dx L UZ 

4.1.29.) 

L z z a a a.. 
U = ~f. ( !:!!. _ ~ + uz ) dx = EA ( ~ _ 2uauz + ~) f. dx 

2 o Lz Lª Lª a Lz Lz Lz C4~1.30.)• 

y finalmenle obtenemos la runción de aproximación escrita como 

u ~ ( uf - 2utuz + u~ ) (4.1. 31.) 
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Aplicando ol método do Rayleigh-Ritz 

~ = 2EA 2EA 
<ha 2[' Ul - Z[ U2 ~ ( US - U2 ) 

C4.1. 32.) 

~ C -ua + uz ) 

acomodando estas ecs. en forma matricial se llega a 

(4.1. 33.) 

o bien 

CKJ<u>e<P> (4.1. 34.) 
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,.l.3.- Elemento BARRA, Forruulacl6n Dlr~cla 

El campo de desplazamientos se aproxima con 

C4.1. 35.) 

o bien 

U Sil Nt Uf. + Nz ua • (1- {-)u• + + uz C4.1. 36.) 

por olro lado sabemos que 

e e i" :! C4.1.37,) 

o de ot.ra rorma 

__!!_ = { _1 
X L {- } {::} = e e 1 < u > C4.1. 38.) 

Para obt.ener la mAlriz de rigideces del elemento, la malriz C B l 
••puede suslit.uir en la siguient.e ecuación Cec.A.2.28.) 

1 IC l " f~ B l Te D l [ e l A dx (4.1.39.) 

donde la mat.riz C O J, para el caso que nos ocupa, es •[ O J = E 
Cec.4.1.3.) y A es el ~rea de la sección transversal. Al sust.it.uir 
las ecs. 4.1. 38. y 4:1. 3. en la ecuación anterior se obtiene 

1 IC = A r.{~}' {- l i:-} ,,. l. 40.) -¡:;-

~r.~ ~· <·] ~~ ~· . l 1 IC l = - ¡:ar dx dx 
1 1 o 

Lª -¡y L" ¡:a "·l. 'l.) 

AE [ ~: -1 ] 1 IC l = -¡;--- (4.1. 42.) 

que os la mism4l matriz que se obtuvo empleando gl m6lodo de 
Galerkin y que caracteriza a un elemento barra. 
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4.2.- Element.o Finit.o Tipo VIGA 

Esle tipo de elemen~o vs el que constituye a los marcos Y a 
las ret.1culas y puede .o..eept~r futtrzas axiales, fuerzas cortantes 
y moment.os en los axlremos del elemento ell dos o tres direcciones 
dependiendo d• si s;• t.r.ot.t..a dv un an~lis:is en el plano o en el 
espacio. 

t~Cª--· ----=ª9~1--UI 1 2 ua X 

f~~~~- L f 

apraJClmacldn \i.nea.l 

Coh'IO se obs•rva en la figura, ahora el c~mpo de despla2am.ionlos 
const..a de> cua.t..ro grados de libert.ad que son ut, u1, 61, 8;i. 
correspondian~es a los cort..anles Ct.raslacion u ) y a los momentos 
Crot.acion 9 :> an los nudos 1 y 2 Ent.onces la función de 
aproximación se puede expresar como 

C4.2.1.) 

4. 2.1. - Nol>t.odo da Galerlcln para VIGAS 

La ecuación qua gobierna. el problema de flexión en vigas 
se eser i be corno 

c4. a. 2.) 

&JllPleando la ec.o&.2.1 para la solución de la ac.o&.a.a. susUt.u
yando la función de:canspo U por su aproxim.aei6h O, y aplicando la 
runc16n de peso con. Wt. -= Ni tl=•,2.•,•, s.e t.iena 

L 

I • Ni.= O C4.2.3.J 
o 

• lnt.egrando dos veces por partes se llega a 

Co&.2.4.) 

o bien 

C4.2.6.J 

lo cual expresado malricialmenle queda 
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[[ 
N;N; N;Ni N;No N;N; 

]·· { 
Ul 

l { 
fa 

]" 2.' 
E I Ni Ni NzN• N;N; 9• f• 

NiN; N;N; u> r. 
N;N; 9• r. 

En el c .. p1 t.ulo ant.arior se obtuvieron 

sx• 2x. 6 12x 

"· a 1 - L- + 
L8 N" -- + • L' L 

2x2 
X • 4 Sx 

"· a X - -- + N" --+ L" L L" • L 
".a.7.) • sx• X 6 1ax 

"· L- L" N"-= • L" L 

xª X • a 6x 
N + L- N" -- + L" • L • L 

por lo tanto al sust.iluir estas vxpresiones en la ec. 4. 2. 6. se 
obtiene para la matriz C K J. 

f!i:!x -e]ª r-2x -6) (!!x-41 
lL" L 2 L8 Lª lLª L 

P- ax -61 ~x-~1 
l L• Lª lLª L 

(!!x -~1· 
lLª L ~: -~]~: -~] 

C4.a.e.) 
y realizando las operaciones finalmente se llega a 

[ ,. 6L -1a 

E I 4L2 
-6L 

[ K ] a 

Lª 1a 

6L l aL' 

-:~. C4. a. 9.) 
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4.2.2.- Elemento VIGA me~ianle Formulación Direcla 

Empleando la misma función de aproximación escrita como 

U = N1.u.1 + Naa1 + N3uz + N•9z (4. 2.10.) 

y sustiluyendo aqui las funciones de inlerpolac16n correspondien

tes, dadas a conocer en el captlulo 3, se lendr~ 

U e [ 
ax• 2x• ) 

1 - Lz + L- UI + (X -
L 

+ ~) 
i• 

Bt + 

x" "J + - ez 
L' 

C4. 2.11.) 

La curvatura se expresa como la derivada del campo de desplaza
miento 

< • > C4. 2.12.) 

Asi 

dU 
[ Bx Bx

2 J [ 4x 3x
2 

] 1 - - + Ut + 1--+ -- Bt 

dx Lª L" L L2 

[ Bx _ Bx
2 

] [-:X 3x
2 

] -+ uz + +-- Bz C4.2.13.> 
Lª Lª Lª 

y 

d
2

U [ - ~ 1Zx] [ - 4 
Bx] 

dx2 = 
+ Ut + + Bt 

Lª Lª L Lz 

[ B 12x ] [ 
2 

Bx] + ---- uz+ + - 9z (4.2.14.) 
L1 L2 L Lª 

Ahora susliluyendo en la ec. 4.2.12. y agrupando lérminos tenemos 

n> e{~ 12x 4 Bx Bx 12x 2 

:=JUD Lz Lz 
- + --¡-:> L" L Lz L 

(4. 2.16.) 
o bien 

< ~)e l B l <U > (4. 2.16.> 
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asi que 

1 B l = {~ 
l.. 

4 2 ex } 
"L - i! c4.2.17.) l. 

recordando la fórmula de la escuadria y la definición de momenlo 
flexionanl• 

My 
CT = (4. 2.10.) 

y como < o > = C D l < • > enlonces o = E I. 

Habiendo definido las matrices C D l y 1 B l, podemos sustituirlas 
en la expresión 

C K 

obleniéndose 

d
2 N• 

c1x• 

d 2 Nz 

=[ 
dx2 

l K l d 2 Na 
c1x• 

d
2 N• 

dx2 

"'""[ 

Jvc B l T c o l e e J dv 

{- d 2 N• d 2 Nz 
E I 

- dx2 dx2 

(4. 2.1Q.) 

d
2
N• } 

dx2 

C4. 2. 20.) 

d 2 N,d2 N• 

dx2 dx2 

dx 

(4. 2. 21.) 
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lo cual, •xpr•sado de otra rorm.a,queda 

•<>·•·r.!"''' 
N~ Nz 

Na Na 
Na N~ 

Na N~ 
N; N; 

Na .. l Na N; 
dx N; N; 

N~ N; 
(4. 2. 22.) 

relación iddnlica a la del inciso anterior, que al ser susllluida 
con las ecuaciones 4.30. • int.egrando se t..\ene fJnalmenle 

[" 6L -12 :.] E I 4L• -6L 
C K J = 

L slrnélrlca 12 -6L 
(4. 2. 23. :> 

4L0 
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4.3.- ÜEt1E:NTOS BloiHE:NslONALES 

Los elemenlos finilos bidimensionales ~s usados son el lrián
gulo, al recl~ngulo y el cuadril~lero general, los cuales llenen 
una amplia aplicaci6n en la represenlaci6n de los eslados planos 
de esfuerzos y deformaciones. 

,,3.1.- Eslado Plano de Esfuerzos 

La suposición de esfuerzo plano es aplicable a cuerpos en los 
cuales la dimensión en una de las direcciones coordenadas sea muy 
pequefta Cdir. z), como pueda ser el caso de placas delgadas carga
das en su plano ex.y), para las cuales se supone: 

donde z representa la dirección perpendicular al plano de la 
placa como se muestra en la fig. •.3.1. Los componentes del 
esfuerzo no varian a lo largo del espesor de la placa Con 
dirección de z). Se podr[a pensar que esla suposición viola 
algunas de las condiciones de compat.ibilidad, sin embargo est.o 
es pract.icament.e despreciabl• si pensamos en que la placa es 
delgada. En est.e caso, las relaciones esfuerzo-deformación ecs. 
A.t.te a la A.1.17. se reducen a: 

donde 

r·1 .< • ) s cyy 

· r•v 

y d• aqui 

siendo 

< •·> a [ e l < o) 

{°º} <o>= ayy [ e l a 

TM)I 

<a> =· 1 D l < • ) 

1 D l • -- .. E [l. 
,_..,. o 

.. 
1 

o 

C<&.3.2.) 

[ 
-.. 

.~ .. ] 1 -.. ~ 
o o 

C<&.3.3.) 

En •1 caso de esfuerzo plano, la componente de la deformación en 
la direcci6n z ser• diferente de cero y est.l d~da por: Cde la ec. 
A.1.11.) 

&•s = - T OM• - avv ) = - ~ &tc• + .r:yy) C<&. 3. B.> 

mientras que 
YY• = r•x = O C4.3.6.) 
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fl;. •· •· z. S'j•mplo • un prol>\•mo 4e ••fuerao plono; unci 
plcaco p\Clno delgado 19\Ajet.o o carga. .u plono. 

~· 

Cbl 

fl9. •·•·a. IEJ.mp\o de un problema. et. d•formoold'n pla.na., 
cU Preeo tle tlerl"Q, b> Modelo et. elernenL• li.nlLo• 
de UNl r•l>a.noda uni.larLa. de la. preea. 
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,,3.a.- Estado Plano de Deformaciones 

La suposición de deformac16n plana se aplica a cuerpos cuya 
geomslria y cargas no varian significalivamenl• a lo largo de la 
dirección longiludinal, comq pueden ser el anilisis de lúneles, 
cilindros y muros de relención Cfig.4.3.2.a.) . .()e. acuerdo con las 
caracl•rislicas anleriores la eslruclura queda definida en un 
plano Cfig,4.3.2.b.) de espesor unilario; lodas las variables que 
aparecen en las ecuaciones de equilibrio son independientes de la 
variable Z Ca lo largo del eje longiludinal) y el desplazamienlo W 
en lal dirección .s nulo, es decir 

U a U CX,Y,l) V a V CX, Y ,l) W a O C&.3.7.) 

En esle caso las relaciones esfuerzo-deformación gen•rales se 
r-.ducen a 

< • > s 1 e 1 < u > e 4. 3. e.> 

donde 

{"""} ( O ) a Oyy 

TMV 
1 C l ª T [ ~~ •=~ ~ ] 

C4.3,Q.) 

y de aqui 

(u)a[Ol<W> • (4.3.10.) 

con 

o l 
[ 

1-v 
s E v 

.. 'a +an e • -zin 
0 

... -o] 
i-v. O 

o~ • 
(4, 3.11.) 

La comp~nenta del esfuerzo en dir.Cc16n 2 serA diferenLe de 
cero y esLi dada por 

O'Zs=vCO'>cM+oyy) C4. 3.1a. > 

ln1 ent.r as que 

Tys = TM• = 0 C4.3.U.) · 
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4. 4. - ELEMENTO FINITO TRIANGULAR PLANO 

V 

~-

)t 

4.4.1.- Formulación con Rasid..,s pesados CN6~odo de Gal•rkin) 

~ Para un eslado plano, las ecuaciones de equilibrio esl4t.ico se 
escriben como CAp. 1.) 

•;x: + a;x: + º' = o 

h,x: + ~= + Ba = O 
y las ecuaciones de esfuerzo-deformación 

O'U = Ol .CH + (1 .CU 

022 = (1 &I~ + Ol .CH 

D11• = G ru: 

Si se t.iene un estado plano de,_ esf'uerzos 

E 

a = 1-v• (1 = 
v E 

• •-v 
Si se tiene un eslado plano de derormaciones 

a=X+2G (1 = >.. >.. - v E 
- (1-vSCa-zv) C4. 4. 4.) 

Para derivar la ma.lriz de rigideces de un elemenlo plano 
triangular de lres nodos, el campo de desplazamienlos se aproxima 
~edlanle la siguienle expresión 

U ~ u = Ntua + Nzuz + Nau• = Nl ul 
C4.4.9,) 

V ~ .., = N1v1 + Navz + Nava =:. Nl vl 
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los desplazamient..os en dir•cciones x • y en el l'6s1mo nodo. 

La.s componentes del vector de deform.a.c16n se calcul~n con las 
der J vadas del campo de despl a-za mi ent.os como sigue 

(4.4.6.) 

y el vect.or de esruerzos medl~nt.e 

.,. .. = a &u + (l &.2Z = .. .,;; 
+ (1 "~ 

'''" 
ox; 

uzz ci: {J &U + a caz = (1 
.,;; 

+ .. ~ ---.,;¡-; llxz 
C4. 4.7.) 

A ~ 

T•Z =- G r•z = G ~. + G 
~A itx& 

Como Ü y ~ son apro>dmacionas al campo de desplazamientos, ant..on
ca·s al sust.it.uir las expresiones anlariores en las ecs. de equili
brio eslAlico se lendrA 

" [ .,;; ~1 + " [ G 
a;:. +G~l+S. = llx• " axt + (1 ilxz axz ~ 

11 
[ G .,;; + G ~ l + " [(1 .,;;+a ~1 + Bz = 

llx• ltxz ~ ltxz ctx1 <bu 

De acuerdo con el mélodo de los residuos pesados 

Ív w · e dv e o 

empleando osla expresión en las ecs. a.nt.eriores 

fv w [ :,,, (a 
.,;; + 

""' 
(1 ~.) + ...!..[G ltxa 

.,;; + 
itxz 

G :.1 + 81 ] dv 

fv W [ :,,, [G .,;; + 
llxz 

G ~,) + "~ª(ti 
.,;; 
ax.+ " :.) + Bz ] dv 

•• "' o 

C4.4.8.) 

llz "' O 

C4.4.9.) 

o 

(4. 4.10.) 

o 

Aplicando el leorema de Green en cada t.érrnlno de las ecuaciones 
anteriores y agrupando t.érmlnos se llega para la primera ecuación a 
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f.w (a 4'Ü 
ni + (1 

,¡;, 
nt )ds + J.w (G ~· + (l 

,¡;, 
nz )ds = ¡;;¡. ;;;¡:, n• llxl. 

= J.w ( 0'11 nt + on n• ) ds J. W T• ds C4.4.11.) 

y para la segund~ a 

i "" f.w lG '5X2 "" ) f r tha . n2 + iJV ) n1 + G 4'Xt · n1 ds + • W r3 itxt a ha· na ds = 

== f. w e TtZ • nt + ozz • nz ) ds = J. w Tz ds 

como W = Wj = NJ 

IJW IJNJ 
""5Xi = iJXZ 

C4. 4.1Z.) 

C4. 4.13.) 

Con estas expresiones y suponiendo que Tt = Tz = O , se obtiene 

J [IJNJ 8Ni , ~ llNl ·] J (<!liln IJNlvl + ~ IJNivi]dv = 
v ~ ~L + itxz ~' dv + v Cb("'i'• itxz ·Oxz Bx1 • 

=fv 81 NJ dv 

C4. 4.14.) 

J ["NJ,.. ~. i + ~ BNl ·]d + J [~ BNi . + ~ BNlv\]dv = 
V <lXZ'" Vh O'XI ~\ V V ltxt ibct Vl. itxz iJxz 

=fvBzNJdv 

si hacemos para estas dos expresiones un barrido de los subJndices 
L,J haciendo primero j = 1, L = 1.2.s, despues j = z, L =t. 2, •· 
y por ólt.imo J = a, L = 1, z. •. se obtienen las seis expresiones 
que al ser ordenadas y escritas en ~orma matricial nos conducen a 
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[ 
""' 

[o 1 :· 
""' jJXz" 

fv [ B JT [ D l [ B l ºe U > dv = < P ) 

donde la mat.riz [ O l puede ser alguna de las siguient.eS 

para esfuerzo plano 

[0]=1~ ... ~ 

C4.4.15.) 

(4.4.16.) 

[ ~."ºo] o o !.:..!:'. (4.4.23.) 

para deformación plana 

[ D l = E 
e l+JJ> e 1-2n> 

la ec. '· ,.16. 'también se puede expresar como 

donde 

[ K CU>=<P> 

K l es la matriz de rigideces del elemenlo 
U > es el vector de despl a:::ami entosnodal es 
P ) es el vector de fuerzas 

• 

C4.4.24.) 

(4.4.17.) 
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4.4.2.- Formulación directa 

El campo de desplazamientos se expresa de la siguionte ma.nora 

u N• UI + Nz u• + No u• 

V = Nt VI + Nz V2 • No VB 
(4. 4.10.) 

o bien 

{ ~} = [ ~· o Nz o Na :.{\ l N• o Nz o 

(4.4.lQ,) 

donde las Ni son las funciones de 1nlerpolaci6n descrilas en el 
capllulo 3 , cuyas expresiones son 

N1 = a}- (e >ayo - xayz) • (y> - y.a)X . '"" - X2)YJ 

Nz = 1 (C:>ayt - Xl)'Z) • (y> - y1)X . '"' - xa)Y) 2A 
(4. 4. ªº·) 

Na = 1 (C Xly> - X2Y•) + Cya - yz)X • (xz - XtH) """ZA 

lomando las parciales de [ N l se obliene la matriz [ B l 

o Nz o Na :. ] N1 o Na o 
C4.4.Z1.) 

Para obtener la malriz de rigideces del· elemento, solamente se 
susliluye la malriz t B l en la siguiente ecuaci9n 

C K l = Jv C B ¡T C D l C B l dv (4. 4. aa.,) 

la matriz de propiedades del maleri•l D l depender~ del caso que 
se lrale como se comentó en los incisos anteriores. 
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4. B. - ELEMElfTO FINITO CUADRILATERO PLANO 

ll
4
,y

4
1 ''l·'1' 

b:l,yll lr2,y21 

u e ... + ozX + cuY + .. ,xy 
C4. B.1.) 

V a ..,, + ....X + ooY + a11XY 

Eslas ecuaciones represent..an la aprox.1~ci6n de desplazamient.o 
con base en un polinomio lineal. Desarrollando los mismos pasos 
que en el caso anterior se obt..ienen las siguienles m.alrices 

[ 

N1 O 
1 N l = 

o N1 

Nz o Na O 
C4.5.2.) 

O Nz o N1 

en donde 

N1 = Cb-x:> Ca-y) Nz = 
Cb+x:> Ca+y) 

4 b a 4 b a 
C4. 5. 3.) 

Na = Cb+x:> Ca+y) N• e 
e b-x:> Ca•y) 

4 b a " b .. 

la ,,,..t.riz 1 B l se obt..iene mediant.• 

-[~ ~] [ :· o Nz o Na o N• o ] B l C4.B.4.) 
N1 o Nz o N• o N• 

oy- ox 

la mat..riz element..al da rigideces se obt..iene su5li luyendo la matriz . 
[ B l de la ec. 4.5.4. en la ec. 4.4.22., donde la malriz [ D l 
llene la misma forma que para el caso del elemento t..riangular. 
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4.8.- Elemenlo rinilo CUAOIULATERO ISOPARAMETRICO 

y 

flg. 

......... , 
' 

1 -1. - • ) 

7) 

YP 

b 

b 

(t •• ) 

et, -s > 
{=Cx-xc)/a 
n=Cy-yc)/a 

•· G, t. El•mctnto plo.f'!o re-clangu\o.t' moratrcmdo lo 
•nh·• coordenadOJil local•• y 9\obate11 

X 

relo.c\dn 

Para oste caso podemos considerar la siguienle aproximación de 

la geomet.ria 

Na O N• O 

O Na O Na 
C4.8.1.) 

en donde 

Cl-~)(1-7)) (1+{)(1 +7)) 
Ns = Ns = 

' ' (4.6.2.) 
c1+pc1-n' C1-{)C1+7)) 

Na = N' = 

' ' 
Eslas ~unciones relacionan un pun~o de coordenadas ex.Y~, en 

el elemonlo irregul~r con un elemonlo de coordenadas c~.n) del 
~lernento regular Cfig.4.6.1.). Los polinomios correspondie~tes son 

C4,6. 3.) 
y "" + .. ~ + Cl7l) + ~~l) 

estos polinomios son similares a los usados en las funciones de 
inlerpolac16n po~ lralarse de un alem6'nto !soparamélrico 

El campo de desplazamientos queda 
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< W > = { ~ } = C N l < d > (4.6.4.) 

Las funciones de interpolación est.An dadas en coordenadas locales 
C(,n) as1 que ser• necesario emplear la regla de la cadena para la 
derivación en dos sistemas de coordenadas Cap.3.).como se indica a 
ccnt.i nuaci ón. 

C4.6.5.) 

C4. 6, 6,) 

donde C J J es el Jacobiano que se calcula de la siguiente manera 

"N• 
~ :: l [: ~: l 

itr¡ x• Y• 
C4.6. ,) 

siendo Xi, yL ci=t.•> las coordenadas nodales referidas a los ejes 
cartesianos CX , Y). Por t.rat.arse de deformaciones en el plano s•
t.ien• que 

C4.fl".B.) 

y sabemos que 

*•+~2+~-·~· C4.6.Q,) 

Por definición de jacobiano 
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Cww = ( J ) - I [ ~: Ut + ~ Uz + m;~ U• + ~; U• ] C4. 6.10.) 

de igual forma para ~yy y p~ra rxv 

cyy = ~ = ! J l-
1 [~va + ~ vz + ~ v. + IJN..:i v• ] C4.6.11.) 

~ ilv -a [ at11 at11 IJNz IJNz 
Y•Y = IJy + «i( = 1 J 1 ¡;;¡-<'' + 'if{v' + iti)"' + ¡;rvz + e~. ~.J.' 
Si despej .. mos los desplazamienlos Ult Vi. el=··· J y acomodamos 
111at.ricialment.a obtenemos 

¡~· 
IJNz .,,,. IJN• 

1r 
'ii{ o 

~ 
o 
~ 

o ;;r 0 VI 

{'º} 19N4 ~= -· IJN1 "N• IJN• ~yy e [ J 1 o 
~ 

o 
~ 

o 
~ 

o 
~ uo 

Y•Y r!N1 r!N• r!Nz "N• .,,,. IJN• IJN• aN'4 V8 

~ ;;r 'iiñ'" ;;e ~ ;;e ~ ar ~: 
C4.6.13.) 

que t.iene la forma <l>=!Bl<d> •C4.6,14,) 

por Oll.Jmo, para obtener la malriz de rigideces [ K l se recure a 
la integración. nun4rica Cap. '·) de la siguiente manera 

[ J( l = J,.1 B JT [ D l [ ~ l dA = J_:J_:c B JT r D 1 [ B l d{ dn = 

C4.6,15.) 

! K l a 1'1W1 + f'zWz + hW• + + f'nWn (4. 6.16.) 
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4.7.~ Elemento Finito PLACA con 4 nodos 

Se consideran solo placas delgadas con carga ~ransversal a su 
plano. Seo considerar~ que las defor~c1ones son pequo~a~ Y que 
unicamenlo hay esfuerzos de f'lexi6n. 

llg. •·?.a. E\•m•nlo ILnllo tlpo PLACA 

En cada nodo tendremos lres desplazamientos que son 

W --> deflexit1n verlic;ol 

Ox ---> giro en direccidn y 

(4.7.1.) 

By -> giro en direc~idn x ; 6y = - ~ 

As1, para un elemento rectangular se lPndr~ como veclor global de 
desplazamientos al vector < d ) con doce grados de libertad. 

Wl 
Elxl 

< d,. { ~;} 
ElyL 

WJ 
ElxJ 
Elyj C4. 7. 2.) 
Wk 
Elxk 
Elyk 
WL 
Elx l 
Elyl 

Las corr.espondienles f'uerzas nodales < q ) consislen de dos 
momentos y una Cuerza Cfig. 4.7.1.), por lo ~anlo se tendrA 



< q > = 

Cqz), 
Cq8)M,, 
Cq8)y,i 
Cqz) ¡ 
Cq8)x,J 
Cq8)y,J 
Cqz)k 
Cq8) x,k 
Cq8)y,k 
Cqz)l 
Cq8)x,l 
Cq8)y,l 

- ez -

C4.7.3.) 

En placas la deformación se caracleriza por la curvat.ura en direc
ciones X, Y, y por la t.orsi6n. Recordando que la defor~c16n se 
expresa COMO el negativo de la curvat.ura se li•n• 

( W ) e 

y los moment.os son 

!-~= 1 a•w 
ay• 

a•w -a¡;;¡¡;y 

ahora podemos det.ermlnar la inat.riz C D J para 

E h" [ _ a"w a•w ) 
Nx = - .. 

1ac1-.. •~ ax• ay• 

E h" [ - a~w a"w ] 
Mv = - .. 

1an-.. 2> ay• ax• 

E h" [ ~1 MNy a n.:..,, 
1ac1-.. "> axay 

C4.7.4.) 

. C4.7.B.> 

placas como sigue 

C4.7.6.) 

como < o ) = [ D J e • > y comparando las ecs:. 4.7.S . y 4.7.e. 
se ve que 



E h
8 

[DJ=----
12C1 -.,•, 
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[ ~ o 
C4.7.7.) 

Para llegar a la malriz B r•lacionamos el campo de defor-
maciones con el veclor < a > mediant..e < & ) = [ B l < a ). De las 
ecuaciones 4.7.4. y 3.6.1. se liene 

< • ) = 

ya quv 

1
-~= 1 _ a•w 

ay• 

a•w -2¡;x¡;y 

. [: o 

o 

o 

o 

o 

o 

-2 

o 

o 

(S)=CHHa> 

donde 

o o -2 o 

C H l m [: o o o o 

o o o -2 

o 

o 

-2 

o 

-2 

o 

o 

-2 

o 

C4.7.B.) 

(4.7.9.) 

• ,,.7.10.) 

ahora reemplazando< a) en la ec. 4.7.Q. y usando la ec. 3.6.6. 

< S ) m C H l C A l - 1 < d > ,,.7.11.) 

Ent..oni:;as 

=IHJIAJ ''· 7.12.) 

conociendo I D l y 
a t.rav*s de 

e 

e para el ele.ment.o, podemos llegar a C K 

e K J = ff e e lT e o J e e l dx dy ''· 7.13.) 

y mediant.e la siguienle expresi6n1 al vector de cargas del elemenld 

< q > = rr pCx,y) NT 1 dx dy (4.7.14.) 

Finalmente ensamblamos la ecuación global para elemenlos finitos 

[ K J C d > = C q > C 4. 7. 16.) 

y resolvemos para la derlexi6n. 



5 .- PRESENTACION DEL PROGRAMA " P A N E S " 

"P A N E S" es un programa Csoft.ware) de an1lisis: est.Atico de 
estructuras, escrito en BASIC para utilizarse en computadora 
personal CP.C.). Se uliliz6 el Mélodo del Elemento Finilo para 
la solución de los diferentes tipos de asLrucluras que resuelve, 
las cuales, pueden estar compuestas por alguno de los t.ipos. de 
elementos vistos en el capilulo anterior (barras, vigas, 
elementos planos, elemento placa). El programa es int.eract.ivo, o 
sea nos va pregunt..ando lodos los dalos necesarios para resolver 
cualquiera de los casos e internamente se Conecta con las 
diferentes subrutinas a partir del programa principal o inicial. 
Cuenta con generación aulo~lica de coordenadas para lodos los 
casos y cqn transformación de coordenadas, lambién cuenla con 
opciones para corregir los dalos recien suminist.rados en las 
subrutinas de dalos, adenW.s de haber una subrulina general de 
corrección de dat.os, a la cual se puede acudir como una de las 
opciones que aparecen en un ' 1menu" localizado en el programa 
principal, a parlir del cual t.ambién es posible dirigirse 
direct.amenle a la solución de alguna est.ruct.ura cuyos dalos se 
t.uvieran grabados con anlerioridad. o bién se puede elegir la 
opción de dat.os nuevos o list.ado da los mismos. 
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En el caso de los el•mentos tipo barra y tipo viga, con los 

cuales se pueden represenlar a las armaduras y a los anarcos 
respeclivamonle, se puede realizar el an•lisls de eslrucluras 
planas o lambi~n de eslruct.uras Lrldlmenslonales. ot.ro llpo de 
eslrucluras que s• pueden analizar son las qu• se conocen como 
rellculas planas, qu• est.•n compueslas por el•menlos viga dispues-
t.os en un sol o plano. ' 

En el caso de los elemenlos planos los cuales sólo admit.en 
cargas en su plano y aplicadas en los punt.os nodales, el programa 
considera t.ant.o •l•menlos rtnllos triangulares corno cuadrilAleros, 
y eslos Olllmos pueden ser irregulares Clsoparam6lrlcos). 

Por ólllmo, el programa abarca lambl6n a las eslruct.uras t.lpo 
placa, •n las que se pueden · considerar cargas punt.uales o 
unlformellll8'nt.e repart.idas act..uando en dirección t.ransversal al 
plano de la placa. 

A conlinuación s• present.an las diferent.es subrut.inas con 
una brevw descripción del propósi~o que cuinplen. 

PANES Es el programa 1110nitor que proporciona el ... no principal 

DATOS Son las subruU.nas 6 subprogramas que piden los datos 
por pant.alla y los graban en su archivo correspondient.e. 

CORDAT Permite corregir los datos previa11&nte sumlnisl.rados. 

LISDAT1 Imprime un listado de datos de algOn probleOI& particular. 

ARMAPLAN calcula la matriz de rigideces global de armaduras planas 

ARMAESPA calcula la mat.riz de. rigid.ces global de arma.duras 
espaciales. 

NARCOPLA calcula la matriz de rigideces global de los marcos planos 

NARCOESP Calcula la ... triz de rigid•c- global de los marcos 
espaciales. 

RETICULA Calcula la .... t.ri:.;
0 

de rigideces global d• las reliCulas 
planas. 

ELFTIUPL calcula la ... t.riz de rigideces global de los elernenlos 
finitos t.riangulares planos. 

ELFCUAPL Calcula la matriz de rigideces global de los elementos 
finitos cuadril6teros isoparam6tricos. 

ELFPLACA Calcula la matriz de rigideces global de los el•mentos 
finitos tipo placa. 

SOLUCION Define y r•suelvw el sisl.ema de ecuaciones IKJ <U> = <P> 
proporcicn•ndonos los desplazaminlos nodales (U>, 

FUERZAS Realiza la mullipllcacl6n de las mal.rices CDBJ <U> = <F> 
para obtener las tuerzas en los elementos <F>. 

REACCESO Permit.e regresar a corregir dalos o imprilnir dalos. 
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5. 1 • - Problema 1 1. - AP.HADVRA EN EL PLANO 

Se analiza una arma.dura plana, cuya geomelria y sislema de 
cargas se mueslra en la figura. 

5P 

L • 

p" 

X E 

Al realizar el anilisis de la eslruclura con el uso del 
programa PANES, se obllenen los desplazamient.os nodales y los 
•sfuerzos qu• se presenlan en los elementos, como se mueslra en 
la siguiente tabla. 

DESPLAZAMIENTOS 

NUDO DESP. X OESP. y 

------
l º·ººººº -0.00000 
a 63. 99990 -361 . 00ago 
3 200. 31220 -361.08<!90 

' 127.99980 -391. 77730 
6 127. 62480 -343.77730 
6 175.99970 -339. 74990 
7 BZ.93738 -339.7,990 
8 223.99970 -0.00000 

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS 

ELEMENTO Na,Nb FUERZA ESFUERZO 

1 1,2 16. 000 CTENS.) 16.000 
2 1,3 10. 000 CCOMP.) 10.000 
3 2,3 0.000 º·ººº 
' 2,, 16. 000 CTENS.) 16. ººº 
6 3,, Q.167 CCOMP.) Q.170 
6 3,6 10. 933 CCOMP.) 10.830 
7 ,,5 B. 000 CTENS.) 8.000 
e '·ª 12. 000 CTENS.) 12. 000 
g 4,7 •.167 CCOMI'.) •.17.0 

10 6,7 10. 833 CCOMP.) 10. 830 
11 6,7 0.000 0.000 
12 6,8 12.000 CTENS.) 12.000 
13 7,B 16. 000 CCOH?.) 15. ººº 

Ref. 1 , pags: 47 y 48 
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9. 2. - Problema 11' 2. ARMADURA TR!OIMEllSIONAL 

Una armadura t.ridim~nslonal cuyas barras tienen un módulo de 
elasticidad E= 2:00000000 y una ~rea de la sección A 0.005 , sa 
carga con una fuerza de 100 en al nudo 1 en direccion Y. como se 
muestra en la figura. S& dat.ermln~n los do~pl~zanúentos nodales, Y 
los esfuerzos: ,en 1 os el ement.os:', 

~ '-... l 

¡I 
1 • y 

~ .......... t. 

NUDO DESP. X DESP. y 

1 0.05866 0.19583 
2 0.05726 0.02404 
3 -o. 00661 -0.02163 

' 0.00984 0.02470 
9 -o. 02117 0.02509 
6 0.00000 0.00000 
7 -0.00000 0.00000 
e -0.00000 -0.00000 

ELEMENTO FUERZA 

1 200. 000 CTENS.) 
2 270. 41 7 C TENS. ) 
3 -811.249 CCOMP.) 

' -349.001 CCOMP.) 
9 -349.601 CCOMP.) 
6 666. 663 CTEtlS.) 
7 0.001 CTEllS.) 
8 -0.001 CCOMP.) 
g 174.999 CTENS.) 

10 -218.499 CCOMP.) 
11 -633. 661 CCOMP.) 
12 218.901 CTENS.) 
13 -917.709 CCOMP,) 
14 30!3. 903 C TENS. ) 
19 666. 663 C TENS. ) 

----------

""'•••) 

DESP. z 
-0.03060 
0.01333 
0.00667 
0.00200 

-0.00629 
-0.00000 
0.00000 
0.00000 

ESFUERZO 

40000.10 
54083.32 

162249. 80 
69920.23 
69920.27 

133332. 70 
0.19 
0.19 

34999. 81 
43699.89 

126732.10 
43700.18 

183941. 70 
61180.69 

133332. 70 

E a 200X10fi 

~ ~ D. OOS 

Raf. # 2 , pa9s: 72, 336, 337, 338 
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5.3.- Problema# 3.- Se realiza el an4lisis del nu.rco plano 
mostrado a continuación. 

ELEM AXIAL A 

1 Q.Q45 
2 4.047 
3 6.107 
4 -16. 588 
6 -9.215 
6 -0.197 
7 -8.U7 
8 -1. 853 

~ .... ...... 

NUDO 

1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
8 

J2a1ot.... ,,. ... 

DESPLAZAMI ENTCS 

DESP. X DES?. y 

0.00000 0.00000 
0.00000 º·ººººº 0.00000 º·ººººº 0.03080 0.00039 
0.03038 0.00023 
0.03012 0.00000 
0.06749 0.00060 
0.06732 0.00028 

FUERZAS EH LOS ELEMENTOS 

CORT. A MOM. A AXIAL B 

-7.441 -12.965 -9.946 
-8.147 -10.820 -4.047 
-7.303 -11. 604 -6.107 
6.007 12.095 16. 588 
7.890 13. 890 9.216 
6.107 12.060 0.197 

18.127 7.038 8.147 
16.056 7.22:6 1. 653 

-- ----- ---------

- flJ··...... 

ROT. z 

-0.00000 
-0.00000 
-0.00000 
-0.01040 
-0.00695 
-0.00978 
-0.00402 
-0.01086 

CORT. B 

-0.059 
-1. 853 
-0.197 
6.167 
4.123 
5.800 

20.727 
2<".::.ti65 

MOM. B 

-5. 489 
-4. 916 
-6. 260 
6.927 
9.767 
6.260 

10. 820 
4.916 

,·-·-·---·---·--- ,___ __ 
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5. 4. - Problem<l /1 4. - MAf~CO TRIDIMENSIONAL 

Se rPali2a el an.rflisis t.rid1mensional d9 l.a est.ructur• 
mos;t.r.a.da a con ti nuaci On. 

t 

··m 
~· 

DESPLAZAMIENTOS 

NUOO DESP. X DESP. y DESP. z 

1 . ºººººº ·ºººººº -.000000 
2 ·ºººººº . ºººººº -.000000 
3 ·ºººººº .000000 -.000000 
4 . 000000 . ooocioo -~·oooocio 
5 ·ºººººº ·ºººººº -.000000 
6 . 000000 ·ºººººº -.000000 
7 .027225 -.000031 -.000216 
8 . 026899 -.000031 -.000938 
g . 026553 .000026 -. 000221 

10 . 027226 .000031 -.000216 
11 .026899 . 000031 -.000538 
12 . 026554 -.000026 -. 000221 
13 . 063974 .000040 -.000359 
14 .063669 .000039 -.000817 
15 . 063979 -.000039 -. 000359 
16 . 062671 -.000040 -.000817 

NODALES 

ROT. X 

·ºººººº . 000000 
. 000000 

. ºººººº . ºººººº . ºººººº -.000524 
-.000526 
-.001793 

. 000524 

. 000526 

. 00171)3 
-.002204 
-.002203 

. 002204 

. 002204 
-· 

E: 15BI l'!>S.~ 

a= º·'" 
UJt := t.S T/n"I 

u>z :::. ?..o "'""" 

ROT. y ROT. z 

. 000000 ·ºººººº . ºººººº ·ºººººº . ºººººº ·ºººººº . ºººººº ·ºººººº . 000000 .000000 

. 000000 ·ºººººº . 010895 -.000002 

. 008129 . 000009 

. 005877 .000010 

. 010895 .000002 

. 008130 -.000005 

. 005877 -. 000010 

. 009611 -.000000 

. 005936 -.000000 

. 009511 -. ºººººº . 005937 -. ºººººº 
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FUERZAS Eti LOS ELEMEtffOS 

EL.EM FZA. XA F"ZA. YA FZA. ZA MOM. XA MOM. YA MOM. ZA 
PZA. XB FZA. YB FZA. ZB MOM. XB MOM. YB MOM. ZB 

1 -5.02367 . 377016 10. 2591 -. 379172 -11.4113 . 000013 
5.02367 -.377016 -10. 2591 -. 751077 -3.65966 -. 000013 

2 -6.70769 . 370426 25.5039 -. 300610 -13. 0736 -.000039 
6.70769 -.378426 -25.5039 -. 754659 -7. 28947 .00003Q 

3 -8.10819 1. 22923 10. 4070 -1. 20614 -14. 3729 -.000071 
8.10019 -1.22923 -10.4070 -2. 40156 -10.1917 . 000071 

4 -5.02366 -.377084 10.2590 .379320 -11. .el14 -. 000012 
5.0Z366 . 377984 -10. 2590 . 751931 -3.65954 . 000012 

5 -6. 70773 -.378308 25.5040 .380523 -13. 0737 . 000039 
6.70773 . 378388 -25.5040 .754640 -7. 28944 -.000039 

6 -8.10831 -1.22920 10. 4070 1. 20609 -14. 3731 .000072 
8.10031 1. 22920 -10. 4870 2. 40152 -10.1910 -. 00007Z 

7 -5.15674 . 243622 7.74176 -7.35094 -.000434 . 000008 
5.15674 -7.74362 -7.74176 -12. 6172 -. 002143 -.000000 

B -.000002 -3.74997 -1.47909 2.93060 -.000409 -.000001 
.000002 -3.75003 1. 47989 -2. 93074 -.000419 . 000001 

9 -2.76538 1.85639 6.75278 -2.10673 -3. 69120 -.000010 
2.73568 -1. 85639 -6.75278 -3.30243 -4.60487 . 000010 

10 . 001201 -.763043 0.18829 -4. 74312 . 003540 . 005747 
-. 001201 -6.73696 -8.18829 -10.1917 . 002466 -.005747 

11 -.000012 -3.75002 -1.47716 2. 93a02 -.0013113 -. 000001 
. 000012 -3.74998 1. 47716 -2. 93790 . 001255 .000001 

12 -7.23397 1. 85731 13. 2472 -2. 10910 -10. 0700 . 000040 
7.23397 -1. 85731 -13.2472 -3. 38202 -1~. 0311 -.000040 

13 -.000014 -3.75001 1. 22803 2.40730 -.002395 -.000000 
. 000014. -3.74999 -1.22003 -2. 40727 . 002321 . 000000 

14 . 000516 . 243732 7.74202 -7. 35123 . 000444 -. 000009 
-.000516 -7.74373 -7.74202 -12. 6174 . 002135 .000009 

15 -2.76565 -1.85645 6.75268 2.10602 -3.69160 . 000013 
a. 1eses 1.86645 -6. '75268 3.30254 -4.60525 -.000013 

16 -.001171 -.762974 0.18830 -4. 74332 -.003465 -.006747 
. 001171 -6.73703 -8.18038 -10.1918 -.002394 .005747 

17 -7.23462 -1.89724 13. 2473 2.19000 -10. 0730 -.000037 
7.26432 1. 85724 -13.2473 3.30272 -11. 6315 . 000037 

18 .000029 -1. 75280 7.23399 -4.60408 . 000080 -.000004 
-.000029 -8.24720 -7.23399 -11. 6311 . 000061 . 000004 

19 -.000035 -4.99998 1.85642 3.38243 -.000070 -. 000001 
.000035 -5.00002 -1.85642 -3. 38254 -.000096 . 000001 

20 -.000034 -5.00002 1. 85728 3.38282 -.000102 -. 000001 
.000034 -4.99998 -1.85728 -3.30272 -.000060 . 000001 

21 . 000037 -1. 75266 7.23470 -4.60524 .000080 .000003 
-.000037 -0.24734 -7.23470 -11. 6315 .000105 -.000003 
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5.5.- Problem.a # 5.- RETICULA PLANA 

P~c3 la relícula plana moslrada en la figura. se calculan los 
d~splazarn.ler,t.o!: noda.l es y le.:;; elt"'JT,ri~to:.; 1.1 .. >;,..'.·!:!c···'"- dt l.;·.7 ¡:;,:i :•~.h.rns 

que la componen. 

NUDO 

1 
2 
3 
4 
6 

ELEM. NUDO 

1 1 
1 2 
2 2 
2 3 
3 3 
3 4 
4 4 
4 5 

G = 9X106 

E= 20~106 

1 • 1.0 

J 0.0037 

DESPL~ ENTOS 

ROTA. z DESP. y ROTA. X 

o. 00000 -0.00000 -o. 00000 
o. 00751 -0.03024 -o. 00291 
o. 00761 -0.03660 0.00000 
o. 00761 -0.03023 o. 00291 
O.OCIOOO . -0.00000 0.00000 

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS 

TORSION CORTANTE MOMENTO 

-18.609 49.900 281.391 
18. 614 -49.996 18. 614 

0.003 49. 997 -26. 321 
-0.003 -49.997 176.310 
0.003 -60.004 -176.310 

-0.003 50.004 26.300 
18. 601 -50.003 -18. 592 

-18. 601 50.004 -281. 419 

Ref. # 2 pags: 110 y 400 
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6.6.- Proble~ I 6.- ELEMENTO FINITO TRIANGULAR PLANO 

Se esludia una placa delgada empotrada en un extremo: la placa 
es discrelizada tned1anle elementos finitos triangulares y cargada 
vert.icallM'nt.e en los nudos 1 y 2 como se muestra en la figura. 
El an1lisis d• la est.ruct.ura se ll•VO a cabo considerando un 
-6dulo de elast.lcldad untlarlo E a 1. un -6dulo d• Poisson v =0.3, 
y un espesor unit.ario t. --= 1 • 

E D 

V e 0;3 

t e 

DESPLAZAMIENTOS 

NUOO DESP. X DESP. y 

1 7.71a4a -40.8él6Q1 
a 6.94189 -19.83940 
3 -a. 68571 -13.50aga 
4 -0.00000 -0.000000 
9 0.00000 -0.000000 

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS 

Et.:E:MENTO SIG. XX SIG. yy ESF. CORT. 

1 0.0000 -4.9050 -4.0000 
a 6.8160 -a.4600 0.0690 
3 -3.4080 -1.oaao -6.0330 

Ref. I 1 , pags: 104 a 11a 
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6.7.- Problema# 7 - ELEMENTO FINITO CUADRILATERO PLANO 

Se oblienen los elomanlos mecAnicos y cina~Licos 

eslruclura mostrada en la figura. 

8.0"' 

E • 2.0 a 10" tlm' 

" • Q.2 
Pv= 2.4 t/m5 

g • 9.BI "'Is' 
P = !:.Y.: 0.245 i·S~m• g 

d& la 

De acu&rdo con la geomet.ria mostrada, el modelo 
corresponda a un eslado plano de esfuerzos Ccap. 
elemenlos finitos ulilizados· son de forma 
CcuadrilAleros isoparamét.ricos). 

eslruct.ural 
' :l'·¡ los 

rectangular 

El programa "PANES" nos proporciona los siguientes result.ados 

DESPLAZAMIENTOS 

NUDO DESP. X DESP. y 

1 o. 00118 -o.01a73 
a -0.00118 -o.01a7a 
3 o. 00111 -0.00807 
4 -o. 00111 -0.00807 
6 0.00009 --o. 00-&00 
6 -0.00089 -0.00400 
7 o.ooosa -o. 00111 
8 -o.ooosa --o. 00111 
9 0.00000 -0.00000 

10 -0.00000 -0.00000 

FUERZAS EN LOS ELEMENTOS 

ELEMENTO SIG. XX SIG. yy ESF'. CORT 

1 º·ºººº -10. 2980 -33. 3340 
a -0.0000 a. 4340 -33. 3310 
3 -0.0000 -0.6810 -33. 3290 
4 -0.0000 0.1670 -33.3290 

Rer. # 3 , pags: 182, 156, 157 
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5.B.- Problema.# B - ELEMENTO FINITO PLACA 

Considerando la placa simplemunle apoyada en las esquina~, 
cargada punlualmenle en el cenlro con P = 288000 lbs., se calcula 
la deflexidn de los nudos y los llB"Sfuorzos producidos en los 
element.os. 

ELEM. 

1 
2 
3 
4 

p 

1 

NUDO 
1 

l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
e 
g 

·E.~""' 10' p.-, 

3 ••.• 

® CD 

[" ' ~ 

<D © Sfl 

~ 5 

.. ~'---+---_!f.!. __ + 
-

DESPLAZAMIENTOS 

ROT. z DES. '{ 
1 -ROT. X 

-
0.00000 0.00000 -0.01002 

-o. 7851Q -0.00654 0.00000 
0.00000 -0.02945 0.00000 
0.00000 0.00655 0.00000 
0.00000 .000000 0.01062 
O. 7B51Q -0.00654 0.00000 
0.00000 0.00000 -0.01962 
0.00000 0.00655 0.00000 
0.00000 0.00000 0.01002 

FUERZAS EN LOS ELEME~ITOS 

MOM. X MOM. y MOM. XY CORT. X CORT. '{ 

-509.507 -561. 685 -498.119 -Z6987.53 -13499. 41 
509.507 561.685 -498.119 26987.53 -13-!9'3. 44 
509.507 561.685 498.119 -26987.54 -13499.42 

-509.507 -561. 685 498.119 26987.53 -13499. 40 

Ref. 1 4 . 
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EL METOPO 

El m~t.odo de los alemenlos finit.os represenla una ventaja con 
respeclo a los tipos de anAlisis que se realizan convencionalment.e, 
aunque una mejor ut.ilidad del mét.odo se t.iene sobre t.odo en 
est.ruct.uras ~irregulares, en muros, presas, t.t'.ineles C elementos 
planos), en t.uberias, element.os sólidos, placas, cascarones 
etc. en las cuales resullaba casi imposible lograr un an.Alisis 
realista y result.ados confiables. 

También es prudente mencionar que el mAlodo de los elemenlos 
finit.os, t.al como se presenta en est.e trabajo, eslA ciert.amenle 
limitado al an~lisis est.ruct.ural. Sin embargo el málodo posee un 
gran potencial de aplicación en otros campos, tales como redes 
de t.uber1as Ct.emperat.uras y presiones ent.re et.ros como grados 
'de libert.ad), en ingeniería mec~nlca, aeronAulica y nuclear, o en 
problemas: de hidrcxUn.imica enlre ot.ros y sus respect.i"'.'as 
aplicaciones a problemas de equilibrio, do valores 
caracter1st.icos:, y de propagación , ademAs de los usos puramenle 
m.alem.U.icos que se han dado, 

P•ra poder comprender y aplicar el mét.odo 5e requieren como 
anlecedenles teóricos el manejo del ani.lisis matricial, algunos 
concept.os de Mec.6.ntca del Medio Cont.lnuo, y conocimienlos sobre 
programación. Est.o con el objet.o de oblener algorit.inos eficientes 
y apropiad05 ast como una correcta implementación en el equipo 
disponible. 
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EJ., PROGRAMA 

El programa dosarrollado posee sin duda algunas limlt.aciones 
en cuant..o al algorit.mo que se empleó, debido a la capacidad de las 
m!quinas disponibles; y a la· velocidad de est..as, sin embargo, 
result.a ser una herramient.a de gr6n ulilidad sobre lodo con fines 
académicos, ya qua se puede ulilizar para i luslrar •l mólodo y 
poder comparar con ot.ros t.ipos de an•lisis o bien, comparar 
diferent.es modelaclones est.ruclurales para la Loma de decisiones, 
o para realizar revisiones. 

La ent.rada de dalo~ de manera tnt.eract.Jva llene la venlaja de 
que el usuario sólo t.iene que ir proporcionando los dalos que el 
programa pide, pero en problemas grandes eslo puede result.ar 
cierl.ament.e laborioso y lardado, a{Jn cuando el algoritmo posea 
generación aul.oJDA.l.ica de coordenadas y conect.ividades como es el 
caso del prog:rarna PANES, siendo pref'erible usar bases de da.t.os 
(archivos· de ent.rada que se pueden edil.ar en pantalla). 
Act.µalment.e se realizan programas con ayudas grAflcas baslan\e 
poderosas (generadores gr•flcos) los cuales generan eslos archivos 
de entrada y que representan un ahorro en t.iempo baslante 
considerable, t.ant.o al mcunent.o de proporcionar los dalos como para 
la interpretación de resultados. 

Asi pues, si pensamos en que los equipos de c6mput.o 
personales CP. C.) disponibles act.ualment.e en el mercado pueden 
result.ar al.racl.ivos •n cuant.o al costo y que no resulta dificil 
cent.ar con una capacidad de al menos 20 Megabyles en el disco 
fijo, 640 Kllobyt.es en la memoria central CRAMJ, y una· velocidad 
razonable (10 o 12 Megahert.z). y si adem.As se cuenta con un 
programa generador gr•rico y una impresora grAfica o un graficador, 
con el uso de un algorit.mo eficiente se puede lograr ciert.a 
compelit..Jvid.tU con los programas que se usan en las grandes 
dquinas, las cuales requieren de un complicado procedimiento 
t..ant.o para la correcla aplicacl6n e int.erpret.acJ6n del. progra~, 
como para su uso y la posibilidad de acct'so a eslas Ct..iempo de 
dquina y costo), ' cosa que no ocurre en el caso de las 
-computadoras personales. 

J,..A TESIS 

Se present.aron las bases t.eórlcas fundarnent.ales para que un 
est.udianle de licenciat.ura pueda realizar un programa de elementos 
finit..os con las caraclerlst.icas especificas qu• se puedan 
requerir, lo cuil sea t.al vez un primer inlent.o en este campo, al 
-nos al nivel de licencial.ura •n nuest.ro pa.is, ya qu• en est.8 
nivel no exis~e una grAn difusión ni bibliografia disponible. Se 
espera que el presant.e t.rabajo pusda ser de ulilldad como 
documentación y apoyo para futuras generaciones. 
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.- ECUACIONES DE [OUILU3RIO DE LA 

TEORIA DE LA ÜASTIClDAÓ LINEAL 

En •l presente lrab.iajo se considerar~ que las eslrucluras que 
se estudian eslAn conslttuidas por un material sólido, alAslico, 
lineal • is6tropo. Para poder estudiar el comporlanúent.o d9 tales 
estructuras es necesario establecer un modelo mat.emálico con el 
cual se pueda considerar · 

a) la geometría de la estructura 
b) las propiedades del material 
e) el sisletn.Ol de cargas actuante. 

El modelo male~lico o las leyes que gobiernan el comporla
ai.lenlo mencionado y que incluyen los concept.os anteriores, son las 
leyes de la MecAnica del Medio Continuo que aplicadas al tipo de 
estructuras considerado, rorman la base de la Teoria de la Elas
t.icidad Lineal. Las ecuaciones correspondienles a cualquier punto 
de la eslruct.ura, sor1 las: stguient.es 

A.1.1.- Ecuaciones de movimient.o de Cauchy.-

Con eslas ecuaciones s:• establece el equilibrio dinAmico de 
cualquier punto de la est.ruct.ura y se escriben como sigue 

~ + hyx + bTax + ,,,1 _ 
dx CiY"" 'dZ ~. " = pax 

~ + a¡y + ~;y + p/y pay CA.1.1.) 

~ + -"j~· + "d;ª + PI• = paz 

donde los o'• y 1 os T • • son 1 os component.es del tensor de 
esfuerzos de Cauchy, que en forma matricial se escribe 

"'Cx,y,z,t.) = [ ::: 
TRX 

Txy 
Txz ] 
Tyz 

ozz 

CA.1. 2.) oyy 

TR)' 

los /'• son los componentes del vector de f'uerzas de cuerpo por 
unidad de tn.¡lsa cuya expresJón es 

/ Cx,y,z,D = { ;: } CA. l. 3.) 

y los a'• son los componentes del vector aceleración indicados como 
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a Cx,y,z,l) • { :: } 

El veclor aceleración se puede expresar en función del vector 
de velocidades v, del vector de posición p, y del vect.or de 
desplazamientos u , como se indica a conlinuaci6n 

dv 

dl 

que en forma de sus component.es resul la ser 

a•w }T 
filª 

CA.1. 6.) 

CA.1. B.) 

p = p Cx,y,x,t.) es la densidad de masa por unidad de volumen. 

A.1.a.- Ecuaciones desplazamienlo-deformac16n 

El cambio en la geomelr1a del cuerpo se mide de la siguiente 
forma 

&JOC e 
llu = 2exv = 

llu + llv 
1X 1'•Y lly llx 

llv 
a 2&ys ~~· "" CA. l. 7.) &yy .. ¡y rv• 7iY 

&•• = llw 
7fZ r .. e 2&ZM G ~ . 

ih< 

.,... 
'liZ 

donde & y r son los com~nent.es del t.ensor de deformaci6nes, 
que en forma mat.ricial se indica como 

[ 
.., .. 

• Cx,y,z,t.) = yyx 

ru 

r•v 
&yy 

r•v 

r•• ]· rv• 
.., .. CA.1.8,) 
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A.1.3.- Ecuacion~~ consliLulivas (relaciones e~fuer20-defor
maci6t1) 

L.a ley de Hooke getlf'ralJ.z.ada nos proporciona las ecuacionvs 
consLitutivas del mc..lvrial 

o bien 

O'JCN e 
E 

,, • ..,,. ca-av, 

osa e A [c1-u)cyy + 1>C&H>1+cyy)) 

T•v = ª'~·~, rwv = G r•v 

., .. = • -¡- ( O'WM - vCoyy.+oa11:) 

1&yy = • -¡- e""' .. - vCoaz-+a.cM) 

/CU = • ( O'S.Z vCoxw•ayy) ) -¡-

= • (. +I>.) = • Y•Y -11:-- Txy -- nv a . 

rv.a·= 1 C i+V) --E-- Tya • -¡-- Tyz 

= ~ TU • Y•• -T1uc 
E a 

CA.1. Q • ) 

CA.1.10.) 

CA.1.11.) 

CA.1.12.) 

donds X y G son las consLanles el's~icas de Lam4, las cuales se 
relacionan con las consLanles de laboratorio danominadas módulo 
de Young O de elasticidad 0 E " y la relación de Poisson " v " 
mediante las expresiones siguienles 

1: ... 
G 

11: CA.1.13.) 
( l•V> f J -ZlJ> 2f t+V> 

siendo G el módulo de rigidez al cortante. 



- 71 -

Las ecu~ciones. A.1.SO. y A.t.12:. se pued9n agru~r P.n forma 
malrlcial como se indica a conlinuac16n. 

r 
l-a> " . " 

U)!V " l-a> .. 
.,. .. 

E " " l-a> 

t1 +a>)Cl -2v) o o o T•V 

Tys o o o 
TU o o o 

o o o 

r· 1 
o o o &yy 

o o o .c .. 

.!<t-21>> o o l'•Y a 
¡<1-a..> o o l'Y• 

o o ¡c1-2v) l'X2 

CA.1.14.) 

lo que en forma. simbólica se escribe 

( o) = D J ( • 1 CA. 1.15.) 

donde < cr ) y ( • ) son los vect.ores de esfuerzos y deformaciones 
respecll va.mente 

( D J 

o) = 

D l es la malriz de coeficientes elásticos. cuyas 
expresiones son 

1 
::: 1 ou 

TNV 

TY• 

T .. 

CA. l.16. > 

1-a> ... " .. 1-a> " 

1 

,, .. 

l''"' 
cyy 

• ) = 
l'•Y 

l'Y• 

r-• 

o o o 
o o o 

= C1+v)~t-z..5 " ... 1-a> 

o o o 

o o o 

!.ct-2v) o o z 
o o o o !.c1 -2v) o z 
o o o o o !.-C1-2v) • 

CI •. 1. 16. ) 
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A.1. 4. - Ecuaci 0110:; do carnpo 

La-; PC\J.aci on&s do Cñr.1po :!.on 1 as. 1-1cu""ci oiies. de mavi m1 nnt.o o de 
C'qull1brio din.fJmJco Cr.cs. A.1.) expre<:;.idas en f'unciófl dol voc·t.or 
dE! dv::.opl a.7 . .;timi ent..os. So les conoco lambJ é-n como f.l'cuaci onas do 
HavJ er y sa oscr 1 bon de 1 a si guJ onlu- m."ln&ra 

G [ v2 u + • ~-[~ + 
ltv + :) ] + PI• 

il2
u 

t-7V itx <lx ity p 
ltl z 

G [ v2 V + • lJ (ºu + ltv + ~)] + pfv 
/1

2 v 
l-2V BY iiX ily 

p 
/ll

2 
CA.1.19.) 

[ 11 (ilu {ty ~) ] + PI• 
/12 w 

G v'w+-'-----+ 
ily 

+ p-
1-2v iJz ilx ilt.' 

dondEJ .,,. 
<?S .. 1 operador d9 Lapl 3.ce definido por 

v2 y v 11• "' 11• 
+ 

11• 
Dx-;,,x; Bx . 11y' ilz' 

CA.1. 20.) 

Las ecua e i on.,.s planteadas son l ;as quP. nos: pueden ayudar a 
resolver problemas. de equilibrio dit.:tr..!r;o hrlSlil para lres dimen-
siones., sin embargo, los problf"n;.'I•·. t.ral ;HJos en el presenle 
trabajo sr.:.> 11 mi t.an a 1 os caso._; d"-' c.-qL:i l 1 hi· jo est.áli ca para una 
y dos dimensiones, por Jo cual 1 como ss- ot·~;f.'•rva en el capilulo 4 
.al desarrollar las malrlcE•s Ple>1J1(·'J1lrtleo~¡, c·slas ecuaciones se 
verán reducidas segun ül rMso. 
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APENOICE 2 .- FORMULACIÓN VARIACIONAL CON BASE EN LA 

[NEROÍA Po1ENCIAL MÍNIMA 

Consideremos el caso general de un cuerpo elAslico en el 
espacio el cual estA sujeto a cargas que producen un campo de 
desplazamientos, deformaciones y esfuerzos tal que en un punto 
dado de dicho cuarpo y con respecto a un marco de referencia, los 
voclores de esfuerzos y deformaciones son 

" ) O'XM oyy 0'2Z Txy Tyz THZ ) T CA. 2.1.) 
y 

< .. ) CA.2.2.) 

Si se somete un incremento de deformación 61 a un elemento 
diferencial, entonces el incremonlo de energía de derormac6n que 
ocurre en el elemento es 

6'U = " 6'S CA. 2. 3. > 

El trabajo total hecho en el elemento para alcanzar el estado de 
deformación '3 es 

'UC 1D = Jo a de CA.2.4.) 

Para un cuerpo de volumen V sujeto a un i ncremenlo de 
deforma.cienes 6c, la energ1a de deformación interna es 

'U = f v o 6c dv CA. a. B.) 

Esla~energla inlerna es originada por cierlas cargas que actúan 
en el cuorpo las cuales desarrollan un cierto trabajo W. Estas 
fuerzas se pueden clasificar en fuerzas inlernas o de cuerpo, que 
en un punlo cualquiera tienen la forma 

< F' > = < !• lv I• > CA.2.6.) 

y el voclor de fuerzas de superficie 6 cargas externas expresado 
por 

< T > = < t. ty t• ) CA.2.7.) 

fv/i ui dv + .JD ti ui ds CA. 2. B.) 

y 

6"11 = f,.Ji. 6ul dv + fa tl 6ui ds CA. 2. Q.) 

SuslJtuyendo las definiciones anteriores en la ec. 2.20. 

11 = 'l./ - 'V = fvo '& dv - fv/' ui dv - JD t.1 ui ds CA. 2.10.) 
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en donde la prim9r.a inletgral represenla la energ1a interna o dft 
dafurmaci6n 1 la segunda represenla el lrabajo desarrollado por las 
ruorzas de cuerpo sobre la eslruclura y la lercera representa el 
l.rabajo desarrollado por las fuerzas de superficie. 

Si aplicamos el principio de la enorgia polencial minima. 
haciendo 6n = O tendremos 

6íl = fvo 61 dv - fv/l 6ui. dv - J.u 6ui. ds =O CA. 2.11.) 

despejando 

CA.2.12.) 

expresión que en nolaci6n matricial se escribe como 

CA. 2.13.) 

pero recordando la relación esfuerzo-deformacion: (o) = lDl (e) 
Cap. 1. 3. ::>, donde lOl es la malriz de propiedades elAslicas, 
enlences 

CA. 2.14.) 

si aproximamos el campo de desplazamlenlos con 

U= E Nl ul o bien <U>=INJCul) CA. 2.15.) 

siendo 
que 

N J la ma~riz de funciones de aproximación y sabiendo 

( • > = ( L. J ( u ) = [ L. l [ N l ( Ul > 

donde a e· L se le conoce cOmo la malriz de operadores 
diCerenciales entonces 

( 6• > [ L. l ( 6U > = [ L. l [ N l ( ÓUl ) CA.2.17,) 

y por olro lado 

<o> = tDl CU = !DI !L.l <U> = !Dl !L.J !Nl Cu;) CA. 2.10.) 

lo cual se puede escribir como 

( o ) = [ D l [ B J < Ul > CA. 2.10.') 

donde [ B ) es la matriz repres~nlada como 

! B J = ! L. l ! N J CA. 2. 20.) 

susliluyendo las relaciones anleriores en la ec. Z.33. se llene 
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T T T T T T 

n6ul>c Nll 1..H O)[ BJ<6u•>dv = Js6u¡) 1 Nl<F'>dv + f~6u¡)( Nl<T>ds 
CA. 2. 21.) 

o bien 

T T ~ T T T 
J56uL)[BllDllBl<6uL>dv .. Js6uL>CNl<F>dv + J~6ui>lNICT>ds CA.a.za.> 

simplificando 

Jv!BlT !Dl !Bl <U> dv " J.,!NlT <F> dv + J.tHJT <T> ds CA. 2. 23.) 

CKJ<U>=<P> CA.2.24.) 

de donde se desprende qu• la mat.riz de rigideces ( K J esla dada 
por 

e K > • Jvc B JT e D 1 e e 1 dv CA.2.29.) 

Resolviendo al sistema r•prasent.ado en la ec. A.2.24. podremos 
conocer < u ) y ent.onces aplicar 

u) H < ul > . ) ... < u) 

< o > .. e D 1 < 1 > .. e o 1 e e 1 < uL > 

Dv lo anterior se deduce que Lanlo la mat.riz l K 
vecLor < P > dependen de la elecc16n de C N_ J. 

CA. a. 26.) 

CA.2.27.> 

CA. a. as.> 

como el 

En general'· como se ve en el caplt.ulo 4 , t..anlo la formula
ción de los residuos pesados como la variacional, conducen a 
expresiones para las matrices de rigideces del lipo de la 
ec. A.a.as. 
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APENDICC 3 .- lRANSíORMACIÓN DE COORDENADAS 

Introduciendo las funciones de forma del elemento en 
coordenadas locales Cno deformadas) en t.res dimensiones 

Ni.• = Nl'C( •Yl•C' CA.3.1.) 

podemos escribir la siguiente relación 

= N;X 
. 

= N~Xi. X +NzX +N•X + ••• +NmXm 

= N;Y +N;Y 
. . CA.3.2.) y +N2Y + ••• +NmYm = Ni.Yi. 

N;Z 
. •N;Z + ••• +N~ = N~ Z4. z = +NaZ 

donde X, Y, Z, son las coordenadas cartesianas de cualquier punt.o 
localizado en el elemenlo deformado 

Xl,Yl,XL, son las correspondient.es coordenadas cartesianas 
de los M punlos seleccionados apropiadamente en 
la frontera de los elementos. 

Por olro lado la representación de la variable de campo U en 
t.•rminos da las coordenadas curvillneas C( ,r¡,() y las funciones de 
forma resulta ser 

U =NlC(,J1,() Ui CA. 3. 3.) 

donde Ui fl=t.n>, son los v.a.lores de la variable u en los punt.os 
nodales del element.o 

f] [J 
a> ISOPAaAMETllJCO b> SUPERPAaAMET•ICO 

X= Nl ul Cl=t.m> D u = N~ Ul cl=t,n> 

C) SUBPAaAMETaJCO 

O Punto dondo 1110 define lo coordenada. cm> 
O Punto dondo ao dotine lo funcic;S'n Cn> 

tig A, l. j, - Troni;iformacidn do coordonada11 modto.nlo fundonoa 

da forma. Crat. tOJ 
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Los n puntos utilizados para definir la interpolación de l.a. 
función U pueden o no estar relacionados con los m puntos 
emploados: pa.ra definir la geomet.r1a del elemonlo. Asi por 
ejemplo, como se muestra en la f"Jgura A. 3.1. para un elemento 
cuadril~lero plano de lados curvos1 en donda las funciones de forma 
son NL' Ci.=1 ,8) para definir la geomet.ria del element.o son 
cuadrAt.icas, mientras que las funciones de forma Ni. para definir 
la función U pueden ser line,a.les Cl=1,4), cuadr.:t.t.icas Ci.=1,B) o 
c6bicas Cl=1 ,12). Así pues, sa pueden distinguir tres tipos de 
elementos que son 

a) lsopararnélricos 
b) Superparam6lricos 
e) Subparam6lricos 

cuando n = m 
cuando n < m 
cuando n > m 

Para poder realizar el ~peo de elementos f'in.lt.os con formas 
distorsionadas •n coordenadas globales ex, y ,Z> t a element.os con 
geomet.ri• r•gular •n .coord1madas locales ''· 1), e>. se procede 
como sigue 

Las derivadas parciales de las f'unciones de forma Ni respeclo 
a las variables locales por la regla de la cadena se pueden 
e>cpr•sar como 

INl INl IJx llNI ity 
~ e iX" O{ + iY° O{ + 

~I e :1 :;; + ~· ~ + CA.3.4.) 

y en forma malricial 

I!J r: 
donde 1 J ) es la mat.riz 
explicilament.e con base 
lambi~n se puede escribir 

CA. 3. 6.) 

Jacobiana 9 que se puede cuanliricar 
en las ecs. A.3.2. La expresión A.3.6. 
como 



·-

1 
:!'} 8Nl 
6Y 
ttNi 
62 
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CA.3.6.) 

pa.ra eJ caso de 4 nodos y 3 dimensiones:, el Jacobiano se pu9de 
obtener de la siguiente manera 

[ 

8Na 
~ 

8Na 
~ 

8Na 
~ 

llNz 
~ 

8Na 
~ 

X• Ya 

Xz h 

=1 Za 

z. 
CA. 3. 7.) 

siendo Xl, Yi, Zi., •i=t,•>• las coordenadas de los puntos nodales. 



APENOICE 4 .- 1 N T r o R A e 1 o N NuHERICA 

Cuando se requierv integrar un Ar&a dislorsJonada (irregular), 
como •n el caso de los elementos cuadrilAleros generales 
Cisoparamét..ricos), donde se lJenen expresiones como la siguiente 
Cap. 2) 

I =t. fxfv!BJ
7 ID! IBl det.CJJ d{ d11 CA. 4.1.) 

debido a la complejidad del int.egrando, se recurre a una aprox.i
inación mediante la Jnt.egración numérica, proceso que se describe a 
continuación considerando la siguiente integral en una dirección 

= L! yex:> dx CA.4.2.) 

La cuadratura de Gill.uss resulta ser la m:..s recomendable y la 
l\ls usada. Evaluando 1 con una franja y a la mitad del intervalo 
Cfig.A.,,1.) resulta 1 ~ 2y Pero esto seria exacto solo si 
la f'unci6n "y 11 es una linea rect.a crunc16n lineal). 

Si generalizamos esta relación nos da . " 
I = J_

1
yC:>U dx =,~ 1 Wi. y¡ CA.4.3.) 

donde Wi. es el llamado "peso'" asociado al J 'ésimo punlo y n es 
•1 número· d& puntos. 

Asi pues,· la Jntegral de la ec. A.,,1, se puede ~proximar modianta 

1 1 n 

I ª f_,f_,fC{,11) d{ d11 =-f_,[,~1 Wi fC{i,11)] d11 CA.4.4.) 

y finalment.• 

n 
I =1~. Wl [ ~ W; rc,1.11j) ] = ~ ~ Wl W¡ fC{•.11P CA.4.5.) 

La localizaci6n d& los puntos i, j de inlegraci6n y sus pesos 
asociados dados a lravés de la cuadra~ura de Gauss se dan en la 
siguient.a tabla para 1, 2, y 3 puntos. 

1 de pt.os. local i zaci 6n peso asociado 

1 X = o.o a 

2 X X = 0.57739 1 

3 X X = 0.77499 9/9 
X = o.o 8/9 
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APCN>ICE 5 .- C o o R D E N A D A S N A T U R A L E s 

Un sistema local de coordenadas que ayuda a la definición 
gec.mét.rica dol elemenlo, y cuyo rango de coordenadas se encuenlra 
entre cero y la unidad dentro del elemenlo1 es conocido como un 
sistema de coordenadas naturales. Tal sistema llene la propiedad 
de que una coordenada particular tiene valor unitario en un nodo 
del elemento y valor nulo en los de~s nodos• la variación •nlre 
nodos es lineal. Podemos construir sistemas coordenados naturales 
para dos nodos Celemenlos rectos), tres nodos Celemenlos triangu
lares), cuatro nodos (elementos cuadrilAleros), ele. 

El propósilo bAsico de un sistema de coordenadas naturales es 
el describir la ubicación de un punlo dentro de un elemento en 
términos de coordenadas asociadas con los nodos d•l elemento. 

A.5.1.- Coordenadas Naturales en una dimensión 

La fig. A.6.1. mueslra ~n elemenlo lineal en el cual queremos 
definir un sistema de coordenadas nalurales. Si denolamos a L1 y 
Lz comO la,; coordenads: naturales, la locali2acf6n del punto Xp se 
puede expresar como una combinacion lineal de las coordenadas 
nodales X1 y X•. esto es: 

Xp = L1 X• + Lz Xa CA. 6.1.) 

Las coordenadas La y Lz pueden ser inlerpreladas como funciones 
de p~so relacionando las coordenadas de los nodos extremos con 
lás coordenada~ de cualquier punto inlerior. Es claro que las 
funciones de peso no son indepi:.'-'ndientes, asJ que se debe cumpl.ir 

las ecs. A.S.1. y 
para las funciones 

L1Cx.) = ~ 
Xz - X& 

L1 + L2 = 1 CA. 6. 2.) 

A.6.2. pueden ser resuellas simullAneamenle 
La y Lz con el siguienle resollado 

L>Cx) X2 - X 
:::;:~ CA. 5. 3.) 

Las funci onP.s . La y Lz, como s"'° ve, son simples rel aci or1es de 
J cing.i t ud. L.;. V;:\ri c.ci 6n de La sP m·1E>slra en la figura A. 5, 2. 
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flg. A. e. 1. - El•m•nlo unidi...,..n&lonal nodo e 
coorct.nocta.. global•• Np un punto 

clenlro d.l •l•rnenlO 

t
1

·1li•0,15l¡•UL1 •D.25t1•D 

1 1 l l ' 
! • ! 1 l·~· 

ncx:tl noaet 

ti9 ... A. '1:1, z." Vorjac.l&'n de la. funcld"~ d&o p••o cknlro del •l•rn•nlo 

1 
1 

1 ... -'--'-<l. 
t 1•1 
t
2
•0 

'i'º1 

1 ' 

~i 

1 

1 " ll L 1·~ 

l2·;2 
c,·i 

Ug. A. :5, 3, - Coordwroodos do dr5o.:i pa.to. un tri.&'ngulo 
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A.5.2.- Coordenadas naturales en dos dimensiones 

El desarrollo de coordenadas nalurales para olornenlos 
lriangulares sigue ul mismo procedimiento que para el caso 
unidimensional. O\..ra voz. el caso es elegir las coordenadas 
L1. Lz y La para descr.l bir la posición de cualquier punt..o Xp 
dentro del elemenlo o en su frontera. Las coordenadas cartesianas 
originales de un punlo en el elemento se deben relacionar 
linealmente con las nuevas coordenadas, por medio de las 
siguientes ecuaciones 

X = Lt Xt + La Xz + L• X• 

Y = Lt Yt + Lz Ya + L• Y• 
CA. 6. 4.) 

en adición a estas ecuaciones se requiere que la suma de las 
funciones de peso sea unitaria, o sea 

Lt+La+L•=1 CA.6. 6.) 

resolviendo l~s ecuaciones anteriores, nos resultan las coordena
das naturales en Lérminos de las coordenadas cartesianas, como se 
ve a conLinuación 

L CX,Y) 

L cx,n 

L CX,Y) 

donde 

a1 = XzY• - XaYz, 

aa = X•Yt - XtY•, .. 

= -'- Cao •• + b1X coY) 

=-'-Caz •• + bzX + czY) CA.6. 6.) 

~-·-c.:. •• + baX + c•Y=> 

X y 

1 

1 

X 

X 

y 

y 

= a CArea t.ring. 1-2-3) 

CA. 6.7.) 

t;;>1 = Yz - Y•, et = Xii - Xa 

bz Y• - Ya, ~ ca X• - Xa CA.6. B.) 

b• ca = Xa - X• 

si pensamos en que las coordenadas naturales La, Lz y La son 
precJsameñle las funciones para inLerpolaci6n lineal sobre un 
lriilngulo se Liene, Ni: = Ll para un triángulo lineal. 

L\CX,Y) para un elemento triangulAr es una relación de Areas, 
la fig. A.6.3. muestra cómo las coordenadas naturales, Lambi6n 
llamadas coordenadas de área, se relacionan con las ~reas. Cuando 
el punLo Xp se localiza en la fronlera del elemento, uno de los 
5$Qm~n~os de Area se desvanece; de ahi que la coordenada de área 
a lo largo de la frontera sea cero. Por ejemplo, cuando CXp, Yp) 
está en la linea 1-3, entonces 

L = !ª = O y A2 o CA.6.9.) 
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