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1.-INTRODUCCION 

El desarrollo de los sistemas de transporte masivo, así como los 

sistemas de drenaje y agua potable de las grandes ciudades han 

provocado un impulso en las obras para la construcción de túneles 

y alcantarillas, en suelos de diferentes características. 

La construcción de un túnel involucra los siguientes aspectos 

geotócnicos: la estabilidad del frente del túnel durante la cons-

trucción, las deformaciones inducidas por el tuneleo y la interac-

ción entre el suelo y el soporte del túnel. La estabilidad de un 

túnel durante su construcción depende del procedimiento seguido 

para excavarlo y de las propiedades esfuerzos-deformación-resis-

tencia del suelo. Durante la construcción de un túnel, el estado 
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de esrnerzos 	situ se modifica debido al proc~ de descarga que 

origina la excavación del mismo; en zonas urbanas es ch,  vital im-

portancia que los asentamientos que se inducen en La superficie, 

sean absorbidos por las estructuras aledaHas al túnel, sin sufrir 

daño. El revestimiento de un túnel plantea un problema clásico de 

¿nterac:(Ún suelo estructura, en el que intervienen la riflidez del 

sistema suelo-sopc,rte, las deformaciones que 	iment.a asi como 

las propiedades del suelo y del soporte. 

La construccit5n de una alcantarilla involucra 	siguientes 

aSpectos geoLlIcnicos; la estabilidad de los cortes que sú realizan 

en el subsuelo, y la interacción del suelo y rol, soporte de la al-

cantarina. La estabilidad de los cortes que se realizan en el tu—

rren° para construir una alcantarilla es un problema ti pico de es-

tabilidad de taludes, donde intervienen la geometria de la exc:ava-

ción y las propiedaes de resistencia y permeabilidad del suelo. 

Tatnbién en eshe caso el revestimiento plantea un problema clásico 

de intur=,::iár, vutlo-estructura, donde intervienen las caracteris-

Gic:as geomecánicas del revestimiento, del subsuelo, y del relleno 

sobre la alcantarilla como un sistema suelo-soporte. 

D.7;1.a f,és is versa ;,;libre el diseHo de revestimientos para •túneles 
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y alcantarillas en suelos firmes, de acuerdo con el procedimento 

constructivo para excavar el túnel o para construir la alcantari-

lla, así como las características geométricas de las obras y las 

propiedades del sistema sueLo-scporte; pero sin tomar en cuenta la 

influencia del tiempo en la variación de las presiones sobre el 

soporte, ni el efecto tridimensional en el frente de túnel, tampo-

co se consideran túneles en roca donde las cargas se trasmiten al 

deslizarse bloques por las discontinuidades de los macizos roco-

sos. 

Se utiliza el método del elemento finito para estudiar el pro-

blema de interacción sueLo-soporte y a través de simulaciones nu-

méricas se establece un procedimiento de análisis simplificado pa-

ra el diseño de revestimientos para túneles y alcantarillas con 

secciones diferentes a la circular. De igual manera, se estudian 

las secciones geométricas óptimas que induzcan los momentos f le-

xionantes menores en el revestimiento, y provoquen el menor cambio 

de esfuerzos normales y cortantes en el medio. 
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2, PROCEDIMIENTOS DE ANALIS1S DEL REVESTIMIENTO DE TUNELES Y 

ALCANTARILLAS 

2,1 Calculo de las cargas sobre los revestimientos con métodos 

semi-empíricos 

Gran parte de los métodos para calcular las presiones sobre los 

riavestimientos se han establecido intuitivamente, ideando mecanis-

mos de falla e ignorando las deformaciones de los soportes que in-

teractuan con el medio, por ejemplo los métodos semiempíricos de 

Terzaghi, Bierbáumer y Protodyakonov (Referencias 10 y 13). 

El método semiempírico de Terzaghi define la carga sobre el re-

vestimiento, como el peso de la masa de material que tendería a 

caer si no se colocará el soporte. Terzaghi analizó las superfi-

cies de falla que se desarrollan en un medio de extensión infini-

ta, cuya ley de resistencia se establece por medio de la envolven-

te Mohr-Coulomb, y que descansa en una superficie horizontal rí-

gida. Al ceder una parte de la superficie horizontal el suelo apo-

yado en ella tiende a descender y el medio a desarrollar el fenó- 
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meno de arqueo. El método se resun-:- en las expresiones que deter- 

minan la altura desde la clave di-1 túnel del suelo que 	rav 1 tapia 

sobre el revestimiento, ignorando las deformaciones del medio y la 

la presencia del soporte. Con la experiencia en varios tipos de 

suelos y rocas se calibró el método, e::tableciendo rangos para la 

altura de la zona de arqueo. 

El método semiempiriio de Protodya.konov desarrollado para mate-

riales friccionantes, también parte del concepto de arqueo e igno-

ra la presencia del soporte. Protodyakonov supuso que sobre la ca-

vidad se desarrolla un arco triarticulado que limita al suelo 'que 

gravita sobre el revestimiento, y es tal que sobre la curva que lo 

define solo se presentan esruerzos de compresión, estas hipótesis 

permiten definir la curva y establecer una expresión para calcular 

la altura de la zona de arqueo. El parámetro de la resistencia del 

suelo I, que interviene en el método se calibró con experiencias 

en cada tipo de suelo o roca. 

El método de Bierbáumer se ha desarrollado para materiales fric-

donantes y es similar a los lz anteriores, pero ahora la carga de 

suelo o roca es el peso de la masa que se encuentra circuscrita en 

una parábola que gravita sobre el revestimiento. Las dimensiones 
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de la parábola se deducen al suponer superficies de falla rectas, 

así como las expresiones para calcular la altura de la zona de ar-

queo. 

En la referencia 12 se presenta el detalle del planteamiento de 

estos métodos y otros similares, sus principales desventajas son: 

a) ignorar los desplazamientos y la rigidez del soporte, b) supo-

ner superficies de falla y c) no considerar las propiedades es-

fuerzo-deformación del medio. 

2,2 Diseño del revestimiento de Uneles y alcantarillas usando 

la teoría de elasticidad 

El campo deformatorio elástico, en un túnel o en una alcantari-

lla, se determina en forma análoga a cualquier otro sistema hiper-

estático plano, siempre y cuando se ignore el efecto tridimensio-

nal de medio domo que en el frente del túnel incrementa las car-

gas en los tramos del revestimiento en la cercanía del frente. Se 

puede visualizar así el sistema suelo-soporte a través de curvas 

características como la que se presenta en la figura 2.2.1 ,donde 

se observa que la carga que recibe un soporte depende de su rigi- 
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dez, pués mientras más rígido sea el revestimiento menores defor-

maciones experimenta redistribuyendo el medio un menor gradiente 

de esfuerzos. El estado de esfuerzos en el suelo en contacto con 

el revestimiento es, en general anisot.rópico, por lo que un sopor-

te totalmente flexible se adaptará a ese estado de esfuerzos de 

tal manera que no desarrolle momentos flexionantes; por el contra-

rio, un soporte infinitamente rígido sopotará la totalidad de los 

esfuerzos en el medio sin deformarse, como se muestra en la figura 

2.2.1 (Referencia 7). 

Existen soluciones cerradas de la Teoría de elásticidad para el 

sistema suelo-soporte (Referencias 1, 8 y 11). Estas soluciones 

suponen que el revestimiento es circular, lineamente elástico y de 

sección constante, que el medio es homogéneo, isótropo, linealmen-

te elástico, y de extensión infinita, que las cargas se aplican al 

revestimiento independientemente de la profundidad y que el pro-

blema es de deformación plana. Se consideran dos condiciones de 

carga: la correspondiente a los túneles que se denomina Descarga 

por Excavación (DE) y la correspondiente a las alcantarillas que 

se denomina Carga Externa(CE). Y aplican dos condiciones de fron-

tera al permitir o nó el deslizamiento en el contacto entre el re- 



vertimiento y el medio. 

En el Anexo A y en las referencia 8 y 11 se presenta una de las 

soluciones de la teoría de elasticidad para el sistema sueto-so-

porte, la cual usa los coeficientes de compresibilidad y flexibi-

lidad para evaluar la rigidez relativa del sistema, estos factores 

son relaciones entre la rigidez del medio y la de un anillo circu-

lar de sección constante, se ha difundido su uso pués proporcionan 

algunas ventajas para estudiar la interacción entre el medio y el 

revestimiento, ya que su utilización es directa y su planteamiento 

sencillo. El factor de compresibilidad mide la rigidez a la exten-

sión y se determina obteniendo la deformación diametral de un ani-

llo sujeto a una presión uniforme dentro de un medio elástico, de 

tal manera que no se presentan cambios en su geometria. Se expresa 

según la ecuación: 

E 	R (1 -.1)2) 
5  

E 	A (1 -u2) s s 

donde: e
* 

es el factor de compresibilidad, E el módulo de elásti-

cidad del medio, R el radio del anillo, u la relación de Poisson 
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del medio, Es  el - módulo cí:, elásticidad del soporGe, As 
el área 

Gransversal del soportc.,', y -o hl 	 de Poisson del soporte. 

El factor de flexibilidad mide 1¿) rigidez relativa a la fle- 

xión del sistema suetc,-soporte, y 	detorwina al obtener la de- 

formación diametral unitaiia dt, un que tql un medio 

co está sujeto a un estado de estuerw corLanto puro provocando el 

ovalamiento del circulo iniclal, 	st,  ~resa segñn la ecu4ción: 

2 

F*— 
E R3  

E I (1-02) 
s s 

donde F
* 

es el factor de flexibilidad e Is 
el momenGu de inercia 

de la sección. 

En el Anexo A se presentan las friumulas que se derivan para. •los• 

elementos mecánicos en el revesLimienGo de acuopdo con las hipóte-

sis mencionadas, y en función de los coeficientes de compresibili-

dad y flexibilidad. y en las referencias 8 y 11 el procHdimiento 

para plantear las ecuaciones de equilibrio. 
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En la referencia 1 se presenta el análisis del problema bajo o-

tro enfoque, y se incluye el planteamiento considerando un compor-

tamiento del medio viscoelásti.co. Los resultados finales de ambos 

enfoques para las mismas propiedades sueLo-soporte son equivalen-

tes (Referencia 4). 
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3. -PROCEDIMIENTO ANALITICO 

Debido a las limitaciones de la teoría de elasticidad, para re-

solver el campo deformatorio del sistema suelo-soporte en revesti-

mientos con formas geométricas no circulares, o en medios con com-

portamientos no lineales, se desarrolló un programa de elementos 

finitos para analizar cualquier sección geométrica, en una compu-

tadora personal 1BN compatible. El revestimiento se modela con e-

lementos barra representando los grados de libertad de traslación 

y rotación ,y el medio se simula con elementos isoparamétricos con 

ocho grados de libertad. 

3,1,- Método del Elemento Finito 

:3.1.1 Descripción general 

El método del elemento finito (HEF) es una poderosa herramien-

ta que permite obtener soluciones aproximadas a problemas comple-

jos, al discretizar el dominio de las variables que intervienen. 

La hidráulica, la electricidad, la dinámica, la estática, la con- 

11 



ducción de calor etc. , plantean problemas donde la geometria, las 

condiciones de frontera o las acciones sobre el medio, etc,. difi-

cultan la solución directa de las ecuaciones que explican un fenó-

meno en particular. El método del elemento finito con la ayuda de 

un equipo de cálculo electrónico, nos permite conocer las incogni-

tas del sistema, planteado para un número finito de puntos del me-

dio. 

En esta tesis se aplica el método del elemento finito para re-

sblver el problema de interaccÉón entre el suelo y el revestimien-

to de un túnel o una alcantarilla, simulando el proceso de excava-

ción o construcción. 

El método consiste en discretizar el medio en un número finito 

de elementos de formas arbitrarias, interconectados en sus fronte-

ras por nodos comunes a dos o más elementos, el conjunto se deno 

mina malla de elementos. El campo de desplazamientos en cada ele-

mento se interpola usando una función polinomial, para poder cal-

cular la matriz de rigideces del eLementa. Las matrices de los e-

lementos se ensamblan para obtener la matriz de rigidez del siste-

ma. El vector de cargas se aplica en los nadas, y se plantean las 
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ecuaciones de equilibrio del sistema. Es importante seHalar que el 

dominio infinitesimal de la variable se aproxima en un número fi-

nito de puntos localizados en los nodos, por lo que mientras más 

sean éstos mejor será la aproximación a la solución exacta. 

Existen incontables tipos de elementos, sus mayores diferencias 

están en el número de nodos de cada uno y las características de 

la función polinomial que interpola las variables del medio dentro 

del eLemento. Si el número de variables que intervienen en un ele-

mento es el mismo que el número de coordenadas que lo definen, el 

elemento se denomina isoparamétrico; en el caso del cálculo de 

desplazamientos, las variables que intervienen son los grados de 

libertad presentes en el medio. Los elementos isoparamétricos se 

definen en coordenadas locales, lo que facilita su procesamiento, 

permite modelar lados curvos y formar mallus que van en un mismo 

arreglo de la gruesa a la fina. 

Con objeto de que el programa de procesamiente electrónico del 

HEF optimizara la memoria interna de la computadora donde se lle-

varon a cabo todos los análisis, se eligió un elemento isoparamé-

trico plano de cuatro nodos y ocho grados de libertad. Además de 

que el elemento es de fácil formulación, se tienen experiencias 
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favorables en su uso en multiples aplicaciones (Referencias 5 y 12 

), y permite modelar al suelo que rodea al revestimiento, inter-

polando los desplazamientos verticales y horizontales que consti-

tuyen dos de los más importantes grados de libertad del medio. 

En la referencia 15 se presenta un modelo para estudiar el sis-

tema suelo-soporte en rocas, donde las cargas se aplican al desli-

zarse bloques por las discontinuidades del macizo rocoso, el medio 

se modela con un conjunto de resortes con las propiedades esfuer-

zo-deformación de la roca. La limitación de este tipo de modelo es 

que el suelo no se modela como un medio continuo y es dificil es-

tablecer la rigidez de los resortes para un determinado caso. 

3.1.2 Determinación de la matriz de rigidez 

La matriz de rigidez de una maLia de etementos se puede plantear 

aplicando el principio de la mínima.energía potencial, el detalle 

del procedimiento se puede consultar en el anexo B. La suma de la 

energía potencial de un sistema elástico se puede expresar como: 
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rsu rno 	 numen 
n

ig 
-41 -- E {c:2).

T{kl(ci}— 	E {d}T{r}-{1.»Te} (3. 1. 2.1) 
2 	f. 

donde 1k] es la matriz de rigidez de un elemento ,{d} sus despla-

mientos, (r} la fuerzas internas de un elemento, fP). las cargas 

externas y {D} los desplazamientos totales del sistema. Be acuerdo 

con el principio de la minina energía potencial y llamando a la 

la matriz de rigidez global como; 

Lid = f 	B lT  1 E 11 B ldV 	 (3.1.2.2) 

donde, 1 B 1 se deriva a partir de la formulación de un elemento 

isoparamétrico (ver anexo B) y establece la relación entre sus 

desplazamientos y sus deformaciones, E E 1 es la matriz de las 

propiedades de elasticidad y V el volumen del elemento. Llamando 

{R} al conjunto de cargas del sistema y manipulando las ecuaciones 

(3.1.2.1) y (3.1.2.2) se puede formular la ecuación siguiente: 

K I { D 	( R   (3.1.2.3) 

la cual establece el equilibrio del sistema y proporciona 	re- 

solverla los desplazamientos totales del medio. 
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3,2 Modelo para el revestimiento 

El r•exvestimiento de un túnel o una alcantarilla se modela como 

un cilindro de pared gruesa o un cascarán delgado, pero se pueden 

obtener buenas aproximaciones usando un conjunto de vigas (con 

tres grados de libertad por nodo, dos desplazamientos y un giro), 

interecmectadas para formar un anillo. 

En este trabajo los elementos viga se usan para modelar el re-

vestim iento, conectándose a través de sus grados de libertad de 

despla_zamiento en x e y con los eternentos isoparamétricos que mo-

delan el suelo que rodea al soporte, logrando compatibilidad en 

desplazamientos horizontales y verticales para los dos tipos de e-

lementos. Para tener una buena precisión del campo deformatorio 

del sistema suelo-soporte, fue necesario usar mallas finas en el 

contacto entre los elementos viga y los elementos isoparamétricos, 

pués *cada tipo de elemento poseé diferente modo teórico de defor-

macicím. 

La matriz de rigidez del elemento viga se determina por medio de 

los !métodos energéticos clásicos, (ver Anexo C) y se expresa por 

medic, de las siguientes ecuaciones; 
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F a fi -F -G 11 
P Q -G -P Q 

11 Q Á -II -0 13 

	

-F 	-H i G -H 
-a -P -0 G P -0 

	

I! 	Q 	B -11 -Q 	A j 

	

dondeS=AE/L 	 S 12  + D m2  
A=4E1 /L 	G =Sml-Dml 
D=2E I/L 	H = C m 
C = 6 E I / L2 	P = S inz+ D 12  
D = 12 E I / L3 	Q = C 1 
1 = cos I 	 m = st-n 
p es el ángulo que frAlnd la viga con 
el eje x (eje de lo desplazamien-
tos m ) de las coc,rdenadas globales 

.(3.2.2) 

3,3, Verificación del método 

3.3,1 Verificación del programa elaborado 

Para probar todo el programa se establecieron varios ejemplos, 

en los que se conocía de antemano la solución cerrada de la teoría 

de elasticidad. A continuación se presentan tres de los ejemplos 

que prueban los procedimientos del programa. 

En la figura 3.3.1.1 se presenta el morolo de un' viga en canta-

liver formada por' elernontQs finitos, así tuAllo las flechas calcula- 
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das con la teoría de elasticidad y con el programa del. NEE. En la 

figura 3.3.1.2 se presenta la relación entre el número de grados 

de libertad de la malla con la que se lleva a cabo el análisis y 

la aproximación que se logra, se puede obsevar que a medida que el 

número de grados de libertad aumenta, la aproximación mejora, esta 

gráfica se formó con mallas cuyos elementos isoparamétricos eran 

cuadrilateros regulares. En la figura 3.3.1.3 se presenta una ma-

lla de elementos finitos donde se usaron triángulos y cuadrilate-

rós para modelar la viga, los triangulos se formaron deformando 

cuadrilateros; la aproximación que se obtiene con este arreglo es 

inferior a la que se obtendría si se usaran solo cuadrilateros re-

gulares, aún con el mismo número de grados de libertad, por lo 

tanto para este programa se recomienda usar solamente cuadrilate-

ros que se asemejen lo más posible a formas regulares. 

Como se verá más adelante, para poder modelar los procesos de 

descarga en el medio, es necesario conocer en algunos elementos 

soparamétridos el producto de un campo deformatorio determinado Y 

la matriz de rigidez del elemento, Para probar esta capacidad del 

programa se usó la malla de elementos finitos de la figura 3.3.1.4 

donde se presenta el vector de cargas calculado, al aplicar el 
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so propio de cada elemento como única acción, y al multiplicar 

el campo deformatorio obtenido por la matriz de rigidez del ete- 

mento, des ar 8ándo o 

En La figura 3:3.1.5 se presenta un marco formado por elementos 

viga y su sistema de cargas, se presentan también las reacciones 

obtenidas con la teoría de el.isticidad o con el programa, pués el 

resultado es el mismo.. 

3,3.2 Condición de Carga Externa 

Para modelar la condición de carga externa con el NEF y poderla 

comparar con la solución cerrada presentada en el Anexo A, se for-

ma una malla de elementos finitos que tenga las condiciones de 

frontera del medio (en un eje de simetría vertical los giros son 

nulas y en puntos alejados de la alcantarilla los desplazamientos 

horizontales son cero), y se aplican en los nodos de la frontera 

las cargas equivalentes al estado de esfuerzos en el centro del 

tonel. Solamente recordaremos que de acuerdo con la teoría de 

lasticidad la relación entre los esfuerzos verticales y horizonta-
1 

les iniciales es la siguiente; 
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	  (9.3 2 1) 

En la tabla 3.3.2.1 se presenta la comparación entre el NEP y la 

solución para deslizamiento nulo del Anexo A, para el caso del mo-

mento en la clave del revestimiento. La malla de elementos finitos 

que se usó se presenta en la figura 3.3.2.1.. Se comprueba que 

para esta malla la diferencia entre ambos métodos es menor que 7%. 

En la figura 3.3.2.2 se ha graficado la aproximación que se lográ 

con cuatro diferentes m'a/Las de elementos, cada una con un dife-

rente número de grados de libertad que modelan tanto el medio como 

el revestimiento, se puede observar que a medida que el número de 

barras que modelan el soporte de la alcantarilla aumenta, mejora 

la aproximación del método, por lo que se recomienda para llevar a 

cabo análisis con el programa usar un mínimo de 10 barras modelan-

do el revestimiento. 

3.3.3 Condición de Descarga por Excavación 

Para modelar la condición de descarga por excavación y poderla 

comparar con la solución cerrada de la teoría de elasticidad que 

se presenta en el Anexo A, es necesario simular el proceso de ex- 
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cavación del túnel antes de cargar el revestimiento. En el progra-

ma de computadora que se elaboró, el procedimiento para simular la 

excavación se llevó a cabo por etapas y fue el siguiente: se formó 

una mat ta de elementos con las propiedades y las condiciones de 

frontera del medio antes de excavar el túnel y se determinaron las 

deformaciones de los elemento.5 debidas a las cargas que les impone,  

su peso propio, se eliminaron por etapas los elementos en el con-

torno interior del revestimiento, formando círculos concéntricos 

de elementos desconectados, sustituyéndolos por las cargas que se 

obtienen del producto de la matriz de rigidez del elementc; por los 

desplazamientos acumulados de éste último, en la étapa de carga 

anterior. Fue necesario, a medida que progresaba la excavación, a-

nular los grados de libertad de los elementos ya desconectados en 

etapas anteriores. En la última etapa, cuando están ya en el perí-

metro del revestimiento las cargas aplicadas por descargas, se co-

nectaron los elementos barra que modelaron el revestimiento del 

túnel. 

En la tabla 3.3.3.1 se presenta la comparación entre el NEF y la 

solución de la teoría de elasticidad que se presenta en el Anexo A 

, para el caso del momento en la clave del revestimiento. La malla 
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de elementos utilizada se presenta en la figura 3.3.3.1. Se com-

prueba que para esta malla, la diferencia entre el HEF y la solu-

ción cerrada de desplazamiento nulo es inferior a 5% y el error 

disminuye a medida que la malla de elementos es más fina. 
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4,-EFECTO DE LA GEOMETRIA EN TUNELES Y ALCANTARILLA 

4.1 Sección elíptica 

Siguiendo el razonamiento del capítulo 2, el estado de esfuer-

zos en el medio jugará un papel vital en las deformaciones y lus 

elementos mecánicos que experimenta el soporte, es así que un tú-

nel o una alcantarilla con una forma elipsoidal cuyos semiejes 

tengan la relación de los esfuerzos 	.5.2:t12 no tendrá, deformacio- 

nes que induscan momentos flecionantes (Referencia 7). 

Con el HEF se llevaron a cabo análisis de túneles y alcantari-

llas con formas elipsoidales cuya relación entre los semiejes va-

rió desde 1.0 hasta la relación de esfuerzos in sltu que se apli-

có en el análisis. Como lo muestra la figura 4.1.1 los momentos en 

el revestimiento se pueden estimar si se traza una parábola, que 

una todos los análisis que bajo las mismas condiciones de carga 

poseen el mismo semieje mayor, la ecuación dP la ratrva será: 
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(Rej 	Ko)   (1. 1. I.) 
Ko 

Válida para Ko<1 

M 	= Momento en el revestimiento 

Me = Momento en el punto correpondiente del reves- 

timiento, pero del tunel o de la alcantarilla 

cicular 

Ko = Relación de esfuerzos in. stuu 

Rej = Relación de semiejes de la elipse 

La ecuación (4.1.1) permite calcular los momentos flexionantes 

en el revestimiento de un túnel o una alcantarilla con una sección 

elíptica, a partir de las ecuaciones dadas en el Anexo A para tú-

neles o alcantarillas de sección circular. 

4.2 Elementos Mecánicos de la Sección Herradura 

Gran parte de los túneles que se construyen en suelos firmes 

san secciones herradura como las que se muestran en la figura 

4.2.1.. Con el objeto de estudiar por medio del método propuesto 

e 
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en el capítulo 3 el sistema interacción suetc-scporte de i..ina sec-

ción herradura se ha idealizado su geometría, suponiéndola formada 

en su parte superior por la mitad de Un círculo y en su parte in-

ferior por una sección rectangular, como lo muestra la figura 

4.2.2., el radio R define la parte superior de la sección y el ra-

dio R1 la porción inferior. 

Para establecer el número de elementos barra cine modelan adecua-

damente el soporte, se llevaron a cabo análisis de alcantarillas 

con secciones herradura y un número diferente de barras modelando 

el revestimiento. En la figura 4. 2. Ra se presenta la aproximación 

que se obtiene con las diferentes mallas. De la figura se concluye 

que si se usan más de 14 barras para modelar el revestimiento, la 

diferencia entre la solución obtenida y la correspondiente a una 

mana con 20 vigas es menor de 10%, por lo que se usaruu mai,Las 

con 14 vigas modelando el revestimiento con el objeto de tener 

buenas aproximaciónes y rapidez al llevar a cabo los análisis. 

Primeramente se llevaron a cabo análisis que demostraron que en 

las secciones donde Ri varia entre R y 0.758 los elementos mecá-

nicos en la clave de la sección y a 450  ele ésta, son los mismos 
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que los de una sección circular de radio R; en las figuras 1.2.3.b 

c, d y e se presentan las diferencias entre los momentos para el 

caso de descarga por excavación de una sección circular de radio R 

y una sección herradura donde R = Rt, normalizadas con respecto al 

momento en la clave de la sección circular, se puede observar que 

mientras el ángulo a sea menor de 450  los momentos de la sección 

herradura practicamente coinciden con los de la circular . En ta-

bla 4.2.1 presentan los cortantes para el caso de descarga por ex-

cavación en la clave de una sección circular de radio R y de una 

sección herradura donde R = Rt, y se puede apreciar la buena con-

cordancia entre ambas. En el caso de una sección herradura en la 

que Rt = 0.75R, al comparar los momentos y los cortantes con una 

sección circular de radio R, se tienen diferencias menores a 5%, 

no así si Ri = 0.5R pués ahora las diferencias entre ambas seccio-

ness son superiores a 10%. Cuando la sección herradura es tal que 

Ri > R la forma de los diagramas de los elementos mecánicos cam-

bian, por lo que es difícil normalizarlas con relación a la sec-

ción circular. 

Los resultados anteriores permitieron que se pudieran definir 

los momentos flexionantes y los cortantes de la porción inferior 
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de la sección, en funci.:.n de bIs (-11,mc.ntos mecnico,-4 d( 	una sec-

ción circular de radio P. 

Se llevaron a cabo an.Aisis con secciones herradura que tenían 

tamaHos diferentes y relaciones de Poisson que variaron de 0.35 a 

0.25, pero al considerarlos como circulares con radio R, los fac-

tores de compresibilidad y Vlexibilidad resultantes eran iguales 

entre sí. Al normalizar los elementos mecánicos resultantes con 

respecto a los de la clave, los digramai-; de momentos y cortantes 

para los mismos valores de F y C para túneles y alcantarillas . de 

diferentes tamaños resultaron iguales, en la figura 4.2.4 se pre- 

sentan dos diagramas de mowntos de dus túneles con secciones he- 

rradura con diferente tamahti, poli con el mismo valor de l= .y C. 

Las gráficas que resumen los resultados normalizados para todos 

los valores usuales de los coefici,:ntes de comprrsibilidad y fle-

xibilidad cuando la relación de Poisson está en el intervalo men-

cionado, se presentan en las figurive; 1.2.5 a la 4.2 18. Para el 

caso de carga externa (alcantarillas), la gráfica de las figura 

4.2.5 representa los momentos. normalizados de la cubeta con res-

pecto a la clave, para los casos donde RI = R Y Ri = 0.75R. Análo- 
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gamente la figura 1.2.6 muestra el momento en el quiebre de la 

sección y la figura 4.2.7 el momento en la parte inferior de la 

alcantarilla a 0.75R1 de la cubeta de la sección. Similarmente pa-

ra el caso de descarga por excavación (túneles) las figuras 4.2.8, 

a la 4.2.10 representan los momentos normalizados, en los puntos 

mencionados. Los cortantes para el caso de carga externa cuando R 

= 

 

Ri, se presentan; para el quiebre de la sección en las figuras 

4.2.11a,b, y en la figura 4.2.12 el cortante en el punto a 0.75R1 

de la cubeta de la sección. Análogamente las figuras 4.2. 13a, b c 

y 4.2.14 representan los cortantes para el caso de descarga por 

excavación. De la misma forma las figuras 4.2.15a, b, 4.2.16, 

4.2.17a, b y 4.2.18 muestran los cortantes para la sección donde 

Ri = 0.758, para las condiciones de descarga por excavación y de 

carga externa. 

Todo el conjunto de gráficas presentan un método para estimar 

los elementos mecánicos del revestimiento de secciones herraduras 

en túneles y alcantarillas, suponiendo que el medio es homogéneo, 

isótropo y linealmente elástico, el revestimiento es elástico y de 

sección constante, y el problema se trata como uno de deformación 

plana. 
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4.3. Sección Gota de Atzua 

En esta tesis se propone la sección geométrica denominada Gota 

de Agua, con el objeto de disminuir el volumen de excavación y los 

elementos mecánicos en el revestimiento para el caso de túneles, 

evidentemente con la finalidad de un ahorro económico. La secccióu 

Gota de Alua esta formada por una elipse y un arco de círculo como 

se muestra en la figura 4.3.1. En la figura 4.2.2 se compara una 

sección Gota de Agua can una sección Herradura equivalente para 

mostrar el ahorro potencial en el volumen por excavar en una sec-

ción Gota de Agua. 

R. Richards et al (Referencia 9) proponen la sección geométrica 

Deloid para túneles en roca sin revestimiento, sus características 

son similares a la sección Gota de Agua, y en algunos casos sus 

formas son equivalentes. El estado de esfuerzos inducido por el 

t.uneleo, depende de la sección geométrica; en general la sección 

Deloi.d provoca menores modificaciones al estado de esfuerzos n 

situ, que una sección circular con el mismo ancho. 

Para evaluar los elementos mecánicos de una sección Gota de A-

gua se llevaron a cabo análisis con el método del elemento finito 
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cuyas conclusiones se presentan a continuación: los momentos de 

una sección Gota de AÉlia son menores que los momentos correspondi-

ente de una sección herradura, como lo muestra la figura 4,3.3, 

donde se han graficado las diferencias entre los máximos momentos 

de una sección Gota de Agua y una herradura, calculando los coefi-

cientes de compresibilidad y flexibilidad de tal manera que el má-

ximo ancho de la sección sea el diámetro equivalente de la sección 

circular; las fuerzas normales de una sección Gota de Afsua normal-

mente son mayores a las fuerzas normales correspondientes de una 

sección herradura, por último los asentamientos en la superficie 

del terreno son en general menores para una sección Gota de Afgua. 

La forma de los diagramas de fuerzas normales, cortantes y momen-

tos para una sección Gota de Agua dependen significativamente de 

la rigidez relativa del sistema suelo soporte, por lo que su nor-

malización es más complicada. 
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5.- METODO DE ANALISIS 

En un túnel intervienen además de la geometria y la rigidez 

del sistema sueto-soporte, el procedimeinto de excavación, las de-

formaciones que se provocan y las propiedades esfuerzo-deformación 

no lineales del medio y del revestimiento, por lo tanto un método 

de análisis debe incluir al menos las más importantes variables 

del problema. En esta tesis se propone como método de ,ánálisis el 

método del elemento finito, simulando los procesos de excavación 

por medio de fuerzas concentradas, con la posibilidad de modelar 

las características no lineales del medio, en caso de que fueran 

deteminantes, a través de procesos iterativos (Referencias 2 y 16) 

, donde se varien los parámetros de elasticidad a través de mode-

los hiperbólicos (Referencia 5). 

En el caso de un comportamiento lineal y cuando no se tenga en 

disponibilidad un equipo de procesamiento electrónico, se pueden 

obtener buenos resultados para estimar los elementos mecánicos del 

revestimiento, usando las gráficas que se han presentado en el ca-

pítulo 4 de esta tesis, de esta forma se ha establecido un método 

simplificado para el análiSis del sistema cuezo-soporte de túneles 

y alcantarillas con secciones herradura. El procedimiento consis-

te en: .-)idealizar la sección herradura según se muestra en la fi- 
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gura 4.2.2.; b)determinar los elementos mecánicos en la clave de 

la sección, utilizando la solución analítica riel Anexo A para una 

sección circular de radio R; y c)evaluar los elementos mecánicos 

en la cubeta (punto A, figura 4.2.4), el quiebre (punto B) y la 

pared de la sección herradura (punto C) a partir de las gráficas 

de las figuras 4.2.5 a 4.2.18. Los valores de estos cuatro puntos 

se unen con línea continúa para definir los diagramas de momentos 

y cortantes de la sección herradura. Otra ayuda para dibujar los 

diagramas se presenta en las figuras 4.2.3.b-e con las que se pue-

de determinar el momento en la clave de una sección herradura para 

un ámplio rango de valores del ángulo u. En la figura 4.2.4. se 

presentan los diagramas de momentos y cortantes de dos secciones 

herradura, que ejemplifican el método. 
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6.- CONCLUSIONES 

Primeramente se demostró que es posible tener buenas aproxima-

ciones del estado de esfuerzos y deformaciones del sistema sueto-

-soporte para el caso de un túnel o una alcantarilla, por medio de.  

elementos isoparamétricos y elementos viga. Los resultados indican 

que para las secciones de túneles y alcantarillas comunmente en-

contradas en la práctica, el revestimiento debe modelarse con un 

mínimo de 10 vigas para obtener resultados confiables. 

Sin embargo conviene dejar bien claro que el uso dei,  elementos 

sólidos de geometría irregular puede, en algunos casos, rigidizar 

artificialmente la estructura. Esto conduce al cálculo de deforma-

ciones menores que las teóricas, como se demostró en los análisis 

de una viga empotrada (fig. 3.3.1.3), cuyos resu'tados se muestran 

en la figura 3.3.1.2. 

Se estableció un método simplificado para estimar los elementos 

mecánicos del revestimiento de túneles y alcantarillas con seccio-

nes herradura idealizadas, comportamientos del medio lineales y e-

lásticos, soportes de sección constante, y con las hipótesis de 
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deformación plana. El método se resume en las riguras 4.2.5 a 

4.2.18. 

Se planteó la forma geométrica Gota de A&Ila, que induce menores 

momentos flexionantes en el revestimiento que una sección herradu-

ra equivatente, y además requiere un volumen menor de excavación. 

En la misma forma en que se han estudiado las secciones herradu-

ra, se podrían analizar otras secciones geométricas .incluyendo el 

comportamiento no lineal del suelo, para desarrollar procedimien-

tos de análisis similares al establecido en esta disertación. 
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TABLA 3,3,2,1 Momentos en la clave del revestimiento para la con- 

dición de Carga Externa, calculados con el NEP y la solución ce- 

rrada de la Teoría de elasticidad (Anexo A), 

Factor 	de 
compresibilidad 

* C 

Factor 	de 
Flexibilidad 

* F 

Momento 
calculado con 

el HEF 

Momento 	calco-- 
lado con la 

Teoría. 	de 	e- 
(Ton-m) 	lasticídad 

(Ton'-m) 

0.001 300 8.52 9.10 

0.01 501) 5.29 5.65 

0.001 600 4.44 4.13 

Alcantarilla de 3.35 mts. de diámetro a 20.15m. de profundidad 
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TABLA 3,3.3,1 Momentos en la clave del revestimiento para la con-

diluirán de Descarga por Excavación, calculados con el HEF y la so--

lución cerrada de la Teoría de elasticidad 

Factor de 	Factor de 
	

Momento 
	

Momento calculado 
compresibilidad Flexibilidad calculado con con la teoría de 

C
* 	

F* 
	

el MEF 
	

elasticidad 
(ton-m) 
	

CTon-m) 

100 100 11.29 10.70 

1 100 12.18 12.85 

0.01 100 12.57 12.60 

0.01 300 4.91 5.01 

0.01 500 3.14 2.99 

0.01 700 2.34 2.21 

Túnel de 2.50 m. de diámetro, a 22.50 m. de profundidad en 
medio con un peso volumétrico de 1.8 ton/m3. 

Un 
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100 100 7.95 8.10 

100 57.66 56.60 

0.01 100 99.42 104.00 

0.01 300 99.08 104.00 

Túnel de 2.50 mts. de diámetro a 22.5 mGs. de profundidad en 
medio con y = 1.8 ton/m3. 
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TABLA 4,2,1 Cortante a 450  de la clave para el revestimiento de 

una sección circular en la condición de Descarga por Excavación, 

calculados con el mEr y la solución cerrada de la Teoría de elas-

ticidad (Anexo A), 

Factor de 
	

Factor de 
	Cortante 	Cortante calculado 

Flexibilidad Compresibilidad calculado con con la teoría de 

F* 
	

el HEF (Ton) 
	elasticidad (ton) 



Psr 

psf 

AMIENTO. cf  

CARGA P 

P 	Carga isostdtica 
Psf  : Carga soporte flexible 
Psr = Carga soporte rígido 
cfsf 	Deformación soporto flexible 
dir  = Deformación soporte rígido 

FIG.2.2.1 CURVA CARACTERISTICA DE UN SISTEMA SUELO—SOPORTE 
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INFINITAMENTE RIGIDO INFINITAMENTE FLEXIBLE 

Pv=Esfuerzo vertical "in situ" 

Kz.  Relación de esfuerzos horizontales 
y verticales 

FIG.2.2.2 	Deformación de un revestimiento con relacción a su rigidez 
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FIG.3,3,1.2 Aproximación del método del elemento finito (mef ), con relación al ntimero de grados de 

libertad de la mallo (formada por cuadrilateros regulares) para uno viga en voladizo de 3m. 
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Anexo A.- Solución elástica para el sistema suelo-soporte 

Como se ha mencionado en el capítulo 2, el campo deformatorio 

elástico del sistema suelo-soporte se puede determinar suponiendo 

que: el túnel o la alcantarilla es una cavidad cilíndrica, el re-

vestimiento es un cilindro de pared gruesa, el medio es infinito, 

la masa de suelo es homogénea isótropa y linalmente elástica, las 

cargas no varían con la profundidad y el sistema suelo-'soporte es 

uno de deformación plana. 

Los coeficientes de compresibilidad y rlexibilidad mencionados 

en el capítulo 2 se aplican para resolver el sistema sueLo-5oporte 

. El factor de compresibilidad mide la rigidez relativa a la ex-

tención del revestimiento y del medio y se expresa según la ecua-

ción (A.1) 

E R Cl-p2  ) 
	 (A.1) v0. 

 

 

E A (1-v2) s s 

donde C
* 

es el factor de compresibilidad, E el módulo de e1ástici- 
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dad del medio, R el radio del anillo, v la relación de Poisson del 

medio, Es  es el módulo de elásticidad As  el apea transversal y P
s  

el módulo de Poisson del soporte. El factor de flexibilidad mide 

la rigidez relativa a la flexión del sistema suelo-soporte y se 

expresa según la ecuación (A.1) 

E 113  (1-2) ) 
	  (A.2) 

E 1 (1-v2) 5 s 

donde F
* 

es el factor de flexibilidad, Is el momento de inercia 

del soporte y las demás literales tienen el mismo significado que 

en la formula (A.1). 

El el caso de carga externa no existen cargas iniciales y se a-

plican los estados de esfuerzos después de haber colocado el re-

vestimiento. Las expresiones que se obtienen al derivar los ele-

mentos mecánicos del revestimiento son las siguientes: 

1")  S I"' é.k 	i C:\ 	C: O 	1:: 	 e( 	s 1 :1. 	a (Ti :i. 	VI 	O 	C. C) In 	o 
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La fuerza axial T 

1 (l+k)(1-a)4. L(1-k)(14-3a -4a )cos20 0 	 2 3 
P R 	2 	 6 

	(A.3) 

El momento flexionante M 

M 
= 

P 6 
(1-k)(14.3a -4a )COS2e 2 3 	 (AA-) 

Desplazamiento radial de soporte p 
8 

= (14.k)(:)1(1-7) )(1-a )- 1 PR (14.1) ) 
8 

-1-(1-k)F*(1-7J )(14.3a - 4a )cos2G • ..(A.5) 
18 	 8 2 	9 

donde k m relación In si tu de esfuerzos pricipales 
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a iso 
2 P*(1-v)+15-18v 

a so a 

*(1-v )-3 

*(1-v )+15-18v 
2 

	(A.9) 

Para la condicidn_de deslizamiento nulol 

Fuerza axial T 

T 	1 	 1 
(1+k)(1-a  )4. 	(1-k)(1.4) )cos20 

P R 	2 	1 	2 

Momento flexionante M 

C(1-u )-14-2vg o 	 (A.6) 

C* 	(1-u g)4'1 

P*(1-v )4.3-6u 
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•••• IMO• •Sa (1-k)(1-h -h )cos20 	 (A.10) 
P Rz 	4 	 / 2 

Desplazamiento radial u 

(1+k)(1-29)) 
(1"-2U ) 

9 

(1"-k) [1+b 	1(1-
;)  )b 	co 2@ .(A.11) 1 	9 2 

a 
1 

1 

.01 

1 

 

U E 
9 9 

1 

2 

1 

2 

 

P R (1+v ) 
9 

  

   

donde 

[(1-2u )-C 11-1) )1 - ,z; 	9 
1 
~MB *P. 

b o 

 

 

6 

   

C* 	).(1-21) )+2 9 	  C.A.12) 

1 
MI4 	 .1.1•11 •••• 

2 
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b 
2 

1 

b  
MEM 

	

1  
2 

b 

 

F
*
(1-v ) 

[(3-2u )4-e*(1-u )1 

  

o 6 

e*(1-v ) 
9 

  

   

- - 81) + 1.)2  5:  
5 	s 	si 

  

   

+ 6 - au 

 

  

(1'""2.1) ) 
9 

 

..(A.13) 

     

F
*
(1 - y ) * 

9 	 [ 	1 V ) 	I ] -"" 
9 

e*(1-1) )-2 I   (A. 14) 

6 

En el caso de descarga por excavación se debe calcular primera- 
mente el estado inicial deformaciones en la masa del suelo cuan- 
do aún no existe el túnel, para posteriomente al derivar el campo 
de esfuerzos y deformaciones debido a la presencia del túnel y el 
revestimiento, sea posible restar las deformaciones iniciales en 
la masa del suelo. Las expresiones que se obtienen para los ele- 
mentos mecánicos en el revestimiento son las siguientes: 

Condi 1  án_d e md eslizamientc:omy_{1et c  

Fuerza axial T 

(1+k)(1-a 1)+ o 
1 (1-k)(1-2a25cos2G 	(A.15) 

P R 	2 2 
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p.  E. 	 1 

P R (1+v ) 	2 5 

6u)a -- (1 -- u) (l+k)a*  --(1-k) (5 o 	 2 

V E 	1 

P R (1+1) 	2 
(i-k) (5-6U)a*  - (1-7) ) 

2 	G 
sen2I 	(A.18) 

Momento 1'lexionante M: 

1 = (1-k)(1-2a*)cos2é 	 (A.16) 
P R2 	2 	 2 

Desplazamiento radial del soporte i 

M 
cula. ama 

	 (A.17) 

Desplazamiento tangencial del soporte V 

donde 

a* C*  FSI  (1- v)  mg 
C
* 

F
* 

C* F*  (1-v) 
	  (A.19) 
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• E G 
	 1 

P R (1.1v ) 	2 º 

(i+k)a*  o + 	(1-1c) 4(1-v)b*  - 2a j cosa° 
2 
	 x. 

(F*  ó)(1 - v es) 
a ug 	  
2 2 F*  (1_v) + 6(5-6v ) 

	  (A.20) 

Condici  i"i ie deslizamiento_nulo:  

Fuerza axial T 

T 	1 Cl+k)(1-a *)+ o 
1 (1-k)(1+2a2Scos2e 

 

P R 	2 2 	(A.22) 

Momento Flexionante M 

(1-k)(1 - 2a* • 2b*)cos20 	 (A.22) 
P R2 	4 	 2 	2 

Desplazamiento radial p.  

	(A.24) 
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Desplazamiento tangencia' V 

V E 
G 9  (1-k) a* + (1-2v )b 	sen2O 	(A.25) 

P R (1+1)) 
	 2 	 v.; 2 

donde a* goi b* b* 	 (.26) 
I 2 

b 	
( 6+ F*)C i(1-v) + 2F*

u  
	 (A.27) * 

3F*+ 3C* + 2C
*  F*  C1-v) 

b*  = 	 C*(1-10  	(A.28) 
2 2 ( C*(1-v) + 4v - Ób* 	3b*IC*(1-v) 

48 



Anexo B. - Teoría del. Método del Elemento Finito 

8.1 Determinación de la uatriz de rigidez 

La matriz de rigideces de una mana de elementos se puede plan- 

tear aplicando el principia de la mínima energía potencial, se 

parte de la función de interpolación para un elemento y su rela- 

ción con los desplazamientos nodales según se define en la sigui- 

ente expresión: 

(f) = [ N 3(d) 	  (B.1.1) 

donde (f) es el vector de desplazamientos del eiemento, {d) los 

desplazamientos nodales y [ N ] la matriz que define las funciones 

de interpolación. Al derivar la expresión (B.1.1) se obtiene; 

<e>=4 B Ud> 	 (B.1.2) 

donde {e) es el vector de deformaciones y 	3 se expresa para el .  
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caso de desplazamientos según la expresión; 

   

.EB 3 

a/ax O 

O 	a/ay 

a/ay a/ax 

E N 3 	(B.1.3) 

   

   

La energía potencial de un sistema se puede calcular según la ex- 

presión siguiente; 

n 	f U dV (d)(F)dv 	f{d)(Z)dS 	{D}{[) ...(B.1.4) p 	v o 	v  

donde n es la energía potencial del sistema, {d} los desplaza- 

mientos, V es el volumen, S la superficie <FI, las fuerzas de 

cuerpo, <0. las reacciones, {P} las cargas concentradas y O> sus 

desplazamientos. El cambio de energía dUodel sistema se calcula 

con la expresión siguiente: 

dU o ={T }11(   (B.1.5) 
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1 
U o 2 

despreciando términos de segundo orden e integrando se tiene; 

{E}` L E J{E} 	{c}[ E ]{r o> 	 (13.1. 

sustituyendo la expresiones 0.1. 1),(13.1.2) y 0.1.6) en (B.1.4) 

se obtiene; 

numol 	 numal 
--- 	E (d)TEki{d}-  E {d}T{r }-{D}T{P} 	0.1. 7) 
2 I 

donde {r} son las cargas aplicadas por un elemento en sus nodos 

llamando; 

= y[ B ]T 	E 11 B ]dV 	 1.8) 

{r}=S tEMEHe >dV 	[EnT.C -r }e1V o o 

+ V  [N ]T{F}d1r + f V  [MT{I}ciS   (13. 1.9) 
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y considerando que todos los grados de libertad vector fd) estar 

contenidos en el vector D }, así como [ K ] representa el ensam-

ble de todas las matrices [k]y<R> representa todas las car-

gas aplicadas a la estructura, con ello se puede escribir la ex-

presión; 

{ D }TE K]< D) 	C D >< 	> 

De aqui se desprende que la energía mínima para el sistema se en-

cuentra cuando; 

np  
1 

2 

E K] < D 	< R}   (13.1.11) 

Por lo tanto la matriz de rigidez de un eLemento esta definida por 

la ecuación 03.1.6) 

.D.2.. Formulación del elemento isoparámetrico 

En cuanto a la formulación de un elemento isoparamétrico plano. 
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la que permitió que se obtubieran buenos resultados. La función de 

interpolación se definió de la siguiente forma; 

NONONO N3  
.03.2.2) 

O N O N O Na O N i 	 2 	 4 

53 	 • 

se presenta a continuación un resumen de la teoría que se aplicó 

para elaborar la subrutinas del programa MEFPC. 

Un elemento isoparamétrico se define en coordenadas locales 1 n 

La función de interpolación relaciona las variables del campo en 

la siguiente manera; 

u 
[ N B: d 	 0.2.1) 

donde 'C d es el vector de desplazamientos nodales y E N ] la 

función de interpolación. La función de interpolación que se uso 

en el presente trabajo es un polinomio de primer grado en 	Y 



donde Ni  u' 1(1-/)(1-n)  N 	z4 1(1+1)(1 -1?) 
2 	4 

N = 41+1)(1+n) 	N = 1(1-)(1+n) 
3 	4 	 4 	4 	7  

Para determinar la matriz de rigideces es necesario trasformar 

las coordenadas locales al sistema global, lo cual se logra al a- 

plicar la regla de la cadena para derivadas parciales definiendo- 

se el Jacobiano J de la función en la forma siguiente 

ax 4. 49É 
ax a 	ay al 

811 m  an 8x 4. 	ay 
a ) 	8x ar1 	av an 

o bien 

    

    

o 
=(.71 	 0.2.5) 
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donde 

x 
[J ]  	  (8.2.6) 

sustituyendo las expresiones (B.2.5), (B.2.1) y 0.2.2) en la 

ecuación 0.1.8) se obtiene la ecuación si guíente; 

k 
-1  tif+11 13 it E H 13 1t. j 	dr? 	 (B.2.7) -1 

donde t es el espesor del elemento y j el determinante del Jaco- 

biano J. Los conceptos antes expuestos permiten plantear la sigui- 

ente ecuación para hacer intervenir las deformaciones y los es- 

fuerzos iniciales, así como las cargas nodales 

Lf+if"(01[EHe }-01{To)+011{F})j t 	dr) 
o 

...(B.2.8) 

Las ecuaciones (B.2.7) y 0.2.8) se resuelven por métodos numé- 

ricos. En este trabajo se usó el método de integración denominado 
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Cuadratura de Gauss. El método consiste en aproximar la solución 

de la integral por la suma de los productos que se obtienen al e-

valuar la función en puntos específicos y asignarles una función 

de peso. En dos dimensiones el método se puede resumir en la si-

guiente formula: 

`...." E 
i 

=E w 	07  ) 	03.2.10) 
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f2 M.d- 
2 	 E I 

m O   (C.1). 

Anexo C. Planteamiento de la matriz de Ri«idez del elemento viga 

La matriz de rigidez de un elemento viga se deduce a partir de 

los métodos energéticos clásicos en el análisis estructural, supo-

niendo un comportamiento linealmente elástico y despreciando las 

deformaciones producidas por el esfuerzo cortante. Comunmente la 

matriz de rigideces se plantea aplicando el teorema de Castiglia-

no, 6 el principio del trabaju virtual, 6 las ecuaciones de Bresse 

, siempre suponiendo válido el principio de superposiciiin de cau-

sas y efectos. 

Un método simple para plantear la matriz es a p4rtir de las e-

cuaciones de Bresse, las cuales se expresan por medio de la sigui-

entes formulas; 

y 4. J1Z  ..141AwCIS  

12."  I 4 0 	 2 E 
	(C.2) 

57 



58 

-( 	nt) 	2 2 	i t 	 E I 
	(C.3) 

Aplicando el principio de superposición de causas y efectos es po-

sible conocer cada término de. la matriz de rigideces, sumando las 

contribuciones que en cada término provocan el cortante, el momen-

to y la fuerza normal. En la figura C.1 se presentan dos esquemas 

mas que representan desplazamientos y momentos unitarios, las 

reacciones F,Fz'Fa y F se calcularon a partir de las ecuaciones 4 

de 8resse. Por ejemplo para el caso del momento unitario la ecua-

ción de momentos será; 

M = F x 	F 	  ... (C.4) 
4 

!ti 

Al aplicar la ecuación (C.1) se tiene que 

4 
	

F x 4.  F 

	

O :a f2 	4 	2  ds 	 (C.5) 

	

t 
	

E 



	 CC. 8 ) 
3E1 	2E1 

sustituyendo la expresión (C.8) en la (C.6) se obtiene 

F4 L 3  F 

manipulando la expresión se obtiene 

	

L2 
	

P L 

	

D.n 41 ame mimo .1.1. 

	 2   (C.11) 
2 E 1 	E 1 

análogamente aplicando la ecuación (C.3) se tiene 

(F 	F x )x dx 
O = 	- XL 	2 	4  	(C.7) o 	E 

manipulando la expresión se obtiene 
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F 6 E T 
2 	

L2 

F a 	4 
12 E 1 

  

	 CC. 9) 

es así como se determinan las contribuciones en el momento y el 

cortante que provoca un giro unitario, es decir las componentes 

correspondientes de la matriz de rigidez. Análogamente se calculan 

las demás componetes para establecer la siguiente matriz: 

EA 	 La ma.tri.z esa stmotri.- 

ea, Los eLemoritos, no 

12E1 	indteados son cero 

L3  

6E1 4E1 

L2  
EA 	 EA 

L 	 L 
12E1 6E1 12E1 

L3 	L2 	L3  

6E1 2E1 	_ 6E1 	4E1 

L2 	L 	 L2  

k
* 

at 
..(C.10) 
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Es necesario por último definir la matriz k*  en coordenadas glo- 

bales. lo cual se logra a través de la siguiente matriz T de tras- 

formación 

cosa -Sena O 

Sena Cosa O 	(C.11) 

O 	O 	1 

Lá matriz de rigidez presentada en el inciso 2 del capitulo 3 de 

este trabajo será la que se obtiene del siguiente producto 

TT  k*  T 	(C.12) 
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Anexo D- Manual del usuario del programa MEFPC 

El programa MEFPC se elaboró para analizar es,áticamente siste-

mas hiperestáticos planos con dos o tres grados de libertad, bajo 

las hipótesis de deformación plana y sistemas de carga aplicados 

en los nodos. Poseé dos diferentes tipos de elemontos, vigas con 

tres grados de libertad por nodo e ¿oparamétrÉcos con dos grados 

de libertad en cada uno de sus cuatro nodos. 

Para la formación, prueba y aplicación del programa se uso una 

computadora Personal Computer (PC) compatible con sistemas IDM, 

con 256 KbIts de memoria Rant y una unidad de disco flexible 5.25". 

los formatos de impresión se establecieron para impresoras compa-

tibles con IBM con un máximo de 70 columnas. El programa se creo 

usando el compilador denominado Fortran 77. 

Una de las mayores dificultades para poder implantar un progra-

ma del NEP en una computadora PC son las limitaciones de memoria 

Ram, pués para obtener buenos resultados es necesario usar ma-

Has con un ndmern considerable de nodos. Para usar lo más eri- 
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cientemente posible la memoria disponible en la computadora se 

tilizó el sistema denominado de memoria dinámica, mediante el 

cual se almacena en dos variables (una real y otra entera) todas 

las variables con subíndice del problema. Asimismo para análisis 

importantes el programa permite definir fronteras de subestructu-

ración para usar mallas sucesivamente más finas en zonas de inte-

rés. 

'El programa puede llevar a cabo análisis por etapas definiendo ó 

no un porcentaje del sistema de cargas a aplicar, modificando los 

parámetros de las propiedades de los diferentes materiales, adi-

cionando, ó eliminando elementos, y/á sustituyendolos por sistemas 

de cargas; todo ello con el objeto de poder simular procesos de 

excavación ó construcción en materiales con comportamientos linea-

les á no. 

El programa puede automáticamente, después de cada etapa, de a-

cuerdo con el nivel de esfuerzos y la ley hiperbólica de M. Duncan 

(Referencia 3), modificar los módulos de elasticidad tangentes de 

los elementos isoparamétricos, para aplicarlos en la etapa sigui-

ente. La ley para modificar los módulos de elasticidad tangentes 
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[ R(1-sen40(T - Ti  ) 
2  Eta 	1 

2Ccosík 2T2senip 
K P (T /P )11  ....(D.1) 

ttt Z at 
21 

*se expresa según la ecuación (D.1) 

donde Etim módulo de elasticidad timgento 

0 w ángulo de fricción 

e m cohesión del sudo 

Pata presión atmosférica 

T esfuerzo principal mayor 2 

Tmg esfuerzo principal menor 

(T "" T 
R 
	2 	! 

(T 	) 
2 	1 ult 

(T2 — T
t 	

esfuerzo desviador a la falla 

(T 	T ) 
2 	1. 1111 

valor de. la asínt,ot.a de la curva hiper-

hdlica esfuerzo deformación 

K vnwconstnntrs para determinar la depedenrda del 
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módulo de elasticidad y el nivel de esfuerzos 

También es posible definir dentro del programa, las propiedades 

lineales elásticas de los etementos isoparamétricos, a partir del 

módulo G (módulo de elasticidad a la Cortadura) y el módulo K.  

(BuLks moduLus), esto con el objeto de poder llevar a cabo análi- 

sis donde los ordenes de magnitud de los parámetros de elasticidad 

sean pequeños. 

El acceso de información es a través de archivos en el disco 

flexible, y la pantalla de la computadora. El análisis comienza 

cuando por la pantalla se pide el nombre del archivo en el disco 

que será la principal unidad de lectura del programa, en éste to- 

das las tarjetas empezarán en la columna 1 separando por comas 

cada variable según se muestra a continuación; 

* NODEX,ICLE 

* NUMNP 

Donde: MODEX (12) es la clave para el modo de ejecución, igual a 1 

si el análisis es lineal; igual a 2 para análisis no 

lineales donde el módulo de elasticidad se variará 

después de cada etapa de acuerdo con el nivel de es-- 
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1.3 

 

fuerzas de la etapa anterior y siguiendo la ley de M. 

Duncan (3) , o bien para análisis lineales llevados 

cabo en varias eGapas , y igual a 3 para análisis li-

neales donde la matriz de elasticidad de los isopara-

métricos se define con los parámetros K (Buths modu-

Lus) y G (Nódulo al cortante) 

ICLE (I2) es una clave para indicar si se definirá más a-

delante una frontera de subestructuraci,Sn, si es 

igual a 1 se subestructurará, si no debe ser igual a 

cero 

NUMNP (I5) es el número de nodos de la malla de elementos 

* NV,NIP 

Donde: NV (I5) es el número de elementos viga 

NIP (I5) es el número de eLementos isoparamétricos 

* NTMV,NTMI 

Donde:NTMV (I5) es el número de materiales de las vigas .  

NTMI (0) es el número de materiales de los elementos isopa- 

ramétricos 
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4 IEDI 

Donde:IEDI Cl2) es una clave que indica, si es igu 	que exis- al a 

ten deformaciones iniciales, si es igual a 2 esfuerzos 

iniciales, y si es igual a cero ninguno de los dos. 

* NEAC 

Donde:NEAC CM) representa el número de etapas para llevar a cabo 

el analisis, se icé esta variable solo si. MODEX es 

igual a dos 

*XCN),M),IDC1,N),I1X2,N),IDC3,N) 

Esta tarjeta aparecerá tantas veces como nodos tenga la estructura 

Donde:X(N) CF7.2) es la coordenada X del nodo 

YCN) CF7.2) es la coordenada Y del nodo 

IDC1,N) Cl2) es una clave para indicar la condición del 

grado de libertad en X del nodo, si es igual a 1 el 

nodo estará libre, si es igual a O el nodo estará 

rest.ingido 

IDC2,N) Cl2) es la clave para indicar la condición del grado 

de libertad en Y CID = 1 libre, ID = O fijo) 

IDC3,111) Cl2) es la clave para indicar la condición del grado 
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de libertad del giro del nodo CID 77. I libre, ID 12 O 

restringido), solo es libre en elementos barra 

EVCN),AVCNMIVCN) 

Esta tarjeta aparecerá tantas veces como materiales tengan las vi-

gas, y establecerá los parámetros de las mismas para la primera e-

tapa del análisis, al terminar ésta se podrán o no modificar los 

parámetros a través de la pantalla de la computadora, a cada grupo 

de materiales se le asigna sequencialement.e un número clave. 

Donde:EVO) CF12.2) módulo de elasticidad lineal de los elementos 

vigas 

AVCN) CP7.2) arete transversal de la viga 

XIVCN) 0712.6) momento de inercia de la viga 

* IOV(N),IPV0),ITIIV(N) 

Esta tarjeta aparecerá tantas veces como vigas existan 

Donde;IOVCN) nodo inicial de la viga 

IPV0) nodo final de la viga 

ITMVO) clave del grupo del material de la viga ( EVCN), 

AVO) y XIVO)) 

ANLICCN),ANLNO),JULOCN),ANIXOMLNLRCN) 
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Esta tarjeta aparecerá solo cuando MODEX sea igual a 2, tantas ve-

ces como existan grupos de materiales no lineales en los elementos 

isoparametricos 

Donde:ANUO) (F8.2),ANLN(N) (F8.2) y ANLR(N) (F8.2) son los pará- 

metros que definen la curva esfuerzo deformación, cuyo sig- 

nificado preciso se puede consultar en la Referencia 3, y 

se han presentado en párrafos precedentes 

* PAT 

Esta tarjeta aparecerá solo cuando MODEX sea igual a 2, siempre 

cuando exista algún eLemento isoparamétrico 

Donde:PAT CF7.2) es la presión atmosférica 

*XNUIPCN),THCIP0),WIP(N) 

Esta tarjeta aparecerá solo cuando MODEX sea igual a 2, tantas ve- 

ces como existan grupos de materiales de elementos isoparamétri- 

cos 

Donde:XNUIP(N) (F5.4) es el módulo de Poisson del grupo de mate- 

rial isoparamétrico 

THCIP(N) (F5.2) es el espesor del grupo de material 
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WIP(N) (F5.2) es rl pesn vollimr 	del material 

FJP(N),XNUIP(11),THCIPM,WIP(.N) 

Esta tarjeta aparecerá solo cuando MODEX 	igual a 1, tantas ve- 

ces como existan grupos linfz.,ales de matA.- riales en los &temer:A(1>J i--

soparamétricos 

Donde;EIP(N) (F12.2) es el módulo (H.:,  clastiid.ld tk?.I eLewler,te 

paramétrio, 

XNUIP(N) (F5. 4) es el módulo de Pois.,-;on 

THCIP(N) (F5.2) es el ~esor 

WIP(N) (F5.2) es el pesn vcdumétricry 

XG(N),XK(N),THCIP(11),WIP(N) 

Esta tarjeta aparec..erá t.alitas 	1:omo existan grupos Iiirtales 

de materiales en los e!on,ent 	iStMar 	 que definan las 

propiedades de elasticidad usando ol modulo a l¿ Cortadura (1 

Donde:X(XN) (F12. 2) es el módulo de elastiuidad a la Cortadura a 

XIC(N) (F9.2) es BULKS MALIVL1.- 

THCIP(N) (F5.2) es el espesor di..! 1(,s 

WIP(N) (F5.2) es el peso vnIumetrii o del materia 1 
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IOIP(N),IPIP(N),IQIKN),IRIKN),ITMI(N) 

Esta tarjeta aparecerá tantas veces como eLementos isoparamétricos 

Donde:I0IP(N), IPIP(N), WIPCN) y IRIPCN) son los nodos de un ele-

mento isoparamétrico numerados en sentido contrario 

a las manecillas del reloj 

ITMICN) es la clave del grupo del material del isoparamétri-

co 

**EPPCM), M=ljg 

Esta tarjeta aparecerá.solo cuando MODEX sea igual a 2, y tendrá 

tantos datos como etapas el programa 

Donde:EPP(N) Porcentaje de aplicación de las cargas por peso pro-

pio y los estados de esfuerzos y deformaciones ini-

ciales para la etapa N 

* EACCM),M=1,N 

Esta tarjeta aparecerá solo cuando MODEX sea igual a 2, y tendrá 

tantos datos como etapas existan en el programa 

Donde: EACCN) Porcentaje de aplicación de las cargas nodales en la 

etapa N 
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EIX(1,14 11  1,4), 	EIX(NIP,11 	1,4) 

* SUCA ,11 13  1,4) , 	EIYCNIP,M 	1,4) 

* Ent(1,11 so 1,4), 	EIMCNIP,M zá 1,4) 

Estas tarjetas aparecerán solo si IEDI es iguala1o2y tendrán 

tantos datos como haya nodos en los ~mentos isoparamétricos 

Donde:EIXCS,11 w 1,4), EIXCSJ1 = 1,4) y EIM(S,M = 1,4) (3F6.3) son 

las deformaciones o los esfuerzos iniciales en cada uno de 

los cuatro nodos del eLemento isoparametrico S 

* NLOAD 

Donde:NLOAD CI5) es el número de cargas concentradas a aplicar 

* NOD<N),IDIRNO),FLOADO) 

Esta tarjeta aparecerá tantas veces como existan cargas concentra- 

das en la malla de elementos 

Donde:NODO) es el nodo donde se aplica la carga N 

IDIRNCN) es el indicador del grado de libertad donde actua 

la carga N, 1 si actua.  en X, 2 si actua en Y 3 si 

actua en el giro 

FLOADO) magnitud de la carga N 
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* NEDES 

Donde:NEDES es el número de elementos desconectados al nulificar 

sus grados de libertad 

* NEDF 

Donde;NEDF es el número de elementos deconectados que se sustitu-

yen en sus nodos por las cargas que resultan del producto de 

su matriz de rigidez y sus desplazamientos. 

*. NUMNP1 

Donde:NUMNP1 es el número de nodos que se usarán en la etapa que 

lleva a cabo a continuación 

* INV1,NIP1 

Donde:NV1 es el número de vigas que se aplicarán en la etapa por 

realizar 

NIP1 es el número de elementos isoparárnetricos que se usarán 

en la etapa siguiente 

* MEDF(1),MEDF(2),. e. . . „.MEDF(NEDF) 

Esta tarjeta tendrá tantos datos como existan elementos que se 

sustituirán por cargas en esta etapa 
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Donde:MEDF(t) es el iésúmo elemento que se desconectará en la 

Frontera para esta etapa 

* IED(1),IED(2),,......„JED(NEDES) 

Esta tarjeta tendrá tantos datos como elementos se deseen desco- 

nectar nulificando sus grados de libertad 

Donde:IEDCO es el iéstmo elemento que se desconecta nuliticando 

sus grados de libertad, para esta etapa 

* NNDES 

Donde MIES es el número de nodos a eliminar 

*NED 

Esta tarjeta aparecerá NNDES veces, es decir una vez por cada nodo 

elimado al nulificar sus grados de libertad 

Donde:NED es el nodo eliminado en esta etapa 

* IERR 

Es la clave que indica si se desea cambiar alguna propiedad'de las 

visas 

Donde solo si IERR es igual a 1 se procede a modificar las propie- 

dades de alguna viga 
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* M 

Esta tarjeta aparecerá solo cuando IERR indique que se modifica- 

rán las propiedades de las vigas 

Donde M es el número del grupo de materiales de las vigas a cam- 

biar 

* EV(M),AV(M)YIV(M) 

Donde :EV(M) es el nuevo módulo de elasticidad para aplicarse en 

el grupo M de las propiedades de las vigas 

* IERR 

Es la clave que indica si se desea cambiar alguna otra propiedad 

de las vigas 

Donde solo si IERR es igual a 1 se pregunta por otro grupo M que 

se desse modificar 

* IERR 

En una forma similar se vuelve a utilizar la variable IERR para 

saber si se desea modificar algún grupo de propiedades de los ele- 

mentos isoparámetricos 

Donde solo si IERR es igual a 1 se procede a modificar algún grupo 
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de propiedades 

* NM 

Donde NM es el número del grupo del material a cambiar 

* ANLK(NM),ANLN(NM),ANLO(NM),ANLC(NM),ANLR(NM) 

Esta tarjeta aparecerá solo si IERR asi lo indica 

Donde :ANLK(NM), ANLN(NM), ANLO(NM), ANLC(NM) y ANLRCNM) tienen el 

significado antes señalado. 
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