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INTRODUCCION 

Resolver una ecuación diferencial en el sentido tradicional de la palabra, resulta en 
la mayoría. de los casos imposible¡ y aun cuando esto fuera posible muchas veces la 
solución no nos permite entender lo que esta pasando. Lo que quiera decir entender 
una ecuación diferencial dependera de cual es el punto de vista que uno adopte, y 
puntos de vista en matemáticas hay muchos. En el presente trabajo adoptaremos el 
que podria ser llamado el punto de vista estadístico. Es decir nos interesaremos por 
las propiedades estadísticas de un movimiento, a priori determinístico, originado 
por una ecuación diferencial. 

Concretamente estudiaremos el flujo geodésico en el haz tangente unitario (T1M) 
a una superficie compacta J.f de curvatura constante menos uno. Probaremos que 
tiene una propiedad estadística llamada ergodicidad. Esta puede ser caracterizada 
por la siguiente propiedad en T1JH: Dado un conjunto A, para casi todo punto x al 
moverse este por el flujo pasa por A un tiempo proporcional al volumen de A. Es 
decir casi todo punto a la larga, se comporta como si se moviera al azar. 

En el capítulo uno planteamos qué es y donde está el objeto que estudiamos, esto 
es, el flujo ·geodésico sobre en el haz tangente a una superficie¡ además probamos 
el teorema de Cartan y algunos otros resultados de geometría. En el capítulo 
dos precisaremos cual sera nuestro punto de vista de enfocar el problema y las 
herramientas para atacarlo, a saber el concepto de ergodicidad y conceptos básicos 
de análisis. En el capítulo tres nos ocupamos del resultado principal de este trabajo, 
probamos la ergodicidad del flujo geodésico cuando la superficie es de curvatura 
menos uno. 
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CAPITULO 1 

ALGUNOS RESULTADOS DE 
GEOMETRIA RIEMANNIANA 

Introducción 

El objetivo de este primer capítulo del trabajo es introducir conceptos y teoremas 
básicos de Ja Geometría Riemanniana que necesitaremos posteriormente. En primer 
lugar In. definición de geodésicas y de el flujo geodésico, concepto que se tratará 
durante todo el trabajo. Terminaremos con el teorema de Cartan cuyos corolarios 
serán utilizados en el capítulo 3. Para entender y demostrar este ültimo teorema 
demostraremos antes el teorema de Hopf- Rinow y el teorema. de Ha.damard; y para 
este último explicaremos primero el papel de los campos de Jacobi. 

§ 1 Flujo Geodésico 

En una variedad Ricmanniana Af consideremos el siguiente problema. Dado un 
punto p en J.{ y un vector v en Tplvl encontrar una curva que "no se acelere" y que 
pase al tiempo cero por p y con velocidad v. 

Para precisar lo que quiere decir que una curva "no se acelere" usamos la noción de 
derivada covariante. (ver apéndice 1) Introducimos las siguientes definiciones 

Definición 1 Un campo de vectores a lo largo de una curva o:(t) : [a, b) -t M es 
una aplicación v(t): [a,b]--. TM tal que v(t) esta en Ta(t¡M. Donde TM es el haz 
tangente y Ta¡i¡M es el plano tangente a M en o:(t). 
Definición 2 Un campo de vectores v(t) a Jo largo de una curva o:(t) es paralelo 
si la derivada covariante del campo es cero. Diremos entonces que una curva o:(t) 
no se acelera si el campo de vectores v(t) definido como v(t) = a'(t) es paralelo a 
lo largo de la curva o:(t). 
Recordemos que en coordenadas locales la derivada covariante de un campo 

n 

V(t) = E vk(t) a~. es 
k=l 

~¡ =E(~+~ v¡~r~i) a~. 
k '•' 

Donde x1(t),x2(t), ... ,xn(t) son Jn.s coordenadas de la curva o: y r~,; son los sím
bolos de Christoffel. De esta manera la ecuación de una curva o: que no se acelera 
es 
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O=DV(dª)="\""'(d
2
xk "\""'dxidx¡r~.) () 

dt dt f..¿ dt 2 +f..¿ dt dt '•1 axk 
k i,j 

Asi hemos resuelto nuestro problema original; dadas condiciones iniciales (un punto 
y un vector de velocidad) encontramos una solución .. 

Una ecuación diferencial en ~ o un sistema de ecuaciones diferenciales en ~"de 
segundo grado se puede transformar en un sistema del doble de incognitas pero de 
primer orden. Esto se logra introduciendo n ecuaciones extras v¡ = ~ y luego 

sustituyendo !!Jt por ~· De esta manera el sistema 

d2x dx 
dr = F(x, dt) 

se transforma en 

dx 
-=V 
dt 

dv 
dt = F(x,v) 

En el caso de una variedad diferenciable podemos hacer algo semejante intro
duciendo de nuevo el haz tangente. Si (U,x) es un sistema de coordenadas tenemos 
que todo vector v E TqM con q E U se puede escribir c~mo 'l;: Yi ..,/;¡. Por lo ·tanto, 

' con las coordenadas (x¡, ... , Xn, y1, •.• , Yn) parametrizamos a TU. 

Definimos el levantamiento de una curva 1(t) : [O, a] -> M como la curva en 
TM b(t) 11'(t)). Es claro que un curva 1(t) es geodésica si y sólo si su levan
tamiento satisface el sistema de ecuaciones 

{ 

~ =- !Jk 
para k = 1, ... , n 

!!.u!!.= - ~r~ .y·y· dt L.. .,, 1 ) 

id 

en termines de las coordenadas en TU. 

Recordemos ahora el siguiente teorema de ecuaciones diferenciales 

Teorema 1 

Sea V un campo C00 en un abierto de !'YI entonces 

a) Para cada p E M existe una solución ap tal que ap(O) =p. Además si {Jp es otra 
solución con {Jp (O) = p, entonces ap = {Jp en la intersección de los dominios. 

De esta manera hay una única solución Ó'.p definida en un intervalo maximal. 

b) Si llamamos ip(p, t) = áp(t) 1 entonces tp esta definida en un abierto n de M X R. 
A la función tp se le acostumbra llamar el flujo de la ecuación diferencial. 

Con este teorema probamos el siguiente 

3 



Lema 2 

Existe un único campo G -~n TM cuyas trayectorias son de la forma ('y(t),1'(t)) 
donde 1(t) es geodésica. 

Demostración: dado un (p, v) en TAf el teorema 1 muestra que existe una única 
geodésica "l{p,u) (salvo el tamaño del intervalo) que pasa por p con velocidad v íll 
instante cero definirnos 

Al campo arriba definido lo llamaremos campo geodésico y a su flujo el flujo 
geodésico. 

Observación 1 Por la segunda parte del teorema 1 si tomamos una vecindad 
compacta W de p en lvf y definirnos W, = {(p, v) E TM¡p E Wyjvj <e} entonces 
podemos escoger 8 de tal manera que el flujo esta definido para todo t con !ti < 8 
siempre y cuando (p,v) este en IV,. 

Denotemos por ~r(t, q, u) la geodésica que pasa por q con velocidad u al tiempo cero. 
Al aumentar las velocidades los tiempos disminuyen y viceversa¡ sin embargo la 
curva geométrica no cambia. La demostración de este hecho es el siguiente lema 

Lema 3 (de homogeneidad) 

Si la geodésica ¡(t,q,v) esta definida en el intervalo (-8,8) entonces la geodésica 
(t,q,av) esta definida en (-;,6, ~)y 

1(t,q,av) = 1(at,q,v) 

Demostración 

Sea h : ("-;.6 , ~) _, M 

Tenemos que 

h(t) = ¡(at, q, v) 

h(O) = q, h1(0) == au y que 

D dh , ) '( ) ry" '() - -d = \! h'(t)h (t = 'V ¡'(oi)I at = a· v "l'(t)/ t =O 
dt t 

Luego h(t) es una geodésica con las mismas. condiciones inciales que 7(t, q, av) por 
la unicidad de estas concluimos que son iguales. 

Este lema junto con la observación 1 nos permite definir el mapeo exponencial 
expp : U e TpM -> M como 

CXPp(v) = ¡(1,p,v) 

Sabemos por Ju observación 1 que si la norma de v es menor que e existe un ti tal que 
· 7(t, p, v) esta definido siempre que ltl < ti y por el lema de homogeneidad 1(t, q, 

6n 
esta definido en (-2, 2) lo que implica que expp(w) esta definida si la norma de w es 
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menor que ~· De hecho cxpP es un difoomorfismo si la vecindad es suficientemente 
chica. Esto se debe a que ;" 

d d 
d(cxp¡i)o(v) = dtexpµ(tv)\t=O = dt1(t,q,v)\t=O = v 

En consecuecia la diferencial del mapeo exponencial en cero es la identidad y ia 
afirmación se sigue del teorema de la función inversa. 

Denotemos por Br(O) = {v E T1,M : lv\ < r} y Br(P) = cxpµ(Br(O)). Sir es 
suficientemente pcqueÍlo de manera que CXJ!p\B,(O) sea un difcomorfismo llamamos 
a Br(P) una bola normal centrada en p. 

El nombre de geodésicas queda justificado por la siguiente proposición, la de
mostración puede ser encontrada en !C2J. 

Proposición 4 

Sea p E M y B,(p) una bola normal centradn en p¡ sen 1 una geodésica contenida 
en B.(p) con 1(0) = p y 1(1) = q¡ consideremos cualquier otra curva difcrenciable 
(diferenciable por partes) e tal que c(O) = p y c(l) = q, entonces la longitud de 1 es 
menor o igual que la longitud de c. :..fas aun si las longitudes son iguales entonces 
las trazas coinciden. 

Observación 2 

El problema pudo ser tratado desde el principio desde este punto de vista. Es decir 
considerar la funcional: 

L:{c;c:[0,1]->M c(O)=p, c(l)=q}->~ 

L(c) = { \c'(t)\clt 

Y buscar los mínimos de esta funcional. Las ecuaciones de Euler-Lagrange de esta 
funcional resultan ser las ecuaciones que ya teníamos. Ver [C3],[S2]. 

§ 2 Variedades Completas 

Dos preguntas surgen mas o menos naturalmente 

¿Cuando esta el flujo geodésico definido para todo t? 

¿Cuando podemos unir dos puntos arbitrarios por una geodésica de longitud 

mínima? 

Por el lema de homogeneidad, la primera pregunta la podemos rerormular en 
¿Cuando expp esta definida en todo Tp1Vf ? Las respuestas a estas preguntas estan 
dadas por el teorema de Hopf-Rinow. 

Definición 3 Una variedad lvf es (geodésicamente) completa si para todo p en M 
expp esta definida en todo el espacio tangente. 

· Intuitivamente quiere decir que la variedad no tiene ni hoyos ni fronteras. Definamos 
In siguiente distancia en iH 
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d(p,.q) = inf{l(c);c(O) = p,c(l) = q} 

Es claro qui: es una distancia y que por la proposición 4 la topología inducida es la 
misma. 

Teorema 5 (Hopf-Rinow) 

Sea lvf una variedad Riemanniana¡ las siguientes afirmaciones son equivalentes. 

a) expp esta definido en todo TpM para algun p en i\1. 

b) Los acotados y cerrado:; son compactos en J\1. 

c) M es completa como espacio métrico. 

d) J\J es completa (geodésicamente). 

e) Existe una sucesión de compactos J(,, C M tales que !(11 C Kn+l , UJ(11 == M y 
tal que si q,, es unfl. sucesión que satisface q11 'F Kn entonces d(p, q,,) -> oo cuando 
n-> OO. 

Además cada una de estas implica que 

f) Para todo q en M existe una geodésica ¡ ligando a p con q y de longitud d(p, q). 

Der_nostración ( a=>f) 

Sea d(p, q). = r y Bó (p) una bola normal en p, y S su frontera. Tomemos un punto 
x en S de tal manera que d(x, q) sea un mínimo en s .(Existe por la continuidad de 
la distancia y por la compacidad de S) Entonces x = expp( óv) con Jvl = l. Vamos 
a mostrar que expp ( rv) = q 

Sea "f( s) = exp1, ( .sv) y consideremos lfl. siguiente ecuación 

d(¡(s),q) = r - s (1) 

Definimos A= {.s: s E ¡o, rJtales que (1) vale}. A es distinto del vacio pues (1) vale 
para s = O. Probemos que el supremo es r; supongamos que so E A, probaremos 
que so+ ó' E A. si fi' es suficientemente chico. Consideramos Bó' (¡(so)) una bola 
normal y x' nuevamente un punto en la frontera S' de esta nueva bola donde la 
distancia a q tome un mínimo. 

Basta ver que x' =¡(so+ ó') pues tenemos q111~: 
d(¡(s 0), q) == ó' + d(x', q) por como escogimos ax' 

d("f(s0 ),q) = r - s0 pues s c~ta en.-\ 

Concluimos que 

r - s0 = ó' + d(x',q) 

Tendríamos entonces que 

r - so= ti'+ d(¡(so), q) 

Que es (1) para s0 + ó' 

6 
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Para ver que x' = 1(s0 + ó'). De la igualdad (2) y de la desigualdad del tríangulo 
obtenemos que: " 

d(p,x') 2:: d(p,q) -d(q,x') = r - (r -s0 - ó') =so+ ó' 
Pero la curva· ligando p con x' definida como la geodésica 1(s) hasta 1(So) y luego por 
el rayo geodésico, en principio quebrada, tiene longitud s0 + 61

• Por la proposición 
4 una curva que realize la distancia entre dos puntos es una geodésica y por lo tanto 
no es una curva quebrada y concluimos que x' = 1(s0 + ó'). 

Probamos que supA = r. Pero por continuidad, r de hecho esta en A, por lo tanto 
d(¡(r),q) =O y en consecuencia 1(r) = q 
(a) => ( b) Sea A C M cerrado y acotado. Por ser acotado A esta contenido en una 
bola B con la métrica d centrada en p de radio digamos r por (f) esta bola esta 
contenida en la imagen de la exponencial de la cerradura de la bola B r+l (O). Luego 
A es un cerrado en un compacto por lo tanto es compacto. 

(b) => (e) Sea Jln una secuencia de Cauchy el conjunto {Pn} es un conjunto acotado, 
por (b) su cerradura es compacta, entonces hay una subsucesión convergente y 
siendo de Cauchy, la sucesión misma com·erge. 

(e)=> (d) Supongamos que M no es geodésicamente completa. Consideramos una 
geodésica 1( s) que este definida para todo s < s0 y que no este definida para so. 
Sea Sn un sucesión que tienda a so. Ahora d("t(sn),1(sn)) :s; ¡s,. - sml concluimos 
que la sucesión 1(s0 ) es de Cauchy. Por (c) 1(s,.) converge a un punto q en 1Vf. 

Tomamos una boln Wó(P) tnl que las geodésicas que pnrtnn de aqui esten definidas 
por lo menos una distancia ó; escogemos N tnl que sin, m 2:: N entonces 1(n), 1(m) 
E W!(p). Luego existe una única geodésica g ligando a 1(n) con 1(m) de longitud , 
menor que ó por lo tnnto g coincide con "f, sin embargo gesta definida por lo menos 
una longitud ó, con lo cual g extiende a "f mas alla de so. 

(d) =>(a) Obvio 

(b) *(e) Sea q en A/ y ](n:::: B11 (q), ](11 es compacto pues es cerrado y acotado. 
Además la unión de todos es todo Af. Ahora supongamos que q0 no esta en J(~, 
sea p en M, entonces d(qn,P) + d(p,q) 2:: d(q,.,q) la distancia de q,. a q tiende a 
infinito y como la distancia de p a q es fija concluimos que d(q,.,p) ~ oo. 

(e) => (b) Sea C un conjunto cerrado y acotado. Entonces C esta contenido en 
una bola de la métrica d de radio r centrada en p, supongamos sin perdida de 
generalidad que p esta en C. Afirmnmos que G esta contenido en un J(,., pues 
en caso contrario, de existir q,. en e - J( n para todo n por (b) tendríamos que 
d(p, q,.) ~ oo contradicción con que G este contenido en una bola. Luego C es 
compacto por ser cerrado en un compacto. 

§ 3 Curvatura 

En esta sección definiremos dos nociones de curvatura, y daremos algunas inter
pretaciones. Omitiremos gran parte de las pruebas, las demostraciones completas 

· de estas pueden ser encontradas en [C2] y [M2]. 
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Definición 4 La curvatura R de una variedad Riemanniana lvf es una ley a cada 
pareja de campos difcrenciables X, Y asocia una aplicación 

R(X, Y) : x(M) -> x(.M) 

Donde x(M) es el conjunto de campos diferenciables en M¡ dada por 

R(X, Y)Z = \!y 'i1 x Z - 'i1 x 'Vy Z + 'V¡x,y¡Z 

Si X, Y provienen de un sistema de coordenadas (X= a~. Y= -/;;) tenernos que 
• J 

[a~,, a~¡ J = O con lo cual la curvatura mide la no sirnet.ría de la derivada covariante. 

Proposición 6 

R (X, Y) Z (p) sólo depende de los valores de los campos en el punto. 

Mostremos primero que es lineal en las tres variables. Por las propiedades de la 
conexión tenemos que es aditiva en las tres variables (ver apéndice 1) para demostrar 
que • 

R(X,Y)(!Z) = JR(X,Y)Z 

Calculamos 

'Vy 'V x (! Z) = 'V y (f'Vx Z + X(f)Z) = 

= f'Vy'ilxZ + Y(f)'VxZ + X(f)\!yZ + Y(X(f))Z 

'ilx'ily(!Z) = 'ilx(f\lyZ'+ Y(f)Z) = 

= f\lx'ilyZ + X(f)\lyZ + Y(f)'VxZ +X(Y(f))Z 

'il¡x,Y¡f Z = f'l¡x,y¡Z +[X, Y](f)Z 

Sumando obtenemos 

R(X, Y)(f Z) = f('Vy\lx - \7 x\7v)Z + [Y,X](f)Z + f'l¡x,y¡Z +[X, Yj(f)Z = 

= f(\ly'ilx- 'lx'Vv)Z + f'V¡x,y¡Z = JR(J{,Y)Z 

Cálculos semejantes muestran que la función es lineal en las otras dos variables. 
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Ahora en un sistema de coordenadas (U, x), definimos R! "k de tal manera que 
R( a a ) a ...-- RI a"" Ah . '1 

-¡¡¡:' -¡¡;-: Bzk = L.. ijk 75Z. ora s1 tenemos tres campos 
' J l 1 

. " a 
X= L.. u; ax·' 

• 
Obtenemos que 

lo que muestra que R(X, Y)Z(p) solo depende de los valores de X, Y, Z en p. 
Debido a esta propoposición llamaremos a la curvatura el tensor de curvatura. 
Proposición 7 

Sea a un subespacio de dimensión 2 de TpJ\1, sean x, y dos vectores linealmente 
independientes entonces 

(R(x, y)x, y) 
K(x,y)::::: lxl2 1Yl2 - (x,y) 2 

solo depende del subespacio. 

Para demostrar la proposición necesitaremos el siguiente 

Lema 8 

El tensor de curvatura satisface las siguientes identidades 

i) (R(x,y)z,t} + (R(y,z)x,t} + (R(z,x)y,t} =O 

ii) (R(x, y)z, t} = -(R(y, x)z, t} 
iii) (R(x,y)z,t) = -(R(x,y)t,z} 

iv) (R(x, y)z, t} = (R(z, t)x, y} 
La demostración de estos hechos puede ser encotrada en [C2]. 

Pam demostrar la proposición 7 observese que podemos pasar de una base cual
quiera {x, y} a otra {x', y'} con composiciones de las sigui<!ntes transformaciones 
elementales 

{x,y}--+ {y,x} {x,y}--+ {>.x,y} {x,y}--+ {x + >.y,y} 

Ahora I((x,y) es invariante bajo estas transformaciones; la primera combinando 
(ii) y (iii) del Lema 8, la segunda por la linealidad la tercera es un cálculo simple 
usando (ii), {iii) y (iv) del lema. 

En vista de esta proposición definimos dado un subespacio a de dimensión dos de 
TpM la curvatura secciona! como lí(p, a) 
Observación 3 Una interpretación geométrica de la curvatura secciona! es la si
guiente¡ sea B e TpM un abierto que contenga al cero y donde expp sea un difeo
morfismo. Entonces expp(B na) es una superficie S encajada en :M formada de 
pequeñas geodésicas. S como subvariedad de M tiene una métrica inducida y por 
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lo tanto una cu!Vatura Gaussiana, esta en p es precisamente I((p, a). (Ver [C2j 
páginas 112 ,113}. 

Además de esta interpretación geométrica la curvatura secciona! determina al tensor 
de curvatura, esto es 

Proposición 9 

En un espacio vectorial V con producto interior de dimensión mayor o igual que 
dos, R y R' son funciones trilineales satisfaciendo (ii,(ii) ,(iii) ,(iv) del lema 8, si 
denotamos por 

(R(x, y)x, y) 
K(x,y) = J ¡2¡ ¡2 ( )2 

X y - X, y 

'( ) (R'(x,y)x,y) 
J{ x, y = 1 ¡2¡ ¡2 ( )2 X y - X, y 

Y si K(x, y) = K'(x, y) entonces, R = R'. 

Basta probar que (R(x,y)z,t} = (R'(x,y)z,t} para todo x,y,z,t. Por hipótesis 
tenemos que (R(x,y)x,y) = (R'(x,y)x,y) entonces 

(R(x + z, y)x +z, y) = (R'(x + z,y)x + z, y) 

de donde 

(R(x, y)x, y) + 2(R(x, y)z, y} + (R(z, y)z, y) = 

= (R'(x,y)x, y)+ 2(R'(x, y)z, y) + (R'(z, y)z, y) 

y por lo tanto 

(R(x,y)z,y) = (R'(x,y)z,y) 

y de aqui que 

(R(x,y+t)z,y+t) = (R'(x,y+t)z,y+t) 

de donde 

(R(x, y)z, t) + (R(x, t)z, y) = (R' (x, y)z, t) + (R'(x, t)z, y) 

es decir 

(R(x, y)z, t) - (R'(x, y)z, t) = (R(x, t)z, y) - (R'(x, t)z, y). 
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Con lo que concluimos que la expresión (R(x, y )z, t) - {R'(x, y)z, t) es invariante 
por permutaciones cíclicas cíe los primeros tres elementos. Por lo tanto usando (i) 
del lema 8 obtenemos el resultado. 

Terminarnos ·la sección con otro resultado que usaremos mas adelante y que no 
demostraremos, la prueba puede ser encontrada en [M2j. 
Proposición 10 

Si s : llR 2 
_, i\<I es una superficie paramctrizada, y V es un campo a lo largo de la 

superficie entonces 

§ 4 Campos de Jacobi 

Los campos de Jacobi jugarán un papel fundamental en las demostraciones de los 
teoremas de Hadarnard y de Cartan. Comenzemos considerando la siguiente super
ficie pa.rarnetrizada. 

f(t,s) = expp(tv(s)) 

Donde v(s) es una curva en TpM con v(O) = v y v1(0) = w. Considerarnos sobre 
la geodésica 1(t) = expp(tv(O)) el campo de vectores, a lo largo de esta, J(t) = 
~(t,O) = d(expp)tu(tw). 

/~ 

Intuitivamente J(t) "empuja" la geodésica 1(t) a otra geodésica cercana que co
mienza en p y sale con dirección v + e:w 

~reposición 11 

El campo J(t) considerado anteriormente satisface la ecuación 

v;/ + R("t', Jh' =O ecuación de Jacobi 

Donde R(1',Jh' es el tensor de curvatura. 

· Para probar esta afirmación necesitaremos el siguiente lema, su demostración se 
puede encontrar en la página 59 de [C2]. 
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Lema 12 

En una superficie parametrizada f(t, s) tenemos: 

Demostración (Proposici6n) 

#i-(~) =O pues f(t,s 0 ) es una geodésica. 

0_nna¡_nna¡ R(a¡a¡)a¡ () 
- ds di a¡ - di ds a¡ + a¡' as a¡ * 

( **) 

n 2 
(º!) ( , ) , = dt 2 as + R 1 ,J 1 

La i.gualdad ( *) es por la proposici6n ( 10) y la ( **) por el lema (12). 

Definición 5 Un campo a lo largo de una geodésica que satisface la ecuaci6n 
anterior se llama campo de Jacobi. 

Como veremos mas adelante, todo campo de Jacobi que empieze en cero se puede 
obtener de manera análoga. 

Lema 13 

Todo campo de Jacobi J(t) queda determinado por J(O) y ~{(O). Demostración, 
sean e¡(t) campos ortonormales y paralelos a la geodésica en cuestión. Escribimos 
J(t) =E f¡(t)e¡(t) y si definimos a¡,i(t) = (R(1', e¡)¡', ei)· Entonces: 

. i 

~;; = ~ f/'(t)e¡(l) 
1 

Y la ecuaci6n de Jacobi es equivalente al sistema de ecuaciones 

1J'(t) + Lªi,i(t)f¡(t) =o (j=l ... n) 

Y por lo tanto J(t) queda determinado por sus condiciones iniciales. 

Afirmamos ahora que jtJ(t)lt=O = w Donde J(t) esta construido apartir de la 
superficie parametrizada considerada anteriormente. 

na¡ n · D -- = -(d(expp)tu(tw))) = -d (td(expp)tu(w))) 
dt os dt t 

D = d(expp)tu(w) + t dt (d(expp)tu(w))) 
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valuando en t = O obtenemos que 

Corolario 14 

Un campo de Jacobi que se anula en cero, esta dado por 

Definición 6 Sea 1 : [O, a! -+ M una geodésica; decimos que '"f(t0 ) (to E (O, a]) es 
un punto conjugado de 1(0) a lo largo de 1 si existe un campo no identicamente 
cero que se anule en 1(0) y en 1(to). 

Teorema 15 

Sea 1: [O, 1¡ -> Muna geodésica t0 E (O, 1¡, entonces 1(t0) es un punto conjugado 
si y sólo si va = ta1'(0) es un punto crítico de la exponencial. 

Por el corolario 9 J(t) = d( expp)t,•(o) (t( ~{(O))). Si J(t0) ==O entonces la diferencial 
.se a.nula en un vector distinto de cero y por lo tanto la exponencial tiene ahí un 
punto critico. 

Y si w esta en el nucleo de la diferencial en el punto t01'(0) Construimos un campo 
de Jacobi que se anule en 1(to). 

Como una primera aplicación de los campos de Jacobi probemos el siguiente 

Teorema 16 

Sea M" una variedad completa, simplemente conexa con curvatura secciona) menor 
o igual que cero. Entonces !vf 11 es difeomorfa a ~ 11 • Antes dos Lemas 

Lema 17 

Sea M 11 una variedad completa con curvatura secciona! no positiva, entonces expP : 
TpM -+ M es un difcomorfismo local. Por el teorema (15) basta ver que no hay 
puntos conjugados. Sea 1 una geodésica, supongamos que hay un campo de Jacobi 
con J(D) = J(to) =O, veamos que J =O. 

-J((Jd) IDJ¡2 o 
= p¡211112 - {J, 1') + Tt ~ 

Lo que implica que (J, ~{) es no decreciente, sin embargo 

luego (J, ~{) = O. Ahora: 
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d. DJ 
;¡¡(J(t),J(t)} = 2(J, dt) ==o 

Y por lo tanto jJ(t)! es una constante y en consecuencia J(t) =O. 

Lema 18 

Sea !vi una variedad completa, f : A! -+ N un difcomorfismo local que expande e; 
el siguiente sentido; para todo p en M y todo ven TpM se tiene que jdfp(v)l 2 juj. 
Entonces f es una proyección cubriente. 

Por una propiedad de los espacios de cubrientes basta ver que f levanta arcos. Ver 
(Cl), página 382. 

Consideremos una curva e : ¡o, ll -• N y q en M tal que J(q) == c(O), por ser un 
difcomorfismo local e puede ser levantada n e por lo menos en un intervalo [O, e). 
Por la misma razón el conjunto de puntos en [O, lj ni que puede ser levantada es un 
conjunto abierto de la forma [O, t0). Si mostramos que la curva puede ser levantada 
también en to habremos terminado. Puesto que el conjunto sera' abierto y cerrado. 

Sea tn una sucesión creciente convergente a t0 , afirmamos que c(t,.) esta contenido 
en un compacto en Af. Pues de no ocurrir esto tendríamos que: 

(n de (" de (" de 
lo,tn(c)=fo ldtjdt==Jo jdf.:(tJ(dt)!dt2Jo ldtldt 

?: d(c(tn),c(to)) 

Y como Mes completa d(c(tn),c(to)) -+ oo. Por lo tanto la longitud del arco de 
c(O) a c(tn) sería arbitrariamente grande lo que no es posible. 

En consecuencia existe un punto de acumulación r de c(t 0 ), escogemos una vecindad 
de r donde f sea biyectiva. Consideramos un levantamiento de e empezando en r. 
Esto es posible ya que f(r)== c(t0). Los levantamientos coinciden por ser J biunivoca. 
Entonces e se extiende a t0 • . 

Demostración del teorema 16 

Como M es completa, expp : TpM -+ M esta bien definida y es sobre. Por el 
lema (17) es un difcomorfismo local. Esto permite introducir una métrica en TpM 
de mnnera que expp sea una isometría local. Esta métrica es completa pues las 
geodésicas pasando por el origen son las mismas rectas, ya que una isometría local 
manda geodésicas en geodésicas. De lo que se concluye que Expo : ToTp.tVf -+ TpM 
esta definida para todo vector. Usando (a) implica (d) del teorema de Hopf-Rinow, 
obtenemos que la métrica es completa. 

Por el lema (18) expp : TpAf -> M resulta ser una aplicación cubriente y como M 
es simplemente conexo, concluimos que expp es un difeomorfismo. 

§ 5 Teorema de Cartan 

El teorema egregio de Gauss afirma que si dos superficies son isométricas entonces 
sus curvaturas se corresponden. El teorema de Cartan es el recíproco local de este. 
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Mas precisamcnt.e, sean M y 1ÍJ dos variedades de la misma dimensión, p y p en 
M y M, i : TpM -+ TpÜ una isometría lineal, y f : V e M-+ !lf definida como 
f = exp¡; o i o exp¡; 1¡ definida en V una bola normal en suficientemente chica para 
que exp¡; este definido en i o exp¡;1 (V). Para todo q en V existe un única geodésica 
normalizada¡ tal que "Y(O) = p y ')'(t) = q. Denotamos por P1 el transporte parelelo 
a lo largo de¡, finalmente sea rJ¡1 : TqM-+ T¡(q)M definido como <Pt = P1 o i o p1-

1 

Teorema 19 (Cartan) 

Sean R y R los tensores de curvatura de M y Ü¡ con las notaciones de arriba 
si para todo q en V y para todos x, y, u, v en TqM se tiene que (R(x, y)u, v) = 
(R(</i1(x),<,t11(y))q11(u),<¡11(v)l, entonces f: V-> /(V) es una isornetría y dfp = i 
Demostración: Sea q en V y ven TqM, consideramos')' : [O, I] -+ M la geodésica que 
une a p con q contenida en V. Construimos un campo de Jacobi tal que J(O) =O 
y J(l) =v. Definimos j(t) = </>1(J(t)). 
Afirmamos que Í(t) es un campo de Jacobi. Para ver esto construirnos e¡(t) ¡ i = 
1 ... n ( e0 = ')'1) campos ortonormalcs paralelos a lo largo de ')'. Si hacemos é¡ = 
ef>1(e¡(t)) entonces estos son campos paralelos ortonormales a lo largq de ;y. por 
lo tanto si J(t) = ¿ y¡(t)e¡(t) obtenemos que Í(t) = ¿ y¡{t)é;{t). J satisface el 
sistema de ecuaciones 

j = 1 ... n 

Y por la hipótesis sobre la curvatura tenemos que j satisface 

j = 1 ... n 

Concluimos que Í(t) es un campo de Jacobi. Allemás como el transporte paralelo 
es una isonietrla tenemos que jÍ(l)I = IJ(l)I 

Solo falta mostrar que dfp(v) = Í(l). Tenemos que D~f0l = i(D~fºl) pues 

DÍ(O) = lim i(o) - P1-
1(Í(t)) = lim i(J(O)) - i(P1-

1(J(t))) 
dt 1-0 t 1-0 t 

= i(DJ(O)) 
dt 

Por otro lado por el corolario (14) tenemos que 

y 
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Por lo tanto 

- DJ 
J(l) = d(exp1;) 111¡o¡(li( -;¡¡-(O))) 

= dfq(J(I)) = dfq(v) 

Demostremos ahora el siguiente 

Teorema 20 

Sea M" un variedad un variedad completa y de curvatura secciona! -1. Entonces el 
recubrimiento universal .iÜ de M" con la métrica de recubrimiento es isométrico a 
H". 

iI es una variedad simplemente conexa con curvatura secciona! -1. Fijemos puntos 
p E H", y p E Ü, y una isometría i : TpH" -+ T¡,JÚ¡ consideremos ahora f = 
exp¡i o i o ( expp )- 1

• Por el teorema de. Hadamard la función esta bien definida y es 
un difeomorfismo. Por el teorema de Cartan f es una isometría, ya que como por 
hipótesis, las curvaturas seccionalcs son iguales, por lo tanto, por la proposición 9, 
los tensores de curvatura son iguales. 

Por el teorema de Hadamard expp : TpM -+ !11 es una proyección cubriente si 
lvf es de curvatura no positiva. Y si esta es constante igual a menos uno Tplvf 
con la métrica de la cubriente es isométrico a H". Tenemos pues p : H" -+ M" 
una proyección cubriente que es localmente una isometría. Consideremos ahora el 
grupo G = {! : H" -+ Hn homemorfismos de recubrimiento} conviene recordar 
que tales f. son isometrías pues como p = p o f podemos, localmente despejar a f 
como composición de isometrías. Además se tienen las siguientes dos propiedades: 

i) Si J E G y f (x) = x para algun x entonces f es la identidad. 

ii) Tomamos Ux una vecindad donde p sea un difcomorfismo entonces J(U,,)nU,. = 0 
para toda f E G distinta de la identidad . 

. Demostración (i) Supongamos que f (x) = x, sea y E H" tomamos una curva 
a : [0, 1] -+ H" que una ax con y. Definimos f3 = p o a. El levantamiento de f3 que 
empieze en f(x) termina en J(y). Por hipótesis f(x) = x y como el levantamiento 
de una curva ,dado el punto incial, es único concluimos que J (y) = y. 
Para demostrar (ii) supongamos que w E J(U,,) n U,, entonces p(f(w)) = p(w) y 
como pes uno a uno en esta vecindad tenemos que f(w) = w que por (i) implica 
que J es la identidad. 

Es decir G actua libre (i) y discontinuamente (ii) en H". Por lo tanto H" / G tiene 
una estructura natural de variedad diferenciable. Donde TI : H" -+ H" / G es una 
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aplicación difcrcnciable. Además es posible introducir una métrica en sn¡a de la 
siguiente manera. 

Sean q E Hn f G y v, w E Tq(Hn /G) escogemos p EH" tal que IT(p) = q definimos 

Esta bien definido porque las trnnsformaciónes de cubierta son isometrías. (En la 
próxima sección lo veremos con mas detenimiento.) 

Por construcción I1 es una isometria local; es una pregunta natural que tienen que 
ver lvfn y Hn /G. Recordemos que G es el grupo de transformaciones de cubierta 
de p : Hn -+ Mn. 

Definamos 
g: 11r-. Hn¡c como f(q) = IT(r) 

donde r E p- 1(q),la función esta bien definida ya que sir' E p- 1(q) existe f trans
formación de cubierta tal que J{r) = r', en consecuencia TI(r) = IT(r'). Es focil 
verificar que es inyectiva y sobre. Además es una isometría local y por ser difeo
morfismo es una isometría global. Demostramos entonces el siguiente 

Teorema 21 

Si lvf" es una variedad completa de curvatura constante negativa entonces esta es 
isométrica a H" / G donde G es un grupo libre y discontinuo de isometrías de H". 
De hecho G es isomorfo al grupo fundamental de M". . · 

Este teorema será fundamental en lo que resta del trabajo. Para finalizar la sección 
consideremos la siguiente situación. Supongamos que tenemos p : M -t N una 
proyección cubriente. Sea G el grupo de transformaciones de la cubierta. 

Definición 7 Una función f : M-+ ~ es G-invariantc si para toda g E G tenemos 
que f{g(x)) = f(x). · 
Proposicion 22 

Las funciones F : A.f -+ ~ G-invariantes esta.u en correspondencia uno a uno con 
las funciones f: N-+ ~. 

Sea F.: M -+ ~ G-invariante definimos f : M -+ ~ como f(q) = F(r) donde 
p(r) = q. No depende de la elección de r pues si p{r') = q existe una transformación 
de cubierta g: M-> lvf tal que g(r) = r' en consecuencia F(r') = F(g(r)) = F(r). 
Inversamente ~i f : N -+ ~ definimos F { r) = f (p( r)) ~sta es G-invariante pues para 
'toda g E G se tiene que F(g(r)) = f(p(g(r))) == /{p(r}} == F(r} 
Observese que por construcción bajo la correspondencia definida F --. f tenemos 
que F(r) == f(p(r)) . . 
Definición 8 En el mismo contexto, decimos que una métrica, un campo son 
G-invariantes si, respectivamente 

(V,W)x = (dgxV,dgxW) 9 (i) 

V(g(x)} = dg(V(x}} 
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Nótese que la G-invarianza es equivalente a que el grupo G sea un grupo de 
isometr(as. 

Proposición 23 

Las métricas· y los campos O-invariantes en 111 estan, respectivamente en correspon
dencia uno a uno con las métricas y los campos en N. 

Misma prueba que antes, sean { } V invariantes en AJ 

Definimos 
{u, w}q =(V, H') 

u(q) = dpr(V(r)) 

Donde p(r) = q y dp.(V) =u dp.(W) = w. Están bien definidos por la invarianza. 
Inversamente dadns una métrica o un campo en N definimos los correspondientes 

(V, W)r = (u,w)p(r) 

V(r) == u(p(r)) 

Notese nuevamente que bajo la correspondencia establecida tenemos 

(dpV, dpW}p(r) == (V, W) r 

v(p(r)) = dpr(V(r)) 

Y que esta primera condición es la definición de que p sea una isometría local. 
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CAPITULO 2 

ERGODICIDAD 

Introducción 

En la primera sección de este capítulo definimos los conceptos básicos de análisis 
que utilizaremos como lo son una u-álgebra, una medida, e integrales. Después 
probamos el Teorema de BirkholT y algunos corolarios importantes. Finalmente 
introducimos el concepto de ergodicidad, damos luego definiciones alternativas y 
condiciones para verificar la ergodicidad de un flujo. 

§ 1 Definiciones de Análisis 

Definición 1 Una u-álgebra 2l sobre un espacio X es una colección de subconjuntos 
de X que satisface 

i) X E Ql. 

ii) Si E E 2l entonces X - E E 2l. 

iii) La unión numerable de conjuntos en Ql esta en 21. 

Definición 2 Una transformación T : X--> Y con u-alg~bras 2l, 113 respectivamente, 
es medible si para todo B E 113 se tiene que r- 1 (B) E 2l 

Definición 3 Una medida ¡i sobre una u-álgebra 2l es una función 

µ: 2l -dHJ {oo} 

Tal que 

i) µ es no negativa 

ii) Si {En} es una colección numerable y E¡n Ei = 0 para i f:. j entonces µ(UEn) = 
l:(E,.) 
n 

iii) Para evitar trivialidades suponemos que existe un A E 2l tal que µ(A) < oo 

Una medida µ sobre 2l un u-álgebra de X permite hablar de ia integral de una 
función f : X -> ~ medible. Descrito brevemente el proceso es el siguiente¡ supon
gamos que s es positiva y que el rango de s es un numero finito de puntos, a esta 
funciones las llamamos simples. En este caso definimos 

En el caso de una función f no negativa definimos 



r f dµ = sup r sdµ dondes es simple 
lx •<! lx 

Y finalmente para una función arbitraria definimos primero 

f (x) = { f (x) si f(x) 2: O 
+ O si f (x) <O 

{
O sif(x)>O 

f-(x)= -f(x) sif(x):::;o 

Y entonces 

/, Jd¡L = r I+dµ- r J_dµ 
x Jx lx 

Y lo único que pedimos es que alguna de las dos integrales sea finita .• 

También es posible definir la integral de una función solo sobre un cierto conjunto 
medible E, 

r Ú1L = r XEÍ dµ Js Jx 
donde XE es la función característica de E. 

Definición 4 Al conjunto de funciones tales que 
1 

L lfldµ < 00 

lo llamamos L1(µ) 
Definición 5 Al conjunto de funciones tales que 

fx 11J"dµ < 00 

lo llamamos LP (µ) 
Si P es una cierta propiedad, por ejemplo f = g diremos que es cierta en casi todo 
punto (abreviaremos c.t.p.) si el conjunto de puntos donde no se satisface esta 
contenido en un conjunto de mediJa cero. Nótese que si J = g en casi todo punto 
en E tenemos que 

r Jdµ= r gdµ 
JE JE 

Ya que 
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¡~u -g)dµ, = L u -g)dµ, = º 
Donde N ="{x: J(x) f= g(x)} y la última igualdad es que por hip6tesis ¡t(N) =O. 

§ 2 Teorema de Birkhoff 

Cuando la medida total de un espacio X es uno lo llamaremos espacio de proba
bilidad. De aqui en adelante y por todo el resto del capítulo supondremos que los 
espacios son de probabilidad. 

Sea T : X -+ X una transformación medible. Una pregunta fundamental de los 
sistemas dinámicos en general es : ¿Que pasa con la órbita de un punto Tn(x) 
cuando n -• oo ? ¿ La órbita es periódica'? ¿ Es densa ? O, ¿ Cual es el w-límite ? 

Una manera de atacar el problema es tomando una función f : X-> ~y considerar 
los promedios sobre las distintas órbitas 

1 ·~ . 
lim - '\' J oTl(x) 

n-oo n f._, 
j=O 

(1) 

Al variar las J nos podemos dar una ideade que pasa con la órbita de un punto. 
· Por ejemplo con f = XE donde x E es la función característica de E un subconjunto 
medible. El límite (1) si existe, nos mide intuitivamente cuantas veces pasa x por 
E. El teorema de Birkhoff da condiciones para que el límite (1) exista. 

Definición 6.· Una transformación T : X --+ X pre3erva la medida si para todo E 
en 2! se tiene 

µ,(E) = µ,(T- 1 (E)) 

Teorema 1 (Birkhoff) [C3] 

Sea (X,2!, µ,) un espacio de probabilidad, T : X --+ X uria transformación que 
preserva la medida, y f en L 1(¡t) entonces 

n-1 

lim ~ E f(Ti(x)) e.xiste en c.t.p. 
n-+CXJ j=O 

Para probar el teorema, necesitaremos el siguiente lema conocido como el teorema 
ergódico maximal 

Lema 2 

Sea J en L 1(µ,) si definimos 

n. 

A(!) = {x: sup L: f(Ti (x)) >O} 
n~O j=O 

entonces 
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! fdµ;:: o 
J\(/) 

Demostración (Lema) 
n-1 

Sea Sn(x) = L; f(Ti(x)) ; So(x) =O 
j=O 

Y 4>n(x) = max {So(x) ... Sn(x)} 
9~(x) =max {Si(x) ... Sn(x)} 

Tenemos 

Tomando máximos O :5 k s; n - 1 obtenemos en el lado izquierdo 

n 

Sk(T(x)) = max {O,J(T(x)), . .. , L f(TÍ(x))} 
ma:t 0$k::;n j=O 

n 

= max {J(x), f (x) + f (T(x)), ... , L f(TÍ(x))} - f(x) 
f=l 

= .P~+l(x) -· f(x) 

Y en el lado derecho 

n+l 

Sk+l (x) - f(x) = max {!(x), ... , L !(Ti (x))} - f(x) 
ma:i: 0$k::;n j=l 

n+l 

= max{O, ... , L f(Tf(x))} 
i=l 

= .Pn(T(x)) 

·Deducimos 

4>~+l(x) -f(x) ~ .Pn(T(x)) 

Tenemos 

f(x) = .P~+ 1 (x) -.Pn(T(x)) ~ 4>~(x) - rPn(T(x)) 

(2) 

(4) 

(5) 

Sea An = {x E X: <Pn(x) >O} entonces A(f) = UAn por lo.cual para demostrar el 
n 

lema basta ver que para toda n : 
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Tenemos pór (5) que : 

f fd¡i 2: f efi~(x)dµ - f efin(T(x)) 
An 1\n An 

(6) 

Ahora bien si x E .:In tenemos, efi;,(x) = .Pn(x) y si x r/:- An tenemos que ef>n(x) =O, . 
con lo cual 

J ef>~dµ = f efi,.(x) 
An X 

Y por ser ¡/J,. no negativa 

l. efin(T(x))dµ S L efi,.(T(x))dµ 

Por lo tanto 

f f dµ 2: /, ef>,.(x)dµ - /, ef>,.(T(x))d¡.t 
An X X 

Pero como T preserva la medida tenemos que 

L ef>,.dµ = L t/>n O Tdµ. 

Prueba del Teorema 1 

Sea E(a,b) = {x: Jiminf }.Sn(x) < a,limsup ~Sn(x) > b} definimos 

(x) = { f(x) - b Si x E E(a,b) · 
g O Si x 1:- E(a, b) 

Afirmamos que A(g) = E(a,b), siendo A(g) el conjunto construido en el lema para 
g. 

Para ver esto: 

A(g) = {x: sup S,.(x,g) >O} 

1 . = {x: sup- S,.(x,g) >O} 
n 

1 = {x: sup- S,.(x, !) > b} 
n 
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Y como limsup::; sup obtenemos que E(a,b) e A(g). Para ver la otra contención 
mostremos que x r{. E(a,b) implica que Ti(x) f. E(a,b). 

1 n-1 . 1 "..::.! . 1 j-1 . 

limsup - L J(TJ+k(x)) = Jimsup - L f(Tl+k(x)) + lim - L f(T1 (x)) 
n n n 

k=O k=O i=O 

l n+j-1 l n+j-1 

limsup- L f(Tk(x)) = lim ~ limsup - L J(Tk(x)) 
n k=o n + 1 n k=O 

l n+j-1 . 

= limsup --. L f (Tk(x)). 
n + J j=O 

Obtenemos limsup ~S,.(Ti(x)) = limsup ~S,.(x) y analogamente 

liminf ~Sn(Ti(x)) = liminf ~S11 (x) 
Esto muestra que si x r{. E entonces S,. ( x, g) -= O y por lo tanto sup Sn ( x, g) = O y 
de aqui que x rf. A(g). Por lo cual obtenemos E(a, b) = A(g). 
Observación 1 Nótese que de existir el límite (1) probamos que este es el mismo 
sobre puntos de la misma órbita. · 

Por el lema 2 tenemos 

O sea 

! gdµ 2'. o 
A(g) 

( (f-b)dµ;:::O ( fd¡L~bµ(E(a,b)) 
} E(a,b) , } E(a,b) 

Si ahora consideramos la función 

h(x) = { a
0 

- f(x) si x E E(a, b) 
Si x rf. E(a,b) 

(7) 

obtenemos nuevamente que A(h) = (a, b) y aplicando de nuevo el lema concluimos 
que 

( (a - J)dµ;::: O y ( J dµ::; aµ(E(a, b)) 
J E(a,b) } E(a,b) . 

(8) 

Las desigualdades (7) y (8) implican que la medida de E( a, b) es cero dejando correr 
a, b en los racionales obtenemos el teorema. 
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Corolario 3 
n-1 

Si festa en LP(µ), entonces j+(x) = lim -!, I:; f(Ti(x)) pertenece a LP(µ) y 
n-oo i=O 

satisface 

i) Íx j+dµ = Íx f dµ 

ii) j+(T(x)) = j+(x) 
Demostración 

Tenemos que 

n-1 

¡j+(x)IP :5 }~r¿,(~ L IJ(Ti(x))l)P 
i=º 

Entonces para ver que j+ esta en LP(µ), como ¡j+(x)IP es positiva basta ver que 
este último límite define una función integra.ble. Por el lema de Fatou tenemos: 

. ( )p ( )p l n-1 l n-1 r lim - L IJ(Ti(x))\ dµ $ liminf r - L IJ(Ti(x))I dµ 
Jx n-oo n i=O Jx n i=O 

n-1 n-1 

=liminfl!~ Llf(T1 (x))ll\~ $liminf(~ LllfoTillp)P 
n n 

j=O i=O 

n-1 

=· liminf(~ L l\Jll)v)P = llJ\I~ 
n 

j=O 

La igualdad * es porque T preserva la medida. Con lo cual obtenemos: 

(9) 

Para probar (i) del corolario 3 consideramos el conjunto. C(a,b) = {x E X: a< 
j+(x) < b} Definimos nuevamente 

g(x) = { of (x) - b Si X E C(a, b) 
Si x 1 C(a,b) 

Volvemos a tener que A(g) = C (a, b) con lo cual aplicando el lema 2 como en el 
teorema 1 obtenemos · 

1 fdµ :5 bµ(C(a,b)) 
C(a,b} 
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De Ja misma mariera concluimos que 

Por lo tanto 

aµ(C(a,b)) $ { fdµ 
Jc(a,b) 

aµ(C(a,b)) $ f fdµ $ bµ(C(a,b)) 
C(a,b) 

además por definición 

aµ(C(a,b)):.5 f f+d¡i::;bµ~(a,b) 
Jc(o,b) 

concluimos: 

1 
r j+dµ _ r 1 dµ/ s (b - a)µ(C(a,b)) 

Jc(a,b) Jc(a,b) 

Si fijamos un número natural q y co~sideramos a y b de la forma f.,~ con p 
entero obtenemos: . · 

Debido a que la medida de X es uno. Haciendo tender q a infinito se sigue que 

La demostración de la segunda afirmación, esta ya hecha en la prueba del teorema 
cuando probamos que si x no estaba en E(a, b) implicaba que sus iteradas tampoco 
estaban, probamos de hecho que los promedios coincidían (Observación 1). 

Lo que nos interesará posteriormente sera estudiar la órbita de un punto pero no a 
través de una función sino a lo largo de un flujo rp1. El promedio de una función f 
en L 1(µ) sobre la órbita de un punto será: 

. 11T ¡+(x) = lim -T f(ip 1(x))dt 
T-oo o 
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Definición 7.-Un flujo rp en X preserva la medida si ip 1 preserva la medida para 
todo t E R. ·· 

Teorema 4 (Birkhoff para flujos) 

Sea (.\",'Ji,µ)"un espacio de probabilidad, <p un flujo que preserva la medida. Entonces 
para toda f en L 1 (µ) el siguiente límite existe en casi todo punto. 

- 11T ¡+(x) = lim - f(rp 1(x))dt 
T-oo T 0 

Demostración 

Definamos la siguiente función: 

F:X-+~ 

Afirmamos que: 

l n-1 l 1n 
- ), F(rpi(.i:)) = -- f(rp1(x))dt 
n:...J 11 0 j::O 

Ya que 

1 ".=.! . 1 n-1 r 1 . 

- LF(1p1(x)) = - L Jo f(ip1(ip1(x)))dt 
n i=O n i=O o 

n-l¡f+I 
= ~ ¿: . J(rp1+i(xJJdt 

j=O J 

11º = - f(ip 1(x))dt 
n o 

De esta manera 

11T 1 n-1 . 
lim - f(ip 1(x))dt = lim - 2: F(rp1 (x)) 

T-oo T o n-co n . 
J=O 

Lo que queda por hacer es demostrar que Festa en L 1 (µ), y luego aplicar el teorema 
de Birkhoff para el caso que ya probamos. Para demostrar esto utilizaremos el 
Teorema de Fubini. 

Teorema 5 (Fubini) 

· Si (X, 2!, µ) y (Y,QJ,>.) son espacios a-finitos (unión numi:rable de conjuntos de 
medida finita) y g es una función 2!xl23 medible. 
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Y si definimos · 

, ¡/J(y) == r gydµ 
lx 

Donde g:r, : Y -> ~ definida como g:i(V) = g(x, y) y gy : X --> ~ definida como 
gy(x) = g(x, y). Entonces ef¡ es 2l-medible, !/J es 23-mcdible y 

r efi(x)dµ = r g(x,y)d(µ X,\)=! i/J(y)d,\ 
lx lxxY Y 

La demostración de este teorema escapa a nuestros propósitos. Una prueba puede 
ser encontrada en [Rl]. En nuestro caso (Y,23, ,\) sera el intervalo [O, 1] con los 
boreleanos (la O'-álgebra generada por lo abiertos) y la medi<la de Lebesgue. 

Definimos h : X x I--> ~como h(x,t) = f(ip'(x)). Supondremos que f es no 
negativa y en consecuencia h es no negativa para aplicar el teorema¡ posteriormente 
nos ocuparemos del caso general, h es 2!:<23 medible pues <p es continua y f es 
medible. Siguiendo el teorema obtenemos: 

Son medibles y 

ahora 

F(x) =la¡ f(ip 1(x))dt == fo
1 

hx(t)dt 

1/!(t) = l fo 1,/(x)dµ 

fx F(x)dµ = fo
1 

¡/J(t)dt 

,P(t) = l fo ipt(x)dµ :::: l f dµ = r < oo 

Donde la segunda igualdad es porque ip 1 preserva la medida. Con lo cual obtenemos 

L F(x)d¡i = fo
1 

rdt = r (10) 

Lo que implica que f esta en L 1 (µ). Para ver el caso general dividimos a nuevamente 
f en su parte positiva y en su parte negativa. 

De esta manera f = !+ - f- Y 

F(x) = { /1/(x)dt == la
1 

!+'P'(x)dt -11 

f _ip
1(x)dt 
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Si definimos F1 = f0
1 

/ +1/(x)dt y F2 :::: f0
1 f _ip1(x)dt obtenemos que F1 yF2 es

tan en L1 (µ) y en consecuencia F tiene integral finita, con lo cual terminamos la 
demostración del teorema 4. 

Corolario 6 

Si festa en LP(µ) entonces j+(x):::: lim ~ J
0
T f(ip 1(x))dt esta en LP(µ) y 

T-oo 

i) fx j+aµ = fx f d¡t 

ii) j+(1/(x)) = j+(x). 
Para probar la primera afirmación notese que de la fórmula (9) si f esta en LP(JL) 
entonces Festa en V'(µ) y que 

n-1 
- i ¿ . ¡-t(x) = liin - F(ipl(x) 

n-ao n 
f=O 

(11) 

y luego aplíquese el corolario (3). Pam probar (i) tenemos nuevamente por la 
fórmula (11) y por (i) del corolario 3 que 

r ¡+aµ= r f'+dµ= r Fdµ 
fx Íx fx 

Ahora recuerdes e que por la ecuación ( 10) J x Fdµ = r = J x f d¡t. Finalmente (ii) 
se prueba igual que antes. 

Demostremos ahora el siguiente: 

Teorema 7 

El promedio orbital del flujo es el mismo hacia adelante que hacia atrás, es decir, 
para toda f en L1(¡i) se tiene que j+(x) == j-(x) en casi todo punto. Donde 

¡- = lim f. f
0
T f(ip- 1(x))dt 

T-oo 
Basta tomar funciones positivas pues descomponiendo como antes en su parte posi
tiva y en su parte negativa obtenemos que¡+ = it- i"!. y¡- = I+ - r:.; entonces 

si tuvieramos n = l:; y ¡~ :::: l: concluimos que j+ == ¡-. 
Para demostrar el teorema necesitaremos los siguientes 

Lema 8 

Si festa en L 1(µ) y f 2 O hay una sucesión f,n en L 2(µ) que tiende a f en norma 
uno y que /m es menor o igual que /. 

Teorema 9 
l 

El espacio vectorial L2(¡1) con el producto interior (/, g) = ( fx 11 gjdµ) • es un 

espacio de Hilbert. Es decir es un espacio vectorial con producto interior, completo 
con la norma inducida por este. 

Teorema 10 

· Si H es un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de H entonces H se descom
pone como suma directa de M y el ortogonal a M (~I -L) 



La demostración <le! lema la dejaremos para después. Las demostraciones de los 
teoremas O y 10 pueden ser encontradas en [RlJ. 
Continuando con la demostración del teorema 7, tomamos una sucesión f m de las 
características del lema 8, tenemos que 

11T 1 ¡T = lim -
1
, f(ip 1(x))dt - lim -T fm(ip 1(x))dt 

T-oo 0 T-oo 0 

f+(x) - f,;.(x) = ¡j+ - l,;.r(x) 

Por (i) <lel corolario (6) tenemos 

Entonces la convergencia de frn a f en L1 (µ) implica la convergencia de j:._ a l+ · 
en L 1 (µ), analogamente la primera condición implica la convergencia de l;;. a j
en L 1 (µ). De esta manera basta demostrar el teorema. cuando f esta en L~(µ) ya 
que 

j ¡j+ - f-¡ = fx ¡j+ - l,;. + f,--;. - 1- + l,;. - f;,.!d11 

:::; r 1¡+ - l:.!dµ + r 11;;; - l-1d1d r 11,;. - l;;;¡dµ lx lx · lx 
:::; ~ + ~ +O si m es suficientemente grande 

Y de aquí que 111+ - J-11 1 = O lo que implica que l+ = 1- en casi todo punto. 
Para demostrar el teorema en L2 (µ) consideramos el subespacio F = {g : g E 
L2(µ), y g(ip'(x)) = g(x) c.t.p. para todas}. Fes cerrado, pues si consideramos 
una sucesión Yn en F tal que lim llYn - 91!2 =O. Tenemos: 

1 

l!gip' - Y!l2 = (L ¡gip'(x) - g(x)! 2dµ) 
2 

1 

= (L ¡gipª(x) - YnlP'(x) + Yn(x) - g(x)l2dµ) 
0 

' :::; (L ¡gip'(x) - 9n1Pª(x)j + !Yn(x) - g(x)l2dµ) 
0 
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(•) $(/X ¡gip'(x) - Yn'P'(x)i2d¡l)} + (L IYn(x) - g(x}l2dµ) ~ 

(**) = (fxig(x)-gn(x)i2d~L)! +(Lig(x)-g .. (x)i2dµ)t 

$ ~ + ~ si n es suficientemente grande 

La desigualdad ( *) es por la desigualdad de Minkowski, y la igualdad ( * *) es porque 
ip' preserva la medida. Concluimos que llY'P' -al12 =O y por lo tanto que gip• (x) = 
g(x) en ca.si todo punto. Con esto probamos que g esta en F y en consecuencia F 
es cerrado. 

Ahora utilizando los teoremas 9 y 10 consideramos TI : L 2 (¡t) -• F la proyección 
ortogonal. Mostremos que TI(!) = j+ , f = (! - j+) + j+ por (ii) del corolario (6) 
j+ esta en F tenemos que mostrar qne f - j+ esta en pJ.. Consideremos g en F 
entonces: 

r u_ ¡+)gdµ = J, 1 gd¡l _ r ¡+ gdµ lx x lx 

= /, j+g+dµ-f, j+gdµ 
X X • 

= L j+gcJµ - L j+gdµ = º 
Análogamente se prueba que j+ = TI(!) = j- , con lo cual concluimos que j+ = j+ 
en ca.si todo punto. 

Demostración del lema (8) 

Seaª"= f- 1(n, n + 1) y A11 = ¡- 1(0,n) definimos 

f (x) = { J(x) s~ x E An 
n O SI X E A~ 

Entonces fn esta en L 00 {¡t) y en consecuencia en L 2 (µ) además fn(x) ~ f(x) 
Demostremos que lim lif n - Jlli =O 

n-oo 

ll!n - !111 = f, lln - !lidµ= r fdµ 
X jA~ 

00 

Pero tenemos quefxfdµ =E fa fdµ < oo lo que implica que dado f >O existe 
j=O n 

00 00 

n tal que .L Jan f dµ < f y como ~ J
0
n f dµ = JA~ f dµ obtenemos el .resultado. 

J=n J=n 
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§ 2 Ergodicidnd 

Seguimos trabajando con espacios de probabilidad, si cp1 es un flujo con t E lí& 
decimos que. un conjunto E es rp-invariante si cp 1 (E) :: E para todo t en ~. 
Análogamente decimos que una función f : X--> ~ es cp-invariante si f(cp 1(x)) = 
J (x) para todo t en~. 

Definición 8 Un flujo cp es ergódico si todo conjunto invariante tiene medida cero 
o total. 

Teorema 11 

Sea (X,2t, µ) un espacio de probabilidad cp un flujo que preserve la medida entonces 
las siguientes propiedades son equivalentes : 

( i) cp es ergódica 

(ii) Si J esta en 1 1 (µ) y es cp-invariante entonces es constante en casi todo punto 

(iii) Si J esta en 1P(¡L) y es cp-invariruite entonces es constante en casi todo punto 

(iv) Para todo A y Ben Q1 vale que 

lim {T µ(cp- 1(A) n B)dt = µ(A)µ(B) 
T-ooJo 

(v) Para toda f en 1 1 (µ) se tiene que : 

j(x) = r f dµ c.t.p. lx 
Probaremos 

1 :::} 2 :::} 3 :::} 1, y 2 :::} 5 :::} 4 => 1 

1:::} 2 Sea f en 1 1(µ) cp-invariante. Definimos Ac = {x : f(x) ::; e} Por 'la inva
rianza de f concluimos que el conjunto Ac es invariante para toda c. Por ser cp un 
flujo ergódico tenemos que la medida de Ac es cero o uno. $i e < G tenemos que 
Ac f Ao con lo cual µ(Ac) ::; µ(Ac) Sea: 

K = sup{c: µ(Ac) =O}= inf{c : µ(Ac) = 1} 

Mostremos que f = K en casi todo punto. Consideremos ª" y bn sucesiones 
monótonas creciente y decreciente respectivamente que tiendan a K. Ahora 

µ({x: f(x) < I\}) = µ(UAa..J::; Lµ(Aa..J =O 
n 

µ({x: J(x) > K}) = µ(U(X -Ab..))::; :¿:µ(X -Ab..J =O 
n 

Con lo cual tenemosµ( {x: J(x) # 1(}) =O 
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2 => 3 Recordemos que Ll'(¡t} esta contenido en L 1(µ) por ser la medida finita y por 
lo tanto si festa en LP(µ) y es 'P invariante estara en L 1(¡t) y por (2) es constante 
en casi todo punto. 

3 => 1 Si A es ip-invariante concluimos que su función característica es ip-invariante. 
Esta es ademas acotada y por lo tanto esta en LP(µ) para toda p. Entonces x A =a 
en casi todo punto donde a es igual a cero a uno. Por lo tanto · 

¡t(A) = /, XAdµ =a 
X 

Lo que implica que µ(A) es cero o uno. 

2 => 5 Por el corolario (B) tenemos que /+ esta en L1 (µ) y que es 'P invariante. Í 
es constante en casi todo punto. Además por (i) del mismo corolario y porque la 
medida total es uno tenemos que: 

J f dµ = J Í = Í(x) c.t.p. 

5 => 4 Tenemos que lim ~ f0T XA'Pt(x)dt = ú = fx XAdµ =µ(A). Entonces: 
T-oo # 

µ(A)¡i(B) = µ(11) J xndµ = /, µ(A)xndµ 
X X 

= L ( )~1;., f far (X,\'Pt(x)dt) x8 dµ 

(1) = '.l,1~00 ~ L (1T(x,1('P
1
(x))dt) xadµ 

(2) = )~00 ~1T (fx XA('P 1(x))xndµ) dt 

= Jim ~ {T ( { X'P-'(A)Xndµ) dt. 
T->oo t lo l x 

= lim ~ {T /t(ip-1(A) n B)dt 
T->oo t lo 

La igualdad (1) es por el teorema de la convetgencia dominada ya que 

~ J{(XA'Pt(x)dt)xn ~ 1 y 1 esta en L1(µ) pues la medida de X en finita. La 
igualdad (2) es por el teorema de Fubini con la función h: [O, Tj x X-~ ¡¡g definida 
como h(t,x) = XBXA('P 1(x)). 
Finalmente 4 => 1 Si A es 'P invariante tomamos A y A" entonces 

µ(A)µ(A") = lirn .!._ {T µ(ip- 1(A) n Ac)dt == lim -T
1 {T µ(A n A")dt =O 

T->'."" T lo T->oo lo 
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Concluimos que µ(A)µ(Ac) =O lo que implica que µ(A) es cero o uno. 

Cuando tenemos una transformación medible T que preserva la medida, y fijamos 
un conjunto A medible podernos definir : 

( A) l
. #{j: OS;· S n: Ti(x) E A} 

T X, = 1m 
n-oo n 

El límite a la derecha nos mide intuitivamente cuantas veces pasa la órbita de x por 
n-1 

el conjunto A. Tenemos que r ( x, A) :::: lim * L: x tl (Ti ( x)) = i,1 . 1fotivados por 
n-oo i=O 

esto definimos, ahora para flujos el tiempo de estadía media como: 

Proposición 12 

Sea rp un flujo este es ergódico si y solo si parn todo A medible se tiene que r(x, A) = 
µ(A) pn.ra casi todo punto. 

Una manera de reformular el teorema es "Hay que verificar la propiedad (5) sólo 
en las funciones que son funciones características de algun conjunto medible para 
concluir la ergodicidad del flujo." 

Demostración 

Supongamos que rp es crgódico entonces en casi todo punto, tenemos: 

r(x,A)::::: X~1 == /, 'fAdµ = ( Xtldµ =µ(A) 
X f x 

Inversamente sea A un conjunto rp invariante supongamos que es de medida positiva, 
mostremos que es de medida total. Por ser A invariante obtenemos que r(x, A) ::::: 1 
para todo x en A. Por hipótesis sabemos que r(x, A) = ¡t(A) en casi todo punto 
pero por lo anterior r(x, A) es igual a uno en casi todo punto y por lo tanto la µ(A) 
es igual a uno. 

Los teoremas 11 y 12 tienen sus análogos para transformaciones en lugar de flujos. 
Las demostraciones son esencialmente las mismas, estas pueden ser encontradas en 
[Ml]. De hecho las pruebas aquí presentadas son adaptaciones de estas. 

El siguiente teorema muestra lo complicado y enmarnfiado que llega a ser un sistema 
ergódico. 

Teorema 13 

Sea (X,'i(, µ) un espacio de probablidad, rp un flujo que preseva la medida y ergódico. 
Supongamos ademas que X es un espacio métrico separable y que la medida de los 
abiertos no vacios es positiva. Entonces ca.si todas las órbitns son densas. 

Demostración 
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Sea Pm un conjunto denso en X definimos los conjuntos V,.(p,,.) == {x: d(x,pm) < 
~}y A(pm,n) = {x : 1/(i) 1- V,.(prn)para toda t} Veamos que µ(A(prn,n)) =O 
Por la proposición (11) sabemos que 

r(x, Vn(Pm)) == µ(, V,.(p,,.)) >O c.t.p. 

En particular para casi todo punto existe t tal que tp 1 (x) E Y,. (Pm) pues en caso 
contrario 

De esta manera definimos A == U A(prn, n) la unión sobre todas las n y m, luego 
µ(A)~ L µ(A(p,,.,n)) =O 

Pm1R 

Finalmente probemos que las órbitas de los puntos en X - A son densas. Sea x 
en X - A, y en X y V una vecindad de y. Entonces existen Pm y n tales que 
V,.(pm) C V y como x E X - A existe t tal que 101(x) E V,.(pm) e V. 
Para terminar con este capítulo demostraremos un teorema que necesitaremos en 
el próximo. 

Proposición 14 

Si existe un conjunto F denso en L 1(µ) tal que 

i{x) = fx f d¡L c.t.p. 

para todo f en F, entonces 'P es ergódico. 

Para probar la proposición necesitaremos el siguiente lema que demostraremos pos- · 
teriormente. 

Lema 15 

Si denotamos por fn(x) = ~ f0" f'P 1(x)dt entonces f,. converge a J en norma uno. 

Prueba (Proposición) Definimos J,. como en el Lema 15, por este tenemo~ que: 

ill- f./dµll¡::::: nJ~ 11/n - J fd¡Ljj¡ 

Por el teorema ( 11} ( (5) implica ( l)) nos basta ver que 

}i.n;., ¡¡¡,. - J f dµlli =o 

Sea gen F tal que llf - gll 1 < ~ definimos g,. como en·el Lema 15 tenemos que Yn 
tiende a g y por hipotesis 

11¡¡ - L gdp.111 = º 
Escogemos No tal que n > No implique 

i!Yn - l gdµi11 < i 
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Entonces 

llfn - r fd1tll1 :5 ll!n - Unll1 + llan - r gdµ1i1+1 r gdµ- r fdµI lx lx lx lx 

1 11" 11" llfn - Ynll1 = 1- fcp
1(x)dt - - gc/(x)dtldµ 

X n o n o 

:5 ~ L (fo" l(f - g)cp
1(x)!dt) dµ 

(1) =~fo" (L 1u- a)cp1(x)ld1L) dt 

(2) = ~fo" (L 1u - g)(x)ldµ) dt 

€ = 11!- all1 :S 3 
(1) Es por el teorema de Fubini, (2) es porque cp1 preserva la medida, ~hora 

1 r gdµ- { fdµ¡::; r la-fl=lla-!111:5: lx Jx . Íx 3 

Y si n > No obtenemos que : 

Prueba del lema 15 

Consideremos primero el caso en que festa en L"°(µ), tenemos por el teorema de 
Birkhoff que la secuencia li- f ni converge a cero en casi todo punto. Y que: 

~ 11" 11" lf(x)I :5 lim - lfcp1(x)idt :5 lim - llflloodt == 11/lloo 
n--.oo n o n ..... oo n o 

Por lo tanto llill.~, :5 11/lloo Y 

Ji - f ni :5 1 l!illoo + 11/lloo 1$2llilloo 

En consecuencia la suseción ¡j - f n 1 esta acotada por una constante y aplicando el 
teorema de la convergencia dominada obtenemos 

lim lli - fnll1 = lim { ¡j - fnldµ = { lim li - f nldµ =O 
11-00 n-oo} X J X n-oo 

En el caso general tomamos h en L00 (µ) tal que llJ - hilr < ~· Tal h existe por el 
Lema 7, no por el enunciado sino por la prueba. Escogemos N tal que· 
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Sin es mayor que N, entonces 

Por los mismos argumentos que en el teorema anterior obtenemos que 

Recordamos que por la fórmula (9) del corolario 3 que llÍl!i ::; ll!lli y como Í- h = 
(! - 1tr tenemos 

N N é 
11/ - hl11 s 111 - hlli::; 3 

Y sin es m·ayor que No obtenemos que: 

N é é é 
llJ - fnlli S S + 3 + 3 

Concluimos que/,. tiende a Í en L 1(µ). 
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CAPITULO 3 

FLUJOS GEODESICOS EN SUPERFICIES 
DE CURVATURA CONSTANTE MENOS UNO 

Introducción 

Este capítulo consiste en una serie de proposiciones para finalmente probar el Teo
rema de Hedlund - Hopf (Teorema 12 )que afirma: El ffujo geodésico en una superfi
cie compacta de curvatura menos uno es ergódico. Un bosquejo de la demostración 
puede ser una buena introducción para este capítulo. 

-Sea /lf una superficie compacta de curvatura menos uno. 

-El Teorema 21 del capítulo l nos permite ver a ,\[ como un cociente· de }[2 por 
un subgrupo de isometrías. Esta proyección permite definir una proyección de 
T1H2 -~ T1M 

-Definimos una medida "natural" invariante en T1 i\f. 

-Para verificar la ergodici<lad del flujo geodésico usaremos el Teorema 11 y la 
proposición 14 del capítulo 2; Es decir probaremos que para toda función continua 
f: T1/lf -•IR el promedio hacia adelante (j+) es constante en casi todo punto. 

-Construimos dos flujos mas (el horocíclico expansor <p~, y el expansor 'PD, cuyos 
campos, junto con el geodésico form<J.n una hase de TxT1H 2 para todo x en T1M. 
Como los campos son invariantes podemos definir los correpondientes campos en 
T1M. 

-Probamos que si Y esta en la órbita <le X bajo ip" (\:>") en T1 H 2 entonces la distan
cia entre Gi(X) y G,(Y) decrece exponencialmente cuando tes positivo (negativo). 

-Como consecuencia de esto obtenemos que los promedios de funciones f : T1fvf-> IR 
hacia adelante (hacia atras) de dos puntos en la orbita del horociclo contactor 
(expansor) son iguales. 

-Por el Teorema 7 del capítulo dos j+ (x) = j- (x) en casi todo punto. Ademas 
puntos en la misma órbita del flujo geodésico tienen promedios iguales tanto hacia 
adelante como hacia atras. La idea ahora, es adaptar el problema, gracias a que los 
campos son linealmente independientes a la siguiente situación en ~3 • Supongamos 

3 - -
que en ~ tenemos dos funciones reales 9 ¡, 92 u+'¡-) tales que 91 = 92 y 

i) 91 es constante en las recttis paralelas al eje X (f + es constante en la órbita del 

flujo contractor) 

ii) 92 es constante en las rectas paralelas al eje Y (f- es constante en la órbita del 

flujo expansor) 

iii) 91 , 92 son constantes en las rectas paralelas al eje Z (j-, j- son c9nstantes en 
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la órbita del flujo geodésico) 

Concluimos que g1 (j+) es constante pues si (x 1 , y1, zi), {x2 , Y2, z2} son dos puntos 
en l!l3 tenemos 

(1) (2) (3) (-1) (5) 
g¡(x1,Y1,z1) == Y1(x2,Y1,zt) == g1(x2,Y1,z2) == !72(x2,Y1,z2) == !72(x2,y2,z2) == !72(x2,Y2,z2} 

(1) es por (i) 

(2) es por (iii) 

(3),(5) pues g¡ = 92 

(4) es por (ii) 

Usando esta idea probamos que j+ restringido a un abierto es constante en casi 
todo punto. 

Finalmente por la conexidad y la compacidad de T1M .lo anterior implica que es j+ 
es constante en casi todo punto. 

§ 1 Medida en el Haz Tangente 

Primero definimos un producto interior en el haz tangente. Sea (p, v) E TM 
tomamos V, W en T¡p,u)TM. Escogemos curvas o:(t) == (p(t), v(t)), /J(t) == (q(t), w(t)) 
adaptadas a V y a W respectivamente; Es decir (p(O), v(O)} == (q(O), w(O)) == (p, v) 
y V=(p'(O),v'(O)) y H'=(q'(O),w'(O)). Definimos el producto interior en TM por 

Dv Dw 
(V, W)p,u == (dIT(V), dll(W))p + ( dt(OJ, -;¡¡(O))p 

Donde TI : T /..{ -; /..{ es la proyección¡ Y ~;' , ~~ son las derivadas covariantes 
de los campos v(t),w(t) a lo largo de las curvas p(t),q(t). El producto esta bien 
definido ya que la derivada covariante esta dada por la fórmula 

Dv == ~ (dvk ~rk .~.dp.') _!__ 
dt 0 dt + ~ "1 ] dt axk 

k i,j 

Es decir ~~(O) sólo depende de v(O) y de las derivadas de v(t) y p(t) en cero. 

Ya definida la métrica y cuando la variedad es O\Íentable (como en el caso de 
cualquier haz tangente ver [C2j )ob.tenemon una forma de volumen de la sie;uiente 
manera. Si la base esta positivamente orientad<\ defümnos 

Donde a;,j = (v¡, v¡). De esta manera podemos definir la medida integrando en 
pequeños abiertos 

µ(U) == /ú v(~)dxi ... d'I;" 
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Donde Ü es la iinagen de U bajo alguna carta positiva y p(x) = 11( 8~ 1 , ••• , ~) 
= (det(g¡,;))t. Al coeficiente p(x) se le llama densidad de la forma de volumen de 
las coordenadas usadas. 

Para verificar que no depende de la paramctrización escogida utilizamos el Teorema 
de cambio de variables para integrales. En efecto si h y f son dos parametriznciones, 
g¡,;Jli,j los coeficientes de la métrica y r es el cambio de coordenadas tenemos que: 

(1) 

Y como h == f or tenemos que g;; = dJ({/f¡) concluimos que g¡,f == (%;.}T(§1,k)(;;) 
Por lo tanto 

dr • dr 
(g¡ ·) = (-)(g1k)(-) 

'1 dx ' dx 

Se sigue que 

det(g¡,¡) = det(g1,k)(J( ::))2 
Concluimos por (1) que 

Por lo tanto el volumen (la medida) esta bien definida. 

Teorema 1 (Liouville) (ver (C3j) 

Sea lvf una variedad Riemaniana, F un campo y /1 su forma de volumen. Tomamos 
una carta donde F se escribe como 

x~ = F1 (x), ... , x~ = F,.(x) 

Y la forma /1 como 

11 = p(x)dx¡ /\ ... A Xn 

Entonce's ulia condición necesaria y-suficiente para que el flujo ip1, asociado al campo 
F preserve el volumen es que 

div pF = ~ d(pFk) =O 
L., dxk 

k 

Una prueba intuitiva del Teorema es la siguiente, por el Teorema de la divergencia 

( (F. n)pds == f div(pF)dxdy laR ln 
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Pensamos en el flujo de un líquido con densidad 
p(x) interpretando el lado izquierdo como la canti
dad de masa que entra a la región R. Obtenemos 
por un lado, que si la divergencia de pF es cero Ja 

cantidad neta de lo que entra es cero. Es decir al menos infinitesimalmente no entra 
mas masa de la que había. Inversamente si para cualquier región siempre entra lo 
mismo de lo que sale concluimos que para cualquier región JR div(pF) = O y por 
ser ésta arbitraria concluimos que la divergencia de pF es cero. 

A continuación la prueba del Teorema, podemos restringirnos sin pérdida de gene
ralidad a cuando los abiertos y el tiempo son pcqueiios. 

Tornemos U una vecindad coordenada de ,\[, J una función concentrada en U, es 
decir que su soporte este contenido en U. Tomamos T suficientemente pequeño 
para que f(cp 1(x)) también esta concentrada en U si lt/ <T. Para la invarianza de 
la medida es condición necesaria y suficiente que para todas estas f tengamos que 

r f pdx¡ ... dx,, = !. f (rp 1)pdx¡ ... dx,. 
jM M 

Es suficiente ya que si E es pequeiio con J = XE obtenemos que 

¡i(E) = ¡i(rp1(E)) 

Y la ecuación dos es una consecuencia de que rp 1 preserve la medida. 

La ecuación dos es equivalente a que para toda f se tenga que 

Tenemos que 

Ü =: r f('P 1(x))p(x)dx¡ ... dxn /t=O 
t jM 

= :!:_ r f(1/(x))p(x)dx¡ ... dx,. /t=O 
dt}u 

Valuando en cero obtenernos 

· [ n df 
O= L,-(x).F'k(x)p(x)dx1 ... dxn 

u 'dxk 
k=l 

tj l 

(2) 

(3) 



J ~ d(pF) 
(*) = ·- L., -d-(x)f(x)dx1 ... dxn 

U k=l Xk 

Entonces coino f es arbitraria, tenemos 

~d(pF) 
¿_, -- = div(pF) =O 
k=l Xk 

La igualdad ( *) es porque si definimos el campo h como f pF obtenemos por el 
Teorema de la divergencia que 

{ divh = ! h. ndS =O lu iJU 

Pues h se anula en la frontera por hacerlo f, luego 

1 " df J ~ d(pF) L -d (x)F(x)p(x)dx¡ ... dx,, + 2=-d-(x)f(x)dx1 ... dx0 =O 
U k=l Xk U k=l Xk 

Con lo que terminamos la demostración del teorema 1 

A continuación calculamos p(x, y, tv 1, w2 ) la densidad de la forma de volumen en las 
coordenadas canónicas de T H 2; Calculamos entonces la matriz (9i,i) de la métrica 
en TH 2 

a a Dv¡ Dvi 
=(dIT(-a ),dIT(-a )},,+(-d (0),-d (O)},, 

X¡ Xi t t 

Las curvas que tomaremos adaptadas a las curvas a iJ~; serán las propias curvas 
coordenadas. Usando nuevamente la fórmula de la derivada covariante y usando 
que los símbolos de Chritoffel en H 2 , según el apéndice 2, son: 

Obtenemos 
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Dva dt = (1,0) 

Dv4 dt = (0,1) 

Entonces la matriz del producto interior será 

( ,, 
..L+~~ o .::!.'1 

., ) 1P u• y• ys 
o J_ + w;+wi =!!!l. ~¡ 

u~ Y .. y• y• 

~ ~ 1 o y y• ?. 
~l ~1.. o 1 
y• y! u• 

Para calcular el determinante observamos que la matriz es de la forma 

o 
b 

V¡ V3) V2 V.¡ 
e O 
o d 

En consecuencia el determinante, es desarrollando por menores, 

= (v1v.1 - v2v3) 2 + abcd - advi - acv~ - bdv~ - bcv5 

En nuestro caso además 

a=b c=d V¡ = V4 

·Y obtenemos la fórmula 

= (v~+vi-ac) 2 

Sustituyendo, el determinante de la matriz del producto interior es 
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Entonces la <lensidad que buscamos es p(x, y, w1, w2) = ;J. 
El campo geodésico en estas coordenadas es, según lo que vimos en el capítulo l. 

Entonces 

d . G _ a (w1) a (w2) a (2w1w2) a (w1-w?) !Vp -- - +- - +- -- +-- --"-~-'-
ax y.¡ ay y·I aw¡ y5 8w2 y5 

_ 
0 

-4w2 , 2w2 . 2w2 - +--,---=O y5 y5 ' y5 

Por el Teorema de Liouville concluimos 

Proposición 2 

El flujo geodésico en T H 2 preserva el volumen (la medida). 

Corolario 3 

Sea M una superficie de curvatura menos uno, entonces el flujo geodésico en T11vf 
preserva la medida. 

Por el Teorema 16 del capítulo 1 sabemos que Mes isométrica a H 2 /G donde Ges un 
subgrupo de isometrías de H 2 que actua libre y discontinuamente. Consideremos 
p : H2 --+ H 2 /G la proyección, que apartir de ahora escribiremos p : H 2 --+ M. 
Definimos ahora P: TH 2 --+ TM como P(x,v) = (p(x),dpx(v)). El corolario se 
sigue de las siguientes afirmaciones 

i) P es una aplicación cubricnte 

ii) P es una isometría local 

iii) P manda el campo y el flujo geodésico ( G, G1) en T H 2 en el campo y flujo 
geodésico (g,gl) en TM 

Demostración (Coral.ario) 
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Sean q E T M y U una vecindad normal de q. Tomemos E y T suficientemente chicos 
para que gt(E) este contenido en U para todo t con !ti <T. Sea f : U-> T H 2 una 
inversa local de P. 

Por (iii) tenemos que 

y por (ii) 

µ(gt(E)) = íl(Gt(J(E))) = íl(f(E)) =µ(E) 

Donde la segunda igualdad es por la proposición dos. 

Prueba de (i),(ii),(iii) 

(i) Sea V una vecindad normal de p : H 2 -> lvf Entonces TV' es una vecindad 
normal de P: T H 2 -->TM. 

(ii) Para probar (ii) necesitaremos el siguiente 

Lema 4 

Si hes una isomctría, h preserva la derivada covariante. Mas precisamente si w(t) = 
dh ( ¡v(t) entonces Du = Dw . 1 1 d"( 1Jlto1 

Para su demostración ver [C2]. 

Sean (q,v) E TH2 y W1,W2 E TJI 2
• Consideremos curvas (q¡(t),w¡(t)) adaptadas 

a W;. Entonces P(q¡(t),w¡(t)) estan adaptadas a dPq,v(W¡). A estas las llamarnos 
(r;(t),z¡(t)). Entonces 

::: (r; (O), rHO)) p(qJ + ( ~;1 
(O), ~;2 

(O)) p(qJ 

= (W¡, W2)(p,v) 

Donde la segunda igualdad es por ser puna isometría local y por el Lema {4). 

(iii) Es consecuencia inmediata de (ii) y de que las isometrías mandan geodésicas 
en geodésicas. 

Observación 1 I 0as transformaciones de las cubiertas p, P son esencialmente las 
mismas. Si g esta en la primera entonces (g, dg) es transformación de la segunda. 
Además nótese que por el lema 4 si ges isomctría entonces (g, dg) también lo cs. 

·Si definimos f: TM--> ~como f(x,v) = lvJ; fes una primera integral del flujo 
geodésico, puesto que la velocidad de un geodésica es constante. Esto muestra, 
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en particular, que el flujo geo<lésico no es crgódico en Ti\f. Cori10 veremos poste
riormente, la situación cambia en el caso de que A/ sea una superficie de curvatura 
negativa, si restringimos el espacio fase n ¡- 1(1). Por lo pronto redujimos el espacio 
fase en una dimensión, por otro lado por el lema de homogeneidad al entender que 
pasa en T¡l\f = ¡-1(1) habremos comprendido todo el sistema. 

Observación 2 El único valor crítico de fes el cero, por lo tanto ¡-1(r) es una 
subvariedad suave de TA! de codimensión 1 para toda r mayor que ccro.{Denotemos 
por TrM = ¡-1{r)) 
Quedan por aclarar dos preguntas 

i) ¿ Cual es In medida en T1 M ? 

ii) ¿ Por que es invariante esta medida ? 

T1M como subvariedad de TM tiene uua métrica natural inducida por la métrica 
en T;VJ; Y por lo tanto como ya vimos una medida. 

Para ver que esta medida es invariante necesitaremos el siguiente 

Lema 5 

Para cada(¡¡, v) en T J/ 2 con v distinto de cero existe una parametrizacicSn 1l alrede
dor de (p, v) con las siguientes rnractcrísticas 

a) Dejando fija la primera coordenada, la.s otm5 t.rcs paramctrizm1 un abierto de 
Trkf para un cierto r. 

b) El vector Vi- es unitario y ortogonal a Trll" para toda r mayor que cero; 
0'%1 • 

Construcci6n 

Sea U e 1!? 3 y h: U-> 1'¡H2 una pnrnmetrización de un abierto de T1H 2 que cubra 
a fui· Entonces h(x) = (hi(:z:),h2{x}). Definimos 

H:Ux~+-•TH2 

H(x,s) = (h 1(:c),sh 2 (x)) 

La curva (r1(t),v1(t))::::: (h 1(x),(lvl + t)h2(x)) = (p,JvJ + t)fu¡) esta adaptada a 
a¡¡ en (p,v). Sea W2 E T(p,u¡(T¡ 0 ¡H 2 ) y una curva h(t),v2(t)) adaptada a W2. 
Podemos suponer que ésta, eStá contenida en T¡.¡H 2

• 

Calculamos 
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Por como tomam.os v2(t) tenemos que 

Concluimos que 

Pero como v2(0) = v pues la curva estaba adaptada tenernos que (1*1(0),v}p::;: O. 
Concluimos que 

Ahora 

Con lo que terminamos la demostración del lema. 

Proposición 6 

Demostración 

El flujo geodésico preserva la medida en T1 JI2• 

Sea u e T1H 2• Si denotamos DU, = u sv con V E. u. Tomamos la parame-
•<< 

trización dada pal' el Lema 4, denotamos por 111 ¡t las medidas en T H 2 y T1H 2 

respectivamente. Sea p(x) la densidad en esta parametrización. 

Sea 

! !
l+• 

g(é) = 11(DU,) == p(x)dx 1 ••• dx4 = f(xi)dx1 
DU, 1 

Donde f(x1) = J p(x)dx2dx3dx.1 

Por el desarrollo de Taylor 

=O+ f (l)t: + o(é2
) 

Afirmamos que f (1) = ¡t(U) Esto ya que 

1 . 1 (1 o ) 
p(x) = det 'i (Yi,iki=l .. .4 = det'i 0 ( ) 9i,i i,i=2 ... 4 

= dct~(Yi,i)i,i=2 ... 4 
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Que es precisamente la densidad ele µ. 

Ahora puesto que la medida se preserva tenernos que 

g(c) = v(G1(DU.)) 

= v(D(Gt(U)).) 

Esta última igualdad por la invarianza de T,H 2 bajo el fujo. Y procediendo igual 
que antes tenemos que 

Por lo tanto 

l
. µ(U)c+o(.s 2

) 
1
. ¡t(G1(U)).s+o(c2 ) 

1rn :::: un -----~~ 
e-O é •-O é 

µ(U)= µ(Gt(U)) 

Corolario 7 

Sea Muna variedad con las hipótesis del Corolario 3. La medida inducida en T1M 
es invariante bajo el flujo geodésico. 

Sea P: TH 2 -+ TM como Pes isometría local tenemos que Plr1u2: T1H2 -+ TiM 
sigue siendo una isometría local y proyección cubriente. Ahora sígase la prueba del 
corolario 3. 

§ 2 Horociclos 

Durante toda esta sección, para no tratar casos especiales en las definiciones adop
taremos la convención de considerar a las rectas como círculos con radio infinito. 

En el modelo del semiplano superior las geodésicas son (geométricamente) círculos 
ortogonales al eje real. Sea x = (p, v) E T1 H 2 tomamos la geódesica en H 2 que pasa 
por p y dirección v. Definimos los puntos oo(x), -oo(x) a los puntos de intersección 
de la geódesica (el círculo) con el eje real, oo(x), cuando se recorre la geodésica en 
la dirección de v y -oo(x) en el otro caso. A los círculos tangentes al eje real que 
pasan por p y por oo{x),-oo(x) los llamarnos los horociclos contactar y expansor 
respectivamente. Sera conveniente pararnctrizar estas curvas por longitud de arco¡ 
Asi hc(t,x), h•(t,x) denotarán esta parametrización de tal manera que hc(O,x) = 
h"(O, x) == p y que las bases {v, dh'.J[cilt=o}{v, dh'J:·x)lt=o} sean positivas. 

Denotemos por nc(t,x) (n•(t,x)) el campo continuo normal unitario a lo largo de 
hc(t, x) (h•(t, x)) de tal manera que nc(t, x) = v (n"(t, x) = v) 
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Si no hay lugar a confusión llamaremos tambien horociclo contractor (expansor) a 
la curva en T1H 2 W(t, x) ='(hc(t, x), nc(t, x)) (W(t, x) = (hº(t, x), nº(t, x))). 
Definimos ahora dos flujos en T1H 2 

Hay que verificar que: 

i) <po =id 

ii) 'Pa+t = <p, O 'Pt 
i) Es clara. 

ip"(x,t) = H"(t,x) 

ii) Basta ver que oo(x) = oo(ip~(x)) y que -oo(x) = -oo(ip~(x)). Puesto que en 
este caso los horociclos coinciden geométricamente, y por lo tanto recorrer t y luego 
s es lo mismo que recorrer t +s. Tomamos el círculo ortogonal al eje real que pase 
por oo(x) y 'P1(x). Este círculo es una geodésica y es ortogonal al horociclo en H 2 

h"( x). Se concluye que oo(x) = 00(1p1(x)). La demostración para el caso expansor 
es á·naloga. Estos <los flujos <lan lugar a <los campos vectoriales que llamaremos 
contractor y expansor respectivamente. 

Proposición 8 

Los campos horocíclicos y el campo geodésico son linealmente independientes. 

Para probar la proposición necesitaremos los siguientes lemas. 

Lema 9 

Dados dos puntos x1,x2 E T1H 2 existe UIHL isometríu g: H 2 -• H2 tal que g(p1) = 
P2 y dgp¡ (V¡) = V2 
Las inversiones con respecto a círculos ortogonales al eje real son isomefr(as ver 
[Vl]. Paru construir lu isornetría requerida consideramos primero el círculo C1 
ortogonal al eje real que une a x1 con x2 . Sea m el punto medio, definimos T1 como 
la transformación obtenida al invertir con respecto al círculo que pasa por m y es 
ortogonal a C1• Definimos ahora T2 la inversión con respecto al círculo que pasa 
por x2 y que biseca a v2 , d1'¡ (vi). T2 o T1 es la isometría buscada. 

JTY1. 
c:z 
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Lema 10 

Sea h : H 2 
-t H 2 una isometría entonces tanto h como (h, dh) llevan horociclos en 

horociclos. 

Entendidos Jos horociclos en H2 el resultado es consecuencia de que las las isometrías 
por ser inversiones mandan círculos en círculos; y entendidos en T1H2 se sigue de 
lo anterior y de que los campos campos ortonormales van a campos ortonormales 
por tratarse de una isometría. 

Por los lemas basta demostrar entonces que los campos son linealmente independi
entes en un punto. Tomamos la parametrización punto-ángulo alrededor de (i, ª7r) 

las curvas correspondientes a los campos son 
para g X¡(t) ==O, Y1(t) = e-t, 01(t) = ~rr; 
para hº x2(t) = t, y~(t) = 1, 02(t) = ~71'¡ 
para he x3(t) = ¡>~¡, y3(t) = 1 ,~ 1 , 03(t) = ·· · 

No calculamos explícitamente 03 (t) pues como veremos mas adelante solo nece
sitaremos saber que OHt) :f- O. Para calcular x3 , y3 lo que se hizo fu0> considerar 
la transformación de Moebius que manda a la recta en el círculo considera.do. Al 
derivar los campos correspondientes obtenemos 

( 

. 1 ¡• ) o 1 (t'-:;.1p 
-t -2! -e O~ 

o o OW) 

Y evaluando en cero 

( 
o 1 1 ) 
-1 o o 
O O O~(O) ' 

Sólo hay que ver que OHO) es distinto de cero para tener probado la Proposición 8. 
Ahora 

() 
(nc(t,(i, ~rr)),(1,0)) 

cos03 t = l(l,O)) 

tenemos que 

d e • 3 1 - t 2 - 21 
dt h (t, (i, 2rr)) = ( (t2 + 1)2' (t2+1)2) 

Por lo tanto 

3 -2t t 2 
- 1 

nc(t,(i, 27r)) = ((t2+1)2' (t2+1)2) 
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Ahora 

1 
1(1,0)1¡,,y) == -

y 

-?t 
(nc(I), (1, O)}(z,u) = (t2 + ~)2y2 

-21 -2t 
cos 03(1) = (12 + 1)2y = (t2 + 1)3 

Derivando 

O ( )O' ( ) _ -2(t2 + 1)3 + 2t(3(t~ + 1)221)) 
sen 3 t 3 1 - (t'i + l)li 

Y evaluando en cero 

scn03(0)0~(0) == -2 

con lo que concluimos que OHOJ f. O. 

En seguidajustificnrernos los nombres de contractor y expansor. Diremos "y esta en 
horociclo contractor (expansor) de x". Si existe t tal que cpf(x) =y (ip1(x) =y) 
Proposición 11 

Si z esta en el horociclo contractor de x entonces 

i) Yt(z}~esta en el horociclo contractor de g1(x) donde g1 es el flujo geodésico. 

ii) Para todo 1 >O d(g1(x),g1(z)) :S ac- 1 

Y si z esta en el horociclo expnnsor de x entonces 

i') Yt(z) esta en el horociclo expansor de g1(x) 
ii') Para todo t <O d(g1(x),g1(z)):; ac 1 

Sen x E T1JJ 2 tomamos la geodésica en H 2 deter
minada por x. Por cada p en H 2 existe una único 
vector u tal que oo(p, u) = oo(x). Consideramos 
la familia de círculos ortogogales y una transfor
mación de :tv!oebius que mande oo(x) al infinito¡ 

·Las geodésicas van a dar a rectas perpendiculares al eje real y la familia ortogonal 
de círculos a la familia de rectas paralelas al eje real. Basta demostrar entonces la 
proposición para este caso particular. 

Pero en este caso (i) es trivial, como la métrica solo 
depende de y, si empezamos a 1<1 misma alturn. y 
recorremos la misma distancia llegamos a la misma 

Y!--__ ,. __ _._?_ 
p 

·altura Para probar (ii) sean p, q E JI 2 t~les que 
p = (p 1,y) y q == (q1 ,y) Sean x == (¡¡, (y,0)),z == b Fi <:\, 
(q,(y,0)) E T1H 2• Entonces la curva a(s) == (s,y,(y,0)) satisface que a(p¡) = x y 
a(q1) =y. Por lo tanto 
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., d(x,z) :$1'1• lo:'(s)ids 
PI 

Ahora 

( '( ) '( )) (d '( ) d '( )) (D(y,0) D(y,0) o: s , o: s <>(•) = ílo: s , ITo: s (•,y)+ -;¡¡-(s), -;¡;-(s))(•,y) 

Un cálculo sencillo usando la fórmula de Ja derivada covariante y los símbolos de 
Christofoll, muestra que 

Entonces 

D~;O)(s) = (-1,0) 

(0:1,0:1
) = ({1,0),{l,O))cp,,y) + ((-l,0),(-1,0))¡p,,v) 

2 

1q, lq' 2 . 2 
lo:'(.s)!ds == -ds = (q1 - p1)-

P• P1 y y 

Ahora y crece exponencialmente con respecto a t (y(t) = e1).Por lo tanto 

d(g¡(x),g1(z)) ~= ~ = ae-t 

Para demostrar (i') y (ii') se puede proceder de manera análoga o de hecho se puede 
ver que si 

Si x = (p, v) y denotamos por x' = (p, -v) 
se tiene que 

g1(x) = g_ 1(x1
) 

Y que si y esta en el horociclo expansor de x entonces y1 esta en el horociclo 
contractor de x' y viceversa. 

Por lo tanto 

i') Si y esta en el horociclo expani:or de x, y' esta en el horociclo contractor de x' 
y por (i) tenemos que g1(y 1) esta en el horociclo contractor de g1(x') y por lo tanto 
g_1(y) esta en el horociclo expansor de U-t(x). 

ii') Si y esta en el horociclo expansor 
d(g1(x),g1(Y)) = d(g-1(x),g_¡(y)) ~ ae1 si -t >O 

· por lo tanto 
d(g1(x),g1(Y)) < ae1 si t <O 
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Por las últimas observaciones del primer capítulo y por el lema 8 de éste. Podemos 
definir los campos horocíclicos en T1M, siempre que l\1 satisfaga las hipótesis del 
corolario 3. 

§ 3 Teorema de Hcdhmd Hopf 

Teorema 12(Hedlund- Hopf) 

El flujo geodésico en una superficie de compacta de curvatura menos uno es ergódico. 

Antes de probar este teorema aun necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 13 

Si f : Af -> ~ es una función diferenciable en una variedad riemanniana. Y 7 : 
[O, l] -> 111 es una curva difcrenciable parametrizada pór longitud de arco. Entonces 
existe s E [O, l) tal que 

J(¡(I)) - f(¡(O)) = (v J(¡(s)),·-/(s))l 

Demostración 

Sea g = fo 1 por el teorema de valor medio, existe s tal que 

g'(s) = g(/) - g(O) = J("!(L)) - J(¡(O)) 
1 l . 

Pero 

g1(s) = df,(.)"/'(s) = (v /(1(s)),1'(s)) 

Y de aqui que 

J(¡(I)) - J("!(O)) = (v J("!(s))d(s))l 

A partir de ahora. lvf siempre será una superficie compacta de curvatura constante 
menos uno. Y g1 denotará su flujo geodésico. 

Lema 14 

Con las notaciones del capítulo 2, sea f : l.1-> ~ diferenciable tomamos x E T¡H 2 

tal que j+(x) existe. Sea y en el horociclo contractor de x. Entonces 

Consideramos X, Y puntos en la preimagen de x, y bajo el recubrimiento P, de tal 
manera que Y este en el horociclo contractor de X. Sea F el levantamiento de f, 
G1 el flujo geodésico en T1H 2• Como P manda G1 en gi tenemos que 

F(G1(X)) = f(!l1(x)) 
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Por lo tanto 

ff+p:) = lim _Tl [T F(G1(X))dt = lim _Tl [T f(g1(x))dt = j+(x) 
T-oo lo T-oo lo 

Basta demostrar entonces que f+(Y) = .F+(X). Como Fes el levantamiento de 
f, F esta determinada en la cerradura de un dominio fundamental y debido a que 
T1M es compacto éste es acotado. En particular IV' FI esta acotado pues para toda 
g transformación de cubierta se tiene que Fo g = F¡ por la observación 1 obtenemos 
que g es isometría, en consecuencia 

Concluimos que 

dFg(x) o dgx(v) = dFx(v) = (\7 F(x), v):r 

= (dg(\i'F(x)),cig(v)):r 

\i'F(g(x)) = dg,,(\7F(x)) 

y nuevamente por ser g isometría 

IV' F(g(x))I = JV'F(x)I 

Por demostrar que 

¡ 1T ¡ 1T lim -T F(G1(X))dt = lim -T F(G1(Y))dt 
T-oo 0 T-oo 0 

Sea ¡ 1(s) la geodésica que realiza la distancia de G1(X) a G1(Y). Esta existe por 
ser T1H 2 completo, y denotemos por s1 a un punto sobre la geodésica /t tal que 

Entonces 

¡ 1T lim - F(G1(X) - F(G 1(Y)dt = 
T-oo T 0 

lim ..!_ ((\7F(11(s1)) 11Hst))d(G1(X),G1(Y))dt 
T-oo T lo 

::=:; lim ..!.. fT IY'F(¡1(s1))ld(G1(X),G1(Y))dt 
!-ro T lo 
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< lim - J(ae-tdt =O 
.. 11T 
- T-+oo T 0 

Por lo tanto 

¡ 1T lim -T F(Gt(X))-F(Gt(Y))dt~O 
T-+oo 0 

lim _Tl {T F(G1(X)}dt $ lim !._ {T F(Gt(Y))dt 
T-oo lo T-oo T lo 

Invirtiendo los papeles de X y Y obtenemos la otra desigualdad y el lema estará 
probado. 

Corolario 15 

Si debilitamos la hipótesis de la difcrenciabilidad de la f en el lema anterior y le 
pedimos solo continuidad, este, sigue siendo cierto. 

Sea E:> O Como T1M es compacto podemos encontrar una h difcrenciable tal que 

¡ 1T l 1T lim -T f(g,(x) - f(g 1(y)dt = lim -T f(gt(x} - h(g1(x)dt+ 
T-+oo 0 T-+oo 0 

11T 11T + lim -T h(gt(Y) - f(gt(Y)dt + lim -T h(gt(x)- h(gt(y}dt 
T-+oo o T--c>o o 

Corolario 16 

. cT . cT 
< l1m -T + hm -T 
- 2'-+oo 2 '.l'-+oo 2 

e e 
-+-=e 
2 2 

Si fes una función continua de T1M a!!? y si y esta en el horociclo expansor de x 
entonces j-(y) = j-(x). 
Si x = (p, v) denotamos, como r..ntes, x' = (p, -v), definimos analogamcnte a y1

• 

_ 1 ¡T 11T 
¡-(y}= )im - !(9-t(y)dt "", lim -T f(gt(Y'))dt = 

1-00 T 0 r-oo 0 

11T 11T = lim - f(g 1(x')dt = lim -T f(g_¡(x))dt 
T-+'."" T 0 T-+oo o 
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Pasemos a la prueba del Teorema 12. Para probar que el flujo geodésico es ergódico 
es suficiente, por la Proposición 14 del capítulo 2, que si f : T1M -> J.lR es una 
función continua entonces j+ es constante en casi todo punto. Basta verificar que 
j+ es constante, en casi todo punto, en una vecindad de un punto arbitrario. Ya 
que si definimos Ak = { x¡ existe una vecindad Ux<londe flu. == k c.t.p.} éste es 
abierto y cerrado. En consecuencia para alguna k0 tenemos que Ako == T1lvf. Sea 
B == {x: f+(x) :/= k0 } para demostrar que ¡i(B) ==O. Por la compacidad de T1M 
tomamos, una subcubierta finita Ux, ... Uxm de la cubierta dada en la definición de 
Áko• Definimos Bi = B n UXj' Entonces µ(B) :S L,µ(Bi) ==o. 

Sea x 0 E T1ll'Í 61 , 62 1 Ó3 >O 

Definimos 

i 

"161 (xo) == JPHxo) con !ti < 61 

Como los campos son linealmente independientes U6, ,6.,6, ( x0 ) es una vecindad de 
xo. La medidaµ induce medidas condicionales µ 1 en las superficies as, ,s2 (xo) de la 
siguiente manera Tomamos una paramctrización de una vecindad de x0 tal que las . 
primeras dos variables parametrizen a ¡;1 •º• ( xo). Entonces definimos µ¡ integrando 
nada mas estas dos variables. 

Si definimos 

obtenemos el siguiente 

Lema 17 

Para µ-c.t.p. tenemos que µ1(A(xo)) = µ 1(as.,s,(xo)). 
Demostración : Por el teorema 7 del capítulo anterior tenemos que 

En consecuencia 

¡_ó:. µ. 1(A(ipHxo)))dt == ¡_ó:. µ1(as.,6 2 (ipº(xo)))dt 
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Pasemos a la prueba del Teorema 12. Para probar que el flujo geodésico es ergódico 
es suficiente, por la Proposición 14 del capítulo 2, que si f : T1M -1 ~ es una 
función continua entonces j+ es constante en casi todo punto. Basta verificar que 
j+ es constante, en casi todo punto, en una vecindad de un punto arbitrario. Ya 
que si definimos Ak = {x; existe una vecindad Uxdonde Jiu. = k c.t.p.} éste es 
abierto y cerrado. En consecuencia para alguna ko tenemos que Ako = T1lvf. Sea 
B = {x: j+(x) =je; k0} para demostrar que µ(B) = O. Por la compacidad de T1M 
tomamos, una subcubierta finita Ux, ... Uxm de la cubierta dada en la definición de 
Áko· Definimos Bi = B n Uz;• Entonces µ(B):::; Ltt(Bi) =o. 

SeaxoET1M61, 62, 63 >0 

Definimos 

i 

/ó, (xo) = cpf (xo) con !ti < 61 

' 
Como los campos son linealmente independientes Uó, ,ó,,ó, (x0 ) es una vecindad de 
x0 • La medida ¡t induce medidas condicionales µ¡ en las' superficies Uó, ,ó2 (xo) de la 
siguiente manera Tomamos una parnmetrización de una vecindad de xo tal que las 
primeras dos variables parametrizen Oó, ,ó, (xo). Entonces definimos fí. integrando 
nada mas estas dos variables. 

Si definimos 

obtenemos el siguiente 

Lema 17 

Para µ-c.t.p. tenemos que µ1(A(xo)) = µ¡(aó,,ó,(xo)). 
Demostración : Por el teorema 7 del capítulo anterior tenemos que 

En consecuencia 

1::. µ 1 (A(cp~(xo)))dt = 1::. µ1(Uó,,ó2 (cpc(xo)))d: 
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lo que implica puesto que Ó3. es arbitraria que para casi toda t se tenga 

Tomamos ahora una to suficientemente pequeña tal que el abierto Uó, ,ó, ,ó. ( tp~0 ) sea 
vecindad de U6 .. ó,,6, (xo) y que µ¡(<,ot(A(xo))) = µ1(a6,,6,('Pt((xo))). Análoga:
mente tomamos un "Yó, (ipt(xo)) de manera que con respecto a una nueva medida 

condicional µ 2 tengamos que j+ = j-. En casi todo punto. · 

Sea J = {x: x E /ó, (ipt(xo))J+ = j-}. Por hipótesis tenernos que J es de medida 
total (µ2(J) = µ2(18,(ipL(xo). Definirnos 

H = g0 (J) con \si < 82 

H es de medida total pues 

·Pero como g. es diferenciable manda conjuntos de medida cero en conjuntos de 
medida cero. Finalmente construimos 

Por la misma razón afirmamos que B es de medida total en Uó, ,ó,,6, (<,ot (x0 )) 

Veamos que f es constante en B. Sea x E B, denotamos por y E H su proyección 
a aó,,ó,(<,of.(x0 )) y por z E J la proyección de esta a aó,,ó,(\OU· 

Sean X¡, x2 E B entonces 

Las igualdades 

(1) y (7) son por el corolario 14 

(2) y (6) porque los promedios sobre puntos de la misma órbita son los mismos. 

(3) y (5) porque Z¡, z2 E J 
( 4) por el corolario 15 

Concluimos que fes constante en B. 
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APENDICE 1 

Conexiones 

Definición 1 Una conexión en una variedad diferenciable es una función 

'i1 : x(M) x x(M) -. x(M) 

Donde x(M) es el conjunto de campos vectoriales C°" de M¡ que satisface 

i) 'i1 ¡x+9yZ = f'il x Z + gVy Z 

ii) 'i1x(Y + Z) = 'ilxY + 'i1xZ 

iii) 'i1x(!Y) = f'i1x + X(f)Y 

En terminas de unns coordenadas x1, ••• , Xn definimos r~ . de mnnera que •,] 

Entonces si 

Obtenemos 

Lo que muestra que la conexión esta determinada por las funcio'n.es real valuad.as 
rti· llamadas los símbolos de Chrútoffel;, y que V X Y(p) sólo depende de los valores 
de X y Y en el punto y de las derivadas X(yk) en p. 

Proposición 1 

Para cada curva e en i'1 existe una única o'peración que asocia a .cada a cada campo 
V a lo largo de esta otro campo, llamado la derivada covariante ( ~¡) que satisface 
las condiciones 
') D(V+IV) = DV + DIV 1 dt dt dt 
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ii) D [V = !!!_V + f !2.Y. dt dt . dt 

ESTA TESIS Nn 
SJLIR DE _., u nEBE 

LA mJLl9TECA 
iii) Si V(t) = Y(c(t)) para algun campo en M entonces ~i' == v ~¡Y 
Prueba 

Probamos primero la unicidad, sean e 1 , •.. , e,. las coordenadas de la curva y V = 
L vi/ entonces por (i),{ii) y {iii) la derivada covariantc tiene que ser 
i x¡ • 

DV = "dv¡ _!!__ + v ·\! J, _!!__ 
dt ¿_, dt Dx· 1 ;¡-¡- Dx· i ] J 

== " (dvk +" de v .rk ·) ¿_, dt ¿_, dt J •,) 
k i,j 

Por otro lado si definimos la derivada covariante por esta fórmula obtenemos que 
esta satisface (i),(ii) y (iii). 

Definción 2 Una conexión \! es compatible con la métrica si para todo par de 
campos paralelos P1,P2 (P1(t),P2(t)) es constante. 

Lema 2 Si la conexión es compatible con la métricn entonces para cu~lesquiera dos 
campos V, W se tiene que 

:!_(\! ll') = (D\! !V)+ (V DlV) 
dt ' dt ' , dt 

Tomamos una base ortonormal p 1, ••• , p,. la desplazamos paralelamente a lo largo 
de la curva, por hipótesis sigue siendo una base ortonormal en cada punto. Si 

Se sigue que 

y que 

Por lo tanto 

V= ¿v¡p¡, W = LWiPi 

(V, !V) = ¿ V¡W¡ 

DV "dv¡ 
dt = ¿_, dtp¡, 

DW "dw¡ 
dt = ¿_, dtp¡ 

DV DW = (- lV) + (V -) dt , . , dt 
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Corolario 3 

Si la conexión es compatible entonces para cualesquiera dos campos Y, Z y un vector 
X(p) en TpM se tiene 

Prueba 

Escoga una curva tal que su velocidad en p sea X(p) y apliquese el lema 2. 

Definición 4 Una conexión es simétrica si satisface In identidad 

\7 xY - Y'i·X ==[X, Y] 

Obsérvese que en un sistema de coordenadas como el corchete se anula la condición 
de simetría es equivalente a que rf; - rj,. ::= o 
Proposición 4 

Una variedad riemanniana tiene una única conexión simétrica y compatible con su 
métrica. 

Prueba de la unicidad 

Dado un sistema de coordenadas, si denotamos por Yii == ( 8~., 8~.) y aplicamos el 
• J 

corolario 3 a los vectores ü'~;, iJ~;, ü~• obtenemos 

a a a a a 
-(g·k) - (\7 a - --) + (- v n - ) a 1• · - ~--- d' ' a · a ' ~- D ' X¡ u•; Xj Xk Xj u•; Xk 

(1) . 

a a a a a 
-a (Yk,;) == (\7¡¡11--a ,-a ) +(-a ,\iJ!L-a ,) 

Xj •; Xk X¡ Xk •; Xi 
(2) 

a · a a a a 
-a (g,..i) == (v ..JL-a ,-a ) +(-a , 'V~!!.... -a ,) 

Xk 0
•• X¡ Xi X¡ 0

•• Xj 
(3) 

Sumando (1), (2) y restando (3) obtenemos 

por lo tanto 

1 1 a a . a 
¿r,;Yk,1;:::: -

2
(-
8 

(Y;,k) +-
8 

(Yk,i) - -
8 

(g;,,.)) 
l ' Xj Xi Xk 
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Multiplicando por la matriz (gk•1) inversa de (gk,1) obtenemos que 

1 1" a a a kl ri,; = -
2 
¿)-a . (Yi,k) + ~(9k,i) - -

8 
(g¡,1))g • 

k X 1 vx3 Xk 

Lo que además de mostrar la unicidad de los símbolos de Christoffel y en conse
cuencia de la conexión, nos da una manera de calcularla en terminas de la métrica. 
Inversamente si definimos la conexión por medio de esta fórmula es inmediato veri
ficar que es simétrica y que es compatible con la métrica. 

' 
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APENDICE 2 

Plano Hiperbólico · 

Definimos 

con la métrica 

Ó·. 
Yi,i = ;~ 

La curvatura secciona!, en el unico suhespacio posible, es por definición es 

Sean Rfik tal que 

Sabemos que 

Concluimos que 

(R( a a ) a a ) 
J{ = ih,"• ax; ax.• ax; (:i:,,:i:,) 

(l ..JL¡2¡ 8 ¡2)! . az, ¡¡z; 

a a a °" 1 a 
R(-a , -a )-a = i..J R¡;k-a 

Xj Xf Xk I X¡ 

L , a (L 1 a ='VB( T¡k-·)-\18 T·k-) 
~ a~. ~ 'a~ 

1 1 

Por la fórmula del apéndice anterior tenemos que 
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En el caso del plano hiperbólico tenemos que l•"' = ók,,.x~ por lo tanto 

rk. = ~. (!_u 'k + .!!_!Jk. - __!!,,_[]. ·) x2 
IJ 2 Bx; ) ax¡ .• axk IJ 2 

Con un cálcqlo directo obtenemos 

En nuetro caso particular para calcular el producto interior de R( aº , -aº ) ..fL con 
Xt Z2 OZ¡ 

..,/L nos basta conocer R? 2 1 • Sustituyendo en la fórmula uno 
O.t2 1 t 

2 1 -r2 r2 -r1 r~ , ar11 ar21 
- 11 22 21 11 -r- -8 - -

8 X2 X¡ 

-1 1 1 -1 
=-+---=-

X~ X~ X~ X~ 

Con lo cual 

(R( a !L)..iL a ) -_i. 
'lii';> "llx, üx 1 '(Ji'; (z1 ,z,) = --2._ = -l 

(' 
a ¡2¡ a ¡2¡ 1 1 1 ax; üx, , ~21 

En el caso general definimos 

H" = {(x¡, ... ,x,.) E l,lg";xn >O} 

con la métrica 

Si fijamos todas las coordenadas exepto la x; y la Xn obtenemos un plano de di
mensión dos i~ométrico a JI2• Además las geodésicas de este son geodésicas del 
espacio hiperbólico (Ver [C2j). En consecuencia por la observacion 3 del capitulo 3 
concluimos que la curvatura secciona! del plano a contenido en TpH2 generado por 

8 8 . 
líX;• ar,. es menos uno. 

Finalmente la métrica es invariante bajo inversiones con respecto a esferas ortogo
nales al hiperplano x,. = O (ver [Vlj). Esta transformaciones nos permiten llevar 
cualquier plano en cualquier otro, se sigue que la curvatura es constante igual a 
menos uno. 
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