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PROLOGDO

La nacesidad de desarrotlar e investigar maodelos
matemdticos, para |la soluclén da probiemas que a menudo sa
prasentan an lags diferentes fases de la waconomia vy la

satisfaccion de demostrar que las distancias entre los problemas
econémicos @ industriales y las aplicaciones de las matematicas
son muy pequenias, son unas de las causas por |as gque me he
inclinado por desarrollar este tema, que aparte da presentar un
buan reto desde el punto de vista matematico, es da suma utilidad
para el comercioc y para la industria que manejan o pretenden
astablaecer sistemas de Inventarios.

El objetivo de este trabajo, basicamente es plantear,
desarrollar vy anallzar los modelos mas tiplicos dal problema da
Iinventario. No pretende, por lo tanto, proponer nusvas teorias en
el campo de sistemas de inventarios, sino clarificar los aspectos
tecnicos y loa desarrollog matematicos que conducen a la
obtencién de resultados 6ptimos.

En mi trabajo, trate de recoplilar, de varios |libros
destacados en la materia, las situaciones y caracteristicas mas
comunes que repraesentan a los problemas de inventario, vy asi, he
obtenido sais modelos que espero sean los mas caracteristicos,
aunque desde luego, no son los dnicos.

Es mi deseo que este trabajo contribuya de alguna manera al
interesante Yy relativamente Joven tema del problema da
inventario, y que me impulse a investigar vy desarrollar mas
ampl lamente lo que haata aqui he logrado.

JORGE ALBERTO PEDROZA ANDRADE
JULIO DE 193886



CAPITULDQOQ !
I NTRODUCC | ON

1.1 Algunas dafiniciones.-

Qué tan ssguido se debe |levar a cabo una produccién?, Qud
cantidad de articutlos se debe producir cada vez?, Cuando hacer un
padido?, cuantos articulos se daeben pedir en cada orden?, astas
son unas de las cuestliones tipicas que tiesnen respuesta en un
problema de inventario.

El probiema de Inventario surge en astas situaclones cuando
tanto al productor como el comprador desean controlar los costos
que afectan a un sistema de Iinventar los. Un sistema de
Inventarios s aquel en el cual golo tas sigulientes tres clases
de costos son significativas, y en donde dos cualaesqulera da las

tres son controlables:

1) EI! costo de manejar inventarios que |lamaremos COSTO DE
ALMACENAJE. Eate se puede resumir como aque!los costos tales
como al costo de producir wun articulo, al costo por
almacenaje (instalaciones, personal, etc.,), el costo de
manejar articulos obsoletos, e! costo por dafios, el costo de
impueatos y seguros, etc.

2) El costo de incurrir an faltantes, o simplementa COSTO POR
FALTANTES. Este costo se presenta ya sea en la demora de
satisfacer (a demanda, o en la incapacidad de satisfacerla
de cualquier forma.

3) El costo de resurtir las existencias o COSTO DE PREPARACION.

Este eg el costo de obtener bienes a traves de |la compra o



produccién,

Al definir sistemas de Inventarlos de esta mansera, se
Implica que otra clase de costos, diferentss a estos, no son
significativos en un sistema de inventar ios. S| son
significativos en algun sistema, no s@ |lamard Sistema de
Inventarios.

Un problema de inventario as un problema de hacer decislones
éptimas con respecto a un sistema de Iinventario. En otras
palabras, un problema de inventario concierns con la toma de
dacisiones que minimizan el costo total de un gslistema de
inventar ios. En resumen, un problema de Inventario es 8l problema
de determinar cuadndo y qu tanto producir u ordenar.

Ademéds de las variables de coatos, otras dos clases da
variables intarvienan en los problemas generales de Inventario,
qua son: variables de DEMANDA y varlables de PEDIDOS.

VARIABLES DE OEMANDA: |a demanda puede ser conocida o
desconocida, puede ser constante o variable. La cantidad de
articulos requeridos puedan ser valores discretos (nimeros de
piezas de pan) o continuos (numero de litros de aceite). Tambien
gse considera la extraccidén de articulos de las existencias, que
puede sar continua o discontinua con respecto al tiempo, vy la
razdn de extraccién qua puede ser constante o varliabla,

VARIABLES DE PEDIDO: el tiempo de ventaja en el pedido (esto
ea, ol tiempo entre lavantar al pedido y |la adquialicién de los
blanes ordenados) puede ser casl instantdneo o de considerable
duracién. EIl tiempo de hacer los pedidos pueda ser fljo o

variable. Finalmante, las entregas pusden ser continuas o



discontinuas y pueden ser a una razdon constante o variable.

VARIABLES DE COSTOS
1.~ COSTO DE ALMACENAJE
2.- COSTO POR FALTANTESjEEEEEEEEE;>CONSTANTES 0 VARIABLES
3.- COSTO DE PREPARAC ION
VARIABLES DE DEMANDA

CONOCIDA

CONSTANTE O VARIABLE
1.~ DEMANDA
DESCONOC i DA

2.~ CANTIDADES REQUERIDAS DiISCRETAS O CONTINUAS

3.- DISTRIBUCION DE EXTRACCIONES CONT INUAS RAZON
DE EXISTENCIAS CON RESPECTO CONSTANTE
AL TI1EMPO DISCONT INUAS 0 VARIABLE

VARIABLES DE PEDIDOS

t.~ TIEMPO DE VENATJA EN CONOCIDO CONSTANTE
EL PEDIDO EST IMADO VARIABLE

2.- DISTRIBUCION DE ENTREGAS CONT INUA RAZON CONSTANTE
CON RESPECTO AL TIEMPO DISCONT tNUA 0 VARIABLE

GRAF ICA NO. 1
CLASIFICAION DE VARIABLES DE LOS PROBLEMAS DE INVENTARIO
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1.2 Brave Historia: Ecuacién econdmica da tamafio de lote.-

La teorla an aistemas de inventarios se remonta a 1915,
cuando F.W. Harris desarrolid una acuacidn, en la cual minimlzd
la suma da costos de preparacidén y almacenaje, donde |a demanda
era conoclda y constante. Esta scuacidén se e |lama comunmente la
ECUACION ECONOMICA DE TAMANO DE LOTE, vy sera discutida en al
modelo | dal siguients capitulo. E| sistema para el cuél Ila

féormula sa cumple es uno con situacliones muy ideales. Aparte de



la ya menclonada de la demanda, no sea permitian faltantes, el
tiempo de ventaja =& suponia Insignificante, y Ila razén de
produccion se suponia infinitamente mayor a la razén de demanda,.

Banlamin Cooper an 1928, analizé un sistema de inventarios
en @l cual! 9@ consideraba 1a razdn da produccidn, y en 1928
Thornton Fry estudid un sistema en sl cual ia demanda no se
conacia preclsamante.

El primar Intento de anallzar una variedad de sistemas fue
hecho par Falrfreld Raymend an su "Quantity and Economy In
Manufacture” publicado en 19831. En 1957, an una nueva edicidn de
“The Thaory of Inventaory Managsment” da Within (publicada por
primera vez en 18563) inciuyd 223 citas bibtiograficas, Io que
cubre las pubiicaciones an al campo de Sistemas de (nventarios,
desds 1923 hasta 1957, Desde entoncea, muchas publicaciones han
sido dedicadas a los sistemas de inventarios. Los trabajos de
Hiellier y Lieberman (1980), Hax y Candea (1984), Johnson vy
Montgomery (1974}, Arrow, Kartin y Scarft (1958), vy Ackotf vy
Sagieni (1968) han ampliado el tema y los conocimientos de (o3

probtemas de inventario.



CAPITULO 1)
PLANTEAMIENTOZO Yy DESARROLLDO
En asta capitulo discutiremos 6 modelos tipicoa de sistemas
de Inventarlios, que varfan en cuanto a Jlas suposicionas vy
cons ldaraclones hachas sobre las varlables. Los simbolos se Irén

Introduciendo a madida que se vayan necasitando.

1.1 MODELO I.,~

Congidere un fabricante que tiene que suministrar N unidades
a una razdn constante a sus cllientes durante el tiempo T. Por lo
tanto, la demanda es fijJa y conocida. No se permiten faltantes,
osto es, ol costo por faltantes por unidad de tiempo, €, , es
Infinito (C, =00)., Los costos varlables asoclados con el proceso
da manufactura son:

C;= Costo de almacenaje por unidad de tiempo.

Cy= Costo de preparacion por tiraje de producclén.
El probliema de! fabricante es detarminar:

1.~ Cuando hacer un tiraje de produccidn,

2.~ Cuantas unidades debe hacer por tiraje.

Desarrollo y Solucidn Analitica.-

EE L R R AR R AR R R RSP R

NN

GRAFICA NO. 2
SITUACION DESCRITA POR EL MODELO |
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Saa A * No. de articulos por tiraje
ty = el i-esimo intarvalo de tiampo antre tirajes
N = nimero total de unidadea para el perlodo total da T

Entonces: N/A es al nUmaro de tirajas durante T

Asi: t; = T/{(N/A) = TA/N
Si al Intervalo t; empieza con A unidades y termina con cero,
(ver grafica No. 2), aentonces A/2 son las exlstancias pramedio

durante t;.
El costo relavante eaperado por tiraje, k, consistirad sntonces en
agtos costos de almacenale mas @l casto de preparacioén:

k = (A/72) (Cytl) + Cy
Finalmante, al costo reisvanta sspsesrado total, K, as al coato por
tiraje, k, multiplicado por el nimerc de tirajes durante T:

K = [(A/2)(Cyty) + Cx 1IN/A)

Sustituyendo el valor de t; , obtenemos:

NC,(TA/N) + CyN

K % evcceenew ———

3 mmmm—— + mm———— (1}

Se puede apreciar, facilmanta, que los dos terminos obtenidos an
al lado derecho de la acuacidén (1) son los costos totalas de
aimacenaja y praparacién, respactivamente. Hasta ahora, por
razones obvias todas las varilables usadas han sido positivas; con
asto obgervamos qua al primer tarmino crece a medida qua A creca,

miantras que el sagundo termino dacrace. La solucidén a easts



problema de Iinvantario consiste entonces, en encontrar a! vajor

d@ A, digamos A,, para el cual! la suma de estos costeos es minima

(var la sigulente grafica).
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CyN(1/A)

GRAFICA NO. 3
ECUACIQON DE K, ACOTADA POR LOS COSTOS DE ALMACENAJE Y PREPARAC!ION

AN EREIINITIRN TSNS RANESOSSSESSSSSSCSOSAMSRISRISTSAISTSSD
Con el uso dei calculo diferenclal, obteandremos e! A, daseado,
que minimiza el valor da K. Derivaremos (1) con respecto a A; de
hecho K dapende de una sola varlable, A, ya que |as demas soan
conocldas; por lo tanto
dK/dA = (1/23C,T - (CyN)/A*
Pof o que al iguatar asta acuaclén a caro, obtanemcs
(172)C, T -~ (CyN)7A" = 0
de donde obtenemos Ag @

(1/72)C4T = (C3N)/A*

()

Mas aun, dabido a que
a*k/dA* = (2c;M /A% 2 0
s@ concluye que al valor de K g9 minimo cuando A satliafaca (w),

por lo tanto, sustituyendo A, de vualta en K, obtenemos



C, TC3N (C;N)*¢c, T

(1a)

Nota: Otro resultado Importante es el valor de t Optimo, ssto es
t;, = (TAJ/N = [(2c,T/C,N (1b)

(#) Esta es la scuacidn clasica econémica de tamaRo dae lotae,

desarrollada por Harris.

Ejemplo,-

Ciarto articulo tiene una demanda de 5 toneladas mensuales,
y cada vez que se hace un pedido, @xiste un costo de preparacion
de $1000.00, E! costo da almacanaje es do $235 por mea. Cual es
la cantidad 6ptima por pedido, y cuantos pedidos deben hacerse en
un afio?

Solucién:

Aunque el modelo se planted desde el punto de vista del
productor, los resultados se pueden aplicar facitmentse al
comprador, considarando los tirajes como padidos y al nimero de
articulos por tiraje como @| nimero de articulos por padido.

Sea: T = 12 meses
N = 80 tonaladas

C, = 236



Asi:

= 6.52 ton. por pedido

(235) (12}

Ademéa, vya se habla mencionado que N/A es al numero de tirajes
durante T, &n este caso son pedidos, por lo tanto

N/A = B0/6.62 = 9.2 pedidoa por afio.

1.2 MODELO 1.~

Eate probiema es similar al del Modelo |, solo que ahora se
agregardn dos nuevas supogiciones: Supdngase que sa pueden
parmitir los faitantes, esto as, Cz ., no as infinitao; y supongase
tambian que |(a razdn de produccidn as mayor que la razén da
damanda.

Dasarroilo y Solucidn Analitica.-
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GRAFICA NO. 4
UN CICLO DE INVENTAR{Q CONSIDERANDO LOS FALTANTES
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ta gituacidén qua vamos a considerar se muaatra aen la graftica No.

4; por simpllicidad vamos a dividir el tiempa T an cuatro tismpas:

t, . t,, ty, t4, que reprasentan un ciclo de inventarlio, qua sa

puade estar repitiendo continuamente. Por (o que
T=t, + ¢t +t3+ 1t

Al igual que @l modato |, supongamos que deseamos suministrar N

unidades por un pariodo T, 3 una razoéon uniforme de demanda r= N/T

11



la produccidon se afectua a una razén uniforme k(>r).

Al apalilzar la grafica No. 4, vemas que las axlatenclas
empiezan en cero y se incrementan por un periodo t,, y luego se
raducen por un periodo t, hasta |iagar otra vez a cero. A partir
da t; empiezan a aumentar los faltantes y finaimente por un
periodo t4 los faltantes dacraecen hasta liegar a cero de vuelta,
da donda empieza un nuevo clcio.

El costo de almacenaje egsta dado por C, vaces el area dal
triangulo A'B’'E’'; la altura, B'D', es el maximo nivel de
inventario, que sera denotado por S. Por |o que el costo de
3almacenaje es

€, S(t, + ty)
______ ;_--_-

El costo por faltantes as C, vecas el area del triangulo
E'F'H'; 1Ja altura, G'H’, es el minimo nivel de inventario que
serd danotado por a, por o que al costo por faltante os

Casl(ty + ty)

Cuando agregamos los costos por faltantes, mas los costos de
almacenaje al costo de preparacidon lo dividimos por el tiempo del
cicla, t; + t, + t3 + t4 obtenemos el costo promedio por unidad
de tiempo, que |lamaremos K:

(172)[C, S, + t3) + Cyalty + ty)] + Cy
K2 --comome B e it (2)
t, +ty vty + ty
El probtema del fabricante sigue siendo el mismo que en al

modaelo |, o sea, al quiere determinar cuando empezar la

produccidn y cuantos articulos producir, clifra qua denotaremos



con A, La primera cuestién se responde cuando &s@ conoce s,
egpeci flcamente al valor s que minimiza a s. Esto significa qua
egs conveniente reducir |lo mas qua se pueda las variables des Ia
funclén K y ponerlas aen relacldn directa con s y A, Primeramante,
S =¢t,(k-1r) (3)

ya que durante t, se produce una cantidad t,;k y se ordena una
cantidad t, r. por lo que el Incremento neto en inventarlo as
ty k - tyr. Durante t; no hay produccién, pero se ordena una
cantidad t,r, por lo tanto

S = t,r (4)

ahora, de (3) y de (4) vemos que
t, = —---- 3 ———-- (6)

Durante t, los faltantes se acumulan a una razon r, por lo tanto

8 = tyr (6)

Similarmente al periodo t,, durante ty hay producclién y demanda,
por lo que

33 ty(k = r) (7

y de (8) y de (7) se concluye que
ty = —-—-—-- 2 —m—-=—- (8)

Finalmente dabido a que ol ciclo total y la produccién eas apenas
suficiente para satisfacer |a demanda, tenemos que
A=t + t, + ty + t,) (9)

Sustituyando (5) y (8) en (9), obtenemos

13



[tzr v tafk - F) % ty(k = r) b tyr
el

2 memceemcmaca—-
k - r
rk(t, + tz )
: A S ~omeemceem—e (10)
k ~-r
Ahara, sustituyendo (4), (8), (6) y (8) an (2), obtenemocs
1/2[C,(tzr)(t‘ + tz) + Cz(tar)(t3 + tq)] + C;
K 3 en ot cm o n o ot o v o i m m e o e e o e o o e
t, + t, + ty + ts
1 t,r t,r
-~ (e p)] ~emse + tpf+ Caltyrd £y + -~=e- + Cy
k - r k -~ r
tzr t;r
----- +t, + tz + -===-
k - r k -r
1 tyr + talk - r) talk - r) + tqr
=G tyr |~ e + Catar|=Smmmmmmmmmeote +Cy
k ~r k = r
= Ve A SR M A A e - T W M W G S W S W Syl e R S Sy W S T WD W R e W S OB G W NS Rl R W W D -
tar + tolk =~ r) + talk = r) + tyr
kK ~-r
1 tyk tyk
=~ 1€y tar| ~~~~- + Cotgrf---~- + Cgy
k -r K -r
B e o o o o o o e 1 e e e o e o
K(t’_ +* t’)
kK - r
1 1
“=[=====(C,krty + Cokrt,") + C3
2\k - r
B e o et B e e .- -t e - - - .

""" k(tz + t; )



que multipllicando por (k - r)/(k - r), obtenemos
(172)kr (C, £2 + C,t32 ) + Czlk = r)
k(tz + t3 )

(172)r(C, t5 + Cats~ ) + Cyl1 - r/k)

Para encontrar |os majores valores t2° y t3, de
minimiza a K, derivamos K con respecto a t, vy a

log resultados a cero. Esto es:

(1)

tay t; , que

ty; @ ligualamos

IK  rC (e + t3 ) - [(1/2)r(C,ty + Caty) + Cy(1 - r/k)])

menen B rm e e - - o = e o = o e - . —— -

o, (ty + tg )

De donde obtenemos, siempre y cuando {(t, + t3 ) #

rC ta(t, + t;) - L(1/2)r{C,ty + Cat3) + C5301 -

rC,talty + t5 ) = [(1/2)r(C, t] + Cat)) + Ca(1

y restando (15) de (14), obtenemos:

r/k)] = 0 (14)

r/k)] = 0 (156)

r C'tl(tﬂ.+ ta) - rC1t3(t,_+ t; ) = 0
r C,tl(t2,+ ta) = rC2t3(t2 + t; )
y por jo tanto:
tz = (Cg_/C,)t;
sustituyendo el valor de t, en (14), tenemos qua
c. V¢, 1 fc, .
rC,\ —~ta|| ~=t3 + t, = ==r(Cl-=ty + Cat3) + Ca(1 ~ r/k)f =0
o) Cs 2 - C,

C, C,

Cy " Ca
tg2(rCqf == + 1/ ) - (1/2)rty Czl == + 1] ~ Cg(t - r/k) =0

(1/2)rCat; ((Co/C,) + 1) = Cy(1 = r/k) = O

(1/2)rCyty" ((C2/Cy) + 1) = C3(l = r/k)

16



Cy(1 - r/k)

da manera gsimilar se obtiene

2CyC3 (1 - r/k)
rCy (€, + Cy)
Yy sustituyendo estos valores en (8)

valores optimos, A, ¥ Sp , de A y s:

Yy

(10),

jzczc3(1 - r/k) ch,c3(1 - r/k)
k +

r‘C, (C, + Cz) I'C;L(C, + Cl)
A B et i o e v e et e
kK - r
2C;(1 = ¢/k) C, c,
rk| | =—emmmmmeaeeee + ———— [ ——-
r (C, + Cz) Cl Cz
- eeod oot ZE NG DA B
kK -r
2C3(1 - r/k) Cap + C
rj [==er—ecceceaaa $  mmamen-
r (C, + Cy) {Cicy
SN S S . YUV SO Y A
k(1 - r/k)
r*2Cy (1 - r/k) (Cy + C, )*
a oo .
F(C, + Cy)CCslt = rrk)
ZCBF(Cg + Cg )
S R S
C,Calt - r/k)
y

(18)

(n

obtenemos los

(18)



Finalmente, con Jlos resultados de (16),

obtenemos @l valor minimo de K:

2C4(1 - r/k)(C| + C2)

(19)

(17) vy (18) en (11),

Sea M & e e e
I'C|CQ_
@ntonces
1 2C,C3(1 - r/k) 2C,C3(1 = r/k)
mep | € mmm e + Cyl mmmm e + Calt = r/k)
. 2 TC|(C| + Cg) rC.)_(C, + Cz)
K ------------------------------------------------------
M
CyCa (1 - r/k) C,C3(1 ~ r/k)
--------------------------- + Ca(l - r/k)
C, +C, C, +C,
D e et o e e e = e e
M

C3(1 = r/k)(C, + Ca ) + Call - r/k)(C, + Ca )

usando de vuelta el valor de M obtanemos

ac (1 - rtr ciC,

K I R L T P
ZC3 (1 - r/k) (C, + Cg_,)
2C3(| - r/k)r c,C,
K 8 | mmemcmecc e e e e m e — - ———-
C, *Cy
Ejemplo.~

Consideramos al ejemplo dasl modalo |,

- - n -

(20}

suponiendo ahora que -



C = $1,500.00 y la razon de,produccion as k = {0,
Solucion :
La razon de demanda es r = N/T = 60/12 = 5 , y utiiizando

ia ecuacion (18), tenemos

2(1000) (B) (235 + 1500}
A = [ e 2 9,92 tonafadas por pedido
(235) (1600) (1 - &/10)

y ademda, N/A = 60/9.92 = 8,05 pedidos al afio.

i1.3 MODELO ft(.-

E} problema presentado aqui introduce, ademas dg un costo
por faltantes tinito, los sigulentes conceptos:

Demanda estimada vartabie

Unidades dlscretas

Tlempe antre pedlidos, conocido y constante.

Se describira una situacidn tipica donde se dan este tipo de
caracteristicas y luego se procedera a su solucién analitica. Es
impor tante hacer notar que esta planteamiento se puaedae aplicar an
otras situacionas con caractaeristicas similaras.

Considare una compafiia electrica que desea adguirir un nuevo
generador para su planta, Vamoes a suponer que una parte especial
de esta maquina esta sujeta a falfas. St |a compafiia ordena
rapuastos de gsta parte junto con el generador, 8stos tendran un
costo reducido, C,. Si por el contrario, se produce una falla de
esta parte vy la compafifa no dispone de repuestos, tendran que
mandar ordenar uno eapecialmente a un cogto mas alto, C, . tLa
compafiia dJdesea saber cuantos raepuestos ordenar en ai padido de

cada generador. En este caso no se conslderarad et costo por



repusstos sobrantes, es decir aquallos que se ordenan y nunca son
utilizados. Como ya se habla sedalado, |la demanda es estimada vy
variable, esto es, sa digspone de una digtribucion probabilistica

de la demanda, sea esta (ver siguiente grafica)

No. de Repusstos Probabl | Idad Estimada sn
Necesal tados Basa a las Fallas
0 P
1 Py
Donda N es el nivel maximo de demanda y Et P =1
AzQ

GRAFICA NO. 5
DISTRIBUCION PROBABILISTICA DE LA DEMANDA

assossss=ssesssscogoscssasscs=ssz=sss==z=z=za=s==z====z==3=s=3s=s==S3233
Desarrollo y Soluclién Analitica.=-

La ecuacién de costo para este problema pusede sar
dasarrollada de la siguiante manera., Para cualquier cantidad S en
existencla, supdngase que r unidades son utilizadas., Entonces por
un periodo especifico de tiempo, o) costo esperado asociado a un
valor particular de r as :

(S - r)R.C, si r<sSs

(r - S)P.Cy 8l r>S5s

(31 r = S, antonces ol costo esperado es caro)
Para obtener el costo esperado total debemos sumar |os costos
asocliados con cada valor posible de r. Asi, el costo esperado

total de K es :
N

K(S) = C 7_5:(5 -FP- +C J.(r - S)P, (21)

r=0 r=5+1

De asta ecuacién queremos conocer el valor S, que ta minimiza. Si
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este valor produce el costo esperado total mas pequefio, se deduce
en particular que |os valores adyacentes S, - 1 v Sy + | poseen
costos totales, K(Sy - 1) y K(S, + 1}, mayores que K(S, ). EI

cogto esperado para S5, + ! es :

Spt1 N

K(Sg + 1) = C D, (S +1 - r)P. +Cpy  (r -5, - 1P,
r=0
Se

r=5,+2
= C, Sy + 1 -~ r)P + C{(Sg+ 1) - (5, ¢+ 1)IF ¢
r=0
N
Ca2, (r = Sg = NP = C,((S, + 1) = (S, + 1P
a5, +1

S s N N
= c,}j (S, - r)f. + &S R o+ C,) . (r =~ S0P - C7 P,

r=0 r=0 raS,+1 r=5s1

<2

So
= K(S,) + C'Z . Pr - C,
r=0

N
ahora, como :z: ﬁ, = 1, entonces
r=0

r + r=0
S
ademas, 2{? P = P(r<S,). Por lo tanto, tanemos
r=0

S So
K(S, + 1) = K(S,) + C, >. P - c,01 - '2" P)
r=0

r=0
S, Se

= K(Se) + €2 R -C, +Cr> P,
rao r=0

SQ
= K(S,) + (C, +C) > P, -C,

r=0
= K(S,) + (Cy + C,)P(rssS,) - C; (22)
Simiiarmente se obtiene
K(S, = 1) = K(5,) - (C, + Cy)P(rsS, - 1) + C, (23)
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daebido a que K(S, + 1)>K(S,) y K(S, - 1)>K(S,), entonces :
K(SQ + 1) - K(SO) = (C| + C'L!P(FS&) - C1 >0
t. (Cy + C)P(rsS,) > Cy

. Cy/(C, + C,) < P(rsSg)

ademas,
K(S, + 1) - K(S,) = ~(C, + C_, )P(rs5,~- 1) + C, >0
. =(C, + Cu)P(rSo - 1) > -C,

(C, + CxIP(rsS, = 1) < C,
to €/ (Cy + Cg) > PlrsSe - 1)
por jo tanto :

P(rgSo = 1) < C,/(C, + C,) < P(rgsy) (24)
Es decir, cuando esta desiguaidad sa cumpie para un valor §,
hemes aencontrado ef valor qus minimiza el costo ssperado total,
K.
Ejemplo. -
Congidere l|a situacién descrita en este modelo, de fa

compafifa electrica. Supongase que C, = $100 y C, = $1000 y que

tenemos ia siguiente distribucién probabliistica :

FALLAS PROBABILIDAD
0 0.30
1 0.40
2 0.20
3 0.10

Queremos ancontrar 8l nimero de repuestos 4ptimo que deben de
incluirse an la compra de cada generador.
Solucién

Pr imeramente, s conveniente ordenar nuestros datos con la

informacién que necesitamos :
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0 0.30 0.30 0
1 0.40 0,70 1
2 0.20 0.90 2
3 0.10 1.00 3

o - —— -

Ahora, calcularemos C,/(C, + C,) que en este caso as !
1000/ (1000 + 100) = ,909
tenemos que encontrar el valor de S que cumpie con (24), esto es
P(rgS - t) < .909 < P(rgS)
y como
P{r<2) = ,90 < ,909 < 1.00 = P(r<3)
entonces se concluye que se deben Incluir S = 3 repuestos por

generador.

i11.4 MODELO IV.-
Este problema es simiiar ai del modelo |}|, excepto por el
hecho de que ahora las unidades son continuas, en lugar de

discretas, (esto es, ahora se almacenan galones de aceite, kilos

de azucar, etc.). Por lo tanto, la probabilidad de una orden en
Fa.

el intervalo de r, a r, es expresada por la integral f(r)dr,
"y

y |la probabllidad de que una orden sea menor o igual a S es
5 f(r)dr = F(S) (debido a que no se consideran l|as ordenes
negatlvas).
Desarrolio y Solucién Analitica.-

La ecuacidén de costo esperadoc total K(S) es similar a la
ecuacidén obtenida en el Modelo Iil, scio que an lugar de la
tuncion de probabilidad discreta usaremos la funcidén de densidad

F{(S), por lo tanto:
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S
K(s) = C,S.(S - r)fi{r)dr + ngsﬁr - S)flr)ar (25)
(] S
de la misma forma, queremos obtenser &) valor S que minimiza a
K(S). Como un resultado Gtil del calculo, tenemos ;

k{x)
gi{x) = f(x.Y)dy

h{x)
entonces
kK(x) It(x,y) dk(x) dh(x)
g'{x) = J -------- dy + fix,k(x})----~ = fix,h{x))-==-=-
n{x) Ox dx dx
tomando
k, (S) k ,(S)
g,(S) = t,(S,r)dr y g,(s8) = f,(8,r)dr
h, (S) h, (S}
donde

£,(S,7) =2 (8 = r)f(r) , f,(S,r) = (r = S)f(F) , Kk,(8) =S ,
hi(S) = 0 , k,(S) aN 'y hy(sS) =35

tenamos que

JKS) S I (s,r)
------ = C, S meec--=== dr + f,(8,58)k/(S) - f,(S,00h](S)
Js ] s
SN It,(s,r)
+ Cq |} ---5----- dr + £,(8,N)kj(S}) ~- ¢,(5,5)h}(S)
s Os . s 2 2
como
at, (s,r) Jt (S,r)
--------- 3 f{r) , ==-=c--== =2 -f(r)
s s

#,(8,8) =0 , (5,0 = Sf(0)
F(S,N) = (N - SIE(N) , £,(5,8) =0
hj(S) a0 y ki(S) =0

obtenemos
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Ik (3) S N
______ = c,g t{r)dr + Clj -f{r)dr

Is 0 s
5 N

3 G f(r)dr - ng t{r)dr
¢] 8

= C, F(8) - C, (1 - F(S))

s (€, + Cy)F(8) - C, (28)
K(S) tendra un extremo retativo en S, st [JK(S)/IS! = 0, y aesto
se cumpliae gi
{Cy + C2IF(5)) - C, =0

por |o tanto

Cy,
F(Sg) = —-----m- (2N
C, +C,

mag aun

Iris)

__9_;;_.. = C, f(8) + C,f(S})

Y

JK(s,)

“5;;--“ = G, f(Se) + C f{5,) 20

ya que f(g) >0 ,C, ,C, 20
Si la desiguaidad se cumple, S, da un minimo. Si la igualdad se
cunple, entonces f(S;) =0, yaque , y C; son ambos diferentes
de caero, pero t(r) as una funcidn continua y f(r) > 0.

Por 1o tanto st f(S,) = 0, antonces f(r) tlense un minimo en S ,
especificamente cero. Se concluye antonces, que K(S}) tiene un

minimo an S = §,. Por lo tanto el valor de S, qua satisface a

(27), tiene un minimo en K(3S).
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Ejemplo.-

Una panaderia vende uno de sus tipos de pastsles por peso. Sl

el producto no se venda @l dia qua se horned, puade venderse
postariormente y dnicamante con una perdida de 16 cta. por |lbra,
esto es, C; = 16 cts. Por otro lado, 1!a compafiia obtiene una

ganancia de 95 cts. an cada |1ibra de paste! que se vende s! mismo
dia que sa horned, esto es, C, = 96 cts. Las ordenes diarias
torman una distribucidn triangular, en este caso la funcidon de
dapsldad de probabilidad es f(r) = 0,02 - 0,0002r.
El’ problema es detarminar cuantas |ibras de pastel! deba hornear
la péql&gﬁia diariamente. L
So!ucIEnv

En este caso

Co/(Cy +# C2) = 95/(16 + 95) = .8636
Tenémos que encontrar al valor S que satisfaca (27), esto es

S .
F(S) =.§0 f(r)dr = 0.8636

como f(r) = 0,02 - 0.0002r, entoncas

S S
f flr)dr = .{(0.02 - 0.0002r)dr

0 0
S S
= S 0.02dr - g 0,0002rdr
0 0

0.0002r* \|s
0.8638

[]
(=]
[=]
N
-

1

1

]

]

1

]

[}

]
1
[]
]
i

2 0
esto ss 0.025 -~ 0.0001S = 00,8636
por lo tanto S = 100 * 38,93

consacuantemente, tenemos dog posiblies soluciones:
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S, = 136.93 Y S, = 63.07
como f(r) > 0, tenemos que 0.02 - 0,0002r > 0, y esto implica que
r £100. :. S, no es solucion factibie, por iloqua S es la

solucidn d4ptima.

11.8 MODELO V.-

Este problema es similar al anterior, con Ia importante
axcapcion que el tiempo de ventaja, en oste caso es
significativo.

Supongamos que un comerciante hace sus pedidos que seran
antregados k dias despues (eato esa, el tlempo de ventaja es de k
dias). Un clerto dia, el comercliante tiane S an existenclas,

Mas aun, en los k - | dias previoa, al ya ha ordenado ia entraga
de Ay , Ap ., . . . » Ag< articulos, en ese ordsn , para los
giguiantes k - | dias. E| problema es datarminar |a cantidad que
s@ debera ordenar para e! k-esimo dia, considerando qua f(R') es
la distribucidén de densidad de probabil idad de demanda sobre wun
periodo de k dias (R').

Daesarrollo y Solucidn Anatitica.-

Sea Kk = niumero de ordenss en el tiempo de ventaja. (#)

S = nivel de Inventario antes de iniciar el nueve ciclo.

S¢ = nival de inventario para !la k-esima orden.

r, = cantidad demandada en el i-esimo dia.

A, = cantidad ordenada, eon espara de ser antregada en al

i-agimo dia.
Se conatruira Ia ecuacién de costos cubriende al tiempo de

ventaja, ya que |os costos esparados para sl periodo da | a k - |
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ya han gido determinados, pues ya se ordand A, , A, , . . . , Ag
El nlval de inventario para el k-esimo dia es

k=1 k
S =S+ y AL+ Ag -2, 1
= i=1

k=1
Eato es, |lo que ya tenemos, S, lo que ya se ordend, :Z:A;. lo que
1=1

3
s@ va a ordenar, A( , v la demanda ;Z; .

—

k-1 k
sem S' =S+ Z AL+ A¢ y R 3Z .
i=1 T=1

sustituyendo S' por S y R' por r an (25) obtenesmos

s’ N
K(S') = C,g (S* -« R")Ff(R'")AR" + C%j (R' - S')f(R")dR’ (28)
0 s’
Como la ecuacién (28) es esencialmente la misma que la (25), con
la axcapcidn que S$' depande de una varlable, Ag , que es

precisamenta |o que queramoa optimizar; obtenemos

N
(8" - R')Ff(R')dR* + C;S (R" - S")f(R’')dR' (29)
Sl

Sl

K(Ay) = C.J
0

tomando la primera der ivada, obtanemos que

dK(A) dK(Ac) dS*

pero dS'/dA¢ = 1, por |lo tanto, de |os rasultados obtenidos a
partir de (256) tenemos que el valor 6ptimo de S' es el que
satisface F(S ') = C,/7(C; + Cp)

eato Implica que el valor éptimo da Ag as

Ay 80" - (8 + oA ESTA TESIS WO DEBE
™ SR BE LA WGLINTECA
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(#) Nota.- No siempre colncide el tlempo de ventaja con e! nlUmero
de ordenes. Puede sucaeder, por ejemplo, que el tiempo de ventaja

sea de | semana y las ordenes sa deban hacer solo cada 15 dias.

Ejemplo.~-

Una panadar ia ordena pasteles diarlamentea, qua seran
entregados 7 dias despues. S| actualmentae tiena 10 |libras en
existancia y aspera ordanes en los siguientes 6 dias de 2, 4, 1,
10, t1 y 5 tibras. Cuantaas |ibras debera ardenar para el 70. dia?

Supdngase, al igual que e! eljemplo del problema anterior, que

C, = 156 cts., C, = 95 cts, y f(R') = 0.02 - 0.0002R’
Solucién :

El valor éptimo da S’ se obtiene de
F(So') = €,/7(C, + C,;) = 95/(15 + 95) = 0,.8636
como sa estan usando los mismos datos que sn el ejemplo dal
modelo anter ior, tenemos que So' = 63.07 libras, y por to tanto
A7, =683 - (10 + (2 + 4+t + 10+ 11 +8)) =220

que es |a cantidad 6ptima a ordaenar para el 7, dia.

11.6 MODELO VI.-

En es3te modeio se van a analizar dos casos importantes por
la frecuencia con que se¢ presentan en la prictica. Uno de ellos
son |los costos da producciédn o de adquisicién, esto es, el costo
de producir o adquirir bienes puede depender de la cantidad a
producir, o a adquirir,

El otro caso s a8l que se presenta cuando e8! inventario consiste
en var ios articulos, y l|los costos de almacaenamianto o

preparacion, puede depander del tipo de articulo.
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Para anallzar estos casos, haremos unas simpllficaciones de las
acuaclones del modelo ||, con loa supuestos de producclon
Instantanesa y faltantes intolerabies, y usaremos estos resultados
como basae para nuestro planteamiento. Al suponsr produccion
instanténea, se supone que |la razon de producclén k 8s mucho mas

grande que la razén de demanda, asto Implica dos cosas : que k

tiende a infinito y que t, = t4 = 0. con esto la ecuacidn (11) se
convierte en :

(/2)r(C > + c,tf ) + ¢C

K 3 —ememomeme e Cemcmce e aa 2 (30)

y las acuaciones (18), (19) y (20) éptimas, son ahora

_______________ (3n

8, 3 |mmmmmmmmasman- (32)

2r C,C,C,
Kg & [==-e—--c-Z (33)

Al suponer tambien que los faltantes no son permitidos, se esta
suponiendo que @l coato por faltante, C,; -->00, y que e} tiempo
en @l cual hay faltantes, t3 , por lo tanto, se hace cero. Das

esta manera (30), (31}, (32) y (33) sa reducen a

K= (1/2)rC, tg + (C3/t)) (33)
A, =J—2;Tm (35)
S, = 0 (38)
k, -J’z_rc,‘éT (37)
con la eliminacion de t, , t, , t4 , tenemos tambien que A = rty,

CASO 1, Costos Variables (produccidn 6 adquisicion) .-
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Sea r ia razén de demanda y p al costo por unidad si ordenamos
menos que A", y p' si ordanamos mas o igua! qua A", (donde p'<p).
De (34), sustituyendo el valor de t, = (A/r), y agregando p y p',

tenemos la siguiente ecuacién de cogtos

C3r 1
-~~~ + --C,A + opr 0<A<AY
A 2
K(A) = (38)
Car 1
“=== + ==C/A + p'r AxA*
A 2

K(A) tiena un punto de discontinuidad an A = A", por lo tanto, el
minimo valor de K ocurre ya sea donde dK/dA = 0, o en e! punto de
discontinuidad.

dK -Cyr 1

-- = --=- % --C, en todos los puntos,

dA A* 2

excapto en i punto A = A . Esto noa conduca a :

(39)

y debemos considerar los casos en que A°>A* y AQ<A*
si A" <A, al valor minimo de K ocurra cuando A = A, vy de (38)

obtensemos K,

(40)
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gimilarmente si Af>Ag
K 3 2C,C3r + p'r
por otra parte, sl ordenamos A" unidades y obtenemos e! costo mas

bajo, este sers :

C,r 1
ST et g
AT 2

por lo tanteo, A, = A* solo si ;

C,r 1
-2- + -- CA" + p'r s 2C,Csr + opr
A 2
Cyr 1
B 2C,Cyr < pr -~ p'r
*
A 2
f {Cur 1
3
p-p'2 -f = v - C,A¥ - 2¢ C,r) (42)
A 2

CASO 2. Ecuacidn para n articulos.-
Considere n articulos; para @! i-esimo articulo, 8! costo de
preparacidén as C3; y @) costo de almacenale es C, v la razén de

demanda es r;

'+ Y A, la cantidad ordanada. La scuacién da costos

para n articulos, por analogia con la sacuacibén (34) Y
sustituyendo de vuelta t,. = A//r;, es

n 1 Cairi

K = Z - C.;A,‘_ + mm———- (43)
=1 2 A,

tenamos que

aK 1 C3'L r

=== 8 == Cy; = =-==== para I =1, 2, . . . , n.

JA; 2 A,ta'

(44)
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Ko =/20C3;Cp (45)

Una conslideraclién Interesanta se presenta cuando existan

ltmitaclones an Jlos inventarios, que requiaren qus &l ndmare

promadic de articuios no axceda a cisrta cantidad H. E£sto ss,

debemos mlnlm}zar K sujeto a ta condicidn

1 n
~- 2. A S H
2
eg presumible que se quliera alcanzar H (s3in excederio) para
obtanor la major ganancia, Saa
n 1 Cs,r; n
L= 2 4--Ciap + =--2- *}l 2. A - ZH)
=1 2 AL i=1

(siampre que se cumpla la restricoldédn, L sara iguatl a K)

JL 1 C3;r; .

ahora, -~ = -~ C;; - ——-’—;- + Aso t=1,2, ..., n
AL 2 A;

tc que nos ileva a
ZCQ;r;

Ay = [mmmommmee (48)
Ci * A

y @0l0 resta encontrar un A tal que A, * 2H

i=1
Una manera sfeotiva de encontrarlio es por interpolacién.
EjJemplo.~
Una compaﬁia ha decidido tener un inventario que no exceda
de 750 articulos de 3 productoa difaerantes, debido a !liImltacién

de capital. Con la sigulente Informaciédn, cuilas deberan ser las

cantidades dptimas a producir?
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PRODUCTO

1 2 3
Ci .06 .02 .04
C3 50 40 60
r 100 120 75

Soluelén

Al querer encontrar un A apropiado qua cumpla con la
condicidédn, estamos trabajando con una funclén f, desconocida, qua
relaciona X con la mitad da la suma de laos A, 's, A. S§I

utilizamos A= 0 an (48) obtenemos

Ar, = /12(100)(50)1/(.05) = 447

Ag, = /[2(120)(40)1/(.02) = 693

A3, = /(2(76)(B0)/(.04) = 464
pero A = (447 + 693 + 484)/2 = 802, que axceda a los 750
permitidos, Si utilizames A= 0,006, tensmos ahora :
Ao = 409, Ay, = 566, A3 = 424
y A = 700 , que no alcanza |la cantidad deseada.
E! objetivo ahora @s buscar un tal que f(;l) = 750, dado que
f(0) = 802 y f{(0.005) = 700. Como f es desconocida podemos
aproximar f por medico de una recta que pase por !os puntos
(0,802) y (0.006,700) y esta ea, usando la egyacibn de la recta
para dos puntos :

{xg = % MY =y ) = (yg = vy, (X = x, )

(.005 - 0)(Y - 802) = (700 -~ 802)(X - 0)

.006(Y - 802) = -102X

Y = -20400X + 802
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por to tanto

862 - Y
X & cmmevenee
20400
entonces, si Y as igual a Ay X es lgual a A, tenemos gque

cuando A = 750 aentonces, = .00286
y finalmenta, utitizando asta valor de . , obtenemas

Ay, = 438, Ay, = 652, A3, = 460
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CONCLUS I ONES

El planteamianto y desarrollo de scuacliones de problemas
de Inventario puede ser ampilo y variado; y aunqua en este
trabajo sa estudiarion los casos mas tiplcos, estos a su vez sa
pueden diversiflcar debido a los numerosos factores que pueden
intervanir an un caso dse inventario,.

€3 por eso que s necesario anallzar cada caso por
saparado para poder plantear y desarrollar la ecuaclédn qua mejor
5@ adapte a las condiciones del problema., Asi, mientras que para
una persona puede ser relevante |a utilidad no obtenida por
faltarle piezas suficientes para satisfacer la demanda total,
para otras puede sger mas relevante la utilidad que obtienen
invirtiendo an otros renglones, @l monto o costo de las piezas
no adqulridas, aunqua no haya satisfecho |la demanda total.

Aunque no hay una teoria siatematica sobre ol probiema de
Inventarios, si se pueden establecer patrones a seguir para
identificar y plantear casos de inventario, como se discutid en
{.1. Ademas, el gran uso de tamas de Matematicas, como Iia
Egtadistica, el Calcuio, |as Leyes de Sumatorias y e! Algebra,
hacen de la teoria de sistemas de inventar ios un campo (dentro de
la Investigaclon de Operaciones) digno de investigarse y
ampl iarse.

Si bisen es cierto que este tipo de ecuaciones se
desarrollaron a raiz de poder resolver problemas relacionados con
inventar ios, sus resultados son aplicables a problemas de
difarante contaxto que varian desde problemas da produccién vy

mantenimiento hasta problemas de inversiones y hasta de personal,
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aunque esencialmente simllares. Hay que recordar que. en un
sistema da Inventarios son significativos Ilos costos de
almacenajes, Ios costos por faltante y los costos ds preparaclén.
Slempre y cuando podamos identificar los costos de un problema
cualquieara con los costos antes mencionados, tendremos un Sistema
de Inventario que podremos desarrollar.

El trabajo aqui presentado, es tan solo un esbozo de los
alcances que tlene el campo de la Invastigacién de Operaciones,
on particular los Sistemas de inventarios, y al igual que otros
temas parecidos deben ser estudiadog mas a fondo para su maejor

comprensidén y su mas amplia aplicaclén.
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