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P R O L O G O 

La necesidad de desarrollar e Investigar modelos 

matemáticos, para la solución de problemas que a menudo se 

presentan en las diferentes fases de la economía y la 

satisfacción de demostrar que las distancias entra los problemas 

económicos e Industriales y tas apl lcaclones da las matemáticas 

son muy pequeñas, son unas da las causas por las qua me he 

lncl !nado por dasarrol lar asta tema, que aparte da presentar un 

buen reto desda el punto da vista matemático, es de suma utl 1 ldad 

para el comercio y para la industria que manejan o pretenden 

establecer sistemas de Inventarlos, 

El objetivo da este trabajo, básicamente es plantear, 

desarrollar y anal Izar los modelos mas ti picos del problema da 

Inventarlo. No pretende, por lo tanto, proponer nuevas teorlas en 

el campo da sistemas da Inventarlos, sino clarificar los aspectos 

tecnlcos y los desarrollos matemáticos qua conducen a la 

obtención de resultados óptimos. 

En mi trabajo, trata da recopilar, de varios 1 lbros 

destacados en la materia, las situaciones y caraoterlstlcas más 

comunes qua representan a los problemas da Inventarlo, y asl, ha 

obtenido seis modelos que espero sean los mas caracterlstlcos, 

aunque desde luego, no son los únicos. 

Es mi deseo qua esta trabajo contribuya de alguna manera al 

Interesante y relativamente Joven tema del problema de 

Inventarlo, y qua me Impulsa a Investigar y desarrollar más 

ampl lamenta lo que hasta aqul he logrado. 
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C A P 1 T U L O 

N T A o D u c c o N 

l. 1 Algunas definiciones.-

Qui tan seguido se debe 1 lavar a cabo una produccl6n?, Qué 

cantidad de artfculos se debe producir cada vez?, Cuándo hacer un 

pedido?, cuantos artfculos se deben pedir en cada orden?, estas 

son unas de las cuestiones tfplcas que tienen respuesta en un 

problema de Inventarlo. 

El problema de Inventario surge en estas situaciones cuando 

tanto el productor como el comprador desean controlar los costos 

que afectan a un sistema de inventarlos. Un sistema de 

Inventarios es aquel en al cuál solo las siguientes tres clases 

de costos son significativas, y en donde dos cualesquiera de las 

tres son controlables: 

1) El costo da manejar inventarios qua llamaremos COSTO DE 

ALMACENAJE. Esta se puada resumir como aquel los costos tales 

como al costo de producir un articulo, al costo por 

almacenaje (Instalaciones, personal, etc,), el costo da 

manejar artfculos obsoletos, al costo por da~os, al costo da 

Impuestos y seguros, ate. 

2) El costo da Incurrir en faltantes, o simplemente COSTO POR 

FALTANTES. Esta costo se presenta ya sea en la demora da 

satisfacer la demanda, o en la incapacidad de satisfacerla 

da cualquier forma. 

3) El costo de resurtir las existencias o COSTO DE PAEPAAACION. 

Este es el costo de obtener bienes a traves da la compra o 
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produccl6n. 

Al definir sistemas de inventarlos da esta manera, se 

lmpl lea qua 

significativos 

otra clase de costos, diferentes a estos, no sen 

en un sistema da Inventarlos. SI son 

significativos an algún sistema, no sa llamará Sistema da 

Inventarlos. 

Un problema de inventarlo es un problema de hacer decisiones 

6ptlmas con respecto a un sistema de inventarlo. En otras 

palabras, un problema de Inventario concierne con la toma de 

decisiones que minimizan el costo total de un sistema de 

Inventarlos. En resúmen, un problema de Inventarlo es el problema 

da determinar cuándo y qu tanto produci~ u ordenar. 

Además de las variables de costos, otras dos clases de 

varlables intervienen en les problemas generales de inventario, 

que son: variables de DEMANDA y variables de PEDIDOS. 

VARIABLES DE DEMANDA: la demanda puede ser conocida o 

desconocida, pueda ser constante o variable. La cantidad de 

articules requeridos puedan ser valoras discretos (números de 

piezas de pan) o continuos (número de 1 ltros da aceita). Tamblan 

se considera la extraccl6n da artfculos da las existencias, qua 

puede ser continua o discontinua con respecto al tiempo, y la 

raz6n da extraccl6n qua puede ser constante o variable. 

VARIABLES DE PEDIDO: el tiempo de ventaja en el pedido (esto 

es, el tiempo entra levantar el pedido y la adqulslcl6n da los 

bienes ordenados) puede ser casi Instantáneo o de considerable 

duracl6n. El tiempo da hacer los pedidos puede ser fijo o 

variable. Finalmente, las entregas pueden ser continuas o 
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discontinuas y puedan ser a una razón constante o variable. 

======~=====================m================a=================== 

VARIABLES DE COSTOS 

1.- COSTO DE ALMACENAJE 
2.- COSTO POR FALTANTES ~CONSTANTES O VARIABLES 
3.- COSTO DE PREPARACION 

VARIABLES DE DEMANDA 

{

CONOC 1 DA----- CONSTANTE O VAR 1 ABLE 
1 .- DEMANDA 

DESCONOCIDA 

2.- CANTIDADES REQUERIDAS~----DISCRETAS O CONTINUAS 

3.- DISTRIBUCION DE EXTRACCIONES 
DE EXISTENCIAS CON RESPECTO 
AL TIEMPO 

[CONTINUAS 

~ISCONTINUAS {

RAZON 
CONSTANTE 
O VARIABLE 

VARIABLES DE PEDIDOS 

1,- TIEMPO DE VENATJA EN 
EL PEDIDO {

CONOCIDO 
ESTIMADO 

(CONSTANTE 
\_VARIABLE 

2.- DISTRIBUCION DE ENTREGAS 
CON RESPECTO AL TIEMPO {

CONTINUA 
DISCONTINUA 

{RAZON CONSTANTE 
\_0 VARIABLE 

GRAF ICA NO. 1 
CLASIFICAION DE VARIABLES DE LOS PROBLEMAS DE INVENTARIO 

1.2 Brava Historia: Ecuación aconómlca da tama~o da lota.-

La taorfa an sistemas da Inventarlos se remonta a 1915, 

cuando F.W. Harrls desarrolló una ecuación, en la cual minimizó 

la suma da costos de preparación y almacenaje, donde la demanda 

era conocida y constante. Esta ecuación se le 1 lama comunmante la 

ECUACION ECONOMICA DE TAMANO DE LOTE, y será discutida en el 

modelo del siguiente capitulo. El sistema para el cuál la 

fórmula sa cumple es uno con situaciones muy Ideales. Aparte da 
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la ya mencionada de la demanda, no se permltlan faltantes, el 

tiempo da ventaja se suponla lnslgnlf lcante, y la raz6n de 

producclon se suponla Infinitamente mayor a la raz6n de demanda, 

BenJamln Cooperen 1926, anal lz6 un sistema da Inventarlos 

en el cual se consideraba la raz6n de producción, y en 1928 

Thornton Fry estudió un sistema en el cual la demanda no se 

conoola precisamente. 

El primar Intento da anal Izar una variedad de sistemas fue 

hacho por Falrfreld Aaymond an su "Quantlty and Economy In 

Manufactura" publ lcado en 1931. En 1957, en una nueva edición de 

"The Theory of lnventory Managemant" de WI thln (publ lcada por 

primera vez en 1963} lncluy6 223 citas blbllograflcas, lo que 

cubre las publ lcaolones en el campo de Sistemas da Inventarlos, 

desde 1923 hasta 1957, Desde entonces, muchas pub 1 1cae1 o nas han 

sido dedicadas a los sistemas de Inventarios, Los trabajos da 

Hieller y Lleberman (1980}, Hax y Candea (1984), Johnson y 

Montgomery (1974), Arrow, Kartln y Scarf (1958), y Ackoft y 

Saslanl (1968) han ampl lado el tema y los conoclmlentoa da los 

problemas da Inventarlo. 

e 
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CA P T U L O 11 

P L A N T E A M 1 E N T O y D E S A R R O L L O 

En este capitulo discutiremos 6 modelos tlplcos de sistemas 

da Inventarlos, que varfan en cuanto a fas suposiciones y 

consideraciones hechas sobra las variables. Los símbolos se Irán 

Introduciendo a medida que se vayan necesitando. 

11 • 1 MODELO 1. -

Considera un fabricante que tiene qua suministrar N unidades 

a una raz6n constante a sus el lentes durante el tiempo T. Por 1 o 

tanto, la demanda es fija y conocida. No se permiten faltantes, 

esto es, el costo por faltantes por unidad da tiempo, C;i. es 

Infinito (C;¡_ =oO). Los costos variables asociados con el proceso 

de manufactura son: 

C1= Costo de almacenaje por unidad de tiempo. 

c,~ Costo de preparación por tlraJa de producción. 

El problema del fabricante es determinar: 

1.- Cuando hacer un tlraJe da producción. 

2.- Cuantas unidades daba hacer por tlraJe. 

Desarrollo y Solucl6n Anal itlca.-

A G_G __ ~-~ 
T-------------1 

GRAFICA NO. 2 
SITUACION DESCRITA POR EL MODELO 1 
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Sea A '" No. de artlculos por tlraja 

t;. = al 1-eslmo Intervalo de tiempo entre tlraJes 

N '" número total de unidades para el periodo total de T 

Entonces: N/A es el número de tlraJes durante T 

Asl: t.Á • T/(N/A) • TA/N 

SI el Intervalo t¡ empieza con A unidades y termina con cero, 

(ver gráfica No. 2), entonces A/2 son las existencias promedio 

durante t_¡. 

El costo relevante esperado por tlraJe, k, consistirá entonces en 

estos costos da almacenaje mas el costo de preparación: 

k " (A/2) (C1 t;. l + C_, 

Finalmente, el costo relevante esperado total, K, es al costo por 

tlraJe, k, multlpllcado por el numero de tlraJes durante T: 

K " [ (A/2) (C, t.d + C3 ) (N/A) 

NC 1 t;. C1N 
a ------- + -----

2 A 

Sustituyendo et valor de t~ , obtenemos: 

K • ---------
2 A 

a ------ + ( 1) 

2 A 

Se pueda apreciar, tácllmente, qua los dos tarmlnos obtenidos en 

el lado derecho de la ecuac16n (1) son los costos totales de 

almacenaje y preparación, respectivamente. Hasta ahora, por 

razones obvias todas las variables usadas han sido positivas; con 

esto observamos qua al primar termino crece a medida que A crece, 

mientras que el segundo termino decrece. La soiucl6n a este 

a 



problema da Inventario consiste entonces, en encontrar el valor 

da A, digamos A0 , para el cual la suma de estos costos es mlnima 

(ver la siguiente gráfica). 

~•=2~====•z===•===s====~==•========~===========•================3 

K 

c,N!l/A~~:•T/2lA 
GRAFICA NO. 3 
ECUACION DE K, ACOTADA POR LOS COSTOS DE ALMACENAJE Y PAEPARACION 

Con el uso del cálculo diferencial, obtendremos el A0 deseado, 

que minimiza el valor da K. Derivaremos (t) con respecto a A¡ de 

hecho K depende de una sola variable, A, ya que las demás son 

conocidas; por lo tanto 

dK/dA"' (t/2)CtT - (C3N)/A:L 

Por lo que al igualar esta acuaol6n a cero, obtenemos 

de donde obtenemos Ao 

1 C3N 
A ª ----------

( t / 2 l C1 T 

A • ;-~~~~-
c1 T 

Más aún, debido a qua 

se concluya qua al valor da K es mlnimo cuando A satisface (•), 

por lo tanto, sustituyendo A0 de vuelta en K, obtenemos 

9 



K C1T PCJN ----- -------
2 c1 T 

1 

+ -------

! 

( 1 a) 

Nota: Otro resultado Importante as al valor da t 6ptlmo, asto as 

( 1 b) 

(•) Esta as la acuacl6n clásica acon6mlca de tamaño da lota, 

dasarrol lada por Harrls. 

Ejemplo.-

Cierto articulo tiene una demanda da 6 toneladas manaualas, 

y cada vez qua se haca un pedido, existe un costo da preparación 

da t1000.00. El costo de almacenaje as da t236 por mes. Cuál es 

la cantidad 6ptlma por pedido, y cuántos pedidos daban hacerse en 

un afio? 

Solucl6n: 

Aunque al modelo se plante6 desda al punto da vista del 

productor, los rasultadoe se puedan apl lcar fácl Imanta al 

comprador, considerando los tlraJes como pedidos y al número da 

artlculos por tlraJa como al número da artlculos por pedido. 

Sea: T • 12 mesas 

N 2 60 toneladas 

10 



C3 '" 1000 

As 1: 2(1000) (60) 
A 6.52 ton. por pedido 

(235) ( 12) 

Además, ya se habla mencionado que N/A es el número de tlraJes 

durante T, en esta caso son pedidos, por lo tanto 

N/A '" 60/6.62 .. 9.2 pedidos por a~o. 

11.2 MODELO 11 .-

Esta problema es similar al del Modelo J, solo qua ahora se 

agregarán doa nuevas suposiciones: Supóngase qua se puedan 

permitir loe faltantes, esto es, C~ , no es lnf lnlto; y supongase 

tamblen qua la razón de producción as mayor qua la razón da 

demanda. 

Dasarrol lo y Solucl6n Anal ltlca.-

GAAFICA NO. 4 
UN CICLO DE INVENTARIO CONSIDERANDO LOS FALTANTES 

La situación qua vamos a considerar se muestra en la gráf lca No. 

4; por slmpl lcldad vamos a dividir al tiempo T en cuatro tiempos: 

t, ' t¡z,' tl ' ti, que representan un ciclo de Inventarlo, qua se 

puada estar repitiendo continuamente. Por to qua 

Al Igual qua el modelo 1, supongamos qua deseamos suministrar N 

unidades por un periodo T, a una razón uniforme da demandar= N/T 

11 



la producción se efectua a una razón uniforme k(>rl. 

Al ana 1 1 zar la gráfica No. 4, vemos que las existencias 

empiezan en cero y se Incrementan por un periodo ~, y luego se 

reducen por un periodo tz hasta 1 legar otra vez a cero. A partir 

de t¡ empiezan a aumentar los faltantes y finalmente por un 

periodo t4 los faltantes decrecen hasta llsgar a cero de vuslta, 

de donde empieza un nuevo ciclo. 

El costo de almacenaje esta dado por c1 vsces el área del 

triángulo A'B'E'; la altura, B'D', es el máximo nlvel de 

Inventarlo, que será denotado por S. Por lo que si costo ds 

almacenaje es 

c1 sct, + t:zl 

2 

El costo por faltantes es c2 veces el area dsl triángulo 

E'F'H'; la altura, G'H', es el minlmo nivel de Inventarlo que 

será denotado por s, por lo que el costo por faltanta es 

2 

Cuando agregamos los costos por faltantas, más los costos de 

almacenaje al costo da preparación lo dividimos por al tiempo del 

ciclo, t 1 + t 2 + t3 + t4 obtenemos el costo promedio por unidad 

de tiempo, que 1 lameremos K: 

K = (2) 
t, + t .a. + t 3 + t,. 

El problema del fabricante sigue siendo el mismo que en al 

modelo 1, o sea, el quiere determinar cuando empezar la 

producción y cuántos articules producir, cifra que denotaremos 

12 



con A. La primera cuestión se responde cuando se conoce s, 

especlflcamente el valor s que minimiza a s. Esto significa que 

es conveniente reducir lo más que se pueda las variables de la 

función K y ponerlas en relación directa con s y A. Primeramente, 

S • t 1 (k - r) (3) 

ya qua durante t 1 se produce una cantidad t 1 k y se ordena una 

cantidad t 1 r, por lo que el Incremento neto en Inventarlo es 

t 1 k - t 1 r. Durante t 1 no hay producción, pero se ordena una 

cantidad t 2 r, por lo tanto 

(4) 

ahora, de (3) y de (4) vemos que 

s 
t, "' (6) 

k - r k - r 

Durante t} los faltantes se acumulan a una razon r, por lo tanto 

(6) 

Slmllarmente •I periodo t 1 , durante t+ hay producción y demanda, 

por lo que 

s"' t 4 Ck - r) 

y de (6) y de (7) se concluya qua 

11 

k - r k - r 

(7) 

(8) 

Finalmente debido a que el clclo total y la producción es apenas 

suficiente para satisfacer la demanda, tenemos que 

A = r ( t 1 + t ,a. + t.> + t'f ) 

Sustituyendo (6) y (8) en (9), obtenemos 

[ 
tar tllr ] 

A • r ------- + tz + t 3 + -------
k - r k-r 

13 
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r ~:~:-~-:~~~-=-::_~-:~~~-=-::_~-:~:-] 
L k - r 

r [-:::_~-:~~-=-:::_~-:~~-=-:~:-~-:~:-] 
k - r 

= --------------
k - r 

A = --------------
k - r 

Ahora, sustf tuyendo (4), (5), (6) y (8) en (2), obtenemos 

1/2CC1 Ct 2 rl Ct1 + t;i,) + C 2 Ct3 rJ <t 3 + t~J l + c 3 
K 2 ---------------------------------------------

t1 + t;z. + t3 + t4 

-~ ~ 1 (t.2.r)(-:::_ + t.z_\ + CJ.(tJrJ(t3 + _:~:-)11 
2 l k - r f k - r) 

t 2 r t~ r 
----- + t~ + t3 + ----
k - r k-r 

(10) 

. -------------------------------------------------------
k - r 

. ---------------------------------------
k - r 

-~(--~--lec, krt,t + C2 krt, ... J + C1 
2 k - ~l 

= --------------------------------
k(tz+t 3 > 

k - r 

14 



que multiplicando por (k - r)/(k - r), obtenemos 

K " 
k ( t z + t'3 ) 

(1/2lrCC1 t; + C2 t·i- ) + C~(1 - r/k) 
( 11) 

Para encontrar los mejores valores t
20 

y t_3
0 

de t;z. y t 3 que 

minimiza a K, derivamos K con respecto a t 2 y a t 3 e Igualamos 

los resultados a caro. Esto es: 

8K rC,t;z,(tz + t 3 > - !C1/2lrCC,t~ + c.,.t3'1 + C3 (1 - r/kll 
.. ------------------------------------------------------ (12) 

8t1 ( t:i, + t 3 ) "J. 

8K rCat 3 <ti + t 3 > - [(1/2lrCC 1 t 2-z + C 2ti> + c,c1 - r/kll 
.. ------------------------------------------------------ (13) 

é)t3 Ct 4 + t3 >"-

De donde obtenemos, siempre y cuando (t;z. + t; l fi O : 

re, t,_Ctz + tJ 

rC;1.t3Ct 2 + t, 

- [(1/2lrCC 1 tt + C;i.ti> + c 3 C1 - r/kll =o (14) 

- [(1/2)r(C,t1 + Cat~l + C3 C1 - r/kll "O (15l 

y restando (15) de (14), obtenemos: 

r c,t:i..<t:a. + t)) - rC:z.t3Ct;z. + t~ " o 

r e, t 2 Ctz, + t¡¡l = rC2 t 3 Ct2. + t1 

y por lo tanto: 

t 2. .. (C~C,) t 3 

sus t 1 tuyando e I valor da t 2 an (14). tenemos que 

•<,( ~:·•t:" • t 3) - (-;, «.(~;• ~' • c.•;1 • e, CI - , '"~ • o 

tl<rc{~~ + 0 l - (1/2lrtt c:l.(~~ +y - C3C1 - r/kl =O 

,_ 
(1/2lrC~t3 ((C2./C 1 l + 1) - C3(1 - r/kl O 

(1/2lrCztj <CC:i./C1l + 1) "C3(1 - r/k) 
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':l. 
C~(1 - r/k) t' = ----------------------( 1 /2) re~c <e~+ c1 i1e 1 J 

re:z,<e, + e;z.l 

por 1 o tanto 

2c1 e3 < 1 - r /k) 

t3 = ----------------º re,_ (e, + e1l 
( 16) 

da manara slml lar sa obtiene 

( 1 7) 

y sustituyendo estos valores en (6) y ( 1 O) , obtenemos 1 os 

valores 6ptlmos, A0 y s 0 , da A y s: 

rk(j~=~=~~~-=-~~~~ + J~=~=~~~-=-~~~~) 
re, <e, + e2.l rC;i.<e, + C2 l 

----------------------------------------A 

rk'-~=~~~-=-~~~~: (-+r ~- + ~)~ 
r (C 1 + Ca.> J -~;- J C~-

--- -------------------~-------------- --• 
k - r 

rk( -~=~~~-=-~~~~~+ ==-~-=~) 
r <e 1 + C:z.l V e, el. 

--- -------------- ----------------------k(1 - r/kl 

r1.2e~<1 - r/k)(CJ. + e1 ¡1. .. 
-;¡~;-:-~~>~;~~,~-=-;~~f'---

2e3r <c, + e2. l 
( 18) 

c,c.,.<1 - r/kl 
y 
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s0 = /==~=~~~-=-~~~: * r 
1 rC2CC¡ + Cz) 

= J ==~=~~~-=-~~~~r 
C2.CC 1 + C:¡) 

c 19) 

Flnalmanta, con los resultados de C16), C17) y (18) en C11), 

obtenemos el valor mlnlmo de K: 

Sea 
2C3C1 - r/k) (C 1 + C;z.) 

M = ------------------------
rC 1C2 

entonces 

-~r (e,( :::::~~-=-~~~~) + e 1(==~=~~~-=-~~~:) + c3 C 1 - r /k > 
2 re, CC 1 + C,il rc 2 cc, + C:i,l 

K ------------------------------------------------------
M 

CiC3(1 - r/k) 

------------- + 
e, + c2 

c,c 3 c1 - r/kl 

-------------
e, + c2. 

+ C~(1 - r/kJ 

M 

CsCl - r/k) CC 1 +Ca, J + C3C1 - r/k) CC 1 + C2) 

e, + c.2, 
---------------------.------------------------------

M 

. ---------------
M 

usando da vuelta al valor de M obtenemos 

K = 1-~=.t..~~-=-~~~:~~-=~==---
2c 3 c1 - r/kl ce, + e~ l 

K = --==~~~-=-~~~~~-=~==---- C20) 
e, + c2,, 

EJemplo.-

Consideramos al ejemplo del modelo 1, suponiendo ahora qua 
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C = il,500.00 y la razon de.producclon es k = 10. 

Soluclon : 

La razon de demanda es r N/T 60/12 5 , y utl 1 Izando 

la acuaclon (18), tenemos 

2(1000) (5) (235 + 1500) 
A ------------------------ = 9.92 toneladas por pedido 

(235) (1500) (1 - 6/10) 

y además, N/A a 60/9.92 = 6.05 pedidos al año. 

11.3 MODELO 111.-

Et problema presentado aqul Introduce, ademas da un costo 

por fattantas finito, los siguientes conceptos: 

Demanda estimada variable 

Unidades discretas 

Tiempo entre pedidos, conocido y constante. 

Se describirá una sltuacl6n tlplca donde sa dan esta tipo de 

caracterlstlcaa y luego se procederá a su soluc16n anal ltlca. Es 

Importante hacer notar qua este planteamiento se puede apl loar en 

otras situaciones con caractarlstlcas similares. 

Considere una compañia atectrlca que desea adquirir un nuevo 

generador para su planta. Vamos a suponer qua una parte espacial 

de esta máquina asta sujeta a fallas. SI ta compañia ordena 

repuestos de asta parta Junto con el generador, estos tendrán un 

costo reducido, e,. SI por el contrario, se produce una falla de 

asta parte y ta compañia no dispone de repuestos, tendran qua 

mandar ordenar uno especialmente a un costo más alto, C~. La 

compañia desea saber cuantos repuestos ordenar en el pedido de 

cada generador. En esta caso no se considerará et costo por 
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repuestos sobrantes, es decir aquel los que se ordenan y nunca son 

utll Izados. Como ya se habla señalado, la demanda es estimada y 

variable, esto ea, se dispone de una distribución probabl 1 istlca 

de la demanda, sea esta (ver siguiente gráfica) 

No. de Repuestos 
Necesitados 

o 
1 

N 

Probabl 1 ldad Estimada en 
Base a las Fel las 

Donde N es el nivel máximo de demanda y 

GRAFICA NO. 5 
DISTRIBUCION PROBABILISTICA DE LA DEMANDA 
======================2========================================~= 

Desarrollo y Solucl6n Anal ltlca.-

La ecuacl6n de costo para aste problema puede ser 

desarrollada de la siguiente manara. Para cualquler cantidad S en 

existencia, sup6ngase que r unidades son utll Izadas. Entonces por 

un periodo especifico da tiempo, el costo esperado asociado a un 

valor partlcular de r es 

es - r > P'( e, 

(r - S) PrC:2. 

si r < S 

si r > S 

(si r = S, entonces el costo esperado es caro) 

Pera obtener el costo esperado total debemos sumar los costos 

asociados con cada valor posible dar. Asl, el costo esperado 

total da K es : 

K(S) :a C tes 
r=O 

- rlPr + e f. Cr - SlP,. 
r=S+1 

(21) 

Da esta ecuaol6n queremos conocer el valor S0 que la minimiza. SI 
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esta valor produce el costo esperado total mas pequeño, se deduce 

en particular qua los valoras adyacentes S0 - 1 y S0 + poseen 

costos totales, KCS 0 - 1) y KCS 0 + 1), mayores qua K(S 0 ), El 

costo esperado para S0 + 1 as 

So +1 
K(S 0 + 1) • C1 L (S0 + 1 - r)P,. 

r"O 

So 

N 
+ CiL (r - S 0 - 1l Pr 

r=S0 +2 

"e,¿: (S 0 + 1 - rlPr + C 1 <CS 0 + 1) - (S 0 + 1llP50+1+ 
r=O 

N 
c2t:= (r - S0 - llP,. - C?..((S0 + 1) - (S0 + lllPso+I 

r=S0 +1 

N N .§ 
ahora, como L Pr '" 1, entonces L P,... " 1 - 2-., P,.. 

r=O r=So +1 r=O 

adamas, "P(r~S0 ). Por lo tanto, tenemos 

s., ~ p K ( S0 + 1 ) • K ( S0 ) + C 
1 

,,c._. - C 2 ( 1 - 2: P.,.. ) 
r=O r=O 

So 
K(S

0
) + <e, + c2> ,L. Pr- - C;¿ 

r=O 

,. K (S.,) + <e, + C2lP(rSS 0 ) - c2. 

Similarmente sa obtiene 

K(S0 - 1) = K (S0 ) - (C, + C,_lP(r.SS0 - 1) + C:z. 

20 
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debido a que K(S 0 + 1l>K(S 0 ) y K(S 0 - 1l>K(S0 ), entonces 

KCS 0 + 1l - KCS0 ) = (C 1 + C.,_ )P{r.SS,,) - C;¡, > O 

•• (C, + C;1.lP!r~S 0 l > Ci, 

.. C,_!(C 1 + Ci.l < P(r~S0 ) 

además, 

K(S 0 + 1) - K(S0 ) = -(C 1 + C.i. )P(r~S 0 - 1) + C2.. >O 

•• -CC 1 + C,_JP(r~So - 1 ) >-el. 

•• (C 1 + C:z)P(r~S0 - 1 ) < C:z. 

.. C1/CC 1 + C-z.) > P(r~Sg - 1) 

por lo tanto 

(24) 

Es decir, cuando esta desigualdad se cumple para un valor S, 

hemos encontrado el valor que minimiza el costo esperado total, 

K. 

Ejemplo.-

Considera la sltuaol6n descrita en esta modelo, da la 

compa~fa alectrlca. Supongasa qua c 1 a $100 y C~ a $1000 y qua 

tenemos la sigui anta dlstrlbucl6n probabll lstlca 

FALLAS 

o 
1 
2 
3 

PROBABILIDAD 

0.30 
0.40 
0.20 
0.10 

Queremos encontrar el numero de repuestos 6ptlmo que daban da 

lnolulrsa an la compra da cada generador. 

Solucl6n : 

Primeramente, as conveniente ordenar nuestros datos con la 

lnformacl6n qua necesitamos : 
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r 

o 
1 
2 
3 

P(r) 

o.so 
0.40 
0.20 
o. 10 

P(r~S) 

0.30 
0.70 
0.90 
1.00 

s 

o 
1 
2 
3 

Ahora, calcularemos C~/(C 1 + C~) que en este caso es 

1000/(1000 + 100) •• 909 

tenemos que encontrar el valor de S que cumple con (24), esto es 

P(r~S - 1) < .909 < P(r$S) 

y como 

P(r~2) = .90 < .909 < 1.00 = P(r~3) 
entonces se concluye que se deben Incluir S ~ 3 repuestos por 

generador. 

11.4 MODELO IV.-

Este problema es slmllar al del modelo 111, excepto por el 

hecho de que ahora las unidades son continuas, en lugar de 

discretas, (esto es, ahora se almacenan galones de aceite, kilos 

de azúcar, etc.). Por lo tanto, la probabll ldad de una orden en 

el intervalo da r
1 

a r:i.. es expresada por la integral (r:i. f(r)dr, 
) r¡ 

y I• probabll ldad de qua una orden sea menor o Igual a S es s: f(r)dr F(S) (debido• que nos• consideran las ordenes 

negativas). 

Desarrollo y Solucl6n Anal ltlca.-

La ecuación de costo esperado total K(S) es similar a la 

ecuacl6n obtenida en el Modelo 111, solo que en lugar de la 

función de probabll ldad dlsoreta usaremos la funcl6n de densidad 

F(S), por lo tanto: 
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K(Sl = C1 lS(S - rl f (rldr + C:i. .r-:r - Sl f(rldr (251 
o Js\ 

da la misma forma, queremos obtener al valor S que minimiza a 

K(S). Como un resultado útil del calculo, tenemos 

si 

J 
k(x) 

g(xl • tlx,yldy 
h Cxl 

en toncas 

J
k(x) é)t(x,yl 

g' (x) • -------- dy 
h(xl 8x 

tomando 

. J
k 1 (S) 

g
1 

(S) t 1 (S,r)dr 
h 1 CSJ 

donde 

+ 

y 

dl<Cxl 
f Cx, k (x)) ----

dx 

dh(x) 
f Cx, h (x)) ----

dx 

f k 1 CSJ 
g1 1Sl = fJ..(S,rldr 

h 4 CSJ 

f 1 (S,r) '"IS - rlf(r) f:¡_IS,r) = (r - Slf(rl , k 1 CSJ '"s 

h 1 (S) '" O 

tenemos qua 

d KCSJ 
------ :11 

d5 

como 

~f 1 IS,rl 

--------- :a c9 s 

t 1 (S,Sl '" O 

k:2..(S) = N y 

df1 (S, rl 

--------- dr dS 

df2.(S,rl 

--------- dr é) s 

df1 CS,rl 
f C r l , ---------.9 s 

h 2.(Sl = S 

+ f 1 CS,Sl k 1' (5) 

+ 

"' -f(rl 

f
1
(S,Ol •Sf(O) 

f~(S,Nl = CN - SlflNl f.2.(S,Sl = O 

hj(S) •O y 

obtenemos 
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6JKCS) S \N 
~S = c,f O t(r}dr + C;z..)

5
-t(r)dr 

.. e, F(SJ - e,_< 1 - FCSJ) 

= (C 1 + e 2. ) F (S) - e ;l. (26) 

KCS) tandra un extremo ralatlvo en 5 0 si l,dK(SJ/dSl =O, y e11to 

se cumpla s 1 : 

(C, + C1 JFCS 0 ) - C.:i."' O 

por 1 o tanto 

e :L 
F CS 0 J = -------- (27) 

e, + c2 

más aún 

C 1 t CS) + C1 t (5) 

y 

::fKCS0 ) --------
;;1 s!I. 

= C1 f (50 J + C ;...f (S0 J .? O 

Y• qu• t Cs> ? o , e, , e ;1.. ?. o 

SI I• desigualdad se cumple, S0 da un mfnlmo. SI la Igualdad se 

cumple, entonces f(~) •O, ya que C1 y C.:z. son ambos diferentes 

de cero, pero f Crl es una función continua y t(r) .~O. 

Por lo tanto si fCS 0 J = O, entonces f(r) tiene un mlnlmo en S , 

aspaclfloamanta cero. Se concluye entonces, qua K(S) tiene un 

mlnlmo en S"' 50 • Por lo tanto al valor de So que satisface a 

(27), tiene un mfnlmo en KCSJ. 

24 



EJemplo.-

Una panaderla vende uno de sus tipos de pasteles por peso. SI 

el producto no se vende el dla que se horneó, puede venderse 

posteriormente y únicamente con una perdida de 15 cts. por 1 lbra, 

esto es, C1 • 15 cts. Por otro lado, la compa~la obtiene una 

ganancia de 95 cts. an cada 1 lbra de pastel que se vende el mismo 

dla que se horneó, esto es, C~ = 95 cts. Las ordenes diarias 

forman una distribución triangular, en este caso la función de 

de~sldad de probabll ldad es f(r) • 0.02 - 0.0002r. 

El problema es determinar cuantas l lbras de pastel deba hornear 
. \\'1'.,, 

la pa"!ll.e.·e'rla diariamente. •• 
Solución : 

En este caso 

C:i./ (C 1 + C '2. ) = 95/ ( 15 + 95) = . 8636 

Tenemos que encontrar al valor S que satisface (27), esto as 

F(S) ,. r: f(r)dr 0.8636 

como f(r) '" 0.02 - 0.0002r, entonces 

rs - rso j 
0 

f(r)dr - J (0.02 - 0.0002r)dr 

= r: 0.02dr - r: 0.0002rdr 

. (o. °'' -~ :~;~~'.~j) : 
esto es 0.025 - 0.0001S .. 0.8638 

s .. 100 ! 38.93 por lo tanto 

0.8636 

consecuentemente, tenemos dos posibles solucionas: 
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s, '" 136.93 y 5.2. " 63.07 

como f(r) ? O, tenemos que 0.02 - 0.0002r.? O, y asto lmpl lea qua 

r S 100. no as solución factible, por lo qua S es la 

solución óptima. 

11.5 MODELO V.-

Esta problema es similar al anterior, con la Importante 

excepción qua al tiempo da ventaja, en aste caso as 

significativo. 

Supongamos qua un comerciante hace sus pedidos qua sarán 

entregados k dlas despues (esto es, el tiempo da ventaja es de k 

dlas). Un cierto dla, el comerciante tiene Sen existencias. 

Más aún, en los k -

de A1 A 1. , 

dlas previos, al ya ha ordenado la entrega 

, A~-1 articules, en ese orden , para los 

siguientes k - dlas. El problema as determinar la cantidad qua 

se dabara ordenar para al k-eslmo dla, considerando qua f (R') es 

la distribución da densidad de probabll ldad da demanda sobra un 

periodo de k dlaa CA'). 

Oaaarrol lo y Solución Anal ltlca.-

Saa k • número de ordenas an el tiempo da ventaja. C•l 

S'" nivel da Inventarlo antas da Iniciar el nuevo ciclo. 

S~'" nivel da Inventarlo para la k-aslma orden. 

r:¡, '" cantidad demandada en al 1-eslmo dla. 

A¡ " cantidad ordenada, en espera da ser entregada en el 

1-aslmo dla. 

Sa construlra la ecuación da costos cubriendo al tiempo da 

ventaja, ya qua los costos esperados para al periodo da 1 a k - 1 
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ya han sido determinados, pues ya se ordan6 A1 , A~, ... , Ao;-J 

El nivel da Inventarlo para al k-aslmo dfa es 

k-1 k 
Si<. S + I:; A;. + AK - L r; 

1=1 la1 

k-1 
Esto es, lo qu• ya tenemos, S, lo que ya se orden6, LA;,, lo qu• 

1=1 

k 
se va a ordenar, A,;, , y la demanda .Z:: r,,: . 

1=1 

k-1 
sea S' a S + 2:, A;. + AK y 

la1 

sustituyendo S' por S y R' por r en (25) obtenemos 

S' 
KCS') '"c,)

0 
(S' - R')f(R'ldR' + clJN (R' - S')f(R')dR' (28) 

s• 

Como la ecuacl6n (28) es esencialmente la misma que la (25), con 

la axcapcl6n qua S' dependa da una variable, AK qua es 

precisamente lo qua queramos optimizar; obtenemos 

js• 
KCAKl ª C, O CS' - R'lf(R'ldR' + cJN CR' - S'l f(R'ldR' (29) 

j S' 

tom•ndo I• primer• derivada, obtenemos que 

dKCA..:.) dS' 

pero dS'/dA~ a 1, por lo tanto, de los resultados obtenidos a 

partir de (26) tenemos que el v.alor 6ptlmo de S' es el que 

satisface FCS 'l = C~/CC 1 + C~l 

esto lmpl lea que •I valor 6ptlmo de AK es 

k-1 
a S 0 ' - (S +;t::A;.l 

la1 
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(•) Nota.- No siempre coincide el tiempo de ventaja con el número 

da ordenes. Puede suceder, por ejemplo, qua al tiempo de ventaja 

sea de 1 semana y las ordenes se deban hacer solo cada 15 dlas. 

Ejemplo.-

Una panaderla ordena pasteles diariamente, 

entregados 7 dlas daspuas. SI actualmente tlana 10 

qua saran 

1 lbras en 

existencia y aspara ordenes en los siguientes 6 dlas da 2, 4, 1, 

10, 11 y 5 l lbras. Cuantas l lbras dabara ordenar para al 7o. dla? 

Sup6ngase, al Igual qua al ejemplo del problema anterior, qua 

C1 ,. 15 cts., e,_., 95 cte. y f(R') = 0.02 - 0.0002R' 

Solucl6n : 

El valor 6ptlmo de S' se obtiene da 

FCSo'l ,. C1 /(C1 + C~) ,. 95/(15 + 95) = 0.8636 

como se astan usando los mismos datos qua en al ejemplo del 

moda lo anterior, tenemos qua 50 ' ,. 63.07 1 ibras, y por lo tanto 

A1
0 

,. 63 - ( 1 O + ( 2 + 4 + + 1 O + 11 + 5)) = 20 

qua as la cantidad 6ptlma a ordenar para al ~. dla. 

11.6 MODELO VI.-

En aste modelo se van a anal Izar dos casos Importantes por 

la fracuancla con que se presentan an la práctica. Uno da al los 

son los costos da produccl6n o da adqulslcl6n, esto es, el cesto 

da producir o adquirir bienes puada depender de la cantidad a 

producir, o a adquirir. 

El otro caso as el qua se presenta cuando al Inventarlo consista 

an varios artlculos, y los costos da almacanamlanto o 

preparacl6n, puada depender del tipo da articulo. 
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Para anal Izar estos casos, haremos unas slmpl lflcaclones de las 

ecuaciones del modelo 11, con los supuestos de produccl6n 

Instantánea y faltantes Intolerables, y usaremos estos resultados 

como base para nuestro planteamlento. Al suponer producción 

Instantánea, se supone que la razon de produccl6n k es mucho más 

grande qua la raz6n da demanda, esto lmpl lea dos cosas qua k 

tienda a Infinito y que t 1 = t~ =O. con esto la ecuación (11) sa 

convierta an : 

K 
(1/2)r(C 1 t:¡,'" + C,_tf ) + c3 

~ ------------------------------ (30) 
tl.. + t 3 

y las ecuaciones (18), (19) y (20) óptimas, son ahora 

A 0 = ;-~~~~~~~-:-~=-~ 
c,ci. 

(31) 

= -------------- (32) 

Al suponer tamblan qua loa faltantas no son permitidos, se asta 

supon l ando qua a I costo por fa 1 tanta, C:i, --> oC , y qua a I t 1 ampo 

en al cual hay faltantas, t
3 

, por lo tanto, se haca caro. Da 

asta manara (30), (31), (32) y (33) se reducen a 

K = (1/2)rC,t~ + (C~/tt) 

A0 '"J 2r(C3/C 1 ) 

S0 " O 

k 0 .. J 2rc1 c 3 

con la al lmlnaol6n da t, , t 3 , t4 , tenemos tamblen qua A 

CASO l. Costos Variables (producción ó adquisición).-
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Sea r la raz6n de demanda y p el costo por unidad si ordenamos 

menos que A11-, y p' s 1 ordenamos más o 1gua1 que A", (donde p' <p). 

De (34), sustituyendo el valor de t.z. = (A/r), y agregando p y p', 

tenemos la siguiente ecuación de costos 

c3 r 
--C 1 A O<A<A~ + + pr 

A 2 
K(Al .. (38) 

C3r 
A~A" + --C1 A + p'r 

A 2 

K(A) tiene un punto da discontinuidad en A= A', por lo tanto, al 

minlmo valor de K ocurre ya sea donde dK/dA = O, o en el punto de 

discontinuidad. 

dK 

dA 
+ -- e, 

2 
an todos los puntos, 

excepto en el punto A =A• . Esto nos conduce a 

A • r~!'. 
e, 

y debemos considerar los casos en que A0 >A~ y A0 <A• 

(39) 

si A~ <A0 al valor mlnlmo de K ocurre cuando A • A0 y da (38) 

obtenemos K0 

+ e, j-~~~~ + 
2 e, 

p'r 

= V 2c1 c3 r + p' r (40) 
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similarmente si A~>A0 

K 2c1 c 3r + p'r 

por otra parte, si ordenamos A• unidades y obtenemos el costo mas 

bajo, asta será 

+ C,A"' + p'r 
2 

por lo tanto, A0 • A* solo si 

c 3r 
e, A• + p' r 2C 1 C3r + .$ + pr 

K 2 

c 3r 
C, A"'" - 2c, e) r p'r + $ pr -

A* 2 

-~ ( :~~ - 1/ 2c, e~ r) p - p 1 ? + C1 A" (42) 
f Aw- 2 

CASO 2. Ecuacl6n paran articules.-

Considera n artlculos; para al 1-aslmo articulo, al costo da 

praparacl6n as C3;. y al costo da almacenaje es C1;. y la raz6n da 

demanda es rA y A~ la cantidad ordenada. La ecuación da costos 

para n artlculos, por analogla con la acuacl6n (34) y 

sust 1 tuyando da vualta t;.,. .. Aj.Ir,; ea 

n ( 1 C3· r) 
K " ki -- C1;. A;. + --~--: (43) 

•I 2 A· ,. 

tenemos qua 

()K 
.. -- e,;. -

oA;. 2 
para 1 = 1, 2, ... , n . 

por lo qua los valoras 6ptlmos da AÁ y da K son 

.. 1-~~-::;_ 
e,; 

(44) A~o 
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(45) 

Una consldaracl6n Interesante se presenta cuando existen 

1 Imitaciones en los Inventarlos, que requieren que el número 

promedio de artlculos no exceda a cierta cantidad H. Esto es, 

debemos minimizar K sujeto a la condición 

e9 presumible que 9e quiera alcanzar H (sin excederlo) para 

obtener la maJor ganancia. Sea 

" { 1 
C3; r,.; ·:i(t w)] L = L -- C¡; A) + A; -

'"' 2 
A' ,¿ 

(siempre qua sa cumpla la restricción, L sera Igual a Kl 

ahora, 
dL 

dAj. 
'" -- e,;. 

2 
+ íl,. o 1 = 1, 2, ... , n 

lo qua nos lleva a 

(46) 

y solo resta encontrar un ~tal que 

Una manera afectiva da encontrarlo es por Interpolación. 

EJempto.-

Una compaffla ha decidido tener un Inventarlo que no exceda 

da 750 artlculos da 3 productos diferentes, debido a 1 lmltac16n 

de capital. Con la siguiente Información, cuáles deberan ser las 

cantidades óptimas a producir? 
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PRODUCTO 
2 3 

Solucl6n 

.06 
60 

100 

.02 
40 

120 

.04 
60 
75 

A 1 querer encontrar un A aprop 1 ado qua cump 1 a con 1 a 

condlol6n, estamos trabajando con una función f, desconocida, qua 

relaciona ?(. con la mitad da la suma de los A,;_ 's, A. SI 

utll Izamos ::::l_,. O an (46) obtenemos 

Ar
0 

'"/12(100)(50))/(.05) 447 

A1 0 '"/C2(120)(40l)/(.02l 

A3 0 = /C2(75) (60)/(.041 

693 

464 

pero A (447 + 693 + 464)/2 '" 802, qua exceda a los 750 

permitidos. SI utll Izamos /\.= 0.005, tenemos ahora : 

A 10 = 409, A:i.0 = 566, A30 " 424 

y A = 700 , que no alcanza la cantidad deseada. 

El objetivo ahora as buscar un tal qua t</l> • 760, dado qua 

f(O) • 802 y f(0.005) • 700. Como ea desconocida podamos 

aproximar f por medio da una reota qua pase por los puntos 

(0,802) y C0.005,700) y asta es, usando la ecuación da la recta 

para dos puntos : 

(x:¡. - x 1 ) CY - Y1 l Cy:z_- y1 )(X - x 1 ) 

< .oo5 - o> <v - 002> = c100 - 002> ex - o> 

.005(Y - 802) '" -102X 

Y • -20400X + 802 
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por lo tanto 

802 - y 
X ,. ---------

20400 

entonces, si Y as Igual a A y X as Igual a A. 
cuando A :a 760 entonces, A.,. • 00265 

y finalmente, utllfzando esta valor de/t, obtenemos 

A 1Q ,. 436, A:z.0 • 652, A 30 "' 460 
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CONCLUSIONES 

El planteamiento y desarrollo de ecuaciones de problemas 

da Inventarlo puede ser ampl lo y variado; y aunque en esta 

trabajo se estudiar Ion los casos más tlplcos, estos a su vez se 

pueden diversificar debido a loa numerosos factores que pueden 

Intervenir en un caso de Inventarlo. 

Es por eso que es necesario anal Izar cada caso por 

separado para poder plantear y desarrollar la ecuación que mejor 

ae adapte a laa condiciones del problema. Asl, mientras qua para 

una persona puede ser relevante la util ldad no obtenida por 

faltar le piezas suficientes para satisfacer la demanda total, 

para otras puede sarmasralavantala utilidad qua obtienen 

Invirtiendo en otros renglonae, el monto o costo da las plazas 

no adquiridas, aunque no haya satisfecho la demanda total. 

Aunque no hay una teorla sistemática sobra el problema da 

Inventarlos, si se puedan establecer patrones a seguir para 

Identificar y plantear casos da Inventarlo, como se discutió en 

1.1. Adamas, el gran uso da temas da Matemáticas, como la 

Estadistica, al C•lculo, lae Leyes de Sumatorias y al Algebra, 

hacen da la taorla de sistemas da Inventarlos un campo (dentro da 

la lnvaatlgaclon da Operaciones) digno da Investigarse y 

ampl 1 arsa. 

SI bien es cierto qua este tipo de ecuaciones se 

desarrollaron a ralz de podar resolver problemas relacionados con 

Inventarlos, sus resultados son apl loables a problemas de 

diferente contexto que varlan desde problemas da producción y 

mantenimiento hasta problemas de Inversiones y hasta de personal, 
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aunque esencialmente slml lares. Hay que recordar que en un 

sistema de Inventarlos son slgnltloatlvos los costos da 

almacenaje, los costos por tal tanta y los costos da preparación. 

Siempre y cuando podamos Identificar los costos da un problema 

cualquiera con los costos antes mencionados, tendremos un Slatema 

da Inventarlo qua podremos desarrollar. 

El trabajo aqul presentado, as tan solo un esbozo da los 

alcances qua tiene al campo da la Investigación da Operaciones, 

en particular los Sistemas de Inventarlos, y al Igual qua otros 

temas parecidos deben ser estudiados mas a tondo para su mejor 

compransl6n y su mas ampl Ja apl Jcacl6n. 
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